N

N

Méthodes itératives de construction et d’approximation
de points fixes d’opérateurs monotones sur un treillis,
analyse sémantique des programmes
Patrick Cousot

» To cite this version:

Patrick Cousot. Méthodes itératives de construction et d’approximation de points fixes d’opérateurs
monotones sur un treillis, analyse sémantique des programmes. Modélisation et simulation. Institut
National Polytechnique de Grenoble - INPG; Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1978. tel-
00288657

HAL Id: tel-00288657
https://theses.hal.science/tel-00288657
Submitted on 18 Jun 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00288657
https://hal.archives-ouvertes.fr

JHESS

présentée a

Université Scientifique et Médicale de Grenoble
Institut National Polytechnique de Grenoble

pour obtenir le grade de
DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

par

Patrick COUSOT

(Sils)
METHODES ITERATIVES DE CCNSTRUCTION
- ET D'APPROXIMATION DE PCINTS FIXES
D'OPERATEURS MONOTONES SUR UN TREILLlS,'
ANALYSE SEMANTIQUE DES PROGRAMMES.

Q9o

Thése soutenue le 21 mars 1978 devant la Commission d’'Examen :

Président : L. BOLLIET
Examinateurs : C. BENZAKEN
Ph. JORRAND
B. LORHO
C. PAIR

F. ROBERT
M. SINTZOFF






UNIVERSITE SCIENTIFIQUE ET MEDICALE DE GRENOBLE

Monsieur Gabriel CAU
Monsieur Joseph KLEIN

: Président
: Vice-Président

MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE L‘U.S.M.G.

PROFESSEURS TITULAIRES

MM.

MM.

Mme
MM,

Mme
MM.

AMBLARD Pierre
ARNAUD Paul

ARVIEU Robert
AUBERT Guy

AYANT Yves

BARBIER Marie-Jeanne
BARBIER Jean-Claude
BARBIER Reynold
BARJON Robert
BARNOUD Fernand
BARRA Jean-René
BARRIE Joseph
BEAUDOING André
BELORIZKY Elie
BARNARD Alain
BERTRANDIAS Frangoise
BERTRANDIAS Jean-Paul
BEZES Henri
BLAMBERT Maurice
BOLLIET Louis
BONNET Jean-Louis
BONNET-EYMARD Joseph
BONNIER Marie-Jeanne
BOUCHERLE André
BOUCHEZ Robert
BOUSSARD Jean-Claude

BOUTET DE MONVEL Louis

BRAVARD Yves
CABANEL Guy
CALAS Frangois
CARLIER Georges
CARRAZ Gilbert

Clinique de dermatologie

Chimie

L.S.N.

Physique

Physique approcfondie

Electrochimie

Physique expérimentate

Géologie appliquée

Physique nucléaire

Biosynthése de la cellulose
Statistiques

Clinique chirurgicale A

Clinique de pédiatrie et puériculture
Physique '
Mathématiques pures

Mathématiques pures

Mathématiques pures

Clinique chirurgicale et traumatologie
Mathématiques pures

Informatique (1.U.T. B)

Clinique ophtalmologie

Clinique hépato-gastro-entérologie
Chimie générale

Chimie et toxicologie

Physique nucléaire

Mathématiques appliquées
Mathématiques pures

Géographie

Ciinique rhumatologique et hydrologique
Anatomie

Biologie végétale

Biologie animale et pharmacodynamie



MM.

Mme
MM.

CAU Gabriel
CAUQUIS Georges
CHABAUTY Claude
CHARACHON Robert
CHATEAU Robert
CHIBON Pierre
COEUR André
COUDERC Pierre
DEBELMAS Jacques
DEGRANGE Charles
DELORMAS Pierre
DEPORTES Charles
DESRE Pierre

DODU Jacques
DOLIQUE Jean-Michel
DREYFUS Bernard
DUCROS Pierre
FONTAINE Jean-Marc
GAGNAIRE Didier
GALVANI Octave
GASTINEL Noél
GAVEND Michel
GEINDRE Michel
GERBER Robert
GERMAIN Jean-Pierre
GIRAUD Pierre
JANIN Bernard
KAHANE André
KLEIN Joseph
KOSZUL Jean-Louis
KRAVTCHENKO Julien
LACAZE Albert
LACHARME Jean
LAJZEROWICZ Janine
LAJZEROWICZ Joseph
LATREILLE René
LATURAZE Jean
LAURENT Pierre
LEDRU Jean

LE ROY Philippe

Médecine légale et toxicologie
Chimie organique
Mathématiques pures

Clinique ot-rhino-laryngologique
Clinique de neurologie

Biologie animale

Pharmacie chimique et chimie analytique

Anatomie pathologique
Géologie générale
Zoologie
Pneumopbhtisiologie
Chimie minérale
Métallurgie

Mécanique appliquée (I.U.T. 1)
Physique des plasmas
Thermodynamique
Cristallographie
Mathématiques pures
Chimie physique
Mathématiques pures
Analyse numérique
Pharmacologie
Electroradiologie
Mathématiques pures
Mécanique

Géologie

Géographie

Physique générale
Mathématiques pures
Mathématiques pures
Mécanique
Thermodynamique
Biologie végétale
Physique

Physique

Chirurgie générale
Biochimie pharmaceutique
Mathématiques appliquées
Clinique médicale B
Mécanique (.1.U.T. 1)



MM.

Mile
MM.

Mme
MM.

LLIBOUTRY Louis
LOISEAUX Jean-Marie
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LOUP Jean

LUTZ Elisabeth
MALINAS Yves
MARTIN-NOEL Pierre
MAYNARD Roger
MAZARE Yves
MICHEL Robert
MICOUD Max
MOURIQUAND Claude
MOUSSA André
NEGRE Robert
NOZIERES Philippe
OZENDA Paul

PAYAN Jean-Jacques
PEBAY-PEYROULA Jean-Claude
PERRET Jean

RASSAT André
RENARD Michel
REVOL Michel
RINALDI Renaud

DE ROUGEMONT Jacques
SARRAZIN Roger
SEIGNEURIN Raymond
SENGEL Philippe
SIBILLE Robert
SOUTIF Michel
TANCHE Maurice
VAILLANT Frangois
VALENTIN Jacques
VERAIN Alice
VERAIN André
VEYRET Paul
VIGNAIS Pierre

Géophysique

Sciences nucléaires
Physique nucléaire
Géographie

Mathématiques pures
Clinique obstétricale
Clinique cardiologique
Physique du solide
Cliniqgue Médicale A
Minéralogie et pétrographie
Clinique maladies infectieuses
Histologie

Chimie nucléaire
Mécanique

Spectrométrie physique
Botanique

Mathématiques pures
Physique

Séméiologie médicale (neurologie)

Chimie systématique
Thermodynamique
Urologie

Physique

Neuro-Chirurgie

Clinique chirurgicale B
Microbioiogie et hygiene
Zoologie

Construction mécanique (I.U.T.

Physique générale
Physiologie

Zoologie

Physique nucléaire
Pharmacie galénique
Physique biophysique
Géographie
Biochimie médicale



PROFESSEURS ASSOCIES

MM.

CRABBE Pierre
SUNIER Jules

PROFESSEURS SANS CHAIRE

Mlle

MM.

Mme
MM.

Mme

AGNIUS-DELORS Claudine
ALARY Josette
AMBROISE-THOMAS Pierre
ARMAND Gilbert
BENZAKEN Claude
BIAREZ Jean-Pierre
BILLET Jean
BOUCHET Yves
BRUGEL Lucien
BUISSON René
BUTEL Jean
COHEN-ADDAD Jean-Pierre
COLOMB Maurice
CONTE René
DELOBEL Claude
DEPASSEL Roger
GAUTRON René
GIDON Paul
GLENAT René
GROULADE Joseph
HACQUES Gérard
HOLLARD Daniel
HUGONOT Robert
IDELMAN Simon
JOLY Jean-René
JULLIEN Pierre
KAHANE Josette
KRAKOWIACK Sacha
KUHN Gérard

LUU DUC Cuong
MICHOULIER Jean
MINIER Colette

CERMO
Physique

Physique pharmaceutique
Chimie analytique
Parasitologie

Gég gaphie
Mathématiques appliquées
Mécanique

Géographie

Anatomie

Energétique (1.U.T. I)
Physique (I.U.T. 1)
Orthopédie

Spectrométrie physique
Biochimie médicale
Physique (LU.T. 1)
M.LLA.G.

Mécanique des fluides
Chimie

Géologie et minéralogie
Chimie organique
Biochimie médicale
Calcul numérique
Hématologie

Hygiéne et médecine préventive
Physiologie animale
Mathématiques pures
Mathématiques appliquées
Physique ”
Mathématiques appliquées
Physique (I.U.T. 1)
Chimie organique - pharmacie
Physique (LLU.T. I)
Physique (1.U.T. 1)



MM.

Miie
MM.

Mme
MM,

Mme
MM.

MAITRES

MM.

Mme
MM.

Mme
MM.

PELMONT Jean
PERRIAUX Jean-Jacques
PFISTER Jean-Claude
PIERY Yvette
RAYNAUD Hervé
REBECQ Jacques
REYMOND Jean-Charles
RICHARD Lucien
RINAUDO Marguerite

SARROT-REYNAULD Jean

SIROT Louis

SOUTIF Jeanne
STIEGLITZ Paul
VIALON Pierre

VAN CUTSEM Bernarq

ARMAND Yves
BACHELOT Yvan
BARGE Michel
BEGUIN Claude
BERIEL Héléne

BOST Michel
BOUCHARLAT Jacques
BOUCHE Liane
BRODEAU Frangois

BERNARD Pierre
CHAMBAZ Edmond
CHAMPETIER Jean
CHARDON Michel
CHERADAME Hervé
CHIAVERINA Jean

COLIN DE VERDIERE Yves

CONTAMIN Charles
CORDONNER Daniel
COULOMB Max
CROUZET Guy

Biochimie

Géologie et minéralogie
Physique du solide
Physiologie animale
M.I.A.G.

Biologie (CUS)
Chirurgie générale
Biologie végétale

Chimie macromoléculaire
Géologie

Chirurgie générale
Physique générale
Anesthésiologie

Géologie

Mathématiques appliquées

DE CONFERENCES ET MAITRES DE CONFERENCES AGREGES

Chimie (LLU.T. 1)
Endocrinologie
Neuro-chirurgie
Chimie organique
Pharmacodynamie
Pédiatrie

Psychiatrie adultes
Mathématiques (CUS)

Mathématiques (I.U.T. B) (Personne étrangére

habilitée & étre directeur de thése)
Gynécologie

Biochimie médicale

Anatomie et organogénése
Géographie

Chimie papetiére

Biologie appliquée (EFP)
Mathématiques pures

Chirurgie thoracique et cardio-vasculaire
Néphrologie

Radiologie

Radiologie



MM.

MM.

Mme
MM.

CYROT Michel
DENIS Bernard

DOUCE Roland
DUSSAUD René
ETERRADOSSI Jacqueline
FAURE Jacques

FAURE Gilbert
GAUTIER Robert

GIDON Maurice

GROS Yves

GUIGNIER Michel
GUITTON Jacques
HICTER Pierre

JALBERT Pierre
JUNIEN-LAVILLAVROY Claude
KOLODIE Lucien

LE NOC Pierre

MACHE Régis

MAGNIN Robert

- MALLION Jean-Michel

MARECHAL Jean
MARTIN-BOUYER Michel
MASSOT Christian
NEMOZ Alain
NOUGARET Marcel
PARAMELLE Bernard
PECCOUD Frangois

PEFFEN René
PERRIER Guy
PHELIP Xavier
RACHALL Michel
RACINET Claude
RAMBAUD Pierre
RAPHAEL Bernard
RENAUDET Jacqueline
ROBERT Jean-Bernard
ROMIER Guy

SAKAROVITCH Michel

Physique du solide
Cardiologie

Physiologie végétale
Mathématiques (CUS)
Physiologie

Médecine légale

Urologie

Chirurgie générale

Géologie

Physique (LU.T. 1)
Thérapeutique

Chimie

Chimie

Histologie

O.R.L.

Hématologie
Bactériologie—virologie
Physiologie végétale

Hygiéne et médecine préventive
Médecine du travail

Mécanique (L.U.T. 1)

Chimie (CUS)

Médecine interne
Thermodynamique
Automatique (1.U.T. 1)
Pneumologie

Analyse (I.U.T. B) (Personnalité étrangére
habilitée a étre directeur de thése)

Métaliurgie (1.U.T. 1)

Géophysique-glaciologie
Rhumatologie

Médecine interne

Gynécologie et obstétrique
Pédiatrie

Stomatologie

Bactériologie (pharmacie)
Chimie-physique

Mathématiques (1.U,T. B) (Personnalité étrangére
habilitée & étre directeur de thése)
Mathématiques appliquées



MM. SCHAERER René Cancérologie

Mme SEIGLE-MURANDI Frangaise Crytogamie

MM. STOEBNER Pierre Anatomie pathologie
STUTZ Pierre Mécanique
VROUSOS Constantin Radiologie

MAITRES DE CONFERENCES ASSOCIES

MM. : DEVINE Roderick Spectro Physique
KANEKO Akira Mathématiques pures
JOHNSON Thomas Mathématiques appliquées
RAY Tuhina Physique

MAITRE DE CONFERENCES DELEGUE

M. . ROCHAT Jacques Hygiéne et hydrologie (pharmacie)

Fait 4 Saint Martin d'Héres, novembre 1977






INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE
Année universitaire 1978-1977

Président : M. Philippe TRAYNARD

Vice-présidents : M. René PAUTHENET
M. Georges LESPINARD

PROFESSEURS TITULAIRES

MM. BENOIT Jean Electronique - automatique
BESSON Jean Chimie minérale
BLOCH Daniel Physique du solide - cristallographie

*

BONNETAIN Lucien
BONNIER Etienne
BOUDOURIS Georges
BRISSONNEAU Pierre
BUYLE-BODIN Maurice
COUMES André
DURAND Francis
FELICI Noéi
FOULARD Cilaude
LANCIA Roland
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LESPINARD Georges
MOREAU René
PARIAUD Jean-Charles
PAUTHENET René
PERRET René
POLOUJADOFF Michel
TRAYNARD Philippe
VEILLON Gérard

en congé pour études

PROFESSEURS SANS CHAIRE

MM,

BLIMAN Samuél
BOUVARD Maurice
COHEN Joseph
GUYOT Pierre
LACOUME Jean-Louis
JOUBERT Jean-Claude

Génie chimique

Métallurgie

Electronique - automatique
Physique du solide - cristallographie
Electronique - automatique
Electronique - automatique
Métallurgie

Electronique - automatique
Electronique - automatique
Electronique - automatique
Physique nucléaire corpusculaire
Mécanique

Mécanique

Chimie - physique

Electronique - automatiqﬁe
Electronique - automatique
Electronique - automatique
Chimie - physique

Informatique fondamentale et appliquée

Electronique - automatique
Génie mécanique
Electronique - automatique
Métaliurgie physique
Electronique - automatique

Physique du solide - cristallographie



MM. ROBERT André
ROBERT Frangois
ZADWORNY Frangois

MAITRES DE CONFERENCES

MM. ANCEAU Frangois
CHARTIER Germain
CHIAVERINA Jean
IVANES Marcel
LESIEUR Marcel
MORET Roger
PIAU Jean-Michel
PIERRARD Jean-Marie
SABONNADIERE Jean-Claude

Mme SAUCIER Gabrielle

M, SOHM Jean-Claude

Chimie appliquée et des matériaux
Analyse numérique
Electronique - automatique

Informatique fondamentale et appliquée
Electronique - automatique

Biologie, biochimie, agronomie
Electronique - automatique

Mécanique

Physique nucléaire - corpusculaire
Mécanique

Mécanique

Informatique fondamentale et appliquée
Informatique fondamentale et appliquée
Chimie Physique

CHERCHEURS DU C.N.R.S. (Directeur et Maitres de Recherche)

M. FRUCHART Robert

MM.  ANSARA Ibrahim
BRONOEL Guy
CARRE René
DAVID René
DRIOLE Jean
KLEITZ Michel
LANDAU loan-Doré
MATHIEU Jean-Claude
MERMET Jean
MUNIER Jacques

Directeur de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Mafitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

(1

Personnalités habilitées 3 diriger des travaux de recherche (décision du Conseil Scientifique)

E.N.S.E.E.G.

MM.  BISCONDI Michel
BOOS Jean-Yves
DRIVER Julian

Ecole des Mines St. Etienne (dépt. Métallurgie)
Ecole des Mines St. Etienne {Métallurgie)
Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)

..



MM,

KOBYLANSKI André
LE COZE Jean
LESBATS Pierre
LEVY Jacques

RIEU Jean
SAINFORT
SOUQUET

CAILLET Marcel
COULON Michel
GUILHOT Bernard
LALAUZE René
LANCELOT Francis
SARRAZIN Pierre
SOUSTELLE Michel
THEVENOT Frangois
THOMAS Gérard
TOUZAIN Philippe
TRAN MINH Canh

E.N.S.E.R.G.

MM. BOREL

KAMARINOS

E.NS.E.G.P.

M. BORNARD

Mme CHERUY
MM. DAVID
DESCHIZEAUX

Ecole des Mines

Ecole des Mines

Ecole

des

Mines

Ecole des Mines

Ecole

des

Mines

C.E.N. Grenoble

U.S.M.

Ecole
Ecole
Ecole
Ecole
Ecole
Ecole
Ecole
Ecole
Ecole
Ecole
Ecole

Centre
Centre

Centre
Centre
Centre
Centre

G.

des
des
des
des
des
des
des
des
des
des
des

Mines
Mines
Mines
Mines
Mines
Mines
Mines
Mines
Mines
Mines
Mines

d’études
national

national

national

national

national

St.
St.
St.
St.
St.

Etienne (Métallurgie)
Etienne (Métallurgie)
Etienne (Métallurgie)
Etienne (Métallurgie)
Etienne (Métallurgie)

(Métallurgie)

St.
St.
St.
St.
St.
St.
St.
St.
St.
St.
St.

Etienne (Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.
Etienne {Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.
Etienne {Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.
Etienne (Chim. Min.

nucléaires de Grenoble
recherche scientifique

recherche scientifique
recherche scientifique
recherche scientifique
recherche scientifique

Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)
Ph.)






Je nemencie :

Monsieurn L. BOLLIET, Professeuwr a £'T.U.T. d'Informatique de Grenoble,
de m'avoin fait £'honneur de présiden Le jury de cette thése,

Monsdieun C. BENZAKEN, Professewr a £'Univernsité Scientifique et Médicale
de Grenoble, d'avoir accepté de juger ce trhavail en donnant Le point de vue
d'un algébriste,

Monsiewr Ph. JORRAND, Maitre de Rechenche au C.N.R.S., d'avoir assumé
des nesponsabilités administratives a& mon égand, de m'avoirn Laissé menen mes
nechenches de facon completement .indépendante et de faire aujournd'hui partie
du jury de cette thése,

Monsieun B. LORHO, Maitre de Conférences a £'Univensité d'0nféans,
d'avoin aidé et encouragé ce thavail en montrant un intenét constant et
sympathique,

Monsieun fe Professeurn C. PAIR, Président de £'Institut National Poly-
technique de Lornraine, de m'avoirn donné goit a L'Infomatique quand §'étais
éléve a £'Ecole Nationale Supénieune de La Métallungie et de L£'Industrie des
Mines, de m'avoin consacné beaucoup de son temps et de m'avoin eclainé de
Aes idées synthétiques ce qui m'a perumis de mieux approfondin et présenten
ce thavall,

Monsieur F. ROBERT, Professeur a £'Institut National Polytechnique de

Grenoble, pour Les échanges que nous avons eus sun Les méithodes iténatives
de caleul de points f§ixes en Analyse Numénique,

Monsiewr M. SINTZOFF, Ingénieur a La M.B.L.E., qui n'a cessZ de me pro-
diguen critiques, conseils, suggestions, encounagements et népliques dans
des discussions souvent passionnées et toujourns tnes stimulantes.

Je témoigne mon agfectueuse gratitude a Madame R. COUSOT, avec qui §'al
egfectus ce travail.

Je voudnais également nemencien

Monsdieun J.D. ICHBIAH, qui m'a accueillli pendant un an dans son équipe
et qui a su me communiquer son enthousiasme et m'acconden sa confiance,

Monsieun N. HALBWACHS, d'avoin choisi de travaillen avec moi depuis un
an et demd,



Messieuns J.C. BOUSSARD, J.P. KALFON et S. SCHUMAN d'avoin compris £'in-
tenet de ce travail et de m'avoin aidé d Le faire connaitre.

Je voudrais engin, rendrne hommage au takent et & La gentillesse de
Mesdames R. CARRE-PIERRAT, H. DIAZ, M.J. DOREL et C. NEUMANN qui ont assuné

un nemarquable trhavail de dactylographie.
Je nemencie toutes Les personnes du Service Reproduction qui ont contribu

a L'impression de cette thése.

Ce travadll a €18 subventionné par Les contrats SESORI 75-035 et 76-160
et pan L'ATP Infornmatique D3119.

Patrick COUSOT



METHODES ITERATIVES DE CONSTRUCTION ET D'APPROXIMATION DE
POINTS FIXES D'OPERATEURS MONOTONES SUR UN TREILLIS,
ANALYSE SEMANTIQUE DES PROGRAMMES

INTRODUCTION

THEOREMES DE POINTS FIXES DANS LES TREILLIS COMPLETS

ETUDE DU COMPORTEMENT D'UN SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET, ANALYSE
SEMANTIQUE EXACTE DES PROGRAMMES ET APPLICATIONS

METHODES CONSTRUCTIVES D'APPROXIMATION DE POINTS FIXES D'OPERATEURS
MONOTONES SUR UN TREILLIS COMPLET

ANALYSE SEMANTIQUE APPROCHEE DES PROGRAMMES ET APPLICATIONS

ANALYSE SEMANTIQUE DES PROCEDURES RECURSIVES

CONCLUSIONS
BIBLIOGRAPHIE






CHAPITRE 1

IHTRODUCTION



1. INTRODUCTION

L'analyse sémantique d'un programme consiste & déterminer les conditions
dans lesquelles les exécutionsde ce programme se terminent, ne se terminent
pas ou conduisent & une erreur (que ce soit parceque les régles de bonne uti-
lisation du langage de programmation n'ont pas été respectées ou parceque le
programme ne correspond pas & sa spécification). L'analyse sémantique d'un
programme doit également permettre de déterminer en chaque point du program-
me les propriétés des objets manipulés par le programme.

Nous proposons une théorie de 1'analyse sémantique des programmes qui
fournit un cadre unifié pour effectuer des analyses depuis les plus fipes,
comme celles mises en oeuvre dans la justification de la correction totale
des programmes, jusqu'aux plus grossiéres comme celles utilisées & la compi-
lation. A notre avis, il n'y a pas de discontinuité entre ces deux extrémes
et la théorie proposée permet de construire un spectre continu d'applications
depuis 1'analyse exacte jusqu‘aux analyses les plus approximatives. Soucieux
des applications pratiques, nous avons consacré une jrartie de nos efforts &
construire un modéle qul apporte des solutiocns automatisables, (certaines
automatisations ayant d'ailleurs effectivement été réalisées), a des proble-

mes économiquement significatifs:

- Dans la plupart des systémes de vérification de programmes, 1'analyse sé-
mantique du programme & justifier doit &tre faite par le programmeur, qui

doit fournir une documentation du programme socuvent lourde par son niveau de
détail. Or, mise & part la spécification de sortie qui décrit le probléme 3
résoudre, une bonne partie de cette documentation peut &tre construite d’'aprés
le texte de programme (avec 1'assurance que cette documentation et le program-

me concordent).

- Les techniques de mise au point encore largement utilisées dans 1'industris
informatique du logiciel peuvent &tre en partie évitées (du moins pour les
fautes de programmation si ce n’est pour les fautes de conception), en utili-

sant nos propositions d'analyse sémantique automatique des programmes, et ce,
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sans attendre les dix ans (ou plus) qui seront nécessaires pour que les
technigues de vérification des programmes utilisant des démonstrateurs de
théoremes soient opératicnnelles. Il est d’ailleurs certain que les méthodes
gue nous proposons sont complémentaires et offrent pour certains types d’a-

nalyses un rapport colit/bénéfice trés rentable.

- Dans les langages de haut niveau, le programmeur est encouragé & formuler
ses aglgorithmes en termes abstraits appropriés au probléme & traiter. Pour
faire un choix automatique d'une implémentation efficace des programmes, il

faut en faire une analyse sémantique assez précise.

- Presque toutes les définitions des langages des programmation classigues
contiennent diverses restrictions qui sont nécessaires pour que les program-
mes solient corrects mais qui ne peuvent pas, en toute généralité, &tre tes-
tées syntaxiquement. Il faudrait en effet connaitre le domaine de valeurs
des variables. La solution classique des tests & l'exécution est pénirale-
ment jugée inacceptable & cause de son cofit. Seule une analyse sémantique
automatique des programmes peut apporter une solution économiquement renta-

ble.

- La plupart des techniques d'optimisation utilisées dans la compilation
des programmes, ne peuvent &tre mises en oeuvre que lorsque les conditions
assurant 1’'eéquivalence du programme transformé et du programme original, et,
une reelle amélioration des performances sont réunies. Quand il y a doute,
1'option classique est de considérer 1'hypothése la plus pessimiste, mais

une analyse sémantique plus approfondie du programme permet de 1'éviter.

O'une maniere générale, le développement d'une théorie de 1'analyse sé-
mantique des programmes conduisant & des applications automatisables est mo-
tivé par la résolution technigue des problémes de fiabilité et d'efficaciteé
du logiciel et nous semble complémentaire des efforts qui sont faits actuel-

lement pour faire passer 1l'art de la programmation & 1'état de science.

Donnons maintenant un trés bref résumé du contenu de cette thése:

Nous ramenerons le probléme de la détermination de propriétés sémanti-
ques d'un programme, au probléme de construire les points fixes extrémes
d'opérateurs monotones sur un treillis complet. Apré&s cette introduction,

le deuxieme chapitre est donc consacré & 1'étude mathématique de théorémes
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de points fixes dans les treillis complets. Nous donnons une démonstration
constructive du théoréme de Tarski qui montre que 1'ensemble des points fixes
d'un opérateur monotone F sur un treillis complet L est 1'image de L par des
préfermetures définies au moyen de limites d'itérations transfinies. 1I1
s'agit de montrer, comment les méthodes itératives classiques peuvent &tre
adaptées pour converger & partir de n'importe quel point de départ et égale-
ment, pour atteindre des points fixes autres que le plus petit et le plus
grand. Ceci nous permet également de définir 1'union et 1'intersection dans
le treillis des points fixes de F de maniére constructive, c'’est-a-dire,

par des récurrences utilisant F. Nous obtenons alors comme cas particulier,
le theéoréme de construction du plus petit point fixe d'un opérateur continu.
Nous considérons ensuite des systémes d'équations monotones de points fixes
dans un treillis complet. Aprés avoir rappelé la méthode de résolution for-
melle par élimination de variables, nous démontrons un résultat de convergen-
ce des méthodes itératives chaotiques, asynchrones et asynchrones avec mé-
moire. Ceci ouvre la voie & la résolution des systémes d'équations monoto-
nes sur un treillis, en utilisant plusieurs processeurs calculant en paral-

1eéle sans qu'aucune synchronisation ne soit nécessaire.

Dans le chapitre trois, le probléme de 1'analyse sémantique des pro-
grammes est étudié, indépendamment des problémes de définition de langage,
dans 1e cadre trés général de 1'étude du comportement d'un systéme dynamique
discret. Un programme est un systéme dynamique discret dans la mesure ol
i1 définit une relation de transition (ou une fonction de transition s'il
est déterministe), entre les états de mémoire précédant et suivant 1'exécu-
tion d'une instruction élémentaire quelconque. Pour étudier le comportement
d'un systéme dynamique discret, i1 faut caractériser 1'ensemble des états
descendant des états satisfaisant & une spécification d’'entrée donnée, ou
bien, caractériser 1'ensemble des ascendants des états satisfaisant & une
spécification de sortie donnéae. Autrement dit, i1 faut déterminer la plus
faible pré-condition, portant sur les états d'entrée, pour que le systéme é-
volue vers un état satisfaisant & une post-condition donnée, ou bien, 1la
plus forte post-condition caractérisant les états vers lesquels le systéme
évolue & partir d'un état d'’entrée quelconque qui satisfait & une pré-condi-
tion donnée. Nous montrons que ces conditions s'obtiennent comme solutions
d’équations de points fixes ou de systémes d'équations, quand 1l'ensemble des
états du systéme dynamique discret est partitionné. Nous formalisons ensuite

la sémantique opérationnelle d'un langage de programmation simple, correspon-
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dant & des programmes séguentiels itératifs, nous montrons comment un pro-
gramme définit un systéme dynamique discret, puis nous appliquons les résul-
tats obtenus sur 1'analyse du comportement des systémes dynamiques discrets

a 1l'analyse sémantique des programmes. Ceci nous conduit & définir des sé-
mantiques déductives en avant et en arriére des programmes, qui généralisent
les methodes classiques de vérification de programmes "en avant” & la
Floyd-Naur ou "en arriere” & la Hoare-Dijkstra, & des techniques de formali-
sation de la sémantique des langages de programmation. En effet, les séman-
tigues déductives en avant et en arriére définissent les conditions dans les-
quelles l'execution d'un programme se termine correctement, ne se termine pas
ou conduit & une erreur comme solutions de systemes d'équations sémantiques
associées au programme. Chacune des deux sémantiques peut &tre utilisée pour
caractériser en chague point du programme, l'ensemble des descendants des
gétats d'entrée et 1'ensemble des ascendants des états de sortie et par con-
séquent, elles sont équivalentes entre elles et permettent toutes les deux

d'effectuer 1'analyse sémantique exacte des programmes.

Ayant montré que 1'analyse sémantique exacte des programmes consiste a
resoudre des systemes d’'équations, sachant que les solutions de ces équa-
tions ne sont pas automatiquement calculables et désirant cependant trouver
des techniques automatiques d'analyse sémantique des programmes, nous escm-
mes contraints de nous borner & des analyses automatiques approchées des
programmes. Nous étudions donc dans le chapitre quatre des méthodes de cal-
cul d'approximations de points fixes d'opérateurs monctones sur un treillis.
Pour calculer effectivement des approximatiaons inférieures et supérieures
des solutions d'un systéme d'équations, nous proposons essentiellement deux
méthodes complémentaires. Elles consistent d'une part, & simplifier les
équations & résoudre et d'autre part, & accélérer la convergence des métho-
des itératives de construction de points fixes. Pour accélérer la conver-
gence d'une itération qui ne se stabilise par naturellement en un nombre
finl de pas, nous proposons d'extrapoler en cours de calcul les termes de la
suite des itérés pour obtenir, en un nombre fini de pas, une approximation
de sa limite. De méme que 1'accélération de la convergence de méthodes ité-
ratives, la simplification d’éguations est trés utilisée en analyse numérigue
mais, pour le besoin de nos problémes, nous devons les étudier dans un cadre
purement algébriaue. Pour simplifier les systémes d'égquations sémantiques
associges aux programmes, NOUS proposons, pour chague prcobléme particulier

d'analyse sémantique des programmes, d’ignorer a priori certaines propriétés
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pour ne retenir que les propriétés des programmes qui sont significatives
pour cette application spécifique. D'un point de vue algébrique, cette ap-
proximation se formalise par une fermeture sur le domaine des équations & ré-
soudre, fermeture que nous définirons de fagon équivalente au moyen de par-
ties de Moore , de familles d’'idéaux principaux, de relations de congruence
ou de paires de fonctions adjointes. Diverses analyses approchées peuvent
étre combinées en combinant les fermetures correspondantes et en particulier,
le treillis des fermetures formalise la hiérarchisation des approximations

selon leur précision.

Nous développons au chapitre cing, des méthodes d'analyse sémantique
automatique et donc nécessairement approchée des programmes. Pour procéder
a 1'analyse sémantique approchée d'un programme, nous proposons de calculer
une solution approchée des systémes d'équations sémantiques en avant et en
arrieére associés & ce programme. Nous montrons comment, ayant choisi une
classe particuliére de propriétés des programmes apportant des réponses uti-
les & un probléme donné, les résultats du chapitre quatre permettent de
concevolr un algorithme réalisant automatiquement 1'analyse d'un programme
quelconque pour cette classe de propriétés. La conception de cet algorithme
est basée sur le choix d'une fermeture qui permet de définir un gspace de
propriétés approchées ainsi que les régles de construction des systeémes d'é-
quations simplifiés associés & un programme. Pour résoudre ces équations,
nous Utiliserons une méthode itérative et s'il est nécessaire d'accélérer
la convergence, il reste donc & imaginer des opérations d'extrapolation.
Nous illustrons notre approche par quelques exemples de conception d'une
technigue d'analyse sémantique approchée des programmes. Apres avoir brié-
vement examiné plusieurs exemples classiques en optimisation des programmes,
nous traitons quelques applications & la découverte des propriétés des poin-
teurs, & la détermination du type des variables dans les langages de haut
niveau sans déclarations, 3 1’analyse de 1'intervalle de valeurs des varia-
bles numériques et & la découverte de relations linéaires d'égalité ou d'i-

négalité entre variables d'un programme.

Le chapitre six traite des procédures récursives dont 1'analyse est
plus bomplexe que celle des programmes séquentiels itératifs puisgu’'il faut
considérer des équations fonctionnelles de la forme f(x)=F(f}(x) et non plus
des équations de type x=f(x). WNous utilisons la méme approche que pour les

programmes séquentiels itératifs en définissant une sémantique déductive
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puis, en introduisant des méthodes d'approximation qui en fait, généralisent

1'étude du chapitre guatre au cas de systémes d’équations fonctionnelles.
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2. THEOREMES DE POINTS FIXES DANS LES TREILLIS COMPLETS

Nous raménerons le probléme de la détermination de propriétés sémanti-
ques d'un programme au probléme de résoudre un systéme d’équations X=F(X)
dont la solution (ou point fixe de F) caractérise les propriétés du program-
me. Les chapitres 3, 5 et 6 montreront qu'il est judicieux de choisir un
treillis complet L comme modéle des propriétés & découvrir et d'exprimer le
systeme d'équations X=F(X) & 1'aide d'un opérateur monotone F de L.

Ceci étant admis, 1'objectif de ce chapitre est de rappeler, d'amélio-
rer et d'établir un certain nombre de résultats mathématiques qui nous seront
utiles pour résoudre un systéme d'équations monotones dans un treillis com-
plet.

Les trois premiers paragraphes (2.1, 2.2, 2.3) comportent de brefs
rappels sur les treillis complets, entre autres, sur 1'image d’un treillis
complet par une fermeture.

Nous montrons, dans le paragraphe 2.4, que 1l'ensemble des opérateurs mo-
notones sur un treillis complet est 1'image de 1'ensemble des opérateurs sur
ce treillis par une fonctiennelle qui est une fermeture.

Le résultat fondamental, pour résoudre une équation monotone 3 point
fixe dans un treillis complet, est celui de Tarski[1955] qui assure 1'exis-
tence de solutions, notamment d'une plus petite et d'une plus grande solu-
tion. On sait également construire ces solutions extrémes par reéecurrence
transfinie (ou finie en utilisant une hyptohése supplémentaire de continui-
té). Nous donnons, au paragraphe 2.5, une démonstration constructive du
théoréme de Tarski dont 1'eriginalité est de définir 1'ensemble des points
fixes d'un opérateur monotone F sur un treillis complet L comme image de L
par des préfermetures définies au moyen de limites d'itérations transfinies.
I1 s'agit de montrer comment les méthodes itératives classiques peuvent étre
adaptées pour converger & partir de n'importe quel point de départ et égale-
ment pour atteindre des points fixes autres que le plus petit et le plus

grand. Ceci nous permet également de définir 1'union et 1'intersection dans
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le treillis des points fixes de F de maniére constructive, c'est-a-dire par

des récurrences utilisant F.

Dans les paragraphes 2.5 et 2.7, nous montrons comment 1’hypothése classique
de continuité consiste en fait & ne considérer que des opérateurs monotones

dont les points fixes sont limites d'itérations "finies”.

Par la suite, nous nous intéressons & la résolution d'un systéme d'é-
quations monotones a points fixes dans un treillis complet: aprés avoir ra-
pelé la méthode de résolution formelle par élimination de variables (2.8},
nous demontrons un resultat de convergence des méthodes itératives chaotiqgues,
asynchrones et asynchrones avec mémoire (2.8). Ceci ouvre la voie en parti-
culier, & 1l'utilisation de plusieurs processeurs calculant en paralléle,

(sans aucune synchronisation), pour résoudre de tels systémes d'équations.

2.1 TREILLIS COMPLETS

Comme ouvrages fondamentaux gsyr les ensembles ordonnés et les treillis,
on peut consulter Birkhoff[1967], Bourbaki[1967], Gr&tzer[1971] et
S5zasz[1971]. Les quelques rappels donnés dans les paragraphes 2.1, 2.2, 2.3

ont pour but de fixer 1la terminologie et les notations.

Soit L{=,1,T,LLI) un treillis(synonymes ensemble ordonné, réticuld,
réseau ordonné, lattis) complet (synonyme achevé) pour 1'ordre partiel E.
Par définition, toute partie S de L admet une borne supérieure (notée LIS) et
une borne inférieure (notée S) dans L, ce qui entraine en particulier que
L admet un plus petit élément (IZ'Znf¥mum 1<[1L} et un plus grand élément
(le supremum T=L). Si x,yel nous noterons L{{x,y} par xly et M{x,y} par
Xly et de méme par convention {{xey}<=>{xgy et xzy}}, {{xayl<=>{yex}} et
{{xay}<=>{yex}}.

Soient Y un ardinal quelconque et <x6:6eu> une famille d’é@léments de L.
On dit que <X6:6€U> est une chaine ascendante si {¥§,neyu, {{Gsn}=${x65xn}}}
et que <x6:6eu> est une chaine strictement ascendante si et seulement si
{v8,neu, {{8<n} = {x6‘:xn}. Les notions duales sont celles de chatne
descendante et chatne strictement descendante.

On dit qu'un treillis satisfait & la condition de chatne ascendante
(ou encore & la condition maximale) si toute chaine strictement ascendante

est finie. La notion duale est celle de condition de chaine descendante
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(ou encore condition minimale).

2.2 TREILLIS COMPLET DES OPERATEURS SUR UN TREILLIS COMPLET

Nous noterdns E+E' 1'ensemble des applications de 1'ensemble E dans
1'ensemble E' partout définies sur E (la notation classique typographiquement

trop encombrante est E'E].

Soit L(g,1,7,U,M) un treillis complet, les éléments de L+ L serant appe-
1és opérateurs sur L. L'ensemble des opérateurs sur L est un treillis com-
plet (L>L )(g’,1’,7°,U",11") pour 1l'ordre partiel €' défini par {¥f,ge(L>L),
{fe'gl <> {vxel, f(x)eglx)}}. En utilisant la notation lambda de Church[1851]
nous avons 1'=Ax.i, T'=Ax.T, U'=AS.(Ax.U{f(x}:feS}) et M'=AS.(Ax.MN{f(x):feS}).
Pour alléger les notations nous omettrons les primes et la distinction entre

(g,1,7,L,IN) et (=°,1°,7°,10°,11") sera contextuelle.

2.3 IMAGE D'UN TREILLIS COMPLET PAR UNE FERMETURE

Pour faire 1’étude d'une partie R d'un treillis complet L il est souvent
utile de la représenter comme image f(L)=R de L par un opérateur f sur L.
En effet, 1'étude des propriétés de f apporte trés fréguemment des infor-
mations intéressantes sur R. Ainsi nous rencontrerons souvent (§2.4, 2.5.3,
2.6, 5, B) le cas particulier important ol f est une fermeture et dans cette
circonstance la partie R de L est un treillis complet dont on sait construire

1’union et 1'intersection.

Rappelons qu'un opérateur p sur un ensemble ordonné L{g) est une
fermeture supérieure de L si et seulement si 11 est monotone(synonymes tsotone,
crotgsant,c'est-a-dire {V¥x,yel, {xsy} = {p(x) eply)}}), extensif (Ax.xEp)

et idempotent (p=pep).

THEOREME 2.3.0.1 Ward[ 1842, th.4.1]

Soient L(g,L,7,l,IM un treillis complet et p une fermeture supérieurede L
alors 1'image p(L) de L par p est un treillis complet
plL)(g,p(1),T,AS.p(LUS],IN).
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DEFINITION 2.3.0.2 Sz&sz[1971, p.50]

Un opérateur f du treillis complet L(=,i,7,U,M) est un morphisme complet
pour l'union si et seulement si {V¥ScL, f(US)=LIf(S)}. La notion duale est
celle de morphisme complet pour 1'intersection. Un opérateur est un morphis-

me complet si et seulement si c'est un morphisme complet pour 1'union et

1'intersection.

Soient L{s,L,T,lLM et Mls,1’,7',10',M") deux treillis complets tels que
MclL. Nous dirons que M est un sous—sup-demi—~treillis de L si [U'=] (duale-
ment sous-inf-dem? - treillis) et que M est un sous~treillis de L si L'+
et I1*=.

PROPOSITION 2.3.0.3 Ward[ 1942, p.193]

L'image p(L} d'un treillis complet L(g,1,7,L),M) par une fermeture supé-
rieure p de L est un sous-treillis complet de L si et seulement si p est un

morphisme complet pour 1'union L].

PROPOSITION 2.3.0.4 Monteiro & Ribeiro[1942]

{a} - Soit p une fermeture supérieure d'un ensemble ordonné L(g). Pour tout
xel 1'ensemble {yep(L) : xEyl n'est pas vide et admet un plus petit
élément égal & p(x).

(b} - Réciproquement si R est une partie de L telle que pour tout xel 1'en-

semble {yeR : X £y} admette un plus petit €lément p(x) alors p est une

fermeture supérieure et R=p(L).

A partir de ces résultats connus nous pouvons deémontrer par dualité des

propriétés analogues:

Un opérateur p d'un ensemble ordonné L(c) est une fermeture inférieure

de L si et seulement si il est monotone, idempotent et réductif (peix.x).

COROLLAIRE 2.3.0.5

Soient L{=,L,7,LLM un treillis complet et p une fermeture inférieure de

L alors 1'image p(L) de L par p est un treillis complet
PLLI(E,L,p(T),LI,AS.0(1M13)).

C'est un sous-treillis complet de L si et seulement si P est un morphis-

me complet pour 1'intersection 1.
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COROLLAIRE 2.3.0.6

Pour qu’une partie R d*un treillis complet L(g,i,T,0,MM soit 1'image p(L)
de L par une fermeture inférieure p de L i1 faut et 11 suffit que pour tout
xel 1'ensemble {yeR : yex} ne soit pas vide et admette un plus grand élément

~

| égal & p(x).

Ces quelques propriétés des fermetures sont les seules que nous utilise-
rons dans le chapitre 2. Pour les besoins des chapitres 5 et 6 1'étude sera

complétée au chapitre 4.

2.4  TREILLIS COMPLET DES OPERATEURS MONOTONES SUR UN TREILLIS COMPLET

Un opérateur f sur L(E) est monotone si et seulement si {Vxel,
{xey)l = {f(x)e+(y)}}. Quand L est un treillis complet cette définition
est équivalente & (Bourbaki[1967, ex.10, p.102]):
- Un opérateur f sur le treillis complet L(,1,7,U,M") est monotone si et
seulement si {v¥ScL, UF(S) & f(UUS)}
- Un opérateur f sur le treillis complet L(s,1,7,l},M) est monotone si et
seulement si {vScL, f(NS) & N¥f(s)}.

I1 est bien connu que les opérateurs monotones sur un treillis complet
L forment un sous-treillis complet de (L-L) (par exemple Bourbaki[ 1967,
ex.11.d, p.103]). L’'intérét de la démonstration que nous dannons est d'il-
lustrer une démarche que nous utiliserons souvent par la suite: soit 3 &tu-
dier 1’'ensemble R des éléments d'un treillis complet L satisfaisant une pro-
prieté P. Si on peut trouver un opérateur p sur L tel que pour tout x de L,
1’ensemble des éléments de L supérieurs 3 x et satisfaisant P est non vide
et admet un plus petit élément égal & p(x) alors on sait que p est une ferme-
ture supérieure (2.3.0.4) et R=p(L) est un treillis complet (2.3.0.1). De
plus R est un sous-treillis de L quand p est un morphisme complet pour
1’union (2.3.0.3).

Ainsi 1’ensemble des opérateurs monotones sur un treillis complet L est
un sous-treillis du treillis (L+L) des opérateurs sur L dont il est 1'image

par une fermeture supérieure mon sur (L-+L) que nous savons construire:
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DEFINITION 2.4.0.1

Soit L(=,1,7,LLI1) un treillis complet. Nous noterons mon 1’opérateur
sur (L->L) défini par:

mon = Af.Ox. U{Fly) @ (yel) et (yex)})

N

THEGREME  2.4.0.

Soit f un opérateur sur L alors mon(f) est le plus petit opérateur mono-

tone sur L supérieur ou égal & f.

=

Preyve: Soient a et b appartenant & L tels que acb. Pour tout y de L
{yea}l implique {yeb} donc L{fly):yeal e U{Fly):yeb} ce guil prouve que
mon{f}(a) c mon(f)(b) c’est-a-dire que mon(f) est un opérateur monotone de L.
Pour tout a de L nous avons fla) € LI{f(y):yea} car € est réflexive.
En conséquence mon(f) est supérieur ou égal a f.
Soit g un opérateur monotone sur L tel que feg. Alors pour tout y de
L, fly) € gly) ce qui implique pour tout a de L mon(f)(a) = [J{f(y):yc a}
e Ufgly):iyeal e U{gly):gly)eglal}  gla) ce qui montre que mon(f) est
le plus petit opérateur monotone sur L supérieur ou égal & f.

Fin de la preuve.
Appliquant le théoréme 2.3.0.4.(b) nous obtenons:

COROLLAIRE 2.4.0.3

mon est une fermeture supérieure sur (L->L) et mon(L=+L) est 1'ensemble

des opérateurs monotones sur L.

Les théoremes 2.3.0.1 et 2.3.0.3 permettent alors de retrouver le résultat

connu:

THEOREME 2.4.0.4 Bourbaki[1967,p.163]

l.'ensemble des opérateurs monotones sur un treillis complet L est un

sous-treillis complet (g,Ax.L,Ax.T,L0,MM) de (L—+LJ.

Appiiquant le principe de dualité nous obtenons:
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CORBLLAIRE 2.4.0.5
Soit f un opérateur sur L. Alors Ax.T1{f(y):(yel)et(xcy)} est le plus
grand des opérateurs monctones sur L plus petits ou égaux a f. De plus
Af.[Ax.fT{f[y]:IyeL)gngEEy)} est une fermeture inférieure de (L-+L} et 1'en-

semble des opérateurs monotones sur L est un sous-treillis complet de (L~L)

dont i1 est 1'image par cette fermeture inférieure.

2.5  VERSION CONSTRUCTIVE DU THEOREME DE POINT FIXE DE TARSKI

Le théoréme fondamental de Tarskil 189551 indique que 1'ensemble fp(f)
des points fixes d'un opérateur f du treillis complet non vide L{z,1,7,U1,MM
(c'est-a-dire fp(f) = {xeL : f{x)=x}) est un treillis complet non vide pour
1'ordre € (et n'est pas nécessairement un sous-treillis de L). La preuve de
Tarski est basée sur la définition du plus petit point fixe Lfp{f) de f par
1fp(f) = NMixeL:f(x)ex}. La borne supérieure de S cfp(f) dans fp(f) est
alors Zfb(fl{xaL:(LJS)E>d] et la preuve se termine en appliquant le princi-
pe de dualité.

Les utilisateurs aussi bien informaticiens qu'’analystes numériciens
(Amann[1976]) du théoréme de Tarski préférent définir Ifb(f) comme igw i)
ot w est le premier ordinal infini. Ce schéma itératif remonte au premier
théoreme de récursion de Kleene[1952] et fut utilisé par Tarskif{1955] pour
les morphismes complets. Plus généralement il exige une hypothése de conti-
nuité (voir par exemple Kolodner[{1968]) qui est plus forte que la monotonie
(i1 faut en 1'cccurrence que f[igu fi(lll = 1%% f1+i1]). D'un point de vue
abstrait 1'hypothése de continuité n’est pas nécessaire et nous aurons re-
cours a des itérations transfinies comme le font par exemple Devidél19641,
Hitchcock & Park[1973] et Pasinil1974]. Pour donner une version construc-
tive du théoréme de Tarski nous utiliserons également 1'idée de Cousot &
Cousotl[1877al et Manna & Shamir[1977] de calculer les points fixes de f en
deux temps: une itération croissante & partir d'un point de départ arhitraire
d converge vers un post-point-fixe p de f (i.e. f(p) Ep), puis une itération
décroissante partant de p converge vers un point fixe g. Posant q=f*(d),
nous montrons que 1°'ensemble fp(f) des points fixes de f est 1'image du

treillis complet L par la fonction f* qui est une préfermeture, ce qui impli-

que que fp(f) = £7 (L) est un treillis complet.
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2.5.1 Définition d'une itération transfinie

La classe Ord des ordinaux est bien ordonnée par S={[x,y]:(x,ye Ord)
et ({xey) ou (x=y))}}. Nous noterons 0 le type d'ordre de 1'ensemble vide et

U 6i 1'ordinal qui est la borne supérieure de la famille d’'ordinaux
iel
{6i:ieI}. Rappelons que si 8§ est un ordinal limite alors u a=68 sinon §

0<§
est un ordinal successeur et u a = (8-1) o le prédécesseur de § est noté
a<d
8-1.
DEFINITION 2.5.1.0.1 Itération croissante

Soient L(=,L,T,lLM un treillis complet, u(L) le plus petit .ordinal tel
que la cardinalité de la classe {6:8ep(L)} soit strictement supérieure 3 1la
cardinalité card(L) de L. Soit femon(L~+L).

L'itération croissante partant de del et définie par f est une séquence
<X6:6€U(L]> d'éléments de L définie par récurrence transfinie comme suit:

a) - x% = ¢

-1
(b} - ><(S = 1’(x(S ) pour tout ordinal successeur Sep(L).
(c) - x(S = | x@ pour tout ordinal limite Sep(L).
a<s

En général, les éléments d’'une "itération croissante” ne sont pas com-
parables mais nous utilisons 1le qualificatif "croissant” car nous choisgi-
rons toujours des points de départ assurant qu'une itération croissante est

une chaine ascendante.

DEFINITION 2.5.1.0.2 Itération décroissante

L'Ttération décroissante partant de d e L(g,1,T,l1,M) et définie par
Femon(L~+L) est une séquence <X6:66U[L]> d'éléments de L définie par récur-
rence transfinie comme suit:

(a) - x* = d

(b} 8 f[xa_ll pour tout ordinal successeur Seu(L).
() - x

]
X
]

o
M x pour tout ordinal limite Sep(L).
a<sé
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DEFINITION 2.5.1.0.3 Limite d'une séquence transfinie stationnaire

Nous dirons que la séquence <x6:6€u> d'éléments de L(g,1,7,l,MM) est
stationnaire si et seulement si {leep : {VBep, {B2e} = {x€=xB}}} auquel cas
la limite de cette séquence est x=. Nous noterons luZs(f){(d) (respective-

ment L178(£)(d)) la limite d*une itération croissante (respectivement dé-

croissante) stationnaire partant de d et définie par f emon(L L]},

LEMME 2.5.1.0.4

Soient L{g,4,7,l,IN un treillis complet et <x6:66u(L]> une itération
croissante (respectivement décroissante) partant de del. et définie par
femon(L+L). Si <x6:6cu(L]> est une chaine ascendante (respectivement des-
cendante) alors elle est stationnaire et sa limite est le plus petit des

~

points fixes de f plus grands ou égaux a d (respectivement le plus grand des

points fixes de f plus petits ou égaux a d).

Preuve: Plagons nous dans le cas d'une itération croissante et supposons gue
{ve, een(l) et (e+1)en(L)} = {x€¢x€+l}}. Alors comme par hypothése
<X6:6€H(L]> est une chaine ascendante il s'en suit que c'’est une chaine stric-
tement ascendante et les classes {xazﬁeu(L]} et {8:8eu(L)} sont équipoten-
tes de sorte que par définition de p(L) card({xs:ﬁeu(L]})3>card(L]. Mais
comme f est partout définie sur L nous savons que {¥8en(L), xdeL} ce qui per-
met de déduire la contradiction card({xa:ﬁeu[L]}] < ecard(L}. Par 1'absurde
nous avons mwontré que {leep(L) : (e+1)ep(L) et xT= xET1Y,

Supposons que {VB, {e<B<y<p(L)} = {xe=x6}}. Alors si v est un ordinal
successeur xe = f(xel = x€+l = xY—l = f(xY-l) = xY par la définition
2.5.1.0.1.(b) et 1'hypothése de récurrence. Autrement Y est un ordinal 1imi-

te et xY = & = (y xa] U p xB] e x°. Aussi comme <x6:65u[L]> est

a<y 0<€g £sB<y c
une chaine descendante et €<y nous avons d = x? € x~ & x' et par antisymétrie
de xf =x'. Par récurrence transfinie nous concluons que <x6:6eu(L]> est

1
stationnaire et d & xe = x€+ = f(xe).

Supposons qu’il existe pe fp(f) tel que dep. Montrons que Y8en(L),

x(S €p. Pour 6=0 nous avons x° = d € p. Supposons que pour tout B tel que

B<8<u(L) on ait xBE;u Si 6§ est un ordinal successeur alors par monotonie

-1
x6 = f[x6 } £ f{p) = p. Si 8 est un ordinal limite alors x6 = 1) xB Ep

B<S
car p est un majorant de tous les B tels que B<S . Par récurrence transfinie

Véeu(L}, xﬁssp et ceci est vrai en particulier pour la limite.

Fin de la preuve.
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2.5.2  Itération croissante partant d'un pré-point fixe

DEFINITION 2.5.2.0.1 Pré-points fixes et post-points fixes d'un opérateur

Soient L(Z) un ensemble ordonné et + € (L>L), alors 1'ensemble des
pré-points fixes de ¥ est prefp(f) = {xeL : x€ f(x)}. Dualement 1'ensemble

des post-points fixes de f est postfp(f) = {xelL : f(x) € x}.

THECREME 2.5.2.0.2

Soit L{s,1,T,U,M un treillis complet. Une itération croissante
<x6:65u[L]> partant de deprefp(f) et définie par femon(L~>L) est une chai-
ne ascendante stationnaire et sa limite luzs(£)(d) est 1le plus petit des

points fixes de f plus grands ou égaux a d.

Preuve: Comme x° = ¢ cf(d) = x! et f est monoctone, il est facile de montrer

par recurrence transfinie que <x6:6eu(L]> est une chaine ascendante et donc
stationnaire. O'aprés le lemme 2.5.1.0.4., sa limite luts () (d) est 1le
plus petit des points fixes de f plus grands ou égaux & d.

Fin de la preuve.
Appliquant le principe de dualité, nous obtenons:

COROLLAIRE 2.5.2.0.3

Soit L(g,4,7,L,M) un treillis complet. Une itération décroissante
<x6:6eu[L]> partant de de postfp(f) et définie par femon(L—+1L) est une

chaine descendante stationnaire et sa limite I77s(F)(d) est 1le plus grand des

points fixes de f plus petits ou égaux a d.

Remarque 2.5.2.0.4 Points fixes extrdmes d'un opérateur monotone

Comme L e prefp(f) et T € postfp(f) pour tout f, femon(L~L) admet au
moins deux points fixes (pas nécessairement distincts). De plus comme tout
point fixe de f est compris entre 1 et 1T, f admet un pPlus petit point fixe
Lfp(f) = luis(f)(L) et un plus grand point fixe grp(f) = 1lis(F)(T).

Fin de la remarque.
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PROPOSITION 2.5.2.0.5

Soient L{g,t,7,l,IM un treillis complet et f emon(L +L) alors la restric-
tion (Luis(f)|prefp(f)) de luis(f) prefp(f) est une fermeture supérieure de
prefp(f) et fp(+f) = luis(f)(prefp(f)).

Preuwve: fp(f) est une partie de prefp(f) qui d'aprés le théoréme 2.5.2.0.2.
est telle gue pour tout xeprefp(f) 1'ensemble {yefp(f) : xcy} admet un plus
petit élément Zuis(f)(x) et par conséquent le théoréme 2.3.0.4;[b) implique
que (Zuts(f)|prefp(f)) est une fermeture supérieure de prefp(f) et fp(f) =
luts(f) (prefp(f)).

Fin de la preuve.
Appliquant le principe de dualité, nous obtenons:

COROLLAIRE 2.5.2.0.6

Soient L(&,1,7,U,lM) un treillis complet et femon(L>L) alors la res-
triction de 117s(f) & postfp(f) est une fermeture inférieure de postfp(f)
et fp(f) = Llis(postfp(F)].

- PROPOSITION 2.5.2.0.7

Soient L(g,1,7,L1,MN) un treillis complet et f, gemon(L~>L) tels que
feg. Alors {Vd eprefp(f), luis(f)(d) € luis(g)(d)}.

Preuve: Comme fEg on a prefp(f) c prefp(g) et la démonstration se fait par
recurrence transfinie sur les itérations croissantes pour f et g.

Fin de la preuve.

~ PROPOSTITION 2.5.2.0.8

Soient L(g,1,T,lLI) et L'(5,1,7,U,MM) des treillis complets, femon(L L)
gemon(L*~ L'} et h un morphisme complet pour 1'union de L dans L' tels que
hof=goh alors {Vde prefp(f), h(luis(f)(d))=luis(g) (h(d))}.

Preyve: Soient p = max(u(L),p(L’)) et <X6266U> 1'itération croissante pour
f partant de d. Comme h est un morphisme complet de L dans L', il est mono-
tone et par conséquent VYd e prefp(f) nous avons de f(d) qui implique h(d) =

h(f(d)) = g(h{d)) soit h{d) e prefp(g). Soit <Y6:6€H> 1'itération croissante
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8 ¢
définie par g et partant de h(d). Montrons que ¥8, h(X )=Y . Nous avons

h(x%) = n(d) = Y°. Supposons que par hypothése d'induction Va<§, hi(x*)=y%.

-1 -1
Si § est un ordinal successeur alors en particulier h(X(S } = Y(S et

§ §-t _ §-1 B §-1. S . . .
h{X7) = h(f{X 1) = glh(X )J) = gly } =Y. 81§ est un ordinal limite
o)
alors h(x%) = h( 11 x™) = 1 hex®) = 11 ¥

a<§ a<§ a<d
et par hypothése d'induction. Par induction transfinie nous concluons Y8eu,
h(X6]=Y6. soient X% et Y& 1les limites respectives de <X6:deu> et <Y6:6€U>

’ L 1
I1 vient h(luis(f)(d)) = h(x%) = h(X™®(E.€")) _ymaxle,e’) e’

luis(g)(h(d)).

~

Yo car h est un morphisme complet

Fin de la preuve.

2.5.3 Caractérisation constructive des ensembles des pré- et post-points
fixes d'un opérateur monotone sur un treillis complet

PROPOSITION 2.5.3.0.1

soient L(g,1,7,lI1) un treillis complet et femon(L~>L). Pour tout del
les itérations croissantes partant de d et définies par Ax.xU f(x) et
Ax.dLIf(x) sont des chaines ascendantes stationnaires. Leurs limites
luts (Ax.x LI F(x))(d) et Zuis(Ax.dl!f(x))(d)} sont égales au plus petit des

post-points fixes de f plus grands ou égaux a d.

Preuve: Tout élément d de L est un pré-point fixe de Ax.xL!f(x) et de
Ax.dLIf(x) qui d'aprés 1'hypothése femon(L~+L) sont des opérateurs monotones
de L. Alors le théoréme 2.5.2.0.2. implique que les itérations croissantes
<x6:ﬁeu[L)> et <y6:6eu[L]> partant de d et définies respectivement par
Ax.x L F{x) et Ax.dlf(x) sont des chaines ascendantes stationnaires de limi-
tes respectives xE1 et y€2.
Comme x°1 est le plus petit des points fixes de Ax.x|!f(x) supérieurs
a d et que {Vpel, {p=pUf(p)} <> {f(p) £p}} nous concluons gue x°1 =
Iuts (Ax.x LIF(x))(d) est 1le plus petit des post-points fixes de f plus grands
ou égaux a d.

Comme yEZ = dLJF[yEZ) nous avons f[yez] Ey€2 et donchy82 implique
2

€ € - -
x ey Il est faciie de montrer par recurrence transfinie sur § que

{v8eu(Ly, yészxa}. Alcors y€2 = ymax[el,ezl [ xmam(el,ezl = x%1 et par anti-

symétrie x1 = y€2 soit ZuZs (Ax.x LI F(x))(d) = Zuis(Ax.di!f(x))(d).

Fin de la preuve.
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THEOREME 2.5.3.0.2 Treillis des post-points fixes d'un opérateur monotone

e

Soient L.(g,1,7,ULID un treillis complet et femon(L>L). L'ensemble des
post-points fixes de f est un treillis complet non vide:

postfp(fl( g, Lfp (f),7, AS.lutsz.zUf(2))C LIS}, N)
ol le plus petit point fixe de f est Ifp(f) = N{xLl : f(x)sx} = luis(¥)(d)
| pour tout del tel que delfp(F).

Preuve: D'apres 2.5.3.0.1, 2.3.0.4 et 2.3.0.1 postfp (f) est un treillis com-
plet (g, lutsQz.zUf(2))W), 1, AS.luds(hz.zUF(z1)(US), N}.

Le théoréme 2.5.3.0.1. implique que IuisAz.z [1f(2))(4) =
luts (Az.1 11F(2)) (1) = Luis (f)(L) = Lfp(F) (remarque 2.5.2.0.4). Comme Lfp (F)
est 1'infimum de postfp(Ff) nous avons Lfp(f) = I postfp (f).

Finalement, soit del tel que delfp(f) et <X6:GEU(L]>, <y6:6€u(L]> et
<26:6€u(L)> les itérations croissantes définies par f et partant respective-
ment de L, d et Ifp(f). Par récurrence transfinie il est immédiat que
{vEen (L), xG =4 y6 £ 26 = Ifp(f)}. Comme <x6:65u[L)> est stationnaire de 11-
mite Ifp(f), il s'en suit immédiatement que <y6:6€u[L]> est stationnaire de
limite Ifp(f). (On notera que <y6:6€u(L]> n'est pas nécessairement une chai-

ne ascendante).

Fin de la preuve.
Par application du principe de dualité, i1 vient:

COROLLAIRE 2.5.3.0.3 Treillis des pré-points fixes d'un opérateur

monotone

Soient L(g,1,T,LLIM) un treillis complet et f emon(L+L). L'ensemble des
pré-points fixes de ¥ est un treillis complet non vide:

prefp(f)le, 1, gfp(f), U, AS.llis(Az.z[1f(2))(M1S))
od le plus grand point fixe de f est gfp(f) =] {xeL : xc fix)} = 11is(F)(d)
pour tout del. tel que gfp(f) ed.

2.5.4 Polyndmes unaires monotones d'un treillis complet définis par
une famille d'opérateurs monotones

Ce paragraphe est en aparté dans nos préliminaires de la version cons-

tructive du théoréme de Tarski. I1 s'agit de répondre & la question suivante



(23-14

posée au chapitre 5: soient L(g,1,7,IL,01) un treillis complet et {fi:ieI} une
famille d'opérateurs monotones sur L. Quelle est la plus petite et 1la plus
grande valeur de L que 1'on peut calculer & partir d'un ensemble ScL de va-
leurs initiales en appligquant {|, 1 et les fi? La notion de calcul é&tant for-
malisée par un polynBme unaire de 1'algebre <L;U,ﬂ,{Fi:i€I}> il s'agit de dé-

terminer le plus petit et le plus grand polyndme de cette algebre.

DEFINITION 2.5.4.0.1 Polyndmes unaires

Soient L(=,1,T,lLIN un treillis complet et {Fi:ieI} une famille d'éléments
de mon(L->L}. L'ensemble P des polyndémes unaires de 1'algebre
<L;U,ﬂ,{fi:iel}> est le plus petit sous-ensemble de (L »L) tel que:

(a) - (Ax.x)eP
(b) - 81 PeP et iel alors (FiOP)e P
(c) - Si {P_:yeJ}cP alors ({IP )eP et (P JeP
A Yeld Y yed
I1 découle immédiatement de cette définition que les polyntmes unaires

de <L;U,ﬂ,{Fi:ieI}> sont des opérateurs monotones sur L.

THECREME 2.5.4.0.2

Tout polyndme unaire de <L;LLH,{fi:i€I}> est inférieur ou égal &

luts(hz.z LIC Ui £.(2))) et supérieur ou égal & Z14s(Az.z1( N £.(2))).
iel ie1 *

Preuve: Posons F = Az.z LJ( Lin[z]] et F = Az.zlM( N Fi[z]]. Nous savons
_ iel iel

que F, F emon(L~L). D'aprés le théoréme 2.5.3.0.1 et son dual nous en dé-

duisons que Zuzs(F)I{x) et 1178(F)(x) sont définis pour tout x de L. La

preuve du théoréme se fait par induction structurale:

(a) - luis(F) est extensive (th.2.5.2.0.5) et L1is(F) est réductive
(th.2.5.2.0.8). Par conséquent pour tout x de L il vient L1is(F)(x)E
x £ luts (F)(x).

(b} - Soit P un polyndme unaire tel que 1178(F) € P & Luts(F). Alors pour
tout i€l il vient par monotonie FiOZZiS[E) E FiOP [ inZuis[Fj. Mais
Llis(E) = Fellts(F) & £, °lITs(F) = f,°P £ f,°luis(F) & Foluis(F) =

- luts(F).

(c) - Soit {PY:yeJ} une famille de polyndmes unaires tels que 11Zs(F) & PY
& Iuis(F) pour tout yeJ. Par définition d'une borne supérieure nous
avons llis(F) g ! P, E Luis(F) et de méme Llzs(F) & [ PY € Luis(F).

Fin de la preuve. vel o Yed
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2.5.5 Caractérisation constructive de 1'ensemble des points fixes d'un
opérateur monotone sur un treillis complet

THEOREME 2.5.5.0.1 Version constructive du théoréme de Tarski[1955]

Soient L(g,1,T,lLIM un treillis complet et femon(L+L). L'ensemble fp(F)

des points fixes de f est un treillis complet:
fetfile, Ifp(f), gfp(f), AS.luis(f)(11S), AS.1lis(f)(MS))

Preuve: D'aprés les théorémes 2.5.2.0.2 et 2.5.2.0.5 fp(f) est 1'image de
prefp(f) par la fermeture supérieure luis(f) et comme prefp(f) est un treillis
complet (€ ,1, gfp(f), U, AS.1178(Az.zM£(2))(MS)) (théoréme 2.5.3.0.3) le
théoreme 2.3.0.1 implique que fp(f) est un treillis complet pour 1'crdre par-
tiel € dont 1'infimum est Zuis(f)}(1) = 1fp(f) et dont 1'opération de borne
supérieure est AS.Zufs(f)(LIS). Par dualité, fp(f) est 1'image du treillis
complet postfp(flle, Ifp(f), T, AS.luisAz.zUF(z))(UUS), M) (théoreme
2.5.3.0.2) par la fermeture inférieure 11Zs(f) (théoréme'2.5.2.0.8] et par
conséquent (théoréme 2.3.0.3) c’est un treillis complet pour 1'ordre partiel
€ dont le supremum est L1Zs(f)(1) = gfp(f) est dont 1'opération de borne in-
férieure est AS.71Zs(f)(MNS).

Fin de la preuve.

COROLLAIRE 2.5.5.0.2

Soient L{=,1,7,LL,I1) un treillis complet, delL et femon(L~>L).
luts(f)ollis(Xz.zM f(z))(d) et llis(Ff)eluis(Az.zl!f(2z))(d) sont des points
fixes de f plus grands ou égaux & n'importe quel point fixe de f qui est plus
petit ou égal a d et plus petits ou égaux & n'importe quel point fixe de f
qui est plus grand ou égal 4 d. De plus Luis(flollis(Az.zMF(2))(d) &

Llis(fleluis(Az. .zl F(2))(d}.

Preuve: Soient a, bel tels que fla) = ac dc b = f(b). Alors par monotonie

a = luts{f)ellis(Az.zNf(2))(a) & Luis(flellis(Az.zMNf(2))(d) ¢

luts(f)ollis(Az.zMF(z))(b) = b. De méme a £ Ll7s(floluis(hz.z I f(z))(d) c b.
Posons p = Ilis(Az.zl1f(z))(d) et q = luis(Az.z{If(z))(d). Soit S =

{xeL : pexeq}l c'est un sous-treillis complet de L avec infimum p et supre-

mum q. Par le théoréme 2.5.3.0.1 et son dual pcf(p) et f(q)&cq et donc

f(S)cS. Le théoréme 2.5.5.0.1 implique que le plus petit point fixe de 1la
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restriction de f a S est lu7is(f)(p) tandis que le plus grand point fixe de
la restriction de T & S est 117s(f)(g) ce qui montre que
luts (f)ellis(Az. 2z F(2))(d) & 117s(Ff)oluis(Az.z|IF(z))(d).

Fin de la preuve.

DEFINITION 2.5.5.0.3 Préfermeture d'un treillis complet
(Ladegailleriel 19731)

Une préfermeture inférieure P d'un treillis complet L(g,4,T,LI,IM") est
un operateur de L, monotone, idempotent et satisfaisant I'axiome de connecti-
vité inférieure {¥xel, p(xMp(x)) = p(x)}.

Dualement une préfermeture supérieure p d'un treillis complet L est un

opérateur de L, monotone, idempotent et satisfaisant Z'axiome de connectivi-

té supérieure {¥xel, p(xUp(x)) = p(x)}.

COROLLAIRE 2.5.5.0.4

Soient L{s,1,T,11,I1) et femon(L~>L). L'ensemble fp(f) des points fixes de F

est 1'image de L par la préfermeture inférieure Iuis(f)oli<s()iz.zlMF(z)) et

1'image de L par la préfermeture supérieure 177s(f)oluis(Az.z|]lf(2)).

Preuve: luts(Flollis(Az.z[1f(2)) est une préfermeture inférieure de L car
c'est la composition d'une fermeture supérieure Luzs(f) et d'une fermeture
inférieure 7l7s(Az.z[1f(z)}). (2.5.2.0.5, 2.5.3.0.1, 2.5.2.0.6 et Ladegaillerie
[1973, prop.5, p.41].

Fin de la preuve.

PROPOSITION 2.5.5.0.5 Park[13869]

Soit L{g,t,7,lLIMN,7) un treillis booléen complet et femon(L~L).
Alors Ax. () emon(L> L), gfp(f) = lfoOx. T (Tx)),
Lo W) MIfp(£)= 1, HIfp OXTFIN) UIFR(F) =T} <= {lfo(F)=gfpiF1}}.
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2.5.6  Non calculabilité des points fixes d'un opérateur monotone
sur un treillis complet

Nous montrons qu'en général les points fixes extrémes d'un opérateur
monotone arbitraire sur un treillis complet arbitraire ne sont pas calcula-
bles. Le résultat indique une difficulté et non une impossibilité. 1I1 n'ex-
clut pas les cas particuliers oll les points fixes sont calculables (par exem-
ple quand le treillis satisfait aux conditions de chaine). 1I1 indique toute-
fois qu'en général nous devrons nous contenter de calculer des approximations
des points fixes extrémes (gque ce soit parcequ’ils ne sont pas calculables ou

plus simplement parce aue le calcul est trop complexe).

- PROPOSITION 2.5.6.0.1

Soient L(c,i,T,U.MN) un treillis complet arbitraire et f un opérateur
monotone arbitraire de L. Le probléme du calcul de Lfp(f) et gfp(Ff) est in-
décidable.

Preuve: Nous montrons que si 1'on pouvait caleculer Ifp(f) pour tous L et
femon{L+L) arbitraires, nous pourrions résoudre le probléeme dit “probléme
de correspondance de Post modifié” qui est indécidable (Hoperoft &
Ullman[{1869]1}. Ce probleme est le suivant: "étant données deux suites arbi-
et B=Bl,...,B

traires A=Al....,A de k chaines non vides sur un alphabet

k k
comportant au moins deux caractéres distinects, est-ce qu'’il existe une suite
il..,.,in d’entiers telle que A,,Ail,...,Ain = Bl,Bil,...,Binn'

Soient C={1,...,k} et c* 1'ensemble des chaines éventuellement vides de

1]

1'alphabet C. Soit C!'* = {1s:seC*}. Soit P{(C!*) 1'ensemble de toutes les

parties de C!*. Soit F

k -~
MELH{{1}}u{ u {s1 :sex} : xeE}). C’est un opérateur

i=1

8 -1
monotone de P(C!'*}. Considérons la séquence E%= {1}, E"=F(E° ") si 6§ est un
ordinal successeur, et E‘S = U EOl si § est un ordinal limite. C'est une

a<é
chaine ascendante pour 1'ordre ¢ dont la limite est L=1fp(F) car {1} cifp(F).

Définissons un ordre partiel sur L par {V¥x, yeL, {xey} <> {{x=y} ou
{18ep(PLCI*)) [xaEGJ et (y¢ E6]}}}. La relation € est trivialement réflexi-
ve. Supposons qu'il existe x, yel tels que xzy, yex et xzy. Alors 36,n :
ers. vy ¢ E(S et de plus yeEn, x ¢ N, 11 est impossible que n=6. Si &<n alors
eragEn et x¢ En contradictoire, sinon n<é§ et yeEngE6 contradictoire avec

y ¢ Ea. Par 1'absurde £ est antisymétrique. Supposons xgy et yez. Si x=y
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ou y=z, ¢ est trivialement transitive sinon 38.n tels que eré, v ¢ E6, yeE”
et z ¢ = On a forcément &=n . Si 8<n alors E(Sg;En et XeEn et z ¢ N danc
Xxe z sinon n<§ et yeEngE(S contradictoire avec y ¢ Ea. Nous concluons que ¢
est un ordre partiel pour L. Supposons xzy et x¢y et v& x. Alors V6§,
X ¢ E6 ou ygE(S et vn, y<£En et xeE" en particulier pour &=n nous obtenons une
contradiction qui montre que = est un ordre total. L est une chaine avec
infimum {1}. De plus L a un supremum T car sinon la chaine <E6:65u[P[C1*]]>
ne serait pas stationnaire. En effet, supposons Vyel, Ixel, x¢y. Alors
Xzy et ¥§ on a x ¢ E6 et yeEG. En particulier pour la limite L=FF on a x4L
ce qui est contradictoire. Par 1'absurde Itel : Wxel, xe7v. Donc L est un
treillis complet.

Considérons maintenant 1'opérateur f de L défini par Ax.g}j]sex

s=1i ...i et A ,A. ,...A., =8 ,B. »+»++,B. } alors x sinon 5 {si:isex} finsi.
1 n-— "% i 1’ 7i i =2 2000 —_

1 n 1 n i=)
f est monotone donc admet un plus petit point fixe. De plus le probléme de
correspondance de Post modifié a une solution si et seulement si le plus pe-
tit point fixe de f est différent de 1. Si Lfp(f) était calculable, ce pro-
bléme ne serait pas indécidabile.

Fin de la preuve.

2.6 TREILLIS COMPLET DES OPERATEURS CONTINUS SUPERIEUREMENT
D'UN TREILLIS COMPLET

DEFINITION 2.6.0.1 Continuité

Soit w le premier ordinal limite infini.
Nous dirons qu'un opérateur f de Lle,1,7,U,M) est continu supérieurement

. . - )
s1 et seulement si pour toute chaine ascendante <x :8e¢w> nous avons

Flu O = L.

Sew Sew
Nous dirons qu'un opérateur f de Lg,1,7,LLIM) est continu inférieurement

. . - 8
S1 et seulement si pour toute chaine descendante <x :8ew> nous avons

FN 8y = eS8
F(éewx ) 6€wF(x 1.

Un opérateur f de L est continu s'il est continu supérieurement et infé-

rieurement.

Le terme continuité est justifié par le fait que la définition 2.6.0.1.
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ast équivalente & la notion topologique de continuité pour une topologie de
. convenablement choisie (il faut pour cela supposer des hypothéses supplé-

rmentaires sur L, vaoir Scott[ 19727, Cousot & Cousotf[1977d]]).

Noter que si f est un opérateur monotone de L alors f( LIXG) = f(xal
S s Sep Sep
et F( M x) = [1Ff(x ) est vral pour des chaines <x :fey> respectivement as-

Sep Sent

cendantes et descendantes finies (c’est-3-dire quand p<«w). Dans wun treillis
satisfaisant la condition de chaine ascendante (respectivement descendante)
toute chaine infinie est stationnaire et par conséquent tout opérateur mono-
tone est continu supérieurement (respectivement inférieurement). Noter éga-
lement que la continuité supérieure ou inférieure entraine la monotonie.
Enfin si un opérateur est un morphisme complet pour 1'union (définition
2.3.0.2) (respectivement pour 1'intersection) il est continu supérieurement

(respectivement inférieurement).

Nous caractérisons maintenant 1l'ensemble des opérateurs continus supé-
rieurement d'un treillis complet L comme image de (L L) par une fermeture
inférieure conts. Contrairement & ce qul a été fait pour les opérateurs mo-
notones (paragraphe 2.4) nous n'avons pas pu trouver de définition de conts
qui soit suffisamment simple pour 8tre utile en pratique. Nous nous conten-

tons donc de montrer 1'’existence de conts.

THEDREME 2.6.0.2

Soit Llg,1,7s,/M un treillis complet alors il existe une fermeture in-

continus supérieurement de L. De plus, pour tout f de (L~+>L), conts(f) est

1= plus grand opérateur continu supérieurement de L plus petit ou égal a f.
Preyve : Soit C la partie du treillis complet (L L) correspondant aux opé-
rateurs continus supérieurement de L. Alors (A.1) ¢ C et pour toute partie

non vide S de € nous avons (lIS) ¢ C. En effet, soit <x6:6em> une chaine

oscendante de L. Pour tout f de S nous avons f( |} x6) = |1 F(x6). Nonc
Sew Sew
Y S, _ 8, _ 8 , . S8, _
FOCUx) = U UFlx) = U U flx') c’est-a-dire (1IS)I( 1] x) =
feS Sew feS Sew Set el Sel
{1 [LJSJ[xG].

(Sew
Soit conts 1'application de (L L) dans lui-mé&me définie par :
conts = M. U{Cn{gelL>L) ¢+ f2gl}}

férieure conts de (L-+L) telle que conts(L+L) soit 1l'ensemble des opérateur

3
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alors conts est une fermeture inférieure dont les éléments fermés sont les
€léments de C. Pour tout fe (L->L), conts(+) est 1le plus grand élément de
C plus petit ou égal & f car si geconts{L~>L) et f2¢g alors conts(f) z
contslgl = g,

“in de la preuve.

2.7  THEOREME DE POINTS FIXES POUR LES OPERATEURS CONTINUS
SUPERTEUREMENT SUR UN TREILLIS COMPLET

Soit L(=,4,7,11,M1) un treillis complet tel que p(L)>w. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une itération croissante <X6:6€]J(L]> défi-
nie par fe (L»L) et partant de del qui est une chaine ascendante soit sta-

tionnaire aprés  termes est:

{¥een(L), {S2w} == {Xw=xd}}

=> ¥ =xw+l} (lemme 2.5.1.0.4)

<= {x" =) (définition 2.5.1.0.1(b))

<> {UxY=r0 1 ) (définition 2.5.1.0.1(c))
oa<w o+l a<w a

<=> {1] x =f0 1 x )} (car {{a<w} <= {(g+1)<w}}
o<W o<w

<> {16t =20 1 <) (définition 2.5.1.0.1.(b))
a<w a<w

On voit donc que 1°* hypothése de continuité supérieure est "faite pour”
éviter d'avoir & considérer des itérations transfinies (du moins comportant
strictement plus de w termes). En fait, elle est méme un peu forte puis-
qu'il n'est pas exigé que la chaine <x6:6ew> satisfasse & la définition

2.5.1.0.1. En appliquant le théoréme 2.5.2.0.2 il vient:

PROPOSITION 2.7.0.1

Soient L{c,i,T,10,M) un treillis complet et feconts(L+L). Une itéra-
tion croissante <x6 16 emin(u(L),w)> partant de d e prefp(f) et définie par f
est une chaine ascendante stationnaire, sa limite luts (f)(d) est 1le plus

petlt des points fixes de f plus grands ou égaux & d.
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2.8  RESOLUTION FORMELLE D'UN SYSTEME D'EQUATIONS MONOTONES DE
POINTS FIXES PAR ELIMINATION DE VARIABLES

Soit L(&,1,7,LLMM) un treillis complet alors 1'ensemble L" des n-uplets
d'éléments de L est un treillis complet pour 1'ordre:
(XX YW, e, Y ) <= {viel1,n], X BV}

Alors, i1 vient:

i 1y _ o |yl
iEA[XI,...,Xn] [i%Axl""'i%Axn]

i i i i
n s = ]
iEA[XI' 'Xn) (1DAX1' ’isAXn]

de sorte que 1'infimum de " est (1,...,1) et le supremum est (T,...,T]).

Par abus de notation, nous écrirons Ln(E,L,T,U,ﬂ].

Soit un systeme d'équations & n inconnues [Xx""‘xn]€ L" de 1a forme:
X = Fl[Xl,...,Xn)
X =F (X ;00e,X )

no n
ot {viel1,n], Fié (RNR que nous abrégerons par X=F(X) ol Fe (">"y. s1
les Fi {(i=1,...,n) sont monotones alors F est monotone et le théoréme

2.5.5.0.1 donne une définition constructive des solutions de ce systéme d’'é-

quations.

Plus généralement & une équation X=F(X) sur un treillis L nous pouvons
faire correspondre un systéme d'équations sur une décomposition directe de L

ayant mémes solutions & un isomorphisme pres:

PROPOSITION 2.8.0.1

Soient L%, 4,7, et Vie[1,n], Ni[E.L.T,U,ﬂ] des treillis complets

n
: T
tels que i=lMi

des morphismes de décomposition o, e[L‘*Mi],tels que 0=Ax.(01[x),...,0n(x]]

estune décomposition directe de L (c’est-a-dire qu’'il existe

n
est un isomorphisme complet de L sur ,nlmi). Soit F emon(L -+ L) alors 1l'en-
1:

semble fi{F) des points fixes de F et 1’ensemble des solutions du systéme
d'équations:

' -1

Xi = 0 0Feg (Xl,...,xn]
i =1,...,n

sont complétement isomorphes par O,
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Outre la méthode itérative, un calcul formel procédant par élimination
de variables permet également de résoudre le systéme d'équations. La varia-
ble Xi est &liminée en résolvant 1'équation Xi=[AY.Fi[X1,...,Y,...,Xn]][Xi]
en terme des Xj (j#1) considérés comme des variables libres, puis en substi-

tuant la solution & toutes les occurrences de Xi dans les équations restantes.

Le processus est répété Jusqu'a 1'élimination de toutes les variables.

PROPOSITION 2.8.0.2 Bek1&[1969], Leszczylowskil[1971]

n+m-+Ln) et G«zmon(Ln+m—>Lm]. Nous noterons

Soient F e mon (L
{(X,Y) =(X1,...,Xn,Yl,...,Ym] quand XeLn et Yel™. Considérons le systéme

d'équations,

| X = FOX,Y)
RN RN
le résolvant R =AY Ifp (AX.F(X,Y)) et 1le systéme d'équations,
X = R(Y)
Iy - sroL Y

Nous notons fp(i) et Ifp(i), (i=1,2) respectivement l'ensemble des solutions
du systeme d'eéquations (i) et sa plus petite solution. Alors fp(2)c fp(1)
et Ifp(1) =1fp(2).

Prewve: Si Y, ZeL™ alors {YE£7} = {(X,Y) € (X,Z)} = {AX.F(X,Y) & AX.F(X,2)}
<> {LfpOX.FIX, YY) € IfpOAX.F(X,2))} = {R(Y)ER(Z)} = {Remon(L™+ L")}

donc fp(2) n'est pas vide. |
Soit (A,,B,) € fp(2) un point fixe de (2). Alors A,=R(B,) c'est-a-dire
pr[AX.F(X,Bz]]=A2 donc F[A2,82]=A2 et BZ=G[R[BZJ,BZJ soit B,=G(A,,B,) ce

qui implique que (A,,B,) est solution du systéme d'équations (1) c’est-a-dire
pP2yefp(1).

Pour montrer qu’en général fp(2)2fp(1), considérons L={yi,T},
F=A(X,Y).IXMY] et G=2(X,Y).[XUY]. Le résolvant est R=AY.Zfp(AX.F(X,Y)) =
AYZfp OXLIXTIYI) = AY.1. Le systéme d’equations (1) admet la solution (T,T)
qui n'est pas une solution de (2).

Comme Zfp(2) € fp(1) on a Lfp(1) elfp(2). Soit (A,,B,) un point fixe de
(1), on a F(AI,BI)—:A1 donc F[Ai,BIJEA1 donc Al est un post point fixe de
AX.F(X,B,) ce qui implique que pr(AX.F[X,Bl]]E/H soit R(B;)gA,. Comme
(R[BIJ,BI) c (Al,Bl] et G est monotone G[R(Bll,Bl] c G(AI,BI] E B, car [AI,BI)
est post point fixe de (1). On en déduit que (AI,BI] est post point fixe de
(2) ce qui implique Ifp(2) = (A;,B,) soit en particulier lfp(2) elfp(1) et par
antisymétrie Ifp(2) = 1fp(1).

Fin de la preuve.
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2.9  METHODES ITERATIVES CHAOTIQUES, ASYNCHRONES ET ASYNCHRONES AVEC
MEMOIRE POUR RESOUDRE UM SYSTEME D'EQUATIONS MONOTONES DE POINTS
FIXES SUR UN TREILLIS COMPLET

L'itération croissante partant de Del” et définie par F e mon(L" +L™

(définition 2.5.1.0.1) se détaille en :

- X% =0p
- -1
- Xf = Fi(Xf 1.....Xi ) si § est un ordinal successeur
i =1,....n
8 o
- X = 1IX si 8 est un ordinal limite
a<d

gui est en fait la méthode des approximations successives. On peut penser

que la méthode de Gauss-Seidel :

x6 = F (Xs—l'..'...-...-.-.'-.'XG-I}
1 1 1 n
5 s § 8- §-1

X1 it Fi[xl.---.,xi_lgxi ,-.--,Xn ]

x6 = F [XG'IIIIOIIIIIOIIOJXG ’Xé-l]
n n 1 n-1

qui consiste & reinjecter constamment dans le calcul les derniers résultats
du calcul lui-méme, renforce la convergence tout en réduisant 1‘encombrement
mémoire. Robert[1976a] montre qu'en général ces méthodes ne sont pas équi-
valentes. Sans hypothéses suffisamment fortes sur L" et F il arrive fque
1'une des méthodes des approximations successives et Gauss-Seidel converge
tandis que 1'autre diverge.

Nous allons montrer que lorsque L est un treillis complet et
F e mon(L" +Ln] ce phénoméne est impossible, c'est-a-dire que les deux straté-
gies conduisent au méme résultat. 0N'une maniére plus générale, nous montrons
au paragraphe 2.8.1, que 1'hypoth&se de monotonie permet d'utiliser n'impoﬁte
quelle stratégie chaotique, c'est-a-dire que dans 1'itération on peut aléa-
toirement déterminer & chaque pas quelles sont les composantes qui sont cal-
culées en fonction de 1'itéré précédent (A condition de ne jamais en oublier
une définitivement) et obtenir la convergence vers le méme point fixe qu’avec
la méthode des approximations successives.

Au paragraphe 2.9.2 ce résultat est généralisé au cas de méthodes Ztéra-

tives asynchrones qui offrent une possibilité de retard dans 1'acchs aux
a
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itérés précédemment calculés et correspondent donc & 1'utilisation de plu-
sieurs processeurs gui travaillent en paralléle sans (nécessairement) &tre
synchronisés.

En fait, les itérations chaotiques et asynchrones ne sont que des cas
particuliers des méthodes ttératives asynchrones avec mémoire considérées au
paragraphe 2.8.3. En plus de la décomposition des calculs par groupes de
composantes évaoluant en parallele, les méthodes itératives asynchrones avec
mémoire permettent de décomposer les calculs selon la structure de chacune
des composantes puisque différentes valeurs de la méme variable peuvent étre
utilisées dans le calcul d’une composante.

En pratique, on considére des mé&thodes itératives qui convergent en un
nombre fini de pas et pourtant nous démontrons tous nos résultats de conver-
gence pour des itérations transfinies. D'un point de vue abstrait, ceci per-
met de séparer le probléme de terminaison des itérations (nombre d'itérés
considérés) de celui de la convergence (stabilisation des itérés). (Par
exemple, pour trouver X tel que XE1fp(F), on peut calculer 1'itération
croissante <X6:Geu(L)> partant de 1 et définie par F en arrétant le celcul
apres un nombre de pas fixé & 1'avance ou quand la précision est suffisante.
L'algorithme est correct car d’un point de vue abstrait tout terme X(S est
inférieur & la limite Zuzs(F)(1L) = Ifp(F) de 1'itération transfinie dont seu-

lement les premiers termes ont &té effectivement calculés).

2.9.1 Convergence d'itérations chaotiques

DEFINITION 2.9.1.0.1 Itération chaotique croissante

Soient L(g,1,7,U,M1) un treillis complet, n un entier strictement positif

et Fezmon[Ln-+Ln).

§
Soit <J :6 € Ord> une séquence de parties de {1,...,n} telle que:

(a) - {v8eOrd, vie{1,...,n}, Jo=6§ : ie1™

L'{tération chaotique croissante partant de Del" et définie par F et
<J6:6€DPd> est une séquence <X6:6€u[L]> d'éléments de L définie par récur-

rence transfinie comme suit:

(b) - x° =D
§ §-1 . )
(e} - Xi = Xi pour tout ordinal successeur § et tout i4J



{(2)-25

21
(d) - Xi = F:.L[)((S ) pour tout ordinal successeur § et tout 1536
o
(e) - Xi = ag6xi pour tout ordinal limite §

Cette définition s'interpréte en considérant qu'au pas 8§ du calcul seules
les composantes ieJG évoluent en fonction des valeurs obtenues au pas précé-
dent. La condition 2.9.1.0.1(a) impose qu'aucune composante ne soit défini-
tivement oubliée. Le cas abstrait 2.9.1.0.1.(e) a été ajouté a la définiltion
classique pour que la définition soit compatible avec 2.5.1.0.1.

Par exemple, la méthode des approximations successives consiste a prendre
{v8 ¢ Ord, J —{1,...,n}} tandis que la méthode de Gauss-Seidel correspond au
choix JG—{1} si 6=1 ol § est successeur d'un ordinal limite et

-1
J6={1+[j modulo n)} si 8 est un ordinal successeur et J6 ={j}.

THEOREME 2.9.1.0.2

Une itération chaotique croissante partant de Deprefp(F) et définie
parlzenwn(Ln->Ln] et <JG:6<zDrd> est une chaine ascendante stationnaire dont

la limite est ZuisftF){(D).

Preyve: C'est un cas particulier du théoréme 2.9.2.0.2. Pour montrer en
plus que c'est une chaine ascendante veir Cousot & Cousott1977e].
Fin de la preuve.

1 1
Comme tous les composants X(S+ (tels que ieJ6+ ] sont évalués en fonc-

tion de X(S » la définition 2.9.1%0.1 suppose implicitement que les calculs
sont faits par un seul processus de calcul séquentiel ou par plusieurs pro-
cessus paralleles (par exemple un pour chaque ieJa+l) synchronisés. La dé-
finition des itérations asynchrones évite cette contrainte de synchronisation
en offrant une possibilité de retard dans 1'accés aux itérés précédemment

calculés.

2.9.2 Convergence d'itérations asynchrones

DEFINITION 2.9.2.0.1 I'tération asynchrone croissante

. Soit <Jd:6 € Ord> une séquence d’éléments de {1,...,n} telle que:
o
(a) - {V8eOrd, Vie{1,...,n}, Jo28 : 1=3}
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Soit <56:6<50rd> une séquence d’'éléments de Ord" telle gue:
(b) - {vie{1,...,n}, ¥8¢Ora, sf«s}
(c) - {¥8ecord, vie{1,...,n}, 1828 : {vo=B, 655?}}
(d) - {¥B,8 ¢ Ord, {B est un ordinal limite et B<8}} => {vie{1,...,n}, BsSf}}

Soit F un opérateur menotone du treillis complet L". Une <tdration
asynchrone croissante pour F partant de Del” et définie par <J6:660Fd>
et <86:6 e Ord> est une séquence <X6:6 ¢ Ord> d'éléments de Lndéfinie par ré-
currence transfinie comme suit:

(e) - X° =D

-1
(f) - X§ = X§ pour tout ordinal successeur § et tout in(S
:§ : N 50 S
o)
(g) - Xi = Fi(Xll...,Xn”] pour tout ordinal successeur § et i=J]
§
(h) - Xy = agéx“ pour tout ordinal limite §

La définition des itérations asynchrones est due aux analystes numéri-
ciens Chazan & Miranker(1969] mais la forme donnée ici est plus proche de la
version de Baudet[1876]. Nous avons cependant simplifié cette derniére défi-
nition en supposant que V8§ ¢0Ord, J6e{1,...,n} et non pas J69{1,...,n}. Ceci
n'apporte aucune restriction, en effet, guand plusieurs composants sont mis
a jour en méme temps, nous considérons d'un point de vue abstrait qu'ils ont
été calculés de la méme fagon mais mis & jour & des instants différents.

(Par exemple la méthode des approximations successives correspond au choix

+in+1 +in+1i
R i AL S Si Jn 1=OL+jn pour tous ordinal limite a et entiers j=0, 1<i<n
et 1sks=n. Plus généralement les itérations chaotiques sont un cas particu-

lier des itérations asynchrones). Nous avons également rajouté la regle
2.9.2.0.1.(h) ainsi gue la condition 2.9.2.0.1.(d) pour que la notion d'ité-
ration asynchrone soit compatible avec les itérations transfinies 2.5.1.0.1.

Les itérations asynchrones offrent un modéle des possibilités de calcul
sur un multiprocesseur. Une mémoire globale initialisée par D est accessi-
ble par chacun des processeurs qui peut lire et écrire chague composant Xi
de la mémoire globale X. Ces opérations sont mutuellement exclusives dans
le temps et peuvent donc 8tre considérées comme instantanées. (Selon la
taille des mémoires Xi (i=1,...,n) cette exclusion mutuelle est assurée par
le matériel ou le logiciel, c’est la seule synchronisation élémentaire qui
soit nécessaire entre les différents processeurs).

Interpréter <8:6 ¢ Ord> comme une séquence croissante d'instants § ol

prennent place la lecture ou l'écriture d'un composant Xi' Quand un
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processeur est oisif i1 est affecté & 1'évaluation d'un composant quelcongue
du systeme d'équations. La définition 2.9.2.0.1. indique qu'au temps § un
processeur termine 1'évaluation du iéme composant tel que i=J . La valeur

)
correspondante Xi est instantanément écrite dans la mémoire Xi' L'évaluation

8 §
de Xi consiste & lire la valeur X?l de la mémoire X, au temps S,, ..., & lire
8

6
Xn au temps S » & appliquer 1'opération Fi aux arguments X?l,...,x
6 6

écrire la valeur correspondante Xi Fi[X sevenXo Sn) au temps § dans X,. Tous

les composants Xj de X pour lesquels j:a=.](S nesont pas modifiés au temps &.

n ~
n et a

Noter qu'aucune synchronisation n'est nécessaire entre les processeurs
contribuant au calcul et que la répartition des taches des divers processeurs
est libre. En particulier, un processeur qui tombe en panne peut étre é€limi-
né du pool des processeurs disponibles et remplacé dans sa tache par les pro-
cesseurs valides. La répartition des tadches des divers processeurs doit tou-
tefols respecter la condition 2.9.2.0.1.(a) qui stipule qu'aucune composante
ne peut &tre abandonnée définitivement, (cette hypothése est un peu forte
puisque par exemple une composante constante est toujours stable. Nous ne
tenons pas compte de telles situations pour alléger le formalisme).

I1 est également naturel de supposer que 1'évaluation de chaque
é
Fi(XSl,...,Xinl dure un temps fini (mais pas nécessairement uniformément bor-

n
nél}. Donc pour tout 8, la durée du calcul mam[S*Sf] doit étre finie. C'est
i=1
ce que la condition 2.9.2.0.1.(c) exprime sous une forme un peu différente:

pour tout 6 il existe B2 tel que aprés le temps B aucun processeur ne peut
terminer un calcul commencé au temps §.

L’hypothése que 1'évaluation élémentaire d'un composant dure un temps
fini doit rester valable bien que nous considérions des itérations transfi-
nies. La condition 2.9.2.0.1.(d) est alors nécessaire pour tenir compte de
ce fait. Par 1'absurde, supposons que le calcul de X6 commencé au temps

n ¢

a—max[Si] prend r unités de temps (ol r<w car la duree du calcul peut étre
i=1

arbitrairement longue mais finie). Nous avons (a+r) 6 . Supposons qu'il

existe un ordinal limite B et je{1,...,n} tels que S <B<6 Alors a<B<§
et comme B est un ordinal limite (o+1)<B puis par recurrence finie {a+r)<p<§

en contradiction avec (a+r)=6§.

THEOGREME 2.9.2.0.2

Soient L(z,1,7,LLIM un treillis complet, n un entier naturel et



F<zm0n[Ln>>LnJ. Une itération asynchrone croissante pour F partant de
Deprefp(F) et définie par <J6:6E Ord>, <86:6€ Ord> est une séquence station-

naire de limite ZuzZe(F) (D).

Preuve: Cas particulier du théoréme 2.9.3.0.9. guand m=1.

Fin de la preuve.

2.9.3. Convergence d'itérations asynchrones avec mémoire.

DEFINITION 2.9.3.0.1 Itération asynchrone croissante avec mémoire
—
Soit <J6:6e Ord> une séquence d'éléments de {1,...,n} telle que:

(a) - {¥§ e Ord, vie{1,...,n}, }a=$ : i=Ja}

Soit <SG:GeDrd> une séquence d’éléments de (Ord)™ telle que:
(b) - {vie{1,...,n}, vje{1,...,m}, VS8 coOrd, [S§Ji<6}
(c) - {V8 ¢ Ordg, Yie{1,...,n}, vie{1,...,m}, IB=6 : {va=B :65(8?]1}}
(d) - {v¥B,8¢0rd, {B est un ordinal limite et R<&8}
~> {Vie{t,...,n}, Viel1,...,m}, B<(s9), 1}

Soient L(%,.,7,U.M un treillis complet et F une application monotone
de (LM™ dans L". Une {tération asynchrone croissante aveec m mémotres partant
de Del" ot définie par <J6:6e Ord> et <Sd:65 Ord> est une séquence
<X6:6€ Ord> d'éléments de L" définie par récurrence transfinie comme suit:

(e) - x% =p

-1
(f) - X? = X? pour tout ordinal successeur § et tout in(S
{g) - X? = Fi(Zl,...,Zm] pour tout ordinal successeur § et tout i=J6
. g,
ob Vie{1,...,m}, vie{1,...,n}, z~1?=><i(s’l]1
(h) - X(S = agaxu pour tout ordinal limite &

On notera que lorsque m=1 cette définition est equivalente & la défini-
tion 2.9.2.0.1.

Soit 0 1'application de L" dans (LM™ telle que {vxel", vie{1,...,n},
fO[X]Ji=X}. Soit F une application monctone de (Ln]m dans L". Nous défi-
nissons un point fixe de F comme étant un élément X de L' tel gue X=F(X,...,X)
c'est-a-dire X=F(0(X)). Comme Foo emon(L" >L"™) 1les résultats du paragraphe

2.5 peuvent étre appliqués & Fog.



Pour montrer une application pratique de la définition 2.9.3.0.1.,
supposons que 1°on ait & calculer Zufs(f)(D) ot femon(L"+L") et Deprefp(f)
et que 1'on puisse trouver un entier naturel m et Fe ((L")">L™) tel que
luis(f)(D) = luis(Fe0)}(D). On peut alors utiliser n'importe quelle itération
asynchrone croissante avec mémoire pour ce calcul car nous allons montrer que
c’'est une séquence stationnaire de limite ZuzZs(Foo) (D).

Soit par exemple f=AX{g(X)}Uh(X)). Alors Zuis(f)(B)=luis(Fo0)(D) o
F=A(X,Y).(g(X)Uh(Y)). Une itération possible avec deux mémoires pour F est:

X =
X! =1
2
x37% - et 8

gui est équivalente aux deux itérations collatérales:

X = vo =

x$* - ax®uyd VAL

n
]

qui sont une décomposition naturelle des calculs qu'lil n'est pas possible de

décrire par la définition 2.9.2.0.1,

Dans le reste de ce paragraphe, nous considérons une itération asynchrone
croissante avec i mémoires <X6:6 € 0rd> pour une application monotone F de
™™ dans L" partant d'un pré-point fixe D de F [DEFoO[Q]] et définie par
<J6:6 € Ord> et <SG:6 € Ord> comme dans la définition 2.9.3.0.1.

LEMME 2.9.3.0.2

l (Vs cord, D e X° & Zusa(Fos) (D)}

Preuve: Par récurrence transfinie sur § en utilisant la propriété D c Foo(D)
€ luis(Fo0}(D) = Feg(luis(Feu)} (D)) (théoréme 2.5.2.0.2). Si nécessaire les
détails sont dans Cousot[1977d].

Fin de la preuve.

~ DEFINITION 2.9.3.0.3

La condition 2.9.3.0.1.(a) implique que pour tout 6¢Ord, il y a un or-
dinal T(8) défini par:
M(8) = min{a e Ord: (6<a) et ({1,...,n}={JB:GSBSu}]}

Intuitivement entre 1'instant § et 1'instant NM(S8)+1 toutes les
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composantes ont &té relaxées au moins une fois, c'est-a-dire

{vie{1,...,n}, V8 eOrd, 1BeOrd : (8<B<I(6)) g;_(i=JB)}

DEFINITION 2.9.3.0.4

La condition 2.8.3.0.1.(c) implique que pour tout ordinal & ¢ Ord, il
existe un ordinal A(§) défini par:

A(8) = min{BeOrd : Vje{1,...,m}, Vie{1,...,n}, Va=B, 6S(S?]i}

Intuitivement un calcul qui termine au temps A(S8)+1 ne peut pas avoir
lu les composants intervenant dans ce calcul avant 1'instant 8 c'est-a-dire:

{Vie{1,...om}, Vie{1,...,n}, VazA(S), Ss[s?]i}

DEFINITION 2.9.3.0.5

Nous notons <n6:Ge‘Drd> la seéquence transfinie d'ordinaux définie par

récurrence comme suit:

(a) -n® =0

-1
{(b) - n6 = H[)\[n(S J)+1 si § est un ordinal successeur
{c) - nG =y na si § est un ordinal limite
o<s

LEMME 2.9.3.0.6

La séguence <n6:6e Ord> est strictement croissante et pour tout ordinal

limite §, n6 est aussi un ordinal limite.

Preuve: Montrons {Vy, Be Ord, {B<y} = {nB<nY}} par récurrence transfinie
sur Y. Le cas Y=0 est trivial. Supposons que pour tout Y<$8 nous ayons
{vB ¢ Ord, {B<y} = {n8<nY}}. Si § est un ordinal successeur alors pour tout
ordinal B<§ nous avons,si B<(8§-1) alors n8 < na-l < H[X[nd—l]]+1 = n(S par
hypothése de récurrence et II(A(n})zn pour tout ne Ord, sinon B={6-1) et

nB =n5—1 < H(A[na_l]]+1 = n6. Si § est un ordinal limite et B<8 alors il

existe € tel que B<e<§ et par hypothése de récurrence nB < n€ < a26na'

Par récurrence transfinie <n6:6€ Ord> est strictement croissante.
Soient ¢ un ordinal limite et B un ordinal tel que B<n6. Pour montrer
§

que n est un ordinal limite il suffit de montrer qu’il existe un ordinal

Y tel gue B<Y<n6. Comme n6= U na il existe a<§ tel que B<na. Comme
8 a<8 a6 8
<n :8 € Ord> est strictement croissante N <n et par transitivité B<na<n

et n est un ordinal limite.

Fin de la preuve.
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DEFINITION 2.9.3.0.7

Nous notans <de66‘0rd> la séquence d'éléments de L" définie par récur-

rence transfinie comme suit:

(a) - B =D
(b) - 86 = F(U(86_1]] si § est un ordinal successeur
(c) - 86 = Ug® si § est un ordinal limite

a<é

LEMME 2.9.3.0.8

I {¥8, & < ord, {nd<p} = (8%cxB}}

Preuve: Par récurrence transfinie sur § (caé 1, 2, 3).

B

Cas 1: Si 6=0 alors ¥B2=n" = 0 nous avons B® = D € xP (lemme 2.9.3.0.2).

Cas 2: Supposant que § est un ordinal successeur et que le lemme est vrai
pour tout §'<$ nous montrons par récurrence transfinie sur B qu'il est éga-
lement vrai pour § (cas 2.1, 2.2, 2.3).

Cas 2.1: Si B=n(S alors d'aprés 2.9.3.0.5.(hb) nG = H[A(nd_l)]+1. Alors

-1
pour tout i=1,...,n il y a un plus grand ordinal € tel que Mn6 ) <e

1
< B et i=.JE D’aprés 2.9.3.0.1 nous avons donc X = X€+ = ... = XE avec
Xi = F [Zl,...,Z }. Comme ezl(nd ) on a {vje{1, ..,m}, Vke{1,...,n},
-1 -
ﬂ6 < [Sj]k < e}. Par hypothése d'induction i1 suit que Bi 'e
(s§)k ; s
Xk = Z,. Nous en déduisons {vje{1,...,m}, B® & 7Y} donc par
: -1
2.9.3.0.7.{b) et monotonie, nous obtenons Bf = Fi(O(BG 1) E Fi(Zl....,Zm]
é
- ¥E . B §_,n
= Xi = Xi, soit Bi EXi .

Cas 2.2: Supposons que B soit un ordinal successeur et que pour tout o

tel que n65a<8 nous ayons BSEE%u. Nous montrons que {V¥ie{1,...,n},

-1
B} s1 123% alors Bf € ? = x? sinon 1=1F et xf = Fi(Zl,...,Zm).
8 é-1

Comme 8 > n > II{A(n ")) 2 A[na_ll nous savons que {Yje{1,...,m},
s D
-1 Jk .
K EXk par hypothése
-1
d'induction. Donc Yje{1,...,m} nous avons BG EZj et par monotonie B6

i
F, (0(56 'MeF ..M - xf )

B e X

5-1

vke{1,...,n}, n < [silk} ce qui implique B

Cas 2.3: Supposons que B soit un ordinal limite et que pour tout ordinal

o tel que n65a<8 nous ayons Bd!zxq. Alors 86 c ] x* g I x* = XB

nQSG<B a<B
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Cas 3: Supposant gue § est un ordinal limite et que le lemme est vrai pour
tout §'<8 nous montrons par récurrence transfinie sur B qu'il est également
vrai pour § (cas 3.1, 3.2, 3.3).

Cas 3.1: Si 8:n6 alors n(S est aussi un nombre limite (lemme 2.9.3.0.6).

Y
Par hypothése d'induction sur § nous avons Yy<§, BYE;Xn et donc B‘5 =

¥
YQSBY c ygéxn . Comme <nY:Y<£Drd> est strictement croissante {{y<8} =
Y Y §
m¥<n®1} et done Hxm e U xM g U x® oy pan transitivite
Y<é Y. 8 §
n'<n a<n
B(S EXB.

Cas 3.2: Supposant gue B est un ordinal successeur et gque pour tout ordi-

nal a tel que nésa<6 nous avons B6s;x“, nous montrons que VYie{1,...,n},

-1

E@ sxg}. Si i¢JB alors B§ = X§ = x? sinon i=JB et X? = F.(z4,...,2M.

i i i i i i i
Comme n6<8 et n(S est un ordinal limite 2.9.3.0.1.(b) et 2.9.3.0.1.(d) im-
pliquent que {V¥je{1,...,m}, ¥ke{1,...,n}, n6 < (Sg]K < B}. Donc par hypo-

s sh o 5

thése d’'induction {V¥je{1,...,m}, B, £ X, IR 2723y, comme <B°:6 € Ord>

est une chaline ascendante (théoréeme 2.5.2.0.2) nous obtenons par monotonie
e F e’ e Fozt, ..., 2™ = X

i i i i

Cas 3.3: Si B est un ordinal limite et pour tout ordinal a tel que
n65u<8 nous avons Baszxa alors B6 c L Xa = QBXQ = XB;
n <o<B

Fin de la preuve.

THEDREME 2.9.3.0.9

Une iteration asynchrone croissante avec m mémoires pour une applicetion
monotone F de (L™ dans L" (ob L(g,1,7,U,M) est un treillis complet) partant

d'un pré-point fixe O de F est une séquence stationnaire de limite IuZs{Foo) (D).

Prewve: La séguence <56:5€U[L)> est une chaine ascendante stationnaire de
limite Zuis(Fec)(D) (théoréme 2.5.2.0.2). Donc il existe un ordinal € e p(L)
tel que VYyze, Luie(Fo0}(D) = B'. Donc VanE nous avons luis(Foo)(D) = BS &
XB € luis(Fo0)(D) (lemmes 2.9.3.0.39 et 2.9.3.0.2). Noter gue <X6:6 ¢ Ord>
n'est pas nécessairement une chaine ascendante.

Fin de la preuve.
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2.10 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Comme ouvrages fondamentaux sur les ensembles ordonnés et les treillis
on peut consulter Birkhoff[1967], Bourbaki[ 19677, Gratzer[1971] et
Szasz[1971].

Nous reviendrons plus longuement sur les fermetures d'un treillis au
paragraphe 4.2 et la bibliographie correspondante se trouve au paragraphe
4.4,

De nombreux auteurs ont remarqué que le théoreme de point fixe de
Knaster[1928] et Tarski[1955] peut étre démontré avec des hypothéses plus fai-
bles que la complétude (voir parml d'autres Abian & Brown[ 1961], Hift &
H6ft[1976], Pasini[1974], Pelczar{1961], Markowsky[ 19767, Ward[ 19671,
Wolk{1957]. De méme, dans notre version constructive du théoréms de Tarski,
nous avons besoin de 1'hypothése d'existence de bornes de certaines chaines
et non de 1'hypothése moins générale que le treillis est complet. Une ge-
néralisation est donc possible pour affaiblir 1'hypothése de complétude
mais nous n'en aurons pas besoin. Tarski[ 1955] (suivi par De Marr[1964],
Markowsky[ 19761, Pelczar[1971], Smithson[1973], Wong[1967],...) démontre
également un théoréme de points fixes communs & une famille d'opérateurs mo-
notones d’un treillis complet qui commutent. I1 est également possible d’en
donner une version constructive (Cousot & Cousot[1977d]).

Le théoréme 2.5.6.0.1. sur 1'indécidabilité du probléme de calcul de
points fixes d’un opérateur monotone d'un treillis complet généralise 1le
théoréme [ 7] de Kam & Ullman[1975] sur la non existence d'un algorithme pour
faire une analyse optimale du flot des données d’'un programme.

La notion d'itération chaotique vient de 1’'analyse numérique et remonte
a Southwell[1955] et Ostrowski[1955]. Chazan & Miranker{ 19691 ont introduit
la notion d'itération chaotique 3 retards pour tenir compte des possibilités
de calcul paralléle sur des multiprocesseurs. Ils ont montré qu'une 1ité-
ration chaotique & retard converge vers la solution de 1’équation x=Ax+b
(o0 A est une matrice nxn de réels et b un vecteur colonne de réels) si et
seulement si p[|A|]<1 (o0 ,AI est la matrice nxn obtenue en remplagant cha-
que élément de A par sa valeur absolue et p[IAIi est le rayon spectral de
|A|].' Ces resultats ont été étendus pour des problémes non linéaires et des
études de convefgence ont été menées pour des hypothéses autres que 1'hypo-
thése de contraction. Signalons entre autres les travaux des éguipes

d’analyse numérique de Grenoble (Abtrounf 19771, Charnayl( 19751, Mahjoubf1977],
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Robert[1874], de Besangon (Comte[1978]), E1 Tarazil1976], Jacquemard[1877],
Luongl 198753, Miellou [1975a, 1975b]) et de 1'Université Carnegie-Mellon
(Baudet[19781, Traubl19841). En particulier, le terme "itérations asynchro-
nes”" vient de Baudet[1976] qui genéralise la notion d'itérations chaotiques

a retards en éliminant 1'hypothése que les retards sont bornés par un retard
maximum fixe (Miranker[1977]1). Miellouf1977] a obtenu indépendamment le
théoreme 2.9.3.0.9 avec des hypothéses plus restrictives que les nétres.
Notamment L est un treillis normal de Banach et F est semi-continue ce qui
est une hypothése proche de la continuité supérieure (2.6.0.1) et non néces-
saire pour donner une version constructive du théoréme de Tarski. Aussi par
rapport & la définition 2.9.3.0.1 Miellou[1871] ajoute 1'hypothése (en utili-
sant nos notations) {vie{1,...,n}, Vje{1,...,m}, V8,8 ¢ Ord, {8<§'} =
{(S?]i S(Si’]i}}. Cette hypothése spécifique & 1'étude d’algorithmes monoto-
nes facilite la preuve de convergence car elle implique que 1'itération asyn-
chrone avec mémoire est une chaine ascendante mais elle a 1'inconvénient de
nécessiter une synchronisation entre les processeurs participant au calcul.
Comme le montre Miranker{1877], un algorithme asynchrone peut &tre supérieur
a un algorithme interdisant de régresser dans les calculs & cause des temps
d'attente qui résultent de la synchronisation des processeurs.

Nous n'avons pas donné de critére d’arrét des itérations asynchrones,
c'est un probleme de programmation traité dans un cadre trés général par
Dijkstral1977].

Le probléme du choix d'une stratégie chaotique optimale remonte en ana-
lyse numérique a Stein & Rosenberg[1848]. Bien que d'un intérét pratigue
certain, ce probleme n’a pas regu en analyse numérique de réponse compléte-
ment satisfaisante, sauf dans guelques cas particuliers (par exemple,
Abtroun[1877]1 ou par des méthodes interactives (Mahjoub[1877]). Pour le
cas des systemes d'équations gue nous considérons en analyse sémantique des

programmes, le probléme est & 1'étude par R.Cousot (voir remarque 4.1.2.0.7(b)).
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3. ETUDE DU COMPORTEMENT D'UN SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET,
ANALYSE SEMANTIQUE EXACTE DES PROGRAMMES
ET APPLICATIONS

Nous consacrons le paragraphe 3.1 & la définition et & 1'étude du compar-
tement de systémes dynamiques discrets. Ces systémes dynamiques discrets
offrent un cadre trés général pour formuler et résoudre les problémes d'ana-
lyse sémantique des programmes comme la vérification de la correction totale
ou partielle d'un programme ou la découverte de 1'invariant le plus général
en chaque point d'un programme. Un programme est un systéme dynamique dis-
cret dans la mesure ol 11 définit une relation de transition (ou une fonction
de transition s’il est déterministe) entre les états de mémoire précéddnt et
suivant 1'exécution d'une instruction élémentaire quelconque. Pour étudier le
comportement d'un systéme dynamique discret i1 faut caractériser 1'ensemble
des descendants des états satisfaisant & une spécifiéation d'entrée donnée ou
bien caractériser 1'ensemble des ascendants des états satisfaisant a une spé-
cification de sortie. MNous montrons que ces ensembles s'obtiennent comme so-
lutions d'équations de point fixe ou de systémes d'équations quand 1'ensemble
des états du systéme dynamique discret est partitionné.

Au paragraphe 3.2 nous définissons la sémantique opérationnelle d'un
langage de programmation simple correspondant 3 des programmes séquentiels
itératifs avec instructions d’affectation et de branchement conditionnel ou
inconditionnel. (Pour séparer les difficultés, les programmes récursifs se-
ront traités au chapitre 6).

Les résultats du paragraphe 3.1 sont appliqués au paragraphe 3.3 pour
definir la sémantique déductive en avant du langage considéré. Un systéme
d'équations sémantiques est associé au programme en exprimant 1‘'ensemble des
états possibles des variables en un point aJ du programme en termes des états
possibles aux points ay du programme qui précédent aj lors d'une exécution de
ce programme. La plus petite solution de ce systéme d’équations définit
1'ensemble des états des variables en un point quelconque du programme, lars
d’une exécution quelconque de ce programme partant d'un état initial satis-

faisant a une sﬁécification d’entrée donnée.
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Nous montrons alors dans la section 3.4 comment la sémantique déductive
en avant permet de justifier la méthode de Floyd-Naur de vérification de cor-
rection partielle d'un programme. Cette méthode est ensuite étendue aux
preuves de correction totale. Enfin, nous montrons gue 1'exécution symbolique
consiste en fait & résoudre le systeme d'équations sémantiques en avant en
utilisant une stratégie itérative chaotigue.

Au paragraphe 3.5 nous appliquons les résultats du paragraphe 3.1 pour
définir la sémantique déductive en arriére du langage considéré. Un systéme
d'equations sémantiques est associé au programme en exprimant 1'ensemble des
états des variables en un point ay du programme en termes des états possibles
des variables aux points aj du programme qui suivent a; lors d'une exécution
de ce programme. Les solutions de ce systéme d’équations sémantiques en ar-
riere caractérisent 1l'ensemble des états m des variables pour lesquels une
exécution du programme partant de a; dans un état m des variables se termine
en satisfaisant & une spécification de sortie donnée, se termine sans satis-
faire cette spécification de sortie, ne se termine jamais ou conduit & une
erreur semantique.

Nous pouvons alors justifier au paragraphe 3.5 la méthode de preuve de
correction partielle des programmes de Hoare et son extension par Dijkstra
a des preuves de correction totale. Nous remarquons alors gue les méthodes
de raisonnement en avant et en arriére sur les programmes sont en fait égui-
valentes.

Enfin, nous établissons au paragraphe 3.6 quelques résultats sur la com-
binaison des analyses sémantiques en avant et en arriére qui seront utilisés

au chapitre 5.

3.1  SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

3.1.1 Notion de systéme dynamique discret

DEFINITION 3.1.1.0.1  Systéme dynamique discret

Un systéme dynamique discret est un quintuplet (S,T,ve,vo,vg] défini

comme suit:

(a) - S est l'ensemble des états du systéme,
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(b) - T e ((Sx8)>B) ot B={vrai,faux) est une relation de transition entre
chaque état et ses successeurs,

(c) - Ve € (§+B) caractérise les états d'entrée,

(d)

(e)

vcez(S-*B] caractérise les états de sortie,

'vge (S+B) caractérise les états erronéds,
et satisfaisant aux conditions suivantes:

(f) - 1'ensemble des états n'est pas vide: {S=z%},

(g) - les états d'entrée sont exogénes:

{Vel,eze‘S, {T[el,ezl} = {non[vetez))}}.
(h) - les états de sortie sont stables:
{ve ,e ¢S, {v (e ) st T(e ,e 1} = {e =e }}
1”72 g 17 — 17 2 1 2
(i) - les ensembles des états d'entrée, de sortie et erronés sont deux 3
deux disjoints:
{vi,je{e,6,8), (izj} = {VeeS, non(v, (e) et vj(e])}].

DEFINITION 3.1.1.0.2

Soit T e ((SxS) +B), I'inverse de T est T = = A(el,ezl.r(ez,el]. Une
relation de transition (et par extension un systéeme dynamique discret
n(S,T.vE,vo,vgll est:

(a)
(b)
(c) - fonctionnelle ou déterministe si et seulement si:

totale si et seulement si {VeleS. }ezeS : T(el,ez]},

partielle si et seulemsnt si elle n'est pas totale,

{Vel,ez,eaes, {T[el,ezl.gg T(el.ea]} => {82=83}};
(d) - injective si et seulement si T = est déterministe,
(e)

(f) - sans reprise d'erreurs si et seulement si:

inversible si et seulement si elle est totale et injective,
{ve,,e,eS, logled et tle,e,)) = vgle, 11}

Le concept de systéme dynamique discret est évidemment trés général.
I1 s’applique aussi bien aux systémes informatiques qu’économiques ou biolo-
glques, a condition que le mod&le du systéme étudié soit & évelution discreéte
dans le temps. En particuliler, 1les systémes dynamiques discrets sont des mo-

déles des programmes aussi bien séquentiels que paralléles.

Ezxemple 3.1.1.0.3 : Progranmes séquentiels

~

Un programme séquentiel w & la FORTRAN comportant n variables globales
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xl,...,xn a valeurs respectives dans ul,...,un et a étiquettes ou points-pro-

grammes a.,...,a est un systeme dynamique discret (S,T,Vv
= 1 a y €

eeS est un couple <m,c> ol nle(le...xUn] est un état de mémoire qui associe

,vc,vg]. Tout état

a chague variable ><i du programme une valeur de Ui et ce {al,;..,aa,erreur}
est un état de contrdle qui est 1'étiquette de la prochaine instruction 3
executer dans le programme ou indique qu’une erreur s'est produite au cours
de 1’exécution du programme. La relaticn de transition définit pour tout
etat <m,c> un état successeur unigue <m’,c'> = t(<m,c>) résultant de 1'exécu-
tion de 1'instruction élémentaire étiquetée c dans le programme m. T &tant
une fonction, le systéme est déterministe. (On observera gque le systéme n'est
pas, en géneral, injectif. Par exemple, pour le programme défini pour tout
entier x par T[<a€,x>)=<a0,x2> nous avons T[<aE,2>) = <a0,4> et T[<a€,-2>] =
<a0,4> mais <a€,2> z <a€,—2>). Quand 1’exécution de 1'instruction étiquetée
¢ dans le programme n'est pas définie pour 1'état mémoire m (c'est le cas

par exemple d'une erreur & 1'exécution causée par une division par zéro),
nous choisirons 1(<m,c>) = <m,erreur>. La conséquence de ce choix est que le
systeme est total. En pratique la détection d'une erreur a 1'exécution con-
duit a l'arrét de 1'execution du programme. La définition T(<m,erreur>) =
<m,erreur> est un bon modéle de cette situation car le systéme étudié est
sans reprise d'erreurs. Enfin, supposant que le programme posside un seul
point d'entrée a et un seul point de sortie a, nous définirans

v€=X<m,c>.(c =a€], VO=A<m,c>.[c=aO) et VE=A<m,C>.(c=erreur].

Fin de 1'exemple.

3.1.2  Spécification du comportement d'un systéme dynamique discret

A partir d’'un état e,€S un systeme ﬂ(S,T,VE,vO,Vgl évolue vers des états
g .,8e,,...,8.,e. ,... tels que T(e.,e. ). L'ensemble des états descendants
1°72 i’7i+ i’7in
de e, est donné par la fermeture transitive de T:

DEFINITION 3.1.2.0.1 Fermeture transitive d'une relation

Soient a, Be (8xS+B) deux relations entre éléments de S. WNous noterons
aeB le produtt de o par B défini par:

aof = A(el,ez].[}eses : a[el,ea) et B(ea,ezl]

Pour tout entier new nous définissons o par récurrence finie comme

suit:
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a’ = eq = Me,,e,). (e =e,)

n n-1 fi-1
a =q °0, = OoQt pour tout n21

¢, . *
La fermeture transitive reflexive de a est o = E&{an ,
new

«, . + * * n+1
La fermeture transitive stricte de a est o = 0oq = a oa = OUa

new

La spécification d'un systéme dynamique discret ﬂ[S,T,VE,vO.Vgl comporte
la donnée d'une spécification d’entrée $e(S+B) et d'une spécification de
de sortie Pe(S+B). Cette spécification exprime 1'intention gue tout état
d'entrée satisfaisant & la spécification d'entrée ¢ provoque 1'évolution du
systéme T vers un état de sortie satisfaisanf a la spécification de sortie ¥.

Dans le cas d'un systéme dynamique discret déterministe, on appelle :

. Vérification de comportement totalement correct de m pour ¢ et ¢, 1la
preuve que :
*
{ve eS8, {v (el et dle )} = {le,eS : 1 (e ,e,)etv (e Jetyle I3}

. Vérification de terminaison, la preuve que tout état d’entrée satisfai-
sant & la spécification d’entrée ¢ provoque 1'évolution du systeme vers un
état de sortie :
*
{ve eS, {vE(el] et ¢(ell} = {le,eS : 1 (e ,e,) EE.VO(BZ)}}

. Vérification de comportement partiellement correct de w pour ¢ et ¢,
la preuve que si un état dentrée satisfaisant a ¢ provoque 1’évolution du
systéme vers un état de sortie alors cet état de sortie satisfait a 1la
spécification ¢ :
* .
{VezeS, {}eles 2 v.le) et ¢le) et T (e ,e,) gz_vg(ez)} =3 {w[ezl}}

. Vérification de 1'invariance de Be(S~+B), la preuve gue tout état satis-
faisant & B provoque 1°'évolution du systéme vers un état satisfaisant a g :

(Ve .e,cS, {Ble,) et 17(e ,0,)} = (Ble,)}}
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3.1.3 L‘approche du point fixe & 1'@tude du comportement d'un systéme
dynamique discret

Pour faire 1'étude du comportement d'un systéme dynamique discret, nous
chercherons & caractériser l'ensemble des ascendants des états satisfaisant
d une condition Re{S~+EB) c'est-ad-dire & déterminer :

re .{le,eS : T (e ,e,) et Ble,)} = wp(t )(B)

en notant

DEFINITION 3.1.3.0.1

wp € (((Sx8)+B) » ((S+B)~>(S+B)))
= 28.{2B.[2e .(e2,eS : Ole ,e ) et Ble,)}]1}

Par exemple une vérification de comportement totalement correct de
ﬂ[S,T,ve,VO,vgl pour ¢ et ¥ consiste & montrer que :

v, et ¢} = fwp™ 1y et ¥}

De mé&me nous chercherons & caractériser 1'ensemble des descendants des
états satisfaisant d une condition Be(S-+B) c'est-&-dire a déterminer :
N * *
re,.{te €S : Ble ) et T (e ,e,)} = splT }(B)

en notant

DEFINITION 3.1.3.0.2

sp € (((SxS)+B) » ((S+B)~>(S~+B)))
= A0.{AB.[Xe_.(}e €S : Ble ) et B(e ,e )I1}
2 1 1T — 172

Par exemple une vérification de comportement partiellement correct de
T pour ¢ et Y consiste & montrer que {sp[T*)(\)€ et ¢) g;_vg} = {y}. De
méme la vérification de 1'invariance de B consiste & montrer que

B = nonlwp(t ) (non(B})) ou encore sp(t*)(B) = B.

. * * * :
Partant du fait que T = eq oU T °oT = eq oU TeT , nous obtiendrons

% *
wplt ) et splt ) comme points fixes d'une equation.
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THEOREME 3.1.3.0.3

(a)

- ((SxS$)» By (=, X[el,ezl.faux, A(el,ezl.vrai, 0U, ET, non) est un

treillis booléen complet,

(b) - Soient a, b e ((8xS8)+B) alors la.[a ou beal et Aa.la ou aecb] sont des

morphismes complets pour la disjonction,

(c) - Soient T e ((SxS)+B) et eq la relation d'égalité alors

* = lfpQa.leq ou aetl) = Ifp(da.leq ou Tenl).

La proposition suilvante indique que 1’étude peut étre indifféremment

menée pour sp ou wp en considérant une relation de transition ocu son inverse:

PROPOSITION 3.1.3.0.4

(a)
{(b)
(c)
(d)
(e)

(a)

(b)

- 20.87! est un automorphisme complet de ((SxS) - B),
Vo,B e ((Sx8)+B), (aeB) ‘= g7 on™?,

VT e ((SxS) +B), Vnew, (* ™' = (r H",

VT e ((SxS1~+B), (t5) '=(x et (xN) T=trH?Y,

- VB e ((SxS) +B),sp(8)=up(8™") et wp(8)=sp( ).

1

LEMME 3.1.3.0.5

Quels que soient 6 € ((SxS)+B) et Be (S+B) nous avons:

- wpl(0), A0.(wp(B)(B)), sp(B) et AO.(wp(B)(B)) sont inférieurement stricts
(c.a.d. f(1)=1). Ce sont des morphismes complets pour la disjonction,

- Si 6 est déterministe alors wp(0) est un morphisme complet pour la
conjonction. Si 6 est injective alors sp(0) est un morphisme complet

pour la conjonction.

Preuve:

(S+B) et tout Be(S+B) on a {JeeS : Ble) et (OU B
Bi(e]}.

(a) résulte du fait que pour toute famille {Bi=i61} d’éléments de

i[e])} = 0U {}eeS : Ble) et
iel 1el

(b) Quand 6 est déterministe 11 existe une application f de S dans S

telle que {ve ,e,eS, {e(e,.e,)} <= {f[el)=ez}}. Pour e fixé et quand

{eeS 9[8],8)} n'est pas vide, nous avons wp(8)(ET B,) (e )= {]ezeS : 6le ,e))

iel

et (ET B;(e,))} = ET (B, (fle )) = ET {Je cS : 6le ,e ) et B,(e,)} =

iel iel ! iel

EI_wp(GJ[Bi][el]. D*aprés 3.1.1.0.2.(d) et 3.1.3.0.4.si & est injective

iel
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-1 -1
alors 0O est déterministe et sp(8)=wp(6 ) est un morphisme complet pour 1la
conjonction.

Fin de la preuve.

THEOREME 3.1.3.0.6.
—

GQuels que soient a, be ((SxS)+B) et B¢ (S+B) nous avons:
wp (Lfp(Aa.La 8U boal))(B)
= Ilfp(ho.{wpla) (B) ou wp(b)(al])

- ou wp(b™ wpla) (B))
new
spllfp(ha.[a ou aobl))(R)

1fp (ho.Lspla) (B) ou sp(b)(a)])
0u sptb™) (spla) (B))

new

Preyve: Posons h=A0.[wp(0)(B)}], f=Aa.[a cu bea] et

g = ra.lwp(a)(B) ou wp(b)(al)]l et montrons que hof = goh. En effet soit
ae ([(Sx8) +B) alors:

hof(Q)

wpla ou boal(B)
= Ael.[}ezes : [a[el,ez) EE.[D°Q)[91'92]] et 8(82)]
= Ael.[}ezes : a(el,ez] 93_8(82)] ou

Ael.[}ez,eses : b[el,ea) EE'a(ea,BZJ 53_8(92]]
= wp(a)(B) gg'Ael.[}e3eS : b(el,ea] gg_wp(a](B](ea]]
= wp(a)(B) ou wp(b) (wpla) (B))
= goh(a)

f, g et h sont des morphismes complets pour 1'union et par conséquent 1la
proposition 2.5.2.0.8 implique que h(Zfp(f)) = h(Zuis[F](X(el,82].[jfgggll
= Zuis[g](h(k(el,ez).[fggijll = Zuis(g][k(el,ezl.[fggfjJ = Ifplg).

Soit <X inew> 1'itération croissante définie par g et partant de 1'in-
fimum Ae.faux. Nous avons X°=Aetfggi et X'=wp(a)(B) car wp(b) est inférieu-

n-1

. 1
rement strict. Supposons gue x" = OU wp(bt)(wpla)(B)). Alors X" - g(Xn)
n-1 i 0 n .
= wp(a) (B) ou OU wp(b) wp(b ) (wp(a) (B))) = OU wp(b®) (wpla) (B)) car
i=o i=o0

wp (bl (wp(a) (B)) =wp(bea) (B). Par récurrence finie nous avons trouvé le

~

terme général de 1'itération et passant & la limite nous obtenons Ifplg) =

n-1 . .
X" =00 (o0 wpbl ) tuplal (B))) = U wplbl)wp(a) (61).)

new i=o New
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D'aprés la proposition 3.1.3.0.4 une preuve symétrique s'applique a sp.

Fin de la preuve.

Les théorémes 3.1.3.0.3 et 3.1.3.0.6 impliquent 1le:

COROLLAIRE 3.1.3.0.7

Soit 1€ ((SxS) +B), alors

cupt™) = AB.1Pa.[Bou wplt) ()] = OU wplt")
nNEW

. sp(t™) = AB.1fpOa.[Bou sp(t)la)]) = OU sp(t™)
Nnelw

5'11 est facile de calculer wp(lfp(la.[a ou beal)}(B) en utilisant la
proposition 2.5.2.0.8 il n'en va pas de méme de wp(lfp(Aa.la ou aeb]))(B)
car A0.[wp(8) (B)leda.[a ou aobl=Aa.[wp(a)(B) ou wpla)wp(b)(B))] n'est pas la
composition d'une fonction avec Aa.wp(a)(B). Dans ces conditions il est plus
facile d'exprimer wp en utilisant gp pour lequel nous appliquerons le théo-
réme 3.1.3.0.7. En effet:

wp = A8.{AB.[A&.(}e,cS : B(&,e,) et Ble,))]}
AB.{AB.[Aé.(}BzeS ¢ [1eeS : (e=8) et B[e,ezl] et B[ezl]]]}

AB.{AB.[Aé.(}ezeS : sp(B][Ae.[e=é])[82) et B(ezl)]}

de sorte que 3.1.3.0.7. et 3.1.3.0.4. impliquent le :

COROLLAIRE 3.1.3.0.8

Soit T1e((SxS)+B), alors
. wp(t") = AB.{A&.[1e,eS : Ble,) et
. sp(t") = 2B.{A6.[Je S : Ble) et

ot
c

LfpQa.[Ae.(e=8) ou sp(T)(a)])(e,)]}
Lfp(ha.[Xe.(e=8) gg_wp[T](a)])(el]]}

ot

Ce résultat montre que nous pouvons indifféremment mener 1'étude d'un
systeme dynamique discret en résolvant une équation "en avant” de type

a = B ou sp(t)(0) ou bien une équation "en arriére” de type a = B ou wplt)(a)
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a

3.1.4 Systémes dynamiques discrets & ensemble d'&tats partitionné

Nous avons ramené 1'étude d’un systéme dynamique discret ﬂ(S,T,ve,vO,vE)
au probleme de résoudre une équation associée au systéme. Quand 1'ensemble
des états S est partitionné, la partition de S induit une décomposition dir-
ecte de (S~+B) et la proposition 2.8.0.1. indique alors comment passer
d'une équation & un systéme d’'équations ayant des ensembles de solutions iso-
morphes . Cette décomposition nous permettra d'utiliser diverses techniques
de résolution de systémes d’équations monotones dans un treillis complet étu-

diees aux paragraphes 2.8 et 2.9.

DEFINITION 3.1.4.0.1 Systéme dynamique discret partitionnd

Un systeme dynamigue discret.partitionné est un tuple
(S,T,Vl....,vn,e,o,gl tel que
(a) - {n21} et {vie[1,n], vie(S-+BJ}
(b) - {e,0,8¢[1,n]} et {(S‘T’ve’vc’vg) est un systéme dynamique discret}
(c) - {veeS, }iel[1,n]: Vi(e]}
(d) - {vi,jel1,n], VeeS, {vi(e] et vj(e]} = {i=3j}}

Pour tout ie[1,n] définissons

(($+B) ~ (S~ B))

AB.[v, et B]

o e[(S+B]+[0”S+Bm.uxq§§+BU]
AB.[OI[BJ,...,OH(BJJ = AB..H oi(B)

1=1

g

i

m

[}

c ¢ ((OI[S~+B]X...xOn[S—>B]] + (§+8))

1}

n
AB.T auy Bi]
i=1
-1 n
D'aprés 3.1.4.0.1.(e) 0 o0 =kB.[_ggvi et B1=AB.B et d'aprés 3.1.4.0.1.(d)

n j=1

de sorte que O est une bijection. Les propriétés de distributivité

Bet (OU B,)=10U(R et B.) et B et (ET B,) = ET(B et B.) impliquent que o
jeg 3 33 ] jeg jed J

- -1
G.00 | =AB.O, 00 (B etv ,...,8B et v
i i . et

n
et v, ] ) = AB.Lv; et (QUB, ot vIT = AB.B,

n
est un morphisme complet de (S-+B) sur I Ui[S-+B]. Dans ces conditions

1=1
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les propositions 2.5.2.0.8, 2.5.3.0.3, 2.5.3.0.2 et 2.5.5.0.1 indiquent que
les ensembles des pré-, post- et points fixes de Fe ({S+>B)» (S~B)) sont
complétement isomorphes par ¢ aux ensembles des pré-, post- et solutions du
systeme d’équations :

1

X, = UioFoo_ (x ,....xn]

i 1

i =1,...,n
En particulier pour F=Xa.[B ou sp(t)(a)] et F=Xa.[B ou wp(T){a)] nous obte-

nons 3

PROPOSITION 3.1.4.0.2

Soit N(S,T,vl,....vn.e,c,gl un systeme dynamique discret partitionné.
Alors Viel1,nd, oiola.[B EE..~3p('r][oz)]oo—'l est égal a :

Mal,...,an].[(\)1 et B) ou ( au splt 1)(aj])]

jeEFe_dT(i) d

en notant
Vi, jel1,n], V6 e ((SxS)+B), 6, =Ale ,e ).[v,(e )} et B(e ,e ) et v. (e )]
ij 1 2 i — 12 — J 2
pred,re [1,n]->2[1'n]
= M. {jef1,n] : Je ,e €S : T, (e ,e )}
17 2 Ji 172
Preuve :
o, (B g_qsp(r)(o“(al....,anm o (Vie[1.n], o €0, (S+B))
= 0,(B) ou 0,(sp(T) 0" ' (Vv et o ,...,v et a )))
i — i 1 — 1 n—"n
n
= . 0
o, (8) ou Ae, {vi(ezl gﬁ_sp[r]ff%[vj g}_aj]](ezl}
n
=0.(B) ou xe .{v,(e ) et OU (sp(1)(v, et a,)(e )} (d'aprés 3.1.3.0.5.(a))
i — 2 i T = j=i J— "3 "2
n
= 0,(B) ou %% Kez.{}eles :aj(el] gE_vj[el] et T[el,?zl et vi(ezl}
Jn (d’apres 3.1.2.0.2)
= oi(B) ou 2% Xez.{}eleS :aj[el] EE-TJi(el'EZ)}
= (v, et B) ou OU  splr, @) car {j¢pred (1)} =>{nonlt,, (e ,e 1)}
1 jepred (1) 3 T T

T
Fin de la preuve.

En remarquant que (TiJ)_l=[T—l]ji at en utilisant la proposition

3.1.3.0.4 nous obtenons directement la proposition :
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PROPOSITION 3.1.4.0.3

Soit 78,1,V ,...,vn,E,O,E] un systéme dynamique discret partitionné.
1 -
Alors Vie[1,n], GiOAa.[B ou wp(t){a)]eo ! est égal &
A(al,...,an).[[vi et B) ou [. oy - wp(Tij][aj]]]
j e suce (i)
T

en notant

£1,n]

succ € [1,n] » 2

T k3 ) . .
= xi.{jel1,n] : [}el,ezes : Tij(el,ez))}
3.1.5 Propriétés des systémes dynamiques discrets déterministes

D’apres les définitions 3.1.1.0.2.{(c} et (d) et la propesition 3.1.3.0.4,
1'étude de wp(T*] guand T est déterministe et celle de sp[T*] quand T est
injective sont symétriques. Cependant, nous n'énoncerons les résultats que
pour les systemes déterministes car les programmes injectifs sont fort rares.
Nous avons vu que wp[T*] = AB.lfp(Aa.[B ou wp(T)(a)l). Nous nous intéressons

maintenant aux propriétés des autres points fixes de Aa.[B ou wp(t)(all.

PROPOSITION 3.1.5.0.1

Soient H(S,T,ve,vo,vg) un systeme dynamique discret déterministe,
Bc(S+B) tel que {Vel,ezés. {8[81] gﬁ_r[el,ezl} = {el=ez}} et ae(S~+B) un

pré-point fixe de Ax.[B ou wp(T)(x)] alors sp[T*)[a] = a.

Preuve : Montrons tout d'abord que {sp(t)(a) => a}. Pour tout e de S nous
avons spl(t)(a)(e) = {}eleS : u(ell EE_T[BI,B]} = {}eleS : a(ell et

[Ble ) gg_wp(r][a][el)] gﬁ_T[el,e)}.

Comme d’'une part {{B(e]] EE.T(eler} = {el=e}} et d'autre part ™ étant
déterministe {{T(el,ezl g}_r(el,e]} = {82=e}} il vient sp(t)(a)(e) =
{}eleS : [a[el] et (el:e]] ou [a(ezl EE_[92=8]]} => ale) et donc

(o ou sp(t)(a)) => a. Comme a est un post-point fixe de Ax.[o ou splt)(x)]
les théorémes 3.1.3.0.5 et 2.5.3.0.2 impliquent que sp(T*](a] =

Lfp(OAx.[a ou splT) (x}]1) = a.

Fin de la preuve.
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THEOREME 3.1.5.0.2

Soient T e ((SxS) +B) une relation de transition totale et déterministe
et Be (S+B), alors :

nonfup (") ()] = gfpOa.Lnon(B) et wplt)(al])

Preuwve : D'aprés le théoréme 3.1.3.0.7, nous savons que ggg[wp[T*)(B]] =
nonlZfp(Aa.lB ou wp(T}(a) )] = nonlZfp(a.[nonlnon(B) et

nonlwp(t) (non(non(al 1)1 ce qui d'aprés 1la proposition 2.5.5.0.5 est égal a
gfp(xa.lnon(B) et non(wp(t}(nonla1). Comme T est totale et déterministe

il existe une fonction totale Te(S-+B) telle que {Ve 1e,€S8, {T(el,e )11} <=
{T(e )=e, }}. Dans ces conditions non(wp(T](non[a]D(e ) = non[non(a(t(e m =

a(T(el]] = wplt)lal(e,) et donc non[wp(T J(B)1= gfp(Aa.lnon(B) et wp(T)(a]])
Fin de la preuve.

PROPOSITION 3.1.5.0.3

Soient ﬂ(S.T,ve,vo,v } un systéme dynamique discret déterministe et

2
¢, pe(S+B), alors:

(a) - [sp(™)(9) et wplr )y et y)] = splT" Muwp () (v_ et ¥ et ¢]

(b)

[wp(TIP) et sp(t™) ()1 = wpltIly et sp(1*)(¢)]

sp(t™)(¢) et wp(r™)(p)

= 1fp(ra.Lep(™1 () et (Y ou wp(T)(a))]}
Lfp{ha.fup(t™) ($) et (4 ou sp(T)(a))])
1fp{ha.lsplt™)($) etwp(t ) (P) et (¥ ou wp(T)(a)) ]}
1fp{a.[sp(t™) (9) et wp(1*)(Y) et ($ ou sp(T) ()} 1}

(c)
{d) -
(e) -
(f) -

1

Preyve:
(a) - Montrons tout d'abord que sp[T ][wp[T ](v et )] = wp(r ][v et ¢J.
SD[T ][wp[T ][V et w]](e)
{}e e, €S, ]k Qew T (el,e ) et Vs (e ) et w(e ) et T (e ,el}

. Si k>2 alors Tk = T k .

= {}el,ez,eaes. k. Rew ¢ T [81'83] et " [e e ) et v (e ) et W(e )

et 1 (el,e]}

Comme T est déterministe, Tg 1'est également et par consequent {e =e},

= {}ezeS, Ik, Lew s (e e,) et v (e,) et Yle )} = wplt™ vy g}_w](e)
. 51 k<g alors Tk = TKOTQ k

= {le,.e,,e,eS, 1k,%ew : Tk[el,ezl et v le,) et Ple,) et Tk(81,83)

et v "e e}
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Comme T est déterministe, ™ 1vest également et par conséquent {83=82}'
Mais d'aprés 3.1.1.0.1.(0) {v_(e,) _e_t_'rQ'K[ez,e)} => {e, =e}.
= {}e,eS, Ik, few : TK”R[e,eZ) st v (e,) et Yle,)} = wp[r*](vc et Pl (e)
Maintenant,
sp[l‘*][wp[r*)[vO et ) et ¢)
= sp(t" ) wp(T7) (v, et ¥)) et sp(t™)(¢) par monotonie
= wp(1")(v_ et ¥) et sp(t")(9)
Réciproguement,
wp (T ) (v, et Y) et splt’ ) (o)
- de.{(Fe,e8 : TV (e,e,) et v (e,) et Wle,)) et (Yo eS : ¢le,) et T (e ,e))}
Comme {}8363 : T*[e1’83] et T*(es,ezl} = T*OT*(el,ez] = T*(el,ez], il vient:
= e.{le €S : (fe e8: T*(el,ez) et vgle ) et yle 1) et ¢le ) et T*[el,-e]}

= sp(T ) (wp(T ) (v, et Vet $)

(b) - Montrons que [wp(T) () EE.SP(T*][¢] = wpltlly EE_SP(T*](¢]]'
wp(T) () et splt ) ()
= e.{(}e,eS: Tle ,e,) et Ple,)) et (te,eS: ¢le,) et T (e,,e))}
Comme {}e €S: 7 (e ,e ) et tle ,e )} = et (e ,e ) = " (e ,€ ), il vient:
3 177y = 3’72 , 172 1”72
=> Ae.{}ezeS: ble)) g}_[}eles: ¢[el] et T (81,82]) et T(e,ezl}
= wp(T) (P et splT ) ($))

(c) - Soient <X6:6Sw> et <Y6:SSw> les itérations croissantes partant de 1'in-
fimum AB.faux de (S+B) et respectivement définies par Aa.[}p ou wp(t)(al] et
Aa.[sp(t¥)(¢) et (P ou wp(r)(@))]. Nous avons (X® et sp(t*)($)) = AB.faux =
v%. Supposons que (X(S_1 EE_Sp(T*)[¢)] = Ys—l. alors :
X8 EE_SP[T*](¢]

- ou wp ()X et ep(t¥I(9)

— W ou wpm) ) et splt*)($))) et splt™) ()

— W ouwp )X et sp(t¥1))) et sp(t*I(p)  d'aprés (b)

=> (Y ou wp(T)[Y6‘1]] gE_Sp(T*][¢] par hypothése de récurrence et monctonie

Alors XY et sp(t™1(¢)) = ((oU x¥) et splt™)(¢)) = (0U (X% et sp(t™)1($)))
o<w o<w
— oy v* = ¥ 11 vient :
o<W

sp(r*](¢) gg_wp(T*)(W]
= sp(t™1(¢) et X* d'aprés 3.1.3.0.7, 3.1.3.0.5 et 2.7.0.1.
= Y = 1fpOa.[sp(t7)($) et (W ou wplT)(a))])
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— pr(la.[sp[r*](¢)]] et IfpQa.y ou wplt)(a)]) car Zfp est monotone,

= sp(t"1($) et wplt™I(Y)
Par antisymétrie (sp(t")(¢) et wp(t*)(P)) = IfpOa.lsplt™)(¢) et
(b ou wplt)(@))1). (d), (e) et (f) s'obtiennent par des démonstrations ana-
logues.

Fin de la preuve.

3.2 DEFINITION DE LA SEMANTIQUE OPERATIONNELLE D'UN LANGAGE DE
PROGRAMMATION

Nous définissons la sémantique opérationnelle d'un langage de program-
mation simple qui permet de construire des programmes séquentiels itératifs
comportant des instructions d'affectation et de branchement conditionnel ou
inconditionnel. Nous ignorons volontairement les considérations de métho-
dologie de la programmation (qui conduiraient & choisir un langage de plus
haut niveau que les organigrammes) ainsi que les problémes posés par la défi-
nition de structures d*’information complexes. 11 s'agit d'aller & 1’essen-
tiel qui est de montrer comment un programme définit un systéme dynamique

discret.

3.2.1 Syntaxe abstraite des programmes

Un programme & n variables X=X1'°"'xn sera représenté par un organi-
gramms connexe fini comportant un seul noeud d'entrée, un seul noeud de sor-
tie et des noeuds d’affectation, de test et de jonction; ces derniers corres-

pondant aux étiquettes du programme. Par exemple, le programme suivant :
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{1}
Xe=Ff (XJ;
{2} :
L
{3}
si p(X) alors
{4}
Xe=Ff_ (X);
{5} ’
allera L;
finsi;
{6}

sera regprésenté par le graphe de programme suivant

Nous adoptons une présentation intuitive étant admis que les méthodes
de définition formelle de la syntaxe sous contexte des langages de progra-
mation ainsi que les méthodes de transformation d’'une représentation concréte
d'un programme (sous forme de chalne de caractéres conforme & une syntaxe
concrete} en une représentation abstraite (comme les arbres abstraits ou les

organigrammes) sont connues (voir par exemple Lorhao[19741).

3.2.2 Sémantique opérationnelle du langage

3.2.2.1 Ensemble des états S

Spit T un programme comportant n variables X ,...,Xn & valeurs dans U
1

et a points de programmes (ou arcs de 1'organigramme correspondant)
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. N n . .
a seens@ Un état e<S est un couple <m,c> oll mell est 1'état de mémoire et
1

Ce {al,...,aa,erreur} est 1°'état de ceontrdile.

3.2.2.2 Fonction de transition 1

Considérant des programmes déterministes, la relation de transition
T ¢ ((8x8) »B) est définie par une fonction de transition ¥ par
T = l(el.ez).[r(ell=92].

En notant dom(f) le domaine de définition d’une fonction partielle f,

la fonction de transition T induite par le programme W est définie pour tout

n . N
mell " par les schémas de régles suivants :
- T(<m,erreur>) = <m,erreur>

- Si a, est point d'entrée d’une instruction d’affectation X:=f(X) dont 1le
point de sortie est a,, alors en confondant 1’expression syntaxique f &
n variables X ,...,Xn avec la fonction partielle de u" dans 4" qu'elle
1

dénote, nous avons :

T(<m.al>] = 51 me dom(f) alors <f(m].a2> sinon <m,erreur> finsi

-~ Si a est point d’entrée d'une instruction de test p(X) dont les points de

t et af, alors en confondant

1'expression syntaxique booléenne p & n variables X ,...,Xn avec la fonc-

sortie vrai et faux sont respectivement a

tion partielle de U dans B={vrai, faux} qu'elle denote, nous avons :
Tl<m,a>}) = si me dom(p) alors

si plm) alors <m,at> sinon <m,af> finsi

sinon
<m,erreur>
finsi

- Si a] est un point du programme précédant une étiquette L (ou arc d'entrée

d'un noeud de jonction L} et a, est le point du programme suivant cette

étiquette (ou arc de sortie du noeud de jonction L) c'est-a-dire :

{a,1 {a,} L:
Ls ou allera L; ou {az}
{az} ces ce
L {a}

{a_} allera L;
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alors

f[<m,a1>] = <m,a2>

- Si a5 est le point de sortie du programme, alors

T(<m,a >) = <m,a >
(0] g

3.2.2.3 Systéme dynamique discret total, déterministe et partitionné
défini par un programme séquentiel

Un programme séquentiel 7 comportant n variables Xl,...,Xn & valeurs
dans U et a points de programme al,...,aa {ou ag est 1le point d'entrée et a5
le point de sortie) définit un systéeme dynamique discret total, détérministe
et partitionné ﬂ(S,T,Vl,...,va,vg,E,U,g) en choisissant S et T comme précé-

demment, V,.=A<m,c>.(c=erreur) et pour tout i=1,...,a, vi=k<m,c>.[c=ai].

Nous girons que 1'exécution du programme 7 pour 1'&tat de mémoire
initial m,
- conduit & une erreur sémantique si et seulement si {}mzeu”
T*(<ml,a€>,<m2,erreur>]}

. - . n *
- se termine si et seulement si {Im €U’ : T (<m »a_>,<m ,aO>J}
2 1 2

3.3  SEMANTIQUE DEDUCTIVE EN AVANT

Pour faire 1'analyse sémantique d'un programme T, c'est-a-dire étudier
le comportement du systeme dynamique discret défini par m, nous caractéri-
sons l'ensemble des descendants des états d'entrée satisfaisant & une condi-
tion d'entrée ¢6Pn ol Pn=[Un—>B]. I1 s'agit donc de détérminer
sp[T*][\)€ et $) en notant $=A<m,c>.6(m). L'ensemble S des états étant parti-
tionné, les propositions 3.1.3.0.7 et 3.1.4.0.2 indiquent que sp[T*][ve et ¢)
est isomorphe a la plus petite solution d'un systéme d'équations sémantiques
en avant associé au programme 7 de la forme
Pi (vi EE_VE et ¢) ou ( j(zggggﬁi] sp(rji](Pj]]

i =1,...,0,¢&
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Pour tout i=1,...,00 nous choisirons Pi e(u”-+B] ce qul est plus simple
que Pi €0y (S+B) = o, (f{a ,,..,aa,erreur}xun]->B] mais équivalent puisque
o, (S+B) et (" > B) sont isomorphes par 1’ isomorphisme complet
1, —AB {Am.[B(<m,a, >]]} dont 1'inverse est 1 YaAB. {A<m,c>. [B(m) ]}

Les états d’ entree étant exogenes (3.1.1.0.1.(g]), 1'ensemble pred(e)
est vide et par conséquent P€=¢. Pour tout 1i#ze, le prédicat [\)i et vsl est
faux (3.1.4.0.1.(d))} et donc

P, = U lsplx 1 te,n3
i J € pred(i) ji 3 i

I1 nous faut calculer :

-1
Ii[sp('tji]flj [Pj]]]

ji)()\<m ,E>, [Pj(m]]l]

= 1 [A<m G, {]<ml c1>eS : Pj(m ) et Tji(<m . >, <m2,c >111]

= )\m2 {]<"‘1’C|>€S : P.(m) g_t_TJ.i(<ml,cl> <m2,al>)}

=1 [Sp['t

- . >
Amz.{]<ml,cl>63 g Pj(mll et vj(<ml.cl>) et T[<m1‘cl>'<m2'ai )
et v, (<m ,a,>)}
= Amz.{}<ml,cl>63 : P [ml] et [Cx=aj] et T(<ml,cl>,<m2,ai>]}

J

=Am {ImeS : P (m ) et T(<m ,a,>)=<m ,a,>}
2 1 2 1

J51— 1

Si ay est point de sortie d'une instruction d'affectation X:=f(X) alors

pred(i)={j} ol aj est le point d'entrée de cette instruction et donc

T
it

am_ .{Im €S : P,(m ) et [(m €dom(f)) et (<flm ),a,>=<m_,a.,>)]}
2 1 J o — i —_— 1 i 2’71

Am, .{m €S : Pj[ml) et m, € dom(f) et f(ml]=rn2}

affectation(f](Pj] (par définition de affectation)

Si 8y est point de sortie vrai d'une instruction de test p(X) alors

pred(i)={j} o0 a, est le point d’entrée de cette instruction et donc:

J
Am, {3m S : P (m ) gﬁf?(<ml.aj>)=<m2.ai>}

Amz.{]mles : Poim ) et (m e dom(£)) et p(m ) EE-[<m1'ai>=<m2’ai>)}
Amz.{Pj(mzl et (m, edomp)) et p[mzl}

test[p](PJ] (par définition de test)

-
]
Cde

i
[

i

n

De méme, si a, est point de sortie faux d'une instruction de test p(X)

i
et a, le point d’entrée de cette instruction alors:

J

Pi = test(ggﬂ(p)](P1)
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51 a; est le point de programme suivant une étiguette précédée par les
points de programme aj tels que j e pred(i) alors:
-1
P, = oy Llsplr 30, TP 1]
j e pred(i) J b
- ou am,.{Im €S : P (m ) et T(<m ,a.,>)=<m_,a,>}
. — . 2 1 j 1 —- 1773 2’71
j e pred(i)
= ou . Amz.{}mleS : Pjtml) et [<m1,ai>=<m2,ai>)}
Jje pred(i) -

- E
je pred(i) J

Comme les erreurs a 1'exécution correspondent & un arrét du programme,
le programme est sans reprise d'’erreur et les états erronés sont stables.
Par conségquent, pour tout i=1,...,q0, Pi est indépendant de PE. Dans la re-
solution du systeme d’équations sémantiques en avant associé au programme,
nous pourrons donc ignorer 1'équation définissant PE qui, éventuellement,
sera évalué en dernier, si nécessaire, pour l'application considérée.

Dans ce cas:

-1
P = ou t.0splt, Y0, [P.1)]
3 j epred(£) £ 3% ] J
= oy am AIm el” 2 PL(m ) et T(<m ,a>)=<m ,erreur>}
j e pred(£) Jo - 2

Pg ou Ou  Am .[P.[mz) et m_ ¢ dom(expr(j))]
j eatm) J 2

en notant at(m) 1'ensemble des jel1,al tels que aj est le point d’entrée

d'une instruction d'affectation ou d'une instruction de test dans le program-

me T et expr(j), la fonction f de 1'instruction d'affectation X:=f{X) ol le

prédicat p de 1'instruction de test p(X} dont le point d'entrée est aj.

En résumé:

DEFINITION 3.3.0.1. Systéme d'équations sémantiques en avant associé d

un programme et 4 une spécification d'entrée.

Soient T un programme comportant n variables & valeurs dans U et o points
de programme @y,...,a (o a. est le point d’entrée) et une spécification
d'entrée ¢€Pn = (U"~B). Soient Pl""’Pu des variables & valeurs dans Pn

alors le systéme d'équations sémantiques en avant P=Fﬂ(¢][P] associé 4 (m,d)
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est défini par les regles sulvantes:
- Si ay est le point d'entrée du programme alors Pi=¢

- 51 a‘j est le point d'entrée d'une instruction d'affectation X:=f(X) dont

le point de sortie est a; alors Pi=affectation(f)[Pj] ol

affectation = Af.{)\P.[}\mz.(]mlEUn tPn ) et (medom(#) et (m =F(m M7}

- 51 aj est le point d'entrée d'une instruction de test p(X) et a; le point
de sortie Xﬁﬂi {respectivement fﬁﬂﬁy de cette instruction alors
Pi=£g§£(p](Pj) {respectivement P1=E§§§jggﬂ[pllfpj]] ol
test = Ap.{AP.[Am.(P(m) et (me domip)) et p(m) 11}

- 51 ay est un point de programme suivant une etiquette précédée par les

ceesd,, = P
points de programme ajx' aJk alors Pi ;g% 2

Nous déduisons de 3.1.3.0.5.(a), 3.1.3.0.7 et 3.1.4.0.2 la

PROPOSITION 3.3.0.2 Propriété du plus petit point fize du systéme

d'équations sémantiques en avant.

L'opérateur Fn[¢)sur (Pn]a est un morphisme complet pour la disjonction.
Le plus petit point fixe (Px""'Pa] de F"[¢] est tel que pout tout iel1,a]
nous avons

n *
Py = Amz.{}mleu P ¢lm ) et T [<m1.a€>,<mz,ai>)}

- PROPOSITION 3.3.0.3 Conjonetion et disjonction de spéerfications d'entrée

A¢.[ZfP[F"(¢]ﬂ est un morphisme complet pour la disjonction. Si 7 est

injectif, c'est un morphisme complet pour la conjonction.

3.4 TECHNIQUES D'ANALYSE DE PROGRAMMES BASEES SUR LA SEMANTIQUE
DEDUCTIVE EN AVANT

Nous utilisons les résultats du paragraphe 3.3 pour Justifier la méthode
de Floyd et Naur de vérification de la correction partielle d'un programms,
puls, pour étendre cette méthode & la vérification de la correction
totale d'un programme. Nous justifions ensuite le critére de terminaison des

programmes de Kdatz et Manna. WNous 1llustrons les techniques d’analyse des
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conditions de terminaison sans Tautes, de non-torninaiscen ot 'A% cution in-
correcte d'un programme basées sur la sémantique déductive en avant. Nous
nontrons également comment utiliser la sémantigue déductive en avant pour
caractériser en chague point d'un programme 1l'ensemble des descendants des
états initiaux satisfaisant & une condition d'entrée. Enfin nous montrons
que 1'exécution symbolique d'un programme consiste & résoudre le systéme d’é-
guations sémantiques en avant associé au programme, en utilisant une straté-

gie itérative chaotique.

3.4.1 Justification de la méthode de Floyd et Naur de vérification
de la correction partielle d'un programme

Floyd[1967] et Naur{1966] ont justifié leur méthode de vérification de
correction partielle des programmes, par un raisonnement basé sur la sémanti-
que opérationnellie. La sémantique déductive en avant conduit & une preuve
plus élégante.

Soient T un programme comportant n variables & valeurs dans U, o points
de programme al,...,aa {les points d'entrée et de sortie étant respectivement
a_ et aG) et Pn=(Un—+B]. Une preuve de correction partielle du programme 7

>
pour les spécifications d'entrée ¢ et de sortie P, consiste & montrer que:

n n * _
{szeU , [}mleu : ¢(m1] et T (<m1,a€>,<m2,a0>]] > [w(mzl]}

Si on peut 7nventer Pe[Pn]a qui soit un post-point fixe de Fﬂ[w] et tel
que {PO => y}, alors le théoréme 2.5.3.0.2 montre que {pr[Fﬂ(¢)) => P} et
doncl{Fpr(Fﬂ(¢)]]c =>} et la proposition 3.3.0.2 implique que le programme

m est partiellement correct pour (¢,P) puisgue nous avons:

n * —
Amz.{}mleu : ¢[m1] et 1 (<m1,a€>,<m2,ao>]} =>

En pratique P est spécifié en donnant seulement les invariants de bou-
cle puisgue les autres s'en déduisent en remplagant les invariants de boucle
par leur valeur dans le systéme d'éguations.

Nous avons montré gue la méthode de Floyd-Naur est valide mais en méme
temps qu’elle est compléte, c'est-a-dire (de Bakker & Meertens[1975]), que
si T est partiellement correct pour (¢,P), il existe toujours Pe(PnJu permet -
tant de le prouver avec cette méthode, c'’est-a-dire de trouver P tel gue
{[Fﬂ(¢](P]=$I3]§£[P0ﬁ=>¢]}. D’aprés ce qui précéde, il suffit en effet de
choisir P=pr(Fﬂ(¢)].
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3.4.2. Extension de 1a méthode de Floyd et Naur d la vérification
de 1a correction totale d'un programme.

Une preuve de correction totale d'un programme 7 pour une spécification

d'entrée ¢ et de sortie Y, consiste & montrer que:
(v, et ¢} = {wpt" v et ¥))

La proposition 3.1.3.0.8 nous permet d'utiliser un systéme d'équations
sémantiques en avant pour faire cette preuve puisque de maniére équivalente,

i1 s'agit de démontrer que:

Ifp(Aa.[Xe.(e=e)
ou spl(t}a}Ne )1}

fv, et ¢} = {de.[1e,eS : v _(e,) et Yle) et

ot

c'est-a-dire & un isomorphisme prés:

¢ = Am.{}m]ed‘ 2 [Lfp(F, Om. (m=m) ] (m ) et Pim )}

En particulier, la plus faible spécification d'entrée garantissant 1la
terminaison du programme T est
A (Imel” CZfp(F Gm. (m=m)) ] _(m )}

3.4.3. Justification du critére de terminaison des programmes
dd & Katz et Manna.

En utilisant nos notations, le critére de terminaison des programmes
donné par Katz & Manna(1976] est le suivant: .
"si pour tout Pe[Pn]a tel que P est un ensemble d'invariants du programme T,
on peut montrer que {Vﬁkun, ¢(E) =>P0(E)}, alors 1'exécution du programme w
se termine pour toute donnée satisfaisant ¢". Dans cette formulation, un
invariant Pi au point ay du programme T est informellement défini comme
"une assertion sur les variables qui est vraie des valeurs courantes des va-

riables chaque fois que le point i est atteint durant une exécution commen-

gant dans 1'état initial m". La méthode utilisée pour vérifier qu'’une asser
tion P est un invariant est celle de Floyd-Naur, c'est-a-dire d'aprés le pa-
ragraphe 3.4.1, on vérifie que P <= F"(lx.[xﬁﬁllfP). Formellement le critée-

re de terminaison de Katz et Manna est donc:

¢ => Am.[Im el : ET(P_(m,) : P <= F_Ox. (x=m)) (P)}]
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D'aprés le théoréme 2.5.3.0.2, nous obtenons:
ET{P : P <= Fﬂ(xx.&:HJJtPJ} = pr[FW(Ax.(x=E)])

et nous avons retrouvé notre critére.

Katz et Manna ont remargué que leur critére n’est pas utilisable en pra-
tique puisqu'’en général il y a une infinité d'invariants associés au program-
me. Il est en effet rarement possible de découvrir la forme générale des

post-points fixes de Fﬂ(kx.[x=a)].

Au contraire,notre critére repose sur pr(Fﬂ(lx.[x=EjD qui peut étre
calculé par approximations successives en inventant le terme général de 1la
suite, en montrant par récurrence que la forme de ce terme général est bien
choisie et en passant & la limite pour le w-&me terme (théoréme 2.7.0.1).

Ce procédé est évidemment réservé aux calculs & la main et dans bien des cas
le calcul exact n'est pas faisable car 1'invention du terme général de 1la
suite est trés difficile. Nous donnerons dans les paragraphes 3.4 et 3.6
quelques exemples de résolution exacte des équations sémantiques. Nous étu-
dierons ensuite au chapitre 4 des méthodes constructives d’approximation de

ces solutions exactes.

3.4.4 Détermination des descendants des états d'entrée et des conditions
de terminaison, non-terminaison et d'exécution erronée d'un programme

Considérons le programme suivant, comportant une variable x 3 valeurs
entieres comprises dans 1'intervalle [-b+1,b] de définition des entiers sur

une machine:

{1}
tantque x21000 faire
{2}
X=Xt
{3}
refaire;
{4}

Nous supposerons gue o est une constante entiére positive. Par défini-
tion de 1'instruction d'itération "tantque”, ce programme est équivalent au

programme:
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{1}
Lo
51 x21000 alors
{2}
X:=xX+03
{3}
allera L ;
finsi;
{4}

Le systéme d'équations seémantiques en avant associé 3 ce dernier program-

me et & la spécification d’entrée Ax.(x=x} est:

P, = Ax.[x=x]

P, = test[Ax.{XZ'lDDU]l(Pl ou Pa)
P, = affectation[lx.[x+a]](P2)

P =

test[)\x.[x<1DDU])(P1 ou Pal

L'équation définissant P2 est plus simplement:

i)

P

) test (Ax.[x=1000]) (Ax. (x=x) ou affectation(xx.[x+a])(P2]]

Ax.{{-b+1<xsb) et (1000<x) et [(x=x) ou
(1y : (-br1<y+ash) et (x=y+a) et P, (y)})1}
Ax.{01000sxsb) gt [(x=X) ou P, (x-a)1}

i

i

Le plus petit point fixe est obtenu par approximations successives en

partant de 1'infimum Ax.[faux] (théoréme 2.5.3.0.2):

Py = Ax.[ faux]

P; = Ax.{(1000sxsb) et (x=x)}

P> = Ax.{(1000sxsb) et [ (x=x) ou ((1000<x-asb) et (x-a=x)}1}
= Ax.{(1000<%) et (xsb) et [(x=x) ou (x=x+a)]}

Supposons pour le pas d'induction que:

k-1
Py = Ax.{(1000) et (xsb) et OU (x-5+jo)}
=0

1
et vérifions que P§+ est de la méme forme:

k+1
PZ

Ax.{(1000<xsb) et [(x=x) ou ((1000<%) et (xsb+a) et
k-1 _
OU (x=x+(j+1)a))]}
J=o

M. {(1000sxsb) et [(x=%) au PFix-a)1)
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K
= Ax.{(1000<x) et (x<b) et OU (x=x+ja)}

j=o
Par induction sur k nous avons trouvé le terme général de la séquence, de
sorte que le plus petit point fixe s’obtient en passant & la limite (théore-
me 2.7.0.1 et proposition 3.3.0.2}):
Pw = %PL\ = Ax.{(1000<%) EE {x<Bb) 1313_ (120 : x=—)?+jo(]}
kew

Les autres composantes s'cbtiennent en remplagant P par P dans le systeme
2 2

d'équations original ce qui donne:

P? = Ax.{x=x}

PY = Ax.{(1000sx) et (x<b) et (}j=0 : x=x+ja)}
PY = ax.{(1000sX) et (xsb) et (}j21 : x=x+ja)}
PY = Ax.{(x=X) et (-b+1sx<1000)}

D'aprés la proposition 3.3.0.2 nous avons obtenu en chaque point du pro-
gramme une caractérisation de 1’ensemble des valeurs possibles de x, au cours
d'une exécution quelconque du programme partant d’'une valeur initiale de x

satisfaisant & la spécification d'entrée ¢=Ax.(x=x).

Nous avons vu au paragraphe 3.4.2 gque la plus faible spécification d'en-
trée garantissant la terminaison du programme sans conduire & une erreur sé-
mantique est:

= w
)\x.{}xl : P“[XL]}
= Ax.{-b+1<x<1000}

L'ensemble des états d'entrée conduisant & une erreur sémantigue est
caractérisé par:

FRETNE P‘gtxl)}

Ax{Ex s [(P?[x] EE_P?[X]] et non(-b+1<x<b)] ou
[Pf(x) et non(-b+1<x+as<b)]}

Ax-{[ (x<-b+1) ou (b<x) ou [(a=0) et (1000<x<b)]}

1i

L’ensemble des états d'entrée pour lesquels le programme ne se termine

pas est caractérisé par:
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‘;:’(xl) ou P (x,))}

= Ax.{(1000sx<b) et (a=0)}

A;l{}xl : non(P

3.4.5 Exécution symbolique

Soient 7 un programme comportant n variables x=[xl,...,xn] et
x=(xl,...,xn] des constantes de Skolem associées a des éléments indéterminés
mais fixes de Un. Nous montrons que 1'exécution symbolique du programme w
consiste & calculer la plus petite solution du systéme d'équations sémanti-
gues en avant P=F"(Ax.(¢[;j et (x=x (P} associé & 7, en utilisant une stra-
tégie chaotique quelconque (Cousot & Cousot[1977e]).

n

Soit P?,...,P ,...,Pw une itération chaotique croissante partant de

1*infimum P? de [Pn]a et définie par F"[Ax.[¢(§).g§ (x=x))). Chaque terme Pg

s'écrit sous 1a forme :

Ax.{0U [0,(x) et x=E,(x)]}
jea J

ol Qj et Ej sont des expressions formelles dépendant de la valeur initiale X
des variables et o0 aucune des variables x ""'Xn n'apparait comme varia-
1

ble libre. Par convention, cette expression se réduit a Ax.faux quand A=9.

Pour démontrer que Pg s'écrit sous cette forme, 11 suffit de remarquer

que affectation(f) et test(p) sont stricts et que :

- affectation(f)(Ax.{ OU [(Q,(X) et x=E.(x)1})
e — J — J
jeA
= Ax.{0U [(Q,(x) et E _(X) edom(f)) et x=F(E.(x))1}
jeb — ] —_— J
- test(p)(Ax.{0OU [Q,(X) et x=E,(x)1})
— o 40— 73
= Ax.{0U [(0,(x) et E,(X) e dom(f) et plE (X))} et x=E.(X)]1}
a2 3 =" —
[ _ -
- oux.{ ou [Q, (x) et x=EJ (x}1H
k=1 Jyeby Ik k

— - 4
= Ax. (0U{[0 (x) et x=E, (x)1 : j_e u A}
— T kg1 K
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Dans 1'expression
P=o0UcC. avec C, = Ax.{0.(x) et x=E,(x)}
jeh J J — J

on peut interpréter chaque Cj comme décrivant un chemin d'exécution de T od
Q.(x) déecrit les conditions qui doivent &tre vérifiées pour qu'une exécution
dé T partant de a. avec 1'état initial x des variables passe par le point de
programme a, avec des valeurs des variables x égales & Ej[x].

De fagon éguivalente, nous noterons P sous la forme d'un contexte

symbolique {<Dj[§],(Ej]l(§],...,(Ej)n(;j> : jeA} ot P correspond & Ax.[fauxl.

Considérons par exemple, le programme suivant

{1}

tantque x2y faire
{2}

{3}
refaire;

{4}

Xi=X"Y3

Le systéeme sémantique en avant correspondant est

fi

{<vrai,x,y>}
test(Ax,y).LxeyD (P, ou P,)
affectation(k(x,y].[x—y,y]](Pz]
Eggt(l[x,y).[x<y]][Pl ou P,)

o

Nous supposerons que le programme porte sur des entiers, (ce qui apporte la
simplification que x-y est toujours défini).
Choisissant une statégie chaotique correspondant & 1'ordre d'exécution

du programme, nouds obtenons les premiers termes de 1l'itération

(PL= 2 =1,
[P} = {<vrai,x, )

P; = EEEEIA[X,yJ.[xzy])[pi EE.Pg] - <2y, %)

Pl = affectation(h(x,y).Lxy,y D (P = (<(25),%7.55)
| PL = LestDOGY) . Dxey DI (P ou PR = (<ORV1LGP)
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Pf = {<vrai,x,y>}

Py = {<(ey)X,y> , <((2Y) et (22y)),%-y,v>}

P2 = {<Gey)x-y.y> , <(G2Y) et (X22y)),%x-2y,y>)
P2 ROV <e2y)L XYL )

Aprés deux itérations, nous avons construit 1'arbre d'exécution symbo-

lique (Hantler & King[19761) suivant :

<vrai,x,y>

<(x2y), x,y> <(x<y),x,y>

<((x2y) et (x22y)),x-y ,y> <(x2y) et (x<2y)),x-y,y>

<((x2y) et (x22y)),x-2y,y>

Nous avons représenté le contexte symbolique P1 associé au point ay du
programme w, par l'ensemble des chemins d'exécution associés aux noeuds éti-
guetés 1 dans 1'arbre d'’exécution symbolique. Nous auricns pu également,
représenter le contexte symbolique Pi par le sous-arbre maximal de 1'arbre
ci-dessus dont les feuilles sont étiquetées 1i.

Il est clair que sans hypotheses particulidres sur x et y, les termes
suivants de 1'itération chaotique correspondraient & des arbres symboliques
de hauteur de plus en plus grande jusqu'a obtenir 1’arbre de hauteur infinie

~

correspondant a Zfb(F"(Ax.[x=;)D.
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3.5 SEMANTIQUE DEDUCTIVE EN ARRIERE

Pour faire 1'analyse sémantique d'un programme T c'est-a-dire étudier
le comportement du systéme dynamique discret défini par ¥ nous avons vu au
paragraphe 3.1 qu’il faut caractériser 1l'ensemble des ascendants des états
de sortie satisfaisant & une condition de sortie yeP ol Pn=(Un->B). 11
s'agit donc de déterminer wp(T J[v et W) en notant w A<m,c>.P(m). L'ensemble
S des états étant partitionné, les propositions 3.17.3.0.7 et 3.1.4.0.3
indiguent gue wp[T*][vG EE_Ej est isomorphe & la plus petite solution d'un
systéme d'équations sémantiques en arriére associé au programme T de la
forme :

Py= (v et vy et ¥)) ou QU Cwp Ty )P,
Jesucc(i)

i = 1,.i4.,0,E

Comme au paragraphe 3.3 nous choisirons Pie(Un-+B] plutdt que
P.eO.[S-+BJ sachant que o, (S+B) et (" +B) sont isomorphes par 1'isomor-
phlsme complet 4 =AR. {Am. [B(<m a, >}1} dont 1'inverse est
1; =AB. {A<m, c>. [B(m]]}

Pour tout 1o le prédicat (v, et v ) est faux (3.1.4.0.1.(d)) et donc :
-1

Py jeégés(iJl.[wp[Tijltlj [Pj])]

avec

-1
.. . LP,
1i[wp[TlJ](1J L J])]

i

v twplt, ) (A<m,c>. [P, (m)]1)]
i ij J

t.LA<m ,e > {d<m ,c >eS ¢ T, .(<m ,c >,<m ,c >) et P.{m )}]
1 1 1 2 2 1] 11 2" 2 - 1 2

Am {d<m ,c >eS & T, .(<m ,a,>,<m ,c >) et P.(m )}
1 2 2 1] 1 1 2 2 — 3 2

An o{H<m ,c >eS : v {(<m ,a.>) et T(<m ,a.>,<m ,C >) et
1 2 2 1 1 1 - 1 1 2 2 -

v.(<m ,c >) et P.(m )}
J 2 2 - J 2

am L{d<m ,c >eS i tl(<m ,a.>,<m ,c >) et (c =a.) et P.(m )}
1 2 2 1 1 2 2 - 2 J — 3 2

n

an L dm elt™ ; Ti<m La,>)=<m ,a.> et P.(m )}
1 2 1 1 2 J — 3 2

Si a, est le point d'entrée d'une instruction d’affectation X:=f(X) alars
i

succ(il={j} on ai est le point de sortie de cette instruction et daonc :
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T
"

3 J> gﬁ_Pj[mz]}

M (dm el™ 2 (m edom(£)) et (fF(m J=m ) et P.(m )}
1 2 1 —_ 1 2" — Jj

am o dm el T(<m La,>)=<m ,a
1 2 17 1 2

"

Aml.{[mledom[f]] et P (F[ml])

J

affectation—1(f](PJ] (par définition de affectation-1)

. S1 a; est le point d'entrée d'une instruction de test p(X) alors
succ(i)={t,f} o0 a, et a, sont respectivement les points de sortie vrai
et faux du test et donc :

P

]

ou  Am {dm ™ Ti<m ,a,>)=<m ,a
2 10 1 2

T jelT e} ! -

m o{dm el (m edom(pl}) et plm )} et <m ,a,>=<m ,a
1 2 1 —_ e 1t 2

> et P [mzl}

3

. et Pt(mzl}

ou

Aml.{imzeun: [m‘edom(p)] et non(plm )) et <ml,a
gL non =

>=<m ,a.>
f 2" F

et Pf(mz)}

Am . {{m edom(p)) et p(m ) et P.(m )}
1 1 —_ 1 — t

ou

Aml.{[mledbm(pll st non(p[ml))'gg Pf(ml)}

test[p](Pt] gg_test(ggg[p])(Pf]

. Si a; est un point du programme précédant une étiquette L (séquentiel-

lement ou par un branchement inconditionnel), alors succ(il)={j} ol a, est

J
le point du programme suivant L et donc :
P, = Am .{dm et": T(<m ,a,>)=<m ,a,> et P (m )}
i 1 2 171 2 ] — 3 2
= .{dm U™ <m ,a,>=<m ,a,> et P .(m )}
1 2 v J 2 ] — 3 2
=P
J

. Les états de sortie étant stables nous avons :

{j : (iel.ezeS T, [el,ezll}

succ(o)

J
{j : (iel,ezes : volel] et T(el,ezl et vj(ezll}

] s : . = t v, 1
{3 [-]el ezeS votell et T[e1 92].E£ (e1 ezl_g_ \)J[e2 }

i

{j : (ieleS : Vo[e,) et T[el,ell et vj(ell)}

0

{c} td'apraés 3.1.4.0.1.(d))
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et il vient

~1 -1
Py = 1O[v0 et 1, (W] oy 10[wp(TOOJ[IO [PO]J]

= ! 1.' n:— =
[1O[v0] et ) ou Aml tﬂmzeu T[<m1,aO>J <m2,a0> et Po[mzl}

= (Am.{v_(<m,a >)) et ¥} ou Am .{Im el : (mo=m ) et PO[m )}
o o — — 2 1 2 — 2
=1 ou P(J

. Enfin les états erronés étant stables nous aurons P€=Pg gue nous

pourrons donc ignorer.

En résumé

PDEFINTTION 3.5.0.1  Systéme d'équations sémantiques en arriére associé

d un programme et une spéeilfication de sortie

Soient m un programme comportant n variables & valeurs dans i, o
points de programme al,...,aa (ol a,; est le point de sortie) et une spéci-
fication de sortie wePn=[Un-+B).Soient Pl""’Pa des variahles & valeurs
dans Pn' alors le systéme d'équations sémantiques en arridre P=Bﬂ[w)[PJ
assocté @ (m,y) est défini par les régles suivantes :

ol ai est le point de sortie du programme alors Pi=¢

Si a; est le point d'’entrée d'une instruction d'affectation X:=f(X) dont

le point de sortie est aj, alors Pi=affectation—1[FJEPj] ol

affectation-1 = Af.{AP.[Am.([nnedom(f])_QE P(f(m)))1}

. 31 a; est le point d’entrée d'une instruction de test p(X]) dont les

points de sortie vrai et faux sont respectivement at et a¥, alors

Py = test(p)(P.) ou test(non(p))(P,)
Si a; est un point de programme précédant une étiquette suivie du point

de programme a, alors P, =P,
J i ]

Nous déduisons de 3.1.3.0.5, 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3, 2.8.0.2 et de
pr[XPg.[w EB.PGJ) = pr[APO.[w]] =Y la

PROPOSITION 3.5.0.2  Propriété du plus petit point fize du systéme

d'équations sémantiques en arrviére

L'opérateur BW(W) sur(PnJa est un morphisme complet pour la conjonction
et la disjonction. Le plus petit point fixe (Pl""’Pa] de Bﬂ[w) est tel
que pour tout iel1,al] nous avans

P. = in .{dm el s T*(<m ,a,>,<m ,a >) et wim )}
1 1 2 1 1 2 O — 2
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PROPOSITION 3.5.0.3 Propriété d'un pré-point fize quelconque du

systéme d'équations sémantiques en arridre

Soient T un progranme et P=B"(w](P) le systéme d'équations sémantiques
en arriére associé & (w,y). Pour tout i=1,...,a et tout pré-point fixe P
de B"(w] nous avons :

> =
peen e )} =

am AIm el 2 P m ) et T (<m ,a
2 1 iy — 1

Preyve : La proposition résulte de 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3, 3.1.5.0.1 avec

-1
B=h%’g£lg (p)) en notant que tout pré-point fixe de APU.[w] est également
pré-point fixe de APU-[P0££1¢] de sorte que

; * 1
10[sp[[T ]10)(1i [Pi]]] => P = 1.

Fin de la preuve.

PROPOSITION 3.5.0.4 Propriété du plus grand point fize du systéme

d'équations sémantiques en arridre

Soient T un programme comportant n variables et a points de programe
8 seeesdy et (Ql""'Qa] = ng[B"(AX.vrai]]. Alors, Yie{1,al, nous avons :

Q, = Aml.{szeUn, non[T*(<ml,a >.<m2,erreur>]]}

i i

Prewve : Nous appliquons les théorémes 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3 et 3.1.5.0.2

a

avec B=V£' Dans ces conditions non(R) = Eﬂivi et la décomposition directe
i=1

de Aa.[non(vgl'gﬁ wp(t)(a)] est précisément Bﬂ(kx.vrai) sauf pour

1'équation définissant PU ce qui n'importe pas puisque les équations

P0=lx.vrai et P0=(XX.vrai EE.POJ ont méme plus grand peint fixe. Il vient :

*
Qi = 1i[non(wp(r )[vgll]
= am . {nonlwp(t* I v, ) (m ,a, )}
1T £ 1 d
= Am .{nonl[3(m ,c JeS : T*[<m ,8,%,<m ,c >) et v.(<m ,c >)11}
1 — 2" 72 11 2°72 T — E '

n *
Aml,{szeU , nonl(t (<m ,a >.<m2.erreur>])}
hon . Erreur:

i
Fin de la preuve.

En accord avec les définitions des paragraphes 3.1.2 et 3.2.2.3 nous

dérivons des propositions précédentes 1la



(31-34

PROPOSITION 3.5.0.5  Terminaison, non—terminaison et erreurs sémantiques

d'un programe

Soient T un programme comportant n variables & valeurs dans ll et o
points de programme al,...aa. Une exécution de T partant du point de programn-
me a, avec 1'état initial me U" des variables
tal - se termine sans conduire & une erreur sémantique si et seulement si
[pr(Bﬂ(kml.ngil]]i(mJ

(b} - se termine dans un état de mémoire satisfaisant & la condition de
sortie we (" +B) si et seulement si [pr[Bﬂ(w))]i(m).

(c} - ne se termine pas si et seulement si {[gfp(Bﬂ(Aml.ngi))]i(m]
et non ([pr(Bﬂ(Xml.ngil]]i](m]},

(d) - conduit & une erreur sémantigue si et seulement si

non([gfp(Bﬂ[Aml.vrai]]]i](m].

Les propositions 3.1.3.0.5 (pour 9=T*], 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3 et 1le

principe de dualité impliquent 1la

PROPOSITION 3.5.0.8  Congjonction et disjonction de spécifications de sortie

Soient T un programme comportant n variables a valeurs dans U et o
points de programme, Pn=[Un—+B] et P=Bﬂ[wJ(P) le systéme d'équations séman-
tigue en arriére associé & (7m,V). Les fonctions Aw.[lfp[Bﬂ(WJ)] et
Aw.[gfp(BWIWJJ] de Pn dans [Pn]a sont des morphismes complets pour la con-

jonction et la disjonction.

3.6  TECHNIQUES D'ANALYSE DE PROGRAMMES BASEES SUR LA SEMANTIQUE DEDUCTIVE
EN ARRIERE

Nous utilisons les résultats du paragraphe 3.5 pour justifier 1la
meéthode de Hoare[1963] de vérification de correction partielle des program-
mes ainsi que l'extension de cette méthode par Dijkstral1976] & des preuves
de correction totale. Nous illustrons ensuite 1'utilisation de 1a sémantique
déductive en arriére pour analyser les conditions dans lesquelles 1'exécu-
tion d'un programme se termine, ne se termine pas ou conduit & une erreur

semantique. Enfin nous montrons que la sémantique déductive en arrisre
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peut 8tre utilisée pour déterminer en chague point d'un programme 1'ensemble
des états possibles des variables au cours d’une exécution quelconque du
programme partant d'un état initial satisfaisant a une spécification

d'entrée donnée.

3.6.1 Justification de 1a méthode de Hoare de vérification de 1a correc-
tion partielle d'un programme

Soient W un programme comportant n variables & valeurs dans {l et «
points de progranme a seresdy et Pn=(Un-+B]. Une preuve de correction
partielle d'un programme T pour les spécifications d'entrée ¢ et de sortie

Y consiste & montrer que :
n n *
. > =
{szeu . [imleU : ¢[ml] et T (<ml,ae ,<m2,a0>]] '>[w(m2)]}

Si on peut Znventer Pe[Pn]a qui soit un pré-point fixe de BNIW] et tel
que {$p = Ps} alors la proposition 3.5.0.3 montre que 7 est partiellement
correct pour (¢,P). La méthode de Hoare est donc valide. Elle est égale-
ment compléte (Cookl1875], Gorelick[18751, Clarke(19771). En effet, si =
est partiellement correct pour (¢,P) i1 existe toujours Pe(Pn)a permettant
de faire la preuve c'est-a-dire tel que {{P=$>B“[¢](P]}_g£ {¢=%>PE}}. 11
suffit en failt de choisir P=pr(8“(w]) puisque la proposition 3.5.0.5.{h)

montre que si ce choix ne convenait pas le programme serait erroné.

3.6.2 Justification de 1a méthode de Dijkstra de varification de la
correction totale d'un programme

Une preuve de correction totale d'un programme 7 pour les spécifica-

-

tions d'entrée ¢ et de sortie P consiste & montrer que :
{vm ", [dtm )1 = [dm €S : t*(<m ,a_>,<m ,a_>) ot Pim )1}
1 1 2 1 € 2 0 — 2
La proposition 3.5.0.2 indique qu'il s'agit donc de montrer que :
{¢p = [Zfb[B"(wJJJG}

La sémantique d'un programme ou d'une instruction est donc entidrement

définie si 1'on sait déterminer Aw.{[lfp[ﬂn[WJJ]o}. Par exemple, le schéna
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de programme & n variables X=X1,...,Xn suivant :

tantque p(X) faire
Xe=F({X];
refaire;

est par définition équivalent au schéma de programme

{11}
L:
{2}
si p(X) alors
{3}
Xi=Ff(X);
{4}
allera L;
finsi;
{5}

Le systéme d'équations sémantiques en arrigre associé & ce dernier

schéma de programme et & une spécification de sortie ) est

P =p
1 2

0
f

test(pl)(P ) ou test(non(p)){P )
—_— 3 T — 5

P = affectation-1(Ff)(P )
3 4
P =P
4 2
P = U]

La proposition 2.8.0.2 nous permet la simplification en :

P = test(p)(arfectation-1(Ff} (P }) ou testinon(p)) ()
1 ] T

dont le plus petit point fixe est

PY = OU ((test(p)oaffectation-1(+1) etest(non(p))) (w)

1 Kew

Nous avons retrouvé la reégle de transformation de prédicats énoncée
par Dijkstral1976] pour 1'instruction d'itération "tantque”. Bien siir
Dijkstra ne parle pas d'equations de point fixe ni de résolution par
approximation successives mais il définit & priori la sémantique de 1la

boucle "tantque" comme suit
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P” = {dkew : 1,1}
1 k
ou
Io = (non(p) et ¥)
Ik = (p et affectation—1(f](lk_l]

ce qui est équivalent au résultat que nous avons trouvé quand p est défini

pour tout XeUn. pulsque dans ce cas :

Io = test(non(pl) (Y]
Ik = test[p)oaffectation-1[f)(Ik_l)

n

((test(p)oaffectatian-1(f)) e test(non(p) 1) (y)

3.6.3. Analyse des conditions de terminaison, non terminaison et d'exécution
incorrecte d'un programme basées sur la sémantique déductive en

arriére,

~

Trés peu d'articles sont consacrés & 1'étude de méthodes permettant
d'étudier les conditions dans lesquelles un programnme est incorrect. La
proposition 3.5.0.5 est la base d'une telle étude. Considérons par exemple

le programme

{1}
tantque x>1000 faire
{2}
X =X+03
{3}
raefaire;
{4}

oll x est une variable simple & valeurs entiéres comprises entre b et (-b+1).
Nous supposerons que b et {-b+1) notent le plus grand et le plus petit
entier qu’on peut représenter sur une machine et que b>1008. Pour simplifier,

nous supposerons que o est une constaente entiére comprise entre 0 et b.

Le systéme d'équations sémantiques en arriére & quatre inconnues

~

X ;..+,X associé a ce programme est le suivant :
y
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X, = EesEON.Dx210001)(X ) ou test(hx.[x<10001)(X )
X, = aFFectation-1(Ax.[x+a]J[X3]

Xy 7 EestOX.[x210001)(X ) ou test(hx.[x<10001) (X )
X = Ax.[vrai]

Nous pouvons simplifier ce systéme d'équations comme suit :

X = test(Ax.[x=10007)(X ) QE_EEEE(Ax.[x<1OOD])[Ax.[xggi]]
= Ax.{[Xz[x) et (-b+1§xsb] et (x=1000)]
ou
Lvrai et (-b+1<x<b) et (x<10003)1}
= Ax.{(-b+1<x<b) et X (x) ou (x<1000)]}
X = affectation-1(Ax.[x+a1)(X )
= M. {(-b+isx+asb) et [Xz[xia] ou (x+a<1000}) et (-b+1sxs<b)}

(x<1000-a))}

o

= Ax.{{-b*1=xsp-a) et (X, (x+a) ou

Appliquant le théoréme 2.8.0.2, nous calculons la plus petite solution de

1'équation définissant X par approximations successives
2

PY = ax.{faux}
) raux

P; = Ax.{{-b+1sxsb-a) et (faux ou (x<1000-a))}
= Ax.{(-b+1x<1000-0)}  car (b>1000)
P2 = Ax.{(-b+1sx<b-a) et ((-b+1<x+0<1000-0) ou (x<1000-a))}
: = Ax.{{-b+1<x<1000-2¢q) ou (-b+1<x<1000-a)}

= Ax.{(-b+1<x<1000-a)}

les itérations ayant convergé, nous avons calculé le résolvant et nous

obtenans

-0
i

Ax.{(-b+1<xsb) et ((-b+1=x<1000-a) ou (x<1000))}
Ax.{-b+1<x<1000}

Calculons maintenant par approximations successives 1la plus grande solution

de 1’éguation définissant X2
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9° = Ax.{vrai}
) vral
Q; = Ax.{(-b+r1sx<b-a) et (vrai ou x<1000-q}}
= Ax.{-b+1sx<b-a}
0% = Ax.{(-b+1sxs<b-a) et ((-b+isx+asb-a) ou (x<1000-q))}

= Ax.{(-b+1<x<b-2a) ou (-b+1<x<999-¢)}
= Ax.{-b+1sxgnax(b-2q,999-q) }

Supposons par hypothése d'induction que :

Q: = Ax.{—b+1sxsmax[b-ka,999-a)}
alors 11 vient
1
Q:+ = Ax.{(-b+1<x<b-a) et

((-b+1sx+agnax(b-ko,999-a)) ou {x<1000-al))}
Ax.{-b+1<xgnmax(b-(k+1)q,999-0) }

passant & la limite nous obtenons le plus grand point fixe

0 Ax.{¥k21. (-b+1cxonar(b-ko,898-c)3}

2

Ax {{-b+1<x<1000-a) 8u [¥k>1. (-biiexab-kall}
AR {(-B412x21000-a) gu ({-bt1sx<hletla=011}

syant ecaleulé le résolvant nous obtenona

i

. {[-b+1&xeb] et [{~b*12x+0<1000-0) ay

((-Dt1sxtas<b) et (@=0J) oy (x<1000) 1}
Ax+{(-b+15x<1000) pu ((-b+1sxsb) et {n=0))}
P ou Ax.{(-b+1<x<b) et (a=0)}

Q

1

Finalement la proposition 3.5.0.5 nous permet de déduire que pour une

valeur initiale m de la variable x, le programme considérs

- se termipne sans conduire & une erreur sémantique si et seulement si
Pl[mj est vrai c'est-a-dire (-b+1<m<1000),

- ne se termine pas si et seulement si (Q (m) et non(P (m))) est vrai
soit {([(-b+1=m<b) et (a=0)] et [[m< b+1) ou [n>1000]]}
{(1000<ms<b) et (0=01},

- conduit & une erreur sémantique si et seulement si non(Q,(m)} est vrai
soit {(m<-b+1) ou (b<m) ou ((1000<m) et (a}0))}.

Ce résultat correspond bien & 1'intuition parce que le programme n'‘est

défini que si -b+1<m<b. Alors si m<1000 la boucle n'est pas exécutée et le
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programme se termine. Par contre, si m21000 la boucle est exécutde indéfini-
inent quand o=0 et se termine par une erreur par débordement supérieur au

cours de 1'addition x+o quand u%D.

3.6.4 Utilisation de la sémantique déductive en arriére pour caractériser
en chaque point d'un programme 1'ensemble des descendants des &tats
initiaux satisfaisant & une spécification d'entrée.

Soient W un programme comportant n variables 3 valeurs dans U et
& points de programme a I dont le point d’entrée est a . Soit ¢5Pn
1

une speécification d'entrée. Il s'agit de déterminer pour tout iel1,a],

am {dm el” ${m ) et T (<m ,a_ >,<m ,a.>)}
2 1 1 1 € 2 1

c'est-a-dire :
e {le €S i v (e ) et dle ) et " (e e ) et v, (e 1}
2 1 € 1 — 1 1 2 — 1 3

en notant,

Les propositions 3.1.3.0.8 et 3.1.4.0.3 indiquent que nous pouvons utiliser

un systéme d'équations sémantiques en arri&re en calculant :
re.{de €S: vele ) et E(el) et Lfp(A6.[)e.(e=e) ou wp["f)[el])[el] et vi(él}
1 =2x E- —_ ==

c'est-a-dire
Xmi.{ﬂ(ml,...,mi_l,mi+1,...,ma,me)e[U ) dm) et

[pr[kx.[k[ml,...,ma].[m1=m1,...,ma=mu]_gg Bﬂ(lx.vrai)(x]])]e[mel}

Pour illustrer notre propos sur un exemple trés simple considérans 1le

programme suivant (ol a est une constante entigre)

{1}
X:i=a;
{2}
L:
{3}
X1=x+1;
{4}

allera L;
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Considérant que les valeurs de x sont des entiers, nous devons résoudre le

systeéeme d'équations en arriere :

P = Ax.[[x:}]’_]l] E-I__]-Pz(a]]

P = Ax_[(x:ﬁ } ;Q_liP {x)]
2 2 3

P = Ax.[{(x=m ) __D_L_I_P (x+1)]
3 3 “

P =

Ax.[(x=m )} ou P (x)]
¥y T 3

la plus petite solution est :

’

[P = Ax.[(x=m ) ou {a=m ) ou (m 2a) ou (m 2a+1)]
1 1 - 2 - 3 —_— 4
P = Ax.[(x=m ) ou (m >x) ou (m >x+1)]
2 2 - 3 - [
P = Ax.[(m 2x)} ou (m 2x+1)]
3 3 - L
P = Ax.[(m 2x) ou (m 2x)]
L iy 3 - y

Donc 1'’ensemble des descendants des états d'entrée, satisfaisant & la condi-
tion d'entrée ¢ au point {i} du programme, est caractérisé par :
Ami.{}(ml,...,mi_l,mi+l....,mu,melesN : $lm ) et
[m_ =m )} ou {a=m ) ou (m =a) ou (m 2a+1)1}
€ 1 — 2 ~— 3 —_ 4
soit pour ¢=Ax.vrai
[ Mﬁl.{vrai}
)\.ﬂ'—l . {H =a}
2" 2

Am . {m 2a}
3 3

Am o {m 2a+1}
L Ty

3.7 COMBINAISON DE L‘ANALYSE SEMANTIQUE EN AVANT ET EN ARRIERE DfUN
PROGRAMME

Soient F"[¢] et Bﬂ(¢] les systémes d'équations sémantiques en avant

et en arriére associés & un programme T et des spécifications d'entrée ¢
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et de sortie Y. Au chapitre 5, nous chercherons & caractériser en chaque
point a; du programme T, l’ensemble des descendants des &tats d'entrée
satisfaisant & la condition d'entrée ¢, qui sont les ascendants des états
de sortie satisfaisant & la condition de sortie W, c'est-a-dire qu'il nous

faudra déterminer :
re.{le ,e €S : v (e ) et dle ) et T (e ,e) et v,(e) et T (e,e } et v (o )
102 € 1 - e 1 - 1 —_ 2 ~— 0 2
31_:,5[82)}

D’apres les propositions 3.3.0.2 et 3.5.0.2 il s'agit donc, & un isomorphisme

pres, de déterminer :

[2fp(F () et Lfp(B (W],

Comme les plus petits points fixes des systémes d'équations sémantigues
ne sont pas automatiquement calculables (théoréme 2.5.6.0.1), nous chercherons
plus simplement & approcher ces points fixes en utilisant les méthodes cons-
tructives d'approximation de points fixes développées au chapitre 4. Pour
les mettre en oeuvre, au chapitre 5, nous aurons hesoin de la proposition
suivante, qui énonce quelques propriétés de {pr[Fﬂ[¢)] et pr(Bﬂ(w]]}.

Ces propriétés sont la conséquence immédiate des propositions 3.1.5.0.3,

3.1.5.0.7, 3.1.4.0.2 et 3.1.4.0.3.

PROPOSITION 3.7.0.1

Soit T un programme comportant n variables & valeurs dans !l et o

points de programme. Scient Pne " >B) et b, e Pn'
(a) - {VPePn, {Bﬂ(lb](P] et pr[Fﬂ((b]]} => Bﬁ[lp)(P et pr[Fﬂ((?)]]]}

{1fp(F_(¢)) et Lfp(B ($))}

o
!
1

pr[Fﬂ{[pr[BW(tp])]E et ¢}

(c) - Lfp OX.LLfp(F _(6)) gt B (V) (X)])

(d) - LfpOX.[Lfp(B (1)) gt F_(6)0X)7)

+

(e) - LipOX.LLfp(F (9)) et Lfp(B (W) et F_(6)(X)])

(£ - pr(XX.EZfP[FW(¢J] et pr[Bﬂ[W]] et Bﬂ(wJ[X]])
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3.8 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

De nombreux algorithmes pour analyser des propriétés simples des program-
mes sont basés sur une sémantique opérationnelle (par exemple Kildall[ 19731,
Wegbreit{ 19751, Cousot' & Cousotf1975b]). I1 est intéressant de comprendre
gue ces algorithmes consistent en fait, & résoudre un systdéme d'équations
associé au programme, ces équations étant obtenues par simplification des
équations sémantiques (Cousot & Tousot[1977al). Le passage d'une sémantique
opérationnelle & une sémantique déductive a 1’avantage de permettre de
raisonner non pas sur un programme, mais au contraire sur les systéemes
d'équations sémantiques associés, ce qui raméne le probléme de 1'analyse
sémantique des programmes, & celui, classique en mathématiques, de résoudre
ou d'approcher les solutions d'un systdme d'équations. Par exemple, il
existe trés peu d'algorithmes d'analyse de propriétés de procédures récur-
sives. Une raison possible est que la définition d'une sémantinue des
procédures récursives par recopie du corps de procédure a chaque appel
(Wegbreitl{19751) ou par transformation en un programme itératif avec pile
de récursivité (Karr{1975}), ne soit pas un bon guide pour 1'intuition. Au
contraire, les raisonnements sur des systémes d'équations (Cousot &
Cousot{1977d1), nous ont permis d'obtenir de meilleurs résultats. Les
difficultés pour étendre la sémantique axiomatique de Hoarel1969] & des
instructions dont la syntaxe est sous-contexte (Clint & Hoare[1972]) offrent
un autre exemple. Dans la sémantique déductive le processus syntaxique, pour
construire le systéme d'équations est sous-contexte, mais la justification
de la méthode de Hoare (3.4.1) ne dépend pas de problémes syntaxiques

puisqu’elle repose uniquement sur les propriétés du systéme d'équations.

Le langage que nous considérons pour illustrer nos méthodes d'analyse
sémantique des programmes est simple, mais de complexité suffisante, pour
illustrer notre propos. En fait, le paragraphe 3.1 montre bien que les
méthodes d'analyse sémantique des programmes peuvent étre étudiées indépen-
damment d’un langage de programmation particulier. C.Pair nous a donné
1'idée d'utiliser la notion de systéme dynamique discret. Elle est également
utilisée par Pnuelil1977] pour formaliser les raisonnements temporels

intervenant dans la vérification de programmes paralléles.
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Pour étendre notre étude & des langages de programmation plus riches
il faudrait considérer des structures de donndes plus complexes (voir par
exemple Ne Bakker[1877al, Finance[1976], Luckham & Suzuki[1878], Pair[19741,
Rémy[18741).

Considérant un langage plus riche, la définition de 1la sémantique de ce
langage serait plus difficile et la méthode opérationnelle serait probable-
ment trop lourde pour permettre de déduire simplement une sémantique déduc-
tive. Les méthodes qui pourraient remplacer la sémantique opérationnelle
sont trop nombreuses pour donner une liste exhaustive de références ({voir
par exemple Bjgrner[1977al,[1977b1). La sémantique calculatoire serait
certainement bien adaptée (Financel1976]), la sémantique dénotationnelle
également (Tennent[1877] donne une introduction qui peut 8tre complétée
par Stoy[1877]. Milne & Strachey[1977] est 1'ouvrage de référence tandis
que Scott[1976] donne une bibliographie compléte). Moter toutefois pour la
sémantique dé&notationnelle qu'il n'est pas nécessaire d'utiliser la technique
des “"continuations” (Strachey & Wadsworth[1977], Miine[19771) pour les bran-
chements inconditionnels tant que le langage ne comporte pas de variables
etiquettes (ni de passage de procédures en paramdtre).

A la suite de Kleene[1952], cette école d'Oxford a introduit 1'utili-
sation de point fixes pour définir la sémantique dénotationnelle des
langages de programmation. L'application aux preuves de procédures récursives
a été immédiate (par exemple Manna, Ness & Vuillemin[1973). Bien que ce ne
soit pas nécessaire (Cousot & Cousot[1977el, Milne[19771), les techniques
de vérification de programmes itératifs sont le plus souvent Jjustifiées en
considérant les programmes récursifs équivalents obtenus par la transforma-
tion de MacCarthy (Bird[19761, Clarke[19771, Mannal 18741, Vuillemin[1973])
qui est quelquefois appliquée implicitement {(de Bakker[1977al). Il nous
semble que 1l'emploi de la sémantique déductive est la mieux adaptée & la
fois pour justifier les méthodes de vérification de correction partielle
des programmes, les étendre d'une part & la correction totale (ce qui a
déja été fait pour la méthode de Hoare par Nijkstral[1976] et ses suivants
Basu & Yeh[ 19751, de Bekker[18761, Hehner[1976]) mais aussi & 1'analyse de
programmes incorrects (en particulier pour le domaine de non terminaison,
probléme assez peu étudié (Katz & Mannal 19761, Sintzoff[1978a]l,
van Lamsweerde[1977])) et d'autre part pour justifier ou découvrir des

meéthodes d'analyse sémantique approchée des programmes (chapitre 5).
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METHODES CONSTRUCTIVES D'APPROXIMATION DE POINTS FIXES

D°OPERATEURS MONOTONES D'UN TREILLIS COMPLET

4.1. Algorithmes itératifs d'approximation de points fixes basés
sur une accélération de la convergence par extrapolation ....
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Approximation de solutions d'un systéme d'équations
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4. METHODES CONSTRUCTIVES D'APPROXIMATION DE POINTS FIXES
D'OPERATEURS MONOTONES D'UN TREILLIS COMPLET

Soient L(£) un ensemble partiellement ordonné par € et x,yel. Nous
dirons que x est une approximation inférieure de y si et seulement si xEvy
et dualement que x est une approximation supérieure de y si et seulement si
T Y E X

Le chapitre précédent a montré que 1'analyse sémantique d'un programme
revient & calculer les points fixés extrémes de systémes d’équations asso-
cies au programme. Le calcul exact de ces points fixes n'étant pas autaoma-
tisable, nous chercherons plus simplement & les encadrer par des
approximations inférieures et supérieures. C'est pourquoi nous développons
dans ce chapitre des méthodes de calcul effectif d’approximations inférieures
et supérieures de points fixes extr@mes d'opérateurs monotones sur un
treillis complet. Dans les paragraphes 4.1 et 4.3 nous présentons deux
types de méthodes d'approximation qui, en pratique, seront employées
conjointement. Les méthodes d'approximation de points fixes d'un systéme
d'équations présentées au paragraphe 4.3, reposent sur 1'idée de simplifi-
cation des équations & résoudre. Les termes & négliger ne peuvent pas &tre
simplifiés sur des critéres numériques mais uniquement sur des critéres
algébriques que nous ferons reposer sur la notion de fermeture, étudiée
au paragraphe 4.2. Les méthodes d'approximation de points fixes présentées
dans le paragraphe 4.1 sont basées sur 1'idée d'accélérer la convergence
des méthodes itératives exactes du chapitre 2. Il s'agit en somme d'extra-
poler les termes de la suite des itérés pour donner en un nombre fini de

pas une approximation de sa limite.
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4.1 ALGORITHMES ITERATIFS D'APPROXIMATION DE POINTS FIXES BASES SUR UNE
ACCELERATION DE LA CONVERGENCE PAR EXTRAPOLATION

Nous considérons dans le paragraphe 4.1.1 des algorithmes d'approxima-
tion de points fixes extrémes d'un opérateur monctone sur un treillis
complet. Ensuite le paragraphe 4.1.2 raffine sur le cas particulier d'un

systéme d'équations monotones.

4.1.1 Approximation de points fixes d'un opérateur monotone

Pour encadrer un point fixe P d’'un opérateur f sur un treillis complet
L nous reprenons les méthodes itératives du chapitre 2 en accélerant la
convergence par extrapolation des termes de la suite des itérés. Pour
éviter d'itérer indéfiniment le long d’'un cycle d'éléments non comparables
nous reprenons l'idée centrale du chapitre 2, de construire une suite
d’itérés qui soit une chaine croissante ou décroissante. De plus, nous
considérons une extrapolation supérieure ou inférieure des termes de la
suite, ce gui donne guatre méthodes itératives approchées. Nous montrons
ensuite comment elles peuvent &tre utilisées pour encadrer les points fixes

extrémes d'un opérateur monotone sur un treillis complet.

Itération croissante approchée supériecurement

DEFINITION 4.1.1.0.1
Soient L{g,1, 7, ,f) un treillis complet, femon(L~L), alors une
i1tération croissante partant de de L et approchée supérieurement pour +

est une séquence <x6:6€u(L)> d'éléments de L telle que

(a) - x¥ = d
§ 6-1 §-1 . . §-1
(b) - x 2 x U Ff{x" ") si 8§ est un ordinal successeur et x ¢ postfp(f)
-1 -1
(c) - xS = ><(S si 8§ est un ordinal successeur et x(S € postfp(f)
(d) - x% 2 U x® si § est un ordinal limite
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THEOREME 4.1.1.0.2

Soient de L(s,L,T,LL,IN et femon(L~+L) alors une itération croissante
partant de d et approchée supérieurement pour f est une chaine ascendante
stationnaire dont la limite est un post point fixe de f approchant suUpé-

| rieurement ZuZs(Ax.xLIF(x))(d).

Preuve : Soit <X6:6€ p(L)> une itération croissante partant de d et
approchée supérisurement pour f. C'est une chaine ascendante, c'est-a-dire
{V6epll), VBeulL), {6<8) = [x6 ExB}}. Soit 6 e u(l) gquelconque fixé.
Quand B=8 le lemme est vrai car £ est reflexive. Supposons que le lemme
soit vrai pour tout B tel que 8<B<y<u(L). Si y est un ordinal successeur

: -1
on a )((S EXY

XGExy-l

par hypothése d'induction. Si xY—kzpostfp[f) alors

Y

=x' sinon x(s‘}_xy—1 ExY—IUf’[xY—I] e x'. s1 Y est un ordinal limite

alors x‘S e U xB € x'. Par induction transfinie nous avons montré que
B<y '

<X6:6€ u(L)> est une chaine ascendante qui, par défipition de p(L), ne

peut pas 8tre strictement ascendante : {Jee p(L) : (e+1) e p(lL) et xE=x€+l}

ct

Comme €+1 est uh ordinal successeur xe=x lest un post point fixe de f

+1

car x© ne peut pas &tre calculé en utilisant la régle 4.1.1.0.1.(b)

puisque x€ = xe+1 = x®U F(xF) implique x®=f(x%) en contradiction avec

xF ¢ postfp(f). La régle 4.1.1.0.1.(c) implique alors que <x6:de u{L)> est
stationnaire & partir du rang €. Le théoréme 2.5.3.0.1 implique gue
luis[AX.xLﬁfx]](d] c x% car x® est un post point fixe de f plus grand que d.

Fin de la preuve.

Itération décroissante approchée inférieurement
En appliquant le principe de dualité nous obtenons :

DEFINITION 4.1.1.0.3
Soient L{s,4,7,1,f) un treillis complet et femon(L~+L), alors une
itération décroissante partant de de L et approchée inférieurement pour f

est une séguence <x6:66 ull)> d'éléments de L telle que :
ta) - x® = d
(b) - x‘S

(c) - x5

n
x

n f(xa—ll si § est un ordinal successeur et xd_lﬁfpfef?[f]

[}
X

si 8§ est un ordinal successeur et xé’lesprefp(f)
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[(d) - ><(S c |7 x& si § est un ordinal limite
o<§

THEOREME 4.1.1.0.4
Soient de L(g,L,7,L,I1) et femon(L~>L) alors une itération décroissante
partant de de L et approchée inférieurement pour f est une chaine descendan-

te stationnaire dont la limite est un pré-peint-fixe de f approchant

| inférieurement- 11¢s (Ax.x[¥(x))(d).

Itération croissante approchée inférieurement

DEFINITION 4.1.1.0.5
Soient L(=,4,7,LL01) un treillis complet et femon(L~L) alors une
itération croissante partant de de L et approchée inférieurement pour

est une séquence <x5:6e_u(L]> d'éléments de L telle que

(a) - xo =
(b} - x6_l = x6 c f(xé_l] le(S“l si 8§ est un ordinal successeur
(c} - x(5 = lea si § est un ordinal limite

a<§

THEOREME 4.1.1.0.6

Soient de t(z,1,T,,I) et femon(L~L) alors une itération croissante

partant de d et approchée inférieurement pour f est une chaine ascendante

dont chaque terme approche ZuZs(Ax.xLf(x))(d) inférieurement.

Preuve : Soit <X6:6€ pult)> une itération croissante partant de d et

approchée inférieurement pour f. Montrons que {¥8e u(L), ¥Be n(L),

{8<p} = {xdgzxs}}. Supposant § fixé, la preuve se fait par induction

transfinie sur 8. Si B=§ le lemme est vrai car & est réflexive. Supposons

que le lemme soit vrai pour tout B tel que 8<B<y<u(L). Si y est un ordinal

successeur alors xdggxy_l par hypothése d'induction et xY_lszxY par

4.1.1.0.5.(b). De méme, si y est un ordinal limite alors xsEE Ll xB = xY,
B<y

Nous avons montré par induction transfinie que <x6:6€ ulL)> est umne chaine

ascendante.
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Soit <y6:éeu(L]> 1'itération croissante partant de d et définie par
Ax.xUf(x). Nous savons que x0= y0=d. Supposons que pour tout y<§ on ait
ngyY. Si 8 est un ordinal successeur alors en particulier x(s—lggy(s_1
donc par 4.1.1.0.5.(b) et monotonie xG =3 1’(x6_1]Ux6_l c 1“(y‘s_1]l_ly6—1 = ydo

Si § est un ordinal limite on a xG = Ux'e U yY = yG. Par induction
Y<6 Y<6

transfinie et le théoréme 2.5.3.0.1 nous avons montré que Véen(L),

% & yv8 & tuts OxuxUF(x)) (d).

Fin de la preuve.

Itération décroissante approchée supérieurement
En appliquant le principe de dualité, nous obtenons :

DEFINITION 4.1.1.0.7
Soient L(s,4,7,LL.1) un treillis complet et femon(L~>L), alors une
itération décroissante partant de de L et approchée supérieurement pour f

est une séquence'<x6:66u(L)> d'éléments de L telle que :

(a) - x0 = d
(b) - f(xa_l]r]xa—l = x6 = x‘s—l si 6 est un ordinal successeur
(e) - x6 = 3 si 6 est un ordinal limite

o<d

-

THEOREME 4.1.1.0.8

Soient de L(g,4,7,U,[1) et femon(L+L} alors une itération décroissante

partant de d et approchée supérieurement pour f est une chaine descendante

dont chaque terme approche 11Zs(Ax.x[1f(x))(d) supérieurement.

Le chapitre 2 a montré que les points fixes d'un opérateur monotone f
sur un treillis complet s’obtiennent comme limites d'itérations croissantes
ou décroissantes pour Ax.xl) f{x) et Ax.x[1f(x) (théoréeme 2.5.5.0.2}). Ayant
défini dans un cadre trés général des méthodes itératives 3 convergence
accélérée qui permettent d'encadrer inférieurement et supérieurement ces
limites, nous pouvons maintenant présenter des méthodes d'approximation de

points fixes d’un opérateur monotone sur un treillis complet.
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Remarque 4.1.1.0.9 : Approximation de points fizes extrémes d'un opéra-

teur monotone sur un treillis complet

Soit & encadrer le plus petit point fixe Ifp(f) d'un opérateur monotone
femon(l—+L) sur le treillis complet L(2,1,T,U,M. Il est toujours possible
de trouver d et De L qui encadrent lfp(F) car par exemple d=t £ Ifp(f) & T=D
et d'améliorer ce résultat car d & luzs(Ax.xUF(x))(d) = Lfp(f)
llzs(Ax.x11¥(x)} (D} = D. En pratique nous pouvons approcher ces limites par
n'importe quel terme d'une itération croissante partant de d et approchée
inférieurement pour f (ICAI(f,d}) et d'une itération décroissante partant
de D et approchée supérieurement pour f (IDAS(F,D)) puisque les théorémes
4.1.1.0.6 et 4.1.1.0.8 impliquent d £ ICAI(F,d) & luis{ix.xUf(x))(d) =
lfp(f) € 1lZs(Ax.x[1f(x)} (D) = IDAS(F,D) € D. En s'arrétant aprés un certain
rang dans les itérations la convergence de ces algorithmes d'approximation
peut toujours etre forcee.

Pour améliorer l'approximation supérieure initiale D de Ifp(f) par
les termes de IDAS(f,D}, il ne faut pas franchir les points fixes de f
(c'est-3-dire autoriser le choix d'un terme x de IDAS(f,D]) tel que
x € P = f(P) € D) pour la bonne raison qu'il serait alors possible de fran-
chir en particulier Ifp(f), ce qui conduit & une approximation supérieure
incorrecte. Donc si D est plus grand qu’'un autre point fixe P de f, tous
les termes de IDAS(f,D) sont supérieurs & P ce qui ne conduit pas & une
bonne approximation supérieure de lfp(f). Il vaut donc toujours mieux
utiliser la limite d'une itération croissante partant de 1'approximation
inférieure d et approchée supérieurement pour f (ICAS{f,d)). En effet
le théoreme 4.1.1.0.2 implique Ifp(f) = luis(Ax.xUf(x))(d) = ICAS(f,d) et
il est toujours possible de forcer la convergence en choisissant des termes
approchés suffisamment grands mais inférieurs & D ce qui garantit que
Lfp(f) = ICAS(f,d) £ D. Si la limite de ICAS(f,d) n'est pas un point fixe
de f, il est possible de 1'améliorer en appliquant comme précédemment le
théoreme 4.1.1.0.8. En résumé, disposant d'approximations inférieure d et
supérieure D de Lfp(f) nous proposons de les améliorer comme suit

d € ICAI(f,d) & Ifp(f) = IDAS(F,DJ1ICAS(Ff,d)) = D

I1 est toujours possible de choisir d=1 et D=T ce qui donne schématiguement
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postfp(f)

x et f(x)} non comparables

Légende :

f : operateur monotone sur le treillis complet Lig,t,7,U.IN
lfp(f) : plus petit point fixe de f
gfp () : plus grand point fixe de f
prefp(f) : {xelL : xef(x}}
postfp(f) : {xel : f(x)ex}
Supérieurement : ICAS
Croissante Approchée
Itération Inférieurement : ICAI

Supérieurement : IDAS

Décroissante Approchée

Inférieurement : IDAI

Dualement, connaissant un encadrement d gfp(f) €D du plus grand point
fixe de f, nous obtiendrons une meilleure approximation supérieure de afpl(f)
par un terme quelconque d'une itération décroissante partant de D et appro-
chée supérieurement pour f (IDAS(F,D)) (théoréme 4.1.1.0.8). Pour obtenir

une meilleure approximation inférieure de gfp(f), nous calculerons la
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limite d'une itération décroissante partant de D et approchée inférieure-
ment pour f (IDAI(F,D)) en choisissant tous les termes supérieurs 3 d
(théoréme 4.1.1.0.4). Si le résultat n'est pas un point fixe; il sera
amelioré par une itération croissante approchée inférieurement pour f.
En résumé, nous aurons :

d & ICAI(f,dU IDAI(F,D)) c gfp(f) = IDAS(F,D) = D

ce qui pour le choix d=1, D=7 donne schématiquement

"IDAS(F,P)

prefp(f)

IDAS(F,T)

Fin de la remarque.

4.1.2 Approximation de solutions d'un systéme d'équations

L'eétude précédente sur les méthodes itératives d'approximation de
point fixes d'un opérateur monotone basées sur une accélération de la
convergence par extrapolation est complétée dans le cas d'un systéme d’'équa-

tions. Il s'agit de montrer comment 1'idée d'extrapolation peut &tre
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appliquée aux méthodes d’itérations chaotiques (théoréme 2.9.1.0.2) et en
particulier de tenir compte de la structure des équations pour effectuer

les extrapolations minimales garantissant la convergence.

DEFINITION 4.1.2.0.1 Graphe de dépendance d'un systéme d'équations

Soit X=F(X) un systéme d'éguations ot Fe L"(g,1,7,U,M) de la forme :
1 = Fl(Xl,..,,Xn]

Xo = FrlXyseesnX)

~

Un graphe de dépendance associé & ce systéme d’équations satisfait aux

conditions suivantes :

- Le graphe comporte n arcs numérotés 1,...,n dont certains sont étiquetés
"simples” et d'autres "téte de circuit”,

- On dit que fe (w1 "dépend de la iéme composante” si et seulement si
{Jxl.....xi,xi,...,xne L1 : f(xl.....xi,...,xn) # f(xl.....x°,...,xn]}.
Alors pour tous i, j=1,...,n 1'extrémité de 1'arc numéroté i est 1'ori-
gine de 1°arc numéroté j si FJ dépend de 1a iéme composante.

- Tout circuit (Berge[1973]. p.8) du graphe passe par un arc étiqueté

"téte de circuit” et le nombre d’arcs "téte de circuit” est minimal.

Remarque 4.1.2.0.2 : Choix des tétes de circuits

Considérons le systéme d'équations sémantiques en avant associé a un
programme w. Alors le graphe du programme w est un graphe de dépendance de
ce systeme d'équations. Comme tétes de circuits nous avons montré qu’on
peut choisir n'importe quel membre de la famille des ensembles minimaux pour
1'inclusion de la grille de 1'hypergraphe (Berge[ 1973, p.404-405}) dont
chaque aréte est 1l'ensemble des arcs de sortie des noeuds de jonction appar-
tenant & un circuit élémentaire du graphe de programme. Le choix n'étant
pas unique diverses heuristiques de choix ont été proposées dans Cousot &
Cousot[ 1975, p. 40-46]. En particulier quand le graphe est réductible au
sens d'Allen & Cocke[1972] (et d'aprés Knuth[1971]1, c’est le cas de 95% des
programmes FORTRAN) les arcs étiquetés "téte de circuit” sont alors les
arcs de sortie des noeuds de jonction t&tes des intervalles du graphe de
programme.

Fin de la remarque.
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LEMME 4.2.1.0.3  Condition nécessaire et suffisante de convergence d'une

1tération chaotique

Soit <x6:6e Ord> une itération chaotique partant de D et définie par
Fe (L"+L"™) et <JG:5€ Ord> (satisfaisant a 1’hypothése 2.9.2.0.1.(a)). Soit
G un graphe de dépendance du systéme d'éguations X=F(X].

Pour gque la suite <X5:6€ Ord> soit stationnaire il faut et il suffit
gue la suite <X§:6e Ord> soit stationnaire, pour tous les i=1,...,n tels gue

_1'arc numéroté i de G est étiqueté "tdte de circuit”.

Le lemme 4.2.1.0.3 montre qu'une itération chaotique quelcongue pour
un opérateur quelcongue sur L™ est stationnaire si et seulement si toutes
les composantes "téte de circuit” sont stables aprés un certain rang. On
voit donc que pour accélérer la convergence d'une itération chaotique il
suffit de forcer la convergence des seules composantes tétes de circuit.
Au cours des itérations nous utiliserons une seule technique d'extrapola-
tion qui est formalisée & l'aide d'opérateurs d' "élargissement” et
"rétrécissement”. A nouveau nous considérons des itérations croissantes ou

décroissantes avec extrapolation supérieure ou inférieure.

Itération chaotique croissante avec élargissement supérieur

DEFINITION 4.1.2.0.4 Elargissement supérieur

Soit L(=,1,T,,(1) un treillis complet alors Ve (LxL-L) est dite
opération d’'élargissement supérieur si et seulement si elle satisfait aux
conditions suivantes
(a) - {¥x, yel, xly 5 xVy}

{b} - Pour toute chaine ascendante <X6:§€ w> d'éléments de L, la suite

0 §+1_ 8z &+1
y =y VX

< 6:(Se w> définie par 0=x R v est une chaine non stric-
y p y

B tement ascendante.

DEFINITION 4.1.2.0.5 Itération chaotique croissante avec élargissement

supérieur

Soient L(=,L,T,00,010 un treillis complet et Femon(L"~L") alors une
itération chaotique croissante partant de De L" définie par F, l'élargisse-

ment supérieur V, le graphe de dépendance G du systéme d'équations X=F(X)

et la suilte <J6:Ge w> (satisfaisant & la condition 2.8.2.0.1.(a)) est une
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suite <X6:5€ w> d'éléments de Ln définie comme suit :

{a) - X" =D
6 6-1 6"1 6 ' ~ P » ”
(b) - Xi = Xi LJFi[X ) si §>0, 1eJ”, 1'arc numéroté i de G est "simple
et non(F [Xﬁ—l) EXG—IJ
) 6-1- §-1 1 8 1
(c) - Xi = Xi Vl:i(X )] si 6>0, 1€l 7, 1*'arc numéroté 1 de G est "téte de
circuit” et non[Fi(xé'l)s;xi’l)
- ; -1 -1
() - x5 = 13! st 650 et ((1¢3% ou (F, x> Hex{Th)

.

THEOREME 4.1.2.0.6 Convergence d'une itération chaotique croissante avec

élargissement supérieur

Soient De L"(s,4,7,U,M et Femon(L"+L") alors une itération <X6:Ge w>
chaotique croissante avec élargissement supérieur pour F et D est une chaine

ascendante stationnaire aprés un nombre fini de pas et sa limite est un

post-point fixe de F approchant supérieurement luzZs(AX.XUF{(X))(D).

Preuve :
La suite <X6:6e w> est une chaine ascendante car pour tout i=1,...,n
§  _8-1 6-1 §-1 6-1 § _ :
on a soit X1 = Xi LJFi[X1 .....Xn ] 3 Xi soit Xi =
§-1: §-1 §-1 -1 §-1 §-1 §-1 §_.6-1
Xi VF'i[Xl ""'Xn ] a Xi LJFi[X1 ,...,Xn ) 2 Xi ou enfin Xi—Xi .

Soit i quelconque appartenant & {1,...,n} tel que 1'arc numéroté i de
G solt étiqueté "téte de circuit". Conﬁidérons la suite 60....,6k.... telle
que §%=0 et pour tout k21 on ait ie 38" tandis que pour tout § tel gue

s5Lsesk
sfo1- s

x‘sk—l = X = = X et X, = X 7F. % Y cect implique X% -
i i e i i i i piigue Ay
xakfl k-1

1
tone, la.définition 4.1.2.0.4.(b) implique que la suite X

on ait i(.JG. D'aprés la définition 4.1.2.0.5 nous savons que
6k~1+1 6k_l GK k k k

§ l. Comme <X6:66 w> est une chaine ascendante et Fi est mono-
0 Kk
§ ()

i ,....Xi s

est une chalne ascendante stationnaire au bout d'un nombre fini de pas et

VFi(X

par conséquent il en va de méme de la suite <Xg: §e w>.

D'aprés le lemme 4.1.2.0.3 la chaine ascendante <X6: 6 € w> est station-

naire au bout d’un nombre fini de pas.

La chaine ascendante <X6: § € w> étant stationnaire aprés un nombre e

de pas, on sait que pour tout i=1,...,n il existe d'aprés la définition de
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<J6:65 w> un Sew tel que §>¢ et ic¢ JCS avec XE = X(S—1 = Xa. Dans le calcul
de X§ on ne peut pas avoir appliqué les reégles 4.1.2.0.5.(b)} ni 4.1.2.0.5.(c)
car Xi = XiﬂLlFi[XG_l] et Xi = Xi—l implique F[Xi—llszxi_l en contradiction
avec Qgﬂ{Fi(Xa—llEEXi_ll. De méme Xi = Xi—lﬁl:i(xﬁ_l) et X6 = Xa—l implique
=g TR 0T a R o0 soae x0T = 3T R 08T en
contradiction avec EED(Fi(Xd_l]!§X§_1). On a donc appliqué la régle
4.1.2.0.4.(d)} pour obtenir X; et comme ie Ja on avait Fi(Xa—l]55X§_1. Nous

en deduisons que X€ est post-point fixe de F plus grand que D, c'est donc
une approximation supérieure de ZuZs(AX.XUF(X))(D).

Fin de la preuve.

hemarques 4.1.2.0.7  Sur la rapidité de convergence et la précision des

résultats

(a} - Quand le point de départ D de 1l'itération chaotique est un pré-point
fixe de F alors la regle 4.1.2.0.5.(b) peut &tre simplifide en

= F 87,
1 1

(b) - La convergence ne dépend pas de 1'ordre d'itération (c'est-a-dire du
choix de <J6:6e w>) mais la rapidité de convergence en dépend. De
plus quand l'élargissement n'est pas monotone, la précision du

résultat dépend également de l'ordre d'itération.

(c) - On peut, dans la régle 4.1.2.0.5.(c), choisir & chaque fois qu'elle
est utilisée un élargissement supérieur différent 55 tel que
{¥x,yel, ¥6ew, xtly & x%ﬁy} et pour toute suite <x6:65 w> d'éléments
. § fps 0 0 §+1 §=56+1 8+1
de L la suite <y :8ew> définie par y = x , vy =y 'V X est

une chaine non strictement ascendante.

(d)} - Dans la regle 4.1.2.0.5.(c) 1’élargissement permet une extrapolation
basée sur deux itérés consécutifs, nous avons donc choisi une méthode
itérative a pas séparés. Il est également possible de baser 1'extra-
polation sur tous les itérés de rang strictement inférieur & § ou de
choisir une méthode & pas liés utilisant les itérés de rangs 6-1, ...,

§-p.

(e) - Suit McL tel que F(M) cM". Quand De M et Zuts AX.XLIF(X)) (D) £M
il est possible de trouver une approximation supérieure de

luts (HQX.XUF (X)) (D) dans M en utilisant une itération chaotique
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croissante avec un élargissement supérieur V tel que ¥x,ye M,

(xVy)eM.

Fin des remarques.

Itération chaotique décroissante avec élargissement inférieur
Appliquant le principe de dualité, nous obtenons :

DEFINITION 4.1.2.0.8 Elargissement inférieur

Soit L(g,1,7,UL11) un treillis complet alors‘Ze (LxL -+ L) est dite
opération d'élargissement inférieur si et seulement si :
(a) - {vx, yelL, xVy =xlly}.
(b) - Pour toute chaine descendante <X6:5€ w> d'éléments de L, la suite

<y6:66 w> définie par y0=x0, y6”=y‘51x6+1 est une chaine non

strictement descendante.

DEFINITION 4.1.2.0.8 Itération chaotique décrotssante avec élargissement
tnférieur
Soient L(E,L,T,1LIM un treillis complet et Femon(L">L"), alors une
itération chaotique décrotssante partant de De L" définie par F, l'élargis—
sement inférieur V, le graphe de dépendance G du systéme d'équations
X=F(X) et la suite <J6:6€(n> (satisfaisant 3 la condition 2.9.2.0.1.(a))
est une suite <X6:6€ w> d'éléments de L" définie comme suit :

@ -x®-=0p

(b) - Xi = Xg—l i Fi(XG_l] si 6>0, 1e¢ JS, 1'arc numéroté 1 de G est "sim-
~1 -1
ple” et non[Xg Ef:i[XG ))
{c) - Xg = Xi_l E_Fi(xﬁ—ll si 6>0, 1e¢J 7, 1'arc numéroté i de G est "téte
de circuit” et non[Xa—lslz (Xd—l])
§ 51 R §-1
(d) - X1 = Xi si §>0 et ((1£J7) ou [Xi EI’i(X ))

THEOREME 4.1.2.0.10 Convergence d'une itération chaotique décroissante

avec élargissement inférieur

Soient De L"(g,1,7,iLIM et Femon(L"+>L™) alors une itération chaotique

décroissante avec élargissement inférieur pour F et D est une chaine des-

cendante stationnaire apreés un nombre fini de pas et sa limite est un pré-
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point fixe de F approchant inférieurement 1ZZs(AX.XTF{X))(D).

Itération chaotique croissante avec rétrécissement supérieur

DEFINITION 4.1.2.0.11  Rétrécissement supérieur
LR L)

Soit L(&,.,T,lLIT) un treillis complet alors Ae (LxL->L) est dite
opération de rétrécissement supérieur si et seulement si
(a) - {¥x,yek, x Ex&y e xUy}
(bl - Pour toute chaine ascendante <X6:6€ w> d'€léments de L, la suite
§ s 0_ 0 8+1_ 8+ §&+1 -
<y :8€ w> définie par y'=x , vy =y A X est une chaine non

strictement ascendante.

DEFINITION 4.1.2.0.12 Itération chaotique croissante avec rétrécissement

supérieur

Soient L"(=,1,7,l,M) un treillis complet et Femon(L"+L") alors une
1tération chaotique croissante partant de De L" définie par F, le rétré-
cissement supérieur b, le graphe de dépendance G du systéme d'équations

X=F{X) et la suite <J6:Ge w> (satisfaisant & la condition 2.9.2.0.1.{(a))

est une suite <X6:5€ w> d’éléments de Ln définie comme suit

(a) - X" =10
(b) - Xi = Xi_l U Fi[Xa_ll si &6>0, i¢ Ja, 1’arc numéroté i de G est
"simple”
) §-1 - §-1 . . § , P . ne
(c) - Xi = Xi A Fi[X J si 8>0, i€ J7, 1'arc numéroté i de G est "téte
de circuit”
S §-1 . . S
(d) - Xi = Xi si 8&>0 et 1€ ]

THEOREME  4.1.2.0.13  Convergence d'une itération chaotique croissante avec

rétrécissement supérieur

- . §

Soient De L™(=,1,7,U,11) et Femon(L">L") alors une itération <X°:6 ¢ w>
chaotique croissante avec rétrécissement supérieur pour F et D est une
chaine ascendante stationnaire aprés un nombre fini de pas dont chaque

terme approche Zuzs(AX.XUF(X)) (D) inférieurement.

$ - . 3
Preuve : La preuve que <X :§ ¢ w> est une chaine ascendante staticnnaire

est tout a fait similaire & la preuve donnée pour le théoréme 4.1.2.0.8.
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Chaque terme de l'itération chaotique <Y6,6E(u> partant de D et définie

par AX.XLIF(X]) et <J6:6€ w> est supérieur ou égal au terme correspondant de

- -1
<X6=6€ w>. En effet X0 = Y0 = D. Supposons X6 lE;Y6 . 51 i¢ J6 alors

-1 -1
X‘S = X‘S = Y6 = YG. Si i€ J alors si 1’arc numéroté i de G est "simple”,

on a Xi = Xi—lLJFi(XG_l] E Yi-lLJFi[YGQI) car Fi est monotone sinon 1'arc
numéroté i de G est "tete de circuit” auquel cas xg = xi"15|:i(x5"l] c

SETLNCSN- v 1UF, (Y*™) par 1a condition 4.1.2.0.11.(a), hypothese

. § .8
de récurrence et monotonie. Par récurrence sur § on a X €Y pour tout 8¢ w.

De plus on sait que <Y6:6€ w> est une chalne ascendante et que

Yu)

Tuts (AX.XUF (X)) (D), par conséquent pour tout 6e¢w on a bien
x® £ Tuis OX.XUF (X)) (D).

Fin de la preuve.

mn

n

Remarque 4.1.2.0.14 : Les remarques 4.1.2.0.7 peuvent &tre reprises pour
une itération chaotique avec rétrécissement supérieur, en particulier quand
D est un pré-point fixe de F la condition 4.1.2.0.11.(a) peut &tre remplacée
par {Vx,yel, {xey} = {xexAyey}} tandis que la régle 4.1.2.0.12.(b) se
simplifie en Xi = Fi[XG—ll. On retrouve alors les conditions {duales) de
Cousot & Cousot[1977a].

Fin de la remarque.

Itération chaotique déecroissante avec rétrécissement inférieur

En appliquant le principe de dualité nous cbtenons

DEFINITION 4.1.2.0.15 Rétrécissement inférieur

Soit L(&,4,7,l,M un treillis complet alors Ae (LxL~+L) est dite
opération de rétrécissement inférieur si et seulement si :
(a) - {¥x,yel, xMy e xAy & x}
{b) - Pour toute chaine descendante <x6:65 w> d’éléments de L la suite
<y6:66 w> définie par yo = xo. y6+1=y(séx6*1 est une chaine non

" strictement descendante.
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DEFINITION 4.1.2.0.16  Itératzon chaotique décroissante avec rétrécisse-
ment inférieur
soient L™(=,4,7,U,1M0 un treillis complet et Femon(L">L") alors une
itération chaotique décroissante partant de De L définie par F, le rétré-
cissement inférieur b, le graphe de dépendance G du systéme d'équations
X=F(X} et la suite <J6:Ge w> (satisfaisant & la condition 2.8.2.0.1.(a}) est

une suite <X6:Ge w> d'éléments de Ln définie comme suit

(a) - X" =D
§ 81, §-1 . .8 , .
(b} - Xi = Xi IWFi(X ) si6>0, ie€J et 1l'arc numéroté i de 6 est
"simple”
S 6-1 §-1 . . § - , . P
(c) - Xi = Xi _QFE(X ] si 8>0, 1€ J° et 1'arc numérotéd i de G est
"t&te de circuit”
-1
(@ - x§ = X si 650 et i¢3°

THEOREME  4.1.2.0.17  Convergence d'une itération chaotique décroissante

avec rétrécissement inférieur

. n n . . .
Soient De L"(s,1,T,U,M) et Femon(L"+L J alors une itération chaotique
decroissante avec rétrécissement inférieur pour F et D est une chaine

descendante stationnaire apré&s un nombre fini de pas dont chaque terme

| approche 2278 (AX.X[T1F(X)) (D) supérieurement.

Les divers résultats précédents utilisés avec la remarque 4.1.1.0.9
nous permettent maintenant d'approcher inférieurement et supérieurement les
solutions extrémes d’un systéme d’'équations monotones sur un treillis

complet.

Nous avons choisi de formuler les méthodes itératives d'approximation
de points fixes basées sur une accélération de la convergence dans un contex-
te tres général. En particulier la notion d'extrapolation a été formalisée
en ne retenant que des hypothéses minimales qui ne permettent pas d'appor-
ter une réponse conceptuelle aux problémes de meilleur choix des opérations
d'élargissement et rétréciséement tant au point de vue de 1'efficacité des
calculs qu'ad celui de la précision de 1'approximation. En fait un bon choix
de 1'extrapolation doit tenir compte des propriétés particuliéres des
treillis et systémes d'équations considérés comme le montre le chapitre 5

sur guelques exemples pratiques.
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4.2 FERMETURES SUR UN TREILLIS COMPLET

Les algorithmes d'approximation de solutions d’'un systéme d'équations
monotones sur un treillis complet, basés sur une simplification des équa-
tions, reposent sur le fait que pour approcher supérieurement (respective-
ment inférieurement) le plus petit point fixe de femon(L~+L), il suffit de
trouver g tel que fEg (respectivement ge f) de sorte que le plus petit
point fixe de g soit calculable ou approximable supérieurement (respecti-
vement inférieurement) car Ifp(f)e Ifplg) (respectivement lfplgle Lfp(f)).
En particulier, on peut construire 1'approximation g de f en utilisant une
opération de fermeture sur L qui permet de restreindre 1'espace des pro-
priétés des programmes & un sous-espace modélisant les informations que
1'on veut rassembler sur les programmes tout en éliminant les informations

que 1l'on choisit a priori d’ignorer.

- 4,2.1 Définition, caractérisations et propriétés des fermetures

Rappelons les définitions des fermetures supérieures et inférieures

énoncées au paragraphe 2.3 :

DEFINITION 4.2.1.0.1 Fermeture supérieure (Moore(19101)
N

Soit L(E,1, 7,1} un treillis complet. Un opérateur p de L est une
fermeture supérieure si et seulement si :
(a) - p est monotone {vx,yelL, {xey} = {p(x)cply)}}
{b) - p est extensive {vxel, xeplx)}

| (e} - p est idempotente {¥xel, p(x)=p(p(x))}

DEFINITION 4.2.1.0.2 Fermeture inférieure

Un opérateur p de L.(g,4,T,LLI1) est une fermeture inférieure si et

seulement si p est monotone, réductive {¥xel, p(x)c x} et idempotente.

Ces deux notions étant duales, nous étudierons plus particuliérement
les fermetures supérieures. Nous commengons par rappeler quelques défini-

tions des fermetures supérieures équivalentes a la définition classique
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4.2.1.0.1.

CARACTERISATION 4.2.1.0.3 (Monteiro[18451)

pe (L>L}) est une fermeture supérieure si et seulement si {¥x,yel,

yUplylplp(x)) 2 pixUyll}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.4 (Isekil[198511)

pelL+L) est une fermeture supérieure si et seulement si {¥x,yelL,

xUplp(x)) e plxliyl}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.5 (Morgadol 1962b 1)

pe (L->L) est une fermeture supérieure si et seulement si {¥x,ye L,

{{xgply)} <= {px)=plyl}}}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.6 (Morgadol 1965b 1)

pe (L>L) est une fermeture supérieure si et seulement si {V¥fe (L+LJ,

{{Aix.xef} = {Ax.x=popepof}}}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.7 (Morgadol 1965b7)

pe (L>L) est une fermeture supérieure si et seulement si {Vfe (L->1),

{{xx.xgpef} <= {pegpofl}}.

PROPOSITION 4.2.1.0.8  (Ward[19421)

Une fermeture superieure p de L(g,1,7,U,[1) est un quasi-morphisme

complet supérieur c'est-a-dire {VSclL, p(LIS)=p(Up(S)) etMp(S) = p(Mp(S))}.

4.2.2 Caractérisation d'un sous-ensemble d'un treillis complet comme
image de ce treillis par une fermeture supérieure

. Les theoremes 2.3.0.1 et 2.3.0.3 dus & Ward montrent que 1'image d'un
treillis complet par une fermeture supérieure est un treillis complet. Réci-
proguement Monteiro et Ribeiro ont étudié les propriétés des sous-ensembles

d'un treillis complet qui peuvent 8tre repésentés comme image de ce treillis
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par une fermeture supérieure. Nous rappelons et complétons leurs résultats.

THEOREME 4.2.2.0.1 Monteiro & Ribeirol1942,th.5.2]

Soit Lig,t,T,LLID un treillis complet. Un opérateur extensif p de L est
uniquement déterminé par 1'ensemble de ses points fixes si et seulement si

¢ est une fermeture supérieure de L.

DEFINITION 4.2.2.0:2 Partie de Moore inférieure

Soit L(s,4,7,U,MM) un treillis complet, nous dirons que MclL est une
partie de Moore inférieure de L si et seulement si pour tout x de L 1'en-

semble {yeM : xEy} n'est pas vide et admet un plus petit élément.

LEMME 4.2.2.0.3 Caractérisation d'une partie de Moore inférieure

Soit L(s,4,7,ULIM) un treillis complet alors Mc L est une partie de
Moore inférieure de L si et seulement si :
(a) - {Ttem}
| (b) - {¥vScM, (115)enm}.

Preyve : Soit Mc L tel que {TeM} et {VScM, ([1S)e M} alors pour tout x
de L. 1'ensemble M'={ye M : xcy} n'est pas vide (car Te M} et admet un
plus petit élément[1M’' (pour tout y de M', (MM')ey et (MM JeM').
Réciproquement soit M une partie de Moore inférieure de L. Pour Tel
1’ensemble {ye M : Tey} n'est pas vide donc il contient Te M. Soit Sc M
tel que (ﬂS]éM. Considérons M'={ye M : ([1S) ey} et soit Yo le plus petit
élément de M'. On a YoeM' et donc [F]S]!;yo. Mais SgM' donc y, = (M1S) et
par antisymétrie y0=[f]S)e M' e M, en contradiction avec (l1S)¢ M. Par
1'absurde, on a {VSc M, ([1S)e M}.

Fin de la preuve.

THEOREME 4.2.2.0.4 Monteiro & Ribeirol13942,th.5.3]

Soient L(s,1,7,U,MM) un treillis complet et McL. Alors il existe une
fermeture supérieure de L telle que p(L}=M si et seulement si M est une

| partie de Moore inférieure de L (auquel cas p=Ax.ll1{yeM : xEy}).

THEOREME 4.2.2.0.5

Soient L(=,1,T,lI,IM un treillis complet et Scl. La fermeture supérieure
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p de L telle que p(L) est la plus petite partie de Moore inférieure contenant

S est p=Ax.0{ye (Su{T}) : xayl}.

Preuve : Montrons tout d'abord que p est une fermeture supérieure

- ¥xel, xe[1{ye{Su{T}) : xe=y} donc p est extensif.

- Si xegz alors Yye (Su{T}), {z=y} implique {x =y} donc
M{ye(su{th : x=y} = M{yelSu{T}) : z=y}, ce qui montre la monotonie.

- Soit ye(Su{T}) tel que xcy. Alors ([M{ze(Su{T}) : x=z}) =y et donc
M{ye(Su{T}) : (M{zeSu{Th : x=2z}) ey} e N{ye(Su{T}) : x=y} soit
plp(x))epix), de plus p(x) 2plp(x)}) et donc par antisymétrie p est idem-
potente.

Maintenant

- Pour tout xe¢ 3, p(x)=x donc Scpl(L).

- Soit & une fermeture supérieure telle que Sc6{L}. Yzep(L), dyel tel que

ply) = Mi{xe(Su{T}) : yex}. Soit R = {tel : 8{t)e(Su{T})}. On a

z =IH{e(t) : yeo(t) et teR} qui est 1'intersection d’'éléments de 6(L)

il

z
et donc d'apres 2.3.0.1 ze 8(L]). Nous concluons p(L)ce(L).

Fin de la preuve.

4.2.3 Treillis des fermetures supérieures d'un treillis complet et treil-
lis des espaces induits

Les fermetures supérieures d'un treillis complet L sont partiellement
ordonnées par 1'ordre défini par les opérateurs de L c'est-a-dire

{p=n} <= {¥xel, p(x)enix)}.

PROPOSITION 4.2.3.0.1 Caractérisations de l'ordre sur les fermetures’

supérieures (Ore[1943])

Soient p et n des fermetures supérieures de L, alors
ta) - {p;gp,} <= {¥xel, {p,(x)=x} = {p (x)=x}}
(b} - {p1 Epz} <= {pZ[L)s;pl(L]}
(e - {p;Ep,} <= {p;op,7p,} <= {p,op,%p,!

Il est bien connu que l'ensemble des fermetures supérieures d'un

treillis complet est un treillis complet pour l'ordre £ défini ci-dessus
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PROPOSITION 4.2.3.0.2 Tretillis complet des fermetures supérieures d'un
tretllis complet (Ward[1942]1)

Soit L(=,1,7,U,M un treillis complet. L'ensemble R des fermetures
supérieures de L est un treillis complet (g, Ax.x, Ax.T, AS.JH{neR :
{VpeS , penll, M.

Nous donnons maintenant une version constructive de ce théoréeme en

utilisant notre version constructive du théoréme de Tarski (2.5.5.0.1).

LEMME 4.2.3.0.3 Tretllis complet des opérateurs extensifs d'un treillis
complet '

Soit ext = Af.(Ax.xl} f({x)). Alors ext est une fermeture supérieure
de L->L et pour tout fe (L+L]), ext(f) est le plus petit opérateur exten-
sif de L plus grand ou égal & f. L'ensemble ext(L+ L) des opérateurs

extensifs de L est un treillis complet (=, Ax.x, Ax.7, U, ).

—

Preuve : Un opérateur de L est extensif si et seulement si ext(fl}=f. On
vérifie que ext est une fermeture supérieure de L+ L. DOe plus ext est un
morphisme complet pour 1'union et par conséquent ext(L->L) est un sous
treillis complet de L+ L (théoréme 2.3.0.3). L'infimum de ce treillis est
ext(Ax.1) = AXXUL = AX.X.

Fin de la preuve.

LEMME 4.2.3.0.4 Treillis complet des opérateurs monotones et extensifs

d'un treillis complet

- moneext = extomon est une fermeture supérieure de (L~ L)
- mon(L->L) next(L+L} = moneext{L+L) = extemon(L~+L) est un
sous-treillis complet (£, Ax.x, 7, U, M) de (L-+L)

Preuve : Comme & est réflexive, pour tout fe{(L-+L) et xel on a x €
LI{yUf(y) : yex} et par conséquent monlext(f))(x) = {yUlFfly) : yex} =
xU{yUFly) : yex} = U{xUyUfly) ¢« yex} =U{xuUfly) :-yex} = x U
(U{fly) : yEx}) =extlmon(f)(x). moneext est composition d'opérateurs
monotones et extensifs (2.4.0.3, 4.2.3.0.3) et par conséquent monotone et
extensif. Comme mon et ext commutent et sont idempotents, monocexrt est idem-

potent. monecext est une fermeture supérieure de (L->L) qui est un morphisme
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complet pour 1'union et par conséquent moneext(L-L) est un sous-treillis
complet (g, moncext(1)=Ax.x, T, I, M) de (L-L) (théoréme 2.3.0.3). Aussi
Yfe (L>L), (femonlL>L) next(L+L)) <= (mon(f)=Ff et ext(f)=f) <=
(f=monlext(f)) <= (f e monecext(L>L]}).

Fin de la preuve.

THEOREME 4.2.3.0.5 Treillis complet des fermetures supérieures d'un
tretllis complet

Soient L(g,1,7,l),MM) un treillis complet, Zdem = Af.luts(Ag.gog) (f) et
fers = idemoextomon = idememoncext. fers est une fermeture supérieure de
(L>L} et pour tout fe (L>L), la plus petite fermeture supérieure de L
plus grande ou egale & f est fers(f). L'ensemble fers(L~-L) des fermetures
supérieures de L est un treillis complet (=, Ax.x, T,AS.fers(1S)=

AS.luzsig.gog) (11S), .

Preuve : D'apres la définition 4.2.1.0.1 1l'ensemble de toutes les fermetures
supérieures du treillis complet L est 1'ensemble des é&léments de (mon(L-~>L)
n ext(L-L)) qui sont idempotents c'est-a-dire points fixes de Ag.gog.
Ag.geg est un opérateur monotone de (mon(L->L)next(L—+L)) car si feg alors
femon{lL-+L) implique fofec fog et comme foge gog on a fofc gog. De plus
fp(ig.gog) = postfplig.gog) car si fepostfplrg.g g) alors fofc f et
feext(L~>L) implique Ax.xc f de sorte que femon(L->L) implique fe fof soit
par antisymétrie f=fof. D'’apreés le théoreéme 2.5.3.0.2 l'ensemble des ferme-
tures supérieures de L est donc le treillis complet postfp(ig.gogllc,
luts (Ag.gog) (Ax.x)=Ax.x, T, AS.luzs(Ag.gogl)(1IS), M) qui est 1'image du
treillis complet (mon(L~-+L)next(L~>L})(g, Ax.x, T, {I, [1) par la fermeture
supérieure <dem = Af.luis(Ag.gl)gog)(f). Mais pour tout feext(L-+L) on a
feprefplAg.geg) et par conséguent <dem = Af.luis(Ag.geg) ().

fers = idemecextomon est monotone et extensive en tant que composition
d’opérateurs monotones et extensifs. Pour tout fe (L>L), fers(fers(f)) =
tdemeextomon (fers (f)}) = idemeext (fers(Ff)) = idem(fers(f)) = fers(f) car
fers(f) est monotone, extensive et idempotente. Donc fers(f) est idempo-
tente ce qui nous restait a montrer pour affirmer que c'est une fermeture
supérieure.

D'aprés la proposition 2.3.0.4.(a) pour tout fe (L->L) l'ensemble
{pefers(L>L) : f=p} des fermetures superieures de L plus grandes ou égales
a f n'est pas vide et admet un plus petit élément égal a fers(f).

Fin de la preuve.
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Remarquons qu'une fermeture supérieure p sur un treillis complet
Lis, 1,7,lLIM est monotone (donc p =mon(p), théoréme 2.4.0.2), extensive
{donc p=ext(p), théoréme 4.2.3.0.3) et idempotente (donc p =pep) ce qui
implique p =monlext(pep)). Réciproquement si p =monlext(pop)) alors p est
monotone et donc ext(pep) 1'est également ce qui implique que p =ext(pepl.
Comme p est extensive, pep qui 1'est également est point fixe de ext ce qui
implique que p est idempotente. Nous avens donc la caractérisation :

51 L(g,1 T,LLIM est un treillis complet, pe (L>L) alors
{pefers(L+11} <= {p=ax.U{yUp(ply)) : (yel) et (yex)}

Nous caractérisons fers de diverses maniéres utiles dans la suite :

- PROPOSITION 4.2.3.0.6

[ fers = xf.(Ax.luis(Ay.ext{mon(¥)}(y))(x)).

Preyve : D'apres les théorémes 2.5.2.0.5 et 2.5.3.0.1 nous savons que pour
tout fe (L+L), Ax.luts(Ay.ylUUmon(f)(y))(x) est une fermeture supérieure de
L plus grande que f. Soit p une fermeture supérieure de L telle que fcp.
Alors ext(mon(f)) = extl(mon(p)) = p. Donc Ax.luts(Ay.ext{mon(£)){y))(x)

€ Ax.luts(p){x) = p car p est idempotente. Nous en concluons que pour tout
fe(L+>L), Ax.luts(Ay.yUmon(f)(y))(x) est la plus petite fermeture supé-
rieure de L plus grande ou égale a f, c’est donc fers (f).

Fin de la preuve.

COROLLAIRE 4.2.3.0.7

Soit L(g,1,7,LLM un treillis complet, alors 1’ensemble fers(L~+L) des
fermetures supérieures de L est un treillis complet (=, Ax.x, Ax.T,
AS.luis(liS), M.

On sait (Devidé[1964]) que Ax.lfplry.xl)f{y)) est une fermeture supé-
rieure de L quand f est monotone. Nous remarquons alors d'aprés le théoréme
2.5.3.0.1 que ax.luts(ay.yUfly))(x) = ax.luis(ay.xiJ Fly))(x) =
AXLfp(ay.x4 Fly)) ce qui donne :

- PROPOSITION 4.2.3.0.8

l— fers = Af.(Ax.lfp(Ay.xUmon(f)(y)]})}.
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COROLLAIRE 4.2.3.0.9

Soit L(s,4,T,LLIMD un treillis complet alors 1'ensemble fers(L~>L) des
fermetures supérieures de L est un treillis complet (g, Ax.x,_kx.T,

AS. (Ax. Lfp (hy.x L (LUS) (y33), ).

On déduit immédiatement de 4.2.3.0.1.(b) 1e

THEOREME 4.2.3.0.10 (Ward[ 1942])

Soit L(s,1,7,LLID un treillis complet alors fers(L L) est dual
isomorphe au treillis complet des parties de Moore inférieures de L pour

1’ordre ¢ (inclusion d’ensembles), infimum {t}, supremum L, intersection n

(intersection d'ensembles) et union AS{lNP : Pcus}.

4.2.4 Composition de fermetures supérieures d'un treillis complet

La composition PP, de deux fermetures supérieures Py et Py de
L{s,4,7,l,01) est monotone et extensive mais pas nécessairement idempotente
de sorte que PP, n'est pas nécessairement une fermeture. Nous donnons donc
des conditions nécessaires et suffisantes pour que la composition de deux

Tfermetures supérieures soit une fermeture supérieure. Ayant démontré

PROPOSITION 4.2.4.0.1

L Vpl,p2€feI’S[L+L), f‘ers[plLJpZ] = f‘ers(plopzl = fer's[pzopl].

Preuve : Py E.fers[plLJpZ] et 0, c férs[plLJpzl impliquent par monotonie
° = . WXE
que P op, & férs[plLJpZ)Oférs[plLJpz) fbrs(plthzl Comme Ax.x P,

il vient plE|31°p2 et aussi szlalop car p1 est extensive donc

2
plup2 = pop, & férs[plljpzl. Donc férs(plLJsz = férs(pIOpZJ =
fers[férs[pIOpz)J = férs(plljpzl.

Fin de la preuve.

Les propositions suivantes dues 3 Orel[1943b,524-526] s'en déduisent immé-

diatement
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PROPOSITION 4.2.4.0.2 (Orel1843b])

Si p, et p, sont des fermetures supérieures du treillis complet
Lis, L, 7,U,IM alors férs(pltjpz) est la plus petite fermeture supérieure

de L plus grande ou égale & P19P;-

PROPOSITION 4.2.4.0.3 (Orel1943b1)

Si Py et Py sont des fermetures supérieures du treillis complet
L(&, L, 7,LIM alors p)°p, est une fermeture supérieure de L si et seulement

sl p,°p, = férs[plljpzl.

PROPOSITION 4.2.4.0.4 (Ore[1943b 1)

Une condition nécessaire et suffisante pour gue le produit P1°0, de
deux fermetures supérieures p, et Py du treillis complet L soit une

| fermeture supérieure de L est que P2°P %P, = P°P,-

THEOREME 4.2.4.0.5 (Oref1943b 1)

Une condition nécessaire et suffisante pour que les produits PL°Py
et Py0P, de deux fermetures supérieures Py et Py du treillis complet L

soient tous les deux des fermetures supérieures de L est que p, et p,

comnutent (i.e. Py°py = p2°p1].

Pour définir des fermetures supérieures sur L nous procéderons souvent
en deux temps : nous définirons d’abord pe fers(L L) puis ne fers(p(L)>p(L))

ce qui donne nop € fers(L-+L). Le procédé peut étre répété en cascade.

LEMME 4.2.4.0.6

Seient L(5,4,7,U,MN) un treillis complet et pe fers(L~+>L), Alors si
ne fers(p(L)+p(L}), nepe fers(L+L) et ps nep.

Preuve : Comme n est extensive, on a pt nop donc d'aprés 4.2.3.0.1.(c)
penep = nop donc d'aprés 4.2.4.0.4 on obtient nep € fers(L > L]}.

Fin de la preuve.

THEOREME 4.2.4.0.7

Soient L(g, L, 7, un treillis complet et pe fers(L-+L). Alors le
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treillis complet fers(p(L)—>p(L)) est isomorphe au treillis complet
{6 e fersiL~>L) : pE6} par 1'isomorphisme complet An.nep, 1'isomorphisme

inverse est A8.00p.

Preuve : Soit ne fers{p(L)->p(L)), nous avons nepep = nep mais quand
nep est appliqué a un €lément x de p(L) il vient nlp{x)} = nix).
Réciproguement soit 6 ¢ fers{L—+L) tel gque pc 6 nous avons (foplop = Bop =
car pe 8 et théoréme 4.2.3.0.1.(c). Comme (An.neple(A6.60p) et
(A6.8ep)o(An.nep) sont 1'identité nous savons que An.nep est bijective et
gue AB.80p est son inverse.

Soit {ei : ie I} une famille d’'éléments de {6 ¢ fers(L>L)} : p E6},

alors (1186,}ep = 11 (6,0p). De méme fers( Lt 6,)op = fers( U 8,0p)ep
, . i . i . i
iel iel ieT iel
{car Qi°p=6i quand p & Bi) et fers( U SiOp] € fers(p(L)~->p(L}). En effet
iel

fers( U Giop] = fers(( U eilop) = fers(( U ei)LJpJ 2 fers(pl = p et comme
iel iel ie]

p £ fers( LU eiOp] nous avons fers( U eiOp][L) ¢ p(L). I1 vient donc
iel iel

fers( U 6i°pJ = fers( L ei°pJ°p et par transitivité fers( U ei]°p =
iel iel iel

fers( Ll 6i°p). Nous avons montré que A6.8cp est une bijection de

iel
{6 e fers(L>L) : pe6} dans fers(p(L)>p(L)) et également un morphisme
complet. La composition de AB6.80p et An.nep étant 1'identité nous en
déduisons immédiatement que An.nep est un isomorphisme complet de
fers(p(L)»p(L)) dans {8 € fers(L+L) : pEb}.

Fin de la preuwve.

4.2.5 Définition d'une fermeture supérieure par une famille d'idéaux
principaux

PROPGSITION 4.2.5.0.1

Soient L(=,1,T,il,M) un treillis complet et p e fers{L~+L}. L'ensemble
des éléments de L qui ont méme fermeture par p est un sous-sup-demi-
treillis de L complet et convexe. (Rappelons gque Sc L est convexe si et

seulement si {¥x,yeS, Vtel, {xEtesy} => {teS}}).
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Preuve : Soit aepl(lL) et S, = {xe L : p(x)=al. S, n'est pas vide car
pla)=a. Soit S un sous-ensemble non vide de Sa' Alors ¥xe S, xcepilxl=a et
donc (US) =£a soit par monotonie p(lL1S) € pla) = a. Encore par monotonie
p(US) 2 Up(S) = a et done pllS)=a ce qui montre que ([S) e Sa et implique
que Sa est un sous-sup-demi-treillis complet de L. Maintenant si X, Y€ Sa et
xetey onaa-=plx) g plt) € ply) = a soit p(t) = a ce qui implique

te Sa et montre que Sa est convexe.

Fin de la preuve.

Un Zdéal J d'un treillis complet L est un sous-ensemble non vide de L
tel que (1) : {{aeJ, xel, xzal = {xeJ}}, (1) : {{aec J, be I} =
{{ayb) e J}}. Une caractérisation équivalente est qu'un idéal J de L est
tel que {(Jct, J #92, {{aed, beJ} <= {(allb) e J}}}. L'intersection d'une
famille infinie d'idéaux de L est un idéal de L.

Les idéaux principauz de L sont les sous-ensembles {xel : xc a}
pour tous les a de L. L'intersection d'une famille infinie d’idéaux princi-
paux de L est encore un idéal principal de L. En particulier dans un treil-

lis satisfaisant la condition de chaine ascendante tout idéal est principal.
Un semi-idéal 1 d'un treillis complet L est un sous-ensemble de L tel
que {VaeI, {xel et x=a}l = {xeI}}. Un semi-idéal dual J de L est tel

que {Vaeld, {xel et aEx} = {xeJ}}.

PROPOSITION 4.2.5.0.2

Soient I un idéal principal du treillis complet L(=,t, 7,141 et J un
semi-idéal dual de L. Si (InJ) # @ alors InJ est un sous-sup-demi-treillis
complet et convexe de L. De plus tout sous-sup-demi-treillis complet et
convexe C de L peut s'exprimer sous la forme InJ od I={xelL i xe(UC))

et {xelL : {dyeC : yex}} ¢ J.

Preyve : Posons D=InJ et soit ScD tel que S#%. Alors Sc1 et donc

(US) e (UI) de sorte que (1JS) e I. Comme S n'est pas vide {dxeS : xeJ
et xe (Ll S)} et donc (US)e J soit (LIS)e D qui est donc un sous-sup-demi-
treillis complet de L. Si x, yeD et tel est tel que xetecy alors tey et
yel impliquent teI. Egalement xct et xel impliquent t e J soit teD ce

qui montre que D est convexe.
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Soit C un sous-sup-demi-treillis complet et convexe de L. Posons
I={xeL : x=(UCJ}}. C'est un idéal principal de L. Posons
J={xelL : {dyeC : vy
CeclInl) car ¥xelC, x € x € (UC). Si te(InJ) alors te I et donc

x}}, c'est un semi-idéal dual de L. Alors

n

te(UC) avec (UC)eC. Aussi teJ de sorte que dceC tel que cEt. Comme
C est convexe te C ce qui montre que C=InJ.

Supposons maintenant que C s'exprime sous la forme C=Ilr1J1. Comme
LZEIl il vient {xelL : xe=(UC}} SIl. Soient ae I et x un €lément arbi-
traire de C. Alors (allx) e Il' D'autre part (aldx) 2 x et x¢ J1 impliquent
que (aldx) e Jl et (aldx) € (Illﬁjl] = C. Donc a € (alx) & (LUC) € {xelL ;
xe (UC)} soit I1 € {xelL : x=(UC)} et par antisymétrie I1 =
{xelL : x=(UC)}. De méme comme CSJ1 nous avons J = {xelL
{Hye C:vyex}l}c Jl. Toutefois le choix de Jl n'est pas unigue comme le

montre le contre-exemple suivant :

Fin de la preuve.

THEDREME 4.2.5.0.3

Soit {Ii : ie A} une famille d'idéaux principaux du treillis complet
Lig, 1, 7,101 . Alors Ax. Uln{Je [{L}LJ{Ii:iE A}) : xeJ}) est la fermeture

supérieure de L générée par {Ii : ie A}

Preuve : Pour x ¢ L posons S, = nlJe [{L}LJ{Ii:ie'A}) : xeJ} et plx) =
(LJSX). Comme x e SX on a Xe Sx et x E[LJSX] ce qui montre que p est exten-
sive. Si xczy alors ng;Sy car yeJ, xel et x=y impliquent xe J pour
tout idéal J de L. Donc pi{x) = (LJSX] = [LJSy] = ply) ce qui mentre que p
est monotone. Pour tout Je ({L}LJ{Ii:ie A}) on a xe J implique que

[LJSXJE J car xe J implique S < J. Donc nl{Je [{L}LJ{Ii:ie A}]:[LJSX]e J}
est inclus dans n{Je ({L}u {Ii:ie A}):xe J} et alors plp{x)) Ep(x). De
plus p(x) = p(p(xl) car p est extensive et monotone et par antisymétrie
nous concluons gue p est idempotente.

Fin de la preuve.
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COROLLAIRE 4.2.5.0.4

Soient L(s,.,7,[L0) un treillis complet et pe fers(L-L) alors p est

égal & la fermeture supérieure de L générée par {{yel : yeal : aep(L)}.

Preuve : Comme Te p(L) nous avons Ax.Ln{J e {{yebL : yea) : aepl(L)}
xeJ} = ax.Un{{yel : y=a} : aeplL) et xea}l = axJHaepll) : x=al = pi(x).
Fin de la preuve.

4.2.6 Définition d'une fermeture supérieure par une relation de congruence
compléte pour 1‘union '

DEFINITION 4.2.6.0.1 Relation de congruence compléte pour 1'union

Soit L{=,1,7.U,M un treillis complet alors une relation de congruence
compléte pour L'union sur L est une relation d'équivalence 6 satisfaisant
la propriété de substitution pour l'union {¥x, y, uel, {{xzy(8)} =
{IxUuw=(yUu)(8)1}]) et ayant la propriété de complétude {¥x e L,
| x=U ([x1e)(e)} ov [x18 = {yel : xzy(0)].

La propriété de substitution pour 1'union peut s'’exprimer sous la forme
équivalente {Vx;, y; , x, , yoel, {{x;3y,(8)} gE_{XZEyZ(G)}} =
{(lesz)z(ylLJyzl[ell}.

_PROPOSITION 4.2.6.0.2

Soient L(&, L, 7,1 un treillis complet et pe fers(L-+L) alors la rela-
tion (p) définie par {xzy(p)} <=> {p(x)=ply)} est une relation de congru-

ence compléte pour 1'union.

Prewve : Pour tout pe (L>L) il est connu que (p) est une relation d'équi-
valence. Supposons que pe fers(LsL) et x, y, uel alors pi{x)=pl(y) implique
pIxUu) = plpxJUp(u)) = plply)dplul)) = p(yUu) car p est un quasi-
morphisme complet supérieur (4.2.1.0.8). Par conséquent xzy(p) implique
(xUu) = (yUul(p). De plus ¥ye [x]J(p), ply)=p(x) de sorte gue

Ulp(y) : ye [x}p)} = plx). Maintenant p(U(Ix1(p))} = p(Up(Ixl(p))) =

plUlply) : yelx1(p)}) = plp(x)) = p(x) soit x= (Exd(p)) (p).
Fin de la preuve.
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COROLLAIRE 4.2.6.0.3

Soit pe fers(L~L) alors p = Ax.U([x1(p)].

THEOREME 4.2.6.0.4

Soit 6 une relation de congruence compléte pour 1l’union sur L, alors
pour tout x de L, [x16 est un sous-sup-demi-treillis complet et convexe de

L. De plus Ax.L(Lx18) e fers(L~L).

Preuve : Soit xel et y, ze ([x16). Soit tel tel quey g t & z. Comme
y=z(8), il vient (yUt) = (zUt)(8) de plus t=ylUt et zUt=z donc t=z(8)

et z=x(8) qui impliquent tZx(6) et te ([x18) donc [x16 est un sous-ensemble
convexe de L.

Soit Sg ([x16) tel que S#¥. dye S tel que y=x(6). D'autre part
L([x18)=x(8) et yelUS e U(Ix16) donc (LS) e ([x18), ce qui montre que [x16
est un sous-sup-demi treillis complet de L.

Posons p = Ax.U([x18). p est extensive car xe ([x10) implique
x c LI[x18) = p(x). De plus U(LxJ0) e ([x18) de sorte que plp(x])) =
pW(ixd6)) = wil(Lx1e) 18 = Li([x18) = p(x) et p est idempotente. Si x Ey alors
y = xdy = (p{x)Uply)3}(8) par la propriété de substitution pour 1l'union.
Donc yZplyl(8) et par.transitivité il vient que p{x)Upl(y) appartient a
Lo(y)1® et par conséquent (p(x)Uply)) s Ullp(y)18) = ply). Comme ply) &
p{x)Up(y) nous concluons par antisymétrie que p(x)s p(y) et p est monotone.

Fin de la preuve.

De longs calculs sont parfois nécessaires pour montrer qu'une relation
binaire donnée est une relation de congruence compléte pour 1'union. Les
calculs sont souvent facilités par le théoréme suivant (que 1'on peut
comparer au théoréme établi pour les congruences dans Grétzer &

Schmidt{1858]).

PROPOSITION 4.2.6.0.5

Une relation binaire réflexive et symétrique 6 sur un treillis
complet L(e,y1,7,.}.M) est une relation de congruence pour 1l'union si et

seulement si les trois propriétés suivantes sont satisfaites pour tous

X, y. zZ, tel et SglL
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(a) - {xzy(0)} <= {duel : (xUy)eu et uzx(6) et usy(6]}}
(b) - {xeyez et x3y(8) et y=z(8)} = {x=z(8)}
(c) - {xey et xzy(0)} = {(xUt)=(yUtI(8)}

Preuve : Une relation de congruence compléete pour 1’'union satisfait

(a) car {xzy(8)} = {{xUy)=x(8) et (xUyl=y(8)} et {Juel : u=x(8) et

uz(lIS)1(8)} = {x=(Us)(8)}. (b) est vrai par transitivité et (c) est vrai a

cause de la réflexivité et la propriété de substitution pour 1'union.

Réciproquement soit une relation 6 binaire, réflexive, symétrique et

satisfaisant (a), (b) et (c].

- 8 est transitive car xZy(8) et y=z(8) et (a) impliquent que {Ju,u’ el :
XgU, yeu, zeu', vy cu', xzul8), yzul8), yzu’(8), zzu'(6) . Alors
d'aprés (c) il vient u' = (yUu') = (ulu')(8) et u = (yLlu) = (uUidu)(8).
D'aprés (b), x e u g (uldu') donc xz(ullu*)(6), de méme z=(uldu'l(8). I1
vient (xUz) = (ulbu’)(8) et donc d'aprés (al, nous concluons xzz(98}.

- 0 satisfait la propriété de substitution pour 1'union. I1 faut montrer
que x=y(8) implique (xUt) = (yUt)(8). D'aprés (a) {duelL : xegu,
yeu, xul8), y=ul0)} donc d'aprés (c) (xUt) = (uldt)(8) et (ylIt) =
(uldt)(8). La propriété de transitivité que nous venons de démontrer
implique (xUt) = (yUt)(8).

Fin de la preuwve.

Pour vérifier que la relation de congruence est compléte pour 1'union

il suffit de montrer la propriété supplémentaire {¥xe L, xz({x18)(0}}.

4.2.7 Définition d'une fermeture supérieure par une paire de fonctions
adjointes

Soient L un treillis complet et pe fers(L~+L). Pour représenter les
éléments de p(L}, nous utiliserons un treillis complet M(g,1i,7,U,IN) iso-
morphe & L par un isomorphisme complet Be (p(L)-»M}. Soit @ égale & Bop
et sdit Y 1°extension de B_l atL:
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Par référence & nos premiers travaux (Cousot & Cousot{1975], Cousot &
Cousotl19761), nous appellerons @ une opération d'abstraction et y une
opération de concrétisation. 11 est facile de vérifier que @ est monotone
et surjective, Yy est monotone et injective, @oy=Ax.x et yo@2 Ax.x ce qui
implique immédiatement que {¥xel, Yye M, {xeyl(yl} <= {@(x)ey}}. De plus
Yy est un morphisme complet et @ un morphisme complet pour 1'union ; (en
effet, soit {xi:ieA} une famille d'éléments de L, alors par monotonie

@ u x;12 U @(x,). De plus @( U x.) = @ U y(@(x,))) = @(y( U @(x,)) =
. . i . i . i . i
i€l ieA ieA ielA ieA

Ll @(x.). Par antisymétrie, il vient @( U x,) = L @(x.)).
) i Rt ) i
ieA : ieA i€l

ODEFINITION 4.2.7.0.1 Paire de fonctions adjointes supérieure

Soient L(%,L,7,U,IN et M(g,4,7,U,M) deux treillis complets. Une paire
de fonctions monotones @e (L+M) et ye(M+L) est dite paire de fonctions

adjointes supérieure si {¥xel, ¥yeM, {{x=vy(y)} <= {@(x)ey}}}.

La notion de paire de fonctions adjointes se trouvait déja dans Cousot &
Cousot[1975] avec les mBmes hypotheses, cependant nous avons emprunté le
terme "paire de fonctions adjointes"” & Scott[1977] qui 1'utilise pour une
notion duale avec les hypothéses supplémentaires que @ et y sont continues
supérieurement et L et M des "continuous lattices”. Le théoréme 4.2.7.0.3
généralise un résultat de Scott et montre que ces hypothéses supplémen-

taires sont inutiles.
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PROPOSITION 4.2.7.0.2

Soient L(g,4,7,lLID) et M(e,1,7,UU,M) deux treillis complets et
pe fers(L+L) tels que Be (p(L)>M) est un isomorphisme complet. Alors (@,y)

est une paire de fonctions adjointes supérieure, @ est surjective, y est in-

jective, @ est un morphisme complet pour 1'union, Y est un morphisme complet.
i P

Inversement, nous utiliserons des paires de fonctions adjointes pour

définir des fermetures supérieures :

THEOREME 4.2.7.0.3

Soient L(&,1,7,ULMM et Mlg,t,7,U,M1M) deux treillis complets et (@,y)
od @e (L+M) et ye(M+L) une paire de fonctions adjointessupérieure.
(a) - Dans une paire (@,y) de fonctions adjointes supérieure chaque fonction
détermine 1'autre de maniére unique et Ax.xcye@ et @eycAy.y.
(b) - @ est surjective si et seulement si y est injective.
(c) - Si @ est surjective ou y est injective alors :
o Yol e fers(L~>L) et @oy=Ay.y,
. (@ est un morphisme complet pour 1'union et y est un morphisme
complet pour 1'intersection,
. @ = Ax.JHyeM : xey(y)} et y = Ay.li{xeL : @(x) =y},
. Y°@(L) et M sont isomorphes par 1°isomorphisme complet (@|7°@[L]]

dont 1°’inverse est y.

- Preuwve :
(a) - WVxel, @(x)g@(x) et d'aprés 4.2.7.0.1 ceci implique que
xey(@(x)). De méme Yye M, yly) eyly) implique @(y(y)) cy.
Soit f telle que (f,y) est une paire de fonctions adjointes supé-
rieure. Alors ¥xe L, xey(f(x)) et comne @ est monotene nous avons
@(x) = @(y(f({x))) g f(x). De plus ¥xel, xey(@(x)) et comme f est
monotone il vient f(x) g f(y(@(x))) £ @(x). Par antisymétrie nous
concluons que f=@.
Soit f telle que (@,f) est une paire de fonctions adjointes supé-
rieure. Alors Wye L, @(f(y)) =y donc comme y est monotone il vient
Cy(y) 2 y(@(f(y))) 2 fly). De méme fly) = f(@(y(y)) 2 yly) et par

antisymétrie nous concluons que f=y.
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Supposons Yy injective et montrons que @ est surjective. Pour tout y
de M on a @(y(y)) =y et par monotonie y(@(y(y))) & y(y). De plus
vly) e y(@(y({y))) donc par antisymétrie y(y) = y(@(y(y})). Comme y est
injective ceci implique gue @(y(y)) = y. Donc pour tout‘y de M il
existe x=v({yleL tel gue y=@(x) et donc @ est surjective.

Supposons @ surjective et montrons que y est injective. En effet,
VyeM, dxel : y=@(x). Donc v{y) = y(@(x)) 2 x. La monotonie de @ impli-
que que @(y(y)) =z @(x) = y. De plus, il est toujours vrai que
d(v(y)) =y donc par antisymétrie @(y(y))=y. Soient Vi, YoeM alors
Y(y1]=Y[y2) implique @(Y(ylll = @(Y(yzll qui implique y,= v, c'est-a-

dire que y est injective.

On aura noté que si vy est injective ou @ surjective on a
@oy=Ay.y. Montrons que yo@ est une fermeture supérieure de L. V¥xe L,
xeY(@(x)) de sorte que Yol est extensive. yo@ est composition de fonc-
tions monotones donc monotone. Comme @oy=Ay.y on a (yo@)o(yo@) = yo@

ce gqui montre 1l'idempotence.

Soit {xi:ieA} une famille d’éléments de L. Alors par monotonie

@acu x;) 2 U@(x,). De plus @( U x;) E ac u Y[@[xi])) c @lyC U @(xi]J)
ieA jen * ieA ieA ieA

= U @[xi] par monotonie de y, @ et @oy=Ay.y. Par antisymétrie @ est
iel

un morphisme complet pour 1'union. De méme par monotonie y( [1 xi] E

ieA
Mylx.) et Mylx,) e y(@C T y(x))) e v( M @Y(x,1)) = y( [ x.) et
. i . i . i . i . i
i€l ieA ieA ieA ieA

par antisymétrie nous concluons que y est un morphisme complet pour

1'intersection.

Soit f = Ay.lLHxeL : @(x) gy}. Comme @ est surjective pour tout y
de M il existe xe L tel que @(x)=y donc {xel : @(x)Ey} n'est pas
vide et comme L est un treillis complet L{xe L : @(x) =y} existe ce
qui montre gue f est une application totale de M dans L.

Soient t, u appartenant &8 M tels que tcu. Alors V¥xe L,

{@x)st} = {@(x)cu} donc L{xel : @(x)st} c U{xel : @(x)c=u}
soit f{t) e f(u), ce qui montre gue f est monotone.

¥xel, ¥YyeM, {xeflyl} = {@(x)=@(fly))} car @ est monotone.
@(fly)) = @UH{zelL : @(z)=y}) = {A(z) : @(z) =y} car @ est un mor-



(4)-35

phisme complet pour 1l'union. Donc @(f(y)) ey. Par transitivité
{xef(y)} = {@(x) =y}. Suppasons maintenant que @(x) ty alors

f(@(x)) = f(y) car f est monotane. Comme f(@(x)) = L{zel :

@(z) e@(x)} 2U{zeL : zex} = x on a par transitivité que {@(x) Ey} =
{xc=f(y)}. Donc (@,f) est une paire de fonctions adjointes supérieure

et comme 1'une détermine 1'autre nous concluons que f=y.

Comme @ est monotone et surjective, on a Q(T)=T. Donc T € yo@(T) =
y(T) =7 soit y(T)=T. Soit donc Y un morphisme injectif complet pour
1’intersection de M dans L tel que Y(T)=T. Posons f = Ax.MyeM :
xeyly)}. Pour tout x de L on a x ET = y(T) donc {yeM : xEy(y)}
n'est pas vide et comme M est un treillis camplet f est une fonction
totale de L dans M.

Soit tsgu alors ¥yeM, {ucy(y)} = {t=y(y)} donc M{yeM :
tey(y)} ellyeM : ueyly)} et ¥ est monotone.

¥xel, VyeM, {xeylyl} = {f(x) ef(yly))} par monotonie.
flyly)) =TH{zeM ¢ y(y) ey(2)} €M{zeM : yez} = y. Par transitivité
{xeyly)} = {f(x) cy}. Supposons maintenant que f(x) Sy alors
yf{x}) eyly). On a y(f(x)) = yUHzeM : xeEy(z2)) = My(z)
xey(z)} 2 x car y est un morphisme complet pour 1'intersection.

Donc {f(x) ey} = {xeyly)} et (f,y) est une paire da fonctions
adjointes supérieure et comme 1'une détermine 1’autre nous concluons

que f=@.

Montrons que yo@(L) et M sont isomorphes par 1'isomorphisme
complet (@|ye@(L)}. Montrons que la restriction (@]ye@(L)) de @ a
v°@(L) est bijective. Yye M, ye @(L) car @ est surjective donc
yly) e (yo@(L)) et @oyly)=y donc Vye M, Ixe (yo@(L)) tel que @(x)=y
et (@|y°@(L)) est surjective. Maintenant yo@(L) = y(M) et y de M dans
y(M) est surjective donc V¥xe (yo@(L}), Jye M tel que x=y(y). Alors

[@|yo@(L]][x] = (@IYO@(L])OY(y] = y donc Y°(@|Y°@[L])[x] = Yly) = x.
Maintenant soient X1s%9 € Yo@(L) tels que (@|Y°@(L)](x1) =
[@Iyo@(L)][xz]. Alors x; = Y((@IY°@(L]](X1D = Y[(@|Y°@[L)](x2]) = Xg

ce qui montre que (@lYo@(L]) est injective. De plus, son inverse est Y.
I1 nous reste & montrer que (@|yo@(L)) est un isomorphisme complet.

Comme (vo@) ¢ fers(L+L), on sait que Yo@(L) est un treillis complet

(e, vo@{L), T, AS.Yo@(US), ). Soit Scye@(L). La borne supérieure de
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S dans yol(L) est yo@(US) et @lyoG(JS)) = @(US) = U@(S) donc
(@]ye@(L)) (yoR(LUS)) = LI(@]ye@(L)) (S). D'autre part y(Q(S)) =

My (@(S)) = yo@(Mye@(S)) = ye@([1S) car yo@(S) est un ensemble de points
tfixes de la fermeture supérieure yo@ et donc [ye@(S) = ([18) e (ye@(L)).
Comme y est injective, nous avons [M@(S) = @(MS) et M(@]ye@(L))(S) =
(@]yo@(L)) (S).

Fin de la preuve.

COROLLAIRE 4.2.7.0.4

Soient L(g,L,7,l0,M1 et M(s 1,7,U,/M) des treillis complets et @ un mor-
phisme complet surjectif pour 1'union de L dans M. Alors
(@, ry.l{xel : @(x)Evy}) est une paire de fonctions adjointes supérieure.

COROLLAIRE 4.2.7.0.5

Soient L(s,.,7,U.MD et M(s,1,T,U./1) des treillis complets et y un
morphisme injectif complet pour 1'intersection de M dans L tel que Y(T)=T.

Alors (Ax.[HyeM : xEy(y)} , y) est une paire de fonctions adjointes

supérieure.

DEFINITION 4.2.7.0.6 Image approchée supérieurement d'un treillis complet

Soient L(%,1,7,U.,M) et M(=,L,7,U.l) deux treillis complets. Nous dirons
que M est 1'image approchée supérieurement de L (noté LG M) si et seulement

si 1l existe pe fers(L->L) tel que p(L)}(g,p (L),T,AS.pWS),IM) et

M{=,4,7,U,[1) sont complétement isomorphes.

CORBCLLAIRE 4.2.7.0.7

Soient L(g,4,7,U,10) et M(g,1,7,U,IM) deux treillis complets.
{L> M <= {d8e (L>M) surjective, Jye(M=+L) injective : (@,y) est une
paire de fonctions-adjointes supérieure}
{LB>M} <= {3ye M>L) : injective, morphisme complet pour 1'intersection

et y(t)=1}

{L > M} <= {4@c (L+M) : surjective, morphisme complet pour 1l'union}.
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4.2.8 Fermeture induite sur 1'espace des opérateurs monotones sur un
treillis compiet L par une fermeture sur L

THEOREME 4.2.8.0.1

Soient L(g, 4, 7,15 un treillis complet et p e fers(L.+L), alors
Af.pefop € fers(mon(L~»L)>mon(L~+>L)).

Preuwve : Socient f, gemon(L+L) tels que fcg, alors pefep Epogop car p
est monotone et Af.pefop est monoctone. Aussi fSpofop car VWxel, f(x) c
p(flp(x)]) car p est extensive et f et p sont monotones. Enfin pepofepop =
pefeop ce qui montre que Af.pefop est idempotente.

Fin de la preuve.

UEFINITION 4.2.8.0.2

Soient L(%,L,7,U,M) un treillis complet et p une fermeture supérieure de
L. Nous appellerons p=Af.pefep la fermeture supérieure induite sur 1'espace

des opérateurs monotones de L par p.

On remarquera que p(f) est la plus petite fonction monotone de
{(p(L)+»p(L)) plus grande que f restreinte a p(L). (En effet soit
gemon{p(L})+p(L)) tel que (flp[L)]Eg alors pofop & popop = gJ.

THEOREME 4.2.8.0.3

{L 5(@,y) M} = {mon(L—+L) S(Af.Qofoy,Af.yofo@) mon(M->M)}.

COROLLAIRE 4.2.8.0.4

Soient L, M des treillis complets tels que L 5(@,y) M et
mon(L>L) 5(@.,y) mon(M>M) avec @=Af.Qofoy et y=Af.yofo@. Scient F,
Gemon{L+L) alors :
(a) - {Lfp(F) e Y(Lfp(@(F)N}
(b) - {(FemonM+M) et B(F)eF} = {Ifp(F)e Y(lfp(F))}
(c) - (Lfb(FoB) & v(Ifp(@IFI-@(GIN}
(d) - {F, Gemon(M+M) et RFIEF et B(G)EG} = {Ifp(Fo6) = Y(Lfp(FoB))}

(et méme chose avec gfp).
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PROPOSITION 4.2.8.0.5

Soient L(=,L,T,L,I1) un treillis complet, p , pze.fers[L—*L] et
1
femon(L~>L) alors :
Lfpllp M, Jofolp Mp )) Lfplp ofep I Lfplp ofep ).

Preuve : pl[sz £ p, et f monotone impliquent [plr1p2]ofo(plr]p2] c
(pyofep,). Comme Ifp est monotone il vient pr[[p1[1p2]ofo[p1[1pz]] =
Lfplpyofep,). Méme chose pour p,.

Fin de la preuve.

4.3 APPROXIMATION DE POINTS FIXES D'UN OPERATEUR PAR APPROXIMATION DE
L*OPERATEUR

Le calcul complexe des points fixes extr&mes d'un opérateur F peut &tre
remplacé par le calcul plus simple des points fixes d'un opérateur F appro-

chant F comme suit :

THEGREME  4.3.0.1

Soient L(=,.,7,LL,IM un treillis complet et F, Gemon(L~+L) alors
{{Fe G} = {{lfp(Fl = Ifp(G)} et {gfp(F)e gfp(G)}}}.

Preuve : Rappelons que Ifp(F) = [{Xel : F(X)e X} et Ifp(G) = H{XelL :
GIX)EX}. Comme F£G il vient {VXelL, {G(X)s X} = {F(X)= X}} ce qui implique
Lfp(F1E Lfp(G) et par dualité {{F2G} = {gfp(F)2gfp(G)}.

Fin de la preuve.

4.3.1 Approximation d'un opérateur sur un treillis induité par une image
approchée du treillis

Pour approcher les points fixes d'un opérateur monotone F sur un
treillis complet L(g,1,7,U,MM) nous chercherons & calculer les points fixes

d'un opérateur plus simple F choisi de sorte que l'algorithme pour calculer
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F soit moins complexe que 1l'algorithme pour calculer F. Plagons-nous dans

le cas d'une approximation supérieure, (celui d'une approximation infé-
rieure étant dual), c'est-a-dire qu'il faut choisir F tel que FeF (théoréme
4.3.0.1). Le probléme est de trouver un moyen de déterminer F a partir de F.

Nous proposons de définir un sous-ensemble M de L dans lequel seront
choisies les approximations des points fixes de F. Pour cela, ayant fixé M
nous choisirons F égale 3 la meilleure approximation supérieure de F qui
appartient &8 (L>M).

Nous nous proposons également de choisir M indépendamment de F et par
conséquent nous choisirons un sous-espace M de L de sorte que tout élément
x de L ait une approximation supérieure dans M. Soit pe (L+M) un opérateur
qui a tout x de L associe une approximation supérieure p(x) de x dans M.
Comme p est extensif il est uniquement déterminé par le choix de M si et
seulement si c'est une fermeture supérieure de L (4.2.2.0.1) et M une partie
de Moore inférieure de L (4.2.2.0.4). En effet, tous les y de M plus grands
que x sont une approximation supérieure de x. En particulier le supremum
T de L ne peut &tre approché supérieurement que par T et donc Te M. Parmi
les approximations supérieures de x dans M certaines sont meilleures que
d’autres. Le critére de comparaison étant l'ordre  sur L, ae M est une
meilleure approximation de xelL que beM si xEach. Les meilleures appro-
ximations de x dans M sont les éléments minimaux de {ye M : xSy}, Il
existe une unique meillrure approximation d'un élément x quelcongque de H
dans M si {yeM : xey} admet un plus petit &lément c'est-a-dire si M est
une partie de Moore inferieure (4.2.2.0.2).

Supposons qu'on ait choisi un sous-espace M de L qui ne soit pas une
partie de Moore inférieure. Dans ce cas certains éléments de L ont plusieurs
approximations supérisures minimales dans M et 11 n'est pas possible d'en
choisir une meilleure indépendamment d'un F donné. Dans ce cas, le théoréme
4.2.2.0.5 indique quels sont les éléments de L 23 rajouter en nombre minimum
a M pour éviter 1'eéquivoque.

Une partie de Moore inférieure M induit une fermeture supérieure unique
p telle que p(L)=M (4.2.2.0.5) et de méme une fermeture supérieure p déter-
mine de maniére unique une partie de Moore inférieure (2.3.0.1) si bien que
le choix de l'ensemble M peut &tre remplacé par celui d'une fermeture
supériéure p en définissant M=p(L). Nous avons donc rappelé plusieurs carac-
téerisations des fermetures supérieures (4.2.1).

Si on a choisi un opérateur p qui n'est pas une fermeture supérieurs
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le théoréme 4.2.3.0.5 indique que fers(p) est la plus petite fermeture supé-
rieure de L telle gue tout x de L ait une meilleure approximation supérieure
fers(p)(x) plus grande que p(x). Nous avons donné plusieurs définitions équi-
valentes de fers (4.2.3.0.5, 4.2.3.0.8, 4.2.3.0.8). '

Nous avons étudié diverses maniéres de construire des fermetures supé-
rieures (4.2.1, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7) et de les combiner (4.2.3, 4.2.4). En
particulier, la définition d'une fermeture supérieure par une famille
d’idéaux principaux (4.2.5.0.3) ou mieux l'utilisation d'une relation de
congruence compléte pour 1'union (4.2.6.0.4) met bien en &vidence 1'idée de
ne pas distinguer entre les éléments d'une méme classe d'équivalence et qui
sont donc tous approchés par le supremum de la classe.

Nous utiliserons frégquemment des combinaisons de fermetures pour ren-
forcer une approximation (4.2.3.0.5, 4.2.4.0.7) ou au contraire pour 1la
raffiner (intersection de fermetures 4.2.4.0.5). (On notera que les propo-
sitions 4.2.4.0.2 et 4.2.4.0.3 indiquent qu’il est toujours préférable
d'utiliser 1'union férs[plLlpzl plutdt que la composition P,°P, de fermetures
Py et o, (puisque férs(plLJpZJ est toujours une fermeture tandis que ce
n'est pas nécessairement le cas de p1°p2 et que si p1°p2 est une fermeture
alors pyoP, = férs[plLJpZJ]).

Le choix de 1'espace M des valeurs approchées ou de la fermeture
supérieure induite dépend du probléme & résoudre, de la précision désirée
dans les approximations et du colit qu'on est prét a payer pour le résou-
dre et ceci sera largement illustré au chapitre 5. Les théorémes 4.2.4.0.5
et 4.2.3.0.10 permettent d’ordonner partiellement les approximations selan
leur précision grace & 1'ordre partiel sur les fermetures ou parties de
Moore correspondantes.

Ayant choisi une fermeture supérieure p, la meilleure approximation
supérieure de Fe mon(L~L) dans mon{L~+p (L)) est p°F. Toutefois pour res-
treindre le domaine des calculs & p(L), nous choisirons §=p°F°p qui est la
plus petite fonction monotone de (p(L)+>p(L)) plus grande que f et restreinte
a plL) (4.2.8). Alors Ifp(F) = Lfp(F) = luis(poFop) (1) = Luts(poF)(p (L)) =
1fp((poF|p(L))). De méme gfp(F) est approché supérieurement par
gpfllpoF | p(L))).

Quand les €léments de p(L) ne sont pas représentables en machine,
nous utiliserons un espace de valeurs approchées M tel que L B(@,y) M avec
p=yo{d en choisissant M de sorte que ses éléments soient aisément représen-

tables en machine. Alors la meilleure approximation de F e mon(L +L) dans
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mon (M~ M) est @oFoy (4.2.8.0.3). Quand il est difficile d'écrire 1'algo-
rithme réalisant @oFoy nous choisirons de réaliser F e mon(M-+M) tel que
@oFoyefF. Alors Lfp(F) € y(Lfp(F)) et gfp(F)Ey(gfp(F)) (4.2.8.0.4.(b)).
Genéralement F est composition de fonctions élémentaires ce qui permet de
construire F 3 partir de F d'une maniere systématique en approchant supé-
rieurement toutes les fonctions élémentaires femon(L+L) par une fonction
approchée élémentaire f<mon(M-+M) telle que fEyefo@ (4.2.8.0.4.(d)).

Noter qu'au lieu d'approcher un opérateur monotone F par un opérateur
F monotone, nous pourrions également utiliser un opérateur extensif (ou

dualement réductif) :

~ PROPOSTITION 4.3.1.0.1

Soient L(&,1,T,LL,I1 un treillis complet et feext(L~>L), alors fp(f) =
Luts(f)(L).

PROPOSITION 4.3.1.0.2

Seient L(=,1,7,U,I1 un treillis complet, femon(L-+L), fe (L+L) tels
que fef alors Ifp(f) & luis(ext(F})(L).

4.3.2 Amélioration d'une approximation d'un point fixe d'un opérateur
monotone '

Les résultats du paragraphe 4.1.1 permettent d'améliorer une approxi-
mation d'un point fixe extré&me d'un opérateur monotone f sur un treillis
complet L. Nous spécialisons maintenant ces résultats au cas ol nous dispo-

sons d'une approximation g de f, (g&f ou fEg).

THEOREME .4.3.2.0.1

Soient L(g,1,7,lLIM) un treillis complet et ¥, gemon(L~>L)

{{IyeL : yelfp(fl}et (gef}}
= {y e Ifplax.yUgix)) = Lutsix.xUg(x))ly) = Ifp(f)}.

Preuve : Soit yelfp(f) et gef. Considérons 1'itération croissante
<x6:65u[L)> partant de y et définie par Ax.xUg(x), (2.5.1.0.1). C'est une
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itération croissante partant de y et approchée inférieurement pour f,

0
(4.1.1.0.5). En effet, x =y, quand § est un ardinal successeur aleors x ! E

x6 = xé—lLJg[XG—ll c xé-lLJf[xd_l) car gef et quand § est un ordinal limite
x6= U x*. Par conséquent le théoréme 4.1.1.0.6 impligue que la limite
a<d

luts(Ax.xUg{x)l(y) de <X6:§E p(L)> approche Zuits(Ax.xU f(x})(y) inférieu-
rement. Mais d'aprés les théorémes 2.5.2.0.5 et 2.5.3.0.1 LuZs(Ax.xUg(x))(y)
= luts(Ax.ylUg(x)})(y) 2 luts(ix.yUglx)) (1) = Ifp(Ax.ylig(x})) 2 y. Egalement
L2y g Ifp(f) implique Zfp(F) = luisOix.xUf(x)) (L) & luis Ax.xLIF(x))(y)
luts (Ax.x U f(x))(Lfp(f)) = Lfp(f) ce qui permet de conclure que y &

Lfp (ix.yUg(x)) & luts(Ax.xUg(x))y) = Lfp(f).

Fin de la preuve.

Remarque 4.3.2.0.2

Soit y une approximation inférieure de Ifp(f). Connaissant gt f nous
pouvons améliorer y car y € Luts(Ax.xLig(x))(y) € Ifp(f). Il n'est pas possible
d'améliorer Zuts{Ax.xUg{x)})(y) en répétant ce processus car luts{ix.xUgix))
est idempotent. De plus le théoréme 2.5.4.0.2 montre que Zuzs(Ax.xlg(x))(y)
est la plus grande valeur de L qu'il est possible d'obtenir & partir de y
en utilisant U, et g. ZuZs(Ax.xUg(x))(y) est donc la meilleure approxi-
mation inférieure de Ifp(f) qui peut é&tre obtenue en n'utilisant que ces
éléments.

Fin de la remarque.
Appliquant le principe de dualité, nous obtenons

THEOREME 4.3.2.0.3

Seient L(=,4,T,LLIN un treillis complet et ¥, gemon(L~+L).
{({dyelL : gfp(f) =y} et {fegl}

= {gfp(f} e Llis(xx.x[Mg(x))(y)  gfp(ix.yMg(x)} c y}.
THEDREME 4.3.2.0.4
Soient L(=,L,T,U,M) un treillis complet et f, gemon(L~>L).
{{ivelL : Ifp(flEyY} et {fEg}}
= {Ilfp(f) = Ifp(Ax.ylg(x)) e LlZs(Ax.xTg(x))(y) e y}.
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Preuve : Solent Ifp(fley et f=g. Considérons 1'itération croissante
<x6:66 u(L)> partant de L et définie par Ax.yllg(x) (2.5.1.0.1). C'est une
chaine ascendante de limite P = Ilfp(Ax.yNg(x)) (2.5.3.0.1 et 2.5.3.0.2).
Comme P = yflg(P) £ y nous avons x6 E P ey pour tout §e p(L). Pour tout
ordinal successeur 8§ ¢ p(L) nous avons x(s"l € x6 = (yf]g(xa-lll 1= g[xé—l].
Montrons que <x6:6€ pl{L)> est une itération croissante partant de 1 et
approchee supérieurement pour Ax.yfl1f(x), (4.1.1.0.1). En effet, x° =1,

S . yrlg(xé_ll
ey, xsolsg(xs—l) et yr1f[x6-1] = g[xs—l] puisque

Pour tout ordinal successeur nous avons xG-ILJ(yf]f[xé_lll £ x
-1

car x lEy. yﬂf[xa
§-1 §-1 §-1 P

yIfix )} & fix ] e glx J qui vient de feg. Le théoréme 4.1.1.0.2

implique alors que Lfp(Ax.y[Mg(x)) approche luts(Ax.x U (yM£(x)}) (1)

supérieurement. Soit <t6:6€ ullL)> 1'itération croissante partant de 1 et

définie par f et soit <26:Ge ulL)> 1'itération croissante partant de L et

définie par Ax.xUJ (ylf(x)). Nous avons £? = 2% - 1. Supposons que t%=2"%

pour tout a<d. Si § est un ordinal limite alors t6 = Ut = uz* = 26.

a<§ a<é

6-1__48-1 §-1

5i 8 est un ordinal successeur alors en particulier t z . Comme t c
1

-1 - - - -

t6 = 1’(t(S ) € Ifp(f) € y nous avons yﬂf(z6 l] = yl1f(t lJ=f[t6 l]=f[z6 1.
8-1 é-1 s _ 6-1, _ §-1. _ _8-1 §-1

Comme z e flz" ") 11 vient t~ = f(t° ") = F(2°° ") = 2 Uiyfif(z" "1},

Par induction transfinie nous concluons {Vé§ e p(L), t6=26} et en particulier

luts Mx.x Uy NF(x))) (1) = luts(f) (1) = Lfp(f). En plus il est facile de

montrer que chaque terme de <x6:6e u(L)> est inférieur au terme correspon-

O Ol

dant de 1'itération décroissante partant de y et définie par Ax.x[lg(x)
(2.5.1.0.2) ce qui permet de conclure que Lfplf) & lfp(Ax.yNg(x)) €
Llts(Ax.xNglx))y) & y.

Fin de la preuve.

THEOREME 4.3.2.0.5

Soient L(g,1,7,1LID un treillis complet et gemon(L>L) alors

AV lfp(Ax.yMg(x)) est une fermeture inférieure de L plus petite que g.

Preuve : Posons h = Ay.lfp{ix.yMg(x)). Le théoréme 4.3.2.0.5 montre que
h est réductive. De plus yez implique Ax.yMg(x) £ Ax.zlgl(x) et
LfpOixeyMeg(x)) e Ifp(ax.zMg(x)) (4.3.0.1) ce qui montre que h est mono-
tone. Soient <X6:6€ plL)> et <y6:66 p(L)> les itérations croissantes
partant de 1 définies par Ax.ylMg(x) et Ax.h(y)Mg(x) respectivement
(2.5.1.0.1). Comme <x6:65 u{L)> est une chaine stationnaire de limite hiy)

0
nous avons pour tout &8¢ p(L), xaE h(y). Pour 6=0 on a x = y0 = 1. Supposons
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que pour tout a<§ nous ayons xa=ya. 3i § est un ordinal limite il vient
§ §-1_ 6-1

X = Ux*= U ya = ya. Si § est un ordinal successeur alors x y et
a<§ a<é8
- - - -1
o = thiyIng(yS ™) = heyineE™h = gty Nl comme x37Y e hiy)

71} £ glhiy)) donc glhiy) I Ngx®1y = gixdl)

ce gui donne y(S = yf1g(xd-1) = xs. Par induction transfinie nous avons en
particulier hly) = ZuZs(Ax.yMg(x))(L) = luis(Ax.h{y) Mg(x3) (L) = hih(y)].
Finalement Yye L, hly) = yflg(hly)) £ g(hly)) € gly).

Fin de la preuve.

et g est monotone nous avons g(x

In

Remarque 4.3.2.0.6

Connaissant gef une approximation supérieure y de lfp(f) peut, comme
precédemment, &tre améliorée en Ifp(Ax.yllg(x)). Le procédé ne peut pas &tre
répété pour une nouvelle amélioration de 1'approximation puisque
Ay.lfp(Ax.yllg(x)) est idempotente. Notons que Ifp(Ax.yMg(x)) est une
meilleure approximation de Ifp(f) que LlZs(Ax.x[1g(x)}(y) qui d’'aprés le
dual du théoréme 2.5.4.0.2 est la plus petite valeur de L qui peut &tre
obtenue en utilisant U, 1, g et y. Comme nous l’avions observé & la remarqgue
4.1.1.0.8 nous avons obtenu une meilleure amélioration de 1'approximation
supérieure y de lfp(f) en utilisant 4.1.1.0.1 avec Ax.yllf(x) plutdt qu'en
utilisant 4.1.1.0.7 en partant de y. Ceci nous améne & revenir sur la
remarque 4.1.1.0.9 pour noter que si y=IDAS(f,ICAS(f,L)) nous avons
ICAS(Ax.yl1f(x),L)=y quand la méme technique d’'extrapolation est utilisée
pour calculer ICAS(f,L) et ICAS(Ax.yllf(x]),1), (par exemple, en choisissant
le méme V dans 4.1.2.0.5). A nouveau il n'est donc pas possible d'améliorer
Y
Fin de la remarque.

THEOREME 4.3.2.08.7

Soient L(=,1,7,LI un treillis complet et f, gemon(L~+L).

{{dyelL : yegfp(f1} et {g=f}}
= {y e luts(Ax.xUg(x))(y) = gfp(Ax.yUg(x)) = gfp(f)}.
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4.4 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Les technigues d'approximation de points fixes connues en analyse
numérique (par exemple Amman{1976], Kuhn & MacKinnon[1975], Rockafellar[1976],
Scarfl1967], Todd[1976], etc...) ne nous sont pas trés utiles car nous
travaillons sur des espaces non numériques pour lesquels nous ne disposons
pas de notion de distance. En particulier nous ne savons pas donner de
mesure de précision des approximations.

L'idée d'approcher inférieurement et supérieurement un point fixe est
classique en analyse fonctionnelle (Krasnosel'skii[19641) et se retrouve
d'un point de vue différent dans Cousot & Cousot{1877al. Toutefois les
exemples eétaient donnés pour des approximations supérieures ce qui ne
mettait pas en valeur les approximations inférieures. C'est pourquoi nous
avons systématiquement énoncé le dual de toutes les techniques d'approxima-
tion dans le paragrapbe 4.1. En revanche dans le paragraphe 4.2 les résul-
tats duaux sont laissés implicites.

Le paragraphe 4.1 sur les méthodes itératives d'approximation de
points fixes basées sur une accélération de la convergence par extrapolation
est une formalisation des algorithmes utilisés dans Cousot &

Cousot[1975a, 1976] bien que 1'idée que ces algorithmes reposent sur
1'approximation de solutions de systémes d’équations associés & un programme
y soit encore impliéite. Elle est explicite dans Cousot & Cousot{1977al.
Parallélement M. Sintzoff et A. van Lamsweerde ont développé des méthodes

de calcul ou d'approximation de points fixes pour résoudre leurs probléemes
de construction ou d'amélioration de programmes non-déterministes
(Sintzoff[1977a, 1977b], van Lamsweerde[13877]) ou paralléles (van Lamsweerde
& Sintzoff[1976]).

La formalisation de 1'idée de simplification de systémes d'équations
(paragraphe 4.3) au moyen d'une fermeture (paragraphe 4.2) a son origine
dans Cousot & Cousot[1875, 1976, 1977al ol nous utilisions une paire de
fonctions adjointes. Le lien avec la notion de fermeture est fait dans
Cousot & Cousot([1977d], Cousot[1977b, 1977c]. Outre les résultats connus
sur les fermetures que nous avons rappelés dans le paragraphe 4.2 sans en
donner les preuves et en mentionnant 1'auteur, nous pouvons citer
Achachel 19691, Dubreil-Jacotin et al.[19631, Owinger{1954, 1955],
Isekil1951], Ladegaillerie[1973]1, Monteiro[1945], Monteiro & Ribeiro[1942].
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Morgado{ 1860, 1961, 1962a, 1962b, 1863, 1964, 1965a, 1965b, 19661,
Orel1943a, 1943b], Ward[1942]. La seule utilisation (autre que la ndtre)

de la notion de fermeture que nous ayons trouvée en informatique est
Scott{1976].
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5. ANALYSE SEMANTIQUE APPROCHEE DES PROGRAMMES
ET APPLICATIONS

Dans le chapitre 3 nous avons ramené le probléme de 1'analyse sémanti-
que d'un programme au probléme de résolution des systémes d'équations séman-
tiques en avant et en arriére associés & ce pfogramme. Certains problémes
d'analyse sémantique des programmes comme celui de la terminaison (Manna
11974, §4.2.7) ou celui qui peut paraitre plus simple de déterminer les
expressions constantes d'un programme (Reif & Lewis[1977]) étant indécida-
bles, la solution de ces équations sémantiques n'est pas calculable automa-
tiquement. Méme une résolution manuelle est souvent extrémement difficile
(comme, par exemple, dans le probléme ouvert de montrer que le programme
suivant se termine par toute valeur initiale entiére positive de n :

tantque n=i faire

n := si pair(n) alors n/2 sinon 3n+1 finsi;

refairel.

En pratique il faut donc se contenter de réponses partielles aux ques-
tions sur la sémantique d'un programme. Par exemple il est facile de mon-
trer que le programme ci-dessus se termine pour toute véleur initiale de n
positive et égale & une puissance de deux et ceci constitue une réponse par-
tielle au probléme de terminaison du programme. Dans un autre domaine un
compilateur peut se contenter d'une réponse par "oui” ou "je ne sais pas” &
la question "est-ce que telle expression est constante en tel point d'un pro-
gramme?”. En effet si le compilateur peut montrer gque 1'expression est cons-
tante il en calculera la valeur une fois pour toutes avant 1'exécution tandis
que s’il ne sait pas il produira du code machine pour que ce calcul soit fait
a 1'exécution du programme.

Pour procéder & 1'analyse sémantique approchée d'un programme nous pro-
posons: de calculer une solution approchée des équations sémantiques en avant
et en arriére associées & ce programme, Il s'agit donc d'appliquer les mé-
thodes de résolution approchée développées au chapitre 4 aux équations sé-
mantigues considérées au chapitre 3. Nous montrons comment, ayant choisi une

classe particuliére de propriétés des programmes apportant des réponses a un



probleme donné, les résultats du chapitre 4 permettent de construire un al-
gorithme réalisant automatigquement 1’analyse d’'un programme quelcongue poaur
cette classe de propriétés. Nous illustrons la méthode en construisant une
liste d'exemples d'algorithmes d'analyse sémantique approchée'de programmes.
Cette liste ne saurait &tre exhaustive car nous avons préféré développer une
méthodologie de 1'analyse sémantique approchée des programmes plutot que,
comme c'’est souvent le cas pour les recherqhes en informatique, de traiter
des problémes particuliers pour lesquels on fournit une implémentation hati-
ve dont il est impossible de tirer le moindre enseignement. Enfin les exem-
ples que nous avons sé&lectionnés sont principalement orientés vers des pro-
blémes de compilation car les solutions Jjusqu’ici non satisfaisantes de ces

problémes sont d'un intérét économique considérable.

5.1 CONCEPTION D'UNE TECHNIQUE D'ANALYSE APPROCHEE DES PROGRAMMES POUR
UNE CLASSE DONNEE DE PROPRIETES SEMANTIQUES

Pour concevoir une méthode d'analyse sémantique des programmes il faut
d'abord envisager les questions que 1'on veut se poser sur les programmes.
Ensuite nous proposons de déterminer & 1’aide des résultats du chapitre 3
comment une approximation supérieure ou inférieure des solutions des syste-
mes d'équations sémantiques associés au programme permet de répondre & ces
guestions. Enfin le chapitre 4 offre un choix de méthodes de résolution

approchée des équations sémantiques.

Exemple: Au probléme "trouver le domaine de terminaison d'un programme w"
nous pouvons denner une réponse en calculant Zf?[Bﬂ[Ax.ngi))E, (définition
3.5.0.1 et théoréme 3.5.0.5). Une réponse partielle peut consister & déter-
miner un sous-ensemble du domaine de terminaison. Ce type de réponse appro-
chée est alors obtenu en caractérisant un sous-domaine de terminaison par un

prédicat R tel que R = pr[Bﬂ(Ax.vraiJJE. Ainsi pour calculer une approxi-

mation inférieure du plus petit point fixe de AP.{An.[((n#1) et pair(n]) et
P(n/2} ou ((n#1) et impair(n) et P(3n+1)) ou (n=1)1} nous pouvons simplifier
en AP.{An.[ (pair(n) et P{n/2)) ou (n=1)31} ce qui donne R=An.{}k>0 : n=251.
Fin de 1'exemple.



S5i dans le cas d’une analyse manuelle nous pouvons nous contenter d'é-
noncer des principes de résolution approchée des équations sémantiques (ce
gui laisse la liberté de choisir la meilleure méthode en fonction de chaque
programne particulier] il faut dans le cas d'une analyse automatique fournir
un algorithme de résolution approchée des équations sémantiques qui permette
d'analyser n'importe quel programme. Dans ce dernier cas nous propaosons pour
un probléme donné de choisir un type particulier de réponses au probléme po-
sé. Alors le chapitre 3 offre une méthode de conception d'un technique d'a-
nalyse approchée des programmes pour cette classe donnée de propriétés sé-

mantiques.

Par exemple soit # un programme comportant n variables xl,...,xn a va-
leurs dans U et o points de programme al,...,aam']aE et a; sont respective-
ment les points d’entrée et de sortie du programme. Pour répondre & la
question "guel est le domaine des valeurs possibles des variables du pro-
gramme au cours d’une exécution quelconque du programme” nous pouvons calcu-
ler Zjb[Fn(¢])(déFinition 3.3.0.1 et théoréme 3.3.0.2). En fait tout
Pe(Pn}a=(Un->{ngi,fggﬁ}fxtel que pr[F“(¢])=>P apporte une réponse partielle
au probleme en caractérisant un sur-domaine des valeurs possibles en chague
point du programme. Il y a généralement une infinité de P qui sont une ap-
proximation supérieure de pr(F"(¢]) mais certains sont plus instructifs que
d’autres pour résoudre un probléme donné. Dans une analyse manuelle on ju-
gera intuitivement de la forme la plus intéressante de P au cours du calcul
de P lui-méme. Au contraire dans une analyse automatique nous ne pouvons pas
compter sur 1°intuition pour orienter le calcul de la solution approchée.
C'est pourquoi nous proposons de déterminer la forme la plus intéressante
des solutions approchées avant de commencer 1'analyse, ce qui revient & dé-
terminer a priori un sous-ensemble R de (Pn)a de sorte qu'une approximation
supérieure P de pr(F“(¢)] dans R apporte une réponse partielle au probléme
donné qui soit intuitivement satisfaisante. Pour que tout prédicat P de
[Pn]Ol ait une meilleure approximation supérieure p(P) dans R il faut et i1
suffit gue R soit une partie de Moore inférieure, c'est-a-dire que p doit
étre une fermeture supérieure de (ﬁ?a telle gue ETPn]a=R, {théorémes
4.2.2.0.1 et 4,2.2.0.4). Si R n'’est pas une partie de Moore inférieure nous
savons construire la plus petite partie de Moore inférieure R contenant R,
(théoréme 4.2.2.0.5). lLa plus petite fonction monotone de ® dans R plus
grande que Fn[¢] restreinte & ® est alors B}Fﬂ(¢)oa (paragraphe 4.2.8) et
d'aprés le théoréme 4.3.1.0.1 nous avons pr[F"(¢]) => pr[E;(F“[¢)];5).
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Le choix d'un espace R de propriétés approchées a en quelgue sorte permis de
simplifier le systéme d'équations & résoudre puisque le calcul de
pr[BQ(Fﬂ[¢]]°53 revient & calculer la plus petite solution du systéme d’é-
guations approchées X=p[Fﬂ(¢]](X] défini sur R. Ce systéme d'équations ap-
prochées est plus simple que X=E"(¢] car il porte sur un espace R de pro-
priétés plus simple que (Pn]u. En particulier R sera choisi pour gue ses
éléments soient facilement représentables en machine. Toutefois 1'évalua-
tion de 5}Fﬂ[¢] en machine pose les mémes problémes que celle de F“(¢] puis-
gue les €léments de [Pn)a n'ont pas de représentation canonique ce qui rend
le calcul difficilement automatisable principalement & cause des problémes
de simplification. C'est pourquoi nous proposons d'évaluer 5}Fﬁ(¢) a la
main, ou plus précisément, d’élaborer manuellement un algorithme pour calcu-
ler EQFN(¢] ou, si c'est trop difficile, de construire un algorithme pour
calculer Fﬂesmon[R->R] tel que p0Fﬂ[¢] => F1T de sorte que

pr(poFﬂ(¢]] = pr[Fn] (voir théoréme 4.3.0.1 également 4.3.1.0.1-2).
Pour éviter d'avoir & faire ce travail pour chagque programme particulier 7
on élaborera directement un algorithme de construction du systéme d'équations
approché X=F%(X) associé & un programme T quelcongue. Trés souvent toutes
les propriétés approchées & déterminer en chaque point du programme seront
de la méme forme ce qui revient & choisir EE[(PnJa - (Pn]a] de la forme
p=(pl,...5&] ol B}=B;=...=5&=p avec pe(Pn - Pn]. Dans ce cas & chague régle

Xi=Fi(X1""’Xa] de la définition 3.3.0.1 correspond une régle approchée

Xi=F}[X1,...,Xn] oll Xjeﬁ'et 5;F1'=> F}. L'algorithme permettant d'associer
& tout programme 7 le systéme d'équations approché X=F%[XJ peut &tre écrit
une fois pour toutes les applications en le paramétrant par la représentation
machine des éléments de R et les fonctions correspondant aux reégles élémen-
taires. De m2me le travail d'écriture des algorithmes de résolution des sys-
témes d'équations approchés X=Fﬂ[X) sera fait une fois pour toutes. On dis-
tinguera le cas o0 R satisfait la condition de chaine ascendante ce gui per-
met d'utiliser 1'un des théorémes 2.9.1.0.2, 2.9.2.0.2 ou 2.9.3.0.9 pour cal-
culer itérativement & partir de 1’infimum de R 1a plus petite solution de
X=F%[X] et ce, en un nombre fini de pas. Dans le cas ol la convergence n'est
pas naturellement garantie la remarque 4.1.1.0.9. nous indique d'utiliser une
itération croissante approchée supérieurement (4.1.1.0.1) suivie d'une ité-
ration décroissante approchée supérieurement (4.1.1.0.7). Cet algorithme se-

ra paramétré par un élargissement supérieur (4.1.2.0.5) et un retrécissement
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inférieur (4.1.2.0.16) qui doivent &tre choisis pour chaque application.

En résumé, pour définir un algorithme d'analyse approchée des programmes
piur une classe donnée de propriétés sémantiques nous proposons:

1 - De choisir une fermeture (paramétrée par le nombre n de variables) de
p, ce qui détermine un sous-espace R de propriétés approchées,

2 -~ OD'utiliser cette fermeture et les définitions des reégles de construction
des systémes d'équations sémantiques en avant ou en arriére pour élabo-
rer & la main les régles de construction des systémes d'équations appro-
chés,

3 - D'écrire 1’algorithme permettant d'associer & tout programme les syste-
mes d'équations approchés (en avant et/ou en arrigre),

4 - D'écrire un algorithme de résolution de ces systémes (en utilisant éven-
tuellement les méthodes d'accélération de la convergence si celle-ci n'est

pas naturellement garantie en un nombre fini de pas).

Nous donnons tout d'abord des exemples trés simples dont 1'intérét est
d'illustrer la méthode en détail. Nous abordons ensuite des exemples plus
complexes qui traitent de problémes concrets. En particulier 1'utilisation
d'analyses sémantiques en arriére et la méthode de combinaison des analyses
sémantiques en avant et en arriére est développée et illustréé dans les pa-

ragraphes 5.6 et 5.7.

5.2 EXEMPLE DE LA DECOUVERTE AUTOMATIQUE DU SIGNE DES VARIABLES NUMERIQUES
D'UN PROGRAMME PAR UNE ANALYSE SEMANTIQUE EN AVANT APPROCHEE SUPERIEURE-
MENT

L'intérét de cet exemple trés simple est de fournir un support intuitif
illustrant notre technique d'analyse approchée de propriétés sémantiques des

programmes.
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5.2.1 Definition d'un espace de propriétés approchées par une fermeture
supérieure

Pour étudier le signe des valeurs des variables d'un programme ™ il faut

n
déterminer en chaque point du programme des invariants du type Elﬁxir.D]

ol r, est une relation d’'inégalité 2 ou <. Ayant choisi Cettezgigsse parti-
culiére de propriétés sémantiques, nous procédons & la construction de la
fermeture supérieure correspondante.

Nous retrouverons souvent le cas d'un espace de propriétés approchées
ne faisant pas intervenir de relations entre les variables xl,...,xn. Par
exemple une approximation supérieure de P=X(x,y).[ (x=y>0) ou (x=y=0)jod 1'on
ne considére que des relations faisant intervenir une seule variable est
Ax,y).(x=20 et y20). Pour définir une telle approximation par une fermeture

supérieure nous procédons comme suit:

Posons pour j = 1,...,n :
0; € Pn—*Pl ol Pn=[Un-*B] et B={vrai,faux}
n _ n-1
o5 " AP.[XX.{}[VI,...,vj_l,vj+l,...,vn]eu :
P[vl,...,vj_l,x,vj+1,...,vn]}]

@ <P >(P)"

(=]
H

AP. (0] (P),0,(P),...,0"(P))
n

n
Y € (P)) -*Pn n

Yy = A(Pl,...,Pn).[k[xl,...,xn).[gé% Pj[xj]]]
L = yol@ e [Pn->Pn]
n
n
= . yeeny L(ET o, (P .
C = AP Leenux ) (ET 00(P) (x)))]

J=1
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Schématiquement on a:

P

n

On vérifie que ¢ est une fermeture supérieure de Pn (définition 4.2.1.0.1)
et que C[Pn) est 1'ensemble des prédicats portant sur XyoooeaXy et n'expri-
mant pas de relations entre ces variables, c'est-a-dire que C(Pn] est comple-

tement isomorphe & (Pl]n = (U~ {vrai,faux))n par 1'isomorphisme complet vy

dont 1'inverse est @.

Les prédicats portant sur une seule variable pouvant encore &tre trés
complexes nous introduisons une fermeture supérieure n sur P, pour ne retenir
que les propriétés des variables qui sont intéressantes pour un probléme don-
né. Par exemple, pour étudier le signe des valeurs des variables nous pou-
vons choisir des prédicats de la forme Ax.(x=Q), Ax. (x>0 ou x=Q),

Ax. (x>0 ou x=0), Ax.(x<0 ou x=Q), Ax.(x<0 ou x=Q). On suppose que Rel

est la valeur des variables non initialisées. Nous avons choisi des prédicats
en disjonction avec Ax.(x=1) puisqu'il semble a priori difficile d'étudier

la bonne initialisation des variables sur 1'unique base de leur signe. On
notera également que cet ensemble n'est pas une partie de Moore inférieure
puisqu’il ne contient pas Ax.(x20 ou x=01) et Ax.(x<0 ou x=Q) = Ax.(x=0 ou
x=Q). Dans ce cas il y a deux approximations possibles pour le prédicat
Ax.(x=0) en 1'occurrence Ax.(x20 ou x=Q} ou Ax.(x<0 ou x=Q}. Indépendamment
d’un programme particulier il n'y a pas de meilleure approximation du prédi-
cat Ax.(x=0) car par exemple, 1’approximation Ax.(x20 ou x=Q) dans:

x:=0 {Ax.(x20 ou x=Q3}; x:=x+1 {Ax.(x20 ou x=0Q)};
conduit a une analyse plus fine que 1°'approximation Ax.(x<0 ou x=0) :

x:=0 {Ax.(x<0 ou x=Q)}; x:=x+1 {Ax.vrai};
tandis que,

x:=0 {Ax.(x<D ou x=0)}; x:=x-1 {Ax.(x<0 gg_x=Q)}
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est meilleure que

x:=0 {Ax.(\x.(x=0 ou x=0)}; x:=x-1 {Ax.vrail;

Pour définir une approximation d'un prédicat qui soit lameilleure pour tous les

programmes & analyser il faut qu'il existe un meilleur choix possible sur 1la

seule base de 1'ordre sur le treillis P,

qui est notre seule "mesure” de la

qualité de 1'approximation. Pour cela il faut qu'il existe une approximation

supérieure plus petite que les autres ce qui conduit & choisir un ensemble de

propriétés approchées qui soit une partie de Moore inférieure (ce qui est tou-

Jours possible en utilisant le théoréme 4.2.2.0.5). Dans notre exemple nous

définirons donc:

n = AP.cas
P => Ax.(x=0) -
P=> Ax,(x=0 ou x=Q) -
P=> Ax.(x>0 ou x=0) >
P => Ax.[(x<0 ou x=0) ~
P = Ax.[(x=0 ou x=Q) -
P=> Ax.(x<0 ou x=0) -
P => Ax.vrai -
fincas;

Ax.(x=0)
Ax.(x=D
Ax. (x>0
Ax. (x<0
Ax. (x=0
Ax. (x<0
Ax.vrai;

H
ou
ou
ou

oo
cic

x=2);
x=0];
x=01);
x=2);
x=8) ;

Pour représenter les éléments de ﬂ[Pl) en machine nous utiliserons le

treillis suivant:

qui est isomorphe au treillis nfpll par 1'isomorphisme o:

o = MP.cas P dans

Ax. (x=2) > 1
CAx.(x=0 ou x=Q) > 0 ;
A%, (x>0 ou x=Q) > + ;

Ax.(x<D ou x=0) > - ;

Ax.(x20 ou x=0) > + ;

Ax, (xS0 ou x=Q) > + ;

Ax.vrai - T,

fincas;
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dont 1'’inverse sera noté a_l. A ce point la situation est la suivante:

Le plus simple étant de faire la méme approximation pour toutes les variables
du programme on vérifie aisément gue:

n = APy, esP ) (P Y0Py, ee (P ))
est une fermeture supérieure de [Plln et que ﬁTP?) est complétement isomorphe
& " par 1'isomorphisme complet:

o = APy, . uP Y (alPy),alPe), e salP )

dont 1’inverse est:

-1

-1 -1 -1
=A(Vl,c-c,vn]-(a (V])na (Vz]‘-o-.a [Vn]]
D'aprés le théoréme 4.2.4.0.6 on a défini une fermeture p sur p_ par:
P = Yonolor
et p(Pn] est isomorphe a L" par E;@ dont 1'inverse est yoa.—l- On a donc

une image approchée supérieurement de Pn facilement représentable en machine:
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Ayant défini une fermeture p sur Pn il est paturel de définir la méme appro-
ximation en chaque point du programme (mais ce n’est pas une nécessité) et
1'on obtient une fermeture p sur (Pn]u par:

p = A[Pl,...,Pa].[p[Pll,p[le,...,p[Pa]).

5.2.2 Détermination des régles de construction du systéme approché d'é&qua-

-

tions en avant associé @ un programme

D'aprés le théoréme 3.3.0.2 le signe des valeurs des variables au cours
d'une exécution d'un programme T commengant dans un état satisfaisant ¢
est BTpr[Fﬂ(¢J] ce que nous approcherons supérieurement par
pr(E}Fn(¢]lET(Pn]a])- Ayant choisi de représenter les éléments de ET[Pn]a]
en machine par des éléments de (L™M% nous déterminons & la main une repré-
sentation machine de (E}Fﬂ(¢)|5¥(?nla)]. Pour le faire indépendamment d'un
programme particulier m il faut établir les régles de construction d'un sys-
téme d'équations approché X=?%[$7(X] sur (LM% Ces régles seront justi-
fiées en démontrant que {(poFﬂ(¢]jop] => [Yoa'_loﬁ%(Ejjoao@)} car d'aprés
le théoréme 4.3.0.1 ceci implique pour tout j=1,...,0 que {Zfb(Fﬂ(¢]]j =
pr(a}Fﬂ[¢]oﬁjj => Yoa-l[lfp[F%[$j)j]}. Nous établissons et justifions ces

regles comme suit:

Entrée du programme:

Si a, est le point d'entrée du programme alors Xj=a5@°p(¢) et ce calcul
est fait & la main, 1'utilisateur spécifiant directement les conditions
d'entrée par un &lément de L" plutét que par un é€lément de Pn' D'ailleurs
dans la plupart des cas la spécification d'entrée est standard (les plus
simples étant aucune des variables n'est initialisée (1,1,...,1) ou toutes

les variables sont initialisées & des valeurs inconnues {r,T,...,7})

Jonction de chemins:
Si aj est le point de programme suivant une &tiguette précédée des points

k
de programme a, ,...,a, , alors X.= [ X, ol l! est 1'union dans le treillis
i i 3 i
1 Kk =1 7R .
L s, L, 7,L,M.

Pour justifier cette régle il faut montrer (théoréme 4.3.0.1) que :
k k
n.k - -1 — =1
VX, 5eeanX, Jell)7, p( BU voo (X, )] = YoO0 (L X5 )
) Tk 2=1 12 =1 "R
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(Intuitivement, les calculs sur L" doivent &tre une approximation supérieure
des calculs sur p[Pn), 1°idéal étant d'obtenir une égalité, ce qui est le

cas pour cet exemple).

Comme p = Yeno@ef = yone@oyo@ = yonjo@ il suffit de montrer que:

K k
To@( OU yoa“(xi n=a'cy X, )
= [} 2=1 "%

On procede composante par composante ce qui revient & montrer que Vm=1,...,n

on a:
n k -1 a kK
neo (0L yea (X, ) =a (U (X, ) )
Mg iy g=y ig'm
soit . K n . . K
N (0U (Ax ,...,x J.CET a (X, ). (x,M=a 'CLl (X, ) ]
m = 1 n j‘z—l 19, N 2=1 ig m

a ' est un isomorphisme complet de L dans n(P;) et 1'union dans n(P;) est

donnée par 1le théoréme 2.3.0.1. I1 faut donc montrer:

n k n 1 ko
M0 (Ax e 10U CET o7 (X ), (x, M = N0y o™ %))
j:l 2’ R:l

g=1
Eliminant n et remplacant(I; par sa définition, il vient:

n-1 k n -1
...,vn]eU : OU  ET o (X, ).(v,)

Ax A3 v , .0,V
1 =1 j=1,3=m 137

m-1 ’Vm+l ’

-1
gt (o (x, ), Gon

Pour 1e{1,...,n}-[m}, en choisissant vJ=Q on a toujours a—l[Xi ]J(VJ] qui
£
-1
est vrai car o (Xi ) est de 1la forme 1x.((x=9)23.,.) et 1'on obtient:

2

k -1
ou (a (X, 1))
m

— i
2=1 L
ce qui termine la preuve.

Test

Nous examinons le cas o@ aj est le point de sortie vrai d'un test
p. Pour simplifier nous supposons que p est de la forme Alx,y).(x=y),
AlX,y).(x=zy), Ax,y).(x>y) ou Alx,y).(x2y)}. (Ceci n'est pas une limitation

théorique car les autres cas peuvent se traiter par composition en utilisant
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le théoréme 4.2.8.0.4.(c)-{d). Ainsi (si x<y alors I, sinon I, finsi) est

equivalent & (si y>x alors I, sinon I, finsi), de méme (si x=0 alers ...)
est équivalent & (z:=0; si x=z alors ...),(si (x=2) et (y>z) alors ...} est
équivalent & (si x=y alors (si y>z alers ...Jfinsi;}, etc. Bien sdr en
pratique il est plus efficace de considérer les tests sous la forme générale
donnée dans le langage, mais les calculs sont trop longs pour les donner ici
et ils n'apportent rien & la compréhension du sujet).

Soient Xj et XieLn respectivement associés aux points de sortie vrai aj
et d'entrée a; d'un test de la condition p. Connaissant Xi il faut trouver
la valeur de Xj qui doit 8tre égale ou supérieure &:

ao@ep(test(p) (yea  (X,)) |
Comme ao@op = Go@eyono@or = aono@oyo@ = qene@ il faut trouver d'aprés la
définition 3.3.0.1 une approximation supérieure de:

'&6ﬁo@tx(x1,...,xn).{yo&”’(xi)(xl,...,xnl et (x,,...,x ) edomip) et

p[xl,...,xn)}
=> WMOBONx,, +veux ) IYo0 (X[ Cxyhenyx ) BE PO seeesx )]
car o, n et @ sont monotones. On ignore donc la possibilité que le test
soit incorrect. Nous poursuivons le calcul composante par composante, et

pour g=1,...,n il faut trouver une approximation supérieure de:

onon! o 1
aon oq[ltxl,...,xn).{y a [Xi](xl,...,xn] EE_p(xl,...,xn]}]

= o < n_l . o——_l
o n(Ax.{]vl,...,vq_l,VQ+1,...,vn]hU : Yoo (Xi](vl,...,x,...,vn] et
p(vl,...,x,...,vn]}]
- n .
= aenOix.{3v ,.oon,v 0™ s ET (a1 (X)) tv,) et (o7 (X.) )(x) et
n Q':,]n-zq 1 -_— 1qg —_—
p[vl,...,x,...,vn]}]

- 5i 1la variable xq n'intervient pas dans le test on a pour tout ern,

p(vl,...,x,...,vn) = p(vl,....Q,....vn]. Done choisissant, VT o

= = T e .. = = Q i ifi :
vq_1 Vq+! . vn » on peut simplifier:

= gon(a™t(X,) ) = (X.)
iq 1°qg

Pour toutes les variables n'intervenant pas dans le test on choisira donc

(Xj)q = (Xi]q. Pour les autres variables le choix dépend bien évidemment

du test.
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- Si p=A[x1,.,,,xm].(x =xr] alors il faut trouver une approximation supé-

R’ J:(]

x=vr}]

= aon(ix.{}v _cll (a“(xi)q][x] EE-[a_l(Xi]r[Vr) et x=vr})
aenfa [Xi]q et a (Xi]r}

= {aonoa"l(xi}q n a°n°a"l(Xi]r} par n est une fermeture, le théoréme

2.3.0.1 et a est un isomorphisme complet de n(F,) dans L.
= N
(Xi]q r (Xi]r

On conclut donc que si Xi est associé au point d*entrée a; d'un test xq=xr.

ona X, = X, ({x +x [Ix , x «x Mx ) sur 1’arc de sortie vrai, cette notation
J i'g9"qg"r" “rq’r :

signifiant (Xj]m=[Xi)m pour me{1,...,n}-{q,r} , [Xj]q=(Xi)qﬂ(Xi)r et

(Xj)r=(xi)qﬂfxi)r

- Si p=A(x1,...,xn],(xq2xr] alors il faut trouver une approximation supé-

rieure de:
n-1 n -
aon[Ax,{}vl,..a,vneU : ET (a l[Xi)

Jlvp) et (a™h(X;) 10x) et
L=1,07q, L#r “

27
-1
(o [xi]r](vr] et vaP}]
= aenthx. v s @7 hX) D60 et (@7l (X)) I v ) et x2v })

On peut poursuivre 1'étude par cas:

» Si (a’l(Xi]r](vr] = (v =Q} alors x2Q n'est pas défini et 1'on peut con-
sidérer que la sémantique du langage spécifie qu'aucune des deux bran-
ches de sortie du test n'est empruntée. Ceci revient 3 dire que le test
est faux pour la branche de sortie vrai (et vrai pour la branche de

sortie faux):

OoN{Ax.faux) = alix.(x=0) = 1

- Si (a‘lfxi] Jv.) = (v =0 ou v_=0) alors:
r r r —_— r

= o a =1 = =
= q n[Ax.{}vr.[a [Xi]q][x] et ((vr 0 ou v, Q) et xzvr]]}]
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n

» -1 = =
aon[kx.{}vr.[a [Xi)q][x] g}_((vr 0 EE_XZVPJ ou [vr Q et var])}]
Comme x2Q est faux, on obtient:

aon(xx.{[anlixi]q][x] et (x20)}

:>aon(lx.{(a'1[Xi]q)[x] et (x20 ou x=Q)}

aonoa‘lfxi]q M aenoa™ ! (4+)

(X;)_
149

On voit que 1l'on obtient la méme chose quand [a“l[Xi]rJ[vr] = (vrzo ou

v_=Q) tandis que pour [a_l(Xi]r](vr] = [vF>D ou v_=Q) on obtient
[Xilq M+,

+ Si [a‘l(Xi]r](vr) = (VPSD EE.VP=Q] on doit approcher supérieurement
aon(xx.{}vr:(a"(xquJ(xJ et (v 0 et v )} = (X))

Méme résultat quand [Xi]r =T ou -
On peut poursuivre cette étude pour toutes les alternatives pour p et cons-
truire les régles de compositions pour les tests comportant des et ou et non.
I1 est inutile de la mener plus avant parce gue dans cet exemple on peut fai-
re confiance & 1'intuition. WNous retiendrons toutefois, gue la théorie four-
nit un excellent guide pour déterminer les régles de construction du systeme
d'équations approché. De plus on a une preuve gu'elles sont correctes ce qui

démontre du méme coup que 1'analyse approchée de tout programme sera correcte.

Affectation :

Enongons tout de mé@me bridvement la regle pour l'instruction d'affectation.

I1 suffit de remplacer dans le membre droit de 1'affectation les variables

par leur signe ainsi que les constantes dont la valeur absolue est différente
de 1 puis d'appliquer 1la regle des signes comme 1+i=1 , +++=+ , +-1=4,

++1=7, etc... On obtient alors 1le signe de 1'expression membre droit de 1'af-
fectation que 1'on affecte & la variable du membre gauche. En résumé, 1'équa-

~

tion associée a 1'affectation,

"a, 1 x_ 1= f[xl,...,x ); a. ¢ ...
ki q n i
est:

Xj = X O LX) e, X))

oll ¥ est obtenu a partir de f en appliquant la régle des signes.



5.2.3 Résolution itérative du systéme d'équations approché dans le cas
d'une convergence naturelle et exemple

Donnons maintenant un exemple (Mannal1974], p.185). 11 s'agit de

caleculer [vVx| quand x20:

{1}
(ylny2=y3)==[U.U;1]S
{2}
L:
{3}
(4) Yai=Y,tY,s
si y,<x alors
{5}
(6] (y sy dea=ly +1,y, +2);
allera L;
finsi;
{7}

Les régles que nous venons d'établir permettent d'associer automatiquement
le systéme d'équations approché suivant a ce programme:

f P, = <0,+), 0yy,1),(y,,0), (ya,1)>

P, = Pyly,«0,y,+0,y ¢4)

P, = P, U Pg

Py = P3lyy+y,+y,)

Py = P,ly, « si x=1 alors 1 sinon yol10x =) finsi,

x + sl y,=1 alors i sinon dy,L+) finsi)

Pe = Psly <y, +1,y ¢y ++)

0
it

Pq[y2 + 81 x=1 alors 1 sinonsi (x=0) ou (x=+) ou (x=%) alors y2ﬂ+

sinonvy2 finsi,

X + si y,=1 alors isinonsi (y,=0) ou (y,=-) ou (y,=*) alors x[1-

sinon x finsi)

Comme L est fini, (L)% est fini et le calcul de pr[?%[&)) par approximations
successives converge en un nombre fini de pas.

Nous avons trouvé les résultats suivants:
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X ¥, Y, Yy
{1} Pl 1
{2} + 0 0 o+
{3} i + + +
{4} + + + +
{5} + + + +
{6} + + + +
{7} + + + +

A la suite de cet exemple nous retiendrons que dans la conception d'un
algorithme d'analyse sémantique aprochée des programmes nous avons laissé 3
1'initiative humaine le choix de l'espace de propriétés approchées jugé sa-
tisfaisant pour résoudre un probléme donné. Ce choix étant fait nous offrons
une théorie pour déterminer les régles de construction du systéme d'équations
approché, Comme 1'exemple 1'a montré il s'agit uniquement de simplifier les
fonctions de transformation des prédicats approchés associés aux divers points
du programme. Nous avons laissé & 1'&tre humain le soin d'effectuer cette
simplification mais une assistance de la machine dans les calculs symboliques
peut &tre envisagée. Ce travail ayant été fait une fois pour toutes, c'est
la machine qui associera un systéme d'équations approch& & un programme par-
ticulier et le résoudra en utilisant une méthode itérative. Dans le cas
d'une application ol la convergence n'est pas naturellement garantie il est
fait une fois pour toutes appel & 1'intuition humaine pour déterminer la mé-
thode d'approximation dynamique & appliquer, c'est-a-dire principalement pour

choisir un élargissement et un retrécissement (voir paragraphe 4.1.2).

5.3 EXEMPLE DE LA DECOUVERTE AUTOMATIOUE APPROCHEE DE LA PARITE DES
VARIABLES ENTIERES D'UN PROGRAMME

Un autre exemple aussi simple est celui de la détermination de la parité
des variables d'un programme. Scit n le nombre de variables entiéres
Xis oens xn du programme. Nous considérons une image approchée supérieure-

ment L" du treillis complet Pn des prédicats sur ces variables définie
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comme suite

L = pair . impair

n
Yy = A(vl,...,vn).[A(xl,...,xn]. ;EE‘YI(VJ](XJ]]

Y,= Awcas v dans
1 + Ax. (x=Q);
pair - Ax.({x modulo 2
impair + Ax.((x modulo 2

0) ou (x=Q));
1) ou (x=Q}};

T + AX.vrai;
fincas:

On notera que y est un morphisme injectif complet pour 1'intersection de
sorte que le théoréme 4.2.7.0.5 fournit 1'abstraction correspondante. Nous
ne détaillerons pas la méthode pour associer un systéme d’'équations approché
a un programme (5.2.2) et nous donnerons simplement un exemple {produit de

deux entiers a et b):

{1} I‘:=03 iﬁ=13
Jusqu’a i=abs(b) faire

{2}
r:=r+a; 1i:=1+1;
{3}
refaire;
{a}
si b<0 alors r:=-r; finsi;
{5} '—‘ - -

Soient 0,8 les parités des valeurs initiales des variables a et b. Le sys-
téme d’'équations approché associé & ce programme est:
X1 <(a,a],[b,B],(r,EEng,[i.imEair]>
2 = Xy UXg
X, (rer+a,i«i+impair)
= [XILJX3](i+if7b,b+if1b]
X

xX X X
} [}

A
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On notera que le test i=abs(b) apporte 1'information gque la parité de i et
abs(b) c'est-a-dire de i et b doit &tre la méme quand ce test est vrai. Par
contre les tests iZzabs(b) et b<0 n'apportent aucun renseignement concernant

la parité. Les expressions arithmétiques sont traitées en utilisant les

régles pair+pair»pair, pair+impair+*impair, impair+impair +pair, etc... Le
treillis L" étant fini, la plus petite solution de ces égquations est obte-

nue par une itération finie.

31 a est initialement pair et b impair nous avons obtenu:

X, = <(a,pair), (b,impair), (r,pair), (i,impair)>
Xy Xy = <(a,pair), (b,impair), (r,pair), (i,T)>
Xy Xsg = <(a,pair), (b,impair), (r,pair), (i,impair)>

La perte de précision dans 1'approximation est mise en évidence quand on

considére les valeurs initiales a impair et b pair puisque nous trouvons:

X3 = <(a,impair), (b,pair), (r,pair), (i,impair)>
Xy X, = <{a,impair), (b,pair), (r,T), (i,7)>
Xyr X = <(a,impair), (b,pair), (r,T), (i,pair)>

En fait quand la valeur initiale de a est impaire et celle de b est paire

la valeur finale de r & la sortie du programme sera paire. Pour le démontrer
on utilise le fait qu'en additionnant un nombre pair de fois un nombre. impair
a8 lui-méme on obtient un nombre pair. Le raisonnement tenant compte de 1la
valeur de b, il est impossible de trouver ce résultat par une approximation

ignorant cette valeur.

5.4 COMBINAISON D'ANALYSES APPROCHEES : SIGNE ET PARITE DES VARIABLES
ENTIERES D'UN PROGRAMME

L'intérét de cet exemple est d'illustrer les resultats du paragraphe
4.2,3 sur la combinaison d’analyses approchées d'un programme par combinaison
des fermetures correspondantes.

Pour la régle des signes (sans considérer la possibilité d’étre stricte-

ment positif ou négatif) la fermeture supérieure est donnée par:
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p = AP.cas
1 TP = Ax.(x=0) > 13
P 2> Ax.{x=0 ou x=0) -+ 0;
P = Ax.(x20 ou x=Q) - +;
P = Ax.(x<0 ou x=0) » *;
P = Ax.vrai > T3

fincas;

(Noter au passage que p, est obtenue & partir de n (5.2.1) par la famille

d'idéaux principaux (4.2.5) engendrés par les supréma ¢, ety :

Pour 1'étude de parité on avait:

p, = AP.EEE
P = Ax.(x=0) + 13
P = Ax.(x modulo 2 = O ou x=Q) -+ pair;
P = Ax.(x modulo 2 = 1 ou x=Q) - impair;
P = Ax.vrai + T
fincas;

D*aprés le théoréme4.2.3.0.10 pour calculer p, Lo, 1l suffit de calcu-
ler 1'intersection des ensembles {1,0,%,%,7} et {l.pair,impair,T} soit

{1,7} qui est une famille de Moore & laquelle correspond la fermeture:

pll_!p2 = AP.cas
P = Ax.(x=0) > 1;
P =Ax.vrai - T7;
fincas;

L'approximation obtenue dans cet exemple est tellement grossiére qu'elle
peut paraitre inutile mais ce n'est pas le cas puisqu'on peut 1'utiliser pour

montrer que le graphe du programme est connexe! .



(5)-20

Le théoréme 4.2.3.0.10indique aussi que pour obtenir p1f1p2 il suffit
de construire la plus petite famille de Moore contenant {L,U,;,:,T} et

{1, air,impair,T}. On 1l'obtient en rajoutant toutes les intersections gui
P g

ne sont pas dans 1l’ensemble:

impair

+&pair ’ . ; i i “&impair

En faisant un tri topologique on obtient directement la fermeture correspon-

dante:

12 TP = ax. (x=0) > 13
P => Ax. (x=0 ou x=Q) + 0;
P = Ax.{(x20) et (x modulo 2 = O)) ou (x=0)} » +&pair;
P = Ax. (((x<0) et (x modulc 2 = O) ou (x=Q)) » =8pair;
P = Ax.,{(x>0) et (x modulo 2 = 1)) ou (x=R)) » +&impair;
P = Ax,((x<0) et (x modulc 2 = 1) ou (x=Q)) » =&impair;
P => Ax.{{x modulo 2 = @) ou (x=0Q)) + pair;
P = Ax.(x20 ou x=Q) >
P = Ax. (x<0 ou x=0) > %
P = Ax. ((x modulo 2 = %) ou (x=0)) -+ impair;
P = Ax.vrai > T3

fincas;

L'intérét de cette dernidre combinaison des deux analyses est qu'elle donne
de meilleurs résultats que chacune des deux analyses séparées. Considérons
par exemple le programme suivant (Mannal19741,p.179) qui calcule y3=xf2[avec

la convention 0%=1) pour tout entier x1 et tout nombre naturel x :
2
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< > 1= <X ,X%X A>3
Y, o¥,0Y, 1772

(1}
Jjusqu’a y =0 faire
{2} 2
si impair(y } alors
{3} T 2
< R > 1= <y -1, >
() Y, v, Ty 2y,
: sinon
{5}
<y L,y > 1= <y *xy ,y /2>
{8} yl yz) yl yl yz
finsi;
{7}
refaire:
{8}

En appliguant seulement 1'analyse des signes (correspondant & la fermeture

p ), nous obtenons pour la variable y :
3 2

| 1} {2} {3} {4} {s} (s} {7} ({8}

v, l 3 T T T T T T 0

En appliquant seulement 1°analyse de parité (correspondant & la fermeture

p,), nous obtenons:

I {1} {2} {3} {4} (s} ({8} {7} (8}
Y l T T i p p T T p

L'intersection des résultats de ces deux analyses indépendantes n'apporte
aucun renseignement nouveau sur le signe de Y,- Par contre la combinaison
de ces analyses sous forme d'une analyse correspondant & la fermeture
plr‘pZ permet de tenir compte de la régle (1811-1=[:&p] ce qui donne une

meilleure information sur le signe de y, 3

|1} (2} (3} {4} (s} {8} {7} ({s}

v, [ H + +21  +8p  +8p + + 0

En conclusion de cet exemple nous retiendrons que lorsque 1°on veut
analyser des propriétés différentes des programmes (c’est-a-dire correspon-
dant 3 des fermetures o, et p, non comparables) on a toujours intérét (aussi

bien sur le plan de la rapidité des calculs que sur le plan de la précision
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des résultats) & les combiner en suivant les directives du paragraphe 4.2.3.
En toute généralité, le théoréme 4.2.8.0.5 montre que 1'analyse correspondant
a plprz donne un résultat meilleur que 1'intersection des analyses indépen-

=

dantes correspondant & P, et p,.

5.5 TECHNIQUES CLASSIQUES D'OPTIMISATION DES PROGRAMMES

De trés nombreuses techniques d'optimisation de programmes comme la
détermination des variables vivantes en chaque point d'un programme sont pu-
rement syntaxigues. On détermine des propriétés des programmes qui sont in-
dépendantes des valeurs des variables. D'autres comme la propagation des
constantes sont sémantiques. Dans tous les cas elles se raménent & la réso-

lution d’un systéme d'équations associé au programme.
5.5.1 Techniques booléennes d'optimisation des programmes

5.5.1.1 Variables vivantes d'un programme

Une variable est "vivante” en un point d'un programme (Aho & Ullman{1977]
Hecht & Ullman{1873], Kennedy[1971], Kennedy[ 19767, Ullman[1975]) si sa va-
leur est utilisée sur un chemin d’exécution du programme partant de ce point.
(Par exemple dans début x:=1; y:i=2; {1} yi=x+1 fin, x est vivante au point
{1} tandis que y ne 1l'est pas. Cette information est évidemment utile pour
l'allocation de registres). Soit pour chaque noeud b du programme 1'ensemble
utilisé(b) des variables dont la valeur est utilisée dans ce noeud et
transparent(b) 1'ensemble des variables dont la valeur n'est pas modifiée dans
ce noeud. Alors on obtient 1'ensemble vivante(b) des variables vivantes 3
1'entrée du noeud b du programme en calculant la plus petite solutian (pour
1'inclusion <) du systéme d'équations & point fixe associé au programme par

la régle en arriére:

vivante(b) = utilisé(b) u U (transparent(b) n vivante(x))

x € succ(b)



(5)-23

alors que pour les noeuds de sortie on a:
vivante(b) = &

(Une variable est vivante & 1'entrée d’un bloc b si elle est utilisée dans
ce bloc ou si sa valeur n‘est pas modifiée dans le bloc b et qu'elle est uti-
lisée sur un chemin d'exécution du programne partant de la sortie de ce bloc
c'est-a-dire vivante 3 la sortie de ce bloc).

Considérons comme exemple un programme comportant deux variables a et B

et pour lequel les vecteurs utilisé et transparent déterminés syntaxiquement

sont supposés étre:

noeud 0 1 2 3 4
utilisé g {8} @ ? {a}
transparent ¢ {a,B} {a,B} {a,B} {a}

La plus petite solution du systéme d'équations

établi ci-dessus est:

noeud 1] 1 2 3 4 5
vivante F: {a,8} {a,B} {o,B} {0} ¢

Dans le calcul itératif on initialise vivante avec utilisé qui est inférieur
au plus petit point fixe, en machine on utlise une représentation de ces en-
sembles par des vecteurs booléens dont 1la longueur est le nombre de variables

du programme.

5.5.1.2 Expressions disponibles

Une expression est disponible en un point d'un programme (Cocke[1870]},
Hecht & Ullman{19/737, Morel & Renvoise[ 1974}, Schaefer[1973], Ullman[ 19741,
Urschler[19741) si la valeur de 1'expression a été calculée précédemment et
depuis le dernier calcul de cette expression aucun argument de cette expres-
sion n'a eu sa valeur modifiée. Si 1a valeur d'une expression disponible en
un point du programme a été sauvegardée elle n'a pas besoin d'étre recalculée.

A chague noeud b du programme on associe 1'ensemble transparent(b) des
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expressions élémentaires du programme dont la valeur d'aucun des arguments

n'est modifiée dans ce noeud. Soit loc-disponible(b) 1'ensemble des expres-

sions élémentaires du programme gqui sont localement disponibles au noeud b,
c'est-a-dire évaluées dans ce noeud sans que ses arguments soient modifiés
par la suite. Cette information est calculée en chague point du programme
par simple examen syntaxique. L'ensemble disponible(b) des expressions dis-
ponibles en sortie de chaque noeud du programme est alors donné par la plus
grande solution (pour 1'inclusion d'ensembles <) du systeme d’équations

associé au programme par la régle en avant:

disponible(b) = loc-disponible(b)
U N {transparent (b)ndisponible(x))
x € pred(b)

alors que pour les noeuds d'entrée on a:

disponible(b} = ¥
(Une expression est disponible & la sortie d'un bloc si sa valeur a éteé
calculée dans le bloc ou si elle est disponible & 1'entrée du bloc et aucun

de ses arguments n'est modifié dans le blcc).

Par exemple dans le schéma de programme suivant:

: début
: Ii=...5 Ji=...;
: K= I+J;

si ... alors
S . ea

: Ki=I+J;

allera 4;

sinon

0 e

NDOTPH WN -

(@]

S si ,.. K ... alors
" allera 10;
finsi,
allera 4;

finsi;
10:  fin.

——
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Nous aurons:

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9
transparent (b) ¢ {1+3} {1+3} (143} ¢ {1+3} {143} {1+1}
loc-disponible(b) 8 {143} 2 2 g {1+3} 2] @
disponible(b) 2 2 {1+3} {143} {1+3) 2 {143} {143} {1+3}

5.5.2 Techniques non booléennes d'optimisation des programmes :
exemple de la propagation des constantes

Les techniques classiques non hooléennes sont assez rares,
(Aho & Ullman[1977]) la plus connue étant certainement la "propagation des
constantes” (Kam & Ullman{1976], Kam & Ullman[1977], Kildall{ 19731, Reif &
Lewis[{1977]). Elle est présentée comme une exécution symbolique du programme
ot les variables peuvent prendre éventuellement la valeur symbolique T {(pour
non-constant) quand, & une jonction de chemins d'exécution, une variable n'a

pas la méme valeur constante sur tous ces chemins. Ainsi donc 1'exemple:

a:=1; b:=2; c1=3; d:=3; e:=0;

{1}
tantque ... faire
{2}
b:=2xa; d:=d+1; e:=e-a;
{3}
a:=b-a; ci=e+d;
{4}

refaire;

1'exécution symbolique donne:

a b c d e
{n\}11 2 3 3 o0
{2} {1 2 3 3 0
{3} 11 2 3 4 -1
{4} 1 1 2 3 4 -1
{2} 1 4 2 3 1 71 <+ Car les valeurs de d et e ont changé en ce
{3};1 2 3 + 71 point.
{a} |} 1 2 T T T <« Car c est la somme de deux valeurs non
21 2 + + 7 constantes.
31 2 v v +
{4} | 1 2 T T T < L'exécution symbolique s'arréte quand les va-

leurs des variables en chaque point du pro-
gramme ne changent plus.
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On peut comprendre cette exécution symbolique comme une résolution
chaotique d'un systéme d'équations approché construit en utilisant la ferme-

ture supérieure p définie par (voir 5.2.1):

Sans détailler la détermination des regles de construction des équations
approchées, le systéme associé au programme que nous avons donné en exemple

est le suivant:

P, = (a=1, b=2, c=3, d=3, e=0)
P, = P,UP,

Py = P,(b¢2xa, d«d+1, e:=e-a)
P, = P3jla+b-a, cee+d)

Le treillis (L5)" est infini mais satisfait la conditicn de chaine, nous
pouvons résoudre le systéme d'équations approché par itérations en un nombre
fini de pas. En choisissant une stratégie chaotique correspondant au graphe
du programme nous obtenons 1'explication classique en termes d'exécution

symbolique qui donne:

Hi

P {a=1, b=2, c=3, d=3, e=0)

1

P p P = (a=1, b=2, c=T, d=T, e=T)

2% ' 3’ 4

Un compilateur peut optimiser le programme en remplacant a et b par leurs
valeurs 1 et 2 et en éliminant les variables a et b du programme objet.
Noter que d'aprés 1'approximation statique qui a été choisie on ne peut
pas découvrir qu’a la ligne {3} on a e+d=3 et donc gue c est une constante

égale & 3 dans ce programme. On notera gu'une approximation moins rossiere
] p g
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mais plus coldteuse comme celle décrite au paragraphe 5.8 permet de découvrir
automatiguement 1'invariant de boucle {a=1, b=2, c=3, e<0, d+e=3}.

On remarquera que 1'on découvre en chaque point du programme des inva-
riants de la forme {(a=1i) ou (a=QJ}. Si au point correspondant dans le pro-
gramme objet la variable a est remplacée par la valeur i les programmes sour-
ce et objet ne seront pas équivalents si a peut ne pas étre initialisé en ce
point du programine source, Pour exclure ce phénoméne on pourrait choisir une

fermeture du type:

AP.cas
TP = Ax.faux + 1;
P = Ax.(x=02) » Q;
P => Ax.(x=1) » 1i;
P => Ax.vrai - T;
fincas;

(ce qui suffit pour définir complétement la méthode d'analyse correspondante).

5.6 DECOUVERTE AUTOMATIQUE DU TYPE DES VARIABLES D'UN PROGRAMME

Dans les langages classiques le type d'une variable en un point d'un
programme est géneéralement un sous-type du type déclaré (méme si ce sous-ty-
pe n'existe pas de fagon explicite dans la définition du langage). Pareaxem-
ple une variable de type global "pointeur sur un enregistrement de type R”
peut &tre localement du sous-type "pointeur non-nul sur un enregistrement de
type R". Cette information est trés importante dans 1la pﬁase de génération
de code pour éviter par exemple d'avoir & tester dynamiquement que 1'acces
indirect & 1'enregistrement est correct. De méme dans d'autres langages
comme APL (Iverson[19621) ou SETL (Schwartz[1973]) il n'y a pas de déclara-
tions et le type des objets manipulés par le programme doit &tre déterminé
a 1'exécution. L'implémentation du langage est alors interprétative et 1'é-
criture d’un compilateur passe avant tout par la résolution du praobléme de

la détermination statique du type des objets manipulés par les programmes.
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5.6.1 Traitement des pointeurs

Dans des langages de programmation comme PASCAL (Jensen & Wirth[{197861)
ou LIS (Ichbiah et &l1.[1974]) 1'utilisation d'une variable de type pointeur
pour accéder indirectement & un bloc de mémoire pose le probléme de Vvérifier
que le pointeur utilisé n’est pas nul. La plupart des compilateurs repor-
tent cette vérification au moment de 1'exécution des programmes. Le co(t de
ces tests & 1'exécution est pratiquement nul quand ils sont mis en ceuvre
a 1'aide du mécanisme de protection mémoire. Outre gue cette solution a
1'inconvénient de découvrir trés tardivement les fautes de programmation,
elle ne peut pas étre mise en oeuvre par un langage d'implémentation de
systemes comme LIS puisque certains programmes peuvent s'exécuter en mode
maitre. Dans ce cas la solution des tests & 1'exécution est codteuse et seu-
le une analyse statique des programmes permet d'en réduire le codt.

Les pointeurs permettant un accés mémoire défini dynamiquement, ils po-
sent a un compilateur le probléme de savoir quels objets peuvent &tre réfé-
rencés ou modifiés par leur intermédiaire. Illustrons le probleme sur

1'exemple suivant:

type E = enregistrement A,B : entier fin;
var P,Q : ref E;
var X,y : entier;

Si le compilateur peut démontrer statiquement que P et § ne référencent
pas le méme enregistrement & la ligne {2}, alors 1'expression P.A+P.B est
disponible & la ligne {3} et n'a donc pas a étre recalculée. Par contre
si le compilateur est incapable de démontrer gue P et O pointent sur des
enregistrements différents il doit supposer que 1'affectation de la valeur
0 & Q.A peut également modifier P.A et le calcul de 1'expression P.A+P.B
doit &tre refait & la ligne {3}. Pour résoudre ce probléme nous proposons
au paragraphe 5.6.1.2 une analyse permettant de découvrir une partition des
variables pointeurs en groupes tels que deux variables dans des groupes dis-
tincts ne puissent pas repérer indirectement le méme objet.

(On notera que le probléme n'est pas spécifique & 1'emploi de pointeurs

puisqu'il se retrouve aussi bien avec les indices de tableaux qui permettent
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également de faire des accés mémoire dynamiques. Dans ce cas le probléme
est plus complexe (voir 5.8) puisque 1'emplei de tableaux permet des calculs
explicites dfadresses qui, du moins dans les langages de haut niveau, sont

interdits avec les pointeurs).
5.6.1.1 Pointeurs nuls et non nuls
L'exemple est comparable aux applications 5.2 et 5.3 et n'est donc pas

traité en détail, Nous choisissons comme image approchée des propriétés

d'un pointeur le treillis:

niil non-nil

l.e programme suivant (Jensen & Wirth[1974]) cherche 1'entier n dans une liste

linéaire chainée d’entiers:

L . o e o Ble] - »yYl]e R — )
D —— -
valeur suivant

pt:=L; b:=vrai;

{1}
tantque (pt=nil et b) faire
{2} ’
si pt+t.valeur=n alors
~ bisfauxs T
{3}
sinon
{4}
' pt:=ptt.suivant;
{5}

finsi;
refaire;
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Le systéme d'équations associé est:

P1 =T (L peut &tre une liste vide ou non)
P, = (PILJP5]F1n0n-nil

Py =P,

Py = P,

P5 = PMLJT

la solution est:

| (17 {2} {3} {4} {5}

ptl T non-nil non-nil non-nil T

QYuand pt est utilisé pour accéder & un enregistrement il n'est pas nil et

1'emploi des pointeurs dans ce programme est donc correct.

5.6.1.2 Pointeurs repérant des enregistrements distincts

La seule réponse offerte dans les langages de programmation classiques
& la question: "quels sont les objets qui peuvent étre désignés par une‘va—
riable pointeur?” est qu'un pointeur donné ne peut repérer que des enregis-
trements du méme type. La notion de "domaine” en LIS (Ichbiah et al,[1974]
reprise par celle de "collection” en EUCLID (Lampson et al.[19761) permet
un partitionnement plus fin de 1'ensemble des variables pointeurs repérant
des enregistrements de méme type. Le progrés n'est pas suffisant dans la
mesure ol les déclaraticns globales ne peuvent pas &tre détaillées pour dé-
crire la situation particuliére en chague point du programme. Nous propo-
sons donc de construire en chaque point du programme une partition de 1'en-
semble des variables pointeurs repérant des enregistrements d'un type donné.
Deux variables pointeurs seront équivalentes si elles peuvent désigner le
méme enregistrement. Deux variables pointeurs appartenant & des classes
d'équivalence distinctes ne pourront pas repérer, méme indirectement, le

méme objet, Par exemple une partition permettant de décrire la situation:
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r—-—ﬂ
!
A
:

et

est:

que 1'on note /A,B/C,D,E/.

Nous esquissons briévement les régles de construction du systéme d'équa-

tions associé 3 un programme:
Pointeur nul ou seul d désigner un enregistrement nouvellement alloud:

P = {/X,Xl,...,xp/Yl,...,Yq/.../Zl,...,Zr/} (partition avant 1'instruction)
Xe=npil;
X:=Y; (o0 Y est nil par 5.6.1.1)

giAX=nil a10r§ -

allouer(X);

e(X,P) = {/X/xl,...,xp/v

l,...,YqA../Zl,...,ZF}[partition aprés 1'instruction)
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Affectation de pointeurs:

P o= {/X,X e 0)X Y sealY /il /2
p q
Xt.A...hB = vdoc...tD ;

N e —n

..,Z2 7/}
r

1’°

facultatif facultatif
P {/X,Y/Xl/.../XD/YI/.../Yq/.../Zl/.../Zr/} (union de partitions)
= UK X e s X Y Y e e Y iy e 2
%, pr it q ' o)

(X et Y repérant indirectement le méme objet, ils sont mis dans la méme
partie. Ne connaissant pas 1'organisation exacte des données, nous ignorons
le fait que cette instruction peut scinder une partie en deux parties dis-

jointes).

p = {/X'X1"'"xp/Yl'""Yq/"'/zl""’zr/}

X 1= Y+.C...4.D ;

facultatif
eGP U /XX /e /2 /)

/X e b X IXYY e lY /072y, 000,27}
p q r
(Aprés 1'affectation, X ne peut pas repérer, méme indirectement, un cbjet

repéré par Xl,...,Xp].

Comme exemple, considérons le programme suivant pour recopier une liste

linéaire chainée:

Pl
val suiv !
- - ‘
Llﬂ-——~——> o - L o B (s Y e f—— see - ()
LZO——-'P{G. » B Y




{1}
{2}
{3)
{a}
{s}
{6}
{7}
{8}
{g}

{10}
{11}
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procédure copie(l,:liste ; var L,:liste);
var P ,P,,L ¢ liste;

début
P oe=L ; L 1=nil; Le=nil;

1 1 2" - —_—=

tantque Plznil faire

allouer[le; P2+.va1:=Pl+.val; P21.suiv:=nilg

si L=nil alors

L =P ;
2 2

sinon
L+.suiv:=P2=

finsi;

L:=P2; Pl:=P1+.suiv;

refaire;

fir;

Le systeme d'équations approchées correspondant est le suivant:

i

/LI,LZ/PI,PZ,L/
ell,ell,,e(P,,S,) U {/P;,L,/L/L, /P, /) )
S2 LI SlO

e[Pz,Sa)

e(lL,s,)

elL,,S85) U {/L,,P,/L/L, /P /}
Sy

S, u {/L’PZ/LI/LZ/PI/}

Sg LI Sg

e[L.Sg] LI {/L’Pz/Ln/Lz/Pl/}
elP,,S, 1S )

A la ligne {1} les paramétres et les variables locales sont dans des parties

disjointes. Aux lignes {3} et {7} les tests P,=nil et L »nil n'apportent au-

cune information sur la partition des variables pointeurs. A la ligne {4}

1'affectation P2+.va1:=P1+.va1 d'une valeur qui n'est pas un pointeur et 1la

modification profonde P,t.suiv:=nil dans la partie de P, sont ignorées.
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A la ligne {10} P1:=P1+.suiv est ignoré car cette instruction ne peut pas
faire repérer indirectement par P, un enregistrement auguel P, ne permettait

pas déja un accés indirect.

Le nombre de variables pointeurs étant fini, le treillis des partitions
de 1'ensemble de leurs noms est fini et le systdme peut étre résolu par ité-
ration en un nombre fini de pas en partant de 1'infimum {/L1/L2/L/P1/P2/}'

Nous obtenons:

(s, = ULy, La/Py,Ps,Ls)
Sy = {/Ly,Py/Ly/Py/LY}
S, = {/L,,P,/L,,P,,L/}
s, = {/L.P /L, L/P,/}
85 = {/Ll,Pl/Lz/Pz/L/}
S; = {/L,,P /L, P /L/}
s, = {/L,P/L,,L/P,/}
Sg = {/Ly,P{/Ly,L,Py/}
Sy = {/L,,P,/L,.P,,L/}
810 = {/LIIP]/LZJPZJL/}
Sy, = /L /P 7L,,P, L/}

On a donc démontré automatiquement et par un moyen simple que si Ly et L,
peuvent repérer le méme enregistrement avant 1'appel de procédure
copie[Ll;Lzl alors, aprés cet appel, ils ne permettent pas de repérer, méme

indirectement, le méme objet.

On trouvera de plus amples détails sur des applications au traitement
des pointeurs (notamment dans le cas d'enregistrements avec variantes) dans
Cousot & Cousot[1977b]. On notera qu'une telle information peut aussi étre
utile au ramassage des miettes {surtout quand il est explicite, auquel cas

il faut vérifier que la mémoire libérée n'est pas référencée).

5.6.2 Découverte du type des objets d‘'un programme dans un langage
de trés haut niveau sans déclarations

Nous choisissons un exemple trop simple pour illustrer la puissance d'un

langage comme SETL (Schwartz[1973]) mais qui convient bien pour montrer
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1'application des résultats du paragraphe 3.6.

Soit un langage avec les types de base entiers (ent}, réels (reell,

chaines de caractéres {(car) et sans déclarations. Considérons le programme

suivant:
{1}
s3=0;
{2}
L:
{3}
lireix,y};
{4}
si x=20 alors
{5} -
x:=(x modulo 2)+y;
{6}
S:=5+X;
{7}
finsi;
{8}
s1 (y modulo x) # 0 alors
{9}
allera L;
finsis
{10}

Dans ce programme le type d’une variable peut étre n'importe quel élé-

ment de 1°ensemble L des sous-ensembles de T={ent,reel,car} avec 1'interpré-

tation qu'a 1'exécution un objet de type tcT doit étre d'un des types &lé-
mentaires appartenant & t. Les opérateurs du langage sont polymorphes mais
ne sont pas toujours détinis pour tous les types de leurs arguments. La
procédure lire est définie pour tous les types de ses arguments. La compa-
raison x20 n'est définie gue si x a une valeur numérique. L'opération

x modulo y n’est définie que si x et y sont des entiers. L'opération + est
définie pour tous les types de ses arguments, elle représente la concaténa-
tion de chalnes de caractéres ou la concaténation d‘une chaine et de 1la con-
version en chaine d'une valeur numérique ou la somme de deux valeurs numéri-
ques. Si x est de typeoaet y de type B alors x+y est du type a+f défini

pars:
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+ = Ma,B).cas o,B dans
car , 7
? , car

>
? ->
reel , ? - reel;
-
->

? , reel
?

> 2

fincas;
5.6.2.1 Systéme approché d'équations en avant

Le systéme d'équations approché en avant P = F($I(P) on

F($) emon( (L3 >(L3)) associs au programme est le suivant

¢
= P, (s+{ent]
PZUP9

\
T T
—
| n

N

-0
w
I

= P {xeT,y«T)

+

= Pk(x+xn{ent,ree1}]

w

"

= P5(x+{§g£}:yl

[=2]

P6(5+six]

~

= P,uP, (xxn{ent,reel})

o«

= Py x¢xn{ent}, y«yn{ent})

w0

T TV UV U UV UV U
I}

= P8(x+xn{ent},y+yn{ent})

—
—
o
!

Pour établir P, nous tenons compte du fait que lire permet d'affecter
a x et y des valeurs d'un type élémentaire quelcongue. Pour Ps et P, nous
prenons en considération le fait que le test x>0 n'est défini que pour des
valeurs numériqgues de x et y. De méme pour P,, et Py le test (y modulo x)=0
impose x et y entiers sinon le programme s'est terminé par une erreur.
Enfin :=X[t1,t2].{u;B : aetl_EE aetz} donne 1'ensemble des types possibles
du résultat de 1'opérateur + guand on connait 1'ensemble des types possibles

de ses paramétres.

5.6.2.2 Systéme approché d'équations en arriére

Le systeme d’équations approché en arriére P=B(¥) (P) ou

B(¥) emon((L*1™ > (L%)°) associé au programme est le suivant
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/ P, = P,(s¢1)
Pa = P;
Py = P,xe1,y+7)
P, = (PguP, ) (x+xn{ent,reel})
4 P5 = PG(x+xnent,y+ynp1u52(x,ent,y]
Pe = P,(xexnplus2(s,7,x),s+snplusi(s,T,x))
P, =P,
Pg = (PguPyg ) (x¢xn{ent},y«yn{ent})
Py =Py
\ Pro =¥

Pour établir P, et P, nous tenons compte du fait que les tests doivent &tre
définis. Pour PG nous prenons en considération le fait que (x modulo 2)
n'est défini que si x est entier, auguel cas le résultat est un entier.

De plus nous utilisons:

{Bet, : {Jaet ,}yet, : a=R+y}}
{vet, : {Jaety,3Bet; : a=p+y})

plus1(t0,tl,t2]

plus2{t,,t,,t,)

En effet, connaissant les types possibles t0 du résultat et les types possi-
bles b, e, tn des n arguments avant que 1'opération f(xl,....xn) ait éte
evaluée (qui est le méme que le type aprés que 1'opération ait été évaluée
par les arguments non modifiés dans 1'instruction) alors on sait qu'un cer-
tain nombre seulement de combinaisons n'étaient possibles avant d'évaluer
cette opération pour que le type du résultat soit du type donné., Par
exemple pour que 1+y soit une chaine de caractéres il faut que y soit du

type plus2(car,ent,t) = car.

5.6.2.3 Principe de la méthode de résolution

Soient Fﬂ et Bn les systemes d'équations sémantiques associées au pro-
gramme 7 ci-dessus et ¢ et ¥ les spécifications d'entrée et de sortie.
(Dans 1'exemple, nous prendrons ¢=A(x,y,s).(x=y=s=Q) et W=A(x,y.s).!£gll.
Nous voulons approcher supérieurement pr[F"(¢)]g£'pr(B"[W]] c'est-a-dire
determiner en chaque point du programme m un sur-ensemble des valeurs des
variables que 1'on peut obtenir sur un chemin d'exécution quelconque du pro-
gramme partant du point d'entrée dans un état satisfaisant les conditions

d'entrée ¢ et arrivant & ce point (proposition 3.3.0.2) et qui ensuite se
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temminedans un état satisfaisant la spécification de sortie ¥ {proposition
3.5.0.2). Nous disposons de ¢2¢, Ya¢, F()=F_(9) et B(V)=B_(4).

Nous proposons de calculer la limite de la suite décroissante
PL=1fp(F9) , P2=1fp(X.Plet BADIXY ..., P zmpiax.piet FF) ()

2k+2 k+l  — — . o
P et B(Y)(X),... . D’'aprés le théoréme 4.3.2.0.5 cette

=1fpOX.P
suite est décroissante et comme dans notre cas 1'espace des propriétés appro-
chées (L) satisfait 1la condition de chaine descendante, cette suite est
staticnnaire & partir d’un rang fini. Pour montrer gue ce choix est correct
il suffit donc de montrer que chaque terme est plus grand que (pr(Fﬂ[¢]]

et pr[Bﬂ[W]D:

On a P,=1fp(F($)) = Lfp(F_($)) 2 (prrFﬂup)] et Ifp(B_(¢M). Comme
AX.[P et B(¥I(X)] =2 AX.LIfp(F (6D et B (¥J(X)] on en déduit par monotonie
que P,=1fp(AX.[P, EE'EfWJ(X)]] EZfb(AX.[pr[F“(¢]]§E_BW[W][X]]) qui est égal

d'aprés 3.7.0.1.(c) & (pr(Fﬂ[¢]]E£ij(BW(WDL L'étape d'induction est la

méme en utilisant la proposition 3.7.0.1.(e)-(f).

5.6.2.4 Exemple

Pour notre exemple nous obtenans:
((x=8), (y=8), (5=8))
((x=7), (y=T7), (s=7))

<l e
"

Pl= 1fp(F($))

| 1+ =2 3 4 5 8 7 8 g 10
% ¢ ¢ H{ent} 7 {ent,reel} 1 7t {ent,reel} {ent} {ent}
y ¢ ¢ {ent} 7 T TOOT T {ent} {ent}
s | 2 {ent} 7 T T T T T T T
PZ = Ifp(AX.PIaB(¥))
1 2 3 4 5 B 7 8 9 10

X 2 2 A{ent} {ent} {ent} {ent}{ent} {ent} {ent} {ent}
vy | ¢ ¢ {ent} {ent} {ent} {ent}ent} {ent} {ent} {ent}

g {ent} T {ent} T T T T T T
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P3 = Ifp (AX.P?nF ($))

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 ¢  A{ent} {ent}l {ent} {ent}l {ent} {ent} {ent} {ent}
y |2 @ {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent}

¢ {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} ({ent}

Enfin P*=1fp(AX.P3nB(¥)) donne le méme résultat ce qui montre que x,y et s
doivent étre déclarés entiers si 1'on ne veut pas que le programme ne se ter-
mine pas ou conduise & une erreur. Pour expliquer intuitivement ce résultat
on remarque que si la valeur de x et y n'est pas entiére, on doit toujours
évaluer le test (y modulo x)#0 ce qui conduit & une erreur pour des arguments
réels ou chaines de caractéres. Comme x et y doivent &tre entiers, on voit
que s 1'est également puisqu’il est initialisé et incrémenté par une valeur
entiére. Ces deux étapes dans le raisonnement sont bien représentées par

P2 et P3.

5.7 TECHNIQUES D'APPROXIMATION APPLICABLES AU CAS D'UN ESPACE DE
PROPRIETES APPROCHEES INFINI: EXEMPLE DE LA DECOUVERTE AUTOMATIQUE
D'UN INTERVALLE DE VALEURS DES VARIABLES NUMERIQUES D'UN PROGRAMME

Dans un programme PASCAL (Jensen & Wirth[19761) on peut déclarer qu'un
entier est compris entre deux bornes numériques. Outre 1'avantage de décla-
rations plus précises, le compilateur peut faire une allocation de mémoire
plus efficace (notamment pour les tableaux de mots, demi-mots et octets qu'il
est tres facile de gérer sur la plupart des machines). L'inconvénient est
que le codt de la vérification de cohérence des programmes 3 1'exécution est
prohibitif puisque le matériel n’offre généralement pas de dispositifs cablés
pour tester les debordements de capacité dans les arithmétiques ne correspon-

dant pas aux mots ou doubles-mots.

i Pour mettre en évidence le cdut des vérifications dynamiques, nous rap-
pelons les chiffres (sur 1'ordinateur COC 6600, systéme d'exploitation
SCOPE 3.4) donnés par Wirth[1976] & propos des programmes suivants: (1)
Calecul de 2k et 1/2k pour k=1..90, (2) Trouver tous les nombres entre 1 et
1000 dont le carré est un palindrome, (3) Quicksort (Hoaref19621), (4) Pro-
bléeme des 8 reines (Wirth[19711) et (5) Calcul des 1000 premiers nombres

premiers. Pour chaque programme nous donnons "n®, le nombre de lignes PASCAL
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du programme, "a" le nombre d'accés & des tableaux dans le texte du programme
et "ta", "tS" les temps d'exécution en msec du programme respectivement avec

et sans vérification dynamique des index de tableaux :

Programme n a ts tg
(1) 34 9 916 813
{2) 16 2 3466 2695
{3) 26 7 4088 2861
(4) 34 15 1017 679
(5) 30 8 1347 1061

A cause de ces gains de temps (en moyenne de 1'ordre de 20%, mais par-

fois beaucoup plus considérables), les programmeurs utilisent presque tou-

-

Jjours 1'option de compilation permettant d'éliminer les tests & 1'exécution.

Les conséquences sont parfois surprenantes comme 1'illustre I’exemple suivant:

début
X : 0..255;
X:=1;
tantque x20 faire
X1=xX+1;
refaire;
fin.

Avec un compilateur qui n'’engendre pas de test.pour vérifier que dans le
corps de la boucle la valeur de x doit &tre comprise entre 0 et 255, voici
ce gue nous avons observé: x étant déclaré de type 0..255, le compilateur
lui alloue un espace mémoire d’un octet. A 1l'exécution x est normalement
incrémenté de 1 jusqu'a atteindre la valeur 255. A ce moment dans 1'évalua-
tion de x:i=x+1 la valeur 255 de x est chargée dans un registre. La valeur
du registre est incrémentée de 1 ce qui donne 256 et ne conduit pas & un dé-
bordement arithmétique dans un registre de 4 octets. Ensuite le dernier
octet de ce registre qui est donc nul est recopié dans x. Comme x a atteint
la valeur zéro, 1'exécution de la boucle se termine normalement alors que le

programme est manifestement incorrect.

Un tel exemple montre bien que la vérification des déclarations d'inter-
valles est nécessaire. La solution des tests & 1'exécution é&tant trés cod-
teuse (principalement pour les programmes éxécutés de nombreuses fois) i1l
faudrait pouveoir éliminer la plupart des tests inutiles par une analyse assez

fine & la compilation. Nous développons maintenant un modéle utile pour trai-
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ter ce probléme dans le cas de langages de programmation comme PASCAL o0 les
declarations de variables entiéres et tableaux comportent des borpes numéri-

ques.

5.7.1 Espace des propriétés approchées

Soit Z 1’ensemble des entiers positifs ou négatifs ordonné par 1'ordre
naturel < et Z™=Zu{-w,+®} g -co<-w<i<toogte pour tout i de Z. Soit L le
treillis complet dont 1'infimum est 1 et dont les autres éléments sont les
couples [a,bl ot a,be” et ash. L'ordre partiel © sur L est défini par
1ex pour tout x de L et {[a,blelc,d]}} <= {csésbsd}. L'union est définie
par la,blillc,d] = [min(a,c),max(b,d}],son élément neutre est 1.et 1'élément
absorbant estv ={-w,+®]. L'intersection est définie par {a,b)fc,d}= si

max(a,clsmin{b,d) alors [max(a,c),min(b,d) ] sinon 1 finsi, son élément neutre

est T et 1'€lément absorbant est 1. Nous définissons une fonction de concré-

tisation (4.2.7) comme suit:

Y e L > (22‘1{9} + {vrai,faux}) = Pl

I

Ax.cas x dans
T > Ax. (x=Q);
[a,bl -+ Ax.{{asx<b) ou (x=Q));
fincas;

Soit n le nombre de variables d'un programme, alors " est une image

-
approchée supérieurement de Pn = (2Ll’{ﬂ}]n-*{vrai.faux} par la fonction

injective de concrétisation :

n

Yy = A(vl,...,vn].[k(xl,.a.,xn).[;ég Y[VJ)[XJ)D
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La fonction d'abstraction correspondante est définie par:

@ e Pl - L
= AP. si P = Ax.(x=Q) alors
i
sinon
[min{xeZ : P(x)},max{xeZ : P(x)}]
finsi; T

Noter que cette définition de @ est correcte puisque non(P=>Ax.(x=Q)) implique

{ixeZ: P(x)} et que min(Z)=-o et max(Z)=+». De plus, @ est surjectif.

Pour tout j = 1,...,n, nous définissons:

ol e P P
i~ 'nT .
= AP.[Ax.{}(vl,...,vj_l,vj+1,...,vnle[ZU{Q}) :
P[vl,...,vj_l,x,vj+1,...,vn]}]
— n
@ ePn+L

]

AP.(@[GT(P]]. @IOEIP)]....,@(OE(P]D

Montrms que (?}@) est une paire de fonctions adjointes supérieures (défini-

tion 4.2.7.0.1).

Pour montrer que la concrétisation ;iet 1'abstraction @ sont monotones
il suffit de montrer que Y et @ le sont, ce qui est facile car
([a,blelc,d]) = (c<asbsd) = (Ax.((ag<x<b) ou (x=02))=> Ax. ((c<x<d) ou (x=Q)} )
et d'autre part non(P =ix.(x=Q)) et non(Q =Ax.(x=0)) et (P=>Q) impliquent

min{xeZ:Q(x)} < min{xeZ:P(x)} < max{xeZ:P(x)} < max{xeZ:P(x)}.

Montrons maintenant que VQeP,, Q= y°Q(Q).

- Si @=Ax.faux ou Q=Ax.(x=Q) alors yo@(Q) = y(1) = Ax.(x=Q)
augquel cas Q= Ax.(x=Q}.

- Sinon on a non(Q= Ax.(x=Q)) et
Y°@(Q) = yImin{xeZ:0(x)},max{xeZ:Q(x)}]

Az. ((min{xeZ:Q(x)}<z<max{xeZ:Q(x)}) ou (z=Q))

et donc Yze (Zu{Q}) on a Q(z)= y-@(Q)(z).

il
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Montrons maintenant que VYvel, v=@oy(v)
- 81 v=1 alors @oy(1) = @(Ax. (x=2)) = 1
- Si v=[a,b] o a,be” et asb alors
@oytla,bl) @(Ax. asx<b) ou (x=Q))
{min{xeZ : asxs<b}, max{xel : asxsb}]

[a,b]

n

n

. Soit PePlet vel. alors d'une part (P=vy(v)) implique par monotonie
U(PJE@ey(v)=v et d'autre part (@(P)ev) implique P=yo@(P)}=>Y(v) par con-

sequent (@,y) est une paire de fonctions adjointes supérieure.

Montrons maintenant que VQePn, Qi>§3@(ﬁl:

Yo€(0) - Y(@lo] (), ...,0(0 (@)
n
= Mx L eee,x ). ET y(@God (@M (x,)
1 n j=1 n J
n n — n n
Pour tout j, o0,(0)=>v°@(0,(Q)) donc ye@(R)<=A(X_ ,eee,x ). ET 0,(Q)(x, ))<= Q
j j 1 = j
n
car Q[xl.....xn) = ;%; [}Xl""’xj-l'xj+1""'xn€(ZU{Q}) :

Q[xl,...,x ,...,xn]}

J

51 vel™ alors v=@oy(v), en effet:
n

@oy(v) = @[y(xl....,xn].[ ;giylvj](len
pour la jiéme composante:
n
= — n
o = @o soens . E = @ =
(@ Y[V])j @ Oj[)\(xl xn) { j;%y(vj)(len Q Y(VJ] vj

Comme précédemment (@,Y) est une paire de fonctions adjointes supérieure
et d'apreés 4.2.7.0.3 ﬁ%@'est une fermeture supérieure de Pn' @ est un mor-

phisme complet pour 0U et Y un morphisme complet pour 1.

(On pourra noter que la fermeture supérieure n utilisée au paragraphe
5.2.1 pour la détermination du signe des variables numériques d’un programme
s'obtient & partir de la fermeture supérieureyo@que 1'on vient de définir
en utilisant la relation de congruence compléte pour 1‘'union (4.2.6) dont

les classes d'équivalence (en utilisant 1'image L de Y°@(P,}} sont données

comne suit:
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tandis que la fermeture supérieure utilisée pour la propagation des constan-

tes (5.4.2) est obtenue par la relation de congruence compléte pour 1'union

dont les classes d’équivalences sont:

sense
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5.7.2 Régles de construction du systéme approché d'équations

=

en avant associé a un programme

Nous illustrons quelques régles sans donner de détails (que 1'on trouve-

ra dans Cousot & Cousot{19757).

Jonetion de chemins d'exdecution:

X, = ] X,
y i€ pred(j)

Affectation:

Evaluer le membre droit en utilisant 1'arithmétique sur les intervalles

et affecter la valeur obtenue au membre gauche:

{((x=[1,10]), (y=[-2,31)1}
Xi=x+ty+1;
{((x=10,14]). (y=1-2,31))}
car [1,101+[-2,31+{1,1] = [1-2+1,10+3+1] = [0, 14]

{((x=[1,+°]), (y=[-=,101))}
Xi=xXty+ly
{({x=]-2,+=]), (y=[-=,10]1))}
car [1,+e]+[-,10]+[1,1] = [-o+2,+0¢11] = [-w,+]

Test:

{(tx=[a,bl), ty={c,d]) 1}
si x<y alors
{tix=la,b] N [-=,d]), (y=[c,d]lN[a,+>]))}

sinon

{[[)(:[a,b] rl IAC+11+°°]]D (y=[C»d] n [~wlb—1])]}

finsi;
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{{{x=[a,b]), (y=[c,d])) }
81 x=y alors

{tix=[a,b1 M [c,d D, (y=[a,b1N[c,d )}

sinon
{si a=b=c alors ((x=[a,bl), (y=[c+1,d]))

sinonsi a=b=d alors ((x=[a,bl), (y=[c,d-11))
sinonsi a=c=d alors ((x=[a+1,bl), (y=[c,d]))
sinonsi b=c=d alors ({(x=[a,b-1]), (y=[c,d]))
sinon  ((x=[a,bl), (y=[c,d]))

finsi}

finsi;

(Avec la convention que [a,bl=L quand b<a}.
Exemple 5.7.2.0.1: Le systéme d'équations associé au programme:

début n: 0..1000; x: entier;

lire(n); {0<n<1000 doit &tre vérifié & 1'exécution)

{1}
x3:=0;
{2}
L:
{3}
si x<n alors
{4}
Xi=x+2;
{s}
allera L;
finsi;
{6} )
fin.

est (en notant bs{1)=+o, bs([a,b])=b, bil1)=-, bi([a,bl)=a):

P, = ({x=1],(n=[0,1000]))

P, = [(x=[D,D]),[n=P1[n))]

P, =P, UP,

P, = ((x=P, () M [~,b8(P, (n))1), (n=P, (n) N [bi(P, (x)}, %] )

Py = [[x=Pq(x]+[2,2]],(n=Pu[n)J]

Pe = ((x=P3(x) M[bilP5(n)}+1,+=]], (n=P3(n) M[-,bs(P3(x))-1]1))

Fin de 1'exemple.
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5.7.3 Résolution du systéme d'équations approché par approximation
dynamique

Le treillis L étant infini, 11 est facile de montrer que la résolution
itérative des équations est en général non convergente en un nombre fini de
pas. Nous utilisons donc les techniques d°approximation dynamique introdui-

tes au paragraphe 4.1.2.

5.7.3.1 Approximation de la plus petite solution par une itération
chaotique croissante avec élargissement supérieur

Pour définir une fois pour toutes la méthode d'approximation utilisée
pour contraindre une itération croissante & converger en un nombre fini de
pas, nous introduisons un élargissement supérieur V sur L (4.1.2.0.4) défini

par:

- Wxel, 1Vx = xVi = x

- [a,blVic,d] = [Ei c<a alors -« sinon a finsi,

si d>b alors +» sinon b finsi]

On veérifie que cet élargissement supérieur satisfait aux hypothéses de la
définition 4.1.2.0.4. 0On notera que V n'est pas monotone (voir 4.1.2.0.7(b)).
L'élargissement ¥ sur L" est obtenu en appliquant V composante par compasan-
te. On peut alors appliquer la définition 4.1.2.0.5 de sorte que le théoré-
me 4.1.2.0.6 assure la convergence des itérations et la correction de 1'ap-

proximation.

Nous illustrons la méthode sur 1'exemple 5.7.2.0.1. Le graphe de pro-
gramme correspondant étant réductible au sens d'Allen et Cocke, nous choisis-
sons {3} comme téte de circuit (4.1.2.0.2). Par convention, nous abrégeons

((x=a), (n=p}) en (a,B). En plus, nous utilisons la remarque 4.1.2.0.7.(a):

PY = (4,1) pour j=1,...,6
P{ = (1,[0,10001)
pl = ([0,01,Pl(n)) = ([0,01,[0,10001)
Py = PV(P, LIPY) = (1,1)V(P} LI(1,1)) = ([0,01,[0,10001)
pl = fP;(x]|7[~m.2§ﬁP;(n])].P;[n)ITEQEIP;(XJJ.+w]]
= ([0,0]MN{-»,10001,10,1000] M[0,+= 1) = ([0,01,[0,1000])
Py = (PL(x)+[2,21,P}(n)) = ([0,01+[2,21,[0,1000]) = ([2,2],[0,10007)
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P2 = P;WXPQUP;J = ([0,01V([0,0]1 Ul2,2]),(0,10001V([0,1000] Li[0, 10007) }
= ([0,01V[0,21,[0,10001V[0,10001) = ([0,+»],[0,1000])

Py = (P3(x] M[-=,bs (P2(n))1,P2(n) NIbi(P(x)),+x])
= ([0,+=] 1[-=,1000],[0,10001 "[0,+=1) = ([0,1000],[0,10007)

Pi = [Pi(x]+[2,2],Pi[n)] = ([2,10021,[0,10007)

Comme PilJP; EP§ la téte de circuit est stabilisée, il reste & calculer:

Pe = (PL0X) M [bi(P}(n)+1,+=],P (n) M-, bs(P2(x))-1])
= ([0, +°] [1[1,+2],[0,1000] N[ -, +=]) = ([1,+=],[0,1000])

Nous avons donc calculé la solution approchée supérieurement suivante:

P, = (1,00,10001)
P, = ([0,01,[0,10001)

P, = ([0,+°],[0,1000])
P, = ([0,10001,[0,1000])
P, = ([2,10021,[0,10001)
Pe = ([1,+»],[0,10007)

Une itération chaotique croissante sans élargissement se stabiliserait
au bout de 500 pas de calculs tandis que 1'utilisation d'un élargissement
force a la convergence en 2 pas. La précision du résultat obtenu est évi-
demment moins bonne, mais d'aprés la remarque 4.1.1.0.9, 1la solution appro-

chée dont nous disposons peut 8tre améliorée.

5.7.3.2 Amélioration de 1a solution approchée par une itération chaotique
décroissante avec retrécissement inférieur

Ayant obtenu un post-point-fixe P de X=F(X) on a
Lfp(F) € 114s (AX.XMF(X))(P). Comme le calcul de L1Zs (AX.XTF(X)) (P) ne con-
verge pas nécessairement en un nombre fini de pas, nous proposons d'en faire
une approximation supérieure en utilisant la définition 4.1.2.0.16 et 1le
théoréme 4.1.2.0.17.

Choisissons un retrécissement inférieur A sur L défini par:
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- V¥xel, 1Ax = xAL = 1

- la,blale,d] = [si a=-~ alors c sinon min(a,c) finsi;

sl b=-» alors d sinon max(b,d) finsi]

Les hypothéses de la définition 4.1.2.0.15 sont vérifiées (voir dual de la
remarque 4.1.2.0.14). Comme précédemment A sur L" est défini en appliquant

A composante par composante. On reprend 1'exemple 5.7.2.0.1 :

P? = (1,[0,1000])

P? = ([0,0],10,10001)

PY = ([0,+=],{0,10007)

P) = ({0,10001,[0,1000])

PS = ([2,10021,[0,1000])

P? = ([1,+=],[0,1000])

Py = (PJA(PY LIPY)= ([0, +] 5([8,0111{2,10021),[0,1000]A([0, 10007 LI{0,1000]))
= ([0,+~]A[0,10021,[0,1000] A [0,10000) = ([0,1002],[0,10001)

Py = ({0,10021 N[ -»,10003,[0,1000] N[0, +=1) = ([0,1000],[0,1000])

P! = ([0,10001+[2,21,[0,10001) = ([2,10021,[0,1000])

Pl = (10,1002 M[1,+=],{0,1000] [ -»,10011) = ({1,10021,[0,1000])

Ayant convergé vers un point fixe, le résultat final est:

P. = (1,[0,1000])

P, = ([0,01,[0,10001)

P; = ([0,1002]3,[0,10001)
P, = ([0,10001,[0,10001)
Ps = ([2,1002],{0,1000])
Pe = ([1,10021,[0,10001)

Dans une implémentation, il peut se produire des débordements de capaci-
té dans les calculs arithmétiques sur les intervalles. I1 faut alors récu-
péerer 1'interruption et retourner le résultat infini (~ ou +®). De plus,
on peut tenir compte des déclarations en introduisant des tests sur les borr
nes au niveau du langage intermédiaire, en appliquant notre méthode et en

éliminant les branches mortes avant de générer le code.
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5.7.4 Exemple de suppression des tests de bornes & 1'exécution

Le premier exemple est celui de la recherche dichotomique d'une clé k
dans une table R de 100 é€léments dont les clés sont rangées par ordre crois-
sant. Nous dennons directement les résultats de 1'analyse en commentaires

du programme:

type table = tableau [1,100] d'entiers;

procédure recherche-dichotomiquelvar R: table; k: valeur entier;

m: résultat entier);

var bi, bs : entier;
début
bi := bi(table); bs:=bs(table);
{((bi=[1,11), (bs=[100,1001), (m=1))}
tantque bi<bs faire
{((bi=[1,1001}, (bs=[1,1001), (m=[1,1001))}
m:=(bi+bs) div 2;
{((bi=[1,1001), (bs=[1,100]), (m=[1,1001))}
si k=R{m) alors
bi:=bs+1;
{((bi=[2,1011}, (bs=[1,1001), (m=[1,1001))}

sinonsi k<R(m)} alors

bs:=m-1;
{((bi=[1,1001), (bs=[0,997), (m=[1,1001))}
sinon
bi:=m+1;
{((bi=[2,1011), (bs=[1,1001), (m=[1,1001))}
{((bi=[1,1011), (bs=[0,1001}, (m=[1,1001))}
refaire;
{((bi=[1,1011), (bs=[0,1001), (m=[1,1001))}
si R(m)#k alors m:=bi(table)-1 finsi;
{((bi=[1,101], (bs[0,1001), (m=[0,1001))};

fin.



{5)-51

Le compilateur est capable de montrer que les accés au tableau R sont
corrects (puisqu’ad chaque fois 1<m<100) et de méme qu'il n'y aura pas de débor-
dements de capacité dans les additions et soustractions (il est donc inutile
d'introduire du code pour signaler au pr@rammeur les fautes en cours d'exécu-
tion). De plus, en faisant pour chaque variable 1'union des intervalles ob-
tenus en chaque point du programme, le compilateur est capable de déterminer
que 1'on aurait pu déclarer m:résultat 0..100, var bi:1..101, var bs:0..100
et en particulier 1'information que le résultat m est un entier compris entre
0 et 100 peut étre prupagée dans tous les appels de la procédure. Enfin,
dans 1'instruction m:=(bi+bs)div 2 1’analyse a montré que (bi+bs)e[2,200]
et donc que bi+bs20. Par conséquent la division peut étre implémentée par
un décalage & droite (ce qui n’est pas possiblé si (bit+bs}<0). D'aprés
Welshl{1977] 1'introduction des tests & 1'exécution et la non-optimisation de
la division introduit une augmentation d'environ 50% de la taille du code

généré et de 60% du temps moyen d'exécution.

11 est tout & fait intéressant de comparer notre méthode de découverte
des intervalles de valeurs des variables entiers & la méthode de vérification
de Welsh[19771. La méthode de Welsh est une technique classique de compila-
tion qui consiste pour chague accés & une variable & supposer que sa valeur
est dans 1'intervalle déclaré par 1'utilisateur et & vérifier pour chaque
affectation a cette variable (en utilisant 1°arithmétique sur les interval-
les que nous avons définie pour le membre droit des affectations) que la va-
leur affectée est dans 1'intervalle déclaré (en générant un test si ce n’est
pas le cas). Cette méthode en un seul passage est économique mais pas trés
efficace. On constate en pratique que les programmeurs utilisent assez peu
(et & tort) la possibilité introduite par Wirth en PASCAL de déclarer des
variables entiéres dans un intervalle numérique. (Il n'est qu'a voir les
exemples donnés par Wirth lui-méme dans Wirth[1976], ol cette possibilité
n'est jamais utilisée). La raison en est que les bornes étant nécessaire-
ment des constantes numériques (et non comme en LIS (Ichbiah et al.[1974])
des constantes symboliques évaluables 3 la compilation) il faut généralement
changer toutes les bornes quand on charge une déclaration. (Dans notre pro-
cédure recherche-dichotomique on peut déclarer m:0..100, bi:1.401, bs:0..100
mais si 1’on change le nombre d’'éléments dans la table 11 faut également
changer manuellement les bornes de m, bi, bs ainsi que 1'initialisation de
bi et bs. En LIS au contraire on déclarerait m:bi(table)-1..bs(table),
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bi:bi(table)..bs(table)+1, bs=bs(table)-1..bs(table) de sorte que si 1'on
change une borne des index de la table le compilateur peut automatiquement
tenir compte de ce changement. Revenons maintenant & la méthode de Welsh.

Si le programmeur déclare m, bi, bs:entier alors il faut 3 tests sur les bor-
nes de tableau et 4 tests de débordement. Si le programmeur déclare
m:0..100, bi:1..101, bs:0..100 (ce que nous avons trouvé automatiquement) les
tests de débordement sont éliminés, 1'optimisation de la division peut étre
faite mais il reste 3 tests sur les bornes inférieures du tableau (car dans
1'acceés R(m) il faut 1<m<100 alors qu'on a vérifié que 0<m<100). Ceci résul-
te en une longueur de code augmentée de 19% par rapport & notre solution
optimale et une augmentation du temps moyen d'exécution de 17%, (chiffres
donnés par Welsh). Une méthode de vérification basée uniquement sur les dé-
clarations globales est forcément incompléte car le type d'une variable en

un point d'un programme est presque toujours un sous-type du type déclaré
globalement (Meertens[1875]). Ainsi dans notre exemple, pour signifier que

le type de m n'est pas le méme dans la boucle et & la sortie de la boucle,

un programmeur bien informé des méthodes de compilation pourrait introduire

une variable p supplémentaire et écrire:

procédure recherche-dichomotique(var R:table; k:valeur entier;

p:résultat 0..100);

var bi:1..101; bs:0..100; m:1..100;
début
bi:=1; bs:=100;

tantgue bicbs faire
m:={(bi+bs) div 2;
si Rlm)=k alors
bi:=bs+1;
sinonsi R(m)>k alors
bs:=m-1;
bi:=m+1;
refaire;

p:=si R(m)=k alors m sinon O finsi;

fin.
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Toutefois cette solution n'est pas encore acceptable car dans 1'instruction
m:=(bi+bs) div 2 le type du membre droit est ([1,101]+[0,100]) ggg‘[z,zj =
[0,1001 et il faut introduire un test pour vérifier que (bi+bs) div 221 |

Le probleme est alors de comparer le colt de ce test & 1'exécution au cout
de 1l'analyse permettant de 1'éviter. Un élément de comparaison plus impor-
tant est certainement gue notre approche permet la découverte d'un plus
grand nombre de fautes de programmation avant 1'exécution du programme. En-
fin, notre approche reste valable dans le cas de bornes symboliques (voir

§5.8).

5.7.5 Combinaison des analyses approchées avant et arriére

Nous illustrons la technique exposée au paragraphe 5.6.2.3. dans le cas
o0 la convergence n'est pas naturellement garantie. Disposant des approxima-
tions supérieures F($) et B(V) des systémes d'équations sémantiques en avant

Fﬂ(¢] et B"(W] on calcule:

pt 2 Lfp(F($))

P2 = plAx? ot X2 2 1fpOX.P' BT (X))
p2k*d P25éx2k+1 ot x2K*1 5 zfp(Ax.szr1F($d(x1)
P2k+z - sz+xAx2k+2 ol x2k+2 a pr(AX.P2k+1[]ET$)(X])

D'aprés la définition 4.2.1.0.15 du retrécissement inférieur A la suite est
finie et chague terme est plus grand que pr(F"[¢)) gﬁ_lfp(ﬂn(¢]). Pour
calculer les Xk, on utilise une itération chaotique croissante avec élargis-
sement supérieur, puis si la solution obtenue n'est pas un point fixe, on
1'améliore par une itération chaotique décroissante avec retrécissement in-
férieur.

Nous illustrons la technigue sur le programme de tri d'un tableau, par
la méthode de "remontée des bulles”, que nous avons pris dans Mannal 1974,
p.181]. En enlevant toutes les instructions manipulant le tableau & trier

(dont on ne tient pas compte dans 1°analyse approchée) ce programme s'écrit:
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{11
it=n;
{2}
L
{3}
51 iz0 alors
{4}
j:=0:;
{5}
M:
{6}
si j=i alors
{7}
ii=i-1;
{8}
allera L;
finsi;
{9}
Ji=3+1;
{10}
allera M;
finsi;
{11}

Le systéme approché d'équations en avant associé au programme est le suivant:

P, = ¢ ,
( P, = P,(i*n) r!

Py = P,LlPg

P, = Pgli«i=0)

P, = P“[j<—[0,0])
< Ps B Psupw

P, = P li«iflj,j<«1iMnj)

P, = P,li+i-1)

P9 = P6[1+—i¢.j,j‘—i 2j)

Pm ] ngj*‘j+1] Graphe de dépendance
\ Pu = Pa[i*-ir][0'03] (téte de cycig: 5)



(5)-55

Le systéme approché d'éguations en arriére associé au programme est le

suivant:

-
—
1t

P, (i«[ -, +0] n+i)
= PEI

= P UP,

= Pg(jol -, +])

= PB

= Py UP,

= P i «i+1)

= P,

=P, (§¢j-1)

10
=P
_6 Graphe de dépendance
=Y (téte de cycle: B)

~N

w

=

w0

o

~

W TV W T TV WV VD W T T
- W @
=)
I

-
—

Pour analyser le programme, on utilise les spécifications:

((i=1),(3=1), (n=f -, +=]))
((i=[ -, +o]), (j=[ -0, +o]]}, (n=[ ~»,+=]})

u

sans donner le détail des calculs:

P 2 ILfp(F(p))

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
i 1 [—oo'+00][—oo' +°°][_°°:+°°][_°°: +oo][—oo'+co][ D,+oo][—1,+oo][—oo, *m][-mb"w][ 0,0 ]
i 1 1+ [ 0,+][ 0,+=][ 0,0 I{ 0,+=]1[ 0,+][ 0,+=][ 0,+=][ 1,+o][ ©,+w]

n [-o,+0][-o, +0] [, +0] | -0, +o] -0, +0] [-o, +o] -0, +0] [ -0, +oo] [ -, +oo] [~c0, +o] [-c0, +]

Ce résultat est trés décevant mis & part pour } od 1'on a découvert qu'étant
initialisé par zéro et incrémenté de un, 11 est positif. L*analyse en

arriére apporte une amélioration:

P? = P'AX® ot X2 2 IfpOAX.PI BT (X))

1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 "
i [ O,+lf 0,41 1,4+ 1,+°1[ 1,+=][ 1,+=][ 0,+=][ 1,+o][ 1,+=]1[ 0,0 ]
3 1 1 [ 0,+=]1 0,+=][ 0,+=][ 0,+=][ G,+=]1[ 0,+=][ 0,+=][ 1,+=]1[ @, +w]

0 [0,+@][ -2, +of[-m, +w][ -0, +0] [ -®, +00] [ <0, +e0] [ ~00, +e0] [ -0, +00] [ 0, +e] [ =00, +0] [ a0, +o0]

L'analyse en arriére a permis de découvrir que i étant décrémenté de un dans

une boucle qui s'achéve avec i=0, il faut nécessairement que i soit positif
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avant 1'entrée dans la boucle pour gue cette boucle se termine. Les informa-

tions qui viennent d'étre trouvées sont propagées en avant:

P = P2AX®  od X 2 IfpOAX.P2IBF) (X))

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
i 1 10,+][0, +][1, +] [1, +0][1,+0][1,+] [0, +][1,+x][1,+2]1[0,0 ]
J 1 1 [1,+0][1,+][0,0 1[0, +e][1,+@][1,+=] [0, +=][1,+=][1, +x]

n  [0,+2][0,+=][0,+=][0, +=][0, +=][0, +=] {0, +=] [0, +©] [0, +=] [0, +] [0, +]

Une derniére étape montre que les résultats se stabilisent. Nous avons d*
ailleurs trouvé le meilleur résultat gue 1'on peut obtenir avec les systémes
d'équations approchés dont nous disposons. En particulier, nous avons décou-
vert que si ne[-»,-1] alors le programme ne se termine pas ou conduit & une
erreur. D'ailleurs la spécification d'entrée n=0 est donnsée par Mannal[13974,
p.181], mais il est intéressant de noter que si elle n'est pas fournie par

le programmeur, il est facile de montrer automatiquement et a peu de frais

qu'il y a erreur.

Ayant découvert la condition d’'entrée:

((i=1),(3=1),(n,[0,+=]))
et les déclarations qui doivent figurer dans le programme

D = ((i=[0,+=]}, (j=[0,+=]), (n=[0, +=]))
il reste & déterminer ol doivent &tre placés les tests 3 1'exécution.
Connaissant les propriétés Pi des variables au point d'entrée a, d'une ins-
truction I, il suffit de vérifier en utilisant le systéme d'équations en a-
vant, que le transformé P de P3

Kk
dans B. Si ce n'est pas le cas, un test & 1'exécution est nécessaire, ainsi:

par I au point de sortie a de I est inclus

- Au point d'entrée il faut tester que n>0.

- Quand on décrémente i on a [1,+~]-[1,1] £[0,+»], aucun test n'est
nécessaire.

- Quand on incrémente j on a [0,+=]+[1,1]=[1,+~+1] le compilateur doit pré-
voir la détection possible par le matériel d'une faute par débordement
supérieur lors de 1’incrémentation de j. En fait ceci est inutile car on
voit que l'on a toujours j<i. D'aprés 1'approximation qui a été choisie
en 5.6.1, il est impossible d'exprimer des relations entre ces variables
et donc de découvrir cette inégalité. Nous présentons maintenant une tech-
nique d'approximation moins grossiére qui permet de découvrir des relations

entre variables numériques d'un programme.
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5.8 DECOUVERTE AUTOMATIQUE DE RELATIONS LINEAIRES D'EGALITE OU D'INEGALITE
ENTRE VARIABLES NUMERIQUES D'UN PROGRAMME

I1 est assez rare gu'un raisonnement sur un programme ne nécessite pas
la découverte de relations invariantes entre les variables Xys wees X du
programme, (voir par exemple 5.6.1.2). Dans cette application nous proposons
de découvrir des relations linéaires d'égalité (axl+bx2+...+wxn=a ol
a, b, ..., wet a sont des constantes) ou d'inégalité (axl+bx2+...+wxn5al
entre les variables numériques Xys ones xn d'un programme. Comme exemple
introductif nous donnons 1'analyse du programme de tri, par "remontée des

bulles”, de Knuth[ 1973, p.107]:

procédure tri(N : valeur entier; K : tableau[1,N] de réel);

var B, J, T : entier;

début
B:=N;
{1}
tantque B21 faire
{2}
J:=1; T:=0;
{3}
tantque J<(B-1) faire
{4}
si K[JI>K[J+1] alors
{5}
échanger(J,J+1); {pas d'effets de bord sur N,B,J,T}
{6}
Te=1;
{7}
finsi;
{8}
Je=3+1;
{9} -
refaire;
{10}
si T=0 alors retourner finsi;
{11} T
B:=T;
{12}
refaire;
{13}

fins

L'analyse automatique de cette procédure (qui a été effectuée grace a 1'im-
plémentation expérimentale de cette application réalisée par N.Halbwachs),

a permis de découvrir les invariants suivants:
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P1 = {B=N}
P, = {1<Bsn}
P, = {1<BsN, J=1, T=0}
P, PP = {BsSN, T20, T+1<J, J+1<B}
P, = {B<N, J21, J+1<B, J=T}
Pg = {B<N, J+1<B, J21, T=20, T<J}
Py = {BsN, J<B, J22, T20, T+1<J}
Pro,Py1 = {BsN, J<B, 7120, T+1<J, B<J+1}
Pis = {o=N, T20, T+1<3, T=B}
P, = {B<N, B<1}
5

Cette information est utile pour vérifier que les index de tableaux
gont compris entre les bornes surtout quand ces bornes sont données sous for-
me de constantes symboliques (alors que 1'application 5.7 est mieux adapteée
au cas de bornes numériques). De plus ces invariants sont indispensables &
la justification du programme et sont complémentaires des spécifications don-

nées par le programmeur, qui bien souvent n'entre pas a ce niveau de détails.
5.8.1 Espace de propriétés approchées.

Soit PePn = Un+{¥£§13f225} unepropriété sur n variables & valeurs dans
1'ensemble U des rationnels. L'espace de propriétés approchées est défini
par la fermeture supérieure p ol P(P) est la propriété caractéristique de
1'ensemble des points de 1'enveloppe convexe de 1'ensemble caractérisé par

P. L'interprétation géométrique est donc:

Yi ' Vi

+ P(x,y) p(P)(x,y)

+
+ 4+ +

xy

XY
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Pour comparer cette application 3 la précédente qui concernait la dé-
couverte d’un intervalle devaleurs des variables numériqgues, il faut observer

gue la fermeture utilisée au paragraphe 5.7 était plus simplement:

y § y
Pi{x,y) p(P)(x,y)
+ )
Yoy
+ + +
+
J . - [ >
X X

Pour 1'application qui nous intéresse maintenant, 11 faut étudier 1'en-
semble D(Pn). Soit PeP”. Comme U est 1'ensemble des entiers, rationnels ou
réels que 1'on peut représenter en machine, il est fini. Par conséquent le
nombre de valeurs de U" qui satisfont P est fini, et donc p(P) est un poly-
hédre convexe puisque c'est 1’enveloppe convexe d'un nombre fini de points
de 1'espace u". En conclusion, on peut représenter p(P) par un nombre fini
de relations linéaires d’égalité ou d'inégalité entre les variables du pro-
gramme. (En prenant un point de vue plus abstrait on peut cublier les limi-
tations habituelles des langages de programmation et considérer que les va-
riables du programme sont & valeurs dans 1'ensemble R des réels. Dans ce
cas p(Pn) correspond aux sous-ensembles convexes de R" et vertains ne peu-
vent pas étre décrits par un systéme fini de relations linéaires d’égalité
ou d'inégalité. Alors 1'espace des propriétés approchées qui correspond aux
polyhedres convexes n'est pas un treillis complet. Toutefois 1'utilisation
des algorithmes d'approximation dynamique développés au paragraphe 4.1 garan-
tit que la résolution itérative des systémes d'équations associés aux pro-
gramnes se fait en un nombre fini de pas de sorte que la limite de 1la suite

des itérés est un polyhédre convexe, (voir remarque 4.1.2.0.7.(e)).

5.8.2 Reégles de construction du systéme approché d'équations en

=~

-~ avant associé & un programme

Affectation:

Soit X le vecteur colonne des variables du programmne et AX<B le
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systéme de contraintes avant une instruction d'affectation {pour simplifier,

les relations d’égalité son représentées par deux relations d'inégalité oppo-

sées):

- L'affectation n'est pas linéaire (comme x:=x2+yz-t) alors le systeme de
contraintes apres l'instruction est obtenu en éliminant x dans le systéme
AX<B.

- Sinon 1'affectation est linéaire de la forme x :=a1x1+...+anxn+b ol

k

al, e, an,b sont des coéfficients rationnels.

Si a, n'est pas nul alors 1'affectation est inversible, c'est-a-dire
que 1'on peut calculer 1'ancienne valeur de X, pour laguelle un syste-
me de contraintes est connu en fonction de la nouvelle valeur. Le
systéme de contraintes aprés 1'affectation est donc obtenu en rempla-

cant x,_ par (xk—alxl- . —ak_lxk_l—akﬂxk“...—anxn—b]/ak dans AX<B.

K

. Si ay est nul alors 1'ancienne valeur de x, est perdue et on &limine

K
Xk du systeme de contraintes AX<B. On rajoute ensuite la contrainte

X, =a X +*+ ... +a X +a X +...+ta x _+h.
k 171 k-1"k-1 "k+i"k+ nn

Exemple:
s . s 1 - X, z 1
Systéme de contraintes & l'entrée 2
, X, *+X_ = 5
d'une affectation : 1 72
X 7, 2 -1
Affectation non Affectation linéaire Affectation linéaire
linéaire : non inversible : inversible
x2:=(x132—[x2]2 x2:=x1+1 x2:=x1+x2/2=1

Systéme de contraintes en sortie :

[x > 2 X > 2 -2x +2% = 3
1 1 1 2

X X, = 1 - xl+2x2 > 7

+3x1—2><2 > -3

Fin de 1l'exemple.

Test:
Si le test est linéaire, les contraintes en sortie sont obtenues en

rajoutant la contrainte du test au syst@éme de contraintes en entrée. Si
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le test n'est pas linéaire, il est simplement ignoré et les contraintes en

entrée et sortie sont les mémes.

Joncetion de chemins d'exécution:

A une jonction de chemins Als oees a, o0 les systemes de contraintes res-
pectifs sont AIXSBI, ey AkXSBk' on calcule le systeme de contraintes corres-
pondant a 1'enveloppe convexe des polyhédres convexes définis par

A1XS81’ ooy AszBk, (Pour éviter une partie de ce calcul codteux, on main-
tient dans 1’implémentation, une double représentation des propriétés appro-
chées: un systéme de contraintes et le systéme générateur du polyhédre corres-

pondant (Lanery[1966]1)].

Exemple:
x, X, 4
2
X 2
! . X, 2
X, 20 "
S X, = 2
X +x_ £ 1 2
] 1
Xy 0 1 Xy

>
Xy o
Xx =z 0
2
<
X, 2
- + <
X, +X,< 1 .

Fin de 1l'exemple.

5.8.3 Resolution approchée du systéme d'équations par une itération
chaotique croissante avec élargissement supérieur

La résolution itérative du systéme d'équations associé & un programme
étant en général non convergente en un nombre fini de pas, nous utilisons une
itération chaotique croissante avec élargissement supérieur (définition
4.1.2.0.5).

L’élargissement supérieur PIVPZ est constitué par les contraintes de Pl
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satisfaites par les &€léments du systéme générateur de P,. Comme le nombre
de contraintes ne peut ainsi que diminuer, les conditions de la définition

4.1.2.0.4 sont satisfaites.

Exemple:
34
1423 < -2
Q;] 1+23 < B 1
| 0 I
A
'_—I+2J < -2 J
Q,] 1+2J < 10
Jz 0 1
0 I
NE
_ |F1+23 < -2
GV, J> 0
1
0 I

Fin de 1l'exemple.

Nous illustrons la résolution d'un systéme d'équations.approché associé

& un programme sur l'exemple suivant:

{1}
I:=2; J:=0;
{2}
L:
{3}
si ... alors
{4} T
I:=T+4;
{5}
sinon
{6}
T:=T+2; J:=3+1;
{7}
finsi;
{8}
allera L;

(Le test d’une condition non linéaire est ignoré).



(5)-63
Les régles énuncées au paragraphe 5.8.2 permettent de construire le sys-
teme approché d'équations en avant associé & ce programme:

T
= affectation(I:=2) o affectation(J:=0) (P,)

—
]

N

= enveloppe—convexe[Pz,Pel

P,

= affectation[1:=1+4)(Pq]

w

&

wn

=P
3
= affectation(J:=J+1) o affectation[I:=I+2](P6]

[

’D\ITJ"UTJTJ'UTJ'U
I

= enveloppe~convexe[P5,P7)

L'exemple étant trés simple, nous pouvons maintenant illustrer la réso-
lution approchée de ce systéme d'équations. Comme 1'autorise la remarque
4.1.2.0.7(c}, 1'élargissement n'est utilisé que lorsque suffisamment d'infor-

mations sont rassemblées en chague point du programme.

P; = 1 pour i=1..8 {polyheédre vide)

Pl =T

P; = affectation{1:=2) o affectation[J:=0](P:]
= {1=2,3=0}

Py = enveloppe-convexe(P},Pl) = enveloppe-convexe(P),1)=P]

pl . p! . p!

y 6 3

P; = aFfeotation(]:=I+4](P;]
= {1=6,J=0}

Pl = affectation(J:=J+1) o affectation(I:=I+2)(P!)
= {1=4,3=1}

P; = enveloppe-convexe(P;,P;l

= {1+2J=8,4<1<6}

J r J 4
p 1
8
P 1
) pl 1 p )
2 *\\\\ 5
Y » >
2

&
o
-4
Y
(=]
N
o
L]
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P§ = enveloppe-convexe(P;,P;]
= {2J+2<1,I+2J<6,0<J}
2 _ 2 _ 2
P, =P =P}
p2 = affectation(1:=1+4J[P§)
= {2J+B6<1,1+2J<10,0<3}

(I est remplacé par I-4 dans PE car 1'affectation est inversible)

P% = affectation(J:=J+1) o affectation(I:=I+2][P§)
= (2J+2<1,1I+2J<10,1<3)

(I et J sont remplacés respectivement par I-2 et J-1 dans Pé).

P§ = enveloppe—ccnvexe[Pi,P?)

{23+2<1,6<1+2J<10,0<J3}

ik it
2
‘-"‘P7
, 2
Pz
. : -
0 I 0 z !
P = P2 V enveloppe-convexe(P?,pP?)
: s 2’ 8
J 74

enveloppe—convexe(PZ,Pz)
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Pd = {2J+2<1,0<31}
3 _ p3 _ p3
Py =P} =P}

Pg = affectation[1:=1+4](Pz]
= {23+6<1,0<3}
P: = affectation(J:=J+1) , affectation(1:=1+2](P:)
= {23+2<1,1<J}
pl = enveloppe-convexe(P?,p?)
8 57 7
I I
3
P3 )
P 3 ,,f‘—-{—.
5 .
//4iimm__:
<= 4
2 x/ // 2
=L p3
2
0 > 4 f’ 0 2

P: = {23+2<1,6<1+231,0<)}

Alors enveluppe~convexe(Pg,PgJ=P2, donc a trouvé un point fixe du systéeme

d'équations et le résultat final est:

{1}
I:=2
{2} {1=2,

{3} {23+2<1,0<3}
si ... alors

{4 7 {2J%2<T1,0<J}
1:=I+4;
{5} {23+6<1,0<J}
sinon

{6} {23+2<1,0<3)
Te=I+2; J:=J+1;
{7} {23+2<1,1<3}
finsi;
{8} [23+2<1, 651+23,0<3}
allera L;
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En particulier, nous avons trouvé un invariant de boucle {2J+2<I,0<J}

qui exprime une relation invariante entre les deux variables T et J du pro-
gramme bien due cette relation ne soit mise en évidence dans aucune instruc-
tion du programme.

On trouvera des informations complémentaires concernant cette applica-
tion dans Cousot & Halbwachs[1978]. En complément de cette référence,
ajoutons que les résultats obtenus par une itération croissante avec élar-
gissement supérieur peuvent &tre améliorés par une itération décroissante
avec retréecissement supérieur (comme au paragraphe 5.7.3.2). Si 1'on désire
également obtenir des contraintes nécessaires pour que le programme se ter-

mine sans erreurs, on utilisera la technigue 5.7.5.

5.8.4 Exemple

Pour terminer, nous reprenons 1l'exemple 5.7.4 de la procédure de recher-
che dichotomique d'une clé k dans une table R comportant n é&léments dont les
clés sont rangées par ordre croissant. Noter que le nombre d'éléments du
tableau est maintenant une constante symbolique & valeur fixe mais indétermi-
née et non plus une constante numérique. Nous donnons en commentaires de la
procédure les résultats de 1'analyse des relations linéaires d'égalité ou
d'inégalité entre les variables de la procédure. Cette analyse a été automa-
tiquement réalisée en machine. Ces résultats pourront &tre avantageusement
comparés a ceux obtenus par les méthodes de vérification de Suzuki &
Ishihatal1977], les méthodes heuristiques de German[1978] procédant par essais

et erreurs et les méthodes d'analyse du flot des données de Gilbert[1977].
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type table = tableau [1,n] d'entiers;

procédure recherche-dichotomique(var R: tahle; k: valeur entier;

m: résultat entier);

var bi, bs : entier;
début
bi := bi(tablel); bs := bs(table);

Abi=1, bs=n}
tantque bis<bs faire
{1<bisbssn}
m := (bi+bs) div2;
{1<bis<bssn, 2msbi+bs<2m+1 (et donc 1<ms<n car m est entier)}
si k=R(m} alors
bi := bs+1;
{1sbs<n, bs<2m<2bs, bi=bs+1}
sinonsi k<R(m)} alors
bs = m-1;
{1sbisn, 2bi-1<2ms<bi+n, m=bs+1}
bi := m+1;
{1<bs<n, bs<2ms<2bs, bi=m+1}
{m<bs+1, 3bi<2bs+n+3, 3bi<Zbs+2m+3, 2bi<2bs+3, bs+m+1sbi+n,
bi+msbs+n+1, 1<n, bs<n, bs<2m, bs+4<3bi+m, 1<2m, bs+1<bi+m}
refaire;
{1<bi, bss<n, bs<bi, (noter que si n<1, m n'est pas initialisé)}
si R(m)=k alors m := bi(tablel-1 finsis

fin.
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5.9 HIERARCHIE DES APPLICATIONS

Pour terminer ce chapitre, nous pouvons ordonner partiellement quelques
analyses approchées qui ont été données en exemples (en utilisant la notion
intuitive de précision de 1'approximation qui correspond & 1'ordre c dans 1le

treillis des fermetures):

Connexité du graphe
de programme (§5.4)

1N

Propagation des Signe des Parité des
constantes (§5.5.2) variables (§5.2) variables (§5.3)

N T
\/  \/

Intervalle de valeurs Signe et narité des
des variables (§5.7) variables (§5.4)

d'inégalité entre variables (§5.8)

\
\

Relations linéaires d'égalité ou
Analyse sémantique
exacte [(§3)
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Un travail qui reste & faire est de compléter ce treillis avec d'autres
applications intéressantes. S'il peut étre difficile d'imaginer des modéles
approcheés et utiles, chacun des exemples donnés dans ce chapitre a montré que
le schéma théorique que nous proposons offre un guide trés précis mettant en
évidence les problémes & résoudre pour chaque application particuliére et
proposant des méthodes générales pour les solutionner.

' Enfin, la méthode d'analyse des programnes que nous proposons est la
méme gu'il s'agisse d'analyse sémantique exacte (§3) ou qu'il s'agisse d'ana-
lyse sémantique automatique mais approchée (§5). Entre ces deux extrémes,
on pourrait utiliser le méme modéle pour effectuer & la main des analyses
approchées mais trop complexes pour &tre complétement automatisables. Bien
que nous n'ayons pas donné de tels exemples, 11 y a8 1a un champ ouvert d'ap-

plications intéressantes.

5.10 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Les techniques booléennes d'optimisation de programmes remontent 3
Vyssotsky et Wegner qui les ont mises en oeuvre dans un compilateur FORTRAN.
Ils utiliserent une méthode de résolution itérative. Plus tard Allen[1970],
Al1en[1971], Cocke[1970] introduisirent une méthode de résolution comparable
a la méthode d’élimination de Gauss et basée sur les intervalles du graphe
de programme. Cette méthode qui exige que les équations soient booléennes
et le graphe de programme "réductible” n'est pas générale, (Earnest[1974],
Graham & Wegman[1876], Hecht & Ullman[1972], Hecht & Ullmanf 19741,

Kasvanov[ 1973}, Kennedy[1972], Schaefer[1873], Tarjan{1974]). La résolution
itérative des équations booléennes a été utilisée indépendamment par Ichbiah,
Morel & Renvoise[19727,Hecht & Ullman[1973], elle n’impose évidemment aucune
restriction. Les tentatives de comparaison entre lies méthodes directes et
itératives (Hecht & Ullman[1975], Kennedy[19761, Tarjan[1875]1) n’apportent
pas de conclusions trés tranchées car les hypothéses qui permettent d'utili-
ser les méthodes directes assurent généralement une convergence rapide dans
les méthodes itératives. Par exemple, dans le cas du probléme des variables
vivantes (4.2.4.1.1), on sait démontrer 1'existence d'un ordre optimal de
parcours du graphe de programme (Kennedy[1975], Tarjan[14761) et quand le
‘programme est réductible, on sait donner un algorithme pour construire cet
ordre (Aho & Ullman[19876]). Cela montre d’ailleurs que le probleme de 1'étu-

de théorique des stratégies chaotiques optimales peut recevoir une réponse dans
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certains cas particuliers intéressants. Spillman[1971],Boom[1974] et Aho &
Ullman[1877, ch.14.7] discutent 1'emploi des techniques classiques d'optimi-

sation des programmes en présence de pointeurs.

Notre méthode d'analyse des programmes généralise 1'idée déja ancienne
d’effectuer une exécution symbolique sur des valeurs abstraites caractérisant
les propriétés a découvrir, Jensen[1965], Naur[1965], Sintzoff[1972],
Kildall[1873], Karr[1875], Schwartz[1975], Wegbreit[1975].

On trouvera des exemples de techniques pour déterminer a la compilation
le type des objets manipulés par un langage de haut-niveau dans Bauer &

Saall1974]1, Tenenbaum{19741, Jones & Muchnick[1876] et Kaplan & Ullman[1978].

On pourra comparer notre application & la découverte d'un intervalle de
valeur des variables numériques d'un programme (§5.7) & 1'approche empirique
de Harrison{1877]. Pour mémoire, rappelons les méthodes de vérification uti-~

lisées par Welsh[1877] et Suzuki & Ishihata[1877].

L'application & la découverte de relations linéaires d'égalité ou d'i-
négalité entre les variables d'un programme (§5.8) améliore les résultats de
Karr[1976]1 sur le probléme plus simple de déterminer des contraintes linéai-
res d'égalité. Il existe des approches différentes de la ndtre qui ont ap-
porté des réponses partielles au probléme de découvrir des relations inva-
riantes entre les variables d’'un programme: Cooper[1971], Caplainf1975],
Elspas[1974], Germain & Wegbreit[1975], Katz & Mannal 18761, Wegbreit[19747,
Wegbreit[1977].

Signalons pour terminer que 1’application & la découverte automatique
d'un intervalle de valeurs des variables numériques d’'un programme a &té

implémentée par un éléve de J.Cohen & 1'Université Brandeis & la suite de
Cousot & Cousot{ 19781, Curry[1977] applique 1'idée d'interprétation abstrai-

te de Cousot & Cousot[1977] & un langage de programmation graphique,
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6. ANALYSE SEMANTIQUE DES PROCEDURES RECURSIVES

Nous considérons maintenant un langage de programmation plus général
que précédemment avec affectation, instruction conditionnelle, instruction
de branchement inconditionnel, structure de bloc et procédures éventuel-
lement récursives (avec passage de paramétres par valeur-résultat). Cette
étude est nécessaire pour tenir compte de traits de langage trés largement
utilisés dans les langages de programmation. Elle a également 1'avantage
de montrer que la démarche que nous avons suivie, dans les chapitres
précédents, pour élaborer une méthode d'analyse sémantique des programmes
est tout & fait géneérale. Nous reprenons le plan de 1'étude des programmes
séquentiels itératifs, & ceci prés qu'au lieu de considérer des syst&mes
d’eéquations de la forme X=F(X), nous devons considérer des systémes de la
forme f(X) = F(f}(X). En effet, nous avons observé au chapitre 3 que nous
pouvions analyser un programme séquentiel itératif W en associant 3 chaque
point o du programme un prédicat Patwl qui dépend implicitement d'une
spécification d'entrée Y. Ces prédicats étaient obtenus comme solution d'un
systeme d'équations P(¥)=G(P)(¥}. En observant que le systéme d’équations
peut s'écrire sous la forme P(¢]=FW(¢)(P(¢]] et en analysant le programme
pour une spécification donnée ¢, 11 n'était pas nécessaire de considérer
un systéme d'équations fonctionnellss puisque nous pouvions poser
Xa=Pa[¢) et résoudre X=F(X) avec F=F"(¢). Dans le cas d'une procédure
réecursive le systéme d'équations P(¥)=G{P)(¥) s'écrit sous la forme
P{¢)=H(P(g(¥))) puisque pour chague appel récursif de la procédure, il y a
une spécification d'entrée différente qui est fonction de la spécification
d'entrée correspondant & 1'appel principal. Pour la résolution exacte de
P(#)=G(P) (¢}, la simplification consistant & ne considérer que la seule
spécification d'entrée correspondant & un appel principal donné, ne peut
donc pas &tre retenue puisque ceci conduit & considérer chacune des spé-
cifications d’entrée correspondant aux diverses invocations récursives de

la procédure, c'est-a-dire un nombre généralement infini d'équations. I1



{(6)-2

est donc nécessaire d'associer en chaque point de la procédure une fonction
(ou transformateur) de prédicats, ce qui ne pose pas de nouvelle difficulté
théorique puisqu’on peut résoudre P(®)=G(P)(¥) en utilisant les résultats
obtenus dans les chapitres précédents (en posant P=F(P) avec

F=AP.{A@.[G(P) (¥)1}). Toutefois dans le cas d'une analyse approchée, il est
possible de spécialiser les méthodes automatiques de résolution approchée
au cas de systemes d'équations fonctionnelles tout en évitant la difficulté
d'avoir & représenter en machine des fonctions. Il suffit de reprendre
1'idée de spécifications d’entrée données et celle d'approximation pour

éviter d'avoir & considérer un nombre infini de spécifications d'entrée.

6.1 SEMANTIQUE DEDUCTIVE EN AVANT DES PROCEDURES RECURSIVES

Comme nous considérons maintenant un langage & structure de bloc,
chague variable du programme n'est pas visible en chaque point du programme.
I1 faut donc définir en chaque point du programme un environnement
[xl:Ul,...,xn:Un), en bref (x:U), qui donne les variables du programme
visibles en ce point et pour chacune d'elles le domaine de ses valeurs. Cet

environnement est défini statiquement par la syntaxe du langage.

Soit f une procédure comportant o points programme 15 ssas a, et dont
les param@tres passés par valeur V=[X}""'Vp] et résultat r=(r1,...,rql
sont & valeur dans T=(T1,....Tp) et T'=[T;,...,T’q]. A chague point a; de
la procédure f auquel est associé un transformateur de prédicat
¢ie[(TQB) > ((+B)) od B=£x£§i, faux} qui est obtenu comme la plus petite
solution d'un systéme d’équations sémantiques en avant associé 3 1la procé-
dure f. Soit ¢e(T+B) une spécification d'entrée de la procédure f, alors
1'ensemble des valeurs possibles des variables x au point a; lors d’une
exécution de f, (appelée avec des paramétres d’entrée dont les valeurs v

sont telles que ¢(v) est vrai), est caractérisé par ¢i(¢].

Nous donnons maintenant les regles de construction du systéme
d’équations en avant associé & une procédure. Les régles pour 1'affectation,
les tests et les branchements inconditionnels sont les mémes qu'au chapitre 3

mise & part la prise en compte de la portée des identificateurs résultant
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de la structure de bloc. La principale difficulté est constituée par les

régles correspondant aux déclarations et appels de procédure.

Affectation :
Soient (x:U) et by les environnement et transformateur de prédicats
associés au point ay d'une procédure, avant 1'affectation x:=e(x) o

ec(lbl). Alors 1'environnement correspondant au point a aprés 1'affectation

J

est (x:0) et ¢j=affectation[e]°¢i= En résumé, on écrira :

<¢i . (;(:U)>
;:=e(§)x

<¢j=affectation[e]°¢i , (x:M)>

Instruction conditionnelle :
<¢; > (x:T)>
si p(x) alors (o0 pe (U+B))
<¢,=testlpled, . (x:T>
sinon
<, =test(non(p)led, , (x:0)>

finsi;

Bloe :

A la différence d'ALGOL 60 (Naur W963]) nous considérons qu'une seule
déclaration est applicable & un identificateur en chaque point d'un pro-
gramme, c'est-a-dire que comme en LIS un identificateur T déclaré dans un
bloc A ne peut pas &tre redéclaré dans un bloc B intérieur & A avec
1'effet qu'a 1'intérieur de B la déclaration de I en B masque la déclaration
de I en A. Ceci n'est pas une restriction sémantique puisqu'il est toujours
possible de modifier syntaxiquement les identificateurs du bloc intérieur.
Ce trait de langage a d'ailleurs été adopté dans guelques langages de pro-

grammation (Ichbiah et al. H9741, Lampson et al. f19771).



(68)-4

<¢; » Ox:l)>
début
yl:tl. fans ym:tm;
<q>j=début('aff]o¢i , (x:0,y:T)>
<¢k , [Q{U,§:73>
fin;
<¢2=fin[U,T]o¢k , (x>
ol
- les identificateurs ;Eyl,...,ym sont syntaxiquement différents des

X=X ) sses X o
1 n

- TETIX....XTm et les T,, ..., Tm sont des domaines de valeurs des

variables de type t1' seus tm.

- début(U,T) début((le...xUn].[Tlx...me)]
e (U>B) ~ (UxT+B)
e ((U;x.auxU +B) ~ WU xewoxlU xT xuuoxT +B))
__n _ __ . n 1 m
AP. {X(x,y) . [P (x) et y=QI} m
AP.{A[xl,...,xn,yl,...,ym].[P(xl,....xn] et (ET(y

=i
ol 2, est la valeur "non-initialisé” dans T j

J J

j=9j]]]}

- £fin(0,T
e ((UxT-B) -~ (+B))
= AP{AG) . [AveT : P(x, V) 1}

= XP.{A(XI,....xn].[EIVI..... vl e Tlx}..me : P[xl,...,xn.vl;....vmlﬂ

On exprime simplement que dans le blec, les variables xl, e Xn et
yl, sees ym sont visibles. A l'entrée du bloc, on sait que les variables
xl, veus xm ont méme valeur qu'a l'extérieur du bloc et que les yl, ceen Vo

ne sont pas initialisés. A la sortie du bloc, les variables y ,...,ym
1

locales au bloc sont éliminées.

Soient P, i, n, il. caes iq tels que Pe(le...xUn+B), (1<i,qg=<n),
(vke 1.ql, (1SikSn]] et (¥k,Le M,ql, (k=2) = (ikxig)]. Dans la suite on

utilisera les notations suivantes :
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=n
0.(P) = le,...,vi_l,vi”,...,vn].[Elani : P[V,""‘Vi-l’a’vi+1""’vn]]
a" o= onTaAn Tt gt o
i,...,1 i i i i
1 q 1 2 q-1 q
(noter que : fin((U x...xU 1, (T %.o.xT 3} =™ )
— 3 n 1 m N*1,.0.,04M
n - .
0 (P) Ax.[H(al,...,ai_l,ai+l,...,an] € (le...in_lei*lx...xUn] :
P(al,...,ai_i,x,ai+l,...,an]]
o . (P = Alx ,...,x ). D(vkel1,n-{1 ,...,i }, a,ell) : Plv ,...,v )]
i,ee., i g 1 q k™ k 1 n
1 q ‘
ot Y&elt,nl, Vg = si (djel1,q]: £=ij] alors xJ sinon a, finsi;

Etiquette et branchements inconditionnels :

Nous considéreons que les valeurs des étiquettes sont statiquement
determinées et que les branchements inconditionnels sont & 1'intérieur
d'une méme procédure. (Les sauts & 1'extérieur d’'une procédure qui
améneraient & considérer des égquations plus complexes sont donc exclus).

Le transformateur de prédicats ¢i associé au point de programme ay
sulvant une étiquette L est la disjonction des transformateurs de prédicats
¢j associés aux points de programme aj précédant une instruction allera L ou
précédant L. Dans le cas d’un branchement inconditionnel hors d'un bloc, 1la
sortie du bloc doit étre considérée. Comme nous voulons éviter un lourd

formalisme syntaxique pour décrire cette régle, un exemple suffira :
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<(x:My>

{1}
allera L;
{2}
L:
{3}
début
Vyitys
début
y2:t2;
{4}
allera L;
fin;
{5}
allera L;
fin;
{6}
allera L;
On a :

9, = [0 1ould]ou [f_i_n((Ulel.(Tzllof_i_g_[(U].[Tl)]oqbk]

ou [f_i_g[(U].[Tlllotbs] ou [ ]



(8)-7

Corps d'une procédure :

Nous considérons un mécanisme de passage de paramétres par valeur
(la valeur du paramétre effectif est recoplée dans le paramétre formel
avant 1’appel de procédure) ou par résultat (la valeur du paramétre formel
est recopiée dans le paramétre effectif aprés 1'appel de la procédure).
Pour simplifier les régles de construction du systéme d‘équations séman-

tiques en avant assocides & une procédure :

- hous considérons que dans le passage de parametres par valeur, le
parametre effectif est une variable. (On peut obtenir la régle corres-

pondant au cas général d'une expression en considérant que 1'appel f(e)

~

est équivalent & déhut z:t; z:=e;z f(z); fins ).

- Nous ne considérerons pas le passage de paramétre par valeur-résultat
(puisque 1'appel f(x) est équivalent & début z:ts fP(x,2)3 x:=2z fin
oi le corps de la procédure f' est le méme que celul de f sauf qu'il se

termine par 1'affectation de x & z).

- Nous considérerons aussi qu'aucune variable globale n'est visible dans
une procédure (puisque le mécanisme de passage de paramétres peut &tre
utilisé pour accéder &, ou faire un effet de bord sur une variable
globale (quand les variables globales accessibles dans le corps de la

procédure sont également accessibles sn chacun des points d’appel)).

- Nous omettons les fonctions qui sont une simple facilité d'écriture que
1'on peut toujours remplacer par une procédure en introduisant un para-

metre résultat supplémentaire.

Toutes les restrictions précédentes ne concernent véritablement que
des facilités d'écriture et la seule véritabile restriction sémantique est

la suivante :

- Nous supposerons que 1'on peut toujours associer statiquement un corps
de procédure & un appel de procédure (ce qui exclut le passage de fonc-

tions ou procédures en paramétre de procédure].
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Nous pouvons maintenant énoncer la régle de construction des éguations

associées au corps d'une procédure :

procédure f(v:t valeur; r:t' résultat) =
<¢i=entrée[T}T'] , VT, T, T
<p >
%

fin-proc;

<¢K=sortie( ;T']°¢j>

- Les variables v' n'apparaissent pas dans le corps de la procédure,
- T et T sont les domaines de valeurs des variables v et r de types tett’

- entrée(T,T*)
e ((T»B) » (TxT'xT+B))
= WP {A v,V P(V) et (Vv=v') et (r=2)]}

- sortie(T,T')
e ((TxT'xT+B) + (TxT'+B))
= AP {A(v', 1), [AveT ¢ PLV',v,T) ]}
On: notera que si ?;Tlx...pr et'T’=Tp+1x...qu alors

sortie[T}T')=op+q
—— l,-u-,q

Intuitivement, une spécification des paramétres v passés par valeur
est connue tandis gque les parametres r passés par résultat ne sont pas
initialisés. La valeur initiale des paramétres d'entrée v est recopiée
dans les variables auxiliaires v' de sorte qu'a la sortie de la procédure,
on connait un prédicat, sur la valeur initiale des paramétres d'entrée et
sur les valeurs finales des paramétres d'entrée et de sortie, qui exprime
la condition de terminaison de la procédure et la valeur finale des para-
métres. Comme la valeur finale des paramdtres d'entrée n'est d’aucun
intérét dans le contexte d’'appel, les variables v sont éliminées 3 1la

sortie de la procédure.
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Appel de procédure :

Pour éviter d’avoir & choisir un ordre de passage des paramétres
résultat, nous supposerons que tous les param@tres effectifs sont des

variables syntaxiquement distinctes.

Soit P(x,v,r) un prédicat caractérisant le domaine des variables ;.
v et r avant 1'appel de procédure f(v,r) qui s'effectue dans 1'environ-
1'appel et les paramétres v passés par valeur ne sont pas modifiés, de
sorte que Q(x,v) = {AreT' : P(x,v,r)} est vrai aprés l'appel. La spécifi-
cation des paramétres d'entrée v avant 1'appel est P=Av, {3xel,dreT’
P(x,v,r)}. Soit ¥ le transformateur de prédicat associé & la procédurse f,
on a vu que fle) (v, 1) exprime une condition sur les valeurs des paramétres
d’entrée v pour que l'exécution de f se termine et caractérise le domaine

des résultats r de la procédure. On a donc :

- ¢ = )\\7.{3)26(_!,31-*67:' : P[;p-\},l_")}
- Q= Ax, V. {3reT® & Pix,v, 1)}

Pour plus de précision, nous pouvons énoncer cette régle en détail

comme sult :

<¢11(X12U1,a.-.xn:un]>

fx

il,....xi 3xi saonsX, J.

1 »
p Tptl q

<¢J=BDE81[fg[uannoxun]n(inp-o-lip])(ip+ln---;iq]]°¢i »

(x :U ,.00,x 2l )>
1 1 n n
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~

ou

- appel(f, (! x.ouxll ), (i ,...,1 ), (4 seensi )]
—_— 1 n 1 P p+1 g

€ (U xevuxt +B) + (U x...xUI >R))
1 n 1 n

= WA (x ,.0enx ). (07 (PIICX, senesX. 2%X.  severx. )
1 n k™1 i i i

1

2= 8 ny

p 1 P p+l g
-n
et I . (0, S PIY(X saeasx )1}
- lp+1,---‘l lp l:l--ul 1 ]

~

ou
- ¢K est associé au point de programme suivant 1e fin-proe du corps de 1la

procédure T,

- Si (r<nl), (Vkel1,rl, 1SikSn], (vk,2el1,r], (k=22)= EH‘¢iQJ] et

Pe (U x...xll -+ B) alors,
1 n-r
ik . (P = Alx ,eeuox )PV, ,...,v. 1] ot Vkel4,n-r],
1 n J J

1 ,e0.,
1 n-r

3 = min{i: (1>3, ) et C¥Rel,rl, 321)) avec j =0.

Exemple 6.1.0.1
Nous illustrons l'association d'un systéme d'équations sémantiques en

avant & une procédure récursive sur 1'exemple classique de la factorielle :
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procédure fl{x: entier valeur; y: entier résultat) =

{1}
si x=0 alors
{2}
yi=1;
{3}
sinon
{a}
début z: entier:
{5}
z:i=x-1;
{s}
flzsy)s
{7}
ye=x*y;
{8}
fin
{9}
finsis
{10}
fin-proc;
{11}

-

le systeme d'équations sémantiques en avant associé & cette procédure est :

¢ € (entier+B) » (entier?B)

= entrée[(entier), (entier)]

= . {Ala,y,x). [Pla) et (x=a) et (y=R)1}
¢ € (entier>B) > (entier?+B)

= ﬁgg&(l(a,y,x).(x=0)]°¢x

= AP.{A(a,y.x].[¢1(P](a,y,x] et (x=0)]}
¢ € (entier>B) -+ (entier®+B)

= affectation(k(a,y.x].[a,1,x]]°¢2

= AP.{A(a,y,x). [3m : ¢2[P](a.m,x] et (y=1)1}
¢ € (entier»B) » (entier®+B)

= testii(a,y,x). (x=0))od,

= AP.{A(a.y.x].[¢l(P][a,y.x) 8t (x20)]
¢ ¢ (entier+B) » entier“+B)

= début(entier?, entier]o¢“

= WP (May,x,2). [¢ (P)la,y.x) et (z=011}
¢ € (entier*B) » (entier"+B)

= affectation()\(a.y.x.z),[a.y.x.x—1])°¢5
AP.{A(a,y,x,z ). [3m : ¢ _(P)la,y,x,m) et (z=x-1)1}
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¢, € (entier>B) - (entier*~+B)

= appel(f.entierl‘.(4].(2])°¢s

= AP.{Ala,y,x,2). [, (0, (P))(z,y) et G, (P)(a,x,z}1}od,

= AP {Ala,y.x,2). [9), (o) (6, (P1)) (2,y) et Gy (g (P))(a,x,2)]}
¢y € (entierB) > (entier"~>B)

= affectation(A(a,y,x,z).(a,x*y »X,2) )¢,
= )\P.{)\(a.y;X;Z).[an : ¢7(P](aJnJX)Z] _e_t [y=x*n)]}

¢, € (entier+B) » (entier*+B)

3

= fin(entier”®, entier)ed,

= 5:04}8
$,, € (entier>B} + (entier’+B)
= ¢35 ou ¢,

¢, € (entier»B) - (entier?+B)
= sortie[(entier].(entier)]°¢10
- =3,
= 03 $10

Fin de l'exemple

Les régles de construction du systéme d'égquations sémantiques en
avant associé a un programme comportant des procédures récursives peuvent
étre justifiées par rapport & une sémantique opérationnelle ou dénotation-
nelle. Mise & part la complexité introduite par la récursivité la démarche
est fondamentalement la méme qu'au chapitre 3. En particulier la plus

petite solution (pour 1'implication) du systéme d'équations

Yo = . AP AF_(9)(PI}T [4]
associé au programme T s'obtient par le théoréme 2.7.0.7 puisque

A, EAP.{Fﬂ(w][P)}] est un morphisme complet pour la disjonction.

Exemple 6.1.0.2.

Nous résolvons le systéme d'équations associé & la procédure factorielle
de 1'exemple 6.1.0.1. Pour les calculs a la main il est plus facile de
simplifier le systéme d'équations, par exemple en éliminant ¢1, cees ¢loce
gui donne :
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o = M. TAP.[Aa,y). [(P(a) et (a=0) et (y=1))
ou (3n : YAz [P(z+1) et (z+1 = 0)])(a-1,n)
et Pla) et (a#0) et (y=a*n)1}10¢, 1

Résolvant itérativement en partant de 1'infimum de

((entier>B)+(entier’+B)), nous obtenons les premisrs termes :

[¢3, = AP.{A(a,y). [faux]}

[d)i‘ = XP.{X[B.)’]-[P{B] _B_E (a:D] ﬁ (y=al]]}
[¢3, = w.{Aa,y). [P(a) gt (0sas1) et (y=al)l}

L'itération est infinie de sorte que pour passer & la limite nous
inventons le terme général ¢; » montrons qu'll est correct par induction
finie, et passons & la limite en faisant tendre k vers 1'infini. Le
théoréme 2.7.0.1 montre que cette limite est 1la plus petite solution (pour
1'implication) de 1'’équation fonctionnelle. Pour le pas d'induction

SUPPOSONS que Nous ayons @
[4 - 3.0May).[Pa) st (Osas(k-1)) gt (y=al)]}

alors il vient :

- F Oz [Plz+1) gt (201 = O1) =
Aa,y).[P(a+1) et (a+1 = 0) et (O<as(k-1)) et (y=al)]

. ¢'§, (Az. [P(z+1) et (z+1 = 0)])(a-1.n) = {P(a) et (1<ask) et (n=(a-111)}

- (3t ¢y, (Az.[P(z+1) gt (z+1 = 0)])(a-1,n) et Pla) et (az0) et (y=a*n)) =
{P(a) st (1<ask) et (y=al)}

[65} = P. {(ACa,y). IP(a) et (Ds<ask) et (y=al)]}

Passant & 1a limite nous obtenons :

$p = _OU OP.{A(a,y).[P(a) et (Oza<k) et (y=al)]})

kew
[on

AL {Ala,y). [P(a) et (0<a) et (y=al)l)
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Remarquons en particulier que la factorielle, telle que nous 1'avons écri-
te ne se termine pas pour des valeurs négatives de son paramgétre d'entrée.

Fin de 1'exemple.

Exemple 6.1.0.3.
La fonction 91 de MacCarthy

fix) = si x>100 alors x-10 sinon f(f(x+11)) finsi
qui calcule :

si x>100 alors x-10 sinon 91 finsi

nous permet d'illustrer le cas d'appels récursifs imbriqués. Dans notre

langage elle s'écrit :

procédure f(x: entier valeur; y: entier résultat) =

{1}
si x>100 alors
{2}
y:=x-10;
{3}
sinon
{4}
début z: entier;
{5}
z:=x+11;
{6}
début t: entier;
{7}
flz;t);
{8}
flt;y);
{9}
fin;
{10}
fin;
{11} T
finsi;
{12}
fin-proc;
{13}

Le systéme d’'égquations sémantiques en avant associé 3 cette procédure

est le suivant :

¢ € (entiersB)>(entier3+B)

entrée[(entier), (entier)]
AP {Aa,y,x). [P(a) et (x=a) et (y=1}




10

1

13
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(entier*B)+(entier?+B)
Eggg(k(a.y’x].[x>100])°¢l

AW {rla,y,x). [$,(P)(a,y,x) et (x>100)]1}
(entier+*B)+(entier’+B)
affectation()\[a.y.xl.[a.x-10,x)]°¢2

AP A a,y,x). [Om ¢2(P)(a.m,x] et (y=x-10)1}
(entier*B)+{entier?+B)
EEEE(X(a.y,x).(xS1DD)]°¢l
AP.{X[a,y.x).[¢1(P1(a,y.x].gg (x<10011}
(entier*B)->(entier">B)
début((entiera),[entisr]]°¢“
AP.{A(a,y.x,z].[¢“(P][a.y.x) et (z=Q)1}
(entier»B)+({entier*+B)

affectation(x(a,y.x.z).(a,y.x.x+11]]°¢5

AP {Alasy,x,z). [3m : ¢5(P](a.y.x.m] et (z=x+11)1}

(entier>B)>(entier’+B)
début((entier“).[entier])°¢6
AP.{A(a,y)x.z.t].[¢6(P](a.y.x.z)_gg (t=21}
(entier*B)>(entier’+B)
appel[f.entiers.(4].(5])°¢7

5 =5
AP.{A(a.y.x.z.t].[¢i§0“[¢7(P]])(Z.tl et 05(¢7[P]](a.y.x.z)]}

{entier>B)+(entier>®+B)
appel[f.entier.[5].(2)]°¢8

xp.{xta.y,x,z.t).l¢l;o:(¢B(P)11(t.y1 23_6:(¢8(911(a.x.z.t1]}

(entier+B)+(entier"“+B)
f-‘in((entier").(entierl]°¢9
—50

05 ¢9
(entier+B)-+(entier3+B)
fin([entiera).(entier)l"fblo
—l'o

Ou ¢m
(entier+B)+(antieri+B)

(entier>B)>(entier®+B)
sortie[(entier).[entier]]°¢12

=3
g7 o
3 ¢12
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Ce systéme d’équations se simplifie comme suit :

¢8 = }\P.{A(a,y.x.z,t).[d)B (Az. [P(z-11) et (z£11131)(z,t) et P(a) et
(x=a) et (y=R) et (x<100) et (z=x+11)]}

¢, = AP.{Ma,y.x,z,tJ.mn (a‘;‘tpmt,yz et ES(P)[a;x,z.t]]}OCbe

¢, = AW.{X(a,y).[P(a) et (a>100) et (y=a-10)1}) ou (Gf'zoqbg)

ce qui peut s'éerire :
¢ = AP.{ila,y).[P(a) et (a>100) et (y=a-10)] ou
of‘a(lp[k(a,y,x.z,t].[d)[)\z.[P(z—’M) et (z111)1)(z,1)
et P(a) et (a<100) et (x=a)
et (y=0) et (z=x+1111))}
v = AP.{)\(a.y,x.z,t].[¢[0:(P]][t,y] EEEZ[P][a.x.z,t)]}

Le plus petit point fixe est calculé par approximations successives

en partant de 1'infimum :

[
K3
[4?

AP.{Ala,y). [faux]}

AP.{)(a,y,x,z,t). [faux]}

AP.{)A(a,y).[P(a) et (a>100) et (y=a-10)1}

AP.{ila,y).[P(a) et (((a>100) et (y=a-10)) ou ((a=100)
et (y=91)))1}

Avec un peu d'imagination on envisage le terme général de la séquence

comme suit :

4" = 2P.ilay) . [P(a) st {((a>100) et (y=a-10)) oy ((k<11)
et (102-k<as100) et (y=91)) ou ((k211)
et (91-11%(k-11)<a<100) et (y=91)1}1}

Lf - WP (A (@i, 8 [0 (03 (P (8, ) et 3P (a,x,2, 811}

L'étape d'induction (k22) montre que cette hypothése est correcte :
0" Oz Pz-11) et (z=11MD(z.t) = [P(z-11) et (25111) et {((2>100) et
(t=2-10)) ou ((k<11) et (102-k<z<100) et (=91) ou
((k=11) et (91-11%(k-11)<z<100) et (£=81))}]

t

Pasons
0 = Ala,ysx,z,t). [6 (Az. [P(z-11) et (25111313 (2,t) et P(a) et (a<100)
et (x=a) et (y=Q) et (z=x+11)]
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Aprés substitutions et simplifications nous obtenons :
0 = AMa,y,x,z,t).[P(a) et (x=a) et (y=0) et (z=a+11) et {((90<a<100) et
(t=a+1)) ou ((k<11) et (91-k<asB9) et (t=91)) ou
((k211) et (91-11#((k+1)-11)<as<89) et (t=91))}]
I1 vient : 0:(0) = At.[((91<t<100) et P(t-1)) ou (t=91)1, ce qui permet
d'évaluer
¢ (@%@ t,y) = ((y=81) et ({P(t-1) ot {(£=101) ou ((ks1)
et (102-k<t<100)) ou ((k211)
et (91<t<100)1}} ou {(k211) et (t=8311]))
comme
of W @) = May).IP(a) st (y-81) et ((a=100) ou ((ksi1) ot
(102-(k+1)<a<99)) ou ((k211) gt (90<a<89)) ou
((k211) et (a=90)) ou ((k=11) et (91-k<a<89)) ou
((k211) et (91-11x(k+1)-11)<a<89)1}]
nous obtenons :
#""1 = AP.{A(a,y) . IP(a) et (((8>100) et (y=a-10)) ou ((k+1<11) of
(102- (k+1)<a<100) et (y=91)) ou ((k+1211) et
(91-11x ((k+1)-11)<a<100) st (y=91))}1}

~

Passant & la limite, le plus petit polnt fixe est :

[¢m = AP.{Ala,y).[P(a) et {((a>100) et (y=a-10)) ou ((a<100)
(y=911311}

P

e

Fin de 1'exemple.

Exemple 6.1.0.4 :

Ce dernier exemple (calcul des puissances de deux) illustre 1'emploi
du théoréme 4.1.1.0.2 pour calculer & la main une approximation supérieure
du plus petit point fixe du systéme d'équations associé & une procédure ce

qui permet de donner une preuve de correction partielle.
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procédure f{x: entier valeur; y: entier résultat) =

{1}
yi=1;
{2}
L:
{3}
si x>0 alors
{4}
Xt=x-1;
{5}
début z: entier;
{8}
flx;z);
{7}
yiEy+tz;
{8}
allera L;
fin;
Tinsi;
{a}
fin-proc;
{10}

Le systeme d'équations sémantiques en avant associé & cette procédure

est le suivant :

¢ e {entier+B)+(entier3+R)

= entrée{(entier), (entier))
= AP.{M(a,y,x).[Pla) et (x=a) et (y=Q)]}

¢ € (entier>B)>(entier3+B)

= affectation[)\[a.y.x].(a.’l.x]]°¢1
= AP.{A(a,y,x).[3m : ¢1[P][a,m.x].g£ (y=1)1}

¢ € (entier+B)>(entier3+B)

= ¢2.gg fin([entier"].(entier]]°¢B

=t
= ou og'°
¢, ou B'ep

5 ——

¢ € (entier+B)+(entier3-B)
= test[k[a.y.x].(x>0]]°¢3
= AP.{X(a,y,x].[¢3(P](a.y,x] et (x>0)1}

¢ € (entier>B)-+(entier?+B)

= affectation(k[a,y.x].[a,y,x—1]]°¢“
= AP.{A(a,y,x].[¢“[P](a.y,x+1]]}

¢ € (entier>B)+(entier*-B)
= début((entier?), (entier))eg

5
= AP.{A[a,y.x,z].[¢5(P](a,y.x).EE (z=Q)1}
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¢ € (entier+B)-(entier"~>B)

= appel(f,entier“.3.4)°¢6

= AP.{Ma.y.x.z].[¢m (0:(¢6(P)])[x,z] et '6"(¢G(P)](a,y.x]]}
— 4

¢ € (entier+*B)+(entier*+B)

= affectation(k(a.y.x,z].(a.y+z.x.z]]°¢7

= W.{Aa,y.x,2) . [3m : ¢7(P](a.m.x.z) et (y=m+z)1}
¢ € (entier*B}>(entier?+B)

= Eggﬁ(k[a,y.x].(xsﬂll°¢3

= AP.{A(a.y.x].[¢3[P)(a,y,x) et (x<0)1}

¢1o € (entier>B)+(entier?+B)

= sortie([entier).[entier])°¢9

=3
= g%
3 ¢9
Ce systéeme d'équations peut &tre substantiellement simplifié en :

¢ = F1(¢3'¢10]
= AP.{Ata,y,x). [(P(a) et (x=a) et (y=1)) ou
(3m: ¢lo(G:IA(a.y.x].[¢3(P][a.y,x+1)
gt (x200D)(x,y-m) gt ¢ (P)la,m,x+1) et (x20))]}
p = F2(¢3'¢10]
= XP.{O:(A[a.y,x].[¢3(P](a.y.x) et (x<) 1)}

Résolvant itérativement & partir de 1'infimum :

¢0
K
10

en utilisant la stratépgie chaotigue de Gauss-Seidel :

AP.{\la,y,x).[faux]}
AP.{Ala,y).[faux]}

k+1 kK .k
= F »
¢3 1(¢3 q)m}
k+1_ k+1 k
¢ =F (¢3 ,¢lo)

10 2
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nous obtenons les premiers termes :

[0} = P {Ala,y.x). [Plalet(x=alet(y=1)]}
¢1 = W.{\la,y). [P(a)et(as<0)et(y=1)1}

i

[ 45 = WP.{A(a,y,x). ([Pla)et(x=a)et (y=1)] ou [P(alet(x=0)et(a=1)et(y=2)1)}
92 = WP.{la,y). ([Pla)et(asdlet(y=1)T ou [Pla)et(a=1)et(y=2)11}

[ 43 = AP.{A(a,y.x].[[P[a]gg[x=a)§£[y=1)] ou [Plalet(x=0)et(a=1)et(y=2)]
ou [Plalet(x=1)et(a=2)et(y=3)1)}
9> = AP.{ila,y). ([P(a)etlasbletly=1]] ou [Pla)etla=1)etly=2)])}

[ " = AP {Aa,y.x). ([Pla)et (x=alet(y=13T ou [Pla)et(x=0)et(a=1)et(y=2)]
ou [P(a)et(x=0)et(a=2)et(y=4)]
ou [P(a)et(x=1)et(a=2)et(y=3)1)}

' = W.{ia,y). ([P(alet(asD)etly=1)] ou [Pla)et(a=1)et(y=2)]
ou [P(a)etla=2)et(y=4)1)}

9 = WP.{Ala,y,x). ([P(alet(x=a)et(y=1)] ou [P(a)et (x=0)et (a=1)et(y=2}]
ou [Plalet(x=0)et(a=2)et(y=4)]1 ou [P(alet(x=1)et(a=2))
etly=3)1 ou IP(a)et(x=2)etla=3)et(y=5111}

¢fo = AP.{A[a,y).[[P[a)gﬁ(asﬂ)gl[y=1]]_gg P(alet(a=1)et(y=2)]
ou IP(aletla=2)et(y=411)}

Avec un peu d'intuition le calcul de ces premiers termes permet

d'envisager la forme suivante pour le terme général de 1'itération :

8" = AP.{A(a,y,x). ([P(a)et(x=aletly=1]] ou
a-1 |
[P(alet(Osx<alet(y=1+ L 2% )et((a*(a+1))/2-x<k)1)}
Nous en déduisons : X
¢K = AP.{K(a,y].([P(algi(asﬂ]gi[y=1)] ou

10
[Pla)et(D<alet(y=2)et((ax(a+1))/2<k) 1)}

I1 est aisé de vérifier que les premiers termes sont de la forme
k+1 k
ci-dessus. Pour le pas d’induction il faut montrer que ¢3 = F1[¢3,¢; ).
Les calculs é&tant complexes nous nous contenterons de vérifier que

1 1
F1[¢§,¢T;] = ¢§+ . Comme il est évident que ¢§==> ¢:+ » ON aura
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k k Kk 1
[¢3 ou Fl(¢3,¢lo]] => ¢§+ ce qui montre que ¢t est le terme général d‘une

itération croissante approchée supérieurement (4.1.1.0.1).

¢k (Oz(l(a,y,x].f¢§(P](a.y.x+1lgE(x20]]]](x.y-m]

10 K
= ¢10(Ax.x20)(x.y-m)
=> [(x=0)et(y-m=1)1 22-[(D<x]§£(y—m=2x)§£[[x*(x+1]]/2<kﬂ

PP a,mx+1) et (x20)
= [Plalet(x+1=a)et(m=1)et (x20)] ou
a-1
[Plalet(0sx<a-1)etlm=1+ I 2V)et(((arlar1))/2-x)<k+1)]
i=x+1

donc

F (¢|:-¢':o ) => AP.{Ala,y,x). ([Pla)gt(x=a)etly=1]]

ou [Plalet(x=0Jetla=1)et(y=2)]
a-1
ou [P(a)et(x=0<a-1)etly=1+ I 2
i=x
st(((ax(a+1))/2-x)<k+1)]
ou [Plalet(O<x=a-1)at(y=1+2""")

etl(ax(a-1))/2<k}) ]
a-1 i
ou [P(a)stl0<x<a-1)etly=1+ L 27}
1=x
et(((axla+1))/2-x)<k+1)1}

=> AP.{x{a,y.x).([Pla)et(x=a)et(y=1)] _

ou [P(a)et(Osx<alet(y=1+ & Zi]
1=x
et{((axla+1))/2-x)<k+1) 1)}

3

Le terme de rang w de 1'itération chaotique croissante approchée

supérieurement est donc ¢~ = U " soit :
k<w
_ a-1 i
$° = Ap.{Aa,y,x).[P(a) et (((x=a)et(y=1))ou((0sx<aletly=1+ L 2111)7]
3 . i=x
nous en déduisons : a-1
=P Day).IPta) et (((as0)gt(y=1))ou( (2>0)gt (y=1+ I 21}
=9
| = W .{Ma,y).[P(a) et (((a<0)etly=1))aul (a20)et(y=2"11)1)

En abrégeant le systéme d'équations en ¢=F(d) nous avons :

¢ = ou 0" = ou %' _ oy Feofy - Frou of - PO

k<w k<) k< Kk <w
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car nous avons montré (Yk<w, F[¢K)=%'¢K+1] et F est un morphisme complet
pour la disjonction. Comme ¢w est un post-point fixe de F, c’est la limite
de 1'itération (4.1.1.0.1.(c)) et le théoréme 4.1.1.0.2 montre gue
Zﬁp[F]=€>¢w. Nous en déduisons donc que la procédure f est partiellement
correcte : si x est un entier positif ou nul et f(x,y) se termine alors
y=2x. La preuve de terminaison est évidente par récurrence finie.

Fin de 1'exemple.

6.2 METHODES CONSTRUCTIVES D'APPROXIMATION DE SOLUTIONS D'UM SYSTEME
D'EQUATIONS FONCTIONNELLES

Les techniques développées au chapitre 4 sont directement applicables
pour approcher le plus petit point fixe du systéme d’équations sémantiques

en avant :

n m ms
$=F(¢$) ou ¢€(igl([u +>Bi->(U ~~+>RB)))

associé & une procédure récursive (ayant m param@tres d’entrée & valeurs dans
U et comportant n points-programmes). Par exemple pour une approximation

- fps s . . .. K
superieure nous définirons une image approchée supérieurement Lk de (I +RB)

pour tout k=0 (définition 4.2.7.0.8):

— k
LK D[@K.YK] (u"-+B)

de sorte que le paragraphe 4.2.8 nous indique comment construire un systeme

d'équations approché en définissant & 1'aide du théordéme 4.2.8.0.3 :
m

— m 'y
[Lm-+Hn.J D[@m.,m‘Ym..m) (" ->B)»> (U ~>R))
1 1 1
avec
@m..m B A¢'[@m.°¢°Ym]
i i
Ym..m B A¢'[Ym.°¢°@m)
i i
et
n = = = n m 3
A (L ~»L ) @,y ) (LI (U >B)->(U ~ >R
. i= 1 n n 1=1
avec
@5 = A(¢l,...,¢n1.[@ml'm[¢1).....@m NCIRY
Yn = A[¢l,...,¢n].[ym1,m(¢l),...,ymn‘m(¢nll
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ce qui donne un systéme d'équations approché de la forme :
n
¢ = F(¢) ob ¢€{,H [Lm+Lm ))
i=1 i
ol les régles de construction de F assurent que :

@(FreF
n
avec
g - AF.@ oFey
Y, = AF.Y oFe@

Ayant calculé Ifp(F) en utilisant le théoréme 2.9.1.0.1 ou une
approximation supérieure ¢ de Ifp(F) en utilisant les techniques d'approxi-
mation de points fixes basées sur une accélération de la convergence par

extrapolation du paragraphe 4.1 le théoréme 4.2.8.0.4 assure que :

Lfo(F} = 7n($1

Soit par exemple & faire une analyse approchée du signe de la fonction :

flx) = si x21000 alors x sinon -f(-2%x) finsi;

en utilisant 1°’approximation définie au paragraphe 5.3. La fonction qui au
signe de x associe le signe de f(x) est le plus petit point fixe de 1la
fonctionnelle :

P F = 2. 0P TP N 3 ) -¢(-PI]}

résolvant itérativement nous obtenons :

[ 4% = AP.1

[ 41 = F(%) = W {PAHILU-1} = AP.(PNH)

[ 42 = FlOY) = AP.LPNHIU-((-PINE)}
= AP AP UMPN)} car (-PINE = -(PN*) gt --P = P
= W APNGU=N]
= AP {(PNT)}

i = AP.P

$* = F($?) = w.{(PM+) U--P}
i = AP.P

Nous venons donc de montrer que le signe de f(x) est le méme que le
signe de x. Notre démarche est exactement la méme qu'au chapitre 5, 3 1la
seule différence que les inconnues ¢i du systéme d'équations ¢=F(4) sont

des fonctions [¢ie[Lm+Lm 1} tandis qu’au chapitre 5 nous considérions un
i
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systéme d'équations X=F(X) ou XiELk' Ainsi dans 1'exemple ci-dessus les
calculs portaient sur des fonctions représentées par des lambda-expressions
symboliques et non pas sur les éléments du treillis L = {1,0,%,2,7}. En
machine cette représentation des fonctions n'est pas prathue car le calcul
symbolique est difficilement automatisable et 1’ on utilisera plus volontiers
une représentation des &1éments de L -*L . Par une table & cing entrées.
Toutefois dans le cas général 1la cardinallte de L est grande ou infinie

et aucune représentation finie des &léments de L -+L n'est commode en
machine. Toutefois en pratique il n'est pas necessalre de connaitre 1la
fonction 7fp(F) mais beaucoup plus simplement le prédicat Zfp(F)(P) pour

un certain nombre de conditions d'entrée P. Ceci revient & dire que nous
nous contenterons de calculer 1'approximation supérieure ¢6{L —+L ] de
@.(Zf?(F]] pour un nombre fini d'arguments ce qui permettra de representer
¢ par une table. Parmi les idées possibles nous pouvons pour tout x de L
envisager d’'approcher ¢(x) par ¢(T) car xeT implique par monotonie 1
¢(x)=¢(T). Mieux encore, nous pouvons calculer ¢(P) ol P est donné par les
divers contextes d'appel. Plutdt que de faire 1'analyse de la procédure

a la déclaration ceci revient & faire 1'analyse pour chaque appel. Par

exemple pour ealculer pr[Fj(i) nous aurons :

$%P) = 1 vP={1,0,%,,7}

$1(F) = (BN U-¢0(-4) = -9ty = AL = 3

¢' (%) = (*NHIU-¢ (-1) = oU-¢ () = oU-+ = oy = =
O2(#) = (AN U-¢ (-4) = Fy-¢l(2) = 214-2 = #1J¢ = ¢
$2(5) = (AM4#)1U-¢%(-*) = OU-¢2(4) = OU-% = oU* = =

Le calcul de Zfp(F) (%) ne nécessite pas la connaissance compléte de
la fonction Ifp(F) mais simplement celle de Lfp(FI (%) et Ifp(F)($). Nous
formalisons maintenant les idées gui viennent d'&tre présentées (6.2.1)
et résolvons ensuite (6.2.2) les problémes posés par des espaces de

cardinalité infinie en s'inspirant de 4.1.
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6.2.1 Reésolution d'un systéme d'équations fonctionnelles i point fixe
dans un espace fini par itération chaotique

DEFINITION 6.2.1.0.1 Itération chaotique finie pour un systéme
d'équations fonctionnelles d point Fize

n
Soient pour i=1,...,n les treillis complets N,, D', L=1E1(Di-*D{] et

i’ i
Feconts(L>L). Nous considérons le systéme d'équations fonctionnelles

$=F(¢$) gui se détaille en :

¢i = Fi[¢) ol Fie(L-+(n1->n{)]
= A(lpll' "}wn]-{)\P-[fi[P.‘pln---p‘pn]]}[(_bl)-ll,d)n]
i =1,..4,n

- Un index est un vecteur [Jl"'°‘Jn] tel que {viel1,n], Iy gﬂi}
n
- Etant donné un index J Eignni nous définissons FJ par :

Yoel , FJ(¢)=W
avec

Yiel 1,n], wi=AX. Ei_XeJi alors Fi(¢](X) sinon ¢1(X] finsi;

- Soient ¢el, Yenj, nous dirons que 1'évaluation de FJ(¢)[Y] nécessite
L'évaluation de ¢1[X] ce que nous noterons FJ[¢J[Y) " ¢i[X) si et seulement
si Fj s'écrit sous la forme lw.{AP.[a.,wi[F(P.WJ]...]} et flY,d)=X.

n
- Soit\/gingi, nous noterons F-fermeture(¢,V) le plus petit vecteur

. n
(pour 1'inclusion g)\/giI:IIDi tel que :
{viel1,n], V1=ViU{XeDi : {3kel1,n], ﬂYer : Fk[¢)(Y] " ¢1(X]}}
n
= Une itération chaotique finie partant de ¢%ecL, pour Vs;iglni et définte

par F et la suite admissible d'index 3°, 3%, ..., Jk, ... est une suite

¢°. ¢l, cres ¢kg «+s d'@léments de L telle que :
Avier, ofF 0F )
J

2-1
k+2 - k+p
1.nl, W, ¢ J R
) Je[ nl 5 Cpgo j )

o0 (W ={x}), (vyel1un] = (341),(,=8)), (FeF-fermeture (6"}

AtViel1,n1), (VXeV,), (¥k20), (3221) & (Xed] ) et (V¥
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LEMME 6.2.1.0.2

Une itération chaotique finie pour la fonctionnelle F partant de

¢°eprefp(F) est une chaine ascendante :

fvk20, ¢ = o"" cF (") & Tus(FY6%)).

Preuve : Comme ¢° = Fl6%) & Luts (F)(¢°) pour tout i=1, «eesn et XeDi nous

avons ¢°[X) EF, [¢°][X) (Luts (F)(¢° 1), (X3, si er° alors

$(X) E 61 (X) = ", 10°1(X) sinon x¢3° auquel cas ¢ 00 = ¢; (X) £ F (6" (x).
Pour 1le pas d induction supposons que pour k>0 nous ayons

¢k_1 = ¢k E F(¢ J Zuzs[F)(¢ ). Pour tout i=1,...,n et tout XeD nous

avons soit XeJk ! auquel cas ¢ (X) = F, (¢ )(X] F. (¢ 1(X) ¢

[Zuts(F](¢°)] (X] car F1 est monotone ou X%J et dans ce cas

¢ (X} = ¢ [X) F. (¢ Yo erF, (¢ 1(X) fzuzs(FJ(¢°JJitx1 ce qui montre

que ¢5 e F, [¢ ) e [Zuts[F)(¢ ]]1. Maintenant pour tout 1 T,e00,n et tout

X de D1 nous avons 501t XeJk et ¢ (X) F, (¢ ](X] = ¢ [X] ou X¢J

¢§[X) = ¢ (X] F (¢ J(X} ce qui montre que ¢ ¢k+1 c F(¢ ] Zuzs(F](¢°].

Par récurrence Flnle sur kK le lemme est démontré.

n

Fin de la preuve.

THEDREME 6.2.1.0.3

Soit ¢%eprefp(F) tel que ¢° = Lfp(F) alors une 1teration chaotique

finie pour la fonctionnelle F partant de ¢ pour Vg, ngl et stationnaire

apres € pas est telle que :
AtvielnD, (xev), ¢50x) = (Zfp(F)), (X))}

Prewve : Posons WE = F-f'ermetur'e[d)E V). Soient iel1,n] et Xev,. Par
définition d'une su1te admissible d'index 32> tel que XeJ€+2 et donc

¢€+£ Yx) = F [¢ ][X] et comme ¢€+2+1 = ¢€+2 ¢ nous atons ¢ Fi(¢§).
Soit malntenant Xe[w1 V,) alors 3Ke[1 nl, E!Ye'vk tels que

F (¢ o182 ) €2) et F (¢ J(ZY o> ... > ¢i[X] ce qui impligue 3221 tel

e+ g K J €+1
que Yel ~ " et XeF-fermeture(¢~ ~,(2,9,...,{Y},. »#)); ob {Y} est en
kieme position. Par conséquent Fpe[0,2-1] tel que XeJ P auguel cas

¢§+p+ (X) =F. (¢€ DJ[X] soit ¢ (X) = Fi(¢ J(X). Comme vf;wf nous avons donc
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montré que {VXewi. ¢§(X] = Fi[¢E][X)}.

Soit woeL tel que pour tout i=1,...,n et tout XeD, nous ayons

i
%(X) = si XeW, alors ¢E(X] sinon L+ finsijs. Alors woeprefp[F] et d'apres
i —_ 1 —— T

6.2.1.0.2 ¢° Zuis[F](¢ ] = ZfP(F) et d’apreés le théoréme 2.7.0.1 nous
avons Lfp(F) kE ;Mo
F-fermeture (y°,W") F-férmeture(w M) = w et Vie[1,n], vx€w1.

w:[X]=w;(X]. Pour k=0 nous avons F-fermeture(y®,wF) = F-fermeture ($°,W°) =

F-fermeture ($°,v) = wE. Supposons le lemme vrai jusqu a k. Un a

1
00 = B 000, Pour tout 2eD, tel que F L0 > mJ(Z) nous savons

par hypothese d’ 1nduction que ZewJ et donc ¢ (Z) wo[Z) ce qui implique

WJ(7) w (2) et w [X) = F (w J(X) = F (w ](X] = w1(X] De plus
1

F- férmeture[w , w ) = Wt car pour tout Yewj, F (w 1Y) o> ¢ (X)

implique que F (WOI(y) o> ¢ (X) et donc XeF- férmetureiwo.w )] = w . Par

n

ft

w F(w ]. Montrons que pour tout kew on a

récurrence sur k nous avons VXewi. wi(X] = ¢1(X] et donc
(Zfb[F]]i(X) = U w (x) = ¢ {x3.
Fin de la preuve

Dans le cas ol les Di, i=1,...,n sont des treillis satisfaisant 1la
condition de chalne ascendante alors 1°'itération chaotique est stationnaire
mais i1 se peut que pour satisfaire & la définition 6.2.1.0.1 toute suite
admissible d'index ait & contenir un index avec uns composante infinie.
C'est par exemple le cas de 1'équation ¢=AP.{AX.[P(X+1)11}($) ob ¢e(L~L)
avec L=2u{1,7} ordonné par 1 £ 1 € X € X E T £ T pour tout XeZ et 1+1=1
et T+1=T. En pratique, la définition 6.2.1.0.1 n'est donc applicable gue
pour des index & composantes finies, ce qui par exemple est le cas si les
Dx' cons Dn sont des treillis finis.

Nous abordons maintenant le cas général en reprenant les algorithmes
d'approximation de points fixes basés sur une accélération de la conver-
gence par extrapolation du paragraphe 4.1 qui sont adaptés au cas de

fonctionnelles.
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6.2.2 Itération chaotique croissante avec élargissement supérieur pour
approcher la solution d'un systame d'équations fonctionnelles

DEFINITION 6.2.2.0.1 Itération chaotique croissante avec élargissement
supérieur pour un systéme d'équations fonction—

nelles @ point fize

Soient pour i=1,...,n les treillis complets D » D » L= H (D, +D )
et Femon(L-+L). Soient Fe(L>L) telle que FEF et pour i= 1,....n les elargls—

sements supérieurs Vie(DixDi+D.] satisfaisant la définition 4.1.2.0.4.

n
- Etant donné un index Jc HIDi nous définissons FJ par Voel, F ($)=¢ avec

Yie[1,n], wi=AX. 51 XeJ, alors ¢ (X]V F, (¢)(X] sinon b5 (x) f1n51.

n
- Une Ztération chaotique croissante partant de ¢°eL pour Ve, H Di et

définie par F et la suite admissible d'index 1°, 3!, cees Jk,... est une

suite ¢°, ol ..., ¢K,... d'éléments de L telle que :

Ak, ¢5F 5T
3

.{(Vie[1,n]),(VXeViJ.(VKZD].(3£21) : (XeJ ] et (V. el1,n], W 2 : 5+p]

J J pt o’ J

ol (wi={x}), (¥,e[1.,n] : (J#i],(wj=¢]], [w=F—férmeture[¢ .w))}.

J

THEOREME 6.2.2.0.2

Une itération chaotique croissante partant de ¢ el , pour V¢ H D
et définie par F et F est une chaine ascendante stationnaire dont 1a limite
¢€ est telle gue :

{tviel1.nD), (¥XeVy), (ZfP(F)), 00 £ 650X}

Prewve : D'aprés 4.1.2.0.4.(a) nous avons VXeD s (X) = ¢i[X]§;F£(¢][X] ce

gui montre gque F est extensive pour tout k>0 et par conséquent la suite

J
¢ ’ ¢1. vens O ..b. est une chalne ascendante. Comme X apparait une infinité
de fois dans la suite J°, ..., J%,... 11 existe une suite 1o 1y wens 1
ik+1 ik _
telle que Yje[1,nl, ¢j (X) = ¢j (X]VjCj ol CjeD3 ce qui montre d'aprés

4.1.2.0.4(b) que la suite ¢%, ..., ¢°,... est stationnaire.
Posons WS = ?—férmeture[¢€,V). Pour tout i=1,...,n et tout XeVi nous
1 =~ e+l .
avons 3421 tel que XeJ e+l et donc ¢§+£+ (X) = ¢§+2(X]V1Fi(¢ 1 soit

¢ (X ¢ (X7, F, c¢ )(x] ¢§(x1LjFif¢€J(x1 3 ¢ (X) et done

u
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Fi(¢€][X] = ¢§[X]. Supposons maintenant que Xe[Wi-Vi] alors 3kel1,n],
eV, tel que F (65)(Y) ¢§[21 et Fi(051(2) = ... > ¢7(X) ce qui

1
implique 3221 : YEJE+2 et XeF-fermeture (¢ 2,2, Yh 200 o (Y]
est en kiéme position. Par conséquent 3pef0,2-1] tel que XeJ§+p et donc

b3 P00 = 45 Po0T,F 05100 ce qui implique comme précédemment que

05100 = ¢,
Définissons ¥ telle que Vie[1,n],¥ =AX. si XeWi alors ¢§(x1 sinon T fi;

¥ est un post-point fixe de F et comme FEF, ¥ est un post-point fixe de F

de sorte que le théoreme 2.5.5.0.1 implique Ifp(F)=y ce qui montre

Vie[t.nl, vXeV W , (Zfp(F)) (X) € ¢ (X).

Fin de la preuve.

6.3 EXEMPLES D'ANALYSE SEMANTIQUE APPROCHEE EN AVANT DES PROCEDURES
RECURSIVES.

Ce paragraphe reprend quelques applications décrites au chapitre 5
pour illustrer 1'approximation supérieure de la plus petite solution d’un
systéme d'équations sémantiques fonctionnelles en avant associé & une

procédure récursive.
6.3.1 Cas d'un espace de propriétés approchées fini
6.3.1.1 Signe des variables d‘une procédure

Exemple 6.3.1.1.0.1

Considérons la procédure suivante :
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procédure f(x: entier valeur; y: entier résultat)=

{1}
si x21000 alors
{2} _
yi=x; -
{3}
sinon
{4}
début z: entier;
{5}
Z:1==2%x;
{6}
flzsyl;
{7}
yi=-ys
{a}
fin;
{9} T
finsi;
{10}
fin-proc;
{11}

Le systeme d'équations sémantiques en avant qui lui est associé est

le suivant :

¢ = AP.{A(a,y,x).[P(a) et (x=a) et (y=0)1}

¢ = Eggg(kfa,y,x].(x21000]]°¢1

¢ = affecta@igg(l(a.y,x].(a.x,x)]°¢2

= Eggg[k(a,y.x].(x<1000]]°¢3

= AP.{\(a,y,x,2).[P(a,y,x) et (z=Q)1}

= af‘fectation()\(a,y.x,z].[a,y,x,-Z*x)]°¢5

= AP.{X[a.y.x,z].[¢n [0:(P]][z,y]_g£ GZ[P](a.x,z)]}°¢G
= affectation(k[a,y,x,z].(a,-y.x.z])°¢7

= 6:o¢8

=¢ ou ¢

+

(%]

e N
S e 6 6 6 6 o S
© N o
I

w

9

—
o

j-)
[
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Choisissant la fermeture définie au paragraphe 5.2.1 un prédicat P
portant sur n variables est approché par un vecteur de n éléments du
treillis :

Le systéme d'équations approchées correspondant est le suivant (nous
noterons P = (P(1},...,P{n)) quand PeL™)

p e (LYY
= AWP.(P(1),1,P(1))
¢ e (L'
= AP,{¢1(P] Ner,7,+3}
d e (Lt-L¥)
= AP.{¢2(P)(y+x)}
b e (L'>L¥)
= (pa
¢ e (LYY
= AP.(P(1),P(2),P(3),1) 00,
b e (LY>LM)
= AP.{¢5[P][2+-XJ}
¢ e (LT>LY)
= AP.{(T,¢IJPI4)][2),T.¢II(P[4]][1)] n tP(11.T,P(31,P(411}o¢6
b e (L™
= AP A¢ (P (y«-y)}
b e (L)
s AP (P(1),P(2),P(3))od
¢lo e (LYY
= AP.{¢3(P) L ¢>9[P]}
o e (L »1L?)
= WP (PU),P(2)Iod
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Ce systeme d'équations‘peut Btre simplifié comme suit

9 < (L =12
= xP.(Pm.{(PHJH+)u-<;>11 (-P(1)(1IH

ou plus simplement :

¢11 e (L-L)
= Ax.{(xf7+]lj~¢ll[-x]}

Soit & ecalculer ¢n (+) en utilisant 1la définition 6.2.1.0.1. Nous

avons
Pas 0O:
0 =
¢u AX.L
Pas 1; Jo = ({+}H
o1 (F) = (AN« U-¢° (-(4)) = + 14y = «
11 11
Pas 2: Jl = ({<}h
$2 (%) = (2N« U-¢! (-(%)) = LH-¢r (4) = -
11 11 11
Pas 3: J2 = ({t+H
qf;’l (4) = (4 ﬂ+3u—¢f1 (-+) = +u—q>fl (5} = +10-(-) = +1)+ = +
Pas 4: Ja = ({~}
o2y o= (s -$¥ (-(%)) = 0% (1) = -
¢n[1 (ﬂ+]u¢n((n 1u¢u()

Le calcul converge et donc ¢11(1]=+ et ¢11(:]=-.

Fin de 1'exemple.

Exemple 6.3.1.1.0.2
Un exemple plus complexe est donné par la fonction d'Ackermann

définie sur les entiers naturels par :

fix,y) = si x=0 alors
y+1
sinonsi y=0 alors
flx-1:1)
sinon
Tlx-1;Ffl{x,y-1})
finsi;
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En choisissant 1°'espace de propriétés approchées :

il faut résoudre :

¢l = A(x.y].[incr[y)lJ¢l[decr[xl1+).+llJ¢2(xlT+.¢l(xf1+,decr(yf1+))]]
¢2 = A(x.t).[¢l[decr(x].t)]
ol
tner = Ax.cas X dans 1>1 3 O-++ ; +>+ 3 T+ fincas;
decr = Ax.cas x dans 1L ;3 O0+41 3 ++T 3 T+7T fincas;

La valeur de ¢1[T,T] peut 8tre calculée par une itération chaotique

finie pour V=({(7,7)}.%) et partant de :

Alx,y).1

-
o
n

Alx,y).1

<~
)
H

Pas 1: ' Jo = [{(TlT);[+nT):[T:+]};¢]

i}
+

¢:(T.T] + U ¢‘1’[T.+] L ¢:r+,¢;’,[+.m

1 0 0 0
¢x[+'T] + U ¢1(T.+] 3 ¢2(+.¢l(+.T]] +

+

1 - 0 0 0
¢1(T.+) + 1 ¢1[T,+) | ¢2(+.¢1[+.T]]

et F-fermeture (¢!, ({(7,711},2)) = ({(r,7), (r.+},(+,13},{(+,0 )

Pas 2: J = 8,{(+,2IH
1

$2(+,+) = dLiT,+) = +
2 1
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Pas 3: Jz = [{[TIT]J(+IT])[TI+]}I¢)

3 - 2 2 2
¢1(T,T] + | ¢1(T.+) L ¢2(+,¢1(+.T])

il

i
+

.y ¢;[T.+] L ¢z(+,¢:(+,T]]

i
+

G2 (+,7) = + 1 $20T,+) U 2+, 02 (+,T))
1 1 2 1

3 1 2 1
¢1(T.+] + | ¢1[T.+) L ¢2(+.¢l(+,TJ] +

et F-fermeture($*, ({(7,1)},2)) = ({(7,7),(r.+), (+,0) L, {(+,4I )

Pas 4: J = 8,{(+,+)}
3

¢:[+,+] = ¢i[T,+] = 4

Pas 5: J‘+ = ({tr,mhH

¢:[T,T) + (] ¢:[T.+] L ¢“(+.¢:t+,TJJ
2

+ 1 ¢j(T.+) L ¢:(+,¢i(+,T]] =+

et F-fermeture (¢, ({(1,1},2)) = ({(7.7), (7,+),(+,1}, {(+,4I D

Nous avons démontré automatiquement gue si la fonction d'Ackermann
est appelée avec des arguments entiers naturels alors il en est de méme
dans les appels récursifs subséquents et le résultat est un entier
strictement positif.

Fin de 1l'exemple.

Remarque 6.3.1.1.0.3 Détermination d'une suite admissible d'index

En pratique la suite admissible d'index est déterminée en cours de
calcul, par exemple en utilisant 1'algorithme suivant
A chague pas k, on évalue ¢i[X] pour tous les XeVi et quand
Fi[X,¢) et ¢J(Y], on détermine la valeur 7 de ¢j(Y] comme suit :
- Si ¢j[Y] a déja été évalué au pas k, Z est la valeur correspondante ;
- Sinon si ¢j[Y] est en cours d'évaluation (c'est-a-dire
Fj(Y,¢] o5 ¢j[Y)] alors si k>1 la valeur de Z est celle de ¢j(Y] au pas
k=1 sinon k=1 et Z est 1’infimum L de Dj H
- Sinon Z est la valeur de Fj[Y,¢].

Fin de la remarque.
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6.3.1.2 Pointeurs nuls et pointeurs non nuls

Considérons la procédure Znverser(L,nil,L’) qui donne une copie L'

de 1'image inverse d'une liste linéaire chainée L :

type noeud = enregistrement
val : entier;
suiv: 4noeud;
fin;

procédure inverser(x,y: tnoeud valeur; z: tnoeud résultat)=
sl x=pil alors
zZi=y;
sinon
début t: +noeud;

t:=allouer(noeud);

t.val := x.val;
t.sulv 1= y;
inverser(x.suiv,t;z);
fin;
finsi;
fin-proc;

Reprenant 5.6.1.1, le systéme d'équations approchées associé 3 itnverser

est
. ) . *3 '
¢1 = AMx,y),lcas x dans 1 >1; nil+y; ”ntl-*oa (9, (mil,y, 1)),
3
. T+yUo:(%an1H fincass
¢2 = A(x.y,z].[B: (¢3[x,y.z._'niZ]]]
¢3 = A(x,y,z,t).[[x,y,¢l[suiv(x],t].tl]
ol
*n }
Oin{(xl‘--n:xipouo)xn] b Xi
—* _
Ui {[xl'l.l'xiﬂﬂﬂﬂlxn]} = (xlFﬂcnlxi_llxi+llﬂll'xn)

sutv = Ap.cas p dans L+13 nil+1;3 ‘nil+7; 77 fincas;

Evaluant ¢l(ﬂnil,nill en déterminant une suite admissible d'index par

1'algorithme 6.3.1.1.0.3 nous obtenons :



Pas 1:
¢ (mil,ntl)
1

]

]

u

Pas 2:

¢ il nil)

Noter que

définition 6.2.
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*3 . o
03 [¢2(ﬂn12.n11,L]]

3 _at
o7 @ (4 (wil,nil,1 mil))
y

wo%

3 b

o [6: (milnil,¢ (1,00) nil))

*
3
*3 —*l* . . *3

03 (Gu tﬂnzl,nzl,(ﬁnilljca [¢2[T;1nil,1]]]j1ni2]]

3 4 3 4

* (Wmil,nil, (wmil o™ (5: (6 (1,7n82,1,7m923))), Wil))

g (G
3
%3 4
03 (G (mil,nil,(millo

w

*

4
\ [T,ﬁniZ,¢1(T,ﬂnil),ﬂnil})],ﬂnill)

3
(G

£ £ %
w  F

Comme ¢1(T,7niZ] est en cours d'évaluation, il est approché

par L :

*3 *h *3 *‘}
03 [6“ (ﬂniZ,niZ,(ﬂnileoa (C_Il+ (t,™m77,1,m71))),mil))

il

*3 *lf
03 [6.+ [“niZ,niZ,¢1(T,WniZ],”niZ]]

x3 it . . *3 it .
o (6 (MmZl,nel,("millo” (G (T,"nil,q)l[T,"mZJ,"niZ]]],"niZ)]
4 3
Comme ¢1[T,ﬂniZ] est en cours d'évaluation il est approché

par la valeur "n7Zl obtenue au pas précédent

*3 *4 *3 *k
03 (6“ (™MZl,nil,(™millUo ['0'lf (v,7'nZl,7nil,  mil))), mil))
3 a

“nil

les calculs peuvent &tre réordonnés pour correspondre & la

1.0.1.

En ce qui concerne 1'exemple proprement dit nous avons automatiquement

découvert que Znverser(L,nil,L') retourne L' différent de nil quand L n'est

pas nil.
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6.3.1.3 Pointeurs repérant des enregistrements distincts
Reprenons 1'exemple de la procédure inverser:

procédure inverser(x,y: *noeud valeur; z: 4noeud résultat)=

{1}
si x=nil alors
{2}
Z:=y;
{3}
sinon
{a}
début t: *tnoeud;
{5} '
t:=allouer(noeud); t.val:=x.val;
{s}
t.suivi=y;
{7}
inverser(x.suiv,t;z);
{8}
Fins
{9}
finsi;
{10}
fin-proc;
{11}

en lul appliquant 1'analyse approchée du paragraphe 5.6.1.2. L'image
approchée d'un prédicat portant sur n variables de type pointeurs x‘.....xn
est une application de la forme A(xl,....xn].P oll P est une partition de
{xl....,xn}. Rappelons la convention que si xi:et yJ sont dans des parties
distinctes, elles ne permettent pas de référencer, méme indirectement; 1le

méme enregistrement. Nous noterons :

/X eeasX Zowa/Y oa il 23+ {ZY = {/X eve X Juun/Y yeessY 727}
1 n 1 m 1 n 1 m

{7XX saaasX Zeea/Y suvad¥ 73 =4XY @ {/X wuvesX Zoua/Y euna¥ 7}
1 n 1 m 1 n 1 m
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-

d'égquations approché associé & Znverser est alors :

AC.
AC.
AC.

¢

1

AC.
AC.
AC.
AC.

AC.

(Aa,b,z,x,y).[(Clx,y)+{a,b,z}) tU{/a,x/b,y/2/3])
(Ala,b,z,x,y).[e(x,Cla,b,z,x,y)) ]} °¢1
(Ala,b,z,x,y).[e(z,C(a,b,z,x,y)) L1 {/a/b/x/y,z/} 1) °¢2

[A[a,b.z.x,y,t].[C[a,b.x,y,z]+{t}]) °¢k
(Ala,b,z,x,y,t).[e(t,Cla,b,z,x,y,t)}]) °¢5
(Ala,b,z,x,y,t).[Cla,b,z,x,y,.t) U {/a/b/z/x/t,y/}]) °¢6
[A[a,b,z,x,y.t].[{¢ll[X[x,t].[C[a,b,z,x,y,t)~{a.b,z,y}])(x,t,z]
+{a,b,y}}Uel(z,Cla,b,z,x,y,t))]) °¢,
(A(la,b,z,x,y)}.[C(a,b,z,x,y,t)-{t}]) °¢8

¢3 qu)S

AC.

(Ala,b,z).[C(a,b,z,x,y)-{x,y}]) °¢10

Résolvons ce systéme d'équations pour la spécification C=A(x,y}.{/x/y/}

correspondant & 1'appel Znverser(L,nil,L').

Pas 1:

¢ (€)

¢2(C]
¢ (C)
3

¢u(C)
¢5(C]

¢ (C)
7

AMa,b,z,x,y) L ({/x/y/}+{a,b,z}) 11{/a,x/b,y/z/}]
Ala,b,z,x,y).{/a,x/b,y/z/}
Ala,b,z,x,y).[elx,{/a,x/b,y/z/})]
Ala,b,z,x,y).{/a/x/b,y/2/}

Ala,b,z,x,y) . Lelz, {/a/x/b,y/z/1) U{/a/b/x/y,2/3 1)
Aa,b,z,x,y)}.{/a/x/b,y,z/}
Ala,b,z,x,y).{/a,x/b,y/z/}

¢6(C]

Aa,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y/z/t/}

Aa,b,z,x,y,t). ({/a,x/b,y/z/t/} L{7a/b/z/x/t,y/7})
Ala,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y,t/z/}

Comme A[x,t].[¢7(C)(a.b,z,x.y,t)-{a,b,z,y}]
Ax,t).[/a,x/b,y,t/z/-{a,b,z,y}]
Ax,t) {/x/e/} = C

et la premiére approximation de ¢11(C] étant 1'infimum

Xla,b,z).[{/a/b/z/}] nous avons :

]



¢8(C]

¢9lC)

{c)
10

(Cl)
n

Pas 2:
¢1[C]
¢2(C]
¢3(C]
¢5(C]
¢7[C]

¢B(C]
C
¢$[ )
(c)
10

¢11[C]

]
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Ala,b,z,x,y,t).[(Ala,b,2).[{/a/b/z/}1(x,t,2)+{a,b,y}) U
elz,{/a,x/b,y,t/z/}1]

Ala,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y.t/z/}
Ala,b,z,x,y).[{/a,x/b,y,t/z/}-{t}]
Ala,b,z,x,y).{/a,x/b,y/z/}

¢3[E)lj¢9(€]
Ala,b,z,x,y).[{/a/x/b,y.z/YU{/a,x/b,y/2/}]
Aa,b,z,x,y) . {/a,x/b,y,z/}
Ala,b,z).[{/a,x/b,y,z/}-{x,y}]
Ala,b,z).{/a/b,z/}

¢“(C) = Xa,b,z,x,y).{/a,x/b,y/z/}

Aa,b,z,x,y).{/a/x/b,y/z/}

AMa,b,z,x,y).{/a/x/b,y,z/}

¢6(C] = Xa,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y/z/t/}

Ala,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y,t/z/}

A nouveau l[x.t).[¢7(C][a.b.z.x.y.t)—{a.b.z.y}]
= Ax,t). {/x/t/} = C

et 1a valeur de ¢11(C) étant Ala,b,z).{/a/b,z/} au pas

précédent nous avons :
Ala,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y,t/z/}
Ma,b,z,x,y). {/a,x/b,y/z/}
Aa,b,z,x,y).{/a,x/b,y,z/}
Ala,b,z).{/a/b,z/}

Nous avons donc découvert automatiquement qu’aprés 1'appel

inverser(L,nil;L'), les références L et L' ne peuvent pas repérer méme
indirectement le méme enregistrement. Des informations similaires sont

disponibles en chaque point de la procédure pour la spécification d'entrée

Ax,y). {/x/y/}).
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6.3.2 Cas d'un espace de propriétés approchées satisfaisant 1a condition
de chaine ascendante

Considérons la procédure :

procédure factorielle(x,y,z: entier valeur; f: entier résultat)=
51 x=y alors
Ti=2z;
sinon
factorielle(x,y+1,zx{y+1};f);
finsi,
fin-proc;

telle que factorielle(n,0,1;f) délivre f=n! quand nx0. Nous proposons

de l'analyser sur 1'espace de propriétés approchées :

Ignorant le test (x=y) il faut résoudre :
¢) = F(d)] = X(X;y;Z]-[ZU¢[X.y+1,Z*[y+1)]]

Il est clair que ¢(7,0,1) &> $(7,1,1) o> $(7,2,4) > ... > $(7,k,ki) o> ...
de sorte que toute suite admissible d'index doit contenir un index avec

une composante de cardinalité infinie.

Nous proposons donc d'approcher F par F tel gue FEF de sorte que

lfp(F) Epr(F) (th. 4.3.0.1). En choisissant :

b= F(®) = Ax,y,2).[zUSIxUx,y L (y+1),z U (z# (y+1))]



{(r)-41

chagque fois que $[x,y.z] - $(x'.y'.z'] nous avons (x,y,z) € ({x',y',z2').
Comme le treillis des propriétés approchées satisfait la condition de

chalne ascendante une telle dérivation est nécessairement finie.

$(7,0,1) = 1UF(7,0U1,10U1) = 1UP(7.%,1)

= 1 U7,4,+))

=1UUUGUSZ,EH+))) = 10+ gL)) = +
$07,0,1) = 1U1UG7,3,+))

it
it
[
+

TUUGUPZ,4,4)3) = 1y (++))

et plus généralement ¢(7,0,1)=+ ce qui montre que factorielle(n,0,1;F)

délivre un entier f strictement positif quand elle termine.

6.3.3 Cas général d'un espace de propriétés approchées infinf ne
satisfaisant pas 1a condition de chaine ascendante

Comme exemple d'espacs de propriétés approchées ne satisfaisant pas
la condition de chaine ascendante, nous considérons le treillis des inter-
valles d’entiers du paragraphe 5.7.1. Soilt & résoudre 1'équation fonction-

nelle :

¢ = Ax.{¢](x+[1,1J)}
Elle illustre le probléme déja rencontré au paragraphe précédent d'un
domaine de paramétres non convergent, par exemple

¢l([0.255]] o> ¢l[[1,258]] o> ¢1[[2’257]] > ... que nous traitons en

approchant supérieurement ¢1 par $1 définil par :
?4?1 = )\x.{¢1[x7[x+[1.1]]l}

que nous résolvons en utilisant le théoréme 6.2.1.0.3. Nous obtenons :
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Pas 1:

51([0,255]] = ¢_([0,25517[1,2561)

= $itto.+w]]

i

$1[[D,+wj'\7[2,+w]) = $gfro.+m31 =1

Pas 2:
5?([0,255])

ch[o.mn = $:(to,+wj) =1

Considérons maintenant 1'équation fonctionnelle :

3 ¢2 = Ax.{[D,U]lJ[[1,1]+¢2[x]]}
gui illustre le probléme déja rencontré au paragraphe 5.7.3 d'une itération
non convergente. En effet le calcul de ¢2([U,255]] consiste & résoudre
x=[0,01U([1,1]1+x) ol x=¢2[[0.255]]. Nous traitons ce probléme en résolvant :

3 $2= Ax.{’qiztxﬁ([o,oju([1,1]+$2(xm}

ce qui donne :

Pas 1:
$;t[o,255]) = EZ([D.255])'§[[0,DJ1J([1,1]+$2([0,255]1])
Pas 2:

52([0.255]1 = 5;([0,25533V[[D.D]U([1.1]+$;([0,255]J))
= [0,01V ([0,00U[1,11) = [0,+x]

Pas 3:
5:([0.25511 = $Z([0,255])'5([0.0]LJ[[1.1]+$§([0.255]J))
= [0,+=] 7V ([0,0] LU[1,+0])=[0, +=]
$2([0,255]J e 5:([0.25531 = [0, +x].

n

Dans 1le cas général les deux phénoménes se rencontrent en mdme temps,
ils se résolvent comme précédemment dans le cadre du théoréme 6.2.2.0.2.

Par exemple 1'analyse de la fonction 81 de MacCarthy (6.1.0.3) consiste a
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résoudre :
3 b, = MxTUxNEI01,+=1)~[10,100) U (6 ((x T -,1001)+011,4111)]

gue 1°'on approche supérieurement par :

) $l = /\x.[$l(x] V{((xM[101,+=1)-[10,10]) u$l[x77'$l(x7((x ne-«,1001)
+f11, 111N 1]

i

et permet de découvrir que la fonction 91 délivre un résultat supérieur ou

égal & 91

[&;l([—w.m]) = [91, +oo]

6.4 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Les résultats de ce chapitre améliorent Cousot & Cousot[ 1977d]
particuliérement en ce qui concerne le traitement des branchements incon-
ditionnels (un systéme d°’équations est maintenant associé 3 un programme
en utilisant la notion de point programme et non plus par induction sur la
structure syntaxique du programme). L'exemple 6.3.1.3 est également traité
plus rigoureusement.

Au paragraphe 6.1 1'emploi de variables auxiliaires (permettant de
mémoriser les valeurs initiales) pour exprimer les assertions intermédiaires
dans les procédures récursives nous semble 3 postériori indispensable comme
il 1'est dans les régles de preuves de procédures introduites par
Hoarel 1971] et généralisées par Igarashi et al.[1975], Ernst[19771,

Apt & de Bakker[1877], Guttag et al.[1977] pour que le systéme axiomatique
soit complet (de Bakker & Meertens[ 19751, Cook[1975], Gorelick[1975],

Apt & Meertens[1977], Apt et al1.[19771, Clarke[197713}. Ceci permet aussi de
définir le sens d‘une procédure récursive indépendamment d'un appel parti-
culier. Noter que pour définir la sémantique des procédures nous n'avons
pas utilisé la technique des substitutions syntaxigues (gui semble de
puissance limitée, de Bakker[1977d]) et que pour autant nous n'avons pas

8U recours au concept de "continuation” comme dans Milnel 1977]. Ceci est
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possible tant qu'un corps de procédure peut 8tre associé statiquement a
tout nom de procédure et exclut 1'appel par nom, le passage de procédures
ou fonctions en paramétres, les coroutines etc.... Un autre €lément de
comparaison avec Milnel[1977] est que nous associons un systéme d'équations
non pas & un langage mais & un programme ce qui est utile pour raisonner
sur les technigues d'approximation.

L'analyse automatique de propriétés sémantiques de procédures récur-
sives a été trés peu étudiée. Nous pouvons citer Sintzoff[1972] qui étudie
la vérification manuelle de propriétés & 1'aide d'une exécution symboligue,
Wegbreit[ 19751 qui traite les procédures‘en faisant une expansion du corps
de la procédure & chaque appel et Karr[1975] qui propose une exécution
symbolique sur le programme itératif correspondant & la compilation de la
procédure & 1l'aide d'une pile de récursivité.

Dans le cas particulier des techniques booléennes classiques d’'optimi-
sation de programmes on peut citer Spillman[1871]1, Allenf19741, Lomet[1375],
RosenL 1975] et Barth[1977].
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Des éléments de conclusion ayant été donnés dans chaque chapitre, nous

discutons maintenant quelques axes de travail.

~

L’approche du point fixe & 1'étude du comportement des systémes dyna-
miques discrets (paragraphe 3.1) ainsi que 1'étude de méthodes d'approxima-
tion de points fixes (chapitre 4) font bien apparaitre que les technigues
d'analyse sémantique des programmes peuvent &tre étudiées indépendamment des
langages utilisés pour la programmation. Toutefois, nous avons consacré la
plus grande partie de notre étude au cas des systémes dynamiques discrets
déterministes parce que les programmes déterministes sont les plus fréguents
dans les applications en Informatique. Le cas des programmes non-détermi-
nistes et paralléles, qui méritent également d'étre étudiés, est apparemment
plus complexe. Les systémes dynamiques discrets offrent certainement un
cadre suffisamment abstrait pour permettre une étude indépendante des pro-
blémes de langages {(qui en général, compliquent plutdt qu'ils ne facilitent

la compréhension des problémes de programmation non-déterministe).

Les praoblémes de langages n'interviennent réeliement que lorsqu’il
s'agit de faire 1'analyse sémantique de programmes écrits dans un langage
particulier. Sur ce point, notre travail doit &tre complété pour tenir com-
pte des problémes posés d'une part, par les structures d'information complexes
et d'autre part, par les structures de contréle dynamiques (qui ne permettent
pas un partitionnement statique de 1°’ensemble des états). Il est quelquefois
difficile de déduire un sémantique déductive d'une sémantique de plus bas
niveau ou informelle. Ce travail pourrait &tre entrepris pour les langages
de programmation existants qui sont les plus couramment utilisés. 1I1
semble en effet, qu’il ne soit pas possible de faire des raisonnements ri-
goureux sur les programmes écrits dans un langage s‘il n'est pas possible de

définir la sémantigque déductive de ce langage.

Le chapitre 4 définit potentiellement, gréce aux notions de fermeture et

d'extrapolation, toutes les analyses approchées et éventuellement automati-
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sables qu'on peut envisager pour les programmes. Toutefois, ce point de vue
est théorique et dans les applications pratiques il reste un travail impor-
tant qui est nécessaire pour trouver un bon niveau d’approximation, c'est-a-
dire offrant un bon rapport coiit / précision de 1'analyse. Il est certain
gue de nombreuses applications peuvent &tre développées pour les langages
classiques, comme Algol 68 qui réunit la plupart des difficultés qu'on peut

rencontrer avec les autres langages de programmation.

I1 est peut-&tre plutdt préférable, d’envisager de nouveaux langages ou
traits de langages orientés vers la résolution des problémes d'analyse séman-
tigue exacte ou approchée des programmes. Par exemple, notre étude fait
ressortir que les déclarations locales sont plus utiles que les déclarations
globales, que 1’analyse des propriétés des objets manipulés par un programme
dépend des opérations éffectuées sur ces objets (point de vue des 'types abs-
traits') mais aussi et surtout du contexte dans lequel ces opérations sont
effectuées, que l'extension d'un langage de programmation devrait s'accom-
pagner des informations nécessaires & 1'analyse des traits de langage en ex-
tension, que le type des objets peut &tre analysé avec plus ou moins de fi-
nesse et qu'il existe une hiérarchie entre les notions de type et d'asser-
tions. Ces idées, qu'il est nécessaire d'approfondir, pourraient guider 1la
conception d’un langage de programmation, ce qui constituerait un point de

vue souvent négligé dans le développement des langages de trés haut niveau.

Dans les chapitres 2 et 4, nous avons étudié la construction et 1'appro-
ximation de points fixes d'opérateurs monotones sur un treillis d'un point
de vue purement algébrique. I1 n’empéche gue 1'analogie avec les méthodes
d'analyse numérique nous a été utile et peut certainement encore &tre ex-
ploitée avec succés. I1 est possible d'améliorer 1'éfficacité des méthodes
itératives et d'approfondir notre notion d'extrapolation. De nouvelles mé-
thodes (pas nécessairement itératives) de résolution des équations sémanti-
ques approchées peuvent &tre imaginées. Notre hypothése d'éguations mono-
tones sur un treillis complet convenait bien & nos problémes. Elle est un
peu forte pour certains problémes qui font intervenir une négation non
monotone. Il faut donc réfléchir a des hypothéses plus faibles que la mono-
tonie. Il est certain qu'il faut également envisager des hypothéses plus
fortes, car nous avons constaté dans. les applications que certaines hypothé-
ses spécifigues & des applications particuliéres, sont pourtant utiles pour

imaginer des méthodes de résolution.
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