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PREMIERE PARTIE

SPLINE CUBIQUE



INTRODUCTION

—-—__—.__-.-__..

Les fonctions spline d une variable, sant actuellement trés utilisées,
et la théorie a &té largement développée, voir par exenple [1], [2), 13],
141, 1{13]1,1171, [20]1, [21].

La stabilité numérique, de la méthode utilisée pour 1'cbtention de ces
fonctions pour n (nombre de noeuds) grand, est 1'un des prablémes impor-
tants. Voir [5], [9], [10], [141, [15], [22],[23].

Dans cette partie nous nous intéressons 3 1'étude de deux méthodes :

- Méthode du transport des relations présentée en [12| (méthode A)

= Méthode présentée en [7] (m&thode B).

Le premier chapitre est consacré i 1'étude détaillée de 1'algorithme de

la méthode A, avec camme cbjectif principal 1'obtention d'autres algorithmes
qui soient moins coliteux, mais aussi stable que celui donné en [16].

plus on étudie la similitude qui existe entre les algorithmes des méthodes
A et B,

Ie deuxiéme chapitre a pour but le calcul numérique de la fonction spline
d'interpolation pour un grand nambre de noeuds. D'abord on présente la
relation qui existe entre la "spline glcbale" (relative 3 1'ensenble des
noeuds) et deux "splines locales” (splines construites) sur des sous-
ensembles de noeuds. n suggére ensuite une méthode d'obtention mumérique

de la spline cherchée, & l'aide précisément de splines locales.

Dans le troisié@me chapitre on étudie 1'cbtention d'une spline d'ajustement

au moyen des deux méthodes A et B.



2.

CHAPITRE - 1

LA METHODE DU TRANSPORT DES RELATIONS
POUR LE CALCUL D'UNE FONCTION SPLINE
D' INTERPOLATION (SPLINE CUBIQUE)

CHo1x DE NORMALISATIONS



I.1 - INTRODUCTION
Soicent £ la fonction & interpoler définie sur [a,b]
x. € [a,b] i=1,...,neta<x <... <xn<b

i 1

S la spline d'interpolation cubique basée sur les noeuds Kyseoos¥ e

n n
Notons :

f; = f(xi)

o= B =Stx) v) = ™ (x}) i=1,...n

h.l =XiTX om o= fi']-%:fl i=1,...,n~1

La méthode du transport des relations (voir [12]) qu'on appellera
MEMODE (A) construit les suites {ai), {bi}, {Ci}, {ai}, .{bi}, {Ci}

i=1,...,n, qui sont les coefficients du systéme suivant :

a.x, + b.B.
ii ivi

I
Q

(1.1)

ai)\i-fbisi i=1,...,n

]
0

La particularité de ces suites, qui sont dbotenues de fagon récurrente
(voir plus loin) est qu'elles croissent assez vite, et leur calcul est

. difficile et imprécis.

En conséquence il est recamandé de normaliser les deux relations
linéaires de (1.1) & chaque pas, c'est-3-dire de les diviser pour un nambre:

convenable de telle maniére que les nouvelles suites

a; by c; éi bi 5 '

{‘E-}, {"E—}, {E“} (reSp. {—}, =}, (==} ), restent bornées
i i i t, t, t,

1 1 ci



La nomalisation adoptée dans [17] (appelée usuelle) est la plus

naturelle mais aussi la plus coliteuse. Elle consiste & prendre

= / 22412402 £2 = J 22402402 ) . i sati
ti ai+bi+ci (resp. ti ag bi+ci ) ; cette normalisation donne des
résultats nunériques satisfaisants m@me pour n grand [161.

En~étudianf: le camportement des suites {ai} et {bi}
(resp. {ai} et {bi}) on trouvera une relation importante entre elles, ce
qui va nous permettre d'étudier deux autres nomalisations qui diminuent
le colit de la méthode ().

De plus, on met en é&vidence qu'avec la deuxiéme normalisation Proposée
1'algorithme de la méthode () devient 1'algorithme de la méthode présenté
en [7] (appelée METHODE (B) ).

Pour le cas particulier de "Pas &quidistants" les simpliciations dans
l'algorithme de la méthode (A) sont importantes pour les deux nommalisations

suggérées et on étudie ces simplifications.

Enfin on donne des tableaux camparatifs des algorithmes cbtenus

avec les différentes normalisations.



[-2 - PRESENTATION DES MET!{ODES

Dans la méthode (A) on considére Sn sous la fome :

(
£+ Al(x~xl) six ¢ [a,xl]
+
S (%) = < £, 4+ A {x-x.) + -ji(.x—x )2+ :{-i—(x-x )3 % o€ [x,,x. .] i=1 -1
n LS 1 2 i 6 i SR R e
\ fn + )\n(x—xn) si X ¢ [xn,b]

Si on note v(x) = [Sn(x), S;l(x) s S"(x), S™ (x)]l on constate que :

vixg,) =ab)vix)
(1.2)
vix) = a(h.)v(x )
1 1 i+1
ol Rk _

ath) = [a'.] 4. = (3-k) ! Jzk oK=Lt
kj kj

6] j <k i=k,...,4

La méthode (A) est basée sur les deux remarques suivantes (voir [12})

a) Si 1'on connait deux relations linéaires indépendantes en xl et si ces
relations sont aussi indépendantes de la relation fi = Sn (xi) alors on

. P +
peut trouver deux relations linéaires en X

R s +
b) Si 1'on connait deux relations linéaires en X, alors on peut "trans-

porter" ces relations en x, . en utilisant (1.2).

i+l

La méthode consiste a appliquer alternativement les phases (a) et
(b) précédentes partant de

Il

: . e OWN [ Wy = = .
i) X, avec Sn(xl) Sn (xl) 0 (de Gauche & Droite)

ii) x+ avec S" (x+) s (x+) =0 (de Droite 3 Gauche)
n n n n n

Simplifiant les deux relations de chaque point X; on obtient une
relation linéaire entre )\i et Big donné par les équations de récurrences
suivantes s



De Gauche 3 Droite

r bi—l
3 =OhR -T2y,
. i-1
< hy
(1.3) by =a; ; 5= =2,
c. =c,  +m . (6 —-L_ 33 ) i=02 n
\ i i-1 i-1 h. i-1 ! ’
i-1
avec
al =0 bl =1 c1 =0
et
a.r, + b.,B. =c
i%i i7i i
De Droite 3 Gauche
/ N i+1 -
ay =76 - 2a;,
i
- - hi -
' E—— ———
(1.3") < b =-a, , & - 2,
- _ i+1 - .
\ c; = il n1(6 hi + 3 ai+l) i=n1l,...,1
avec
=0 b =1 c =0
n n n
et
I a.r. +b.g. =c
i%i i"i i

La méthode (B) considére Sn sous la forme de Newton avec noeuds

confondus (voir [71 )

to=x. .
171 >6 )
o t t n 5,

57Ky
i \\\\~5 S

S

:::> t3 n \\\\~ <
n t,t, n
>5ttt / 125
t =x /’/’ t3t 23 n
4



Alors on a :

flﬂl(x—xl) si x ¢ [a,xl]
m,=X, Al ,=2m A,
£.4)0, (%, )+ }11 = (x—-x.)2+——l—+—1-—————- (x~x.)2(x—x.+1)
S (x) = < i’ i i i h? i i
n . .
si X ¢ [xi,xi+1.] i=1l,..,1
+ - i 3
fn )\n(x xn) si X ¢ [xn,b]
\
Les inconnues ) i 1=1,...,n sont solutions du systéme Suivant,obtenu
en assurant la continuité de S; en x,
4 -
2A1+A2 = 3m1
hi hi hi
.. + = —_— i = -
(1.4) < e Ao P2 AR E 3 ) = 2,0
i-1 i-1 S A
\ An__l+2ln = 3mn—-l

Le systé&me est résolu par 1'élimination simple de Gauss ( [16]{31]).

Notons AM=0/3 i=1,...n
Alors : X' =r /d
n n’ n
| - JEE I Pz e
Ai = (ri >‘i+l)/di i=nl...,1
oa :
,
d1 = 2 rl =m
hi 1 hl i-1
(1.5) < d, = (2- —)+2 . = (m, ,- )-+Hn, i=2,...,n-1
hi—l di-l hi 1 boa i
r
1 - _ _n-1l
{9, = 2 ' T M-17 3
n-1 n—1

On a constaté que cette méthode (B) donne des résultats nmériques
satisfaisants conme la méthode (A). (voir [16]).



1.3 - ETUDE DES SUITES DEFINIES PAR L’'ALGORITHME DE LA METHODE (

Proposition 1

Dans le procédé (1.3) (resp. (1.3°) on a : -

-Da, >0 g -n'a_, >0
(resp. )
(-1)p, <0 ( (1), >0

b) la;| et |b;| (resp. B

n—il et lgn—i!) croissent quand i croit.

Démonstration :

a) Comme a, = 6/hl et b2 = -2 on a d'aprés (1.3)

a >0 841 <O
pour i pair alors

by <0 bit >0

8 <0 [ aj,, >0

pour i impéir alors
b. 0 b.., <0
i i+l

\%

d'od le résultat. Démonstration analogue pour les ais bi a partir de (1.3').

b) On développe a; et bi d'aprés (1.3), alors on a :

( i-1 J
a, = 1 (I3 2 4
i . h, . i=j
{ j=1 i-j
i-1 .
b, ==2b, + £ (-1)3 3 x 2372 _izl,
i 1 L7 h, i-j
\ 1= 1=]

D'autre part, la partie (a) implique :



i
( la;] = (-1) ay
= {_yy1tl
< bl = (-1 by
_yyiti+l = (_qyi=dtl
L (-1) bi—j (-1) bi-j >0
utilisant ces relations dans 1‘expression de a; rt bi on abtient :
(
i-1 - 3
la,] = ¢ (¥l 20
i . h, . 7i-j
< J=1 i-]
i g -2 Mi-)
b, = (~-n¥2b,_ + 1 (-pTTITI3 372 Azl
i i-1 . h. i-j
J= i-3
an a donc
(
i-1 j
2
la.] = £ 3 x< b, .|
< i 3=1 hl__J i-j
i-1 .
b} =2[b,_ |+ £ 3x2372 3L,
i -1 . h, . ""i-j .
\ J= 1=]
ce qui montre la partie (b).
Remarque
1) Pour le procédé (1.3') on utilisera
( ~ n-i-1 3 2j ~
.= I  (-1)7 3 x b,,.
< o=; i+j-1 173
n-i-1 . . h, ~
~ ~ +1 j~2 i
b, ==2b. + » (-NIT3x2ITC L p
L i i+l =2 hi+j—l i+3
2) Cette proposition montre que 1'on ne doit pas utiliser les relations

(1.3) (resp. (1.3")) pour calculer les suites {ai}, {b;} (resp.
{ai}, b, h. :



. lol

Proposition 2

Dans le procédé (1.3) (resp. (1.3')) on a :

t\l
4 hl 1
2<[-——————-]<4(resp 2<] !<4)
1 .
i
Démonstration :
h, , 2b,+4b,
Came b,= a, =
FlaTi 5 -3 ©On a alors a, -
remplacant la valeur de a; dans ai='~———-l—1 =23, 1 ©n obtient
— l—
1 hi'_l
a;= -hT (4bi+2bi_l) Cce qui implique:
i-1
_a_i_ - __ 4 (1+ =1L bl -1 )
b, hi-l 2b
Mais la proposition (1) implique :
3 33 Pi_y
’B.—'=_—b—. et —l<bi <0
alors
1 bi—l . .
5 1+ 2bi <1 Ce qui entraine
2 __ % 4
hioy by by

Ce qui est le résultat annoncé. Pour le procédé (1.3') la démonstration

est analogue.

La proposition ci-dessus exprime la relation qui existe entre les
suites {ai} et {bi} (resp. {Ei} et {Ei}) et nous donne deux idées sur la
fagon de normaliser en tenant canpte du colt des calculs et 1'utilisation
des mémoires.

Nous suggérons les normalisations suivantes :

NOR-1 : Diviser par a; (resp. ai) a chaque itération
2bi 2bi
NOR-2 : Diviser par - e (resp. - B——-—) a chaque itération.
i i
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Remarque :
La deuxiéme normalisation a &té choisie pour démontrer la similitude
qui existe dans les algorithmes de la méthode (@) et (B).

[.4 - ALGORITHMES AVEC LES NORMALISATIONS SUGGEREES

NORMALISATION 1 (NOR-1)

L'équation aixi+biei = C, i=2,...,n est équivalente a

bi ci 1 hi ci
] -
A, ()8, = (=) et notons p, = — . = —= , de la méme facon
i (a.)ll (a‘.) pl a. 93 a, ’ -~ 9%
. i - 1 i i bi cj
a.x.ib.B. = c. 1=n1,...,1 est équivalent & X.+(—=)g. = (=) et
iMtbiBy =g MTEERY: éq st By
b, - C. a. a,
. N i, i i i
soit p, =—— q, = .
i i
a. a.
i i

Ensuite on explicite les équations de récurrence qui permettent de

trouver pi, qi, pi, qi,

®
Evidemment a, = -56— b2 =-2, c, =my 36—— implique p, = —h1/3
. 1 1 -
d, =m,
maintenant :
h, b,
i-1 i-1
b = by _by/ay, o 2y
Loay a/a, Diz1 2
hiy a5
h
i-1
2 2P _
P. i=3,...,n
* (p,_,-2)
h, - Pi-1
i-1
6 b,
-1 i~1
+m,_, -3)
P €783y 3y ATl hyay
i ay a./ai__1 . 6 (p;_,~2)
i-1
Pi_)
Uy O F 7
q; = 3 ( 2 i=3,...,n
h Pj_7<
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& =2 b =22, 6 =mem 6 g
n-1 h ! Pn-1” 77 S TR Hplique
n—1 n—-1
n-1 n—l/3 qn—l = mn—l
et
- L. b,
+1
N b ./a. 1. 2t
Pi _ Tl‘ _ ~l ~l'f-l - 2~ &4
ay a./ai+l -6 b1+l -
h; a;
hi -
- 3ty B
T 6 5. i=n-2,...,1
it+l -2
i
. itl 6 Pinl +3)
. c. c./a a i'h, 7,
=7:l- - 1/~1+1 - +1 1 i+l
i a. a./a. 6 -
i 1" 7itl h—l Py 2
~q. .. +m, (2B, 43)
- i+l ih, Yi+1
o 1 .
q; = e i=n2,...,1

Epiﬂ +2

Donc 1falgorithme avec cette normalisation devient :

NOR-1 e
be Gauche a Droite

' . _ 6 -
( aj = h,_, Pi-17°
by
- — 1
(1.6) .< p; = (=% -2p,_)/a!
— i ' i
q; (qi—l+mi—l(ai l))/ai i=3,...,n

avec p, = —h1/3 q, =m et xi+pisi = g,
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De Droite a Gauche

([ i =06
aj =f Pyyp 2
1
h .

)/a;

i

(1.6*) ‘< Py = 3 2,

|

o e % ~ S e
k i = ( qiﬂv‘mi(aiﬂ))/ai i=n2,...,1
avec Pp-y = hn-—l/3 g, =m_; et Ai+pisi =q
On a alors :
{ q.q. -
e T - o . _
s Bi = pi_pi, Ai q piBi i=2,...,n"1
)\l:ql n - 9 B1=Bn=o
NORVALTSATION 2 {NOR-2)
hi a; hi hici
ai)\i+biﬂi = ¢, est éguivalent & ¢ 2bi ))ul- 5 By = (- 2bi ) et soit
h.a, h.c
I i ! o ii
Py 26, Y 2b
i i -
- - - hiai hi hj_cj
hithiPy T o > BT g 8y = )
. -6 - - =m 2 .
Comine a;_,--h:l bz— 2 02 ml hl on a s
h h
2 2
P, = 1.5 +— d, = 1.5 m —
2 hl 2 1 1
et
h h
i, 6 i-1 i
( 2 ) (3+2p, _
I h.a h.a,/2b,_; 2 h, ) i1 -] 11 1)
t 2b; - by/by 3i-1hi-y -p, . -2
-2 i-1
2b,
i-1
h; 1 [
P; =g (2 5 ) i=3,...,n (avec hn = h —1)
i-1 Pi ) |
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h,c, a, _h, h,
o _ii-1 m . (3b. -3 i-1 1—1) i
I e SO i U o W T T W
i 2, b./b, _ _
i i’ 7i-1 pi_12
q = hy gy #3m_, Uty _)) ie3 .
Tohyy Pjy*2
(avec hn = h _l)
. L 3+ ai+lhi)
N hya; . hja/2b, N i+1
i S " h.&,
By bbby, -1,
2,1
. . . /h,
p; = (2t = il 1 ) i=n-2,...,1
P72y /My
-h.c, .
1 i+1 i+l i
- T - + m, (3+3 )
i o= - hje;  ~hyey/2by _ B i+l
iT T T TE =TT,
Zbi bl ie1 i7i+1 2
i+l
- =3 h. /R,
q, = —2t - (2 = n2, L0
Piy172hy 0/ Piy17 2y, /0y

Donc 1'algorithme avec la normalisation 2 est :
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i=2,...,n"1

NOR-2
De Gauche & Droite
h
i 1
Pi ™ Hh (2= P -h'):)
(1.7) i-1 -1
_ by gy tim (e ) .
9y =q ( ) ) i=2,...,n
i-1 Pj.1
avec hi
py=0 q =0 (b, =h ,)et Pidi T3 By =q
De Droite a Gauche
N h. / h,
+
pi = - (24 = i+l i )
Piy1™oNy 70y
(1.7") -
- i1 hi+1/hi -
q; == - 3mi(1+ — y ) i=
Pi172Ny41/My Piy1 204410y
avec i . hi -
n=o n=O (hn—h.n-l) et pi)\i_—i.ﬁi—_-qi
On a alors :
y ~
q.-q, ~ -
_ i _ -y 2
NS 8= Ryay)y
(< P;~P;
Al = ql/pl An - qn/pn Bl = Bn =0
\
Proposition 3 :
Dans le procédé (1.6) (resp. (1.6') on a :
a) p; <O (resp. p; > 0)
) 1 -1 1 o, < L
b) 3Py <Pp < ghyy  (resp.ghy <py < 3hy)
c) Iqi[ < 3m (resp. [&i! < 3m ol m=max |m,]

j=l, Y ,n_].

n-&,...,1
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Démonstration
a) Découle de la proposition 1
hi—-l
-2p, h.
— -] 8 1
b) p. = 2 11=_11(l+ )
i 6 5 3 6p._l
h, E:i_-'l 2271 ~2)
i-1 ‘h.,:
i-1
op. _
Corme Py < 0 ona hl L. 2 <=2 ,alors%—— <l+-——-——l—-—-—-— <1
i~1 6p1—1
2 (—h'—- - 2)
i-1
h
s 1 _ _ _i-1 1 1
diol =3 hy ) <y T -y (s )<z b,
2 (= -2)
h
i-1
Ce qui montre )
6p._1
c) Pi_; <0 implique | -2|> 2 etona
i-1
op;_y
5 -3
i-1 1 3
I | =11 - | <5
6 - 6 - 2
h, . Pia h, - Pi-1
i-1 i-1
Comme on a
91" G P
q. = 2 i-1 en tenant campte de 1'inégalité ci-desst
i
h P,y ~ 2 an obtient :
i-1
;| < fmy_y | 2 2 |9y,
ce qui entraine
3 1
!qi, 5‘2* lmi—l‘ + 3'2—2 ]mi 2! Fooot 3 —— I- 2 , , + —— 1“2 [qzl

comme g, = m,
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On a alors

-1 T -2
lg.]l =3 £ —=im_J s5m(z =
* j=1 23 3T T2 g o)
bonc s
gl < 3m avec m = max |m_|
j=1,ee,n"‘1

~

Dénonstration semblable pour ce qui concerne les suites i)i et gq; .

Cette proposition montre qu‘avec la nommalisation 1 les coefficients
restent bomés et a priori on aura moins de risque d'erreurs dans le calcul

des inconmues Ai’ Bi.

Proposition 4

‘Dans le procédé (1.7) (resp. (1.7°)) on a :

a) p;, > o) (resp. ﬁi < 0)
3 0y hy - 3
b) 5 =) <p; < 2 (=) (resp. -2 < p; < - 3)
i-1 i-1
h - i -
c) |, | SGEm (resp. |q. | s6-5m)
ol
h = max {h.} h = min {h,} m= max |m,|
3=1,..7,n-1 3=1,..7n-1 3=l,..9n—1
Démonstration
a) Conséquence directe de la proposition 1.
. s € 5
L) Piy > O on a alors Pyt 2>2 d'ou
h
3 1 i 1
5<2=-—"——= <2 etcame p, = (2~ ———)
2 pi_l+2 i hi—l pi~1+2
3 M hy
on déduit 3 <p; < 2 Y

i-1 il
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h,  —q._+3m,_ (1+p, )
. __ 1 i-1 7i-1 i-1 -
©) 4G " ¢ D, 2 ) + P;_; > O entraine
i-1 i-1
i1y o o
‘qi! = 3!mi—llh,__1 t3 hi—l ,qi—ll et on en déduit de facon récursis
.| <3| Ihi 3 By | L by
q <3 m._ + = m_- l+__________ ,q.— ,
i i-1 hl—l 2h o i 2 22 hi-2 1-2
h
3 i 3 1
gl = 3y = Sy plete b S | e L g
i i-1 hl—l 2171=-2 h._2 21 20 2 i i-2 h2 2
h
32
et camme ’qzl = 5._1 hnl] on a
i-1 = i-1
1 - h 1
lg,] =3 & —— | - <3m ¢ (2 ——
i =1 5] 1 7i-j hi-j h Sm1 53 1
- h
'ql, <6 Hlﬁ

La proposition ci-dessus exprime que l'algorithme de la méthode ()

avec la nomalisation 2 est lui aussi stable en un certain sens si les
h

rapports (h ) restent bornés.

~1

Proposition 5 :

Si Py et q sont calculés au moyen de la relation (1.7) et si d et r;

sont evalues au moyen de (1.5) alors on a :

( di = pi+2
3r. = c,+3m, i=1,...,n-1
(1.8) _{ i i 7
dn TPy
3r =g

\ n n
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Démonstration

Par récurrence.

On constate dl =2 = pl+2 et si di = pi+2 alois

h

_ i+l o, 1 I 5 O |
441 =R, gt @ o2 t2
i i i i
Piyi
e~ -
d'on di+l pi+l+2"
Maintenant
d = 2~ 2 = 2 - —L~ = p
n dn-l pn-1+2 n
De la néme facgon 3rl =3m, = q1+3ml et si 31:i = qi+3m;.L on a :
h, r h, 3r.
; i+l i i+l i
= ——— - i = e - —— [ ]
i T3/ g) 3y, = Gmym ) 3wy,
i i i i
. g.+3m,
_ i+l e
= h Omgm o) my,
i i
h, -q,
_ i+l i 1
TTh Gzt M) b oamy,
donc
iy =gy N,
et
3r = 3m - 3rn-l = 3m - gn__ﬁn!l—_l
n n-1 dn-] n-1 o l+2
q
n-1 1
==———=+3m (1~ ——) =g,
Ppyt? Tl Byt T

Cette proposition montre que la méthode (A) avec une normalisation
bien choisie (NOR-2) dans sa premiére &tape (1.7) de Gauche i Droite est
équivalente(d une addition prés) 3 la trianqularisation dans la méthode
(B).

Alors la deuxiéme Etape (1.7') (de Droite & Gauche) peut &tre

remplacée par ;



.20‘

(NOR-2 + MODIFICATION)

A, = qn/pn

(1.9) A

It

(qi+3mi—Ai+l)/(pi+2) i=n11,...,1
- 2 -
i
ot p, et 4; sont calculés au moyen de (1.7).

[.5 - Pas EQUIDISTANTS (PAS H)

Les relations (1.3) et (1.3') peuvent s'écrire

De Gauche 3 Droite

( 3 = Ok Ay,
a,
(1.10) ‘% b; = i;l -2y
©i T Gty (b 4=3a, ) i=2,...n
avec a; =0 bl=]_ Cl=0
De Droite a Gauche
(&= 2354y 7 6By,
(1-109) ‘% by =- f%il - B
~1 B Ci+l—mi(351+1+651+1) 1=n-1,...,1




et on a alors :
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aixi + bi h ﬁi = ci
aiki + bi h Bi = ci
NOR-1
De Gauche 3 Droite
=ty 1
pl - 6(2+ Gpl_l_z)
(1.11) q
i-1 1
G e +tm_., (- ——)
i 6pi_l 2 i-1 Gpi__l 2
ol p, =-1/3 qp =my
De Droite d Gauche
~ 1 1
p; =% (2= =)
i 6 6pi+l+2
(1.11°) )
qg.
i+l 1
g. = == +m., (I+ — 3
i 6pi+l+2 i 6pi+1+2

et alors

[ Atp hsy=q

? b PPy h B =aq
[ JPRRN _lqi—ql o~ ~
d'od : i =w (pi—pl) Ajy=q;-p;h By

i=n-2,...,1"

i=2,...,n~1
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NOR-2
De Gauche 3 Droite

== 1
Py pi—l+2
(1.12)
q.
i-1 1 .
q. = + 3m, . (1- ) i=2,...,n
i pl_l+2 i-1 p; l+2
avec P, = O q; = O.
De Droite & Gauche
~ 1
. = =24+ = )
Fi Piy172
(1.12") 5
d.
~ i+1 1
L= 3 = 3m, (1+ = ) i=n-1,...,1
I T T R Pi+172 Y
avec bn =0 én =0
h o _
et Pirj 38 =g
~ h e
Pidi =28 =q;
Vo a9 2 . .
d'ca Al = p—ﬁi Bl = E-(pl l—qi) i=2,...,n"1

M TP A =/ By =8,=0

A

De plus, on sait que (1.12') peut &tre remplacée par :

An = qn/pn
(1.13) < M= @/ (pr2) i=n-1,...,1
_2 _
81 =1 @y pyqy)
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Proposition 6 :

On suppose n grand.
a) bans (1.11) (resp. (1.11') on a :

p, » =L (resp. p 4 1, quand i croit

Y] ¥ |
b) Dans (1.12) (resp. (1.12')) on a :

p; * V3 (resp. P; * ~Y3) quand i croit

Proposition 7 :

- .
Si p; et P; sont cbtenus au moyen de (1.11) et (1.11') ou (1.12)
et (1.12') alors

1) Il n'est donc plus nécessaire de calculer les deux suites

{pi] {[;)i} Inais seulement 1'une d'entre elles.

2) Dans le procédé (1.11) (resp. 1.12)) 1la convergence de la suite
{pi } vers - f271§ (resp. V3 ) est tris rapide, ceci nous permet de calculer
une fois pour toutes les premiers termmes, et de considérer la suite comme
Stationnaire, came on le voit dans le tableau suivant calculé en précision
double, donc 1'algorithme se réduit au calcul de q; et (ii'
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Tableau 1
i Pj p,- (- 2.
(1.11) i’ 213
3 ~0.291666666666667 ~0.00299153207195%71
T ~0.255338888888889 | -0,000213754294075a68
5w ~0.233690476199476 | -1.53415356632708 -0t
6 = -0.28867€2500LL657 ~1.1014498L41930% ' -0f
7 o« ~0.283675213675214 | ~7.90804007555490 ' -0g
8 % ~0.288675140272529 | -5.67771656079241'-0q
9« ~0.288675135002455 | -i,1076616704,100¢7 '~1n
10 * -0.283675134624080 | =2.92673385526854 -1
11 = -0.288675134596914 | -2.101291363132421~19
12 = =0.288675134594964 | ~1,50851553,709131-17
13 * -0.288675134,59482 | ~1,08107967022275 =11,
1 ~0.28867513659L814 | ~7.L9LN05L1F21901 V-1
15 = -0.288675134594813 - n
Y
Tableau 2
1 (1.%2) p;~ /3
3 1.71428571428571 -0.0177650932231630
b 1.73076923076923 -0.001281576799RL K5
5o« 1.73195876283660 | -9.20446822794130 '-n5
G o 1.73206419889503 | ~6.60367384971731 '-qr
7 = 1.73205033308660 | -1,7448227480373h '-n7
8 % 1.73205077350258 | ~3.40662952929097'-03
g« 1.75205080512303 | -2,44525018904786 '-09
10 = 1.75205080735327 | ~1,756041978495G6'~10
11 = 1.73205030755627 | -1.26079147122485"'-11
12 = 1.73205080756797 | =9.052753542793531-13
15 =* 1.73205080756881 | ~6.50590692430362"~11
U = 1.73205080756887 | ~4.G6293670302506"-15
15  * 1.73205080756888 | ~1.44089200250063 '=16
16« 1.73205080756882 0
~ = = -0.288675134594813
2/3
/3 = - 1.73205080756888
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[.0 - COMPARAISON DES ALGORITHMES

On compare la méthode (A) avec les différentes nommalisations (usuelle,
NOR-1, NOR-2) et la méthode (B).

Mémoire :
Pour les deux normalisations suggérées la méthode (A) utilise le

néme naibre de vecteurs que la méthode (B), i savoir 4 vecteurs : X
£,
i
AL
i
By
Coiit :

Conparaison en nambre d'opérations, des algorithmes présentés aiisi (ue

de la méthode (A) avec la normalisation usuelle.

Pas quelconque

Tableau 3

Méthode A Méthode A Méthode A Méthode A Méthode B

Usuelle NOR-1 NOR-2 NOR-2 MOD. (71
(1.3)_(1.3") (1.6)_(1.6°) (1.7)_(1.7%) (1.7)_(1.9) (1.5)
Sust.
Add. 23 n - 34 15 n -~ 30 15 n -~ 35 12 n - 20 12 n~- 20
Pt 330 -53 | 18n-39] 19n-44 | 131 - 2 12 n - 13
iv.
A 2n -4 _— S — —
Pas &quidistants
Tableau 4
Méthode A Méthode A Méthode A Méthode A Méthode B
Usuelle NOR-1 NOR~2 NOR-2 MCOD, [7]
(1.10)(1.10") ] (0.11) (1.11")[(1.12) (1.12"){(1.12) (1.13)
ISE(Sit. 15n-30 L14n=27 114n-2 [10n-15 -8 | n¢1s
* 8 n+ 14 8 n+ 14 7n+ 20 7n+ 3 n»l15
bglllg't 21 n - 40 17 n - 32 13 n - 20 10n - 12 8 n->5 n<15
) lin+8 11 n - 11 8n+ 2 6 | nyl15
A 2n -4 1 1 1 1
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Conclusions :
2 Uslons

1) La méthode du transport des relations avec les deux normalisations

Suggérées reste stable méme pour n grand.
De fagon expérimentale on a constaté que les résultats

(Ai, Bi i=1,...,n) sont pratiquement
noeuwds considérés &tant 3000 .

numériques

les mémes, le maximum des

Les fonctions sur lesquelles on
a testé sont ( entre autres) :

a) f(x) = 2+12(i11-)-

sur [-4,5]
X ~x+1
b) £(x) = 10 + X(x710) sur [-40,50]
X =-x+1
c) fex) = xel/x sur [0.1, 5.1]
d) f(x) =

exp (x(x-2) (x~4) (6-x)) sur [-0.5, 6.5]

2°) Le colt par rapport i la Méthode A avec 1a nomalisation usuelle a
été réduit came 1'on voit dans les tableaux comparatifs,

on a donc
des algorithmes plus performants.
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SHAR AT IAG SPETNIIN,XsS,01,N2)

OUN CALCULF LA FONCTION SPLYNF S DYORCRE 2 VERIFIANT
SIXUTII=FLTY 5 T=lss0esN o, AVEC 4<= N

METHODE S TRANSPORT DES RELATIONS NGRMALISATION 1
D1,02 CONTIFNT BN SORTIFE: RI{T)=S*(X(I)}

D21V =S*e{x(I})
XeFoDVL,D2 EN DOUALE PRECTSTION

ITMPLICIT PEAL%.B(A-H, -7}
DIMENSTON X{YY,F (13,0101 ,N2(1 )
GAVCHE — DeQYITF
H=X({2)-X{1}
D2(2Y=-H/3,.D0
MU2Y={F{2)-F(1))/H
M1=N-1
NN 1 1=3,N1
H=X(T }=X{T1~1)}
Pz6.D0%D2{T=1)/H =-2.DN0
N2(1Y=(1/2.N0 =-2.00%D2{1~-11) /P
DI =(DI(I=1)H(F(T)=F(T-1))%(P=1DN)/H) /P
CONT [ NUJE
H=X{N)-X{N-1}
V={F{N)=-F(N-1))/H
P=6,D0XD2{N1}/H -2.00
DIINI=(DLINVII+Vx(P~-1.D03) /P
D2{N)=0,D0
DROITE - GAUCHE
RA=H/3.N0
NA=V
D2ZINL)=(DIINI)-DAY/(D2(NLI-BA)
NIINL)=DA-BAXD2 (N1}
N2=N-2
nn 2 1=2,N2
T=t-J
H=X{T+1)-X{1)
P=z=2.N0-6,.D0%BA/H
BA={~H/2.DD =2,NN%BA) /D
DA=(DAC{F{T+1)=-F{1))X(P=1,NO)Y/HI/F
D201)Y=(DL(T}-DA)/ZIC2{1)-BA)
NHT)=DA-BA*D2( T)
CONT TRUE
H=X(2)1-X(1)
P==2.00-6.N0%BA /H
VNP6 (FL2)=FlL) Y= (P=1.D0) /H
NI(LYy=Vv/P
n2L1)=0.n0
RETHPN
FND
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SUBRNUTTINTG SPLINZIN,X,F,01,N2)

ON CALCULE LA FONCTION SPLINF § DIQRRNRE 2 VERIFTANTY
SIXCIII=FIT) » T=1,4.009N 4, AVEC 4<= N

METHOOE : TRANSPORT DES RFLATIGNS NORMALTSATION 2
DL,N2 CONTIENT SN SDRTTIC: DICTY=SY(X(T))

P2LT)=SY 1 (x(T}))
XeFyD19D2 EN DOUBLE PRECTSTAN

IMPLICTT REALXB(A~H,N-7)
DIMENSION X{1) 3 F{L1V,4,D1{1),N2(1)
GAUCHS ~ DROITE
H=X{2)-X(1)
R=X{21-X{2)
QRQ=R/H
DI{?)=1.5D0%Q
D2LE2Y=DY(2V%(FI2)-F{1V) /H
Nl=N-1
D0 1 I=3,N1
H=X{T+1)=-X( 1)
Q=R/H
P=(DI(I-1)+2.N0)%Q
V=3.00 +2,D0 *D1({I-1)
nZ(T)-‘:(—nZ(T—-l)*(VfDI(T—l))*(F(I)-F(I°1)3/R)/P
NI{I)=v/P
R=H
CTONT TNU
V==3,D0 =2.N0%D1{N1)
P={FINI=-F(N1))/H
DLINY={D2(N1)#PX{V=-DI(NL)}))/V
N2INY=0.N0
DROITE - GAUCHE
DA=-1.5D0
BA=NA %P
DIUNLII={D2(NII=BAV/{DI(N1I-DA)
N2(NL)1={DA%XDI(N]1)~BA)%2 ,N3/R
N2=N-2
DO 2 Jd=2,N2
T=N-J
H=X{T+1)}-X{(T)
=P/ H
P=NA-2,.0D *Q
V==2.D0 #DA+3.NQ #(
BAS(BAH(V-DAI={F{I+1)=F(I))/H) /P
NAzy /P
DILI)=(D2(1)-BA)/{CLL{TI)-DA)
D2CIY=(DAMD (T I-RAI®2,DC/H
D=H
CONTTN®
H=X{2)-X(1)
Q=R/H
V==2,D0%DA+3,NNx%(Q
P=BA+(V-DAY X {F{2)-F(1)} /H
NI{1)=PsV
D2(1)=2.,n0
RETHEN
“ND
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SUBENUTTINE SPLYN3IN,X,FoD1,N2}

ON CALCULE L4 FONCTION SPLINE S DYORCRE 2 VERTFIANT
SIXUIN=FIT) 5 T=1j40009N  LAVEL  4<=N

METHND{Z : TRANSPORY DFS RELATIONS NORMALISATINN 2
+ MONTFICATION
DL, D2 CONTIENT EN SORTIE: PILII=S*(XIT1})
D2ETI=S""{x{1})
Xe FoaD1,D2 FN NOURLE PRECISTON

TMPLYCIT REAL%BIA-FE,0-1)
DYMENSTON X{13,F (1Y D1(11,02(1)

GANCH™ - DROYTE
H=X12)-X{1)
R=X{3)-X{21
Q=R/H
D1{2)=1.5D0%Q
D2E2¥=N1(2V&{F{2)=F(1)) /H
Nl=N-1
DO 1 1=3,N1
H=X{T+1)~-Xx{T)
O=R/H
P={D1(I-1)+2.D0)%(Q
V=3.D0 +2.D0%D1(1-1)
02(l)=(~02(I—l)f(V«Dl(!—1)3*(‘(ID-F(I-1))/R)/P
DI )=Vv/P
R=H
COMY INUE
V==3,03 -2, DO%D]1IN])
P={F(IN)-FIN1))/H
DIANY=(O2{NL)+Px(V=-DLINI}})/V
N2(NY=3,D0

RETOUR SN ARPYFRE UTTLISANT LYEQUIVALENCE MONTREF
N2=N-2
N 2 J=1,N2
T=N-J
H=X{1+1)=X(T)
P=D1(1)
DL =(D2{I)+3.DO*EF(T+3)—FL{I))/H ~CHIT+L) ) /7{DL(T1)+2,.D0)
D20EY=(PxNL (1)=D2(1))1*2.DC/H
CONTINUF
01(11=(3.Do*(F{2)-F(1))/(X(Z)-Xlli)-nltZ)ilz.Do
N2(11=0.D0
QETUYRN
END
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POUR UN GRAND NOMBRE DE NOEUDS
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IT.1 - INTRODUCTION

Soient G et D deux ensenbles de noeuds, .
On notera Oge Opr GGU'D les splines d'interpolation construites res-
pectivenent sur leg ensenbles de noeuds G, D, GUD.

Peut-on chtenir UCUD a partir de %G et Iy ? Nous allons plus particulia-
rement étudier le cas of G ND =¢g (utilisant la Méthode (B)).

Calculer une spline glabale (GGUD) alhide de fonctions~splirk
"Locales" (OG et oD) peut &tre particulidrement intéressant lorsque 1le
namre de noeuds est tras grand. En effet, on peut alors, bien que les
méthodes () et (B) soient tres stables, avoir des praoblémes d'encambre-
nent, mais aussi des problémes d'accumulation d'erreurs d'arrondi [18] [32]
[27].

I1.2 - DecouracE pE L'ENSEMBLE DES NOEUDS EN DEUX SOUS-ENSEMBLES

DISJOINTS

Soit N = ntk etxi <xj sii«<j
On prend
G = {xl,.,..,,xn} et D= {Xn+l"“"'xN}

Le systéme 3 résoudre pour trouver %Gup €St (Systéme (1.4), o on a multipl

la n-&me equati
a n-ane equation par hn—l/hn) .

2Al+)\2 = 3ml
hi hl. hi
A, H2(1+ RS = 3(m.+ m. ) i=2,...,n1
hi__l i-1 hi-l 17in hi—l i-1
hn—l hn-l hn—
(2.1) A2 h +1)An+ h Aney = 3¢ B mn+mn__l)
n n n
hi hi h,
T Ai_l+2(1+ e “iﬂiﬂ = 3({ni+ R ™) 1 =n+l,..,N-1
i-1 i-1 i~-1
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Notons :

G
A =[GG(X:'L)]i=l,.'..,n A —[UD 1”1m+l,.. N A= [UGUD 1)]i=l,..,h

Le calcul des trois fonctions spline d'interpolation a étudier
9%GUD '’ 9gr op Nécessite la résolution de trois systémes linéaires suivants :

a) ( MA=Y (systéme (2.1))

I
]

(2.2)  b) < M, 2C :
D
c) L MD A D

00 les matrices et seconds menbres sont :

Il
=

B sl -
2 1 ml
h2 h h
— 2(1+ ——-) 1 O m+ ——=nm
hl 1 2 hl 1
h \ h h
n—-1 n-1 n-1
2(1+ ) m _,+——m
hn——2 hn—2 =l hn—2 n-2
h
12 Ly 2 1 e )
n n n-1 +m
h hn " n-1
n+1 n+1l
B 2(1+ 5 ) 1 - hn+l N
n n n+l h "h
0 hN\ e RS
h 2(1+ 221 hN— 1 -1 ho  "N-2
2
1 J ' mN'--l
enana—— bl . -j
oy N
MeVW (R) vemRr
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h_
AL e B2

B
h h ©
hn+2 2(1+ hn+2) 1
n+l n+1
ZS*l 2(1+ :z
o - -2
1 2

k
MDG%.k YGflR'

Kk
Posons ; Nb 0
- b _
oM,
T n
en = [0...0 1] en e R
i . k
X =11,0...0] e R

1 €

Y

Y

_JND"B

o ml+n12

— m +m
n-2 n-1

_inn-l -—f

5 |

n+i

n+2
+
hn 1 mn+ 1

m .
nt2
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-~ 1 -
P e, e, 0 2pe:n qe,
q el 0 el pe1 2qel
avec
_ hn—l _ hn+l
P = h q = h
n n

Z ¢ RY Uet Ve ,(R)

On vérifie que M = 14UV Y = btz et d'aprés [8] on sait que :
M= A ]2+VTA_1U)_1VTA_1

ceci implique :

(2.3) A=Mly = A_1b+A—1Z—A_1U(I2+VPA—1U)—1VTA—1(b+Z)
.appelons :
(2.4) A =A‘lz—A“lU(12+VTA‘1U)"1VTA"l(b+Z)

Nous allons expliciter le vecteur A

. a1 n
Soit Yy = MG e, € R
6 =M.le R
Mp ey ¢
alors : _y 0 Zpyn pel
-1 T -1
A U = VA U=
0 8 v, 2q6l
d'od : l+2q6l —po,
-1.-1 1
(2.5) (L+v'A ty) =2

-qv, 1¥2py,

avec r = 1+2 (pYn+qel)+3pqelYn



.35.

- G
-1 Py -1 A
A "Z = 3m et A b =
n D
q e A

alors on a :

G D
_ p(2A7+3m_(2py _+q6- ) +AT)
2.8 VTA l(b+Z) - n n n 1 1

G D
q (An +3mn (2g6 l+pyn) +2A l)

(2.5) et (2.6) implique :

—

a tug ]2+VTA_1U) A iz = —ll;

nNotons A= A = avec A, et Al € Rn
et A, e rX

1

2 A,

alors

D
S Al - p[3mn_ _;l;([2+3qel]Ag+3mn[q01+pyn(2+3qﬁl) ]+A1]Y

- _1.,G
( A2"q[3mn r(A

ce qui peut encore s'écrire

‘ _Pp {ou G_,b
6y =3 [3mn(14q61) (243(]()]‘)1\n Al]y

(2.7)
| _,G_ D.
by =3 [3mn(l+pyn) 1\n (2+3pyn)A1J6
ou r =142 (pyn+q61)+3pqelylrl
alors
_ .G
A1 = A +L\l
(2.8)
Ay, = AD+A

G ,
P (2+3qel) An+3mnlqel+pYn (2+3q01) T+A

D
n+3mn[pyn+q6l (2+3pyn) 1+ (2+3pyn) Ay 1o

D)1
lY

G 4 D
_q (I\n+3mn[p\(n+q6l (2+3pyn) 1+ (24 3pyn) A 1) Ei
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Remarque
@

Le vecteur A sera appelé vecteur correction, comme on le verra dans
le paragraphe suivant A 1 et A, sont facilement dbotenus et alors la relation
(2.8) nous permet de conclure : "Pour trouver la spline d'interpolation
°GUD il suffit de résoudre deux systémes (2.2(a) et 2,2(b)) de taille plus

petite et faire une correction adéquate" (relation (2.7)).

I1.3 - CALCUL DU VECTEUR CORRECTION &

Pas_Quelcongue .

Came vy = Mél e,r 1'élimination de Gauss fait pour résoudre (2.2(a)
va nous permettre le calcul de v .

Alors prenant la notation de (1.5) on a :

n-i O 1
(2.9) Y{ = (-1) R I i=n,...,1
71 )

De la méme fagon 6 = M;l e, peut &tre trouvéen utilisant 1'&liminatic
de Gauss pour résoudre 2.2(c) on suggdre de le faire de bas en haut (trian—
gulaire inférieur), pour avoir la valeur explicite de ¢ on fait un changement

de variable :

*T ANeinl
fisz—iH i=1,...,k

alors 2.2(c) est équivalent & :

( Y. = 3m
2%+, = 3,
hy h, . h
(2.10) < BT Mo N ) = 3, ) i=2,... kel
-1 i-1 i-1
M1ty = 3y
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f. ,-E.
h = —-~ m = i+l 1 i = o Yom
ol 11i =X 7% m; T i=1,...k1
D _ - C o
MOT Neeist i=1,...,k

Ssid i=1,...,k sont calculées come dans (1.5) (en changeant X,

i
i=1,...,n en ici i=1,600,k)

) K
(2.11) 5, = -t g L i=1,....k
j=k-i+l dj

Proposition 8 :
Si di est calculé en utilisant (1.5) on a :

3 by .
di>2+§(h. ) i=2,...,n"1
i-1
3
d, >3
dl = 2,
Démonstration
Découle de la propasition (4) et (5); pour montrer dn > % on
utilise d = 2- =—2—et d_ . > 2.
n -1 n~-1

Remarquons que si éj est calculé au moyen de (1.5) ek utilisant

X, i=1l,...,kon a aussi :
- 3 hi
d. > 2+—2'~ j=2,...,k‘l
J hj"‘l
- >§_
d >3

Si on note h =min {(h.}

ot
-

i=1,..,N-1 a=-__:
h = max (hi} h
i=1,..N~1
alors da 2+-3- i=2 n-1
i 5 a pescy
I >2+2 S = 2,00k
oy 5 Q@ J T Lyeeey
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Par conséquent on a :

i =n,...,2

—
=<
]_l
A
w0
’br-\
S
Q\.’
o
1
'..a
’—l

——
[NS]
—
3]
p—_
=
b
A
W
——~
o
+
w
Q
N

o= 1,...,k=1

o
A

W)
’b’—\
+ ‘
w
Qv

Alors pour n et k grand les premiers camposants de y et les derniers
composants de 6 sont pratiquement nuls, dfautre part, si les coefficients
de y et 6 dans la relation (2.7) restent bornés, le vecteur correction A

a des camposants significatifs seulement "AUTOUR" de la n--3id&me camposante.
Soit

c, =2 [3mn(1+qel)—(2+3qel)A§—A’l)]

(2.13)
-9 _AG_ D
c, =2 [3mn(l+pyn) An (2+3pwn)Al]
ol r = 1+2(pyn+qol)+3pqelyn
Et supposons vérifié
1 _ R
(2.14) E = }—1 < B
alors on aura :
el < 8L (2+3g6,) lmn—/\glﬂmn-/\?l]
(2.15)

[c2] < gl (2+3syn) ]mn—/\ll)]Hmn—Agl]

donc on ala proposition suivante
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Proposition 9

Si (2.14) est vérifié alors :

o)l + 0
guand h-+o0
'czl + 0

Rema ue

Sous 1'hypothése (2.14), les coefficients c, et c, des vecteurs vy

1
et 0 sont bormés et ils converyent méme vers zéro quand h » O.

Par conséquent le vecteur correction & aura des composantes signifi-

catives autour de la n-&me ocamposante seulement.

Expérimentalement on a constaté qu'il suffit de corriger les 30

demiéres ocomposantes de AG et les 30 premiéres de AD,Le nombre de canposants

1
corriger est 1ié a la précision de la machine utilisée, dans notre cas IBM 360

Avant d'expliciter le vecteur correction pour le cas Pas-équidistants
considérons la matrice M tridiagonale suivante :

(o 1 ]

Cc a 1
C a

1 MY @)

Si on suppose a > ¢tl a > c et a> 1 alors on peut factoriser
M (cf£. [31])

o E \\
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ol : L, = d. = a i=2,...,n"1
todiy i di-1
1 ]
L = d =g - d =g
n dn—l n dh—l 1
La suite di converge vers un point fixe de f(d) = a —~§,
£(d)
f
A — oA — e
'
)
]
77 :
/l $ 4 : » d
£2c a El o
u
Ces points fixes sont : gl =~§i?g;:£9
- a~va?-4c
5 ) 2
etu=—cf,

a > ctl peut s'écrire ~1 > c-3 ce qui implique -4c > 4c?-4ca
de méme a?-4c > a2+4c2-4ca alors va?-4c >|a-2c¢|

as-4c <a4§%l£c

©a-
donc 52 =, 5

Utilisant le fait que f est croissante on voit que
di est croissante si q <gl

di est décroissante si o > gl
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Dans les deux cas {di} converge vers le point fixe £y

De plus on a :

- ==X - don
A = g=g; @diy) onacne
i i~1
C i-1 &
di+l_di = didl [ l_lz (Zi;"‘) 1 (d2‘dl) i=3,...
(2.16) =2 &
4,007% |

c,i-1
i+1 = (_;) |d2 d
Q
Ceci implique qu'a partir d'une certaine valeur i on aura pratiquement
di 1= di” et came en réalité la suite di est dbtenue avec une erreur due
a 1'arithmétique de la machine (précision limitée)

Propriété :

"A partir d*une certaine valeur i* on peut considérer la suite d;
comne stationnaire”, c'est-d-dire d; = dig i > i¥ et la valeur de i* peut
gtre estimée a 1'aide de (2.16).

Ramarque :
Cette propriété et la relation (1.8) justifient les tableaux 1 et

2+ I-5,

Quelques résultats numériques :

1. a=3.1 ¢c=2
£, = (3.1-/1.61) /2 a =3 0.5 1.5 3
£, = G.1+/IE1) /2 i*la2 | a3 43 | 2
d, 4= 2.18442887702248 - €,

2. a = 3.5 c=2
£4 = (3.5-/4.25)/2 a«a|-3] 0.5 1.5 | 4
e = (3.5+/4.25) /2 i*120] 30 28 | 28

d,#= 2.78077640640442 ~ £
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3. a=4 c =2 |
Lo | -3 0.3 2.5
g =2-/2
2 i*| 23 24 21
e, = 2+/2
dix = 3.41421356237309 ~ £
4. a=414 c=1
£, = 1-/3 l a |-3 0.1 2
g =20/ i* 16 16 15
d;*.= 3.73205080756888 -
Remarques :
1) Méme pour a ¢ J-o,ul U ]gl,c] la suite {di} reste encore station-
naire (2 ou 3 itérations de plus).
2) Sia € Iusgyl ily a le risque d'avoir un certain dj = O, Dans ce
cas la décomposition considérée n'est plus possible, par exemple
. ac
si o = on oa d3 = 0.
a“-c
3) La convergence est lente si (c+l)/a est proche de 1, rapide sinon.

PAS EQUIDISTANTS : (Pash n > 15 k » 15)

Les matrices 2.2(a) et (b) sont :

2 1 ] 2 1 i
1 4 1 1 4 1
My = \ My = N | %l
14 1 1 4 1
(IR)
_ - ] - My e Wy x

soit {di} la suite cbtenue au moyen de 1'équaticn récurrente résultant de

dl =2
1 .
di=4— R i=2,...,n-3
ll—l
dn = 2-
dn~-l

Ceci correspond 3 l'exemple 4 (avec 8 = 1).



Dans la pratique (voir [16]) les valeurs de la suite sont :

; =
a, =2
1 .
di=4- T i=2,00e,715
(2.17) < -1
d4; =d,. = 3.73205080756888 X 2443 i=16,...,n-1
PN S
k dn = 2 3 n /3

15

et d'apréds (2.9) et (2.11) lesvecteurs yet 6 seront calculés au moyen de :

(-t 1 .n-i-1

( - .
Yi ~ =) ¢ ) i=n,...,15
i (Zd15 1 dlS
(2.18) <
v = (-t (Lyn-16 ;4 1 .y 1
i - gevey
j+1 .
( . _(=pI” 1, 3-2 _
6. = % (=—) j=1,...,k"14
(2.18") <
j+1 14
-1 k-16 1 _
8y = (éd )-1) i) g 3= k-13,...,k
\ ? 15 15 1=k-3+1 1

Remarquons que d. . est le point fixe machine de f(d) = 4- 3, et en

ol -

15
arithmétique exacte on aura :

d.,. < di < 2+/3 (point fixe théorique) i > 15

15

Z—dl <dn <2———!‘——=/3_
15 2+/3
De ces relations on peut tirer une borme pour chague camposante de
y et 8 (ce qui nous intéresse le plus, ce sont les derniéres composantes de

y et les premiéres de 6 ) :
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1 1 n-i-1 .
IYi[ <§a;:i-('d"l;) I = N,.0.0,15
(2.19)
1 1l 3=2 . _
fej] < 2, ;1) (d15) j=1,...,k-14

Maintenant les coefficients respectifs de y et 6. Pour avoir le

vecteur correction A soit d'apras (2.13)

<, =— [3m (1+6 ) (2+36 )A ~hy ]
(2.20)
_1 _,G_ D
c, = = [3mn(l+yn) An (2+3yn)Al]
oll r= 142 (yn+el) +30ly
Rema;_gue :

Supposans que n >>15,k > 15,

Ia suite Veitl (resp. 6, ) décroit assez vite quand 1 croit
(i1=1,2,...) et came les valeurs des c et <, {(2.20) sant petites pour
n et k grand, le vecteur correction A a des camposantes significatives autour
de la n-iéme camposante seulement ; ; expérimentalement on a vu qu'il suffit
de corriger les 15 demiéres composantes de AG et les 15 premieregde AD.

Pour n > 30 et k > 30 dans la pratique an a Vieidl = 6. i=1,...,15
(d'aprés (2.18) et (2.18')) alors les 15 demiéres composantes de vy (ou les
15 premiéres de 6 ) peuvent &tre calcules une fois pour toutes sans tenir
canpte de la valeur de n et k (c'est~a-dire du pas h), en conclusion on a

une correction autamatique : "Correction qui ne dépend plus que de
£ . ~-f

. n+l "n
mn 5 -

IT.4 - STRATEGIE SUGGEREE POUR TROUVER LA SPLINE POUR UN GRAND

NOMBRE DE NOEUDS

Admettons qu'on recoive les données par pagquets de n; valeurs,
appelons S la spline canstruire 3 partir des N = nl+...+n:.L premiers noeuds
et S la sp]_me construite avec les données du i-—éme pagquet.
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Notons
Cred
A = I8 0 e,
A, =[S (x,)1
i iy j=ni_l+l,.‘,“,,ni

CAS : PAS EQUIDISTANT

Supposons ny > 30 Vi
Nous suggérons alors le procidé suivant :

1%) on calcule A, = Al (c'est-a-dire S, = Sl)et soit 1 = 2

1 1

2°) On prend les n; valeurs suivantes (les fi) et on calcule ;\2
(c'est-a-dire §2) .

3°) On corrige A, , et A; pour cela nous utilisons les relatians :

1
(2.7), (2.8), (2.18) (2.18') (2.20) et nous tenons compte des ranarques

précédentes : c'est-a-dire "On corrige les 15 dernierescanposantes

de hi_y et les 15 premiéres de I\i"° Alors on aura Ay (spline 5;).
4°) On fait i := i+l et retoume A la deuxiéme étape jusqu'a avoir

saisi toutes les données.

Remamue @
On peut utiliser la méthode(a) ou (B) dans le calcul de f\i.

CAS : PAS QUELCONQUE

Essayons d'appliquer le méme procddé que dans le cas de Pas .
équidistants.
Avec le premier paquet on calcule Al = Al

Avec le deuxidme paquet " " A,

On trouve facilement le vecteur correction A et on peut utiliser la
oconséquence de la proposition (8) et (9). c'est-a-dire "corriger seulement

les 30 demiéres canposantes de /\l et les 30 premiéres de A2", pour avoir A2.
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Soulignons que A2 a été trouvé sans résoudre le systéme (2.2(a)) avec

N = nl+n2 ¢, C'est~d~dire sans &valuer les d.i i=2,...,N au moyen de (1.5),

Ensuite si an prend le paquet suivant on pourra calculer A3 et le

R | N - —
vecteur § = e, o D= {xN2+l ”"’XN2+n3} N2 = nl+n2

Mais pour calculer A3 il faut trouver le vecteur correction A et pou

cela il nous faut vy , solution du systéme MG

qui peut &tre résolu en calculant les di i= 1,,..,nl+n2.

Mais avoir ces di signifierait que 1'on calcule A2 directement, ce qui est

=e ouG =Ix Pees;X
+
n 1 nl n2

contraire & notre but d'utiliser les splines locales. Alors nous ne pouvons p

utiliser un procédé évolutif avec les corrections étudiées.

Malgré ce prabléme, utilisant 1la conséquence de la proposition (8)

et (9) on suggére le Procédé suivant :

Admettaons n, > 60 et soit §i la spline relative au 60 derniers noeuds
du (i-1)-éme paquet et les n; noeuds du i-a@me paguet.

Notons Ai = [Si (XJ)JJ____n _59’“”,1—1_ +nj_

i-1 i-1
1°) On calcule Al et soit i = 2,
2°) On prend les 60 derniers noeuds et les ni suivantes et calculons Ki.
3°) En prenant les (Ni_l—30) premiéres camposantes de Ay et les (ni+30)

derniéres de Ki on aura les camposantes de Ai'

4°) On met i := i+l et on retourmne i la deuxidme étape jusqu'a avoir
” toutes les données.



CONCLUSIONS :

Nous avons trouvé que le calcul de la fonction spline 9%GUD (spline
globale) est possible 38 1l'aide de fonctions spline "locales™ 9 et 9
{relation (2.7) et (2.8)).

Quand le nanbre de noeuds N est grand, expérimentalement on a constaté

que les ccefficients xi i=1...,Nde la fonction spline glabale sont les

memes que ceux qu'on trouve en utilisant la stratégie suggérée (selan le
cas) .

Alors an peut conclure que le calcul de la fonction spline globale
(N grand) est possible en résolvant des systémes de taille faible, 'la
stratégie suggérée constitue un moyen de calcul.
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CHAPITRE - III

FONCTION SPLINE D’AJUSTEMENT D'ORDRE 2
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[11.1 - InTRODUCTION

Reprenons les notations du chapitre I, et soit :

ul ui
i i o R 4 | !
ag = lajylhy W= gl @ =1y =1-1
u. u
2 2

i o .
v o= [fi}\isiyij i=1,...,n

La méthode (A) au moyen de deux procédés qui seront explicités ensuite

construit les suites {al} {ul} {;11} {;11] et qui vérifient (voir [12])

ii i
av =u
(3.1) i=1,00e,n
~idi _ ~i
( av =

Came dans le cas d'interpolation le probléme est de contrOler les
suites {ai} et {é.i}, c'est-a-dire normaliser chagque équation de (3.1) de
fagon & ce que ces ccefficients ne puissent pas croitre vers 1l'infini ou
décroitre vers z&ro en méme temps ; nous allons seulement changer la phase

deux de 1a méthode (A) de la maniére suivante :

Admettons que {a"} et {u'} soient cannus, nous remplagons dans le

X o - + .
systéne a'vt = u" la valeur de B et Yy {en fonctions des fi et )‘i) pour
abtenir deux relations en fi' )‘i’ f.l+1 et Ai+1'
De cette fagon nous cbtenons un systéme diagonal par bloc qui. peut
8tre résolu par retour en arviére ; nous allons aussi étudier en détail la

méthode (B).

Nous donnerons aussi les relations existants entre les splines

construires sur les ensembles des noeuds G, D et G UD.
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IT1.2 - PRESENTATION DES ALGORITHMES

Soit p >0 Z; 1i=1,...,n réels et o, la spline d'ajustement
. N T
relative 3 o et 2 = [Zl,...,ZN]

La méthode (A) considére cp sous la forme :

( fl+)\l(x—xl) si x ¢ [a,xl]
+
< By Yi ; . .
I, (x) = fiﬂi (x—xi)+ —z—(x—xi)?ﬂ- ?(X-Xi) si x ¢ [xi,xi+1] i=l,..n
fn+>‘n (x-xn) six e [xn,b]

L'algorithme pour trouver les suites {al} {ul} est : (voir [12])

De Gauche 3 Droite

( ai+1 i+1 i

. = . tal
i1 TP 84478y,
i+1 i i
.5 =-h, a. +
a32 hl aJl a
% 2
i+l i i i i
3.2 . =-3a, -h, a, + a-
(3.2) a33 3 aJl 3 a]2 a33
. h3 |, h? \
1+1 1 i 1 _i 1
a., = - — 3. -= a, h, a. + a
J4 6 731 2 i 3373
i+l i+l - _
| uj —pzi+l aj4+u:j 1=1,...,n~1
j=1,2
avec
0O 0 1 0 0
1 1
a = u =
p O 0O 1 pZ
et

av =u i=2,...,n



De Droite a8 Gauche

i
(=2
e

H.
+

. h? _, , .
: ot S fe SRR 1S e B3
(3.2%) ﬁ aj3 5 ajl hi ajZ + aj3
hi hi 1, 1 1
S NN % R Wt o i+l | -i+
54 =6 At A thy ayy tag,
~1 i+l ~i+l Co
k 5 pzi+l aj4+uj i=n-1,...,1
i=1,2
avec O 01 0O O
“n ~n
a = u =
0O 6 0 1 1
et
élvl= u , i=n-1,...,1
La méthode (B) considére cp sous la forme :
( f1+)\l(x-xl) six ¢ [a,xl]
m;=Ay Mty
= - v V2 e V2 [y
cp (x) fiﬂi(x xi)+ hi (x xi) + = (x xi) (x xi+1)
i
six ¢ [xi,xiH]
i=1,...,n"1
L £ (xx ) si x ¢ [x_,b]

Ies incaonnues fi' )‘i sont solution du systéme tridiagonal par blocs

obtenu utilisant la continuité de o; . et la relation entre zi-f i et la

discontinuité de or")' ; remarquons que fi = op (xi) voir [16].
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( (2+a )£ + By)=26)th)), = a2,
3fl+2hlAl—3f2+hlA2 =0
h h
~2( =) 3 £ -G )2h Ay H 2+, +2 (- )3]f

i—l i 1-1

h
- 2 - -
+[1 ( ) ]h A 2f hl)‘i+l O‘izi
1—1
4 h hi hi
2 - 2
(3.3) ) f +(~°—h. )hi)\i_l+3[l (h. ) ]fi

1—1 i-1 i-1

h
+2[ 1+ ]h A 3fl+l+hl)\ +1 =0 i=2,...,n~1
i~1
- fn—l-hn—l)‘n—l+-(2+a )f _hn—l}‘n = OLn.---lzn
L Bfn-l+hn—l}"n-l - 3fn+2hn-l>‘n =0
avec ph3
oci-‘—-6 i=l,...,n—l

Pour 1'cbtention de a' au noyen de (3.2) on peut suggérer la nor-
malisation suivante : lelser d chague itération par

;f = ] i ] ]ajzl [a ]+,a 4] J=1,2 et substituons les relations :
£, ,-f,
_ 2 i+l ~i _
f1 TR BEEm gy
i i
(3.4)
+ 6 i+l i
v; == [A,, -2( )+, 1
1 th_ 1+1 hl

i 6 i 12 ot 4 i 6 i
3.5 (al.—-—a.+ )f + (8, = — a°- + —a. ).
(3-3) J1 2 33 3 (2hi I3 2 3
i
gt o120, = Zal 641, =yt

h2 I3 p3 J4 7141
1 1 1

(-]
il
[
~
)}



Comme y; =0et B =0 la derniére équation bloc nous donne la
solution de fn et )‘n et utilisant (3.5) on fera le retour en arriére au lieu ¢

procédé (3.2')

[11-3 - ETupe DE LA METHODE (B) - CAS PAS EQUIDISTANTS

Ie systéme a résoudre d'aprés (3.3) est :

(3.6) M A=Y
n
ou
A, C 7 2+4p 1] E
! A= C=
D A C 1
NN N L3 2 -3 1]
AN
Mn= \\ \\ N -~ _ -
D A C 24p -1 -2 -1
A= D=
i DA m | -3 2 3 1
r—- - —
4+p 0 " phg
h= =5
0 4
Il\ ll! fl! T - III lIl
A= [Ayseeesn]] Y= pl¥ e.esY ]
f.‘! Zz
1 1
A1= Y:L i=1,...,n
m.J 0]
l ]

La résolution de ce systéme sera faite par 1'élimination simple de
Gauss par bloc (voir [111,[25],[26])

{
Uy =4 b, =Y,
(3.7) < U, = A-DU.L.C b, =Y.-DU.L. b i=2 n-1
. i i-1 i i TUi-1 il 1oy
U =a-pUtC b =Y -DU L. b
\ n n o n-l1 n n n-1 n-1
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alors : A, =p A i=1,...,n

(3.8)
i= n-1,...,1

Ce qui reste 3 voir est si (3.7) est stable (voir [25]).
ons que dans (3.6) si on multiplie chaque ligne bloc par 1a

matrice V = g iﬂ n dbtient un systéme symétrique, ol si Al =V Al
A =va C=wv, D=w, A-vwa
Y, =v Yi alors (3.7) devient
( W, = A T, =Y,
_ 5 =T -1 = _ 35 =T =1 . _
(3.9) 4 W, =ACwW,_C Ty =Y, -CW,_, T, 4 i=2,...,n-1
_ % =T ~1 = _ 3 =T -1
Wh = Ah—C Wh_lC Tn Yh—C Wh-l Th—l
ou Wi = VUi (symétrique).
a; bi
Si nous notons Wi = b o on a :
i i
( _ -, 36y ey _q)49ay
ai = 1243 p+ P 52
31-1%-17"1-1
(3.10) ,4 oo 18ci_1—15bi_l+3ai_l
i 52
%7k
6b, -9, .-a,
\ c; = 4+ al lc l_éz 1-1 i=2,...,n-1
i-17i-1 “i-1
avec
a, =6+3 p bl =3 ¢, =2

Ensuite, on montre la stabilité numérique du procédé (3.9) sur certain

condition sur p.



Proposition 10 s

1 0O
Si on pose 8§ = [0 6],E=6CO G=0A0
alors pour pz 6 on peut trouver 8 > O tel que

Ty e Rl (ici , norme matircielle associé 3 la
S 2 2 | 2
norme euclidienne)

PRt iuiuspnt vy

L o -6 30
G-—l - 1243p E =
1 - 2
0O VY 38 0
_— 6 3¢ _ 6+62+ /(6+02) +1202
”EHZ - » - 2
36 -0 2
mais Ho >0 tel que L 1 de f -1 N
e 73735 < Zg? agon que |G |, = 107
alors on a
(3.11) 402 < 12435

Pour avoir “G"IENZ 5—124 il suffit que |p"1||2 E, | s%

c'est-a-dire  6+62+/ (6+82)2+12 02< 492
si on suppose 62 > 2 on aura

(6+0)2+1282 < (3p2-6)2
en conséquence

(3.12) ’ —125592]
. em A - 15 3
L'hypothése pzﬁentrame—~2—53-+-4-p

alors on peut choisir 6 ¢ [}—5-, 3+ % pl.

Ce qui montre la proposition.
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Alors le systéme (3.6) au moyen d'ium changement de variable
hA,

_ 3 0]
Ay = [fi~——e—£]T et d'une pré-multiplication matricielle convenable (

)
O 9
peut étre ramené 3 un systéme symétrique diagonale daminante par bloc (avec

1'hypothése 5§ > 6). Donc la méthode (B) est stable (voir [25] , [19]).

De plus, 1l'itération (3.9) converge assez vite vers un point fixe.
Malgré que 1'on n' ait pas démontré la stabilité numérique du procédé
(3.9) pour p quelconque de fagdn expérimentale, on a constaté qu'cn converge

vers un point fixe pour tout ¥ § > 0, la convergence étant trés rapide pour

~

p >

Tableau 5

1/30, camme on peut le voir dans le tableau suivant

Point fixe machine

o

I.T

a

b

C

*

20/3

10/3
8/3
5/3

1
1/3
1/6

2/15
0.1

1/30

17300
1/3000

11
12
13
14

16
29
24
26
30
36
64
100

23.5628137093041

20.2158583625775
18.0853746856522
15.9242079783350
12.5903083383716
10.2552156h4 3463
7.69495138322441
6.95869501535260
€.79819175698793
6.63267704129088
6.26155880620900

6.04260739726503
6.00718742661432

1.31887873314319
1.50000000000000
1.56929716660809
1.65594457356122
1.23975705258920
2.03165713322155
2.37889332125586
2.5L42834,69919252
2.5869972771933
2.63830271236066
2.78485R78681858

2.93012733143137
2.97772280652663

3..6702053125867
3.36930639376292
3.33111012187857
3.28262865163513
3.17669178784430
3.060LR8299595919
2,R2788660332637
2.70142615R3780N
2.66400293221918
2.61927493271320
2,47207573910297

2.26586907266712
2.14953228981799
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D'aprés le tableaub,pour 3 < 10_16 dans la pratique, on a W, =0qui
implique U = O. En canséquence on ne peut pas trouver A au moyen de (3.8).

Dans ce cas on suggére comme solution la droite de nmoindre carré.

Ensuite, on domne quelques caractéristiques du point fixe que dans la

pratique on constate, pour cela soit Si = ai—3p alors (3.10) devient :

4 - 36 (hi_l—ci_l)Jr.Q (ai-l+3p)
T (a,_,+3p)c, _,~b?
A17PIC TR

18c; _,~15b, _ +3(a, ,+35)

b, =
1 a 5 b2
< (a;_y+3)e; by,
Cw 6b,_ =9c, |~ (a,_ +35)
i = ~ 2
(a;_,+3p)c;_ybj_,

avec

En utilisant le signe de la dériv@de -éi, bj_ s ©; par rapport d p on peut
voirquegi/" b, \ etci/' quand § > +e et :

lim a =1z~31—=5

pre T i-1
lim b, = 3 =b
- i c.
po i-1
, 1 -
lim c, = 4- =c
~ i c,
. prw i-1
mais
c < 4=> ¢ <243
an a alors a < 9/3-6
b 2 3(2-¥3)

En conclusion, le point fixe du procédé (3.10) pour § grand est proche de
(936 + 35, 3(2-/3), 2+/3) et pour § petit est proche de (5+33,3,2)
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Cette méthode est actuellement utilisé par Utreras, qui é&tudie le
prabléme de "choix du paramétre de lissage o . voir [24], on peut trouver aus
des études de ce probléme dans [6], [281, [29]1, [30].

On présente des graphes des fonctions-spline d'ajustement calculéeg
au moyen de la méthode (B) avectrois valeurs de p.

ITT.4 - CaLcuL DE LA SPLINE D'AJUSTEMENT AU MOYEN DE DEUX SPLINE

D'AJUSTEMENT LOCALES

Nous donnons un moyen de calcul d'une telle spline de maniére analogue

ur

celui de 1'interpolation, pour cela nous prendrons le systéme correspondant
(3.9) c'est-a-dire :

(3.15) MoA =Y (6+35) 3 -6 3
N A= =
ou _ 1 3 2 -3 1

Qan

FA% C
c A c (6+35) -~ (12+33) ©
CT A C -3 2 0 4
T
— y ANJ ’ € (R)
My € oy, on
T T T T - T T
AT = [Al,...,AN] Y =35 [Yl""'YN]
T _ T _
Ai = [fi,hAi] Yi = [Zi 0]
Soit N = n+k et notans :
T _ T T 2n
bl = 3p[Yl,...,Yn] _ bl ¢ IR
T T T 2k
b2 = 3O[Yn+l"°"YN] b2 ¢ IR
T _ | T _ 2n
e2n =[0,¢..,1] e2n—l = [0,4..,1,0] e2n et eZn—l ¢ IR

e, =11,...,0] %=[QLQNHN eletezeIR2k
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] [
Con-190 O O 6
3 2
U= V=ur T = % -3
] O o© e ng _3 1
M6 A e Moy oy(®)
A =
[0 M vetu e, ,am)
| a1 G 2n
a Mn e2n_1 y-—l"&{ el A, o, Bet A7 R
-1 -1 D 2k
B=Mn e, 0=Mk e, Az,y,OetA ¢ IR
G _ -1
AT = Mn bl /\l
A =
D _ -1
A =M b, A,

M, = AUV
bl

Y =
b2

d'od
S Ry MRV (i f8))
Ce qui peut encore s'écrire

= G,
Ay = A4
(3.16)
e
Ay = A5k,
avec
Ay
= -2 Yy Aty WAy
A 4
2
Calcul de A
- « 8 00 [on-1 Banmy
AU= VTA_lU = “2n B2n
0 0 y o = 0 0

0 0
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g -
[ 4501
G
VTAle =T A2n
D
Ay
D
e
a et B seront calculés au moyen des relations :
(
W= A
(3.17) ‘{ Wi = ArCTWi_IC i=2,...,n-1
_ -1
[ W, An—cTwn_lc
d'on :
-4
r {~2n—l ol 1
_FZn i n o
(3.18) 4 )
l_o‘zi—l %2i+1
=-w;lc i=n-1,...,1
\
%21 | 2142
T
r‘BZn--l -1 o
( -
n
_B2n _J 1
(3.19) 4
“T
[Bi-1 Bait1
= w ' i=n-1,...,1
B2 | P2i42

Y et 6 seront calculés 3 1'aide des relations

r Wl = An
(3.20) W.=acw 1T i=2 k-1
- j“ i"'l - 7800y
= ==1 T
Wo=A-CW_ C
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alors
r |y
1 e 1
j y k 0
2
{(3.21) —~
\
(Y5 Yoi_
2i-1 —_p'(;"l CT 2i-3 s .
L T Tk-i+l rec
V21 12i~2
( g
1
1
62 k 0
-
(3.22) ﬁ ] -
0211 0253
_ == T .
. = Wk-i+1C . i=2,...,k
21 2i-2
\ | 21 i
Remarques
o T
1%) CoumeAl=SAnS C=8C ¢
avec _—
-1 O Wi =5 Wi S
S = on a : —1 T -1
0O 1 Wi cC = DWi CD

\

i=1,...,min (k,n)
ces relations peuvent &tre utiliser pour trouver y et 6 .
2°) En général “w;l C“2 i =n-1,..., n'est pas plus petit que 1, et on

doit calculer toutes les cawposantes de A pour calculer A par la
formule (3.16).
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CoNCLUSION

Ie calcul de la fonction spline d'ajustement 3 partir de deux splines
d'ajustement locale est possible en utilisant (3.16).

Toutes les camposantes du vecteur correcticn sant 3 calculer, parce
qu'elles sont significatives. Ceci implique qu'il faut corriger toutes les
canposantes de AG et AD.

Bien qu'il soit possible d'éviter 1a résolution par moyen de deux
systémes de taille faible, il est préférable de résoudre globalement (3.15)
car la méthode (B) est stable.
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(figure 2)
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La fonction utilisée est :

3(x-1)

x2-x+1

£(x) = 2+ sur [-5,5)

n = 50 (50 points éguidistants)
L'erreur sur la valeur de f aux noeuds a pour écart type ¢ = 0.2

Ia figure 4 est le graphique de la fonction £ (o = O)

La figure 5 est le spline d'ajustement considarant n = 100.

RHO CONUENABLE

{(Figure 5)

PARAMETAE D AJUSTEMENTS £00.00
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SURROUT TNE SADJPE(N,RO,H,2,D,A)

ON CALCULF LA FONCTTION SPLYINF DYAJUSTEMENT D*ORORE 2, §

RELATIVE AUX N POINTS EQUINTISTANTS FT N VALFURS ZT) T=lyeeusN >2
RO PARAMETRE NE | ISSAGE IRO>10'-16

ZET) CUNTIZNT EN SORTYE LA VALEUR EN X{I)} DE LA SPLINE S

M) X{1) DE g

A CONTIENT LA SUR DTAGONALE (BLOCY DrApPRES LYELIMINATION,

IMPLYICTT REAL%8{A~-F,0-7)
NIMINSTNON A(N.Z,Z)yl(l),D(l)
ALFA=HSHEN%RO /6 . DO
NET=1aNN4+ALFA+ALFA
L1=ALFA%Z2(1)/n=T
RETA=4.DO+ALFA
I(1)=2.D09%71
N{1)=-3.,D00%71
All=1,.D0/9ET
A(lplyl)z‘All
All,1,2)=A11
All,2,1)=-3,D0 *ALFA/DET
A142,2)=(ALEA-1,D0)/DNET

ELIMINATION PAR RLOC
N1=N-1
DO 1 T=2,N1 i
Al=2.DD*A(I°l,Ipl)fA(l—lyZ,l)
AZ:Z-DO*A(I“ly112)+Al1‘l'212’
R1I=2.N0%Z(1-1)+0(T=~])

A22=BFTA+AY

Al2=A2
A21=-A1-A{1~-1,1,1)
All=4.D0-A2~AlT~1,1,2)
Z1=ALFAYZ{T)+B1
DI=—(RL+Z({1-1))

DET=A112A22-A124A2]
All=All/DET

Al12=-A12/D%7

A21=-A21/D%T

A22=A22/D%T
A(‘v111)=—2.”0*All~3.D0*A12
A{T91,2)=A114A12

AT 42, 1)==2.D7%A21-3,D0%A22
A{T,242)=A21¢A22
ZUT1=A11%714A12 401
DUT)=A21%21+4A22%D]

CONTINUE

Al=2.D3%A(N141, 1) 48(N1,2,1)
A2=2.”O*A(N1,1,2)+A(N1'2,2)
B1=2.00%Z{NVI+D (N1}
Z1=ALFAXZ(N)+R]
A22=ALFA+2,.00¢A1



A12==1.D04¢A2
A21=-3.00-A1-A(N1,1,1)
211=2.N0-A2-A{Nis1,2)
‘ Ni=-{RL+Z (N1}
RESALUTTIAN DI SYSTEME TETANGULATIRR SLPSRIRUR PAR eLOC
NET=A11%A22-A12%A21
All=A11/0DET
Al2==A12/DET
A21=-A21/057
A22=A22/DET
AlNs1,1)=A11
AN, 1,2)=A12
AlNMy2,1)=A21
A(H.Z.Z)=A22
ZINYI=ATL®Z21+AL12%001
NINI=A21%Z1+A22%D1
nn 2 J=1,M1
T=N-J
2L =201 Y-CALT 1y % Z2{ 14 ) #A(T,1,2)20(0(1+11})
DETI=DT ) =(A(T 32 LI*Z(T+1)+A(T 22+2)*%D(T+1))
CONT TNUE
N 3 T=1,N
NMIY=N(T)/H
CONTINUE
RETURN
END
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SUBRIJUTINE QADJPQ(N,RO,X,Z,D,LCUP,A,H)

ON CALCHLE 1A FONCTION SPL TNF DYAJUSTEMENT N'DRORE 2,5
RELATIVE Aux NOEUDS Xx(r1) &7 AUX VALFLRS Z{1) T=1lyeau,N >2
RO PARAMETRE pr L1SSAcs

Z{1) CONTIRNT &N SORYIF LA VALEUR EN X(I) DE a SPLINE g
DL n= Sy

Loup=.FALSE, ST CETTE MTTHCODE NE PELT ETRE MENE®R ) SON TERME
A CONTIENT LA syz DYAGONAL = (BLOC) CY'APRES L'ELIMINATION

H VECTFUR AUXTLTATPE FUIY=X{T1+1)~-x(1})

IMDLICTT PEAL%8{A-K,N=-7)

LOGICAL Loup

DIMENSTION A(N,ZvZ),X(l),Z(l),D(l),H(l)

NT=H-1

DO 1 1=1,N1

HITh=X{T+1)-Xx(T1)

CONT INUE

HINY=H{NT)

ALF A= (RO%H{ 1)%% 3) /6.n1

NET=1.D0+ALFA+AL FA

Il=Al FAXZ(1V/DET
ZL01)=2.n0x7 ]

D(1)=-3.Dp0%x7]

Pl=H{2)/H{1)

L1=PlxnET

Ally1,1)=-1.n0/DET

Ally1,2)=1.D2/41

A(lv21l’=—3.DJ*ALFA/DFT

A(l,?,2)=(ALFA—l.DC)/A1

SLIMINATYION PAR BLGC

AI=2.DO*A!I-1,1.1’*A(T*l,?,l)

A2=2.D3*A(T*ly172)*A(7-172y2)

Rl=2.”0*l(!~l)*ﬂ(f~l’

DZ:Pl*Pl

P'—;:DZ*D[

ALCA=(QO#H(T)i%3)/6.DO

A22=ALFA+2.DO+(2.00+A1)*P3

A3=1.Dn-p

Al2=A3+¢A2%p 3

AZI=3.DO*A3—(AI+A(I—l,l;l’)*PZ

All=2.90*(1.00+P1)*(A2+A(I-191yZ))*PZ

Z1=ALFATZ(T)4R]14p 3

Dl=~(ql*2(1"l))*p2

DET=A11*A22—512fA21
IE(D"T.FQ.G.DﬁiGD 10 5
All=All/nsT
Al2=-A12/0=T
421=-A21/DET
A22=A22/D%T
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PL=H{ Y+ 1) /H(T)
ALY, 1,1)=-2.N0*ALL-3,N0%A12
A(T,1,2)=(A11¢A12)20)

ALY 42,1 )==2.D0%A821~3,ND0%A22
A(T,2,2V=(A21+A22}/P}
Z{Ti=AL1%Z214AL2%D]
D(I)=A21%21+A22%D]

CONT I NUF

Al=2.D0%A[NT,1,1)¢A(NY,2,1)
A2=2.ND*A{N1y1,2) ¢AINL;2,2)
RI=2.NDN*Z{NL}+DN(NL)
A272=zALFA+2.D0O+AL
ALZ2=—1.N0+A2
A21==-3 , NO—-{AT+A(NL,1,1}}
All=2.D0-{A2¢A{N1,1,2})
Zi=ALFAXZ(MI¢B]
Nl=-{NR1+¢Z(N1))

RESOLUTION DU SYSTEME TYTRIANGULAIPE SULPERIEIIR PAR BLOC
NFET=A11*¥A22-A12%A21
IF (DFT.EQ.D.DNIGO TO 5
AlL=A11/0DET
Al12=~A12/NFET
A21=-A21/D%7
A22=A22/DET
A‘N,lpl)ZAll
A(Ny L,2)=412
A(N'2315=A21
A‘N|292)=A22
ZIN)=ALL*7L+AL2%D]
DINY=A21%21¢A22%D1
N0 3 J=1,N1
V=N-J
ZOUY=2{T)=( ALYy Ly )20 T41)#A(T,1,2)%D00¢+1))
DEN)=DUT I { AT o 2, 1YX2(T L eA(T 2,21 %0(T+1))
CONT ITNUF
NN 4 I=1,N
NDEYY=DET Y /HIT)
CONTITNUFE
Louyp= ,TRUF,
RETYP N
LOYUP=,FALSFE .
RETUAN
END
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SURROUT INE AJUSPZPN,X;RO,F.FP,BQWL)

CH PROGRAMMTE CALCILE LA FONCTION-SPLINE DYAJUSTEMENT prnRnRE 29 S,
RELATIVE AUX POTNTS X(1) T=1y.0..N QUI LTSST (=g VALZURS 71 . CE&S
VALEURS SONT INTRODUITES PAR LE TABLFEAY F

N <= 1009

XCIY 3 FUT),FP(T) I=lye.aN

R0 PARAMETRE DT LISSAGS e DOIT =TRE >

F( CONTIFNT EN ENTREE LA VALFUR 771
TONTTENT SN SORTIF LA VALEUR FN X(T) DF LA FONCTION-
SPLINE S .

FPLI) VALFUR EN X{T1) DE <1

BOOL=.FALSKE, ST CITTE MCTHODE NE peEyT ETR® MEN=E 5 sON TERMF
(DETERMINANT=0 EN COURS CY'EXECHTION) .,
DIMENSTON XCLYHF(L),FR(T)
LOGTCAL ROOL
REAL MO2,MJY ' MIZ2,MIB LM 4,M 5
REAL M{2,5)
DIMENSTON F(Zy?):G(ZyZ’lel(1000).R12(1338),RZI(IOOO);RZZIIOOO)

INTTTALTSATION

"0 1 g=1,5
M{1,4)=0.
ME2,3)=",
ME1,3)=1,
M{2,1)=1,
MU2y4)=1,/R0
M{2,5)=F(1)

TRANSPNET

N1=N-1

DO 2 1=1,N1
HI=X{I+1)~-X(])
H2=H1xH1/2,

H3=H1%42/3,

DO 3 J=1,2
G(J,l):Hl*M(J,3l-2*M(J,4)
F(Jy1)=H3*M(J,I)~G(J'I)
P=2%H2%M(J,3)/ 3,
GlJsy2)=HI*M[J, 4)-pP
ElJ92)=H3RM( g, 23400, 2)-P
FI=H3%M(1,5)
FPI=H3xM{2,5)

P=f"f‘171)

Q=F{2,2)
DFT=P*Q—E(1;2)¢E(2,1’
TF (DET.5Q.0.) 6NTN 20
Fl1,1)=0/DFT
E{242V=P/DET
ECLy2)==E(1,2) /NET
E(2,1)=~FE(2,1)/nuT
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PLLETY=0 (L, L)*GIL, L) 4F(1,2)%G(2,1)
PL20T) =81, L1%GL13 204001423 %G(2,2)
B210T3=v (2,3 1) %Gy 1) 40E{2,2)%G(2,1)
RZ?(!)=F(291)*G(1:2)&F(2v2)*0(2,23
FLTI="( 1, L) %FI4F(1,2)%FPY
FPUTYI=502, LY SF T+ (2,2)=cP]

NG 4 d=1,2

MIG=MEd, 4)=HIEME S, 3) 4 H24M[ J, 2)~H34*M[ J, 1)
P=R0D¥M J4
MI3=ME, 3)-HI*M{ S, 2) +F2%M( J, 1}
MI2=ML s 2)-HI%M( j, 1}

MIT=M{J, 1) ¢P

MIS=M{J B ¢eF(T+])%pP
NOR=ABSIMII)+ABSIMI2 ) ¢ABRSINIA)I+ARS(MI4)
MU, 1Y=HMIL/NOR

MUJd,21=MJ2/N0OR

MUJ,3)=MJ3/NOR

M{Jy4)=MI4/NOR

MEJ,5)=MIS/NNR

CONTINUS

CONTTINYE

RESOLUTION D' SYSTEME TRIAMGULAIRE SUPFRTIEYR PAT RLCC

DET=MUT, 1)%xM(2,2)-M(1,2)%M[2,1)
F(N)=(Ml1.5)*M(2,2)-V(2,5)*M(1,23l/DET
FPAMI=(MI2,504M Lo 1)=NM{1,51M[2,1) 8 /00T
NG 5 T=1,N1

Mi=N-T

P=RIINT VEF(NT+TI+RI2INIVEFP (NT+1)
Q=R2LINIJ«F(NT+1)#R22{NT})%FP(NT ¢1}
FINT)=F(NI)-P

FPIMIV=FPINTI=-Q

300L=,TRUFE,

RETURN

RODL=,FALSF,

RFTURN

£NN
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DEUXIEME PARTIE

ALGORITHMES D’OBTENTION NUMERIQUE
DES FONCTIONS SPLINE A DIMEWSION

a z2
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CHAPITRZ - 1

FONCTION SPLINE DU TYPE PLAQUE MINCE

EN DIMENSION DEUX
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[.1 - INTRODUCTION

Ies fonctions splines du type plaque mince en dimension deux, ont été
étudiées par Atteia [2], Duchon [11] [12] et Thamann [40].

Parmi les fonctions v qui prennent des valeurs imposées Zi ci=1,...,n

aux points £h = (xi, Yi) du plan on cherche celle qui minimise la fonctionnelle

- 2 y|2 = 2 2y 2
(1.1) 1(v) —J [v? v| JQIDXV+2DXDYV+DYVI

Y]

Le cas u rectangulaire ou circulaire a été développé par Thamann {40 ]

et pour le cas & = IR Duchon [11] obtient la caractérisation suivante :

Théoréme 1

Parmi les fonctions continues sur IR? prenant des valeurs % 1reeee Zn
1 ’ < . .

en des points t ... ,tn données (non tous alignés) il existe une et une seule

fonction ¢, qui réalise le minimun de la fonctionnelle (1.1) (avec 9 = IR2)

ct ¢ s'écerit d'une maniére unique sous la forme :

i
LY ) — - ~f 4~
i1.2) o (t) )— ,\i Kt ,t)+a1X+a2y+B
i=1
avec / 0
r A, =0
< i=1 *
n i
% )\it = Q
L i=1
ol
t = (XIY)

e, e = |ttt 2Log |e-tt)2 ()

i

2
|-

(%) norme euclidienne dans IR™.
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On peut donc ocbtenir les coefficients Al,...,An,al,az,s en résolvant
le systéme
K E| [a z"
(1.3) =
ET 0 o 0
ot
- = 3et 3 =
= [kij] nxn kij At , ) kii 0
T
E = 1,000,17]
T
xl,..,,xh Z7 = [zl,...,zn]
ll“'"yn
T T
A =[Al,...,An] o = [B,al,az]

La matrice K sera appelée matrice du noyau reproduisant. (voir [12][44])

Nous noterons ”.| la norme euclidienne dans R" (ou H%n_3) Oou norme

matricielle associée, selon le cas.

Soient & c R™ 1e Sous-espace engendré par les trois vecteurs colonnes
de E, S:==E?'c:ﬂkn le supplémentaire orthogonal (par rapport au produit
scalaire habituel).’

Notre but est de mettre au point des algorithmes de résolution du systén
(1.3) en utilisant au maximum les propriétés de la matrice K, et en étudiant
les deux cas suivants :

1°)  Aucune hypothése n'est faite sur la numérotation des données

£t i=1,...,n

2°)  On admet une hypothése faible sur la numérotation des données
tt i =1,...,n hypothése non contraignante dans la pratique.

En utilisant les Propriétés de K que nous &tudions dans le paragraphe st
vant, et le systéme (1.3) qui est assez particulier, nous allons proposer deus
méthodes directes (MEthodes (A) et (B) et deux méthodes itératives (M&thodes
(C) et (D)).



les deux méthodes directes utilisent le fait queS" est isamorphe a

R et que la solution A cherchée est orthogonale & E (c'est-a~dire A ¢ 3: ).

Dans la méthode (A) on construit une base rl,,,.a,rn__3 de gqm nous
pemet de faire un changement de variable dans (1.3)/ ce qui ajouté a la condi-
tion d'orthogonalité de A a E , nous raméne d'un systéme 3 (n+3) inconnues )
(1.3) a un systéme 4 (n-3) inconnues (cf. 1.5, I-3) avec une matrice définie

positive ; la partie délicate est la construction de la base.

En effet, pour cela il nous faut une hypothése sur la mumérotation des
données, hypothése qui sera discutée en détail, mais il faut souligner que
1'avantage essentiel de cette méthode est "a définie positivitd de la matrice

du nouveau systame.

La méthode (B) construit 1'application projection orthogonale de Rr"
sur [Fqui nous permet de ramener le systéme (1.3) a un systéme 3 n inconnues
(cf. 1.11, I-3) avec une matrice semi-définie positive de rang égal & (n-3).
Ce qui est alors intéressant c'est que nous n'avons aucune hypothdse sur la

numérotation des données.

De plus, 1l'encambrement est du méme ordre que dans la méthode (A) ’
cependant la résolution va &tre un peu délicate (voir [14] [15] [22] [24],

conme nous le verrons.

La méthode (C) est une méthode de descente dans des directions fixées
de fagon cyclique (type Gauss-Seidel) voir [211{32]. Ces directions sont celles
des r; i=1,...,n"3 construits came dans la méthode (A).

La méthode (D) est la méthode du gradient avec contraintes lindaires
(Gradient sur on gradient projeté) ; nous citons aussi quelques accélératicns

de chacune des méthodes itératives.

Nous indiquons enfin camment les quatre méthodes directes sont adaptées

dans le cas des splines d'ajustement de type plaque mince.
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1.2 - QUELQUES PROPRIETES DE LA MATRICE K

Comme canséquence directe des propriétés du noyau reproduisant 3¢ de
X200 (voir [11] ,Cf. chapitre II) nous avons :

Propriété 1
VX ¢ 54
xTKx >0
X#0

Autrement d_lt K est définie positive surﬂ/ mais si x g‘ S«/

la valeur x Kx peut étre négative, de plus la matrice K peut étre
singuliére.

Soit M e ‘)ann(m) (M symétrique)

Définitions : (voir [21] [32]

1- M est coercive sur gs'il existe un réel y > O tel que :
VA e uTn < 4T
2~ On appelle conditionnement de M sur® 1a valeur vy o M) =é“—
ou ATMA
W=Mn o =m— g o=
Ae® ATh 5 AF‘I*' fiAfl
70 70

Proposition 1 :

K est coercive sur .

Démonstration :
Considérons ¢ = {xe]Rn/x=——A—- A e T
TR

la fonctionnelle yu(A) =
sur‘F est atteint sur c. A

A

Cela démontre la proposition.
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Ensuite nous allons utiliser la propriété de K et étudier le systéme (1.3)

Soit G =

Proposition 2 :

G est définie positive sur & x TR 3

Démonstration :
A
Si x ¢Fx R3 soit x = avec A 9 ae IR3
o

~ f s . T
on voit que l'on a xTGx = ATK et d'aprés la prcposition 1, on obtient x Gx > «

Maintenant si {rl, .. .,rn__3} est une base (quelconque) de 5:, formons

R = [rl,... ,rn_3] .

(R matrice base) R ¢ %nX(n—3) (IR)
Considérons ; R : an_3 - 5:
XA = Rx

Alors si
= b
A = R'KR A ¢ %(n-B)X(n-3) (R) on constate que

3 T N

vk e R x%ax = 2Tk 2 > o ol A = Rx

#0

On a donc la propriété suivante :

Propriété 2 :

Quelque soit la base prise dans & + la matrice A formde camme ci-dessus,
est définie positive.
Alors camme conséquence on a (voir [17] [32])

> 0Oet g > O‘ tels que quelque soit x g ]Rn“3

e

xPAx < BxPx (continuité)

xlA_]'x s% xPx (coercivité)
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Ensuite on exhibe une borne pour le conditionnement de A, quand la base de{z‘/

orthonormée.
Proposition 3 :

Si la base {rl,...,,rn_3} de ¥ est orthonormée, alors on a :

1) Al = ||| 5
-1, 1 A'KA
ii) [IA ” = o avec p = Min 5
AeE A A
#0
et donc
y(@A) = Yo (K)
Démonstration :
T
) Pl cemn=3 Tl ~ S8 s g
xelR XelR
#0 #0
. T
si A= R}’I{.alom{ =R'A car R est orthogonal par colonnes, de plus on a
IRI = JR™) = 1 -
Camme “x“ = 'lAlldorM 4
[I]] [IA{]

d'ol |aj < sup T K,
Aesq i
70
ii) La coercivité de A implique
VX € JRn_3 uxTx < xTAx (v est la plus petite valeur
propre de A)
mais

xTAx = ATKA avec A = Rx x = RTA)
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alors
¥ T
WATA = uxTx < XAX = AKA YA ¢ S
ce qui implique o
. AKA
b= Min S
AeGi A A
#0
on a donc
“A.lu = % avec p vérifiant 1'égalité ci-dessus

1.3 - METHODES HUMERIQUES

METHODE _ (A)

i
quelconque de & . Si A €& alors il existe vy ,...,y, réels (uniques) tel

Considérons R = [rl,..,,rn__3] r, i=1,...,n=3 étant ime base

que :
— '1' ——
(1.4) A= RY Yy = [Ylluo-lYn~3 ]
et on a alors
KA 4Ea = %2 . R'KA + R'Eq = R'Z
S
d'ou finalement on a : 0
(1.5) 2 =5 | avec A = R'KR b = Rz

Ainsi pour résoudre le prabléme (1.3) & (n+3) inconnues on peut résoudre le
systane (1.5) & (n-3) inconnues puis la solution A* cherchée sera cbtenue au
moyen de la relation (1.4) et enfin pour trouver o« on utilisera trois

relations indépendantes de KAtEa = Z {ce qui sera explicité plus loin).

Remarquons aussi que la matrice A est définie positive, alors que G ne
1'était pas, donc on a un systéme plus favorable, dans ces conditions on peut
utiliser soit une méthode directe soit une méthode itérative ; on va utiliser

la décamposition de Choleski pour résoudre (1.5).

Jusqu'a maintenant nous avons considéré une base quelcongue pour i '
mais dans la pratique nous devons construire une base qui tienne campte au

moins
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i) du colit d'abtention de A et de R
ii) de la mémoire nécessaire pour stocker R
iii) de la numérotaticn des dannées tt i=1,...,n

Si on fait 1'hypoth&se que 1la numérotation est telle que trois points

consécutifs sont non alignés alors on peut construire la base de 1a fagon
Suivante :

fcl "O
02 0
i
S3 ¢
1 c;‘
r = 0 r. = i
1 ' i c3
! 1 + (i+3) &me camwposante i = 2,...,n-3
1
, 0
’ [
] ]
Lo | Lo
i i i P . T .
avec cl, 02, c3 verifiant la relation E r, = 0 i1=1,...,n-3.

Ceci correspond & la méthode présentée par Thamann dans [40], mais
1'hypothése faite est ennuyeuse ; de plus, il y a des cas oi elle n'est pas
réaliste,

Faisons plus simplement 1'hypothése :

(H) | les trois premiers points (t!,t2,t3) sont non alignés

Sous 1'hypothése H on peut fabriquer la base suivante :



.86.

(1.6) r;= .

+ (i+3) éme camposante i=1,...,n-3

L O

ch', cg, c§ étant déterminés i partir de ETri = 0, c'est~3-dire étant

solution du systéme :

i
1 1 1 Cl 1
i - - = -
(1.7) 0 X,7X) x3-xl c, = Xy %43 i=1,...,n-3
i
O ¥y, Y37, 3 Y17Yi43

"-—ci,—cé,—cé sont les coefficients barycentriques du point tl+3 par

rapport aux trois premiers points".

Explicitons A et b pour le choix ci-dessus

o ot |
= +
A= RpK R GRRIK oG
ol
Ry K K2
R: K:
T3 Y1 2,0

. ;
Ry ey 3(m) Ry € %3,3““) Ky, 2Ky, € %3,(n—3) (R)

Ky,2 € Winezy, guogy (B)

si A= [aij] , on a
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- i 3 J
a; 5 Cl[c2k1,2+c3k1,3+kl,j+3]+

i 3 J
CZ[Clk1,2+C3k2,3+k2,j+3]+

ic .3 3
C3[Clkl,3+c2k2,3+k3,j+3]+

clkl,i+l+C§k2,i+3+kj+3,i+3

n-3
Z + x Z

. i+3%i i
1=1

[b, ]

alors la valeur de bi est

lZl+ch +clyg

245%C3%, 1,...

b, = ¢ ,nN—-3

i 1 +Zi i =

+3

De plus si Yx =[yi{,. .oy y§_3]T est solution du systéme (1.5) alors 1la
solution Ax vaut :
n-3
o= Toely i=1,2,3
(1.8) i=1
- ——
Ai = Yi-3 1 =4,...,n

On en déduit que 1a solution cherchée dépend du choix des trois
Premiers points; changer 1'énumération des autres (n—-3) points est
permuter les (n-3) dernieres camposants de )%

i

Pour trouver ax = [Bx, ai{, a;E] on utilise les trois premiéres relations

c'est-a-dire oc5E est solution de :

r‘ -1 r ‘.‘ﬂ - n .
box ¥y Zl_iilxikl,i
r — X e —-— —
(1.9) 0 Xy kl y2 Yy oy = Z2 Zl + iglki(kl,i kZ,i)
* n
O x, X, Y3 Yﬂ oy Zy-z, 1E=1Ai (kl,i k3,i)
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Proposition 6 :

Soit A = RlKR (matrice du systéme (1.5)) R matrice n x (n-3) dont les

vecteurs colonnes sont de la formme (1.6) et construite en utilisant (1.7) alors

(1.10) y(A) = bl"z Y‘F (K) ol p est le rayon spectral de (RRT)
Démonstration :
) D=3 T T
soit x ¢ R “alomax| = R KRx|| < |[|R || |KAJ)

avec

A =Rx % mais |A| < [IR]l ||
par conséquent o
x|l R KAYRY
i<l A

- T , T
d'od A= IR IR K g mais |Rj} = iR°|| <o
alors on obtient
< K
1Al | Ilcg
n D . | N . ~
Posons . o= T ou oy ast la plus petite valeur propre de A qui vérifie
;;Axlx < X'AX A ¥X € ]Rn_3; d'aprés la proposition 1 o> O tel que
T
. = Min ATKA
AeB ATA
#0
en faisant toujours A=Rxona
T T
ATKA X AX ‘
A T (Jxft = JA]l cf. (1.8))
ATA X X
alf)rs vl S“A
ce gqui entraine
-1 1
L (R
on a donc  y(Af =— ! — 20‘]&2“ oy {A) 2l2YS: (K)
A e 5 P

Came la solution numérique du systéme (1.5) dépend du choix des trois
premiers points et non de la numérotation des points th i=4,...,n, le choix
idéal des trois premiers points serait celui qui rend y(Aa) le plus grand

possible mais ce choix est presque impossible dans la pratique.
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D' autre part, la partie délicate est de savoir si les coefficients
Ci, (,2, C3 seront bien calculés, c'est-j-dire si A est correctement calculée.
choisirons ces points de fagon que le conditionnement du systéme (1.7) (en

réalité le systéme formé par les deux derniéres relations) soit bon.

Par exemple, si le triangle formé par ces points est :

1) Rectangle
t3 Aprés une rotation on peut avoir la situation
suivante :
xl—xl x3-xl x2~xl 6]
= =D
¢! 2 Yo ¥y Y3y ° ¥yv,
D) =mn('X2—XII’IY3_yl[) n
max(lxz-xll' ly?)—yl,)
Si de plus on a méme cBdté alors y(D) =
2) Isoc&le
————— 3
t x2—-xl
TR XK *2™ 2
D= =
YY) Y3, 0 Y37Y,
tl t2

12 959,

alors DD =

2
d),d5, d5y
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T
Les valeurs propres de DD sont

2. 2 2
u+ /?-4a2 a2,

— = = 2
A= oi u d +d12+d§2

2

2
3

Il

et

u?-4d2 42, = [(d )2+d°

1192 121

posons dz2 8 dll 6 > O

&[G +07) + / +62)2-467 |

T 2

si on note y 9 le conditionnement de D on a

2
d1 1+d

[(d,,+d,,

<
-

2
22

2432
) +d12

1>0

+02- /(-2- +02) -02 vo2-/ (7 +0?) 2-402)2

Lygl? =

RIS, TS,

+02+/ (% +62) 2-4p2

d'ou finalement :

715-+02 / 7 t0? 2)y2-4p2

20

La valeur de 6 que rend maximum Yo est § =

_ /51
STz

Y/

2

402

-5
2

si 8 = 12:01 (c'est-a-dire triangle équilatéral) on a Y /3

2

i
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Remagye

La méthode (A) est en fait (3 des différences prés de notation ou de pPrésentati
exactement la méme que la “méthode générale" décrite dans [45] (voir aussi [46]

Dans cette méthode générale pour la construction de 1'€lément solution de

min ”‘I'(x) | (voir [11]) avec :
AlX) =z

i
A(x) = [<Kl,x>,...,<Kn,x>] <Ki,x> = § i(x) = x(t)

T "bigradient" dans notre cas dim ( JY;(T)) =q =3

X ¢ X = {fonctions continues sur IR2 dont les dérivées secondes
(au sens de distribution) sont dans 1,2 (IR?2)}

et soit ¥ = {y..  i,j=1,2 o Yig € L2 (R2)}

1]
On détermine :
Ty

1°) h, = 1 bbx J=1,...,nq tels que h, ecMim)*

340 i 3

‘ &

Les bj J=1,...,n~q sont les L base de H.

2°) £ = T*Fl(hj)v j=1,...,nq

On sait que la fonction H, (t) =-7§; |t=t"]2 Log [t-t]
vérifie T}&‘IHi = ki c'est-3~dire A2 Hy =3¢ i

alors <’IHi,’IHj> = <'I'*'I‘Hi,Hj>

= <K, ,H.> = K, termes de la matrice K
i3 ji
et :

¥x on a <fj,Tx> = <Txfj,x> = <hj,x>

n . n
=<1 bt k., x> = 5§ p* <T'*'IH.,X>
i=1 J 1 i=1 J +

n

= 1 bt <TH, ,Tx>
i=1 3 1
n

=<y bl o
3 1

i1



donc f. =

ainsi
i T T
<f.,fi> =< £ b. THi, L bl Tﬂi> = R'KR
J i=1 i=1 J
ol R a pour terme b;

et K a pour terme <THi,THj> = Kij

donc la matrice A = RlKR du systéme (1.4) ‘est en fait la méme que la matrice
F de terme <fj’fi>’

Maintenant si I, = {x/A(x) = Z} on peut alors décrire

A, = T(IZ) par :
AZ ={g eY ] <g,fj> = Gj j=1,...,n-q}
i
ou 6j = ¥ bj Zi (6 est le vecteur b du systéme (1.5))
i=1
alors p = T(s) est la projection orthogonale de O sur 4, et 1'cn a
- Dnhq n-g
= 7 . f. avec u. solution du systame linéaire 7 . <f.,f.> =6,
p 1 HJ i UJ Y =1 UJ 30t i

i= 1,...,n—q.

Et donc u est le vecteur y du systéme (1.5)).

. n
3°) On sait aussi Que o est solution si et seulement si TXTG = I Aiki
.(les Ai sont les mémes que dans (1.3) au 4n preas) =1
ou encore
<TPo,Tx> = ¥ <K, ,x>
i1
alors ‘ + n—q n-q n—gq
TiTo = Tx( I u.~f.) = 5 . Txf. = ¥ u.h,
j=1 J 3 3=1 J j=1 J3J
n—q noo. n
= I uj(Z bj ki) = T Aiki
donc J=1 i=1 i=1
n—q i
Al = z bl u
=1 )

Ce qui correspond & la relation A = Ry dans la méthode (a).
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SUSRAUTINE §META(NpRG,X,YpZySyT,R,A,IEQl

SPLINES n INTERPOLATION A 2 DIMFNSICNS

N=NOMRRES DE POTNTS N<= 150

X9 Y=COORDNNNEES peg N POINTS

7=VALEURS DT LA FONCTION aux POINTS X,vY

P FACTEUR NE PONDERATION £<T 4%PT /RO
SUT) T=1,000,N 3 TEL)YsTL(2),7(3) SCNT LES
COTFFRICTOENTS ne g SPLINE
LA PARTIE TRIAGULAIRE SUPERTEUR nE 1 p MATRICE NOYAU EST
RANGFE DANS R DIMENS TON NR=N%*{N-1)/2,
A T yrECTeEyR AUXTLTATRER DIMTNSYON NA=(N=-3)%(N=2) /2
ST IER<KH Dy 18R 2 0 CHANGFR (E§ TRCTS PREMIERS POINTS

TMPLYCTTY REAL®8(A-C,0~7)
DIMENSTON X(l),Y(l)gllI),S(l)vﬂ( IJV4RIL1 ),T(3)
DIMENSTON Cl(150),CZ(lSC),C?(lSG),T(B)
N2=N-3
CALCUL DE K{I,J) 1<
No 2 Jg=2,N
It=u~1
Td=(TLx(y=-2))/2
NN 3 1=1,1L
A3=(X(7’-X(J))**2+(Y(T)~Y(J)lﬁ*2
D(IJ+I)=A3*DLDG(A3)
CONTINUE
CONTINYUE
CALCULE Cl,C2,03(7)
Vi=Y(3)-y(1)
Va=X(2)-X(1)
V2=X(1)-Xx(3)
V3=y{1)})-Y(2)
Al=V1*xV4—yty3
Vi=V1/Al
VZ2=V2/A1
V3=v3isai
Va=V4/ A1
DO 4 I=1,N3
AL=X{1)-X(T1+3)
A2=Y(1)-Y({1+3)
C3(?)=V3*A1+V4*A2
CZ(I)=V1*A1+V2*A2
C1(13=—(1.DO+C2(I!+C3(!)l
CONTINUYF
ON CALCYULE ALI,d) I<=y
DO 5 I=1,N3
Pl={T%(1+1)) /2
TJ=T141+2
A1=C2(I)*R(l)+c3(I)*Q(2)+R(IJ)
A2=C3(I)*R(3)+R(!J+li
AB=RG*(C1(I)*C1(I)+C2{T)*C2(I)+C3(!)*C3(I)+1.DO)
A(Il)zZ.DO*(Cl(I)*A1+C2(I)*A2+C3(I)*P(I3+2))+A3
CONT INUE
DO 6 J=2,N3
IL=J-1
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14

15
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Td=00x{J+3)¢4)/D2
FY=(J=xft)/2
DT T=1,1L
[1=17T+]
JI=(U*(T+3)+4)/2
A1=r2(J)vQ(1)fC3(J)*R(Zl#R(YJ)
A2=C1(J)*R(1)+C3(J)#P(3)&R(IJ+1)
A3=CI(J)*Q(2)4C2(J)*D(3)+Q(IJ+2)
A4=F1(J)*P(Jl)fCZ(J!ﬁD(JlfllfCE(J)*R(Jl+2)+R(IJf!+2)
A5=RO“(CI(I)*Cl(J)#CZ(ll*cz(J)+c3(l)*c3(J))
A('l)=(1(I)*A1+C2(I)*A2+CB(I)*A3+A4+A5
CONTTHUE
CONT TNN©
CALCUHL DK R
NN 39 1T=1,N3
Q(Yi:rllr)*Z(l)+C2(l)*Z(2)+CB([)*Z(B)fl(l+3)
CONT TN =
HP=1,"-16¢
CALL ﬂMF%D(A,NE,HP.I”R)
TE(T=R)20,21,20
SEIY=S(1y/7AaC1)
Ny 11 1=2,N3
Al=0,0nQ
TL=7-1
T1=(It%x1)/2
12 J:l'IL
A1=ALEACTL g )%S ()
JI=11+]
SUTY=(S{Y)=AL)/A(J1)
CONTTINUS
VI=(N3*(N3+}))/2
SEN3) =SINI)/A{TL)
NK=N3-]
M 13 IK=1,NK
[=M3-TK
Fi=11-1-}
Al=0,19ND0
Ji=11
TL=T+1
Ny 14 Jd=TL,N2
JI=11+9-1
AY=AL+ALI1 )RS J)
CONT INYLE
SUEY=(S(I)=-ALY/ALT1)
CONTIND T,
EVALUATION DE LIN#1)euee o (N+3)
Al=0.70)
A2=7.900
A3=0,000
M} 19 I=1,N3
AL=AL+CLLT)xS(])
A2=A2+ 00T )%5(T1)
A1=4F4¢CTI(1)%S(T)
COMTINIIE
NI=n+]
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N2=N-2

M0 16 T=1,N3

SIN1I-T)=S(N2-T)

CONTINUE

S{1)=A1

S(21=42

S{3)=A3
A1=912)*9(l)*S(3)*P!2)+RC*S(1)
A2=S(1)*R(1)+S(3)&P(3)+QC*S(2)
A3=Sll)*Q(Z)+S(2)*R(3)*PC*S(3)
DO 17 1=4,N

TI=(I%{1-3)+4)/?
ALl=A1+S(I)%R{11)
A2=A2+S(T)%R(11+1])
A3=53¢S(T)%R(11+2)

CONT IMUE

Al=Z(1)-a1}

A2=2(2)~(A2+A1)
A3=Z{3)~-(A3+A})

T 1 )=Vi®xA24y3%a3

TU 2 Y=V2%Aa24y4%A3

T{ 3 )=A1-(X(l)*T(l)+Y(1)*712))
CONTINUYE

REZTURN

END
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METHODE (B)

Soit Vl,V V3 une base orthonomée de )‘ et considérons

»
V=V, Vsl V e %11’3(112)
0=w' oM,

P = I-w' P € ”’ann(lR)

On vérifie facilement que Q est la projection orthogonale de r" sur E
et donc P est la projection orthogonale de R sur §F .

Maintenant prenons le systéme (1.3)
KA + Ea = ZalorsPKA + PEa = PZ
s
0
et canme PA = A on obtient PKPA = PZ, en notant
(1.10) A = PKP b = P2
On obtient :

(1.11) | AaA =D |

si z* est la solution de (1.3) on voit que 1l'ensenble de solutions de
(l 11) est A 45 ’ alors il suffit de connaitre une solution particuliére de
(1.11) pour calculer A au moyen de la projection P, donc notre but est de
préciser une fagen de calculer une solution particuliére de (1.11) (par exemple

celle de nome minimale).
La propriété de K implique la proposition :

Proposition 7 :

Soit A définie came ci~dessus alors :
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i) A est semi-dé&finie positive (définie positive sur<9 )

ii) @A) = (K)
Y 2y
et rang (A) = n-3
Démonstration :
1) Canséquence de la propriété de K et du fait que P est la projection

orthogonale sur 3-7 .

ii) Camme 5“/= E"‘ alors il existe une base R = [rl,...,rn__3] deﬁ“f, orthonos
telle que RRT = P,
i A= RRTKRRT,corme 1'ensemble de valeurs propres non nulles de A est
€gal & l'ensenble desvaleurs propres de
ool _ T =
R'KRR'R = RKR = A € ﬁz(n_3)x(n_3)(ﬂk)
Cette matrice est définie positive (proposition 2) alors
rang(A) = n-3 de plus on a Y @) = y@).
Mais d'aprés la proposition 3 (y (@) > Yﬁ-‘f (K)) d'od

YS‘ (a) ZY@. (K)

La résolution du systéme (1.11) peut &tre menée de plusieurs fagons par
exemple voir [14][15][18] et [22][34][37] ol on utilisera la propriété de
semi~définie positivité de A. Nous allons utiliser la méthode de factorisation
Choleski. Voir [35] [42] mais avec permmutation de lignes et de colonnes {(dans .
cas de pivot nul), ensuite on explique cament on utilise le résultat de la
proposition 7 pour résoudre (1.11).

Camme caonséquence de la semi-définie positivité de A on a :

i) aiizo i=1,...,n
. T T /2, T, 1/2
ii) aij, ]eiAej] < (ej2e,) (ejAej "< Max {a.}
i=i,..,n
- o n
(1.12) => ]aij[ sMax{aii} ¥i,j=1,...,n ei,ej ¢ IR

i=1,..,n



.98,

et si any O alors A admet la décomposition suivante (unique si le signe est

positif) voir [9] [17]

(1.12) A=

n— n-1

! - . <
Il suffit de prendre t = /all' V= T A D= A22 VTV ol

- 2 n-
all Al2 A.. =A e IR

Ay By Byp € I”Zm-l),(n—l)

La matrice D est semi-définie positive voir [17] [21] [42], en tenant campte

du rang de A et (1.12) on sait qu'il existe des éléments diagonaux positifs

{‘sinon (1.12) implique D = 0)., Supposons que
. _ T n-2
d, Dy, Dy) =Dpp ¢ R
D= avec dll\
Doy P Dy € %(n—2),(n—2)
s O 1 0o s U o
Utilisant (1.12) on a : D = T u
U I O D' 0] I '
alors
t 0 I, oT [t Vv
&
A = s U
T Sp
L 4
V. U In-2 0O D | o) n—ZJ
_ T n-2
st V [v V2J v1 réel V2 & IR
[-t v, | v
1 2
soit T = w = W e ”{ (IR)
_() S J l:UJ 2, (n-2)
PL’T T ol [r w
d'oly, A = 7 2
W Lol [0 Do I,

n-2
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n-3) fois (rang de A) sous la réserve que chaque
as contraire il faudrait permuter la ligne et

Ce procédé on le fera (
pivot soit positif , dans le c
colomne de fagon convenable i en conséquence on a :

"Si A est définie camme dans (1.10), il existe une matrice de permutatic
@ de facan que a=@ AR soit décamposable sous la forme"

N S T, O TV
(1.13) A= | =
VoI 0 0 0 1,

3

avec T triangulaire supérieure non singuliére.

Maintenant si on pose : f) = @b
A=®

~ ~ n-3
1 bl et /~\l € ]R3
A ¢ IR

et - 1; ~
b = "'l = -~
b2 A 2 D2 et 2

alors (1.11) devient Ay = b et utilisant (1.13) on a :
T - - T 4
( T TAl-PIIVAZ: bl T T(A1+UA2) = bl avec U =17 vy

~ - - T~ TT ~ -
| i i, -, [ P i - 5,
on en déduit

) T oo -
S Ay = (@D b ~up,
(1.13")

( Ul 1= 132 (dans notre cas, systéme consistant).

Alors on peut trouver une solution particulidre en fixant /~\2. Nous allons cons:
dérer la solution de norme (euclidienne) minimale (voir [42])

. T 1~ -
g Ay = (T'T) ]'bl-UAZ

(1.13)
e Ay = (I+UTU)_1UT(TTT)_lbl

anposantes de cette solution

Aprés avoir trouvé 4. et A2 on réordonne les c
ent la solution AX

1
particuliére qui est projetée sur & au moyen de P et on cbti

cherchée.
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Nous avans alors Ea = KA-Z et en multipliant & gauche par ET
on a EPEa = ET(KA—Z)
alors o = B8 B (RA-2)

I1 faut souligner que cette méthode ne nécessite aucune condition sur
la numérotation des données t- i = l,...,n, et il n'est pas nécessaire de

cannaitre la matrice P pour pouvoir calculer A, on utilise :

A=PRR = (T-W))K(I-W)

K+V[% VV‘1 ‘KV~KV ]T+[—l- VVTKV—KV]VT

2
soit
1,0 -
W =5 VKVetU=KV W 6?’33’3(]}3)
o 111 V F ’Zn,B(IR)
on a donc A = K-W[WI—-U]JF[WJ—U]V
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SUBROUTINE SMETPUIN  RCy X oY 4258, T4R,A)
SPLINES A 2 DIMENSICNS

N NUMBRE DE POINTS N<=15C

X+Y COORDONNEES DES K POINTS

Z VALEUR DE LA FONCTICN AUX POINTS X,y

RU FACTEUR DE PONNERATION EST 4%PJ/RC

SUI) T=lyeeeyN 5 TUL)3TI2),T(3)  SCNT LES
COSFFICTIENTS € LA SPLINE

LA PARTIE TRIANGULATRE SUPERIEUR CE LA MATRICE AOYAU EST
RANGE DANS R DIMENSION NR=Nk(N=1)/2

A VECTEUR AUXILTAIRE OIMENSION KA=h%(N+1)/2

IMPLICIT REAL*8(A-G,G~2)
DIMEMNSION XC1YoY{1),2010,S€1),A01 ),R(1 )2 T3}
DIMENSION Ul(lSO),UZ(!SOlyL3(1SOqu1(150)iV2(150"VB(ISO’
DIMENSION TRAC(150)

DO 1 J=2,N
J1=J-1

[IT=(J1%(J~-2))/2

Do 2 !=11J1

Td=1T+1

Al= (X(I)—X(J))**2*(Yil)~YlJl)**2
RITJ)=A1%DLOGL AL}
CONTINUE

CONTINUE

CALCUL DE TROIS VECTEWRS ORTHONORN¥MALU X
XM:O.DO

YM=3,.D0

DO 3 I:ION

XM=XM£X{T)

YM=YM+y (1)

CONTINUF

XM=XM/N

YM=YM/N

NO 4 I:l,N

V22U =X{1)~-XM
V3{1)=Y(1)-YM

CONTINUS=
VZN=PROVEC(N,V2,V2}
ALF=(PROVEC{N, V2,V3))/V2N
Nno 5 I=13N
V3(II=V3(I)-ALF*Y2 (1)
CONTINUE

A2=NSQRT{V2N)
V3N=PROVEC(N,V3,V3)
A3=DSQRT(V3N)

DO 6 I=1,N

Vi{iIl=1.D0

V2(I)=v2(1)/A2
V3lT)i=v3{I)/A3

CONTINUE

CALCUL DF WLy W2, W3, W4,W5,W6
CALL PROMATIN, ROy R, V1U1)
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CALt PKOMATIN,RO,R,V2,U2)

CALL PPOMATIN, ?0,R,V3;U3)
WE=(PROVEC(N,V1,U1))/2.00
W2=({PRAVEC(N,VI,U2))/2.DD
A3=(PPOVECINGZV2,112))/2.0D
Wa=(PROVECIN,VI,U3))/2.N0
WO={(PROVFEC(IN,V2,U3})/2,D0
Wo=(PROV=CIN,V3,U3})31/2.0N

Al=W1/N

A2=W2/N

A3=W4/N

D 15 T=1,N

ULET )= AL#V2(T 122 +vI{ T *W4~ULLT) I /N
U20T)=A2+V2L 1) %03+ V3L T ) %Wws—112(])
UIII=A34V2(I)*W5+ VI (1) kWb-U3(T)
CONYINUF

N 7 T=1'N

Td={(T+1 %1} /2
ALTII=2x(ULCTI#V 20T D420 T ) +V3(TI%U3(T)j+PO
CONT INHE

N3 8 J=2,N

Ji=J-1

I1=(J31x))/2

D0 9 JT=1,41

Td=T1+7

Ji=11-J1
ACTIN=ROITI#UT LTI E V20T IRU2( IV +VI(TI*13( D)
2 ULEI) e V205201 J+V3(J)*L3HT)
CONT INYF

CONT THS

APPTLLY SURROUTINE NMFSS

HPS=1,F-5

CALL DMESS{AGN,HPS , TRANK, TRAC)
APPELLY SUBROUTINEG OMLSS PCUR TROUVFR LA SOLUTICN MINIMALE
NO 1N T=1,N

H200=21(1)

S{1)=0,Nn0

CONTINUYT

IK=-3

CONTINIE

CALL PROJFF (N, VI,V2,V3I,u2)

11=0

CALL DMUSS{AINZIRANK,TRAC,TT,12,TER)
CALL PROJEC(N,VL,V2,V3,U2)

DY 43 I=1,N

SETY=0211)eS(1)

CONT INUF

CALCIN. DES TROIS DERNEERS COMPOSANTS
CTALL PROMAT(N,PD,R,S,UL}

D11 I=1,N

HMLLTY=200)-151(T)

CONTIMIL:

Al= (PROVECIN,V1,UL))/N

£2= (PROVICIN X, U1) ) /N —XMxA)



O

o

el

49

42

Landi O ) IRV

103,

A3=  [PROVECIN,Y,U1))/N —YM*A1-ALF#AD
Ad=Nx{A3/V3N)
A2=N5{A2/V2N)~ALEXA]
AL=AL-XM*A2-YM*A3

ND 40 T=1,N

M2ET)=UL (T~ (A2%X( T) +A3%Y (1) +A] )
CONT T~

IK=TK+1

TF(TK)41,41,42

CONT INyE

T{1)=4A2

T(2)=A3

T(3)=A]

RETURN

END

SUBRNUT I NF PROMAT{N,RC,R,V,RV)
REAL # 8 R,V,RV,A1,R0C
DIMENSTAON V(1) ,RV(1),R(1)
CALCIHL NZ ov={rengxT sy
N1=N-1

N2=N=2

D0 1 T=1,N1
Il=(1%{1+1))/2

J1=11
Al=P(T1)%V{1+1)4R0O%*V({T)
TFLTI.EQ.N1YGO TO 6

nND 2 J=1,N2

J1=J1+J
AL=AT+R(J1I%y{ g+ 2)
CONTINUF

IF{T,%Q.1)60 T0o s
Jl=11~1+1

Il=1-1

DO 3 K=lvll

J=1-K

Jl=J1-1
Al=A1+R{J1 ) %v( J)
CONTINDE

RvI{T)=4A1

CONTTINIE

T1=(N1%N2) /2

Al=RO%xV (N}

N0 4 J=1,M1
AT=AL1+R [ I1+ )% V{J)
CONTINUE

RVIN)=A1

RETURN

“NN

SUBRNUT TNE pRDJEC(NvVlvVZQVBvS’
REAL*g VlyVZyV3,S,A1yAZ,A3
DIMFN?IDN S(l’yVl(l’1V2(1’7V3(1’
CALTUL DF LA PROJECTICN SUR F
&1=(PROVEC(N1V1QS’)/N



19

. 104.

A2=PROVECIN,V?2,S)
A3=PROVEC(N,V3,S)

O 18 T=1,N
SETY=S{T)=-LAY+V2(1)*xA2+¢V3{[)*A3)
CONT TNLEs

RETURN

O

DOUALE PRECISTION FUNCYTION PROVTEC(N,X,Y)
RFEAL % 3 X,Y,PPOVF(C,V

DIMENSINN X{1),Y(1)

V=1, 00

N1 T=1,N

VaV#X{T)RY(T)

CONTINYF

PROVFEC =V

RETURN

END
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METHODES ITERATIVES

Soit  £(p) = % 2 Tjp-2Tz

Proposition 8

P"
f admet dans F wn minimum unique, atteint en ;¥ solution du systéme

(1.3)
Démonstration :
Soit le probléme (P) Inf (£(A)) et considérons le lagrangien (assoc:
I
aux contraintes) Aeg
of (A,0) = % ATKA—ZTA-"QTETA A e RD

a ¢ IR3
si (A,a) est wn point de selle du Lagrangien, c'est-a-dire
® L {,a) s[(K,&) sofm,a) YA, Ya

- o
alors A réalise le minimum de f sur £, pour avoir (%) i1 suffit d'annuler le:
dérivées degc pPar rapport 3 A et o en () ,a) ce qui donne :

KA-Z+Eq,

]

o (par rapport 3 5 )

ETK =0 (par rapport 3 o )

ce qui correspond bien au systéme (1.3)

Le vecteur 4 est solution du probléme dual associé :

Q) Inf sup (ﬁa[(x,a))
oe IR3 XeR
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Le probléme perturbé de (P) est :
£(A) si A € SL;

®) Inf - \P(h,a) od \P(A,a)

n
a
AelR +o  ginon

(\o‘
.}O‘L={A ¢ R® / E A+a = O}

Donc on peut chercher n* résolvant le prabléme ;

(1.15) £(1%) = Min £(1)
“ reJ

utilisant une méthode de descente voir [3] [6] [23] [28] [39].
METIIODE (C)
Descente dans des directions inposées.

Supposons que 1'hypothése (H)soit vérifiée et reprenons R = [rl,. .o ,rn_3]
base construite come pour la méthode (a) et considérons 1'itération suivante :

r X, = Ay i=1,...
(1.16) { X = X400 3= 1,3
\ *hin T Xn—2

0, = - __-1_1 p. = KX.-2
J rTKr J J
1 ]
Donc une itération consiste en (n-3) déplacements dans des directions
L seesX 3, COMIC Ces (n-3) vecteurs constituent une base de ® il existe au

moins un r,  tel que p':Ij‘ri # 0, dans le cas contraire on a ijE alors

W = Xj, etopour trowver © o an utilise (1.7).
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Par construction

Ai G‘ﬁ Yi

f(Ai+1) < f(Ai) parce que ej minimise f(Xj+erj) ®

Pour la convergence rapprochons cette méthode de la méthode de Gauss-
Seidel sur le systame (1.5) voir [17] [32]

( Yl = Y i=1,...
(1L.17) < Yj+l = Yj+ejej J=1,...,n-3
| Yigr T Yn-2

ol Yy € ]Rn_3 (donné)
T—
- 2.0, -
b, =-—J_J p.=AYj—b

a..
J 33 J

Si on fait 1'identification Suivante :

On dbtient 1'algorithme (1:16) et :
* %*
A5 =271 < Ryl ;=" >0

{a;} > 2* en norme  voir 1211132]

Remaggues

1- Pour la base rl,...,rn_3 utiliséedans cette méthode cn a IRl =1 alors 1la
convergence est moins rapide que la méthode de Gauss-Seidel mais elle ne
nécessite que le seul stockage de Ci C§ C;' i=1,...,n-3 (trois vecteurs

de dimension n-3 au lieu de _(_rl_-_3_‘)2_(_r_1_-_g_)_ termes) .
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2 - Pour trouver Xj 41 il n'est pas nécessaire d'évaluer toutes les camposantes
de p., il suffit destrois premiéres et de la (j+3)i&me canposante, de plus
les valeus r';‘Krj J=1,...,n-3 peuvent &tre calculées une fois pour toutes

(au prix de n-3 places mémoires de plus).
3 - Le oottt de chague itération est de 1'ordre de 4n2-5n opératians.

4 - Cette méthode permet aussi de ne pas stocker la matrice K, qui ne dépend
que des données t= i = 1,...,n, bien str le colit dans chague itération va
étre plus élevé, car il faut calculer K a chaque itération, néanmoins ceci est

important quand on dispose d'une petite machine.

5 - Si on prend une base orthanormée on a IRl = 1 et la méthode est au moins
aussi rapide que la méthode de Gauss—Seidel, mais dans la pratique, on ne gagne
rien car 1'évaluation de R et chaque itération seront chéres, et de plus, il

faut stocker la matrice R.

6 - Cette méthode de descente est en quelgque sorte un procédé du type

Gauss—-Seidel.

On peut modifier le procédé (1.16) afin de générer des suites qui conver-
gent "plus vite" que celles cbtenues avec 1'algorithme original. Voir [3] [13].

METHODE @ C-1

Dans le procédé (1.16) au lieu de prendre le déplacement dans la direc-
tion r, (J =1,...,n~3) on le fera dans la direction U. = r.+8.U, ol B8,
] ] J 7371 i

et Uj-—l seront explicités ensuite :
Soit Xl et UO e & (donné) telle que

N ¥ 'I‘ = By : = = n
(I\,\l 2) u,=0 (on peut prendre X, Uo O eR)

Définissons Xj+1 = Xj+erj j=1,...,n=-3

avec U. = r.+8.0.
J J 331
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Pour chaque direction Uj ( avec donc Bj fixé) la valeur minimm de
f(Xj +l) est atteinte pour

p,U.
. = - . = KX.-2
j- T o Py =R
55 .
p iU
et vaut : f(X.+l) = £(X,)~ 7‘@‘1‘1‘
J J u, KU,
J 3
T
(0,U.)?
Soit a = T et on cherche g. de fagon que o soit maximm :
u.KuU, J
J 3
T T
fo.(x.+8.U. )72 (p.r.)2
s s i e - 37
T 2. T T o T T
Kr +85U0L KU, _+28 .1 KU. r.Kr.+82U. KU, _428.r.KU.
r_"J J BJ J=1""3=1 BJJ J-1 SIS IS e e S e e o |
car p'Uj—l=o
T
r.KU,
donc ¢ sera maximum pour B. =——%—Ll—-—
J U. KU,
J-1 "9-1

Alors on ¢btient 1'algorithme accélérée de la méthode ¢

r-‘
( X, = A =Viy i=1.e. A ¢ doms
V_ =0
o

(1.18) < Xipy = Xj+8jUj Ujr= rj+sjUj_l j=1,...,n-3

L AJ.+l = Xn—2 V1+l = Un—3
ou T UT

r KU, P
B = - -—l—l_—_._T -1 [¢] = - —Q""l
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METHODE (D) GRADIENT PROJETE

Cette méthode présentée par Rosen [3] et développée par dfautres auteurs

(voir [6] [23] [28])

pour résoudre différents types de prdblémes,est facile-

ment applicable dans cette minimisation, car c'est une méthode de descente

dans la direction du gradient sur %, c'est-a-dire c'est la méthode du

gradient restreint au sous—espace .

L'algorithme :

( Ay € F (donné)
1.20 < L= A.+ B.p. = 1,...
( ) A]+l A] ]pJ J ’
35
ou 0.=———J;—l p. = Proj
13

Evidemment on a :
i) A €T wvi=1,...

ii) f(Aj+l) < f(A) < f(Aj)

A=A

stmF)Ay V@ e (011

car 6. minimise f{A.+6p.
j (500 )

. KA.-2
(pj) p 3

p -
[N .
iii) 6.="-:‘1'—:— (D-FT)
] p.'I'Kp . ]
J )
Remarque :
1) Pour A ¢ &
£(a) = 5_1- ATKA—ATZ = -;— ATPKPA"ATPZ
avec P = I-WT, V définie come dans la Méthode (B).
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On a alors

PKP
Pz

Il

(1.21) £{pr) = -é- ATAA - ATb avec A
) b

it

Alors cette méthode n'est autre que la méthode de 1a pPlus profonde
descente pour résoudre le systéme (1.11) et par conséquent pj peut &tre
calculé de deux fagons €quivalentes)

Il

. T.,.-17T
a . ~ER . avec .= (E'E E7p.
) pj oj B] BJ (E"E) o5

i

b) ﬁj ij P définie comme dans la méthode (B)

2) La suite Ai converge vers la solution A:lt et de plus on a : voir [21] [32]

(1.22) TK(AI_Ak)

u

%
: (A, -17)
* 2 / 1
M5~ 27) < (- g) 3/

avec u coefficient de coercivité de K

B = HKHj:

3) Cette méthode est indépendante de 1a numérotation des données £t
i=1,...,net permet aussi de ne pas stocker K.

4) Le colt pour chaque itération est de 1'ordre de 2n2+5p
5) Si on a 5'31.‘K5j =0 ej n'est pas définie mais cette égalits implique

P4 = O (propriété de K)alors* A,

%* T . -1_T
B. = (E'E) "Ep.
3 (E'E) oj

d'ol finalement - o
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De la méme fagon que pour la méthode (C) on peut accélérer cette
méthode :

( Ay € B (donné) U, = 5y
(1.24)

( Aj+1=Aj+e'U‘ 0. = Jj=1,...

5. +u.U.
i3 3 P35

U.Kp

J u'ku,
33

Cet algorithme n'est autre que la méthode du gradient conjugué voir {13]
[17] [22])[32]
Il converge donc en un navbre fini de pas.

Il - FoNCTION SPLINE D'AJUSTEMENT DU TYPE PLAQUE MINCE

Soient t' i = l,...,n n points du IR2 non tous alignés.
Zi i=1,...,n n nanbres réels et p > O.

Dans [ 11] [12] on trouve la caractérisation suivante :

Pami les fonctions cantinues sur le il existe une et une seule

fonction o, qui minimise la fonctionnelle :

vich -z, |?

I~ 5

. 'VZVIZ + p
e

i=1

et v, s'écrit d'une maniére unique sous la forme :

n .
(1.25) o (t) = ¥ A, 3 (£5,t) + a,x + ay + 8
) j=p 1 1 2
n n i
avec ‘X )‘i =0 bX )\i tt =0
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Les coefficients Al,. .. ’)‘n’ al,aZ,B sont solutions du systéme

K E A Z
(1.26) -

E 6} o 0
ol k = K+5I 5 = 4dn/p

Pr%riété 3

K est définie positive sur F .
Pour résoudre le systeme (1.26) on

peut utiliser les quatre méthodes
décrites en changeant K en K

[.5 - RESULTATS NUMERIQUES ET CONCLUSION

Présentons d'abord l'exemple suivant,

i
On prend t i = 1,...,50, 50 points aléatoires dans [0,1] x [0,1]

généré&par la procédure Randu (voir
choisie est 1'ordre da’ obtention, soit Z

pour la méthode (Q) (procédé (1.16)) et l

[30] ) et la numérotatian
= exp (xiyi) et le test d'arrét util
a méthode (D) (procédé 1.20) est :

Y. (A, -1.) 50
l +1 _3 ~
<e =10 Ay =00t ¥ ()= 5 ||
', Aj+l) 1 h1 jmp A
Les temps d'exécution obtem$ ont &té

Tableau 1
A B < D secondes
0.95 1.74 20.06 15.44

Le temps d'exécuticn en secondes de chajue itération est en moyenne

C D

.5 .36
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Les splines trouvées pour chaque méthode ont &té représentées en
perspective au moyen du terminal graphique IBM 2250 (voir {30 ] .Ainsi
que la différence de ces splines avec f(x,y)=exp(xy).On trouve que les
quatre surfaces sont proches de f(x,y),les meilleures &tant celles qui.
sont trouvées par les deux méthodes directes.

Les méthodes itératives etant trds couteuses et moins precises,
nous allons comparer numeriquement les deux méthodes directes sur les

exenples reels suivants:

a) Relevé de pluie dans la region des Cevennes dessin N 1 et N° 2 .,
avec 73 points ((stations).
b) Altitude de la region des Cevennes dessin N2 3, 73 mesures.
¢) Relevé du bruit dans une usine de G.D.F.
1) 70 points dessin N2 4.
2) 140 points dessin N2 5§
3) 139 points dessin N2 7

Notons Op 1 9g les splines obtenues par les méthodes A et B,alors

on peut &crire:;

n .
W _ . .A i A _ A A
OA(L) = ii] Ai e, ) + Xn+lxrkn+2y + An+3
7 B i B B B
og(t) = iil A e ET) 4+ MrX T ApY Ao
Dans chaque exemple consideré,le calcul des coefficients )\? et A};
i=l,...,nt3 a eté fait en double précision ; la méthode (A) utilise la

décamposition de Choleski,de méme que la méthode (B) mais avec permutation

des lignes et des colonnes.Nous avons constaté que:

A B

— B -
(1.27) |x {7 - a| =10

(1.28) | o, (th-z,| = 107

(1.29) | OB(ti)—-ZiI <107/

Camre on le voit la méthode (B) est "moins exacte" que la méthode (a),
car les erreurs d'arrondi comises sont telles que la deuxidme relation de
(1.13') n'est pas vraie,mais (UTS; —'Bz) est trés petit.En conséquence il est
préferable de corriger la solution,en utilisant la factorisation deja faite
voir [24,1291,0411] oh on &tudie en detail problemes de ce type.
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De maniére experimentale on s'est apercu que pour avoir pratiquement
la méme solution que celle de la mBthode (&), i1 suffit de corriger trois
fois de la facon suivante:

(1.30) 4 ¥k, Kk k =1,2,3

o Kest 1a solution de A K = (b - AAk ) Voir [22]

Al est la solution 3 corriger

Le tableau suivant est le temps d'execution en secondes pour les deux
méthodes directes, considérant (1.30) et les algorithmes présentés .

Tableau 2
Méthode | MBthode Méthode | Méthode n Méthode | M&thode
n A B n A B A B

10] 0.022 0.093 || 55f 1.199 2,120 {}100 | 5.431 7.868
15| 0.057 0.174 || 60f 1.485 2.550 {{105 | 6.160 8.798
201 0.111 0.292 || 65| 1.816 3.025 [|110 | 6.957 9.784
25} 0.186 0.438 [| 70| 2.184 3.555 []115 | 7.818 | 10.848
30| 0.279 0.618 || 75| 2.599 4.133 11120 | 8.738 | 11.970
35f 0.404 0.836 ||80] 3.060 4.759 {1125 | 9.884 | 13.391
401 0.557 1.094 ||85] 3.571 5.451 ({130 [11.009 | 14.577
45| 0.735 1.396 [] 90| 4.134 6.191 {1135 ]12.177 | 15.899
50( 0.948 1.735 }{95{ 4.756 6.993 |]140 {13.331 | 17.352

Les dessins qu'on exhibesont les tracés des courbes de niveaux
obtenues au moyen de la méthode décrit en (31)] (voir aussi [25]),
1'algorithme se trouve dans la Bibliothaque des Procedures Harwell.

Pour obtenir ces résultats nuériques on procéde de la maniére
suivante:

1°) Utilisant les donndes tl=(xi,yi) et z, i=1,...,n on calcule

les coefficients de 1la spline d'interpolation.

2°) On fixe une grille réguliére fine dans la partie & tracer du

domaine, et on trouve 1a valeur de la spline au noewds de la grille.

3°) Les valeures de la spline ainsi obtenues sont utilisées dans la

procedure de tracé des courbes de niveaux.
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Dessin n° 1

(tracé autamatique)

i

/4W?%W’,m
T '4//,«"%// )
- 4//
/ ’//,////% i it

// //>
/

)

EPISODE DU 8,/10/1970
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Dessin n® 2 (tracé automatique)

-

AXE Y

km

210.

N
A

180,

180.

170,

140, 250, 160,

130.

100.

BO.

0.

40,

10.

atitude - 48,4 gr Mo‘rc( .
.Lonjb.tutlﬂ: 0,63r Est km

——p——— yo—— - ———— T e T p——
N 20, 20. 5o. 20, 0. Bo. %o, 60. S0, Ju0. 110, 120, 130, 1404 130, >AXE x

MOYENNE DE 84 EPISODES CEVENOLS.

MCEGRAF  LE 14.10.79 f 22.07.55 DESSIH NO 001

—_
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Dessin n® 3 (tracé automatique)

220, AXE Y

208.

193,

1984

167,

146,

115,

10%8.

13,

83,

10,

0. 10, 20. 30.

ALTITUDES STAT.

K0, 50.

CEVENNES

80.

0.

B, 99%. 100. 1104 120, 130, 140,

150,

AXE X




119,

automat
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Dessin n® 5

(tracé

automatique
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Dessin n°

(tracé 3

main)
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Dessin n° 7

(tracé

automatique)




123,

én précision simple.

Les tableau suivante nous domne les caracteristiques des résultats
présentés (sans compter le calcul de la spline) .

Tableau 3
Nombre | Nombre de Temps Temps
Dessin| de Courbes de Damaine Grille|calcul de Tracé
Points | Niveaux Grille(sec.) (sec.)
1 73 50 [30,1601%[30,2201{60 90 86.12 906.23
ischyetes Km2
2 73 20 " " " 328.63
ischyetes
3 73 17 " " " 320.45
4 70 20 lo,5001x[0,2501 |51 21 16.3 86.3
isobruits M2
5 140 20 " w 33.4 90.2
isobruits

Renargges:

1) Le dessin N° 6 a eté fait 4 la main (EDF) et on voit une
différence enorme avec le dessin N2 5 , ay voisinage du point (76.,236.)
oli la valeur donnée est 92. (décibels) .

Le dessin N2 7 est obtenu sans considérer le point (76.,236.)
(donnée erronée) ,et on voit qu'il est semblable au dessin N2 6 .

2) En général, les méthodes de tracéa d'isoligne, utilisent
1'interpolation par polynéimes ou triangularisation 3 cause de la sinplicité
des calculs, voir par exemple [81,[101,[271,et on peut considerer deux cas:

a) Si les données sont disposées en grille réguliére le plus simple 3
faire et soit:

— Une interpolation locale par polynémes voir [25]

= Une interpolation par spline bicubique voir [4]1,[51,[207 .
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b) Si les données sont disposées de maniére quelconque ( cas plus
fréquent), d'abord on estime les valeurs dans une grille fixé 3 1‘avance,
ces valeurs on peut les estimer au moyen d'une interpolation polyndmiale
en prenent des sous ensembdes des données voir [81,[16]1,[261;et on se trouve

alors dans le cas (a)

CoNCLUS T ON

1) 11 est difficile bien silir de conmparer une méthode itérative i une
méthode directe (choix de la précision) , 1l'avantage essentielle des deux
méthodes itératives présentfes ici est quelles n'ont pas le probléme
d'encarbrement ,malheuresement la matrice K est pratiquement pleine et en

conséquence chacque itération est couteuse.

2) D'apres les experiences faites , 1l'unique limitation qu'on ait
trouvée pour les deux méthodes directes est "1 'encarbrement” ,di a la matrice

K et A, les résultats nurériques &tant eux trés satisfaisants.

3) L'hypothése (H) est fondamentale pour la méthode A ,et on conseille
que les trois premiers points soient assez &loignés l'un 4 1l'autre et 3 peu
prés a égale distance les uns des autres; si les trois premiérs points sont
presque alignés il-y-a le risque de mal determiner les coefficients

]1 ,—Cl ,—C;L i=1l,...,n-3 ),c'est-d~dire mal determiner

barycentriques ( -G
le systame (1.5) .Par contre dans la méthode B “aucune hypoth@se n'est
necessaire" sur la numerotation des données; mais la méthode A est moins

couteuse que la méthode B .
4) D'aprés 1l'opinion des personnes qui nous ont fournis les données
on peut conclure que:"Les dessins obtenus reflétent la realité du phénaméne

traté ".

5) On touve des isolignes cdrrespondants a certains valeures des

données qui ne passent pas par ces points,bien que la valeur de la spline
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CHAPITRE - 11

ADAPTATION DES‘METHODES DECRITES PRECEDEMMENT
AUX FONCTIONS SPLINES INVARIANTES
PAR ROTATION EN DIMENSION a > 2
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I.1 - INTRODUCTION

La théorie des fonctions splines invariantes par rotation a &té développée
par Duchon [12] ; pour trouver ces splines on verra qu'il faut résoudre un
systéme semblable & (1.3) avec K une matrice n x n lide au noyau reproduisant
(type de spline) et E une matrice n x p ol p est la dimension de 1'espace nul
de X™ (explicité plus loin). L'adaptation des méthodes décrites sera immé-
diate et nous citerans les différences dans 1l'utilisation des méthodes.

Dans la suite nous prenons les notations et résultats de Duchen [12].
(voir aussi [43], [44]).
5i X est un espace semi- hilbertien nous appellerons espace nul de X 1'en~

samble N des vecteurs de semi-norme nulle.

Soit T un ensemble quelconque ]RT 1l'espace de fonctions réellesdéfinies

sur T, IR (T) 1'espace des fonctians réelles définies sur T & support fini.

Si N est un sous-espace vectoriel de ]RT , nhous noterons N° 1'ensemble des
A ( ) telles que Ia(t) v(t) = ¥v ¢ N.
Nous appellerons espaoe semi~hilbertien de fonction sur T (ou sous—espaoe
semi-hilbertien de IR ), tous espace semi-hilbertien X inclus dans IR ayant un
noyau N de dimension finie, et tel que la oconvergence II£]] + O (au sens de la

semi-norme de X) implique

Ia(t) £(t) ~ 0 Wx ¢ N°.

Nous dirons que X (c HIT) sépare les points de T si, quels que soient
esd € T et Zyreenr2, réels, il existe v ¢ X vérifiant v(ai) =

i=1,...,n.

Soit X un espace semi-hilbertien de fonctions sur T, d'espace nul N.
Nous appellerons noyau reproduisant de X, tout noyau 3((t,t') d&fini sur T x T,

a valeurs réelles tel que :



pour tout A e Nl R
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(T) on ait

Ia(t) I (.,t) € X avec

<<IA(t) 3(.,t),v>> =5 (t) v(t) Yv ¢ X

Ihéoréme 3 (voir [12] (44 1)

Soit X un espace semi-hilbertien de fonctiaons sur T, sSéparant les
points de T ; al,...,an sont des points (distincts) de T tels qu'aucune
fonction de semi-nomme nulle ne puisse s'annuler en a; i=1,...,n
sans &tre identiquenent nulle et Zyre++42 sont des réels quelconques,

alors :

Il existe ¢ ¢ X unique (fonction spline d'interpolation) vérifiant
c(ai) =zi i:l,.._’n
et
bl =inf (v v =z i=1,...m
veX

de plus si ¥(t,t') est un noyau reproduisant de X

n P
o(t) = 5 A, Xt,a,) + 5§ q v, (t)
i=1 * L k= Kk

ol IA, v.(ai) =0 VYv eN j=1,...,p
avec vl,...,vp) une base de N (dim N = p).

Quel que soit p > 0 il existe a, € X unique (fonction spline d'ajustemer

vérifiant :

n n
Z

z [op (@;)-z, |2= inf {|v|2+ |v(ai)—zi]2}
= veX

flo 1740

i=1 i=1

et

n b
= (o} Y
°, (t) E A9 JC(t,ai) + E a i vk(t)
i=1 i=1
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n
avec : )

vk(aj)xf3=o k=1,...,p
J

1

9] — —_— i =
Ai p(zi Op(ai)) i I,...,n

Considérans maintenant T = ]Rd mni de la norme euclidienne usuelle
|62 = €2 4.+ t2.

Pour tout ¢ > O posons :

A, (t) = ]t]e si 6 n'est pas un entier pair

(2.3) A, (t) Itle Ioglt| si ¢ est entier pair

Appelaons B l'ensenble des distributians tempérées u dont la transformée
de Fourier U est une fonction vérifiant :

f ,ﬁ(T),ZITIZSdT < oo
Il = Wel?a) .

xS étant1l'ensenble des distributions u dont toutes les dérivées d'ordre m
(0%, |u[ =m) sont dans HS,.munissons ™ de la semi-nomme

2
||u||1 = (x|p;, ...D, u“%) 1/2 et du semi-produit scalaire correspondant.
ns ll lm =3

(2.4) <cu,v>> = 3 j (D, ...D, v) (1) FD, ...D, V) (1) ||
ms ]Rd i, i, i, i dr

Théoréme 4 (voir (121, [44])

S5i -m +'(22 <8< g— . D est un espace semi-hilbertien de fonctions

cantinues sur IRd, d'espace nul Pm—l (Polyntmes de degré < m-1), séparant
les points de ]Rd, alors un noyau reproduisant de X' est proportionnel &

4t
Bomizg-g(F7t") -
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Alors en posant X}(t,t") = A2m+2s- d (t-t') on obtient 1a fonction spline
d'interpolation (ou d'ajustement) .

I1.2 - CaLcuL e 1A FONCTION SPLINE D' INTERPOLATION ET D'AJUSTEMENT AU MOYEN

DES METHODES DECRITES AU CHAPITRE |,

Dafinition 1

L

Nous dirons que 1'ensemble finid de points distincts de ]Rd est
Pm—l unisolvent si aucun polyntme de degré < (m-1) ne peut s'annuler sur(xf
sans &tre identiquement nul,

Supposons que Tl 1,ee.,n ¢t € IRd (points distincts) contient un
SOus—-ensanble Pm—l unisolvent ; et soient z; i=1,...,n réels. De plus admettons
que m, d et s vérifient la condition du théorame 4.

En considérant \’j J=1,...,p we base de Pm-l on a alors :

1°) Ia fonction spline d'inte lation s'écrit camme (2.1) ol les paramétres
Ipo o
Al' ve ')‘n' Ayrees ,(xp seront calculés 3 partir du systéme :

K E A Z
(2.5) =
E' 0] |a 0
avec

K=1[ ij]nxn 19 (™, t7)

E =[E E_] E. =[e,.] ¢ R" - i
B g 5 15 el:J vj(t )

Z =121 A=1{x] a = [a.] 1 =1,...,n 1=1,...,p
i J °

2°) La fonction spline d'ajustement s'écrit came (2.2) et les paramétres

A?,...,Ag, oc‘l’,...,ocg seront déterminées i partir du systéme :



(2.7)
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K E n YA
(2.6) =
. p
ET ¢) w O
ol
K = 1
K-K+pIn (p > O).
Remarque
1) On ne discutera que du systéme (2. 5), car le systéme (2 6) peut &tre
résolu de la méme fagan en changeant la matrice X en K.
2) L'hypothése () du chapitre I peut &tre formulée aussi 3
"les trois premiers points forment un ensemble Pl—-unisolvent".
Cette nouvelle forme d'expression de 1'hypothése () nous indique que
pour utiliser une démarche semblable i la méthode (d) il faudrait faire
1'hypothése suivante :
(tn) "Lles p premiers poinis (&t i=1l,...,p) formment un ensenble Pm-l
unisolvent".
Reprenons la notation du chapitre I c'est-i-dire 6 c R" (espace
engendré par les p vecteurs de E) T =E‘ cRrR".
METHODE A

Sous 1'hypoth&se H on peut construire la base suivante de F .

<]

r;= - (i+p) &me camposante r; € Rr"

i=1,...,np C. ¢ RP

O¢ ++ 0O O..0O -

r
—
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C; est déterminée 3 partir de la relation d'orthogonalité :

(2.8) E'r, =0

Si R= [rl’”"rn-p] on a en utilisant (2.5)

RTKRy = RTZ avec A = Ry

soit
A= RTKR b = RTZ
on a donc
(2.9) & =5 |

Remargue

a) A matrice (n-p) x (n-p) est définie positive et le systéme (2.9) peut
étre résolu de la méme fagon que dans le cas de plaque mince, mais
1'hypothése (IN{) qui est 3 la base de cette méthode est délicate, car ay
moins il nous faut wn bon condi tionnement du systéme (2,8).

De plus, il est souhaitable que pour le choix de ces P points, le syste
(2.9) soit bien conditionné,

b) Dés que m > 2, il est difficile de trouver wun systéme de p points
Pm_ 1unisolvant.,
Par exemple si m = 3, d = 2 on aura P = 6 et trouver 6 points formant
un systéme Pz—unisolvant et qui tienne compte de 1a remarque (a) est ch
trés difficile.

Alors la limitation de cette méthode (A) pour trouver la spline @'inter
polation (ou ajustement) est 1'hypothése H.
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METHODE B

De la méme fagon que pour la plague mince on peut construire Vl’“"'vp

p vecteurs orthonomés de & et si V = [Vl,...,Vp] posaons :

Q=w'
P = 1I-Q

La relation (2.5) peut &tre ramenée 3 :

(2.100 A\ =b avec ( A = PKP
b = PZ
Remarque
a) A est une matrice n x n semi-définie positive de rang égal a (n-p), (2.10)

peut &tre alors résolu de la méme facon que (1.11), c'est-a~dire au moyen
de (1.14).

Cette méthode (B) n'exige aucune condition sur les données t+ i=l,...,n

facilement utilisable pour n'importe quelle valeur de m et d.

METIODES YTERATIVES

Pour les méthodes itératives on peut wvoir facilement que si on définit :

£() =—§—ATKA—A‘1Z A e R

n

f admet dans un minimum unique A=1§ solution du systéme (2.5) et :
3 .
f(A7) =min £(A)
AeF

Alors les deux méthodes itératives (C) et (D) sont données par les

procédés :
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METHODE (C)
/ = i = '
X, = Ay I=1.. (a eFdon
(1.11) < Xipy = X0 r, i=1,...,np
\ hiyy = X -ptl
ou pT r
g, = - —1__1T P. = KX.,-Z
3 rKr. J J
J 3
METHODE (D)
Al e ‘"  donné
(1.12)
. = A.+06.
a1 = Ay7e50
ou
~T5
2} =——.2_l_ ﬁ‘n—_:Proj (p) o. = Kpr.-Z
3 ~TI<~ J 3 J J
paip .
J 3
Remarque :
1) Chacune de ces méthodes peut €tre accélérée de fagon analogue 3
(1.18) ou (1.24).
2) Dans le procédé (1.12) le vecteur 53‘ peut étre calculé par :
I.,.-1T
it 5. = p.-ER. . = (E'E Ep.,
a) soi B3 °5 B] avec Bj (E"E) Py
b) soit 5j = ij avec P = I-VVT

V définie par la méthode (B).
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CHAPITRE - III

CONSTRUCTION D’UNE SURFACE D'INTERPOLATION

POUR U GRAND NOMBRE DE NOEUDS D' INTERPOLATION
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I11-1 - InTRODUCTION

Supposons qu'on ait et i= 1,...,n n points de m2 non tous alignés

La construction d'une fonction spline, par exeample du type plaque mince
(ou Pseudo-Cubique) va &tre pratiquement impossible car pour les méthodes direc-
tes le probléme d'encambrement va jouer le rdle decisif et pour les méthodes
itératives lescolts vont &tre &levés. De plus, l'évaluation de la spline en

un seul point devient alors difficile et coliteux.

Ainsi nous allons proposer le calcul d'une fonction S qui n'est plus
une spline globale mais une cambinaison de splines locales construites en des
sous—-ensenbles de noeuds donnés, ces sous-ensembles contenant un nombre raison-—
nable de noecuds de fagon a pouvoir utiliser les méthodes directes pour le

calcul de splines locales.

Pour trouver S on procéde de la fagon suivante :
le damaine [a,b] x [c,d] est divisé en sous rectangles (g dans le cas de la fiqure 1)

d=b4‘!
b, |
3P
(3.1) K
b2. 1]
c=bl-
a2, a, ay ay=>b

o
|
[
-
N
-~
[*%)

Notons @ = [a, ,a,
1]

i 1+1[ * [bj’bjﬂ[

il

nombre de points dans R is

n,
]

ij

Faisons 1'hypothése que nij < 35 et que chaque Rij contient & peu

prés le méme nanbre de points.
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Soit o, 3 i=1,2 3j=1,21la fonction spline locale, calculée e

4

utilisant lesnoeuds qui se trouvent dans

R, 9

ij i+l1,3

u ufR

41,541 9 7Y, g1 T 1830850 X [hyby ol
Alors nous pouvons considérer 1'application S de R* dans IR restreil
au rectangle [a,b] x [¢,d] telle que, si (x,y) ¢ Q'i . la valeur de S en ce
14
point est une combinaison convexe "convenable" (explicit&plus loin) de
toutes les splines qui utilisent les noeuds de Qij pour leur détermination.

Par exemple si

=
I
[
(]
It

1 il y a une seule spline locale 913

i=1 3=2ily adeux splines locales ¢ et o

1 12

i=2 j=21ily aquatre splines locales 9117 9op7 Tny et 919

Ainsi il y aura une carbinaison soit de quatre, soit de deux splines
(sauf pour les points qui se trouvent dans les quatre petits rectangles des
coins), et donc il faut avoir un jeu de quatre fonctions positives came
pondération de manidre que S ait la méme régqularité que le type de la spline
utilisée.

[11-2 - ConsTRUCTION DE S POUR LE RECTANGLE CITE

Nous allons chercher des fonctions poids qui permettent les carbinaisons des
splines envisag@es parmi. les polynfmes a deux dimensions de degré convenable, d
maniére que 'S ait la réqularité de la spline.
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CAS - Ragqularits 1
Considérans o et B deux polynfmes a une variable, 3 déteminer, de degré

le plus bas possible, et tels que :
a(x) + B(x) =1 vx ¢ [0,1]
(3.2)
a(x) =20 B(x) =20
On peut supposer a(Q) =1, a(l) = 0.
Nous avons deux conditions pour a et il suffit d'admettre la méme
régularité au voisinage de O et 1 (deux conditions de plus) pour déterminer

un polyndme de degré 3.

Posans o' (0) = a'(1) =0 alors on a :

a(x) = (x—l)2 (2x+1)

On vérifie que O < a{y) =<1 ¥x ¢ [0,1], et 8 peut &tre pris
camme :
B (x) = 1-a(x)

B(x) = x?(3-2x)
alors on a :
. a(x) = (x—l)2 (23x+1)
(3.3)
B(x) = x?(3-2x)

a et g vérifient (3.2)
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Notons maintenant :
G, (y) = alx) ox)

&Zl(x,y) = B(x) oly)
(3.4)

i

a22 (XIY) B{x) B (Y)

i

Aoy = alx) Bly)

Came o et 8 vérifient (3.2) alors :

&ll(t)+&2l(t)+&22(t)+alz(t) =1 ¥t ¢ [0,1] x [0,1]
(3.5)
aij (t) 20 i=1,2
j=1,2

Considérons t = (x,y) ¢ R (3.1) et soient

i3
(3.6) P15 Ris > 10,13 x [0,1] i=1,2,3
x-a, y—bj
y) ey —— , =
24178 " PPy
(3.7) 04,2 =G&.0 P g=1,2
l/ g, gl i]
ij 1=1,2

Définissons S de la maniére suivante :
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TR si t e [2,11

02l(t) si t ¢ R'31

022 (t) site Ry,

012 (8) | si t € Ql3

(3.8) S(t)x all(x,bl)o“(t)+a21(x,bl)021(t) si t ¢ le
alz(x,b4)012(t)+a22(x,b4)022(t) si t e R,23
&21(a4,Y)021(t)+a22(a4,Y)022(t) sit ¢ R,32

ap (@) ¥)o) (B+a ,(a),¥) 0, (t) sit e R'lz
k(ullall+a21021+a22022+a12012) (t) si t ¢ r\)/22

Proposition 8 :

L'application S définie comme ci~dessus est continue dans [a,b] [c,d].

Démonstration :

Soit to = (az,yo) avec y_ € [b2,b3] (tO € R:22)

alors S(t,) = (a);0,y+ay 0, a0, %0 40, ,) (£ )

y =b
- G =3 0 2
Carme agl(to) = ((’gl o () = agl(ol b3-b2)

Y. b y,b
] _ o 2 : o 2
on a S(to) = a(_b—-f)_)oll(to)-‘— B(“——-—b 5 ) 012(to)
372 372
Prenons t ¢ R» =>

12
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S(t) = all(al'Y)Gll(t)+°‘12(ai’y)°12(t)

= (&, Ocelz)(al’y)cll(t)+(&12 O(1012)(‘3‘1'3’)"12“:)

. y=b, y-b,

" 10 5oy (B4ay, (o, b, %12 (%)
y- b y—b

“‘b3—b )oll<t)+s( 5, 2) 5, (¢)

I

y-—b2 y-—b2
alors 1im s(t) = alz——=)o._ . (t )+g )0, (t ) = S(t))
t+to b3 b2 11" 7o b3 b2 12 o o

Pour les autres points de la frontiére des &, . i3 la démonstration est
analogue.

Proposition 9 :

-g% et ;S, sont contimessur [a,b] x [c,d] (on admet que Oij est diffé-

rentiable).

Démonstration :

Prenons t = (a2,y ) avec Y, € [b2,b3] pour t = (x,y) point § 1'intérie
de R,22 on a :

3S 2 day. 2 3
R - PR

1 13 ex
1
Notons (x,{z) = ‘f722 (t) alors

Te®O=le' Ma@o, (t)+8" (0 ly) oy, (148" (08 (., (1) +a” (26 (y) o, (8) ] 732

30

2 (¢)

3 3 d
+()fll(t) = oll(t) +a21(t) Ey: 021(1:) +a,, 3% 922 (t) +oc12(t)

Yy -b b

d'oll 1im 29 1y - Jo 2 3 3

otitm ax (&) O‘(b3—b2) ax %115 )+B( b2) 3% %12(%)
(o]
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D'autre part si t = (x,y) est & 1'intérieur de ’312 on a :

] _ 2 2
ax 0B = @y) gro) (Ba,(a,y) 570,00 +
' e 1
o), (Do’ )+ a,5(8) B'(¥)] 55
372
ou
7 - ol
byb,
on a donc :
y ~b -b
. oS o 2 3 o 2 0
lim —=— (B) = al==") <o, (t) + Bl—") —= 0. ,(t)
ot X b3 b2 3X 11 o b3 b2 X 1270

Pour les autres points de la primitive des R’ij et la dérivée par rapport

a y la démonstration est analogue.

Si aux conditions a(Q) =1
a(l) =0 ;
a'{Q) =a'(1) =0

on ajoute deux conditions aux points O et 1, et ¢n cbtient un

polyndme de degré cing.

Ainsi si
a0y =a"(1) =0 on a :
-]
a(x) = (1-x) 3 (6x2+3x+1)
O < alx) si x ¢ [0,1]
came o' (x) = -3 10x2(1-x) 2 <0, « est décroissant
alors an a : O=<ax) <1 X ¢ {0,1]

et on peut prendre B(x) = l-a(x)
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donc on a :

(1-x) 3 (6x2+3x+1)

Il

a (%)
(3.9)

It

B (x) %3 (6x2-15x%+10)

-

Considérons Iy ?ij’ aij construits camme précédemment en changeant (3.3)
en (3.9) et soit S définie came en (3.8).

Proposition 10 :

1°) S est continue sur [a,b] x [c,d] = R

2°) 5 38 sont cantinues sur R
X 3y
2q n2a 42
3°) 878 375 278 sant cantinues sur R

9x? 3xy ay?2

(évidemment on admet Oij deux fois dérivable).

II1.3 - ConsTRUCTIONS DE S QUAND LES NOMBRES DE NOEUDS SONT ASSEZ GRANDS

Soit le rectangle [a,b] «x [c,d] et supposons que :

a=a1<a2<°..<anx+l=b (nX>2)
c=b1<b2<"°<bn+1=d (ny>2)
y .
Notons Q’ij = [ai,ai+l[ X [bj,bj+l[ i= 1,...,nX
3J=1,...,n

nij nambre de points dans R i3

g i3 spline construite avec les noeuds appartenant § 1'ensemb]



.144.

[ x [bj’bj+2[ i= 1,...,nx-1
j= 1,,.a,ny-1

Nig = P54, 5050, 3470, 50
Imposans nijs 35 de fagon que Nij soit au plus 140 (tous les nij &tant

du méme ordre)

d = bn +1
Y
b 1
nY
(3.9) .
b2
c= bl [} i
: '
. {
a=al a2 an b= an +1
X bl
Prenons: v
a,f définie par (3.3) ou (3.9) selon le cas
Gypr GpyrBypr Gy définies par (3.4)
L?ij came (3.6) i= l,...,nX
- - j = l,-..’n
ugl/Q.i- camne (3.7) ) Y
J g=1,2
1=1,2

et soit S
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(3.10)
( Gy (8) site R‘ll
o _ (t) si t
nx 1,1 € ’an'
“n -1 n ~1(t) si t ﬂ
X "'y € n_,
X
0l,n -l(t) si t e re’l n
S(t) = 4 ’
all(x,bl)ci_l’l(t)+a2l(x,bl)oill(t) si t ¢ Qi,l
i = 2,...,nx
alz(x,d)oi_lln‘_l(t)+a22(x,d)ci'n 1 (t)si t e E,i,n
¥ ' i=2,...,n
X
a21(b,y)0n —l,j-—l(t)+a22(b’y)cn —l,j(t) si t e R’n
X - X . X
J=2,..., 0
all(al’y)ol,j—l(t)+u12(al'Y)ol,j(t) si t ¢ Rl,j
j = 2,...,ny
L ("‘11"1-—1,j—1+°‘21°i,j—1+°‘22°ij+°‘12°i—1,j) (t)
si t ¢ R/
1]
i=2,...,n
j = 2,...,ny
Rerra}gue :
Comme

r 5‘11 O,y) = &21 (1,y)

(3.11). %

4,061 = &, (x,0)

-

Gy (x,0) = &21 (x,1)
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alors on a :

ap(ay) =0y (ay,y)

R
Ssur l,'_]
0@y = a 5(ayy) )
a @, ) = ay b,y
¥ sur B .
ner
apy W) ey by
alZ(X’d) = ull(x,bnx) 2 .
sur i,ny
tyy (6,d) = o, (x,b ) ‘
o0 (b)) = a5 (b))
SUI'R'g
i,1

= 2,00.,n ~1

=2,00.,n 1

)4

= 2,..,,nx-1

= 2,..,,nx—l
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IT1.4 - RESULTATS NUMERIQUES ET CONCLUSIONS

Comme application on va présenter deux dessins des courbes de niveaux
de la surface S dé&finie par (3.10) ,les splines locales sont calculées
au moyen de la méthode (B) ,la cambinaison des splines utilisant (3.3) ,et

le tracé de la méme facon que dans 1le chapitre I .

Exemple 1 : Dessin N2 8

On prend les 140 points utilisas pour tracer le dessin N2 5, le

découpage fait est de trois intervalles dans chaque axe du damaine.

Figure 1
Y
I\
250
17 13 15
170
18 15 15
85
17 15 15
- X
0 175 350 500

Les chiffres dans chaque rectanglef’i jde la figure 1 sont le nombre
14
des points n; i i=1,2,3 3j=1,2,3 .la grille construite pour tracer les 20
I
iscbruits est de 51x21 ; et comme temps d'éxecution on a:

Tableau 4

Calcul de S | Calcul de
(4 Splimes la Tracé
locales) grille

11.77 31.54 83.55 (secondes)







.....
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Remarques:;

1) Utiliser 1la méthode (a) pour calculer les splines locales est
deja problematique & cause de 1'hypothése (H) ;car, pour le calcul de chacune
des splines locales il nous faut une bonne disposition des trois premiers

points, d'on 1'importance de 1a méthode (B).

2) Par rapport & 1'cbtention de 1a spline globale (dessin N° 5)

a.—- Moins d’encarnbrement dans le calcul des splines locales ,
d'aprés la figure 1 on voit que ni,j < 65 i=1,2 3j=1,2 .

b.- Le temps d'cbtention des splines (quatre) et 1'évaluation en
chaque noeud de 1a grille ont eté réduites (tableaux 3 et 4 ).

C.— Peu des différences entre les dessins N° 5 et N°® 8,c'est-3-

dire que l'on a un résultat satisfaisant.

3) Le dissin N° 9 est abtenu sans tenir campte du point (76.,236.)
(mesure fausse) ¢+ le découpage est 13 méme que la figure 1 ( nl 3 = 16 au
4

lieu de 17).

Exemple 2 : Dessin N°® 10

Relevé d'altitude dans la réqgion de NOIRETABLE , 568 points dans
le damaine [50,1200) x [ 50,1200] 2 (u=%Kn ) figure 3, 1o découpage
qu'on a fait est de cing intervalles dans chaque axe (fiqure 2), 1e norbre
des iéovaleurs a tracer est de 24 d partir d'une grille de 61 x 61, ccnstruite

dans e dawdre: [150,1050] x {150,1055) 42

Le nosbre de points n, 4 dans j% 5 i=1,...,5 j=1,...,5 est;
7 I 4
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Figure 2

Y

A

1200
35 115 11130 | 23

900)
22 | 25 |17 |34 17

700
9 | 14 1924 | 34

5504
27 119 113118 31

300
24 | 323022 | 23

50 , _ | L
50 350 550 700 900 1300 T X

Le temps d'éxecution est donné dans le tableau suivant

Tableau 5

Calcul de S |[Calcul de

(16 Splines la Tracé
locales) grille
96.82 283.94 301.83 (secondes)

Rémargg_es:

1) Le calcul de la spline globale est deja impossible.

2) L'hypothése (H) pour utiliser la méthode A est difficile &
realiser pour chacune des splines locales,en tennant compte de la bonne

disposition des trois premiers poits.

3) Si on campare les dessins N2 10 et N2 11 sOn voit qu'il y a

certaines différences,sur tout dans le rectangle Rl 3(niveau 605) .
' 14

4) Les mémes données ont eté utilisdes pour tracer le dessin N212

avec une découpage en 6 intervalles dans chaque axe (figure 4)
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Figure 3
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Dessin n°® 11
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Figure 4
Y
4
1200 |
25 12 | 7]14) 9 9
950
27 16 {16 {30{17 | 13
750 +
' 24112 | 14
600 12 21 |21
12 (10| 13{17 | 14
450 13
20 17 f10]13}12 | 11
250 |
20 28 |25 12114 8
50 . T ———
ol 50 350 550 700 850 900 1200

Le temps d'éxecution obtenu est:

Tableau 6

Calcul de S | calcul de
(25 Splines la Tracé
locales ) grille
75.2 194.3 300

(secondes)

1) Quand le nonbre des points est assez grand,il est préférable

d'utiliser les splines locales,en utilisant les pondérations citées,et

la méthode B pour 1‘'cbtention des splines.

2) Ie temps de calcul des splines locales par rapport -aux évaluations

de S aux noeuds de la grille requli&re et le tracé est faible; de mime

soulignons que le découpage fait,jeu en réle important ,pour une part dans

le temps de calcul des splines et la grille (tableaux 5 et 6), et pour autre

part la bonne réprésentation du phénaméne.
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3) La technique de découpage énoncé mous donne des résultats

satisfaisants,bien que S est utilisé que pour le calcul des valeurs

aux noeuds de la grille requliére. L'idéal serait de tracer les iso-

lignes utilisant 8 de maniére directe.
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PROGRAMC DE CALCUL DES VALEURS P'UNE FANCTION Z=F(X,Y) SUP LN
MAILLAGE RECTAHGULAIRE ETANT DOMNEES LES VALEURS DE CETTE FONCTON
EN UM NOMBRE DE POINTS ARBITRAIREMENT DOMNEES
DEFINITION ['ES VARIABLES UTIL |SEES
AC1), 1=1,NX+1 INDIOUE LES FRONTIERES DES RECTAMGLES SELON L'AXE ¥
B(J),J=1,NY+1 IIDIQUE LES FROMTIERES DES RECTAHGLES SELON I'AXE Y
ON DELIMITE DOHC NX*MY RECTANGLES R(1,J)
VX, VY,VZ DESIGNTHT UM TRIPLET DE DONMEES
ON RANGE CES DONHEES DANS X(1,J,K),Y(1,J,K), 2(1,J,K)
REAL*8 S, T, R0
REAL*8 V1,V2,V3,Vl, VALSP
REAL*8 ALPIIA, ALPUIAR, ALPIAY, BETA, BETAR, BETAY
DIMELS 10N F(G5,65)
DIMENSION A(10),B(10),NBY(10), NBY (10)
DIMENSION 1X(563), 1Y(568), 1Z(568)
COMMON /CVALSP/S(2,9,140),T(2,9,3)
LECTURE DU NOMBRE DE_FROMTIFRES DE RECTANGLES EN X, EM Y
LECTURE DU NOMBRE TOTAL DE POINTS,PU NOMBRE DE POINTS My
MATLLAGE SELOM L'AXE DFS X ET SELOM L'AXE PFS Y
COON /CSPL/X(10,10,35),Y(10,10,35),7(10,10,35),N(10,10), NYM]
LECTURE DES BORNES DES PFCTAMGLES P(1,4)
DATA 1X/5/ ,NY/5/ ,NPX/61/ ,NPY /61/ ,NT /568
DATA A/150./,BRB/1050.7,0C/150./,00/1050,7,P0/0. )
EX=(BB-AA) / (MPX~1)
HY=(DD-CC)/ (MIY-1)

HYIM1=HY-1
NX1=NX+1 e
NY1=NY+1
PEAD(S,2) (A(1), 1=1,NX1)
READ(5,2)(B(J),J=1,NY1)

FORMATS ‘
FORFAT(10F8.2)
FORLAT(3(315,10X))

LECTUKE DES DONNEES,ET REMPLISSAGE DES TABLEAUX X,Y,Z,M
READ(5,h)((IX(I),IY(I);IZ(I)),l=1,NT)
DG 10 1=1,HMX

bo 11 J=1,NY

N(L,J)=0

CONTITNUE

CONT L NUE

DO 3 Hi=1,NT

VX=1X(11)

VY=1Y(l1)

VZ=17(11)

11=1

11=11+1

FF(VX.GELA(11))GOTO 5

I=11-1

11=1

11=11+1
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IF (VY.GE.B(11))GOTO 6

J=11-1

NCE, J)=N(1,d)+1

K=N(1,d)

X{1,4,K)=vx

Y(l,d,K)=vy

Z(1,d4,K)=vz
3 CONTINUE

HRITE(G,Q)((N(I,J),l=1,NX),d=1,NY)
9 FORMAT(615)

C
C LECTURE DES NIVEAUX DES COURBES DE NIVEAL
C LECTURE DE LA DISTANCE ENTRE POINTS DE LA GRILLE SELOM ¥ ET v
C LECTURE DU NOMBRE DE POINTS DU MAILLAGE SELON L'AXE DES ¥ ET
C SELOMN L'AXE DES Y
C CALCUL DE PAS DU MAILLAGE SELON L'AXE DES ¥ ET SELOM LTAXE NES v
C NOMBRE DE POINTS SELON L'AXE DES X,ET SELOM L'AYE DPES v
A(1)=AA
A(lIX1)=BB
B(1)=CC
B(NY1)=pD
ORX=AA

DO 100 1=1,NX

NBX(I)=(A(!+1)-ORX)/HX+1
100 ORX=ORX+NEX(1)*HX

ORY=CC

DO 200 J=1,NY
NBY(J)=(B(J+1)-0ORY)/HY+1
200 ORY=ORY+NBY (J)*HY
C IMPRESSION DES DONNEES
lﬂ?ITE(6,2000)(HBX(l),l=1,NX)
2000 FORMAT(1H , "NOMBRE DE POINTS SELON X PAR RECTANGLE',614)
WRITE(S,ZOOI)(NBY(J),J=1,NY)
001 FORMAT(1H , "NOMBRE DE POINTS SELON Y PAR RECTANGLE',614)
ON CALCULE LES VALEURS DE Z=F(X,Y) SUR LE MAILLAGE COLOMNE PAR
COLONNE(A CHAQUE ETAPE DU CALCUL ON CONSERVE LES VALEURS DES
COEFFICIENTS DES FONCTIONS SPLINE CORRESPOMDAMT A DEUX COLOMNES
COMSECUTIVES
NTX;NTY SONT LES IMDICES DE NUMEROTATION SELON L'AXE DES X ET SELOM
L'AXE DES Y
CALL CHRONO
CALL SPLCOL(1,1,S,T,R0)
NTX=0
NTY=0
ORX=AA-HY
ORY=CC-HY
0Y=0RY
C CAS L=1
C CALCUL DE LA VALEUR DE LA SPLIIE SUR LES POINTS DU MATN LAGE PER(1,1)
HBY1=MBY(1)

e EeNeNeNeNe N
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NBX1=MBX(1)
DO 348 J=1,HBY1
NTY=NTY+1
OY=0Y+1Y
0X=0RX
DO 399 1=1,HBX1
OX=0%+iX
F(I,NTY)=VALSP(4,1,1,0¥,0Y)
399 CONT I KUE
98 CONTI1IUE
’ CALCUL POUR DES POINTS DU MAILLAGE DE LA PREMIERF COLONME
SANS APPARTENIR AU RECTAMCLE SUPERIEUR
NGX1=HBX (1)
DO 400 L=2,NYNM1
HOYL=HBY (L)
Bi=B(L+1)-B(L)
DO 500 J=1,NBYL
NTY=HTY+1
OY=0Y +H1Y
0X=0R¥
IR VARIABLE REDUITE
Zr=(0Y-B(L))/B1
ALPIAR=ALPHA (ZR)
BETAIR=BETA(ZR)
DO 600 1=1,NBX1
OX=0X+iX
V2=VALSP(1,1,L,0%,0Y)
Vi=VALSP(1,1,L-1,0X,0Y) e
F(1, HTY)=ALPHAR*V1+BETAR*Y?2
600 CONTINUE
500 CONTINUE
500 CONTIHUE
L=NY
NGYHY=NBY (1Y)
DO 501 J=1,HNBYNY
NTY=NTY+1
0Y=0Y+HY
OX=0RY
DO 601 1=1,MRX1
OX=0Y+1iX
FO1,NTY)=VALSP(1, 1, NYM1, 0¥, OV)
601 CONTIHUE
501 CONTIMUE
NXH1=NX-1
DO 790 11=2,NXI1
MTX=NTX+NRY.(11-1)
CALL SPLCOL(2,11,S,T,R0)
ORX=0X
NTY=0
OY=0RY
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NBXI1=HBX(11)

CAS L=1
AL=ACHI+1)-A(11)

DO 798 J=1,NBYI
NTY=NTY+1

OY=0Y+Hy

0X=O0RX

DO 799 1=1,NBX]|

K=NTX+ |

OX=0X+HX

ZR VARIABLE REDUITE
ZR=(0X-A(11))/A1
ALP!AR=ALPIA(ZR)
BETAR=BETA(ZR)
V1=VALSP(1,11-1,1,0%, 0Y)
V2=VALSP(2,11,1,0¥,0v)

F (K, NTY)=ALPHAR*V1+RETAR*V?
CONT IHUE

CONT I NUE

DO 800 L=2,NYM1
B1=B(L+1)-B(L)
NEYL=NBY (1)

DO 900 J=1,NBYL
NTY=NTY+1

OY=0Y+HY

0X=0RX

ZRR=(0Y-B(L))/B1
ALPHAY=ALPHA(ZRR)
BETAY=BETA(ZRR)

DO 1000 |=1,NBXI|
K=NTX+1

OX=0X+HX
ZR=(0X~A(11))/A1
ALPHAR=ALPHA(ZR)
BETAR=BETA(ZR)
VI=VALSP(1,11-1,1-1,0X,0Y)
V2=VALSP(2, 11,L-1,0X,0Y)
V3=VALSP(2, I1,L,0¥,0Y)
VB=YALSP(1,11-1,L,0%,0Y)

F(K,NTY)=ALPHAR*ALPHAY*V1+RETAR*ALPHAY*V2+R

TALPHAP*BETAY#VY

1000 CONTINUE
900 CONTINUE

CONT INUE

CAS L=NY

DO 901 J=1,NBYNY
NTY=NTY+1
0Y=0Y+HY

OX=0RX

DO 1001 I=1,NBX11

ETAR*BETAY#Y3+
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K=NTX+]
OX=0X+ X
c VARIABLE REDUITE
ZR=(0X-A(11))/A1
ALPHAR=ALPIA(ZR)
BETAR=BETA(ZR)
VI=VALSP(1, I1-1,NY11, OX, OY)
Y2=VALSP(2, 11, NYHL, 0%, OY)
F (K, HTY ) =ALPHAR*V1 +BETAR* V2
1001 CONT IHUE
901 CONTIHUE
DO 1100 J=1,NYM1
HE=NCEL, D)+HCH1, ) +N (41, J+1)+N(T L, Jd41)
MO 12¢0 K=1,M,

1200 S(1,J,K)=5(2, J, K)
T(1,4,1)=T(2,4,1)
T(1,4,2)=T(2,4,2)
T(1,4,3)=T(2,4,3)

1100 CONTINUE
700 CONT {HUE
NTX=NTX+HBX (*XM1 )
¢ CALCUL POUR LA DERIIERE COLONMME
ORX=05,
NTY=0
OY=0RY
C CAS L=1
HBXHX=NBX (HX)
DO 7h8 J=1,HBY1 o
HTY=iTy+1
OY=0Y+11y
OX=0ftX
DO 759 1=1, NGXNX
K=NTX+ |
OX=0X+ X
FOK,HTY)=VALSP(1,NXM1,1, 0X, OY)
759 CONTINUE
748 COUTIMUC
C I COUPRIS ENTRE 2 FT ny-1
PO 750 L=2, HYM]
L1=B(L+1)-B(L)
NBYL=HEY (1)
DO 760 J=1,1RYL
NTY=NTY+1
OY=0Y+ Y
OX=0RX
ZR=(0Y-B(L))/B1
ALPHAR=ALPHA(ZR)
BETAR=BETA(ZR)
DO 770 1=1, NBXNYX
K=1ITX+ |
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OX=0X+HX
V2=VALSP(1,HNXM1,L,0X, OY)
V1=VALSP(1,NXM1,L-l,OX,OY)
F(K,NTY)=ALPHAR*V1+BETAR*V2
770 CONTINUE
760 CONTINUE
750 CONTINUE
C L=NY
DO 761 U=1,NBYNY
NTY=NTY+1
QY=0Y+HY
CX=0RX
DO 771 1=1,NBXNX
K=NTX+]
OX=0X+HX
F(K,NTY)=VALSP(1,NXM1,NYM1,0X,OY)
771 CONTINUE
* 761 CONTIMUE
CALL CHPONO(!IT1)
VRITE(6,9876)1T1
9876 FORMAT(' TEMPS DE CALCUL SPLIME ET GRILLE = ', 19)
URITE(B,3001)NPX,NPY,AA,BB,CC,DD
3001 FORMATSI?,' X ',15," POINTS NANS (',F8.2,',',F8.2,') X (',Fg.2,'"
2,F8.2,")")
WRITE(G,6789)(((I,J,F(l,d)),d=1,NPY),I=1,NPX)
6789 FORHAT(7(2I3,1XF8.3,'*'))
PUNCH 4000, NPX, NPY
PUNCI L001,AA, BB, CC,DD, HX, HY
PUNCH QOOZ,((F(I,J),J=1,NPY),I=1,NPX)
4000 FORMAT(214)
4001 FORMAT(G6F10.4)
4002 FORMAT(10F8.3)
STOP
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION ALPHA(XX)
REAL*8 ALPHA, X

X=XX

ALPHA=(1.-X)*(X+1.-2.*X*X)

RETURNM

END

DOUBLE PRECISION FUMCTION BETA(XX)
REAL=*8 BETA, X

X=XX

BETA=X#X*(3,-2, *X)

RETURN

END
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DOUBLE PRECISION FUNCTJON VALSP(14, 1,4,00X, 00Y)
CALCUL DE LA VALIUR DE LA FOMCTION SPLINE GALCULEEA L'AINE DES
POINTS DES RECTANGLES ROLLD), RO+, Y, ROI+1, J+1),R(1, J+1) ET
EVALUEE AU POINT OX,0Y
REAL*8 VALSP,S,T,0%,0Y,D, EPS
COLTI0N /CYALSP/S(2,9,140),T(2,9,3)
COH1ON /CSPL/X(lo,10,35),Ytln,ln,zs),2(10,10,35>,N(1n,1n),wvwl
C LL PARAMETRE 1 INDIOUE QUELS PARMETRES PE SPLIVE O UTILISE
C [J=1 0U 1.J=2
EPS=0.1D-39
OX=00X
0Y=00Y
H1=N(I,d)
N2=N(1+1, )
N3=N(1+1,J+1)
NG=N(1,J+1)
11=H1
VALSP=0X+T(14, 4, 1)+0YT (14, 4,2)4T(14, 4, 3)
IF (111.EQ.0)GOTO 200
DO 100 K=1,N1
D=(0R=X(1,J, K) )+*2+(0Y=Y( 1, J, K) )#2
IF(D.LT.EPS)GOTO 100
VALSP=VALSP+S (14, J, K) *D*DLOG (D)
100 CONT HHUE
200 IF (N2.EQ.0)GOTO 300
DO 110 K=1,N2
11=11+1 .
D=C0X-XC1+1, U, K) )% 24 (OY=Y (141, J, K) ) w2
IF(D.LT.EPS)GOTO 110
VALSP=VALSP+S(1J,J, 11)*D*DLOG(D)
110 COHT INUE
300 IF (N3.EQ.0)G0TD 400
DO 120 K=1,M3
[1=11+1
D=COX=X(1+1, J+1,K) )22 24 (OY-Y( 141, J+1, K) Jax2
IF(D.LT.EPS)GOTO 120
VALSP=VALSP+S (1, d, 11)*P*PLOR (D)
120 CONT IMUE
400 IF (H4.E0.0) RETURN
[0 130 K=1,Ny
11=11+1
D=C0X-XC1, J+1,K) ) %42+ (OV-Y( 1,41, K) y 442
IF(D.LT.EPS)GOTO 130
VALSP=VALSP+S(14J,J, 11)*D+DLOG(D)
130 COITIHUE
RETURM
ELD
DOUBLE PRECISION FUNCTION ALPHA(XX)
PEAL*8 ALPIA, X
X=XX
ALPHA=(1.=X) % (X+1.-2, #¥X)
RETURN

e NeNe!

»
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SUBROUTINE SPLCOL(14, 1,5, T,R0)
SCUS PROGRAIVE DE CALOIL DES COEFE|rENTS o ET T DF TOITES LFS
FONCTIONS SPLINE FAISANT INTERVEMIP LES COLONNES | FT [+7
REAL*8 XA, YA, ZA,SA,TA,A,R,S,T
DIMEHISION A(9870), R(9730)
COM1ON /CSPL/X(lO,10,35),Y(10,10,35),Z(10,10,35),N(10,10),NYN1
DIMENSION $(2,9,140),T(2.9,3)
JABLEAUX AUXILIAIRES  POUR CONSTRUIRE LEs FOMCTINNS SPL|ME
DIMENS [ ON XA(lhO),YA(lhO),ZA(lhO),SA(lhO),TA(B)
REMPLISSAGE DES TABLEAUX AUXIL IAIRES
[5=1+1
DO 1 J=1,NYML
J5=d+1
I1=N(1,J)
IF(11.EQ:0)GOTO 3
DO 2 K=1, 11
XA(K)=X(1,d,K)
YA(K)=Y(],J, K)
ZA(K)=Z(1, J,K)
CONT I1IUE
12=11+N(1+1, J)
IF(12.EQ. 11)GOTO &
Kl=11+1
DO 5 K=K1,[2
K2=K-11
XA(K)=X(15,4,K2)
YA(K)=Y(I5,J,K2)
ZA(K)=Z(15,J,K2)
CONT I MUE
I3=124N(1+1, J+1)
IF(13.E0.12)GOTO &
Kl=12+1
DO 7 K=K1,13
K2=K-12
XA(K)=X(I5,J5,K2)
YA(K)=Y(15,J5. K2)
ZA(K)=Z(15,J5.K2)
CONT I NUE
Ib=13+N(1, J+1)
IF(14.EQ. 13)GOTO 8
K1=13+1
DO 9 K=K1, 14
K2=K~-13
XA(K)=X(1,J5,K2)
YA(K)=Y(1,J5,K2)
ZA(K)=Z(1,J5.K2)
CONT I NUE
CALCUL DE LA FONCTION SPLINE CALCULEE A L'AIPE DE XA, YA, 7A

(SOIT AU TOTAL I POINTS)

CALL SMETP(lh,RO,XA,YA,ZA,SA,TA,R,A)
DG 10 K=1, 14

S(1d, 4, K)=SA(K)

DO 11 K=1,3

1 TOJ,J, K)STACK)
_CONT INUE

RETUR!
END
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