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CUAPITRE_1_: MULTIRELATIONS

1.1 - HOMOMORPHISMES

Notre terminologie s'insipire de celle de Fraissé(f3l], quoiqu'elle

en différe légérement.

Soit £ : V »+ W une application. Pour tout cardinal n, fini ou infini,
notons ' : v » w“, 1tapplication produit définie“par coordonnées. Tout sous-
ensemble de V' est appleé une relation n-aire (relation d'arité n) sur V. Un
type relationnel est une fonction t : I - Cn, ol I est un ensemble quelconque
et Cn désigne la classe des cardinaux. Une multirelation de type t sur V est
un couple (V,R), ol R = (Ri : ieI) est une famille de relations sur V, Ri ayant
pour arité t(i) pour tout ieI. Si &tant donné un cardinal n, chaque t(i) est
strictement inférieur 3 n, alors on parlera d'une multirelation d'arité infé-
rieure 3 n. Si (V,R) et (V',R') ont le méme type t, alors on appelle homomorphisme
de (V,R) vers (V',R') toute application h : V + V! telle que pour chaque ieI,
ht(i)(Ri) (= Ri. Toutes les structures considérées dans la suite de ce chapitre

seront des relations ou multirelations, et une grande partie des propositions
présentées peuvent &tre vues comme des théorémes sur certaines sous-catégories
particuliéres de la catégorie définie par les homomorphismes qu'on vient d'in-

troduire.

Soit Eps la catégorie dont les objets sont tous les ensembles et les
fléches les applications entre ensembles. Nous entendons par catégorie concréte
toute sous-catégorie de Ens. La sous-catégorie pleine de Ens engendrée par C
sera notée P(C). Dans la suite toute catégorie sera supposée &tre petite. Sous
cette hypothése, le théoréme classique de Cayley concernant les groupes admet
1'extension catégorique suivante : toute catégorie est isomorphe & une catégorie
concréte appropriée.

Soit C une catégorie concréte. Pour tout nombre cardinal n, une appli-
cation f : V + W, oll V, WeC, est appelée n-admissible pour C, si pour tout X ¢ V
tel que Card(X) < n, ilexisteg : V + W, geC, ayant la méme restriction i X
que l1'application f.

Proposition 1.1.1. : Soient C et S des catégories concrdtes telles que

C c S ¢ P(C). Pour tout cardinal n les conditions suivantes sont équivalentes :
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(1) Il existe des multirelations d'arité inférieure i n sur les objets

de C, constituant une catégorie dont 1'intersection avec S est précisément C,

(ii) Toute application feS qui est n-admissible pour C, appartient néces-

sairement a C. 0

La condition (ii) de la proposition précédente est &troitement 1lide
4 des propriétés étudifes par Jezek [39] et Jonsson [H07, ainsi qu'3 la carac-
térisation des groupes d'automorphisme des graphes orientés (en tant que
goupes opérant fidélement) par la validité d'une forme généralisée du théoréme
chinois [15].

Les propositions qui suivent sont des conséquences immédiates de la

Proposition 1.1.1.

Proposition 1.1.2. : Une catégorie conerdte C est une catégorie de multirelations

d'arité inférieure 3 n si et seulement si toute application n~admissible pour C

appartient a C.

Proposition 1.1.3. : Un monoide de transformation C sur un ensemble V est le

monoide des endomorphismes d'une multirelation sur V d'arité inférieure i n, si

et seulement si toute transformation de V qui est n-admissible pour C appartient
C.

J oo

1.2 - AUTOMORPHISMES LOCAUX ET INTERVALLES

Un automorphisme local d'une multirelation M = (V,R) est un isomorphisme

d'une restriction MlV‘ de M vers une autre restriction MlV Dans les années
cinquante, Fralssé a,lntrodult la notion suivante d'1ntervalle I ¢ Vest ap-
pelé un intervalle si tout automorphisme local de la restriction M|I se pro-
longe par 1'identité sur V\I en un automorphisme local de M [[341.

Une partie S de V s'appelle un intervalle fort si elle vérifie les con-

ditions suivantes, pour chaque relation R de M

Soit n 1'arité de R et soit x = Cxi : ien) un &lément de VAS". Soit y le n-uple
obtenu en remplacant dans x un des termes appartenant a S par un autre élément de
S. Alors xeR <=> yeR.

Pour les propriétésélémentaires des intervalles forts, voir {107 et [17]
Dans [10] les intervalles forts sont appelés "parties solidaires". Il est facile



de voir que tout intervalle fort est un intervalle. Dans le cas des relationg
d'ordre ou des graphes sans boucle, orientés ou non orientés, les deux notions
coincident. Aussi les intervalles forts d'une multirelation jouissent de la
propriété trés utile de fermeture pour 1'intersection et définissent ainsi un
opérateur de fermeture sur 1'ensemble (ordonné par inclusion) des parties de V.
La fermeture d'une paire {x,y} s'appelle segment et se note Ix,yl. Le segment
est propre si x # y. La multirelation (V,R) est dense si Card(V) > 1 et
tout segment propre est infini. Elle est dit dispersée si elle n'admet pas de

restriction dense.

Une congruence de décomposition C d'une multirelation M = (V,R) est

une relation d'éguivalence sur V dont toutes les classes sont des intervalles
forts. On définit alors le quotient M/C, qui est une multirelation du méme type
que M, et dont 1'ensemble sous-jacent est l'ensemble des classes de C. (Le
quotient est appeld "charpente" dans[107). La proposition suivante [10,17] généra-
lise un résultat de Hansdorff relatif aux ordres totaux. Une. miltirelation

est finitaire si elle se compose d'un nombre fini de relations d'arité fini.

Proposition 1.2.1. : Toute multirelation M finitaire ou bien est dispersée, ou
bien se décompose, d'une fagon unique, en intervalles forts sur lesquels la
restriction de M est dispersée, et qui déterminent un quotient dense.

-~

Toujours dans le contexte des ordres totaux, Gelyzall371}a généralisé
le résultat de Hansdorff 3 des propriétés plus abstraites que "dense" ou "dig~
persée”. Les résultats de Gleyzal s'&tendent également aux relations quelconques
[14,171.

Dans [10] et [17] on examine encore 1'opération "somme relationnelle", qui
correspond d la construction de relations 3 partir d'intervalles forts disjoints et
d'un quotient dong. Le produit lexicographique est un cas particulier de cette
opération.

Quelques propriétés du treillis des congruences de décomposition des
relations finitaires, analogue aux treillis de congruences algébriques, sont don-
nées dans [10].

Les liens entre les intervalles de Fraissé et certaines coricepts
€tudiés en théorie des graphes et hypergraphes [171semblent avoir &chappé 3
1'attention. Notons par exemple que les classes d'équivalence du préordre vicinal
d'un graphe [24]sont des intervalles particuliers.
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2.1 - OPERATEURS DE FERMETURE SUR LES ORDRES TOTAUX ET IES BONS ORDRES

Soit R un ensemble partiellement ordonné. Rappelons qu'un opérateur
de fermeture de R est une application f : R~*»R vérifiant les axiomes

x € f(x) ’
xgy = f(x) £ £y) ,
f(r(x)) = £f(x) .

L'ensemble des opérateurs de fermeture se note F(R), et il est lui-méme
ordonné par

r<eg & VYxer f(x) € glx) .

I1 existe une littérature abondante étudiant le lien entre certaines propriétés
remarquables de R et celles de F(R). Nous nous sommes intéressés au cas des
ordres totaux, et en particulier aux ensembles bien ordonnés (ordinaux) [83 .
La terminologie suit celle de [44]1.

Dans les cing propositions suivantes, R désigne un ordre total quel-
conque.

Proposition 2.1.1. L'ordre F(R) des opfrateurs de fermeture est un inf

demi-treillis.

Proposition 2.1.2. F(R) est un sup demi-treillis si et seulement si R est

dépourvu de lacunes et admet un maximum.

Proposition 2.1.3. S8i F(R) est un treillis, alors c'est un treillis distributif,
complet, et infiniment distributif pour la borne inférieure.

Proposition 2.1.4. Si F(R) est un treillis, alors (il est complet et) les
c'onditions suivantes sont équivalentes:

(1) F(R) est_infiniment distributif pour la borne supérieure,

(ii) F(R) est complémenté (c'est-d-dire F(R) est un treillis de Boole),

(iii) R n'admet pas de sous-ordre isomorphe 3 1'ensemble (nuni. de 1'ordre
naturel {_O}U{_l/n :n=1,2,3, ...}




Proposition 2.1.5. Si F(R) est un treillis complet infiniment distributif,

alors c'est un treillis complet, compldtement distributif.

Considérons maintenant les ensembles bien ordonnés, c'est-a-dire les
nombres ordinaux munis de 1'ordre naturel. La proposition suivante décrit la
dépendance de la structure de F(«) de celle de 1'ordinal X . Le caractére
cofinal de oA est noté cf( oK)

Proposition 2.1.6. Soient et {’5 deux nombres ordinaux avec des expansions
normales

)
X = wd‘al o4 u)()(“ak et (b: U)“bl+ coo uu("b( s

g(l>...> oy s (bl> ...>[5‘ - Pour que F(oK) et F([b)soient

isomorphes, il faut et il suffit que les cing conditions suivantes soient .

simultanément vérifiées:

(i) Card e = Card (b
(ii) Ccard W% = gcarg

(1i1) ef(ot) = ef((3)

(iv) o est un cardinal &= pest un cardinal,

(v) UJ““ est un cardinal & w(}l est un cardinal .

2.2 -~ ARITHMETTIQUE TRANSFINIE

Le probléme de la continuité des trois opérations &lémentaires de
1'arithmétique transfinie, 1'addition, la multiplication et 1'exponentiation,
furent examiné dans [{ﬂ - On peut poser le probléme d'une fagon générale,
pour une loi de composition binaire » sur les ordinaux. On supposera toujours
que ¥ est croissante en chacune de ses variables, c'est-d-dire que pour tout
XK oY €0, <3 implique Xy L 5oy et Y %< X *(> .
Une suite d'ordinaux indexée par 1'ensemble des ordinaux strictement inférieurs
a wnordinal non-nul donné Q est une Q -suite. L3 encore, on ne considdre
que des 9 -sultes croissantes. Une § -suite non stationnaire est dite

fondamentale. Ceci implique en particulier que S) est un ordinal limite.
Soient (0(§ : §<S> ) et ((5'3 : §<9) deux g—sui-tes. On a



toujours 1'inégalité
1m1ux§u(3§:§<g).§ Lim (o4 ¢ :§<g)*1jn((5g : §<Q) .
e probléme de la continuité est celui de savoir si 1l'on a 1'égalité.

On a étudié le cas oi ¥ est 1'une des opérations binaires addition,
multiplication ou exponentiation. Le symbole ¥ désigne désormais une quel-
conque de ces opérations. On peut faire deux observations. D'une part, si
(O(RE : §<g) et ({ng : §<9 ) sont des suites fondamentales pour

{ =1,2, telles que lim (0(‘§ : §<g) = lim (g §<g) et

lim ((’;4@ : §<¢) = lim ("J;_g : £<Q) , alors

lim (0(“;%[‘;“; ) = lim (o(lé %(5?_&) .
D'autre part, on a

Lim (Aqg * (B4 ) = Lim (D(&’* umpag, .

En posantdonc k= lim D(‘g s (’:o: 1lim Pw , on peut étudier les
conditions de 1'égalité

lim(okw*ﬁ)=0(*f5 s
dont la validité ne dépendra que de o et , et nullement du choix de la
suite particuliére u@ convergeant vers o . Les résultats de ‘H] donnent
des conditions nécessaires et suffisantes sur K et [3 pour que cette
égalité soit vérifiée, et ceci séparément dans les cas spécifiques des trois

opérations que W répresente.

Un probléme de commbtativité de 1'addition transfinie est considéré
dans \_3] . On se donne un cardinal régulier transfini Wy et une famille
( D(; : gu»(,() de nonbres ordinaux quelconques. Cette famille est dit
W —comutative si pour toute permutation G de Wy » c'est-d-dire des
indices €& < We

E( OQE : §<w°() = 2(0(\0-(9: é{wo() o

Le concept de cofinalité joue un rdle important dans 1'étude de la Wy~
commutativité. On donne en particulier des bornes sur le nombre (en général
infini) de W -sommes distinctes d'une famille ( D(g : B Wy .




2.3 - ALGEBRES DE BOOLE FINIES

Les algébres de Boole peuvent &tre axiomatisées soit comme ensembles
ordonnés (treillis distributifs et complémentés), soit comme amneaux (unitaires
et idempotents). En outre, les opérations de treillis peuvent étre introduites
sans faire réference 3 une structure d'ordre. Dansﬂ}gl on donne une caracté-
risation combinatoire des alg@bres de Boole finies, vues en tant que graphes
(avec un sommet distingué arbitrairement choisi). Il est conmu que le diagramme
de Hasse d'une algdbre de Boole finie (comme ensemble ordonné) est une puissance
cartésienne du graphe K2 . Ce diagramme est le plus souvent appelé un hypercube.
Tous les sommet d'un hypercubhe sont équivalents sous l'action de son groupe
d'automorphismes. On peut donc choisir n'importe quel sommet et 1'orientation
du graphe définie 3 partir de ce choix [f;l détermine la structure d'un ensemble
ordonné (treillis de Boole). la caractérisation combinatoire suivante des hyper-
cubes €quivaut donc 3 une axiomatisation des algeébres de Boole finies.

Proposition 2.3.1. Un graphe complet biparti avec fonction de distance d(x,y)

est un hypercube si et seulement si pour toute paire se sommets x,y le nombre

de chemins ggodésiques entre x et y est  d(x,y)!

Il est possible de donner une variante de cette proposition:

Proposition 2.3.2. Un graphe connexe biparti avec sa distance d(x,y) est un

hypercube si et seulement si pour toute pair de sommets x , y et pour tout i,

0¢ i< d(x,y) , le nombre de sommets z tels que d(x,z)=1 et d(z,y)=d(x,y)-i ,

est précisément le coefficient binomial \d(x,y))
i .

On sait que tout hypercube définit un schéma d'association. Etant
donné, d'autre part, un schéma d'association arbitraire, il est possible de
déterminer, en examinant uniquement ses nombres d'intersection, s'il provient
ou non d'un graphe. En plus, il est facile de voir que la propriété eventuelle
d'8tre biparti pour ce graphe est aussi une propriété des nombres d'intersection
du schéma. Il s'ensuit alors de la Proposition 2.3.2 que les schémasd'associa-
tion de Hamming provenant des hypercubes sont uniquement déterminés par leurs
nombres d'intersection.

D'autres propriétés combinatoires et algebriques des schémas

d'association de Hamming, dont 1'hypercube est un cas particulier, sont examinés
dans (67 .
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Dans ce chapitre tous les graphes seront finis et sans boucles.
L'ensemble des sonmets et celui des arétes d'un graphe G seront notés V(G) et
E(G). Le voisinage N(x} d'un sommet x est l'ensemble des sommets adjacents 3 x.

Soit S un ensemble fini. Un préordre S est une rélation binaire

réflexive et transitive sur S. Conformément aux usages on &écrit, pour x,y €S,
Xevy lorsque ( xSy et y§x),
xy Jorsque (x§y etmon y§{x),
xi\ly lorsqee (ni xSy ni ygx).

Une chaine est un sous-enseble C de S tel que X,y € C implique (x & you y4éx).
Une antichaine est un C£S tel que x,y€C et x£y impliquent x =y .
Un idéal férieur faible (resp. fort) est un I€S telque x€I et y<¢x
(resp. y & x) impliquent y €I . Si le préordre est un ordre partiel, alors

les deux notions coincident. Les idéaux supérieurs faibles et forts sont les

idéaux inférieurs faibles et forts du préordre dual. Le nombre de Dilworth

du préordre est le nombre minimum de chaines dont la réunion est S. D'aprés
un celébre résultat de Dilworth ce nombre est aussi égal au nombre maximum
d'éléments d'une antichaine du préordre.

Soit G un graphe. Le préordre vicinal £ est défini sur V(G) comme

suit:
xSy sietseulement si N(x) & N(y)U{y} .

Le nombre de Dilworth du graphe, noté D(G), est le nombre de Dilworth du préordre
vicinal. Dans Y_’l'rl nous avons étudié la rélation entre divers paramétres d'un |
graphe et la structure de son préordre vicinal. Le nombre de Dilworth Joue un
role particuliérement important. (Récemment F. Buckley et A.J. Hoffman ont
prouvé des théorémes de type Ramsey sur D(G), ainsi que sur le nombre maximum
d'éléments non équivalents du préordre vicinal ["7,4] .)

Ia rélation entre certains paramdtres de G et D(G) est immédiate.
Ainsi le diamétre de G est au plus D(G) + 1 , tandis que la maille ne peut
excéder D(G).



A 1'origine de toute recherche sur le préordre vicinal se trouve le
travail de Chvatal et Hammer sur les graphes 3 seuil [5‘ ] . On rappelle qu'un
graphe G sur n sommets ViseeesV, est 8 seuil , s'il existe des nombres réels
a;s. Pl et b tels que les solutions 0,1 de 1'inéquation

X+ .. tax £ b (1)

sont exactement les vecteurs caractéristiques des ensembles stables de G.
Chvatal et Hammer ont montré que G est 3@ seuil si et seulement si D(G) =1 .

Les graphes 3 seuil G ont la propriété rémarquable que V(G) peut
&tre partitionné en un ensemble stable et un ensemble engendrant une clique.
Les graphes G ayant cette propriété sont appelés graphes scindés {:lf_\ et ils

sont caractérisés par le fait que G et son complément G sont triangulés.

Chvatal et Hammer ont &galement €tudié, pour un graphe arbitraire G,
le nombre minimum t(Q) d'tnéquations simultanées de type (1) dont les
solutions 0,1 sont les vecteurs caractéristiques des stables de G. En par-
ticulier, t(G) est aussi le nombre minimum de sous-graphes partiels 3 seuils
couvrant toutes les ar@tes de G. L'équivalence des conditions t(G)=1 et

D(G)=1 laissait espérer 1'existence d'une rélation simple entre les deux para=I.. .

métres. Malheureusement aucune comparaison n'existe entre t(G) et D(G) en
général. Néansmoins, nous avons le résultat suivants ['?-‘rl :

Proposition 3.1. Si G est un graphe scindé, alors t(G) £ D) .

Les résultats suivants ont également 8té démontrés dans [Ut] :

Proposition 3.2. Tout graphe posséde un ensemble stable de cardinalité maximum

qui est un idéal inférieur faible du préordre vicinal.

Proposition 3.3. Tout graphe sans sommet is0lé possd@de un ensemble absorbant
de cardinalité minimum qui est une antichaine du préordre vicinal.

En particulier il s'ensuit que le nombre d'absorption est au plus D(Q).

Proposition 3.4, Soit C un ensemble d'articulation irrédondant d'un graphe G.

Nous avons:

(1) C est un idéal supérieur faible du préordre vicinal,
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(ii) aprés élimination des somets appartenant 3 C, une des composantes

cormexes de cardinalité minimum est soit un singleton, soit un idéal

inférieur faible du préordre vicinal.

Ajoutons encore que la Proposition 3.4 permet de géneraliser une
borne inférieure de Bondy sur le cornnectivité d'un graphe, et que cette généra-
lisation est optimale dans le cas des graphes scindés [Z'f].

On ne connait que trés mal les graphes avec D(G) = 2 . Néawmoins,
si G est un graphe scindé avec V(G) = KUI , K engendrant une clique, I stable,
alors nous avons les équivalences suivantes ["l 3]:

(1) G est un graphe représentatif d'intervalles si et seulement si I est
la réunion de deux chaines du préordre vicinal;

(ii) G est un graphe de comparabilité si et seulement si K est la réunion de
deux chaines du préordre viecinal.

Il en résulte la proposition suivantes

Proposition L5. Pour un graphe scindé G nous avons D(G)§ 2 si et seulement

si G est 4 1a fois un graphe représentatif d'intervalles et un graphe de

comparabilité.

Une caractérisation des graphes scindés G avec D(G) au plus 2 par
sous-graphes interdits, a également &té donné dans [7- 3] .

Dans 1l'article (7-5] » On a &tudié les graphes G dont les sous-graphes
engendrés 8 seuil définissent un matroide sur V(G). Une caractérisation est
donné aussi bien par sous-graphes interdits que par une classification
structurale compléte.
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CIAPITRE 4 : ENDOMORPHISMES ET AUTCMORPHISMES

4.1 ~ LE THEOREME DE FRUCHT ET SES GENERALISATIONS

Répondant & une question soulevée par Konia, Frucht a prouvé, en
1939 [35) que tout groupe fini est isomorphe au groupe des autcmorphismes
d'un graphe . Ce théor&me reste valide pour les groupes infinis (Frucht (2¢],
Sabidussi [%3] ). De plus, on peut remplacer dans 1'énoncé “graphe" par
"hypergraphe k-uniforme", pour tout k77 2 . En fait les travaux de 1l'école de
Prague, et notamment ceux de Hedrlin, Hell, Nesetril et Pultr montrent que
pour tout entier k 2 2 , tout monoide est isamorphe au monoide des endo-
morphismes d'un hypergravhe k-uniforme. Les résultats de ce type admettent
divers &quivalents algébriques, e.g.

(1) tout monoide est isamorphe au monoide des endamorphismes d'un demi-groupe
(Hedrlin et Lanbek);

(2) tout nonoide est isamorphe au nonoide des endomorphismes d'un treillis
born2 (Gratzer et Sichler).

I1 convient de souligner que la démonstration de ces équivalents algébriques
utilise toujours 1le résultat sur les graphes.

Remarquons que la catégorie des demi-groupes ou celle des treillis
bornés est une classe équationnelle finiment présentée d'algébres universelles.
(Pour la terminologie, voir par exenple Evans Y_‘}’l .) Il existe &videmment
des classes équationnelles C finiment présentées dans lesquelles on ne peut
pas reorésenter tout monoide par un monoide d'endomorphismes. Telle est par
exemple la catégorie des monoldes mémes, car il n'est pas vral que tout
monoide soit isamorphe au monoide des endamorphismes d'un monoide. Pour

abrtger la terminologie, disons que le Théoréme de Frucht (resp. le Théoréme .= ..

de lledrlin-Pultr) est valide pour une catégorie C si tout groupe (resp. tout
monoide) est isomorphe au groupe des automorphismes ( resp. au monoide des
endamrphismes) d’un dbjet de C. Doit-on espérer une caractérisation raisonnable
des catégories de structures algébriques vérifiant le Théor&me de Frucht ou

le Théoréme de Hedrlin-Pultr ? La proposition suivante laisse penser le
contraire | 291 .
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Proposition 4.1.1. Il n'existe aucun algorithme pour décider si une classe

équationnelle finiment présentée vérifie le Théordme de Frucht, ou si elle
vérifie le Théoréme de Hedrlin-Pultr.

La démonstration utilise la validitéd du Théoraéme de Hedrlin-Pultr
pour les treillis bornés, ainsi cue 1'insolubilité récursive du probléme du
ot dans un monoide (ré&sultat de Post). Nous aurons 1'occassion de revenir
sur le probléme du mot dans le chapitre suivant.

Dans [:? 3] on montre encore 1'indécidabilité récursive d'une pro-
Priété catégorique, celle d'dtre une catégorie liante, qui est plus générale
que le Théoréme de Hedrlin-Pultr.

4.2 - GRAPHES

Bien que tout groupe soit isamorphe au groupe des autamorphismes
d'un graphe, il existe, et en abondance, des groupes de permutations sur des
ensenbles V qui ne sont le groupe des automorphismes d'aucun graphe sur V ni méme
d'un graphe orienté ou d'un hypergraphe. Tels sont par exemple les groupes
alternés A, pour n2 4 ,' qui sont (n-2)-transitifs. Une approche possible
de 1'étude des groupes d'automorphismes de graphes, en tant que groupes de
permutations, est illustrée par le résultat suivant, prouvé par Bouwer et
Babai.:

Pour tout graphe fini H et pour tout sous-groupe B de Aut H , il existe un
graphe G tel que

(1) H est un sous-gravhe engendré de G,

(ii) H est stable pour tout f & Aut G ’

(1ii) chaque f & Aut G est déterminé d'une facon unique par sa restriction

iaH,

(iv) la restriction de Aut G a H est précisément B .

Pour une extension de ce résultat aux hypergraphes uniformes, finis
ou infinis, voir [147] .

Dans (28] nous avons utilisé certains résultats connus sur la
catégorie des graphes, ainsi qu'une construction infinie de Erdds et Hajnal,
pour démontrer un résultat similaire sur les monoides d'endomorphismes, en
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tant que monoides opérant sur un ensemble. On cbtient ainsi la

Proposition 4.2.1. Soit H un graphe et B un sous-nonoide de son monoide
d'endamorphismes End H . Alors il existe wn graphe G tel que .

(1) H est un sous—-graphe engendré de G ,

(11) H est stable par tout f& End G ,

(1i1) chaque f & End G est déterminé d'une facon unique par sa restriction
an,

(iv) la restriction de End G 3 H est précisément B .

Cette Proposition généralise 3 la fois le résultat de Bouwer et
Babai, et le théoréme de Hedrlin—Pultr pour la catégorie des graphes.

4.3 - GRAPHES ORIENTES

Soit G un groupe, S un sous—ensenble de G, et X,y & G . Si x_]'y &S

alors x est dit congru & y module S, on le note par x=y mod S . (Il s'agit
d'une rélation d'équivalence seulement si S est un sous-groupe.)

Soit (Si : i€ I) une famille de sous-groupes. Il est clair que
pour toute famille (ai : 16 1) d'éléments de G indexée par le méme ensenble
I, si le systéme de congruences

Vicr x=a modS§; (1)
acdmet une solution x¢ G , alors
Vigder a; = a; mod §;S; (2)

ol SiSj={ab : ae€ Si,bésj'g' . Nous disons que le thé&oréme

chinois est valide pour la famille (5, + 4 € I) si pour toute famille
(a\i : 1 &I) , la condition (2) n'est pas seulement nécessaire, mais aussi

suffisante pour la solubilité du systéme (1).

Ie théordme suivant a été prouvé dans [19] :
Proposition 4.3.1. Un groupe de permutations G sur un ensenble fini V est le
groupe des automorphismes d'un graphe orientd [ sur V , si et seulement si

le théoréme chinois est valide pour la famille des stabilisateurs de G.
(Fléches multiples et boucles permises pour [~ .)

’




Cette Proposition n'est plus valide pour V infini. Néanmoins,
elle reste vraie dans le cas infini si G est abélien [[‘t] .

Remarquons qu'un résultat classique de la théorie élémentaire
des nambres peut &tre énoncé comme suit: Le théoréme chinois est valide
pour toute famille finie de Sous—groupes du groure Z. Certaines variations
possibles sur cet &noncé ont &ts examinées dans U 61 - On a trouvé par
exenple que la finitude de la famille des Sous-groupes était essentielle,
plus précisément:

Proposition 4.3.2. lLe théoréme chinois est valide pour une famille infinie
( Si : 1€I) @Ge sous-groupes de Z si et seulement si un des Si est trivial.

Notons  finalement que dans un certain sens, les résultats du
paragraphe 1,1. sont 1'extension catégorique de la Proposition 4.3.1.

4.4 - HYPERGRAPHES

Soit B un groupe quelconque. L'ensenble LB des translations &
gauche de B constitue un groupe de permutations réqulier sur B (i.e. transitif
et ayant un stabilisateur trivial). Le fait que B et LB sont des groupes
isamorphes est souvent cité comme le théoréme de Cayley. Tout groupe réqulier
de permutations P peut &tre considéré comme le groupe LB des translations 3
gauche d'un groupe abstrait B, isamorphe 3 p.

Soit k un entier positif. Nous disons qu'un groupe B admet une
représentation réqulidre par un hypergraphe k-uniform H, si LB =Aut H ,
(En particulier, 1l'ensenhle des samet de H doit &tre B.) Par exenple, le
groupe Z3 d trois &léments n'admet pas de représen tion réquliére par

aucun hypergraphe k~uniforme, quelque soit k. Dans ce paragraphe nous nous
intéressons uniquement aux groupes finis.

Ie cas k=1 est trivial. De nonbreux auteurs ont étudié le cas

k=2, celui des graphes (voir 0311 . 11 existe des familles infinies de
groupes qui n'ont pas de représentation réquliére par un gravhe. Pour
k 2 3 nous avons obtenu le résultat suivant [30,31] :

Proposition 4.4.1. Il existe un polyndme p(x) & coefficients entiers tel

que poyr tout k;3 » tout groure fini d'ordre au moins p(k) admet une
représentation réquliére par un hypergraphe k-uniforme.
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Lé polyndme en question donné dans C%\] est 3 (x2+1‘)3+(x2+1)2 ’
qui est dé degré 6. Néanmoins, tout laisse & penser qu'un polyn&me du premier
degré satisfaisant aux conditions de la Proposition 4.4.1. existé, et paut-
étre méne un polyndie de la forme xtc , ¢ constant.

4.5. - POLYNOMES CHROMATIQUES

L'effet de rotor est une transformation de graphes dans laquelle
un  sous-graphe ayant une symmétrie de rotation est remplacé par son
image miroir. (Pour les définitions formelles , voir Tutte [$544] ou [17] .)
L'effet de roter laisse invariant le nambre des sous-arbres maximaux
(Brooks, Smith, Stone, Tutte [2Z) et Tutte [4t]). De plus, Tutte a montré
dans [ & 5] 1*invariance du polyntme dichromatique dans des rotors particuliers,
et a posé le probléme pour le cas général. Nous avons montré dans [\81 que
déja le polyndme chromatique n'est pas invariant dans les rotors généraux.
Néanmoins, certains résultats d'invariance ont été donnésdans [ 147 .

L'effet des symmétries d'un graphe ou d'un hypergraphe peut &tre
également exploité dans le calcul explicite du polyndme chramatique [217] .
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CHAPTIRE 5 : ALGORITHMES ET' PROBLEMES DE DECISTION

5.1. - IMMERGEABILITE

Pour les définitions précises des réductions et équivalences
algorithmiques, voir Rogers [4Z] et Ladner, Lynch, Selman (& {1 . Disons
sinplement que deux classes d'cbjets finis C et C' sont polynomialement
&quivalents lorsque le probléme de reconnaissance d'un cbjet dans C est
polynamialement &quivalent en tenps au probléme analogue pour C*.

Soit S & R un sous-ensernble du plan. Un grouwpe fini est
appellé S-planaire s'il peut &tre dessiné dans S. Ainsi tout graphe
S-planaire est a fortiori planaire. Si 1 intérieur topologique de S n'est
pas vide, alors S contient une copie hawiamorphe du plan et les gravhes
S-planaires sont précisément les graphes planaires. Si S est 1'ensenble
‘L(x,O) : XER } » alors les graphes S-ganaires sont ceux dont chaque
canposant connexe est un chemin simple. Dans tous ces cas il existe des
algorithmes tr@s performants pour décider si un graphe fini est S-planaire.
D'autre part, on a montré dans [‘531 qu'il existe des parties S & R?
telles que les gruvhes S-planaires ne sont pas algorithmiquement
reconnaissables. Quelle peut &tre la difficultd du prcbléme de recon—
naissance des graphes S-planaires ?

Propositicn 5.1.1. [4] Pour chaque classe C de graphes finis il existe
un sous-ensenble p(C) du plan, connexe par arcs, tel que C est polynomiale-

ment &quivalent 3 la classe des graphes p(C)-planaires .

Une variante purement cambinatoire de ce résultat est la proposition
suivante:

Proposition 5.1.2. [(] Pour chaque classe C de gravhes finis il existe un
graphe infini g(C) , tel que C est polynomialement &quivalented la classe
des graphes finis représentables dans q(C)

Dans cet &énoncé, on peut interpréter “"représentables dans g(C)" soit
camme "isamorphes 3 un sous-graphe partiel de g(C)", soit conme "isomorprhes
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a un sous~graphe engendré de g(c)".

On a vu au paragraphe 4.1. que les théorémes de représentation des
groupes (Frucht) ou monoides (Hedrlin Pultr) par des gravhes conduisaient a
des théorémes de représentation par différentes variétés dé structurés
algébriques. La Proposition 5.1.2. peut &tre vuecome un théoréme de
représentation des degrés d'insolutilité polynamiaux par des graphes. La
proposition suivante est une version algébrique de la pré&cedente:

Proposition 5.1.3. [197] Pour toute classe C de treillis finis il existe
un treillis infini t(C) tel que C est polynamialement &quivalentz 3 la classe
des treillis finis isomorvhes 3 des sous~treillis de t(C).

Cette proposition reste vraie pour la variété des demi-treillis. La
démonstration utilise, outre la Proposition 5.1.2., la version suivante
d'un résultat de Evans:

Soit V une variété d'algébres universelles tel que tout V-algébre partielle
finie puisse &tre complétée en une V~-algebre. Alors il existe un algorithme

pour décider en temps polynomial, pour toute V-algébre finiment présenté A

et toute pair de mots v et w sur les générateurs de A, si v=w dans A.

(En particulier, le prcbl&me du mot est soluble .en temps - polynamial
pour la variété des treillis et des demi-treillis. )

5.2 ~ DECIDABILITE DE PROPOSITIONS GEQMETRICXIES

Evans a moptré que le probleme du mot est soluble dans une variété
d'algébres universelles V si et seulement si il existe un algorithme . pour
décider si un algébre partielle finie peut étre oconplétée en une algébre
appartenant a V. La possibilité d'une approche similaire au probléme de
décision de la validité de certaines propositions dans une classe donnde de
structures d'incidence a ét& examinée dans [20] . Ce probléme de validits
se présente donc camme un analogue naturel du probléme du mot.

Une structure d'incidence I est un triple (V,B,R,), ol V = V(I)
et B =B(I) sont des ensembles quelconques (dits points et droites), et
R = R(I) est un sous-enserhle de VxB |, appellé rélation d'incidence. Si
deux points distincts sont incidents avec au plus . une droite, alors I est
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un plan projectif partiel. Le probléme de camplétion pour une classe V de structures

d'incidence est le prabléme de la reconnaissance algorithmique des structures
d'incidence finies complétables dans V, c'est-a-dire dans une structure I
appartenant a v .

SOjﬂ'!nt 'i pl'PZ y o -} et {dl ’ 2 7 e } demc e.l’lsenbles
infinis dénarbrables disjoints de symboles, appellés p-variables et d-variables.
Une formule atomique est une expression de la forme p; = pj ' di =d 3
ou p; & c]j - Un théoréme &lémentaire est une expression formelle cbtenue

en substituant des formiles atomiques aux indéterminfes d'une formile du
calcul propositionnel , par exenple:

( ron(p) =p,) et p €d et py€d) et p€d, et p&d,) => (dl =d2\

Les théor&mes de configuration de Marshall Hall 3 3,.1 sont des cas particuliers.
Une interprétation des variables dans une structure d'incidence I est une
fonction qui associe un point de I & chaque p-variable, et une droite de I

a chagque d-variable. La validité d'un théoréme &lémentaire 7 dans une inter—
prétation est définie de maniere évidente. { est dit valide dans I , 8'11
est valide dans toute interprétation des variables dans I. Etant donné une
ctasse V de structures d'incidence , T est dit valide dans la classe V s'il
est valide dans chaque structure I appartenant & V. L'exemple du théordme
élémentaire donné ci-dessus est valide dans les plans projectifs partiels

(et dans rien d'autre) . Marshall Hall a not& [3§] que les théorénes de
Pappus et de Desargues peuvent &tre exprimés comme des théorémes élémentaires
(de configurations) T et ) - On sait que 7 est valide dans les
plans projectifs provenant des corps commtatifs , tandis que d est valide

dans ceux provenant des corps quelconques. Nous disons que la théorie é16-
mentaire d'une classe V. de structures d'incidence est décidable s'il
existe un algorithme pour décider si un théoréme &lémentaire 'L est
valide dans V.

Proposition 5.2.1. Soit V une classe de structures d'incidence . Ie
probléme de validité des théorémes élémentaires dans V est &quivalent
(au sens des degrés d'insolubilité) au prabléme de reconnaissance des
structwes d'incidence finies camplétables dans V .

En fait la réduction du probléme de complétion dans V 2 la
théorie élémentaire de V peut se faire en temps polynamial.
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Une conséquence immédiate de la Proposition 5.2.1. est la
suivante:

Proposition 5.2.2. Soit V une classe de structures d'incidence. La théorie
€lémentaire de V est décidable si et seulement si le prcbléme de complétion
dans V admet une solution algorithmique.

On peut en déduire, moyennant des constructions carbinatoires de
Marshall Hall, Quackenbush, Treash et Lindner, que la théorie &lémentaire
des classes suivantes de structures d'incidence est décidable:

(1) plans projectifs,

(ii) BIBD (balanced incomplete block design) avec ‘A =1 ,

(iii) systémes de triples de Steiner.

On ne sait pas si tout plan projectif partiel fini est camplétable
dans un plan projectif fini. Une réponse affirmative & cette question , Ou
méme toute caractérisation raisonnable des plans projectifs partiels finis
complétables, équivaudrait 3 la décidabilité de la théorie élémentaire des
plans projectifs finis.

Une approche différente au "probléme du mot" dans les plans
projectifs a &té prise dans {327 .
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