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INTRODUCTION

L'importance de 1'analyse sémantique des programmes s'accroit avec 1'apparition
de langages de programmation de plus en plus évolués, et ceci principalement pour

deux raisons:

. D'une part les langages modernes permettent au programmeur de spécifier

des propriétés sémantiques des objets manipulés, notamment en restreignant le do-
maine de valeurs des variables par un mécanisme de types. Lorsque le compilateur
est incapable de prouver statiquement ces propriétés, 1l place dans le corps du
programme des tests dynamiques destinés & détecter au cours de 1’'exécution du
programme les violations éventuelles des propriétés spécifiées. Or le temps passé
& ces tests dynamiques de cohérence représente une part croissante du temps total
d’exécution du programme: [Wirth 76al note qgue les tests relatifs & la cohérence
des accés aux éléments de tableaux peuvent étre & 1'origine de 20 & 30% du temps
d’exécution d'un programme Pascal. L°intérét présenté par les méthodes de preuves

de propriétés & la compilation est donc évident.

. D'autre part, les langages évolués permettent au programmeur de résoudre un
probléeme & un haut niveau d'abstraction, c'est-a-dire sans se préoccuper des
caractéristiques élémentaires du calcul sur machine. Si la tAche de programmation
s'en trouve plus facile et plus sOre, par contre certaines optimisations des pro-
grammes renaues possibles par une programmation de bas nlveau, sont maintenant
tnaccessibles au programmeur. Ceci réduit l'avantage des langages évolués lorsque
les contraintes sur les performances des programmes sont fortes {microprocesseurs,
programmation systéme, systémes temps réel ...). D'od 1'intérét de déteclter 3 la

compilation les conditions d'application des techniques d'optimisation.

Ce travail décrit un systéme d'analyse automatique des programmes capable de
détecter les relations linéaires d’égalité et d'inégalité que vérifient les
valeurs affectées aux variables en un point d'un programme, quelles que soient les
données d'entrée du programme. A titre d'exemple, nous donnons ci-dessous les
résultats de 1'analyse automatique du programme "FIND* ([Hoare 71]) par notre

systéme. Les relations trouvées figurent entre accolades.



spécification d'entrée: 1<F<N
D:=N;G:=13; {1<F<N, G=1, D=N}
tantque G<D faire {1<G<F<D<N, G+1<D}
Re=BI[FII;I:=G ; J :=D ;
tantque I<J faire  {1<G<F<Ds<N, G<I<J<D, G+1<D, G+1<I+J}
tantque B [ I1<R faire
I := 141 5 {1<G<F=DsN, G+1<IsN+1, J<D, G+1<D}
fait ;  {1<G<FsDsN, G+1<D, G<I, J<D, I=<N}
tantque R<B[J]} faire
J :=J-1; {1<GsF<D<N, G+1<D, G<I, 0<J<D-1}
fait ;
si I<Jd alors {1<G<F<DsN, GsI<J<D, G+1<D}

W:=BILIN 5 BICIN :=BILJN 3 BILJY:=W;
I ;= I41 5 J := J-1 ;
finsi ;
fait ;
s1 F<d alors D :=J  {1<G<F<] = D<N, G+1=N, G+1<I+J, J+1<I}
sinon ‘
si I<F alors G := I {1<J+1<I = G<F<D<N, 2<D, 2<I+J}
sinon stop
finsi ;
fait ;

=~

Les relations trouvées peuvent servir & l'optimisation et & la détection d'erreurs:
Dans 1'exemple ci-dessus la validité de tous les accés au tableau B, sauf deux,

a eté prouvée (les doubles crochets représentent les accés prouvés: la notation B[
& la cinquiéme ligne signifie qu’on a prouvé Iz21 mais pas I<N). Il en résulte que
le compilateur peut économiser 12 tests a 1'exécution, dans ce programme.

Le probleme de la caractérisation du comportement exact d'un programme étant

indécidable, nous utilisercns une analyse sémantigue approchée.

lLes transformations que nous effectuerons sur les systémes de relations linéaires

~

font appel & la théorie des polyédres convexes. Le Chapitre 1 rappelle des élément



de cette théorie, nolamment comment un polyédre convexe peut &tre caractérisé

d’une part comme 1'ensemble des solutions d’un systéme de contraintes linéaires,

et d’autre part comme 1'enveloppe convexe d’un systéme générateur finl. Au
Chapitre 2 sont définies les principales opérations sur les polyédres dont nous
aurons besoin pour 1’analyse des programmes. On étudiera notamment des algorithmes

d’enveloppe convexe et de recherche des éléments extrémaux d'un polyédre.

La méthode d'analyse sémantique approchée que nous proposons est fondée sur la
théorie de 1'analyse sémantiqgue développés dans [Cousot 76,77a,b,c,78b,79]. Au
Chapitre 3, nous caractérisons 1l'ensemble des propriétés étudiées, en relation
avec la sémantique du langage. Au Chapitre 4, est définie 1'interprétation d’un
ensemble d'instructions simples, c'est-a-dire que si X=[X1n;,Xn) sont les variables
numériques du programme, et si P est un polyédre, pour toute iInstruction I nous
caractérisons un poly&dre Q(I,P) tel que si XeP avant 1’exécution de I, alors
XeQ(I,P) aprés cette exécution. On caractérise ainsi 1'ensemble des polyedres
cherchés comme les plus petites solutions d'un systéme d'équations récurrentes.

La résolution de ce systéme n’étant pas automatisable, on étudie au Chapitre 5
une méthode de résolution approchée, illustrée par des exemples. Le Chapitre 6
traite de 1l'analyse sémantique en arriére: alors que 1'inteprétation en avant
décrit ce qul peut se passer au cours d’une exécution du programme, 1'analyse en
arriéers céractérise ce qui doit se passer pour que le programme se termine confor-
mément & ses spécifications de sortie.

L’analyse des programmes utilisant des primitives de haut niveau {structure de
bloe, procédure récursives, types abstraits) est considérée au chapitra 7.

Nous parlerons enfin de 1'utilisation des résultats de 1'analyse {Chapitre 8), de
1'implémentation de la méthode (Chapitre 9) et nous situerons ce travail dans le

contexte des travaux récents sur 1'analyse statique des programmes {Chapitre 10).
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PREMIERE PARTIE

ELEMENTS DE GEOMETRIE DES POLYEDRES CONVEXES






1 - DEFINITION ET RESULTATS FONDAMENTAUX SUR LES
POLYEDRES CONVEXES

Nous rappelons icl comment un polyédre convexe peut &tre caractérisé soit par
un systéme de contraintes linéalres, soit par un systéme générateur.

[Weyl 50] et [Lanery 66] sont les références générales de ce chapitre.

Notations

On se place dans 1'espace affine ]?n. Cependant pour la commodité de 1'exposé,
un polnt X de cet espace pourra &tre interprété comme le vecteur ﬁ& de 1'espace
vectoriel associé.

51 A est une matrice & m lignes et n colonnes, si I et J sont deux ensembles
d'indices, tels que I<{1..m}, Jc{1..n}, on désigne par ﬁg la sous-matrice de

A formée de tous les éléments situés dans une ligne 1 €I et une colonne je J.

S1 X et Y sont deux vecteurs ds If‘, <X|Y> désignera leur produit scalaire

n
AR

1.1. Systémes de contraintes linédaires

1.1.1. Définitions

Soit U un vecteur de R" et b un réel. ‘

. L'ensemble H={X e R "|<U|X>=b} est un hyperplan de R". L'intersection de

m hyperplans est uns varidté lindaire de ]?n. '

. L'ensemble E={X ¢ IJ‘[<U!X>SD} est un demi-espace fermé de r". L'intersection

de m deml-espaces fermés (m20) est un polyédre convexe fermé de R".

On désignera par "contraintes linBaires” indifféremment les relations de la
forma <U|X>=b ou <U]X><h. Dans un but d'uniformité, une équation sera souvent

considérée comme deux inpéquations opposées.



1.1.2. Si Py est un polyddre contenant 1'origine, la forme normale du systéme
de contraintes de P, est constituée de trois ensembles finis A1, A2, A3, de
vecteurs de Rr" interprétés comme suit:

<U[X><1 , WU e A1

Xe Py <=> <UIX>0 , YU eA2

<UlXx>=0,, YUe A3
D'autre part, de tout polyédre P caractériss par le systéme de contraintes
linéaires AX<B (A étant une matrice a m lignes et n colonnes, et B un vecteur
de I?n], on sait déduire par translation un polyédre contenant 1’origine:

si X, €P, alors AX<(B-AX,) est un systéme de contraintes d'un tel polyedre.

1.2. Caractérisation extrémale des polyédres convexes

1.2.1. Définitions
Soient Xl...Xp des vecteurs de R" (p21).
Un vecteur de la forme Zi21 vixi, ol les vy sont tous des réels, est appelé

combinaison lindaire des vectesurs Xi. L'ensemble des combinaisons linéaires
n .
des vecteurs Xi est le sous-—espace de R engendré par les Xi' Un sous-ensemble

minimal des Xi engendrant ce sous-espace est une base du sous-espace.

Un vecteur de la forme Ziz1uixi’ ou les u; sont tous des réels positifs, est
appelé combinaison positive des vecteurs Xi' L'ensemble des combinaisons posi-

tives des X, est l'enmveloppe conique des X, -

Un vecteur de la forme 2,51 Aixi' ot les Ai sont tous des réels compris entre
0 et 1, et tels que Zizqki =1, est appelé combinaison convexre des Xi' L'ensemble

des combinaisons convexes des Xi est 1'enveloppe convexe des Xi'

1.2.2. Définitions
. Une partie C de R" est dite convexe si elle est égale a 1'enveloppe convexe
de ses points. Un point, un demi-espace, une variété linéaire, une enveloppe

. N ..
conique, l'espace R lui-méme, sont des exemples d’ensembles convexes.
. . n '
Soit C une partie convexe de R .

Un sommet de C est un point X de C qui ne peut 8tre obtenu comme combinaison
convexe d'autres points de C
x=zP ax, P
i=1 "i7d i=1
Vi=1...p,A, e[0,1] et X, e C A,=0 ou X, =X
i i i i

A{ = lp21 Vi=1...p



. Un vecteur r de R" est un rayon de C si et seulement si il existe une
demi-droite de vecteur directeur r, entiérement contenue dans C:
Vuz0, (XeC) = (X+urekl)

Deux rayons parallgles et de mé8me sens sont considérés comme égaux.

. Un rayon extremal de C est un rayon r de C qui ne peut &tre obtenu comme
combinaison positive d'autres rayons de
= p =
r £i=1 piri et Vi=1...p
uiED et Pi rayons de C

. On dira gu’'un vecteur d de R" est une droite de C si et seulement si d est

C:
] => (Vi=1...p, ui=D ou ri=r]

vecteur directeur d'une droite entiérement contenue dans C (noter 1'abus de
langage qul nous fait assimiler une droite & son vectseur directeur):

Ywe R, (XeC) => (X+vdeC)
Un ensemble convexe qui contient une droite est appelé un eylindre. Le plus
grand sous—espace paralldle & un cylindre est le sous-espace engendré par toutes
ses droites. On appelle seetion d'un cylindre C, 1'intersection de C avec un
sous-gspace supplémentaire du plus grand sous-espace paralléle 3 C (on rappelle
que deux sous-espaces E; et E; de R" sont supplémentaires si et seulement si
leur intersection se réduit au vecteur nul et tout vecteur de R" est la somme
d'un vecteur de E; et d'un vecteur de E;). Une section ne contient donc pas de
droites. Par extension, une section d'un polyédre ne contenant pas de droite,

est égale au polyedre tout entier.

1.2.3. Théoréme
. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble convexe C soilt un
polyédre est que toute section de € admette un nombre finl de sommets et de rayons

extrémaux,

1.2.4. Théoréme ,

Soit P un polyédre convexe, et P' une section de P. Sofent:

- D={d1...d6} une base du plus grand sous-espace paralléle & P,
- R={r;,..rp} 1'ensemble des rayons extrémaux de P°,

- S={slo..so}'1“ensemble des sommets de P°*,



Alors tout point de P peut &tre obtenu comme somme d'une combinaison convexe

des 84 d'une combinaison positive des rj et d'une combinaison linéaire des dk:

0 -—
3A1---AO<5[9;1] tels que Xi=1 Xi—1
XeP <=> Eml...upe]R , 3\)'1';,..\)6611? tels que

. p 8
ST LIRS LM N

Les ensembles S, R et D constituent un systéme générateur de P. Par abus de
langage les éléments de S et R seront appelés sommets et rayons extrémaux de P,
étant sous-entendu gue, si D est non vide, il s'agit des sommets et des rayons

extrémaux d'une section de P.

1.2.5. Exemple

Soient dans R? les polyédres P, et P, définis respectivement par:
Py = {(x,y)-B<x-2y<-2} '
Pa = {{x,y) [x2-1,x-y2-3, 2x+y2-2, x+2y>-4}

Sous forme matricielle, les systemes de contraintes s'écrivent:

-1 0 1
_ 2 6 - 3
Py ={xeR2][3_J X < LZJ}"% = xeR2||T] Tlxs > 1}
-1 -2 4
by

figure 1.1.




Le polyedre P; (fig.1.1.a) est un cylindre: le vecteur d={2,1) est une

droite de P).le segment 8,8, est une section de P; et les points sy=(0,1) et
s2=(0,3) sont les sommets de cstte section. Les sommets sy,s, et la drpite d
constituent un systéme générateur de Py.

Le polyedre P2 (fig.1.1.b) possiéde trois sommets: 61=(0,-2), s,=(-1,0), s3={-1,2)

et deux rayons extrémes: ri=(2,-1), r=01,1).

1.3. Correspondance entre les deux représentations

On dispose donc de deux caractérisations duales d’un polyddre convexe. Nous
verrons gue certaines opérations sur les polyédres ne sont possibles que si

N

1'on connait 3 la fois les deux représentations.

1.3.1. Soit P un polyédre convexe défini par le systéme d'inéquations AX<B.
I1 résulte de la définition des rayons et des droites que:

- r est un rayon de P si et seulement si Ar<O

- d est une droite de P si et seulement si Ad=0
On dit qu’un point X (respectivement: un rayon r) sature la f-1iéme contrainte
de P, si et seulement si A£X=Bg(resp. A,r=0).

1.3.2, Simplification d'un systéme de contraintes

1.3.2.1. Définition
Une cohtrainte AnoXSB est dite redondante dans le aystéma AX<B si st seulement
si:
{x]Ax<B} = {xlAgst.l, 2220}
Nous allons voir comment, connaissant un systéme générateur d’un polyédre P,
on peut éliminer du systéme de contraintes AX<B de P toutes les inéquations

redondantes.

1.3.2.2. sSoit {1...m;) 1'ensemble des indices des inéquations qui ne sont pas
des équations:
VE&=1...m;, 3XeP}A£X<BE
Ve=m+1...m, ¥X e P|A X=B
A= € PIAX=B,
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La relation R, définie ci-dessous, est un préordre sur l'ensemble {1...m;}
VQ],Q2€{1...m1}
Tout sommet ou rayon de P qui sature la contrainte

d'indice £, sature aussi la contrainte d’'indice L9

1.3.2.3. Proposition

Une inéguation d'indice &, est redondante dans le systéme AX<B si et seulement

si il existe une autre inéquatibn, d'indice %; (2,28,) telle que 2,R%,.

si 2,R%, et T (4,R%,) la contrainte d'indice 21 est dite intrinséquement redondante,
sinon les deux contraintes sont mutuellement rvedondantes. Un systéme minimal
d'inéquations définissant P carrespond & un ensemble maximal d’indices non

comparables par la relation R.

1.3.2.4. PRemarque

Extraire un sous-systéme minimal du systéme d'équations {Akngg' 2=ml+1...m}.
revient & chercher une base de 1'espace vectoriel engendré par les vecteurs

Ag, (Z=my+1...m). On peut utiliser pour cela 1’'étape d'initialisation du simplexe.
Cependant, dans les systémes gue nous aurens & manipuler 1'apparition d'équations
redondantes est beaucoup moins fréquente que celle des inéquations. C'est pourquoi

nous avons choisi de ne pas simplifier les systémes d’éguations.
1.3.3. Simplification d'un systéme générateur

1.3.3.1. Définitions

51 S est interprété comme un ensemble de points, R comme un ensemble de rayons,
D comme un ensemble de droites, on notera env(S,R,D) le plus petit ensemble
convexe tel que tout point de S (resp.: tout vecteur de R, de D) soit un point
(resp.: un rayon, une droite) de env(S,R,D).

Si (S5,R,D) est un systéme générateur d'un polyédre P, un sommet se S, un rayon
reR, une droite de D seront dits Znutiles dans ce systéme générateur, si et
seulement si:

env(S-{s},R,D) = env(S,R-{r},D) = env(S,R,D-{d}) = erv(S,R,D)

1.3.3.2. On suppose que les droites ont 6té distinguées des rayons:

YreR, I%=1...m tel que AQr<D
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Alors les relations entre &léments de S d'une part, et entre éléments de R
d’autre part, que nous notons P cil-dessous, sont des précdres sur S et R:
V51,82 € S,
(s)Rs;) <=>(toute contrainte saturée par s est aussi saturée par s, )
¥ry,r, €R,

{r;Rry) <= (toute contrainte saturée par r; est aussi saturée par r,).

1.3.3.3. Proposition
Un ensemble maximal de points de S et de rayons de R, incomparables par les
relations R, constitue un ensemble minimal de sommets et de rayons extrémaux

pour le polyédre P.

1.3.3.4. Extraire un ensemble minimal de droites de D se raméne encore 3 1a

recherche d’une base d'un sous-espace vectoriel lef. 1.3.2.4.73.
1.3.4. Polyadre polaire

Le paragréphe précédent met en lumitére 1'étroite correspondance entre les
propriétés tles systémes de contraintes et celles des systémes générateurs. Ceci
s'explique par 1‘existence, pour tout polyédre P, d'un polyédre p* dont le systéme
générateur se déduit du systdme de contraintes de P, et dont le systdme de con-

traintes se déduit du systéme générateur de P:

1.3.4.1. Dpéfinition
On appelle polyédre polaire de P, 1le polyédre P’ défini par:
P* = {X|VYeP, <X|¥> <1}

1.3.4.2. Propriétés
. Pt contient toujnurs 1'origines
- 51 P contient 1'origine, alors P+*=P
- Si (S,R,D) constitue un systéme générateur de P, alors:
VseS, <s|X><1
X €p’e=> VreR, <riX> <0
Vd e D, <d|X> =0



12

Si P contient 1'ocrigine et si (A1,A2,A3) est la forme normale de son systeme

+
de contraintes (cf.1.1.2.), alors (A1,A2,A3) constitue un systéeme générateur de P .

De toute mé&thode ou propriété s'appliguant a 1'une des représentations, on peut
donc déduire immédiatement une propriété duale de 1'autre représentation, par

passage au polyedre polaire.
1.3.5. Graphe des éléments extrémaux

1.3.5.1. Définitions
Soit P un polyeédre, et § la dimension du plus grand sous-espace paralléle a P.
- Deux sommets de P sont adjacents, s’ils saturent au moins n-&-1 contraintes
en commun.

Un sommet et un rayon extrémal de P sont adjacents s'ils ssturent au moins
n-6-1 contraintes en commun.
- Deux rayons extrémaux de P sont adjacents s'ils saturent au moins n-6-2

contraintes en commun.

1.3.5.2. Proposition
Si S est l'ensemble des sommets et R 1'ensemble de rayons extrémaux d'un polyédre

P, le graphe de la relation d'adjacence notée A, sur SuR, est connexe.
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2 - OPERATIONS SUR LES POLYEDRES CONVEXES

Nous allons maintenant étudier certaines opérations sur les polyddres,
quil seront nécessaires pour 1'analyse des programmes traitée dans la deuxieme
partie. Afin de décrire aussi précisément gue possible 1'implémentation de
notre analysedr. les algorithmes réalisant ces opérations seront également

détailllés et discutés dans ce chapitre.

L’algorithme de projection (§ 2.1) a &été publié dans [Kuhn 561, et souvent
utilisé depuis (par exemple [King 691, [Ibramsha 781). Les méthodes de calcul
d’une enveloppe convexe (§ 2.2) et de recherche d'un systéme générateur par
intersections successives (§ 2.3.1.) sont, semble-t-11, originales. Le
§ 2.3.2. décrit bridvement une méthode de recherche d'un systéme générateur
ti}ée da [Lanery 66].

2.1 - Projection d'un polyédre [Kuhn 56]

I1 sera utile dans la suite d'éliminer une variable d'un systéme de
contraintes, sans perdre d’information sur les autres varlables. Par exemple,
1'élimination de la variable y du systeme {xgy, y<z} doit fodrnir la relation
{x<z}. Le résultat de cette opération peut &tre considéré comme un systéme de

contraintes de la projection du polyddre initial sur un SO0US-espace I?n—1°

2.1.1. - Définition
Si P est un polyédre convexe de I?n. on appellera projection de P selon

la i-iéme variable, le polyddre prog (P,Xi) défini par :

. _ n
proj (P.,X;) = {(x1...xn] e R | 3z¢€ R tel que (x1...xi_1zxi+1...xn) € P}..



14

2.1.2. - soit (S,R,D) un systéme générateur du polyedre P. Soit d(i) le vecteur de

r" défini par :

0 Vi #i

I

- d(i),
J
- d(i)]
1

fl
-

Alors (S,R,D u {d(i)}) constitue un systéme générateur -en général non minimal-

du polyeédre proj[P,Xi].

2.1.3. - Soit {AX<B} un systéme de contraintes définissant P. Alors un systéme

de contraintes {A'X<B'} de prog (P,X,) est défini comme suit :

- i: ? ’ = ’ -
Y& ¢ 1..m tel que AQ 0, 4 £' tel que A}, Ag et BQ, Bl
- V8,,%, € 1..m tels que Ay >0 et A- <0, 38’ tel que
1772 L, L,
i i i i
Ab, =R, A, -A; LA, et B!, =AY .B -Al .B
AR A Y A A A

- Toutes les contraintes du systéme {A’X<B'} sont obtenues par les
regles précédentes.
En d'autres termes on effectue des combinaisons positives de lignes de A, de

maniere & annuler la i-i&me colonne.

Ni le systéme de contraintes ni le systeme générateur du polyddre projection
ainsi calculés ne sont minimaux. Ils doivent donc Btre simplifiés (§ 1.3.2. et
1.3.3.). Nous verrons (§ 2.2.4.) comment effectuer les simplifications au cours de

la projection.

2.2 - Enveloppe convexe d'un ensemble fini de points, de rayons et de droites

Etant donnés trois ensembles : S = {51...50}, R = {r1...rp},
D = {d1"'d6} de vecteurs de Rrx On se propose de trouver un systéme de con-
traintes linéaires caractérisant le polyedre convexe P, dont le triple (S,R,D)

est un systéme générateur.



2.2.1. - On va construire les systémes de contraintes (A[1)X58[1)3,nn

A grpr8)*Bgrpes)
comme sult

J d?une suite de poly%dres P , caractérisés

10 L .Pg‘.p.‘,a

Py = Asy)

]

Vi=2...0, P = env(Pi_1.si)

Vi= g+1... OtS§, Pj= env(PJ_1.rJ)

Vk= gtpt1... o+p+§, P.= env(Pk_1.dk]

oll 1a fonction enpy associe a un polyddre P et & un élément e le plus petit
polybdre contenant P et e, conformément & 1'interprétation -sommet, rayon ou

droite- donnée & e. Le systéme da contraintes de P1 est évidemment {x=s1}.

2.2.2. - Proposition
Soit (AX<B) le systiéme de contraintes d'un polyddre P.

o éoit s un vecteur de I?n, interprété comme un sommnet, alors

X € env(P,s) <=> 34X tel que OsA<t et AX+A{AS-B)<As

n "
. Soilt r un vecteur de R ', interprété comme un rayon, alors

X € env(P,r) <=> Ju tel que u20 et AX-pAr<B

. Soit d un vecteur ds IQ", interprété comme une droite, alors
X € env (P,d) <=> v tel gue AX-vAdsB '

Démonstration : (X € env(P,s)) => (94X ¢ [0,1], ﬂX1 e P tels que

X = AX1+(1-AJQ => (X € [0.1], 3 X1 e P, tels qua AX= AAX1+[1-A)ASJ

=> (JA ¢ [0,1] tels gue AX<AB+{1-A)As). Daonc AX+A(As-Bl<As.

Inversement, (3 ¢ [0,1] tel que AX+A(As-Bl<As) =>

{A{X-5])<0) ou (I ¢ 10,1] tel que A({X-({1-A)s}/A)<B). Or, (A(X-s)=0} => ([X-s)
est un rayon de P), donc puisqus s ¢ enp(P,s), alors s+{X-sl= X ¢ enviP,s).
D'autre part (3X ¢ 10,17 tel que A((X-{4-A)s)}/A)<B} => [X1=(X—(ﬁ~A]5]/A e Pl.
Or X= 1X1*[1~A]5 donc X € env{P,s}. Les démonstrations relatives & l°enveloppe
dun polyddre et d’un rayon et 1°enveloppe d’un polyddre et d’une droite sont

analogues. [] .
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Donc, on sait déduire d'un systéme de contraintes d'un polyeédre P de R n, un
systéme de contraintes d'un polyédre de I?n+1 dont la projection sur R" est
égale & env(P,e), e étant un sommet un rayon ou une draoite. Il suffit deés
lors d'éliminer de ce systéme 1la variable supplémentaire (A,p ou v), selon

la procédure 2.1.3., pour obtenir le systéme cherché.

2.2.3. - Exemple

Soit P le polyédre défini dans R2 par {x<0, y<0, -x-y<1}.
Cherchons le systéme de contraintes du plus petit polyddre P’ contenant P et le

point s de coordonnées (1,1).

On a
1 0 0 1 1
A = 0 1 ., B=10) , As =| 1{, As-B =| 1
-1 -1 1 -2 -3
Donc, d'aprés ce qui précéde
}Y
X + A<1
y+ A<1
X e P' <=> 4X tel que =X-y-3A<-2 -
- As<0
A<

L'élimination de A dans ce systeme donne :

2x- y<1

—X+2y<1

X e P? <=> -X= y<1
X <1

contraintes redondantes



2.2.4. - Systéme de contraintes minimal d'une enveloppe convexe

L’exemple précédent montre que les systémes de contraintes obtenus ne sont
en général pas minimaux. Il est indispensable d’éviter 1a prolifération de con-
traintes redondantes. Pour cela, il est possible d'utiliser les résultats du
§ 1.3.2. sans pour autant calculer 3 chaque étape la valeur des prédicats
L(R,e)= "la L-iéme contrainte est saturée par 1'élément e". L'exposé détaillé
de cet algorithme est intéressant pour évaluer le colt du calcul de 1'enveloppe.

Ce paragraphe peut cependant &tre omis par le lecteur pressé.

2.2.4.1. - Définition : soit P un polyédre caractérisé d’une part par un systéme
minimal de m contraintes {AX<B} , et d'autre part par un systéme générateur

(s = {51...50} s R = {r1...rp} , D= {d1no-d6}]- La matrice de saturation T

de P est définie comme suit :

- ¥c e {1...0}, £° = As_-B

. c _
Ve'e {o+1... o+p}, L Ar o
Connaissant la matrice de saturation, d’aprés les § 1.3.2. et 1.3.3., on sait
déterminer les inéquations redondantes, ainsi que les &léments générateurs inu-
tiles de P. On veut donc, & partir de (A,B,S,R,D,L) calculer un systéme minimal
de contraintes, ainsi que la matrice de saturation du polyddre env{P,e), ol e est

interprété soit comme un sommet, soit comme un rayon, soit comme une droite,.

2.2.4,2. - Algorithme
. 51 @ est un sommet, on pose V = Ae-B, sinon V=Ae.

« On construit alors deux systémes matriciels :
- le systaéme A1, B1. L1 formé a partir des contraintes de P qui seront encore

des contraintes de env(P,e) *z

{x]) Si M et N sont deux matrices ayant le méme nombre de lignes, on note [M,N]
la matrice dont chaque ligne EM,N]l est la concaténation de la ligne My et

de la ligne Nz,
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v¥2 e {1...m} tel que V<0 (VR=D si e est une droite), 321 tel que

A121 = AQ’ B1Q1=BQ,Z1 Iy

- Le systéme développé dans R *

= [ZQ’VQ]

1, A2,B2,E2, formé des m,, lignes définies par :

.si e est un sommet, alors Y& tel que VR # 0, 3225m2-1 tel que

Az22 = AV, 8222=V£+Bz. 22£2= [3,.V,]
D'autre part AzC =0 ve=1..n, A2™1 =1, B2 =0, £2° =1, ve=1...0,
m m m n
_ 2 Grpri 2 2 2
527 =0 Yc= o+1...0+p, L2 =1.
m, M

.31 e est un rayon ou une droite, alors Y& tel que VZ%D, HQZSm tel gue

2

AZQ = [Aﬁ,vz], BZQ =BQ, 222 = [zﬁ,vgl .

2 2 2

. On effectue alors la projection de {A2,B2} sur R' (mise & zérc de la n+1-iéme
colonne de A2 (§ 2.1.3.)), et chaque fois qu'on effectue une combinaiton positive
de lignes sur A2 et B2, on effectue la méme combinaison sur les lignes corres-
pondantes de Z2. Chaque conbinaison fournitune ligne U,b,£, et on détermine alors,
en comparant & et avec toutes les lignes de L1 si la contrainte UX<b est

redondante par rapport au systéme A1X<B1

(i) S'il existe un indice £ tel que [EC=D] => [Z1;=O), VYc, alors la contrainte

UX<h est ignorée.

(1i) Dans le cas contraire, et s'il existe un indice £ tel que Yc,
(Z1§=D] => [£C=D], on remplace dans A1, B1, E1, la ligne d'indice & par
U‘b)g -

(iii) Si aucun des cas précédent n'est vérifié, la ligne U,b,E est adjointe

au systéeme A1,B1, I1.

Lorsque la projection est terminée, le systéme A1.X<B1 ne contient pas d'iné-

quation redondante et L1 est la matrice de saturation correspondante.
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2.2.4.3. ~ Justifications

I1 faut montrer que chaque fois qu'une ligne U,b§ est obtenus au cours de
la projection, £ représente bien la ligne de saturation correspondant 3 la
contrainte UX<b. Nous montrons ceci lorsque e sst un sommet, la démonstration
des autres cas étant analogue.

Soient 21 et 22 les indices des lignes dont la combinaison positive fournit

U, b et £ (A27* g et aA2™ <0y,
) %

1 2

- [ .
. Si 21 et £2 € {1...m2 1} algrs 321 et 22 tels que

A2, =[A

. oV, 1, B2
2 Ry tVay %

On a, pour 1=1,2

=By, *WV,,, 22, = [Z,,,V,,1, 1=1,2.
T S A ]

i i i

c _ c
Ye € {1...0}'22i Alisc Bzi et Vo e {o+1... 0+p},I%, AgiTo g

i i
u=v,, A, -V WA,,s b=V e Bp,=V,,B,,, & =V s Ly ,-V X .
£1 22 12 21 21 22 zé 2; 21 22 22 21
Donc :

vc e (1...0}, £ = (v,,A,,-V,. A, }Js -(V. B -V, B,,) = Us -b
c 2578 L5 £, e 2y L 2 2 c
Ve ¢ {o+1... o+p}, £, = [vza A£é°vléAz;]rc-o= ur_

- Si 21 € {1.°.m2~1} et £,=m,, 3 &! comme précédemment et

2 1
Us=A,s b=B + , E=V, .52 +I
< 4 my A .
c = - = - = -
vc ¢ {1...0} , szz 1, donc £ AzasC [BQ%+V2%) UsC b
C = = =
Ve e {o+1... o+p}, £2 =0, donec E AgiTeg “Ur o
2. 1
2.2.4.4, - Exemple
Reprenons 1'exemple 2.2.3. :
1 0
= = = D (-1) (D)] = =
A 0 11, 8 0 S = { ([,) , a > 4} »R=D=2
-1 -1
0 -1 O 1 K
L = g o -1 s = (2) As = | 1 V = As-B = | 1
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§ satisfait la 3-iéme contrainte (VBSDJ
Al = [-1-11, B1 = (11 1 =1[-1 0o 0 -31]

. Le systeme développé dans R n*1 s'écrit :

10 1 1 0 -1 0 1
o 1 1 1 0 0 -1 1
A N = 22510 0 g -3
0 o -1 0 1 -1 -1 -4

» Projection :
- Combipaison lignes 1 et 3 ; £E=[-1 -3 0 0]
cas (i11) a =1{2 -1] b = [1]

-1 -1 1 -1 0 0 -3
Melg ] B1= =11 5 o0 ¢
- Combinaison lignes 1 et 4 ; £E= [-1 -2 -1 0]

cas (i) : redondance avec 1la 2-iéme ligne de 31.

- Combinaison lignes 2 et 3 : £ = [-1 -3 0]
cas (iii) a= [-1 21 b =[1]

-1 -1 1 -1 0 o -3
Al= 2 -1 Bi=1|1 1= [-1 -3 g 0
-1 2 1 -1 0 -3 0

-1 -1 -2 03

cas (i) : redondance avec les 2-ieme et 3-iéme lignes de 1.

- Combinaison lignes 2 et 4 ; £

Le systéme obtenu est minimal. L'examen de I1 révele de plus 1'inutilité

du sommet 51, gqui ne sature aucune contrainte.



2.2.5. - Enveloppe convexe de deux poly&dres

La méthode de calcul de 1'enveloppe convexe d'un enserble fini d'éléments
peut, trivialement, &tre utilisée pour trouver un systéme de contraintes de
1'enveloppe convexe de deux polygdres connaissant un systéeme de contraintes de

1'un et les deux systdémes générateurs (voir exemple au § 4.2.4.).

2.3 - Rechercﬁe d'un Systéme Générateur

Cn sait donc trouver 1le systéme de contraintes d'un poly&dre connaissant
son systéms générateur. La transformation inverse a fait 1'objet de beaucoup
d'études, fondées en général sur les méthodes de programmation linéaire
[Charnes 53], [Balinski 611, [Lanery 661, [Manas 681, [Matheiss 731.[Dyer 771].

Nous décrirons bridvement (§ 2.3.2.) la méthode de E. Lanery qui est 1la
sqple a traiter le probléme dans sa généralité, mais auparavant nous esquissons
une autre approche, montrant 1'équivalence de ce probléme avec celui du calecul

de 1l'enveloppe convexe.
2.3.1. - Recherche d'un Systéme Générateur par Intersections successives

Un polyédre étant 1’intersection de m demi-espaces, si 1'on sait trouver
d'une part un systéms générateur d’un demi-espace, d'autre part un systéme
générateur de 1’'intersection d'un polyé&dre et d'un demi-espace connaissant leurs
systémes générateur, on saura alors trouver un systéme générateur de n’importe
quel polydédre.
2.3.1.1. - Théoréme

L’enveloppe convexe des polaires de deux polyedres contenant 1'origine

est la polaire de 1'intersection de ces polyédres :

+ + +
env (P1a le —(P1 n le
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Démonstration : Soient {A A% A"] et (A2 Aé A%] les formes normales des systémes

de contraintes zespectlfs de P1 et P2. Alors [A1 U AZ' A1 U A2, A1 u A23 e§t la

forme normale du systéme de P1 n P2. D'apres les propriétés (1.3.4.2.) des

poly&dres polaires, P+ P’ et [P1 n P2]+ admettront donc respectivement

1 "2
? ” ? L1 [ ¥ ” ’ ” ) = =
(A1,A1,A1], [AZ, A A ) et [A u A2,+A1 S A2, A1 U A2] comme systémes générateurs.
Ceci exprime que [P1 n P 17 = env[P1. P2).

2.3.1.2. - Proposition
Si (5,R,D) est un systéme générateur d'un polyédre P, et si [S R D )
est un systéme générateur de 1'intersection de P avec 1° hyperplan

{XlaX =b} alors :

. Pour tout sommet SD € SD,

- soit s € §
o]

As1+(1~klsz

- soit 351 et 52 € S tels que as1>b et a52<b, et S5

avec A = [b-asz)/[asq—asz)

- so0it ds € S et r € R tels que (as-b).(ar)<0 et S, = s*ur avec p = (b-as)/ar.

- soit 4s € S et d € D tels que ad # O et 8, = s+vd, avec v = (b-as)/ad.

. Pour tout rayon r, € Ro’

- solitr R
o

- soit ﬂr1 et r, € R tels que ar1>0 et ar2<D et r, = r1+pr2 avec

M o= -ar1/ar2

- s0it qr ¢ R et d ¢ D tels que ad # O et r, = r+vd, avec v = -ar/ad.

. Pour toute droite do € D0
- soit do e D

- soit 3d1,d2 ¢ D telles que ad1¢ 0 et ad2 # 0 et dD = d1+vd2, avec
Vo= —ad1/ad2.
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Principe de la démonstration
Soit XD un point quelconque de P n H. (il est facile de savoir si P j H est
vide en regardant si tous les sommets s de P vérifient as<b -resp. as>b-, si
tous les rayons r de P vérifient ar<0 -resp. arz20~ et si toutes les dreites
d de P vérifient ad=0). On pose Po = IX-X[X e PY, H_ = {X-X_|X ¢ H}.
Alors P n H contient 1’origine, et X e P n H => X+X € P n H.
P, a comme systeme générateur { s-X Is € S}. R, D] JU H )Y est égal (2.3.1.1.)
a 1l'enveloppe convexe de P et de la droite de vecteur directeur a. Son systéme

développé s'écrit donc :

v € R tel que
;e (Po 0 HY <os ¥s ¢ S, <s-X0|z>-<s-XD[a>vs1
o Vr e R, <r|z>-<r|a>s0
Vd € D, <d|z>-<d|a>=0
En étudiant la forme des contraintes obtenues en éliminant v de ce systéme et
en rafaisant le changement de variables X <« X+X » on obtient les résultats

proposés.

2.3.1.3. - Remarque

On peut renforcer 1la proposition (2.3.1.2.), en disant que tout élément
extrémal de P n H est abtenu par combinaison d’éléments extrdémaux adjacents de P.
Cependant, le gain d'efficacits que permet cette restriction est annulé par

la nécessité de calculer la relation d’adjacence sur P.

2.3.1.4. - Proposition
Soit (S,R,0) un systéme générateur d'un polyddre P et soit
= {x]aXsb} un demi espace de R". Alors (5, v Sgs Rg U R, Dy uD,. D]

est un systéeme générateur de P n E, ol 3
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!
w
]

{s € S as<b}
{r € R]ar<a}
{d ¢ D|ad<0}
{d]-d € D et ad<0}

n

I

»R_,D_J est un systéme générateur de P n H, ot H est 1'hyperplan

EquatiBn ax=b.

Les propositions 2.3.1.3. et 2.3.1.4. permettent de calculer un systeme géné-

rateur de 1l'intersection d'un polyédre et d'un demi-espace, connaissant un

systéme générateur du polyddre. Ce processus peut etre itéré a partir de

o
demi-espaces, c'est-a-dire de n’'importe quel polyédre.

p = Rr" pour calculer un systéme générateur de 1'intersection Pm de m

2.3.1.5. - Exemple

Cherchons un systéme générateur du polyddre P, défini dans R 3 par :

-V - <
x1 + X2 XB_D
X e P <=> —X1 -1
-X,l - X2 + ABSO
- X2 + XSSB
Seit P_ = R}
8]
0 0 0 0
S, d1 d2 d3
0 1 8] 0
0 0 1 0 systéme générateur de PO
0 0 0 1
0 -1 1 i EEREEER saturations par rapport & la premiére contrainte

de P :—M+§-@ﬂ]



Soit P, = P _n {X]-Xx,+X _-X,<0}. s? est 1'unique sommet de P
1 (8] 1 2 3 1

des rayons de P1. d?+d? et d%+d? sont des droites de P

25

1 1 2 3

1 1 1 1 1 1
51 r1 r2 ra d1 d2

0 1 0 0 1 1)

] 0 -1 (1] 1 1

(8] 3] 0 1 0 1

0 -1 -1 -1 ] ol.....

1 -1 -1 0

r% et ra sont des éléments inuti

Soit P, = Py n {X'—X1s-1}. r, est un rayon de P

posséde deux sommets, résultants des combinaisons si+r! et s

droite de P2.

2 2 2 2 2 2
Si S| Tt T3] 9
1 1 1 4 0 0
0 1 1} 1 -1 1
8] 0 0 0 0 1
-1 -1 o -1
o -1 - 0
-2 -2 1 o
2 2
51 et r1 sont inutiles.

.....

systéme générateur de P

1

0o _.,0 0
1.d1, d2' d3 sont

1

saturations par rapport & la contrainte de P

suivante de P

les.

2
1

systéme générateur de P

o
3

1

. saturatlons par rapport & la contrainte

~X1S—1.

, ainsi que d! et rl-g!, P,

1 1 1
l+dl

1
atdg- d2 est une

2

saturations par rapport aux contraintes

de P2

saturations par rapport & la contrainte

suivante de P :

CRECARCE

1



26

Soit Py = P, n {x|-x1—x2+x3su}

P3 a deux sommets sg et s§+2rg, deux rayons : rg et r§+2r§ et une droite : dﬁ.
53 s; ri r; dz
1 1 1 1 0 \
1 -1 1 -1 1 Systeme générateur de P3
1 g ] 8] 0 1 J
i ol-21 o] -2| o
0 0 -1 -1 0 b Saturations par rapport aux contraintes de P3
-2 0 -2 0 ] J
g4 oo | g 1 g |----Saturations par rapport & la contrainte suivante

de P i -X,*X.<3.

Soit enfin P, = P, n {X|-X,*x_ <3} = P,

4 3 2 3
e . 3 3 3 3 3,53 . 3 3,3
P4 a 4 sommets ; 85 52. 51+4r2, 52+212 deux rayons : r1 et r1+r2, et une
droite : dj.
s: s; s; SZ 1: ot d:
10 1] s 3| 1] 2]0])]
1 -1 -3 -3 1 0 1 Systéme générateur de P
0 0 0 0 O 0 1
J
]
8] -2 -8 -6 0 -2 o
- - _ !
0 0 4 < 1 2 0 | Matrice de saturation de P.
-2 -2 0 -2 -2 0
-4 -2 0 0 -1 0 0
Py

4 L 4 - . .

53R54 donc 5, est inutile.

Le systéme générateur trouvé est le suivant
{110}, (1-10), (3 -30)}

{110, 2 0o}

{(c1 1)}

w
1l

o0 =D
il
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2.3.2. - Recherche d'un systéme générateur par la méthode du pivot

Nous indiquons maintenant trés bridvement les principes de 1a recherche
d’un systeéme générateur d'un polyddre convexe donné par son systéme de contraintes,
par application de la méthode du pivot. Pour plus de détails, nous renvoyons
4 [Lanery 66]. Les éléments de programmation linéaire ([Sakarovitch 73],

Bimmonard 73]) sont supposés connus : nous n'en rappelons que 1’essentiel.

2.3.2.1. - Rappels

Un systéme de m inéquations linéaires dans R est mis sous forme de
systéme d’'équations dans R™ " par adjonction de m variables d'écart
{Xn”...Xn } astreintes & rester positives., Un systéme AX=B est sous forme
canonzque par rapport d la base I, si I est un ensemble de m indices et
sl les colonnes de AI forment une permutation de la matrice unité. Pour tout
i € I, on définit alors o(1i) comme le seul indice de ligne tel que
A§(11=1. La base I est dite réalisable si pour toute variable d'écart X; en
base (i € I), on a 80[1120. La premiére phase de la méthode du simplexe
permet de trouver une base réalisable si le polyédre est non vide. L'opération
de pivotage autour d'un élément AJ # 0 permet alors de passer de la forme
canonique par rapport & la base I, & la forme canonique par rapport ala

base I-{g (j)} u {1}.

2.3.2.2. -vAlgorithme de recherche du systéme générateur

. Le systéme de contraintes de P est transformé en systéme d'équations et mis
sous forme canonique par rapport & une base réalisable, s’°il1 en existe

(sinon P est le polyddre vide).

« Pour toute variable initiale (non variable d'écart) X hors base, on effectue,
si c'est possible un pivotage faisant entrer Xi en base. a4 la place d'une
variable d’écart. S'il est impossible de faire ainsi entrer toutes les variables

initiales en base, le polyddre P est un cylindre.
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. Dans ce cas, Vi ¢ I, isn (Xi variable initiale), on définit le vecteur d(i) e I?n

par :

d(i},

. J i . .
d(le = _AO[jJ ¥isn, j e I
d[i)i 1

0 Visn, j €I, 3j#1

i

Alors D = {d[i]IiSn, i ¢ I} est une base du plus grand sous espace paralléle a

P ([Lanery 661, Théorémes 3 & 5).

En adjoignant au systéme de contraintes de P le systéme d'eéquations

{<d[i]’X> =0 l Yisn, i ¢ I}, on définit une section de P qui ne contient pas de
droite. Il est alors possible de mettre ce systéme sous forme canonigue par

rapport & une base réalisable contenant toutes les variables initiales.

. Soit AX=B la forme canonique par rapport & une base I réalisable et contenant
toutes les variables initiales. Alors

- le vecteur s défini par : V¥j<n, s, = B ) est un sommet du polyédre.

J ol

-~ Vi>n, i £ I, si ¥k>n, ke I on a A;(k)sD alors le vecteur r{i) défini

par r[i]j = _A;(j]’ Yi<n est un rayon extrémal du polyédre.

- Enfin, Vi>n, i € I, n'ayant pas permis la découverte d’'un rayon, il
existe dans la colonne i des pivots susceptibles de conduire & de nouvel-

les bases réalisables contenant toutes les variables initiales.

Le graphe des sommets étant connexe (1.3.5.2.) il suffit d'effectuer tous ces
pivotages, en prenant garde de ne pas reexplorer une base déja trouvée, pour
calculer de proche en proche tous les sommets et tous les rayons du polyédre.

Un bon algorithme de parcours exhaustif des bases est décrit dans [Dyer 77].

2.3.2.3. ~ Ezemple

Reprenons 1'exemple 2.3.1.5.
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-X1 + X2 - X3 <0

[S11. Xep <=> X4 < -
—X1 - X2 + x3 <0
- X, + X, s 3

Le systéme d’équations correspondant s'écrit, sous forme matricielle :

X1 XZ X3 X4 X5 XG X7

-1 - 1 8 g 0j0
[s2) 1 o o 1] 1 0 0 {-

-1 -1 1 0 0 1 0

g . -1 1 o 0 0 1

[s2] est sous forme canonique par rapport & la base irréalisable {4,5,6,7}.
L°étape d’initialisation du simplexe fournit le systéme [S3] sous forme canoninue

par rapport & la base réalisable {4,1,6,7} :

X1 X2 X3 X4 XS XG X7
0 1 -1 1 -1 0 0] 1
1 0 0 0o -1 (1] 01 1
Ls3] a -1 1 o -1 1 of 1
o -1 1 0 0 0 1 3

On fait alors rentrer le plus possible de variables initiales en base, ce qui
donne la base {2,1,6,7} :

Xp Xy Xy X Xeo Xoo X,

o 1 - 1 -1 0 0|1
_ 1 o 0 -1 0 0|1
s41 g ¢ 1 -2 1 0|2

0 0 1T -1 0 1|4
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La variable initiale X3 reste hors base, et ne peut y entrer sans faire

sortir X2. Donc le vecteur d = (-A° -Aé[z ,1) = (0, 1, 1) est une droite

o(1)’
de P. Une section P' de P est définie par

)

P* = {X e Pl<d]x> = 0} = {X]X e P A X,*X4 = 0} . Ce nouveau systéme est
alors mis sous forme canonique par rapport a la base {2,3,1,6,7}, 3 partir de

laquelle on effectue le parcours du graphe;

X1 X2 X3 X4 X5 X8 X7

0 1 0 /2 -1/2 0 0 1/2

0 8] 1 -1/2 1/2 0 0-1/2
[s5] 1 0 o 0 -1 0 0 1

0 0 0 1 -2 1 D} 2

0 0 0 1 -1 8] 1 4

Base : {2,3,1,6,7}. Sommet : s. = (B Y= (1, 1/2, -1/2)

1 o(1)’ B0(2)’ B0[3)
. (.5 _AS A5 o N
Rayon : ( AO(1], AO(Z)' AO[B)) (1, 172, -1/2)

Base réalisable adjacente : {2,3,1,4,7}

K g Xy X Xy X

0 1 0 0 1/2-1/2 0 |-1/2

0 0 1 0-12 1/2 0] 12
[56] 1 0 0 0 -1 o o1

0 0 0 1 -2 1 0|2

0 0 o 0 1 -1 1]02

Base : {2,3,1,4,7}. Sommet : s, = (1, -1/2, 1/2). Pas de rayon.

Bases réalisables adjacentes : {2,3,1,8,7} déja trouvée et {2,3,1,4,5}.

o Xy Xy Xy X5 Xg X7

0 1 ) 0 0 0 -1/2 | -3/2

0 0 1 0 0 0 -1/2 | 3/2
[s8] 1 0 0 0 o -1 1 3

0 0 0 1 o -1 2 B

0 0 0 0 1 -1 1 2
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Base : {2,3,1,4.5}. Sommet : 54 = (3, -3/2, 3/2)

. = (_na6 a6 a6 .
Rayon : r, ( Ao[1)' AO[Z)' Ao(B]] (1, 0, 0)

Base réalisable adjacente : {2,3,1,4,7} déja trouvée.

Toutes les bases réalisables contenant les variables initiales ont été trouvéss.

L’algorithme s'arréte avec le systéme générateur suivant pour P

{1, 72, -1/723, (1, -1/2, 1/2), (3, -3/2, 3/2)},
{[11 1/2: '1/2}: (10 Dn U)}) D = {[Dp 1; 1]}

Les résultats sont différents de ceux trouvés par 1l'autre méthode parce que

la section choisie n'est pas la méme. On vérifie toutefois que pour tout sommet
s,gou tout rayon r trouvés par une méthode il existe un sommet s' ou un rayon r'
dans 1'autre systéme générateur, et un réel v, tels que s = 5'+vd ou r = r'+vd,
avec d = (0,1,1).

2.3.3. - Evaluation et comparaison des deux méthodes
, Sur des systémes ds contraintes de taille réduite. tels gue ceux que
nous considersrons, les deux méthodes ont des performances comparables. Le

tableau ci-contre donne les temps de calcul des systémes géﬁérateurs de deux

familles de polyédres, les hypercubes K(n) et les cones Cin), définis comme suit :

vn>0, K(n) = {X ¢ R" | -1sx,<1, vi=1...n}
Tl o-x,<

I
1 xisx1, Vi=2...n}
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Le choix de la méthode dépendra des informations que 1°on posséde au préalable
sur le polydédre & étudier. Deux cas ss présenteront :

. On cherche un systéme générateur du polyddre obtenu par adjonction d*une ou
plusieurs contraintes & un polyédre dont on connait les deux représentations.
La méthode de calcul par intersections successives permet de tirer parti

de cette connaissance préalable.

. Si par contre, on enléve des contraintes & un polyddre connu, on aura avantage
pour calculer le systéme générateur du polyddre résultant, & utiliser 1la
méthode du pivot. Dans ce cas, la phase d'initialisation peut &tre simplifiée

puisqu’oﬁ connait des points appartensnt au polyeédrs.

En conclusion, nous noterons que ces méthodes de conversion d’une représen-
tation dans 1'autre, sont trés coliteuses. Il nous faudra limiter leur emploi

au minimum pour obtenir des performances acceptables.

On aurait pu donner les deux méthodes correspondantes pour le calcul de
1’enveloppe convexe. lLa méthode du pivot est semblable & celle de [Chand 70].
En réalité nous n'aurons & calculer que 1'enveloppe convexe de deux polyddres
connaissant chacune de leurs représentations, c'est pourquoi nous n'avons
exposé au § 2.2 que la méthode par enveloppes successives (correspondant &

une recherche par'intersections successives sur les polyddres polaires).
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DEUXIEME PARTIE

METHODE D'ANALYSE AUTOMATIQUE DES RELATIONS LINEAIRES VERIFIEES PAR LES
VARIABLES D'UN PROGRAMME

Avertissement:

La méthode d'analyse statique des programmes que nous proposons dans cette
deuxiéme partie, est fondée sur la théorie de 1'analyse sémantigue des programmes
développée par P.& R.COUSDT[Cousot 76,77a,77b,77¢,78b,791. Nous ne rappellerouns

de cette théorie que les éléments indispensables 3 la compréhension de 1'exposé.
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3. CONTEXTES ABSTRAITS

3.1. Programmes

3.1.1. Pour la commodité de 1'exposé, un programme sera considéré comme un
graphe connexe, dont les noeuds représentent les instructions élémentaires

du programme, et les arcs les passages possibles du contrdle d'une instruction
a l'autre. Dans un premier temps on se limite & des graphes formés de cing
types de noeuds (le cas des langages plus évolués sera considéré au chapitre 7):
Noeud d'ertrée (tout graphe de programme en posséde un et un seul), noeuds de
sortie, d'affectation, de test et de jonetion (correspondant & la jonction de
plusieurs chemins d'exécution).

A un noeud d’affectation est attachée 1'information relative & la variable

but et @ 1'expression affectée, & un noeud de test - est attachée la condition
sur laguelle porte le test, et aucune information n'est attachée aux noceuds d'en-

trée, de sortie et de jonction.

3.1.2. Exemple
La figure 3.1. représente le graphe correspondant au fragment de programme
sulvant, écrit dans un langage de type ALGOL :
I:=0 ; J:=0 ;
tantque 1<100 faire
81 A[IJ<A[J] alors I:21+2 ; Jr=J+1
ginon I:=1+4
finsi;
faits
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figure 3.1.

3.2. Contextes associés aux arcs
3.2.1. Etats du calcul

Soient vl...vp les variables du programme, déclarées respectivement de types
Tl...Tp. Soient al...au les arcs du programme. Alors un état du calcul du
programme est caractérisé par un vecteur de valeurs [x,...xp) eTlx...pr'affecté
aux variahles v;...vp, et par un arc ai(1£isa].

La sémantique du programme définit une relation partielle de succession
O sur 1'ensemble des états du calcul, telle que <(X1...Xp),ai> 0<(X'1...X'p),aj>

si et seulement si:



- le noeud extrémité de 1'arc a, est 1’origine de 1’arc aJ
- si v1=x;..,vp=xp alors en effectuant 1'instruction représentée par ce noeud
on obtient vjy=X} ...vp=X'p.
Le langage considéré étant déterministe tout état a au plus un état successeur.
On convient de noter g la fermeture transitive réflexive de la relation

de succession.

3.2.2. Analyse sémantique des programmes

Solent ¢ et § des ensembles de vecteurs de T=T1x...pr. 51 ay est 1'arc issu
du noeud d'entrée du programme w, alors 1'analyse sémantique en avant de w
a partir de ¢ consiste & caractériser Y ensemble des états <Y,ai> tels que:
IXed tel gue <X,a> 0*<Y’ai>
Seit E(w,$) cet ensemble.
A chaque arc ay du programme correspond alors un contexte concret en avant

Qla;.¢) = {Y]|<Y,a;> cElm, ¢},

Inversement si a akz
de m, 1l'analyse sémanéique en argiére de 7 & partir de { caractérise 1'ensemble
S{w.y) des états <Z,ai> tels que:

IXep, 33 e{1...8} tels que <Z,a1
Le contexte concret en arriére associé a l'aré a, est alors

i
Q' (a,,y) = {Z|<2.ai> eSm,P)}

...ak sont les arcs incidents aux noeuds de sortis

*
>0 <X,ak >

3.2.3. Analyse sémantique approchée

Le calcul des contextes concrets n'est pas automatisable dés qus le programme
contient des boucles et que 1’ensemble des états de calcul est infini.[Cousot 78b]
propose de calculer un contexte abstrait, approximation supérieure du contexte con-
cret. Le choix de cette approximation caractérise 1'analyse sémantique approchée
que 1'on veut effectuer. Notre but étant d'analyser les relations linéaires entre
les variables numériques, 11 nous faut faire correspondre & tout prédicat Q sur les

variables du programme (Qe?WTlx--~XTp]) un systéme de contratintes P sur les



variables numériques, tel que si Xe @, alors le vecteur X', formé des compo-
santes numeériques de X, vérifie P. Cette correspondance sera réalisée par les
fonctions d'abstraction et de concrétisation.
3.2.3.1. Proposition .

L’ensemble P(T) est un treillis complet pour 1'inclusion:
lLa partie vide et la partie Tik...xT en sont respectivement le minimum et le
maximum, et si {P;,P,.. Pk"'} est un ensemble, éventuellement infini, de parties
de T, alors l'intersection 0 _{P,} et 1'union ng{Pk} de ces parties sont encore

k20" kK
des parties de T.

3.2.3.2. Définitions
Supposons que T1...Tn solent des types numérigues (entiers, réels, intervalles..
et que Tn+1"'Tp soient des types non numériques (chaine, pointeur, structure,
tableau...). On note C(R™ 1'ensemble des parties convexes de R". Alors, con-
formément & [Cousot 78bl, on définit les fonctions d'abstraction o et de conerd-
tisation Y, comme suit:
. a i P(T) » C(R™)
a = env({( Xl...Xn]IH[Xn+1...XD] tels que (Xl...Xp] eQ})
.y C(R™) » P(T)
Y = Ac.({(xl...xp) eTI[X;...Xn] ech

3.2.3.3. Proposition

Les fonctions o et Yy vérifient les hypothéses de [Cousot 78b]:

(i) -o et y sont isotones pour 1'inclusion

(1) - ¥QeP(T), Q c y(a(@))

(i1i1) - WP e C(R™), P = aly(P))
I1 en résulte [Cousot 791 que Yoo est une fermeture sur le treillis complet P(T),
C[I?n] est un treillis complet pour 1’inclusion, o est un morphisme complet pour

1'union et surjectif, vy est un morphisme complet pour l'intersection et injectif.

3.2.3.4.

La fonction d'abstraction o permet d'associer & tout contexte concret un

. . . n . . . .
contexte abstrait qui est une partie convexe de R . La détermination de relations
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de ce type entre les variables (approximation convexe du domaine) parait

encore trop complexe pour &tre automatisée de manidére satisfaisante. Nous nous
sommes restreints a 1'étude des relations linéaires, c'est-3-dire que nous nous
intéressons & 1'ensembla K[]?n] des polyédres convexes de ]?n, qui est un sous

treillis de C(R™) . ce sous-treillis n'est pas complet:

Contre—exemple:

Pour tout 0¢[6,21], posons P[Gl={XeiR2] X; cos@+X, sinB=1} . Pour tout @,

P(0) est un demi-espace de R? , mais 1'intersection de ces demi-espaces, lorsque
0 prend toutes les valeurs entre O et 2m, est le disque de centre 0 et de rayon 1,

qui est convexe mais n'est pas un polyédre. 1

Deux remarques permettent de résoudre ce probleme:

« De par les limites de la machine, les nombres manipulés par un programme appar-
tiennent & des ensembles finis. Donc pour toute partie Q de T, 1'ensamble
{txl...xn)latxn+1...xpl tels que (xl...xp)e»o} est finl. Donc al@) est 1'enve-
loppe convexe d'un ensemble fini de points de ]?n, c'est donc un polyddre convexe
(théoréme 1.2.3.).

. D'autre part les contextes abstraits vont 8tre approchés auy moyen de séguences

finies de polyédres dont la limite sera donc toujours un polyédre.

3.3. Représentation des Contextes Abstraits
Notre but est d'associer automatiquement & tout arc Qi d'un graphe de programne,
un polyédre convexe P(ai,¢] tel que

- soit P(ai.¢) 3'0(a1.¢] (analyse en avant, chap. 4 et 5)

- soit Pla,,¢) 2 Q'[ai.¢] (analyse en arriére, chap.B)

Nous avons vu (chap.1) que si P était un polyédre convexe de R" alors:
- d'une part 11 existait'une matrice A et un vecteur B tels que
(Xe P) <> (AX<B) {systéme de contraintes)
- d'autre part i1 existait un systéme générateur de P, formé de 1'ensemble
S={51==-So} des sommets, de 1'ensemble R={r1...rp}des rayons extrémaux et de

1’ensemble D={d1,..d6} des droites, tels que:



an

+
H >\1..-AO_ 6[0,1]: ul--nup GR’\)]_::--\)SE]R

D —
X ek o 5

g p
tels que 121 Ai=1 et X=i§1li si+j);1 Uj Pj+k§1vk dK

On a remarqué d'autre part:

- que le calcul de l'’enveloppe convexe de deux polyédres nécessitait la connpais-
sance des systémes générateurs de ces polyédres.

- que pour déterminer si un polyédre P1 était inclus dans un polyedre P, , il
était utile de connaitre un systéme générateur de P, et un systéme de contraintes
de P,,

- que les opérations de base sur chacune des représentations faisaient apparaitre
une grande quantité d’éléments redondants et dongc, gu'aucune représentation
ne pouvait 8tre utilisée sans simplification.

- que pour simplifier un systéme de contraintes, ou un systéme générateur, il
était capital de connaitre 1la représentation duale.

- gu'enfin, le passage d'une représentation a l'autre risquait de cofiter fortcher.

Ln conséquence, pour éviter d'avoir a effectuer des conversions trop fréquentes,
Nous conserverons dans nos contextes abstraits 1'information (redondante) relative
aux deux représentations. Toute fonction agissant sur les contextes abstraits
devra donc &tre définie d'une part sur les systémes de contraintes, et d'autre
part sur les systémes générateurs.
Un contexte abstrait sera représenté par un quintuplet {A,B,S,R,D) od

- A est une matrice réelle a m lignes et n colonnes,

- B est un m-vecteur réel,

-5, R et D sont trois ensembles de nivecteurs:

S={51,52...50}, R={r1,r2,..rp}, D={d1,d2...d6}

Nous verrons au chapitre 9 que, quoique le modéle ahstrait soit K[I?n], les
contextes pourront toujours Btre exprimés au moyen de nombre rationnels, ce qui

est plus conforme aux limitations de calcul sur machine.
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4. SYSTEME D'EQUATIONS EN AVANT ASSOCIE A UN PROGRAMME

4.1. Introduction

Nous sommes maintenant en mesure de préciser comment le contexte abstrait
assoclié 3 un arc d'un graphe de programme peut se déduire des contextes associés
aux arcs "voisins”, conformément & la sémantique du langage. Nous avons vu
qu’il existait deux types d'analyses sémantiques:

» L'analyse sémantique en avant, qui caractérise 1'ensemble des états accessibles
& partir d'une spécification d'entrée. A 1l'arc a; sera alors associé un contexte
abstrait calculé & partir des contextes éssociés aux arcs incidents au noeud
origine de ai.
. L'analyse sémantique en arriére (qui fera 1'objet du chapitre 6 ), qui carac-
térise 1'ensemble des états & partir desquels on peut atteindre une spécification
de sortie. Le contexte associé a l'arc ay sera déduit des contextes des arcs issus

du noeud extrémité de aj .

S1 a est un arc issu du noeud N et si bj...b, sont les arcs incidents 3 N,

k

notons P,Q1...0, les contextes abstraits respectivement associés 3 a,by...b

K k*
D’autre part, notons post(P;.e.Pk,N.a] la plus forte post condition de 1l'instruc-

tion N impliquée sur l°arc a par les prédicats incidents P,...P . La fonction post

k
est définie a partir des "conditions de vérifications” de Floyd[Floyd 671].

Le cheix optimal pour P est a(post(Y[Qx)....,Y[QKJ.N.aJ [Cousot 79]. Il nous
reste donc & développer cette expression pour chaque type de noeud, cs qui donne
un algorithme pour calcyler P. Pour simplifier cet algorithme, nous serons parfois

-

amenés 3 choisir une approximation supérieure de cette expression.

4.2. Interprétation en avant des constructions &lé&mentaires du langage

4.2.1. Noeud d'entrée

S1 1'on connait une spécification d'entrée ¢ du programme, sous forme de

contraintes linéaires, ces contraintes formeront le contexte associé & 1'arc
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d'entrée du programme, moyennant une recherche du systéme générateur correspondant.
S3i 1'on ne posséde aucune information sur les valeurs initiales des variables,

on fait 1l'hypothése que le vecteur des valeurs des variablgs peut eétre n’importe
quel vecteur de r".

R" est 1le polyedre & zéro contrainte . Un systéme générateur en est donné par:

- un seul sommet qui est par exemple l'origine de 1'espace,

- pas de rayon,

- les droites d(1)...d(n) définies par:

Vi,j = 1...n, (d=zj)=> (d[i]j=D et d[i]i=1]

4.2.2. Noeud d'affectation

Soit (A,B,S,R,D) la représentation du contexte associé & 1'arc incident
a un noeud cerrespondant a l'affectation Xi:=EfX).
On sait que

post(Q, X +=E0)) = (o e T, | def(E(Xy . %, _, Xo+ueX 1]

A Q(x1...xi_].xo,xi+1...xp] A X, = E[xl...xi_1,xo,xi+1...xp])

def(E) dénote 1'ensemble des conditions pour que le calcul de E s'effectue correc-
tement. Pour simplifier, nous négligerons souvent def{E) mais la prise en compte
des conditions de cohérence telles que def(E) fera 1'objet du paragraphe 4.2.5.

Le contexte P, associé & l'arc issu du noeud d'affectation doit donc étre:

si i>n (affectation & une variable non numérigue)l:
P o aldxe | def(E(X1au X ouuX, Xoo o X JIA (AKX, <B) A
X1=E[X1...Xn..“

1
XoveaX 3D
0 p

4o
I1 en résulte que les variables numériques Xl...Xn satisfont aux mémes contraintes
gu'avant l'affectation. Cependant les conditions pour que E soit bien définie
peuvent induire des contraintes supplémentaires gue nous ne considérerons pas

en détail.

gi i<n
P> a(ixo l def(E(X «o X, ., Xge e X)) A
1 i-t +Aix‘+ Ny < =
CAL A Kpteo ot A X ALK oA XpSBd A X =ElX1.e.Xo. e uX )

P va alors dépendre de la forme particuliére de 1'expression E.



14,2.2.1, Affectation d'une expression non lindaire

4.2.2.1.1. - Si E n'est pas une expression linéaire des variables numériques,

le modéle ne permet pas en général de rendre compte des contraintes vérifisées

par la valeur de cette expression. Le traitement de cas particuliers peut &tre
facilement incorporé (par exemple on sait que (X-k+1)}/k<Xdivk<X/k ou que -1<cosX<i,
ou que X21 => logXz0) mais en général toute connaissénce sur la valeur de Xi est
perdue:

m -—
P = (IX ' ké'\ Alx +...+Ai x #Ai xo+,..+A:

k ko M- Xn < By
La variable X1 est donc éliminée du systéme (AX<B) par projection (cf.2.1.) et
la droite d(i) (cf. 4.2.1.) est adjointe au systéme générateur (S,R,D). Les

deux représentations obtenues dolvent alors &tre simplifiées (cf. 1.3.2. & 1.3.3.).

4.2.2.1.2. Exemple
Supposons que le programne ne manipule que deux variables et que le
contexte incident soit
X)=-X22-1
s ((Z)L (R ) () o-
X14+X225
Ce contexte est représenté sur la fig. 4.1.a.
Alors, aprés 1'affectation "Xz:=X; * X2" le contexte résultant sera (fig. 4.1.b)
(x, 22 s={(o) r=1g) o137
L’approximation est assez grossiére, puisqu’en substituant X2/X) & X2 dans le

systéme initial on obtient (fig. 4.1.c.)
(X1)2+X1 2 Xz
Xy < X,
-(X1)245X%, <X,



| o

figure 4.1.

4.2.2.2. Affectation d'une expression linéaire

4.2.2.2.1. Proposition

Si (S,R,D) est un systéme générateur du polyedre Q attaché & 1'arc incident

a un noeud d'affectation Xi:=aX+b, ol a est un n-vecteur ligne de réels et b est
un réel, alors le plus petit polyedre que 1'on puisse associer & 1'arc issu de
ce noeud est le polyédre P dont un systéme générateur (S',R',D') est défini

comme suit:

"= sty ...t : =1...0, (j=i)=> (s’ =5, , roE
S {s, 5 O}, avec Yk=1 o, (j=i) {s ki SKJ) et s ki ask+b
[ ’ ' = o = ’ - ’ =
. R {r'y...r p}’ avec ¥k=1...p, (j#i)=> (r K rkj] et r Wit
. ' o= "1eeadt L), & =leaa0, j=i) => 'o.=d, . 'L E
D {d",...d d} avec Yk=1...8, (j=i) (d Kj ko) et d Ky -ad
Démonstration

Si 1'on néglige def(aX+b), le plus petit polyédre P conforme 3 la sémantique de

1'affectation est défini par:



45

Pa(iXo | OX...x _, Xooo:X JeP et XmarXyteoava, X, 48, Xo*o %0 X )
Donc:
Y +p S
P=a(3Xo.3[A|u.-A0)e {0,1] .3(u1...u Je R .3(v1...v5)e R~ tels que
g - §
Zk=1 Ak 1 et Vj=i, %j k 1 Akskj ket T kj+£k=1 vkdkj' et
_.a p § . .
Xg =L Ak“ki+z 1 ukrki+zk=1 vkdki' et xi a,xl*...+aix04.c.+anxn)
I1 vient:
=z" (Z A a +zP M, a,r +26 v, ayd, ,)
i =1 k 23 k2 “k=1 "KL KR “k=1 "KL k&
BDonc:
g R +p é
P=a(3[l;...ko] e[0,1] .3(Upumpp]éR ,3[vx...v6]e R, tels que

c . iy 1) 8
Xk=1 Ak 1 et Vj=i, xJ Zk=1 Akskj+zk=1 ukrkj*zk=1 dekj

O 3] 8
xi'Lk=1 Aka'sk+zk=1 uka'rk+zk=1 uk a.dk)

Ceci exprime que les ensembles (S’,R',D') de la proposition formant un systéme

, et

générateur de P. []

4.2.2.2.2.Proposition
Si @ est le polyéedre attaché & 1'arc incident au noeud d'affectation Xi:=ax+b,

ot a est un n vecteur ligne de réels st b est un réel et si ai=D, alors
P=[pr0j(Q.Xi]rl{Xi=aX+b}] est le plus petit polyedre que 1'on puisse associer a3

l'aqc issu de ce noeud. Dans ce cas 1‘'affectation est dite non inversible.

Démonstration
Soit (AX <B]) un systéme de contraintes de . La condition de validité s'écrit:

m
. - 11 i n
P = aldXe | .y AKIde AL Xy tA Xo+...+A <B et

Xi = a,x,g...+ai_1 X1_1¢ai+1xi+1+...+anxn)

Ceci exprime que P est la projection sur R" selon Xy dy polyedre en (Xg ,Xl...Xn)
dont un systéme de contrainte est donné ci-dessus. Comme la derniére équation

ne contient pas de terme en Xo , elle est recopiée telle quelle dans le systéme
projeté. Le reste du systéme a projeter est égal au systéme de contraintes de 0
dans lequel la variable Xi a été renommée X9 , ce qul ne change rien au résultat

de la projection. [J

4.2.2.2.3. Proposition
Avec les mémes hypothéses, mais en supposant maintenant que aiIO (affectation

inversible) , sl (AX<B) est un systéme de contraintes de §, alors (A'X <B') est
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un systeme de contraintes de P, al
i
= ! =
Yk Tae.m, B " Bk+(b/ai]Ak Ny .
j=1.eon, (izj) = =AY -(a . /a. ).
. Yk 1...m, V3i1 ; n, (izj) (Ak Ak [aJ/al) Ak)
Vo= 1.000m, /-\K =Ak/ai

Démonstration
i"'1 n/
Pr=aldX|, A 3 A A X {AKX0+..°+AKXH:§BK et
X. = a, X +...+a.X0+...+a X +t)
i 1 n"n
_ i-1
P = A1 ALK+ A X
+Ak[(Xi-a1X1—...—ai_1Xi_1—ai+1Xi+1—...—aan—b/ai)
cal+ n
<
) A xi+1+"'+Aan"Bk]
I . .
P - [Ké,[Al—(a Fa A+ (A e, /e At)x, e

K i-1 717 KT
1

i+ i
[A /a )X +(A —(ai+1/ai)f\k]xi+1

, n i
] +Ak—(an/ai]AK SBK+[b/ai]Ak]

- A ’ ]
Po= (A, A x<B )

4.2.2.2.4. FExemples
Soit O le contexte incident défini par (fig.4.2.a):
X2 21
X14Xz 2 5 s=((5). (3P r=t(0). (3 o-v
X1 =X 2 -1
» 51 1'on effectue dans ce contexte 1'affectation inversible
X2:1=X1+X2/2+1 on obtient comme contexte de sortie {fig. 4.2.b)
-2X1+2Xy 2 3
X 27 8= {(9/7) y (11/2) bre=(() '(332)}' or =@
3X1 -2X2 23
Dans le méme contexte Q, on effectue 1'affectation X,:=X;+1, qui n'’est pas

inversible. On obtient (fig.4.2.c)
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et e (2 L d(1))s oneo

2 X, Xt
6 J 6 6
5 | 5 5
[ L &4
3. 3 3
2 24 2

1 1- 1-
! 4% 5 6 X, " 12 o34 s 6 X, 1 23 4 5% X,

a, b. C.

figure 4.2.

4.2.2.2.5.  Remarques

- Dans le cas d’une affectation linéaire, & une précondition qui est un
polyédre conrespond une plus forte postcondition qui est aussi un polyédre
dont on sait calculer les deux représentations. La transformation s'effaectue
donc sans perte d'information (sauf qu'il n'est pas tenu compte des débordements
arithmétiques).

. Si le contexte incident était sous une représentation minimale et si1 1'affec-
tation est inversible, les systémes obtenus sont minimaux. Dans le cas d'une
affectation non inversible, i1 convient de simplifier le systéme de contraintes

et le systeme générateur obtenus.

4.2.2.3. Isotonie de 1'interprétation de 1'affectation
La transformation que 1'on vient de définir sur les contextes abstraits sera
notée af?éct[ﬂ.xi:=E(X)3a

4.2.2.3.1. Théoréme
Quelle que snit 1’'instruction d’affectation Xis=EIX), la fonction AQ.affbct(Q.Xi:=

E{X)] estisctone (Smonotone croissante). sur le treillis des polyédres convexes.
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Démonstration

Si E(X) est non linéaire, il existe un vecteur d de R" tel gue VQe:K[}?n],
(X eaffect(Q,X,:=E(X)) <=> (Jve R,Y e P|X=y+vd). Alors si Qi<O,,
X e af'f‘ect(ﬂl,xi:=E(XJ) > (VeR,Y e | X=Ysud) => (Jve R,ye0, | X=Y+vd) <=
X(zafféci(ﬂz,xi:=E[X]]

Si E(X} est linéaire, afféct(@,xi:=E(X)] = alpost(vy(Q], Xi:=E[X]]. Or o,y et

post sont isotones, donc affect 1'est aussi.

4.2.3. Noeud de test

Un noeud de test posséde un arc prédécesseur et deux arcs successeurs correspondant
respectivement aux branchements selon la valeur "vrai” ou "faux"de la condition C
sur laguelle porte le test. Soit § le contexte associé & l'arc incident. On veut

en déduire les deux contextes P _=vraZ(C,Q) et P_=faux(C,Q) que 1'on peut associer

vV
respectivement aux arcs successeurs.

F

Les conditions de validité sont les suivantes (en négligeant les conditions
nécessaires a la bonne définition de 1'expression C):

2oly(@a L)

aly (@)a 7C)

T T
U U

F —

4.2.3.1. Condition non linéaire
51 C n'est pas une relation linéaire des variables numériques, une étude partii
culiere permet souvent de trnuver deux polyédres K1 et K; tels que:

{xerR" | cexdd ok,
{xeR" | LT ek,

(Par exemple C={LogX =0}, K;={1sX},K,={0<X<1}). Alors P00 Ky, Pe=@n Kz sont
des solutions convenables. En général, si rien n'a été prévu pour déduire K; et

K2, on prendra PV=PF=Q, solutions qui satisfont les conditions de validité.
4.2.3.2. Condition Tinéaire
4.2.3.2.1. Proposition

Si 0 est le contexte incident & un noeud de test portant sur la condition "aX=hb",

ol a est un n-vecteur ligne, et b un réel, alors les plus petits polyédres convexes
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que 1'on peut associer respectivement aux arcs "vrai” et "faux" de ce noeud
sont les suilvants:

. PV = QnH

. S1 QcH alors PF= ?#sinon PF=Q
ot H={x|aX=b}

Démonstration

Py © aly(Q)A (aX=b)) = QnH

Pe = aly(Q) A (aX=#b))

sl ¥X €@, aX=b, alors PF=a[faux)= g .

sinon PF est le plus petit ensemble convexe et fermé contenant tous les points

de Q qui n’appartiennent pas & H, lequel est de dimension strictement inférieure

& la dimension de Q. On démontre ([Von Hohenbalken 78], théorémes 1.1. & 1.2.)

que tout point de @nH est combinaison convexe de points de Q-H, sauf éventuelle-
ment les points des faces de QnH. Or si f est une face d'un polyédre P, de
dimension strictement infﬁrieure a la dimension de P, la fermeture de P-f est égale

a P. Donc (;lnHEPF, et PF=Q“

4.2.3.2.2. Proposition
Avec les notations de la'proposition 4.2.3.2.1.,mals si1 la condition est de la
forme "ax<b”, on a Py=OnE; et PF=Qr1E2 ,» avec Ey={X | axs<b} et E2={X | ax=b}.

I1 résulte des deux propositions précédentes que si la condition C est lindaire,
le calcul de vrai(C,Q) et faux(C,Q) revient & calculer 1'intersection de @ avec
un hyperplan ou un demi-espace. Nous savons effectuer ce calcul pour les deux

représentations {(cf., Z2.3.1.2. & 2.3.1.4.).

Jusqu’a présent on a toujours considéré que les variables prenalent leurs valeurs
dans R, c'aest-a-dire que Y(Q]:{Xe:]?n' XeQ}. Une prise en compte plus précise
des domaines des valeurs permet souvent une interprétation plus fine, surtout

lorsque ces domaines sont discrets.

4.2.3.2.3. Proposition
Soit a un p-vecteur ligne d'entiers tel que Yi=1...n, si 1’ensemble des valeurs

de typs Ti n'est pas inclus dans 1°’ensemble des entiers (relatifs), alors ai=D.



Soit b un entier. On pose:

a0 = 4030, Ue; 3

H = {XeR"|ax=h}

E, = {XeR"|axsb}, E;={xe R"|axzb}

Er = {xe R" [aXsb-a,}, E) ={X e R" |axzb+ag}

Alors, avec les notations de la proposition 4.2.3.2.1.:
- 5i la condition est "ax=b", on a
PV=Q11H
Si WckE, alors PF=Qr1E; sinon si QSE2 alors PF=Q{1E5 sinon PF=Q
- Si la condition est "aX<b", on a
PV=PnE1, PF=P nE;
Démonstration
Il suffit d’observer que
a(y(Q) n {X|ax=b})= enu(an{X]aXsb—aD}, 0 n {X|ax=b+a,}
et gue

aly(Q) n{x|ax<b}) = @n {X|aXsb-a,}

4.2.3.2.84. Ezxemple
({X,21,X34X225, X;-X22-1}, S={(4,1),(2,3)}, R={(1,0),(1,1)}, D=9)

= "X +B<2X,".

[ ]
! 1

Si X, et X, sont de type réel on obtient (fig.4.3.a}:
({Xy-Xp2-1,-X;+2X,26}, S={(4,5)}, R={(1,1),(2,1)}, D=8)
({X,21,X,+X,25, Xy-Xp2-1, X;-2X,2-6},

S = {(4,1),(2,3),(4,5)}, R=((1,0),(2,1)}, D=9)

V

P
i

1l

Par contre si X; et X, sont de type entier, le domaine PF obtenu est plus
précis (fig. 4.3.b):
Po = ({X221,X1#X225,X1-Xz2-1, X1 -2X22-5},

s = {(4,1),(2,3), (3,43}, R={(1,00,(2,1)}, D=8)

D'aprés les propriétés élémentaires de 1’'intersection des ensembles, il est clair
que les fonctions AQ.vraz(C,Q) et le AQ.faux(C,Q) sont isotones sur le treillis

des polyédres, quelle que soit la condition C.
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*  figure 4.3.

4.2.4. Noeud de jonction

Soient Q,.Qz...ﬂr les contextes associés respectivement aux arcs incidents 3 un
noeud de jonction. Le gontexte P assoclé & 1'arc issu de ce noeud doit vérifier:
v

PoalY, v(q,))

Donc, le plus petit polyadre qu'on puisse associer & cet arc est
r

cz(k\=/1 Y(l:!k]) = env‘(Q,...Qk)

Connaissant les systémes générateurs de 01...Qk. on sait (cf. 2.2.5) calculer

un systéme générateur et un systéme de contraintes de env(Ql...Qk).

Exemple

n=2, k=2

Q; = ({X)20,X220,X;+X2<1}, $={(0,0), (1,0}, (0,1}, Ry=D,=%)
Q2 = ({X121.X2=2}, S,={(1,2)}, Ry={(1,0)}, D,=%)

- L'enveloppe convexe Q3 de Q) et du sommet s=(1,2) de Q; est obtenue en éliminant

A du systéme développé:



(2]
]

(0=A<1, AC1IX+A(A(1)s-B(1))<A(1)s}
{A(1IX<B(1)} étant le systéme de contraintes de Q1. On obtient le systéme
{A(3)IX<B(3)} de UQs:

{Xz-X1<1, 0€X;<1, X,=0}

env(y,02)=env(@3,r), ol r=(1,0) est le rayon de Q5.
En éliminant u du systéme développé:
{=0, A(3)X-pA(3)r <B(3)}
on obtient le systéme de contraintes de env(8,,Q,):
{0<X,<2, X120, Xo-X;<1}
(51 US2, Ry URz, D3 uDy) est un systéme générateur de env(Q,,02). Aprés
simplification, on trouve:

S = {(DJO))[OJJ]]n[I]!Z]}a R={[1:D]}, D=¢

4.2.5. Exploitation des tests dynamiques

Si 1'on tient compte du fait qu'avant d'étre exécuté, le programme va &tre traité
par un compilateur, qui va placer dans le corps du programme un certain nombre

de tests destinés & détecter des erreurs & 1'exécution, on peut tirer parti de
ces tests dans 1'élaboration des contextes abstraits. En effet, aprés le calcul
d'une expression, soit 1'exécution du programme a été arrétée par la détection
d'une condition exceptionnelle, soit tous les tests dynamiques relatifs au calcul
de cette expression ont donné une réponse positive, ce qui peut &tre incorpors

au contexte successeur. ‘

Par exemple, si un tableau T[1...N] a &té déclars, aprés tout accés 3 un élément

TLI1, on peut affirmer que 1<I<N.

4.3. Systéme d'équations sémantiques approchées

Soient [al...aa] 1'ensemble des arcs d’un graphe de programme . Pour tout
k=1...a, on connait maintenant ure expression FK(PI...Pu] du contexte abstrait Pk
que 1'on veut associer a ak, en fonction du noeud origine de ay et des contextes

associés aux arcs incidents & ce noeud. Les contextes cherchés sont donc la plus



petite solution P du systéme d'équations P =F (Py...F )|k=1...a} associé & .
Comme toutes les fonctions Fk sont isotones, une telle solution existe dans le
treillis complet C(R™*. P n'est en général pas calculable, mals si P est tel
que Yk=1...a, szfk(ﬁ,...ﬁa] alors P est une approximation correcte de
3(Vk=1...a.ﬁk2Fk). Le chapitre suivant applique les résultats de [Cousot 77a,78b],
pour calculer un tel 5 , dans K[]?n]a. comma limite d’une itération croissante
approchée supérieurement,et pour améliorer le résultat obtenu par une itération

décroissante approchée shpérieurement.
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5 - ANALYSE APPROCHEE EN AVANT DES PROGRAMMES

5.1 - Introduction

La meillsure solution P du systéme d’équations sémantiques approchées en
avant n'étant en général pas calculable, nous allons calculer une approximation
P de P, telle que Yk = 1 ... O, Fk(51...5k] E-Ek' Chacun des ﬁk sera obtenu comme
limite d'une séquence finie de polyé@dres Pi (§ 5.2). Pour construire ces séquences
d’approximation, nous définissons un opérateur d’élargissement sur les polyédres
(§ 5.3) et nous &tudions une stratégie de calcul (§ 5.4). La solution approchée
; est alors améliorée par une séquence décroissante (§ 5.5). La théorie générale

décrivant ce procédé est développée dans [Cousot 78b, Ch. 4],

5.2 - Séquence Croissante d'Approximation

Rappelons les grands traits de la méthode d'approximation par une itération
crolssante approchée supérieurement ([Cousot 77a, 78b1). Pour obtenir la solution
approchée 5. nous allons définir une fonction d'interprététion approchée F
telle ques : Yk = 1...0 s

. si Pk-3 Fk[P1"'Pa] alors Fk[P1...ﬁl] = pk

. sinon Fk[P1°"ﬁx]26"” [Pk.Fk(P1...Pk))

i n..Pi -« e polyédres tels qus :

1 s

Alors on construira une séquence P
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(1 <s<a) => (k= s et P> =9)
S S
s = A1, 8 Ala,s)
(s >a) => (P, =F_ (P, Py 1]
=1 8
o Alk,s) = max {s’|s’ < s et kgr = k}
.Yk = 1...0, ¥s > 0, si PA(K s} Lk (PA“‘SJ...PA[Ol +8)) alors

K1

1 s’

v

s tel gue Ks' = K

~

La fonction F sera choisie de telle sorte que cette séquence se stabilise au bout

d'un pombre fini de termes, c'est-a-dire que :

S S
s, (k. =Kk ) =>(p ] 2
5 ) k

1 2 s s

3 s e N tel que Vs

v

i}
s
x

1”52

~

Pour tout k = 1...0, on note PK la valeur commune de tous les Pi
s > s et kg = K. s

Alors [[Cousot 78b, Ch. 2.5.4.1), quel gue soit 1l’ordre d'évaluation k1...k ‘e

choisi, on a P} 2 P Yk = 1...a . Cependant la vitesse de convergence et la
N\

précision du reuultat dépendent de cet ordre d’évaluation.

tels que

Pour exprimer la vitesse de convergence de la séquence, celle-ci sera divisée
en étapes, chaque étape correspondant & un intervalle maximal d'entiers

{51.5 +1...52} tel que

1

(s, <8 <s, A5, <8'" <s.As#5s') =>(k #£Kk ) )
2 s s

Pour construire F, [Cousot 77a] propose de définir un opérateur d'élargissement

V vérifiant les propriétés suivantes
L Ve KR™ x KIR™) » K(R™)

n
- WPP, e KIRT), PV P, 5 enw (PLP)

. Pour toute suite Po‘P1"'Pi"' de polyédres, la séquence QO, Q1,...Qi.,.

définie par Q =P, et vix1, Qi = 01_1 v Pi' n'est pas strictement

croissante (" Condltlon de chaine”).
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On choisit alors un ensemble W de noeuds de jonctions dans le graphe de program-
me, appelés noeuds d'élargissement, de telle maniére que toute boucle du program-
me contienne au moins un noeud d’é&largissement, et que Card(W) soit minimal.

Un tel ensemble n'est pas forcément unique ([Cousot 78b, § 4.1.2.0.2.]), mais

peut étre facilement déterminé automatiquement.

Alors, Vk

1...0, si Nk est le noeud origine de l'arc a *

SN £W=>F =F

~

« N, € W => FK(P1..,Pa] = Pk v env[Pi1...Pir]

ol a; ...y sont les arecs incidents au noeud de jonction N

1 r K

»
5.3 - Elargissement

5.3.1. - Le choix de 1'opérateur V résultant d’un compromis entre la
rapidité et la précision de 1l’analyse, 11 n'est justifiable que par expérimen-
tation sur des exemples de programmes. Un exemple trivial d’opérateur satis-
tfaisant les propriétés de 1'élargissement consisterait a poser :

VP 'PZ € K(I!n]. P1 v P2 = R", cet opérateur assure une convergence rapide de

1
la séquence, mais avec des résultats totalement imprécis et inutilisables.

5.3.2. - L'idée initiale sur laquelle est fondée la définition de
1’élargissement que nous choisirons.est de ne garder comme contraintes de
P1 v P2 que les contraintes de P1 qui sont vérifiées par P2. Le probleme qui
se pose alors est qu’il peut exister plusieurs systémes de contraintes minimaux
différents définissant P1, st que donc le résultat de P1 \ P2 dépend de la

représentation chouisie pour P_, ce qui n'est guére satisfaisant :

1
Exemple ¢
P, = {tx,yl]y=0, y < xks y+1} = {Gyly = 0, 0 < x < 1}
P, = {luylly 20, x 2y, xty 52}

PV p2 = {y 20, vy¢< x} ou {y 20, x 20}
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5.3.3. - Définition

Soient (A,B,S,R,D), (A',B',S',R',D') les repreésentations respectives de deux
polyédres P1 et P2 de I?n. Soient m, le nombre de contraintes de P1 et m2 le
nombre de contraintes de PZ' e€n supposant que dans les deux systémes, toutes les

équations apparaissent sous forme de couples d'inéquations opposées,
. Soit M1 le sous-ensemble de {1...m1} défini par :
Vi ¢ M1, Yx ¢ PZ‘ Aix < Bi

. Soit Mz le sous-ensemble de {1...m2} défini par :
Vi ¢ M2 33 ¢ {1...m1} tel que
P1 = {x | AX S B.» ke {1...3—1,3+1...m1} et Alx < Bi}.

(En d'autres termes, on peut sans modifier P1 remplacer la j-iéme contrainte de
P1 par la i-iéme contrainte de P2).
Alors si P,l =% on pose P1 v P2 = P2, sinon le polyédre P1 v P2 est 1l'ensemble

des solutions du systéme de contraintes (A, X < B et A' X £ B' )
M1 M1 M2 M2

5.3.4. - Remarques

- L'opération définie ci-dessus revient a convertir le systéme de contraintes
de P1 &n un systeme équivalent, mais tel que le plus possible de contraintes du
nouveau systeme soient vérifiées par P2. Ce nouveau systéme ne dépend pas de la
représentation initiale de Pq' On peut donc lui appliquer 1'opérateur défini
au § 5.3.2. et le résultat de P1 v P2 ne dépend pas de la représentation de P1.

- L'ensemble M1 est 1l'ensemble des indices des contraintes de P1 satis-

faites par tous les éléments générateurs de P2. L'ensemble M2 est l'ensemble

des indices des contraintes de P2 qui, adjointes au systéme de contraintes

de P1, sont mutuellement redondantes avec une contrainte de P1 (i.e. la contrainte
de P2 et la contrainte de P1 sont saturées par le méme ensemble d'éléments géné-

rateurs ce P1].
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- Pour calculer un systéme générateur de P1 v P2 (et pour simplifier son
systéme de contraintes), la procédure du § 2.3.2 est appliquée, en profitant

du falt que 1°on connait un systéme générateur de P1 {cf. 2.3.3.).

5.3.5. - Exemple

0
n

(y =0, 0s x < 1}, S, = {(0,0),(1,0)}, R, = D, =)

({y 20, x 2y, xty < 2}, S, = {(c,0), (1.1, (2,00}, R, =D, = 2.

-0
1

Dans le tableau sulvant, les lignes correspondent aux contraintes de P1 et

de PZ’ les colonnes aux éléments générateurs de P1. Une % a 1'intersection d'une
ligne et d’une colonne signifie gue 1'élément correspondant & la colonne sature

la contrainte correspondant & la ligne.
L

()] (5)
8] 0
.
y =0 X x
Contraintes de P1 4 0 s x X
x <1 b
;
y=20 X
Contraintes de P2 4 x2y | %
X+y<2
.

La contrainte x 2 0 de P1 ast satisfaite par P2.
Les contraintes y 2 0 et x 2 y de P2 sont mutuellement redondantes avec la

contrainte x20 de P1.

P,VP, = {lx.y) | Dsx, 0sysx}

x 2 0 est redondante dans ce systems.
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5.3.6. - Proposition

L'opérateur V satisfait les hypothéses de 1'élargissement (cf. 5.2).

Démonstiration
. Toute contrainte de P1 Y% P2 est satisfaite par P1 et P2, donc P1 v P2 est
un polyédre convexe contenant P1 et P2. Daone P1 v P2 contient le plus

petit polyédre convexe contenant P1 et P2, gui est env(P1,P2).

. Soit [Po‘P1""Pi"'°] une suite infinie de polyddres convexes.
Soit [QD.Q1....Qi,...] la séquence définie par QD = Po' et Vi > 1,
Qi = Qi-1 v Pi'
Soit g le plus petit entier tel que ¥i > 0, dim(Oi] < g. Alors 4 iD >0
tel que vi = i, dim[QiJ = g, puisque les Qi forment une séquence crois-
sante. Donc, Vi =2 io' Qi admet un seul systéme de contraintes dans I?q.
et ¥i > iD, le systéme de contraintes de Qi dans I?q est obtenu & partir
de celui de Qio par suppression de certaines contraintes, Qio ayant un
nombre fini de contraintes, on ne peut obtenir qu’'un nombre Fini de
polyédresQi différents & partir de Qio. Bonc 4 i1 tel que vi = i1.
Qi = Qi1 et V satisfait & la condition de chaine.
5.3.7. - Obtention de résultats plus précis
Disposant maintenant d'un opérateur d'élargissement qul nous assure de la
ctonvergence de la séquence croissante d'approximations en uninombre fini
d’'itérations, on peut choisir de n'appliquer cet opérateur gu'’a partir de
la ko-iéme etape de la séquence. Celle-ci convergera toujours, d'autant
plus lentement que ko sera choisi grand, mais vers un résultat d'autant
plus précis ([Cousot 78b1], 4.1.2.0.7.). En fait, il apparait que si 1l'con
ne fait aucune approximation aux noeuds d'élargissement, le temps d'exécu-
tion de 1'analyse croit exponentiellement avec KO (intuitivement, il
existe pkO chemins pour parcourir ko fois une boucle simple présentant
p chemins). On peut aussi, Jjusqu'a 1'étape kD appliquer un opérateur
d’approximation évitant cette "explosion” exponentielle, mais ne vérifiant
pas necessairement la condition de chaine. A titre d'exemple, nous avons
expérimenté un opérateur VA , tiré de V par affaiblissement du concept

de redondance mutuelle, en posant
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jJeM, <=>4i e{1g=,m1} tel que le nombre d’eléments générateurs de P

2 1

saturant AiX < Bi mais ne saturant pas AjX < 83 est au plus égal a8 A .
I1 est clair que VD =V .
On peut imaginer de laisser l°'utilisateur du systéme jouer sur les paramétres

ko et A selon la précision qu®il désire et le prix qu’il est prét & payer.

Dans tous les exemples yue nous donnerons, on prendra ko = A = 0.

5.4. - Calcul de 1a séquence croissante d'approximations

Il nous reste a déterminer la suite k1=..k5... dans 1'ordre de laquelle

les contextes vont &tre calculés.

5.4.1. - Ordre d’évaluation des contextes

L'ordre d’évaluation que nous avons adopté ne prétend pas &tre optimal.
I1 est cependant fondé sur les remarques suivantes :

5.4.1.1. - On a intérét & attendre pour calculer un contexte P, , qu'un

k

norbre maximum des contextes dont dépend P, aient été recalculés depuis

k
le dernier calcul de Pk° En particulier, si aucun de ces contextes n'a

il est parfaitement inutile de

changé depuis le dernier calcul de PK'
recalculer Pk° '
5.4.1.2. - S'il existe un chemin du noeud n, au noeud n, et s°il n'en

1 2
existe pas de n, a Ry alors on doit attendre pour traiter Y d’avoir
obtenu 17information définitive sur les arcs issus de n,.

1
5.4.1.3. - L'élargissement, qui fait perdre beaucoup d*information, doit

etre effectué le moins souvent possible.

Si n1 et n, sont des noeuds du graphe, on note n,l A n2. s'il existe un

chamin de n1 a n2, et n1 R n2 s'11 existe un chemin de n1 a n2 ne contenant

pas de noeud d*élargissement, sauf éventuellement e Puisque toute boucle
du graphe contient au moins un noeud d°’élargissement, la relation R est
antisymétrique. Il en résulte que R est un ordre partiel sur les noeuds

du graphe.




61

1)

ng
{
n11
{
n13
{
nt4
{
nl n15
n2 n10’/
/N
n3 n4 ni2
{

\\\ ns ‘/’ n16
{ /
nB

O\
n’/ nB
b

Figure 5.1
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Alors, la remarque 5.4.1.1. implique qu'aprés le calcul d'un terme de la
séquence il n'est intéressant de calculer qu‘un sous-ensenble des contextes.
5.4.1.1. et 5.4.1.3. suggérent de calculer un contexte de ce sous-ensemble
qui soit minimal pour la relation R . Enfin, il résulte de 5.4.1.2. que 1l'on
peut traiter les composantes fortement connexe du graphe une a une, selon
1°ordre partiel induit sur ces composantes par la relation A (rappelons qu'on
appelle composante fortement connexe d'un graphe G un ensemble C de noeuds

de G tels que [n1 e C) => (Vn2 e G. (n1An2 at nzAn1] <=> (nz e C))).

On construit alors un ordre total < sur les noeuds du graphe, par un tri

topologique :

Exemple
On considére le graphe de programme de la figure 5.1.a. Le noeud d’'élargis-
sement est n,. L'ordre partiel R est décrit par la figure 5.1.b., les

8

noeuds minimaux étant n1 et ng, les maximaux n7 et nBD Les noeuds sont

totalement ordonnés comme suit

n1sn25n35n4sngsn11Sn135n145n152n105n12Sn55n65n165n85n7

5.4.2. - Algorithme d’'analyse

Pour initialiser le calcul, on associe & tous les arcs du graphe le
contexte vide, et on met le noeud d’entrée en attente de traitement.

N

Un pas de 1’algorithme consiste & choisir un noeud en attente de traite-
ment et a treiter ce noeud.3°1il1 n'y a pas de noeud en attente, 1'analyse
est terminée, sinon on choisit toujours le noeud le plus petit, pour
1'ordre total < , parml les noeuds en attente.

Traiter un noeud n consiste pour chaque arc a issu de n, & calculer 1le
contexte associé a a en fonction des contextes des arcs incidents a n,
puis, st le nouveau contexte est strictement plus grand que le contexte

précédemment associé a a, a metire en attente le noeud extrémité de a.
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Exemple
Donnons 1'ordre de traitement des noeuds du graphe de programme de 1'exemple
précédent (fig 5.1) sans tenir compte d'une éventuelle convergence de la

séquence :

pas noeud traité noeuds en attente
initialisation : ny

1 n1 n2

2 n., na,n4

3 ng n4,n5

4 n, ng

5 n5 g

6 unS n7,n8

7 n8 n7,ng

8 Ng "7:M40° "
? 11 "7°M0" M3 My
10 n13 n7.n10.n14
1 Nig n7mw,n15
12 M5 "7:M10" M6
13 M0 7:M6° M2
14 'n12 n7,n18.n5
15 ng N aN gsNg
16 Mg n_sNg




64

5.5 - Séquence Décroissante d'Approximations Supérieures

La solution P obtenue comme limite de la séquence croissante d'approximations

est telle que

-~

>F (P, ...P )
- o

1e0o0 , P AL

Yk
et

i)

Kk

5k 2P

De 1'isotonie des Fk il résulte que

~

Fk(P1"'Pa) E:Pk

-~

Donc FK[P1...;aJ est une approximation correcte df la plus petite salution ﬁko
I1 en résulte que si 4 k = 1...0 tel que Pk # Fk(P1°°'Pa]’ on amélliore la
précision des résultats en continuant le calcul de la séquence en appliquant

F a la place de F (c’est-a-dire qu‘on n*effectue plus d'élargissement).
Contrairement & la séquence croissante, tous les termes de cette séquence
décroissante sont des solutions correctes. Pour éviter une itération infinie
[Cousot 76] propose d’accélérer sa convergence de maniére analogue a 1'élar-
gissement dans la séquence croissante. Nous nous bornons 3 limiter la longueur
étapes, Kk

de la séguence a k eétant un nouveau paramdtre.

Dans la pratique, Zela signif;e que lorsque la séquence croissante de contextes,
relative & une composante fortement connexe du graphe, a convergé, on effectus
encore k1 itérations en considérant les noeuds d°’élargissement comme des noeuds
de jonction ordinaires. Soit la séquence converge avant la k1-iéma itération
(vers une solution qui n'est pas forcément la plus petite), soit on se contente

d’une solution approchée.

5.6. - Exemples d'Analyse en Avant

Tous les exemples que nous allons présenter ont été traités automatiquemsnt'
par notre analyseur. Pour chaque exemple nous donnerons les indications relatives
a8 la vitesse de convergence (nombre d'étapes de la séquence), et le temps

d’'exécution de 1'analyse automatique.
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5.6.1. - Séquence Croissante

Au programme représenté par la figure 5.2, correspond le systéme d’équations

suivant :

P, = R

P, = affect (P1. I:=0)

Py = affect [Pz, J:=0) .

Py = env (PB'P1D)

s TPy o

P =p test non linéaire
6 4

P7 = affect [PS, I:=1+2)

P8 = affect (P7, J:=J1+1)

P9 = affect (PS, I:=1I+4)

P1O= env(PB,Pg)

A l'initialisation, on pose Pz=¢, Yi=1...10

1ére Etape

P = rR"
P> = affect (P}, I:=0) = {I=0}
Py = affect (P}, J:=0) = {1-0, J=0}
1 o po _ 1 po = pl - - =
P? P? Y eTv(PS,P:D) P = {I=0, J=0} Figure 5.
P = PL =P} e
Pl = affect (Pg, 1:=1+2) = {I=2, J=0}
Pé = affect [P;, J:=J+1) = {I=2, J=1}
Pé = affect (Pl, I:=I+4) = {I=4, J=0}
1 = 1 1 = = < i
Plo™ env (Pg,Pg) = {I+21=4 , 2<T<4} (fig. 5.3.a.)
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2eme élape

2 _ pl , I pl
P P1 Y env[PS,P1D)

! env {Pg.P;DJ = {I+2J24, 1-2J20, J=0} . (fig. 5.3.b)
Pj = {J20, I-2J20} (fig. 5.3.c)
P2 = affect taffect (P}, I3=I1+2), J:=J+1]

= {321, 1-2320} . (fig. 5.3.d)
Pg = affect (P§° I:=1+4)
= {J=20, I-2Jz24} (fig. 5.3.e)
P:D = env [P;.Pg]
= {320, 1-2J20, I+2J24} . (fig. 5.3.F)
env (P;,Pﬁol = {320, 1-2320}
=pz

La séquence croissante a convergé vers une solution exacte. L'analyse

s’arréte avec les résultats suivants :

= aucune information

= {1=0}

= {1=0, J=0}

= {J20 , 1-23=20} = P = Pg
= {J20, 1-2J22}

= {J=21, I-2J20}

= {J20, I-2324}

= {J=0, I-2J20, I+2J24}

©w T v U U U W W
© @ N D WON e

-
o

La séquence croissante converge en 2 étapes vers une solution exacte

Temnps d’éxécution : 0,22 secondes.



- —g ~—1 ey 1,‘4 11121 lliﬁ I

- e -

figure 5.4.
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5.6.2. - Séquences Croissante et Décroissante

L'exemple précédent est enrichi d’un test
de sortie (Fig. 5.4.). Le nouveau systéme

d’équations s’écrit, aprés simplifications:

P3 = affect(affect(l?n, I:=0), J:=0)

P4 = P4 \Y env[PByP12]

P5 = P4 A {Ig10}

PB = P4 A {Iz11}

P10= affect laffect (PS, I:=I+2}, J:=J+1)
P11= affect [PSD I:=1+4)

P12= env [P1D‘P11)

1ére étape
Py = P, = {I=0, J=0}

3
P = Py

Pg = ¢

Plg= (I=2.3=1}

Pl,= 11=4,3=0}

P:2= {I+23=4, 2s<1<4}

2éme étape
pz = pl y E“V[Pé'P%Z) = {J20, 1I-23z0)

q 4
pg = P: A I<10 = {J20, I-2J20, I<10}
pé = pz A I211 = {J=0, 1I-2320, 1211}

p? = af}bct(aff@cttpg, I1:=1I+2), Je=J+1)
= {J=1, 1I-2J20, I<12}
p2, = affect (PE, 1:=1+4) = {J20, I-2J24, 114}

2 . 2 3 = > -9231> < <
P12 envFP1D,P11) {320, 1-2320, 1<14, 4<I+2J<24}
env(P;,szl {320, 1-2J20, 1<14, I+23<24}

PZ

4

I p2
enu(PB,P12)

10

Figure 5.5,

{fig. 5.4.a)
[‘Fig. 5!4 ﬂb]

(fig. 5.4.c)
(fig. 5.4.d)
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La séquence croissante a convergé. On amorce alors une séquence décroissante

a partir de la solution atteinte :

3éme étape
pd = env(Pg.Pﬁzl = {J20, I-2J20, I<14, I+2]<24}

Pg = PZ A I10 = {320, I-2J20, I<14, I+2J<24, I<10}
= {J=0, I-2J=20, I<10} (fig. 5.4.e)
= pg

Pé = PZ A I211 = {J20, I-2J20, 11<I<14, I+23<24} (fig. 5.4 .e)

La ségquence décroissante a convergé vers une solution exacte.

- La séquence croissante converge en deux étapes.
- La séquence décroissante atteint une solution exacte en une é&tape

- temps d'exécution : 0,37 secondes.

Les deux exemples précédents sont assez simples pour pouvoir 8tre analysés
a la main. Notons que les résultats obtenus ne sont pas triviaux, et n’apparais-
sent qu'aprés un examen attentif des programmes.

Pour des programmes plus importants, il est impossible de donner ici le détail
des calculs et de représenter graphiquement les contextes (espace & plusieurs
dimensions). Nous ne donnons, pour les exemples suivants, que les résultats

cbtenus.

5.6.3. - Recherche Dichotomique

L'exemple suivant est la recherche dichotomique d'un é€lément R dans un
tableau trié T & N éléments réels (N 2 1). La premiére version de cet algorithme
est celle de [Knuth 73]. On n'analyse que les relations entre les variables

entiéres du programme (fig. 5.5.)
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-
©

systéme d’équations est le sulvant :
= (N21)

= af]bct[affbct[P1, L:=1}, Uz=N)

= P4 v env[P3,P1D.P13)
=P A (LU}

4
= P4 A (L2U+1)
= affect(P., I:=(L+U)div2)
= afféat(P7. Us=I-1)
affbct(P7, Le=I+1]

=P7

o U

W -

N D

Y
o

T W 0" U U UV
Y
an—d

-
N

Remarques

. On exploite la spécification

d'entrée, qui est que la borne

supérieure du tableau est supé-
rieure & sa borne inférieure Figure 5.8
(cf. 4.2.1.).

« On connait des expressions linéaires approchant 1'expression
(L+U) div 2 (cf. 4.2.2.1.1.) s L+U-1 < 2 [(L+U)div2] < L+U

« Les tests R < T[I] et R > TLI] sont non linéaires et n’apportent pas

d’information.

Les résultats sont les sulvants :

P3 = {L=1, U=N, N21}

Pq = {N21, L21, 2L<2U+3, UsN, 3Ls2U+N+3}

PG = {N21, L21, 2Ls2U+3, 3L<2U+N+3,U+1sL}

A = = P = = =

P7 Pg Pq P11 P12 {1<i<UsN, 2I<L+Us<2I+1}

P10= {1<LsN, 2L-1<2I<b+N, I=U+1}
P13= {1<UsN, U<2I<2y, L=I+1}
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La séquence croissante converge en deux étapes.
La séquence décroissante tonverge vers une solution en une étape

Temps d'exécution : 1,69 secondes.

A partir du résultat de P7, il est facile de montrer que les acceés 3
1'élément T[I] sont corrects, c'est-a-dire que 1<I<N. Nous reviendrons sur

1'utilisation des résultats au chapitre 7.

Une autre version de 1'algorithme de recherche dichotomique a été analysée :
c’'est celle qui est utilisée dans 1le compilateur PL/0 ({Wirth 76b7]).

Voici les résultats de 1'analyse :

I:=1 35 J:=N; {I=1, J=N, N21}
faire {1sIs<J<n}
Ki=(I+d)div 2 ; {1<I<J<N, 2K<I+J<2K+1}
si R<T[K] alors J:=K-1 {1<I<N, 2I-1<2K<I+N, K=J+1}
finsi ; {1<IsN, 2I-1<2K<I+N, K-1<J<N, I+3<2K+1}
si R=T[K] alors I:=K+1 {n21, K-1<J<2K, 1<2K, K<N, JsN, I=K+1}
finsi ; {1<I, 1=N, JsN, 1<2K<2N, 2I<2K<I+N, J<2K<23+2}
jusqua I>J ; {1<I, I-1<K<J+1<I, 1<2K<2N, N21}

La séquence croissante converge en deux étapes vers une solution exacte

Temps d’exécution : 2,8 secondes.
5.6.4. - Algorithmes de Tri [Knuth 73]
5.6.4.1. - Tri par insertion

pour J:=2 & N faire {2<J=<n}
I:=0-1 ; K:=Tr[J1;
tantque(I=1) et (K<T[I1) faire {1s<I, I+1<J<n}
TOI+1] := TLI] ;5 I:=I-1 ;
fait ; {0<1, 1+1<J, 2<J<n}
TCI+1] := K ;
fait ; {2<J, n<J}



72

La séquence croissante converge en deux étapes
La séquence décrolssante converge en une étape vers une solution exacte

Temps d'exécution : 0,75 secondes.
5.6.4.2. - Tri par Sélection

pour J:=N pas-1 & 2 faire {2<JsN}
I:=d 3
pour K:=J-1 pas-1 & 1 faire {1sKs<I-1, Is<J<N}
si T[I11 < TLK1 alors I:=K finsi ; {1sK<I<JsN, K+1<J})
fait ; {K=0, 1sI<JsN, J22}
Re=T{IJ ¢ TCIT := TLJ1 ; TCJ1:=R 3
fait 3 {J<1, J=<n}

La séquence croissante converge en trois étapes.
l.a séquence décroissante atteint une solution en une étape

Temps d’exécution : 1,86 secondes.
5.6.4.3. - Tri par "remontées des bulles”

K:=N ;
tantque K21 faire {1sksN}
I1:=0 ;
pour J:=1 a K-1 faire {0<I, I+15J, J+1=Ks<N}
si TLJI>TLJ+1] alors
W:=TCJd] 3 TLJ] :=T[JI+11; TLJI+1]:=W ;
I:=d {1<3, J=1, J+1sKsN}
finsi ; (0<IsJd, 1<J, J+1<KsN}
fait ; {0<i<i-1, J=Ks<N}
Ke=I 3 {D<I = K<J-1, J<N}
fait {KsN, K=0}

La séguence croissante converge en deux étapes vers une solution.

Temps d'exécution : 0,89 secondes.
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5.6.4.4. - "Heapsort"

procedure HEAPSORT (entier valeur N ; réel tableau [1..NJT)
début entier L,R,I,J ; réel K ; {N21}
L:=(N div 2)+1 5 R:=N 5 {N21, N+1<2L<N+2, R=N}
si L>2 alors L:=L-1 ; K:=T[L] {2L<N<2L+1, R=N, L1}
sinon K:=T[R]; T{R]:= T[1] ; R:=R-1 {L=N=R+1=1}
finsi 5 {L21, RsN, 2L+R<2N, 3N<2L+2R+1}
tantque R=2 faire {L>1, 2<R<N, 2L+R<2N}
[:=L 5 J:=2%I ;
tantque J<R faire {Rs<N, 1<L<I, 2I<R, J=21}
si J<R-1 alors si T[JI<TrJ+17 alors J:=J+1 finsi finsi :
{1=L<I, 21<J<21+1, J<Rs<N}
si K=T[J] alors exit finsi ;
TCID:=T[J] 5 I:=d 5 J:=2%J ; {L21, 2L<ISR<N, 2I=]}
fait ; {4<L<I, 2I<3<21+1, RN, J+2L+R<2I+2N,
J+2<2T+R, 2J+1<3I+L+R, 2J<3I+N}
T(Il:= K
si L22 alors L:=L-1 ; K:=T[{L] {2<R<N, L21, 2L+R+2<2N}
sinon K:=T[RJ; T[RI:=T{13 ; R:=R-1 {L=1, 1<RsN-1}

finsi ;

{1<R<N, L21, 2L+2R+2<3N, 2L+R+1<2N}
fait ; .
TC13:= K 5 {L>1, 0<R<1, 2L+R<2N}

fin ;

La séquence croissante converge en deux étapes.
La séquence décroissante atteint une sclution en une étape.

Temps d'exécution : 5,8 secondes.
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5.7 - Conclusions sur 1'analyse en avant

Les exemples proposés illustrent la richesse des résultats de 1'analyse en
avant. En effet, tous les acces aux éléments de tableaux dans les programmes
de tri présentés peuvent étre validés 3 partir des contextes calculés.
D'autre part, ces exemples justifient les mécanismes d’approximation adoptés :
d'une part la séquence croissante converge vite (deux & trois étapes par compo-
sante fortement connexe) et d'autre part elle converge vers une solution suffi-
samnent précise pour qu’une étape de la séquence décroissante suffise en général

a atteindre une solution qui ne peut plus 8tre améliorée par itération.






6 - ANALYSE APPROCHEE EN ARRIERE DES PROGRAMMES

6.1 - Introduction [Cousot 78, 3.5 & 5.6]

Nous allons chercher maintenant un autre type de résultats : étant donné
un programme 7 et une spécification de sortie {, nous voulons caractériser 1'en-
semble des états & partir desquels il est possible d'atteindre { . En d'autras
termes le contexte associé 3 1’arc a sera déduit des contextes associés aux
arcs issus du noeud extrémité de a, conformément & 1a sémantique du langaga
qui sera cette fols exprimée par les préconditions de [Hoare 697 :
Si a est un arc incident au noeud N et si Q1¢Q.QK sont les contextes associés
aux arcs issus de N par 1‘analyse sémantique en arridre, alors le contexts P

IS

associé a a dolt Btre tel que :
P o u(pré(y[01)..aY{Qk).N.a])

og pré(P ...Pk »N,a) dénote la plus faible précondition sur a 1mpliquant P1°'°Pk

sur les arcs successeurs de N.

6.2 - Interprétation en arriére des constructions élémentaires du langage
6.2.1. - Noeud de Sortie

Si 1'on connait un polyddre P de R tel qua PI(X) => X ¢ P, ob  est 1la

spécification de sortie, alors P sera le contexte associé aux arcs de sortie

du programme. Sinon on prendra simplement P = I?no
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6.2.2. - Noeud d'Affectation

1l

Soit § le contexte associé & 1l'arc issu d'un noeud d'affectation Xi 3= E{X).
On notera ar-affect (G, Xi = E[Xj)le polyédre associé a 1'arc incident. La
condition de validité s'écrit (en négligeant les conditions de définition de

1'expression E(X))
ar-affect (Q,X,:=E(X]) 3_a[[Xq...Xi_1,E(X1...Xn),...xn)e'y(Q]]

0.2.2.1, -Si E est une expression non linéaire, et si 1'on connait un systéme

de contraintes P(E) liant X1...Xn et E[X1.,.Xn], alors

ar—-affect [Q,xi:=E[X)] = proj[(x1...xi_1 (XeaeX ) € QA (Xox

est une interprétation correcte.

1"'Xn] € P[E],XD]

Démonstration :
(O X XX B anX )X ) € YR} <

(O X H X e o Xy X e eX ) e @ A (X X eeeX ) e PLED} =
proj ({(xo...xn1|(x1...xo...xnl e QA X ..uX ) e PEIL X 3.0

I1 s'agit d'effectuer 1l'intersection de deux polyédres dans I?n+1, puis
d'éliminer XO du systéme obtenu. Si le seul polyédre P(E) connu est égal
a an+1’ 1'expression ci-dessus se simplifie :

ar-affect [Q,Xi:=E[X)] = proj(Q,Xi]

6.2.2.2. -~ Si E(X) = aX+b, avec a; = 0 (affectation linéaire non inversible)
et si H={X e R" | X; = ax+b}
ar-affect (W,X,:=E(X]} > proj(Q n H, X,)

Démonstration :
Résulte de 6.2.2.1., avec H = P(E).[}
On sait calculer les deux représentations de proj(Q n H, Xi], aussi

prendra-t-on ar-affect (Q,X,:=E(X))= proj (@ n H,Xi].
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6.2.2.3. - 51 E(X]} = aXx+b avec ay # 0, alors il est correct de

aP—afjbctFQ,Xi:=E(X]l = afTbat[Q,Xiz=[Xi-Ej#i aj Xj-b)/ai

Démonstration

prendre :

Soit AX < B le systeme de contraintes de . La condition de validité s'écrit :

ar-affect (Q,X;:=E(X}) >

mo i-1 icn AN <B
L0y X DA B X et A TXG A (TS @ X th) e o sA X <By }
K

m J. i i _
Lo ps (A 80X #A &, X <B Aip}

k=1 23210k 257%
= {A*X<B'} avec

. B = B-buAi

={A

. YiAl, Aj=Aj*aJ=Ai
i i
- A —aiA

On vérifie que {A'X<B’} = affect({AX<B}, X; t= @' %b’) avec

b* = -b/ai, ai = 1/31’ ViFl, 63=-aj/ai.

On sait donc mlculer les deux représentations de ar—afféct(@,xi:=E(X])

(cf. 4.2.2.2.1. & 4.2.2.2.3.]).

6.2.2.4. - Remarques

- Lorsque 1'affectation est linéaire, 1°interprétation définie
ne perd pas d’information.

. La fonction AQ.ar-affect (Q,Xi==E[X)] est isotone quelle que

d’affectation.
6.2.3. - Noeud de Test

Soient QV et DF les contextes associés respectivement aux arcs
d’'un noeud de test portant sur la condition C.
Alors pre(C.Qv.QF] = (@, AC) v [QF A C)
(on néglige les conditions de définition de 1'expression C). Il en

proposition suivante :

cl-dessus

soit 1'instruction

®vral” et "faux”

résulte la
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6.2.3.1. - Proposition

Si PV et PF sont les plus petits ensembles convexes tels que
PV-E {x € QV]C(X)} et PF > {X e QF | TC(X)} alors le plus petit ensemble convexe
qu'on puisse associer & l'arc k incident au noeud de test est : env[PV,PF).

6.2.3.2. -~ Corollaires
. Si C est une condition non linéaire, env [QV.QF) est un contexte correct pour
1'arc k (des études spécifiques selon la forme de C peuvent permettre de trouver

un contexte plus précis).

« 51 C est une condition linéaire de la forme aX=b, alors
Py = {x e @, A ax=b}, Pp = (st G ¢ (X|aX=b} alors # sinon Q).
sont des polyédres et env[Pv,PF] est un contexte correct pour K.

« 51 C est une condition linéaire de la forme aX<h, alors,
Py = {X e Q, A axb}, Pe= (s2 Oz ¢ { X|axb} alors 2 sinon {X ¢ Qe A axzb}),
sont des polyédres et env[PV,PF) est un contexte correct pour k.

. 51 C est une condition linéaire ne portant que sur des variables de types

discrets (entier), si tous les coefficients ai et b sont entiers et si 1'on

pose a, = min ([a;]), H = {X|aX=b}, E, = {x]axs}, E, = {X|aXm},
i=1..n
E, = {x]axs-a_} _Eé = {X|axzb+a_}, alors

1°~ si € = (aX=b}, PV = QV nH, P. = (si QF n E! = ¢ alors

F 1

QF n E2 sinon si QF n E2 = ¢ alors QF n E1 sinon QF] ;

°_ gj = = = ~ b .
2 si C (aX<b], PV QV N E1, PF QF n t2 H

3°- Dans tous les cas PV et PF sont des polyédres et env(PV,PF] est un

contexte correct pour K.
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6.2.4. - Noeud de Jonction

Soient k1°..kp les arcs Incidents & un noeud de jonction et Q@ le contexte
associeé a l'arc issu de ce noeud. Alors la plus faible précondition sur l'arc
ki‘ impliquant Y(Q) est :
pré[y(Q),ki) = y{Q)

Il en résulte que Yi=1...p, le contexte Qk associé a 1l’arc ki est s
i

Qk = aly(@)) = Q.
i

6.2.5. - Propagation en arriére des conditions de cohérence

51 1'on tient compte dans les contextes précédant 1’évaluation dtune
expression £, des conditions nécessaires & la bonne définition de E {par exemple :
limites de sur- et sous- débordemant des nombres, diviseurs différents de zéro,
paramétres d'une racine carrée ou d‘un logarithme positifs, indlces de tableaux
entre les bornes...}, les contextes odbtenus au terme de 1’analyse en arriére sont
alors des propriétés nécessaires pour qu’aucune de ces conditions de cohérence
ne soit violée. Notons qu’en affectant un contexte non vide aux arcs de sortie
(cf. 6.2.1.) on propage implicitement une condition de terminaison du programme.
Les contextes ohtenus sont donc tels que si au cours d'une exécution du programme,
il advient que les valeurs des variables se trouvent & 1'extérieur du contexte
en arriere, alors on est sdr, & 1’avance, que soit uns condition de cohérence
sera violée, soit la spécification de sortie ne sera pas satisfaite, solt le

programme ne terminera pas.

6.3. - Evaluation en Arriére

Comme pour 1°évaluation en avant, 1’analyse en arriére se compose d°une
séquence croissante, ol sur tout arc issu d'un noeud d’élargissement, le contexie
est calculé en élargissant la valeur précédemment trouvée par la nouvelle valeur,
suivie éventuellement d’une séquence décroissante sans élargissement.

L'ordre d’évaluation des contextes est strictement inverse de celui utilisé lors

de 1'évaluation en avant.
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6.4 -~ Exemple

Considérons la procédure de tri d'un tableau TL1...N] par "remontée des bulles”,
telle gue la donne [Manna 74] , et donnons les deux systémes d’'équatians, sans

tenir compte des conditions de cohérence :

procédure TRI(réel tableau T[1..N1, entier N) ;

début entier 1,) ; réel S ;

1 I:=N ;

2: tantque 1£0 faire

3. J:=0 ;

4. tantque J£1 faire

3 si TLIBTLI+1] alors

- $:=T[J] 5 TLIT:=TLI+11s TLI+1]:=S ;

7 finst 3

8. Ji=J+1 ;

9 refaire ;

10. I:=1-1 ;

. refaire ;

(LA
Systéme en Avant Systéme en arriére
Py = R W, = ar-affect (QZ. T :=N)
P2 = affect (P1, I:=N) Qz = env [Qa A I#0, 012 A I=0)
Py = faux (env (PZ'P11]’ I=0) Uy = ar-affect (Q4. J:=0)
P, = affect (P,, J:=0) 0, = env (05 A I£3, Q5 A I=0)
P5 = faux (env [P4,P9]. I=3) Uy = ar-affect (Qg. J:i=3+1)
P9 = affect [PS‘ J:=J+1) Qg = env [QS A T#£T, Q1D A I=1)
P g™ vrat lenv (P,.Pg), I=J) 0,q= ar-affect (Q11, I:=I-1)
P11= affect [P1D' I:=1-1) Q11= env (QS A 170, Q12 A I=0)
P12= vrat (env (PZ.P11]. I=0) 9, = R 3
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Résolution du systéme en arriere

Initialisation : Qg = 6, 1=1.,12

1ére étape

Wp = R

Q) = 05 = {1=0}

Q;D = {I=1}

Qg = 0y = (1=3=1}

Qg = {1I=1,J=0}

Q! = prog({I=3=1, J=0}, 1)

il

proj (¥,1) =¢

Zéme étape
2 _ 2 - nl 1 1 -
Qg 04 Qg v env[QS A I£T, Q10 A I=])
Q; v {I=1, 0<J<1}

n

= {I=1, J<1}
Ué = {1=1, J<0}
2 = =
Q;3 {1=1}
011= {p<1<1}

2 _
Q10— {1=1<2}

3éme étape
Ry = Q) = 03 v {1s1<2, J<I}

= {I=1, J<I}
Qg = {I=1, J<I-1}
Og = {121}
3 - (1>
034" {120}
3 _
0 {121}

env (QF A I£J, Q35 A I=J) = Qg

La séquence a convergé vers une solution exacte
3 .2

Qz Q
3

01 = e

i}
—
=

v
[}
St
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Le contexte 01 associé & l'arc d'entrée n'est pas égal 3 R¥ : on a détecté
que si N < 0, le programme ne termine pas.
Nous donnons ci-dessous les résultats de 1'analyse en avant et de 1’analyse

en arriere :

P, = 24 0, = {N=0}
PZ = {I=N} QZ = {0<I<1}
Py = {1<n} 0, = {121}
P4 = {Is<N, J=0} 04 = {I>1, I=J}
P5 = {I<N, J=0} 05 = {I>1, I=J+1}
Pg = {IzN, J=1} Qg = {121, 123}
P1D= {o<1sN, J=1} Q1D= {1>1}
P11= {-1<I<sN~-1, J=I+1} 011= {1=0}

= = = 3
Po {1=0, 12N} 0,,° R

6.5 - Combinaison des deux interprétations [Cousot 78b, 5.6.2.3. & 5.7.5.7].

Nous nous proposons maintenant de caractériser 1'ensemble des états de calcul
gui sont simultanément descendants d'un état d’entrée satisfaisant une spécifi-
cation d’'entrée ¢ et ascendants d'un état de sortie satisfaisant une spécifica-

tion de sortie V.

6.5.1. - Soient (P = FK(P1...Pa)|k=1..,a} et {0 =6,(0,...0)|k=1...0}
les systémes d'équations respectivement en avant et en arriére associés au program-
me T , muni des spécifications d'entrées ¢ et de sortie ¥ . Alors 1'ensemble des

états descendant de ¢ et ascendant de Y est caractérisé par le systéme d'équations :

Ry = F(Ry---Ry) n G (R,...R ]}
6.5.2. - Une premiére approximation des R, consiste & associer & chaque arc

aK le contexte Pk n Qk.
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6.5.3. - Une meilleure solution consiste a construire une séquence analogue &
celle de 1'analyse en arriére, mais en posant cette fois : R& = Pk n-Gk{R%...R& ).
Cette solution est malheureusement difficile & mettre en oesuvre, en raison du
colit élevé du calcul de 1'intersection des polyédres. Notons cependant quelques

simplifications possibies :

. Noeud de test : si ag. @, aF sont respactivement les arcs incident, de sortie

"vral” et "faux” d’un nosud de test portant sur la condition C, alors :

v = v ] - = v '
] Py n env(Rv AT, Re A C) = env [RV. RF]
. Affectation linéaire inversible : si 1’expression E{X) est lingaire inversible

alors VP,Q ¢ K(rR"™)
ar-affect laffect (P,Xi:=E(X]) nQ, Xi:=E(X)) < P,

6.5.4. - On peut encore combiner les deux interprétations, en supposant que le
compilateur place en certains points du programme un test dynamique pour vérifier
que les variables appartiennent au contexte en arriéere. L'analyse en avant du

programmse ainsi modifié fournit alors les propriétés impliquées par les tests.

Exemple
Dans le programne du § 6.4., 1'analyse en arriére a permis de découvrir uns con-
dition d’entrée {N20) nécessaire pour que le programme termine. Appelaons

?
Pi’
spécification d’entrée. Nous donnons ci-dessous ces résultats, simultanément

i=14...12, les contextes résultats de 1°analyse en avant & partir de cette

avec les résultats de 1°'analyse en avant sans spécification dfentrée :
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P, = R 3 Py = {n=0}

P, = {1=N} Pl = {1=N, N20}

Py = {IsN} 3= {1=Is=n}

P, = {I=N, J=0} P, = {1sIsN, J=0}

P = {I=N, J=0} L= {1<1<N, J=0}

Py = {I=n, 321} Py = {1=12N, J21})
P.o” {o<1sN, 123} Pio= {1<1cN, 1=3}
Pisy= {-1<IsN-1, 1=3-1} Pis= {0<I<nN-1, I=J-1}
P..= {I=0, 12N} , P'_= {N20, I=0}

N
N
-
N



7 - PRIMITIVES EVOLUEES

Nous allons montrer maintenant comment la méthode peut &tre appliquée & des
programmes écrits en langage plus évolué. Nous étudierons successivement la struc-
ture de bloc, les procédures, éventuellement récursives, et nous montrerons
enfin comment mettre en oceuvre 1‘analyse des propriétés des objets‘décrits par
un mécanisme de types abstraits. Nous ne parlerons ici, que de 1l'analyse en

avant. Les éléments présentés dans ce chapitre n’ont pas €té implémentés.

7.1 - Structure de bloc

Pour prendre en compte la structure de bloc, nous devons associsr & chaque
point d’un programme son environnement, c’est-a-dire la liste ordonnée
x={><1
point. Si1 Y = {Y1,.,Yp} gst une liste d'identificateurs visibles au point a

...xn} des identificateurs des variables numériques visibles en ce

i’
nous noterons w(Y.ail la permutation de Y conforme & 1'ordre des identifica-
teurs dans l'environnement de ay . Pour simplifier, nous supposerons qu’un
identificateur I déclaré dans un bloc B, ne peut &tre redéclaré dans un bloc
intérieur & B. ‘

Par abus de notations, puisque la dimension de 1l’espace de référence varie

maintenant selon 1°‘environnement, nous noterons :
proj(P,Y) = (X | 4 Y tel que (X,Y) € P}

Alors, les opérations d'entrée et de sortie de bloc sont interprétées comme

suit, en admettant que les identificateurs X ..oxn, Y o.qu sont tous syntaxi-

1 1

quement différents s
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{(X,...X ) e P}
1 n
début
7] S A
réel Y b

1

n+p -
{(x1...xn,Y1...YpJ ¢ R | (XyeeeX ) e P}

{[X1...Xn,Y1...Yp) e Q}
fin ;
{(X1...Xn) € proj[Q,Y1...YD)}

Les branchements & une étiquette extérieure au bloc courant sont traités de 1a
méme maniére [Cousot 78b, § 6.1], & condition que‘les etiquettes scient stati-

quement déterminées.

7.2 - Procédures Récursives

7.2.1. - Dans [Cousot 77b, Cousot 78b] 1'analyse d'une procédure récursive associe
a tout point a, de la procédure un transformateur de prédicats @i, tel gue l'en-
semble des valeurs possibles des variables X, environnement de la procédure, au
point a, soit caractérisé par le prédicat @i[¢], quelle que soit 1'exécution de

la procédure a partirde paramdtres d’entrée vérifiant ¢ . L'application que nous
traitons ici permet une formulation plus simple de l'analyse des procédures, parce
que les propriétés analysées expriment des relations entre les variables.

En effet, soit V = (v1...vp] et R = (r1...rq} les paramétres d'une procédure

f, passés respectivement par valeur et par résultat, et soit X = [X1...Xn]
1'environnement du corps de f. Alors nous associerons a chaque point a; de f

un polyeédre Pi € IQn+p de telle sorte que le transformateur de polyédres @i

défini plus haut s'exprime de la maniére suivante :
WP e RP™, 0.(P) = (X e R"3 (V. .R) e RP"TA (W.R ) e P A (V) « P.}
i 0’ o 0" a o i

En d'autres termes, en chaque point de la procédure nous chercherons les contraintes
liant les valeurs courantes des variables et les valeurs initiales des paramétres
par valeur. Ces contraintes seront établies indépendamment de tout contexte d'appel,

mais en adjoignant & ce systéme les contraintes sur les valeurs initiales,
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connues lors dfun appel spécifique, et en éliminant de ce nouveau systéme les
variables représentant leurs valeurs initiales, on obtiendra les contraintes

sur les valeurs courantes des variales.

7.2.2. - Les regles de déduction sur les instructions du corps de la procédure
{affectation, test, jonction) sont donc inchangées. 11 reste a définir les
régles correspondant a l'entrée, a la sortie et & 1'appel de procédure.

Tout d'abord, nous introduirons quelques hypothéses

Restrictions Syntaxiques (prisss pour simplifier la présentation) :

. les paramétres effectifs passés par valeur ou par valeur-résultat sont
toujours des variables.

. tous les paramétres effectifs sont des variables syntaxiquement distinctes.

. nous considérons qu’aucune variable globale n‘est visible a 1°intérisur
d'une procédure

. enfin nous omettons le cas des fonctions, qul ne sont qu'une facilité

d’écriture.

Restrictions Sémantiques

. Nous ne tralterons pas les passages de parameétres par nom et par référence,
qui posent de difficiles problémes d’"alias”.
. Enfin nous supposerons gqu'on peut toujours associer statiquement un corps

-

de procédure a un appel de procédure.

L’interprétation d'une procédure se définit comme sult (nous supposons gue toutes

les variables sont syntaxiquement distinctes]

procédure f (réel valewr v,...v_ 3 réel résultat r RS

1 P 1
réel vuleur résultat u1,°,us)
entrde (V,R,U) = {(V,R,UV_,U) € R 2PHUT2s
vi=1..p, Vi=voi et Vi=1..s, UJ=U03}

{(V,R,U,V ,U ) € sortie}
o’ a

finproe ;
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Le polyédre sortie résulte de 1'analyse du corps de f.

Soit (X,V,R,U) 1'environnement d'un appel f(V,R,U) avec X = (X1°"Xn)'

vV = (v1...vp), R = (r1..rq], U= (u,..u_) représentant des variables syntaxigue-
ment distinctes, et soit P 5112n+p+q+s le polyédre associé au point a précédant
1'appel. Alors nous noterons appel (f,V,R,U,P) le polyédre associé au point
suivant 1'appel, et défini comme suit

appel (£,V,R,U,P)={(X,V,R,U) ¢ R"P™A*S | 3 o gP | R, e RY, 3 U, e R®

tels que w[X,V.RO.UO,a] € P et [V'.R.U,V,UDJ € sortie} )
= progj ({[X,V,R,U.V',RO.UOJ ,

wlX,V,R .U ,a) e P et (V',R,U,V,U ) ¢ sortie}, V'.R .U )
0 g s} 0 0O
7.2.3. - Calcul de la séquence d'approximations

Dans le cas des procédures non récursives, la séquence est calculée comme
précédemment (chapitre 5). Par contre la séquence des polyédres correspondant
d une procédure récursive peut 8tre infinie. I1 convient donc d’accélérer la
convergence par élargissement, ce que nous conviendrons de faire au niveau du

polyedre de sortie de la procédure.,
7.2.4. - Exemples

7.2.4.1. - Fonction 91 de Mac Carthy

procédure f (entier valeur x ; entier résultat y) = {P1}
87 x>100 alors y:=x-10 {Pz}
sinon

début entier z,t ;

zi=x+11 ; {PB}

flz,t) {P4}

flt,y) ; {P5}

fin ; - Arg}
finsi ; {P7}

finproc ;
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Systéme d'équations approchées associé d f ¢

P, = {0xy,x) | X=X }

1 o
P, = {(x.y,xol € aj‘f(P1 A x2101), y :=x-10}}
Py = {(x,y.xo.z,t) € aff([(x,y.xo.z,t] | [x.y,xol € (P1 A x<100}, z:=x+11})

P, = {[x.y.xopz,t) € appel[f.z,t,Pal}
= Ly pzot) € proj({lx,y,x ,2,8,2" 0t ) | (x,y.x ,2,t ) € Py
et (z'.t’zj € P7}n Z’.tol}
P. = {(x,y,xouz.t) € appel(f,t.y.qu}
= {(X.y-XDaZ.t] € pPOJ[{Xay.XO.Z.tat°.y0] l (X.yo.XOnZ.t] € P4
et (t°,y.t) e P7}. t',yol}
Pe = {{x,y,x ) € proj (P.,z,t)}

P., = [(x,y,xol € env[PZ.PB]}
Résolution approchée du systéme
Initialisation : P{ =@ , 1 = 1..7

1ére étape :

P; = [x=x0}

PY = {x=x_, x2101, y=x-10}
P; = {x=x0n x<100, z=x+11}
Py = Pe = Pé =9

AL

2eme étape :

P2 = {x=x_, x<100, z=x+11, 22101, t=z-10}

p? = {x=x0, x<100, z=x+11, 22101, t=z-10, t2101, y=t-10}
= {x=x0=100, z=111, t=101, y=91}

p? = {x=x =100, y=91)}

P;:V env(P;,Pél

P; V {x=x_. y281, x-10sysx-9}

-
n
n it

{x=x0. x-10sy, y=291}
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3éme étape

p3 = {x=xo, x<100, z=x+11, z-10<t, t291}

4
Pg = {x=x_, x€100, z=x+11, 2z-10st, t291, t-10<y, y=91}
Pg = {x=x0, x<100, x-8<y, y=91}

1 p3y = p2
env(Pz,PBJ P7

La séquence a convergsa.

La solution obtenue pour P7 est égale & 1l'enveloppe convexe du domaine réel qui est
{x_<100, y=91} v {x,2101, y=x-10}

7.2.4.2. - Tours de Hanoji
procédure Hanol (entier valeur n ; entier valeur-résultat a,b,c ;

entier tableau [x] TA,TB,TC) = {P1}

st n=1 alors

b:=b+1 ; TB[bl:=TA[al; a:=a-1 P}
sinon

début entier m ; mi=n-1 ; {PB}

Hanoi (m,a,c,b,TA,TC,TB) ; {P4}

b:=b+1 ; TB(bl:=TA[al; a:=a-1 ; G,

Hanoi(m,c,b,a,TC,TB,TA) ; {PB}

fin ; . {P7}

finst ; {PB}

finproc ;



Systéme d'équations approchées

p, = {tn,a,b,c,n_,a ,b ,c ) | n=n_, a=a ., b=b_, c=c_}
1 0 0 0 D (4] o s} o
= < ¥ A = s = TS
P, {(n.a.b.c.no.ao.bo.col € af'f‘(af"ft(P1 n=1), b:=b+1), a:=a-1)}
P. = {(n,a,b,c,n ,a ,b ,c ,m} €
3 0 0o 0 o

6 L1 -
aff({{n,a,b,c.n_.a_,b_.c_,m) | (n,a,b,c,n ,a b .o ) € P}, mi=n-1)}

P = {(n,a,b,c,n_,a ,b _,c_,m) €
4 o 0o o o

prog[{(n,a,b,c,no.a b se sma, b e

o 1Pqeeem’d |

(n.a1.b1.c1,n0,ao.b0,c0.m) € P3 A

[ I ~ [
(in .d,c,b,m,a1.c1.b1) € PB} ’ m,a1,b1,c13}
P. = {[n,a.b,c,nonao,bo.ca,m] € aff(aff[P4, b:=b+1), a:=a-1}}

p. = {(n,a,b,c,n ,a ,b ,c .m) €
0’“0’"0’ o

1,b1.c1.m’) !

0 _,a pb sC .m] e P A
o 0 0 0 5 =~

pPOj({(npaabncanonaoobolconmna

(n,a1,b1 1

9 ¥
(m*,c.b,a,m,c,.b,.a,) € PB}. m ,a1,b1pc1]}

s C

P = {[noapbpcpngﬂaolboﬂcoj € pPOJ(PSom)}

P = {(noapbocpnonauvboocoj € envFP20P7]}



92

Résultats

procédure Hano7 (entier valeur n ; entier valeur-résultat a,b,c ;
entier tableau [x] TA,TB, TC) =
{n=n0, a=a_. b=b0, C=Co}
si n=1 alors
b:=b+1 ; TB[b]:=TA[al; a:=a-1
{n=n =1, a=a -1, b=b +1, c=c_}
(] =] 0 o]
sinon
début entier m ; m:=n-1 ;
{n=n_=m+1, a=a , b=b , c=c }
0 [s] (8] (0}
Hanoi (m,a,c,b,TA,TC,TB) ;
{n=n_=m+1, m21, a=a -m, b=b , c=c +m}

0 8] 0 [n}
b:=b+1 ; TB[bJ:=TA[al; a:=a-1 ;
{n=n_=m+1, m>1, a=a_-m-1, b=h +1, c=c +m}

o] o] (8] ]
Hanoi (m,c,b,a,TC,TB,TA) ;

{n=n_=m+1, m21, a=a -m-1, b=b_+m+1, c=c }

o a 8] 8]

fin ;
{n=n_, n>2, a=a -n, b=bh +n , c=c 1
[n] (8] a 0] (8] (] 0
finsi ;
“{nsn_, n 21, a=a -n , b=b +n , c=c }
a (8] (8] o] (8] 8] (s}

finproc ;

Remarques :

. Le prédicat de sortie contient une condition sur N [n021] qui est une con-

dition nécessaire de terminaison de la procédure.

. Les resultats obtenus rendent compte de maniére précise du comportement de la
procédure : en effet, Hanol étant appelée initialement avec les parametres
a,=n,» DD=CD=D, d'apreés le prédicat de sortie, le résultat de 1'appel sera
a=0, b=n0, c=0, ce gui correspond bien aux spécifications du probléme des

Tours de Hanoi.



7.3 - Types Abstraits

Dans ce paragraphe, hous montrons comment notre méthode pourrait &tre étendue
a 1'analyse de programmes manipulant des objets décrits par une spécification
abstraite. Quoique le principe de cette extension soit simple, les problémes

concrets posés par son application ne sont pas tous résolus.
7.3.1. - Généralités

L'idée est d'associer 3 un objet d'un type abstrait un snsemble de valeurs
numériques telles que certaines conditions de validation des opérations sur les
objets du type abstrait puissent s’exprimer sous forme de relations linéaires

sur ces valeurs numériques.
Exemple

Si 1'on associe a tout objet du type pile la hauteur h de la pils, la
précondition de 1°‘opération dépiler s'écrit h2i. O

Autrement dit, & un type abstrait T, nous voulons associer deux nouvelles
fonctions d’abstraction et de concrétisation a° et y* (ou un ensemble de

) ¢ 9 Q
couples (a1ny1)=.(apo Yp]]telles que

a* : T+E y° ¢ E -+ P(T)

YueT, uey'la'lu)l

Vy e PLE ]}, v = a'{y’(y)]

o E est un domaine numérique (réels, entiers, intervalle...].

Par extension, si U e P(T), on notera a’(u) l'ensemble {a’(u) | u e U}.
D'autre part, on aura toujours y*(x) = {u e T | a'lu)=x}.

Alors Yy° o y o a o @° est une fermeture sur P(T), et d’aprés [Cousot 78b,
ch.4] ceci est suffisant pour définir une interprétation approchée des objets

de type T.
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7.3.2. - Spécification de 1'interprétation numérique d'un type abstrait

7.3.2.1. - Dans la mesure ol la valeur numérique a'(t) que nous associons
a un objet t € T sera souvent effectivement concrétisée dans 1'implémentation
de t (par exemple si une pile est implémentée sous forme de tableau, sa
hauteur sera concrétisée par 1'indice du scmmet de la pile), il pourrait
suffire de donner la correspondance entre o'(t) et sa concrétisatian, et de
laisser le systeme déduire les propriétés de o'(t) & partir de 1'analyse de
1'implémentation de 7. Si 1'on veut séparer nettement la spécification du
type, de son implémentation, il faut gque le programmeur spécifie lui-mBme le
comportement de a'(t) quitte ensuite & vérifier la cohérence de cette spé-

cification avec une implémentation.

7.3.2.2. - Tout objet de type T est obtenu & 1’issue d'une suite d'opérations

a partir de constantes prédéfinies du type. L*analyseur pourra considérer les
variables o'(u), u ¢ T, comme des variales numériques ordinaires & condition
de connaitre a'(c) pour toute constante prédéfinie c de T, et de savoir inter-
préter les opérations sur les objets de type T.
Nous utilisons pour définir les types abstraits, un langage semblable 23
Alphard ([Wulf 761), 2 cause de la claire séparation qui est faite dans ce
langage entre la spécification et 1'implémentation des types, et de la possi-
bilité qu'il offre de préciser les pré et post-conditions des procédures sur
les abjets.
L'écriture de la partie '$pécifications” d'une "forme" s'accompagne de la
definition d’une ou plusieurs interprétations numériques aa...aé comme suit
. D'abord le nom du type est déclaré, ainsi que les paramétres d'instantiation.

A ce niveau sont déclarées les interprétations numériques éventuelles.

Si [x1...xn] sont les paramétres numériques, le programmeur définira dans

le reste de la spécification, le comportement de a(xq...xny a;[u]...a&(u]]

ot u est 1'objet spécifié.

- Les propriétés invariantes des objets du type peuvent induire des propriétés

des valeurs des fonctions ai, proprietés qui seront utilisées par 1‘*analyseur.



. Dans la partie d'initialisation, le programmeur donnera les valeurs des
fonctions d'interprétation correspondant a un objet du type immédiatement
apreés sa création.

. Pour chaque procédure f : 9 x ® - TS X IQt. on donnera :

pra(e) = at{(x.as (...l U)X ¢ R, Ue 1Y et (X.U) e pré(fI )

post (f) = a([[x,Y,u%(U]ao.a;(ul,a%[VJ...ap[V]

Xe R, YeR Uetdh, Ve T® et (X,Y.UV) € post (£)}]

. S1 1la fonction f est & résultat booléen, le programmeur donnera :

vrad (6) = al{X,ap ).t W)X e R, U e 19 et £(X,U) = vrai)
fd (£) = al{X.a W) ..ot WX e R", Ue 19 et fIX,U) = faux}
7.3.2.3. exemple
forme pile (entier n ;3 type t) = {h(pile) : entier}
spéet fications
requiert n>0 ; {réq nz1}
sott plle = <c,,xi°,u>oa X4 est t 3
tnvariant 0 < longueur (pilels<n ; {{nv :0s<h(pile)<n}
initialement pille = sequence nulle {tnit: hipile)=0}
procédures
empiler (pile valeur-résultat p ; t valeur x);
pré : 0<longueur(pl)<n foré (empiler): 0O<h(p)<n}
post : p=p_ v x {post (empiler): h(p)=h(p0]+1}
dépiler (pile valeur-résultat p) ;
pré s O<longueur (p)sn foré (dépiler): O<h(plsn}
post : p=début (p) fpost (dépiler): h(p]=h(p0)-1}
sommet (pile valeur p 3 t résultat x)s
pré : O<longueur (plsn {pré (sommet): Osh(p)<n}
post : x=dernier (p) ' {post. (sommet): h[p)=h(p0]}
vide (pile valeur p) retourne b:booléen ;
poat : b=(p=séquence nulle) fvrai (vide): h(p)=h(pol=0}

[faux fvide): hinl=hin 121}
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7.3.2.4. - Remarques

. Dans 1l'exemple ci-dessus on a pu décrire exactement 1°’influence des fonctions
sur l'interprétation numérique : toutes les post-conditions sont des équations
définissant h(p). Il n'en est pas toujours de méme : ainsi si la cardinalité
c est une interprétation du type “"ensemble”, alors la post-condition de la

fonction gui inserre un élément dans un ensemble e est : cl(e')<c(elzcle’+1).

. D’autres exemples de spécifications seraient plus difficiles & traiter :
ainsi si 1’on associe au type "noeud d'un arbre” 1'interprétation décrivant
la hauteur d'un noeud, alors la fonction qui inserre une feuille dans 1'arbre
modifie les hauteurs d'un ensemble de noeuds qui ne lui sont pas donnés en
parametres, et peuvent méme ne pas &tre visibles au point d’appel de la fonc-

tion. Ce type de problémes reste a étudier.
7.3.3. - Analyse des Programmes comportant des Spécifications Abstraites

Une interprétation numérique o' du type T étant fournie, le systéme est alors
capable d'associer & tout programme utilisant T un systéme d'équations approchées
rendant compte du comportement des variables "virtuelles” a'(t), t € T, au méme

titre que des variables de types numériques du programme.

7.3.3.1. - Déclaration

Toute déclaration d'une variable t de type T revient & la déclaration d'une
variable a'(t) de type E. La création de la variable t n'étant pas une opération
séparée, en Alphard, le contexte successeur de la déclaration contiendra les
contraintes sur les param@tres du type (contraintes réq ), les contraintes sur
a’(t) & 1l'initialisation (contraintes Znit ), et les contraintes résultant des

invariants du type (contraintes Znv ).

7.3.3.2. - Appel de Procédure
L'appel d’une fonction f & partir du contexte @, sera interprété comme 1'appel
d'une procédure ordinaire (ch. 7.2.2.) & partir du contexte Q@ n pré(f), le

contexte de sortie de la procédure étant post(f).
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7.3.3.3. - Test
Un test portant sur des variables de type T ne peut s’écrire qu'au moyen d’une

fonction sur T & résultat booléen. Alors, avec les notations de 4.2.3. on aura :

]

Q n vrai(f)
Q n faux(f)

vrat {(f,Q)
faux (£,Q)

7.3.3.4. - Exemple

Pour 1illustrer la construction d'un systéme d'équations, nous donnons ci-des-
sous 1l’exemple d’un programme transférant les valeurs de la pilse P1 dans la pile
P, en inversant leur ordre. Les résultats de 1l'analyse d'un programme plus impor-

tant seront donnés au § 7.3.4.

procédure Inverse (pile (n, entier)valeur P1 ; pileln,entier Irésultat P2) =

(1} entiter x ;
(2} tantque ( “vide(P1)) faire
(3} sommet (P1,X])
{4} empiler(P2,X]) ;
{5} dépiler{P1)
{6} fait
finproc ;

Systéme d'équations

Q, = {n21, h(P,)=h . 0s<h_<n, h(pP,)=0}

9, = enviw1,05) 0 {h(P1}21}

9y = 0,

o, = 3 h1][n»hoph[P1},h1) € Oy A h(P,)=h +1]}=
9, = 3 h1i(n,h0,h1,h(P2)] € 9, A h(P,)=h -1}
Qg = ew(Q,,05) n {h(P1]=O}
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7.3.4. - Exemple de programme analysé

Le programme ci-dessous construit dans la file de sortie la forme postfixée
de 1'expression infixée fournie dans la file d’entrée, conformément & la priorité
(=) des opérateurs, en utilisant une pile intermédiaire. L'interprétation du type
file se déduit directement de celle du type pile. On n'a pas fait figurer les
tailles maxima des files et de la pile. Pour simplifier l'écriture des résultats
on note £,5,I respectivement les longueurs des files "entrée” et "sortie” et la

hauteur de la pile "inter”.

procédure Posftix (file (symbole) valeur entrée ; file (symbole) résultat sortie) =
pile (symbole) inter ; symbole c, cl ; {E=E020, S=I=0}
tantque ( “vide (entrée)) faire {120, S20, E21, E+I+S<E_}
premier (entrée, c) ; '
si identificateur (c) alors % c est un identificateur %
enfiler (sortie, c) {120, sz1, E>1, E+I+S<E_+1}
sinon si opérateur (c) alors % ¢ est un opérateur %
tantque ( "vide (inter)) faire {121, s20, E21, E+I+SSEO}
sommet (inter,cl) ;
si ( "opérateur (cl)) alors exit finsi ;
si (c>cl) alors exit finsi ;
enfiler (sorfie, cl) ; dépiler (inter) ; {120, S21, E21, E+I+SsED}
fait ;
empiler (inter,c) {I=1, sS=20, E>1, E+I+S<E_+1}
sinon si parenthése-gauche-(c) alors % c est une ( %
empiler (inter, c) {1, s20, E21, E+I+SSEO+1}
sinon % ¢ est une parenthése droite %
tantque ( “vide (inter)) faire {Iz1, s20, E21, E+I+S<E_}
sommet (inter, cl) ;
si ( Topérateur (cl)) alors exit finsi ;
enfiler (sortie, cl) ; dépiler (inter)
fait ;
si vide (inter) alors erreur % trop de parenthéses droites %
sinon dépiler (inter) ; {120, s=0, E21, E+I+S<E -1}
finsi ;

e

{120, S21, E21, E+I+SSE0}

finsi ;
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défiler (entrée) ; {I20, S20, E20, E+I+S<E}

fait ; (120, $20, E=0, 1+sseo}

tantque ( “vide (inter)) faire {Iz1, s20, E=0, I+S<E_ }
sommet (inter, cl) ;
si ( “opérateur (cl)) alors erreur % trop de parenthéses gauches %
sinon enfiler (sortie, cl) ; dépiler {inter) ; {I20, S20, E=0, I+ssE°}
finsi ;

fait ; {1=E=0, DsssEo}

finproc ;

7.3.5. - Conclusions sur les types abstraits

L’exemple précédent illustres la richesse des résultats que l'on pesut obtenir :
non seulement toutes les préconditions des appels de procédures aont été prouvées,
mais on a de plus découvert que la somme des longueurs des trois listes était au
plus égale & la longueur initlale de la file d'entrée +1. Cette information pour-
rait permettre a un compilateur d’'optimiser 1’implémentaticn des listes : on
peut par exemple implanter les deux files bout & bout dans une zone de E0+1
octets (si un syibole tient sur un octet) comme 1'illustre la figure 7.1, ou
méme représenter les deux files et la pile sur une méme liste circulaire de
2E0+2 octets (compte tenu du chainage de la liste), moyennant des décalages de
la pile, & mesure que la file d'entrée se vide et que la file de sortie croit

{(figure 7.2},

premier{sortie)

premier{inter)

I I T 1T 1111171
$ t

dernier{sortie) premier{entrée)

premier{entrés)

figure 7.1. figure 7.2.
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On peut ainsi envisager de laisser le compilateur choisir une représentation
pour chaque objet d’un type abstrait, & partir des résultats d'une analyse
sémantique. Il est bien évident cependant que de trés gros problémes restent

& résoudre dans cette voie.

La difficulté essentielle soulevée par l'interprétation des types abstraits
est que 1l'utilisateur définit lui-méme les propriétés qu'ili veut étudier, ainsi
que la maniére de les analyser. Citons une autre application possible de 1la
méthode, qui ne présente pas ce probleme, et qui est la détermination de la taille

des objets dans un langage de trés haut niveau comme SETL [Schwartz 75].



8 - APPLICATIONS DE LA METHODE

8.1 - Preuves de Propriétés

Soit (S,R.D) le systéme générateur du contexte associé a l'arc a, a 1'issue
de l'analyse en avant. Pour prouver que, quelle gue soit 1°exécution du program-
me et quel que solt le moment ol le contréle parcourt a les variables satis-

font la contrainte cxsb, i1 suffit de vérifier que :
¥s € S, cssb, ¥r ¢ R, cr<0 et V¥Yd ¢ O, cd=0

Cette condition n’est pas nécessaire, mais en progageant la contrainte au cours
de l'analyse en arriére, on peut chercher des contrs exemples, c’est-a-dire

des valeurs d'entrée a partir desquelles l'exécution du programme conduit a

un état viclant la contrainte.

8.2 - Détermination de branches mortes, preuves de non terminaison

Si le contexte en evant associé a un arc reste vide aprés la convergence
de la séquence d’approximations, alors guelles que soient les donnéses satis-
faisant la spécification dfentrée, le contr8le ne parcourra jamals cet arc.
On détecte ainsi des chemins du graphe qui ne sont jamals exécutés, ce quil
permet de supprimer les tests, origines de ces chemins. C'est ainsi que si,
dans les programmes de tris analysés au § 5.6.4., on avait fait figurer les
tests de cohérence des accés aux éléments de tableaux, ainsi gqu’un noeud de
sortie spécial correspondant aux erreurs dfindexation, tous les arcs menant
a3 ce noeud d'erreur auraient été porteurs du contexte vide, ce qui permet-
trait de supprimer tous les tests correspondants.

D°*autre part, si tous les contextes de sortie sont vides, le programme ne
termine pas, quelles que soient les données satisfaisant & la spécification

d'entreée.
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8.3 - Preuves de Terminaison

On a vu comment l'analyse en arriére, et 1'analyse en avant des procédures
récursives, pouvaient fournir des conditions nécessaires de terminaison du
programme.

Inversement, si & tout noeud d'élargissement on associe une nouvelle variable
fictive, dont le rdle est de compter le nombre de passages du contrdle par le
noeud d'élargissement, et si tous ces compteurs sont traités comme des variables
ordinaires, il se peut que, dans les résultats de 1'analyse en avant, certains
de ces compteurs soient bornés supérieurement. Dans ce cas, on a prouvé que les

boucles correspondantes se terminaient.

Exemple
51 1'on modifie localement le programme du § 5.6.2., en introduisant le compteur

de boucle K, 1’analyse en avant donne les résultats suivants :

1:=0 ; J:=0 ; K:=0 ; {1=0, J=0, K=0}
L: K:=K+1 5 {J20, I+23+4=4K, I<14, K<7, 2K<I+2}
si I<10 alors {J=0, I+2J+4=4K, I<10, 2K<I+2}
si...alors
I:=1+42 3 J:=J+41 {J21, I+2J=4K, I=<12, 2K<I}
sinon I:=I+4 {J20, I+2J=4K, I<14, 2K+2<I}
finsi ; {J=20, I+2J=4K, I<14, 1<K<B, 2K<I}
finsi ; {J20, I+2J+4=4K, 11<I<14, 2K<I+2}

La séquence croissante converge en deux étapes.
La séguence décroissante atteint une solution exacte en une étape

Temps d'exécution : 0,49 secondes.

Par élimination de I et J dans le dernier contexte, on voit qu'a la sortie du

programme, on a 4<K<7. On a donc montré que le test d'entrée dans la boucle
est évalué au moins 4 fois et au plus 7 fois, c’est-a-dire gue le corps de la
boucle est exécuté de 3 & 6 fois.

Notons que cette technique peut servir & évaluer le temps d'exécution du

programme.
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8.4 - Optimisations du Code

La connaissance des contextes abstraits en avant permet 3 un compilateur

d*optimiser le code généré du programme :

. On a déja remarqué gqu'un grand nombre de tests dynamiques pouvaient &tre
supprimés (bornes de tableaux, formats de sortie, instruction cas, types

intervalles, débordements arithmétiques, division par zéro,...J}.

. La détection des relations linéaires d'égalité invariantes en un point de
programme permet dans certains cas un calcul & la compilation (lorsqu'une
expression a été reconnue comme constantel}, et dans d'autre cas des simpli-
fications dans les calculs, ainsi qu’une optimisation de 1’allocation des

registres.

. Lorsque les contraintes sur la mémoire sont fortes {micro-prdinateur} si
1'on connait un domaine de valeurs restreint d’une variable, on peut ne
lui allouer que la place strictemsnt nécessaire & la représentation des
valeurs de ce domaine. On a cité également au chapitre 7, comment 1l'allo-
cation mémoire pouvait &tre optimisée de maniére importante, dans les
langages de trés haut niveau comme SETL. lorsqu'on connait la taillle des
objets, méme en fonction d'une constante symbolique dont la valsur n‘est

connue qu'a l'exécution.
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9 - NOTES SUR L°*IMPLEMENTATION ET LES PERFORMANCES

9.1 - Introduction

Le programme réalisant 1’analyse en avant ou en arriére comprend environ
2500 lignes de langage PASCAL. Les temps d'exécution que nous avons cités sont
ceux de 1l'ordinateur IRIS 80 du Centre Interuniversitaire de Calcul de
Grenoble.

Cette implémentation a éLé précieuse dans la mesure ol la quasi-totalité
des programmes ne peuvent &tre analysés 3 la main. Nous évons pu, a partir
de 1'expérimentation, juger de la richesse des résultats, et ajuster les
mécanismes d’approximation en fonction d’une étude des performances ds
1*analyse.

L’analyse combinée n’a pas été implémentéa.

9.2 - Calculs en Nombres Réels

Des problémes sont apparus, relatifs 3 la perte de précision dans les
calculs en nonbre réels. Théorigquement, ces problémes peuvent &tre résolus
au prix d'une augmentation du temps d’exécution, en considérant que les
nombres manipulés sont des rationnels (ce sont mémes des décimaux), et
peuvent donc &tre traités, sans perte de précision, comme quotients d’entiers.
En fait seuls les sommets des polyéddres ne sont pas des informations
"4 un facteur prés”. En effet, on peut multiplier les deux membres d'une
contrainte, ou toutes les coordonnées d’un rayon ou d’une droite, par une
méme constante, sans en changer la valeur... On peut adopter la méme repré-
sentation pour les systémes générateurs que pour les systémes de contraintes,
c’est-a-dire associer a chaque sommet s un coefficient b tel que bs soit
entier (ce coefficient correspond au terme constant d’une contrainte), et
mémoriser bs et b. On peut alors faire en sorte que tous les cbefficients.

dans les systémes ainsi représentés, restent entisrs. Ce mode de calcul n'a

pas encore &té généralisé dans le systéme implémenté.
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9.3 - Performances du Systéme

9.3.1. - Le tableau 9.1 donne, pour chacun des exemples d'analyse en

avant du § 5.8., et pour chaque type de noeuds, le temps total T de traitement
des noeuds de ce type, le nombre N de noeuds traités, et le temps moyen

t = T/N de traitement d'un noeud. Il apparait clairement que le calcul de
1'enveloppe convexe aux noeuds de jonction est de loin 1l'opération la plus
coliteuse.

-~

9.3.2. - La méthode est difficile & évaluer, pour plusieurs raisons

. La complexité des algorithmes de manipulation des systémes d'inéquations
linéaires est mal connue, méme en ce qui concerne les méthodes classiques de
programmation linéaire. Le dénombrement des éléments extrémaux d'un polyédre
en fonction du nombre de ses contraintes & fait 1l'objet de nombreux travaux
(par exemple [Saaty 55], [Klee 64], [Mac Mullen 701), montrant une croissance
potentiellement exponentielle. Notons que, d'aprés les résultats sur les
poulyédres polaires (cf § 1.3.4.2.), il y a exactement autant de polyédres
dont le nombre d'éléments extrémaux est exponentiel, que des polyddres dont
le nombre d’'éléments extrémaux est logarithmique, par rapport au nombre de
leurs contraintes.

D’autre part, le nombre d'éléments extrémaux d'un polyédre associé & un arc
d’un graphe de programme est lié au nombre de chemins élémentaires menant a
cet arc, & partir du noeud d’'entrée dans 1'analyse en avant, ou d'un noeud

de sortie dans 1l'’analyse en arriere. Ceci apparait clairement si 1'on consi-
dére un contexte abstrait comme 1'enveloppe convexe des résultats obtenus sur
un arc par une exécution symbolique ([King 76]), simplifiée par élargissement

au cours du parcours des boucles.

. Les critéres d'évaluation sur les programmes analysés semblent difficiles
a caractériser. En effet, le co(t de l'analyse dépend plus de la complexité
du graphe de programme (nombre de chemins, de boucles, degré d'imbrication
.+«) que de la longueur du programme. Rappelons que chague composante forte-
ment connexe du graphe peut &tre analysée séparément, et que donc le coit

dépend linéairement du nombre de ces composantes.
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Le temps d'exécution croit trés vite avec le nombre des variables du program-
me. De ce point de vue apparait clairement 1'avantage des langages permet-
tant une deéclaration trés locale des variables. On peut aussi déterminer,
avant l'analyse proprement dite, la durée de vie de chaque variable. C'est
une analyse statique sur un treillis fini de propriétés, et des algorith-
mes performants existent pour cela ([Allen 761}.

I1 faut remarquer qu'onne peut pas prévoir quelles variables vaont étre
liées par' des relations. L'exemple 5.6.1. est significatif & ce propos

les variables I et J n'apparaissent jamais ensemble dans une méme expres-
sion, et cependant on découvre des relations qui les lient. Si, dans un
but d’'efficacité, on effectue plusieurs analyses, chacune portant sur un
sous-ensemble des variables du programme, on s'expose & une perte d'infor-

mation.

Enfin, le colit dépend de la richesse des résultats obtenus : plus on obtient
d'information, plus longue est l'analyse. I1 faut donc trouver un compromis
entre la richesse des résultats et les performances du systéme, qui peuvent
etre améliorées au moyen d'approximations : si 1'on supprime des contraintes
dans un contexte, le résultat, quoique moins précis, reste correct, et le
programme manipule des systémes moins grands. Rien n'emp&che donc de définir
une taille maximum arbitraire pour les systémes de contraintes et les sys-
téemes générateurs, taille au delad de laguelle les contextgs sont simplifiés.
Le choix d'une stratégie de simplification reste & étudier selon les buts
poursuivis : & titre d'exemple, on peut extraire par projections d'un systéme
de contraintes guelcongues, un systéme d’un type particulier (par exemple,
systéme d'intervalles constants{ aifgxi < by s k=1...p} ou symboliques
{XiKSaK Xjk+bk, k=1...p}}. Un autre moyen d’améliorer les performances de
l'analyse consiste & se limiter a certains types de contraintes. D'une part
le nombre de contraintes est réduit, et d'autre part des algorithmes
specifiques plus efficaces peuvent &tre applgiués selon le type des contraintes

étudiées.
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9.3.3. - Nous avons délibérément choisi de ne pas tenir compte des assertions
que 1°on cherche a prouver, ceci pour garder & la méthode son caractére général
de méthode de découverte statique. Cette approche peut cependant étre combinée
avec un point de vue de vérification.: la propagatlon en arrieére des ;ssertions
que 1'on veut vérifier fournit des indications pour 1l'élargissement et permet
d’arréter la séquence décroissante dés que les résultats suffisent & la preuve

cherchée.

9.3.4. - t.e volume de mémoire nécessaire au systéme peut &tre réduit en ne
mémorisant gue les contextes nécessaires, qui sont d'une part les contextes
incidents aux noeuds en attente de traitement, et dautre part les contextes
sur lesquels est effectué 1°élargissement. Les résultats sont alors récupérés

par une étape supplémentaire de 1'analyse.
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10 - COMPARAISON AVEC DES TRAVAUX VOISINS

10.1. - Introduction

Depuis une dizaine d’années, les problémes relatifs a 1'analyse automatique ou
semli-automatique des propriétés des programmes ont é€té un théme de recherches
central dans plusieurs domaines : d'abord motivées par des systémes d’aide & la
preuve de correction totale des programmes, (par exemple [King 691), las méthodes
d’analyse ont été simultanément développées en optimisation et en vérification
de propriétés. Elles sont actuellement appliquées surtout pour la production ds
code optimisé par un compilateur, par suppression de tests a 1l'exécution.

Nous rappellerons d’abord quelles sont les principales méthodes d'analyse des
programmes, puis nous étudierons plus en détail les travaux les plus proches des

notres.

10.2 - Méthodes d'Analyse des propriétés des programmes
10.2.1. - Approche Syntaxique

Cette méthode, que nous rappelons pour mémoire, est utilisée par
[Welsh 771, pour vérifier la validité des opérations sur les variables de type
intervalle, en Pascal. Cette méthode consiste & calculer le domainae d°une
expression en fonction des domaines déclarés de ses termes. Cette vérification
est évidemment trés peu coiliteuse, mais aussi trés partielle puisque les résultats
dépendent essentiellement de la précision avec laquells le programmeur déclare
ses variables. D'autre part, cette vérification ne s’appliqus qu®a des propriétés
globales, et les déclarations de type classiques ne permettent pas d’exprimer
des relations entre variables.

Les autres approches utilisent la propagation des assertions le long des
chemins d’exécution du programme. Elles différent essentiellement par la maniérs

donlt sont traitées les baucles.
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10.2.2. - Approche Heuristique

Cette méthode consiste & tenter de construire un invariant de boucle, en
essayant successivement des candidats de plus en plus foris, Un premier candidat
est fourni par la propagation en arriére de la spécification de sortie, ou des
propriétés que 1l'on cherche & prouver. Ce candidat peut alors &tre renforcé,
au besoin, par diverses techniques spécifiques. La propagation des prédicats,
selon la méthode de [Floyd 671 ou [Hoare 69], nécessite, si aucune approximation
n'est effectuée, l'emploi d'importants démonstrateurs de théorémes [(par exemple
[King 721, [Cooper 72]) pour simplifier les assertions. Cette approche a &té
utilis@e, entre autres, par [Wegbreit 74], [German 751, [Katz 761, [Harrisson 771;

{Suzuki 77],[German 781].
10.2.3. - Approche Algorithmique

[Cheatam 76], [Harrisson 771, [Katz 76] ont combiné avec 1'approche heuristique
une approche algorithmique de découverte d'invariants, par la résolution de
systemes d'équations aux différences finies : sur chaque boucle, 1'état des varia-
bles au k-iéeme tour de boucle est exprimé en fonction de 1l'état au (k-1)-iéme
tour. La résolution du systéme d'équations obtenu consiste & en déduire une
relation entre les valeurs au k-ieéme tour et les valeurs d'entrée, puis a élimi-
ner k. Il existe des algorithmes spécifiques pour résoudre certains types parti-
culiers d'équations aux différences finies [Cohen 77], et cette méthode permet
alors méme la découverte de relations non linéaires. Cependant, il n'existe pas
de méthode généralé de résolution automatique de tels systémes. [Berman 78]
utilise la méme approche, mais applique les méthodes de résolution des équations
différentielles. Cette méthode part d'hypothéses assez restrictives, et ses

auteurs ne savent pas si elle est complétement automatisable.

10.2.4. - Approche Itérative

Cette approche consiste & propager les spécifications d’entrée ou de sortie,
et les propriétés a prouver le long des chemins d’exécution du programme. Comme
ce processus n'est pas forcément fini, cette méthode n'a été appliquée qu'a

1'etude de propriétés appartenant 3 des ensembles assurant la convergence de

1'itération : Treillis finis comme dans le cas des méthodes booléennes
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([Allen 701, [Kildall 73], [Allen 761), ou treillis vérifiant la condition de
chaine ([Wegbreit 751, [Karr 751}. L’originalité de la méthode développée par
P. & R. Cousot est d’avoir adopté une approche itérative, en accélérant la con-
vergence par des mécanismes d’approximations. Deux applications ont été appro-
fondies gqui utilisent cette technique d’extrapolation :la méthode d'analyse des

intervalles constants décrite dans [Cousot 76], et la ndtre.

10.3 - Travaux ayant des objectifs voisins des notres

10.3.1. ~ [Wegbreit 74} et [German 75] décrivent 1'analyseur "Vista”. Ce systéme
combine une approche heuristique et une approche itérative : des candidats
invariants sont construits par propagation en arriere des spéclfications de
sortie, et peuvent &tre renforcés selon diverses techniques. D'autre part des
propriétés appartenant a des ensembles vérifiant la condition de chaine, sont
synthétisées par itération en avant. Notre opinion est gue les systémes basés sur
un démonstrateur de théoremes et des procédés heuristiques mettant en osuvre

des techniques d'exploration et de retour arriére risquent d'étre bien plus
colteux que les méthodes de synthése directe que nous utilisons. Par contre,

nos résultats pourraient &tre avantageusement utilisés par un systéme comme

"Vista®.
10.3.2. - Découverte de relations linéaires d'égalité entre les variables

Le probleme de la propagation des constantes, c’est-a-dire de la détection
des expressions qui peuvent &tre évaluées a la compilation, a €té traité par
[Kildall 737. Le treillis des propriétés étant de profondeur 3 (une expression
est soit non initialisée, soit égale & une constante k, soit de valeur varia-
ble) la convergence de 1'itération est assurée.

Un systéme plus puissant a été développé par [Karr 76] pour découvrir les
équations linéaires vérifiées par les variables. Le treillis des propriétés
etudiées étanlt 1°ensemble des sous-espaces vectoriels de I{n, il est encore
de profondeur finie et la méthode itérative convergse en n étapes au plus.
Remarquons que sl une équation résulte d'une conjonction d°’inéquations, slle

éechappera a cette analyse, alors que notre méthode pourra la trouver :

exemple : {I<3} si I23 alors {1=3}... finsi ; O
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10.3.3. - Appartenance d'une variable a un intervalle

Plusieurs méthodes ont &té proposées pour prouver qu'un indice de tableau
restait entre les bornes déclarées. On distingue les méthodes de vérification

et les méthodes de découverte des intervalles de variation des variables.

10.3.3.1. - ([Suzuki 77] présente une méthode de vérification des intervalles
par propagation en arriére des assertions & prouver. Devant chague acceés & un
élement de tableau, la condition d'accés correct est créée, puis propagée en
arriere. Si au cours de cette propagation on obtient une tautologie, la condition
est démontrée. Lorsque une boucle est rencontrée, une suite d'invariants sont
essayés, correspondant chacun & un tour supplémentaire dans la boucle. La longueur
de cette suite est limitée arbitrairement pour éviter les dérivations infinies.
Pour prouver un invariant, une condition suffisante est produite 3 1'aide du
démonstrateur de [King 68]. Cette condition est propagée, d'une part en amont
de la boucle, et d'autre part dans le corps de la boucle. Si cette condition
ne peut &tre prouvée, elle est utilisée pour construire un candidat invariant
plus faible. La complexité des assertions reste raisonnable grace aux simpli-
fications. Il faut noter cependant que ces simplifications se font de maniére
arbitraire, par élimination de variables, ce qui réduit la puissance de la
méthode. D'autre part, l'approximation faite au niveau des boucles en limitant
simplement le nombre d'étapes effectuées au cours de l°analyse, est assurément

moins riche que les techniques visant & prévoir le comportement d'une boucle

au moyen d'équations aux différences, ou par élargissement.

10.3.3.2. - Un autre systéme de vérification des intervalles d'entiers est
décrit dans [German 78], utilisant d'une part des techniques de synthése d'in-
variants (compteurs de boucles, équations aux différences - inutilisables en
présence de goto), et d'autre part un ensemble varié de procédés heuristiques
pour générer des candidats invariants qui sont ensuite prouvés ou infirmés a
1'aide d'un démonstrateur de théorémes. Par exemple on peut essayer de démontrer
gue les variables modifiées dans une boucle restent inférieures ou supérieures

a leurs valeurs initiales.
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Dfune part, on ne sait pas combien i1 faut de telles heuristiques"pour que
le systeme soit complet, d’autre part 1'analyse des relations linéaires entre
variables tient implicitement compte des heurlstiques proposées par [German 78],

a un colt moindre puiequ’il n’y a pas d'essais infructueux.

10.3.3.3. - La méthode de découverte des intervalles de variation des variables
de [Harrisson 777 conéiste en une étape d'une séquence descendante a partir de
{Xi e [@, +o] |1 = 1...n), (donc, sans itérer), complétée par une résolution des
équations aux différences dans des cas simples. Cette méthode est moins pulssante

que celle de [Cousot 767,

10.3.3.4. - [Cousot 76] décrit, & titre d'exemple de la théorie générale sur
laquelle est fondée le présent travail, une méthode de découverte des intervalles.
Notons que le modéle des intervalles permet de rendre compte des affectations et '
des tests non linéaires, et peut &tre utilisé pour préciser 1'interprétation
approchée que nous en donnons. L°analyse des intervalles est un exemple de

restriction de la méthode & une classe de contraintes permettant une analyse moins

coldteuse moyennant une perte de puissance.

En conclusion, disons que les méthodes d’analyse des intervalles du type
[Suzuki 771 ou [Cousot 76] suffisent en général pour supprimer les tests de
bornes, lorsque le langage impose que les valeurs numériques des bornes des
tableaux soient connues & la compilation (type Pascall. Il n'en est pas de
méme pour des langages de type Algol, pour lesquels 1%usage de notre méthode

s’avére nécessaire.
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11 - CONCLUSIONS

Un de nos objectifs, en commengant ce travail, était de montrer gu'il est
possible de découvrir des propriétés non triviales en appliquant des méthodes
approchées, Quoigue les mécanismes d'approximation que nous avons choisis aient
pu paraitre trés grossiers, le systéme obtenu est cependant 1'un des plus puis-
sants outils d'analyse automatique de propriétés sémantiques des programmes

existant actuellement.

Un développement logique de ce travail serait 1'intégration dans un compi-
lateur, d’un préprocesseur susceptible de fournir les informations nécessaires
a 1l'optimisation du code généré, et les messages d‘*avertissement lndiguant a
1*utilisateur les erreurs qui ont pu 8tre détectées statiquement.

Les performances de 1'analyse doivent &tre améliorées. On peut définir pour
cela une hiérarchie d’interprétations correspondant d'une part 3 des classes
de contraintes de plus en plus générales (signe des variables, équations,
intervalles, intervalles symboliques ...} et dfautre part & des opérateurs
d’approximation de plus en plus précis.

Les techniques d'optimisation tirant profit des informations collectées par
I'analyseur, restent, pour la plupart, & explorer : si la suppression des tests
dynainiques dont 1°inutilité a &té prouvée, ne semble pas poser de problémes,

il n’en est pas de méme d'optimisations de plus haut niveau, comme la minimisation
de 1’espace mémoire, dont des exemnples ont été donnés au § 7.3.5.

Un autre développement sera 1’étude des constructions linguistiques les
plus adéqualtes pour favoriser 1l°'analyse statique. C’est ainsi, par exempls,
que l'absence de branchements inconditionnels, ou d’une primitive exit permet-
tant d’abandonner 1°’exécution d‘une boucle en n’importe quel point du corps

de la boucle, conduit le programmeur & nier artificiellement la condition

d*itération de la boucle pour obtenir la sortie désirée :
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Exemple : Dichotomie

programme 1 programme 2
1. L:=1 ; U:=N ; L:=1 3 U:=N ;
2. ‘tantque L<U faire tantque L<U faire
3. :={L+U) div 2 ; I:=(L+U) div 2 ;
4. st R=T[I] alors L:=U+1 st R=T[I] alors exit
5. stnon si R>T[1] alors L:i=I+1 sinon st R>TLI] alors Li=I+1
B. sinon U:=I-1 finst ; sitnon U:=I-1 finst ;
7. refaire ; refaire ;

~

L'affectation "L:=U+1" & la ligne 4 du programme 1 ne sert qu'a provoguer
1'arrgt lorsqu'on a trouvé 1'élément cherché R. Cette affectation perturbe les
variations de L, et par suite, l'analyse du programme 41 fournit des résultats

moins précis que celle du programme 2.

Inversement, 1'influence des technigques d'analyse statique des programmes
devrait s’exercer plus fortement sur la conception des langages de programmation.
En effet, si 1'on veut pouvoir vérifier statiquement les propriétés spécifiées
dans le langage -ce gqui est raisonnable, ey égard a 1'efficacité du code
produit par le compilateur- la puissance d'expression du langage est limitée par
le niveau des vérifications possibles. Le développement des méthodes de vérifi-
cation statique est donc un préliminaire indispensable & un nouvel essor dans le

domaine des langages.
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