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Premiére partie

LE LISSAGE A UNE VARTABLE






CHAPITRE I

LES METHODES DE CHOIX DU PARAMETRE D'AJUSTEMENT

INTRODUCTION

Soit f une fonction A valeurs 1éelles définie sur wn intervalle [a,bl de la
droite réelle. Soient aussi a<t1<t2<...<tn<b n points de 1'intervalle
{a,b].

On considére le probléme d'approcher f, ses valeurs aux points t,,.. .,tn'

étant suppostes connues avec des erreurs € 4290 es€y c‘est-a-dire, en

comaissant :
(1.1 zZ; = f(ti)ﬂ:i i=1,2,...,n

On suppose que les erreurs €. i=1,2,...,n peuvent &tre considérées comme
de® variables aldatoires indépendantes de moyenne nulle :

(1.2) el =0 ©i=1,2,...,n
‘ 0 si izj
(1.3) Ke.e,] =
VIO si i

i.
D'autre part, on suppose que f est "lisse". Ceci veut dire que f appartient

4 Hq,bl(q entier positif), ol :

(1.4) H%a,bd = {£:0a,bR / f,f',“.,f(q”i) absolument continues et
Pre@ (02 decss)

. . -
On posera alors : H[Hz = L fg[f(l) (1) P2 dt
Hita,b1  i~o



Plus tard, on verra qu'il ne suffit pas que f appartienne 3 Hq[a,b], mais
qu'il faut que 1'énergie de f donnée par :

I = f;{f@ (t)1%at
soit 'raisonnable', par rapport 2 '\.rg:-L (et n). I1 est en effet clair que dans
certaines situations (par exemple lorsque f ressemble beaucoup au bruit) il
n'y a aucun espoir. On verra ceci plus clairement dans les exemples numé-
riques, mais il restera toujours au bon sens de 1'utilisateur la décision
de savoir quand f est "raisonnable".

Pour résoudre ce probléme, on considére la fonction spline d'ajustement de
paramétre T et d'ordre q basde sur les noeuds t 1ottty c'est-a-dire,

la solution wnique (n>q) du probléme.

o br (@) (y12 1% 2 2
(1.5) Minimiser {T[a[g (t)1°de + 3 iziai(g(ti) zi) }

g « Hlla,bl
e 1 1 0o
(].6) Qi = 85 ‘_\;’:‘ i=1,2,...,n et "Ii' E ai::'} LN
) i i=1
1 o2
ou B est wne constante de proportionnalité choisie pour avoir 5 z a;=1.
i=1

I1 faut remarquer que ceci n'implique pas la connaissance des v;, mais des
quantités proportionnelles, oll la constante de proportionnalité est la méme.

.51 les v; sont donnés, il suffira de prendre :

2

(1.7 o= L is,.n
. V2

1
n

-

1

[ R § Y

1
1 v
1

Le deuxieme cas & remarquer, est celui oll 1'on sait que 1es.vi .sont .tous

égaux a v. On aura donc :

(1.8) aﬁ =1 i

]

Ty,e0e,n



71 est bien connu (cf. [ 51,[301) que la solution de (1.5) est wme fonction

spline polynomiale de degré 2q-1.

Reste le p‘mbléme de choisir T, le paramétre d'ajustement, c'est-d-dire,
1'équilibre entre le caract@re "lisse" de la fonction mesuré par
g[g(Q) (t) 124t et la "fidélitd" aux données, mesuré par

n .
1 iﬁi"?(g“i}"zi)?'
Le choix de ce paramétre est extrémenenf important, en effet, une valeur de
1 trop faible fait passer la spline tr&s preés des données, et du fait des
erreurs, produit une mauvaise approximation de f (cf. dessin n° 1) ; par
contre, T trop important produit wn lissage trop marqué, et on risque
d'é1liminer les variations de la fonction (cf. dessin n® 2 et n° 3).

Dessin n° 1

fraaece st et e

EMTRIZ (A JACEUR BE Sh0: 1200000,




m4”

Dessin n® 2

ENTREZ LA VALEUR DE RHO: ©50.0

Dessin n° 3

ENTREZ L& /ALEUR I 3-3: .0
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I1 y a eu plusieurs tentatives de détermination du paramétre T ; ces tenta-
tives peuvent se diviser en deux groupes : celles qui donnent un comporte-
ment théorique du paramétre optimal en fonction de quantités généralement
inconnues comme ] (fq) dt, etc..., et celles qui conduisent au calcul

effectif de ce paramétre.

Dans le premier groupe se situent les travaux de Wahba [55] sur la détermi-
nation de ce paramétre dans le cas oll f est wne fonction satisfaisant
certaines conditions de périodicité, ainsi que 1la fonction spline utilisée
pour 1'approcher. Dans ce méme esprit se situe le travail de Coghurn et
Davis [10] pour 1'estimation de densités de probabilités en utilisant des
splines périodiques ; ou pour ce méme probléme, le travail de Wahba [57)
donne un résultat similaire. L'inconvénient principal de ces résultats est
qu'ils ne donnent pas wne méthode pour trouver T 3 partir d'un ensemble de

données,

Le premier choix pratique de ce paramdtre a 6té suggéré par Reinsch [381],
{391, qui obtient des résultats nu€riques satisfaisants dans le cas od

V; = V supposé connu. Reinsch propose de choisir T tel que

(r9) 4

B o =

0, ,(t)-2)? =

i=1

oi o . est la solution du probléme :
»

1
(1.10)  Minimiser {TJZ[g(Q)(t)]zdt + % I (g(t)-2)%
g e Hq[a,b] =1

Dans le cas ol f et la spline sont périodiques, Wahba {551 démontre que
le choix optimal (dans un sens qui sera défini plus tard) est donné par :

Bl

n 2
(1.11) DRCRNCARTALE

1=1

ol k est une constante inférieure 3 1. Reinsch [37] suggére aussi cette
possibilité en conseillant de choisir k dans 1'intervalle

[I-J/% v 14/—?3 Wold [64] observe aussi sur wn certain nombre d'exemples



que k devrait 8tre choisi dans 1'intervalle [0.7, 0.95]. Malheureusement,
personne ne connait exactement la bonne valeur de k, ce qui nous place
devant un probléme équivalent au premier. Malgré cela, et €tant dormé que
la premidre suggestion de Reinsch donne k = 1, on appelera dans la suite
ce choix, la méthode de Reinsch. Le deuxi&me inconvénient de cette méthode
est le fait qu'on ne connait pas toujours une bonne estimation de ve,

Si 1'estimation des v, ne pose pas de problémes, il est possible d'obtenir
wne homne valeur de t en utilisant une méthode décrite par Mallows [33]
dans le cas de modéles lindaires paramétriques. Cette méthode donne des
meilleures résultats que celle de Reinsch, comme il a été constaté par
Craven et Wahba [13]. On fera une description de cette méthode au para-
graphe 4 de ce chapitre.

La premiére méthode permettant de calculer T dans le cas des splines pério-
diques a été donnd par Andersen et Bloomfield [ 31, [ 4] et correspond 2
supposer que f est un processus Stochastique et 3 calculer 1'estimateur

de vraisemblance maximum de f. Dans ces articles, ils obtiennent des treés
bons résultats numdriques pour des €chantillons de taille moyenne (environ
100 points), mais Wahba {55] démontre que cette méthode n'est pas sovhaitable
(mauvaises propriétés de convergence) pour des échantillons trés grands.
Malheureusement, la méthode de Andersen et Bloomfield n'est pas applicable
au cas dont on s'occupe dans ce travail.

En 1975 Wahba et Wold [61] ont proposé pour la premidre fois la néthode
dite de Validation Croisée, base sur une idée de Allen [ 217 et Stone [46]
pour choisir le paramétre de ''lissage' dans certains modéles lindaires.
Ultérieurement Wahba [551 a proposé une mdxfxcatmn de cette méthode qul
permet d'obtenir de bonnes propriétés de convergence dans le cas des.
splines périodiques et Golub, Wahba, Heath [251] ont appliqué cette méthode
aux modéles lindaires avec de trds bons résultats numériques. Finalement
Wahba [58] et Craven et Wahba [131 ont proposé 1'adaptation de cette
méthode au cas présent ; les résultats nuxrsemques. obtenus &taient trés
bons, mais le temps de calcul limitait la méthode a des tailles faibles
(on avait traité n<50). Le but de ce travail est d'obtenir wn aigorzt’irme
de calcul permettant d'appliquer cette méthode pour des tailles plus glevies

L T e v



et aussi pour wun grand nombre de points, et de formaliser certaines pro-

priétés théoriques qui avaient été conjecturées par Craven et Wahba [13].

Ainsi, dans le chapitre 2 de cette premiére partie on propose une méthode

de calcul du t par Validation Croisée qui permet de diviser le temps de
calcul par wn facteur n. Dans le chapitre 3, on présente des expériences
numériques permettant d'apprécier les qualités de la méthode, en faisant

ule comparaison entre autres avec la méthohe de Reinsch. Dans le chapitre 4
on donne certaines proprié€tés théoriques. Et, dans le chapitre 5, on propose

une méthode de lissage pour un grand nombre de données.

2 - RAPPELS SUR LES TONCIIONS SPLINE POLYNOMIALES -

Soient a<t1<t2<...<tn<b n points de 1'intervalle [a,b] et
voy 331)'1‘ e R ; alors si n2q (q entier positif) le probleéme
2.1 Minimiser [[g[g(Q) (t) ]2dt}
- g e 1i'a,b)
g(ti) =X i=1,2,...,n

a wme et une seule solution o ¢ Hq[a,b]. De plus, il est bien connu
(cf. par exemple [ 11, [ 513, [30]) que o satisfait :

2.2) ¢ est un polyndme de degré 2q-1 dans chacun des intervalles
[t19 tj_"’l] i=1,2,...,n-1.

2.3 0 est wn polyn6me de degré q-1 dans les intervalles [a,tj_]
[t ,bl.

(2.4) o ¢ 2472

(2.5) or(’tti)=xi i=1,2,...,n



Notons SCl 1'espace de toutes les fonctions satisfaisant aux conditions (2.2),
2.3, (2 4). On appellera Sq 1'espace des fonctions spline d'ordre q

basées sur 1es noeuds tes tg"“’tn’ I1 est connu que Sq est un espace
vectoriel de dimension n. La solution de (2.1) sera aiors le seul élément

de Sg qui satisfait aux conditions d'interpolation (2.5).

On appellera base canonique de Sg, la base composée d'éléments

o i=1,2,...,n tels que :

0 iz]j
(2.6) o.(t.) = %
J 1 i=j

11 est facile de voir que dans cette base, o s'écrit :

2.7 of{t) = Z X0, (t)
1=1

Soient o, s € Sg et considérons la forme bilinéaire
2.8)  B(o,s) = F;c(q} ® sD ) a

Alors si d(ti):xi, s(ty)=y; i=1,2,...,n on aura :

ey ey @D 3 @
B(o,s) = j a(iiixi(cri(t)) (jgiyjqj (1)) *at
i1
=T Ixy, [55: 90 0, @) ar
i=l j= 13 ]a
définissons :
@9 - J§c§qj (&) o @ (ryae
(2.10) 2= (0;3) i=1,..00n

=l



On a alors ¢
z.11) B{o,s) = <x, §y> ; <.,.> étant le produit scalaire dans K
La matrice @ ainsi définie a les propriétés suivantes :

(2.12) <x, Qy> 20

2.3 e Q est symbtrique.

Soient maintenant z,,Z,,«..,2, N nombres réels. On définit la fonction
spline d'ajustement d'ordre q et paramétre T (et de poids Oyposs ,an) pour
les données z greee correspondant aux noeuds t gree >t conme la solution

wnique du probleme :

n
(2.14) Minimiser {t g[gm) (t) ]Zdt + % R ai(g(ti)~zi)2}
g e Ha,bl =1 n
1 2
G.Log=M
i=1
or,
) b. (@) r4y2 10 2 32
Min {t al8 ()1°dt + = iiiai(g(ti) z;) }

g e Hq[a,b]

]

n
win  ( Min g @@1%a e 1 3 ol ele)-zp™)
X;5eens%, & € a,b1 171
g(ti) = X4 i=1,2,...,n

n
Min  frog@o S 5 ad (g2

ial 11

it

xi"‘.’xn

Si 1'on appelle I la solution unique de (2.14), on voit que le vecteur
3% ,

¥ = (fseee0y,) avecy, = Un,m(ti) satisfait donc :

2.15) @y +%Dy=-:;Dz
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ol D est la matrice diagonale qui a comme &l€ments diagonaux

dii =Qi 133,2,0'..,]1-

On en dBduit :
{2.16) y = A(1t)z

avec

]

(2.17)  A(x) = (D+n1) "D

(T+ntd 19) ™2

i

3 - LA METHODE DE REINSCH

Cette méthode est basée sur la remarque trés simple suivante : comme
(3«]) Ei = Zi"f(ti} l;“],"”n

avec les hypothéses qu'on a fait sur e., on a :
1)

noy
(3.2) E{-- 5
. 1"1

o () = 1
L

d'olr 1'idée que, si n n'est pas trop faible

%

Bl

ooy
(3.3) I (25mE(Ey))
Yy

i=1 42 &

or, si o, *r(ti) est we "bonne approximation' de f (ti) , On aura approxi-
?
mativement :

=

i
(.4 n i %, 1\

Ht‘ﬂ

1
—5 (z.- (t; })
Vi

11

d'oll 1'idée intuitive de choisir t de fagon que (3.4) soit satisfaite.
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Les expériences numériques de Reinsch wontrent que, en effet cette valeur
de T n'est pas un mauvais choix, mais comme on 1'avait dit dans le premier
paragraphe, il vaudrait mieux choisir t de fagon i avoir :

—

(3.5) LI
. - X
M=

1
— (z i, ’t(tl)) = ka
v
i
Seulement, le choix de la bonne valeur de k est aussi compliqué que le
probléme initial. ’
Reste d montrer qu‘il existe une solution de 1'équation (3.4).

~1

Dénotons par }‘i n i=1,2,...,n les valeurs propres de la matrice D Q. 11

est clair que Amz(), i=1,2,...,n ; de plus, on a :
A, =X, = oo =X =0
(3.6) in n : aqn

Ain>0 i>gq

Puisque D Y 2%ap1/2 g5t symétrique, semi-définie positive, il existe Q
unitaire telle que :

G.7) Qo M2y -y

avec A matrice diagonale contenant les valeurs propres de piq. Liégalité
{3.7) entraine

e

4

(G.8)  vlp = VT pt/2

d'ol

(3.9)  A(x) = (D V2T pt/2y~t

Notons :
2 - Q'f Dﬁi’2

(3.100 T
5-q })1/2), y = (o T(tl)"’”'gh,f{tn})
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On a alors :

v = (Inth) "1z

n

T i§ﬁ§ (57" = 5 1Y% |2
= 002 2y |12
= 1125112

2 2.2
ln nﬂ:}\in

T |
. 271

donc

o

;:;_
[
-
Y

11 Mo
(31D F@ = (;7p? = 51 2 olayyp?

B i=1

s

2 2.2
1 1;}1 n’rlin

2.
ng” i=1 (Hntiy)

2 %

I1 est clair qué F est une fonction strictement croissante de t. Si la
solution de F(t)=1 existe, elle est donc unique. Or, puisque F(0)=0,
une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe wne solution de

F(t)=1 est que :

(3.12) 1lim F(7) > 1

oo

Or, il est bien connu que lorsque T tend vers +* (n fixé), 'n _ tend vers
. )
le polyndme de moindres carrés de degré g-1. On notera donc T 1'élément

de Pq-—:i tel que :

n
o (t)-z.). — = Min
i=g P 1 vi

um‘:ﬁ

(3.13) g_ %

2 1
(P(t )= 7‘1 -5
i \Z]

P e Pq_1

ot 1 ;= {polyndmes de degré < q-1}
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"On a donc, la proposition suivante :

Proposition 3.1 - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

existe une et une seule solution de :

T
“2;2-1 nt(t))
Bl t
est que l'on ait :
n
1 1 2
nL L5270 0 ()
11v

Dans le chapitre III on présentera un ensemble d'expériences numériques

pour cette néthode.

4 - LA METHOME LE MALLOWS -

Pour définir cette méthode de calcul de 1, considérons la valeur moyenne

du carré des écarts entre g et f aux points ts (pondérés par
?

2
8, .
oa =)
V.
1
2 10 2 2
4.1 () =+ 121 L) -E()) %

- L2 -h (12

¥ T
ott ||]] est 1a norme Euclidienne dans et f = (f(ti),a..v,f(tn)) .
I1 est trés facile de démontrer la proposition suivante :

Pyoposition 4.1

2

V2 a0 ]1? + B e n?)

2 i
(4.2) ET* (1) =-ﬁ]|D
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>
DEmonstration. On a z = £ + € donc

Y2 @@ z-H [1%= 112 (a0 502wz |2
d'ol :

E L 0220112 = Y02 (a@EH || [0 2Awe] |2
> > a2
= Jp 2@ 9 || 2 01 24 Y22

- 2
= 02 a@ £ || 2Er 02 ()

CQFD

Or, si 1'on pouvait minimiser BT {t), le choix serait vraisemblablement
trés bon. Malheureusement, cette quantité &tant inconnue, on ne peut le
faire. Mais 1'on connait wn estimateur sans biais de ET? (1), i1 est domné
par la proposition 4.2 qui suit :

Proposition 4.2 - Si 1'on note :

A 2 ) :
.3 T = 4| PM20-AW) 2|2 & T @-A@) 2 E T (2 ()
alors, on a :

E;%? (r) = ET%(7)

DEmonstration

B3 ([0Y2-A) (B4 | | 2=BY [0V 2 (EA B2 E-a(m D) ||
= Q2 Eam D% B 02 E-ame) | |2

d'oll 1e résultat o C.Q.F.D.



Comme Mallows pour le cas de régression linéaire paramétrique, Wahba i3]

propose donc d'estimer ¢ en minimisant (4.3).

Pour le calcul effectif du param&tre, on se rapportera aux chapitres 2 et
30

5 - LA MENIODE DE VALIDATION CROISEE -

La premiére version de cette méthode a été proposée par Wahba et Wold [61]
suivant une idée de Allen, reprise par Stone [46] qui avaient introduit la
Validation Croisée Ordinaire (ou PRESS) pour le choix du paramétre de lis-
sage dans 1'estimation de modéles linéaires. Cette premiere version est
basée sur 1'idée trés simple suivante :

Notons : S— la solution wnique du probléme suivant :
L

.1 Minimiser {t EEg(Q) ()1 dt + ]—11- Z (g(t )-z. )2-012}
g e llq[a,b] 1=1
izk

Donc, o, est la fonction spline d'ajustement de paramétre t en utilisant

Tk
)
ies memes données sauf (tk’ k) Si T est wn bon choix pour le paramétre, alors
il parait assez intuitif que O T k(tk) devrait 8tre en moyenne un bon esti-
mteuwr de la variable aléatmre Zk f (tk) *+ Epe Si 1'on mesure la différence
2

- - T
entre Zk et Un,r,k(tk) par (zk Un,T,k(tk)) on peut donc penser a choisir
de fagon a minimiser :
n
L

(5.2) V (1) =
: ° i=1

ROV

=]

Or, il parait assez arbitraire de choisir un poids égal pour 1'écart en
chaque point, d'une part, parce qu'ils n'interviennent pas avec le meme
poids dans le calcul de la spline, et ensuite, parce que les points se
trouvant au “bord” devraient &tre estimés moins bien que ceux qui se trouvent
au "milieu'. I1 existe d'autres arguments permettant de prouver que V0 ()
n'est pas trds convenable dans certains cas, (ces arguments sont développés
par Wahba [581 et Golub, Heath et Wahba [25] dans le cas des modcles

linéaires).
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Pour voir plus clairement ce que représente VO (t), on obtiendra une expres-

sion en termes de A(T1).

Notons : Syt 1((.;8) la solution unique du probléme :
2"

(12 n
(5.3)  Min{t [b @ )17 + K recey-012 + 1 o
i=1
izk
I1 est clair que :
(5.4) Sn,, i (t30, k(tk)) k(t)
puié;que :
@ 2 “19% 2 g Dy
] (Gnq’r k (D)7t + = {“Gn,f’,k‘(tk) O, 7, k(017 g L 1°‘i(°
2t ti=
izk
@ g4 4 ]
srj e'Yw)de + = 3 oa(g(t) z}
a n i=1
| iek
st | @D+ L : o2 (g(t.)-2.)2
R P Nyt EL07%
izk
2 n
< [0 @@ nar « oF ezt ] 2 (sl
izk
pour tout g e Hq[a,bii.
'Lérmne 5.1 -
(o, _(t)-24)
(5.5) n,'z,k(tk) z, = n,t- kK “k

T e R e

.

: (g(t-2)%

k(t )-
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Démonstration - Soit 6 = (t ) Alors on a ¢

n T,k

35y ek (t g

b= Sn,T,k(tk ;8 = sn,T,k(tk bz + (0-7y) A7)
(&)
= () + (o-2zp) *—'3§E*~—“
a~z =9, T(tk) A G 2) Onézitk)
d'oi le résultat ' CQFD

Notons a; (T) les éléments de A(t), alors on a :

n
(5.6) UD,T(tk) = I akj(T)-zj

j=
d'oid
3 o _(t,)
k
5.7 gu; = ay (1)
et on obtient :

n
IO, (t)-2.)%/(1-a;; ())7]

(5.8) V(1) = 1 O

=1

Dans cette expression on voit plus clairement le fait que si les asy étaient
tous égaux alors, il serait logique de considérer qu'une bonne valeur de
soit la valeur qui minimise Vb(T). Or, ce n'est pas le cas, mais 1'on peut

s'y ramener. Pour cela considérons d'abord le cas périodique.

Définition 5.1 - Considérons 1'espace Hilbertcg%zgq[a,b] des fonctions

"périodisables' défini par :

A %a,b1= (g « Ha,bl/ ﬁ; §Dwae=0  j=0,...,q
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muni du produit scalaire :

@ = [2e@w ¢ @mar
q

I1 est bien connu que le noyau reproduisant de % {(v[a,b] est donné par

A

< s-t
6.9 Fits = nt s mi«ia-ezﬂi\’ ba
- v==c (270)
vz(

Définissons maintenant la fonction spline d'ajustement périodique basée sur

les noeuds t 43¢+t pour les données T

2% X, COmme étant la solution

unique du probléme :

(5.10) Mininiser { v [Pt (1%ae + 1 3

®

(o (t)-r)%)
¢ e%’ {q}iq,b3 1=1

Notons P, . cette solution, on aura alors :
b4
o K
= Y. .
(5.11) pn’T(t) 151 ! (t,tl)

Y €tant donné par :

[}

(5.12)  y=(K+n 1)°i: |
- . e
(kij) ol l‘ij ﬂti’tj)

Si 1'on note Ui =P T(1:31) i=1,...,n on aura
Ed

it

avec K

(5.13) u=KK+n 1 1)“1
=(2(x}r

Or, pour le cas des pas équidistants, on aura :

(5.14) Ky %ti,tj) = B(]i-j]) i=1,...,n

j=1,...,n
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(5.15)  B(s) = (DT & —--_ini.-em"hs h=l
vz-e (21v) 1 n

v=20

I1 est clair que K est symétrique, constante sur toutes les diagonales et
de plus, circulante ; on a alors (cf. [6 )] :

(5.16) K=WAaW . A matrice diagonale

oii W' est la transposée conjugée de W et

(517 W= (o)) Wi = e2"ijk/n i /2T

I1 est important de remarquer que si M est une matrice diagonale quelconque,

alors w" M W est circulante.

Du fait que K soit circulante, on obtient que d('r) est circulante et donc
akk(r) = ajj () k=1,...,n
j=1,...,0

En particulier :

(5.18) akk(r) = % Trid()

On voit donc que si (1) est circulante, tous les points interviennent de
la méme fagon dans le calcul de a(t)r, il est donc logique d'attribuer wn
méme poids a4 tous les points dans 1'expression de 1la Validation Croisée.
De plus, VO(T) devient (3 cause de 5.18)

1 gl 12
" a-d Tr(dn))?

(5.19) V(1) =

Considérons maintenant le cas général pour lequel la matrice A(t) n'est
méme pas symétrique. Pour la “symétriser' faisons le changement de coordon-
nées suivant :
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D = diagonale {oaig)
(5.20)

it

y=D""y
Alors, 1'égalité y = A(t)z devient :

y = DUQA(T)Z

#

P/ 250123

(5.21) A(D)E

<l
i

A0 =021 + mp i) "p1/2

(t + ntd™ 2gpt/ 2y

qui est bien une matrice symétrique. De plus, elle est semi-définie ;csitive.
Soit Q unitaire telle que : :

(5.22) QA Q" = p Y %gpt/?

et définissons

(5.23) T =wq

Considérons le changement de coordonnées :

z =T%
(5.24)

y

~

Iy

Alors, on aura :
(5.25) ¥ = WQ"A(t) W'z

La matrice V\Q*;\(T)QW* €tant circulante, on peut maintenant appliquer la
Validation Crois€e Ordinaire : le résultat est la Validation Croisée Générale.
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Pour 1'expression A minimiser on a donc :

Lo -2
n HMT}Z‘ZH
(- = TrR(0))?

i

V(1) avec A(1) = QAW

—-—

n__LADEEH?
(1 - ram))?

1
n Y2 (A z-2) 112

(1 - & Tr(A(D))

(5.26) Vir) =

Pour obtenir un bon choix du paramétre d'ajustement, on sera amené 3 mini-
miser (5.26) sur 1l'ensemble des réels positifs.

Dans le chapitre suivant on €tudiera une méthode pratique pour faire ce
calcul et des exenples numériques seront présentés au chapitre III.

Cette méthode est applicable 3 d'autres contextes tels que : Régularisation
de Tichonov (voir Wahba (541, [581), Estimation de densités (cf. [571,
(581, {621) ou Modéles Linéaires Paramétriques (cf. [241, (251, [581) entre

autres.
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CHAPITRE I1

REALISATION PRATIQUE DE LA METHODE DE VALIDATION CROISEE

1 - INTRODUCTION -

Dans le chapitre précédent on a vu que pour obtenir une bonne estimation du
paramétre T d'ajustement par la méthode de Validation Croisée, il faut mini-
miser la fonction (de Validation Croisée) :

1
n !})1/2(2°A(T) z) | 32

1.1 V(1) = ; 5
(1 - = Tr(A(D))

Or, tous les algovithmes disponibles pour obtenir le minimm de V, néces-
sitent des évaluations de V(1) et éventuellement de V' (7). Il est donc trés

important d'étudier wn algorithme rapide pour calculer V(7).

En regardant 1'expression (1.1}, on voit que 1'évaluation du nunérateur
cofite le calcul de A(T)z, plus n multiplications et we division (les sommes
ne sont pas comptées). Le nombre d'opérations nécessaires pour €valuer ce
numérateur sera donc (cf. Paihua [357)

(1.2) Colit Numérateur = 30n + n + 1

Ce cofit est linéaire en n ; par contre, 1'évaluation du dénominateur est
beaucoup plus compliquée : en effet, il faut calculer Tr(A(r)). Pour cela,
il faut expliciter A{1) ol wne matrice qui lui est semblable.

La connaissance explicite de A(t) colite le calcul de A(T)ei, i=1,2,...,n,
oil {ei,“o,en} est la base canonique de Rn, d'ol :

{1.3) Cofit dénominateur = n(30n) + 1

On voit clairement que c'est ce calcul qui est le plus cofiteux. Or, si 1'on
comaissait les valeurs propres de DﬂQ, on pourrait épargner ce calcul :
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en effet, si Bin dénote les valeurs propres de A(t), on aura :

(1.4) 8. !

m“m 1-1,2,...,11
in

o Ay, 1i=1,...,n sont les valeurs propres de D Q. Dans [ 131 Craven &
Wahba utilisent wn algcr:thme de Relnsch pour calculer exactement les
valeurs propres, mais cecl est encore trés cofiteux puisque le colit est
encore D(ng), méme 5'il est fait en wune seule fois.

Dans ce chapitre on trouvera une approximation calculable des valeurs
propres qui permettra de les connaitre en ne faisant qué Zn opérations si
les pas sont équidistants et les variances égales, et O(nz) opérations
dans le cas contraire.

2 - RAPPELS SUR L'APPROXIMATION DES PROBLEMES VARTATIONNELS

Dans ce paragraphe, on présentera essentiellement les résultats de Fix £201
sur 1'effet des erreurs de quadrature sur 1& solution d'équations variation-
nelles et sur le calcul des valeurs propres de problemes varlatlonnels. Les

résultats de Fix sont plus généraux que ceux qu'on presentera ici, mais 1'on
adoptera en partle ses notations.

Soit H un espace de Hilbert egf%%&&fﬁéux formes hermitiennes réelles définies
sur H x H.

Soit u e H; on s'intéresse a la solution de 1'€quation variationnélle :
2.9 kf%gﬁu,v) ﬁja?fﬁc,v) pour tout v ¢ H
Pou{ézg%t;gyffan.fEra les hypoth&ses suivantes :

(2.2) ‘fggfu,v)l < C, I{ujlﬂllv!!H pour tout u, v ¢ H

@3 Jofuw s c, [lullyllvll,

(2.4) ‘Inf Sup E5u,v)| = C
[l tH=T vl 1H=1

0
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(2.5) Inf Sup L@fu,v)l 2 C,
| !Vl |“=1 | ’UI'IH=1

11 est clair que avec ces hypothéses, le théoréme de représentation de
Riesz entraine 1'existence d'un 0pérateur\7ﬁnéaire continue défini sur

H tel que :

(2.6) '_/@ g%,\r) Muo,v) pour tout v e H

On s'intéresse d ce qui se produit lorsqu'on remplacc%%ar des appro-
)cim:ltionigil ,M c'est~d-dire, aux solutions de 1'équation :

@.n l%(uﬂ,v) a%(uo,ﬁ) pour tout v e H

e, par les équations

Pour cela, dJdéfinissons les formes bilin€aires € »
n n

suivantes :

(2.8) L%\(u,v) Wﬂu,v) + m(u,v)

@9 A wv o) + e @Y

n

On définit maintenant les "erreurs maximm'' par :

(2.10) "= Suw Sup Ie15 (v,w) |
. n
”V“”=1 HWHH=1
(2.11) n];\ = Sup Sup fe, (v,w|
n

v |H=1 [ Jwl] In=1

Supposons maintenant que n; tend vers z€ro lorsque n tend vers 1'infini ;
il est simple, mais trés inportant de voir que dans ce cas il existg%tel
qu/@nuo soit solution de (2.7), ceci est donné dans le lemme suivant :

Lemme 2.1 - Si n; tend vers z&ro lorsque n tend vers 1l'infini, alors il
existe NO e N et C ne dépendant que de N, telle que :
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(2.12) Inf Sup\%(v,w)f > C pour n x N
Hv] Iﬁal [ wl ‘H-ﬂ

Ceci entraine 1'existence de Lz tel que :

(2.13) %(%{),v} M(uo,v) pour tout v ¢ H
N i - - -

Pour borner 1*8116111;9/110 ~$0, définissons d'abord :

sw ey (G ,v)|
livif=1 ™

H]

(2.14) g;‘gg"?go)

]

(2.15) SI;(uO} Sup Ie‘*n (u,,v}|

Hvl =1

Théoréme (Fix) 2.2 - Si ng tend vers zéro lorsque n tend Vérs 1'infini.

Alors

@16 |G- Zull s, a%gﬁ;;} + C, 82 (u)
avec C 1 C2 indépendantes de n.

Démonstration - On a 1'identité suivante :

ﬁlﬁ; - T, ) = e}n%, V) - ep (U V)

Mais, puisque n?a tend vers z€ro lorsque n tend vers 1'infini, le lemme 2.1

nous dit qu'il existe C tel que :

Inf Sup %(m,wf}} = C,  pour n 2 N,
[ul{=1 [{v]]=1
d'ou .
Sup %(u,v){ 2 C |{u]] pour tout u e H

Hvl=1

T
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donc ¢

Cl|Fu- Fiulls sw leg (FuW| +  Sw [eAn(uo,v)}
Hvif=t " - Hvl=1
d'oli le résultat :
C.Q.E.D.

Considérons maintenant le probléme de valeurs propres.
2.7 Du,v) =xoffu,v) pour tout v e H
Etant donné que % ?n sont au'toadjoints, les valeurs propres sont

semi-simples, c'est-a-dire, ces multiplicités algébriques et géométriques

coincident.

Pour résowlre (2.17), on approchef@e&"/par % egj% respectivement et

1'on considére le probléme :

(2.18) k@}(un,v). = A %{uﬂ,v} pour tout v e Il

Théoréme 2.3 - Si n};, nl: tendent vers zé€ro lorsque n tend vers 1'infini

alors :
(i) - les valeurs propres de "Z convergent vers les valeurs propres
de%rsque n tend vers 1'infini.

(ii) - les vecteurs propres de , ?fn'convergent'vers les vecteurs propres
de 9 1orsque n tend vers 1'infini.

Démonstration - D'aprés le théoréme (2.2) on avait :

“‘%’ ?n uOH < €y Q;‘Q%] +C, 6:\1(“0)

< TGN HHugll + ¢, iyl
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dloil

WTTi1 = sw 11 TFo-T ull < ¢, U + ¢, o
[, 1=

donc,
H/é_/gll tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini.

Or, il est bien connu (cf. {81, [9], [71) que la convergence en norme dej-
continuité entraine que les valeurs et vecteurs propres deﬂ
‘convergent' vers ceux de © 1orsque n tend vers 1'infini
C.Q.F.D.

En outre Fix [20] trouve des bomes pour les erreurs dans le calcul des

valeurs propres et des vecteurs propres. Nous n'aurons pas & les utiliser

ici. A ‘

Nota : Pour les vecteurs propres, 'convergence' veut dire 'sous-suite convergente'

3 - L'EXPRESSTON APPROCHEE DES VALEURS PROPRES -

Considérons les formes quadratiquéﬁ~,-}, M *,+) définies sur Hq{(},}]
par les expressions suivantes :

(3.1) %ﬁ v = [ W@y v @Dy a

(3.2) LQ/(u,v} = [:} w(t) u(t) v(r) dt

ol w est wne fonction positive et dérivable telle qu'il existe
Ci’ C2 > 0, vérifiant :
(3.3) 0 < (21 < w'(t) < C2 pour tout t ¢ [0,1]

Considérons le probléme de valeurs propres associé Q%M

(3.4) %{u,v} = ;{j%u,v} pour tout v ¢ Hq[O,ﬂ
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Pour des raisons de clarté dans ce qui suivra, nous introduisons quelques

notations !

i=1,2,...,n

(3.5) P

n P | n_ 1 n_q4_1 A
(les r; sont disposés sur [0,1] entre ry zﬁ-et ey 1 7ﬁ‘dans la néme

disposition que les ti)‘

Soit ﬁh la matrice associée i cet ensemble de noeuds, il est facile de voir

que :

oy Pat
(3.6) nr{ dat q

n(t, -t,)

Notons Sg 1'espace des fonctions spline d'ordre q basées sur les noeuds

n n
{ri,‘.o,r“}. On aura alors pour 0,.S € Eﬁ :

37N o =9, 80 = Aye
- n .
pour x, = s(%b, Yi = o(ri) | i=1,2,...,n
Considérons miintenant wne méthode de quadrature approchée pour calculég;g?f

(3.8) L}&?:{u,v) = ]3 Hn(u-V°w) (t) dt Yu, Ve Hq[0,1]

I, étant 1'opérateur d'interpolation sur'{r?,o..,rg}‘ééfini de la maniére

suivante :

Définition 3.1 - Soit g ¢ Hq[O,T], alors n g sera définie par :

g(ry) t € 10,71
(3.9 wng(t} = g(r?) + (t*rg) g(rﬁgii-g(r?) t e [rg, r2+1]
1 i=1,...,n-1
g(rﬁ) t e [r?lpl]
avec h? = r{tf f? i=1,...,n~1
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Remarque : 7 g est la seule fonction spline d'ordre 1 qu'interpole g aux

noeuds {rril, cen ,rﬁ}.

Avec cette définition, on aura les propriétés suivantes :

Proposition 3.1 - Soit g ¢ Hq{(),ﬂ etm, g la fonction définie par 1'expres-
sion (3.9), alors siq=2ona:

|1 T on n:
@) [§m e ac= 3 dl g0l

1=1
- n_n_1.n _ _.a_ 1tn
ou dy =71, +7h ‘fr;'"? Tt rh
Wy Bt
dn = 1 1+1 i:.':.‘! ,2’ ] ,ﬂ."i

(ii) )ﬁ) g(t) dt - [{‘) r, g(0) dt| < 8 [!g(g"(t))zdt]l/z

- n ,n ;n n _h
an - MED( {I‘i, hi’ h2’ L Y })Il"’i, ’! n}

I1 faut remarquer que (ii) a lieu parce qu'on a 1'@galité :

n_.,n
Démonstration -
n
T, n n
. n-1 {7 i+1 ‘ g(r,, Y=glr.)
@ fg M, g(t) dt =) g + 1 [g(r}) + (1)) ﬁh’”* =
1=l | n s
. T. 1
i

+ (1) g()

n
n-1 :hn g(ri+1) * g(rrj):)
1

%
iml z

P n
ry glr) +

+ (1) g())

dtot le résultat.
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(ii) Pour évaluer 1'erreur d'intégration, il faut d'abord remarquer que la
formule est exacte sur les polyndmes de degré 1, en effet :

. n . ' . .
Sur 1'intervalle [rr;, Ty 1] elle est exacte, puisque 1'interpolation est
exacte. Reste i savoir si :
)

T 1
) dt
) p(r) + (1) p(y) = [01 p(t) dt + fr;; p()
Si p(t) = a + tB, alors :
1 n 1.1n72
[ et de = o wgl)’s
1 _ n n 1 n, 2
{ rn(a-*tB) dt = (1~rn) {atB rn) * (1—rn) 8
n
en additionnant, on a :
n
Ty ' ! n nn, 1,n2
I T op(o)dt +I o P(Ddt =1, o+ 1 T 8- 7(r))78 +
' 0 T
+ (o) PO + 7 (-1
=1 p() + O~ ()
(puisque I"; =1 - rg)

Pour démontrer la formule, il suffit de considérer maintenant, la formule

de Taylor appliquée & g @
g(t) = g(0) + tg'(0) + [é(t~X)+g"(X)dx
nE® = m @O @)@ + 1 [He0) 200

si 1'on intégre, on obtient :
n

[img@ar= 5 & [§ 80 @[y r, @@ @)

i=1
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dlol :
Lawat - [ agae = [ {1t g9 dx at
08 0 ™ 0 jott X,
1 e t
- f{} i§1 i(ri—x)+g (x}dx dt

n
= [é L fé(t—x)+(1t - izldxil(rgnx)’ﬁ]g"(x)dx

n
a (%

Notons : k(x) = ](1) (-9, - I di(r;=x),
=1

Si 1'on examine les trois cas possibles, on a :

1
n n 1 1 2 2. 1
iiidﬁ(rl~x)+ - jo (t-x)dt = 5 [(1-0)°-x"1 = 5 [1-2x]
jé {t—x)+dt = jé(tv-x) dt - ﬁ){»(t»x)dt = % _)(2 + jél(tﬂc)ét
k() = - 4 %
n

2) X‘I.ISX<1~

g Ao
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On aura alors la situation décrite dans le dessin ci-dessous.

}

G N A A W "

REme —
‘m n n n
0 T Ty Ty X LEPY T

- les différences seront données par les parties achwrées. On aura alors :

n
H}l{t»x)*dtwiiidg(r%x)* = % (1- g}z + % [rg*fx}? - éf h’;[r?ﬁ*xj
3) h<xs

De manidre analogue au premier intervalle, on obtient :
_ 1 2
k(x) = (1-x)
Si 1'on reprend 1l'expression de 1'erreur, on aura alors :
Vo ae - [ n gy dt = [ koo g0 dx
0 g ¢ 0 \n g R X g {X
d'oil, par 1'inégalité de Schwartz :

iﬂ} g(t) - fé m, 80 dtl < ff g Koo aatf? Ejg}{g"{x)lzdx}“?



- 33 -

Calculons maintenant f g K2 (x) dx. On a :

700

i
1

G x) = T L@ -r§) e (h};) 1*+2 (-1_:{.3) 2 (hl’;) 2)
1 n, 4
T (?-'rn)

: P n n, .n n .
Si 1'on définit 'S’n = Max{r,, (I-1)), h;,...,h } on obtient :

K@) <6 = ]g () dx s 5

d'on :
l]&g(t)dt - [4mn sl < 32 0[] @ ) %aert/?
C.Q.F.D.

Considérons nﬂintenant% E@et alors, le probléme de valeurs propres
approchées, aux sens du paragraphe précédant, devient :

%}(un,v) = “n%“m") pour tout v ¢ H[0,11
donc :

' n
(3.12) f LD v @ mar =, 2w HvEDeedd  w e nlo,n
17
Or, il est bien connu {(cf. Laurent [301) que si g ¢ HqEO,TJ satisfait :
n
4{ g} g(Q) (t)v(cﬂ (t)ydt = ¢ n’il v(r?) pour tout Vv € »HqCO,U
=1 :

alors, g « Sg_, 1'espace des fonctions spline d'ordre q bas@es sur les

noeuds {r?, .. .,“r;:}. On a donc que u , fonction propre approchée de u, est
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we fonction spline d'ordre kq. Et il est clair que (3.12) est équivalent

-

a 3
n
(3.13) [ 0 0D 0@ myar = u _Eiql(rg)a(rg)w(rr;)dg Vo e 50
1=
sl

Soient X le vecteur des valeurs aux noeuds de u,, et o le vecteur des
valeurs aux noeuds de 4q, alqrs, lorsque O parcourt Eg‘, g parcourt R et
on voit, en tenant compte de 1'égalité (2.11) du chapitre I, que (3.13)
est équivalent 3 :

(3.1)  <@X, & = DX, o Vo e R*
avec D matrice diagonale d'éléments :

@)y ~ w(ry)dd | i=1,2,...,n
Faisons maintenant 1°'hypoth@se suivante :
619 ool =1
alors le probléme (3.14) s'‘écrit sous forme matricielle :

e N +
(3.16) QX = an :

e N

Avec Dn matrice diagonale d'éléments di =@ i=1,...,n. Notons encore
] . 5 ‘ ‘ NP
)\n =3 W, eton obtient le probléme de valeurs propres associé 4 la

matrice D;ljﬂn que 1'on voulait traiter.

Si 1'on applique maintenant les r&sultats du paragraphe précédent, on

obtient le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2 - Soient Ajp 1=1,...,n, les valeurs propres associées i la

matrice ﬂn, et Wiy =1 kin'

Si 35 tend vers z€ro de telle facon qu;il existe w ¢ H2[8,1} telle que :

. n 1 2 .
(1) w(ri) = ° Q. i=1,...,n

1
"

(ii) 3¢, €. >0 C, <w'(t) <C
i

2 1 2

Alors, M3, convergent vers les valeurs propres du probléme variationel :

G Gy = xfo,w) w e 140,11

DEmonstration - Pour appliquer le théoréme (2.2) il faut faire attention
au fait que n'est pas coercive. Pour remédier & cela, il suffira de
déplacer les valeurs propres, en considérant les problémes :

G Bue

i v, ) Yo « HIL0,13

(519 B = i Ao . Vo Ko, 11

oll
~

Bo.wy Gfw,e) sflo,0)
B w,0) D) <)

Alors, si u est vecteur propré de valeur propre u du probléme (3.17),
on aura : |

) i%s(u,d)) + Q1u,)
1,y + u,0)
(1+1),_ g/ lu,e)

bii

]
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d'ott :
1=1,2,3,...

D'une maniére analogue :

Peo = 1+ u i=1,2,...,n

Yin in
o~

;!
Mxii%)est coercive ; en effet, Necad (cf. [341) démontre queu‘%?(u,u) est.
équivalente 3 la norme canonique de Hq[(},ﬂ.

Pour appli({uer le théoréme 2.2 du paragraphe précédent, il suffit de
vérifier que @

g

} tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini.

~n
nA

En effet :
AL | ‘Eﬁ Hwll ) (w étant défini & la proposition 3.1)
> A Heeo,11

11 en résulte donc que les ﬁin convergent vers le {i;, d'odl le résultat

C.Q.F.D.

‘Nota : 11 convient de discuter un peu 1'hypothése (i), c'est-d-dire,

1fexistence de w telle que :

m(r‘:") = a? ' i=1,2,...,n
i poi
nd;

Cette fonction a une expression simple dans deux cas :
- Le premier est le cas des pas équidistants et variances €gales ol la
fonction w est identiquement égale a 1.

- Le deuxigme cas se produit quand on peut choisir t, d'ine maniére inver-
sement proportionnelle aux variances ; ici aussi on a w identiquement
égale 3 1.
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En général, cette hypothese entraine 1'existence d'une relation entre le
choix du pas et les variances, cette relation doit rester la méme au fur
et @ mesure que n varie. On pense qu'on pourrait affaiblir cette hypothése
a we condition du type :

. ) 1 2
il existe : W (rr}) Z e (4
n'i a1
i
avec w. H2[0,11
e B

On a donc trouvé le comportement des valeurs propres de D;:L'ﬁn ; il reste
a connaitre celui de la trace de Kn('r). Pour faire ceci, il faut rappeler

que Kn(*r) satisfait 1'&galité :

()
R,OOED = E @ | 1 |, i=1,2,...,n
$(xh)

ol Rn('r) est défini par 1'égalité variatiomnelle :
.20 HR o0 LR 60 60 w e 10,13
on aura alors

TR (1) = T.(A, (1))

Rn(r) est un opérateur compact autoadjoint défini sur Hq[ﬂ,ij a valeurs dans

Sg. Définissons maintenant R (1) par :

G20 RO +LR@ 69 2 0,0) v < 10,13

R{t) est aussi compact, autoadjoint défini sur qu(),ﬂ.

B, S (0,0)
Fon + L 0,9)

i}

Notons encore : % (¢,9)

G 0

i
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Lemme 3.3 ~ Sin i 1=1,2,... dénotent les valeurs propres du probléme :

ue ng [gru' () 109 () 1dt = n [{‘) u(t)p(t)dt Vi !-13[0,1]
oil :1&{0,1} = (v e ngm,n / v(0) = v(1) = 0)

Alors il existe une constante C telle que :

(3.22)  w.

q ;o
]+q 2C(ni) 1“1,2,0-0

Démonstration - I1 n'est pas difficile de voir que les valeurs propres My

du probiéme :

az2 uetlon G0 = v, Vo e 090,11

et celles du p-rob}éme :

u e 1do, 1 | KB, = g/ Vo e 11300,1]
avec 1010, = (y 10,11 /7 P @ =Py =0 j00,...,q-1
sont liées par la relation :
i=1,2,3,...

11 est clair quion a 1'inclusion :

idro, 13 < 170,11 < ... < nlto, 1
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Soit alors¢ e Hg[(},ﬂ. On a:
T 2, - _ "W
[iee @7a = - [Jow

{ﬁ){ ¢! (t)}th}Q < ﬁ)cbz(t)&t . f})[ep"(t)fdt

2
fgt ¢'(t) 124t

j O

ﬂ)s ¢ (0 1at
ﬂ)éﬁ (t) at

On va démontrer par récurrence que l'on a :

- Jgt o™ (1124t
o’ e

m
(3.23) ﬁ)[fb' () 1%dt
jé@z(t) dt

<

(3.23) est vrai pour m = 1,2, Supposons qu'elle soit vérifide pour
jsm(m>q-1), et ddmontrons qu'elle est vraie pour m + 1.

[§ 4™ @ o™ @ar - - [1 o™V ™D ar
d'ol :

{[gwm(t}}zdt}z < B{@(m"i)(‘t)fdt jgw(rmi) ) 124t

En divisant des deux cGtés par [{3} ¢2(t) dt:}2 on a :

| 2 ]
(3.24) [(1)»% () ORRE . jgﬁb (m-1) (t) 1at . ﬁ){@ (m+1) (?:) 3%(1{:
Jo 0y i¢ma ] efma
Notons :
™ @2

" fpemat



- 40 -

Alors (3.24) devient :

2
(3.25) Im < Im_‘1 Imﬂ ¥m < q-1
soit ,
2 2 PN
Lo T S Tt T et en utilisant (3.25)
£ Inr»? Im Im+1
d'ou :

m-1 Im s Im~2 Im+1

2

Tz Yoe1 T S Teo Lo en‘utlllsant (3.25)

Im-l Im~3 Im+1
donc :
im—? j“m = 1m~3 Im'rl

On aura donc :

Im«j LIS Inr—j’-1 Im+1 j=1,c0.,m-2
Pour j = m-2, on obtient :
12 Im < I1 I}mi
Maé.s on a : 12 2 Ii d'oll : LI sy

En utilisant maintenant 1'hypothése de récurrence, on a :

1
A7 s Ty
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soit :
q
.[éﬂ¢‘(t)32dt .jé[¢CQ3(t)3?dt

< ¥ e Hlo,11
[} P [0 P@ar °

De plus, étant donnée que C1 <w'(t) = C2 on aura :

0,9 < [§ Pwar < 2 oo, )

d'ol :

2
[éf@‘(t)}zdt

}; Pryae (2 o

Si 1'on utilise maintenant la définition des valeurs propres en termes
du quotient de Raleigh, on obtient par le principe de monotonie (cf.
Weinberger {631, Gould [271, etc...) que :

n? S Ei i=?,2,eouc

C.Q.F.D.

Une version plus compléte de ce lemme sera domnée au chapitre IV comme
une conséquence d'une inégalité sur les valeurs propres de ﬁn.

Théoréme 3.4 - Pour 1 > O fixd, on a :

@ IR@ - R @] = 0@

(ii)  R(t) est un opérateur qui appartient & la Classe de Trace,
ctest-a-dire, Tr(R(T)) < + =, De plus :

®
Tr(R(1)) = ¢ < +
YT L, T
noy
(3.23) (1ii) TrR () = ‘21 Wt & ol £ =0
i= 1
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Démons tration ~%est une forme bilinéaire, bicontinue et coercive, alors

on peut appliquer le théoréme (2.2) du paragraphe 2 pour obtenir :

n
HIR(O) - Rn('r)]uH s [nBT « [IR(D)}] + “:}”u“”q[oyﬂ

| ! . “ .
mais ny = n s 3;21 o ||w]] ) ce qui donne le résultat (i).

T A H7[O,1]

Pour démontrer (ii) il suffit d'utiliser le lemme (3.3) et le fait que les

valeurs propres ny i=1,2,... du probléme :

u e l‘lgf_(),l] ﬁ) u' ()¢ (t)dt = A ﬂ) u(t)(t)dt  vp e Hf) £0,11
sont données par :
i=1,2,...
1 1

Alors la série : I Trem; < iii ‘1‘”(1") 2q

est convergente pour q 2 1,

Soit Tin‘('r) 1'opérateur compact autoadjoint définie par :
R, (e 51 PR (D4, ) R (D9, 0) 207/ 4,00 Vo5

: 1 . T .
Notons T;?E; 1=1,...,n les valeurs propres de Rn(T). On a :

1

1 .
a) — & i=1,2,...,0
+1E, T+TU, 7y '
1 téln | TH;

b) 1R - R (]| = 06

1'inégalité a) traduit la wonotonie de 1'approximation de Galerkin (ou de
Raleigh-Ritz) et b) représente 1'estimation d'erreur (cf. par exemple
{73, [81).
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Calculons la différence entre Tr(R(t)) et Tr(ﬁn('r)}.

o

TrR(0)) =

1=1

Tr(R, (1)) =

n
X
1=

i

Y

Etant donné que Wiy q

L
1 +'rui

1

i-{»'rgin

(in)Qq, on a :

- 1 -2q
) = 0(J7%%Y
jog TFTH

De plus, on peut choisir

N({J) tel que ¥n = N(J) on ait :

] J 1 J 1 I "2q
5 -3 < 0(37%9
jog TPTH 5o, TRREL

d'oll :

in

ITr®R(D) - Tr(R, ()|

A

De plus, on a :

iA

[Tr®, (1)) - Tr(R(1))|

iA

ih

d'ol le résultat.

J J
IR e e
i=1 TRy = in

n

® 1 1
+ ]z +] 3
ii=3 A0 s i=g TTEiy, |

I 4 2 0™ = o2
n

2l < R -R@) s >
1:

n [|R (7) - R, (0)]]
n 0(8)

C.Q.E.D.
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Dans les paragraphes suivants on examinera le calcul des valeurs propres du
probléme continu dans plusieurs cas pratiques. Mais avant, il est bon de
1appeler le résultat classique suivant : (ct. [27D).

Proposition 3.5 - Les deux problémes suivants sont équivalents :

Trouver ¢« uq[o,g%w) = MM) vy ¢ 10,13

Trower  ¢e 00,11 %Y ¢ = n we
. . (3.29)
{0 = @Dy -0 §=0,1,...,q-1

4 - LE CAS TES NOEUDS LQUIDISTANTS -

Considérons maintenant le calcul des Valeurs Propres dans le cas oil les
pas sont équidistants et vg =v i=1,2,...,n.

Dans ce cas, on aura les relations suivantes

.1) t; = t, + (i-h i=1,...,n
O B (-t i=1,...,n
s 4= i=1,2,....n
(1.4) of = 1 i=1,2,...,n
4.5) w(r}) = 1 i=1,2,...,n

Le probléme de valeurs propres 3 résoudre sera simplement :

,

')(2(1)(1) = n'.])
(4.6) “ .
00 ()= ¢ ) (1)=0 j=0,1,...,q-1.
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Et 1'expression approchée des valeurs propres sera alors :
Aoao i=1,...,q

Cin

4.7

e

1 .
nA. . . = +} PRPIFS ¢ 1
in o) 2q UJ“q J=q*i, s

Et 1'expression approchée de la trace devient :

-1 n y
“4.8) Tr((I+1Q) ™) =q + I
i=q+il+T N
(nh)zq 1=q

C'est cette expression qui a été utilisée pour calculer V(1) et l'estima-
teur T du paramdtre optimal. Dans le chapitre suivant on présentera des
expériences numériques permettant de dire que 1'estimateur obtenu est wn
bon choix du paramétre de lissage.

A P ot s Bt Yt e S S s W 0 . . el Ao Aot W

Dans le cas q = 2, le probléme est simplement :

@9  pEV4 -y

it

¢(0) = ¢(N=0

i}

$1(0) = ¢' (D=0

Ce probleme correspond aux vibrations libres d'une baguette (cf. Courant

{121). Les valeurs propres sont données par :
4.1  n: = @: M ieN
i i
ol {pi}? sont les solutions positives de 1'équation :

4.11) cos p¥ coshpw =1
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Dans le tableau n°1 on donne les dix premidres racines de 1'8quation
.11,

A partir de la dixidme, on constate que 1'on a : Py = k + %, 4 la

précision machine prés.

Tableau N°1

111.5056187311419416 16.49999999913815
212.4997526700739717 {7.50000000003725
313.50001067943591{8 |8.49999999999838. .
4 14.499999538483589 19, 50000000000007
515.50000001994390{ 10} 10. 5000000000000

B Ll ST AU, Peiniigisphapibel Pruidhupwiy

Dans le cas des splines quintiques le probléme technique de trouver les
valeurs propres dJevient difficile, mais on a réussi # trouver 1'équation
grice a 1'utilisation du systéme Réduce de calcul formel.

On obtient que :

4.12) n; =P; i=1,...
ol {pi} est 1'ensemble des racines positives de 1'équation :
ieN
in 2 rsin? D P2 Y3 D - oh By -
(4.13) sin % [sin” % cos g-+ cos & sh 5 P+ Zcos 5 2ch 5 pl =0

Les racines d'indice 2k-1 de cette équation sont données par le tableau
n® 2 pour k £ 10. Pour k > 10, on a (& précision machine pres)
Pogoq = {(2k-1)n. Les racines paires sont données par :

(4.14) = 2kw k=1,2,...

Pok
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Tableau n°2

112.527482153303429] 6]34.55751918948855
219.427052987008248] 7{40.84070449666733
3115.70795337857853] 8]47.12388980384693
4121.99114861798320] 9{53.40707511102652
5128.274333882122431 10 59. 6902604 1820610

5 - INE METHODE PRATIQUE DANS LE CAS GENERAL -

Dans le cas des pas non-&quidistants et ] éventuellement différents, on ne
sait pas calculer explicitement les valeurs propres du probléme continu
(3.24). Pour palier 3 cet inconvénient, on calculera une approximation des
valeurs propres du probléme continu, a4 1'aide d'une discrétisation par
différences finies, ce qui revient 3 résoudre :

1

G.1)
m+1) %

FX=6DX X¢eR' mzn

ol F est la matrice de discrétisation par différences finies de 1'opérateur
D(QQ) et D est la matrice diagonale contenant les valeurs aux noeuds du
maillage régulier de la fonction w.

Ce probléme est &quivalent au probléme symétrique suivant :

(5.2) —l 22y gy
Gﬁ+?)2q

La matrice F a we structure de bande avec 2q+1 diagonales non-nulles et
1a matrice B Y2 £ 5 "2 sera de méme. On peut donc utiliser la méthode
de Schwarz (cf. [45]) pour réduire cette matrice & la forme tridiagonale,
avec un colit beaucoup plus petit que celui de tridiagonaliser Q directement.
Ensuite on utilise wne version de QR pour matrices symétriques tridiagonales

(cf. Saad [41]) pour trouver les valeurs propres.

Cette méthode a Et€ essay8e avec succes en utilisant m=2n, pour les splines
cubiques. Dans ce cas, la matrice F est donnée par :
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(5.3) T= .
-1 4 -6 4
14 -6

Pour évaluer D, il faut pouvoir calculer w(t), or, on sait que :

n 2 .
wlr.) = —— o i=1,2,...,n
i n i
ndi

Soit alors L(t) la fonction spline d'ordre 1 qui interpole w aux points
n

T, i=1,2,...,n. On prendra comme w(t), la valeur L(t) de cet interpolant.
Il existe un cas particulier de pas non équidistants qu'il est intéressant
de remarquer. C'est celui ol 1a fonction m(r'i‘) vaut 1 partout. Dans ce cas,
le probléme continu est le méme que celui des problémes A noeuds équidis-
tants et les valeurs propres peuvent &tre calculées par les tables du

paragraphe 4.

6 - COMMENTAIRES -

Les méthodes proposées dans ce paragraphe ont été programmées en

FORTRAN-IV G et les résultats numériques sont trés bons, malgré le fait

que les approximations des valeurs propres ne sont nuériquement bonnes

que pour les premiéres, c'est-d-dire, les plus petites. Ceci est di (au
moins c'est qu'on pense) au fait Jdéja remarqué par Schoemberg (421,

Reinsch [391, (duns le cas des variances &gales) qui est la grande impbrtance
des petites valeurs propres, et la relativement petite importance des
grandes. D'autres raisons th€oriques seront données au chapitre IV.

S
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CHAPITRE 111

EXPERIENCES NUMERIQUES

1 - INTRODUCTION -~

Le but du présent chapitre est d'illustrer 2 1'aide d'expériences numéri-
ques le comportement Jde la méthode de Validation Croisée.

Ainsi, dans le premier paragraphe on décrit la facon de mettre en oceuvre
la méthode de Validation Croisée pour le cas des pas équidistants et on
donne wn tableau des temps de calcul, ainsi que quelques exemples d'utili-
sation sur des données fictives.

Dans le deuxiéme paragraphe on compare d 1'aide d'une simulation, les dif-
férentes méthodes décrites dans le chapitre I.

Dans le troisi@me paragraphe, on décrit la mise en oeuvre de la méthode
pour le cas des pas non équidistants et variances différentes. On donne
aussi quelques exenmples d'application sur des données fictives.

Finalement, dans le dernier paragraphe, on montre comment on peut choisir
le paramétre d'wne maniére non automatique, 3 1'aide d"wm écran de visua-

lisation, et on discute les avantages et inconvénients de cette procédure.

2 - LE CAS DE PAS EF VARTIANCES EGALES -

Ians tous les exemples de ce paragraphe, on considére que les points t,
i=1,...,n sont équidistants et que 1'écart type des erreurs €4 i=1,...,n
est le méme.

e
Tous les exemples de ce paragraphe, correspondent 3 des domnées fictives

obtenues en faisant :

2.1 z. = f(t.,) + ¢.

. : : i=1,2,...,n
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ou f est wne fonction connue. les g, sont générés comme des nombres pseudo
aléatoires de moyenne nulle et variance v2, a 1'aide d'un sous-programme
basé sur la théorie des grands nombres.

De plus, toutes les fonctions f choisies comme exemple, ont 1'intervalle
[0,11 comme domaine de définition. Les fonctions splines utilisées sont

des cubiques.

2.1 - Mise en oeuvre de la wethode -
Dans les paragraphes précédents on a vu que la méthode de Validation
Croisée consiste a minimiser la fonction V(t) construite 3 partir des

données :
1 2
#llz-A@z]|

(15Tr ()’

(2.2) Vi{t) =

Pour calculer A(t)z pour wn 7 donné, on utilisera la méthode de Paihwa
décrite dans [35]. La trace de A{t) est obtenue en utilisant les valeurs
propres de 1'opérateur différentiel associé (cf. chapitre 2).

Pour obtenir ensuite la valeur de T qui minimise V(t}, on utilise une
méthode de recherche globale. (Méthode de la Section Dorée cf. [471). Cette
méthode exige 1'hypoth&se que la fonction soit wnimodal, ce qui a &té€ cons-
taté dans tous les cas &tudiés, mais ceci n'a pas pu étre démontr€.

Un rapport permettant d'utiliser ces programmes pour le cas des splines
cubiques est d la disposition des utilisateurs (cf.[501). Un rapport analogue
pour les splines quintiques apparaitra prochainement.

Etant donné que la méthode de minimisation est une méthode qui permet
d'obtenir 3 chaque pas un intervalle ol se trouve la valeur optimale, il
reste A choisir la pré8cision avec laquelle on considére que le calcul est
fini. On a utilisé pendant un certain temps le test :

T,=T

2 71
(2«3} ?ﬁ‘; < 39

-5
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ot [Tl, 12] est 1'intervalle foumi par 1'algorithme, mais 1'on s'est apergu
que sans perdre rien dans la précision de la spline obtenue, on pouvait
utiliser 1072 au lieu de 107°, diminuant ainsi le temps de calcul de moitié.

Dans le tableau n® 1 ci-dessous on donne les temps de calcul pour 1'ordina-
teur IBM 360/67 du C.1.C.G. Les temps sont donnés en secondes.

Tableau 1° 1

n |T.C.V.P. | T.C.P.0. | T.TOTAL
50 | 0.0031 0.7962 0. 7993
100 | 0.0066 1.1310 1.1376
150 | 0.0098 1.7466 1.7564
200 | 0.0134 2.4569 2.4703
250 | 0.0215 3.1580 3.1795
| 300 | 0.0193 3.7720 2.7913
350 | 0.0238 4.4208 4.4446
400 | 0.0269 | 4.8706 4.8975

Comne on peut vemarquer, le temps croit lindairement avec le nombre de
points avec une relation

2.4 temps = 0.012n

o e B e e e e e o P o e o Ao ot s WO

Dans cette section, on illustre le comportement de la méthode avec trois
exenples qui sont les suivants :

Exemple 1 - On considére la fonction £(>J = sin(2nx) dans 1'intervalle [o,11.
Un écart type de v = 0.1 est fixé pour les erreurs et 1l'on con-
sidére les cas n=40 et n=100.

Ry
Les résultats obtenus sont représentés de la mani&re suivante :
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Dans un méme dessin on représente les données (X} la fonction f (marquée
par F @ 1'extrémité gauche) et la fonction spline (marquée par wn S). On
fait un dessin pour chaque cas.

2
1
Exemple n° 2 - On utilise la fonction f(x) = e 16 (x- 23 dans l'intervalle
£0,1]. L'@cart type est de 0.1 et 1'on considére aussi
n=40, 100,

Exemple n° 3 - Dans ce cas f(x) = e~2xéin(4vx3 dans 1'intervalle {0,1].
L'écart type est de 0.1 et 1'on considere les cas n=40,100.

Les dessins se trouvent dans les pages qui suivent. On peut y voir que la
méthode est trés intéressante pour résoudre ce type de problémes. On a aussi
résolu plusieurs exemples réels d'utilisation qui donnent des résultats
trés satisfaisants pour les utilisateurs.
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METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exemple 1 : 40 points

METHODE DE VAL IDATION CROISEE

Exemple 1 : 100 points

DESS3 - LE 19/701/79 A 12:44:02 DESSIH NO 002

="
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METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exemple 2 : 49 points

METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exenple 2 : 100 points

DESS3 LE 19/01/79 A 12:44:18 DESSIN NO 004



METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exemple 3 : 40 points

LA

S

METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exemple 3 : 100 points

LE 19701779 A 120449041 DBESSIHN HO 0048

e o)
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Le but de ce paragraphe est de montrer 3 1'aide de quelques exemples

comment se comporte la solution SR lorsque le nombre de points augmente.
3

f et v étant fixés.

On a donc pris trois fonctions test définies dans 1'intervalle [0,1]. Dans
tous les cas, 1'€cart type de la perturbation a 8té fixé a environ 10% de
la valeur maximm de f. On a donc répété 1'expérience pour n=50,100,200 et
400 constatant que dans chaque cas, au fur et 3 mesure que n augmente, la
spline de lissage obtenue par la méthode de Validation Croisée s'approche
de plus en plus de f. Ce résultat empirique n'a pas pu &tre démontré, mais
quelques résultats (relativement peu importants) ont pu &tre obtenus.

Dans les pages suivantes on présente les résultats de ces simulations.
Pour chaque f, on représente la fonction, les donndes (X) et la spline.

Ceci pour chaque valeur de n.

Les fonctions test utilisées sont les suivantes :

1 - f(x) = % cos (g cos) v = 0.1
2y - £f(x) = 41 cos (4mx) v = 0.1
3 - f(x) = cos wx + %I cos {3mx) v = 0.1
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3 - UNE COMPARAISON DES METHODES -

Dans ce paragraphe on présente une comparaison des méthodes décrites dans
le paragraphe 1, cette comparaison étant faite sur la base d'une simulation
pour le cas ol les pas sont €gaux et la variance est wnique, et €gale a v.

Du point de vue temps de calcul, les trois méthodes ont presque les ménes
caractéristiques, en utilisant bien slir, les approximations du chapitre
précédent pour les valeurs propres.

La deuxiéme chose a regarder est le fait que les méthodes de Reinsch et
Mallows ont besoin de la connaissance d'un bon estimateur de VQ, ce qui
n'est pas toujours possible.

Dans la comparaison qui est faite dans ce paragraphe, on peut utiliser comme
2 g M o - - el > > .
v~ la valeur utilisée pour générer les nombres aléatoires (ceci est faire

" - - 2 .
un beau cadeau & la méthode, puisque v° n'est pas connu en général).

Pour faire cette comparaison on considére les trois paramétres suivants :

1 B 2

5 L (£(ty) - Un,r(ti))
(3.1) I (1) = 171

1 2

R 2 ) < o ()

oll T est la valeur qui minimise.

1 B 2
(3.2) Var(t) = = R (f[ti) - o (t.))

i=1 n,Tod

1 0 2

7.l (£ (ty) - O'H,T(ti))
(3.3) I4(1) = =1

(S N 2

B - oy 2

oll T est la valeur qui minimise :
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o1 \ 2
(3.4)  Var(d) =& 3 (' (x) - o' (£)

1=1

Et finalement, on considére :

.! T —
of (F

T)"(t)]zdt
g = f1 ’

g
n

(3.5) I 5
[(f - o ")) at

ol T est la valeur qui minimise :
(3.6)  J(1) = |V (F-0a ))IPat
’ 0= n,T ‘

Ces trois paramétres mesurent d'une certaine fagon la qualité de 1'appro-
ximation, et ils pemmettent de comparer les méthodes. Si les valeurs de
ces paramétres sont proches de 1, la méthode sera bonne pour ce criteére
et parmi deux néthodes, la "meilleure' sera celle qui produit la valeur

du paramétre la plus proche de 1.

Soient 1" la valeur qui minimise V(1), c'est-a-dire, le paramétre obtenu
par validation croisée. T le paramétre obtenu par la méthode de Reinsch
et T le paramétre obtenu par la méthode de Mallows. Dans les tableaux des
pages suivantes on présente pour plusieurs valeurs de n et v, les moyennes
obtenues pour les trois indices définis, ces moyennes étant réalisées en

utilisant 1'ensemble des 10 fonctions test données plus bas.

Ainsi, dans les tableaux 1 & 4 on étudie le comportement de I, Dans les

tableaux 5 4 8 on observe Id et dans les 9 4 12, 1'indice IJ.

Fonctions Test

3X-27. 6X2+136X°-210X +100X°

1) - sin(2ux) 6) -
2) - sin(wx) + % sin(31x) 1.2
-3X 7 - e~16(x .

3) -e
2

&) - e sinzax 8) - 406

5) - 25%-128X2+282.5X3 9) - 10(x-0.5) (x-0.25) (x-0.75) -

1
278, 7x" +100.0X° 10) - arctg(t(x - 2))
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Paramétre,Ie'

Tableau n® 1 - v = 0,100

METHODE 20 40 60 . 100 . 150 200 300 400
MIVCG 1.596 1.285 1.046 1.032 1.045 1.048 1.7104 1.105
MALLOWS 2.372 3,495 3.237 4.110 5.396 6.748 9.908 11.120
REINSCH 1.560 1.254 1.099 1.830 2.565 3.036 3.160 3.231
Tableau n® 2 - v = 0.050
METHODE . .20 40 60 100 @ 150 206 300 400
MDVCG 1.130 1.025 1.027 1.029 1.061 1.140 1.071 1.027
MALLOWS 2.272 2.756 3,045 4.159 5,504 5,587 6.301 7.777
REINSCH | 1.133  1.283 2,701 2.402 1.544 1.299 1.220 1.061
Tableau n® 3 - v = 0.010
METHODE 20 40 60 100 150 200 300 400
MDVCG 1.648 1.518 1.015 1f030 1.030 1.040 1.012 1.013
MALLOWS 1.648 2.037 3,010 2.946 3.516 4.395 5.170 5.338
REINSCH 1.054 1.896 2.@49 1.168 1.124 1.086 1.728 1.575
Tableau n® 4 - v = 0.005
METHODE . 20 49 60 100 150 200 200 400
MDVCG 1.320 1,258 1.296 1.013 1.019 1.026 1.016 1.042
MALLOWS 1.320 2.403 2.183 2.493 3.005 4.067 4.364 4,788
REINSCH ¢ 1.726  1.801 1.216 1.447 1,350 1.261 1.294 1.455




Paramétre Id

Tableau n°® 5 - v = 0.100

METHOIDE N 20 40 60 100 150 200 300 400
MDVCG 1.383 1.664 1.262 1.262 1.253 1.259 1.289 1.390
MALLOWS 5.157 13.810 18.645 29.631 54.996 79.589 ~ -
REINS(H 1.656 1.264 1.372 1.651 2.171 2.191 2.267 2.437
Tableau n° 6 - v = 0.050
METHODE N 20 40 60 100 150 200 300 400
MIVCG 1.374 1.240 1.247 1.237 1.316 1.428 1.321 1.249
MALLOWS 4.340 10.466 13.635 25.898 42.519 57.369 97.597 -
RETINSAI 1.402 1.533 2.308 2.065 1.498 1.410 1.384 1.266
Tableau n° 7 -v-=0.010
METIIODE N 20 40 60 100 150 200 300 400
MOVCG 2.284 2,187 1.263 1.285 1.257 1.374 1.251 1.252
MALLOWS 2.284 4.821 7.901 10.964 22.321 36.058 53.625 55.547
REINSCH 1.265 1.905 1.964 1.397 1.326 1.277 1.759 1.560
Tableau n® 8 - v = 0.005
METHODE N 20 40 60 100 150 200 300 400
| :
MDVCG : 1.501 1.315 1.555 1.256 1.271 1.268 1.237 1.252
MALLOWS 1.501 3.619 5.915 10.614 14.343 24.524 32.284 41.279
REINSCH 1.653 1.639 1.513 1,701 1.524 1.450 1.477 1.522
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Payamétre 1.

J

Tableau n°® 9 - v = 0,100

METHODE 20 40 60 100 150 200 300 400
MDVCG 2.563..-3.043 1.478 2.160 1.526 1.618 1.978 2.892
MALLOWS - - - - - - - -
REINSCH 1.562 1.144 2.877 1.244 1.614 1.888 1.523 1.611
Tableau n°® 10 -~ v = 0.050
METHODE . 20 40 60 160 150 200 300 400
MDVCG 1.000 1.393 1.350 1.381 2.434 3.871 2.581 1.359
MALLOWS - - - - - - - -
REINSCH 1.044 1.087 1.784 1.492 1.067 1.067 1.064 1.169
Tableau n° 11 - v = 0.010
METHODE 20 40 60 100 150 200 300 400
MDVCG 100.269 - 1.449 1.208 1.326 2.416 1.776 1.718
MALLOWS 100.269 - - - - - - -
REINSCH 1.288 1.359 1.332 1.067 1.069 1.143 1.184 1,093
Tableau n°® 12 - v = 0.005
METHODE 20 40 60 100 150 200 300 400
MDVCG - 8.694 40.507 1.793 1.449 1.971 1.825 1.574
MALLOWS - - - - - - - -
REINSCH 1.44% 1.101 1.096 1.172 1.119 1.041 1.045 1,062
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Les résultats des tableaux précédents permettent de dire que les néthodes
de Reinsch et Validation Croisée sont les meilleures. Mais il faut insister
sur le fait que la wéthode de Reinsch a €té utilisée en donnant 1'écart

type. hans la pratique cet €écart type n'est pas connu et la seule méthode
applicable reste la méthode de Validation Croisée.

On peut remarquer gussi que pour des valeurs de n modérées et v assez grand,
la méthode de Reinsch semble &tre préférable mais, lorsque le nombre de
points est grand, ol lorsque v est petit, la méthode de Validation Croisée

1'emporte.

11 faut remarquer aussi la décroissance des indices avec n, ceci sera

nontré théoriquement dans le chapitre IV.

4 ~ LE CAS DS POINTS NON EQUIDISTANTS ET VARIANCES DIFFERENTES -

Dans ce paragraphe on présente quelques exemples d'utilisation de la méthode
de Validation Croisée dans le cas oit les points ne sont pas équidistants

et les variances sont &ventuellement différentes.

4.1 - Mise en oeuvre de la méthode -

- oot sl ¥ A At W T T o T -~ . A S W o "

Comme on 1'avait vu dans le chapitre II, le probléme est de calculer les
valeurs propres de pla. Or, on avait vu aussi, dans la section 5 de ce
chapitre une wéthode pour approcher ces valeurs propres en calculant les
valeurs propres d'une matrice bande. Ce calcul peut €tre effectué en
0(1\2) opérations en utilisant 1'algorithme de réduction de Schwarz

(cf. [45])) et QR avec déplacement (cf. [41]).

Pour calculer la fonction spline d'ajustement on utilise une méthode du
type Paihua. ['algorithme et les programmes pour ce calcul apparaitront

séparément.

Finalement, pour minimiser V(1), on utilise un algorithme de recherche

globale (le méme que pour le cas des pas équidistants).
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Les temps de calcul du paramétre de lissage en utilisant cette méthode
sont données ci-dessous. Le temps le plus important étant celui du calcul
des valeurs propres, il est &vident que si 1'on a plusieurs cas 3 traiter
sur la méme grille, on aura 3 faire ce calcul wne seule fois et le coiit
de chaque spline sera inférieur.

' Splinés‘Cubiqués

n | T.C.v.P. | T.C.P.0. | T.C.E.S.
a0 2.9703| 0.9348 | 0.0266
60]  6.6031 1.1742 |  0.0401
80| 11.7702|  1.5447 | 0.0560
100{ 18.1964 |  1.8627 | 0.0681

Tl PP ephaputpRp Sl aidpuain Tousheird

Dans les exemples des pages suivantes, on s'est donné les points :

4.1 t, = gg/n w(t)dt

avec w(t) = 1 + cosnt

Pour différentes valeurs de n, on a perturbé wne fonction test avec des
variables pseudo-aléatoires gaussiennes de méme écart type, et 1'on a
calculé ensuite la spline de lissage de paramdtre T  choisi par la méthode
décrite plus haut. On représente ensuite les dommées (X) la fonction
originale (F) et la spline ainsi obtenue (S). Dans chaque cas on note en
bas du dessin, la fonction, le nombre de points et 1'8cart type.

On peut constater que les résultats sont aussi bons que dans le cas des pas
€gaux. Il est important cependant de remarquer que, bien qu'étant donnde
une configuration de points quelconque, 1'existence d'une fonction lisse
qui prenne ces valeurs SOit toujours assurée il faut que le caractére lisse
soit '"assez petit' pour que la trace soit approchée avec suffisamment de
précision.
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METHODE DE VALIOATION CROISEE

Exemple 1 : 40 points

METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exemple 1 : 100 points

NONEDR CE eS5/01.79 5 14:07¢'3 JESSIN 13 202
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METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exemple 2 : 100 points

METHODE DE VALIDATION CROISEE

Exemple 3 : 100 poihts ,

NONE®R LE 25/0'/79 A 14:07:53 DESSIN NO O 204

TR
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5 = L'ALTERNATIVE GRAPHIQUE -

11 existe une autre facon {(non automatique) de choisir le paramétre de lis-
sagé. Elle consiste d essayer d'une fagon intéractive, a 1'aide d'wn écran
de visualisation, plusieurs valeurs de ce paramétre et 3 choisir ensuite

le dessin que 1'on pense €tre le plus approprié. Ce choix est fait en
général en essayant de trouver la 'limite' entre une spline qui est lisse

et celle qui oscille "trop".

Cette manidre de choisir le paramétre est spécialement adaptée au cas ou
1'expérimentateur connait d priori la forme de ses courbes et peut donc

discerner entre deux valeurs de 1 avec assez de clarté.

Les inconvénients de cette méthode sont d'une part le fait que c'est trés
lent et donc impraticable dans le cas ou on aurait de nombreux cas &
traiter et deuxiémement, le fait que si 1'€cart type est petit, 1'écran ne

nous permettra pas de voir les oscillations de la spline.

On a programmé cette méthode sur 1'écran du C.I.C.G. et 1'on donne dans la
suite les 1ésultats d'une séance type de travail. Dans chaque dessin on
marque les données et la spline obtenue avec le paramétre listé en bas. On
obtient ainsi une valeur de 3000. pour le paramétre (1/nt) et le paramétre
optimal €tait 2340. 11 faut ajouter que le résultat est trés bon dans ce

cas et que la différence de Ie avec la validation croisée est trés faible.

(La persomne qui a fait le choix ne connaissait pas la fonction sous-jacente).
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ENTREZ LA VALEUR OE RHO: 0.1

ENTREZ LA VALEUR DE RHO: 1.0

UTRERAS LE 0S/01 /70 & o ==
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ENTREZ LA VALEUR DE RHD: 50.0

EMTREZ LA JALEUR OF RWO: 1000000,

UTRERAS LE 05/01/78 A 16:37:50 DESS!
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ENTREZ LA VALEUR DE RHO: 100000,

[ i e i s

o

a

ENTREZ LA vALEUR DE RHO: 100,
o A M 7M™ 1 s
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ENTREZ LA VALEUR DE RHD:

300.

ENTREZ LA VYALEUR OF RHO:

153000,

UTRERAS

LE 05/01/78

A

i6:08:92

DESS I
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ENTREZ LA VALEUR DE RHQO:

10006.0

ENTREZ LA YALEUR DE RHO: 31000,

R




CIAPITRE 1V

OPTIMALITE ASYMPTOTIQUE DE LA METHOIE DE

VALIDATION CROISEE

1 -~ INTRODUCTION -

Dans le chapitre précédent on a pu constater numériquement les avantages
de 1la méthode de Validation Croisée pour choisir le paran@tre de lissage.
En particulier, on a observé la convergence de la fonction spline ainsi
obtenue vers la fonction, lorsque le nombre de points augmente. On a vu
aussi que 1'inefficacité relative de la méthode, ?ar rapport 3 trois cri-
téres d'optimalité, tend vers 1 lorsque le nombre de points devient grand.
Dans ce chapitre, on donnera quelques résultats théoriques sur le compor-

tement asymptotique de la méthode, dans le cas des pas 8gaux (t “ti:h

i+
i=1,2,...,n~1) et variances égales (viwg i=1,2,...,n) , cette !ﬁy‘ésthése
peut &tre levée dans presque tous les résultats de ce chapitre, sauf dans
1a borne qu'on obtiendra pour les valeurs propres, ce qui empéche d'obtenir
en général le résultat le plus important de ce chapitre, c'est-d-dire, la
convergence vers 1 de 1'inefficacité relative. (La définition précise de
ces notions sera donnée au paragraphe 2).

Pour apprécier plus clairement la valeur des résultats de ce chapitre, il
faut considérer la méthode du point de vue statistique. En effet, le probléme
de trouver une approximation de f, peut &tre ramené d celui de trouver wne
estimation du vecteur des valeurs de f aux points ty, tyyeee,t, 5 oen connais-

sant 1le vecteur z.

Or, le vectewr z est une réalisation du vecteur al€atoire 7 qui a we dis-
tribution de moyennc T et mtrice de covariance V21 (1 matrice identité
nxn). I1 est donc trés simple de voir que y=2 est une estimation sans biais
de T. Miis, sa "variance" est €gale @ :

n
L5607 = v

s gl
(1.H E {=
B j=1
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indépendamment de la valeur de n. I1 est clair que z n'est pas le meilleur
estimateur possible de %, et ceci illustre le fait bien connu des statis-
ticiens qu'un estimateur sans biais n'a aucune raison d'@tre un bon estima-
teur. En particulier, on sait qu'un petit biais peut diminuer beaucoup la
variance. Dans ce contexte, le calcul de la fonction spline d'ajustement

de paramétre 1, consiste d considérer 1'estimateur suivant :

(1.2) y(t) = A(t)z

qui aura comme '‘variance'
n

1. EL I G.(m-£)% = %Er (1) = Bar(r)
n 1 1 1

1::
Dans les paragraphes qui suivent, on démontrera que si T est choisi comme
la valeur qui minimise EV(t), alors, EVar(t) converge vers zéro lorsque n
croit. On démontrera aussi que asymptotiquement, cette valeur de T se com-~
porte de la méme facon que celle qui minimise la variance.

Les résultats de ce chapitre avaient €té conjecturés par Craven et Wahba

[131 qui avaient donné le schéma de la démonstration, en supposant vrais

plusieurs résultats, notamment les résultats du paragraphe 3, le théoréme
(4.2) et le lemme (2.4).

2 - DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES -~

Par simplicité on considérera 1'intervalle [0,11 et n points uniformément

distribués
(2.1) ti = _Z’ﬁ"" ix“,z,cc.. ,Il
(éventuellement, on pourra supprimer 1'indice supérieur).

Comme dans les chapitres précédents Sg sera 1'espace des fonctions spline
d'ordre q bas€es sur ces noeuds et Qg la matrice associée 3 la forme qua-

dratique définissant les splines.
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Notons encore :
n 1 .
(2.2) 2, = f(tg) + s} i=1,2,...,n

Et supposons que les {&:2} puissent &tre considérés comme des
i=l .00, n

variables aléntoires telles que :

(2.3) E(e]) =0 i=1,...,n
2.4) E(tef?) = v7 i=1,...,n
(2.5 B (e} e'j?} =0 ixj

On supposera aussi que f ¢ uq{n,t‘:. Infin, il sera utile d'ajouter un indice
n 3 toutes les matrices et expressions du chapitre 2, en particulier, on

aura

(2.6) WORNGE mnn)“1

£ 11, @217

(- Lreey (m))?

(2.7) v.( =

(2.8) Var, (1) = % H?E»An(r) z“”"’

Et U désignera 1a fonction spline d'ajustement d'ordre q et de paramctre
r .

t basée sur n points.

* s s e - ; . sz e
Notons T, 1la valeur qui minimise Iivn(r) et T, la valeur qui minimise
_ EVarn (0.

On avait :

n

Var () = 1 [1£-A () (8v0) |1

LGB @F 2, @] P-2<E-A (0 £,A, (07
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In prenant 1'espérance des deux cOtés, on aura :
(2.9 WWar_ (1) =}-H%~A {T);H?‘ﬁr ‘3—?; Tr( 2{'{}}
) T n n n An
puisque 1'indépendance des € 4 Dous assure que 1tautre terme est nul.

Introduisons encore quelques notations (essentiellement les mémes que celles

utilisées par Craven et Wahba [131).
(2.10) b?{x} = EH;,;* (’t)%HQ
' n n An
= ..i. T 2
(2.11) }l:z,n{'f) = ir{An(T))
On a donc @
(2.12)  War (1) = b2(x) + v%mm
Calculons maintenant ii\iﬂ (). On a :
1

-3 -+ 2

C =] -A (0 () |
Vn(ﬂ nl 'i;tn 2
(1 - 5 Tr(A, (D))

i

Y[ Ea (0 F-n (0] ]2
(1 - % 'l‘r(%(‘r)})2

TV E-A T P11+ 1A ] Pr2<-n (0D
(1 - 4 1r( ()

- 2<EAL (DA (103-2E,4 (10)
(1 - & Tr, ()3
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ce qui nous donne pour 1'espérance :

-}l—{] l—i:—l\n (@) £] | P42 Tr (A2 (1) -2v°Tr (A, (1)) )

(2.13) BV (1) =
" (1 - L1 (9))?

Notons aussi :
SN
(2.14) “.1,11([) =3 lr(l\n(T))

Avec cette notation et (2.10), (2.11), 1'expression (2.13) devient :

(2.15) LV (1) ;.’bﬁ(T)“’z(1’2“1;n(‘)*i’2,~n(f))
" (1"111’“(1))2

Dans tout ce qui suit, on supposera que f n'est pas un polyndme de degré
g-1. Dans ce cas, le théoréme principal de ce chapitre est trivial comme

on verra plus loin.

Démontrons d'abord deux inégalités concerant EVn(T} et BVarn(r).

Lemuwe 2.1 - Pour tout 1 > 0, ona :

@.16)  |War () + V7 - W (1)]

< h_(1)
EVar_ (1) n
n
avec
2
"‘1,n(") 1
¥y ,n(ﬂ L 1-111’11(1) 12

@A b =y (0 2y @)

Démonstration

M AOLAGCTINOETNG)

2 2 2
!;Varn(r)év —an('r) = bn(’r)-w uz,n(T) +v - 5
[t - My n(r)}



- 80 -

2 2 2 2
bn('t}+v uzgn(ﬂ*v 2v uim('r}

(1 - wl,n(r}}Q

2 2 2
b (t)+v wz,n(f) v -

i

U

b2 (D) +v2y, (1) “} - 1 +
" 20 (1 =y o (0)°

VA (o () v (1-2uy (D)

.‘*-.
1 - ui’n(zng

2 2
N T vt ()
W1Wmh@)[x~ 1 j+ 1,1

’ N 2 4 2
(=g p () Ly (M
d'ou :
§£Varn{'f}+v2~}3\fn('r)lz l 1- 1 + v? ‘ ui,n(?)
EVar, (1) [y (03 D@+, [0 [y (01

2 2 2
Wy (02 (1) Vi, oM Hy (O

-

+
(- (D) S NG5 +v2m2’n('r) My p (D0 (D]

‘iii,n(‘f}] 1
W, (10 - 2
2,n 1 ui,n('r}}

= [2;11,,1(*{) * vi,ﬂ('r) +
C.Q.E.D.

Définissons maintenant 1'inefficacité par rapport @ EVar, (‘En} .

Définition 2.1 - Si %n est la valeur qui minimise EVar n[r) et ’1‘; est

celle qui minimise Evn(':}, on définit 1'inefficacité relative de T; par :

4 *
EVarn {Tn)

2.18) I (1) = =
nsn EVar, N 'fn)
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Le lemme suivant nous donne wne inégalité pour 1'inefficacité en termes de
h .
n

. « u S fos p N *
Lemme 2.2 - L'ingalité suivante est vérifiée si hn(rn) <1

x
Lar (t ) ) 1+hn(’rn)

*
}.zvﬂrnﬁn) 1-h @)

(2.19) T ('r;) =

Démonstration - L'inégalité du lemme 2.1 peut s'@crire :

— _ ' 2
li\hnn("r) [!-hn('r)) < L'\fn(r) v o< EVar“(T) (th(r))
In particulier, on aura :

~ 2 A ~
G-V < Bar, @) (4 ()
mis
Evn(t;) < BV (1) pour tout T > 0

alors
"k 2 ~ 2 A
(2.20) BV (r)-v" < BV (r)-v" < EVarn(rn) (1+h (7))

Dfautre part :
- * _ * : * _ 2
EVarn (Tn) (1 hn (Tn)) < LV 0 (r n) v
d'ou :
N . * _ * ~ ~
(z.21) . Lan(Tn) (1 h‘u (Tn)) < BVar n (rn) (1+hn (Tn))

War (t)  1+h_(T.)
In(T;) - Ev'wnﬁn) =77 n(T‘*})
“nt'n h''n

C.Q.T.D.

Pl * ~
Dorénavant on s'efforcera de montrer que h n(r n) et hn(‘(n) convergent vers

zéro lorsque n tend vers 1'infini ; pour n grand, on aura forcément donc

1'inégalité du lemme 2.2.



Les deux lemmes qui suivent permettent de connaitre le comportement de
bﬁ (t) lorsque n croit. Ceci est le premier pas vers la connaissance du

comportement de hn ().

Lemme 2.3 - Si £ ¢ HY0,11, alors :

bi(w:) < T Bﬁ‘f(q) (t)32dt pour tout t > O

Démonstration - On a :

b2 @) = ol | F-A (0 F |2

-
et on sait que An{'f}f est le vecteur des valeurs aux noeuds de la fonction

fn . qui est solution du probléme de minimisation suivant :
3

n
Min O [ e @i+ 1 3 £
g « Hlro, 1 i=1

on a donc :

(ee-E, 5 0% + v [ire@ e
i ’ >

n
1z
=1

i

HEA @7+« [(elD) 20

1A

13 (g(ty)-£(t))2 + 1 Ié(g(q) )%t vg e Hiro,1
1=1

en particulier pour g = f, on a :

A

HHEA I < HIEA@FIZ + o [Je )2

A

T f £ @ (g 1%ae

C.Q.F.D.
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Ce lemme nous dit que si T tend vers z€ro, alors bﬁ (Tn) tend vers z&ro.

Reste a connaitre le comportement de T lorsque br21(Tn) tend vers zéro.

Lemme 2.4 - si T, 2 8 > O pour tout n, alors, il existe wn 6§ > O et wn

N e N tels que :
1)2(1)26 Vin > N
n-n

DEmonstration

_ A 1.2 2
a) - Montrons que T, 2 8 entraine bn('rn) 2 bn(e).
v o ff : ool F T - .
In effet, si 1'on note f = Qn f ol QnQnQn = I\n avec I\n mtrice

diagonale, on wit que :

2 Ty 2 2
bl =l E-A (@) ]|
2 2
21 n ~2 )‘in n
5.k fin 2
bi=g (143, n @)

Etant donné que Ain 20 i=1,...,n on a que bﬁ (o) est wne fonction

croissante de a.

b) - On a vu (cf. chapitre 2) que f

: 0o " R, (8) f converge vers fq = RO
dans 1117 0,11.

De plus, étant donné que f n'est pas wn polynbme de degré q-1, on aura
que fg # £ ; en effet, si 1'on prend :

[(') £ (1) dt

o« £(t) = £(t)

(t) =
¢ [8 e2(t)at + o jé[f(q)(t)}th

on obtient :
[ J (’, £2(5)de)?

(o £ @derof§ @ (@) %arr?

) j;[g(Q)(t)]th =

.o [(‘)[f(“) (1) 12at
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e%[é(f@ ) 2de1?
[ [o (e @) devo[y (@ ) 2aer?

jétg(t)—-f(t)]"’dt = . fé £ () dt
d'ol :

tfp £ @asoft (£ (9%
Cfo € @) aeve| £ (0)aer”

o [ (0200 [Je 0 -0 %at =

6 J}}{(f@ () 12dt - { g £2(5)dE

1.2
fe £2(£) de

o £ @aeeps@ ()%

I

- ﬁ)(f(q) () 2at

A

6 ] 0@ )2t
d'ol le fait que fe = f.

On a donc : £ S———— T
19 ydrg, 1y O

2 1 f”““* 2 o 1 . 2 ..g.__ -
or, bn({':)) = 'ﬁ”f fn’QH j{}(f fn,ﬁ) (E)de + nQ lf fﬂys quf} 11

d'ol :

b, (6)

S ARGER

I1 suffit de prendre § = %‘fé(fFfe)Q(g)dg >0 et 1'inégalité sera satis-
faite pour n = N,

C.Q.F.D.

Pour étudier le comportement de LV T, il nous faudra d'abord comnaitre
3 2

le comportement des valeurs propres de Qn d'une facon plus précise, ceci
est le but du paragraphe suivant.
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3 - UNE INEGALITE IMPORTANTE -

En vue de 1'obtention de bornes pour les valeurs propres Ain de Qn’ il
faudra d'abord trouver un probléme matriciel de valeurs propres équiva-

lent au probleéme de trouver les valeurs propres de

n
-+
Soit X € Rﬁ et 0 e S telle que :
(3.1 : o(ty) = X i=1,2,...,0
Dénotons : B, = 0(2q~2)(ti) i=1,2,...,n
Si = (-1)‘1 (0(2(1’1) (t:) - 0(2(1" )(t;)j

D'aprés la théorie des fonctions spline (cf. [11, [30], [35], etc...) on a

les relations suivantes :

- >
(3.2) 5 =Q
Bi,. - 2B; + Bi_
(3.3) so=en? 1 §=1,2,...,n
fip =0 si & ¢ {2,3,...,n-1}

Notons A 1'opévateur de différence progressive, c'est-d-dire :

(3.4) AX: = X... ~X.

et ¢ 1'opérateur d'incrémentation, c'est-a-dire :

(3.5) aXﬁ = Xj+1

Avec ces notations, on peut énoncer le résultat suivant, (pour la d€mons-

tration cf. [11) ¢



Lemme 3.1 - Soient ¢§ k=10,1,...,m1

les constantes définies

4 = 1

b = 1

#e = Gerl) ¢
qu - ¢$.1= 1

Alors, les coefficients

suivant

~-1,2.4-1
(3.7 (@l
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m=1,2,....
par les relations suivantes :

2

¢y = 1

m-1i

! + (Hl"'k) 4)}\':‘1

k=‘!,2,nco’m“2

ﬁj j=1,...,n satisfont au systéme d'équations

q-1 -
! L (29-1) . n-1

th-Q J

Avec ce résultat et les
de valeurs propres :

=
(3.8) an
S
soit 5
~-1,2
5 . (.q 2 AT
d'ol : ( 1) T Bj

Si 1'on applique des
p%a-2 on obtient :

-1,2.q
4 (g A7) -

1
St

(3.9

= (2{1‘—3)3 kzm(q—1)¢k+q_1 j'*"k 3:2,».

deux

1 q-
A z
R T

équations (3.2), (3.3) on obtient pour le probléme

3

il

#l

j=1,2,...,n

cotés 1'opérateur (4 18%)7 et 1'on divise par

- q-1
5% X.
th«Q ]

e

O L

,n-1
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et en divisant par h, ce probléme devient :

q-1
q 4 A ) (29~ 1) ‘. -
(3.10) -1 B I_ qu_ an(q 1)¢k 1 J*k j=2,...,n-1

I1 est intéressant de remarquer que chaque valeur propre du probléme (3.10)
est valeur propre du probléme (3.8), mis la réciproque n'est pas vraie
pour les deux premiéres valeurs propres de Q N (toutes les deux nulles
puisque q = 2).

Avant d’écrire le probléme sous forme matricielle, il faut étudier wn peu
le conmportement des constantes @2 intervenant dans cette formulation.
Celui-ci est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.2 ~ Pour tout m2 1on a :

. m _ _
3.11) ) ¢ ¢m_ -k k=0,1,...,m-1

m-1 m
(3.12) (i) & ¢y =
k=0

Démonstration

(i) On procede par récurrence sur m.

Pour m = 4 d»i = ]
0
= 2 = 2 =
n = 2 ¢0 @1 1

On voit donc que (i) est vé@rifiée pour m = 1,2. Supposons qu'elle soit
vérifiée pour m et démontrons qu'elle est encore vérifiée pour mti. On
a:

mtr . m o3y M
G134y = G by + (m1-3) 45,

ceci 2 cause de la définition (3.6). Utilisons maintenant 1'hypothése de

récurrence, on a donc :
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m = wm
b7 gy

moo_ m _ 4m
$o1 = Cpgo 1) T e

m+i . Hi - m
(3.14) (\b} (j+1) {f)}ﬂ*i"j*(m*i”}) ¢m~j

]

o - _ +
Utilisons encore la relation de récurrence (3.6) pour calculer @2”3% ; on a :

@iité = (m-j+1) ¢?§~j + (m+1-(m-3)) ¢g~5,1
(3.15)

L _ m : i

bpej = O g v 04D g

Les €égalités (3.14) et (3.15) entrainent :

mel _ omEl
¢j é)mﬂ-i-}

»

i=0,1,...,m

ce qui compléte la démonstration de (i).

(11) On procéde encore par récurrence.
L'€galité est vérifide pour m = 1,2 ; en effet :

= 1 == = o1
m =1 % 1= 1l

= ‘ | 2 2 = = 2}
m= 2 % + (1}1 2 =21

Supposons qu'elle soit vérifiée pour m et wontrons qu'elle est alors
vérifiée pour m+1. '

[PAR—
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? ¢£‘1 = mgi{(k+1)¢k + (m+1 k)¢k RN
k=0 k=1

m-1 m-1 m
= L (kD + T e l-k) gy +
) ko, k-1

m-1 m-2
= T (D v D () + 2
k=1 j=0

mr?ln m-2

m ¢$_1 + k): b * 321m¢ + m¢>0 + 2

]

m-1i m1
m>:¢ zq, : '
j= =0 7 kmO

m-1
m+1) I ¢ = m+Dml = (m1) !
3~0

i

CQQCF'DO

Fcrlvons saintenant le probleme (3 10) de fagon matricielle. Pour cela,

notons B le vecteur de R" deflnl par :

—)’I‘ }
B = (829 83#"’9 n_l)

Le probleme (3.10) s'écrit donc :

(3.16) 5 KB = M6

-



Pour €tudier ce probléme, on verra d'abord que M est d&finie positive de
rayon spectral inférieur 8 1 et 3 1%aide de ce r8sultat et des valeurs
propres de X, on donnera wne borne des valeurs propres.

La matrice M est donnée par :

2g1 2q-1 2q-1
%91 bq = o $2q-2
2q-1 2g-1 2q~1 T .2q-1
¢q . q}q"i {Pq LI ¢Zq"2
- . . .. 2g-1
® . . Y . {?ZQ.&Q
- 1
2gq~-1
¢Zq~2
) 2g-1
¢q
2g-1 | . 2q-1  * 2q-1
Yg-2 % 9g-1
o N . =

Autrement dit, les termes de M sont donnés par :

_ ,2q-1 s yaa _
m = ¢qf1*1i-jl si li-jl = g-1
=0 si }i-j} < g=a

M est donc une matrice symétrique, non négative.
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De plus, M est une natrice de Toeplitz (c'est-d-dire, constante sur la
diagonale et sous diagonales).
On peut donc appliquer le résultat suivant :

Lemme 3.3 ~ -Soit M une matrice de Toeplitz d'éléments

m;. = a. ., 1<1s<n-2
1<j<n-2

oh a, est une suite telle que : a_, = 52 (52 est le complexe conjugué de ay).

Et soit ¢(8) la fonction définie par :

(3.18)  $(0) = I a ¢1ko 6 € R

kez

11 faut remarquer que ¥ est wne fonction réelle 3 valeurs réelles. On

peut considérer alors son sup et inf. Soient :

= Inf $(0)
feR

m \y

m, = Sup ¥(6)
0€R

les cas My, = ey, = 4e o one sont pas exclus. Alors :

My S Py S Py S ee S o, Sy

sont les valeurs propres de M ordonnées de fagon crois-

oil Py S eee SP o

sante.

Démonstration - cf. Kac, Murdock et Szégo [281.
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Dans notre cas, la fonction $(8) devient :

_ Zq -1 Tl 2g-1 . 1
(3.19) ‘i’(ﬁ) dr“ + 2 3{5—1 @q 1+3 COS(;)Q) m

¥(6) est donc un polyndme tmganomtrlque, le sup de $(6) est trés simple
a bomer, en effet :

2q-1 , 4 2q-1 1 1

SO =t * L Yoy 0 wEDT
j=1

q-1
(3.20)  Sup{¥(8)} =

Ie probléme difficile est celui d'étudier si 1'inf de Y(8) est positif ou
non. Ceci a été fait par Schoemberg (cf.[431) qui donne le résultat suivant :

Lemme 3.4 - la réciproque du polynSme ¥(0) admet un développement en
série :
. X
—-%-)— E CZk (2 sin §}2k

qui est convergent pour toutes les valeurs de 6(6 ¢ R) et ses coefficients
sont des nombres rationnels positifs.

Démonstration ~ Cf. Schoemberg [431.

A 1'aide de ce résultat, on obtient que :
G2y moalz e, 2] T so
: T I

On a donc dmontré les propriétés contenues dans le lemme suivant :



Lemme 3.5 - La matrice M est non~négative, non singuliére et de rayon
spectral inféricur ou &gal 3 1. Les valeurs propres sont réelles, non
négatives et, il existe “ﬁ»> O tel que :

H\PSpisz o s Sp“__gsi

ot les oy i=1,2,...,n sont les valeurs propres de M.

11 nous reste d étudier la matrice K. Pour faire cela, considérons les

matrices suivantes :

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
(3.22) W=
S
-'] 2
4 2
- o~

c'est~ad-dire,W est une matrice tridiagonale de n-2 x n-2 de diagonale cons-
tante et égale 3 2, et de sous-diagonale et super-diagonale constantes et

¢gales a -1.
11 est bien connu (cf. [28]1) que les valeurs propres de W sont données par :
in

(3-23) ni = 2 - Z COS 5":‘1“ i=1,2,o-.,n*’2

Soit aussi K.= W' I1 est donc facile de voir que :

(3.24) K=K+V




et V est une matrice de la forme :

(3.2 v= | 0 0 0

De plus, V. est symétrique.

Les valeurs propres de K &tant connues, on utilisera le lemme suivant
pour borner les valeurs propres de K.

*‘Lemmé ‘3.6 - Soit C une matrice symétriqué de taille m, et F wne matrice
symétrique définie positive de taille m. Si 8,5 . 6, sont les valeurs
propres du probléne :

(3.26) - Cy = gFy y « K"

et gl, ceey gm sont celles du probléme :

H]

(3.27) | €+ wDy = gRy

-

avec u e,Rm, alors, les &i i=1,...,m ; séparent les ﬁi‘ i=1,2,...,Mm
Clest-a-dire :

(3.28) 0, = gi < 62 < g2 € vae S em < gm

t
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Pémonstration - Cf. Gantmacher [ 211, Duc-Jacquet [19].

Pour appliquer ce résultat au probléme de trouver les valeurs propres de
K, il suffit de remarquer que V peut s'écrire :

_qa

(q-1)
(3.29) V=3

L
k=1

S W Uy, avec uy e R2, 8 =1
I1 suffit d'appliquer le lemme (3.6) d'ime fagon répétée pour trouver
le résultat suivant :

Lemme 3.7 - Soient 61, ceey En—-2 les valeurs propres de K ordonnées par

q

17 oo n:i"z les valeurs propres de K. Alors :

ordre croissant et n

q 4 s - . -
(3.30) ni_(q_l)q < Ei < ﬂi+q(q_1) y 1 q(q 1)"‘1,0». %1} 2 q(q 1)

On va utiliser maintenant tous ces lemmes pour démontrer 1'inégalité qui
donne le cowportement des valeurs propres de nn.

Théoréme 3.1 - Soient ) in icsisn les valeurs propres de la matrice Q.

Alors il existe N ¢ N ; ()~<C1<C2 telles qué :

.. 32q .o~ 24 .
@y o Mrgn € c, G _ i=1,...,n-q
Mn " An == n =0

Démonstration - On a d€ja vu que les valeurs propres 3\3“, cany I’\nn

sont aussi valeurs propres du probléme :

1 K E _
th

| >

Mg e R

]

1

si gi, gQ, ceoy 5:1-»2 dénotent les valeurs propres de K ordonnées de fagon

croissante, alors on a :
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1

1 1 -
ngs-ﬁxiﬂs—ﬁg ;;qui 1gisn~-2

Si 1'on utilise maintenant le lemme (3.7), on a :

1 .q 1 q

1
(3.32) 7 N (q-1)q" § Aiag S My, 779 Mi+q(q-1)

1
h
i=q(q-1)+1,...,n-2-(q~1)q

I1 suffit maintenant de connaitre le comportement de :

1 .4
ey 10
th k
Ona:
ot oq _ kom 2.9
(3.33:) -'};2-(1' ﬂk = {(2 2 cos m}ﬁ ]

Etudions donc : (2 - 2 cos %&%}n?.

(1 - cos £ =n? Gr P2 -4 &N Lo ke )
mais on a :

m G 7T g QTI-:(T?’_““? (%)2%;?( %ﬁlﬁ)i g‘

et, de plus :

6 8
ST TANERPEL S
d'oll : 9 2
(3.3 1-cos£T> -1y kD
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D'autre part, on a :

ko _ 1k
1-cos s d T g
1 2

S Grgrn) Gep

d'oll 1'existence de Ca’ CI‘ constantes positives telles que :

C“ 'an(i—cos}i—}%) Cak

2 i<ksn-1

En remplacant cette inégalité dans (3.32), on obtient :

. « 2
¢, (ira-2-a@ D < A, s me € Gral@rDre2)™
. g % 1 o2 .2
Cu(l«q -2) N xi-*q,n < Cé (ivq"-2)
, 2q - 9 ) 2q
. q 1-¢ . i+tg -
C"(l*q) {-—i'%z{’“‘} £ T Ai&q,n s Cé (i+q) ("'i%zi"‘)
2q 2q
. 2q, +q+2 i . 2q
¢, G M1 - “’Ii%“'] S g Aaqun S 3 G (10 fi’i%cf{‘)
2q
¢, (i+q) *1 - w] s % Niequn = C5 (1+q) %0 (14?1 i2q%+ 3
a’+q+3 ‘ ’ ‘
1 a2 .2 2
(3.35) S s L i=q"+3,...,n-q

Reste & démontrer cette inégalité pour les valeurs de i qui n'appartien-
nent pas & cet ensemble.

Consxderons d'abord le cas 1*1,”«,q + 2, On sait que les valeurs

convergent vers les valeurs propres A.  d'un probléme différentiel.

i+q

T 14q,
On a donc 1l'existence de N tel que :

Max I,
i=1,...,q°42

g | T i, LISt vn 2 N
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On aura donc :

et il suffit de prendre :

C.= Max Ri‘*‘ii
5 vy 24
?sisq2+2 (+)
Ap, =1
C. = Min d
6 2., (v
1sisq™+2 4
Et on aura :
3.36)  C (v s f Meqn © C (irq)®d 1<izq+2

Considérons mintenant le cas : i = n~q2+33..‘,n~q. I1 suffit de voir

qué % ?‘n,n est bornée par C, nzqa En effet,

1, 1 1
B Mn-q?q ST M+qun * R A,

2q
irq,n £ C?n
2q 5

2 : . 2q
w24 . M=qotg 1 2 T
G G g ) R Mg < &7 G+ (1+q)

Cl!(_z*)g(%(.;}‘
y WA S g

Or, ils existent CB, {39 » O telles qué :

2
(‘n__‘—_.ﬁmq2+ ) q 2 C
1+q 8

imn-q2+1, 4 e nivq



On a donc :

iA

- . 2 i . 2 . 2
€y (i+q) Tepn ¢y (i*) 1 i=n-q%+1,...,n-q

i+q,n

Reste seulement & démontrer que % A, n €5t bornée par C, n?d. En effet,
",

le rayon spectral de K est borné par :

n-2

sp(K) s Max I kgl = 224
1<isn-2 J71
On a donc :
1 sp(k) . _1

A < —
h nn Ty 124
dioll :
1
T 'ﬁfy’“ °m

Ce qui temmine la démonstration.
CIQ. FO D.

Cette megallte prlmordlale pour la demonstratlon des résultats annoncés
au début de ce chapitre et c'est justement cette inégalité qui est trés
difficile 3 prouver dans le cas des pas non équidistants. Toutes les

autres dénonstrations sont généralisables @ ce cas.

Corollaire 3.2 - Soient {ﬁi} les valeurs propres du probléme
"1 eN

pPUy < 1% ¢

+U) (=0 §=0,1,. .. ,q-1

4’(3) (0)
Alors il existe €y G > 0 telles que :

.2q .2q
C2 O Ci i
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DEmonstration. Immédiate,

4 - LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE IE Wy, €L Yoon

Comme conséquence immédiate des résultats du paragraphe préc:édént on
obtient le comportement asymptotique des quantités u, n(*c) » Wy n(’r}.
3 *

Théoréme 4.1 - Soit {'rn} wne suite de nombres positifs tels que :

imTt_ =0
e n

Alors, yogx que ;ji’n{zn}, yz,n('rn} tendent vers 0, il faut et il suffit
que : n 't:;/ 2q tende vers 1'infini. De plus, ils existent ki s kQ, ks,

k, > O telles que :

4.1 o( +k, <n «rif’?q Wy o () < kyro(D) Vo = N

(4.2 o(D) *kysn2 w, () = kro()
O of1) - O lorsque n tend vers 1'infini.

Démonstration -

(i) - Montrons d'abord que M n.('[n) =+ 0 entraine n 'c;;/ L.,
En ef'{et
. n..oo
: 1 1
Wl =5 2
i,A ' n Wi‘i«fm A
SRR SRR
z o L
i=q “m‘:n %
2 L
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1

donc T -+ O entraine  —————m > 0
’ ul,n( n) 14C. 7 nzq
'n ,
2q
ce qui entraine que : an TS (Tr11/ 29 n) -+ oo

(ii) - Montrons maintenant 1'inégalité (4.1).

1 B 1
p, (t) == L
1,0 n i=q +n T Xin

et en utilisant 1'inégalité du théoréme (3.1) on obtient :

Las s — L) s, @ s @ : — )
n i=q 1+C,T i1 ’ i=q 147 Ci 1

I1 suffit donc de connmaitre, le comportement de la quantité :

4.3) r(r) - %

1
Soit 8 = (rn C)E ; alors on a les inégalités suivantes :

n+i n

1 6 1 0 1 0
(4.4) -.f Ws—twswfmudx
n 100070 P isq 1) R 1400 ™

F(x) = -___.._.___.e ‘ F = ..._e
1+(6x) 24 &) 1+ (8x) 24

N
\\\
NN
N

AT .

q-1  q n n+l q-1 q n n+l
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Dans les deux cas, l'aire comprise entre 1l'axe des X et la fonction en
escalier correspond a r(t ) et l'aire sous la courbe F(X) correspond aux
intégrales de 1'inégalité (4.4).

Mais
n =)
m&_éa dx < .......§.......a. dx
-1 1+{6x) 0 1+(6x)

Fn faisant le changement de variable u = 0x, on a @

n .. 9 o 8 o0 }
4. 5) ”Wé"q' dx < W dx = m—-ﬁ-@ du
g-1 (%) o (X s 1*u
D'autre part :
n+1 6 (D)8 .
—— X = u
1+(6x) 2q a8 1428

[(m+1) (Cr ) /24
du

14024

q(Cr) /%

o

Mais, 1fon sait que 'f:u 24 tend vers 0, et n Tl/ 24 tend vers 1'infini,

n n
on a donc :
L °
(4.6) — dx = | T du + o(1)
1+(6x) q o 1+

oir o(1) tend vers O lorsque n tend vers 1'infini.
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Maintenant, en remplacant (4.5) et (4.0) dans (4.4), on obtient :

o(t) + | L du< (o) L : . — mmli—du
o 1ru’d i=q (1+01)%% | 1w
Avec cette infgalité, on obtient :
1 h 1
u, (M s-@+ I ——s=
n
s g 731’ L 1 3q
i=q iwn(lil
d'ol :
1/2q i/2g . 1 |° 1
4.7) n T, ui,n({) <qT + 2 - du
o v
et aussi :
1/2 ij2q . 1 W 1 1/2q
"an“in(ﬂzq'[n + L 5o T T
i=q 1 C,i q
> q /e L= du + (1)
C2q o 1eucd

ce qui avec (4.7) démontre 1'inégalité (4.1). La démonstration de 4.2)

est exactement la mlme, de telle facon qu'on ne 1‘écrira pas ici.

C.Q.E.D.

Pour les besoins de la démonstration du paragraphe suivant, il est bon de
démontrer ici le résultat suivant.
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Théoréme 4.2 - S'il existe d » O tel que T, n?4 < d alors, il existe
§ > 0O tel que :

2
Mo,n )~ g g (1) s s Vo e J

(1 - uinfgp32

oli Jn est wn sous-ensemble infini de WN.

Démonstration

ler cas : supposons que lim T n°%d = 0
nwo T

On a:
10 W
1=1 HTnn-)‘in

11 -w (Gl =

tas . : - 2 _
dvcu, : lim [1 vl,ﬂ(Tn)j 0

f s

D'autre part :

2
n n
2 1 1 1 1
w (1) -2 (zy =13 _ -(,gm._)
2,n-n Lntn® oo, (Hmnkin}z N2y T AL
n 4 N 2
=1 z( LI L )
no., 1+n*rﬁ7{m no,o, Hmn)\:'m
1 B . 2
“n iii(%n"c Ao IJ1,11(7‘}3\))
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i n"in
1 n
) }.:—_ ( Hm A )2 ui n(r ))
o 2
d'ol : xg( n-rn}\ln )
{T) 1n(n) no_) 1+nt Am o
n 2
- W, (1‘ )) LA nTnAm
n i=1 THnT_A.
n in
2
1 g( nTnAin )
no._\Hnr A,
> i=1 n"in 1

P g BB,
=
ot
|| e o1
=y
[
=
=)
-
b
-
N

2q

Mais, puisque n T tend vers zéro, étant donné W >-0, il existe NeN

tel que :

==y <
n =N nT, A sn'tn)\nn u

et on aura donc ¢

n
1 1 f 2
.2 - L fo==t (@A T)
T 0 i=13 I+ "y
2 n
- uisn('{n)) ( % I onT )\iﬂ)2
13 ’

1 i 2 . ¥ n
ﬁz n Ain Tn) n .E (n l.m n
1=1 1=1
2 e -3 -
1 n 2 i n 2
a Lot Am) G E n T, A
i=1 =1
n
1 p.
n .Ei M Ay )
> - - 1= 2p



]
—
o
o

]

n n
1 1 2
- § @ Ain = 5 }3 ‘n‘}xjn) |
i=1. j=1
2 - 2p
] g nai
no._, in
nfn A, n on i, P
%.E[ Qén"% L ..zqn]
> 1=l nn ]J=1 n - 2u
1 2q
= I, ni./n
[n i=1 in
Mais :
non,; n 2q 1 ..C
1 in 1 i 2q 72
- L = 35 C.(® scjx dx = = C}
L n2q noagy 27 2»0 qt 2
et aussi :
n ..n.\, no. . o9q
R L S
j=t  n?4 j=
1,29 o Al
2(11{]0)( de(n_)]
d'oll 1'existence de Nl e N tel que :
ns N o ?H..._Ln'ktﬁ>c e - 1 4
- 1}"‘113,__‘1 n2@ 1 2q+1 ~ 4q+2
‘.MCi.
= e
> Ty T G
11 existe donc une sous-suite {nk} telle que
. Pk Ayn
lim — I 3 =y
ko Tk =1 nkq
avec 0 < vy < 1

Considérons maintenant 1'ensemble d'indices :

2q

. (i @
Ink = {15{15..,nk}/ C, «ig < v}
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Pour k > N, cet ensemble n'est pas vide et on aura :

. 1/2q
I, = {lell,em)/ 2 77
k !
1] o
d'oi : 1 norn Aj"k 1 non Ank 2 n . 2 \
lim a I 5o " L 5 2 lim— I ((ﬁ—-—) C, - v)
oo Mk =1 md Mim n24 T Mk §=1 Tk

d'oll 1e résultat.

Zéme cas ~ Considérons maintenant le cas ol il existe une sous-suite de

T telle que 1'on ait :

. 2q _
Iim . n =8>0
oo Vg K

Par commodité on dénotera aussi T cette sous-suite. Pour n > 0 il

existera alors N ¢ N tel que :

nzN= lrnnzq—els"l

solt : 62=6«°rn 91=6—n

1 - “1,n(Tn) 0.0 T

=
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C C,Ro#8
1 2q 1
%e 8 1: nt > +82

1

> 0

avec 8 > 0. 11 suffit maintenant d'étudiér le numt’i":3ra,1:e:%m:a On a:

10 "ER SRR
! ('{)wx LT R I v v e
2,n W T n j=p | POTA Mo, TTaL

Mais, il existe ’C;, C, > O telles que :
Q<C suin{w:),.. < 1

Mais on a :

. 1
M din e n"4n’in
n?4
z L
2q
1+9,C,{2)

On a donc :

2

5 . O o

Mon(t) — ¥ a2 g ixl [ ~ ~2q Cz}
. € )

ol Z{n ést 1'ensemble :

= {ie{1,...,n}/ M z .C;}

,0,(2)

Mais 1'inégalité :

1+ %.(n)
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est équivalente 3 :

1/2q
i [ 1 1 - L <1
n = 10,G, ( [
2
P 1/2q
Soit o, = [ 1- ~—9] >0
0 18,6, C.
2
On a
m ) -u ()21 1
2,n''n I
Considérons : F(§) = 1 C;

———a -
1+02C2£

On aura alors :

—~<0
n o

1 =F
. 2q 2

1+92C2

Sl

oo () - (1) 2 aoF(E)dF+o(1) >0
IQyn n ui,n n° " Jo >

Ce qui compléte la dmonstration du deuxiéme cas.
- . 2 s . .
I1 est clair que si n q T, e converge pas, il existera toujours des sous-

suites convergentes, et la conclusion du théoréme sera toujours vraie.

C.Q.F.D.
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5~ LA;Bﬁfﬁ%DDE'DE'VALIDATION'CRQISEE’ESTAASYMPTOTIQUEMENT'OPTIMALE -

Dans ce paragraphe, on utilisera les résultats précédents pour obtenir
les résultats annoncés dans 1'introduction.

Théoreme 5.1 - Soit f « Hq{0,1] et considérons une suite de partitions
de [0,1] de 1a forme suivante :

n .n .n n
{tl, t,, tg,ee.,tn}
avec
n_h n n _ s 4 =
tiz‘z- t. "‘t. "h 1“‘3,;0@,11""3 h""

3 |-

et {e?}i=1,...,n‘ une suite de variables aldatoires telles que :

E(a‘i‘) =0 i=1,...,n
2 .
EL(E]) 1 = v i=1,...,n
E(s‘.; e‘J}) =0 , iz} i,3=1,..0,n

Considérons alors les données :

n_ ..n n -
zy f(ti) + g5 i=1,...,n

L * ) e e e . A . e e .
Soient Tn_la valeur qui minimise E Vh(r) et Ty la valeur qui minimise

E Varn(T). On aura alors les résultats suivants :

. . *y
(1) 1im B Varn(fn) =0

i xad

E Var (T*)
(ii) lim —B I =
ne B Varh(tn)
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Dénonstration - On a démontré que :

(1)

. - 32 2
LVarn(T) bn('t) + v My on

Or, si | r}}; est we suite de nombres positifs telle que :

limt =0
nwn

timn 129 = 4

ow B

alors, on a dé&wontré que

se

i

R . 2 .
1im E Var (<t Iim b7 (1) +# lim y T })-=0
Lim B Var, (r,) = 1in by () + Lim (5

Mais %n minimise B Varn(r) , donc "
0 < E Var, (Tn) < E Var, ()
et

- Yim E Varn(rn) =0

Tioo
Ceci entraine :

L DA
Lim bn(Tn) =0

1im ”2,nﬁn) =0
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Or, on a vu que lim b Q } = 0 entraine lim Tn = 0 et aussi que

e o
. ~1/2q
Lim Y, nf{? )} = 0 entraine limn ’{‘n = 40
o * e
D'ol :
2
. ~ }J (:E )
(5.1) limh (r.) = lim{2u, (&) +12 () + 21y 1
MU - SR % R ) :1,nn,p() 5
2,n n’ (1= n(%n}}
¥

Dfautre part : ®
0< BV (G)-v? < E Var, (5) (1+h ()

dton :

lim {E V.3 )-v*} = 0
oo n-n

Mais le minimum de E Vn('r) est réalisé par 7 = T , d'oll :
0<&E \’n('r:;) -v2 < E Vnﬁn) -2

et 1m{£v&~}~2}-0

Biatd

Mais 1'on a :

b2 U NG
EV (0-v2 = —2 e ¥ 200" Lo
[y p (@3 Clmuy n{r)i

I1 en résulte qué :

1imEV (*r -2 =0 entraine
110



- 113 ~

2
b" (1%}
n°n o

Tim 5 =
K - x
nro [ 1 ui,n(Tn)}

et

Ky 2 *
§“21,11(1113 Ui,n('rn) -

lim

O
we [1op, n(-:;) 12 '

2 %
hn (Tn) . . P
= 0, il faut soit que le nunérateur aille

Or, pour que lim

Fy =2
n-res H“pl,nﬁn)]

vers zéro, soit que le dénominateur ailie vers 1'infini. Mais le dénomi-
nateur étant bomé par 1, on obtient :

N S
(5.2) im bn('fn} =

n-oo
diod :

. *
(5.3} 1im LN 0

e
On a aussi que

' . * 2 * "
Lim {uz,n(rn) ui,nﬁn)} =0

10
En utilisant le théoréme 4.2, on obtient :

(5.4) 1im n('r;)i/?q = +

e

. Eo 2, * * oy ]
Or, B Varn(rn} b“(«rn} + ;12’n(xn} et en utﬂrtsgnt (5.3) et (5.4) on

on obtient :

- Fy
(5.5) 1im B Varn('tn) =0

e
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*
D'autre part, hn(T n) tend vers zéro et

E Var_ (1)) 1+ h (1)
1< lim ——2- < 1in -
nro B Varn ('rn) e 1 - hn('c n)

C.Q.F.D.
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CHAPITRE V

UN PROCEDE DE LISSAGE POUR UN GRAND

NOMBRE DE POINTS

1 - INTRODUCTION -

Le but de ce chapitre est d'introduire un procédé de lissage pour le cas ol
le nombre de données est trés important (au deld de 1000 points), et
surtout, dans le cas ol les données sont recues réguliérement dans le temps
et ol 1'on veut les lisser sans attendre que toutes les données soient

arrivées.

Le procédé qu'on développe dans ce chapitre aura un colit linéaire en n,

oll n est le nombre total des points traités. Du point de vue temps de
calcul, les deux procédés seront comparables et le traitement direct

serait dans la plus part des cas, plus cher, mais le procédé de ce chapitre
présente deux avantages non négligeables qui sont : d'ume part la réduc-
tion de la place mémoire nécessaire au traitement, et, d'autre part la
possibilité de traiter les données “en continu'. Ce dernier point est fon-
damental surtout dans le cas oil le signal arrive constamment, &liminant
ainsi la possibilité d'attendre 1l'arrivée de toutes les données pour
lisser.

Pour construire ce procédé on utilisera une idée utilisée par Paihua [351]
pour le cas de 1'interpolation 4 deux variables, idée consistant en un
raccordement au moyen d'une partition de 1'unité, des morceaux de 1'approxi-

mant.

2 - LE RACCORDEMENT DE DEUX FONCTIONS LISSES -

Soit g e Hq£a,h} et he Hq{cgd} avec a<ceb<d

Le probléme est de construire une fonction f e Hq[a,d] telle que :
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2.1

fl{a,c{ g!{ja,c[

@2 flyy, g9 = bl g

Or, on sait que les fonctions de Hq{a,dj sont caractérisées par :

We Hq[a,dl si et seulement si WC}) est absolument continue

pour j

= 0,1,@0‘,(}."1

[&w@ () Pdeese

Considérons alors une partition de 1'unité dans [c,b] ¢ {@1’ 0‘2}

(i.e. o, +a, = 1) telle que :
2.3) Oyr O, € Hq[c,b]

On aura dlors que la fonction :

gt X e [a, cl
(2.4) fx) = ai{x) glxy + aQ(x) h(x)
h(x) X e 1b, d1

x e [c, bl

est une fonction de-Hqua, d] a8 condition que :

@ oD - oD ) =0
2.6 o @© =1
@7 o ® =0

28  oP ) - o) =0

En effet, on peut prolonger a , et a, sur [a,

1 asx<c
(2.9 a 4 (x) =« a x) csxsb
0 b<xsd

j='§, 50 Q,Q”‘x

j=‘!’aa0,q"?

d] de 1a maniére suivante :
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0 a<xX<C

(2.10) &2 (x) = a, x) c<x<b

1 b<xsd

On aura alors &1,, &2 € Hq{a, d} et

2.1 £00 =&,09 B0 + &0 he

oll § est une prolongation quelconque de g a Hq{a, d] et h est we prolonga-
tion quelconque de h a Ilq{a,, dl.

L'€galité (2.11) entraine donc f € Hq[a, dl.
Pour construire f dans la pratique, il faut trouver une expression si

possible sinple de a, (et donc de a, = 1-a,). Pour les besoins de ce

2
travail, on construira un exemple de telles fonctions dans les cas

q=2 et q=3 qui seront les plus employés.

Considérons d'abord une fonction a € Hq{_(),u telle que :

Do =Py =0 521, 0 e yqeT

1 a() =0

(2.12)
a (0}

i

On pourra prendre alors :

o, () = al)
{(2.13) X ¢ [c,b]
a, (0 =1 -0,

Pour construire une fonction o satisfaisant (2.12) et 1a constrainte
O<a(t)<1 il suffit de considérer un polyndme de degré 2q-1 satisfaisant aux
conditions (2.12). L'unicité de ce polyndme est donnée par le fait qu'on a
2q conditions indépendantes. De plus, sa dérivBe qui est un polyndme de
depré 2g-2 a seulement 2q-2 z8ros, c'est-a-dire 0 et 1 qui ont une multi-
plicité q-1 chacun. 11 est clair donc que la dérivée du polynbme ne change

pas de signe dans [0,1] et on aura que le polyndme est forcément décrois-
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sant ce qui entraine Osua(t)<1. Les deux cas les plus utilisés seront
q = 2, 3. Dans les lignes suivantes on construit les fonctions correspon-
dantes.

Pour q = 2 le polynOme o(t) sera de degré 3, il est facile de voir qu'il
aura la forme :

a(t) = (ath) (1-t)2 | O<t<

puisque t = 1 est wne racine double. I1 suffit maintenant dfutiliser les
relations au point O

a0} =b =1
a'(0) = a(l-t)%-2(at+b) (1-t) | =0
a-2b = 0

1

8

d'ol a=2 et le polynOme devient :
2.14) O a() = @) (1-1)2 q=2

Considérons maintenant g=3, o aura alors la forme :
2 3
a(t) = (at®+bt+c) (1-t)
En utilisant les conditions au point O, on obtient :

a{0) =¢c =1

o' (0) = [(2at+b) (1-1) *~3(at+bec) (1-1) 21

i

t=0

=b~-3c=0 d'oll b=3

a"(0) = [2a(1-t) >-b(2at+b) (1-t) 2+6(at®+btrc) (1-1) 1] __,

[l
[«

2a - 6b + 6c = 0 dtol a

It
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et le polyndme devient :

(2.15) a(t) = (6t2+3t+1) (1-1)°

3 - LB PROCEDS PAR RACCORDEMENT -

Considérons maintenant le probléme de lisser les données @
3.1 Z, = £(ry) * e i=12,..., N

ol les points ti,ou.,tN ne sont pas nécessairement €quidistants.

Considérons les sous-ensembles de {ti’t2’°"’tN} définis par :

T

(3.2) po= {tm(r)’ tm(r)+1’ tm(r)+2’ R tm(r)+n(f)‘1}

ot 1es nombres m(r), n(r) r=1,...,p satisfont les propriétés suivantes :

m{i) =1

m(p) + n{p) - 1 =N .
(3.3) m(r) + n(r) < m{r+2)+1 = 1,000y p-2

m(r)+ D <m(r)m{r)~1 r=1,..., p-1

m(r-1)m(r-1)sN+1

Ces propriétés entrainent sur les ensembles P' les propriétés fondamentales

suivantes ¢

P
(3.4) Ygi PT = {t,eeesty)
(3.5) PP ap™ 2 g r=1,..., p-1
“m(ﬁ?)}
(3.6) PY o PT'2 =) so0it
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La situation peut &tre représentde dans le schéma suivant :

i { i i
i i )

!
! f veee

t th2)  tm(n)m(1)-1 tas) tm@)m@) -1 tap-1) mp-

S S

Notons o la fonction spline d'ajustement d'ordre q et de parametre choisi
par Validation Croisée, basée sur Ies noeuds appartenant 2 a PY et ses
données respectives. C‘est-a~d1re, 6' est 1e résultat en lissant le 'paquet"
r contenant n(r) points.

Pour obtenir maintenant une fonction lisse qui approche f sur tout 1'inter-

valle {ti’tN}’ il suffit d'appliquer plusieurs fois le résultat du paragra-

phe précédent, pour obtenir la fonction suivante :
p-1

o¥ (1) si telt, td - v pY 4
=1

e
Pr:{

t-t
a(t) = af m(r+1) ) &h(e) +

Yn(r) +n (r) -1~ T (r+1)

b Yagre) 6T

(-1 tmeee) . (B

+ (1-af

sitePrnPr+1 T=1,...,p~1

11 est facile de vErifier que o ¢ HqﬁtlstNla Pour analyser la qualité de
cet approximant, il faut d'abord rappeler que si chaque 6! &tait wn inter-
polant de f, alors o serait aussi wun intézpolant de £. On peut supposer
que si chaque 6% est wne bonne approximation de f dans son intervalle de
définition, alors forcément ¢ est une bonne approximation de f.

Reste le probléme de bien choisir les nombres de points dans chaque
ensemble PY, et la taille des intersections P¥ p prHe,
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Dans le cas ol les points sont équidistants, Paihua a montré que, dans le
cas d'interpolation, 1‘effet de bord est sensible sur une quinzaine de
points, ceci veut dire qu'il faut éliminer cet effet avec un 'chevauche-
ment" convenable. On a constaté dans la pratique, que 40 points sont lar-

gement suffisants comme intersection.

Cette condition sur 1'intersection oblige & avoir au moins 80 points dans
chaque paquet. Or, comme on a vu dans les chapitres précédents, ce nombre
doit &tre choisi en fonction du caractére lisse du sipgnal attendu, il
appartient donc & 1'utilisateur de voir dans chaque cas le nombre qui lui
convient.

uns le cas des pas non équidistants, 1'effet de bord dépend de la distri-
bution des points ; ainsi on poufrait avoir besoin de moins ou de plus de
40 points : on pense qu'un minimm de 50 points doit &tre considéré. Ceci
nous donne un minimum de 100 points par paquet, mais le nombre exact est

3 choisir par 1'utilisateur. Dans ce cas, le choix est d*autant plus impor-
tant, que le cofit du calcul dans chaque paquet dépend d'une fagon quadra-
tique de n(r) comme on 1'a vu au chapitre III. (Ce colit est dfi au calcul
du paramétre de lissage par Validation Croisée).

4 - EXPERIENCES NUMERIQUES ~

Dans ce paragraphe on présente un ensemble d'expériences mumériques faites

avec les fonctions spline cubiques (q = 2).

Ians tous les exemples de ce paragraphe on a pris les pas équidistants, ce
qui n'est important que pour le colit des expériences & réaliser. D'autre
part, ce sera souvent le cas pour le lissage des signaux, puisque 1'échan-
tillannage est fait par wm instrument 3 intervalles fixes du temps.

On a chpisi arbitrairement un nombre de points identique sur chaque paquet,

et aussi dans 1'intersection de deux paquets. Ainsi, on aura :

4.h n(r) =n T=15000,p
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4.2) m(r) = rn+k
ol k est le nombre de points d'intersection entre les paquets.

Comme dans les exemples du chapitre III, on s'est donné wne fonction f et
un pas h et on a obtenu les données par :

(4.3 7; = £ty + e

oli t; = a+ih et les e, ont &té obtenus par simulation comme des nombres
pseudo-aléatoires selon le méme procédé utilisé dans le chapitre III.

Le détail des fonctions test utilisdes et les valeurs des différents
paramétres sont donnés dans le tableau suivant :

Exemple Fonction Test n | k h v
1 4.100 1. 40| 0.01] 0.5
2| 100 | 20| 0.01 0.5

sin(x)
3 1005 . 101 .0.011 0.5
4.1 o 100 1 5.1 0.01 0.5
' 501 20| 0.01] 0.2
.6 1 120004 500 0.01 0.2
e mmmm N 7 (sin x + cos x) — '
7. 4300 .4 . 801 .0.01 0.2
8 S 1 400.| 100 | 0.01] 0.2
9. 2001 ..50 .1 .0.01. 0.8

10, 42004 ..50.{.0,01] .0.4

sinx+2sin(2x)+5sin3x+2sindx

1. ¢ 4200 .4 . .50.1.0.01} .0.2

2 b 200 50| .0.01] 0.1
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La représentation choisie est & peu prés la méme que dans le chapitre I1II,
c'est-d-dire, on trace sur les mémes axes la fonction test (F) le résultat

~(R) et les données représentés par une ligne brisée les reliant.

Dans les quatre premiers exemples, on étudie 1'effet du choix de la largeur
de 1'intersection entre les paquets. On observe que l'exemple 4 qui utilise
trés peu de points dans cette intersection donne un résultat assez muvais ,

tandis que 1'exemple 1 donne un raccordement parfait entre les norceaux.

Dans les quatre exemples suivants (5 & 8) on &tudie 1'effet de 1'accrois-
sement du nombre de points dans chaque paquet (sans diminution du pas)
ce qui montre 1'inportance de bien choisir ce nombre (qui ne doit pas étre

trop petit).

Finalement, les exemples 9 - 12 montrent que si v est plus petit, 1'approxi-

mation est meilleure qu'avec le méme nombre de points dans chaque aquet.
q

On peut conclure que le procédé est tout i fait praticable, puisqu'il donne
de trés bons résultats pourvu que les nombres n et k soient raisonnables,
or ce choix n'est pas trés difficile puisqu'il suffit qu'ils soient plus
grands qu'un certain seuil ce qui simplifie beaucoup les choses. Comme

conséquence pratique, on pourrait utiliser :

k*-;l-n.

Pour 1°utilisation ultérieur des donndes déja lissées il pourrait &tre
intéressant d'utiliser la fonction spline d'interpolation d'ordre  associé
aux valeurs corrigées. Pour voir les simplifications de ces calculs quand le

nombre de points est grand, voir Paihua [351.
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CHAPTITRE VI

ETUDE DES VALEURS PROPRES ASSOCIEES AUX

FONCTIONS SPLINE BIDIMENSIONNELLES

1 - INTRODUCTION -

Dans le chapitre Il on a gtudié le comportement asymptotique des valeurs
propres de la matrice D10 associge aux fonctions spline wnidimensionnelles
et 1'on a ensuite utilisé ce résultat pour calculer le paramétre d'ajuste-
ment par la Méthode de Validation Crois@e. C'est le mCme type de résultats
que 1°'on obtiendra dans ce chapitre, pour le cas de fonctions spline
bidimensionnelles définies sur un ensenble borné de RZ.

On obtiendra notamment la convergence des valeurs propres associées aux
fonctions spline, et on fera quelques remarques sur la croissance a
1'infini de ces valeurs propres, utilisant un vésultat de Courant [11].

On verra aussi que les résultats obtenus ne sont pas si utiles que dans
le cas dfune variable, mais qu'ils pourraient €ventuellement diminuer le
cofit du calcul. Néanmoins, ils seront trés utiles dans le cas des spline
d'ajustement bicubiques qufon introduira & la fin de ce chapitre.

I1 faut remarquer que 1'on utilisera encore les résultats de Fix [20] qui
ont été énoncés au chapitre IT (on utilisera les wémes notations).

2 - RAPPELS ET NOTATIONS -

Le but de ce paragraphe est de présenter wn rappel sur les fonctions spline
bidimensionnelles. Pour faire ce rappel on utilisera la présentation de
Duchon £171, (181, [191.
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PEfinition -
Un espace vectoriel X mmni d'un semi-produit scalaire ((+,°)) d'espace nul

N sera dit semi-hilbertien, si X/N est hilbertien, mmi de la norme induite

par ((+,*)).

Soit E un ensemble quelconque. On notera i 1'espace des fonctions réelles
définies sur E et R(E) son dual topologique, lorsque RE est mni de la
topologie de la convergence simple.

I1 est bien connu que R(E} est l'espace des fonctions réelles définies sur
E & support fini. Avec la dualité :

2.1 <w, = I vt £ ver® g gE

telE

Ltensemble des fonctions {§ a} telles que :

ackE
{0 tza
(2.2} 8 a{t} =
: 1 t=a
, g (®)
forme wne base algébrique de R¥™.

Soit N° 1'orthogonal de N dans rE) , cfest-a-dire :
2.3 w=wmer®/ wp=0 Vp € N}

DEfinition ~

......

G  XcR
(i1). 1tinclusion du quotient X/N dans RE/ N est continue

(iii) N est de dimension finie
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DEfinition ~

On dira que X c Rh sépare les points de E si quels que soient

a,, 8y,..., 8 € Eet n réels, il existe v ¢ X tel que :

49 gececy
v(ai)=Zi i=1,2, ..., n

Autrement dit, on peut interpoler n'inporte quelles données avec les
éléments de X.

Avec ces définitions on peut énoncer le résultat suivant du a@ Duchon [12].
11 peut aussi étre obtenu @ 1'aide du cadre abstrait défini dans [5]1 , [301.

Théoréme 2.1 -

Soit X un sous-espace semi-hibertien de RE séparantrles points de E et
soient a,, 8y,.00, @ L€ E tels qu'aucun élément de N ne puisse s'annuler
SUX @y,000, @& SaS étre identiquement nul. Et soient 4, H,s.., n réels.
Alors @

(i) - 11 existe un et un seul €lément O, € X solution du probléme :

2.4) Minimiser ((v, v)) )
veX
V(ai)”“zi j. = 1, 2’ deo’ ]’l

Cet élément sera appelé fonction spline d'interpolation de données

Zyy Zgseoes 2 basée sur les nocuds By Bgyoeey Ape

(ii) - Quel que soit T > 0, il existe un et un seul €lément Ot € X

solution du pmblémé

n .
2.5  Min{t((v, v)) + 4 I ooy - 2p?

a, . sera appelée fonction spline d'ajustement de paramétre 1 de données
, _

Zys Zyseess Z, bas€e sur les noeuds a,, 85,000, a0
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On appellera .Sy 1'espace .des .fonctions spline basées sur les noeuds

a« a» ° 2 a- s
i? T2? *n

(2.6) Sn={ﬁe}{/§di, dyseess d, « R tels que
n
(o, M) = T 4 v(a;) Vv e X}
i=1

e résultat suivant ast bien connu :

Proposition 2.2 -

Soit 9 1la fonction spline d'interpolation et o, . la fonction spline
¥
dtajustement, alors :

(1) o, €8

ii g S
(i) n,t € S5,

De plus, on sait que .‘S,ﬁ est un .espace .vectoriel .de .dimension n.

Démonstration - c¢f. Laurent [301, Duchon £181.

Pour caractériser les fonctions spline, il faut introduire la notion
suivante :

DEfinition -

Une fonction K(+,*) dfinie sur E x E 2 valeurs dans R telle que :

(i) - pour tout v ¢ N°, la fonction I v(t) K(+,t) appartient 3 X
teEB

(ii) - pour tout v ¢ N°, ve X ((E_ v(t) K(,t),v)) = T v(v(®)
teR teE

sera appelée Noyau Reproduisant de X.

Le résultat suivant est d0 & Duchon [181.
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Théoreme 2.3 -

Soit {p,,eees pm) une base de N

_ (1) - I1 existe di’ d2"°°’ dﬂ H 81"“" ﬁm uniques tels que :

n m
Un(t) = I di K(t, ai) + kii Bk pk(t}

i=1

n m -

¥ d. K(a., a,) + L a.} = 1, i =1, +.., 0

im 4 (aJ 1) ‘o Bk Pk ( J} j J » ’
avec

n | ‘

I p(a,) d. =0 k=1, .o, m

e 303
(2) - 11 existe dT, d;, cosy d; ; Bi, aony B;; uniques tels que :

R no
Gn,f(t) = iii di K(t, ai) + kii Bk Pk(t)

n p
nt LT T T .
—~d.+ I K(a,, a;) d: + I pla;) =12, i=1, ..., n
ai g (RO A Bt k¥ Pk Ti ¢ '
n T
I p(a.}) d. =0 k=1, oo, m
j=1 k i 3 J ]

( K est un noyau reproduisant quelconque de X)

Soit 019 029 cooy o la base canonique de S, c'est-d-dire :
n® °n n n
5 0 ixj
2.7 on(a.) =
J i izj

PP n
Définissons alors wij par @

(2.8) m‘;j = ((aig a]?\)) 1<i, jsn
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Sio n €5t 1a fonction spline telle que :

= X, i
c*n(ai) i T<is<n
et Sn est 1a fonction spline satisfaisant :
spagd =y, 1<isn
on aura :
n n 0
2.9 (6,5 = I & x v.d
n° n i=j §=1 173 1)
T
=X QY

Avec Q L la matrice d'éléments wf{j .

Comme dans les fonctions spline wmidimensionnelles, £ est symBtrique et
semi-définie positive. Et il est facile de voir que si Y =(Y1,.” , Yn)T
est le vecteur des valeurs aux noeuds de la fonction spline d'ajustement

9, de paramétre T des données Zi,-Zz, sasy Zn on aura le systéme :
¥

1oy 1
(2.10)  TQY+=DY=2D7

ou D ), est la matrice diagonale d'éléments diagonaux ag.
On a donc :

2.1 Y = An(t) Z

avec

-1
. -1
(2.12) An('r) ={I+mn=< Dn Qn)

A la fin de ce chapitre on verra quelques exemples concrets de ces fonctions
spline.
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3 - LA METHODE DE VALIDATION CROISEE -~

Pour voir clairement la nécessité d'étudier les valeurs propres de la
matrice leﬂ,, il faut remarquer le fait que la Méthode de Validation
Croisée est applicable dans ce cas exactément de 1a méme fagon qu'elle
1'était dans le cas de pas non-gquidistants et variances différentes.

Le probléme est exactement le méme que celui rencontré a wne variable,
c'est-i-dire qu'on se propose d'approcher f ¢ X a partir de la connaissance
du vecteur Z ¢ R tel que :

Zizf(ai)+ei - i=1,2, «.o, n

Les points a,, ..., a appartiennent a E et les erreurs sont considérées

15
comme des variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de

. 2 .
variances Vv i=1, ..., N.

1

En utilisant 1'idée centrale du paragraphe 5 chapitre I, on trouve
1'expression de la fonction de Validation Croisée :

oy v iz -a @ 2]
N T} =

a - L1 mN?

On voit clairement que la connaissance des valeurs propres de D;liﬂn.
entraine la connaissance de la trace de 1\1(1') pour tout t. Malheureusement,
la réduction du colit de calcul de V(t) n'est pas si spectaculaire qu'a

we variable, pour la simple raison suivante : le cofit de calcul de

A“(T) Z est fait en O(na} opérations, c'est-d-dire avec le méme ordre que
le calcul de An(r) . Bien sfir, les algorithmes utilisés pour calculer une
spline d'ajustement sont moins cofiteux que ceux utilisés pour obtenir
l\n(’r), puisque le coiit de ﬁh(r) Z est d'environ 1/5 de celui de An(r)

(cf. Paihua [35]).

11 existe cependant wn cas dans lequel il existe un espoir d'obtenir des
algorithmes en O(n) pour calculer An('t) Z, c'est le cas de splines bicu-
biques, ce cas est aussi intéressant parce que c‘est le seul ol nos

approximations conduisent & des résultats explicites (c'est-a-dire & des
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formules explicites pour les valeurs propres). On pense cependant que les
résultats de ce chapitre paurraiént aussi &tre d'utilité pour les autres
types de fonctions spline en utilisant wne technique similaire i celle
utilisée dans le chapitre II paragraphe 5.

4 - LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES ~

Dorénavant on fera 1‘hypoth&se suivante :

X ¢ L2(B)
4.1

X mni du produit scalaire ((u, v}) + (u, v) est wm espace de
Hilbert.

Ici (+,+) désigne le produit scalaire dans L2(E). E étant wn ouvert, borné
de frontigre Lipchitzienne.

Considérons maintenant les formes bilinfaires définies sur X x X par :

@2 Yo, v = ([ ) u, Ve X
4.3 Mu, V) = fuvm
E

0 1'on supposé que w est wn 1ément de X tel que :

“¢.49 Ki < w(t) < KQ‘ Kl” K2 20 teE

I1 est clair que les formes bilinaires @et J}/ sont continues, symétriques
et semi-définies positives sur X.

Considérons maintenant un procédé d'intégration approchée défini sur X
tel que :

n
(4.5) i uw = iil w(ai)pg(a)u(ai) + o‘(hn(ﬂe)) {ul 6>0
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G hn est Jdéfini par :

(4.6) h, =Swp { Inf ||t-a;]|}
teE  1<izn

a = {31’ Byy ooy an)

et pg(a) sont les poids du procédé d'intégration numérique.
Définissons maintenant la forme bilinéaire approchée :
n n
@ AW = vl (a)p)@
-- i=1
On aura donc :

.8 |um-Z | < oo W)y

e résultat suivant est immédiat :

Proposition 4.1 -

Soient Bip 15 i «n les valeurs propres du probléme :

(4.9) %u,v} =W, J/n(u,v) pour tout v ¢ X
fu] =1

Alors :

(i) - u solution de (4.9) appartient & Sn.

(ii) - les y; n Sont aussi les valeurs propres du problé’}mé :

(4.10) Q.x = pnﬁnx

avec "ﬁn matrice diagonale d'€léments ai i = w(ai)p?(a)

Démonstration -

(i) si u est solution de (4.10), on a ¢
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-

]

n
(ww) =, i_giu(ai)v(ai)m(ai}pg‘(m

it

n
z (u(aim(ai)pg(a)un) v(a,) ¥We X
1=1

et d'aprés la définition de S_, on voit que ue S..
ap n n

(ii) D'autre part, le fait que u solution de (4.9) appartienne 2 S,
entraine que (4.9) est &quivalent 2 :

.11 fé\j(u,v) = un,%(u,v) pour tout Vv ¢ Sﬂ
ful =1

Or, d'aprés la dfinition de Q,» ona :
(4.12) ‘%u,v) = xTﬂy = }rszx

oil x est le vecteur des valeurs de u aux points @5 ey By et y est

le vecteur des valeurs de v aux points Byseeey Bo

On obtient que (4.12) est équivalent 3 :
{4.13) yTQx = ”n :Eixi w(ai)pg(a}yi
= My yT ﬁn x
probléme qui est équivalent a@.1n.
C.Q.F.D.

On voit clairement que le problémé qu'on doit résoudre pour calculer
lr(A“("r}), c'est-d-dire :

=1
(4.14) Q, x == Dﬁ

est un pmblémé du méme type que (4.11). Pour qu'ils soient-identiques,
i1 suffit que :



soit @
(4.15) w(a

) = ° O i=1,2, ..., n

Avec ces éléments de base, et les résultats de Fix {20] énoncés dans le
chapitre II, on démontre le théoréme suivant :

Théoréme 4.2 -

Soient p, 1les valeurs propres du probléme :
1
nih X

et (i} les valeurs propres du probléme :
ieN

k@(n,v} =y Mu,v) pour tout v € X

que 1'on supposera €tre semi-simples ; et .supposons que hn + 0 lorsque
n tend vers 17infini. Si de plus, il existe une fonction & € X telle que :

2 .
% i=1,2, .o, n

(13} - ==
(31) n
np, (a)
i
alors, les valeurs propres Mg convergent vers les u; et l'on a :

(4.16) héi - vmf - O(hh(“e))

Démonstration -

11 suffit d'appliquer le théoréme de Fix (cf. théortme Z.2 du chapitre III)

Remarque -

Comme dans le cas d'une variable le cas le plus important d'application de
ce théorame est celui ol les pas sont &gaux dans les deux directions, et

o 2 a 13 Sy,
les variances v; aussi. Ceci nous améne d

w(t) =1 tekB

Voir aussi la remarque faite au chapitre II au sujet du théoréme analogue

i celui-ci.
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Pour montrer la deuxiéme partie des résultats, c'est-3-dire, le comportement
de la trace, on aura besoin d'une hypothése supplémentaire sur la semi-
norme.

DEf. - On dira que la semi-norme ((*,°)) croit rapidement 2 1'infini si les
valeurs propres {u;}  du probléme :

ieN
(V) =ulwv) , Ve X
L@ ful =1
satisfont :
“.17) (1) ) §§* < 4w
ieN "i
uix()
s IR Tt
(4.18) (1) iz o 0(uy)

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant 3

Théoréme 4.3 ~

S'il existe C tel que ¥n ¢ N nha < C. Si de plus ((*,°)) croit rapidement
d 1'infini et s'il existe weX, w>0 telle que :

1 2

w(a~) = - s
Yoompi@

Alors :

n .
N 1 . _
(4.19) tr (An("f)) = izi W + E,n avec lim £, =0

]

Démonstration -

Elle est identique 3 celle du thSoréme (3.4) chapitre II.
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Dans le paragraphe suivant on €tudiera quelques types connus de fonctions
spline bidimensionnelles et 1'on verra conment celles-ci satisfont les
hypothdses des théorémes précédents. '

5 - ETUDE DE QUELQUES CAS IMPORTANIS -

On doit commencer ce paragraphe en rappelant que tous les types de fonc-
tions spline donndes ici ont wn domaine de définition bomé. Les résultats
ne sont pas extensibles tels qu'ils sont aux fonctions spline définies
par J. Duchon (c£.0173, [18]1, [193). |

5.1 - Splines Plaque Mince Avec Condition de Bord -

Ici on considére X = H (E) avec :

(5.0 W(E) =fgel?/ Dge L? la| <2
3
g‘BE,:O —-—_g; =01}
M Cag
m=(m1;a2)eiNxN fal = ay + o,

et les dérivées sont prises au sens des distributions.

Considérons sur Hg B x i-{g (B) la forme bilinéaire

2

2 2 2 2
2
62>umw}-f§“ Dy, U Y XuTY gy
x| IXDY OxX3ay  3y” 9y

et la semi-nomme associée :
1/2

2 2
(5:3) ()2 - f@“ 2 @)% + Y2 axdy
XY ay

{{(u,u)) représente en premiére approximation, 1'énergie de flexion d'une

plaque mince.
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Les conditions aux limites impos&es sur le bord, entrainent que la plaque
est encastrée (cf, [121, [271).

I1 est connu que Hi[‘ﬁ} est wn espace de Hilbert pour cette semi-norme (qui
pour ce cas devient une norme). Cet espace satisfait sans problémes les
hypothéses des paragraphes précédénts, et 1'on peut définir la fonction
spline d'interpolation par :
2
(5.4) Min f w2, o Quy2 .y @Yy g
u e i*% (E) ax 9x3y 3y

u(ai) =z; i=1,c0.,0

Ainsi, le probléme de valeurs propres associé i@ ce type de fonctions spline
devient :

2 2 . .
(5.5) fauav 5 37u 3y 81233\;__
E ax° 9x° axoy o9x3y 3y° 9y B
ue @B Ve HE
oV o)

Problame qui est &quivalent 3 (cf. Courant & Hilbert [121).

(5.6) Azu =uwu

uiaﬁ =0
L du
Pudhad =
Mg

oit A% est le bﬂaplaczen, C‘est«a-—dlm,, {(5.6) est wn prcbleme de Valeurs
'propms du bilaplacien avec conditions de Bord du type Dxmchlet,

Dans le ;)arag‘raphe ;}recedent on a vu que pour’ pouvmr donner n résultat
sur Tr(An{'r}) , i1 fallait connaitre le comportement & 1'infini des valeurs
propres . Ceci est donné dans la proposition suivante :
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Proposition 5.1 -

Si E est wn ouvert, borné a frontiére Lipschitzienne, alors il existe
Ci B, C2 (BE) constantes positives, et No e N telles que :

i '
(-7 nzN = C@Eshy, a5 CE

Démonstration ~

Si 1'on considére le quotient de Raleigh associé au probléme variationnel :

2.2 2 2 2.2
31 QY s 22y . &Y
((u,y)) (B 9x © o 9Xdy y
2
o 2
fﬁ“ J o
on a 1'inégalité : '
(5.8) ((u,u)) < ((u,u)) < ((uv,v))
5 <
K.l u 2 2
2{13 fE u Klfﬁ u
avec K, K, > 0 telles que K, < w(t) < K, t € L.
I1 suffit d'étudier le probléme :
(@,v)) = B(u,v) W e H(D)

Mais Courant (cf. [111, [121) a Jdémontré qu'il existe No ¢ N et des cons-
tantes C;_ () Cé (B} telles que :
" i
nzN, = Cj(B)sB n b g C3 (B)

“mais d'aprés (5.8) }g B, S W, < "?K"' B, d'oll le résultat.

i
s COQQFQDG

On a donc le résultat énoncé dans le théoréme (4.3) pour la trace de An('c).
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5.2 - Splines Plaque Mince Avec Frontiére Libre -~

Les fonctions spline du type étudié dans ce paragraphe ont &té caractérisés
par Atteia [51 et Thomman [48]. C'est Thomman qui a obtenu le premier
algorithme pour les calculer dans le cas ol E est un cercle.

On considére X = H° (E) et 1la méme semi-norme définie dans le paragraphe
précédent.

Minimiser cette semi-norme sur H2 (E) correspond physiquement & trouver une
plaque mince d'énergie minimum qui passe par tous les points (dans le cas
de 1'interpolation) la plaque étant libre aux points de la frontiére.

Le probléme des valeurs propres associé est domé sous forme variationnel
par :

2 2 2 2 2 2
3
(5.9 [E}3§3§+23u v *Sgag éxdy=p] uv o dxdy
X~ 9x 3xgy 9x3y  y” oy E

Ce probléme est équivalent 3 un probléme différentiel qui différe de celui
traité dans le paragraphe précédent, seulement dans les conditions aux

limites. On peut trouver cette formulation dans [481.

Le probléme qui reste 3 résoudre est celui du comportement & 1'infini des

valeurs propres.
En fait, il suffit d'étudier les valeurs propres du probléme simplifié :
(5.10) ((u,v)) =1 {ix,v) pour tout V ¢ HE(E)

Or, en utilisant le résultat du paragraphe précédent, il est simple de voir

que :

Proposition 5.2 -

Si E est un ouvert, borné, a frontidre Lipschitziemne, alors il existe
NQ ¢ N et CK(E) tel que :

-

(5.11) nz N TN g C, (B)
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Démonstration -

Considérons encore le quotient de Raleigh :

Qu) = -(-g-‘lﬁl);l | ue I2E)
u,u

On voit que Q(u) est le méme que dans le probléme de plaque encastrée,
sauf que 1'espace n'est pas le méme, mais 1l'on a :

W2 (B) - ug (E)

si 1'on utilise alors le “deuxiéme principe de monotomie" (cf. Weinberger
£63]1, Courant [121) on obtient que les valeurs propres ﬁn sont bomés par
les valeurs prppres de la plaque encastrée. Si 1'on utilise maintenant le
résultat de la proposition (5.1), on obtient ce qu'on voulait montrer.

C'Q. }-:’ D.

L'obtention d'une bome inférieure est nettement plus difficile et on n'a
pas trouvé dans la littérature une réponse & cette question, sauf dans le
cas du domaine circulaire ol 1'on obtient exactement les valeurs propres
(cf. Courant [121). On pense cependant que 1'obtention de cette bome est
possible de 1la trouver en utilisant wne technique similaire i celle
utilis@e par Courant (cf. {111, [121).

6 - CONCLUSIONS -

On a obtenu wn résultat général sur le comportement asymptotique des
valeurs propres de la matrice D;xiﬂn, pour toutes les fonctions spline

définies sur un ensenmble borné.

les exemples énoncés ici ne sont pas exhaustifs et ces isultats peuvent
étre appliqués notamment aux L-splines, splines de Tchebycheff, etc...
(cf. [13, 297, [300).

Duns le paragraphe suivant, on traitera en détail un:cas trés intéressant
du point de vue pratique : les fonctions splines bicubiques. C'est le seul
cas pour lequel on peut donner les résultats d'optimalité obtenus 3 wne
dimension.
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CHAPTTIRE VII

LES TONCTIONS SPLINE BICUBIQUES

1 - INTRODUCTION -

Dans ce paragraphe, on définit les fonctions spline de lissage bicubiques,
en utilisant les propriétés variationnelles de ces fonctions (cf. (11, [14],
£151).

On montre que les valeurs propres de la matrice Q correspondante sont &gales
aux produits des valeurs propres associes aux fonctions spline cubiques.

On utilise ensuite ce résultat pour montrer un résultat d'optimalité pour

la méthode de Validation Croisée qui est analogue & celui montré dans le
chapitre IV pour les fonctions spline unidimensionnelles.

g
Finalement, on montre comment ces résultats peuvent €tre utilisés pour

obtenir une méthode rapide de lissage de données bruitées.

2 - RAPPELS ET NOTATIONS -

Soient [a,bl, [c,d] deux intervalles réels et a = t; <t, <...< t = b ;

2 n
c =35, < S, <eee <8 0= d.
Notons :
. L. = . R €£1<r
2.1 plj (tl, 53) 1T<is<n
1<j<m
) < i< .
Soient {Zi’} t<is<n nm nombres réels
J 1<jsm

Notons CZ’Z({a,b]x[c,d]) 1'ensemble de toutes les fonctions g définies sur
[a,blxlc,d] telles que
p
—5 & soit continue pour 0 < i, j s 2.
X IX
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Sur cet espace, on peut définir le produit scalaire :

b d b 4 : b d
2.2) <g,£> = f j 323 5 g fz dt ds + f f gf dtds
a-“c gt*as 9t as a‘c

On compléte maintenant c?»? par rapport 4 ce produit scalaire (et la
norme induite) et on appelle 1'espace résultant Ty (La,blxic,dl). 11 est
bien connu que les fonctions de H' sont des fonctions continues. De plus,
il est comnu (cf. 11, [151) que : | ’

(2.3) H' ([a,blxc,dl) = Hla,ble Hlc,d (conplété)

et que :

2,2 =1
2.9 C?"({a,blxlc,dl) ¢ H ([a,blx{c,d])
1'inclusion &tant algébrique et topologique.

Considérons maintenant glu' (Ta,blxlc,dl} le sous-espace hilbertien de Ty
définie par les conditions :

g g

2(335) = g(bxs} =0 s € [c,d]
3t at
52 52 *
=£(t,0) = £(t,d =0 t e [a,b]
a8 s

4 . i i
—2E(a,0) = —2E:(a,0) = ;ﬁg%(b»c) - 5..%%@,@ =0
-3 . s

On définit o, fonction spline d'interpolation bicubique de z aux noeuds

pij 1<isn, 1<3j<m comme la solution wique (n, m > 2) du
probleéme.

2

b (d o
(z.5) Minimiser ] —2 B (t,s)} dt ds
=i alc { st?ps?
geH ([a,blxlc,dl) -
g{pij)zzij 1<isn

1<i=m
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On dénotera BSn,m 1'espace des fonctions splines bicubiques. I1 est bien
connu que Bsn,m est un espace vectoriel de dimension nm. I1 est aussi
connu que o (-,s) est une fonction spline cubique basée sur les noeuds
ti’ t2, ooy Toet que o(t,*) est aussi une fonction spline cubique basée
sur les noeuds 51, 52, ceoy Sm.

De plus, on a :
(2.6) 0 € C?(fa,blxc,d])

Considérons maintenant les bases canoniques de fonctions splines cubiques

~ . 3 -~ e 2 t o
(2 we dimension), c'est-a-dire, les fonctions o, 1= Toeeey, 0 3
o? J =1, ..., m telles que :

(1) 02 est we fonction spline cubique basée sur les noeuds tys oeey tn

¢ 0 ¢ iz k
Gi) ob(e,) =
1 i=k

...y S . . . . :
(ii1) Uj est une fonction spline cubique basée sur les noeuds Sgs Sys ey Sp

0 j=k
. s
(v) o3(s) = .
1 j=k
Alors, une base de BSn o st constituée par les fonctions og ® o;
»
I<i<n ; 1<jem d'oid ¢
noom
2.7 g= L I z.. o? ® g>

i=1 j=1 M+ ]

Définissons maintenant la fonction spline d'ajustement de paramétre 1
basée sur les noeuds {pjj} comne la solution wique du probléme :

(2.8) Minimiser 31 [ [ —2 8 dtds + — T z:3-8(ts,5:))
alc at?as? Mg Bjetties)

gefl" ([a,blxlc,dl)
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la solution de ce probléme. I1 est clair que

n,m,t
Gn,m,“r € BSn’m
Posons :
(2‘9) ij = Gn’m’,r(tig Sj) ; £1sn
Sjsm
On aura alors :
n n t 5
2.10) o (t,s) = & % Y..o0.(t) o3(s)
n$m$ ? i.‘—"'l jzi 1} 1 3
_Buan et n n ‘@;20‘/;? dzcg
o (68 = X2 Yy —ae () —5- (9)
at?as i=1 j=1 at? ds
d'ou
34{}‘ ?
b [d n,m,T
2.11) f [ "*‘*“3 ds at =
aijc rc\‘1:2852 !
nomon om ooy daim dopm d20§-’ (s) d%03(s)
= ¥ r pX % ja IC Yi' 5 . 5 A"Yki.‘ 5 >
i=1 j=1 k=1 ¢=1 Joat dt ds ds
: vy ]b d%;:(t) dgog( © fd d2g§ “ dzg??, “ .
= .. t S S} d
ij,k,p WK Ja g2 g2 C gs? as?

#

i,3,k,2
Avec :
t
(2.12) wy
(.13 o>

J

t s
Lo Yi3 Vi 95095

v = [pet@n chmma

A NCHOL NGO REE

ds dt
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sont les éléments des matrices Qrtl’ Q:\ définies au chapitre I.

Avec ces relations, il est facile de voir que les éléments Y.. satisfont

13
le systéme d'équations variationnelles :
n m n m t sy 1 ‘; "£ Y
T I I I Uy, Wry Wi, Ysz ¥ == o =
i=1 j=1 k=1 2~ ke Yk ©5a AT I ey oy KK
. nom nXm
=— § L Z,,u YVueR
MM gy gmg X K
d'ol on obtient le systéme :
n om k=1, ..., n
. to S 1 1 ! ’
(2.14) T T I w Yoot ¥ = 7
i=1 j=1 ik 32. ij  mm ke nm kg 451, ooy m
d'od :
@.15) Y =A L0 :
ot A (T) est mn operateur lindaire de R™™ dans B,

n,m

bans le paragraphe suivant, on &tudiera les valeurs et vecteurs propres

de cet opérateur.

3 - LES VALEURS PROPRES ASSOCIEES -

Comme on 1'a vu dans tout cet exposé, 1'importance du calcul de la trace
de A (0 est fondamental pour pouvoir utiliser la méthode de Validation
Clmsee, en vue de lisser des données bruitées. Dans le cas présent, on

X

a un opérateur 1\ (T) de R™™ dans M, pour calculer ses valeurs propres,

on dénontrera que ses fonctions propres sont données pdT ut ’J

produit tensoriel des vecteurs propres des matrices Qn’ Q;“.
In effet, soit :

(3.1) w3 2 ybig VS’;j
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On aura alors :

T g‘ gl mtk 52 W(p ) +-~ WCP’Q)
i=1 j=1 * 3 1
n m
= P,5a.1 ,tpS,a
T1§1 vy zi “’jx ; Vit tam vy
3 bGP $,q, 1 t,p . s,q
=T I wy ? Z Rt — 7 v
j=q, 1K % j=1 m32 Y nm 2
- t p 4, 1 t,p.s,q
© N P a0, vt gy ve'

= (1+znmzizlz )--uk’p 2"1

1

t s, 1 4,9
(1+ mm AL 2D — Wp

d'ol le fait que :

(3.2) a0 . A 1spsn
1+Tmnkknl 1sqsm

On a aussi :

n m . 1
R . Mn¥m
Notons :
B9 o 5= Mg N

i,j,n,m in “jm

Considérons maintenant le cas ol les points’{ti} et {sj} sont équidistants,

c'est-a~-dire :

(3.5) t., =a +

h
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(3.6) sj-—c+%——]-hs i=1,2, ..., m

d -c
m

h =
5

On aura alors les résultats suivants :

Proposition 3.1 -

Lorsque n, m -+ «, les valeurs propres a. . satisfont :
1’J ’n’m
(a) - lim nmo,. = B.. i, j fixés
n, Mo ijnm ij
(b) - Il existe Ci’ C2 constantes positives, et No’ MO e N tels que :
e NO o MERE iis
== C11 j's nmij’mn < o1'] i, j =
m=2M
o

b q by
Avec o.. valeurs propres du probléme :

ij
.()8
i sur [a,blx[c,d]
3t ' 3s
a2 2
-?——g(a,s)=0 —a—gl(b,s)=0
ot at
A3 o3
M‘(a,s%o 2w, 9 =0
3 3
ot 3t
2% 52
Gn 2La,o9-0 2L (e, @ =0
as s
83 a3
~—{§ (t, ) =0 -—{g (t, & =0
9s as
219 3" 3" 24
75 @9 =~ @9 =28 b0 = 2L p,a -0

352t 959t as%at as2at?,
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De plus, on a @

{ n m 1
Tr(A T)) = £ % : +eg_ (1)
n,m i= j= 1+ 70 fun
n nm 1
- T O
i=i =1 TP T A Ay
avec € nm('{} — pour 1 fixé.
n,nee
Démonstration -

C'est un cas particulier du théoréme 4.2, chapitre VI. Et des in8galités
obtenues au chapitre IV.

4 - LA METHODE DE VALIDATION CROISEE EST ASYMPTOTIQUEMENT OPTIMALE -

Le but de ce paragraphe est d'établir wm vésultat analogue 3 celui obtenu
au chapitre IV. Pour 1'obtenir, on suivra le méme schéma de démonstration,
mais 1'on évitera de faire en détail les démonstrations dont 1'analogie
avec celles du chapitre IV soient trop évidentes.

’

4.1 - Notations et Rappels -

Dans tout ce paragraphe on prend a=c=0 ; b=d=1.

On notera Vn m(’f} la fonction:de validation croisée, c'est-a-dire :
¥

2
¥ iznfré" () (z’?f’“) H
(1 - g5 Ty ()7

4. ) =
“.1n Vn,m(ﬂ
ol [|+]] dénote ici la norme dans R™™(Euclidienne).

Dans tout ce qui suit £ sera une fonction de Hq{[a,bk{c,dj) inconnue et
2™ sera le vecteur des données, avec les hypothéses :
nm _ nn .
4.2) Zij = f(ti, sj} + e’ij 1<isgn
_ T<jis<sm
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et
e Am
E(ej; =0
(4.3) v sii=
s
E(Eij kl) o ji=2
sinon

ici E() dénote espérance mathématique.
Notons encore :

@.4)  Var () = = ||T - A (T){Z""‘)H

nm

Si 1'on calcule 1'espérance, on obtient :

2, vV

4.5) Pvar (1) = | ]f () (D 15+ — Tr (A (T))

nm ll in

Analoguement au chapitre IV, on note :

(4.6) MO —*-“Hf - (T)(DH
1 2

4.7 uzm,m(r) = — r(A (T))

(4.8) ul,n,m(ﬂ - ilﬁﬁ r(A 1, m(T))

et on aura :

(4.9) EVar (T) = b2

n, m(ﬂ * Vz 132 n(T)

M+ (1- 20y 00, (M)

(4.10) OB ’“‘

(- 4 ()
Le résultat suivant est trivial, compte tenu du lemme (2.1}, chapitre 1V.

Lenme 4.1 -
Pour tout t > 0, on a :

lI’Varn m(’l‘) v —L‘Vn m(r)[ h

. n,m
LVarn 0 (1)

(4.11)
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2
2 Yin m(T) 1
(4.12) h (1) = u (t)+2p (r) + —— »
n,mn 1,n,m 1,n,m uz,n,m(ﬂ ”““1 . m(T) 12
F o S

Démonstration - cf. lemme (2.1) chapitre 1V,

On appellera T am la valeur de t qui minimise EVarn (t) et T;m’ celle qui

minimise E\é’n(’f} - A partir de maintenant, on appelle valeur optimale de T,

la quantité T

Pl i - = 3 . o 4 ° « * » ~
Définissons maintenant 1'inefficacité (d'utiliser T _ au lieu de Tnm)

nm

comme

Evar (¢
@13 1) = -nm“.“l-;._“’l‘).z 1
E\faxjnm(r m“)

Le lemme suivant est complé&tement analogue au lemme 2.2, chapitre IV.

Lemme 4,2 -

L'in€galité sui e érifide si h ™) <
g vante est vérifiée si hn,m( nm) 1

(4.14) inm(r ) s

Démonstration ~ cf. Lemme 2.2, chapitre IV,

Dans le sous-paragraphe suivant, on &tudiera le comportement asymptotique
des différentes quantités intervenant dans h nm(r} » pour pouvoir donner
des conclusions similaires & celles du chapitre IV.

I U S
4.2 - Etude 'deés quantités bn,m’ u:{,n,m’ uz,nm

Le lemme suivant €tablit 1'analogue du lemme (2.3), chapitre IV.
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Lenme 4.3 - si £ e If 1'(L0, 11x10,13) alors :

. 42
(4.15) im('t) < T [é]é%-——-—g——%f ds dt T>0
at ot
Démonstration -

I1 suffit de voir que la démonstration est la méme que celle du lemme (2.3)
chapitre 1V en utilisant la formulation variationnelle approprige, c'est-a-
dire, formule (2.5).

Le lemme précédent, nous dit que si Toom est une suite qui tend vers zéro,
3

lorsque n, m tendent vers 1'infini, il en sera de méme pour bn m( n, m)

Dans le lemme suivant, on étudie la propriété réciproque.

Lemme 4.2 - si £ ¢ 11" (£0,11x(0,11) et si (Tn m} est wne suite bomnée
’

inférieurement par 6 > 0, alors il existe 6 > O et N, M e N tels que :
g
nzx=N
(4.16) > n m(Tn m)

DPénonstration -

2
- ¥
{i) - On wontre d'abord que hn m(Tn,m) 2 bn’m(e)o
En effet, n n o?.  nm?
n m(e) I11m L L j“111 I 2
i=1 j=1 O+ a. )

nm innm

. 2 . .
ce qui montre que b m(-) est une fonction croissante, d'ol

b2 (t )2b (0).

n,m*n,m

(ii) - I1 suffit maintenant d'utiliser les résultats des chapitres III

(paragraphe 2) et chapitre VI pour voir que si 1'on dénote :
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_
fh,m,e _‘”4£;,m(e) f
£ - Koy £
on aura lim f = £, la convergence ayant lieu dans . Si 1fon voit
N, mo ,m,0 Y

maintenant que fé # f, la démonstration est finie, en effet, il suffit de

prendre :

]é ﬁ) £ (t,s) dtds
g = 2 £

11,2 g
{£° (t,s) +{ ] (t,s)} dtds
jo [o : 5t2 ot2

qui est différent de f, 3 moins que f soit wne fonction bilinéaire plus
e constante.

On aura alors :

S I O b . 2 ,
) =5 IO jo [£(t s) fé(t,s)} dtds > O

et le résultat découle du fait que :
n o om

lim - 5 % CE, o e(t,s)-f(t,SJJthds = fg fé(f-fé) dtds
n,mo i=1 j=1 T

C.Q.F.D.

Etudions maintenant les quantités y » U a 1'aide de 1'inégalité
1,n,m* "2,n,m

obtenu dans la proposition (3.1)

Proposition 4.3 -

Soit {t__} e suite de nombres positifs tels que lim 1__ = 0. Alors,

>
nm n,mx1 1,10 D

on a !
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(1) Une condition nécessaire et suffisante pour3 %:e u 1,ll,m(T;1,1 D
u?,n,m(Tnm) tendent vers zéro, est que nm Tom tende vers
1'infini.

(ii) I1 existe k:[’ kz’ ky k“ constantes positives et N, M ¢ N tels
que :

1/4
4.17) o(1) + k; s nm Tom uj,,x1,nn(Tnm) < k, + o)

(4.18) o(1) + 'k3 < nm 11/’4 u {1 k3 + 0(1)

nm o 2,n,hm nm)

pour n 2 N, m 2.M.
00 o(1) + O lorsque:n, m tendent vers 1'infini.

Démonstration -

On fera la démonstration pour ¥, (t_) puisqu'elle est analogue 2
sN,M° TIm .

celle de pQ,n,m(Tnm)“
(1) Montrons d”a‘i;ord que W (t_) + O entraine mm ML e
In effet ,

g B 1
(‘1019) lli n m('{"‘ } = }l_..;. Iy )N

S Mi=1j=11+mmr_a..
nn - ijnm
> 1
&+
b T %

mais, 1'inégalité de la proposition (3.1) nous dit qu'il existe C2 20

telle que :

5oy
== nm S C.ny
anm nm 2

m=M
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on en déduit : W t. )=

SN, T
1+ 82 Ty ® M
d'oll le fait que : 1lim Tom n' m's e
n, Mo
(ii) Pour montrer que 1lim 'ri/ i} nm = + « entraine que
nm
n,meee
A ¥ tanA s 4 A
gi,n,m&nm} -+ 0, on démontrera d'abord 1'inégalité (4.17).
On a :
- 1
; nm “in “jm
n om
"%E * gifn Lo t s
=3 j=3 1 + nmt }xm kjm

en utilisant maintenant la proposition (3.1), on a :

(4.21) ;—-;ﬁ-}z} T L @il g ?”"““"“1”‘”3:‘7;‘
i=3 j=3 1+ 1C,i'j oI e a3 §=3 1 + 1€, 15
On voit qu'il suffit d'étudier 1la quantité :
4.22) (x) = r o ! c c
N T, T} = L L e 2= C
n,m oo, j=3 1 +1 C i&ju 1% 72
soit 8= (1 C}i/ q, on aura alors :
n m 0
4.23) nm 8 rnm('r) = L X m
i=3 j=3 1 + (ije)

mais la fonction de deux variables :

1

4.24)  F(X% ¥) = ————p
1+ (xy0)



- 161 ~

o ° + 3 3
est décroissante dans R’ x R (avec 1'ordre lexicographique). D'ol les

inégalités :

n+l Antd 0 CoMom 0
(4.25) j [ — dxdy < nxnerm(r) < j ] ~————— dxdy
3 1+ (0) a1 )
Mais :
(4.26) ! J SE—Y dxdy s f [ — dxdy
AR RN Y o o 1% (0x)
00 00 }
< ! j . dxdy
1+xy
o 0
D'autre part ¢
n+1 it 0 n+1)6 m
4.27) J [ ——————; dxdy = I j —————; dydu
3 3 1+ (6x) 30 3 1+ (w)

1/4
nn
dont n, m tendent vers 1°'infini, entraine que :

mais le fait que nm T tend vers 1'infini indépendamment de 1la maniére

n AL indép. de m
nm
W r” "o indép. de nj
nm *
Alors on a :
n+i m+1‘ 0 00 00 1 .
(4.28) f f = dxdy = j I e dudv + 0 (1)
} b
Yooy 1+ (e by 1w

en utilisant maintenant (4.25), (4.28) et (4.21), on a :

Y 1/t
k,+o(1) < nm Txm -4 'rm’:l‘ s k, + o(1)

avec

)

K, = o rr——mz—-?dudv
2 4 3 1+ (w)
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(A G 1
ot [ ey dun
2 €. ; 1+ (uv)u

et o(1) tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini.

C‘QQPGDO

Pour démontrer les vésultats d'optimalité, nous aurons besoin du résultat

suivant, dont la démonstration sera omise puisqu'elle est analogue i celle

du théoréme 4.2, chapitre IV, sauf dans le méme type d'inégalités obtenues

dans la proposition précédente.

Proposition 4.4 -

1/4
nm
Alors il existe § > O tel que :

S'il existe d > O tel que t nm £ d

T )

2
u2,n,m(Tn,m) ui,n;m( nm . o«

- ﬁi,n,m(TnﬂP)z

¥

ot J est un sous~ensemble infini de N x N.

Yn,m e J

Avec ces résultats, on peut obtenir le théordme d'optimalité pour la
méthode de Validation Croise. La démonstration sera omise puisqu'elle ne

différe en rien de celle du théordme 5.1.

Théoréme 4.5 -

Soit f ¢ ﬁg([O,T]x[D,13) et considérons une suite de grilles :

(5, s3)

< -

A

A

IA

n
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avec
2i~1 .
ti: = i=1,2, ..., n
= 21 P =
sJ “ j=1,2, «c.,m
et {e':.:’;}. une suite de variables aléatoires telles que :
B(s??)=0 Tsizsn 1<jsm
nm _nm i=k
E(e.. € =
1 K 0 j=1
sinon

Considérons alors les données :

<1<n
i 1 !

S .
13 ij T<js<m

_..n m
ij = Fty s5)

. . * ¢ e o .
Soient enfin e s val i1 iisent LVa o i
£ ?nm t Tom les valeurs qui minimisent EVar nm(r) et nm(r}

respectivement. On a alors :

§

o - * _
(a) iim EVar (Tnm) =0
n, e

. * oy
(b) 1lim Imn(Tnm) = 1
1, o

PEnonstration -

Cf. démonstration du théoréme (5.1) chapitre 1V.

Remarques -

Les résultats démontrés dans ce chapitre constituent une extension trivial
de ceux obtenus au chapitre IV. La difficulté de généraliser cette démons-
tration pour le cas général réside seulement dans les inégalités du para-
graphe 3, chapitre IV. Tous les autres résultats sont facilement extensibles
a 2 et méme 3 plusieurs dimensions, pourvu 1'hypothése (assez forte) sur
les points de prise des données.
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CHAPITRE VIII

EXPERIENCES NUMERIQUES A 2 VARTABLES

1 - INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de présenter quelques expériences numériques qui
montrent Comment on peut utiliser la méthode de Validation Croisée pour le

lissage des données prises sur des noeuds arbitraires dans une région quel-

conque (non nécessairement rectangulaire) du plan R%. Clest le fait que ces
noeuds sont quelconques qui rend importantes des méthodes qui seront utili-
sées, puisque le colit étant de toute facon élevé, elles ne se justifient
que dans ce cas. lLe cas des grilles wniformes peut &tre résolu a 1'aide des
splines bicubiques d'ajustement présentées au chapitre précédént.

Pour faire ces expériences numériques, on a choisi les fonctions spline du
type plaque mince dans R® (cf. Duchon {171, [18]1), puisque les algorithmes
disponibles pour les calculer sont les moins chers parmi les méthodes de ce
type (cf. {481, (351, [36]).

]
Dans le premier paragraphe, on définit les fonctions spline du type plaque
mince en utilisant les formalismes du chapitre VI. On décrit ensuite la
mmicre par laquelle on calcule le paramétre d'ajustement, et on montre deux
exanples (avec des données fictives) d'utilisation. Dans le dernier paragra-
phe, on utilise 1a technique du chapitre V pour étendre la méthode 3 un

grand nombre de noeuds.

2 - LES FONCTIONS SPLINE DU TYPE PLAQUE. MINCE

Reprenons la notation du paragraphe 2, chapitre VI. Ainsi, soit
X = D 2.2(r?%) défini par :

2.1 D"QLQ(RQ) = {Distributions sur R? telles que toutes ses dérivées
partielles d'ordre 2 sont dans LQQRQ)}

et sur D-2L20R2) on définit la semi-nome.
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2 2‘ 2 22
2.2) ((wu)? = W, + Y ax
ed @w?= |, & e & e i

Duchon (cf. [171, [181) montre que les &léments de D_QLQGRQ) sont des fonc-
tions continues, que le noyau N de la semi-norme, est 1'ensemble des poly-
ndmes de degré inférieur ol égale 4 1, et qu'il posséde wn noyau reproduisant
(d'espace semirhilbertien) donné par :

2.3)  K(t,5) = o+ |]t-s]]? Log||t-s||?

Sift, tiseees tn} est un ensemble de points de R? contenant un sous-ensemble
i»unisolvent (c'est-a-dire, qu'il contienne trois points non alignés) , et

si Zi, ey Z sont n nombres réels, alors les théoremes du chapitre VI

paragraphe 2, nous garantlssent 1'existence et 1tunicité d'une fonction
continue g € D L QR ) telle que :

2.4 ((o,0) = Inf ((u,v))
ue D22 (!RQ)
u(ti) =7 i=1, «ouy, n

De plus, il existe A, ..., A ; Q,, “2? a, tels. que :
‘ n 2 2
2.9 o(t) = iii Ai{{t~ti§§ Logl]t~ti[] o, OXF agy

avec t = (X, y)

~ Les coefficients Ai, vesy xn 3 Oy, Gy O vérifiant les équations :

. ‘ . 2
j=1, «ssyn 351 A3II “tjtf ch{!ti"tji{ B D
n
iii )&i ti =0
n
L A, =0
i=t !

On peut aussi définir la fonction spline d'ajustement du type plaque mince,
qui aura ainsi la forme (2.5), comme celle qui minimise

(2.6) ((u,w) + 5— Z (u(ty) - Z)
i=1
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avec 1 > O, paramétre d'ajustement.

On pourrait aussi considérer des poids différents dans la somme, mais dans

nos exemples ils seront toujours égaux.
L'avantage de ces fonctions spline par rapport a celles de Thomman (48] est

1a simplicité de 1‘'expression du noyau. I1 existe un ensemble de programmes
pemmettant de faire des calculs avec ces fonctions spline (cf. {351, £361).

3 - MISE EN ORUVIE DE LA METIHODE DE VALIDATION CROISEE

Rappelons que notre probléme central consiste & approcher une fonction
"lisse' { définie sur une région du plan IRQ, d partir de la connaissance de :

3.1 Zi=f(ti) *ey i=1,2, ..e5 n
avec les hypothéses habituelles sur les €5°
On utilise donc la fonction spline d'ajustement de paramétre T>0 du type

plaque mince, basée sur 2 g 0o Zno Pour choisir t, on utilise la méthode
9

de Validation Croisée qui consiste & minimiser :

| Ujz-acmz]|?
(3.2) vt} = 1 )
(1 - 7 TrA(1)))
avec AT) = (1 + ne@)

Dans le cas d'une variable on a pu remplacer Tr{A(t)) par une expression
explicite, lorsque n était suffisamment grand. Mais, 1'on a vu aux paragra-
phes précédents que la méme technique est applicable & 2 variables seulement
dans le cas des splines bicubiques, éventuellement on pourrait aussi
1'appliquer dans certains cas de domaines bornés différents d'un rectangle,
mais on ne 1'a pas fait dans ces expériences numériques. Malheureusement, .
dans le cas des pas non équidistants, on n'a pas d'autre solution que de
calculer Q et utiliser un algorithme QR avec shift (cf f411) pour trouver

les valeurs propres.
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On utilise ensuite un algorithme de recherche globale pour trouver 7.

11 faut remarquer que le calcul de & et ses valeurs prcprés se fait en 0{n3}
opérations, et que celui de A(r)Z aussi, il n'existe donc pas une grande
différence comme dans le cas d'une variable, et la r&duction qu'il serait
possible de faire ne sera jamais aussi @éctaculaira qu'a e variable.

4 - EXEMPLES NUMERIQUES

On présente ici deux exemples de lissage de données fictives utilisant la
technique du paragraphe précédent.

Dans nos exemples on a pris une fonction définie sur 0,21 x (0,11 et on a
tir€é au hasard 100 points t,, ..., Ty, dans ce rectangle. On a ensuite
obtenu les Zi en ajoutant a f {ti) , un nombre pseudo-aléatoire obtenue par
similation. Les nombres pseudn-aléatoires suivent une loi normale de moyenne
nulle et &cart type 0.1.

On a ensuite tracé les courbes de niveau de la surface bruitée (par inter-
polation), de la surface lissée et de la fonction test & l'aide du sous-
programme ¢B14A de Harwell.

- . 1.2
Exemple 1 :  £(x,y) = sin ((x - %}2 + -7
(x-x) “+ (y-y ) 2
4 - i i
2: flx,y = @ v§
i=1
x, = 0.1 X, = 0.4 X, = 0.6
Y, = 0.1 y, = 0.1 yg = 1.3
v, =V v, = 1.0 v, = 1.0
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5 - LE PROCEDE PAR RACCORDEMENT

Le but de ce paragraphe est d'appliquer i deux variables les techniques du
chapitre V.

Supposons donc que les points t, 1=1, ..., n satisfont aux hypothéses
suivantes :

(a) Les points t" sont intérieurs a wn rectangle R.

(b) Il1s sont répartis un peu partout dans R.

Considérons maintenant un recouvrement de R = [a,b] x [c,d] en sous-rectangles
R.. définis par :

1)
R1) Rij = [ai’bi] X {cj,dj] ( i=1,2, ..., nr,
i=1,2, ..., nr,
]
R2) a=a <a,< b1 <ag < b2 < eee < bhrx =b
R3) c=c, <¢c, < d1 <Cy < d2 < 4e. < dnry = d
: s k
Ceci entraine :
_ v
1]
(i) Rij n Ri+1j 7 ¢ | 1<ixs nrx—1 ji=1, ..., nry
(iii1) Rij n Rij+1 ¢ 1s3j< nry-1 i=1, ..., nr_
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La situation est représenté dans le dessin ci-dessous :

d=

//////

T

a=a =
1 2 by 3 Dy 3, by b=b
Soit maintenant gij la fonction spline d'ajustement du type plaque mince
(avec param@tre choisi par Validation Croisée) calculée sur les données du

rectangle R

C=01

o
o

. Dans ce qui suit, on appliquera um proc€dé de "collage" ou
raccordement, pour construire une surface définie sur R, .3 partir des
splines Gij. L'idée de cette construction est analogue 3 celle faite & wne
dimension suivant les idées de Paihua (c£.036], [351).

u.

11 faut remarquer que dans la définition des spllnes }ocaies 0.
‘interviennent les points de 1'ensemble P,

» O350

et G; .
i,j+1 1,3
1,3*1 {De méme pour

Tir1,]

Pour construire la surface deflnze sur R 3 partir des Gl}’ il suffit d'uti-
liser repétitivement la proposxtlon suivante dont la démonstration découle
facilement des résultats du chapitre V.

s ———
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Considérons deux rectangles KA et RB qui s'intersectent verticalement et
1

considérons deux fonctions appartenant a C* : g définie sur RA’ et gy
définie sur RB’ On a alors :
Proposition 5.1
Si on prend :
OA(X,}’) si x,y) € RA\RB
x-a_ X-a
OAB(X’Y) = o EO:E]‘;) GA(XDY) + (1 '0‘(’5’;:5;)) GB(X’)’) (X,)’) € RA 0 RB
UB(X,)’) si (x,y) € RB\RA

od Ry n Ry =Ta,bJx [c,d]

et a® = X- N2 @x+ 1) X e [0,1]

Y

R

O

_ ), 1
Alors, Al est de classe C (RA U RB)’

Démonstration - Cf. {35]

De 1a méme fagon, on colle deux fonctions définies sur des rectangles se
coupant horizontalement.
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En appliquant ce procédé d'une fagon répétée, on peut ‘'coller" tous les
morceaux pour obtenir :

/ai,j(x,y) LSS STV SIS FENUR'E SRS N
a(rmx-ai“‘) ,j )+ (2 5““—“‘“ 1) x5 ;
17341 i3y LI
BN € Rig 0 Rian,g = By gan ¥ Ry gg)
o c X, y)+ (1~ a. X,
(rl-—) 5 G+ a(ﬁn i, 341067
G(x,y) =< (x,Y) € Rig ARy jug ~ Rypq 5 v Ri1,7
a5 "Ci41 +1
aE—)la cd %) (x,y)+(1~a(a—~1~—))al Ljag GOV T+
i %41 3 it 3 it
- (a0 () ) (o Gt eE ]
G, aid}._cjg ie1,3 G0N0 a(;f—lj—;nom 541 )
\ (X,Y} € Rij fi Ri+1,j i Ri,j"’i fl Ri""j.,j'*’i

Avec la convention suivante :

o . =0 . F g, = O, = 0
0,] nrxti, ] 1,0 i,nry+]

Les programmes utilisés pour obtenir 1'évaluation de G sont facilement cons-
tructibles a partir de ceux déja faits pour 1'interpolation (cf. [361) une
note technique permettant d'utiliser ces programmes paraitra prochainement.

Pour illustrer le fonctionnement de cette technique, on a pris comme exemple
la fonction n® 2 du paragraphe précédent et on a fait les mémes essaies mais
pour 700 points tirés au hasard dans [0 ; 2,31 x [0 ; 1,5]. I1 faut remarquer
d'abord que le calcul de 9 et de ses valeurs propres devient complétement
impossible si 1'on considére la totalité des points, d'une part  cause de
1'énorme capacité en mémoire centrale qu'il faudrait, et ensuite 3 cause du
temps de calcul qui sera discuté dans le paragraphe suivant.
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On a divisé le rectangle en 24 sous rectangles définis par :

b. 0,6 { 0,91 1,31 1,6 2 2,3

a {0,610,9]1,3]1,s

Dans le dessin n® 1 on représente les points et la partition décrite ci-dessus.
Dans le dessin n° 2 on voit le tracé des courses de Niveau de la surface
bruitée, dans le dessin n° 3 on trace les courbes de niveau de la fonction
lissée par le procédé de raccordement, et dans le dessin n® 4, on trace la
fonction test. (I1 est utile de comparer avec le méme exemple pour 100 points
cf. page 169).

6 - LES TEMPS D'EXECUTION

Considérons finalement les temps de calcul pour les problémes bidimensionnels,
en utilisant la technique déja exposée. Dans le tableau ci-dessous, on donne
les temps de calcul pour différentes valeurs de n, lorsqu'on utilise ume
seule spline de lissage.
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'n | TC. Val. Prop. | TC. Par. Opt. | TC. E. Spline | TOTAL
40 4.2370 8.5337 1.0940 13.8647
50 7.5484 16.5525 1.7350 25.8359
60 12.5260 27.6989 2.5500 42.7749
70 19.7569 43.4804 3.5500 66,7873
80 | 28.4075 59,1651 4.7590 92.3316
90 40.2042 77,8561 6.1910 124.2513
100 53.9608 103. 8002 7.8680 | 165.6290

11 est clair que le temps croit tr&s rapidement lorsque n augmente, plus
précisément, on peut dommer la formule approximative :

temps = n° x 2 x 107

On peut conclure que pour lisser les données fictives de l'exemple du para-
graphe précédent, soit n = 700, on dépensérait wn temps €gal a : 61740 secs,
or, le procédé par raccordement ne dépense que 1641 secs ce qui représente
wm gain considérable. I1 faut remarquer que ce gain est d'autant plus grand
lorsque le nombre de points augmente, puisqu'il est égal & la somme des
temps de calcul sur chaque rectangle, qui lui reste en gén€ral fixg.

7 - CONCLUSIONS ET TRAVAIL FUTUR

Le probléme, a4 une variable, semble assez bien réglé. Par contre, dans les
problémes i deux variables reste beaucoup d faire. Notamment, on devrait
pouvoir utiliser les résultats asymptotiques pour calculer plus efficacement
la trace de Aﬁ(T). D'autre part, il reste 3 obtenir les r@sultats théoriques
permettant de justifier d'une fagon plus convaincante les résultats pratiques,
surtout A deux variables oll le seul résultat théorique est donné pour les

splines bicubiques.
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I1 serait souhaitable aussi de démontrer la convergence, en moyenne quadra-

tique par exemple, ceci a une et deux dimensions.

Finalement, il serait bon de trouver un algorithme rapide dans le cas d'une
grille wiforme a 2 variables. Ce qui parait tout a fait possible.
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