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les physiciens s'interrogent depuis longtemps sur 1'ordre magnétique
qui peut régner au sein d‘un matériau magnétique et qui reste encore trés mal
connu. Jusqu'en 1972, les théories phénoménologiques existantes expliqualent le
comportement des alllages dilués quand un résultat expérimental inattendu vint
bouleverser ces croyances. Les mesures de susceptibilité magnétique en fonction
de la tempdrature avaient toujours conduit & une courbe arrondie jusqu'au jourk ol
Canella et MydoshA mirent en évidence 1l'existence d'un pic qui fut depuis maintes
fois confirmde. Cament expliquer ce comportement ? Il ressemble beaucoup d une
transition de phase, mais quelles sont les phases en présence ? Loin de satisfaire
tous les physiciens, cette interpriétation soul@ve une controverse et 1'on doit
admettre aujourd'hui ciue le concept de transition de phase tel qu'il est couramment
~ défini (cf. Ch. I) ne suffit pas 3 expliquer toutes les observations expérimentales
faites sur ces alliages dilués. Différentes &coles se sont constituées mais aucune
3 ce jour n'a su apporter de réponse définitive.

Trois paramétres semblaient régir 1'évolution des alliages dilués que
1'on appelle aussi systémes "verres de spins” : le temps, le champ magnétique
extérieur et 1l'histoire themmique et magnétique de 1'échantillon. On a construit
des modéles, englobant ces facteurs et reflétant l'e:aqaérience. Mais les résultats
ayant &t8 décevants, 1'introduction de nouveaux concepts s'est impos€e. Mujourd'hui,
on en retient deux 3 caractére plus géométrique : le paramétre d'ordre & longue
distance et la frustration. Ce dernier concept a &té introduit par G. Toulouse
{111 dans le dessein de dégager les traits microscopiques de la phase baptisée
“verre de spins” dans laquelle se trouverait un alliage dilué & trés basse
température.

L'objet de cette thése est 1'étude de ce modéle de la frustration
(Chapitre I) qui est une représentation tx@s schématique d'un verre de spins et
dont les physiciens attendent une meilleure connaissance, au moins qualitative,
de certaines caractéristiques de cette nouvelle phase.

Or il se trouve que dans ce mod@le simplifié, les outils de la com-
binatoire, en ;mti.culier la théorie du couplage de J. Edmonds, sont particulie-
rement efficaces pour l'étudedu matériau 3 T = O et permettent le calcul de
1'énergie du fondamental (XIII-1) en fonction de la concentration en liaisons
négatives (paramétre caractéristique du modéle) avec une bien meilleure préci-
sion que les simulations type Monte-Carlo utilisées jusqu'ici.



Mais 1'intérét du physicien se porte surtout sur 1l'é&tude de la
structure de "désordre", en particulier au voisinage de la concentration critique
ou le ferramagnétisme du matériau disparait et la partie la plus originale de
notre travail a consister a rechercher ce que pouvait apporter les outils ma-
thématiques dont nous disposions pour 1'étude de ce "désordre®” (1IF2). En par—
ticulier, nous avons montré que la théorie de la dualité en programmation linéaire
se révélait trés utile pour la caractérisation des amas qui sont une notion fon-
damentale pour la campréhension de verres de spins. Ceci nous a permis, entre
autres, de préciser la valeur {(jusgu'alors mal connue} de la concentration

critigque ol s'oppére la transition de phase.

Le succés de ce travail n'a &té possible que grace a la collaboration
étroite de MM. MAYNARD et RAMMAL, physiciens du groupe de transition de phase au
C.R.T.B.T., qui ont eu la patience de nous inculquer quelgques rudiments de leur
science et le courage de découvrir nos techniques et notre langage.

-~

Cette collaboration, qui ne se limite pas 8 ce seul travail et se
poursuit en particulier avec les groupes de MM. GASTINEL et ROBERT de 1‘'équipe
d'Analyse Numérique, nous apparait fructueuse pour nos deux disciplines et pour
notre part, au moins, nous a conduit a développer nos outils et & ouvrir certains

axes de recherche.



CHAPITRE 1

LE PROBLEME POSE PAR LES PIIYSICIENS :
ETUDE DE L'ETAT FONDAMENTAL D'UN VERRE DE SPINS ET RECHERCHE D'UNE TRANSITION DE PHASE

1-1 - DESCRIPTION SOMMAIRE D'UN VERRE DE SPINS

L'exemple le plus connu de verre de spins est un systéme obtenu en
diluant, & haute température, dans un milieu non magnétique {(or) des impuretés
magnétiques (Fer) en faible concentration (1%), puis, en abaissant brutalement
la température ce qui a pour effet de tremper le désordre structurel de l'état
liquide. ' ’

On obtient ainsi un alliage solide ol toute impureté, qui conserve
son manent magnétique (Spin), interagit indirectement avec toutes les autres
impuretés. L'énergie d'interaétion, le, entre deux impuretés de moments magné-

"~ tiques §1 et §2, distantes de R et placées dans un milieu non magnétique est
donnée par la formule suivante :

AxCOS {2%K_XR
MOOSIIPR)

| Hp = ¢ ) 8

.—}
15 = IMm "51'§z

3
(Kpr}

ol §1‘.§2 est le produit scalaire des deux vecteurs gl et §2,

KF est une constante caractéristique du métal qui constitue le milieu
non magnétique,

A est une constante positive d'échelle.

L'énergie @'interaction entre deux spins ne dépend donc, en signe
et en module, que de la distance qui les sépare.

I-2 - ORDRES MAGNETIQUES A LONGUE DISTANCE ET TRANSITION DE PIASE

Exemples d'ordres magnétiques & longue distance :

Un premier type d'ordre magnétique & ldngue distance est 1'ordre
dit "FERROMAGNETIQUE" oll les spins ont tendance & s'aligner dans le méme sens
via une constante d'interaction J > O.

Un autre type d'ordre magnétique 3 longue distance, est, par exemple
1'ordre dit "ANTI-FERROMAGNETIQUE" ol les spins s‘alignent antiparallélement
(deux spins en interaction ont les orientations opposé€es) via une constante
d'interaction J < O,



Lorsqu'on augmente la temp@rature, le conflit entre 1tinteraction
des spins entre eux et la température tend 3 détruire ces ordres magnétiques
a longue distance. :

Réseau plan ferromagnétique
Ve

Les spins sont paralléles

Réseau plan anti~ferrm:agnétique

Les spins sont anti-parall&les

Transitions de phases magnétiques (transitions ordre~-désordre) :

Un systéme est dit FERROMAGNETTIQUE (respectivement, ANTI-FERROMAGNETTQUI
s'il se trouve 3 la température T = O (échelle Kelvin) dans une phase magnétique
ferramagnétique (respectivement antvfem:omagnétxque)

De tels syst@mes ont déja &té fort bien &tudiés. Par exemple, on sait
que pour un systéme ferramagnétique, il existe une température critique, T en
dessous de 3.aquelle 1'aimantation par spin du systéme, M(t), est positive e.t au
dela de laquelle elle est nulle.

Pour tout systéme fer:ccxnagnétique, la courbe de M(T) en fonction de
la température a 1l'allure suivante :

- d

MA(T)




Ce qui signifie qu'a une température T inférieure a TC, il existe une
corrélation 3 longue portée entre les spins (paramdtre d'ordre) qui s'atténue
jusqu'a .disparaitre aux températures supéricures a T, On dit qu'a la température
T=T c il y a transition de phase entre la phase ordonnée ferramagnétique & T < ‘T(
et la phase désordonnée parasymétrique a T > T,

On a observé, qu'en général, une telle transition de phase se répercute
par des singularités sur d'autres fonctions de réponses du systéme telles que la
susceptibilité, la chaleur spécifique, ..., etc.

Des mesures sur la susceptibilité d'un verre de spins ont récemment
mis en évidence une température Tg d laquelle la courbe de la susceptibilité, (T},
en fonction de la température présente un pic :

X(T)}

o - o

4

B T

Ce qui semble, par analogie avec les transitions de phases connues,
&tre un indice d'une transition de phase entre une phase magnétique a basse
température baptisée "verre de spins" et une phase désordonnée paramagnétique
A haute température. ‘

Notre objectif ici est d'étudier, & T = O,, une &ventuelle phase
magnétique verre de spins, et de confirmer (ou d'infinner 1} 1'existence d'une
transition de phase en étudiant le comportement d'un tel systéme verre de spins
en fonction de la probabilité x pour que 1l'énergie d'une interaction soit néga-
tive et qui, conme la température, joue, quand elle augmente, un rdle de destyuc-
tion de 1l'ordre ferrcmagnétique & longue distance. '

Confrontés A la camplicité d'un syétéme verre de spins, on a construit
un mod@le excessivement simplifié que 1'on se propose d'étudier.

MODELE DE LA FRUST RATION

On suppose que les spins sont situés aux noeuds d'un maillage carxé
régulier de dimension N et ne peuvent &tre que dans deux états possibles, positif
ou négatif.



Exemples de maillages

. Maillage plan carré réqulier :

Les sites des spins sont marqués d'un point.

Les arétes du maillage matérialisent 1'existence d'une interaction entre les

spins.

. Maillage cubique carré réqulier :
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On caractérisera désormais toute orientation des spins par un vecteur
o dont chaque camposante 0; = %1 désigne 1'état du spin i.

On suppose de plus que les interactions entre spins n'ont lieu qu'entre
plus proches voisins (elles sont matérialisées par les arétes du maillage) et que
leurs énergies sont des variables aléatoires indépendantes pouvant prendre des va- .
leurs positives ou négatives. Une interaction (ou liaison) positive entre deux
spins voisins dans le maillage tend, rappelons-le, i les aligner dans le méme
sens, tandis qu'une interaction négative tend i les orienter dans les sens Opposés



On note T 13 la valeur de 1'énergie d'interaction entre les spins i
et jet F - énergie interne du systéme lorsque les spins ont une orientation o.
Eo s'écrit : '

E = -3 r,. o, o,
o ij "1 73
{(i,j)|les spins i et j interagissent}

Définition : A la température T = OK' le systéme verre de spins est dans son
ETAT FONDAMENTAL si 1l'orientation ¢ de ses spins minimise EU.

- Remarque 1 : Caractérisation d'une orientation desspins :

I,
Si le sens de l'interaction entre deux spins i et j, T—F—iJT’ est respecté,
, i3
la quantité T, .0 1°95 qui intervient dans le calcul de F_ vaut ir ij' , sinon

ij‘oi’oj vaut - I‘ij

tation g des spins qui minimise Eo peut étre caractérisée come étant une orien-

on dit qu’il est violé et T . De ceci on déduit qu'une orien-

tation qul minimise la same des modules des énergies des interactions violées.

Le modéle que 1l'on a étudié correspond au cas particulier ol 1'é@nergie
@' Intéraction est une variable aléatoire T 13 qui vaut y ij.J avec vy 15 t1 et J
constante strictement positive. On a supposé que vy 13 avait la probabilité (1-x)
de valoir +1 et la probabilité x de valoir -1 en prenant x compris entre O et
0.5 ; le cas ol x est campris entre 0.5 et 1 se déduisant par symétrie.

Dans ce modéle, 1’énergie interme du systéme lorsque les spins ont
1l'orientation o s'écrit :
E'O = =J L Yy i gy oj
{(1,3) |les spins i et j interagissent}
Il existe une relation entre Eo et le nambre de liaisons violées :

On note Eo le navbre d‘interactions violées dans la configuration E

des spins et m le nanbre total de liaisons.

nd | - -
lzo s'écrit :

EG = ~m.J + 2.J.\b0

On voit que, J étant strictement positif, une configuration du fonda-
mental est une configuration o des spins qui minimise le nambre EU de liaisons

violées.



Dans le cas particulier du ferromagnétisme ol 1'énergie d'interactior
est une constante positive J sur tout le réseau (x = 0) on retrouve le modéle
classique d'Ising.

La recherche du fondamental & T = O est alors &vidente ; il suffit
pour minimiser 1'énergie que tous les spins aient la mé&me orientation.

En température, le probléme a &té résolu mathématiquement en 1925 par
Ising lui-méne dans le cas d'un réseau 3 deux dimensions et en 1944 par

L. Onsager pour le cas d'un réseau i deux dimensions.

Dans le premier cas, il n'y a pas de transition de phase (ou plus
exactement la température critique est nulle) mais dans le deuxiéme cas, on
retrouve les caractéristiques principales de la transition de phase ferromagné-
tisme~-paramagnétisme.

Un résultat de ces &tudes est que la transition de phase, qui se
traduit par des singularités de certaines fonctions, n'apparait que came
limite quand la dimension de 1'échantillon N tend vers 1'infini.

Ce résultat intuitif est assez général dans ce type de modéles et
vaut sans aucun doute pour le mod@le &tudié ici T = O.

Mais l'objet de notre &tude n'est pas de démontrer 1'existence d'une
transition de phése ou la convergence quand N + «» des variables aléatoires
que nous étudions mais plutdt d'éstiﬂér des valeurs critiques ou des limites
pour la simulation d'échantillons finis dont la taille augmente et on peut
dire en un sens qu'il s’agit 13 d'un travail d'expérimentation physico-. it -
mathématique.

D'autre part, afin d'obtenir des courbes de 1'énergie par spin du
fondamental en fonction de 1l'espérance x de la proportion de liaisons négatives,
on a modifié le modéle en simulant des réseau;{ présentant un pourcentage x de

liaisons négatives.
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CHAPTTRE 11

FORMULATION MATHIMATIQUE

GRAPHE G = (S,E) ASSOCIE A UN VERRE DE SPINS DANS LE MODELE DI LA FRUSTRATION :

Dans le modéle de la frustration, un verre de spins est un maillage
aux noeuds duquel sont situés les spins et dont les liaisons (interactions)
sont positives ou négatives et réparties aldatoirement dans une proportion x.
A un tel verre de spin, on associe un graphe G = (S,E) qui représente le mail~-
lage et une application y de E dans 1'ensemble {-1,+1}. |

. L'ensenble S des sommets de G est identifiable 3 1'ensemble des spins du
verre.
. L'enserble E des arétes de G, que 1'on appellera désormais linisons, est
défini come suit :

Etant donnés deux samets s et s'; (s,s') est une liaison (aréte) de G

si et seulement si les deux spins du verre représentés par s et s' interagissent.

. Pour toute liaison e de E, Yo = *1 est le signe de l'énergie d'interaction
entre les deux spins identifiés aux deux extrémités de e.

FORMULATION EN TERMIS DE COCYCLES

On partitionne E en deux parties N et P ol ¥ représente 1'ensemble des
liaisons négatives et P = E-N = N celui des liaisons positives. La proportion de
liaisons négatives du maillage &tant x, on a la relation : |¥] = x.|E]|.

On remarque que s'il existe une orientation des spins telle qu'aucune
liaison ne soit violée, N est exactement le cocycle de G défini par 1‘’ensemble
des spins de méme sens dans cette orientation.

Etant donnée une orientation des spins du maillage, en notant sp
1'ensemble des spins orientés positivement, SN 1'ensemble des spins orientés
négativement et @ le cocycle de G défini par : Q = {e = (i,j)¢E] ieSp et jeSN},
le nambre de liaisons violées pour cette orientation est :

> - + G o

E@ = |ep] + 2w = |ou]

ol A désigne 1'opération ensenbliste de différence symétrique.
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E(Q) s'écrit aussi :

E(Q) = [N + = g

eeck
On a en effet :
E(ﬂ) = IQ P! + |§ N! = bX Y.+ T (__Y )
f f {GEQlyexl} € {e;{Q!Ye:-]_} e
EQ) = z Yo t z Yo ¥ z (=v,) + z (=v,)
{ee Ye=l} {eet] ye=-—l} {ee hrem-l} {egn] Yez_l}
E(@ = Zy, + L (=vg) = I v + |¥|

eef} eelV ec}

Réciproquement, étant donné un cocyle Q€ (A) de G, en orientant positi-
vement tous les spins correspondant 3 des samets de A et négativement tous les

autres spins on cbtient une configuration des spins ol E = E(Q(a)) = ] + & Yo
ecr (A)
liaisons sont violées.

Exemple : Considérons le verre de spin suivant od les liaisons négatives sont
indiquées d'un trait gras :

O—Q

On se donne A = {7,8,14,17}
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On oriente négativement les spins de A et positivement les autres. La configu-

ration obtenue est dessinée ci-dessous :

les liaisons violées de cette configuration sont indiquées d'un trait double
et sont les liaisons négatives joignant deux spins de méme signe ou les

liaisons positives joignant deux spins de signes opposés.

La recherche d'une configuration des spins d'énergie minimum se
raméne donc & celle d'un cocycle de poids minimum dans le graphe G = (S,E)
ol le poids considéré sur les arétes est 1l'application Y.

. I1 a 6té démontré dans (6] gue le probléme général de 'la recherche
d'un cocycle de poids minimum est un probléme classé N.P-complet. (Rappelons
que 1'on appelle probléme N.P-complet tout problé&me tel que tout probléme N.P
(Non déterministe-Polynomial) lui est polynomialement réductible).

Cependant, réduit au cas des graphes planaires, le probléme devient
polynomial. On donne en annexe 2 une méthode polynomiale inspirée de 1l'algorith-
me donné dans [2] pour trouver un cocycle de cardinalité maximum dans un graphe
planaire et qui consiste 3 ramener le probléme du cocycle de poids minimum au
probléme bien résolu du postier chinois [3].

FORMULATION EN TERMES DE CYCLES

Cette formulation est une généralisation au cas d'un graphe quel-
conque de la premidre étape de la résolution du probléme de cocycle de poids
minimum dans un graphe planaire présentée en annexe 2.

On définit une nouvelle application :}' de E dans l'ensenble (O,1)

Il

-1
+1

- 1 si Yo

VeeE, Ye =

O si
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A tout cycle C d'un graphe G ayant n sammets, m arétes et g camposante
connexes, on associe un vecteur représentatif, \ad :

i

W = { 1 si la iéme aréte est dans C
O sinon

On désigne par ¢ l'ensemble des cycles du graphe G. Le sous—-ensemble

de {0,1}m des vecteurs représentatifs des cycles de ¢, que 1'on appelle, par abus

de langage, C, est un espace vectoriel sur le corps Gy = ?EZZ_ = ({0,1},9,.) de

2
dimension m-niq

Définition 1 : On dit qu'un cycle de G = (S,E) est frustré si et seulement si

il camporte un nambre impair de llalsons négatives.
Le terme “"frustré" vient du fait qu'il n'existe pas d'orientation des sp.tns
du cycle ol le'sens de chaque liaison puisse &tre respecté.

Exemple 1 : On considére le cycle suivant oll le sens des liaisons est indiqué

sur les ardtes :

On fixe arbitrairement le spin 1 et l'on oriente successivement les
spins 2, 3 et 4 en respectant le sens des liaisons (1,2), (2,3) et (3,4). On
donne ainsi au spin 4 la méme orientation gu'au spin 1 alors que le sens de
la liaison (1,4) est négatif.

]
Lemme 1 : Un cycle C est frustré si et seulement si I ¥ e = 1.
—_— ecC

]
5 ?e indique que l'on fait la same, dans GF , des ?e pour toutes les aré@tes e
ecC 2

de C.
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Formulation :

Théoféme 1 : A un ensemble L de liaisons violées, de vecteur d'incidence y {O,l}n.
on peut faire correspondre une orientation des spins si et seulement si y vérifie
la condition suivante :

o
(P) : . ¥CeC, I (yeeve) =0
eeC

Déronstration

- Condition nécessaire : A une orientation donnée des spins, on peut faire

correspondre un vecteur y de {0,1}" de 1a maniére suivante :

y

- ! O si la liaison e n'est pas violée
e

1 si la liaison e est violée.

Le vecteur y ainsi défini a la propriété suivante :

Ve = (i,3)eE Ye“’?e - { 1 si et seulement si les spins i et j sont antiparall&les
O si et seulement si les spins 1 et j sont paralléles

En effet, Yo 0? vaut 1 si et seulement si Yo et ? sont différents c'est 3 dire si

{(P) exprimant le fait que le long de tout cycle du maillage il y a un ncmbre pair
d'inversions du sens des spins, y vérifie trivialerent (P).

. Condition suffisante : On se donne un vecteur y de {O,l}m tel que la

propriété () soit réalisée.
On pose : Ve E, Yo = yeﬁiye

On considére le maillage oll 1'on a changé le sens des énergies d'interactions
des liaisons de L. Dans ce maillage, un liaison e estnégative si et seulement
si y vaut 1 et positive si et seulement. si y vaut O. D'aprés le lame 1, la
condition (P) exprime le fait que ce nouveau maillage ne présente aucun cycle
frustré..On en déduit qu'il existe donc une configuration ¢ des spins qui ne
viole aucune liaison. '

On impose cette configuration o aux spins du maillage initial. Il est immédiat

qu’alors les scules 1liaisons violées sont exactement les liaisons de L.

Définition 2 : On appellera ENSEMBLE DE FRUSTRATION tout ensemble de liaisons
de vecteur d'incidence vye {0,1}m vérifiant (P).




Remarque 1 : Le nambre de liaisons violées pour une orientation des spins
associ€e a un ensemble de frustration de vecteur d'incidence y est :

E = 2y =<1,y
Y ecE ©

N.B. : Ici la samation est faite dans R ; EY est €gal au produit scalaire de
y par le vecteur 1 dqnt les m camposantes valent 1.

Remarque 2 : L'énergie du syst@me quand les spins sont répartis suivant un
ensemble de frustration de vecteur d'incidence y est :

E_ = -m.J+2.J.E

Yy Yy

Théoréme 2 : Soient B = {cl,cz,...,cp} une base de 1‘espace vectoriel C et y
un vecteur de {0,1}™.
Si y vérifie la relation suivante :

(P') : Ve.eB, % (y &y ) =0
1 eeC, e e
Alors y vérifie (P) et &st donc le vecteur d'incidence d'un ensemble de

frustration.
Dé&monstration : 0
Soiet ceC ; ¢ s'écrit : ¢ = ) oeici avec o = OCoul.
i=l,...,p
®
On calcule I (y 7)) :
e e
, eeC
] ]
Ly oY) = Ic.(yey)
eeC € e ec<E € e e

& @ ®
N (yeﬁye) = I z onic.e . yefbye

eeC ecEli=l,...,p 1

o @ K

L (y &y ) = z a, .1 Zc, .(y 87)
ecc ¢ € i=l,...,p t (ecE e €@
o ® [

I (y &7y) = I o, | L (y 8Y)
eeC e e i=l,...,p 1 _‘eeci e e

En tenant campte de la propriété (P'), on obtient :

) ®
Loy 87 ) = ¥ a,.0=0
eec © € y=1,...pt

Les calculs précédents étant indépendants du choix du cycle ¢ de ¢, y vérifie
bien la propriété (P).
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La recherche d'une configuration des spins d'énergie minimm se
raméne donc & la recherche d'un vecteur y de {O,l}m vérifiant (P') pour une
base de cycles B (ou un systéme génératewr) de ¢ que 1'on se donnera et tel que
1'énergie E‘y correspondante soit minimm.
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CHAPTTRE 111

RESOLUTION PRATIQUE DANS LE CAS D'UN GRAPHE PLANAIRE

I11-1 - RECHERCHE DE L'ESPERANCE DE L'ENERGIE DE L'ETAT FONDAMENTAL

Etant donné un maillage carré régulier dont chaque liaison a une
probabilité x d'étre négative et dont le graphe associé G = (S,E) est planaire,
on recherche une’ configuration des spins telle que le systéme soit dans un
état d'énergie mininum ; ce qui revient, came on 1'a d&ja vu au chapitre II,
a rechercher un ensemble de frustration de cardinalité minimum ou encore
un cocycle de poids vy minimum car les énergles d’interaction sont supposées
avolir toutes le méme module J > O. '

L'énergie minimum est une variable aléatoire appelée ENERGIE DU
FONDAMENTAL dépendant de x et de la taille du maillage. On estimera son
espérance a x fix@e en simulant plusieurs maillages ayant tous une propor-
tion x de liaisons négatives mais étant différents par la répartition des
liaisons négatives et par la taille.

I1I1-1-1 - Recherche d'un ensemble de frustration

On applique ici 1'algorithme de recherche d'un cocycle de poids
minimm décrit en annexe 2.

G étant planaire, & 1'une de ses représentations planaires (celle
du maillage), on associe le graphe dual G' = (P,E'). L'ensemble P des sommets
de G' est en bijection avec 1'ensemble B des contours des faces finies et de
la face infinie de la représentation planaire de G choisie. On note F la partie
de P qui est en bijection avec les cycles frustrés de B.

Définition 1 : On appellera désormais les éléments de B des PLAQUETTES.

Dans l'annexe 2, on montre comment on peut se ramener au probléme de la

recherche d'un ensemble de plus courtes chaines de G' joignant deux a deux

les samets de F et &tant disjointes du point de vue des arétes. Ce résultat

a déja &té énoncé par Gérard TOULOUSE dans [11]. Ce probléme de la recherche

de plus courtes chaines se résout, came celui bien connu sous le ncm de
“probléme du postier chinois® [4] en construisant un graphe cauplet K = (F,A)
oll le poids d'une aréte (fl’fz) est égal & la longueur d'une plus courte chaine,
pour le poids |y|, joignant f, et f, dans G', puis, en recherchant dans K un
couplage parfait de poids minimum.
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Exemple 1 : On considére le maillage plan, carré N x N suivant :

G..
*
*7) *3
* | *5
*6

Les liaisons négatives sont indiquées d'un trait gras.
Les plaquettes frustrées sont marquées d‘un astérisque et numérotées de 1 3 6.

On construit le graphe canplet K

Un couplage parfait de poids minimum de K est donné par les arétes en trait
gras, M = {(1,2),(3,5),(4,6)}, de poids w(M) = 4,

Ce couplage M donne un ensenble de plus courtes chaines de G' dessinées sur
le maillage :

[ TP S,

A
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En fixant arbitrairement un spin positif, on obtient la configuration des
spins suivante pour laquelle on a violé (M) = 4 ar8tes ; ces arétes sont
en bijection avec les arétes des plus courtes chaines trouvées.

f T o ]

‘“-.*

III-1-2 - Simulation d'une plaque infinie sur un pseudo-tore - Problémes posés

pour la simulation

Simuler une plague infinie par une plague finie de dimension relati-
vement petite peut introduire un biais important & cause d'éventuelles plaquettes
frustrées isolées qui se trouvent prés du bord. Pour remédier 3 ce probléme,
on a décidé de simuler non pas une plaque N x N mais un pseudo-tore : du point
de vue géométrique des liaisons et donc des plaquettes, on considére que le
mailhge carré régulier 3 NZ spins et 2N2 liaisons est dessiné sur un tore,
mais, on ne tient pas cawpte, lors de la recherche d'une configuration des
spins de 1l'état fondamental, de la frustration des cycles & N arétes de la
base de cycles de G qui apparaissent quand on passe de la plaque N x N au
tore N X N.

Exemple de pseudo-tore, N = 3 :

Les - liaisons negalives sonl indiquées d'un Irail gras

E el les plaquelles frusirees d'un aslerisque .

B

. Du point de vue des liaisons et donc des plaquettes, le maillage est dessiné

sur un tore.
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. Une base de cycles du graphe G = (S,F) associé au maillage se décampose en
deux sous-ensembles, un de 8 = N2~—1 cycles & 4 arétes,ds_; = {(1,2,5,4),(2,3,6,
(4,5,8,7), (5,6,9,8),(3,1,4,6),(6,4,7,9),{1,2,8,7)} et un de deux cycles a N
arétes, B, = {(3,6,9),(7,8,9)}. :

. Pour la recherche d'une configuration des spins du pseudo-tore, on ne
tient pas campte de la frustration des cycles de 5’2 et l'on ne considére donc
que les deux cycles frustrés (1,2,5,4) et (2,3,6,5) de Bl’ On obtient une
configuration du fondamental en violant la seule liaison (2,5). lLes cycles
(1,2,3),(4,5,6) et (7,8,9) restant frustrés, cette configuration n'est pas
représentable sur le tore.

Comme on l'a vu dans l'exemple, les configuration de spins que
1'on obtient ne sont pas toujours représentatbles sur le tore puisque les
cycles de base ignorés peuvent rester, ou devenir, frustrés. Les configura-
tions doivent &tre représentées sur une PLAQUE INFINIE PSEUDO-PERICDIQUE :
en ce qui concerne les liaisons et par suite les plaquettes, la plaque
infinie est divisée en carrés de dimension N x N superposables. En notant
# la configuration des spins obtenue sur 1'un des carrés N X N et & la
configuration des spins ol chaque spin est inversé par rapport d la confi-
gquration €, les configurations des spins de la plague infinie pseudo-
périodique que l'on obtient sont des trois types suivants :

PERIODIQUE si les deux cycles ignorés ne sont pas frustrés

® © O
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EN DAMIER si les deux cycles ignorés sont frustrés

®, 6K 0,0

Q| ® |06

® | 9|6

EN BANDES si un seul des deux cycles ignorés est frustré

®,0, @, ° ®

®

@|o|® &

@ O

® | O

@ || @ @

[CIANCIINC o 'Qo

‘Retour 3 1'exemple précédent : Représentation sur la plagque pseudo-

@

v we.. PEriodique associée au tore de la configquration obtenue :

D 20— @
[© o0& & i
D & @
D O—3F| af g Seules les liaisons négatives
D H—E a8 sont indiquées

3% & @~

D 5| & @

alea b dld & 4
QA & Aalg q q

T Es
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En notant # la configuration suivante :

T T

& &9

On obtient le schéma suivant, ol 1'on reconnait le type "en bandes" (en
effet, le cycle (7,8,9) de 82 est resté frustré).

Ol® | © | &

O|® | © | &
O|® | © |

L'intérét par rapport au tore, du pseudo-tore est d'une part qu'on

peut le résoudre par un algorithme polynomial. En effet, en ignorant les deux
cycles de base a N arétes, on ne considére plus qu'un ensemble de cycles tel
que toute aréte appartient a au plus deux cycles de 1'ensemble ce qui est une
propriété caractéristique d'une des bases de cycles d'ungraphe planaire (il
suffit, pour s'en convaincre de considérer la base de cycles constituée des
contours des faces d'une représentation planaire). Or cette propriété est la
seule utilisée pour résoudre le probléme du cocycle de poids minimum dans un
graphe planaire en recherchant un ensemble de plus courtes chaines [annexe 2].
D'autre part, résoudre le tore imposerait une condition supplémentaire de
périodicité et 1'on pense que ceci ne pourrait que freiner la convergence de
1'estimation de 1'espérance de l'énergie par spin du fondamental.

On se propose de montrer dans le théoréme 1, qu'a la limite,
1'énergie par spin du fondamental pour la plaque.infinie est &gale & 1'énergie
par spin du fondamental pour le pseudo-tore infini.
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Notations :

Dans les réseaux qui suivent les valeurs des liaisons sont des
variables al8atoires indépendantes valant “-J avec une probabilité x et
+J avec une probabilité 1-x.

P(n' x) désigne une réalisation de la plaque carrée réguliére de dimension
N (v spins, 2N(N-1) liaisons).

T(N' x) désigne une réalisation du pseudo-tore de dimension N (N2 spins, 21\12

liaisons).

P(N'X)

E est le nambre mininmm de liaisons violées dans une configuration”
du fondamental d'une plaque P(N' X)

(N x) '

E est le nowbre minimum de liaisons violées dans une configuration du
fondamental d'un pseudo-tore T{N'X) donné.

(N, x) (N x)
EP et E sont des variables al8atoires dépendant de N, de x et de,
n (N,x) (N,x)
respectivement, P(N’X) et T(N’X) . On définit eP (respectivement e )

came étant 1'espérance co?ﬁi)t{}onnée par N et x de la variable aléatoire
r

EP(N' %) {respectivement B ).
On pose, en supposant qu'elle existe, ol {x) = lim 9»-2-——--
N N

Remarque 1 : En retirant 2N liaisons bien choisies a3 T (N/x)

une plaque p(N/x) .

; on peut obtenir

Exemple : On se donne le pseudo-tore T (4,) suivant ol les liaisons néga-
tives sont indiquées en gras : '

E
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On dessinera désormais T(N’X)

N 4

en recopiant deux bords orthogonaux

&
w

bords idenliques du point de vue des licusc

N mais pas forcemen!  des spins - .

A

bords identiques
En supprimant les 2.N liaisons indiquées en pointillé, on peut extraire de

(N,x)

s o

T(N’X) une plaque P

pl4x).

Remarque 2 : De méme, d'une plaque p (%) on peut extraire un tore p (N-1,%)

en identifiant les bords parall&les de P(N'x) .

Théordme 1 : On a :
,_T(N,X)
E'(x) = lim 9——-—-;-—-—
N+ N

Démonstration : Dans un premier temps, on va montrer que de toute plaque

P(N’ x) on peut extraire un tore T(Nhl' x) tel que 1'on ait les deux inggalités
suivantes '
(L W22 B — 2(N-1) < B
P(N'X) T(N"lyx)
2 W =z2 E < E + 2{(N-1)

..

Inégalité 1

On se donne une plagque P(N'X)

avec un couplage optimum, M, de ses

plaquettes frustrées.
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(N, x) (N-1,x)

on obtient un tore T
(N,x)

A partir de P
perpendiculaires de P

en privilégiant deux bords
et en remplagant chacun des deux autres bords
par le bord privilégié qui lui est paralléle.

Exemple :
P ( 4,x): ¢st privilegres . 103 x):
* * . ® é
| o |a
Hd— K ®—-&
NEB

(N~l ,X) (er)

qul étaient violées dans P

, obtenu, on recense les plaguettes frustrées

On viole les liaisons de T
! (N'"l Ix)

Sur le nouveau tore, T
qui ne peuvent se trouver qu'au 'bord" et on les couple au mieux ; pour cela,
on viole au plus 2(N-1) liaisons. (Sur l'exemple, les plaquettes frustrées
restantes sont celles indiquées d'un triangle). L'ensemble des liaisons violées
de T(N«l,x)
tion qul n'est pas forcément de cardinalité minimm. On a donc :

(11, %) (N, x)
ET < EP + 2{N-1)

constitue, on peut le vérifier ais&ment, un ensemble de frustra-

De ceci il résulte 1'inégalité (1) :
¥ (N."llx) (le)
EX - 2(1) < B
Retour & 1'exemple :
Tl (3 Ix)

est donné par le schéma suivant :

gA
A
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(4,x)
On a EP = 5 et l'on vérifie :
E =6 <3+3<E +2X 3=5+6=1]

Inégalité 2 :
On considére la mé@me plaque }?(H'x:f et le méme tore T(Nﬁl ) que ci-
dessus mais 1'on se donne un couplage parfait, M', des plaquettes frustrées

(-1, %) - On obtient une plaque P! (Nyx) en violant les liaisons de P(N’ X)

de T
qui sont aussi dans 1'un des ensambles de frustration associés . au couplage M*,
Les plaquettes frustrées de P(N’X) sont nécessairement sur deux bords perpendi-
et on les couples au mieux en violant au plus 2(N~1) liaisons. De ceci, on

déduit 1'inégalité (2).

Traitement de 1'exemple :

On se donne un couplage parfait M' des plaquettes frustrées de

o (3r%) (3,x)

- On dessine sur 7T un ensemble de plus courtes chaines associé

au couplage M* ;

O

o0 | oo

0na:ET

°]
(3,%) ~

=6

p! (4,x) est représenté par le schéma suivant :
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(4,5 21,3

On a bien : E =5<E +2 3=64+6=12

les inéquations (1) et (2) permettent de déduire :
(N-1,x) {11, x) {(N-1,x)

n-1)2 B N1l _E (8-1)
Q) : —5 7Tl ST 2
N (N-1) N N N {(N-1) N

ZET

Lorsqu'on passe aux espérances, on obtient :

p(N-1,%) pWN,x) 2 pN-1,%)

2 ~
(4) : (N-—;) e - 2 N;l < e . < (N—lz) e 5
N (N-1) N N N (N-1) N

En passant a4 la limite lorsque N tend vers 1'infini, on trouve le résultat

cherché :

__P{le) __yr(le)
E(x) = lim S“"i'”'” = 1im ?‘"’T“
N> N Nro N

Remarque 3 : Une configuration des spins d'énergie par spin mininum pour le
pseudo-tore ne donne pas forcément une confiquration d'énergie par spin mini-
mum pour la plagque infinie pseudo-périodicue associée.

Exenple : On se donne le pseudo-tore suivant :
Les 1liaisons négatives sont en trait gras et les plaquettes frustrées sont

marquées d'un astérisque.

Un couplage optimm des plaquettes frustrées a pour poids 7. L'énergie par
spin du fondamental vaut donc 7/36. '

On considére la plaque infinie pseudo-périodique associée au pseudo-tore et
1'on exhibe un couplage de poids rapporté au nombre de spin Ggal & 6/36.

Ce qui indique que 1'é€nergie par spin du fondamental vaut au plus 6/36 et
est donc inférieure a 1'énergie par spin du fondamental du pseudo-tore.



*

¥
*
*
*
F
]
3
*
7

-
¥

*

*
+
*
L J
*
®
)
L 2
L ¢

Le poids par spin du couplage est &jal a 12/72 soit 6/36 < 7/36.
Convention : Dans la suite, on appellera ECHANTILION (N ,X) un tore (sauf

si on précise un cyclindre ou une plaque) de dimension N, ayant des liaisons
négatives réparties uniformément dans une proportion X.

II1-2 - RECHERCHE D'UNE TRANSITION DE PHASE

On recherche une concentration critique de liaisons négatives, X,
a laquelle le verre de spin subit une brusque changement pour au moins une

de ses grandeurs caractéristiques ou encore i laquelle on voit apparaitre
un certain désordre.

Par analogie, avec un systdme ferramagnétique qui 3 la température
T = O présente un ordre magnétique 3 longue distance (tous les spins sont
paralleles) , ordre qui se dégrade avec 1‘'augmentation de la température et
disparait pour des températures T > Tc, on va s'efforcer d'étudier la cohé-
rence des spins entre eux et l'aimantation moyenne en fonction de 1'évolution
de la probabilité x pour qu'une liaison soit négative. Cette recherche est
motivée par la dégénérescencede 1'état fondamental (ultiplicité des confi-
gurations d'énergie minimm) qui est trés lie au nombre de couplages par—
faits de poids minimum du graphe K = (F,A). Pour un échantillon ol la probabi-
lité x est trés faible (inférieure 3 5%) » l'état fondamental est presque



-~ 28 -

slirement unique et corresporda uh ordre ferromagnétique (les liaisons négatives
doivent &tre presque slirement violées)alorsqe pour un échantillon ol la
probabilité x est plus grande, la probabilité Cp(x) pour qu'une plaquette soit
frustrde étant elle aussi plus grande (elle est €gale 3 la probabilité qu'elle
ait dans sont contour exactement 1 ou 3 liaisons négativés et vaut donc

Cpix) = 4x(1—x)‘3 + 4x3(1~x) quand chague liaison du fnaillage carré régulier

a la probabilité x d'étre négative), le nombre de configuratiorsde 1'état

- fondamental devient trds grand.

D'autre part, 11 faudra 8tre circonspect guant & la valeur de X,
que ‘1'on pourrait avancer car les résultats théorigues connus pour le modéle
d'Ising montrent que la température critique Tc dépend de la taille des &chan-
tillons traités.

On voit sur la courbe 1 que lorsque la taille N décroit, la valeur
de la tampérature critigue qui correspond au maximm de la chaleur spécifigue
augmente. ' |

1 Courbes de la chaleur spicifique dans le modtle d'Ysing en fonction

de la taille des Gchantillons (résultats thioriques) :
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IIX-2~1 - Etude de la cohérence des spins entre eux, étude des amas

Dans ce sous-paragraphe, on va essayer de caractériser la
dégénérescence de 1'état fondamental, c'est & dire le nombre de configuration:
possiblesdu fondamental rapporté au nambre de spins. C'est en effet cette
notion qui semble importante pour la recherche d'une transition de phase.

Convention : Pour toute la suite, on se donne un échantillon (N,x) pour
lequel on connait une configuration ¢ de spins de 1'&tat fondamental et
un couplage M des plaquettes frustrg;s qui peut donner cette configuration.
De plus, on ne s'intéressera qu'a des configurations de 1'&tat fondamental.

bDéfinition 1 : On appelle amas tout ensemble de spins que 1'on peut retourner

en bloc pour obtenir une configuration des spins de méme énergie.

Définition 2 : On appelle AMAS ELEMENTAIRE tout ensemble connexe de spins
que 1l'on peut retourner en bloc pour obtenir une autre configuration des

spins de mé@me énergie ; un amas ré&duit 3 un seul spin est appelé SPIN FOU.

Remarcue 1 : La dégénérescence de 1'état fondamental est trés étroitement
liée au nambre d'amas.

Remarque 2 : L'union non disjointe de deux amas n'est pas, en général, un
amas ; par contre, la différence symétrique de deux amasest toujours un amas.
En effet, si 1'on retourne successivement les spins de deux amas, on cbtient
encore encore une configuration du fondamental mais seuls les spins de la
différence symétrique des amas ont été effectivement retowrnés; ceux de
1'intersection ayant été retournés deux fois gardent leur orientation ini-
tiale.

L'intersection de deux amas n'est pas nécessairement un amas. En effet,
regardons 1'exemple suivant :
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Les liaisons négatives sont indiquées d'un trait gras et les plaquettes

frustrées d'un astérisque. On a indiqué les chaines associfes au couplage M.

Les spins marques ¥ sont ceux d'un premier amas et ceux marqués A sont
ceux d'un autre amas. On peut vérifier que les spins de 1'intersection
marqués #® ne constituent pas un amas car le nambre de liaisons violées
quand on les retourne est 11 au liéu de 9 dans la solution optimale.

Définition 3 : On entend par CONTOUR D'UN AMAS 1'enseamble des arétes (i,j) du
graphe G = (S,E) associé au maillage telles que le spin i est dans 1‘'amas

alors que le spin j n'y est pas. En d'autres temes, le contour d'un amas a

est le cocycle Q(a) de G.

Exemple :

Les arétes en trait gras forment le contour des spins marqués A. Les arétes
du graphe dual associé & G qui sont en bijection avec les arétes du contour

forment le cycle indiqué en pointillé.
Remarque 3 : Le contour d'un amas contient autant de liaisons violées que
de liaisons non violées. En effet, quand on inverse les spins d'un amas, on

inverse le caractére violé, non-viold des liaisons du contour.

Définition 4 : Le contour d'un ams est aussi appelé CONTOUR D'ENERGIE NULLE.

Remarque 4 : Tout ensemble de frustration &tant en bijection avec un ensemble
de plus courtes chaines de G' = (P,E') disjointes du point de vue des arétes
et joignant deux i deux les plaquettes frustrdes et que l'oh appellera désor-
mais CHAINES DE FRUSTRATION, la remarque 3 peut s'@noncer dans G' de la
maniére suivante :
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Si P est le contour d'un amas, la partie P' des arétes de G' en bijection avec
les arétes de P constitue un ensemble de cycles ayant chacun autant d'arétes
dans une chaine de frustration que d'arétes hors d'une chaine de frustration,

quelque soit le systéme de chaines de frustration choisi.

Exemple :

On considére l'amas constitué des spins marqués 4. On appelle P son contour et
P' 1'image de P dans la bijection qui permet de passer de G d son dual G'. les
arétes de F' qui sont dans une chaine de frustration sont indiquées d'un trait
plein, les autres sont indiquées d'un pointillé,

Inverser les spins de l'amas revient a violer non plus les liaisons de P "tra-
versées", sur le schéma, par une aréte de P' en trait plein mais celles traver-
sées par une aréte de P' en pointill§ En d'autres termes, en appelant CF
1l'ensemble des arétes de l'ensemble des chaines de frustration, inverser
les"spins de 1l'amas, c'est prendre pour nouvel ensemble CF la différence
symétrigque CF AP‘ . On remarque que l'opération d'inversion ne devant pas changex
1l'énergie, on retrouve bien le résultat du théoréme 1.

On peut donner la classification suivante des contours des amas :

Sur un échantillon (N,x) les contours d'énergie nulle sont de deux types
différents :

. Ceux du TYPE 1 sont 1l'ensemble des liaisons traversées par les cycles de
la réunion de deux plus courtes chaines de G' différentes correspondant a la

méme aréte du couplage.

. Ceux du TYPE 2 sont l'ensemble des liaisons traversées par des plus courtes
chaines de G' correspondant a la différence symétrique de deux couplages optima
des plaguettes frustrées différents (une nlus courte chaine par ar&te de cou-

plage) .
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Exemples :
1 — Contour d'amas de type 1 :

Soient deux plaquettes frustrées A et B couplées dans le couplage M.
On suppose gu'il existe dans G' plusieurs plus courtes chaines d'extré&mités
A et B. Parmi ces plus courtes chaines, on en distingue deux, CHl et CiH2.

Ciil est indiquée d'un trait gras et CH2 est en pointillé. On voit que suivant
que 1l'on choisit came chaine de frustration associée 3 1'aréte (A,B) du cou-
plage M CHl ou CHZ, bleé spins marqués 4 sont inversés sans que 1'énergie, déter—
minée entidrement par le poids de M, ne change. Les spins entourés par la réunion
de CHl et de CH2, constituent donc un amas.

2 ~ Contour d'amasde type 2 :

Soient M et M’ deux couplages optimaux du graphe camplet K = (F,A)
des plaquettes frustrées de 1'échantillon (N,x) tels que les arétes (A,B),
(C,D) et (E,F) sont dans M et les arétes (B,C), (D,E) et (F,A) sont dans M'.
On suppose de plus la relation suivante sur le poids des arétes.

(R} w

@8 %o T YeEn TY%s,0 0,8 T 9w -

On note CH (1,9) une plus courte chaine de G' joignant les plaguettes I et J.
?
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Les chaines CH CH (€.D) et CH sont en trait gras alors que les
i

TABY (E,F)
chaines CH (B,C)’ CH (D, E) et CH (F,B) sont en pointillé. Lorsqu'on choisit le
couplage M, les chaines CH @,B)’ CH (C,D) et CH (E,F) peuvent &tre les chaines
de frustration associées respectivement aux arétes (A,B), (C,D) et (E,F) ; de
et CH

méme, les chaines CH peuvent étre prises came chaine

Cr
.0 “o,5 (F,B)
de frustration lorsqu'on choisit le couplage M*. On voit qu'étant donnée la
relation (R) les spins marqués A, entourés par le cycle

“am ¥ Heo Mo C Hem ¢ e ¥ He,p constituent um

amnas.

Intérét de la notion d'amas :

A propos de ces amas dont le nambre, la superficie et 1'imbrication
traduisent la dégénérescence de 1'état fondamental de 1'échantillon (N,x)
considéré, on peut se demander si des mesures telles que la proportion de
spins appartenant 4 un amas ou bien la fréquence d'appartion d'un gros amas
(amas contenant plus de 50% des spins ou bien amas traversant 1'é&chantillon
auquel cas, il y a, on 1l'étudiera plus tard, une ligne de fracture) peuvent
apporter des informations quant a la transition de phase ou plus précisément
peuvent donner la valeur d'une concentration critique de liaisons négatives.
D'autre part, on verra dans le paragraphe ITI-2-2 camment on utilise les
amas pour €tudier l'aimantation des échantillons.

Recherche praticue d'amas :

On ne va s'intéresser ici qu'aux amas dont les contours sont de
type 2 (en abrégé, amas de type 2) car on recherche des amas les plus grands
possible or 1'expérience révéle que les arétes d'un couplage optimum des pla-
quettes frustrées sont, en général, de longueur inférieure 3 4 et ne peuvent
donc engendrer que de trés petits amas.

Pour un &chantillon (N,x} ol N et x ne sont pas trés petits, le nombre de
couplages optimaux est tel qu'il n'est pas envisageable de les énumérer. On
va donc se contenter au cours de cette &tude soit de choisir des couplages
optimaux les plus différents (mé8thode 1), soit d'obtenir la réunion de tous
les amas (méthode 2).
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Méthode 1

On recherche pour chaque &chantillon (N,x) les amas donnés par
deux couplages optimaux les plus différents possible.

1e mode opératoire pour obtenirces deux couplages est rendu trds simple par
le fait que les longueurs w des arétes de K sont entiéres :

On recherche un premier couplage optimal Ml dans (K,®) puis,on pénalise les

arétes de M, en définissant un nouveau poids @' sur les arétes de K

1
we gi eﬁvll

Yeel {x}é =
' n;e 4+ £ sinon

et 1'on recherche un nouveau couplage optimal M2 dans (K,w'}.

Si 1'on choisit € > O suffisamment petit (n étant le nambre de sommets de K,
on prend £ tel que 0 < g— . € < 1), les poids w &tant entiers, on est slr que
m(Mz) est &gal a m(Mi} .

Mdthode 2 :

Au lieu de rechercher explicitement chaque amas, ce qui demande de
connaitre chaque couplage optimum, on recherche 1'union de tous les amas.
On obtiendra ainsi le pourcentage de spins appartenant & un amas. Le prin-
cipe de cette méthode est de rechercher toutes les arétes de K pouvant appar-—
tenir a un couplage optimum mais pas & tous, puis d'étudier les camposantes
connexes du graphe partiel de K, K*, construit sur ceg arétes.

Quelques rappels, définitions et propriétés des couplages {11

Théoréme 2 (C. BERGE) : Soient deux couplages parfaits M' et M" d'un graphe H.

Les canposantes connexes du graphe partiel construi{; a partir de H en ne
gardant que les ar8tes de la différence symétrique M’ AM" sont :

-~ soit des points isolés, ‘

~ soit des cycles pairs dont les ar@tes appartiennent alternativement
a mt ét a M".

Corollaire 1 : Soit M un couplage parfait d‘un graphe H = (M,4)




Tout couplage parfait, M', de H est donné de maniére biunivogue par un
ensemble noté C(M') des cycles &lémentaires pairs et disjoints dont les
arétes appartiennent alternativement a8 M et a 4-M.

Dans la suite, on appellera de tels cycles des CYCLES ALTERNES par rapport

au couplage M.

Définition 4 : Dans un graphe admettant un couplage parfait, on dit qu‘une

aréte est UTILE si et seulement si elle appartient & un couplage parfait
du graphe mais pas a tous.

Corollaire 2 (C. BERGE) : Etant donné un couplage parfait M d‘un graphe H,
une aréte de H est utile si et seulement si il existe un cycle alterné par

rapport a M qui la contient.

Définition 5 : Dans un graphe ol 1'onadéfini un poids_g sur les arétes et

admettant un couplage parfait, on dit qu'une aréte est w-UTILE si et seulement
si elle appartient & un couplage parfait de poids minimum du graphe mais pas

a tous.

Pour un graphe H ol 1'on a défini un poids w sur les arétes, on note H
son graphe partiel construit sur 1l'ensemble de ses arétes  w-utiles.

Une caractérisation et une approximation de K*l sous graphe partiel des
arétes w-utiles du graphe K des plagquettes frustrées :

Cette caractérisation fait appel a certaines notions définies par
J. Edmonds, [5] et [6], que 1'on va rappeler pour un graphe quelconque
H= (X,4).

1 ~ Notion de bouton

Pour ce qui suit et le point 2, on se donne un graphe H = (X,4)
et un couplage parfait M de H.

Un BOUTON (ou "BLOSSOM"), B, est un ensemble impair de samets de H tel
que le sous graphe partiel HB de H construit sur les samnets de B vérifie :

i) Soit MB la restriction de M a HB
My sature tous les samnets de B sauf un, r, appelé BASE DU BOUTON B.
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ii) Pour tout sommet b # r de B, il existe dans Hy au moins deux chaines

élé&nentaires, alternées par rapport 3 MB et d'extrémités b et r ;
1'une est paire et l'autre est impaire.

Exemple :
-
(¢ 7 () By = (3,5,6)
B, = {3,5,6,2,4)
H H 2 r [ r ’
B3 B2 /»@ O B3 = {3,5,6,2,4,7,8}
. B, = {3,5,6,2,4,7,8,9,10}
_ . \ 2 1

B;, By, Bj et B4 sont des BOUTONS IMBRIQUES

2 - Opération de réduction d'un graphe H par rapport 3 un bouton B

Cette opération consiste d constuire un nouveau graphe noté H/B en

remplagant dans H le bouton B par un seul samet appelé PSEUDO-SOMMET et noté

B/B.

i.e. @

les samets de B sont remplacés par le pseudo—-samet B/B, les autres
samets de H étant inchangés ;

toute aréte de H adjacente a deux sommets hors de B est inchangée ;
toute aréte de H ayant ses deux extrémit8s dans B disparait ;

et toute aréte (v1 ,vz) de H adjacente 3 un seul samet, vy de B
devient une ardte (B/B,vz) de H/B.

Etant donné un pseudo-samret B/B, on dira que les sommets de B sont REDUITS
dans B/B.

On note M/B le couplage de H/B induit par M.



o 37 -

Exemple : On reprend 1'exemple donné au point 1.

HZ7B1 ¢ p
B = {2,4,81/81}
o B} = {2,4,B,/B,,7,8}
By = {2,4,131/131,7,8,9,10}
o -~
Bé, Bé et le sont des boutons de H/ELL .
(H/B4 )/ B'o:
By = {7,8,B)/B)}
B; = {7,8,8§/B:'2,9,10}
8‘3‘ et B;i sont des boutons de H/Bl/Bé.
((H/B?}/Bb)/B'é‘
B’4" = {9,10,B§/B§} est un
bouton de ((H/B}_)/Bé)/Bg
' m 1 | a/&:’
((H/B)/By)/BR)/ B & D
878,

H/B g

On remarque que les graphes H/B, et (((HfBl)/Bé)/Bﬁ)/B',;" sont dsamorphes.
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3 - Notion de graphe d'égalité

Soit H = (X,4) un graphe simple non orienté.

Considérons le programme linéaire (P) suivant dont on sait, d’aprés
J. EDMONDS (6], que toutes les solutions de base sont les vecteurs d'incidence

des couplages parfait de H :

() %20, V(1,3)eA

(2) z X, 2=1, VieX
(3ex] (4,9)ea) 173

{P) :
1o 5‘: x4 < ’S%"l , vScX, IS] = 2k+1  avec keN*

{(i,7)ea]ieS et jeS}

{4) Low,. X,. = W{MIN)
(1,j)ea 13713

le dual (D) de (B s'écrit :
5) 2o, VieX

(6) z o, vSeX, |S| = 2k+1 avec keN*

&

A

(P)
(7) v, +u, + b zg s w oy Vi, ) e 4
{SCX |s]= 2k+1 avec keN} — -

{et 1eS, jeS

i

. , sl-1
8) I u, + X 3— 2o = TMAX)

iex 1 (Scx]|s|=2k+1 avec keN"}

D'aprés le théoréme faible des &carts camplémentaires, &tant donnée une
solution (u,z) de (D), tout cauplage parfait de H de vecteur d'incidence x
est de poids minimum si et seulement si les deux conditions suivantes sont

réalisées :

_Isi—1
2

i) vscx, zs>< o, I xi.
{(1,3)eAlieS et jes} I

11) Ve = (i,3)ed, x_=1,u, +u, + ) z =,
e i {S|ieS et jesy 5 13

On énoncera la propriété 1) : "Le couplage sature toute partie impaire S de
variable duale z, non nulle®,
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Définition : Etant donnée une solution (u,z) de (D), on appelle GRAPHE
D'EGALITE de H pour la solution(u,z) le graphe partiel i° de H construit
sur l'ensemble des arétes vérifiant ii).

Corollaire du théoréme faible des &carts complé&mentaires :

Etant donnés une solution (u,z) de (D) et le graphe d'égalité ﬁo as-
socié, les couplages parfaits de poids minimum de H sont les couplages par-
faits de ﬁO qui saturent toutes les parties impaires S telles que zg < 0.

L'algorithme de J. EDMONDS de recherche d'un couplage parfait de poids mini-
mum dans un graphe H = (X,4), décrit en annexe 1, donne, en plus du couplage,
une solution optimale (u,z) de (D). les parties impaires S de variable duale
z non nulle dans cette solution permettent de définir une suite de graphes

{ﬁk}k:O, I o]

et telle que 1l'on passe de ﬁk é_nﬁ‘_':‘ ~ en réduisant ﬁk par rapport a un bouton BB

les parties impaires S telles que zg est non nulle sont les parties Sk de som-
mets de H ré&duits dans chaque pseudo-samet bk = Bk/Bk

telle que B est le graphe d'égalité associé & la solution (u,z

Le graphe TP est appelé GRAPHE D'ECALITE REDUIT de H.

s . * o . . .
Caractérisation de H : D'aprés le corollaire ci-~dessus H est aussi le sous

graphe partiel de i° construit sur ses arétes utiles et qui saturent les par-
ties S telle que z, est non nulle dans la solution donnée par 1'algorithme
A'EDMONDS. Si p =0, g est le sous-graphe partiel de P = B construit sur

ses arétes utiles.

Une approche de H Aprés avoir appliqué l'algbritlme d'EDMONDS on supprime

a I° certaines de ses arétes inutiles et 1'on approche Ei _par les sous-graphe
partiel obtenu. Cette méthode, bien qu'étant une approche tré&s grossiére, a
donné, appliquée au graphe camplet K = (F,A) ol les longueurs des arétes
correspondent & des distances de types Manhattan, dans les essais que l'on

trés rapide.

Algorithme de suppression de certaines arétes inutiles de ﬁo

Dans cet algorithme, on supprime les ar@tes dont une extré&mité est
un point d'articulation de ﬁo' De telles arétes ne peuvent &tre utiles car

il ne peut y avoir un cycle alterné la contenant.
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On suppose que i est point d'articulation et que les arétes (i,i') et (j,3")

sont dans
somnet i,

un couplage parfait M. Dans le sous—graphe obtenu en supprimant le

i' et j' ne sont pas dans la méme canposante connexe ce qui prouve

bien qu'il n'existe pas de cycle alterné contenant (i,3).

Algorithme :

Pas O : ~

Pas 1 : -

Pas 2

on

Il existe
canne par

Soient q le nombre de canposantes connexes de 50 et St 1'ensemble des
somiets de la t™ canposante connexe.

Poser : t =1

Si t = gtl, terminer.
Sinon aller au pas 2.

Pour chaque somvet s de St qui est un point d'articulation appliquer

la procédure Suivante '
. Soit C(s) la camposante connexe du sous—graphe obtenu en supprimant
s qui contient le sammet couplé a s dans M.

. Supprimer toutes les arétes de la forme (s,i) quand i n'est pas
dans C(s}).
Poser t = ttl.
Aller au pas 1.

un algorithme polynamial de recherche des arétes -utiles d'un graphe
exanple, celul présenté ci-dessous :

(0) - Trouver un couplage parfait de poids minimum, M, du graphe.

{1) -~ Pour chaque aréte e de M, appliquer la procédure suivante :



. enlever 1'aréte e du graphe,

- rechercherun couplage parfait de poids minimum, M , dans le nouveau
graphe .

- si Met M' ont le méme poids, e est w-utile sinon e ne 1'est pas.

(2) - Pour chaque aréte e qui est hors de M, appliquer la procédure suivante :
. supprimer e et ses extrémités. |
- rechercherun couplage parfait de poids minimum, M"*, dans le sous-
graphe partiel
. l'aréte e est w~utile si et seulement si le poids de M est égal au
poids de M" augmenté du poids de 1'aréte e,

On conjecture qu'il existe un algorithme plus performant qui consistera.i_“tipé
rechercher par 1'algorithme donné dans [1] les arétes utiles des graphes suc-
cessifs ﬁp’ﬁp—i’ .. “’ﬁo de la suite (i) donnée par 1'algorithme de
J. EDMONDS.

k— ’&Qa!p

- . 5 . * o .
Comment déterminer, & partir de K, la réunion de tous les amas :

Aprés avoir trouvé un couplage parfait M de poids minimum du graphe
camplet K = (F,A) des plaquettes frustrées pour le poids w, on donne aux
arétes de K un nouveau poids w” coanne suit

N -wi{e) sieM
Ye A, w {e) =

+w(e) sinon

Dans le graphe initial K = (F,A) , M étant un couplage parfait de poids minimum,
pour le poids w, tous les cycles alternés par rapport & M ont un poids w” posi-
tif ou nul et toutes les ardtes de K* appartiemert & au moins un cycle alterné
de poids w' nul,

Notons qu'il peut exister dans K*, méme pour les graphes particuliers qui
nous préoccupent, des cycles alternés de poids w" strictement positifs :

Exemple :

1) QH .,\3)
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Le graphe K* est dessiné en superposition sur le maillage. Ses aré&tes sont
remplacées par une plus courte chaine de G'. Les faces frustr@es sont numérotées

de 1 & 6 et les arétes de M sont en trait gras. Le cycle alterné (1,3,6,5) est
de poids w' égal & 2 > O.

Si 1'on dessine, camme dans 1'exemple précédent, chaque aréte de K sur le
maillage en la remplagant par une plus courte chaine joignant ses extrémités

de telle sorte que chaque camposante connexe de K* entoure un nombre maximum

de spins, la réunion de tous les spins ainsi entourés est contenue dans la
réunion de tous les spins appartenant 4 un amas de type 2. Ceci vient du fait
que toute aréte de K appartient a un cycle altermé de poids w* nul et que

le contour d'énergie nilkde tout amas &lémentaire de type 2 correspond & un
cycle alterné de poids @' nul. Le fait qu'il n'y ait pas correspondance exacte
entre les deux ensembles vient de 1l‘existence éventuelle de "trou" a 1'intérieur

des composantes connexes,

Exemple :

(47r A7 B8 |

s

WG90 7 2775 e
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W v NN
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0247 EdBEINNNNNN |
;;/?;/;/%’j :';:‘; :::: \\\\S\\\?\i\i\izi_
GA 25 s 1 ] J\\\\ka\\\\ﬁ
i KRRE ‘\Q\y\,_\\\\\\\\&\\\\m\
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1I1-2-2 - Etude de 1'aimantation par spin en fonction de la concentration x

de liaisons négatives

Défintion 1 : Pour une configuration donnée de spins, on appelle AIMANTATION
RELATIVE la différence entre le nombre de spins positifs et le nambre de spin
négatifs ; 1'AIMANTATION est la valeur absolue de 1‘aﬁnan§:ati0n relative.

But de 1'étude :

On aimerait connaitre, pour x et N fixés, 1'espérance d'aimantation,
A(x,N), pour vérifier si la courbe de A en fonctionde x a la méme allure que
celle de l'aimantation en fonction de la température dans le cas d'un systéme
ferramagnétique. '

On peut tout a fait, s'il existe une transition de phase 3 la concentration
X=X, imaginer une courbe ayant 1l'allure suivante : ’

-

A(X,N)f
—L=

N
11

g5 - X

En éffet:, la configuration des spins quidonne une aimantation par spin égale
a 1 est celle pour laquelle 1'ensemble de frustration coincide avec 1'ensemble
des liaisons négatives. Or, & x petit, cette configuration est presque toujour
une configuration du fondamental et quand x augmente, cette configuration
cesse rapidement de 1'étre. D'autre part, s'il existe une transition de phase
a X = X, cette transition se fera entre une phase ordonnée et une phase
désordonnée ol 1'on peut imaginer que toutes les aimantations possibles sont
&quiprobables autour de la moyenne O, une trés grande 1libertd &tant laissée
au systéme qui dans un milieu magnétique neutre aura tendance i 1'&tre aussi.

Etude de l'aimantation correspondant 3 un couplage optimum donné :

Pour un é&chantillon (N,x) donné, le nambre de configurations des
spins de l'état fondamental &tant en général trés grand et les amas (ils
ont un rdle essentiel pour l‘aimantation puisque pour passer d'une configqu-
ration du fondamental & une autre il faut retourner les spins d'un amas)
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n'étant pas disjoints, il n'est pas envisageablé de calculer exactement la
valeur moyenne de 1'aimantation de 1'échantillon. On se limitera donc a cal-
culer des noyennes sur toutes les configurations des spins correspondant a
un méme couplage optimm des plaquettes frustrées de 1'échantillon (N,x).

Dans toute la suite du paragraphe on va consiérer un &chantillon (N,x) ol 1'on
connait un couplage optimm, M, des plaguettes frustrées que 1l'on imposera.

Deux configurations des spins données par le méme couplage M ne peuvent
différer que par l'orientation de spins appartenant 3 des amas dont les con—
tours sont de type 1 {(en abré&gé, amas de type 1). Passer d'une configuration
des spins donnée par M d une autre, c'est donc retourner les spins "entourés"
par les cycles formés par deux plus courtes chaines différentes associées a

une méme aréte de M.

On note v le namnbre de configurations de spins correspondant au couplage M
et r le nambre d'amas de type 1 induits par le couplage M.

M &tant un couplage de poids minimum et la longueur de chaque aréte de M
correspondant a celle d'une plus courte chaine entre deux plaquettes frustrées,
tout ensamble de chaines de frustration associé au couplage M est tel que

deux chaines n'ont pas d'aréte en cammun et donc les r amas sont nécessaire-
ment deux 3 deux disjoints.

Pour le kiéme amas, on appelle :
- 1'ensemble de ses spins,

. (12 1'aimantation relative de ses spins calculée dans la jéme configu-

ratlon correspondant au couplage M.

LYoo= MAX (o)
=100,V

R um o)

3=1,...,V

D'autre part, on note :

- a, 1'ensemble des spins de 1l'échantillon qui ne sont pas dans un amas ;
r
a =5- U
o o1 K
. o 1l'aimantation relative calculée sur les spins de a-

Remarque 1 : L'étude de 1'aimantation n'a de sens que si 1'on fixe arbitraire-
ment un spin de a  au départ.
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Calcul de 1'aimantation maximum ou minimum d*un échantillon (N,x) ol l'on

impose un couplage optimm, M, des plaquettes frustrées:

ie calcul de 1! aimantation moyenne est rendu difficile par rapport
a celui de 1'aimantation vrelative moyenne (que l'on sait fairg)m_gi}l fait que
la sammation se fait sur des valeursabsolues et que 1'on ne peut pas considérer
indépendamment chaque amas. La transition de phase, si elle existe, peut tout
a faittransparaitre dans la courbe de 1'aimantation minimum en fonction de x.

Courbes espérées :

0 X

On va donc calculer l'aimantation maximum, A , et l'aimantation minimum,
A . ,quand on impose un couplage des plaquettes frustrées. Pour cela on cal-
culera, dans un premier temps, l'aimantation relative maximum, AR __, et 1'ai-
mantation relative minimum, ARmm

Pour le calcul de l'aimantation relative maximum {ou minimm) quand on impose
le couplage des plaquettes frustrées, on ne peut jouer que sur le choix de la
plus courte chaine dans chaque amas de type 1 induit par le couplage.

S5i 1l'on fixe arbitrairement un spin de a, de telle sorte que l'aimantation
relative maximum a ne soit pas négative, l'aimantation relative maximum
(resp. minimum) est donnée pour toute configuration qui donne le plus possible
de spins positifs (resp. négatifs) dans chaque amas.
En effet :

r .

PRy = MAX iaa»é:af;}

3=liee. s k=1..

r .
BRyy=a+  MAX [ )]

jzl,oto;ﬁ k:}-
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Les amas étant deux 3 deux disjoints et par conséquent indépendants du pomt
de vue de 1‘aimantation on a :

‘ r .
AR =q+ I MAX (ad)
k=1 j=1,...,pak
r
N§[={=a4 X yk
k=1
On a de méme
r
AR '=a+ X y’k
k=1

Montrons cament le calcul de yk {ou de y’k) poar lé kiéme amas peut se ramener
d la recherche d'un plus long (ou d'un plus court) chemin entre deux sonmets
donnés dans un graphe orienté sans circuit :

Pour chaque amas k, yk correspond au choix d'une plus courte chaine qui donne
le plus possible de spins positifs.

Pour 1l'amas k, on note :
. (A,B) 1'aréte de M qui le donne,

- Cll une plus courte chaine de G' d'extrémités A et B,

. R 1'ensemble de toutes les plaquettes qui peuvent &tre sur une plus
courte chaine de G' d'extrémités A et B,

- R'c R 1'ensemble des plaquettes traversées par CH,

. (R,L) un graphe orienté dont R est 1'ensemble des samets et tel que si
1'on ignore son orientation on obtient le sous graphe de G' construit
sur les samets de R, L'orientation de (R,1) est‘ définie de maniére 3
ce que toute chemin de A vers B dans (R,L) donne une plus courte chaine
d'extrémités A et B dans G' et réciproquement. On identifiera donc, par
abus de langage, chemin de A vers B dans (R,L) et plus courte chaine
d'extrémités A et B dans G'.

On dessine (R,L) en superposition sur le maillage et & tout arc (E,«[;?)
de L on associe 1'arc (’575?) qui est 1l'arc de CH qui lui est “paralldle"
ainsi que 1’aimantation relative a(i;,_f;?) calculés sur les spins séparés
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par (B,p') et B,p7).

A l'arc (E,'E?) on donne un poids d(ﬁ?) = (0 si (5,'5%) est dans CH

a(@,p’) sinon

Exemple

Re i
T

L 4

e1®| |©®

Ie chemin CH est indiqué en trait gras.

Les spins sur lesquels on calcule a(p,p?) sont marqués d'un A.

Avec ces définitions, la longueur d'un chemin CH' de A i B dans (R,L} est
exactement égale & la variation de 1'aimantation relative des spins de a

quand on passe de la configuration correspondant au choix de CH 3 celle
correspondant au choix de la chaine donnée par CH'.

La démonstration de ce résultat devient évidente quand on a remarqué que
la longueur de tout cycle de la différence symétrique CH ACH' est exactement
égale-a 1'opposé de 2 fois 1'aimantation relative des spins qu'il entoure.

On se contentera donc d'illustrer ce résultat par un exemple :

]
.-..4_.«.._.._.}_........_...}....__.._.. _.._......._..:_...

| lo 1

| i
~ = "-F~\?——-—‘L—-

i i

} -t ]

| i A
- N D N P 4__.*_._‘\ r _

IR BBl

] % ? %‘ )
____i._.L]L_f:.*f._r: L *i&_.il__

: <4 - el :

H i i i
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. On idique le sens de chaque spin par son signe + ou -
. CH est indigqué en trait gras. |
. Le chemin CH' est indiqué par 1 trait double sa longueur est -8.

. L'aimantation des spins que 1'on retourne quand on passe de CH' 4 CH® est + 4 ;
la variation de l'aimantation des spins de ay est donc bien -8. ‘

De ceci, il résulte que 1l'aimantation relative maximum (resp. minimum) des spins
de a, est obtenue en choisissant la plus courte chaine d'extrémités A et B qui
donne le plus long (resp. le plus court) chemin de A vers B dans (R,L) pour la

distance d.

L'aimantation maximim, AMAX' correspond 3 1'aimantation relative de plus grande

valeur absolue

Pynx

s

il

MAX [i%i,mmi]

Théoréme 1 : Tous les nambres de valeur absolue paire conpris entre Y (k) et

Y (k) sont des valeurs d’aimantation relative possibles pour le kiéme amas.

Démonstration : Lorsqu'on a une plus courte chaine Cil entre les deux
plagquettes A et B qui déterminent 1'amas k, on peut toujours obtenir, par
une opération trds simple qui consiste & contourner un spin "voisin" de CH
par "1'autre cbté®, une autre chaine CH' telle que si B est 1'aimantation re-
lative du kiéme amas correspondant au choix de CH et si B' est celle corres-

pordantau choix de CH', on a 8' = f ¥ 2 ou encore [B-g*| = 2.

Exg_ggle H

1A . CH est indiqué en trait gras, CH'
% $ CF en pointillé. o
!C’}{r - . Les spins marqués d'un point sont les
: 1 B spins "volsins" de CH.

De tels spins existent toujours car
1'aréte (A,B) détermine un amas.
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Cette opération &lé&mentaire, qui consiste en it 3 retourner un seul spin sans
changer 1'énergie du systéme, donne, si on la réitdre suffisamment de fois,
toutes les plus courtes chalnes possibles d'extrémités A et B et par suite toute

: (k) k)

les aimantations camprises entre vy et v 7. De plus la différence entre deux

aimantations relatives successives &tant *2, tous les nombres de valeur absolue

' (k) (k)

paire campris entre ¥y et vy sont des valeurs possibles d'aimantation rela-

tive dukiéme amas.

Corollaire 1 : L'aimantation absolue minimmest :

‘SOitOSiAMB\ISOSAMAX
.SoitAMmsiOsArmsA}M
.Soit-»%xsizabms%}(so.

IT1-2~3 =~ Recherche d'une ligne de fracture:

Toujours dans 1l'cbjectif de mettre en évidence 1'existence d'une
transition de phase, on va essayer de déterminer une concentration critique
de liaisons négatives & partir de laguelle il n'existe plus d'ordre de longue
distance (les spins d'un bord peuvent &tre inversés dans une configuration du
fondamental sans que 1'énergie du syst@me ne change).

Définition de la fracturation d'une plaque finie ou infinie:

Etant donnée une configuration des spins, ol, d'énergie minimum,
on définit un poids v sur les arétes du graphe G = (S,E) associé au maillage :
-1 si e correspond & une liaison violée

YecE, vie) =
+1  sinon

Une LIGNE DE FRACTURE SUR IA PLAQUE FINIE est un cocycle élémentaire
Q(Sl) = 5'2(82) de poids V(Q(s’l)) nul et qui déconnecte lorsqu'on l'enléve, deux
bords paralléles de la plaque.

Remarque 1 : Le nom de "ligne de fracture" vient du fait que lorsqu'on remplace
chaque aréte du cocycle par son hamologue dans ledual G' de G dessiné en super-

position sur le maillage, on obtient une ligne qui traverse toute la plagque.



Exeample :

¥
]
i

[athed mhatiadades i}

Les spins de S1 sont marqués A et les arétes de la ligne de fracture sont en
trait oras.

(N,x) est FRACTUREE si elle admet une ligne de

On dira ¢u'une plague finie P
fracture. '

On définit la probabilité pR(p N7

fracturée came suit :

)} pour qu'une plague finie P(N’x) soit

N, x) 1 si P(N' x) est fracturée
BPR{(PV Y =

0 sinon

" come &tant la limite lorsque N tend
vers 1'infini d'une suite de plaques finies P(N' x) imbriquées ; ce que 1'on

On considére toute plaque infinie P(x)

note @

(x)

X3

(N,x) (M%) o p(H1,%)

P = lim (P

N0

avec YN, P

On dira qu'une plaque infinie P(x) est fracturée ou admet une ligne de fracture

o0

s'il exixte une suite de plaques finies P(N’ x) imbriquées telle que :
p®) = yim (WX,
N-roo

et  PR(x) = lim RENX)) =1
N»o0

Remarque 2 : On peut en généralextraire d'une plaque infinie admettant une ligne
de fracture une plaque finie ne possédant pas de ligne de fracture.
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Problémes rencontrés pour décider si une plagque infinie P(X) est fracturée :

&

1 «~ Prcoblémes de simulation:

On ne peut étudier la plaque infinie P{X}

cqu'en simulant des plaques
{N,x)

finies P avec N relativement petit (N < 22).
On pense que s'il existe une transition de phase au seuil x*, la

courbe théorique de PR(x) en fonction de x a 1l'allure suivante :

PRI{X)A
?-‘
0 Xk ”\'}(

(N,x)

On estimera PR(x) par le pourcentage de plagques P fracturées pour N fixé

(on a pris N = 22). Cette estimation sera tr@speriturbée par la petite taille
des plaques simulées. En effet, considérons chaque plague P(N' x) &
ce que l'on verrait de la plaque infinie & travers une lucarne de taille N x N.

Pour des valeurs de x trés peu inférieures 3 MC il est txés rrobable de voir

3 travers la lucarne une ligne de fracture de P(N’X)

qui n'est en fait qu'une
ligne de fracture finie. De méme PO des valeurs de x trés peu supérieures a X,

la densité des lignes de fracture &tant faible on peut ne pas voir une ligne
(N, x)

de fracture infinie apparaitre en tant que ligne de fracture de P

On ne peut donc espérer qu'une courbe amortie par rapport & la courbe carac-
téristigue d'une transition de phase.

Courbe que l'on peut espérer et cue l'on a obtenue {Chap. IV)!

rrox)

/‘-—-——-m%m—.Tmi-_....—M..

=Y
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Exemple :

/

On ne voit une ligne de fracture que dans les échantillons (1) et (2). Dans

1'éclantillon {2}, ce n'est pas une ligne de fracture de la gre;rxie plague les
dchantillons {3) et (4) sont traversés par une ligne de fracture, mais on ne

le remarque pas.

Problémes mathématiques rencontrés :

Pour trouver une ligne de fracture sur une plagque finie N x N, il
suffit de savoir imposer 1'orientation des spins d'un bord par rapport & celle
des spins du bord parallsle et de rechercher une configuration d'énergie mini-
mundans ces nouvelles conditions. Pour cela, on transforme la plagque N x N en
un cyclindre en rajoutant N liaisons paralléles, nonvionlables et qui comnec-

tent deux Lords opposés.
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Exemgle 3

A partir de la plaque N x N suivante (N = 4) :

On construit le cyclindre C(N) =

— et 0 Y
2 by £

-t




Le graphe associé au maillage restant étant planaire, on sait encore trouver
une configuration d'énergie minimum en recherchant un couplage parfait de
poids minimum des plaquettes frustrées dans le graphe dual associé 3 la re-

présentation planaire donnée.

Méthode :

{1) - Rechercher une configuration o® d'énergie minimum EO sur la plaque finie,
P(N). Poser k = 1.

(2) - Construire le cylindre C(N).

(3) - A chaque liaison e = (i,3j) rajoutée pour passer de la plaque au cylindre

donner la valeur : Y j = —02 ch).

On ne change pas la valeur Ve des autres liaisons.

(4) - Rechercher une configuration d'énergie minimum, Ek' sur le nouveau mail-
lage en interdisant de violer les liakons propres au cylindre (ceci peut
se faire en attribuant, dans le calcul des longueurs des plus courtes

chaines, des poids suffisanment grands & ces liaisons).

{(5) - si EO # r:‘.k et k = 1, aller en (6).
Sinon tenmniner : si Eo = Ek 11 existe une ligne de fracture, sinon il

n'en existe pas.

(6) ~ Construire un nouveau cylindre en reliant les deux autres bords de
la plaque.
Poser k = 1 et en aller en (3).

*
On aimerait pouvoir trouver, dans une méme simulation, une approximation de E

ainsi qu'une ligne de fracture.

*
On a vu que pour trouver E , il &tait meilleur, car cela supprimait 1'effet de

baord, de simuler un tore.

Sur le tore, pour rechercher une ligne de fracture, il faudrait savoir tenir
conpte de la frustration de deux cycles de base perpendiculaires, de taille N
et qui apparaissent quand on passe de la plaque au tore ; ce qui n'est pas le
cas car alors le concept de chaines reliant deux cycles de base frustrés n'est
plus valable, une liaison pouvant étreadjacentcsé trois cycles de la base de G

qu'on est amené d considérer dans sa totalité.
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Au lieu d'un tore, on a similé un cylindre ce qui diminue les effets de bords
de la plage finie et présente 1'avantage de donner un graphe G planaire ol la
base de cycles que 1'on consid@re est constituée par 1'ensemble des plaquettes
dessinées sur le corps du cylindre auquel on rajoute les deux cycles formés
par les bases {(un seul suffirait mais on rajoute les deux afin d'assurer la
parité du navbre de faces frustrées).

Remarque 2 : D'apré@s la définition méme d'une ligne de fracture, a toute ligne
de fracture, il correspond, dans le graphe complet K des plaguettes frustrées,
un cycle altemé de poids w" nul. Une condition nécessiare mais hélas non suf-
fisante pour qu'il existe une ligne de fracture sur le tore est donc qu'il
existe une camposante connexe du graphe partiel K" de K construit sur les
arétes w-utiles.qui traverse tout 1l'échantillon.

On pourra remarquer sur les courbes données plus loin (Ch. IV} la trés forte
corrélation qui existe entre la proportion moyenne de spins appartenant & un
amas et la fréquence d'appartion d'une ligne de fracture. '



- 56 —

CHAPITRE 1V
PLAN D'EXPERIENCE LT RESULTATS PHYSIQUES

V-1 - PLAN D'EXPERIENCE?

TV-1-1 - Taille des é&chantillons simulés :

‘ Dans le modéle de la frustration, le réseau est, camwre on 1'a vu
au chapitre I, infini. En décidant de similer des réseaux finis de taille N x N,
on a supposé implicitement que l'espérance de l'éneryie par spin

EP(N.X)

5 converge lorsque N tend vers 1'infini. D'aprés le théoréme 1 du
N , .
Chapitre ITI, on sait que s'il y a éonvergence la limite est aussi &gale &
ZT (N, %) ‘ |
la limite de la quantité =———— et 1'on ne simulera donc que des pseudo-tores’
. g N »

afin de réduire 1l'effet de bord de la plaque finie.

, Bien que 1'on ne dispose pas de preuve mathématique dé cette
convergence en dehors du cas d'Ising (ferro-magnéticue), elle parait trés

probable auvu de nos résultats mmériques. Il sera toutefois important
=N, x)
d'étudier 1°évolution de g——j———~ en fonction de N dans 1'espoir de déterminer
~une taille N 3 partir de 1aque11e cette quantité ne fluctue pas trop et qui

ne soit pas tvop grande afin que les temps de simulation restent "raisonables".

D'autre part, on a vu que la taille N des maillages similés peut
introduire un bi&is non négligeable sur les résultats trouvés lors de la
recherche d'une concentration critique de liaisons négatives a laquelle il
pourrait y avoir une transition de phase. Il n'est pas du tout inconcevable
que 1'effet de taille ne soit pas constant sur toutes les grandeurs mesurées.

V-1-~2 - liombre d'échantillons a simuler :

L'objet de ce paragraphe est de déterminer le nambre s{x,N) d'échan-
tillons 3 simuler (x et N fixes) afin d'obtenir pour 1'énergie moyenne par
spin - (‘( ' N un intervalle de confiance & 95%.
N
Pour cela, pour chaque valeur de (x,N) on fait un nombre t fixé (et
petit) de simulations d'un tore TN, x) qui permettent de calculer t rdalisations
L‘. (N, x)

N2

de la variable aléatolre
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Cette variable suit une loi
- d'espérance 9—(}%&, estimée par la moyenne E(x,N) des t réalisations ;
N

- d'écart-type s(x,N), estimée par l‘écar't-type o{x,N) des t réalisations.

E(x,N)- g_(g%hg)
Alors e o lx Nif suit approximativement une loi de student a t-1 degrés
i
de libertés.
Sous ces hypothéses, 1'intervalle de confiance pourg—g%w— est donné par
N

I, = [E(x,N)-AE(t) ,E{x,N)+AE(t) 1 ol

g {xX,N)

AE(t) = R — St

§ £ est la constante telle que si S est une variable aléatoire de loi de Stu-
bient a4 t-1 degrés de libertés on a P(—-dt <85 s +<St) = (0,95,
Les valeurs de Gt sont tabulées;

Si maintenant, on fixe AE est si 1'on cherche s{x,N) 2 t, §(s) étant une fonc-
tion décroissante de s, on a :

(0 (x,N)) 2
(AE) 2

2
s s t? (%zz.)

Tableau des résultats : On calcule s(x,N) pour deux valeurs de AE, 1% et 0,5%

2
6(e)F < BN 62
(4E)

s{x,N) = s =

Qu encore
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X = 0.10 N - EB(x,N) AE(t) s, (AE=10"2) 52§A13f=51o"3)
t=6 12 0.183 0.017 108 432
14 0.189 0.014 66 266
16 0.191 0.0088 27 111
18 0.190 0.0089 28 113
20 0.190 0.0035 3 15
22 0.1847 0.0017 1 )
N = 22, AE(10) = 0.0012
X = 0.2 N E(x,N) AE(E) s, (0E=10"%) | s, (8E=510)
t=6 10 0.277 0.0215 216 867
14 0.264 0.0108 42 169
18 0.274 " 0.0068 16 66
20 0.271 0.0052 9 38
22 0.276 0.0081 23 95
N =22, E(10) = 0.0055
X =0.3 N E(x,N) AE(t) S, (AB=10"%) | S,(AB=510")
t=6 12 0.301 0.0149 80 320
16 0.2955 0.0176 111 447
18 0.301 0.0144 75 300
20 0.288 0.0158 89 359
22 0.299 0.0107 ’ 41 164
N =22, E(10) = 0.0073

En fonction de ces résultas et sans oublier que 1'on voulait

étudier d'autres grandeurs que 1'énergie (apparition dfune ligne de fracture) v

on a décidé de simuler, pour chaque concentration x, 10 échantillons de

taille 22 x 22. ILa précision sur 1l'énergie sera certes plus grande i x petit

qu'a x grand mais c'est aux faibles concentrations qu'on risque le plus de ne

pas voir une ligne de fracture existante,




V-2 - RESULTATS

Iv~-2-1 - Effet du tirage des liaisons négatives pour la construction d'un &chan
tillon

Pour un tore de dimension N X N (ou &chantillon), on a tiré au hasa
et dans une proportion x donnée des liaisons négatives. Ce tirage s'est fait a
1l'aide d'un générateur de nambres pseudo-aléatoires qui ne peut nous garantir
d'un biais sur nos &chantillons, surtout si le nambre d'échantillons similés
est faible. Pour diminuer le risque d'avoir une série d'échantillons pour la-
quelle la répartition des liaisons négatives ne serait pas uniforme, on a appli-
qué la proc&dure de campensation suivante :

* Pour chaque liaison du tore, on tire au hasard un nambre compris entre O et 1.
Ce tirage permet d'ordonner de 1 é'Nz les liaisons suivant leurs valeurs p
croissantes. '

* On construit un premier &chantillon en prenant camme négatives les 2N2x premiére:

liaisons, puis, un second &chantillon en prenant comme néga’t:ives 2N2x derniéres
liaisons.
L'expérience a prouvé que cette méthoderéduit fortement la variance de 1'estima~

tion de l'espérance de 1l'énergie minimum sur ces &chantillons mais hélas elle a
introduit un biais non négligeable sur la variable aléatoire Cp(x) qui représent:
la probabilité pour qu'une plaguette soit frustrée dans un maillage carrd réqulic

Calcul de Cp(x) :

Cp(x) est égale & la probabilité qu'une plaquette ait dans son con-
tour exactement une ou trois liaisons négatives. Les liaisons négatives 8tant
réparties uniformément, la probabilité pour qu'une liaison soit négative é&tant
x et chague plaquette &tant limitée par exactement 4 liaisons, on a :

Cp(x) = 4lx(1-x)° + x° (1-x) ]

(x) représente aussi 1l'espérance de la concentration en plaguettes frustrées.
P pe:
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Sur notre courbe, on voit apparaitre un biais non négligeable entre
1'espérance de la concentration en plaquettes frustrées calculée (Cp) et la
concentration estimée & partir de nos &chantillons. Ceci vient certainement
du tirage particulier de nos échantillons qui sont deux & deux trés dépendants.
En effet, a la limite x = 50%, notre m&thode nous donne deux &chantillons canplé
mentaires pour les types des liaisons mais identiques en ce qui concerne les
plaquettes frustrées. Ce qui a pour effet que si l'on tire un premier &chantillor
oll la concentration en plaquettes frustrées est supérieure i Cp, 1'échantillon
suivant aura le méme biais. Théoriquement, notre méthode n'aurait pas dia intro-
duire un biais sur 1'estimation de Cp mais le nambre d'échantillons simulés (10)
est trés faible compte-tenu de leur corrélation. Cependant, le biais que l'on a
étant toujours positif, il nous semble qu'il suffit d'utiliser la courbe comme
courbe de correction de la valeur de x.

Effet de la taille des &chantillons sur 1'estimation de 1‘'@nergie :
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Pour chaque concentration x de liaisons négatives, on remarque les
fluctuations de l'énergie par spin en fonction de la taille N des échantillons
simulés avec une certaine stabilisation & partir de N = 18 ou 20. On ramarque
également que ces fluctuations sont moins importantes pour x grand (20 ou 30%) )
que pour x petit. Ceci pourrait étre 1l'indice d'une transition de phase mais les
simulations ne sont pas assez nanbreuses pour pouvoir conclure.

Espérance de 1'énergie par spins en fonction de la concentration en liaisons
négatives sur des &chantillons 22 x 22 : “

I1 semblerait gque la courbe ci-contre présente une discontinuité& pou
valeur de x camprise entre 14 et 16%. Cependant, il faut &tre prudent dans ce
que l'on pourrait conclure car les intervalles de confiance calculés sous
1'hypothése d'une loi de Student permettent “d'effacer" cette discontinuité.
Contentons-nous d'une forte présomption de transition de phase !



s , : .
. - od , :
; : = : :
I - : “
3 4 s .
[ ——w— L N
N D : >
T = == =
= = _
{ - :
23 - 1. ., _
R ot e o - : ¢
\ h : : = e e
— E : : : T
T . m . = = A
i A i
1

1!
€
il

From ey e L LTINS
el

e e Ay Y tuino gy

otk pRai e
P " LS R it

T T Dt et e oS S g




.

i

t

34
“’?‘," i v

i

ilisimalgron

aan

44 M -4.(‘"

3

‘f=>: |

‘:5 i1t i ‘(.t. m:. I
R ﬁ‘ !
ThoNs < tm_tg_» .

Y

i
n*iu}r

bien

}/
i

M
i ?ﬁ K3

-4

: = , > ’ e ey
= : S : A .

020

1

HHIA

™t/

CIONES

5 j"'l‘ » “.‘.,' Rf B

pof $v

1Rl

;;; ;ﬁh{ k

i &

3 ,‘!‘ ’l"

o

S

!

Helalb T

Selif

HJ” “l:

e

o}

;Y

2

Q.

010

1404 i1

1.30Q) 111

110)}}

o, 4§
1
. iy
Y i ;4
: ’ ey
: = : e
> + * 1. -
- S - ’\HFAL e
» ~ + - Y ingn. =S 3
b + : i f
v ne
= = JJO
& -
™



- 66 -

Cette courbe de la longueur moyenne d'une chaine de frustration
en fonction de x présente un maximm pour une valeur de x conprise entre

12 et 15% ce qui ne peut que confimmer notre idée de transition de phase.

51 1'on campare nos résultats & ceux obtenus par
S. Kirkpatrick (8] par des simulations de type Monte-Carlo sur des é&chantil-
lons 80 * B0, on constate que notre maximum est bien inférieur au 81en Ceci
peut avoir deux causes ; ,
— la premiére est slire et vient du fait que notre méthode donne toujours une
configuration du fondamental, alors qu’une simulation Monte-Carlo {qui consiste,
a chaque pas, 3 retourner avec une probabilité p un spin choisi au hasard ; P
vaut 1 si le retournement fait diminuer 1'énergie, 1/2 si 1'énergie ne change
pas et est trés faible sinon) n'‘aboutit pas nécessairement a une configuration
d'énergie minimm (on peut se bloquer sur un minimum local de 1'énergie).
— La seconde raison de la différence des maxima pourrait etre en partie le
biais que 1'on a introduit sur la concentration de plaquettes frustrées. Cepen~
dant, ceci nous samnble improbable, car le biais a augmenté la concentration et par
ce—que ceci ne peut, a notre sens, que faire diminuer la concentration de liaisons
négatives a laquelle apparait le maximum.



TejusuRpUOI 3v39, T op @ousosataushbad °

, ¢ TejuSuI
-BpUOJ Np STbIoUY,T oND SSINSSW SoIjnNe,p JNS oseqd op UOTJTSUel] ey op auoasyosy

- 19 -



3ONVYd ~ NOSNVD SY3idvg s$31

) -+ T
& — X - 1. 3 3 1 T
L — : . 1 s x
T i
t T y o =t
o~
7 T
¥
T T e
1
< i L
T
1T : = T =
: 3 - +
~+ 3 -t d -
T =
PN SR 4 4 W i i
b s e s o+ o 4 3 | T T a e ne T a T s +
s : Pkt o ¥ £ T ——
= 3
T ; T . =
= o o vy (‘& ko 1 T T P
S =3 . s
3 ogy S i * e e < l
T = T T TS ey = T — i rxsnscon:]
- o 3 b 2t 4
+ - | - — - e 4t e e N —
e e ey e ; T e =
P e g s et Toee ; ; U= oo = = =5 LTI L T T T
e S Sty Shesld Sated oot s e e Qo R = == fepage] o SRR e et et
e D eme e PO z | Sy == T fr e " " Py oy o : T B Ry iyt T Savvmtmen rurd
IR TILTIT B o W T : > t T T T T T LTI I T i e
BRI s = M —— === = = it TR oot
[ R ——— S =
; X=X > = = = s = - = I T L T s
[ ity S SO Sy ¥ Pay Gesmmpedian S e o5 — 1 N e -
e L —r - r—— et e e 5 e - = + -
T = T : L i e

= X = : R
- : e et S r 3 o geeiierd S g A St ety
; ; e e == : : ; = - : e T

p z oo T s P
.rwlllﬂl.nhl!lmﬂn(.l.n” 1 : T ! .H”.lh, uu“.u.ln.r.m.uxlm :

s e e e ~ 'HDAl;.!dv e e
o == T ] ¥ S et

= =
= ; - et o 8

|

l
Dpar,

i |
il

& [l s

QN L c:(

a'ag




On remarque la trés forte ressemblance de ces deux courbes. Elles
présentent toutes les deux la méme augmentation brutale de la pente présentée
dans la courbe suivante avec cependant un décalage (qui &tait prévisible) de la
valeur de x oi 1'augmentation se produit. De plus, il est tout & fait normal
que la courbe du pourcentage de spins appartenant & un amas soit plus "amortie"
que celle de la fréquence d'apparition d'une ligne de fracture car on a tenu
compte des petits amas de type 1 qui n'ont pas grande signification en ce qui
concerne la dégénérescence de 1'&tat fondamental. |

Notons que la valeur 1 n'est pas atteinte car il s'agit d'une valeur
asymptotique qui n'est atteinte que pour N = o, ‘
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Nous pensons que cette courbe met en évidence 1'existence d'une
transition de phase i une concentration critique X, camprise entre 13 et 15%
Pour x inférieur 3 Xc' il existe un ordre 3 longue distance qui confére une
certaine rigidité au systéme alors que pour X supérieur ax - ile systéme ne
serait régit que par un ordre local, 1'influence de 1'ordre local étant limitée
aux amas minimaux.

. Aimantation moyenne par spin
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Etant donnée la trés grande dispersion des points, on ne peut
que dire qu'il y a bien une chute brutale de la valeur de 1'aimantation, ce

qui confirme le résultat précédent, et qu'il faudrait simuler des &chantillons
plus grands. A )

Courbes en fonction de la concentration en plaquettes frustrées

les zones de confiance sur la courbe suivante sont 3 juger avec
prudence car elles ne correspondent pas toutes au méme nombre d*échantillons
simulds ; ce narbre est indiqué pour chaque zone.

Aux vues des résu_ltats de la régression linéaire faite sur les
mesures {coefficient de corrélation de 99.3%), il semble que cette courbe soit
une droite passant par l'origine et de pente 0.5858 et il n'y aurait donc pas
d'effet apparent de la transition de phase sur 1l'@nergie par spin.



. . .
dO 0S0 070 g0 I
o
_ A 040, CLO
- e g —h o ot e b . — } - > t
Y e Sty Sy T - - » b e [y e panany
= H T : — s : i : r T ST
 cpepas T + 7 ~ ot et ol
: > 1 : P e subadge
' e + n ko
ro + e
r : 1 :
: ! - e T e
oty bl st g S iy
1 1 T 1 + : - 2 i =
T " o » s -
—_— > -
1 " - s . +
’: I & “ > ot réudy
, " IO Sitproria
[ A
: T T = =T e e Swasrlmin v

"y Pl gl
fa— - e - o . hs ™
| SRS A Sy :
* by T 1 » =
[ e - T i t T
= 1 e— = 1 i ¥ P
: -
= 3 - [eavenrom L
TIIITTS : T : S Senipg womppl supau ——i : £
o e e e e 4 s a0 ———— . -
= : = s = = fooe et g g
e p s Wil Apeiusunds !ll‘ :
T : . : | Syvogepeminmappendyy plknk =
== prm— proatenrs " " 3 LIIT LI = 2 cht!
- - Pt e v bimn ~ ea onen - i — Y Fopts Shaapuioell Pty P = — g —— -
T T T e T e TIIImIber s e e - Pt ol -~ R PENDER Q" —— . e A = e e ot .
e . : : [ LI T —
= [ E o L e S S Sy m s e e e T e e e =
: ; : = = T T e e e e e e e g e g —— [a——ay T
— - e - r——. s - ey 3= -
; : RS S +
s B T0Y Snapesis iyt dprtgmed == -
: ¢ - fa L P SRR AR U Sy -y =3s 2 : =
T o o agaiy Sy Padagbucny - P SRSt Sieay . e e e o ]
Py oy T T T et T e e X P T el e S, oy e Gt Rt SRl | Ll e S ooty oo sy testtaii oot . =3
+ 5 < = eyl et A TR e
 Suhmniyptorhiy ppclin
I .
- — - -
Pan s
P it Ssaarar Qoo ot
-t
1
T e
Py pe
Tk i i v Sl
= poesuy o —— o - pgpa—— T
B s Sl e T B it ooy S et phapefamey =
.o = yivasin i i tedt st e 7 DR vtdivamy S

=T
T

== *NNVXNNMdLo




T

i t
I 4 i + 1
T I 4 H ”
¥ T : { )
i ¥
4
+
¥ T
v T 7 -
y bt P
f o + g 4
S . ,
” 3
——— Tt
- b
. " b : T P - -
- + 1 @ s T e g ]
L ) ; L P n
- o : | uee - el )
T - + n
), +
oy ¥ : " e s Ao e e § e et e
e g 1 +
£+ s
X & - T p et P S
oy~ - T W,.”.u ..... T P :
|5 ££3 . J S i P b s
i
L § & &
v

&
e N

1 3 - LI ot e - - < X P
T

i

3o Von.

22
|

tist

F)i2§
2
-

SERY ad Y
.,r‘
¥ A

t

ﬁ! - i L
£
£ ! ]
T
| 4] T Q S 5 R4
5 t/ s e T o
T ‘ P N ¥ nU
7 : RSO A - ey
o & T : F pr
3. L 3
¥ Yo $
i -4 o
. Y
= & . : : = M
X pe o T ok ; 3 1
- : i
iy T i 1
ot T “} & - sy 1 !
s At i’
. : &
- ¥ >
i : T
v § 4 E ﬁ
: £ -
S | :
t = . Q.l L ¢ m L + : b ! r
.
..
~ T - T
Sontl
ooy’ -
-

{0
i

Il F"gﬂﬂhu I

£

OVE
Liaws:

i
{
t

ION
]
)

a
¥

;i

ncenira
|

it

050

:
¢
i
M
§

e

=

i
*
'
A
i
X

41
1

- w()zo,w



Cette courbe semble traduire 1'existence d'une perturbation du sys-
téme pour des concentrations en plaquettes frustrées camprises entre 29 et 35%.
Remarquons que la longueur moyenne de corde maximum est ici de 1'ordre de 1.35
ce qui est/du méme ordre de grandeur que le résultat de S. Kirkpatrick [8].
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CHAPITRE V
ALCORTTIMES DE COUPLAGE OBYENUS AU COURS DE CETTE ETUDE

V-1 - RECHERCIE HEURISTIQUE D'UN COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM : UN ALGORITHME
DE DECOMPOSITION

La taille des graphes oll 1'on recherche un couplage parfait de poids
mininum étant sssez grande (yraphe théoriquement complet pouvant avoir jusqu'a
200 sammets) et le nombre de graphes 3 traiter étant lui aussi tras grarnd, on
a d'abord songer, en s'inspirant de [7], A 1'heuristique présentée ici et qui
permet d'avoir a chaque pas de 1‘algorithme une borne supérieure décroissante
de 1l'énergie du fondamental. ‘

—

Notations, définitions et propriétés :

1 - Soit G = (V,E) un graphe non orientd, fini et sans boucle ol

V= (vl,vz,...,vn].

On note D(G) le graphe biparti obtenu 3 partir de G en dédoublant ses samets

de la maniére suivante :

D(G) = (Y,F)

avec Y = {Vl’VZ’“"Vn} u {Vn+l'vn+2'°“°'v2n}
Fl o= (v N v) B et 1<)
F = (Vv v v) B et 1< 5)
F=F ,F

On remarque que i et F2 sont en bijection avec 1'ensemble E.

Exanple :
On se donne le graphe G suivant :
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Le graphe D(G) est :

Chague aréte (i,3) de G ol i < j donne deux ardtes (i,3+#3) ¢ F' et (i43,3) e F2.

2 ~ Soit A la matrice d'incidence aux arétes d'un graphe G = (V,E)
On note D(A) la matrice d'incidence aux ar&tes du graphe biparti D(G).

En rangeant les colonnes de D(A) de telle sorte que les premiérescorrespondent
1

aux arétes de F~ et les derniéres aux arétes de Fz . on peut décamposer D{A) en
4 sous matrices ayant les mémes dimensions que A et telles que 1'on ait :

e

2
"'I] avec A}‘ + A2 = A

=4
B
L
T
iﬁm Ib'w
"'Gﬂ?ﬂ"&»
oW

3 ~ 8i S est une partie de l'ensemble X des sammets d'un graphe G = (V,E),
on note E(S) l'ensemble des arétes du sous~graphe de G engendré par S.

V-i-1 -~ Fommlation du probléme

J. EDMONDS a montré que le probléme de couplage parfait de poids
minimum s'écrit came le programme linéaire suivant :

= 1
(1) Ax n
{(2) ¥Scx, IS| = 2k+1 =2 3 X X, sk = {Sf;l = bs
{P) ecE(S) '
3y xz20

- (4) w.x = W(MIN)

Au probléme (P}, on associe le probléme (P') suivant :
Ax =1

(p*) X =2 0
| w.x= W' (MIN)



;79_

Toute solution entiére de (P') étant le vecteur d'incidence d'un couplage par-
fait de G est solution de base du probléme (P).

On sait d'autre part que le probléme (P') n'a pas toujours une solution optimale
entiére (si le graphe G n'est pas biparti) méis que toute solution de base de
(P') est un vecteur de {O,I,I/Z}m et que les arétes correspondant aux x4 valant
1/2 forment des cycles impairs disjoints., | |

V-1-2 - Résolution du probéme (P')

- Cette résolution se fait en cherchant une affectation de poids minimum
dans D(G) ; c'est a dire en résolvant le programme linéaire (P") suivant :

D(A) x" =1
(P") 2n ‘ X" >0
(w,w) .x" = W" (MIN)

On décampose x" en deux sous-vecteurs x1 et x2 correspondant respectivment aux

arétes de F1 et de F2.

14
D(A) s'écrivant, camre on 1'a vu lors de sa définition, D(A = A2—~:~~I}
: A" 1 A

avec la relation matricielle I—\1+A2 = A, (P") peut aussi s'écrire :

Al xl + A2 x2 = ln
(r") A2 x1 + Al x2 = ln x]’ 2 0 et x2 20
/
2

w»xl + w.x = W'{MIN)

Soit (D") le programmve lindaire dual de (P"). On note u le vecteur des variables
duales associfes aux samets VireeesV de Y et u2 le vecteur des variables duales

associées aux samets v n de Y.

I ARREAD]

(D") s'éeorit

uA1+u2A2_<_w
{D') uA2+u2Alsm uEOetu2zO
2 113
In.u + ln.u = T% (MAX}

. .
~ 51 x' est une solution de (P'), le vecteur x" = ( i,)est une solution

de (P") et 1'on a W"(x") = 2.W'({x'). En effet, calculons D(A).x" :

" _ Alx' + A2x' (I\1+A2)x' Ax* 1
D(Alx = 9 1 = 2 1. = = n =}
A™x' + Ay (A"+A7 ) x" we



x" est donc bien une solution réalisable. De plus, la relation w"(x") = 2w'(x
-est évidente.

l!l
De méme, si x" ={ ;‘2] est une solution de (P"), le vecteur x' donné par :
I( - }__ lll “2
Yeck, X, =3 (xe +xe )

est solution de (P') et 1'on a : w'(x') = %w" (x").

ILa relation sur les fonctions objectifs &tant évidente, on va se contenter
de prouver la réalisabilité de x° :

A(x“l + x“z) = (Al + Az) (x"l + x"z)

= aler! 4 22 | a2l pl w2

D'aprés 1l'hypothése faite sur x", on a :

A(x"l + x"z) =1 +1
n n
On en déduit immédiatement que x' est une solution réalisable de (P").

De ces deux derniers résultats, il résulte que si 1'une des solutions x' et x"
est optimale, celle qui s'en déduit 1'est aussi.

Remarque : On a une démonstration indirecte du résultat énoncé quant aux solu-
tions de base du probléme (P') :

Le graphe D(G) étant biparti, le probléme (P") admet toujours fuelque soit le
poids ) une solution X" optimale entilre. La formule xé = ?12- (x;1+xg2) montre
que le programme lindaire (P') admet toujours une solution optimale dans

{ 0,1,% 3,

e

- Lorsqu'on résout (P") et que l'on passe 3 une solution x de (P")
1'ensemble des arétes correspondant aux Y valant 1/2 se partage en deux
classes : celle des arétes qui forment des cycles impairs et celle des arétes
qui forment des cycles pairs.

Considérons un ensemble de 2p arétes formant un cycle pair :

(al,az,...,a

2p-132p)
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il

Si 1'on pose 1§ x O pour i =0,1,...,(p1)
(@y141732142)

tx(a a j =
2142772143

avec la convention a, a., on obtient une nouvelle solution de (P') qui

pr1 ~ A
donne la méme valeur de la fonction objectif.

I

I1 en est de méme si 1'on pose : 1 pour i=1,..., (p-1)

*(a a )
2441772442

et x = 0

@y142722143)
On voit que 1'on peut toujours trouver une solution de (P') pour laquelle les
Xy valant 1/2 forment des cycles impairs disjoints.

- La résolution de (P") est faite par un algorithme primal dual qui

donne aussi une solution (u,uz) de D".
Pour toute aréte (i,j) de E (1 < j}, on a :

u, + u2 <
i T (i,3)

2
et ui+n + uj < (1,3)
On en déduit que le vecteur y de R" donné par

2
i+n)

est une solution réalisable du dual (D') de (P'}.

- _1
Vicx yi—z(ui+u

V-1-3 - Principe de 1'algoritime et algorithme:

Principe :

(1) - Résoudre (P') ; on obtient une solution x.

(2) - 5i la solution x de (P') n'est pas entigre, on pénalise les arétes
des cycles im;;airs et 1l'on recamence en (1).
Sinon, on vérifie que les cycles impairs pénalisés au cours de 1‘algo-
rithme sont "saturés" (i.e., vérifient la relation (2) avec &galite) ;
s'ils le sont tous, on est & 1'optimum sinon on dépénalise légérement

ceux qui ne sont pas saturés et 1l‘on recammence en (1).
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Remarque : I1 n'y a aucune preuve de finitude de cet algorithme sauf si /[63 R
a chague itération k, la pénalisation ou dépénalisation est g, ol {ek} est
une suite telle que 3

lim = O
k==°°€k
et I g = 4>
k=1 ¥
Algorithme

(0) - Constuire D(G)
Poser : X = O et delta = O (Ve E xe==0et éeao)’.

¥S partie impaire de X, poser : 2o =0,

{1) - Résoudre P' en utilisant la valeur courante de x.

1.1 : Si x est entier, aller en (3).
1.2 : Sinon
- Eliminer les cycles pairs en trouvant une solution équivalente.
- Détecter les cycles impairs Sl' .e °'Sk et les rajouter
/ d la liste des cycles impairs de variable duale ZS définie.
- Si aucun cycle impairn'aété détectd, aller en (3), sinon aller
en (2).

(2) - 2.1 : Pour i = 1,2,...,k faire
. Pour chaque aréte e de E(Si} » poser :
w. =@ +¢
e

e
X =0
e
§ =8 ~-¢
e e
. Poser 2, = % - €
Si Si

2.2

L

Aller en (1) avec la valeur courante de X.

(3) - 3.0 ;5 Poser : Fin = Vrai.
3.1 : Vérifier la saturation des cycles impairs de variable duale non
mlle?

Pour tout S de la liste des cycles impairs rencontrés et tels que
ZS < O faire :
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- Calculer by (x) = |{ecE(S) | x, =1}

. Si bS(x) < bs = 82-1 alors poser : Fin = Faux
ZS = ZS - €
2% -
VaxE(S) W, =0, + €
Ge = 6e ~- €
X =0

3.2 : §i Fin = Faux, aller en (1).
Sinon aller en (4).

(4) - 8#xest le vecteur d'incidence d'un couplage parfait de poids maxinum £
Sortir le couplage.

Terminer.

Interprétation :

. Soit (D) le dual de (P) ;
(D) s'écrit :

YA + zB < w

AV
o
N
v
o

(D)
l.y + b.2 = T(MAX)

. Lorsqu'au pas (1) on résowl P* dans D(G), 1'algorithme d‘FDMONDS employé

donne pour chaque sormet i 2 variables duales uy et Wen = ui.

- Soit w' le poids courant sur les arétes au pas (1)

Alx + A2x 1 2,2

- U
1 2 ln VA" + A 2w
" 2 .1 - " 2 2.1 .
{P"*) I\xlil\xz——ln (D) juA® + u“A” > o
- ® 2.__ 1

w'xl + w'xz-—Z (MIN) lnu+ lnu = T' (MAX)

Au pas (1) on obtient une solution de P, [}’:1] d'une solution de (D), [32] .
5 :

- La pénalisation des arétes de E(S) au pas 2.1 revient & augmenter la variable
duale, ZS' associée 3 1'ensenble bpair S ¢

— 2 2y [} = P
Soit e = (i,j)eE, on a Wy = o de.

On vérifie facilement la relation § = z ZS
{s]ecE(S)}



Au pas (1) on a :

A
Eﬂ
i

u, +u, < w + 8
i in e e e

& . U, sw=w +3§
tu;wn u} ) e e

ft

d'old :
1w }+}-‘~{u.+u ) sw + 8
2 Vi Tidn 2773 9 T e e
On pose :
Y zi{uﬂx } et yxi(um')
i 2 Vi i i 279 9
On a:

Y, +y. + L Z, 5w
7 sl ©

A la fin de chaque pas (1), on a une solution de (D) :

=1
¥y =3 ()

et ZS

Onaunvecteurxdannépa;:‘: Ye E, xe::%—(x§+x§)

- Au pas (3), tout se passe came si au pas (1) on avait trouvé une solution
entiére a condition d'&liminer correctement les cycles pairs {i.e. x est solu-
tion de (P)). ‘

Au pas 3.1, la vérification de la saturation des blossams revient 3 vérifier
gue la solution x de (P) et la solution (y,z) de (D) vérifient le théoréme
des écarts complémentaires.

Onatw'x= ¥ w x = £ {w~8)x =wX~ & 6§ x
ecE ¢ e &ecB e e e ecE e e
! — — ool e
w’x w.X z £ ZS X, = WX z ZS.bS(x}

ecE {Sleez_} {s}
Si ¥5tg Zg < O, b, (x) = bg.iGh a s w'x = w.x -bZ =1l.y
et X est bien un couplage parfait de poids maximum

Sinon soit S 1'ensenble des parties impaires tq ZS < O et bs{;x) < bS,
On a alors : w'x = w.x - bstx).z < w.x - bZ = 1.y et x n’est pas une solution
optimale de (P).
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L'algoritlme ainsi décrit n'est pas toujours fini mais on peut toujours fixer

un nonbre maximumm de passage au pas (1) NPASl. Au pas (3.2) on ira en (4) si fin
a la valeur "vrai" ou si le nambre de passage en (1) vaut NPAS1. Dans le cas
ol fin est faux, on peut évaluer l'erreur par défaut sur le poids d'un couplage

parfait : g (b—-bs(x)) ZS'

Conclusion : Cette heuristique a &té abandonnée pour 1'exploitation car il
s'est avéré qu'elle ne convergeait pas toujours tréds bien. En effet, on se
"bloquait" souvent avec une partition des somuets du graphe en deux cycles
impairs. Par exemple, dans le cas de la simulation d'un cyclindre ol 1°'on
recherchait une configuration périodique et une configuration apériodique des
spins, on s'est souvent trouvé dans la situation suivante ;: dans 1l'un des

deux cas, l'algorithme convergeait trés mal et &tait dans la situation de
blocage décrite ci-dessus et pour la recherche de 1'autre configuratioﬁ des
spins on avait un algorithme trés performant. En moyenne 1'algoritime d'EDMONDS

a donné de bien meilleurs résultats.

ALGORTTIME PRIMALDE RECHERCHE D'UN COUPLAGE PMWAI’I" DE POIDS MINIMUM

Note :Pendant la ré&daction de cette th@se, nous avons appris que

W.H. CUNNINGHAM avait publié un algorithme tout & fait semblable en 1978 [21].
Nous maintenons ce paragraphe car cet algorithme nous semble &tre 1'algorithme
de couplage optimum le mieux adapté & la recherche de 1'énergie minimm dans
un verre de spins. En effet, on connait souvent un couplage parfait des pla-
quettes frustrées de poids quasiment minimum {surtout si la concentration en
liaisons négatives est faible).

V-2-1 ~ Position du probléme

On considére un graphe G simple, non orienté et connexe o 1'on a
défini une forme linéalre, w, de 1l'ensemble de ses arétes dans R que 1l'on

appellera "poids sur les arétes de G".
On note : V= {v,,v,,...,v_] 1l'ensaunble des somets de G et
1772 n :

E = {el,ez,.,.,em} celui de ses arétes.

Sur ce graphe G = (V,F), on se propose de trouver un couplage parfait de poids
minimum,
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Ce probléme a d&ja &té résolu de manidre duale par J. EDMONDS [6]. La méthode
primale que 1'on présente ici se distingue par le fait que tout au long de
1*algorithme, on connait un couplage parfait dont on améliore le poids.

V-2-2 - Notations et définitions

- Un couplage de G sera donné soit par 1’ensemble M de ses arétes, soit par

une fonction SAT définie sur V par :
WeV, SAT(V) = v! &= (v,v")eM
YtV

. Dans G = (V,E) ol 1'0n a défini un couplage de M, un blossan, B, est une
partie impaire de V de cardinalité supérieure i 1 et telle qu'il existe un
sous—ensemble EE de E(B) vérifiant :

a — Le graphe (B,EB) est un cycle pas forcément &lémentaire.

b -~ Le cardinal de MB = EBQM est exactement E%:-l-

L'unique sammet de B laissé insaturd par Mn E(B) est appelé “la base du
blossam B*

. Opération de ré&duction :

Soient G = (V,E) un graphe et B une partie de V.
Réduire G par rapport a B, c'est remplacer, dans G, B par un seul samet,
b = B/B.

i.e. . les arétes de E(B) disparaissent
. les arétes (v,v') de E telles que v est dans B mais pas v' deviennent
des arétes (b,v')
. les autres arétes de E sont inchangées.

Le graphe obtenu en ré&duisant G par rapport a B est noté G/B. Le sammet B/B
est appelé pseudo-samet (PS).

V-2-3 ~ Algorithme
(1) - Poser . K =0
.67 = (%) = ¢ = (V,E,u

. Trouver un couplage parfait M° dans c©



(2) -

(3) -
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- Trouver un systéme de poids u® sur les samets de G° tel que

V(i,j)eMO u(; + u(j) = m?
. o_1 o
Par exemple, poser : vieV® u; = 5 wi,SAT(i)
. o _ (¢)
ou bien viev® u = mi,SAT(i) si i< SAT(i)
0
- Aller en (2)

Pour toute aréte (i,j) de Ek calculer

Ak _ Kk k k _ k
Aij--ui+uj wij—Aji

- 51 V(i,j)eEk A’i(j < O alors Mk est un couplage parfait de poids

minimm de Gk, aller en (7).

-~ Sinon . choisir 1 et j dans Vk tels que Ak

i3 >0

. aller en (3).

Marquer i avec la marque (-,9) .
- = min(AK  yK-yP
Si i est pseudo-samet BF/BP' poser § = Mln(Aij,ui_-u )

k
Sinon, poser § = Aij

(3-1) Si (tous les sammets marqués ont été traités, aller en (5).
Sinon . soit L est un sommet marqué non traite
. si L est marqué -, aller en (3-2)
. sinon, aller en (3-3).

(3~2) . Poser : s = SAT(L)
. 81 §=4J, aller en (6)
. Sinon . marquer S avec (+,L)
. indiquer que le label - de L est traité
. aller en (3-1)

k
(3-3) . Poser § = INF { &, MIN(—A’L‘S),  Min( - %‘i) , Mm(u’s‘ - P

k k _
{slALS<o et S non} {s|a <Oet g} (5= Bp/Bp§

marqué + marqué -+ A][(,S = 0}
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. Pour tout S # SAT(L) tel que AES = O faire :
. 8i S est déja marqué +, aller en (4)
. Sinon marquer S : {(~,L}

. Indiquer que le label + de L est traité.

. Aller en {3.1).

(4) - . Revenir en arriére & partir de la marque de L puis & partir de celle
de S. On met ainsi en évidence un "blossam" que 1'on note Bk,

. Constuire Gkﬂ = Gk/%( et poser Vigy = Bk/Bk

. Poser ?’l = uk = MIN (uk)

VeBk

. Toute aréte e = (51’52) de E.J{ ayant une seule extrémité, Sys dans

Bkdevient une aréte e = { 2) de Gkﬂ de poids :

Vie1 78

Sk kK
e e Sl

. Marquer Vi 4q COmImE la base de Bk

. 8i J est dans Bk' poser J :Vkﬂ

. 8i J est marqué +, aller en (6)

. Aller en (3).

(5) - . Pour tout scmmet L marqué +, poser : + §

. Pour tout scanmet M marqué -, poser : = - 8§

o P
I
!:‘F??'t‘FW

. Etendre tous les pseudo-sommets, s = B p/Bp’ tels que o = u§

. 5i i était un pseudo-sammet qui vient d'é&tre &tendu, appeler & nouveau

i la nouvelle extrémité de (i,3) et recalculer A}jfj

.§_i_6<A};j,poser:
. 8i i n'est pas un pseudo~-samet § = A}:;j -8
. sinon § = MIN(A};j“(‘S, ui-oP) si i= B /B
. indiquer que lesmarues + des samets adjacents a des
arétes (S,L) telles que A}S‘iL vient de s'annuler sont non.
traitées.
. aller en (3-1).
. Sinon . effacer les marques
. aller en (2).
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(6) - §J a été marqué + g

.;... ) ) % On a mis en évidence dans Gk un cycle alterné de diminution
. m du poids du couplage (io"il"”’inH) io =i, inlLl = j,
3 9
(R Y =
Ona:u)i( +u)i( + ...+u}; +u]; =wk(MknC) <wk§ﬂknC)
o 1 2p 2pt1
k k k
car ui + ui < u)i i
o 2ptl o' 2ptl

Pour avoir le droit de diminver le poids du couplage, il faut modifier

u]; ou u}j( afin que Aljfj s'annule. Ceci n'est pas inmédiat si i et j sont

k p k P _ ,k
des PS Bp/Bp et Bq/Bq tels que (ui—u ) + (uj-u ) < Aij auquel cas

il faudra d'abord étendre i ou j:

- 51 i et j sont des PS : Soit g tel que j = Bq/Bq
. Poser uj =y "
. Etendre j = B q/Bq . (Soit G'k“l le graphe obtenu)

L'arte (i,3) devient (1,%) dans ¢ ont c 5. |
La chaine alternée paire joignant dans Bq 2-a la racine de Bq
plus les arétes du cycle mis en &vidence dans donne un nouveau
cycle de diminution du poids du couplage dans G'~ 1,
k_ 4 = w3 oK 4.9
. Poser u, = uz’wu =y (wij uqiug)
. k-1 Gk—-l
- Identifier la suite G' 3 la suite G (G v )

Poser k = k~1
. Diminuer le couplage. -

- 51 1 ouj n'est pas un PS : soit % un de ces 2 samets qui n'est pas
1 PS '
k_ k _ ,k
. Poser u, =u Aij
. Diminuer le couplage.

. Effacer les marques
. Etendre les PS, s = B p/Bp tels que uk = of

va

. Aller en (2).



(7) ~ Poser k¥ =k

(7-1) . EBtendre v, pour retrouver Gt
« Chercher un couplage, M(Bk }, maximm dans Bk . et “compatible®

avec Mk

. Poser : M _y, =M UMBHE-1))

k-1 k
dk~3. su - U“vk

. Paire k = k-1
. 81 k <0, aller en (7-1), sinon teminer.

V-2-4 -~ Justification de 1'algorithme

. Finitude et &valuation

- Finitude : L'algorithme construit, pour chague aréte ij non duale~
réalisable un arbre alterns,
Ia construction d'un arbre s‘tarréte
-soit quand 1l'ar8te est devenue réalisable mais n'entre pas dans le cou-
plage,
- s0it quand on a diminué le poids du couplage auquel cas l'aréte devient
aussi réalisable et rentre dans le couplage.

A chaque passage au pas (2), le nambre d'arétes non duale-réalisables diminue
d'au moins une unité,

. EBvaluation :

- On note N(p) le nonbre de passages au pas (p) de 1'algorithme. '
. L'algorithme sera polynamial si N{2)-N(3-1) est borné par un polyndine en
fonction de n ou de m.

- N(2) est au plus &gal au nowbre d'ardtes (i,j) telles que Aij >
2
On a donc N{(2) sm-»%s%.-

. Cherchons une borne supérieure de N{3-1) :
On arrive en (3-1) '
Soit depuis (3), une seule fois
Soit depuis (3-2), (3-3) ou (4}, au plus n fois
Soit depuis (5), au plus m -~ —2- fois
On adonc ¢ N(3-1) < n(m ~ 5} < n{%— - n)
. On en d&duit : N(2). N(3-1) = -‘3; - nf e s

L'algorithme est donc bien polynamial.
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- Optimalité : A partir de la suite des graphes Gk construite au cours
de 1'algorithme, des ui et du couplage M° trouvé au pas (7), on construit une
solution de (P) et une solution de (D) vérifiant le théoréme faible des écarts

canpl émentaires.
(1) MecE xe 20

(2) Wvev X X =1
eeA(v) ©

(P) | IS1-1
(3) VScV impaire et de cardinalite > 1 z
ecE(S)

4) I w x = wx) (MIN)
ecE e e

G 3oy 1 By oy e
veV {scviimpair)

D) (6) ¥ScV impaire Zg s O

W

(7) Ve = (vl,vz)eE Yv +y + I ZS < o

1 V2 {slecE(S)])

Le théor&me faible des &carts camplémentaires donnent les 2 courbes suivantes
sur les solutions :

(a)Ve=(v1,v2)tq xe>0 Y, +y + r 2

s~ Y%
i V2 (SlecE(s)}
(b) VS impairetq 2z, <0 L X = 'S:lz—l
ecE(S)
. Solution : o
"—_‘*. Ve_ .E x 1 si e=M
O sinon

. Pour tout ensemble Bk trouvé au pas (7), on pose :

k k+1

dk =4 - quH et ZBK= 2.dk

- Pour tout ensemble S impair différent d'un Bk, on pose ZS = O

. ¥v B, on pose:

o 0__
VTN {klz %

Ve Bk}
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. Réalisabilité de la solution (y,z)

Conditionﬁ:,,VS#BkW{ZS=O
, : k k+1

« 818 = Ig=2.0etd =u -
B, Zg 9 Y

+1

Ui?l est initialisé 3 la valeur uk et chaque fois que
k+1

1'on marque -~ le samet Vg OR met 3 jour & afin d‘avoir
5 < ktl1 uk.,
k+1

A la fin de 1'algorithme on a donc dk <s0d'oniZ_ 50,

By

Condition 7 : e = (Vl ,vz)

Soit j l'indice du graphe d'indice le plus &levé ol e apparait avec ses
2 extrémités éventuellement modifiées.

*

Onajtel que : (1) Soit j =K
Soit e’ a ses 2 extrémités dans Bj et est absorbée dans
Vil

R s k k
(2) ¥ < 3, ﬁk ne peut contenir 3a la fois v, et v,

(3) ¥ = 3 v}l{eBk*im>v§£Bk

- S8i k < j, quand on passe deGk a Gkﬂg 3 cas sont possibles :

CASl:v}l{;!Bk etv};,!%(

CAS2:V11{€BK(*”‘> V};ZBK)

mkﬂ:wlg +ut - uf;k = w}; + dk + u}éﬂ - ukk
e 1 kil vy
CAS 3 : vk
PV, € B
w};;ﬂ - w}; + dk + ui;%-}, _ ukk
k+1 v2

On samme ces équations pour k = 0,..., (j~1) :
mg = wg+ ujj + uj . uo - uo + z _ dk:
v I vy vz kv, ouv,eB ]
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- b dk=u\(;-_

) q, = r
{klv1 k} 1 [k<jlvleBk} {kzjlvlesk}

%

z - L
{k<j|v2 B} % {kaj]VZeBk} %

D'aprés la définition de j, on a

Y, * Y, =u, + u, - L - b) dk
1 2 1 2 (k<J'V1 ou v.¢B, } {kzjle E(B,)}
o
=u  +u - X dk - L 2
v . k
1 2 (k<3lv1 ou v,eB } {kleeE(Bk)}
On a donc
3,3 3 ~
me=(we~u.-—u_.)+y +y + )X z
] J \'4 v k
vi v 1 2 {xle E(B,)}
Sij=k*/onam;—u3j—u3j >0
1 2
: J_d .3 _
Si)<K,onawe uy uj O
1 V2

. Optimalité :

+y o+ ¥ 2
1 "2 ikleckm,) k

Condition a : Vérifide pendant tout 1’algorithme
Condition b : si 2_ < 0, S est un certain Bk et les ardtes de
Bk qui sont dans

ona |u,) =IB'J2—1

cycle impair.

sont les arétes de M(Bk) trouvé au pas (7)

car M(Bk) est un couplage maximum d‘un
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CHAPTTRE VI

PROLONGEMENT'S POSSIBLES DE CETTE ETUDE

VI-1 - CE QUE PERMETTRAIT UNE BONNE PROGRAMMATION D'UN ALGORITHME PRIMAL DE COUPLAGE

Lorsque, sur le maillage, on rajoute une seule liaison négative, les
modifications sur 1'ensemble des plaquettes frustrées sont minimes et surtout
locales (déplacement, suppression ou addition de 1 ou 2 plaquettes frustrées).
Ceci a pour conséquence que le couplage que l'on avait pour les plaquettes frus-
trées de l'ancien maillage donne un couplage des plaquettes frustrées du nou-
veau maillage dont le poids est trés proche du minimunm.

Exenple : Soit le maillage suivant (les liaisons négatives sont en trait gras

et les plaquettes frustrées sont marquées d'un astérisique ; un couplage optimm
est indiqué en pointillé).

o
| x| 4
Wk |

On rajoute une liaison négative, 3 cas peut se produire :

Cas 1 : Addition de 2 plaquettes frustrées A et B

x4 | ALB

X ¥

* [k ¥ *
¥ | &

En gardant 1'ancien couplage et en couplant les deux nouvelles
plaquettes, on obtient un couplage parfait qui ici est optimal.



..‘.9'5..‘

Cas 2 : Suppression de deux plaquettes frustrées A et B

*-f+

: ¢

A I P
AiB

En concervant les arétes de 1‘'ancien couplage qui existent encore
et en couplant entre elles les deux plaquettes insaturées, on obtient ici un
couplage optimum des plaquettes du nouveau maillage.

Cas 3 : Décalage d‘une plaquette frustrée A

*..
-3

S

L'ancien couplage donne ici un couplage optimum des plaquettes du
nouveau maillage.,

Aux vues de cet exemple, il serait tout 3 fait abusif de conclure
que 1'on obtient toujours un couplage optimum mais 1'on peut raisonnablement
conjecturer qu'aprés au plus une amélioration du couplage, on obtient presque
toujours un couplage optimum.

Dans 1'algorithme dual de J. Edmonds que l'on a utilisé, on ne peut
choisir un couplage initial quelconque ; en effet, pour certaines initialisa-
tions maladroites du couplage, on ne peut pas toujours trouver une solution
réalisable du programme lindaire dual (D) telle que toute aréte du couplage
soit dans le graphe d'égalité, par exemple ceci se produit si le couplage
initial est parfait et non optimum.
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Exemple : Soit le graphe biparti G = ({1,2,3,4},{((1,2),(2,3),(3,4),(4,1)}
ol le poids w défini sur les arétes est tel que :

Wiz W3y 7 Wyt i,

G admet un seul couplage ;Brfait de poids minimum, 3 savoir

M° = ((1,4), (2,3)}. si par mégarde, on choisit le couplage parfait
Ml = {(1,2),(3,4)} came couplage initial et si 1'on donne des poids uy
a chaque somet i de fagon & assurer les &galités :
Uty =y,
et uB + u4 = w34
On ne peul avoir u, + u, < Yoy
et uy + Uy < Y4
car on a Supposé Wi4 + Wag < Wy, + Wag

Un bon algorithme primal dont le principe serait de trouver 3 chaque
pas un couplage parfait de poids inférieur permettrait d‘obtenir, & faible colt,
des familles de courbes de 1'énergie par spin du fondamental en fonction de la
concentration x de liaisons négatives, chaque courbe correspondant 3 un tirage
initial de liaisons négatives.

VI-2 - "AMELIORATION" DU MODELE DE LA FRUSTRATION

Dans le moddle que 1°'on a similé, 1'énergle d'interaction entre deux
épins voisins est une variable aléatoire valant *J ol J est une constante
positive et ol la probabilité d'avoir«J est x. On pourrait enwisager de simuler
un nouveau modéle ot 1'&nergie d'interaction serait une variable aléatoire y
de loi symétrique, d'écart type J > O et d'espérance M telle que la probabilité
que Y soit négative soit égale a x. |
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Exemple de calcul de M quand v suit une loi normale G(M,J)

On représente la fonction de répartition de vy ; on sait que M doit
&tre tel que la partie fracturfe ait une surface égale 3 x.

3 fom s o e 5 0 e 0

0

Posons g = Ig;l‘il. ; Y étant de loi normale G(M,J), g est de loi
normale G{0,1}.

On a de plus 1'égquivalence :
— XM M
Y <0 <==> ] < F
car J est supposé strictement positif.

Une table de la fonction de répartition de loi normale G(0,1) donne
la valeur )\x telle que la probabilité que g soit inférieure a }‘x _‘ soitr exactement.

On déduit la relation entre M et Ax H

M= -J.A
X

La formulation mathématique du probléme de la recherche dfune confi-
guration des spins de 1'état fondamental reste tout é fait valable bien que le
maillage ne soit plus forcément carré régulier, certaines liaisons ~d'énergie
nulle é&tant supprimées, Dans la résolution, il suffit d'insérer un algorithme
de recherche de plus courts chemins entre les plaquettes frustrées pour donner
des poids aux arétes du graphe camplet K = (F,3).

Dans ce modéle, on va certainement perdre la multiplicité des
solutions dies aux amas mais il semble que 1l'on se rapproche plus du verre

de spins réel.
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VI-3 - PROBLEMES MATHEMATIQUES SOULEVES

VI-3-1 : Nous avons vu lors de 1'étude des amasde type 2 qu'il serait intéres-
sant de connaitre les arétes w-utiles appartenant 3 un couplage parfait de
poids mininum. Pour cela, il suffit de calculer, pour chague aréte, le cou-
plage parfait de poids mininum dans le graphe obtenu par suppression des ex-~
trémités de 1'aréte, d'y ajouter 1'aréte et de canparer avec un couplage
optimal du graphe initial. Un tel algorithme, bien que polynomial, serait
parfaitement impraticable mais nous conjecturons 1'existence d'un algorithme
en 0(n®) pour résoudre ce probleme.

VI-3-2 : On a vu que nous ne savons pas trouver de "bons" algorithmes pour
résoudre le probléme de 1'énergie minimum quard le graphe n'est plus planaire.
Ceci tient au fait que, dans sa généralité, le probléme est N-P complet.
Néanmoins, on peut se poser la question sur certains graphes particuliers.
Ainsi sur le tore "vrai" ou sur le maillage cubique, on pourrait essayer

de prouver que le probléme est N-P camplet.






- 09 -

ANNEXE 1

DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE RECHERCHE D'UN COUPLAGE PARFAIT
DE_POIDS MINTMUM PROPOSE PAR J. EDMONDS [51, (6]

On se donne un graphe (simple) non orienté G = (V,E) avec

V= {vl,...,vn} et E = {el,,..,em].
On appelle A la matrice de {O,l}n’m d'incidence aux arétes de G :

1 si 1'aréte ej est incidente au sammet Vi

e toude

O sinon

On définit une forme linaire w sur E que 1'on appellera poids sur

les arétes de G.

PROGRAMMATION LINEAIRE ET COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM

le probléme de la recherche d'un couplage parfait de poids mininum
dans un graphe G = (V,E) de matrice d'incidence aux arétes A peut é&tre formlé
camme le programme linéaire en nombres entiers, (PNEG) suivant ¢

Xe [O,l}n
(PNEG) : | Ax =1
wx = W(Min)
Notations :

1 - A toutsammet v de V on associe 1'ensemble A(v}) des samets du graphe
adjacents 3 v :
AW) = {v'eV] (v,v')eE}

2 - Pour toute partie S de somets de V, on note E(S) 1‘ensemble des
arétes du graphe couvertes par S
E(S) = {(v,v')eE|veS et v'eS})

3 - Etant donnée une partie S de V, |S] désigne sa cardinalits.

Théoréme (J. BEdmonds) : Le programme linéaire (PG) suivant ¢
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[ . (1) Ve‘éE, X, 2 (o)
(2) wev, = x, =1
() : eeh (v)

: -1
L (3) ¥, <V, |S | = 2k+l, keN" ¥ X <k= !Skl
Ve 15 e
eeE(Sk) 2

(4) ) we xe = wX = W(Min)
ecE

(ol la contrainte (2) s'écrit Ax = 1)

admet toujours (quelque soit le poids w choisit sur les arétes de G) une
solution optimale entiére en O et 1 qui est le vecteur d'incidence d'un
couplage parfait de poids minimum de G.

CRITERE D'OPTIMALITE DU POIDS D'UN COUPLAGE PARFAIT

Soit (D, ) le programme linéaire dual de (P ) ;

(D )secrlt:

VVieV uy 2 0]
(5) V5, <Y, {skl = 2k+1, keN" zSk <0
) : § (6) Ve-(v,v)eE u+u+
@ ‘ I (s cvleeE(sk)} Sk
E (7) L ou, 4+ = T (MAX)
viev T {5 v (Sk)—2k+1 K] S

Le critére d'optimalité que 1'on va énoncer et qui est le fil conduc
teur de 1'algorithme d'Edmonds est une adaptation au probléme posé du théoréme
faible des écarts camplémentaires de la théorie de dualité en programmation
linéaire.

Critére d'optimalité
McE de vecteur d'incidence x est un couplage parfait de poids minim
du graphe G = (V,E) si et seulement si x est une solution réalisable de (P ) et

s'il existe une solution (u,z) de (D ) telle que les deux conditions (C ) et (C

suivantes soient réalisées :
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(C) s e=(v,,v.)eM <=>x = 1 => y,+u.+ X Z,=w
3 € 173 (slecE(s)} S ©

S|-1

(C )

) : 2, <0=> § x =
2 S ecE(S) €

PRINCIPE DE L'ALGORITIME

(O) - Initialisation :
. Poser G° =G et k = O.

- Trouver une solution réalisable (u,z) du programme lingaire DG.

Par exemple : ¥ScV ZS =0

W.,eV o u, = 1 . Min (
i i 2 V. €A (v.)
D!
- Trouver un couplage M, éventuellement vide, tel que les conditions (Cl)

et (Cz) soient réalisées.

w(Vi.‘vj) )

(1) - Construction d'un graphe '(—;k, graphe d'&galité, associé 3 la solution
duale courante (u,z) :
. Enlever a Gk toutes les arétes qul ne vérifent pas la condition ‘Cl)

et appeler (—;k le graphe partiel ainsi obtenu.

(2) - mwélioration du couplage :

. Trouver dans (_‘;k un couplage de cardinalité maxirum telle que la condi-
tion (Cz) soit réalisée. Soit l\'lk un tel couplage.

(3) - Modification de la solution duale (u,z) ou arrét :
. Si Mk est un couplage parfait de Efk, le couplage M induit par Mk dans
G est, d'aprds le critére d'optimalité énoncé précédenmant » un couplage
parfait de poids minimum du graphe G ; terminer.
. Sinon mxdifier la solution (u,z) de '(DG) de fagon 3 rajouter au graphe
d’égalité C‘k des arétes adjacentes A des sonmets insaturés tout en respec-
tant les conditions (Cl) et (Cz) pour le couplage M. Si ceci est impossible

conclure que le graphe G n'admet pas de couplage parfait et terminer
sinon retourner en (1).

On voit que> 1'algorithme se raméne, au pas (2), a la recherche d‘un
couplage maximum dans le graphe d‘'égalité associé 3 la solution duale courante.
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DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE J. EDMONDS DE RECHERCHE D'UN COUPLAGE DE CARDINAL
MAXTMIM DANS UN GRAPHE G

La notion de bouton et  l'opération de réduction par rapport i un
bouton utilisges ici sont décrites dans le chapitre III au paragraphe IIT-2-1.

L'algorithme utilise une technique de marquage bivalent des scmmets :

Une marque {+,i) affectée & un samet p indique qu'il existe une chaine
alternée paire (vide si i = ) entre ce sammet p et un samet insaturé par le
couplage courant ; chaine dont le premier maillon est 1'aréte (i,p).

Une marque {-,p) affect@e & un sammet i indique qu'il existe une
chalne alternée impaire entre ce sommet i et un sommet insaturé dont le premier
maillon est l'aréte (i,p).

Exemple : On se donne le graphe suivant avec un couplage dont les arétes sont
indicquées d'un trait double.

Algorithme de recherche d'un couplage de cardinalité maximum dans un graphe
& = (v,E)
(0)

i

Initialisation du couplage :
. Trouver un couplage MK de GK - MK peut étre vide .

(1) - Initialisation du marquage :

. Marquer (+,8) chaque somet insaturé par M.
. Appeler P l'ensemble des samnets que 1'on vient de marquer +.
. Poser I = @.

i

(2) . 8i Ph'est pas vide, choisir peP et aller en (3.1)
. SiIr'est pas vide, choisir iel et aller en (3.2}
. Sinon, tous les samets marqués ont été traités, le couplage MK courant
est de cardinalité maximum, terminer.

{3) - Traitement des marques des samets :
(3.1) : Traitement de la marque + de p :
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- Tant qu'il existe des sommets adjacents 3 p non traités, appli-
quer la procédure suivante : .
- Choisir un samnet i adjacent 3 p et non traits,
. Si 1 est couplé & p par MK, ne rien faire
. Si i est marqué -, ne rien faire
- Si 1 est marqué +, aller en (4)
- 51 1 n'est pas marqué, 1le marquer avec (-,p) et poser
I = 1ufi}
. Poser P = p-{p}
. Aller en (2).

(3.2) Traitement de la marque - de iel :
. Soit p le sommet couplé 3 1paer
. Si p est marqué, aller en (4)
. Sinon marquer p avec (+,1) et poser P = pulp)
. Poser M = M-{i} )
. Aller en (2).

(4) : . Ramonter les marques des deux sommets i et p jusqu’a des sammets
insaturés marqués (+,@).

. Soient ri et fp les samnets atteints et Cil, et CHp les chaines alternées

i
'par rapéort a MK ainsi mises en évidence respectivement entre les som-
mets i et ry et les samets p et r .

. Si ry est différent de rp, la réuion de CHi' CHp et de 1'aréte (i,p)
est une chaine alternée d’augmentation de la cardinalité du couplage ;
aller en (5). .

. Sinon la réunion de Cﬂi, CHP et de l'aréte {r,p) ‘contient un bouton 3
aller en (6). ‘

(5) - Augmentation de la cardinalité du couplage :
. Soit Cli la chaine altermée d‘augmentation mise en &vidence au pas (4).
. Poser M* - MX A CH (Qifférence symétrique).
. Etendre les pseudo-samnets, cofriger éventuellement le couplage dans
- les boutons obtenus et décrémenter correctement K.
. Effacer les marques.
. Aller en (1}.
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(6) : Ré&duction de GK par rapport a un bouton :

. Soit B le bouton mis en évidence au pas (4) et soit b sa base.

. Posex GKﬂ GK/B et K = K+1.

. Domer au pseudo-sammet B/B de & la marque que possédait b.

- Indiquer que la marque de B/B n'est pas traitée en 1l'ajoutant suivant
la nature de sa marque a F ou a I,
Aller en (2).

e

MODIFICATION DE LA SOLUTION DUALE (u,z) AU PAS(3) DE L'ALGORITHME DE RECHERCHE
D'UN COUPLAGE DE POIDS MINIMUM

A la fin du pas (2) de cet algorithme, le graphe d‘égalité dont on
connait un couplage nammmeK est éventuellement modifié ‘(réductions par rappo:
a des boutons) et ses sammets sont marqués.

On choisit e > O aussi grand que possible de telle sorte que si
1l'on augmente de € les u i associés aux samets marqués + ou aux samets réciuit;
dans un pseudo-sammet marqué +, si 1'on diminue de € les u 5 associés aux san-
mets marqués ~ ou aux sommets réduits dans un pseudo-scmmet marqué -, si 1'on
diminue de = 2 les ZB associés aux boutons B réduits dans un pseudo-sammet margue
+ et si enfin on augmente de 5 les 2B associés aux boutons B ré&duits dans un
pseudo-sammet marqué +, la nouvelle solution (u,z) reste réalisable.

S5i e n'est pas limité (e = +*) on déduit que le graphe n'admet pas
de couplage parfait et l'on arréte 1'algorithme, sinon on modifie effectivement
la solution (u,z) et 1l'on poursuit 1'algorithme au pas (1).



- 105 -

ANNEXE 2

RECHERCHE D'UN COCYCLE DE POIDS MINIMUM DANS UN GRAPHE SIMPLE
NON ORIENTE ET PLANAIRE

On généralise ici la méthode développée dans (3] pour la recherche
d'un cocycle de cardinalité maximum.

On se donne un graphe simple, G = (V,E), non orienté, planaire et
sur les arétes duqﬁel a été défini un poids y.

Définition : Un isthme de G est une aréte qui forme 3 elle seule un :cocycle.

Lemme 1 : Si 1'aréte e de G est un isthme, e appartientd toucocycle de poids
minimm si et seulement si y(e) < O et e n'appartient 3 aucun cocycle de poids
minimum si et seulement si y(e) > O.

Ce résultat est une conséquence directe du fait que tout cocycle
est une somret disjointe de cocycles &lémentaires et permet de supposer dans
la suite que le graphe G est sans isthme.

On pose : N {eeElye < 0}

p

il

(ecE]y, 2 O}

Lemne 2 : Si P = E, 1l'ensemble vide est un cocycle de poids minimm de G.
On va donc supposer que N n'est pas vide.

A une représentation planaire de G, on associe son graphe dual
I'= (S,A) et 1'on appelle b la bijection de E sur A. Ie fait que G soit sans
istlme implique que ' n'a pas de boucle.

A chaque aréte a = b(e) on donne les poids S =Yg et Sa = |6a| .

Dans S, on distingue 1l'ensemble F des samets adjacents 3 un nombre
impair d’arétes de poids § strictement négatif.

On va montrer camment la recherche d'un cocycle de poids minimum dans
un graphe simple planaire peut se ramener 3 la recherche d'un ensemble de plus
courtes chaines de I' joignant deux a deux les sammets de F et n'ayant en commun
aucune aréte. On appellera désormais Q un tel enseamble de chaines.
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Définition 1 : On appelle pseudo-cycle d'un graphe tout ensemble d'arétes tel
que, dans le graphe partiel qu'il engendre, tout sommet soit de degré pair.
Un pseudo-cycle peut aussi &tre défini camme étant la same disjointe de

cycles élémentaires.

Théoréme 1 : Le graphe G étant un graphe simple, planaire et sans isthme, une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble @ d’arétes de G soit
un cocycle de G est que l'ensemble b() d‘arétes de T soit un pseudo—cycle de
r.

Ce théoréme est une conséquence directe du théoréme suivant démontré
dans [1] :

Soient G = (X,V) un graphe planaire, I' = (S,A) un dual de G et b
la bijection de V sur A. '

 estun cocycle é€lémentaire de G si et seulement si b(Q) est un
cycle élémentaire de T.

Corollaire 1 : Un cocycle Q de G est de poids minimum si et seulement si b(Q)

est un pseudo-cycle de ' de poids minimum.

Dans ce gui suit, on va donc rechercher un pseudo-cyle de T de poids
minimum.

Lemme 3 : Si Q est un ensenble de chaines de T joignant deux a deux les sammets
de F et n'ayant en cammn aucune aréte, la différence symétrique QAb (N} est un
pseudo-cycle de T.

Dé&monstration : Les chaines de Q n'ayant pas d'aréte en cammn, on définit
g conme étant le vecteur d'incidence de 1'ensamble des aré&tes des chaines de Q.
Soit n le vecteur d'incidence de b{(N).
Pour tout samet s de S, on note q(s) le vecteur d'incidence des arétes des

-

chaines de Q adjacentes & s et n(s) le vecteur d'incidence des arétes de b(N)
adijacentes 3 s.
Pour montrer que QAb {N) est un pseudo-cycle, il suffit de prouver que pour

tout sommet s de 8, on & :
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]

D(s) = L (qa(S) Gna(sn =0
aeh
] 9

D(s) = L (g.(s)) & £ n_(s))
aehA a aeA a

Or , d'aprés la définition de F et de Q, on a les deux relations suivantes :

& ®

(1) & na(s) = 1 <=> I qa(s) = 1
aelh achA

et )
9 0

(2) £ n,(s) =0 L qa(S) =0
ach aeh

On en déduit immédiatemant D(s) = O.

Lenme 4 ¢ Si C est un pseudo~cycle de ', la différence symétrique CAb(N) est

un ensamble Q.

Démonstration : On appelle D, g et n les vecteurs d'incidence de C,
C Ab (N) et N. On définit came dans la démonstration du Lemme 3 les vecteurs
d'incidence D(s), g{(s) et n(s) associés 3 chaque samet s de S.

g et g(s) sont donnés par : VaeA q, = D, L] n_ et qa(s) = Da(s) {ma(s)

CAb(N) est un ensemble Q si et seulement si les relations (1) et (2) sont

réalisées ou encore si et seulement si on a @

@ 9
{3y vs 8 1 na(s) = } qa(s)°
ael aeh ’
On a :
] 9 9 ]
I g {s) = L (D (s)@_(s)) = L (D_(s)) & L (_(s))
acA ach 2 a aeA 2 ach 2
9
D'aprés la définition de C, ona I D_{(s} = O.
ach
] o
Il résulte donc : L qa(s} = I na(s) et Cdb(N) est bien un ensemble Q.
achA ach

Théoréme 2 : Q est de poids minimum pour le poids § si et seulement si
C = QAb (N} est un pseudo~cycle de poids minimum pour le poids 6.
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Démbnstration : D'aprés le lemme 3, & un ensemble Q, on peut associer

le pseudo-cycle Qpb(N) de poids
§(Qb(M) = 8(Q) +8bM). (3)

_1 5 3
En effet : § (QAb(N) =3 aEqua(ﬁa—&Ga) + (1——qa) {Sa 5a)}

- L % i

§(Qyb () = §(Q) + §(BM))

De méme, d‘'aprés le Lemme 4, 3 un pseudo-cycle C, on peut associer
un ensemble Q = Cpb(N) de poids

8(C,b()) =8(C) + TbM)  (4)

QAb {N) Ab (N) étant &gal a Q‘,"f de la relation (3), on d&duit la condition
nécessaire ; de méme, de la relation (4) on déduit la condition suffisante.

Une méthode pour trouver un ensemble Q de poids minimum :

(C£. résolution du postier chinois par J. Edwonds 4 ).
Onconstruit un graphe camplet sur 1l'ensenble des samets de F, K.
Atouteardte (£),f,) de K on domne le poids A(f,,f,) &gal a la

longueur, pour le poids §, d'une plus courte chaine joignant, dans T, f1

et f2' Tout ensemble de type Q donne un couplage parfait de K.

On recherche dans K un couplage parfait de poids minimum M.

A chaque aréte (fl,fz) de M, on associe une plus courte chaine de T
Jjoignant fl et fz.

Les poids §a étant positifs et M &tant un couplage parfait de K de
poids minimm, 1‘ensemble des chaines ainsi obtenues constitue un ensemble
Q. On a de plus :

G(Qéb(N)) = L4{M) + S(b(N)).

Ce qui permet de déduire que si M et de poids minimum, QAb(N) et Q le
sont aussi pour les roids respectifs & et 3.
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