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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Nous allons présenter rapidement le contexte global de notre
travail : 1'analyse structurale de systémes.

Ensuite nous essayerons de situer dans cet ensemble trés vaste
1'objet de cette thése, ainsi que ses caracteéres spécifiques.

1. L'ANALYSE DE SYSTEMES

1.1. Une méthodologie

Au départ, 1'analyse de systémes peut étre considérée comme une
nébuleuse de techniques assez disparates, transplantées du domaine des mathé-
matiques vers plusieurs champs d'applications pratiques, avec des résultats
variables. Au contact des problémes pratiques de telle ou telle discipline,
ces outils empiriques se sont & la fois diversifiés et unifiés Jjusau'a cons-
tituer une sorte de méthodologie aénérale de la modélisation.

Ces techniques variées vont des structures logiques et
ensemblistes les plus simples (treillis, groupes, monoides) utilisées en lin-
guistique, en psychologie, en anthropologie (cf. les travaux de Chomsky en
grammaire, de Piaget en psychogénése, et les célébres études de Levi-Strauss
sur les réseaux de parentés et la “pensée sauvage" etc ...) a des outils trés
sophistiqués du point de vue mathématique : optimisation 1inéaire ou non, calcul
matriciel, équations aux dérivées partielles etc ... utilisés maintenant trés
Couramment en économie, en automatioue, en biologie (cf. Bertalanffy [21).



On peut classer, en premiére approximation, les méthodes
utilisées en trois groupes :

) * les structures discrétes qui permettent d'analyser un systéme
d'un point de vue statique : structures ensemblistes, théorie des graphes,
calcul matriciel algébrique.

= les structures continues qui rendent possible 1'étude dynamique
(souvent localement : petites variations autour d'une zone d'équilibre) :
équations différentielles.

* les structures aléatoires qui permettent 1'introduction de 1'in-
certitude dans Te fonctionnement du systéme : par exemple pour 1'étude des
files d'attente, ou le traitement du signal.

Cette répartitibn est purement descriptive. En fait, elle corres-
pond plutdt a un idéal d'approche d'un systéme :

On commence en général par se donner un ensemble d'éléments sur
lesquels se noue tout un réseau d'interactions, qu'on cherche & apprécier
quantitativement : ici la théorie des graphes et le calcul matriciel sont
des outils privilégiés pour effectuer un découpage qualitatif du systéme,
ou pour calculer une répartition dans un état d'équilibre spatio-temporel
(graphes hiérarchisés, méthodes de la R.0. pour 1'optimisation dans les
réseaux, résolution numérique de systémes d'équations ...).

Une fois cernés les principaux mécanismes, on peut chercher a dy-
namiser le systéme : étude de la stabilité, action des conditions extérieures
etc ...

Les relations et flux entre éléments sont décrits comme des fonc-
tions du temps, et non plus comme des constantes ou des agrégats.

On travaille alors sur des équations aux dérivées partielles (spa-
tiales ou temporelles) ou sur des fonctions de transition (systémes a états)
qui forment un "pont" entre le discret et le continu.



Finalement, on peut essayer d'affiner le modéle construit en
tenant compte des incertitudes qui entachent les données de base et
introduire ainsi de petites variations aléatoires aui permettent de pré-
ciser la sensibilité du systéme aux perturbations etc ...

Suivant le type de données dont on dispose, et le probléme que
1'on cherche & résoudre, 1'une ou 1'autre de ces trois étapes sera prépon-
dérante dans la démarche effectuée : si les données sont intrinséouement sta-
tiques, seule la premiére é&tape sera parcourue.

51 au contraire on dispose de variables aléatoires (pour décrire
le systéme de facon non déterministe), la troisiéme &tape sera essentielle

dans la construction d'un modéle.

1.2. L'émergence d'un concept

Nous avons parlé jusqu'ici de systéme, de structure, de modéle,
sans préciser la signification de ces termes.

Parler de systéme, c'est vouloir évoquer une "totalité" du point
de vue du "jeu" de ses "parties" et de ses rapports a son “environnement".

On entend en général par structure 1'organisation interne d'un
systéme, 1'ensemble des lois qui régissent le systéme (Mais J.Piaget [17]}
définit une structure comme “"systéme de transformations"!) et par modéle
Ta représentation formelle d'un systéme (cf. B. Walliser [221). Ces distinc-
tions ne servent en fait pas a grand-chose pour clarifier la notion de Sys-
téme : que serait un systéme non structuré, sinon précisément un non-systéme ?
Quant & la distinction systéme / modéle, elle fait oublier qu'un systéme
n‘est pas plus "concret" que le modéle qui le représente. D&finir un systéme,
c'est déja construire une abstraction mentale, et non pas découper un mor-
ceau de la "Nature". Entre systéme et modéle la différence n'est pas d'essence
(qualitative) mais de niveau d'abstraction, de degré de formalisation (quan-
titative).



11 est préférable, pour mieux cerner le contenu du concept de sys-
téme de laisser s'enchainer les associations d'idées qu'il provoque. La pre-
miére notion ainsi repérable est celle de "totalité". Un systéme est donc
une entité Zsolable dans un espace plus vaste gqui lui sert d'environnement.
Une deuxiéme notion apparait immédiatement derriére cette isolabilité, c'est
celle de stabilité. Pour isoler un systéme sur le fond de décor de son
environnement, il faut pouvoir lui préter un certain nombre d'‘nvariants,
qui garantissent son identité par une certaine permanence dans 1'espace, dans
le temps ou & travers certaines régles de transformations. La troisiéme no-
tion essentielle pour préciser le concept de systéme est celle de régulation.
On entend par 13 1'ensemble des mécanismes qui permettent d'assurer la perma-
nence du systéme malgré (et grdce &) des transformations de son environnement
ou des changements internes.

A travers ces trois notions : totalité, stabilité et régulation,
Te concept de systéme se déploie dans le champ de la pensée comme un moyen
de mettre un nom sur tout ce qui constitue une organisation plus ou moins
autonome d'éléments maintenus en équilibre dynamique par des &changes avec
le milieu extérieur et/ou des restructurations internes.

*
1.3. Le "paradigme Systéme"

Séduits par la richesse et la souplesse du concept de systéme,
de nombreux auteurs (dont le premier fut Bertalanffy [21) ont pensé que cet
outil d'une grande généralité d'emploi annoncait une nouvelle révolution
scientifique, comparable a ce que furent, en leur temps, la géométrie
d'Euclide, 1'astronomie de Copernic ou 1a mécanique relativiste d'Einstein.

« En linguistiaue, les paradigmes sont les unités sémantiques

(par opposition aux unités syntaxiques : les syntagmes).

En épistémologie, depuis 1'ouvrage de Th. S. Kuhn "La structure
des révolutions scientifiaues", ce mot a servi & désigner un concept (ou
un ensemble de concepts) Jjouant un rdle-clé dans le développement de la con-

naissance a une é&pogue donnée.
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Le succés des termes de “systéme” et de “"structure" est da
a plusieurs facteurs, en particulier :

1) Un renouveliement indéniable de la méthodologie des sciences
sociales et des sciences humaines grice a 1*approche structuraliste.

2) Une démarche globalisante et dialectique face 3 une parcelli-
sation et une spécialisation de plus en plus poussées du savoir scientifique.

’ En France, une mode intellectuelle baptisée “structuralisme" et
inspirée dans les années soixante par les travaux d'auteurs renommés (Althus-
ser, Barthes, Derrida, Foucault, Goldmann, Lacan, Lévi-Strauss) a cru voir
dans ces deux facteurs 1'amorce d'une "méta-science”, d'une théorie générale
de 1'élaboration de la connaissance scientifioue, dont toutes les disciplines
classiques seraient destinées & devenir des applications locales particuliéres.

Le structuralisme suscita dans 1'intelligentsia un engouement
comparable a 1'intérét éveillé par le paratonnerre de Franklin et le baquet
de Mesmer dans les salons parisiens du XVIIliéme siécle.

Au dela du phénoméne de mode (cf. plus récemment les “nouveaux
philosophes") trois facteurs idéologiaues nous paraissent liés i ce succés,
en plus des deux points positifs précédemment cités

3) d'un point de vue historioue 3 court terme, la prospérité
économique ininterrompue des années 50 et 60, appuyée sur les recettes
keynésiennes de régulation &tatioue du capitalisme "justifiait" 1'approche
systémioue  dans le domaine &conomique et social grace & 1'absence de tensions
sociales fortes. (Depuis, le caractére conjonturel de cette situation est

apparu nettement ..).
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4) Te concept de systéme impose une réconciliation dialectiaue
de 1a Structure et de 1'Histoire, de la synchronie et de la diachronie, de
la Continuité et du Changement.

Cependant, aucune formalisation mathématique (faute de pouvoir
modéliser les "sauts qualitatifs") ne peut étre effectuée sans privilégier
les invariances qui donnent son identité au systéme. Le Systéme, c'est donc
"le changement dans la continuité", avec la certitude réconfortante que la
continuité structurale donne Tes Timites aque le changement ne peut dépasser,
sous peine de détruire les invariants de référence.

En période de stabilité socio-politiaue, ces invariants de référence
prennent 1'aspect d'incontestables évidences éternelles d'on 1'"utilité"
de 1'approche systémique dans le domaine &conomique (régulation keynésienne)
et politicue (sociologie fonctionnaliste et "théorie du consensus” ; cf. par
exemple les travaux de David Easton).

5) Tla Tiaison étroite entre 1'analyse de systémes et Ta biologie
permet de considérer les organismes vivants comme des systémes particuliers,
mais surtout, elle améne a envisager des systémes comme des étres vivants
(cf. le célébre automate nommé "1ife") mis en équations.

Sur le plan historique, on peut ainsi remarquer que la conception
moderne de la régulation (comme invariance dynamique) apparait avec la notion
d'homéostasie en biologie.

De méme, la vision fonctionnaliste des systémes sociaux comme
des ensembles d'"institutions” associées a& des "fonctions sociales" doit beau-
coup a la conception schématique des étres vivants comme assemblages d'or-
ganes (chaque organe ayant une fonction et une seule) & la maniére d'un
mouvement d'horlogerie.
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Ce biologisme plus ou moins conscient a trois conséquences : 1l
donne 1'impression valorisante d'étre capable de manipuler la complexité
extraordinaire qué recéle un organisme vivant, il incite souvent paradoxa-
lement & refuser (aux autres) le droit d'intervenir dans le fonctionnement
du systéme vu Ta fragilité des systémes complexes, et enfin, dans la mesure
o il met en correspondance biunivoque des organes et des fonctions, i1 évacue
toutes les contradictions qui pourraient se manifester si un méme organe
pouvait entrer en conflit de compétence avec d'autres pour assurer une fonc-
tion donnée ...

Sur le plan pratique, ces biais idéologiques ont des conséquences
contradictoires qui se traduisent par un comportement qu‘on pourrait quali-
fier de "progressiste conservateur" du fait d'un mélange de volontarisme
technocratique (cf. facteur 5 : sentiment de capacité a maitriser la complexi-
té) et d'une perspective historique privilégiant les invariances (facteurs
3 et 4).

Cette dérive idéologique fut vigoureusement attaquée par Henri Le-
febvre (cf. [141) qui considérait le structuralisme comme 1'idéologie propre
de la caste des technocrates.

Des critiques similaires, plus ou moins &laborées théoriquement,
trouvérent un large &cho dans les mouvements étudiants des années 67-72 ;
citons en particulier : H. Marcuse : "L‘homme unidimensionnel® Ed. Minuit (1968)
J. Habeérmas, “La technique et la science comme idéologie" trad. Frang. Gal-
Timard (1975).

Avec quelaues années de recul, et la crise &conomique aidant,
ni 1'espoir de certains structuralistes d'arriver & batir le "Systéme de
tous les systémes", ni la prétention des technocrates a réquler 1'ensemble
de la société suivant la stricte rationalité “scientifiaue", ni non plus le
romantisme révolutionnaire de leurs opposants n'ont été justifiés.

De part et d'autre, on a redécouvert 1'irréductibilité de certaines
contradictions.
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Désormais plus conscients de leurs limites, les théoriciens de
1'analyse de systémes avancent 3 pas comptés, en évitant les extrapolations
hatives et les prétentions & 1'infaillibilite.

Sur le plan théorique, le débat de fond reste ouvert, et tourne
autour du concept de "rationalité".

Le propre de la mentalité technocratique est de croire 3 la réduc-
tibilité de toute décision & des critéres techniques.

Si cela était, il n'y aurait plus de choix & effectuer, mais
simplement une solution optimale & découvrir et & appliquer.

Transposée dans le cadre du “paradigme Systéme" cette attitude
signifie la croyance en 1'identité de la rationalité interne et de la
rationalité externe pour les éléments d'un systéme, c'est-a-dire gu'une
"partie" du "tout" ne peut pas poursuivre un but propre (rationalité interne)
qui aille & 1'encontre de la conservation du "tout" (rationalité externe).

Cette pétition de principe, qui va de soi pour des systémes
physiques,est insoutenable pour les systémes sociaux, du fait que les &lé-
ments (individus ou groupes sociaux) y possédent des capacités de représen-
tation consciente de la réalité et d'a&laboration d'un projet qui peut
(consciemment ou non) é&tre contradictoire avec la structure du systéme,
méme si celle-ci détermine dans une large mesure la nature méme des repré-
sentations mentales des individus ou des groupes.
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2. PRESCNTATION DU TRAVAIL

En regard des vastes problémes théoriques et pratiques qui viennent
d'étre abordés, notre travail a &té fort modeste.

2.1. Axes de travail

1) Notre but a été avant tout pratique : il s'est agi d'utiliser,
par la production de logiciels effectivement opérationnels, les techniques
graphiques interactives dans le domaine de 1'analyse structurale de systéme.

Plus précisément, nous nous sommes orientés, a 1'initiative du
G.A.P.S.E.T.* , vers une catégorie précise de représentation des systémes :
les graphes. Selonla formule de A.Kaufmann , un graphe c'est "des points et
des fléches". Représenter un systéme par un graphe fournit donc inmédiatement
un support visuel 3 la représentation. Nous avons donc envisagé la réalisation
de logiciels permettant d'automatiser :

a) la détermination d'une structure hiérarchisée dans un graphe,
c'est-a-dire d'une partition de 1'ensemble des sommets en niveaux suivant une
certaine relation d'ordre.

b) la représentation du graphe hiérarchisé ainsi obtenu sous la
forme d'un dessin aussi clair que possible, faisant bien ressortir la struc-
ture hiérarchique, avec des arcs rectilignes entre les sommets et peu de
croisements d'arétes.

En effet, d'une part, un graphe hiérarchisé communique instantané-
ment une vision globale de la structure du systéme qu'il représente (filiéres,
relations indirectes,composantes fortement connexes etc ...}, vision qui n'exis-
te pas lorsque 1'on examine seulement sa matrice d'incidence ou la liste de
ses arcs. D'autre part, Tes méthodes développées permettent de mettre en &vi-
dence des sous-systémes particuliers et des relations entre ces sous-systémes.

* Groupe d'Analyse et de Prospective des Systémes Economiques et Technologiques.
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2) L'intérét de logiciels <nteractifs réside essentiellement
dans leur souplesse du point de vue de 1'utilisation

* possibilité de corriger manuellement les dessins obtenus,

* grande facilité pour modifier les données de départ.

Cette souplesse est particuliérement attrayante si on envisage de faire

de la simulation sur des modéles qu'on souhaite pouvoir modifier au vu des
résultats obtenus ou bien si 1'utilisateur a besoin d'une assez grande lati-
tude de choix pour sélectionner les résultats les plus intéressants.

IT ressort de la classification esquissée en 1.1. que ce choix
implique une approche a priori statique des systémes, 1'ensemble des &léments
du systéme étant montré en <nteraction figée, selon la structure du graphe
associeé.

Malgré cela, 1'aspect dynamique reste sous-jacent de deux maniéres :

* une dynamisation temporelle discréte est toujours envisageable,
a partir d'une succession de données sur le systéme prises pour des dates
différentes.

* dans une représentation sous forme de graphe, les arcs du graphe

pourront souvent représenter un cumul de flux entre sous-syst@mes pendant
une période de temps donnée.

2.2. Problémes étudiés

Pour passer automatiquemert d'un systéme donné sous une forme cuel-
conque a sa représentation par le dessin d'un graphe hiérarchisé, trois
problémes sont a résoudre, que nous présentons dans 1'ordre suivant lequel

ils apparaissent au cours de la modélisation :
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2.2.1. la préparation des données : i1 s'agit essentiellement de

mettre le systéme sous une forme permettant le passage a un graphe. La forme
mathématique ultime pour cette phase de travail est une matrice booléenne
décrivant les relations entre tous les é&léments du systéme pris deux a deux.
Cette forme n'implique pas de restrictions sur le plan de la modélisation
des interactions du systéme avec 1'environnement : i1 suffit pour cela de
construire un sur-systéme englobant le systéme et les facteurs extérieurs
susceptibles d'agir sur lui, puis de mener 1'étude avec ce sur-systéme,

Le probléme général de 1a modélisation sous forme matricielle,
ne sera pas abordé ici ; le probléme de la préparation des données sera
étudié au chapitre 4 dans le cas particulier du passage d'une matrice (a
coefficients réels ou entiers) a une matrice booléenne par des techniques
de seutllage. |

2.2.2. La structuration du systéme : on doit d&finir en termes
de théorie des graphes les types de structures que 1'on veut mettre en évi-
dence visuellement, afin que la vision globale apportée par le dessin du

graphe soit porteuse d'informations intéressantes sur le systéme étudié.

Les structures hiérarchiques que nous avons étudides seront pré-
sentées au chapitre 2, a partir de la notion générale de graphe hiéravchisé,
Nous disposions au départ de la méthode classique de hiérarchisation par les
rangs sur le graphe réduit, et d'une forme de représentation définie par
M.Jd. Carpano [4] & partir de travaux de Warfield [23] [24]. Nous avons précisé
cette représentation en vue du dessin automatique et nous avons défini au
chapitre 2, une deuxiéme méthode de hiérarchisation, complémentaire de 1a
premiére, et & laquelle nous avons également associé une forme standard de
représentation.

2.2.3. le dessin automatique : pour que les informations véhiculées
par les formes standard de représentation soient exploitables, i1 faut que
les dessins soient l7sibles.
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Pour chacune des deux représentations adoptées, nous définirons
au chapitre 3 une heuristique de placement des sommets qui vise & obtenir
peu de croisements d'arcs, tout en respectant les contraintes de disposition
imposées par les formes standard .

Nous avons pu donner de 1'une de ces heuristiques une formalisation
itérative intéressante dans le cas particulier de graphes bipartis. Cette
formalisation garantit la convergence de la méthode et justifie partiellement
son efficacité pratique par des propriétés d'optimalité établies dans des
cas simples. Dans le cas général, les possibilités de modifications interac-
tives des dessins sur écran graphique permettent & 1'utilisateur d'améliorer
la lisibilité des dessins obtenus.

Finalement, les deux méthodes de hiérarchisation de graphes qui ont
été retenues ont donné Tieu & 1'écriture de deux logiciels interactifs de
visualisation pouvant &tre utilisés indépendamment ou complémentairement
pour étudier des systémes mis sous forme matricielle.

Nous présenterons ces logiciels au chapitre 5, en insistant sur
le point de vue de 1'utilisateur (structure du dialogue interactif).

Au chapitre 6, nous décrirons quelques exemples d'utilisation des
logiciels réalisés sur des données matricielles (tableaux &conomiques)
fournies par le GAPSET.

Nous essaierons ensuite de tirer un bilan critique d'ensemble et
de suggérer quelques prolongements envisageables du travail effectué.



- 18 -

CHAPITRE 2

LES GRAPHES HIERARCHISES

1. REPRESENTATION MATRICIELLE D'UN SYSTEME

1.1. Modélisation matricielle

La modélisation mathématique d'un systéme peut &tre effectuse de
la fagon suivante :

- on définit 1'ensemble des éléments du systéme, qui sont consi-
dérés comme homogénes entre eux d'un certain point de vue.

- sur cet ensemble sont définies des relations qui traduisent
toutes les <nteractions pertinentes entre les éléments du systéme au niveau
de modélisation envisage.

Nous ne considérons ici que la structure la plus pauvre qui puisse
étre associée & un systéme : une relation R(x,y) sur les éléments du Sys-
téme, x R y voulant dire : "il y a une relation dans le systéme de 1'élé-
ment x & 1'élément y".
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1.2. Graphe associé

a) Si la relation R est qualitative, elle est entidrement déter-
minée par la donnée d'une matrice carrée booléenne M définie comme suit :

Soit X = {Xi’ 1 =1,2,..., n} 1'ensemble des &léments du systéme,
M= (Mij) i,J =1,2,..., nest telle que :
(Mij =1) < >X; R X5 i, =1,2,..., n
(Mij:O) < > Xi"R )(‘j i,j =1,2, .,!:

M peut alors &tre considérée comme la matrice d'incidence aux sommets d'un

graphe G = (X,U) dont chaque arc Ujj € U symbolise une relation de X5 a X,

J J
dans le systéme, chaque &lément du systéme devant &tre représenté par un
sommet du graphe G.

b) Si la relation est quantitative, on la suppose définie par une
matrice M a coefficients entiers ou réels, en général ; G est alors un graphe

valué : a chaque arc Ujy = (Xi’ xj) est associé le coefficient Mij # 0.

Remarque : si x R y et y R x ont méme signification dans le systéme, la
matrice M est symétrique, et le graphe G associé est non orienté.

Pour 1a formalisation simple qui vient d'é&tre décrite, on voit
qu'il suffit de définir sur un systéme une liste des relations entre ses
éléments pour pouvoir le représenter par un graphe.

Dans chaque systéme étudié de cette maniére, on peut espérer donner
un sens a un certain nombre de notions de la théorie des graphes, et en extrair:
ainsi des informations sur la structure interne du systéme.
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Remarque épistémologique :

Cette approche recéle un danger évident : le réductionnisme.
Un systéme n'est pas un graphe : représenter un systéme par son graphe,
c'est privilégier systématiquement dans les relations entre &léments les
contenus aux dépens des formes, privilégier 1'existence méme de la structure
par rapport aux modes de cette existence (cf. Lefebvre [141). Par exemple,
i1 peut &tre tentant de simplifier & outrance la relation binaire R pour
obtenir un graphe lisible. On aura toujours une structure, mais elle sera
trop schématique pour &tre utile & la compréhension du systéme. Réciproque-
ment, i1 serait absurde de vouloir transcrire toutes les notions de la théo-
rie des graphes dans les termes du modéle. Seules certaines d'entre elles
seront intéressantes. Ainsi, le probléme de la pertinence des correspondances
systéme/graphe se pose dans les deux sens.

I1 nous a paru d'autant plus important de le rappeler ici que ce
point ne sera pas examiné dans cet exposé, bien que ce type de probléme
soit trés important du point de vue de la validité des méthodes d'analyse

structurale.

2. GRAPHES HIERARCHISES

Définition :
On appelle hiérarchie H sur un graphe G = (X,U) toute application
de 1'ensemble des sommets x = {x;, 1=1,2,..., n} dans une partie

I =1{1,2,..., k} de N associant & tout sommet X; € X une valeur n; e I.

On dit que le sommet x; est au niveau n; dans la hiérarchie H, et k est le

nombre de niveaux de la hiérarchie H.

En pratique, H est définie d partir d'une relation d'ordre sur les
sommets : une hiérarchie est significative par rapport a la structure du
graphe si 1'ordre des entiers naturels entre les niveaux est compatible
avec une relation d'ordre P sur 1'ensemble des sommets, P &tant dérivée
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de telle ou telle notion de la théorie des graphes :

Mettre un graphe G sous une certaine forme hiérarchisée H présente
1'intérét de faire apparaitre dans le systéme de départ une structure
d'ordonnancement entre &léments ou groupesd'é&léments induite par Ta relation
d'ordre P.

Nous allons définir et dessiner deux types de hiérarchies dans
les graphes.

La premiére est dérivée de la classique hiérarchie des rangs. Celle-
ci est Tiée a 1'analyse des propriétés de connexité forte dans les graphes
orientés. C'est Ta hiérarchie 1a plus naturelle pour 1'analyse de systémes,
car elle permet un découpage en sous-systémes sans rétroactions entre eux.
(Lorsque 1'on parle de “systémes hiérarchisés", c'est a cette hiérarchie |
des rangs qu'il est généralement fait référence. [5] [18] [23]).

Nous modifierons 1a hiérarchie des rangs en introduisant la
notion de hiérarchie "serrée", pour définir ensuite la représentation
"réduite éclatée" d'un graphe orienté quelconque. Cette représentation sera
ta forme standard sous laquelle nous dessinerons les graphes ainsi hiérar-
chisés. .

Nous définirons, & partir de la notion de centre d'un graphe,
une deuxiéme méthode de hiérarchisation. La hiérarchie obtenue (dite "des
écartements") est complémentaire de la premiére deux points de vue :

1. - elle permet de hiérarchiser des graphes non orientés

2. - elle peut aussi donner une représentation des graphes
orientés fortement connexes pour lesquels la premiére méthode est sans intérét.
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3. LA REPRESENTATION REDUITE ECLATEE

3.1. Réduction

a) Définition du graphe réduit : on appelle graphe réduit ,

G, = (X.» U.) d'un graphe orienté G = (X,U), le graphe défini de la fagon
suivante :

*x les éléments de X, représentent les composantes fortement connexes
(notées c.f.c.) de G (c'est-a-dire les ensembles de sommets mutuellement ac-
cessibles de G).

*x les éléments de U, sont les arcs reliant les c.f.c. entre elles,
c'est-a-dire que (a,b) existe dans U, si, et seulement si, il y a au moins
un arc reliant dans G un des sommets de la c.f.c. a @ un des sommets de la
c.f.c. b.

b) Propriétés

* G, est sans circuit, puisque tous les circuits sont internes
aux c.f.c,

* si G est sans circuit, G, est identique a G, toutes les c.f.c.
de G sont réduites a un seul sommet.

Exemple :
Graphe de départ G Graphe réduit Gr

- Fiqure 1 -

a = (1,5,6) et e = (4,7), les autres ¢.f.c. sont des sommets isolés.
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Les algorithmes de passage de G a Gr sont bien connus : méthode de double
marquage des sommets de G, ou calcul de la matrice de fermeture réflexo-
transitive (cf. Roy [201). (Nous avons adopté 1'algorithme de double mar-
quage de Roy).

L'intérét du graphe réduit pour notre probléme est qu'il ne
contient aucun circuit. En effet, la méthode de hiérarchisation par le
rang qui va maintenant étre décrite ne s'applique qu'au cas des graphes

sans circuit.

3.2. Hiérarchie des rangs

Définition du rang : dans un graphe orienté sans circuit, un sommet

s est dit de rang r si et seulement si r est le nombre maximal d'arcs de
tout chemin d'extrémité terminale s. (cf. Roy [20], Berge [1]). (Un sommet
sans antécédent est donc de rang zéro).

On voit tout de suite que le rang ne peut pas étre défini s'il
y a des circuits : en faisant autant de fois qu'on veut le tour d'un circuit,
on obtiendrait un rang aussi grand qu'on voudrait. Autrement dit, tout sommet
ayant des successeurs formant un circuit serait de rang infini.

Soit la relation d'ordre Pr dite relation de précédence :

X Py <= "i1 existe un chemin de x & y dans le graphe G".

H
L'application H,. : X ——£—+-ni =r;t 1 est la hiérarchie des rangs.

Hr est compatible avec P
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Le calcul des niveaux se fait par 1'algorithme suivant :

- On commence par marquer 1 tous les sommets sans antécédents (il en existe

au moins un, puisque le graphe est sans circuit). Ensuite on marque 2 tous
les suivants des sommets marqués 1, puis on marque 3 les suivants des som-
mets marqués 2 etc ... On arréte Te marquage lorsqu'il n'y a plus de marques
nouvelles a ajouter.

Comme le graphe est sans circuit et qu'il comporte un nombre
fini d'arcs, 1'algorithme est fini.

Le nombre de marquages effectués étant égal au nombre d'arcs,
si n est le nombre de sommets du graphe, 1'algorithme est en n?. On peut
hiérarchiser le graphe en sens inverse, en commencant par marquer les

sommets sans successeur (cf. figure 2).

Une fois effectuée la détermination des niveaux, on peut adopter
une convention de représentation pour le dessin du graphe hiérarchisé

Graphe orienté sans circuit Graphe hiérarchisé par les rangs
Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

- Figure 2 -

Ici, les niveaux sont symbolisés par des lignes horizontales
paralléles entre elles et équidistantes. Cette convention sera conservée
dans la suite pour définir la représentation standard. L'intérét d'une
telle représentation est évident, méme sur un graphe aussi simple.

Considérée telle auelle, la hiérarchisation par le rang a deux
inconvénients, 1'un d'ordre théorique, 1'autre pratique.
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L'inconvénient théorique est Te suivant : le résultat obtenu en
déterminant la hiérarchie inverse des rangs (c'est-a-dire en calculant
‘les niveaux sur le méme graphe, mais avec tous les arcs changés de sens)
n‘est pas équivalent & la hiérarchisation directe. Ainsi, suivant les au-
teurs et les algorithmes utilisés, on obtient donc des représentations
différentes : Roy [20] construit la hiérarchie directe, Warfield [24] la
hiérarchie inverse.

Exemple : Graphe non hiérarchisé

Hiérarchie directe Hiérarchie inverse

- Figure 3 -

51 les deux hiérarchies donnaient 1a méme représentation, on
aurait pour tout sommet s : rang inverse (s) = L - rang (s) ot L désigne
Te rang le plus élevé, qui est le méme dans les deux hiérarchies, puisque
c'est aussi la longueur du plus Tong chemin dans le graphe. (Ici L = 4).
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L*inconvénient pratique apparait sur la figure 3 : certains arcs
sont inutilement Tongs (2 - 8 & gauche, 5 - 8 a droite). Pour le dessin
- automatique de ces graphes, il est préférable de ne pas avoir d'arcs plus
fongs que nécessaire, afin de ne pas augmenter les risques de croisements
d'arcs.

Nous allons donc définir une nouvelle hiérarchie qui éliminera
ces deux inconvénients tout en respectant la condition de compatibilite

avec la relation de précédence P, des graphes sans circuit : X; Pr Xj<==>n, <n

.

Cette hiérarchie aura donc le méme intérét que la hiérarchie des rangs par rap-
port & la structure du graphe.

3.3. Hiérarchie serrée

3.3.1. Définitions :

Par référence & la terminologie de Warfield [251, nous appelons
portée d'un arc (xi, xj) la différence ny - ny des niveaux de ses extrémités.

Un chemin maximum est un chemin contenant autant de sommets qu'il
y a de niveaux dans la hiérarchie.

Un embranchement descendant (respectivement ascendant) est un
chemin dont le premier sommet (respectivement le dernier) appartient a un
chemin maximum.

Un sommet flottant est un sommet intermédiaire d'un chemin aui
est a la fois embranchement descendant et embranchement ascendant.

Par exemple, sur la figure 3 :

- les chemins maxima sont 1-5-7-10-12 et 1-5-7-10-13 ;

- le chemin 5-8-11 est un embranchement descendant ;
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- le chemin 1-4-10 est un emwbranchement 3 1a fois descendant et ascendant ;

- le sommet 4 est un sommet flottant.

Propriété : Pour tout graphe sans circuit, il existe une hiérarchie
unique (modulo 1'affectation des sommets flottahts), qui soit compa-
tible avec 1'ordre des rangs et qui conduise & une représentation
telle que les portées de tous les arcs soient minimales.

Cette hiérarchie est appelée la hiérarchie serrée. La propriété
énoncée sera établie de maniére constructive au paragraphe 3.3.2. suivant,
ol est décrit 1'algorithme de raccourcissement. Observons d'abord que
la condition d'équivalence des hiérarchies directes et inverses (et simul-
tanément la condition de portée minimale des arcs afin de minimiser la
Tongueur des arcs sur le dessin) est vérifiée pour tous les sommets faisant
partie d'un chemin maximum. ‘

En effet, dans ce cas, un sommet de niveau k strictement compris
entre 1 et L - 1 est encadré par un précédent de niveau k - 1, et par
un suivant de niveau k + 1, et tous les arcs du chemin sont de portée 1,
donc minimale. De méme, dans 1a hiérarchie inverse, d'oi 1'éauivalence.

Le probléme va donc consister & redéfinir les positions des
somnets n'appartenant pas aux chemins maxima : les difficultés proviennent
en fait des chemins partant de certains sommets de rang O qui conduisent
i des arcs de portée trop grande au moment oli ces chemins rejoignent les
chemins maxima ou leurs embranchements descendants, car les embranchements
descendants sont construits "dans le sens de la marche" par la hiérarchie
directe et ont donc des arcs de portée 1, qui n'ont pas & étre raccourcis.
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Un raisonnement symétrique sur la hiérarchie inverse aménerait
a déplacer vers le haut certains sommets qui ne sont pas sur les chemins
maxima, ni sur les embranchements ascendants.

'3.3.2. Algorithme de raccourcissement pour la hiérarchie directe

Pour raccourcir les arcs en modifiant les positions de certains
sommets, nous allons procéder de la maniére suivante :

1 = on calculera pour chaque sommet s le nombre maximum de
niveaux dont on peut le descendre sans enfreindre la compatibilité entre
les niveaux et 1‘orientation des arcs.

2 « Soit DES(s) le tableau contenant les résultats de ce calcul
pour tous les sommets, nous modifierons DES{s) pour ne jamais descendre
un somuet plus qu'un de ses précédents, ce qui allongerait au moins un arc.

3 » Une fois faites toutes les modifications, on affectera chaque
sommet a son niveau définitif :

NIV(s) = NIV(s) + DES(s).
L'algorithme que nous présentons ici est celui qui a été effec-

tivement programmé en Fortran. I1 est dérivé de 1'algorithme doublement
récursif présenté dans Delarche [6].

1) Calcul du tableau DES

Ce calcul s'effectue simplement si on parcourt le graphe par niveaux
en partant du bas.

- 51 un sommet s n'a pas de suivant on peut le descendre jusqu'au
dernier niveau L : DES(s) = L - NIV(s) (Eq).
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- Sinon, on peut Te descendre jusqu'a ce qu'il soit juste au dessus
d'un (au moins) de ses suivants :

DES(s) = Min [DES(s') + NIV(s') - NIV(s) - 11 (E,)
s' e Suiv(s)

Avec le parcours par niveaux, on initialise DES(s) & zéro pour les
sommets du dernier niveau, qui n'ont pas de suivant, toutes les autres valeurs

de DES étant a +« .

Au niveau k, si un sommet s n'a pas de suivant on lui applique
(Ey), sinon DES(s) est déja fixe.

Ensuite, on change éventuellement les valeurs DES(s') de ses
prédécesseurs :

DES(s"') = Min [DES(s'), DES(s) + NIV(s) - NIV(s') - 1]
S1 DES(s') est deja fixé a une valeur plus basse, on ne la change pas, sinon,
quand tous les sommets s des niveaux = k ont été parcourus, DES(s') contient

Ta valeur qui correspond & la formule (E2).

Exemple : pour le graphe suivant, on a 17 sommets sur 5 niveaux :

- Figure 4 -
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

DES 2t 0p 2y 3 1p 2 0p 2f 2 1f0f21116}1110

Les sommets 2, 7, 12, 15 et 17 sont sur le chemin maximum, ils
sont donc déja en place, et pour eux, DES(s) = 0.

2) Modifications du tableau DES

D'aprés les valeurs actuellement présentes dans le tableau, cer-
tains sommets pourraient descendre d'un plus grand nombre de niveaux qu'un
de leurs précédents, ce qui allongerait des arcs.

Par exemple : DES(9) = 1 < DES(13) = 2.

Pour éviter celd, il faut refaire un parcours par niveau en partant du haut
et aligner DES(s) sur :

Min [DES(s')]
s' ¢ Préc(s)

Mais celd ne suffit pas. En effet, si on impose DES(13) = 1, par exemple,
il faudra transmettre la modification aux précédents de 13 autres que 9,
soit : DES(4) =3 -1 =2¢et DES(B) =2 -1 = 1.

On voit ainsi apparaitre la nécessité de parcourir tous les
"zigzags" du graphe pour ajuster DES au minimum :

- Figure 5 -



- 31 -

Sur le graphe figure 5 , on a : DES(1) = DES({5) = DES(9) = 0, toutes les
autres valeurs étant a 1.

IT va donc falloir successivement imposer :

DES(6) = O puisque DES(1) = 0, puis transmettre la modification le long du
“zigzag" : DES(2) = 0, DES(7) = 0 etc ... jusqu'd : DES(4)v= 0.

Cette modification se fera par une succession de parcours par
niveaux alternativement descendants et ascendants, en marquant a chaque
parcours tous les sommets pour lesquels une modification de DES a eu lieu,
jusqu'a ce que toutes les modifications nécessaires aient &té faites.

Exemple : sur le graphe de la figure4, on a, en notant D les marques du
parcours descendant, et M les maraues du parcours montant :

- Figure 6 -
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Au niveau 1 : on n'a aucune modification a faire (pas de précédent )
Au niveau 2 : DES(10) = 2, or, DES(5) = 1, on modifie donc : DES(10)= 1
et on marque 10 avec M (pour transmettre la modification vers le haut).

Comme DES(16) = 1, la transmission vers le bas s'arréte.

i

On a aussi : DES(17) = 0 et DES(11) = 1 == DES(11)

]
<

DES(9) = 1 et DES(13)

i}

2 = DES(13)

]
e

A la fin du premier parcours descendant, on a donc 3 sommets s marqués M
a partir desquels on va recalculer DES({s') pour leurs précédents s' par
ta formule utilisée a 1'étape 1 :

DES(s') = Min [DES(s'), DES(s) + NIV(s) - NIV(s') - 1]

Si une modification est effectivement réalisée par ce nouveau calcul, on
marque D le sommet s' au cours du parcours ascendant pour transmettre ensuite
la modification vers le bas etc ...

Ici, le parcours ascendant impose : DES(1) = 1, DES(3) = DES(8) = 1
et DES(4) = 2.

Le parcours descendant suivant ne provoquant plus de modifications,
on peut arréter 1'algorithme et calculer les positions définitives.
On a :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

pes | 1jolrl2fr 2ol ililololil1ilol 1o }
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3) Positions définitives

En effectuant pour tout sommet s 1'opération NIV(s) := NIV(s) + DES{s
on obtient le tableau des niveaux :

- Figure 7 -

Les propriétés énoncées plus haut découlent du fonctionnement de
1'algorithme : on déplace au maximum vers le bas tout sommet i, sauf auand
il a un précédent j qui ne peut pas descendre autant. En effet, dans ce
cas on allongerait 1'arc (j,i). Toutes les arétes ont donc une portée
minimale, sauf celles qui sont issues des sommets flottants, pour la
raison qui vient d'étre donnée : raccourcir 1'arc (11,17) sur la figure 7
allongerait 1'arc (7, 11). Ceci est également valable pour les sommets
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qui sont “flottants" par rapport & un chemin non maximum, comme le sommet

10 par rapport au chemin 5 - 9 - 14 - 16. De’ méme, une fois que 1'on

a bloqué les sommets flottants le plus haut possible, toutes les positions
des sommets sont définies sans ambiguité, d'od 1‘unicité de la hiérarchie
serrée, les sommets flottants (par rapport & un chemin maximum ou non)
&tant les mémes dans la hiérarchie inverse que dans 1a hiérarchie directe.
Pour construire la hiérarchie serrée a partir de la hiérarchie inverse,

on utiliserait un algorithme du mdme genre, modifié de fagon a remonter

au maximum les sommets flottants.

L'algorithme que nous venons de décrire est en n3, comme 1'algo-
rithme récursif donné dans Delarche [6].

En effet, chaque parcours par niveau considére au plus une fois
chaque arc, que ce soit en montant ou en descendant. Les parcours par niveaux
sont donc en n?.

Or, on a a faire moins de n parcours, puisque le nombre de parcours
est déterminé par le plus long “zigzag" existant dans le graphe, le cas le
plus défavorable &tant le graphe de la figure 8 :

- Figure 8 -
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Les marques D et M ont &été indicées par le numéro de parcours correspon-
dant (descendant ou montant).

Le nombre de parcours a effectuer est donc ici (n - 3) , ce qui
donne finalement une borne n® - 3n? pour 1'algorithme complet.

Cependant, ce type de graphe est trés académique, dans les
exemples réels que nous avons traités, le nombre de parcours a effectuer
n'a jamais dépassé 3.

Remarque : Le graphe de la Figure 8 est au contraire idéal pour un parcours

doublement récursif, puisque tout le zigzag 1 - 4 -5 -6 -7 ... est
parcouru d'un coup.

3.4. Représentation réduité éclatée d'un graphe orienté

Nous allons étendre la hiérarchie serrée aux graphes non fortement
connexes de la maniére suivante :

+ Les sommets du graphe réduit aui représentent des sommets isolés
sont laissés tels quels.

x Dans une c.f.c. non réduite & un seul sommet, tous les sommets
sont au méme niveau. Ce niveau est le niveau auquel appartient, (dans la
hiérarchie serrée du graphe réduit) le sommet qui représente la c.f.c. con-
sidérée. La c.f.c. est "éclatée" et cet éclatement est symbolisé par un
trait horizontal reliant entre eux les sommets de la c.f.c. sur le
niveau commun.

Cette représentation a 1'intérét de bien schématiser visuellement
1'existence des arcs internes d chaque c.f.c. (voir [4]). Elle implique
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qu'aucun sommet extérieur 3 la c.f.c. ne soit intercalé parmi les sommets
de cette c.f.c., sous peine d'étre pris dans la chaine horizontale
représentant les arcs internes.

Nous appellerons représentation réduite éclatée le dessin
hiérarchisé ayant ces deux caractéristiques :

- la hiérarchie adoptée est la hiérarchie serrée sur le graphe réduit

- les c.f.c. sont symbolisées & chaque niveau par un trait horizontal
unissant tous les sommets d'une méme c.f.c.

s

Sur cette représentation standard (unique pour un graphe orienté
donné) sera définie au chapitre suivant une méthode heuristique de placement
des sommets pour le dessin automatique.

Exemple : Soit le graphé de la figure 3 considére comme graphe réduit d'un
graphe G oi le sommet 5 représente une c.f.c. & 3 sommets et les sommets
6 et 10 des c.f.c. & 2 sommets :

DEN®

Graphe réduit en hiérarchie Représentation réduite &clatée
serrée

- Figure 9 -
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Nous pouvons interpréter la représentation réduite éclatée sur
la matrice du graphe ; si on classe les c.f.c. (et donc les sommets) par
ordre de rang croissant et si on transmute la matrice (permutation simul-
tanée des lignes et des colonnes correspondantes), on obtient une matrice
bloc-triangulaire supérieure puisque 1'ordre des rangs suit 1'orientation
des arcs : rang (Si) > rang {Sj) => pas d'arcs de i vers j.

On donne ci-dessous les deux matrices suivantes : 3 gauche la matrice
(avec un rangement des lignes et des colonnes respectant 1'ordre des rangs)
du graphe de la figure 9 (en considérant les c.f.c. comme des circuits) ;
et a droite, Ta méme matrice avec un rangement qui tient compte de 1a repré-
sentation réduite éclatée (les cases blanches sont des zéros).

\d

123 5a§a 4 5b5c 6b 7 8 9 {0&1110b12 13 123 4 5a5b 5c6a 6b7 8 910a1Cbl112
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7 7 ! 11!

8 8 e N *---_~,-1-3m
Q 1 )
e L EE . e T 9 | ]
10a t 108 i ] i
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12 . | 12 t | 1 i

13 i ! 13 J ! !

i

- Figure 10 -
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La représentation réduite éclatée ébrrespond a une amélioration
de la concentration des 1 autour de ia diagonale : le raccourcissement
des arcs fait glisser des 1 vers le bas et vers la droite dans le triangle
sur-diagonal (par exemple 1'arc (6a, 11)), ce qui les rapproche de la
diagonale. Le regroupement des sommets par c.f.c. fait apparaitre des sous-
blocs diagonaux od sont réunis des 1, qui, auparavant, pouvaient étre
n' importe ot dans les blocs diagonaux (par exemple 1‘'arc (6b, 6a)).

4, REPRESENTATIONS CENTRIFUGES

Nous allons maintenant définir une deuxiéme méthode de hiérar-
chisation et de représentation pour des graphes non orientés connexes.
Au lieu du rang et des composantes fortement connexes qui caractérisaient
la représentation réduite éclatée, les notions de base sont ici 1'écarte-
ment et les centres du graphe, d'od les noms de hiérarchie des écartements
et représentation centrifuge.

Nous étudierons d'abord le cas des graphes non orientés, puis
sous construirons une hiérarchie directe et une hiérarchie inverse dans

le cas de graphes orientés fortement connexes.

4.1. Graphes non orientés connexes

a) Définitions

Soit G = (X,U) un graphe non orienté connexe d n sommets,
on appelle :

- Distance du sommet x au sommet y : le nombre d'arétes d'une plus courte
chaine de x a y.
On la note : d(x,y), et on pose : d(x,x) = 0.

~ Ecartement du sommet x : e(x) = Max d(x,y)
yeX
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~ Centre de G : tout sommet d'écartement minimum r ; r est appelé le
rayon du graphe.

~ Diamétre de G : (noté diam(G)) : la longueur de la plus longue des courtes

chaines dans G. diam(G) = Max (e(x)).
X e X

- Sommet périphérique : tout sommet p tel que : e(p) = diam(G). Comme G
est connexe, r et diam(G) existent, puisque toutes les distances d(x,y)
existent.

Dans le cas contraire, on poserait d(x,y) = + « pour des sommets
x et y appartenant & des composantes connexes différentes.

b) Propriétés

1. d(x,y) est une distance :

En effet : d(x,x) = 0
d(x,y) = d{y,x)
d(x,y) < d(x,z) + d{z,y)

(1'égalité étant atteinte pour les sommets z ol passent les plus courtes
chaines de x 3 y),

2. Un sommet périphérique n'est jamais point d'articulation

Démonstration : Soit p un tel sommet, s'il est point d'articulation de G,
Te graphe G' = (X',U') ol X' = X - {p} est formé de deux composantes connexes

G1 et G, (au moins).

L'une de ces deux composantes contient au moins un sommet s'
tel que d(s',p) = diam(G).

Alors i1 existe un sommet s" dans 1'autre composante tel que :
d{p,s") = 1.
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Do, d(s',s") = d(s‘,p) + d(p,s") = diam(G) + 1

Ceci est en contradiction avec 1'hypothése que p est d'écart maximum.
(Pour d'autres propriétés classiques 1iées a ces notions, voir Roy [20] et
Harary 81).

4.2. Hiérarchie des &cartements

a) Définition : Soit Po la relation d'ordre sur les sommets du
graphe G
X; Po Xy <m==> e(xi) < e(xj)

Alors 1'application He qui & tout X4 fait correspondre 1'entier n;

H
e = -
5 > Ny = e(xi) r+1

est la hiérarchie associée a 1a relation d'ordre Pe sur les écartements
des sommets du graphe G.

Cette hiérarchie est dite hidrarchie des écartements.

b) Propriétés

1. H_est unique

2. Les sommets de niveau 1 sont les centres du graphe G.

3. Le nombre de niveaux est diam{G) - r + 1, et les sommets du dernier

niveau sont les sommets périphériques

4. Toutes les arétes sont de portée au plus égale a 1 dans la hiérarchie

Démonstration : s'il existait une aréte (a,b) de portée 2, on aurait

(par exemple) n, = k et n, = k + 2.

soit : e(a) ~-r+1 =k

it

et te(b) ~r+1=%k+2

1]
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i

soit encore : e(b) - e(a) = 2 alors que pour tout s de X,

]

d(b,s) < d(b,a) + d(a,s) =1+ d(a,s) donc : e(b) =1+ e(a) et on
aboutit & une contradiction.

On voit ainsi qu'il n'y a pas @ envisager de "resserrage" de la
hiérarchie des écartements non orientée.

Par ailleurs, il peut exister des arétes entre des sommets situés
au méme niveau dans cette hiérarchie.

4.3. Graphes orientés fortement connexes

a) Définitions

-

Soit G = (X,V) un graphe orienté & n sommets, on appelle :

- Ecart du sommet x au sommet y : le nombre d'arcs d'un plus court chemin
de x a y.

On le note ; e(x,y) et on pose e(x,x) = 0. S'il n'y a pas de
chemin de x a y, e(x,y) = + ». Généralement, e(x,y) et e(y,x) auront des
valeurs différentes.

Dans le cas ol G est fortement connexe, les valeurs e(x,y)
sont définies pour tous les ‘couples (X,y) possibles, on va donc définir
deux sortes d'écartement pour les sommets de G, suivant que 1'on considére
un sommet donné s du point de vue de 1'émission ou de la réception,
c'est-a-dire du point de vue des plus courts chemins entrants ou sortants ;
“on les indicera par E (émission) ou R (réception), ainsi on appellera :

E - écartement du sommet x : EE(X) = Max e(x,y) .
y e X
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R ~ Scavtement du sommet x : ER(X) = Max e(y,x)
yvelX
E ~ centre de C : tout sommet s de E-écartement minimum RE,

s est un E-centre de G <==> EE(S) = M1n [ Max e(x,y)l.
e XyeX

QE sera le E-rayon de G.
R ~ centre de G : tout sommet de s de R-écartement minimum RR

s est un R-centre de 6 <=> Ep(s) = Min [ Max e(x,y)l.
XxeX yeX

RR sera le R-rayon de G.

Un R-centre est un E-centre du méme graphe G o0 tous les arcs ont
été changés.
Ces définitions correspondent aux termes connus d'écartement
et anti-écartement, centre et anticentre, mais nous préférons réserver les
appellations de centre et d'écartement au cas des graphes non-orientés (§ 1).

Les écartements maxima donnent le E-diamétre et le R-diamétre de G.
b) Propriétés

1. L'écart n'est pas une distance : e(x,y) # e(y.x)

2. Sur la matrlce des plus courts chemins de G, E (s) est le max des

" &léments de la s ® Yigne, ER(S) le max des e?ements de la ‘5’9’3i colonne.

3. Un centre d'un graphe connexe non orienté peut &tre considéré comme
étant @ la fois un E-centre et R-centre du graphe orienté obtenu en rem-
plagcant chaque aréte par une paire d'arcs opposés : la matrice d'incidence
est alors symétrique, la matrice des plus courts chemins 1'est aussi et de-
vient la matrice des plus courtes chaines.

4. Le E-diamétre et le R-diamétre sont &gaux, puiqu'ils sont tous deux égaux
a la plus grande valeur contenue dans 1a matrice des plus courts chemins.
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5. Le E-rayon et le R-rayon sont généralement différents.

6. Un sommet E-périphérique ou R-périphérique n'est jamais point d'arti-
culation (démonstration semblable au cas des graphes non orientés).

4.4. Hiérarchies des écartements directes et inverses

a) Définition
Dans un graphe orienté fortement connexe, on peut
construire deux hiérarchies des écartements orientées : 1'une & partir des
E-centres et des E-écartements, 1'autre & partir des R-centres et R-écartements

Par analogie avec 1a hiérarchie des rangs, et du fait
de la correspondance entre ces notions par changement d‘'orientation des
arcs (cf. Supra) nous les appellerons respectivement hiérarchie directe et
hiérarchie inverse plutét que hiérarchie des E-&cartements et des R-&car-
tements.

On a donc deux formules de calcul des niveaux : o

Pour la hiérarchie directe :

X > n, = EE(xi) -Rp+ 1

Pour T1a hiérarchie inverse :

Hp

P
=
]

Les relations d'ordre associées sont respectivement Pp et PR, relations d'ordre
entre les E-écartements et R-écartements :

X; Pg Xy <==> EE(Xi) < EE(xj)

X; Pr Xy <=> ER(Xi) < Ep(x
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b) Propriétés

1. Dans la hiérarchie directe (resp. inverse) les sommets de niveau 1 sont les
E-centres (resp. R-centres) de G.

2. Comme en général : Re(B) # Rp(G), le nombre des niveaux est différent

dans les deux hiérarchies. I1 s'agit donc bien de deux hiérarchies distinctes
et on ne peut envisager de passer d une "hiérarchie serrée des écartements”
compatible avec chacune d'elles. ‘

3. Dans la hiérarchie directe (resp. inverse) tous les arcs entre des niveaux
non consécutifs (shunts) sont centrifuges (resp. centripétes). Ceci est
nécessaire pour respecter 1‘ordre des écarts.

Dans la hiérarchie directe, supposons qu'il existe un shunt cen-
tripéte allant du sommet a du niveau i au sommet b du niveau i - 2 ; alors
E(a,b) : 1 et comme Eg(b) =i -2+ (RE - 1), ona:

Ec(a) = e(a,b) + EE(b) =i-14+ (RE - 1) ce qui est contradictoire

avec 1'appartenance du sommet a au niveau i.

4.5. Représentation centrifuge standard

I1 nous faut choisir une forme de représentation des graphes en
hiérarchie des &cartements qui fasse clairement apparaitre la structure du
graphe dans sa décomposftion en niveaux, comme le tracé des droites paral-
1éles pour la hiérarchie des rangs.

On ne peut adopter le méme dessin pour les hiérarchies centrifuges :
d'une part, il n'y a pas ici de liens directs entre la position des sommets
sur les niveaux et 1'éventuelle orientation des arcs ; or c'était cette carac-
téristique essentielle de la hiérarchie des rangs qui nous avait amené naturel-
lement & une représentation “en cascade" des graphes sans circuit,
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D'autre part, on a intérét a choisir un type de dessin différent, pour
éviter toute confusion en cas d'utilisation simultanée des deux méthodes
de hiérarchisation (voir le chapitre 6).

Nous avons donc dessiné les hiérarchies des écartements en prolon-
geant la métaphore géométrique (centres, rayon, diamétre, ...) . Les niveaux
sont symbolisés par des cercles concentriques, le plus petit portant les
Centres du graphedessiné, d'oii Te nom de représentation centrifuge.

S1 un seul sommet est un centre, on le place ... au centre du dessin.

4.6. Exemple d'application ‘ -

Nous allons dessiner les trois hiérarchies centrifuges pour un
graphe fortement connexe a 8 sommets, G.

Graphe G Matrice des plus Matrice des plus
courts chemins courtes chaines

E
E
01112212 2 01111211
20131234 4 10121222
23031123 3 11021122
23304431 4 12202321
12220123 3 11120122
34445012 5 22131012
23334401 4 12222101
12223320 3 12212210
R 34445434 E 22232322

W — -

Hiérarchie directe Hiérarchie inverse des écartements Hiérarchie non orienté
des écartements des écartements
Ona : R = Rp =23 Rp = 3 5 diam(G) = 3 ; E-diam(G) = R-diam(G) = 5 :

- Figure 11 -
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La hiérarchie directe a 4 niveaux, la hiérarchie inverse 3 ni-
veaux et la hiérarchie non orientée seulement 2 niveaux.

Suivant 1'intérét qu'elles présentent pour chaque graphe consi-
déré, on pourra choisir telle ou telle de ces trois hiérarchies.

-

Remarque :
On peut illustrer la complémentarité des deux méthodes de hiérar-

chisation en considérant la représentation réduite éclatée et les repré-
sentations centrifuges des c.f.c. respectivement comme la projection sur

un plan vertical du graphe global et les projections sur des plans horizontaux
de chacune des c.f.c., 1'ensemble &tant construit en trois dimensions:

Miveau 1 /::///////////

Niveau 2 ,
rd
t
N,

Niveau 3

~ Figure 12 -
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CHAPITRE III

DESSIN AUTOMATIQUE DES GRAPHES HIERARCHISES

1. PRESENTATION DES PROBLEMES

Au chapitre précédent nous avons défini la forme sous laquelle
nous allons représenter chacune des deux structures hiérarchiques utilisées.

. Pour dessiner automatiquement sur écran graphique ou sur papier
les graphes ainsi hiérarchisés, il faut disposer d'un logiciel qui calcule
pour chaque sommet un couple (x,y) de coordonnées cartésiennes dans le plan.

D'une part,il faut que ce placement des sommets respecte les con-
traintes de disposition inhérentes aux formes standard de représentation
retenues : la forme réduite éclatée ou la forme centrifuge. D'autre part,

Te dessin obtenu doit étre aussi satisfaisant que possible sur le plan de
la lisibilite.

Généralement, on aura un grand nombre de solutions compatibles
avec les contraintes hiérarchiques. Le programme devra nous en fournir une
qui soit visuellement agréable, c'est-d-dire :

1x donnant une répartition homogéne des sommets dans 1'espace
disponible.
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2« comportant peu de croisements d'arcs.

IT n'y a pas de définition objective du "meilleur dessin" car
la minimisation du nombre de croisements n'est pas un critére absolu du
fait que la perception visuelle des croisements est d'autant plus néfaste
pour la 1isibilité du graphe que les arcs qui se croisent ont des direc-

tions voisines :

IT y a deux raisons complémentaires 3 cela : on percoit moins bien la diffé-
rence d'orientation des faisceaux d'arcs presque paralléles ; et du fait
que les arcs ont en pratique une certaine épaisseur, la surface du croise-
ment augmente, ce qui accroit son importance visuelle :

Comme d'autre part le dessin ayant le moins de croisements ne
pourrait étre trouvé qu'en analysant un nombre prohibitif de configurations,
on devra se contenter de définir une heuristique de placement & la fois

efficace et rapide.



Pour chacune des hiérarchisations précédemment définie nous
avons essayé de construire des méthodes heuristiques adaptées aux repré-
sentations standard et qui permettent d'obtenir en des temps acceptables
des images suffisamment lisibles pour qu'on puisse envisager de les corri-
ger en déplacant quelques sommets du graphe sur 1'écran de visualisation.
(mise en oeuvre de 1'interactivité offerte par ce type de terminal).

1.1. Le probléme général de la planarisation

Savoir si un graphe est planaire, c'est-a-dire susceptible d'étre
dessiné dans le plan sans que ses arétes se coupent est un problame bien
connu de la théorie des graphes.

Hopcroft & Tarjan (91 ont donné, en 1974, un algorithme optimal
pour tester si un graphe est planaire ou non.

Si oui, on peut déduire de 1'algorithme une représentation
planaire du graphe, mais avec des arétes non rectilignes.

.Dans le cas des graphes non planaires, le probléme de la mini-
misation du nombre de croisements (que les ar&tes soient rectilignes ou non)
reste ouvert.

Sur le plan pratique, le probléme a donné lieu & de nombreuses
études, vu son importance, en particulier pour la conception des circuits
électroniques. 11 existe un certain nombre de méthodes heuristiques fondées
“sur des hypoth&ses plus ou moins restrictives qui visent i respecter les
contraintes pratiques de fabrication. Par exemple, on peut chercher & parti-
tionner 1'ensemble des sommets en différents groupes de fagon & minimiser
le nombre des arcs qui relient ces groupes entre eux {Donath et Hoffmann [71)
Mais les contraintes spécifiques du dessin de circuits électroniques rendent
ces heuristiques inintéressantes pour notre probléme de dessin de graphes

hidrarvechisés,
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1.2. Problémes spécifiques des graphes hiérarchisés

Pour nos graphes hiérarchisés, le probléme est i la fois'plus
simple et plus compliqué.

Plus simple, parce que 1'obligation de respecter certaines
contraintes de disposition (en particulier, la forme des niveaux hiérar-
chiques) diminue la part d'arbitraire a priori sur le placement des sommets.

Plus compliqué, parce que ces contraintes de disposition, ne se
formalisent pas toutes théoriquement (par exemple, la représentation des
c.f.c. dans la forme réduite éclatée, ou bien la nécessité de maintenir
une distance minimale de séparation entre les sommets), vu la complexité
nouvelle qu'elles introduisent, voire éventuellement leur caractére subjectif
puisque variable d'un utilisateur & 1'autre.

Nous nous sommes intéressés surtout au probléme de la représenta-
tion en niveaux rectilignes paralléles, pour deux raisons

1x la forme circulaire des niveaux ne donne pas lieu @ une
formalisation mathématique simple du probiéme des croisements car un arc
rectiligne joignant deux sommets du méme niveau ou de deux niveaux voisins
coupera, s'il est presque diamétral, d'autres intervalles que celui qui
correspond & 1'écart des niveaux de ses extrémités. Ceci précisément &
cause de la courbure des cercles :

- Figure 13 -
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L'arc 1-4 et 1'arc 1-5 passent dans des zones (parties hachurées des arcs)
qui ne correspondent pas aux niveaux de leurs extrémités.

Aucune étude strictement combinatoire n'est donc possible,
puisque le probléme des croisements est 1ié aux tailles relatives des
cercles de niveau, et donc aux contraintes matérielles de représentation.

2« avec des niveaux rectilignes paralléles, une &tude combinatoire
est possible dans un certain nombre de cas particuliers, d'ailleurs intéres-
sants en eux-mémes.

En effet, dans ce cas, le probléme de 1a minimisation des croi-
sements est un probléme de détermination de “"bonnes" permutations des sommets
sur Tes niveaux, indépendamment du tracé des niveaux (plus ou moins serrés,
espacés réguliérement ou non etc ...).

Nous allons étudier le probléme pour trois classes de graphes :

'l - les graphes bipartis
2 - les graphes multipartis

3 - les graphes sous forme réduite éclatée.

La méthode que nous avons utilisée débouche sur une formalisation
mathématique intéressante dans le cas des graphes bipartis, et susceptibles
*de généralisation (au moins sous forme d'une heuristique) dans le cas des
graphes multipartis.

Par ailleurs, elle fournit un outil heuristique approprié pour
la visualisation en deux phases (graphe réduit et graphe éclaté) des graphes
mis sous la forme réduite éclatée.
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2. LA MINIMISATION DU NOMBRE DE CROISEMENTS D'ARETES POUR DES GRAPHES

BIPARTIS CONNEXES

Parmi les graphes hiérarchisés, les graphes bipartis sont les
plus simples possibles puiqu'ils n'ont que deux niveaux :

L] 2 B L [& L4

/
1

- Figure 14 -

Rmmqwe:

L'orientation éventuelle des arcs n'entre pas en ligne de compte
pour Tes graphes bipartis qu'on peut d&finir de maniére équivalente comme
des graphes 2-coloriables.

En’pratique, on rencontre souvent des graphes de ce type, pour
lesquels les niveaux sont définis par une référence sémantique extérieure 3
la représentation : graphes objectifs-moyens, matériel-composants, travaux-
taches élémentaires etc ..

Dans tous ces cas, la connaissance a priori des deux classes de
sommets incite a donner une représentation du type de la figure 14.

Cette catégorie de graphes a donc un intérét spécifique, indépen-
damment de la simplification qu'elle apporte dans 1'étude du probléme des
croisements d'arcs.
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.2.1. Dénombrement des croisements d'arétes

a) Matrice d'incidence d'un graphe biparti

Un graphe biparti étant caractérisé par la répartition de ses
sommets en deux classes X et Y ol :

>
1]

s i=1,2, ..., k

-
n

{Yj’ J

i
ot
-
~NY
-

.y M}

On le note : G(X, Y, U) et on appelle matrice d'incidence du graphe biparti
G la matrice rectangulaire booléenne a k' lignes et m colonnes A telle que :

a. .
1]

1 si Xi est 1ié a Yj par un arc de U.

0 sinon

- b) Dessin du graphe

Pour représenter un graphe biparti par un dessin, nous le mettons
sous la forme de la figure 14 en rangeant les deux classes X et Y sur deux
segments de droite paralléles. Par convention, X est 1'ensemble des sommets
du haut et Y 1'ensemble des sommets du bas.

Chaque facon de dessiner le graphe est ainsi définie par un
couple (pl, p,) de permutations respectivement sur {1, 2, ..., k} et
{1, 2, ..., m} en interprétant 1'ordre des sommets de gauche a droite sur le
dessin a 1'aide de permutations sur 1'ensemble des indices de ces sommets.

pr(a) = i <==> X; est le a®*® sommet du haut a partir de la

gauche sur le dessin ;

pz(b) = j <==> Yj est 1e bETe sommet du bas a partir de la gau-

che sur le dessin.
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ordres

indices

indices

ordre

sens de lecture

- Figure 15 -

Compter les croisements revient & chercher pour toute aréte
(Xi’ Yj) toutes les arétes (Xr’ YS) telles que :

(7' <o) et (p3hs) > p3l(4))
ou () > e ) et (p3hs) < p3l(d))

Soit A' = A (py> p,) Ta matrice obtenue en réarrangeant selon p; et p, Tles

Tignes et les colonnes de la matrice A définie précédemment, le nombre de
croisements d'arétes du dessin défini par (pl, Pp) est obtenu en parcourant
tous les A.. égaux a 1 et en faisant la somme cumulée de tous les 1 contenus

1J
au dessus et & droite (ou en dessous et a gauche) de A% i

Ce qui correspond aux formules :

k m
x(Ps Po) = =z (al; 1 rooal )
SR TS I Rk A
k m
ou : x(P1s Po) = = % (ai, by Tooall)
> "2 i=1 j=1 W rs i s« i’



Toutes les conventions et notations qui viennent d'atre définies

sont conservées dans la suite, pour les graphes bipartis.

Ainsi, sur le graphe de la figure 14, le nombre de croisements

est égal a 7.

La matrice d'incidence associée est :

(6]

1
0

DO

1

o o o

0

ot

[we

0

0

[T o N o

La méthode décrite donne : 4 croisements pour 1'arc (3,1), et

! croisement pour chacun des arcs (3,3) (4,4) et (5,5).
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2.2. La méthode des degrés relatifs : principe heuristique

Pour essayer de ne pas avoir trop de croisements d'arétes sur
Te dessin, une idée naturelle est de chercher, une permutation py Etant
donnée sur les sommets du haut, & rendre les arcs les plus verticaux pos-
sibles, c'est-a-dire & construire une permutation pp qui place les
sommets du bas Tle plus possible en dessous des sommets du haut qui Teur

sont 1liés.

Pour cela, nous attribuons des abscisses X; € (0,11 aux sommets
de X et calculons des abscisses ¥; pour les sommets de Y en faisant la moyenne

des abscisses de leurs précédents.

Ceci revient a calculer le barycentre y des abscisses Xy pondérées

par les degrés relatifs des sommets Xi 1iés au sommet Yj considéré ;

Par exemple, pour le graphe de 1a figure 14, on a :

1
y1 == (X1 + x3)
2
1
et - ¥g = ~‘(x3 + X + Xg)
3
etc ...

Si on suppose que 1'ona : x; =0, x, = 1@ X =-l, X -3 et xp = 1,
1 2 4 3 2 4 5

0w

Nous pouveons interpréter les x; et les iz de fagon a obtenir
deux permutations Py et p, respectivement sur Tes Xi et les Yj, avec
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la méme convention de lecture que précédemment :

0 1 1 3 1
4 4 i 4  — » X
@O G 6
4 ¥ ¥ & >y
s 1 1 31 31,
8 4 8 2 4 8
- Figure 16 -

S1 nous nofons 1(x) 1'ordre des composantes du vecteur x = (xi)i=l,2,... K

et n(y) 1'ordre des composantes du vecteur y = (Yj)j=1,2,...,m

on a, pour le dessin de la figure 15 : (py, po) = (n(x), n(y))

pl = (192:3,495) R Pz = (29113:4a596)

Remarque 1 :

La convention de lecture choisie est arbitraire ; on pourrait
c]assgr les sommets de droite a gauche selon les X; et les Y; croissants
le seul point important est d'avoir évidemment la méme convention pour les
deux niveaux. Suivant 1'ordre de rangement on obtient deux couples de
permutations symétriques qui sont équivalents du point de vue des croise-
ments d'arétes, puisque chaque dessin est 1'"“image-miroir" de 1'autre :
les dessins sont Zdentiques d un retournement prés.

Remarque 2 :

Sur 1'exemple ci-dessus, on peut noter que le passage de la figure
14 a la figure 16 améliore le dessin , puisque 1'on n'a plus que 6 croi-
sements dans le second cas au lieu de 7 dans le premier.
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2.3. Formalisation itérative

La procédure qui vient d'étre décrite pour calculer une permu-
tation Py sur les Y a partir d'une permutation pp et d'abscisses X; attri-
buées aux X peut etre utilisée en sens inverse pour déterminer une permu-
tation sur 1es X a partir des abscisses Yi-

D'oll 1'idée d'envisager une utilisation itérative de cette
heuristique des degrés relatifs en reprenant comme point de départ pour les
z le résultat du calcul précédent a partir des X5

_ _ _3 _1 _ 3 _7
Y1 == ¥p = ,y3——g,y4——2~,y5—z etys-g

1
8

5=

En calculant les X5 par la méme formule barycentrique, on obtient les
nouvelles valeurs :

_ 21 11 17 13
X1 =7 Xy —~g, X3 = —, Xg =— et Xg = —

24 24 16

Contrairement & ce qui s'était produit pour les Y; Tors du premier calcul,
le classement des X n'est pas modifié par ces absc1sses

Ramrgm :

Le fait d'utiliser une formule de calcul "barycentrique” assure
que tous les X; et tous les yj sont toujours dans [0,1] si les X; initiaux
sont tous dans [0,1].

Nous allons maintenant donner une formalisation matricielle de
la méthode des degrés relatifs.

NB.: Dans tout ce qui suit, les indices supérieurs des vecteurs x et y ne
sont pas des exposants, mais des numéros d'itération.
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Considérons les deux matrices rectangulaires Ay et Ay sui-
vantes :

- AY est la matrice obtenue & partir de la matrice d'incidence
A en divisant chaque a5 (qui vaut 0 ou 1) par la somme des éléments de la
iéme ligne.

- Ay est la matrice obtenue en divisant chaque aij par la somme
des éléments de la jéme colonne, puis en transposant la matrice calculée.

AY est, comme A, une matrice de‘}"fbk m et Ax est une matrice de

qﬂ?m,k'

-

Calculer les valeurs yg a partir des valeurs initiales x% fixées
arbitrairement revient 3 calculer le produit :

4
i

yo = Ay x% o0 x0 (x%), i

0 «
(Yj)a J

1,...,m

1,..., m

[}
i

et yo

On calcule ensuite les nouvelles valeurs x% & partir des yg
en faisant le produit :

x! = Ay y0

Puis on peut poursuivre le calcul en faisant un nouvel "aller-retour”
entre les niveaux, etc ...

Pour 'tout p 2 0, on a :
(B WP=a P

() P eny s
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Chaque "aller-retour” constitue donc un pas d'itération de la méthode, gui
s'écrit :

p+l

v
e

MI Xpa’ b

i

(Ay-Ay) xP

#

(Pl) X

Y
<

1
i

+1
(Po) YT = (AR WP =M P

On peut mener le processus itératif sur M1 (resp. M,) & partir de x? (resp. y%)
et calculer quand on le souhaite le vecteur itéré yp (resp. xp } en fai-
sant une demi-itération supplémentaire par la formule (Ey) (resp. (E,)).

Exemple : Pour le graphe de la figure 14 associé & la matrice :

I

it
OO = O
[e= BN e BN o B
D O e e O
€O = O s O
ok et ek O OO
-t e ODOO

On a les matrices de degrés relatifs :

0.5 0.5 0 0 0 0| 0.5 0 0.5 0 0
0 0.33 0.33 0.33 O 0 0.5 0.5 0 0 0
AY =10.33 0 0.3 0 0.33 @0 Ax =10 0.5 0.5 0 0
0 0 0 0.33 0.33 0.33 0 0.5 0 0.5 0
0 0 0 0 0.5 0.5 0 0 0.33 0.33 0.33
0 0 0 0.5 0.5
Et les matrices d'itérations :
0.5 0.25 0.25 0 0 0.416 0.25 0.166 O 0.166 O
0.166 0.5 0.166 0.166 O 0.25 0.416 0.166 0.166 0 0.
0.166 0.166 0.44 0.11 0.11 0.166 0.166 0.33 0.166 0.166 0
My = 0 0.166 0.11 0.44 0.27 M, = 0 0.166 0.166 0.33 0.166 0.l
0 0 0.166 0.416 0.416 0.11 0 0.11 0.11 0.39 0.2
0 0 0 0.166 0.416 0.4
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M1 et M2 sont des matrices carrées de tailles respectives k et m.

A partir des formules (Py) et (P2}, on voit que la méthode
des degrés relatifs s'écrit itérativement :

1

A%
s
L]

i
]

x0, x" = My x" (Ml)n x0 , n

n-1

L]

v
et

(Mz)n yo ., n

i

yo, ¥ =My y

On reconnait une itération de type méthode de la puissance sur la matrice
My ou M, (cf. Varga (213 et Wilkinson [261).

2.4. Propriétés des matrices d'itérations

Soit a; et g, les coefficients (degrés relatifs) des matrices

AY et AX > ay = 1/ La..et Bi =1/5% a,.,. Ona:

i W i J!
. = m
(i\l) Ml(]’J) = ai til St ait ajt LR 13 29 3 k
k

i

(KZ) MZ(i’j) B-i til ‘lt at.‘ atJ i:j = 15 23 sy MM

Nous -allons &tablir un certain nombre de propriétés pour la matrice My s
la symétrie en les a; et B des formules (Kl) et (K,) permet de vérifier

aisément que toutes ces propriétés sont également valables pour la matri-
ce Mz.

m
En posant : 035 = til By 254 a5t 1, 0=1,2,...,k; i#ij
m ) m
et n; = L B, as. = L B, a. i=1,2,..., k
L t it t=1 t it ’
(A étant booléenne , a%, = a.. i=1,2,...,n)

1 1
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On a : Ml(i,j) = a.i @ij et Ml(i,i) = a.i n_i

Ml(i,j) se décompose en deux facteurs a; et 05

eij est proportionnel au nombre des Yt successeurs communs a Xi et Xj,
et inversement proportionnel au nombre total de prédécesseurs I/Bt de chaque

Yt-

C'est un coefficient de liaison entre Xi et Xj dont la valeur
est d'autant plus grande que :

1°) X et Xj ont davantage de leurs successeurs en commun,

2°) ces successeurs communs Y, sont moins reliés & d'autres som-
mets X que Xi et Xj (role des Bt)‘

L'intensité relative de 1a liaison entre Xi et Xj, appréciée par
rapport & Xi est inversement proportionnelle au nombre total des successeurs

de Xi (rdle de ai).

D f -l I . l ...l I] ff. * t
1
d‘ "aUtO'} ’alson“ pOUl X'
1

Propriété 1 : M; est a silhouette(*) symétrique

Démonstration : Pour i # j , Ml(i,j) = 0 <==> Ml(j,i) =0 <=>0;4 = 0.

Comme 055 = @ji’ s11h(M1) est symétrique.

En général, oy # a5 et donc M n'est pas symétrique :

Ml(i,j) = a.i @_ij # Otj @ij = Mz(j,i)

(») Définition : on appelle silhouette de M; et on note silth(M;) la matrice
booléenne (Sij) telle que :

S'ij

S'ij

Le=> M (i,§) #0 i, =1,2,..., k

0 <=> My(i,j) = 0
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1
2

Propriété 2 : 0 < Ml(i,j) < pour i # j

Démonstration :

Soit kij le nombre de successeurs Yt communs a Xi et a Xj, on

a:oay s 1 . De plus, pour tous ces Yt’ By vaut au plus 13 puisqu'ils
K. . 2
1]
sont liés au moins a 2 sommets, X, et X ; d'olt : M,(i,j) < 1, k.. x 1.1
L 1 ke 92 2
1]
Proprigte 3 : M (i,i) 22, i=1,2, ...,k
k
Démonstration :
. m a. k.
Btz..l_=>[\11(i’1’)2ai T __1_&2__1_)(_1=_1_
k t=1 k ki k k

ol ki est le degré du sommet Xi’

Propriété 4 : M1 est irréductible si et seulement si G est connexe

-Démonstration :

Soit S le graphe dont silh(My) est la matrice d'incidence
(au sens classique, et non pas au sens des matrices rectangulaires associées
aux graphes bipartis en 2.1.).

On a : M) irréductible <==> si]h(Ml) irréductible <==> S fortement connexe.

Conme silh(M;) est symétrique (cf. Propriété 1),

S fortement connexe <==> S connexe
Or, par définition de My> S est le graphe construit sur X en mettant une aréte
entre X% et Xj si et seulement si il existe Yt 1ié & la fois a Xi et Xj.



A toute chaine de S entre Xi et Xj on peut donc associer une
chaine alternée Xi - Yt - X2 - YS - Xj dans G, le graphe biparti de départ.

On a donc : S connexe <==> G connexe, et, par transitivité des équivalences

M1 irréductible <===> § connexe.

Propriété 5 : M; est stochastique en Tignes ()

Démonstration : n
£ M(i,j) =L a; T B, a,, a,
i 1 Fi L t Tit it .
k 1 m 1
=5 X a., a.
o m - it it
J=1 by aij t=1 2 45t
j1= 1
1 m 1
" h PR S L I 1
D oayy DA J
jq=1 1 s=1
k
1 m El aJt
= e sttt it E J- a.
m t=1 K it
I A..
RS B r a
m
T a.
. _t=l 't =1
m
- Y
iFl M1

(«) Définition : M; est stochastique en ligne ssi My(i,§) 20 1i,j=1,2,...,
k
et = Ml(i,j) =1 i=1,2,..., Kk
J=1
Propriété : La plus grande valeur propre d'une matrice stochastique en ligne e
simple et vaut +1, Te vecteur propre associé ul a toutes ses composantes égale

entre elles : ui = u% = ... ué =1
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Considérons les valeurs propres Ay de M, ordonnées par modules
décroissants :

I2lz ol 2.l 2 Il

Si G est connexe, les propriétés 4 et 5 qui précédent donnent :
l)\llz)\l = 1 > tAz’ > ')\3i se 0 = llkl

Supposons que M, admette une base de vecteurs propres (ul, u2 ... u
associée aux valeurs propres ordonnées ci-dessus.

En écrivant les vecteurs itérés dans cette base, on a :

i=1 !
k . k .
n i n i
M x0= 5 AMa ut=a, w s g A; a; u
1 jap 11 1 jep 1
‘Comme  max ]xi{ <1, (Ml)n X0 ——— a, ul quand n + +» , sij ay #0

i=2,...k

(Sinon (M')x0 > 0) a, est la premiére composante de x® dans 1a base (ul,u?...
1 1

des vecteurs propres.

En pratique, avec un x% choisi au hasard, la condition a; #0
(et assez grand) est vérifiée.

Ceci établit l1a classique convergence numérique des itérations
'(Pl) et (P,).

Remargue :

on a &y =1, ce qui rend inutile ici toute normalisation des
vecteurs itérés (cf. méthode de la puissance [261). De plus, si x® est dans
€ - [O,I]k, tous les itérés x" resteront dans €.
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2.5. Convergence en ordre de la méthode des degrés relatifs

Comme au paragraphe précédent, 1'étude est menge sur la matrice
Mi» mais les résultats obtenus s'établissent de la méme facon avec M,, du
fait qu'on passe de (x;) a (yj) par la demi-itération (E;) (voir § 2.3.).

2.5.1. Définition de la convergence en ordre

Dans le cas ol le graphe biparti &tudié est connexe, la méthode
décrite par la formule d'itération (Py) converge vers le vecteur ul, pour
presque tout point de départ x°.

ul ayant toutes ses composantes égales, il ne permet pas de définir
une permutation m(ul) & partir de laquelle on pourrait classer les sommets
sur le dessin (cf. § 2.2.). -

Supposons maintenant que Tes hypothéses de convergence de (Py)
sont vérifiées, nous pouvons alors étudier si n(xr) converge également,
d'olt 1a :

péfinition : la méthode des degrés relatifs comverge en ordre vers la per-
mutation p] si :

1) i1 existe un rang rp, pour la suite (xr) r 0 tel que,
pour tout r z ry, H(Xr) reste constante et égale & p?. '

2) p§ ne dépend pas du vecteur de départ x0. (3 un retournement
prés du dessin).

Nous allons caractériser cette convergence en ordre et essayer
ensuite d'apprécier les résultats obtenus du point de vue du probléme des
croisements d'arétes.
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2.5.2. Caractérisation

Sous certaines hypothéses restrictives, nous allons établir 1la
convergence en ordre de la méthode et caractériser la permutation-limite
pi ; nous discuterons ensuite ces hypothéses, qui sont des conditions suffi-
santes de 1a convergence en ordre,

Théoréme : .

La méthode des degrés relatifs converge en ordre vers Py
égal (a un retournement prés) a m{u?), od u est le vecteur propre
associé a la seconde valeur propre Xo.

Cet énoncé suppose remplies les quatre conditions suivantes :

(Hy) M; admet une base de vecteurs propres (ul, u2... uk
1/ 71

(H,) le vecteur de départ x® n'est pas colinéaire a u' (sinon la suite des
itérés (x") reste stationnaire en x%) et les composantes a, et a,
de x (sur u! et u? respectivement) sont non nulles.

(H3) A1 et X, sont des valeurs propres simples

(Hg) V'ordre défini par les composantes de u? est strict .

a) Démonstration :

Ecrivons les vecteurs de la suite (x") dans une base de vecteurs
propres (ul, u? ... uk) (hypothése (H,)).

-Ona , a la constante multiplicative a; # 0 (hypothése (HZ)) prés :

Loy, e 20, r %% k
) XTo=ul 4, 5;— e EI u
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En posant : e? = ~£¥ (1 - x?) pour i = 1,2,..., k, il vient :
1

A A
r 3 k k
Ao [ay u2 + ( X§~)r agud + ...+ ( XE—) a, U]

m
w—de
]

I

A ra, u2 + 7 lavec e'f —— 0
2 "2 i 1 :
. r > 4+ o«

En effet, 1'hypothése (H3) nous garantit simultanément Ao # 0 (pour k > 2)
A

et |=—| < 1 pour i = 3,4,... k et (H,) assure a, # O.
Ao 2 2

Etudier 1'ordre des composantes de x' revient a comparer entre eux les sg.

u? vecteur propre associé a A, a toutes ses composantes réelles, d'aprés
(H3), et, & une normalisation prés, comprises dans [-1,+11; 1'hypothése

(Hy) permet de définir m(u?) sans ambiguité ; a m(u?) pres, uf < ... < uf.

r

On a : e; = Ag £a2 u% + a'? 1 pour i =1,2,..., k.

La différence de deux eg consécutifs s'écrit donc :

r I GRS 2 Y LS o
€i41 T 85 T A Fap(ugy - u) + (egyy - e
Quand r » + =, le terme prépondérant dans cette différence est a,

2 = 12 .
(U5 - 43) -

soit e*= min(u?,y - u3], 1=1,2,..., k-1)

D'aprés (H4), e*> 0,
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¢ %
En prenant r, tel que : [e°, 0! < £~ pour tout i, le facteur (eir - eth)
0 i 4 1+1 1
* E_Y‘.‘
est inférieur en valeur absolue 3 £ et comme - reste alors compris
* *

entre (u% -E ) et (u% + E—-)ﬁ 1'ordre des e? ne change plus, vu Ye choix
2 2

effectué pour &
D'oll le résultat : rg : rzrg n(e") = H(sign(a1 a,) u?) = p;.

Remarque :

Dans pi, sign(a1 a,) dépend de Xg- Mais, d'aprés la remarque 1
§ 2.2., les permutations p; et m(u?) donnent des dessins identiques, a un
retournement prés.

C'est donc Vordre n{u2) qui définit 1'ordre ﬁr(er) et qui gquide
ainsi le processus de convergence des x'.

‘n(u2) définit le nombre limite y" de croisements d'arétes obtenu par la méthode
des degrés relatifs.

b) Rdle des hypothéses

- 1'hypothése (Hl) n‘est sans doute pas nécessaire, mais elle facilite
la démonstration : Supprimer (Hl) oblige a se contenter d'une forme de Jordan
pour My, au lieu d'une forme diagonale.

-~ 1'hypothése (Hy) est sans grand inconvénient pratique : un vecteur x° pris
au hasard sera en général satisfaisant.

- nous ne disposons pas d'une interprétation satisfaisante pour (H3)s mais
simplement de la conjecture suivante :

Conjecture 1 : si (H3) est vérifige, (Hg) est inutile.




- 70 -

Nous allons donner deux exemples pour lesquels Ao n'est pas
valeur propre simple, et qui permettent de mieux situer la portée de
1'hypothése (H3) et son lien avec les ex-aequos dans n(u?), c'est-a-dire
les composantes égales de uZ2.

1) Graphe complet Kk m - (cf. Roy £ 201) : Si G est complet, A est universel-

le et M1 a tous ses coefficients égaux a 1/k. Dans ce cas trés particulier,
M; eétant symétrique, on peut calculer facilement la matrice de déflation :

tul eyl

t

Mi =My -
s T A

et comme up = s Mi est la matrice
1
nulle ; on a donc :
>\2=>\3=.;.=>\k30

A n'est donc pas valeur propre simple.

2) Triple chaine : considérons le graphe suivant :

1 2 3 4

1 2 3 45 6 ;

Il est formé de trois chainesde méme longueur articulées sur le sommet 3_du
niveau du haut : 3-3-1-1, 3-4-2-2 et 3-5-4-6.

3 o I 9
4 4
0 3 1 0
Pour ce graphe on a : M = 4 4
i1 1 1
6 6 2 6
o o L 3
4 4
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3

4
propre triple, associée au sous-espace propre défini par le triédre :

D'aprés la structure du graphe, on voit facilement que X, = est valeur

-1 -1 -2
0 -1 0
2 3 . Y
u 0 =t 9 u +1
+1 +2 : +1

Dans ce cas particulier, suivant le point de départ x0, on constate qu'on
obtient un classement variable des composantes, il n'y a donc pas convergence
en ordre au sens de la définition.

Dans ces deux exemples, non seulement X, n'est pas valeur propre
simple, mais son ordre de multiplicité est k-1. Ceci n'est pas surprenant
pour les graphes bipartis complets puisque toutes les permutations sont équi-

valentes, la convergence en ordre n'a pas grande signification.

L'autre exemple est plus complexe, bien que toujours 1ié a des
propriétés de symétrie du graphe qui se traduisent sur le vecteur propre u?
de ]a;maniére suivante : on peut avoir des composantes u% égales sans que
les lignes et les colonnes correspondantes de Ml soient identiques.

Ceci nous améne a distinguer dans n(u?) les "vrais" et “faux"
ex-aequos :

S1 les lignes i1 pseee, ip de M; sont identiques, on a

uf = u? =... =u? . Les sommets X. , x. 2«»s Xy sont de “vrais" ex-aequos
i iy i i” T, i
P : p
car ils sont aussi associés a des composantes €gales dans tous les autres
vecteurs propres u3,..., uk, et il n'est évidemnent pas question de chercher
un rang ry a partir duquel ils soient classés entre eux de maniére stable

dans x'.
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Dans ce cas, on peut envisager de confondre les ex-aequos pour re-
trouver un ordre strict, et définir ainsi toute une famille de permutations
* . . s .
p; dans lesquelles les "vrais" ex-aequos seraient voisins.

Nous pouvons expliciter la conjecture 1 par 1la

Conjecture 2 : Sj (H3) est vérifiée, u? ne contient que de "vrais" ex-aequos.

Réciproquement (cf. exemple de la triple chaine) si Ap n'est pas simple,
on doit envisager plusieurs groupes possibles de "faux" ex-aequos.

2.5.3. Un exemple d'optimalite

Dans le cas simple d'une chaine alternée, n(u2) donne une permu-
. * - . . = o . o o
tation P; correspondant & la solution optimale, c'est-a-dire ici un dessin
sans croisement d'arétes :

avs

La matrice M, est tridiagonale symétrique :

=
[y
]
I




73 =

Soit P le compact :

Montrons que :
xr€°9=> xr+le$ rz=1;

+1 1
ng _ xﬁ*L __[(xr

4
N ATV P
A I T

= i-[(xg - x;) + (xg - x;)]

v

0

et de méme : x;+1 - x£+1 2 0 etc ...

Donc si x¥ est dansD 1a suite (xr) reste dans &, et 1'ordre n(xr) = T(-u?)
ne change pas au cours des itérations.

Vu la structure particuliére de Mi» on vérifie facilement que u2
ne contient pas d'ex-aequos :

3 . 1
2 _ 2 2 2 _ 2 2
Ml us = A2 us => --u1 + = g5 = Az u1 < u1

4 4

Do uj # ui et par un raisonnement analogue de proche en proche :

2 2
>
Ul U2 ? eee > Uk

H(u?) est donc bien défini sans ambiguité et fournit le meilleur classement
possible,



- 74 -

2.6. Etude expérimentale

Pour le probléme de la minimisation du nombre de croisements
d'arétes, nous avons &tudié la dynamique de Ta convergence en ordre de la
méthode des degrés relatifs et les &léments propres de la matrice Mq-

2.6.1. Notations
Dans ce qui suit, nous aurons & distinguer :

x L'optimum w = k(ﬁl, ﬁz). ﬁl et 52 étant le (ou les) couple(s)

de permutations qui permettent d'avoir un dessin du graphe biparti comportant
Te minimum absolu de croisements d'arétes, pour tous les dessins possibles.

* le minimum  p(x%) = Min [x(H'{, Hg)]
rz0

ol H; = H(Xr) et m, = H(yr). u(x%) est le nombre de croisements minimal

fourni par la méthode des degrés relatifs quand on part de xO.

x la limite ¥ = x(Pi, pZ) dans les cas o0 1'on a convergence en
ordre de la méthode (cf. théoréme 2.5.).

A défaut de connaitre w, il est intéressant d'en obtenir une
N . = = * . . .
approximation grace a u et x , si cela est possible. I1 est clair que :

w < u(x0)

En général on aura : u(x%) < x pour presque tout x°.

2.6.2. Méthode de travail

Pour effectuer cette étude, nous avons utilisé :

- un programme standard de détermination des valeurs propres
et vecteurs propres (algorithme QR).
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- un programme d'itération de la méthode des degrés relatifs,

qui détermine a chaque itération r : Hg, ng, et x(n{, ng).

Les exemples traités sont de deux types :

a) Des graphes simp]es; de taille assez petite, pour lesquels
w est connu et qui sont construits "sur mesure" pour tester la méthode dans
les conditions de la convergence en ordre.

b) Des araphes trés touffus, de grande taille (jusqu'a 150 sommets
et plus) qui sont des cas réels d‘application.

Ces exemples proviennent du CTGREF(*) de Grenoble et représentent des graphes
de décision pour des problémes de politique agricole régionale.

w n'@tant pas connu, leur traitement reste heuristique. Ce sont ces graphes
qui ont suscité 1'étude spécifique des graphes bipartis.

2.6.3. Résultats

a) Eléments propres

Le calcul des é&léments propres de My nous a permis de constater
sur tous les exemples traités que tous les éléments propres sont réels,
méme lorsque les hypothéses de simplicité de Xy et a, n'étaient pas vérifiées.

L'hypothése faite précédemment sur ces &léments propres (M1 dia-
-gonalisable) ne semble donc pas restrictive en pratique.

(*) Centre Technique du Génie Rural des Faux et Foréts - Ministére de
1'Agricul ture.
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b) dynamique de convergence

L'expérimentation a fait apparaitre deux catégories de graphes,

d'aprés 1'allure du processus de convergence :
p

ro.r
X(H13 HZ)
A J
A3
X0 + oo L
N 0
+ * +
X e ———— et
+
N + +
(x0) =y~ fommmmmm e + o+ u(x0)-fm-mmmem +
S T NN DU S N [T N DO O T .
i f | i 1 ! - I 1 I 1 i,“ | ;
ro.
tvpe € o T min ' 0
ype Ly type C2
- Figure 17 -

Pour C; on a : u(x%) = x" < xg pour presque tout X’et pour
Cy sAXO/u(x0) < ¥ < Xg » v &tant atteint pour r = r . <rg valeur de r
a partir de laquelle n(xr) reste constante.
Pour les graphes "sur mesure" on a obtenu :
- la convergence de type C4

- la solution optimale : w =y = x*

Pour les graphes du CTGREF, on a :
- une convergence de type C2

- w inconnu, mais u(x?) semble proche de w.

Lorsque x° est un vecteur quelconque (non colingaire & un des

vecteurs propres)on observe que :
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- la dépendance de u, r . et ry par rapport a x% est faible

m

= uin et o sont des fonctions croissantes de k.

Exemples :
a) Le graphe suivant donne une convergence de type C1 :

=5
J m = 10
On a m-—n=)(*=2
b} Pour deux graphes du CTGREF nous avons obtenu :
k ] Y‘m.in [t X* Xg o U/)(D X*/XO
10 28 4 302 385 485 18 0.63 0.79
24 98 5 4419 5018 8844 25 0.49 0.57

Dans les exemples étudiés, Xy est voisine de 0,90 et 2q 1égérement

inférieure (de quelques centiémes) ce qui explique les valeurs assez élevées

de rg, puisque la vitesse de la convergence en ordre dépend de ig 5
: 2

A
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Les autres vecteurs propres : u3, u*... uk donnent des permutations

H(u1) avec des nombres de croisements de plus en plus élevés.

Dans certains cas particuliers, u®, u* etc ... apparaissent
1iés aux symétries du graphe.

2.7. Un probléme voisin : Ta bande diagonalisation des matrices

D'aprés 2.1., toute matrice booléenne A rectangulaire k x m
(carrée su k = m) peut &tre considérée comme matrice d'incidence d'un graphe
biparti 6 = (X,Y,U), X et Y étant respectivement associés aux lignes et
aux colonnes de la matrice A.

Les dessins qui suivent montrent la parenté qui existe entre
Te probléme de la minimisation du nombre de croisements d'arétes et celui

de 1a bande diagonalisation des matrices :

Graphe G Matrice A

A B C D E F
1 X X
2]x X
3 X X
41 x X
X(Pla Pg) =19 5 X X

aprés classement des sommets selon les permutations optimales (ﬁl, 62) :

Graphe é Matrice A

D B @ ® @ c E B D A F
© ® ® ® ® 6

20T PO W e
>
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Mercier et Trémoliéres (cf. [161) ant &tudié le probléme et donné plusieurs
heuristiques, parmi lesquelles la plus efficace est bien adaptée au traitement
des matrices effectivement bande-diagonsalisables (comme la matrice A ci-
dessus) et trés creuses, comme les matrices issues des calculs d'éléments
finis.

Vu la différence d'objectifs, il est assez difficile de com-
parer 1'efficacité des heuristiques de [16] avec notre méthode des degrés
relatifs.

Nous avons remarqué qu'une de ces heuristiques repose sur un
critére dit de "pénalisation par la distance a la diagonale" dont le fonc-

tionnement est assez voisin de ce que donnent les degrés relatifs.

Exemple de bande diagonalisation optimale

Dans le cas ol A est une matrice-bande k x k, les matrices d'jté-
ration sont aussi des matrices-bandes de largeur double de celle de A.

Par exemple, si A est tridiagonale, My est pentadiagonale :

9 6 3 0
6 6 4 2 0
3 4 6 4 2 O 0
0 2 4 6 4 2 0
1 0 4 6_ 4

,M1=‘ig \\\\\ ?\
; \\\\\\2

0 3 6

w oo WO

Vu sa structure particuliére on peut appliquer a cette matrice
la méme démonstration qu'a la matrice tridiagonale symétrique associée a
une chaine (cf. 2.5.3.) et établir ainsi 1'optimalité de 1a méthode des
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degrés relatifs pour les matrices tridiagonalisables :

Ce résultat peut se généraliser avec une largeur de bande > 2. pour A,

3. LES GRAPHES MULTIPARTIS

Parmi les graphes hiérarchisés comportant plus de deux niveaux,
les plus simples sont les graphes multipartis. Un graphe est de ce type si
et seulement si :

» tout sommet fait partie d'un chemin maximum (hiérarchie des rangs,
hiérarchie inverse des rangs et hiérarchie serrée sont équivalentes),

* il ne contient pas de shunts (arcs entre des niveaux non con-
sécutifs) :

- Figure 18 -
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3.1. Le probléme des croisements

Dans un tel graphe, le probléme de 1a minimisation du nombre de
croisements se pose toujours en termes de permutations des sommets & 1'in-
térieur de chaque niveau. Mais il est impossible d'utiliser les méthodes
valables pour les graphes bipartis en cherchant les permutations les meil-
1euyes sur toutes les paires de niveaux consécutifs.

En effet, il est peu probable que la suite de ces solutions lo-
cales donne une bonne solution globale, & cause des incompatibilités de
classement sur les niveaux intermédiaires : si 1'on retient une certaine
permutation p des sommets du niveau 2 par rapport au niveau 1 et une per-
mutation p' par rapport au niveau 3, p et p’ ne coincideront généralement
pas et la meilleure solution sera une permutation p" qui donnera un nombre
de croisements supérieur a la somme des deux minima mais inférieur au nom-
bre total de croisements résultant du choix de p' ou de p.

Le probléme devient donc beaucoup plus complexe, puisqu'il s'agit
de trouver pour chaque niveau la permutation qui soit la meilleure, non plus
par rapport aux niveaux voisins, mais par rapport aux répercussions de ce
choix sur 1'ensemble de la représentation.

Les méthodes heuristiques utilisées (voir Laugier et Martinez [12]
et Warfield [25] ) dans le cas des graphes multipartis consistent en géné-
ral & se donner une liste de "configurations indésirables" et de régles
élémentaires de transformation puis a@ chercher sur la matrice du graphe
toutes les améliorations locales possibles. Leur inconvénient est d'imposer
pour chaque cas un parcours systématique de la matrice ol 1'on cherche a
appliquer la régle choisie, sans détruire les améliorations préalablement
obtenues, ce qui conduit a des temps de calcul assez importants si 1'on
souhaite effectuer un travail vraiment exhaustif.
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3.2. Extension de la méthode des degrés relatifs

La matrice d'incidence d'un graphe multiparti peut &tre mise
sous forme bloc-triangulaire, si les lignes et les colonnes respectent 1'or-
dre des niveaux : '

Graphe G Matrice A

1 23 45 6 7 8 910 11

1 XXX

2 X | X

3 X

4 X

5 X

6 X

7 X x
8 X | X
9

10

11

- Figure 19 -

Dans la matrice A, on a trois blocs rectangulaires qui décrivent les arcs
existant entre les quatre niveaux du graphe :

1 2 3 4
i ¥ St ¥ S T SRS

NN

o AN
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On peut définir la méthode itérative a partir des deux niveaux extrémes :

demi-itération descendante demi-itération ascendante
- Figure 20 -

On introduit comme au § 2.3. les matrices de degrés relatifs :

NN N \\
A

Ay = ggg Ay = \\\ |

! YN NN

D'ol 1a suite des calculs par niveaux :

YO = A, X0 WO = o
1

20 = p, YO puis 2'0 = A, WO
X, Yy

Wo = A 70 y'o - A 7'0C
X3 Yy

On tire : X'0 = A, ¥'0=xl = (A, A, A, A, A, A, )X

Yy Y1 ¥y Y3 TR T, T
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On pose : M; = A, A, A, A, A, A, =A'_ A’
1 Y1 Y2 Y3 X3 X2 X1 Y X
M2 =A, A, A AY AY A

Aty A
K3 Ko Xy TV, X

Y =

3 Y

My et M, sont comme précédemment les produits en sens inverse 1'un de 1'autre
de deux matrices rectangulaires A'X et A'Y.

Nous n'avons pas expérimenté numériquement cette extension de

-1a méthode, car les graphes que nous avons a traiter sont plus généraux que
Tes graphes multipartis.

4. FORME REDUITE ECLATEE : PROBLEMES SPECIFIQUES

Par rapport aux graphes multipartis, un graphe quelcongue que
1'on veut dessiner sous forme réduite éclatée pose trois problémes ncuveaux :

* les shunts
* la hiérarchie serrée
* les composantes fortement connexes.

4.1. Les shunts

Bien que la hiérarchie serrée ait pour effet de raccourcir cer-
tains arcs inutilement longs, un certain nombre de shunts peuvent subsister,
qui risquent de créer des croisements d'arétes. On peut essayer de se
ramener approximativement au cas d'un graphe multiparti en introduisant
des sommets fictifs le long des shunts. Cependant, on aura du mal & construire
des solutions dans lesquelles les shunts resteront rectilignes. En fait,
une différence majeure apparait avec le cas des graphes bipartis et multi-
partis : il ne suffit plus de rechercher pour chaque niveau une permutation
optimale sur les sommets, i1 faut aussi tenir compte des distances entre
les sommets pour ce qui concerne les croisements dis aux shunts. En effet,
pour qu'un shunt ne coupe pas une autre partie du dessin, i1 faut pouvoir
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dégager de part et d'autre de son trajet un "couloir" aui ne soit

traversé par aucun autre arc. Ceci suppose qu'on puisse écarter suf-
fisamment les autres sommets de part et d'autre de cette zone et donc
qu'on donne éventuellement aux arcs génants une orientation assez éloignée
de la verticale, alors qu'a priori, on aurait plutdét tendance a les placer
en dessous de leurs prédécesseurs (cf. heuristique des degrés relatifs).

Ceci peut s'obtenir concrétement de deux maniéres : soit 1'espace
physique dont on dispose est assez large, soit on resserre les niveaux pour
avoir un bon rapport dimension horizontale / dimension verticale, ce qui
nuit évidemment & une utilisation rationnelle de 1'espace disponible. Or
un des critéres que nous avons posé au début de ce chapitre était d'avoir
une répartition homogéne des sommets sur le dessin, dans la mesure du possible.

k/Ecran\\*

- Figure 21 - - Fiqure 22 -

Le passage de la figure 21 a la figure 22 nécessite d'écarter
nettement ¢ vers la gauche, ce qui ne sera pas toujours possible concrétement,
ni méme réellement souhaitable : c et d sont reliés & a et b de la méme
facon, et il peut étre plus intéressant de les laisser 1'un & c6té de 1'autre,
ce qui favorise le repérage visuel de leur similitude de situation. {par
exemple, mettre c entre d et f).



- 86 -

Remarque :
Dans le cas concret d'oll cet exemple est tiré, c et d représentent

le Brésil et 1'Argentine.

En résumé, le probiéme des shunts est aussi un probléme d'espace
disponible concrétement, et non plus seulement un probléme de détermination
d'une permutation optimale pour chague niveau comme c'&tait le cas pour les
graphes multipartis. Méme si la solution théoricue était connue, on ne pour-
rait pas forcément 1'appliquer complétement & tout coup, & cause des contrain-
tes matérielles.

4.2. La hiérarchie serrée

L'utilisation de Ta hiérarchie serrée implique 1'existence de chemii
de portée totale non maximale, c'est-a-dire que 1'on a des sommets sans
antécédent qui peuvent apparaitre & des niveaux intermédiaires (sommets e
"suspendus"). Ces sommets introduisent un arbitraire supplémentaire, puisque
1'on ne peut les placer que d'aprés les positions de leurs successeurs. r

4.3. Les composantes fortement connexes

On doit respecter la contrainte de voisinage entre sommets d'une méme
c.f.c., ce qui complique la construction du dessin en interdisant certaines
permutations sur les niveaux et en introduisant un risque supplémentaire de
croisements : les croisements entre des shunts et les traits horizontaux
symbolisant les c.f.c.

4.4, Heuristique des degrés relatifs

L'utilisation qui a été faite ici de Ta méthode des degrés relatifs
tient compte des problémes particuliers & la forme réduite éclatée.
Le calcul heuristique est effectué en deux phases :

1} On commence par calculer un dessin du graphe réduit par la
méthode dérivée de celle du paragraphe sur les graphes multipartis : on
initialise les positions des sommets du haut par quelques itérations sur
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le sous graphe biparti des deux premiers niveaux, puis on effectue une demi-
itération descendante, avec deux modifications :

* les coefficients de pondération par les degrés relatifs
tiennent compte du nombre réel d'arcs existant entre deux c.f.c.

* les sommets sans antécédent qui apparaissent au niveau i sont
empilés dans une zone auxiliaire et, lorsaue le placement au niveau i+l
est achevé, on démarre une demi-itération ascendante sur les sommets qui sont
dans la pile pour voir s'ils ont des successeurs déja placés. Si oui, on pla-
ce ces sommets et on relance une demi-itération descendante sur la pile etc ...
Jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de nouveau sommet placé (le principe de parcours
est le méme que celui qui a été décrit auchapitre 2 dans 1'algorithme de
raccourcissement des arcs). Lorsque le traitement de la pile est terminé,
on y range tous les sommets du niveau (i+1) qui sont apparus sans précédent
puis on reprend la demi-itération descendante normale au niveau i+2.

Yoyons un exemple :

1
chaine :

Au niveau 2, le sommet o va dans la pile, puis le sommet g au niveau 3 ;
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au niveau 4, le sommet vy est placé et permet 3 8 et « de cuitter la pile.
Ensuite le sommet & entre dans la pile, et le placement des sommets du der-
nier niveau permet de calculer une position pour § puis pour e.

2) On éclate niveau par niveau les c.f.c. comportant plus d'un
sommet en employant la méme méthode : le positionnement relatif des sommets
d'une méme c.f.c. se fait en calculant par 1'heuristique, une série de valeurs
par rapport aux précédents et une série de valeurs par rapport aux suivants,
puis en effectuant un classement qui tient compte des deux séries :

Ceci permet de respecter la contrainte de connexité pour les
c.f.c., puisque les sommets d'une méme c.f.c. seront répartis aprés ce clas-
sement dans 1'intervalle séparant la c.f.c. de sa voisine de droite et de
sa voisine de gauche. Outre son efficacité spécifique pour le probléme traité,
cette heuristique a 1'intérét d'étre rapide. Elle a aussi certains incon-
vépients qui découlent de son caractére trés local :

- pas d'optimisation globale,
- pas de solution efficace pour le probléme des shunts,
- manque de finesse (ex-aequos).

Cependant, moyennant quelques aménagements ajoutés dans les
programmes de calcul : séparation des ex-aeguos, redilatation éventuelle
de 1'intervalle de répartition, maintien d'un écart suffisant entre les
sommets, ..., elle donne des dessins utilisables aque 1'on peut ensuite cor-
riger @ 1'écran, si 1'on souhaite améliorer la représentation (cf. Chapitre 5}.

En fait, les résultats obtenus sont d'autant meilleurs que le gra-
phe est plus proche d'un graphe multiparti, avec une distribution réguliére des
sommets sur les niveaux, le "graphe idéal" ayant la forme suivante (cf. para-
graphe sur les graphes multipartis).
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1 En effet, 1'existence d‘un bon
maillage et le fait que le nombre
2 de sommets par niveau varie réqu-
3 liérement, garantissent qu'il
y aura peu d'ex-aequos. De plus,
4 les problémes causés par la pré-
sence des shunts sont limités
5 du fait de leur faible longueur.
6
7

Par contre, le graphe suivant est un exemple typique de graphe
difficile a traiter par 1'heuristique considérée :

7 Ealadef ol X R T NN N Y

-y v o ow

En effet, toutes les sources de difficultés y sont réunies :

- shunts longs et nombreux,

- beaucoup de sommets “suspendus",
p
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- absence de maillage,

- existence d'une grosse c.f.c. (probléme de compatibilité entre
les deux classements heuristiques a 1'éclatement),

- graphe biparti des deux premiers niveaux non connexe {ini-
tialisation inefficace).

Pour un tel graphe, qui peut par ailleurs étre dessiné sans aucun
croisement d'arétes, 1'heuristique peut donner de trés mauvais résultats.

Le cas est malgré tout relativement rare. En effet, dans les cas
concrets que nous avons traités, nous disposions d'une aide supplémentaire
non négligeable : la nomenclature. Or, quand i1 y a beaucoup d'arbitraire
dans les choix, 1'ordre de la numérotation des sommets devient un facteur
important et le fait que cet ordre soit celui d'une nomenclature concréte
(qui n'est en général pas batie au hasard) aide & faire les "bons choix".

En fait, si la structure du graphe est assez fortement maillée,
1'heuristique suit Te maillage et i1 n'y a pas trop de problémes (hormis
les shunts). Si, en revanche, le graphe comporte surtout de grandes filiéres
isoldes les unes des autres, 1'ordonnancement devient plus aléatoire, mais
dans ce cas, il y a moins d'arcs, donc moins de chances qu'ils se coupent !

Compte tenu des réserves que nous venons de faire, les trois
objectifs fixés au départ sont assez bien remplis par la méthode des degrés
relatifs :

adaptation aux formes standard : calculs portant sur les abscisses - dessin
obtenu en deux temps : graphe réduit puis &clatement.

1isibilité : placement assez naturel au barycentre des précédents ou des
suivants.

rapidité : pas de retour en arriére : chaque emplacement calculé est définitif

De nombreux dessins obtenus par cette méthode sont donnés au
chapitre 6.
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5. FORME CENTRIFUGE : L'HEURISTIQUE DES ANGLES POLAIRES

Pour utiliser au mieux la forme du dessin, on va ici, placer
les sommets en utilisant un systéme de coordonnées polaires (p,0) oli p sera
calculé en fonction des niveaux, et ot 1'heuristique se réduira donc a la
détermination des angles polaires g des sommets du graphe.

On commence par chercher si les centres constituent un ensemble
d'articulation. Si oui, on positionne indépendamment les sommets des sous
graphes ainsi trouvés dans des secteurs circulaires puisque ces sous graphes
ne sont reliés que par 1'intermédiaire des centres.

Les secteurs circulaires ont une taille angulaire proportionnelle
au nombre de sommets qu'ils contiennent.

5, |

Exemple : PP it

- Figure 23 -
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Ici, Te plan est découpé en quatre secteurs :

S1 contient 3 sommets, 52 en contient 5 et 53 et S4 respectivement
11 et 5.

Dans chaque secteur, on commence par positionner un sommet de
faible degré, &loigné du centre, puis on positionne ses successeurs et pré-
décesseurs & intervalle angulaire régulier, en tournant toujours dans le méme
sens (sauf pour les sommets 1iés a plusieurs sommets déja placés, pour qui
on fera la moyenne des angles de Teurs voisins) et en donnant la priorité
au sommet le plus proche du centre, lorsque 1'on a plusieurs candidats au
positionnement (les autres &tant mis sur une liste d'attente). Chaque fois
qu‘on arrive sur un centre, on prend le premier sommet dans la liste d'attente.
S'i1 y a plusieurs sommets centres, on les positionne sur le plus petit cercle
d'aprés le nombre d'arcs qui les lient & chaque secteur.

Quand les sommets sont tous placés, on repasse en coordonnées
cartésiennes pour 1'affichage du dessin.

Dans les cas o0 les arcs ne sont pas trop nombreux, on obtient
un dessin de ce type :

- Figure 24 -
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(Les circuits articulés sur les centres sont représentés par 1‘'heuristique
sous une forme rappelant des pales d'hélices). Ici aussi, chaque position
calculée est définitive, ce qui donne des résultats assez rapides.

La méthode d'empilement des successeurs non placés revient a
simuler un algorithme récursif de placement des sommets par la gestion
explicite d'une pile. Le fait que 1'on parte des sommets périphériques
{qui sont toujours de degré plus faible que les autres) d'une part diminue
la dose d'arbitraire inhérente & ce type d'algorithme, et, d'autre part,
garantit que 1'on n'empilera pas trop de sommets en attente de placement
puisque les sommets de fort degré auront une partie de leurs sommets adja-

cents déja placés.

Pour les raisons invoquées au § 1.2., on n'a pas étudié le pro-
bléme de la minimisation du nombre de croisements. Le déplacement interactif
des sommets & 1'écran est bien slr une possibilité offerte & 1'utilisateur.

Le lecteur se reportera au chapitre 6 ol sont donnés de nombreux exemples

de dessins.
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CHAPITRE 4

TRAITEMENT PREPARATOIRE DES TABLEAUX DE DONNEES :

LE SEUILLAGE

Si le graphe & hiérarchiser est défini par la Tiste de ses arcs

ou par sa matrice d'incidence, il peut &tre traité directement.

Mais, en général, les données concrétes (portant, par exemple,
sur des échanges entre pays, ou entre branches industrielles) sont présen-
tées sous la forme d'un tableau carré a coefficients entiers ou réels.

La maniére la plus simple de transformer ces tableaux en des ma-
trices booléennes qu'on puisse interpréter comme des matrices d'incidence

de graphes, consiste a en prendre la silhouette :

Exemple :
1 2 3 4
1 150100 0 ] 10
2 0 [120] 5 | 15
3 0 100§ 0 | 50
4 0 120 {75 |10

Matrice de données M

0 1 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1

Matrice A = silhouette de M.
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Graphe associé :

N
I
A
|

w

En procédant ainsi, on ne conserve qu'une vision trés schématique
de la structure du tableau initial, puisque Tes différences quantitatives
dans M disparaissent dans A, et donc aussi du graphe associé.

Cette trop grande simplification entraine que 1'on n'a guére
de chances d'obtenir une structure hiérarchique utile pour 1a compréhension
du systéme. Pour extraire des données numériques des informations intéres-
santes et faire ressortir les lignes de force du réseau de relations étudie,
i1 semble logique de privilégier les données qui pésent le plus et de né-
gliger les valeurs quant:tativement trop faibles pour &tre qualitativement
significatives ; cette idée nous améne a effectuer diverses opérations
de seuzillage sur les tableaux de données initiales.

1. LE SEUILLAGE

Définitions :

Soit M une matrice carrée n x n 3 coefficients entiers ou réels,
on appelle seuillage de M par la condition C(s) 1'application qui a M asso-
cie une matrice booléenne A de méme taille de la facon suivante :

i
(e

si C(s) est vérifiée pour mij’ alors aij = 1, sinon aij

pour i,j = 1,2,..., n
s est un paramétre appelé niveau de seuil (i1 peut &tre vectoriel)

A est appelée matrice seuillée au niveau s,
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Cette opération permet d'associer la valeur 1 aux aij seulement
lorsque les mij correspondants dépassent une certaine valeur, qui dépend

du choix effectué pour la condition C(s) et du niveau de seuil s.

2. DIVERSES CONDITIONS DE SEUIL

2.1. Seuillage absolu

On construit la matrice seuillée A en appliquant & chaque mij

une condition C,(s) de la forme :

P
mU S

2.2. Seuillages relatifs

On construit A en tenant compte pour chague mij de son poids re-
latif dans sa ligne et/ou sa colonne, ce qui donne trois expressions pos-
sibles pour la condition de seuil,

m. .
. 1J

» seuillage relatif en ligne CQ(s) P —— 25
Lomyy
J

x seuillage relatif en colonne C.(s) : 1] > s
Lm,.
i W

m, . m, .
* seuillage relatif mixte Cm(s) s — s'You (— s")
Im,, L m,,

j i i 13

Dans ce dernier cas, le niveau de seuil est un vecteur s = (s', s").
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2.3. Remarques

On peut évidemment construire autant de seuillages hybrides que
1'on veut, par combinaison de seuillages absolus et relatifs, par exemple :

M. . m. .
Cpls) @ Dimgs > 57) et ( — > 5)1 o ( )
T om,, $om, .
i 1 j 1]

L'inconvénient de conditions de ce type est la nécessité de fixer simulta-
nément les trois composantes (Sy, Sy, s3) du paramétre vectoriel de niveau.

L'utilisation des seuillages absolus est classique en analyse
d'image : on travaille sur des images “digitalisées", découpées en petites
cases auxquelles sont associés des niveaux d'intensité lumineuse qui jouent
1e méme rdle que les coefficients numériques de nos tableaux de données
initiales.

En choisissant bien les niveaux de seuil, on peut par exemple
isoler des cellules sur un fond plus clair, ou des noyaux de cellules, plus
sombres que les cytoplasmes. '

I1 est clair que, dans ce contexte, des seuillages relatifs n'au-
raient aucun sens, puisque le découpage de 1'image est totalement arbitraire.

Au contraire, dans le cas de matrices de données concernant les
interactions dans un systéme, les ?fgnes et les colonnes correspondent aux
&léments du systéme, et 1'utilisation de seuillages relatifs peut étre
fort utile.

2.4. Utilisation des seuillages

Le choix de 1'une ou de 1'autre des deux méthodes dépend de
1'application envisagée, chaque méthode ayant ses inconvénients : le
seuillage absolu privilégie la valeur numérique brute, sans tenir compte
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de la difference éventuelle des poids globaux représentés par les deux
extrémités d'un arc donné, d'ol  une &limination trop brutale d'informa-
tions utiles & la compréhension de la structure des flux ; par exemple,

si dans un tableau d'import-export, le coefficient ms s est faible en va-
Teur, mais s'il représente 80% des exportations totales du pays j, sa sup-
pression par seuillage peut alors &tre ennuyeuse.

Au contraire, les seuillages relatifs, et particuliérement
le seuillage mixte, respectent bien ce genre de données, mais négligent
les valeurs réelles des flux,ce qui peut aboutir & des résultats paradoxaux ,
surtout dans les cas ol 1'on emploie des niveaux de seuils élevés : par
exemple, un sommet du graphe qui représenterait un gros volume total
pourrait se trouver complétement isolé si tous les flux entrants (et/ou sor-
tants) ont des valeurs voisines (et par conséquent des poids relatifs
équivalents qui peuvent étre faibles si les arcs sont nombreux). Néanmoins
1'emploi de seuils relatifs nous parait préférable a celui de seuils

absolus, pour 2 raisons :

* leseuillage absolu interdit par nature toute péréquation liée
aux sommets et par la se montre souvent peu "structurant".

* il est plus facile et plus parlant de tenir compte des valeurs
brutes par des moyens visuels (épaisseurs variables attribuées aux arcs)
ou de rechercher les valeurs initiales exactes des coefficients du tableau
aprés un seuillage relatif que de construire des données complémentaires
sur les poids relatifs aprés un seuillage absolu.

3. LES PROBLEMES D'INTERPRETATION

Une fois adoptée la méthode de seuillage, i1 faut sélectionner
le (ou les) niveaux de seuil qui sont les plus “significatifs", d'aprés
la structure hiérarchique & laquelle ils aboutissent.
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Les critéres de sélection sont a la fois objectifs et subjec-
tifs § en général le probléme se pose de la maniére suivante (quel que
soit le type de seuillage utilisé): pour un niveau de seuil faible ou nul,
le graphe est trés touffu, 1'analyse des structures hiérarchiques ne donne
Pas grand chose (souvent un seul niveau); les différents sommets &tant trés
liés Tes uns aux autres,ils jouent des réles peu différenciés dans la struc-
ture du systéme. Pour un niveau de seuil trés &levé, les arcs ont tous été
supprimés, les sommets sont tous isolés et on n'a pas non plus de structure
intéressante (hiérarchie des rangs réduite & un niveau, hiérarchie des &car-
tements impossible & construire). Entre ces deux cas extrémes, il y a une
“zone efficace" plus ou moins grande & 1'intérieur de laquelle apparaissent
différentes structures, qui correspondent a des plages de seuil de largeurs
variables [Si’ Si+1{

En général on obtient schématiquement :

? ;

132 0 %4 Sp-ll

o

S

AL R NN R NN NN t 1 ¥

$p «———— Zone efficace > S

p
- Figure 25 -

On a p plages de seuillage Lsys $i+1{ correspondant chacune a une
certaine structure hiérarchique pour le graphe associé a la matrice seuillée

par s, s; s < s..4. Le nombre de plages p est borné par le nombre d'arcs

contenus dans le graphe (au maximum, p = n2 si n est le nombre de sommets
du graphe), puisque chaque changement de structure hiérarchique ne se pro-
pl défi-
nit la zone efficace de seuillage, dans laquelle on va chercher & mettre

duit qu'avec la disparition d'au moins un arc. L'intervalle [sgs s

en évidence, sinon les p structures hiérarchiques existantes, du moins
les plus caractéristiques d'entre elles. En pratique, on effectue divers

seuillages a intervalle régulier dans [sgs s,1. Par exemple, si on a

p
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Sg = 1% et Sp = 35% (en seuillage relatif) on étudie les structures
hiérarchiques obtenues pour des seuils 5, 10, 15, 20, 25 et 30%, puis,
suivant les résultats obtenus, on refait ou non des seuillages inter-

médiaires.

Pour effectuer une sélection dans la zone efficace, sur la base
des dessins obtenus, plusieurs critéres interviennent :

1 » la lisibilité du graphe, d'autant meilleure qu'il y a moins
d'arcs.

2 » la différenciation hiérarchique, ce qui revient & choisir
les images comportant le plus grand nombre de niveaux hiérarchiques.

3 » 1'adéquation de la structure observée & 1'idée qu'on se
faisait a priori de la structure du systéme.-

Ces trois critéres sont plutdt subjectifs, aussi a-t-on intérét
a leur adjoindre trois critéres objectifs de sélection, qui sont Tiés aux
plages de seuillage.

_ 4 x le niveau de seuil : une structure hiérarchique reflétera
d'autant mieux 1'agencement interne du systéme correspondant qu'elle sera
obtenue pour un seuil plus bas.

5 x la largeur de la plage de seuillage : plus la plage de
seuillage [Si’ Si+1[ associée a une structure hiérarchique donnée est large,
plus cette structure apparait comne stable dans le systéme considéré, par
opposition aux structures transitoires qui sont liées a des seuils précis,
et donc a des plages de seuillage étroites, et qui risquent ainsi d'étre
moins pertinentes pour la compréhension du systéme.

6 » la ressemblance avec les structures voisines : ce critére
est voisin du précédent en ce sens qu'il permet aussi d'apprécier la stabi-
1ité d'une structure hiérarchique ; en effet si on compare la structure
obtenue par la plage de seuillage Lsys Sj41l aux structures obtenues pour

°
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les plages de seuillages voisines [5%-1’ s;[ et [s 2€ on peut espé-

i+1° Sis
rer &valuer qualitativement si une des bornes S; OU s, 4 Marque un change~

ment de structure important.

Le premier critére et, dans une moindre mesure, le second, pous-
sent 3 utiliser des niveaux de seuil assez &levés, pour obtenir des struc-
tures & la fois claires et assez finement hiérarchisées. Le quatriéme cri-
tére est donc contradictoire avec les deux premiers, mais on aura rarement
des structures intéressantes & des niveaux de seuil trés bas.

Le troisiéme critére est nocif, puisqu'il pousse a privilégier
a priori, telle ou telle structure observée.

Or, la seule objectivité ici possible est 1'exhaustivité : par-
courir la zone de seuillage avec un pas de variation du niveau de seuil
suffisamment fin pour ne laisser &chapper aucun des schémas structurels
possibles. Ensuite, tout ce que peut apporter la méthode est d'ordre cri-
tique et purement négatif : indiquer & 1'utilisateur que son idée a priori
€tait fausse si la structure qu'il s'attendait & voir apparaitre n'existe
pour aucun niveau de seuil, mais en aucun cas 1'existence d'une image atten-
due ne peut certifier une plus grande portée explicative du schéma préconcu.

Les cinquiéme et sixiéme critéres posent le probléme de la stabilité
des structures observées, sur lequel nous reviendrons au chapitre 6. En
pratique, on construira des matrices multiseuillées en "empilant” les matri-
ces obtenues pour des niveaux de seuils croissants :

01110 4§1]0 0i11}10}01}0 0 (2 10 t1 10

CJjoj1111]0 010101110 0 012 1}0

0 ]J]1 {01011 0j110}0}1 0 {2 01012

0 (11110140 01110101t o0 0 12114010

0j10t11110 0jot1j0}0 0 j0j2111]0
seuil s seuil Sp > 5 matrice multiseuillée

(515 s9)
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Prendre dans la matrice multiseuillée tous les coefficients
mij > k restitue la matrice booléenne du kéme seuil.

Cette méthode permet de tester rapidement toute une série
de seuils, et de mieux approximer les différentes plages [Si’ S
dans la zone efficace.

i+1?
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CHAPITRE 5

DESCRIPTION DES LOGICIELS

1. TRAITEMENT DES GRAPHES BIPARTIS

En dehors des programmes standard utilisés pour 1'é@tude expéri-
mentale de la méthode itérative des degrés relatifs (méthode QR pour lg
calcul des valeurs propres et méthode de la puissance), nous avons écrit
un programme utilisant la méthode des degrés relatifs de maniére heuristique.

Ce programme est écrit en Algol Y et contient 370 instructions.
Son principe est le suivant :

1. A partir du graphe initial (stocké sous forme de listes d'arcs)
on construit un graphe de taille plus petite en regroupant arbitrairement
en classes les sommets sur leurs niveaux respectifs.

2. On applique au graphe obtenu un pas d'itération de la méthode
des degrés relatifs, ce qui permet de permuter &ventuellement certains grou-
pes de sommets entre eux. (Pour calculer la pondération par les degrés
relatifs on dénombre tous les arcs entre sommets des groupes).
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3. On "&clate" les classes du premier niveau en classant les sommets
a 1'intérieur de chaque classe par le critére des degrés relatifs les liant
aux classes de 1'autre niveau, et on réordonne &ventuellement les sommets
de chaque classe par rapport d ceux des classes voisines.

4, On effectue la méme démarche pour &clater les groupes de 1'autre
niveau, avec cette différence que le critére des degrés relatifs est appli-
qué par rapport aux sommets du premier niveau, puisque les classes y ont
déja éte éclatées.

Ce programme a €té utilisé sur les mémes exemples que ceux qui
sont cités au chapitre 3 (graphes du CTGREF) et il s'est révélé efficace
et surtout trés rapide : Sur 1'exemple (10,28) qui donnait un minimum de
302 croisements i1 a fourni une configuration & 306 croisements (3 partir
du méme point de départ) et sur 1'exemple (24,98) i1 a calculé 4900 croise-
ments en 5 s, alors que la méthode de la puissance donnait un minimum de
4400 croisements en 5 itérations, soit 30 s de calcul !

Soit un graphe biparti (k,m) on s'arrange pour construire des
classes ayant respectivement sur chaque niveau environ Yk et /m sonmmets,
ce qui donne Yk et /m classes.

Exemple : graphe initial (10,15) avec 31 croisements :

- Fiaure 26 -
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La structure de ce graphe montre qu'il ne sera pas modifié par
le critére des degrés relatifs,
Eclatement des classes du niveau 1 : on suppose aue les sommets
des classes du bas ont les mémes coordonnées dans chaque classe, soit :
1 2

0,~,—,et]l.
3 3

Le classement obtenu est :

1/9 0 2/9~ﬂ 1/2 1/3 5/12 5/9 5/6 5/6 7/9

D'oad la répartition : 2, 1, 3, 5, 6, 4, 7, 10, 8 et 9 sur le premier niveau.

On classe d'aprés cette répartition les sommets du bas :

0 {0.11}0.05{0.11({0.37{0.44{0.44{0.6710.61/0.63(/0.94]0.78}{0.78; 1 | 1
t r 7T T N

réordonnancement des sommets

D'ott 1e graphe :

OO

@B O O G

Avec seulement 22 croisements.
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2. LES LOGICIELS LPVIGREC et CPPERNIC

LBVIGREC (Logiciel d'Ordonnancement et de Visualisation Interactive
de Graphes Réduits Eclatés et des Composantes) et CHPERNIC permettent de
hiérarchiser et de visualiser des graphes, respectivement sous la forme
réduite éclatée et sous la forme centrifuge (cf. chapitre 2)

2.1. Infrastructure

Ces deux logiciels fonctionnent au CICG (Centre Interuniversitaire
de Calcul de Grenoble) respectivement depuis Juin 1978 et Janvier 1979,
sur une machine virtuelle de 512K de 1'ordinateur IBM 360/67 sous CP-CMS.

Ils fournissent, par 1'intermédiaire du logiciel GRIGRI (Leduc-
Leballeur [131, Lucas [151) des dessins sur un terminal graphique Tektronix
4010. Des desssins sur papier peuvent &tre obtenus grdce au logiciel
SOFTBEN sur le traceur BENSON. Il1s ont été écrits en Fortran et représen-
tent un ensemble de programmes assez volumineux : plus de 3000 instructions
Fortran et un encombrement de 1'ordre de 75K au chargement. Nous allons dé-
“crire le fonctionnement de ces logiciels du point de vue de 1'utilisateur
en faisant ressortir les différentes options offertes et les éléments de
dia]ogué.

Ensuite, nous esquisserons une description interne des programmes,
en nous Timitant essentiellement & la structure de données, les principes
des algorithmes de calcul ayant &té donnés aux chapitres précédents.

Nous essaierons surtout de faire ressortir les principes adoptés

pour le découpage des sous-programmes et d'opérer une classification fonc-
tionnelle de ceux-ci.

2.2. Description externe

Ces deux logiciels peuvent étre utilisés de facon indépendante.

. Néanmoins LPVIGREC "contient" CPPERNIC, du fait que la méthode de hiérarchisa-
tion des écartements-est utilisée pour représenter la structure interne des
composantes fortement connexes d'un graphe "réduit éclaté”.
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Nous allons décrire le fonctionnement de LPVIGREC, puis nous
precvserons Tes quelques points sur Tesquels CPPERNIC différe de LPVIGREC.

Nous traiterons successivement :

- les différents types d'entrées possibles pour les données initiales.

la structure du dialogue avec 1'utilisateur

les sorties graphiques.

2.2.1. Les entrées

Les formes d'entrées actuellement disponibles sont de quatre

types :
T1 - liste des coefficients non nuls
T2 - matrice carrée a coefficients entiers ou réels, positifs ou nuls.
- T3 - matrice multiseuillée (cf. chapitre 4)
T4 - liste des arcs du graphe.

Le programme d'initialisation générale demande a l‘utiiisateﬁr
d'indiquer le type d'entrée dont il se sert et prend en charge 1'altération
des noms de fichiers de données, le chargement et 1'exécution des programmes,
a partir des indications fournies par 1'utilisateur. Pour lancer 1'exécution
de ce programme initial i1 suffit de taper la commande IMAG au clavier.

Etant donnée la maniére dont le graphe est représenté en mémoire
(cf. Description interne), seul le type T4 est directement interprétable.

Le type T3requiert 1'indication du niveau de seuil adopté par
T'utilisateur.

Les types Tl et T2 exigent une opération préalable de seuillage,
opération qui permet de se ramener au type T3, selonune des méthodes dé-
crites au chapitre 4.

Le cas o0 Te graphe est donné sous la forme d'une matrice d'inci-
dence booléenne est considéré comme faisant partie du type T3 (avec un seul
niveau de seuil).
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Deux autres formes d'entrées sont envisagées, pour 1'introduction
de données a partir d'une tablette graphique :

T5 - dessin dugraphe sur la tablette
T6 - pointage des coefficients non nuls d'une matrice sur la tablette

Soit le schéma :

Fichiers sur disque
e - e —— .

e

Tiste des coef-
ficients non nuls

@

) 4

matrice brute a
coefficients réels

@

) i Tablette
P e ———
matrice . Dessin dessin de la
multiseuillée Liste des arcs du graphe matrice
7 Pk
£ ~7
p 6@ . &

N

Lo

Représentation du
graphe en mémoire

- Figure 27 -

Les différents programmes de passage d'un type de données & un
autre type sont P1, P2, P3 et P4.
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Pl est un programme de reformatage et P4 un programme de lecture
qui ne demandent aucune intervention a 1‘utilisateur.

P2 est le programme de seuillage dont 1'activation entame une
phase de dialogue avec 1'utilisateur en lui demandant successivement d'in-
diquer : i

- la méthode de seuillage voulue

- le nombre de seuils souhaités (maximum : 9)

- les niveaux de seuils (par ordre croissant)

Quatre méthodes de seuillage sont disponibles :

seuillage absolu

seuillage relatif en lignes

seuillage relatif en colonnes

seuillage relatif mixte.

Dans un souci de simplification, les seuillages hybrides ont &té’
exclus, et le seuillage mixte est effectué avec le méme.niveau en ligne et
en colonne. Ainsi, un seul paramétre de niveau s est demandé a 1'utilisateur.

Dans les notations du chapitre 4 les quatre méthodes retenues ici
s'écrivent donc : Ca(s), Cn(s), Cc(s) et Cm(s,s).

P3 est le programme d'interprétation d'une matrice multiseuillée.
IT demande a 1'utilisateur de choisir un seuil, ce qui s'effectue en tapant
Te numéro d'ordre du seuil pour lequel il veut voir le graphe (1 si la matri-
ce est simplement booleenne, d'aprés la remarque faite plus haut).

La structure du graphe étant stockée en mémoire, les sous programmes
de réduction et de hiérarchisation sont activéssauf si 1'utilisateur indi-
que que le graphe est sans circuit : alors la hiérarchisation est
effectuée directement. Le résultat en est fourni a 1'utilisateur sous la
forme suivante :

N@MBRE DE NIVEAUX : nivmax
N@MBRE DE CFC :ncf '

Ensuite sont affichés les tableaux des niveaux et des c.f.c., suivis de
la question : VOULEZ-VOUS DES IMAGES ?
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+Jusqu'a ce point de 1'exécution le dialogue s'est effectué par
des ordres d'écriture et de lecture & la console, et aucune commande
graphique n'a encore eu lieu.

Ceci permet d'utiliser le programme de réduction et hiérarchisation

sans étre obligatoirement connecté a un terminal graphique. (cas d'un termi-
nal indisponible, essais préalables).

Maintenant, si la réponse est QUI, le programme entre dans sa

. phase proprement graphique, et le dialogue avec 1'utilisateur se fait par
des "MENU" et des "MESSAGE" (primitives de GRIGRI) ; nous allons
décrire le dialogue a 1'écran.

2.2.2. Structure du dialogue graphique

L'instrument essentiel du dialogue est la primitive "MENU" de
GRIGRI qui permet & 1'utilisateur de faire son choix parmi une série de
- possibilités en désignant sur 1'écran un nom dans une liste : MENU affiche
dans le coin de 1'écran la liste des noms désignant les différentes options
possibles. L'utilisateur effectue alors son choix en pointant un nom avec
Te réticule. La primitive "MESSAGE" est utilisée pour les parties du dialogue
qui requiérent de la part du programme ou de 1'utilisateur la fourniture
de données alphanumériques (numéros, valeurs etc ...).

L Le principe retenu pour la mise en place des "MENU" a &té une
structure hiérarchisée, correspondant sur le plan graphique au passage
d'un type d'affichage & un autre ; la structure comprend quatre niveaux :

% un niveau préliminaire qui permet & 1'utilisateur d'effectuer un
affichage global, ou de changer 1'affichage global présent sur 1'écran.

* un niveau de modification de 1'image globale et de demande

d'informations nouvelles.
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* un niveau décrivant les deux types d'informations possibles :

1 » type alphanumérique : affichage de données avec 1'image globale
2 * type graphique : images partielles o

* un niveau redonnant la possibilité d'afficher des données avec

les images partielles.

D'ol le schéma :

Choix d'un Modification Données
affichage Informations — | alphanumériques
global Nouvelles \\\\\\\\
‘ Affichages Données
Partiels alphanumériques
Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4
- Figure 28 -

Dans chaque MENU, la commande FIN permet la remontée au niveau
précédent, sauf au niveau 1, oil la commande ARRET termine la phase d'affi-
chage.

2.3. Les sorties

‘Les sorties prévues sont de trois types :

A - dessins a 1'écran
B - dessins sur papier
C - stockage sur fichier

Les sorties a 1'écran sont générées par le programme, en utilisant
les primitives de GRIGRI. Les images ainsi obtenues sont modifiables par
interactivite.
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Ces dessins sur papier permettent de conserver une trace de 1'image
existant sur 1'écran & un moment donné, sous une forme plus ou moins élaborée.

Le stockage sur fichier (qui n'existe pas actuellement) a pour
but de conserver une image sous forme numérique (liste de coordonnées)
pour une réutilisation ultérieure (par exemple, lors d'une phase de simu-
lation sur le graphe), avec 1'avantage de ne pas recommencer a ce moment
toutes les phases de calcul précédant le dessin conservé (hiérarchisation,

calcul des coordonnées, modifications éventuelles du dessin).

Dans les MENU, les dessins sur papier correspondent aux commandes
COPIE et DESSIN.

Le stockage sur fichier prendra place dans les MENU aux mémes
endroits que la commande DESSIN, sous la forme d‘'une commande FICHIER.

Toutes les autres commandes servent & 1'affichage de dessins
ou de données alphanumériques et & la modification interactive des dessins,
elles font donc partie de la rubrique "sorties écrans".

1. Les sorties écrans se répartissent en trois classes :

- les dessins globaux (et leurs modifications)
- les informations alphanumériques auxiliaires.
- les dessins partiels.

Les dessins globaux sont affichés sur appel des commandes :

REDUIT,ECLATE ou CFC

Leurs modifications sont effectuées par les commandes DEPLACE, NUMERO et
ARCEPAIS.
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Les affichages de données auxiliaires (regroupés dans la commande
VALEURS du menu (3) ) sont obtenus par les commandes NOMENC, VALSOM et
VALARC (menus () et (B) )

'Les affichages de dessins partiels (regroupés dans la commande
PARTIES du menu (:) ) correspondent aux commandes :

ZppM4, ZppM9, DES, ASC, FIL, CHEMINS et CFC

Remarque :

Vu son importance particuliére, la commande CFC est considérée
a la fois comme un dessin global et comme un dessin partiel.

Nous allons maintenant décrire ces dix neuf commandes du point
de vue de T'utilisateur, c'est-a-dire en donnant ce qui est vu sur 1'écran,
ainsi que les paramétres éventuellement 1iés a certaines d'entre elles .

MEny (1)

* commande REDUIT : provoque 1'affichage du graphe réduit (cf. chapitre 2)
sous la forme suivante :

Chaque cfc est symbolisée par une
"domino" contenant autant de petits
carrés qu'il y a de sommets du
graphe dans cette cfc.

Le message "GRAPHE REDUIT" s'affiche
en bas de 1'écran.

GRAPHE REDUIT

Les commandes de MENU (:) sont ensuite proposées au choix de 1'utilisateur.



x commande ECLATE : provoque 1'affichage du graphe éclaté :

Chaque sommet est symbolisé par

un hexagone.

Les tailles des sommets peuvent étre
variables {cf. données auxiliaires).
Le message "GRAPHE ECLATE" s'affiche
en bas de 1'écran.

L'utilisateur est sollicité par le
MENU @ .

GRAPHE ECLATE

« commande CFC : cette commande envoie & 1'utilisateur un message : "SOMMET
CONCERNE ? . Z, ", qui s'inscrit en haut de 1'écran.

Celui-ci doit répondre en tapant au clavier le numéro d'un des
sonmets de la cfc qui 1'intéresse dans la zone Z du message. Ensuite, la
commande provoque un appel & CAPERNIC, qui donnera une représentation
centrifuge de la cfc considérée.

MENU ) ;

» commande DEPLACE : cette commande permet de modifier 1'image du graphe

réduit de la maniére suivante :

elle envoie un message ; "COMBIEN DE SOMMETS DEPLACEZ-VOUS ?._Eg

en haut de 1'écran. L'utilisateur répond un nombre k (au plus égal a 10)
dans la zone Z.

Ensuite 1'utilisateur désigne alternativement une des cfc qu'il
veut déplacer puis le nouvel endroit de 1'écran o i1 veut la mettre. Quand
les 2k points attendus ont été fournis, une image tenant compte des modifi-
cations demandées est affiché. )

En cas d'erreur de pointage d'une cfc, la cfc concernée n'est
pas déplacée. |
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Remarque :
Les changements de niveaux ne sont pas admis, les modifications

. ne se font donc gu'horizontalement.

x commande NUMERO : cette commande permet d'afficher & cO6té de chaque carré

le numéro du sommet correspondant (qui est évidemment arbitraire pour les

cfc contenant plusieurs sommets). Cet affichage ne fait pas partie des données
alphanumériques auxiliaires, puisque le numéro donné 3 chaque sommet est un
numéro d'ordre arbitrairement fixé par le programme (par exemple dans 1'ordre
de lecture des lignes de Ta matrice d'incidence). ‘

Dans tous les cas ol une commande exige que 1'utilisateur donne
un numéro de sommets (par exemple la commande CFC), la commande NUMERO
est exécutée préalablement, pour éviter toute erreur de désignation, 1'uti-
Tisateur ne connaissant pas a priori les numéros affectés aux sommets sur
1'écran.

(Les commandes COPIE et DESSIN sont décrites ultérieurement).

MENU )
Les commandes DEPLACE et NUMERO fonctionnent sur le graphe éclaté

exactement de la méme fagon que sur le graphe réduit, avec la seule diffé-
rence qu'elles portent sur les sommets (hexagones) au lieu des cfc ("dominos").

« commande ARCEPAIS : cette commande permet de modifier le dessin du graphe
éclaté en attribuant aux arcs une épaisseur liée a la valeur réelle du coef-
ficient correspondant. Si les données permettant d'effectuer cette opération
n'existent pas, la commande est sans effet.

ARCEPAIS n'aurait pas de sens dans le MENU (2) , car chaque arc
entre deux cfc peut représenter plusieurs arcs du graphe éclaté.

Les commandes VALEURS et PARTIES provoguent respectivement 1'af-
fichage du MENU (:) et du MENU (:) » sans changement du dessin présenté a
1'écran (graphe éclaté).
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MENU () ;

* commande NOMENC : cette commande affiche 3 coté de chaque hexagone sa
nomenclature abrégée (3 lettres). Si les sommets du graphe n'ont pas de

nom, cette commande est sans effet.

« commande VALSOM : cette commande affiche le message suivant :
YA Z
SOMMET CONCERNE ? LA&J VALEUR BRUTE : L_EL_J

L'utilisateur tape dans Z1 Te numéro du sommet. En réponse, la valeur numé-
rique réelle associée a ce sommet (Tors du seuillage) est affichée dans 22.

» commande VALARC : cette commande affiche le message :
4 L, Z3
SOMMET INITIAL : ou”s FINAL : oaZs VALEUR BRUTE : >,

L'utilisateur tape dans Z1 et Z, les numéros des extrémités de 1'arc qui
1"intéresse. La réponse en 23 est la valeur du coefficient correspondant
dans la matrice non seuillée.

En cas d'erreur, la réponse est : "ARC INEXISTANT".

Si les données brutes n'existent pas (graphe non issu d'un seuillage)
les commandes VALSOM et VALARC sont sans effet.

MENy ()

Ce menu récapitule toutes les possibilités de dessins partiels
extraits du graphe éclaté, a savoir :

1 » des effets de loupe : ZPPM4 et ZPpM9.

2 » des chemins arrivant et/ou partant d'un sommet donné (FIL,
ASC, et DES) ou entre deux sommets donnés (CHEMINS).

3 » des composantes fortement connexes en hiérarchie centrifuge.
(commande CFC : voir MENU (i) ).
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3
x commande Z@@PM4 : cette commande donne une image agrandie d'une portion

du graphe, en affichant sur tout 1'écran un quart de la surface du dessin,
centré sur un point fourni par 1'utilisateur.

Elle envoie donc le message "POINTEZ LE CENTRE DE LA LOUPE" puis
attend que 1'utilisateur ait désigné un point avec le réticule, dans
1a région qui 1'intéresse.

En réponse,la commande substitue au graphe éclaté 1'image locale
agrandie , accompagnée du message : AGRANDISSEMENT DEMANDE.

La commande Z@@PMI fonctionne comme ZPPM4, mais pour 1/9&me de
la surface. L'effet de loupe est donc plus fort.

» commande ASC : cette commande affiche sur 1'écran tous les chemins (&lémen-
taires ou non) qui ont un sommet donné x pour extrémité finale & un ordre

donné k.

Le dessin a’la forme d'une arborescence de racine x, et contient
tous les sommets qui sont des prédécesseurs de x & une distance au plus
égale 3 k.

Le message suivant est envoyé pour demander les paramétres :

Z1 Z,

SOMMET CONCERNE ? La— ORDRE VOULU 7 o=,

L'utilisateur tape le numéro de x dans Z; et T'ordre k dans Z,.

Les commandes DES et FIL fonctionnement comme ASC, mais DES fournit 1'ar-
borescence des successeurs et FIL la réunion des deux arborescences pré-
cédentes (cf. Figure 30) dessinée chacune sur un demi-écran.

* commande CHEMINS : cette commande fonctionne & partir de trois paramétres,
deux numéros de sommets x et y et un ordre de calcul k, qui sont fournis
par 1'utilisateur dans les trois zones du message :

JA JA JA
SOMMET INITIAL ? .y SOMMET FINAL ? ;AE; ORDRE VOULU 7 L;EJ
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Alors, la commande détermine tous les chemins allant de x a y et qui sont
de longueur au plus égale a k, puis elle les affiche sous 1la méme forme
arborescente que les commandes ASC, DES et FIL (cf. figure 30 ),

A toutes ces visualisations partielles est associé le MENU (:),
qui reprend les commandes du MENU (:), Tui-méme associé au graphe éclate.

Les sorties papiers sont de deux types :

* commande COPIE : cette commande effectue une copie fidéle du dessin présent

sur 1'écran au moment o elle est appelée (commande TEKBEN de GRIGRI) et
la range dans le fichier destineé au traceur BENSON.

* comnande DESSIN : cette commande permet de tracer un dessin sur papier

avec une presentation plus soignée. L'utilisateur peut choisir successivement :

- le format du dessin, soit grand format (90 cmx 65 cm) soit
format A3 (42 cm ~ 29,7 cm).

- un titre et un sous titre, qui viendront s'inscrire dans un
cartouche surmontant le graphe.

- le sens des fléches sur le graphe (de haut en bas ou le contraire)

Si les sommets possédent des dénominations, elles seront écrites dans un
Cartouche "LEGENDE".

La figure 31 montre une photoréduction (1 : 2) d'un tel dessin
au format A3.

La commande DESSIN n'est associée qu'aux dessins globaux (REDUIT,
ECLATE, CFC).
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EXEMPLES

GRAPHE ECLATE

ASC (4,3)
(3 @ ®
2\ (6)
0 (:) (§>'"""“'(:>

CHEMINS (2,6,4)

- Figure 30 -

FIL (4,3)
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Le logiciel CAPERNIC est construit de la méme facon : mémes
types d'entrées (plus 1'appel & partir d'une c.f.c. dans LPVIGREC), méme
hiérarchie de menus. -

I1 comprend un élément de dialogue particulier : 1'utilisateur
doit préciser s'il veut calculer une hiérarchie centrifuge directe, inverse,
ou non orientée. (cf. chapitre 2).

Son utilisation indépendamment de L@VIGREC est guidée par un
programme d'initialisation générale, activé par la commande initiale au
clavier : "KEPLER" (cette commande lance 1'exé&cution de la méme facon
que la commande "IMAG" pour LPVIGREC). La structure du dialogue est 1la
suivante :

NOMENC
VALSOM
VALARC
DEPLACE CoPIE
| NUMERO FIN
VALEURS
PARTIES
COPIE NOMENC
DESSIN VALSOM
.............. VALARC
ARRET ZppMa COPIE
o9 ) S el
DES FIN
ASC
FIL
CHEMINS
fin du traitement | jr-=eemmmmmmmand]
COPIE
FIN

- Figure 32 -
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o

On n'a ici que trois niveaux, le premier niveau de sélection d'une image
globale étant inutile.

Les seules différences avec le schéma de dialogue de LOVIGREC
sont les suppressions de ARCEPAIS et CFC.

2.3. Description interne

2.3.1. La structure de données

L"ensemble des variables et des tableaux utilisés pour décrire
Tes différents types de données manipulées par les sous-programmes est
réparti en 27 zones de mémoire qui sont des "commons & &tiquettes” en
Fortran.

Ces 27 zones sont regraupées en cing classes, d'aprés les réles
Joués dans les programmes par les données qu'elles recoivent.

Parmi ces cing classes, deux décrivent les propriétés structurelles
des graphes étudiés ; la classe ST contient les données et résultats rela-
tifs a 1a structure globale des graphes dans LPVIGREC. La classe C Jjoue
le méme role dans CPPERNIC. La classe G décrit les différents types de
données auxiliaires. Les deux autres classes regroupent les tableaux
utilisés par GRIGRI, la classe A pour les affichages de dessin et la classe
T pour les affichages de textes.

* La classe ST :

La structure du graphe est décrite par quatre groupes de tableaux :
STl : quatre tableaux d'entiers S, P, ARS, et ARP. Ces tableaux décrivent
le graphe initial sous la forme suivante :

{

—

ARS [ l I
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Le tableau ARS contient la liste des successeurs du somnet § de
J=S(i)a k-1-=S(i+l) -~ 1.

51 le sommet i n'a pas de successeur , S(i) = S(i+1). P et ARP contiennent
les mémes données dans 1'ordre des prédécesseurs. (S, ARS) permet de descen-
dre dans le graphe et (P, ARP) de monter. Suivant le sens de parcours, on

est amené a utiliser 1'une ou 1'autre des deux structures.

Pour un graphe ayant n sommets et p arcs, 1'encombrement
total est : 2(n + p + 1).

STZ : six tableaux d'entiers RS, RP, GRS, GRP, DMS et DMP.

Les tableaux (RS, GRS) et (RP, GRP) donnent les listes d'arcs
du graphe réduit avec les mémes conventions que pour ST1l. Les tableaux
DMS et DMP indiquent pour chaque arc entre deux c.f.c., le degré de multipli-
cité qu'il a, en terme de nombre d'arcs du graphe initial.

51 le graphe initial est sans circuit, DMS et DMP valent 1 par-

&

tout, et les autres tableaux sont identiques & ceux de STI.

ST3 : trois tableaux entiers CFC, TA et N SPM.

Le tableau CFC indique a quelle c.f.c. appartient chaque sommet ;
CFC(i) = j : Te sommet i est dans la c.f.c. j. Les tableaux (TA, NSPM)
décrivent 1'ensemble des c.f.c. ; La taille de la c.f.c. k est donnde par
TA(k+1) - TA(k). Les numéros des sommets faisant partie de cette c.f.c.
sont donnés dans NSPM, de NSPM (TA(k)) & NSPM(TA(k+1)-1). Cette structure

permet de parcourir les sommets c.f.c. par c.f.c.

ST4 : trois tableaux d'entiers NIV, INIV et LNIV.

Ces trois tableaux décrivent la structure hiérarchique du graphe
de Ta méme maniére que ST3 celle des c.f.c. : NIV(i) = j : la c.f.c. i est
au niveau j. Les tableaux (INIV, LNIV) donnent la répartition des c.f.c.
par niveaux, la Tiste des c.f.c. du niveau k étant comprise entre
LNIV(INIV(k)) et LNIV(INIV(k+1)-1). Ceci facilite les parcours par niveaux
du graphe.
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Les niveaux sont donnés pour le graphe réduit, puisque les sommets
ont les mémes niveaux que leurs CFC. Ainsi, le niveau du sommet i est
donné par : NIV(CFC(i)).

Enfin le common STO contient les 3 variables N, NCF et NIVMAX
qui sont respectivement le nombre des sommets du graphe, celui des c.f.c.,
et celui des niveaux.

STO contient aussi un tableau booléen & 5 cases ABSENT(5) qui
permet de savoir si les données auxiliaires (épaisseurs d'arcs, valeurs
brutes etc ...) existent ou non.

La classe C :
L'ensemble des informations utilisées pour le calcul de la struc-
ture hiérarchique centrifuge et la détermination des positions des sommets

se répartit en 7 zones :

C1 ; le tableau d'entiers MC, & deux dimensions est 1a matrice des

plus courts chemins.

c2 : trois tableaux d'entiers ICP, IZP, NSZ et un tableau de réels THI.
ICA donne la structure hiérarchique ; ICA(i) contient la différence entre
1'écartement du sommet i et le rayon du graphe (cf. chapitre 2)
(ICA(i) = 0 si i est un centre). _
IZp donne 1a répartition des sommets dans les secteurs articulés
sur le (ou les) centres 3 IZ9(7) = § : le sommet i est dans le
secteur j. )
NSZ donne Te nombre de sommets par secteurs ; NSZ(i) = j : le secteur
i contient j sommets. THI(k) : angle polaire ol commence le secteur k.

C3 : Deux tableaux d'entiers NDEG et ISHU
NDEG donne le degré de chaque sommet et ISHU la portée maximale des
arcs qui lui sont adjacents.
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(Ces deux données interviennent dans les calculs de priorités pour le
placement des sommets).

c4 : 3 tableaux d'entiers NPR, LATT et NUSP
NPR contient 1'indice de priorité des sommets
LATT sert a enregistrer les sommets en attente de placement
NSUP & classer les voisins du sommet en court de placement.

C5 2 tableaux de réels RLEV et THETA
RLEV donne le rayon des cercles concentriques de niveau ;
RLEV(i) = r : tous les sommets du niveau i ont un rayon polaire égal a r.
THETA donne les angles polaires des sommets.

C6 : 2 tableaux de réels CFX et CFY
Ces tableaux contiennent les coordonnées cartésiennes des sommets.

Les variables simples NT, NC, NCP, NSC et NZ sont dans le common STO ;
elles donnent respectivement le nombre de sommets, le numéro de c.f.c.

(pour les appels a partir de LPVIGREC), le nombre de niveaux hiérarchiques,
le nombre de centres et le nombre de secteurs, STO contient aussi un tableau

d'entiers NVU qui donne les numéros des sommets dans L@VIGREC (&ventuellement)

* La classe G :
Les données auxiliaires d'affichage de LPVIGREC sont rangées
dans 5 zones ;

Gl : trois tableaux réels PRDX, PRDY et TABX, une variable RST.
PRDX et PRDY donnent les coordonnées des centres des c.f.c. et
TABX les abscisses des centres des sommets.
RST contient le rayon standard attribué aux sommets
RST est utilisé d'une part dans le calcul de la séparation minimale
entre deux sommets (placement et éclatement) et, d'autre part, dans le
calcul effectif des points d'affichage a partir des coordonnées des
centres.
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G2 : quatre tableaux d'entiers NCS, IDA, IFA, NCA.
Ces tableaux sont destinés & recevoir les informations concernant les
tailles des sommets et les épaisseurs des arcs. Si ces informations
existent pour le graphe traité, elles sont stockées dans un fichier
auxiliaire créé au moment du seuillage (cf. seuillage).
NCS contient des entiers {(compris entre 1 et 9) qui définissent le
coefficient multiplicatif appliqué au rayon standard RST ; pour chaque
sommet i : rayon(i) = RST x NCS(i). Les tableaux (IDA, IFA) donnent
Ta liste des arcs qui subsistent aprés le seuillage, avec les mémes
conventions que (S, ARS). Le tableau NCA, associé a IFA, indique pour .
chaque arc un facteur d'épaisseur (entier compris entre 1 et 5).
Dans le cas ol ces données n'existent pas, les sommets du graphe ont
tous la méme taille (NCS(i) vaut 4 pour tout i) et les arcs sont sans
épaisseur.

G3 : deux tableaux LISNgM et ABR
Ces tableaux contiennent la nomenclature du graphe, qui peut étre définie
par 1'utilisateur dans un deuxiéme fichier auxiliaire.
LISNPM contient le libellé intégral en 16 caractéres, et ABR le nom
abrégé (3 caractéres).

G4 : deux tableaux de réels SPVAL et ARVAL
Ces tableaux contiennent les valeurs brutes associées aux sommets et
aux arcs subsistant aprés seuillage.
Conme les données de G2, elles sont contenues dans le fichier auxiliaire
créé au moment du seuillage. .

G5 : deux tableaux de réels : DELAI et AMPLI
Dans 1a perspective d'une extension du logiciel visant & permettre de
représenter sur écran graphique des ph&noménes de transmission de per-
turbations dans un réseau, ces deux tableaux sont destinés & contenir
deux paramétres associés a chaque arc
- un délai de transmission de 1'extrémité initiale a 1'extrémité finale
- un facteur d'amplification des perturbations.
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2.3.2. La structure graphique

La manipulation des données nécessaires a 1'affichage proprement
dit des dessins et des textes utilise les primitives de GRIGRI. Nous avons
vu précédemment que le dialogue se faisait avec des MENU et des MESSAGE.

Les données & afficher sont décrites dans cing zones de types A
et quatre zones de type T.

Chaque zone contient tous les éléments de description d'une figure
de points (type A) ou de textes (type T) : numéro de figure, tableau de
sections etc . »

L'ensemble de 1a structure graphique est composé de :

x 3 fenétres : deux fenétres fixes (0.,0.,1.,1.) et {(-1.,-1.,+1.,+1.)

‘qui servent respectivement aux dessins de LPVIGREC (globaux et partiels
sauf CFC et ZPPM) et au dessin de la hiérarchie centrifuge, et une fenétre
mobile (XB, YB, XH, YH) utilisée pour les effets de loupe (commande Z@gM).

x 5 fiqgures de points : deux po&r LPVIGREC, dessins globaux et dessins par-
tiels deux pour CAPERNIC, dessin centrifuge et dessin des cercles de ni-

veaux ; enfin, une figure auxiliaire permet la collecte des coordonnées dans
les phases de modification interactive (commande DEPLACE).

* 4 figure de textes : deux pour les dessins globaux et deux pour les dessins
partiels ; dans chaque cas, 1'une sert & 1'affichage des numéros et 1'autre
a8 1'affichage des noms abrégés (commande NPMENC).

Au total, 1'encombrement mémoire de 1a structure de données est de
1'ordre de 56K octets, dont la moitié pour la structure graphique stricto
sensu (les 9 figures de points et de textes).
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2.3.3. Typologie des sous-programmes

Les logiciels LPVIGREC et CPPERNIC totalisent une soixantaine
de sous-programmes de tailles trés diverses, de quelaues instructions
a une centaine.

Par rapport a leur rdle dans le programme d'ensemble, ces sous-
programmes peuvent étre répartis en trois catégories :

1 « modules de bases
2 = sous-programmes spécifiques
3 « phases de traitement

Les modules de bases sont des sous-programmes d'intérét général qui revien-
nent souvent dans le traitement des données ou bien qui peuvent &tre utilisés
indépendamment des logiciels dont ils font partie.

11s se répartissent en deux groupes :

* traitement mathématique
* traitement graphique

Dans Te premier groupe on trouve tous les sous-programmes qui présentent
un intérét en eux-mémes, indépendamment des logiciels LBVIGREC et CPPERNIC
sous-programme de tri des éléments d'un tableau (qui revient trés souvent),
sous-programme de réduction d'un graphe, de calcul de la matrice des plus
courts chemins etc ... .

Le second groupe constitue une sorte de catalodue graphique dont les éléments
sont des objets graphiques &lémentaires manipulés fréquemment pour faire
des affichages a 1'écran ou bien des sorties sur papier.

Par exemple le programme de tracage d'un polygone régulier utilisé
pour construire @ 1'écran la représentation des niveaux centrifuges, les sous-
programes de tragage d'une fléche, d'un hexagone, ou d'un “domino" {cfc)

etc ...
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La deuxiéme catégorie, celle des sous-programmes spécifiques,
contient deux types de programmes :

- d'une part les sous-programmes qui sont spécifigues parce qu'ils
effectuent une partie de traitement trés 1iée aux logiciels, par exemple
le sous-programme qui calcule les pondérations de priorités pour le rangement
des sommets dans C@PERNIC, ou le programme d'initialisation itérative sur
les deux premiers niveaux, ou le sous-programme qui construit la structure
du multigraphe réduit (cf. structure de données).

- d'autre part des Sous-programmes qui sont une combinaison spé-
cifique de modules de bases, par exemple, les sous-programmes d'affichages
partiels, ou les sous-programmes de calcul des coordonnées (placement des
sommets par 1'heuristique des degrés relatifs ou bien sous-programme d'écla-
tement des c.f.c.).

Enfin, la troisiéme catégorie correspond au niveau le plus glo-
bal, et donc le plus spécifiquement 1ié aux logiciels LQVIGREC et CPPERNIC.

Cette catégorie comprend les programmes principaux, ainsi que Tes
SOus-programmes qui gérent une phase entiére de traitement :'sous-programme
de,réduction-hiérarchisation—raccourcissement des arcs, sous-programme pre-
nant en charge tout un niveau de dialogue (menu - test- affichage - retour
au niveau antérieur) etc ...

Cette décomposition obéit a deux principes fonctionnels, une progres
sion du général au particulier qui va des modules de bases (suffisamment
élémentaires pour &tre utilisables ailleurs) jusqu'au programme principal,
et une séparation systématique 3 chaque niveau entre calcul mathématiaque et
traitement graphique : par exemple, les phases de calcul heuristique de coor-
données font partie du secteur "calcul mathématique", en revanche la géné-
ration des tableaux de coordonnées destinés a GRIGRI font partie du traitement
graphique. Le cloisonnement systématique permet d'envisager le fonctionnement
des phases de calcul en 1'absence d'un terminal graphique, et augmente le
degré de modularité des Togiciels LBVIGREC et CPPERNIC.
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CHAPITRE 6

EXPERIMENTATION ET CONCLUSIONS CRITIQUES

Nous allons présenter deux exemnles d'utilisation de LPVIGREC et
de CAPLRNIC, illustrés par des dessins de graphes hiérarchisés. Les commen-
taires qui accompagnent ces deux exemples ont pour but de mettre en &vidence
les informations qu'il est possible de retirer directement d'une étude at-
tentive de quelques dessins, sans préjuger de leur validite, qui pourrait
étre remise en cause dans le cadre d'une étude détaillée effectuse par un
spécialiste.

Ensuite, nous essaierons de faire un bilan critique d'ensemble

et de dégager des axes de recherche pouvant prolonger ce travail d'un point
de vue pratique ou théorique.

1. UTILISATION DES LOGICIELS

1.1. Exemples d'utilisation de LPVIGREC

Matrice d'imports-exports de véhicules i moteur pour 1'année
1973, entre 26 pays (données fournies par le GAPSET).
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Dans le tableau initial (voir Fiqure 33), les coefficients M ij
représentent les dépenses des pays i pour acheter des véhicules aux pays j.
Les arcs (i,j) représentent donc des flux monétaires, cumulés sur un an,

et évidemment orientés en sens inverse des flux de biens matériels corres-

pondants.

Pour faire ressortir les relations privilégiées dans le graphe,
nous avons construit des matrices multiseuillées par seuillage relatif mixte
(cf. chapitre 4) avec différents niveaux de seuils, et nous avons fait
fonctionner LPVIGREC avec ces différentes matrices :

Seuil 0%(0.1%10.5% | 1% |2.5% | 5% |7.5%]10%{15%]17.5%|20% 22.5%125%]30%135%

gombre 6110 ) 11 j11p 11 f11 |11 ] 11] 13} 15 | 17{ 18 | 19] 22 24
e cfc

Nbre de
' niveaux 2 5 3 3 3 3 3 3] 5| 5 6} 6 51 61 4

Le critére retenu pour apprécier 1'intérét de chaque seuil est
essentiellement le nombre de niveaux de la hiérarchie des rangs appliquée
au graphe correspondant.

Ici, les différents seuillages effectuss montrent deux plages
bien distinctes :

- une zone de forte stabilité jusqu'a 10% : 11 c.f.c. sur 3 niveaux.

- une zone correspondant a un nouveau découpage hiérarchique :
5 a 6 niveaux, aVec une croissance réguliére du nombre des c.f.c.

D'od une sélection d'images représentatives de ce premier résul-
tat : celles qui correspondent aux seuils 10%, 20% et 35%.

+ 10% pour voir la structure du graphe dans la zone de stabilité
sous sa forme la plus dépouillée (celle qui comporte le moins d'arcs).
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x 20% pour avoir une image avec le maximum de niveaux

* 35% qui correspond & 1a structure limite du graphe (presque
toutes les c.f.c. sont réduites a un seul sommet) avant sa désagrégation
compléte,

Au seuil 10%, la structure est trés pauvre :
le sommet 22 est isolé, et 1'on a une grosse c.f.c. qui contient tous les
sommets de 1 @ 8 et de 10 & 17, soit tous les pays européens de la liste
sauf 1a Suisse, 1'Espagne et la Yougoslavie et avec les U.S.A., le Canada
et 1'Afrigue du Sud.

La structure qui nous semble la plus intéressante est obtenue au
seuil 20% ; on peut la schématiser ainsi :

Singapour
Amériques
(USA - Canada
Commonwealth Mexique - Brésil
(Gde Bretagne Argentine
Afrique du Sud ' Vénézuela)
Nouvelle.- Zé&lande 7
Australie
Nigéria)
Pays Scandinaves
. Suéde Danemark
Autriche et ( N .
Suisse Norvége Finlande)
/

Europe des Six
{France - Italie

Japon RFA - Belgique
et Luxembourg
Pays Bas)

Espagne Yougoslavie

- Figure 34 -
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Le découpage des c.f.c. et des filiéres hiérarchiques suit donc
remarquablement les grandes zones géographiques ou é&conomiques, ce qui
traduit bien le fait que c'est avec ses voisins ou ses dépendances que
chaque pays a le plus d'échanges, les trois principaux groupes de pays
repérables sur ce dessin admettant chacun un “pdle principal™ USA pour les
Amériques, RFA pour 1'Europe des Six et, a un degré moindre, GB pour le

Commonweal th.

La relation hiérarchique dans le graphe n'est pas interprétable
comme une relation de domination pure et simple entre les pays des diffé-
rents niveaux, d'une part parce que le seuillage est relatif et ne fait donc
pas intervenir le volume réel des &changes, et d'autre part, parce que le seuil
lage est mixte et qu'il préserve donc toutes les relations de forte dépen-
dance entre les extrémités des arcs.

Le méme arc peut donc étre interprété comme une dépendance a 1'im-
portation, a 1'exportation, ou encore une dépendance mutuelle. Seule 1'ana-.
lyse concréte de la forme des échanges étudiés permettra de trancher entre
les différentes hypothéses possible lorsque le niveau absolu des relations
ne sera pas décisif.

Au seuil 35%, presque toutes les c.f.c. ont éclaté, seul reste
ke groupe U.S.A. - Canada - Mexique. .

Les clivages entre filiéres du graphe 20% sont transformés en
un découpage en §ix composantes connexes :

Le Nigéria, Singapour et les Pays Bas sont isolés.

Leé autres composantes sont :
le tandem Afrique du Sud - Grande Bretagne
un groupe Japon + Australie + Nouvelle Zélande et Amériques ;

le reste des pays d'Europe forme un ensemble qui garde la trace des clivages
précédents (Pays Scandinaves - Suisse et Autriche) et ol le role prépondé-
rant de la R.F.A. apparait nettement : i1 lui reste 9 arcs i ce seuil trés
éleve.
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Le role déterminant de certains pays dans le sous-groupe dont
ils font partie peut également &tre mis en évidence par la représentation
centrifuge des c.f.c. ; nous avons donc joint aux dessins obtenus par
LOVIGREC trois dessins représentant pour les seuils 10%, 15% et 20% la c.f.c.
de taille maximum au niveau de seuil considéré. Ces c.f.c. ont 8té hiérar-
chisées en hiérarchie inverse (cf. chapitre 2) de facon & ce que les sommets
centraux soient les pays les plus exportateurs.

L'observation de ces dessins recoupe bien les remarques qui viennent
d'étre faites :

* Au seuil 10%, la grosse c.f.c. du niveau médian comporte 16
sommets, et constitue un sous-graphe assez riche en arcs. Cependant, un cer-
tain nombre de caractéristiques se dégagent de 1'ensemble. D'abord le réle
important joué par la RFA, la Grande Bretagne et les USA - Ensuite le rejet
& la périphérie (pays plus importateurs qu'exportateurs) des pays Scandi-
naves et de 1'Australie et de 1'Afrique du Sud.

La présence au centre de pays comme le Mexique ou Ta Belgique,
s'explique par le fait qu'ils sont reliés simultanément i au moins deux des
trois pdles cités (RFA - GB - USA).

* Au seuil 15%, la c.f.c. principale contient 7 sommets qui sont
trois pays du Commonwealth (Grande-Bretagne, Afrique du Sud et Australie)
et les quatre pays Scandinaves (Sudde, Danemark, Finlande et Norvége). La
Grande Bretagne au centre, avec d'un cdté ses partenaires du Commonwealth
et de 1'autre le groupe Scandinave o la Suéde joue un réle d'articulation
important.

* Au seuil 20%, la c.f.c. principale regroupe 5 sommets, qui sont
Tes pays de 1'Europe des Six.

Le r6le majeur de la RFA apparait nettement : elle sert de trait
d'union entre la France et 1'Italie d'une part, et le Bénélux d'autre part.

Sur les dessins qui suivent, les sommets ont une taille propor-
tionnelle au montant total des exportations des pays correspondants, et les
arcs une épaisseur proportionnelle aux flux réels entre pays.
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1.2. Exemple d'utilisation indépendante de CPPERNIC : le réseau francais

des lignes téléphoniques & basse vitesse

Les données dont 1'étude est présentée ici consistent en un
tableau M carré 20 x 20 & coefficients entiers - (données fournies par le GAPS
Les sommets du graphe associé représentent vingtvilles francaises numé-
rotées de 1 3 20 et les coefficients m du tableau donnent le nombre de
Tignes téléphoniques reliant 1a ville i 3 1a ville j pour une certaine
gamme de vitesses de transmission (600 & 1200 bds).

Ce graphe est non orienté, puisque la matrice est symétrique,
et représente une partie du réseau inter-régional de transmission de donnges
de 1a Direction Générale des Télécommunications.

Nous avons travaillé avec des seuils absolus et des seuils rela-
tifs mixtes, & différents niveaux, pour essayer de cerner des caractéris-
tiques structurelles du réseau, en allant un peu plus loin que la simple
mise en évidence du role privilégié de la Région Parisienne ...

Dans cette mesure, 1'interprétation des résultats ne prétend pas
décrire LA structure du réseau, mais veut faire ressortir quelques traits
saillants qui sont d'ailleurs variables suivant le type de seuillage et le
niveau de seuil, chaque type et chaque niveau apportant un éclairage dif-
férent des mémes données de base.
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Seuillage absolu :

Niveau de seuil 21314]5]6
Nombre de niveaux 213 313
Nombre de centres 712117165 ,

Nombre de sommets
périphériques Blz)3)s3 ,

A partir du seuil 6, le graphe n'est plus connexe, et donc plus hié-
rarchisable. Les images les plus intéressantes sont obtenues pour les seuils
3, 4 et 5, ot 1'on a 3 niveaux. Au seuil 3, les centres sont Paris et sa
banlieue, ce qui n'a rien de surprenant,et 1'on n'a que deux sommets péri-
phériques : Rennes et Clermont-Ferrand. Toutes les autres villes sont au
niveau intermédiaire, trés interconnectées entre elles et avec les centres.

Rennes est 1liée a Bordeaux, Nantes et Rouen, et Clermont-Ferrand
a Limoges et Lyon. Si Rennes est effectivement i la périphérie géographique
du réseau, Clermont doit sa position au faible nombre de lignes qui 1la
relient a 1'extérieur. Parmi les villes intermédiaires, deux seulement
apparaissent peu liées au reste du réseau : Strasbourg (Nancy et Paris)
et Limoges (Orléans et Poitiers).

Au seuil 4, les villes-centres sont : Chalon, Dijon, Lyon, Marseille
et Toulouse, en plus de Paris et sa banlieue. Les sommets périphériques’
sont : Limoges, Rennes et Strasbourg. Parmi les sommets du niveau inter-
médiaire, trois apparaissent déconnectés du reste de ce niveau, Clermont
(qui était périphérique au seuil 3), Nancy et Montpellier.

Au seuil 5, le nombre d'arcs a fortement diminué et les regroupe-
ments apparaissent clairement : Les centres sont Paris, Lyon et Marseille,
soit 1'axe PLM (Paris- Lyon - Méditerranée). Les sommets périphériques
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n‘ont pas changé : Clermont, Rennes et Strasbourg, respectivement raccordés
a Limoges, Nantes et Nancy.

Au niveau intermédiaire, Montpellier est isolée et les autres
se déploient de fagon trés symétrique de Nancy a Toulouse via le Nord et
1'0uest, avec deux groupes de trois : Amiens, Lille, Rouen et Nantes, Orléans,
Poitiers ; chacun de ces groupes &tant chainé & deux sommets : Chalon
puis Nancy depuis Amiens, et Bordeaux puis Toulouse depuis Poitiers :

AMIENS
LILLE
jg,,ﬂ»«~”"' LILLE CHALON
NANTES ‘\
ORLEANS .
RENNES DOTTIERS NANCY

PARIS-DIJON L
LYON-MARSEILLE STRASBOURG

MONTPELLIER
BORDEAUX

‘\\“‘*- CLERMONT

TOULOUSE ‘\§\\\\\
L IMOGES

- Figure 35 -

Ainsi les caractéristiques suivantes se sont affinées & travers
1'&étude de ces trois niveaux de seuils : Te coeur du réseau, son "épine
dorsale“, est 1'axe PLM, avec une forte prédominance de Paris. Ensuite,
un grand “fer & cheval® Nancy - Toulouse, et seulement deux "points gris”
Clermont et Montpellier et trois "points noirs” : Rennes, Strasbourg et
Limoges.

La structure illustrée par ce diagramme n'était pas évident
géographiquement : on pouvait s'attendre & trouver Rennes et Strasbourg
a la périphérie, mais pas Limoges, et pourquoi pas Marseille ou Lille,
tout aussi "excentrées" ?
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Globalement, 1'impossibilité d'obtenir plus de trois niveaux
hiérarchiques et plus de trois sommets périphériques signifie que le réseau
est assez bien interconnecté, et de facon équilibrée. Au seuil 6, Limoges
se trouve déconnectée du réseau. Il serait peut-étre intéressant de pour-
suivre 1'étude sur les villes restantes, jusqu'd un éclatement plus signi-
ficatif de la connexité.

Seuillage relatif :

- L'étude d'une série de seuils relatifs mixtes permet de compléter
1'analyse précédente par une appréciation plus qualitative des liaisons,
puisque le critére relatif permet de garder connectées des villes quanti-
tativement peu liées au reste du réseau.

Niveau de seuil 5% | 7.5% 110% 112.5% | 15% [17.5% | 20%

Nombre de niveaux { 2 2 3 3 3 3

Nombre de centres |12 6 2 1 2 3

Nombre de sommets ’
périphériques 8 14 2 9 6 6

Nous allons étudier les trois seuils 12,5%, 15% et 17% qui
fournissent des répartitions des villes sur trois niveaux hiérarchiques,
conme dans le cas des seuils absolus analysés précédemment.

Au seuil 12,5%, un seul centre, Paris, mais de nombreux sommets
périphériques, 9 au total : Bordeaux, Clermont, Dijon, Limoges, Montpellier,
Poitiers, Rennes, Strasbourg et Toulouse. Les seuls sommets isolés sur ce
niveau sont Strasbourg et Dijon. On trouve donc parmi les sommets périphé-
riques, non seulement les villes attendues (Strasbourg, Clermont) mais aussi
des villes qui étaient plutdét centrales avec les seuillages absolus. Au
niveau intermédiaire, on peut distinguer une composante Sud-Est (Lyon et
Marseille) et un vaste groupe bien interconnecté : banlieue parisienne,

Est, Ouest et Nord.
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Au seuil 15%, deux centres, Paris et Marseille : on retrouve ainsi
une trace de 1'axe PLM détecté précédemment. I1 y a seulement six sommets
périphériques : Strasbourg, Clermont et Rennes qui confirment le seuillage
absolu, et Dijon, Bordeaux et Toulouse. La bipolarisation au centre du gra-
phe fait apparaitre  un clivage Nord-Sud avec une passerelle & 1'Est et
une au Sud-Ouest, Dijon et Bordeaux-Toulouse). L'apparition de ces villes
a la périphérie vient donc de ce que le seuillage relatif leur fait jouer
un réle de "relais" entre des groupes plus homogénes. On a le schéma suivant :

RENNES
s,  NORD :
bbbbbbb R |
¥, Paris-BaniTeuet EST STRASBOURG
Centre ) *
Ouest
Bordeaux
Clermont Paris , Dijon
Marseille
Toulouse

“““‘““‘““--~,N~ Lyon

Montpellier

- Figure 36 -



-~ 151 -

Dans la mesure ou le seuillage relatif ne respecte que les
liaisons importantes par rapport aux autres, une ville comme Dijon ne garde
que deux liaisons, Paris et Lyon, ce qui transcrit 1'existence d'un axe
privilégié sur lequel Dijon n'est qu'un relais I1 n'y a donc pas contradic-
tion avec les résultats du seuillage absolu, mais transcription différente
d'un méme phénoméne, avec en plus la mise en évidence d'un clivage Nord-
Sud, déséquilibré en faveur du Nord, Paris étant un pdle bien plus puissant
que Marseille.

Au seuil 17,5%, la structure a encore évolué, les trois centres
sont Limoges, Orléans et Poitiers qui constituent une zone Centre-Quest
sur laquelle s'articule trois secteurs : la Bretagne (Nantes et Rennes),
le Centre-Est et le Sud-Ouest (Clermont, Lyon, Bordeaux, Toulouse) avec
Marseille et Montpellier rejetés a la périphérie, et Paris, le Nord (Amiens,
Lille) et 1'Est (Chalon, Nancy), avec Chalon-Dijon comme relais entre les

secteurs (2) et (3) .
Est /

Chalon Nord
— @|_Paris ~\“\“‘-\\

Dijon

\\\\\\\\\ Centre Ouest

Strasbourg

Centre Est
Sud et ’//””,,»r

Sud Ouest

@ Bretagne ’

- Figure 37 -

A force de ne conserver que les liaisons privilégiées entre
une ville et deux ou trois autres, on obtient une structure faiblement
interconnectée od la géographie reprend tous ses droits ; & part les
deux villes-relais, les autres sommets périphériques correspondent effecti-
vement & des zones excentrées : Bretagne, Alsace et Midi. L'attraction
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de Paris étant ici limitée au Nord et & 1'Est, le centre du graphe glisse
naturellement vers le centre de gravité des trois secteurs, avec un
déplacement vers 1'Ouest qui répond & la passerelle Est entre les secteurs
(@ et (). (I1 ne reste a ce niveau de 17,5% que trés peu d'arcs et au
niveau 20%, le réseau est complétement détruit).

Finalement, Te principal résultat des seuillages relatifs est
d'affiner 1'analyse faite auparavant en faisant apparaitre un clivage
Nord-Sud, grace a la réduction sélective des zones d'attraction des villes
poles (Paris, Lyon et, dans une moindre mesure, Marseille et Poitiers),
ce clivage se matérialisant sur 1'arc PLM au niveau de Dijon qui apparait
comme une ville-relais rejetée & la périphérie.

Pour Te reste, on retrouve de facon trés accentuée les mémes
régions périphériques enclavées : Bretagne et Alsace, et le Midi vient
s'y ajouter, par un glissement de Marseille vers Montpellier di a la
réarticulation Ouest-Nord-Sud autour du Centre-Ouest.

On peut vérifier sur les deux dessins ci-dessous que la struc-
ture mise en évidence par seuillage et hiérarchisation centrifuge n'est
pas une simple conséquence des positions géographiques :

réseau initial structure obtenue

- Figure 38 -
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2. BILAN CRITIQUE POUR DE NOUVELLES DIRECTIONS DE RECHERCHE

Nous allons reprendre différents points de cette étude, dans
1'ordre ol ils ont été exposés ;

2.1. Hiérarchies dans les graphes

La définition que nous avons donnée d'un graphe hiérarchisé
permet une structuration visuelle intéressante, essentiellement parce qu'en
général le nombre de niveaux & identifier visuellement reste trés inférieur
au nombre de sommets du graphe.

En contrepartie, on n'obtient pas un classement trés fin des
sommets, qui peuvent &tre au méme niveau tout en ayant des situations assez
dissemblables. La vision globale du graphe facilite de ce point de vue
des réajustements dans la structure hiérarchique, en particulier pour
la hiérarchie des écartements, qui n'est pas aussi "naturelle" que la
hiérarchie des rangs : on peut interpréter les dessins obtenus, en représen-
tation centrifuge, comme décrivant la facilité d'accés de 1'ensemble des
points du réseau a partir de chaque sommet donné, ou inversement, comme
une indication sur 1'accessibilité de chaque sommet depuis 1'ensemble du
réseau. Ces deux facons de voir correspondent respectivement a la hiérar-
chie directe et a la hiérarchie inverse, et sont équivalentes dans le cas
des graphes non orientés. Les représentations centrifuges sont baties
sur les écartements, ce qui implique que 1'accessibilité des sommets n'y
est bas représentée comme une moyenne sur tout le réseau, car le cas le plus
défavorable est privilégié. (En effet, 1'écartement est le maximum des plus

courts chemins).

On peut essayer de moduler les résultats obtenus par les hiérar-
chies des écartements avec des calculs numériques plus fins, qui tendent
a associer & chaque sommet un coefficient d'accessibilité moyenne{Ce genre
de calculs ne permet pas de redéfinir une hiérarchie au sens du chapitre 2)
Diverses méthodes ont été proposées (voir Harary [81, Lantner [111, et
Rossier 1191), qui ne donnent généralement pas des résultats compiétement

concordants
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1. La centralité et 1'anti-centralité relatives pour un sommet i :

CR(1) =32 e ./ ( % e;) ACR(iY =z e ./ ( Z e,.)
Kj ki K ik Kj ki K ki

2. Les fonctions de dominance de Harary et de Lautner :
H(i) = CR(i) - ACR({) L{i) = CR(i) / ACR(1)

3. Le degré de cohésion de Rossier DC(i), qui est le nombre de fois ol un
sommet i fait partie d'un plus court chemin entre deux autres sommets quel-
congues; DC{1) donne des indications voisines de ce qu'on obtiendrait avec
le critére : CR{i) + ACR(i).

D'autre part, i1 serait intéressant d'étendre 1a visualisation
de graphes hiérarchisés a d'autres types de structures hiérarchiques qui
pourraient présenter un intérét pratique. Nous pensons ici plus particulié-
rement aux structures arborescentes dérivées de 1a recherche des ensembles
minimaux d'articulation dans des graphes orientés ou non et qui ont des
applications en automatique (cf. Richetin [181).

Ces structures s'obtiennent de la fagon suivante :
Dans un graphe G, on cherche un ensemble minimal d'articulation A qui par-
.tage G en Gy, Gpy »..s Gk puis on itére le processus sur chacun de ces
sous~-graphes :

1 1 @2 2
Gy G 6§ 63 etc ...

R
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L'inconvénient majeur de ce type de décomposition est qu'il
n‘est pas unique : si on a le choix entre plusieurs ensembles Ai initiaux
différents, on aura pour chacun un arbre de décomposition différent des

autres, et de méme a chaque niveau.

Néanmoins, on pourrait chercher & représenter visuellement ce
genre de structures, par exemple en dessinant successivement les différentes
etapes de la décomposition, et &ventuellement en guidant cette décompo-
sition a travers un dispositif interactif.

2.2. Croisements d'arétes et problémes connexes

2.2.1. Dessin automatique

En ce qui concerne la lisibilité des graphes, les résultats obte-
nus par les heuristiques de placement décrites au chapitre 3 sont assez
satisfaisants sur des graphes de taille assez petite (15 & 60 sommets
environ) et qui comportent peu de longs shunts.

Dans le cas de graphes de taille plus importante (60 a 100 sommets)
ou contenant de nombreux arcs les résultats sont en général moins bons.
Ceci se traduit concrétement par le fait que dans le premier cas une série
de corrections manuelles (en général 5 a 6 sommets a déplacer) suffit a
peu pres toujours pour obtenir un trés bon dessin. Dans le second cas,

il est plus souvent nécessaire de recourir & 2 ou 3 séries de corrections
pour avoir un bon dessin. Dans LPVIGREC, le probléme qui apparait le plus
mal résolu est celui des longs shunts, surtout quand ils coupent des c.f.c.
de grande taille. Dans CPPERNIC, le systéme de placement & partir d'une
gestion en pile fonctionne bien , sauf quand la pile devient trés profonde.
Ceci se traduit sur le dessin par des arcs qui deviennent presque diamé-
traux, ce qui provoque de nombreux croisements. Heureusement, il suffit
alors dans la plupart des cas de déplacer deux ou trois sommets pour avoir
un dessin correct.
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2.2.2. Bande-diagonalisation

Nous avons remarqué au chapitre 3 la parenté existant entre le
probléme de 1a minimisation du nombre de croisements d'arétes dans un gra-
phe biparti et celui de la bande-diagonalisation des matrices.

De ce fait, la méthode des degrés relatifs constitue certainement
un outil heuristique trés efficace pour “bande-diagonaliser” dés matrices
carrées ou rectangulaires.

Cet algorithme pourrait avoir des applications d'une part en ana-
lyse numérique, ol 1'on rencontre fréquemment de grandes matrices creuses
se prétant bien & ce genre de manipulations, et d'autre part, en sciences
sociales pour classer des tableaux croisant diverses caractéristiques sur
un échantillon (cf. Bertin [3]1 : ordonnancement de scalogrammes).

Son utilisation serait Timitée par deux problémes :

* 1'encombrement mémoire, qui n'autorise le traitement de trés
grandes matrices que si elles sont creuses.

* la valuation booléenne imposée Jusqu'ici, alors qu'on peut
souhaiter utiliser un systéme de gradation des influences(du genre des matrice
multi-seuillées).

On pourrait essayer de tester la validité de 1a méthode dans ce

second cas, en faisant les calculs de degrés relatifs avec des pondérations
variables et non plus seulement des valeurs booléennes.

2.2.3. Classification automdtique interactive

Nous avons remarqué au chapitre 3 que les coefficients des
matrices d'itération de 1a méthode des degrés relatifs, Mp(i,3) et Mo(i,5)
pouvaient étre considérés comme des intensités de liaison entre les sommets
i et j, respectivement du niveau 1 et du niveau 2.

Lorsque 1'on traite un graphe biparti par cette méthode pour
diminuer le nombre de croisements, on tend a rapprocher les uns des autres
sur chaque niveau, les sommets i et j pour lesquels les coefficients Ml(i,j)
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i

ou M,(i,j) sont les plus élevés. On réalise donc une sorte de classifi-
cation automatique des sommets en fonction de la structure du graphe, clas-
sification pour laquelle M; et M2 Jouent le réle de matrices de ressemblance.
Nous nous proposons d'utiliser la méthode des degrés relatifs pour batir
interactivement des classifications sur deux ensemblesentre les éléments
desquels existent un certain nombre de relations.

L'idée de base est la suivante : si la disposition des sommets sur les
niveaux est bonne et si les relations entre les niveaux sont é&tablies correcte-
ment, le dessin du graphe biparti doit comporter relativement peu de croisements.

On travaillera en deux temps :

‘1. Etant donné un graphe biparti, on utilise la méthode des de-
grés relatifs pour classer les sommets sur les niveaux.

2. Si le dessin obtenu est jugé non satisfaisant, on modifie la
structure du graphe aux endroits considérés comme critiques.

Puis on retourne & la premiére étape pour dessiner le graphe
ainsi modifié en calculant une nouvelle classification sur chaque niveau.

La premiére étape permet d'assurer une bonne répartition des
sommets, la deuxiéme de contréler que les relations établies entre les
- deux niveaux ont la structure attendue et sinon d'y remédier par des
modifications bien choisies.

Le logiciel AMNESIC

Suivant le schéma esquissé au paragraphe précédent, on va mainte-
nant décrire les caractéristiques essentielles d'un logiciel interractif
pour la conception assistée de nomenclatures, dont la réalisation et
1'expérimentation seront envisagées ultérieurement.

Le but assigné au logiciel AMNESIC (Analyse et Modification des
Nomenclatures Eclatées par Suppression Interactive de Croisements) est de
faciliter la classification dans les cas ol la structure qu'on cherche
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@ obtenir est approximativement un partitionnement de 1'ensemble des sommets
du niveau 2 par rapport a ceux du niveau 1 :

A AN N

Dans le cas idéal du graphe ci-dessus, on a une “nomenclature éclatée®
parfaite : chaque sommet du niveau 2 n'est 1ié qu'a un seul sommet du niveau
1, et on a donc exactement une partition.

Nous appelons ce graphe une nomenclature éclatée parce que les
sommets du niveau 2 sont en un certain sens des décompositions des sommets
du niveau 1 : les X; sont des "rubriques" dans lesquelles on range un cer-
tain nombre d'éléments Yj. Dans 1a réalité, on n'aura généralement que des
partitionnements approximatifs, soit que 1'on hésite a priori & rattacher
un sommet Y. a tel X- plutbt qu'a tel autre, soit que pour un Y donné
plusieurs X 1u1 sont liés du fait de la signification de 1la re?at1on entre
les Xi et ]es Yj. Par exemple, on pourra &tudier des graphes objectifs-
moyens (ou matériels-composants) qui donneront des partitionnements trés
approximatifs.

a) Critéres d'analyse

Le programme donne une liste de sommets, &tablie selon trois
critéres, pour guider 1'utilisateur dans les modifications qu'il souhaite
effectuer. '

Les critéres retenus pour &tablir cette liste sont :

1 » Te degré des sommets
2 = la dispersion du faisceau d'arcs
3 *» 1'existence de longs cycles.
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L'utilisateur fixe ainsi trois normes : 1'intervalle de variation
du degré des sommets, 1'intervalle angulaire de dispersion des faisceaux
d'arcs sur la représentation, la longueur maximale tolérée pour les cycles
sans qu'elle soit signalée a 1'utilisateur. En réponse, il obtient la liste
des sommets pour lesquels 1'une ou 1'autre de ces trois normes est trans-
gressée. Ces trois critéres nous semblent permettre la détection de toutes
les anomalies majeures, sources de croisements d'arétes dans le graphe.

Sur te plan du calcul, le premier critére ne crée pas de diffi-

culté : 1'utilisateur fournit dmin et dmax ((éventuellement deux couples

de valeurs (dmin’ dmax) : un pour chaque nTveau) ; le programme met dans

Ta liste des anomalies tous les sommets qui tombent en dehors de cet inter-
valle. Le deuxiéme critére est un critére relatif qui doit permettre de
signaler les arcs qui s'éloignent trop de Ta verticale ; on peut 1'utiliser
sur un niveau ou sur les deux. Par exemple, pour les sommets du niveau 1,
en supposant que tous les sommets sont répartis a intervalle régulier sur
chaque niveau, on peut calculer un angle minimum de dispersion du faisceau
et le comparer a 1'angle réel observe.

S moy(i) p(i)

- Fiaure 39 -

Si on se raméne @ la verticale de la moyenne des rangs des successeurs de X;

T'angle minimum est obtenu en supposant que tous les successeurs de X sont
les uns a cdté des autres, sans "trous".
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Ona: o_. = Arctg A(i)
min 2

ot 1 est le rapport g-, et ol s(i) est le degré de X;. L'angle réel 0,

est obtenu & partir des rangs p(i) et d(i) du plus & gauche et du plus

a droite des successeurs de X; par : e' = max (moy(i) - p(i), d(i) - moy‘i))

1
Dol : 8. = Arctg &
r A

0
Connaissant Omin et Ops On peut mettre X; dans la liste quand -§£~_~m

min
dépasse une valeur limite (fixée par 1'utilisateur).

Le troisiéme critére joue un roéle essentiellement négatif :
détecter les longs cycles peut permettre d'éviter des modifications inutiles
parce. que non significatives par rapport & la structure de la relation
étudiée : '

Sur ce graphe, on aura une mauvaise répartition angulaire pour x*
die & 1'existence d'un cycle de longueur 16 (passant par tous les sommets)
pour lequel X" ne Joue pas un rdle particulier. Ce critére est difficile
a mettre en oeuvre pratiquement. Comme on ne cherche pas & trouver tous les
longs cycles, on peut se contenter de les chercher 3 partir des sommets
mis dans la liste des anomalies sur la base du deuxiéme critére, ce qui

a

Timiterait Te volume des calculs & effectuer.

b) Modifications du graphe

Une fois déterminée la liste des sommets pour lesquels des modifi-
cations sont souhait@es, 1'utilisateur dispose de quatre opérations &lémentair
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pour effectuer des améliorations ; a titre de contrdle il peut visualiser
sur un écran tout ou partie du graphe pour préciser les modifications
Les quatre opérations élémentaires sont :

* Créer un arc

* Supprimer un arc

% couper en deux un sommet
» fusionner deux sommets

Aprés enregistrement des modifications, une nouvelle représentation est
calculée et dessinée a 1'écran.

S'il le désire, 1'utilisateur peuf alors enclencher une nouvelle
série de modifications en fixant de nouvelles bornes de détection des
anomalies (degrés, dispersions angulaires et longs cycles).

On peut aussi envisager de mener les opérations de correction
directement au vu du dessin du graphe, sans passer par la phase de calcul
des anomalies par le systéme des trois normes.

c) Mise en oeuvre

Du point de vue du fonctionnement concret, le programme devra
étre complété par diverses facilités d'utilisation : par exemple des sous-
programmes affichant a la demande le libellé des sommets dans le graphe
ou sauvegardant des états intermédiaires du graphe ...

Dans 1'heuristique de classement des sommets, il sera utile de
prévoir une décomposition préalable du graphe traité en composantes sim-
plement connexes, car méme si le graphe initial est connexe, i1 peut cesser
de 1'étre aprés modification, sans que 1'utilisateur puisse s'en apercevoir
si les composantes connexes sont superposées.

2.3. Problémes de seuillage

Nous avons vu au chapitre 4 qu'en dehors des critéres subjectifs
(dessin attrayant, conformité aux résultats attendus) le seul moyen de clas-
ser objectivement les graphes obtenus par seuillage était d'essayer d'appré-
cier la stabilité relative des structures hiérarchiques correspondant aux
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diverses plages de seuillage. Pour cela, nous allons donner quelques éléments
de réponse i deux questions complémentaires qui apparaissent dans ce proble-
me de stabilité :

1. Qu'est-ce qu'un changement de structure hiérarchique ?

2. Comment mesurer la ressemblance entre deux graphes hiérarchisés ?

2.3.1. Changement qualitatif dans une structure hiérarchique

La facon la plus rigoureuse de délimiter les plages de seuillage
serait de considérer que la structure change dés qu'un arc disparait
lorsqu'on éléve le niveau du seuil.

En fait, cette facon de voir est sans doute trop rigide car
certains arcs disparaissent sans altérer les principales caractéristiques
de 1a structure : les niveaux peuvent rester inchangés, de méme que les
c.f.c. Cette observation permet de séparer les arcs en deux catégories,
suivant le rdle qu'ils jouent dans la structure hiérarchique 3 un moment

donné :

- arcs critiques

- arcs redondants.
Exemple :

- Fiqure 40 -
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Sur la figure 40 les arcs (2,10) et (3,10) sont redondants. L'arc
(1,3) est critique. Les arcs (2,4) et (8,10) sont 1'un critique, 1'autre
redondant suivant lequel disparait le premier quand on éléve le seuil.

On peut donc en premiére approximation retenir que le critére
de stabilité est celui des arcs critiques, qui peuvent &tre 3 tout niveau
de seuil connus parfaitement, puisque 1'ordre dans Tequel les arcs dis-
paraissent du graphe est déterminé par le choix de la méthode de seuilla-
ge d'une part, et par leur propre poids (relatif ou absolu) d'autre part.

Ainsi, a chaque graphe structuré hiérarchiquement on peut asso-

cier son "armature" (1'ensemble des arcs critiques) en précisant quels
sont les arcs réellement critiques.

2. RESSEMBLANCE ENTRE DEUX GRAPHES HIERARCHISES

De Ta méme maniére, définir la ressemblance de deux graphes
hiérarchisés sur la base d'un isomorphisme serait un critére trop exigeant.
I1 nous parait plus intéressant de chercher 3 construjre une batterie
d'indices relatifs dont la comparaison permettrait une appréciation plus
nuancée. par exemple pour deux graphes en représentation réduite éclatée
on pourrait comparer les rapports suivants :

- nombre de c.f.c. / nombre de sommets

- taille de la plus grosse c.f.c. / nombre de niveaux
- nombre d'arcs / nombre de sommets

- nombre de shunts / nombre d'arcs

- etc ..

de facon a obtenir un panorama assez complet des caractéristiques de chacun
des graphes, indépendamment de leurs tailles respectives, et surtout en
Tiaison étroite avec la structure hiérarchique considérée. Ce genre de
travail serait d'autant plus utile que les méthodes de dessin automatique
peuvent donner des résultats d'allures trés différentes pour des graphes

v

pratiquement identiques.
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A partir de ces différents critéres : armature du graphe, indices
de ressemblance hiérarchique, on pourra chercher a regrouper entre elles
les plages de seuillage pour lesquelles ces critéres donneront des résul-
tats voisins, et dégager ainsi quelques structures types sur 1'ensemble
de Ta zone efficace de seuillage, en faisant abstraction des variations
de structure les moins significatives.

2.4. Fonctionnement des logiciels

Les logiciels LPVIGREC et CPPERNIC ont &té &laborés progressivement
et nous avons cherché a respecter trois impératifs :

2.4.1. Souplesse d'utilisation

Cet objectif est rempli grace & la diversité des entrées et des
sorties et & la structure hiérarchisée du dialogue, qui permettent théori-
quement de travailler sur des données variées, d'interrompre le traitement
pour le reprendre ultérieurement au point ol on en &tait resté et de se
repérer facilement dans les différentes phases des programmes.

Le matériel disponible au CICG &tant 1imité, particuliérement
sur le plan de 1'interactivité (systéme de partage de temps trés chargé,
terminal graphique peu adapté a ce type d'utilisation) nous n'avons pas
pu réellement vérifier cette souplesse de fonctionnement en pratique. La
configuration idéale de travail serait de disposer d'un terminal graphi-
que d'une technologie permettant 1'effacement sélectif de parties du dessin
et offrant un niveau élevé d'interactivité.

2.4.2. Accessibilite

Nous avons essayé de rendre nos programmes utilisables par des
non-informaticiens (voire méme des non-scientifiques). Dans ce but, le
fonctionnement des programmes est assuré par une seule commande initiale,
la modification des noms des fichiers est prise en charge par programme,
la plupart des réponses & fournir par T'utilisateur sont "oui", “non"
ou un numéro. Les quelques notions &lémentaires de théorie des graphes
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qui figurent au chapitre 2 suffisent pour comprendre ce que représentent
les dessins obtenus et pour les interpréter dans leur contexte propre,
économique, informatique ou autre, comme nous avons nous-mémes inter-
prété les deux exemples donnés plus haut.

Sur le plan de la simplicité du maniement, le seul point qui
pose vraiment un probléme est la phase de préparation des données par seuil-
lage. Nous avons déja indiqué les problémes théoriques posés par le choix
d'une méthode de seuillage et de niveaux de seuil par rapport a 1'interpré-
tation des résultats obtenus.

Seule une certaine pratique empirique des différentes méthodes
sur des exemples qu'il connait peut ici permettre a 1'utilisateur de choi-
sir un seuil relatif en lignes & 10% plutdt qu'un seuil absolu au niveau
x ou bien 1'inverse. L'acquisition d'un certain savoir faire intuitif
facilite la recherche des zones de seuillage les plus intéressantes, mais,
comme nous 1'avons dit au chapitre 4, la seule garantie d'objectivite
dans 1'analyse est 1'exhaustiviteé. .

2.4.3. Vitesse de fonctionnement

Dans la mesure oil les temps de réponse dépendent du matériel
el plus précisément du degré de saturation du systéme de partage de temps,
les observations faites en 2.4.1. sur le matériel du CICG restent valables.

En ce qui concerne les temps d'exécution intrinséques de nos
programmes ils sont variables suivant la structure des graphes traités :
nombre de niveaux hiérarchiques, tailles des c.f.c. etc ...

Pour L@VIGREC, les graphes comportant environ 25 a 35 sommets
donnent des images en 5 3 6 s et des graphes de grande taille (70 a 90
sommets) demandent 10 & 12 s. Le temps ainsi décompté comprend : la hiérar-
chisation du graphe, le calcul des coordonnées par 1'heuristique, le calcul
et 1'affichage des points a 1'écran.
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Pour COPERNIC, on a des temps correspondants de 1'ordre de 5s
avec des graphes a 20 sommets et de 10s avec des graphes comportant plus
de 30 sommets. Par rapport aux algorithmes les plus cotteux (le double
marquage des c.f.c. et le raccourcissement des arcs dans L@VIGREC et
1'algorithme de Dantzig pour les plus courts chemins dans C@PERNIC sont
tous en-n® } on peut remarquer un taux de progression beaucoup moins fort
des temps de calcul. A celd,deux explications : la plupart des phases
d'initialisation, d'entrées sorties etc ... sont en n et la majeure partie
des calculs sont proportionnels au nombre d'arcs (borné en n?), ce qui tend
a atténuer la progressivité : on a en fait probablement une formule du type :

t =an + bn? + cn? ol a et b sont nettement supérieurs a c.

D'autre part, les bornes théoriques des algorithmes sont calculées
en prenant pour le nombre d'arcs une borne en n?. Or, étant donné le mode
d'obtention des données (seuillages), les matrices sont d'autant plus creu-
ses que leur taille est plus grande. En fait, pour les exemples sur lesquels
nous avons travaillé, le nombre d'arcs croit comme n plutdt que comme n?,
ce qui transforme les algorithmes de LPVIGREC en algorithmes bornés en n2.

5. ACQUIS METHODOLOGIQUE ET EXTENSIONS ENVISAGEES

De fagon générale, la réalisation pratique d’outils infographiques
nous a imposé une réflexion méthodologique sur 1'organisation de notre tra-

vail, vu 1'importance des tdches concrétes de programmation & effectuer
et Ta variété des probiémes rencontrés,

Le découpage des logiciels, tel que nous 1'avons décrit au chapitre
5, est fondé sur des observations de bon sens :

~ séparation absolue entre calcul et affichage
- modularité hiérarchisée des sous-programmes.

Néanmoins, la mise en oeuvre de ces principes dans le détail de chaque
phase du programme n'a pas toujours été facile et les logiciels sont passés
par plusieurs états intermédiaires avant d'acquérir la structure décrite ici.
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Au-dela des tatonnements inévitables de mise au point, deux traits impor-
tants nous semblent devoir étre retenus : '

a) Le "schéma de fabrication" d'un tel logiciel en trois étapes (cf. De-
larche [61).

1. définition d'un mode de hiérarchisation
2. définition d'une forme standard de représentation
3. placement heuristique des sommets

oft 1'étape intermédiaire joue le role d'interface entre les aspects mathé-
matiques du probléme et ses aspects graphiques.

b) La cohérence qui tend (ou doit tendre) a se dégager peu & peu de la
confrontation entre 1'organisation interne des programmes et leur fonc-
tionnement du point de vue de 1'utilisateur : ainsi, le regroupement dans
une sorte de "catalogue graphique" des objets graphiques servant d'éléments
de base aux dessins (hexagones, carrés, fléches, etc ...) permet de se ’
rendre compte que ceux-ci sont en fait des combinaisons variées d'un

petit nombre d'objets de base.

Du point de vue de 1'utilisateur, ceci se traduit par une impres-
sion de “paysage familier" qui facilite la lecture de 1'image et les
distinctions nécessaires (ainsi 1'opposition hexagone-carré traduit la
différence conceptuelle sommet-c.f.c., y compris dans le cas ot la c.f.c.
est un sommet isolé).

Dans la perspective d'améliorer la prise en compte d'aspects
plus dynamiques de 1'analyse de systémes, il est prévu d'adjoindre aux
logiciels des sous-programmes permettant, & partir de données auxiliaires
(¢f. chapitre 5) fournies par 1'utilisateur, de visualiser la progression
en temps discrétisé d'une perturbation issue d'un sommet et qui progresse
dans le réseau, jusqu'd extinction de son effet par amortissement et/ou
jusqu'ad un horizon donné. Dans le méme ordre d'idee, il ‘pourrait étre
utile de renforcer 1'interactivité de maniére & pouvoir altérer les données
directement sur 1'écran et d reconstruire une structure hiérarchique modi-
fiée (cf. le projet de logiciel AMNESIC).pour répondre & des questions telles
que : "Cet arc est-il important dans le structure actuelle 7 " - "Si j'ajoute
un nouvel arc entre ces deux sommets, que devient la structure hiérarchique ? "

otr



- 174 -

3. CONCLUSIONS GENERALES

Globalement, nous pensons avoir atteint le but de notre travail
réaliser des logiciels de dessin automatique de graphes hiérarchisés, en
vue d'une présentation synthétique et structurée de 1'information dispo-
nible sur des systémes complexes.

Sur certains points, des problémes restent en suspens (en parti-
culier, le seuillage et les croisements d'arétes). Dans ces cas, nous
avons manqué de temps, de recul expérimental, et sans doute aussi de pers-
picacité théorique, pour apporter des solutions plus définitives. A d'autres
points de vue, nous avons dépassé les objectifs de départ {introduction
de la représentation centrifuge, formalisation matricielle de la méthode
des degrés relatifs) et ces avancées nous ont permis de resituer les
probiémes dans un cadre plus large (notion générale formelle de graphe
hiérarchisé, aspects de classification automatique dans le probléme des
croisements d'arétes).

Indépendamment des limites de notre travail, les bornes propres
a ce type de représentation des systémes nous sont apparues clairement :
Nous avons arrété a 100 et 40 sommets respectivement les tailles des graphes
traitables par LOVIGREC et CPPERNIC. En fait, 1'expérimentation montre
qu'au deld de 60 et 20 sommets on perd rapidement les qualités qui justi-
fient ces représentations : la vision globale des interactions, et la
Tisibilité des graphes. De méme, si n est le nombre de sommets du graphe,
il n'est guére possible d'obtenir des dessins intéressants si le nombre
d'arcs dépasse 2n.

Ces logiciels n'auront d'intérét que pour visualiser de petits
systémes comportant peu de liaisons internes, ce qui restreint considérable-
ment leur champ d'application (on construit maintenant couramment des modé-
les comportant des centaines de variables et des milliers d'équations !) .
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Néanmoins, compte tenu de ces limitations, les logiciels ainsi
concus peuvent rendre de nombreux services, aussi bien sur le plan de
la présentation de 1'information que sur celui de 1'exploration heuris-
tique des structures.

Nous espérons en avoir convaincu le lecteur au fil de ce long
exposé.

Grenoble, le 31 mai 1979
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