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VERS UNE PROGRAMMATION SYSTEMATIQUE

ETUDE DE QUELQUES METHODES
TECHNIQUES ET OUTILS






AVANT-PROPOS

Cette thése est une contribution & 1'effort collectif contemporain
dans le domaine de la méthodologie de la programmation. Nous proposons deux
méthodes originales de construction systématique de programmes qui ont été
développées a Grenoble au cours des cinq derniéres années (ILuS 751,

[Sch 761,(LSY 77), [Sch 78 a et bl), et nous discutons du réle des notations
dans le processus de construction de programmes. Nous contribuons ainsi &

ta progranmation systématique, tant par les démarches illustrées que par des
perspectives sur le plan des logiciels d'aide 3 la programmation. La thése
débouche sur un projet de systéme interactif d'aide & la programmation :

ce projet dont une premiére forme avait été donnée dans (ScC 761) se base sur
le langage MEFIA, fruit d'une collaboration interuniversitairve ((Gri 771,
[CGS 78] ,LSGC 781) et qui a fait par ailleurs 1'objet de Ta thése d'Etat

de P.Y. CUNIN ([Cun 791).

Dix années d'expériences diverses en informatique sont ainsi
concrétisdées s

. conception et réalisation de logiciels de taille importante ([Sch 70],
LSch 72]) : base essentielle pour la compréhension de l'activité de
programmation, et pour la perception du besoin de méthcdes.

. expériences didactiques en enscignement assisté par ordinateur ([ Scs 721,
[FPS 76]) : ouverture aux problemes ressentis par les non spécialistes
en Informatique, vis a vis d'une discipline impérialiste et mystifiante.

. expériences didactiques et pédagogiques dans le cadre de 1%université,
en formation initiale et continue ([LMS 751, {LuS 75 et 761 ,[Sch 77 b}
[Sch 79 a et b}) : catalyseur d'une aspiration a la maitrise des connals-
sances et révelateur d'un goilt pour leur transmission. Ces expériences
didactiques sont & l'origine de notre recherche médhogologique, et sont
le support permanent d'une validation des idées et des rdsultats.

. expériences d'encadrement de projets : ouverture sur l'animation et
1torientation de projets de recherche.






INTRODUCTION

La programmation des ordinateurs a radicalement changé durant les
années 70 du fait de la reconnaissance d'une simple vérité par tous les
milieux professionnels, que ce soit dans 1'Industrie ou & 1'Université.

La progranmation doit étre pratiquée de maniére systématique, avec
méthode.

Evolution de 1a programmation

Le besoin d'une programmation méthodique est devenu crucial avec
1'apparition dans les années 60 des premiers grands systémes logiciels.
Les probiémes de fiabilité posés par ces programmes semblent & 1'origine
de plusieurs phénoménes complémentaires qui caractérisent les débuts
de 1'évolution de la programmation :

. Le développement de la notion de preuve de programmes, annoncée dans
[Mac 621 et concrétisée par les articles parus a partir de 1966
(CNau 661,[Flc 67 ai,[Bur 69], [Hoa 691}.

. La promotion de nouvelles habitudes de progranmation ([Dij 651), et
1'élaboration d'un premier groupe de méthodes ([Dij 711, [Wir 71 bl,
LPar 72 a et b1). La parution du Tivre "Structured Programming" (LDDH 721)
marque cette premiére phase d'étude du processus de construction de

programmes.

. Une nouvelle orientation dans la conception des langages, intégrant

les idées modernes sur la programmation. Le langage SIMULA (I DMN 681) est
un précurseur par les outils d*abstraction qu'il comporte. Le langage

PASCAL ({MWir 71 al) marque une étape dans le développement de la program-
mation systématique ([Wir 731). I1 répond de maniére satisfaisante a
des critéres variés (puissance d‘expression, simplicité didactique,
systématique dans 1‘utilisation, facilité dans 1'écriture de compila-
teurs)'tout en restant relativement simple (par rapport & la complexité
croissante des langages).



Remarque ;
On notera au passage la controverse spectaculaire mais a postériori
secondaire, relative & l'instruction GOTO (cf. [Lea 72] pour un
bref résumé et une importante bibliographie, et [LeM 75] pour une
synthése sur les structures de contréle).

L'avénement de ce changement dans la programmation est confirmé
par son impact dans le monde industriel (parution d'un numéro de 1a revue
américaine DATAMATION consacré a la "programmation structurée, cf. [DAT 733),
et par son intégration dans 1'enseignement (de formation initiale et de
formation permanente). Ceci apparait nettement dans 1'évolution des ouvrages
didactiques : au fil des ans, on passe du manuel de référence de tel ou
tel langage a une présentation "structurée" de ces langages, pour finalement
aboutir a des traités sur la construction des programmes (cf. Annexe A).
Par ailleurs, on voit apparaitre de nombreuses synthéses sur la programmation :
dans les revues spécialisées, ([CS 741), & 1'occasion d'écoles sur le sujet
(LCGL 75]) et dans des ouvrages de synthése (notamment [Yeh 773 ol 1'on
trouve une bibliographie annotée comportant plus de deux cents titres).

Méthodologie de la programmation

C'est sur ces bases que s'est développée une nouvelle discipline
informatique, la "méthodologie" (étude des méthodes) de la programmation.
Elle présente deux particularités qui la distingue des autres disciplines :

. elle s'appuie sur de nombreux domaines, dont i1 faut pourtant la dissocier
(CPai 781) : spécification formelle des programmes et des langages, preuve
(automatique ou non) des programmes, construction systématique et synthése
automatique des programmes, génie du logiciel.

Ceci est clairement apparu dans le dernier congrés de 1'AFCET [AFC 78] et
dans les écoles récentes sur le sujet ([CCE 771, [BRE 781, [MOD 781).

. elle concerne directement tous les utilisateurs de 1'ordinateur quel que
soit le niveau ol se situe leur communication avec 1'ordinateur, i.e. quels
que soient le niveau de langage de programmation qu'ils utilisent, et
1'application informatique qu'ils pratiquent.



Le premier point donne & 1a méthodologie de 1a programmation une
mission fondamentale de synthése, le second point accentue 1'importance
de ses aspects didactiques.

Cette thése est une contribution a 1'effort collectif sur la méthodo-
logie de 1a programmation. Nous y proposons deux méthodes originales de cons-
truction de progranmes, le “traitement séquentiel” et le "traitement
arborescent” et nous discutons du rdle des "notations algorithmiques” dans
le processus de construction de programmes.

Cadre directeur des méthodes présentées

1

Deux constatations sont & la base des méthodes présentées dans les
deux premiéres parties de la thése :

1°) 1a méthode d'analyse la plus couramment utilisée consiste 3 ramener les
problémes &tudiés a des problémes connus.

2°) Une grande partie de 1'activité de programmation revient a appliquer
la démarche suivante :

a) decomposer 1‘'information en un ensemble d'informations plus élémentai
b) formuler le probléme &tudié en termes ‘
- soit d'une recherche d'un élément de cet ensemble vérifiant une
certaine propriété
- soit de 1'application d'une méme action élémentaire a tous les
éléments de 1'ensemble (dans un ordre précis ou non).

Remargue : )
Notons que ces deux problémes de base correspondent aux deux
quantificateursexistentiel et universel de la théorie des
ensenbles.

De la premiére constatation, nous déduisons notre objectif : permettre
le recours systématique aux solutions de problémes déja traités, en dévelop-
pant des méthodes d'analyse et des techniques de mise en oeuvre adéquates.

De la deuxiéme constatation, nous tirons le modéle des problémes que
nous voulons é&tudier : &tant donné un ensemble d'informations, comment le



structurer pour pouvoir y rechercher un &lément particulier ou énumérer tous
ses éléments. .

Principe général des méthodes présentées

Les méthodes que nous proposons s'inscrivent dans ce cadre directeur,
en tirant parti des techniques classiques concernant les listes et les
arbres ([Knu 691), structures de données concrétes couramment utilisées pour
représenter des ensembles. Elles reposent sur les principes simples suivants

1°) Raffiner 1'information en un ensemble d'informations &lémentaires, et struc-

turer cet ensemble en se servant de 1'un des deux modéles suivants : la
structure de "file" ou la structure d’'"arbre". Ces deux modéles caracté-
risent les deux méthodes : dans le premier cas (traitement séquentiel)
on est amenéd a définir un ordre total sur 1'ensemble considéré, dans

le deuxiéme cas (traitement arborescent), i1 s'agit d'un ordre partiel.

2°) Analyser le probléme posé en se basant sur cette structure de 1*information.

Cette démarche générale présente un double intérét du point de vue de
1a construction des programmes :

. L'étude de i'information caractérisant le probléme posé est guidée par la

structure de référence (file ou arbre) : on connait a priori 1'ensemble des

propriétés que doivent vérifier les composants de 1'information pour pou-
voir &tre organisés selon cette structure, et au besoin, on dispose de
formalismes précis pour exprimer cette mise en forme. -

. La découverte d'un algorithme et sa programmation dans un environnement
informatique précis peuvent &tre entreprises de maniére beaucoup plus
systématique une fois que la structure a été choisie : les nombreux
algorithmes traitant des files ou des arbres sont autant de modéies que
1'on peut essayer d'appliquer.

Pour aider a 1'application systématique de ces principes, nous pro-
posons des outils de mise en oeuvre : modéles d'analyse et de description,
schémas d'algorithmes :



. un modéle du processus de structuration (en file ou en arbre)
. un modéle de description de 1'organisation logique de 1*information
. un modéle d'analyse des traitements guidéepar la structure de référence

. des schémas d'algorithmes correspondant aux trois problémes fondamentaux
suivants :

1°) "parcours” : le traitement de 1'ensemble est ramené a 1'application
d*une méme action élémentaire 3 chacun des éléments de
1'ensemble.

2°) “énumération partielle” : le traitement de 1'ensemble est ramené
a 1'application d'une méme action élémentaire 3 certains
éleéments de 1'ensemble dotés d’une propriété caractéris-

tique.
3°) “recherche associative” : le traitement de 1'ensemble est ramené
a 1'application d'une action élémentaire a 1'un des

gléments de 1'ensemble.

Présentation des méthodes

La premiére partie de cette thése est consacrée au traitement séquentiel
la seconde partie au traitement arborescent. La présentation des deux méthodes
souligne leurs points communs :

1°) Définition récurrente de la structure de référence, présentation de modéles
de structuration et de description, analyse des trois problémes fondamen-

taux et construction des algorithmes récursifs correspondants (chapitres
1 et 5).

2°) Etude de 1a programmation des schémas de ces algorithmes dans un environ-
nement informatique conventionnel (c'est-a-dire comportant la manipula-
tion de variables a 1'aide d'identificateurs et d'affectation) : cette
étude met 1'accent sur la description précise du processus de cons-
truction de programmes : chaque schéma présenté est ainsi @ la fois un
résultat que 1'on peut appliquer directement dés lors que les condi-
tions de son utilisation sont reconnues, et un modéle de démarche que



1'on peut consulter et imiter, lorsque cette identification n'est pas
aussi précise. (chapitres 2 et 3 pour e traitement séquentiel, chapitre
6 pour le traitement arborescent).

3°) Application des deux méthodes a 1'étude d'algorithmes récursifs (chapitres
4et?7). ‘

Pour illustrer 1'application de ces méthodes, nous avons choisi des
exemples relativement simples de maniére a ce que leur présentation précise
puisse rentrer dans le cadre de cette thése. Il est clair que nos expéri-
mentations ont aussi porté sur des problémes plus importants comme le font

apparaitre les références bibliographiques.

Notations algorithmiques

Notre travail de recherche méthodologique ne s'est pas limité au
développement d'idées sur la maniére d'aborder un probléme puis de le program-
mer. Nous nous sommes aussi interrogés sur le support d'expression des algo-
rithmes : cette réflexion nous a conduit a développer 1'idée centrale de
notation algorithmique, intermédiaire entre les méthodes que 1'on veut
pratiquer et 1'environnement informatique dans lequel on évolue. Ce rdle
d'intermédiaire apparait a deux niveaux :

. au niveau de 1'application directe des méthodes par le programmeur : les
notations algorithmiques permettent de développer une "méthode de compor-
tement" du programmeur vis a vis de 1'environnement informatique, et
notamment des langages de programmation. Ce type de comportement est a

la base d'une portabilité des programmes aussi bien que des programmeurs.

. au niveau de.notre démarche méthodologique : la notation algorithmique
nous permet de concrétiser nos idées sous forme d'un langage : le langage
MEFIA, &lément central d'un projet de logiciel d'aide & Ta programmation
systématique, dont la ppésentation conclue la thése.



Le travail que nous présentons ici n'est pas 1'oeuvre d'un seul, mais
plutdt le fruit d'une réflexion collective qui a fait participer tous les
représentants des groupes concernés par la programmation : des universi-
taires surtout, chercheurs, enseignants et €tudiants, mais aussi des person-
nes du monde industriel notamment par le biais de l1a formation permanente,
et des non spécialistes de 1'informatique, les plus concernés par cette
discipline, wais les plus désarmés devant elle, notamment par le biais
d'activités faisant intervenir des professeurs de 1'enseignement secondaire.

Puisse ce travail convaincre que recherche et enseignement sont deux
activités fondamentalement complémentaires.
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Ce chapitre préliminaire est consacré a un bref résumé des notations
utilisées et des conventions appliquées pour 1'évaluation des algorithmes.

0.1 ~ NOTATION ALGORITHMIQUE

Pour décrire les algorithmes, nous utilisons un noyau de la notation
MEFIA, formalisme de style ALGOL : nous présentons ici un résumé des scules
constructions utilisées au cours de 1a thése. Nous renvoyons le lecteur au
chapitre 9 pour une présentation plus compléte de la notation et pour une
discussion approfondie des concepts sous jacents.

0.1.1. -~ Génération de valeurs

o~ O G S D Y B A B oo B om e S

a) Constantes :
. On utilise les conventions standard pour dénoter les
constantes (entier, réel, logique, caractéres)
. On admet des n-uplets de constantes. Les constantes
sont séparées par des virgules.

b) Expressions :

. On utilise le formalisme classique d'expression avec
les conventions habituelles relatives aux priorités.

. On utilise des expressions conditionnelles dont la
forme est directement déduite des instructions
conditionnelles.

. Notons que nous utilisons les deux opérateurs logiques
et _conditionnel (noté ¢t c ) et ou conditionnel
(noté ou c) définis comme suit :

A et B étant des expressions & valeurs logiques :
A et c B : si A alors B sinon faux fsi

A ouc B : si 94A alors B sinon vrai fsi



0.1.2. - Procédures
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Le mécanisme de procédure suit les régles suivantes

a) Un paramétre ne peut étre modifié par la procédure (apparaitre en
partie gauche d'une affectation).

b) On distingue :
b.1 les actions :
. leur effet est caractérisé par une modification de variables
action nom (<liste de paramétres>) :
<corps de l'action>

faction nom
les actions sont utilisées partout oi 1'on peut avoir une
instruction (instruction d'appel de procédure classique com-

portant la liste des paramétres effectifs).

b.2 Les fonctions :

. Elles calculent une valeur ou un n-uplet de valeurs.

fonction nom (<liste de paramétres>)-+<liste des types
du résultat>
corps de la fonction -

ffonction nom

. La valeur calculée par une fonction est décrite comme suit :
+<liste des valeurs du résultat>

. Si une fonction a un résultat simple (une seule valeur), elle

peut étre utilisée dans toute expression en place d'un opé-
rande quelconque.

Si une fonction a un résultat composé (un n-uplet de valeurs),
elle ne peut étre utilisée que dans une instruction d'affec-
tation

<liste de variables simples non indicées>:= nom (<liste de
paramétres effectifs>)

¢) Actions et fonctions peuvent étre récursives. y
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0.1.3. - Instfuctions

a) Choix

. L'instruction choix permet d'établir une relation entre un
ensemble de cas et un ensemble d'actions. Les cas envisagés
doivent s'exclure mutuellement.

choix
<expression logique 1>:<groupe d'instructions 1>

<expression logique n>:<groupe d'instructions n>
fchoix

=

. L'exécution d'une telle instruction consiste a découvrir 1'ex-
pression logique qui prend la valeur vrai et & exécuter le
groupe d'instructions associé. Il y a erreur si aucune des
expressions logiques ne prend la valeur vrai

. Les formes habituelles d'instructions conditionnelles sont
admises (et considérées comme des "séquentialisations“de 1'ins-
truction choix ) :

si <expression logique>
alors <groupe d'instructions 1>
sinon <groupe d'instructions 2>
fsi

si <expression logique> alors
<groupe d'instructions>
fsi

b) Itération
. La forme principale d'itération est la suivante :

itérer
<groupe d'instructions 1>
arrét : <expression logique>
<groupe d'instructions 2>
fitérer

en termes du schéma tantque classique,.le schéma itérer a le
sens suivant :

“<groupe d'instructions 1>
tantque -+<expression loglque> faire
<groupe d'instruction 2>
<groupe d'instruction 1>
ftantque

. Nous utilisons aussi les schémas classiques :
tantque, répéter et pour (considérés comme des formes particu-
liéres du schéma itérer.)
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a) Commentaires
Un commentaire est encadré par des accolades :

{commentaire}

b) Indentation
A chacune des constructions proposées ci-dessus correspond une mise
en page précise permettant de mettre en évidence la structure
de 1'algorithme.

c) Identificateurs
Nous réservons 1'usage des majuscules pour désigner les objets qui
ne sont pas définis dans le texte de 1'algorithme

d) Délimiteurs
Le ; est le délimiteur d'instruction (indiquant une exécution en
séquence). I1 est systématiquement omis lorsqu'il se trouve en
fin de ligne ou avant un mot cleé.

0.2 - EVALUATION DES ALGORITHMES

P Angiihiipag iR AR A

L'évaluation des algorithmes joue un triple réle (cf. § 2.2.1) :

x vérification de la cohérence des algorithmes

* mesure du comportement des algorithmes

+ estimation du codt de 1'algorithme selon un modéle particulier
d'évaluation.

0.2.2. - Présentation des évaluations

Nous portons en regard de chaque instruction élémentaire de 1'algorithme
(instruction de base de la notation, ou action non détaillée dans 1'algorithme)
le nombre de ses exécutions exprimé en fonction de paramétres du probléeme
traité (la recherche et 1'analyse de ces paramétres est d'ailleurs 1a question

laplus délicake dans de telles évaluations).
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L'algorithme est en général suivi d'un récapitulatif, intitule
"svaluation", dans lequel nous cumulons les chiffres correspondant a des
instructions assimilables du point de vue des évaluations. Dans ce récapi-
tulatif on trouve ainsi un certain nombre de rubriques au sens évident

- : affectations, opérations logiques, opérations arithmétiques.
Sous 1'intitulé général “contrdle", nous comptabilisons le codt occasionné

par les schémas de composition (choix, itérations).

Remarque :
Nous prenons pour modéle d'évaluation, une traduction en termes

de tests et de branchements : chaque itération (passage sur le

test contrélant 1'itération) coldte un test et un branchement

et chaque choix colite x~1 tests et branchements, si x est le nombre
de cas du choix. Sous l'intitulé “"primitives" nous récapitulons
l'ensemble des actions non détaillées dans 1l'algorithme
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PREMIERE PARTIE

LE TRAITEMENT SEQUENTIEL

INTRODUCTION

Le traitement séquentiel est une méthode de construction systématique
de programmes que nous avons étudiée, développée et expérimentée a
Grenoble (LuS75, LSV77, Luc78, Sch78a et b). Cette méthode est fondée
sur les principes simples suivants :

1. Recherche d'une organisation logique de 1'information permettant de
la structurer en une suite d'informations plus &lémentaires. .

2. Recherche d'une formulation du probléme posé, en termes d'un trai-
tement de cette suite.

La premiédre étape rejoint dans son principe des méthodes proposées
par ailleurs : construction d'itérations par recherche d'invariants,
(LFlo 671,[Hoa 691, [Dij 72 et 761) {MaW 771 ) ; construction d'algo-
rithmes récurrents ([Vir 731 Ars 771iAs\ 771tBau 781); itérations en
programmation déductive({Pai 77al, (BFH 79]).

La deuxidme étape est basée sur 1'identification d'un schéma général
de traitement de suite qui corresponde au probléme posé. Une part impor-
tante de notre travail méthodologique est la définition de schémas fonda-
mentaux et Teur formulation sous diverses formes. On peut ainsi les appli-
quer de maniére systématique, quel que soit 1'environnement de progranma-
tion et notamment quel que soit le degré d'@volution du langage utilisé.
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Dans un premier chapitre, nous donnons les principes du traitement
séquentiel : nous proposons quelques définitions et notations, nous pré-
sentons un modéle de construction d'algorithmes et nous construisons les
algorithmes fondamentaux qui sont & la base de 1'application du traitement
séquentiel. Le deuxiéme chapitre est consacré a la programmation de ces
algorithmes fondamentaux dans un langage de programmation “classique"
faisant intervenir variables et affectations : on fait apparaitre diverses
maniéres de réaliser ces algorithmes, en fonction de questions précises
liées au niveau de programmation choisi. Le chapitre 3 montre trois
exemples d'application systématique du traitement séquentiel. Enfin,
dans le chapitre 4, nous appliquons le traitement séquentiel a 1'étude
d'algorithmes récursifs.
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CHAPITRE |

PRINCIPES DU TRATTEMENT SEQUENTICL

Nous montrons ici comment structurer une information en une "file"
d*informations plus élémentaires et comment construire un algorithme a
partir d'une telle interprétation de 1'information. Enfin, nous cons-
truisons les algorithmes fondamentaux qui résolvent les problémes de base
qQue nous avons donnés dans 1'introduction : énumération, @énumération par-
tielle et recherche.

La notion de "rfile® est 1'élément central dans la maitrise du
traitement séquentiel. Elle s'inspire d'une structure de données classique
dont le nom varie selon les auteurs : “liste lindaire” dans {(Knu 69),
“liste" dans (Pai 71}, “séquence” dans (Hoa 72) et (Dah 77), "fiie” dans
(CoV 74a), (Kun 76), (Wir 76) "suite” dans (MaB 78).

Nous utilisons le concept de “rile” pour guider le processus de
construction de programmes : i1 sert de modéle pour raffiner 1'informa-
tion caractérisant le probiéme analysé. Si ce raffinement est possible,
on peut interpréter ce probléme coume un traitement de cette file, et
finalement déduire un algorithme de cette interprétation. La notion de
file doit donc étre définie de maniére a répondre a deux objectifs :

. permettre la description du processus de structuration en file
{processus d'analyse)

. permettre la description d'algorithmes de traitement de files
(résuitat de 1'analyse).
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On doit souligner qu'en aucun cas nous n'avons a décrire a ce
niveau une création ou une modification de file. C'est pourquoi le con-
cept de file que nous présentons ici est sensiblement différent de la
structure de données dont i1 s'inspire. Nous utilisons 1'expression
nfile abstraite” (caractéristique du traitement séquentiel) lorsqu'il

peut y avoir ambiguité.

Remarque s
Si 1'on considére une file représentée en mémoire, et par

exemple la mise & jour de cette file par une opération d'insertion,
cette mise a jour est elle-méme un traitement séquentiel dont la
“"file abstraite" caractéristique est la sous-file se terminant

au point d'insertion.

1.1 - GENERALITES SUR LES FILES

1.1.1. - Définition

- b o

Nous donnons la définition récurrente suivante

Une file est un ensemble non vide sur lequel existe une partition entre :
1'un des éTéments, appelé le "premier" élément de la file

les éléments restants, s'il en existe : ils constituent eux-mémes
une file, appelée "sous-file” issue du premier élément.

Analysant cette définition, on peut déduire deux propriétés des
files (par simple raisonnement par récurrence sur 1'ensemble des files
ordonné selon la taille des files) :

une file fait apparaitre autant de partitions entre un premier
élément et une sous-file, qu'il y a d'@léments dans la file :
chaque &lément est en fait le premier d'une sous-file.

i1 existe un élément et un seul qui soit premier d'une sous-file
de taille 1. Cet @&lément est appelé le "dernies” élément de la
file.
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Une conséquence intéressante de ces propriétés est que 1'on peut
établir une bijection entre 1'ensemble des éléments de 1a file et 1'en-
semble de ses sous-files. On désignera notanment une sous-file par le
nom de son premier élément.

La définition ci-dessus fait apparaitre des relations entre les
sous-files d'une file. Sur la base de la bijection que nous venons de
souligner, nous pouvons faire apparaitre des relations analogues entre
les éiéments de la file :

. E étant un élément autre que le dernier de la file, et SF la
sous~-file issue de E, on définit le "successeur” de E comme
étant le premier élément de SF.

. inversement, E est le "prédécesseur” du premier élément de SF
P

Clairement, la relation "successeur” induit un ordre total sur
1'ensemble des éléments de la file.

1.1.2. - Structuration d'une information en file

- e D o o e -t g T Y T Yy oy S . T U W le et e P

Le processus qui permet de structurer une informaticn en file
comporte deux étapes :

1 - Raffinement de 1'information : on décompose 1'information en un
ensemble d'informations plus élémentaires.

2 - Structuration de 1'information : 1'ensemble ainsi obtenu est alors
structuré en file.

Pour structurer un ensemble d'informations en file, nous appliquons
le processus récursif suivant :

. désigner 1'une des informations comme la premiére de la file que
1'on construit.

. structurer 1'ensemble des informations restantes, s'il y en a, en
file.
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Nous proposons ici des notations pour la description d'une file.
On peut les considérer comme un résumé du processus de structuration
en file. ‘

Ces notations permettent de faire abstraction de 1a représentation
effective de la file considérée : tous les éléments de la file peuvent
étre présents en mémoire (par exemple dans le cas de fichiers séquentiels,
de listes linéaires ou méme de vecteurs utilisés de maniére séquentielle) ;
mais on peut aussi considérer des files "calculées" pour lesquelles un
seul élément est présent en mémoire a tout instant, les autres (la
sous-file en étant issue) s'en déduisant par calcul ; enfin, on peut
envisager des situations intermédiaires, ol les éléments sont tous pré-
sents en mémoire, mais ol 1'ordre entre ces éléments est défini par
calcul au fur et a mesure du traitement séquentiel.

Ce souci d'abstraction nous conduit a décrire une file par un
nombre de primitives qui n'est pas minimum (contrairement a des défini-
tions axiomatiques par exemple) : cette redondance permet une plus
grande liberté dans 1'établissement des algorithmes de traitement.

Un dernier réle de ces notations est de nous permettre de définir
les algorithmes généraux de traitement séquentiel en faisant totalement
abstraction a la fois de 1'origine de la file (ce qui dans le probléme
étudié a conduit la structuration en file) et de sa représentation
(dont Te choix est effectué aprés avoir défini les algorithmes de trai-
tement solutionnant le probléme poseé ).

Description d'une file

Les étapes de la description d'une file sont :

1 - la description de 1'information caractérisant chaque &lément de la file
(résultat du raffinement)

2 - la description des relations entre les éléments de la file
(résultat de Ta structuration en file).
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Notations

. tout élement £ de la file représente 1a sous-file dont i1 est Je
premier.

. PREMIER en abrégé pre
désigne le premier élément de la file

. SUCCESSEUR(E) en abrégé suc(k)
désigne la sous-file issue d'une file dont le premier élément est E

. EXISTE_SUCCESSEUR(E) en abrégé £ S(E)
est un prédicat indiquant si la file dont le premier élément est E
comporte plus d'un &lément (£ s(k)=vrai) ou un seul &lément

(Ewﬁ(E)zfaux) .

Nous utilisons de plus les notations suivantes pour désigner 1'acceés aux

éléments de la file inverse (i.e. pour décrire la file inverse) :

o DERNIER en abrégé per
désigne le dernier élément de la file (celui qui n'a pas de successeur)

. PREDECESSEUR(E) en abrégé PrED(E)
désigne 1'éiément de la file qui a pour successeur (la file de premier

élément) k.

o EXISTE PREDECESSEUR(E) en abrégé r p(E)
est un prédicat indiquant si 1'élément = a un prédécesseur (i.e. si

ce n'est pas le premier de la file).

Enfin, 1'information propre attachée a un élément £ est désignée par :

INFG(E)

Remarque s
Dans la suite nous utilisons le plus souvent les formes abrégées de «

notations. Les formes complétes servent essentiellement lors de
lfexpression orale.
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1.1.4. - Files vides

On peut vouloir dans certains cas introduire la notion de
"file vide", qui correspond au cas (que nous avons écarté jusqu'a
présent) ou 1'ensemble considéré est vide.

On peut avoir deux attitudes : considérer le cas de la file vide
indépendamment du cas général, ou intégrer le cas de la file vide dans
le cas général (la deuxieme attitude étant plus sophistiquée mais
conduisant a des algorithmes en général plus concis).

a) On considere le cas de la file vide indépendamment du cas général
la structuration en file n'est faite que si 1'ensemble n'est pas
vide, en appliquant ce qui précéde. Le cas de 1'ensemble vide reste
un cas particulier, que 1'on distingue a 1'aide d'un prédicat
FILE VIDE
qui permet de dissocier le cas ol la file est vide (rILE VIDE=vrai)
du cas ou elle ne 1'est pas.(FrLE VIDE=faux).

b) On intégre le cas de la file vide au cas général
la notion de file vide est effectivement introduite en donnant
la nouvelle définition suivante :

Une file est un ensemble qui
- ou bien est vide
- ou bien n'est pas vide : i1 existe alors une partition entre
. 1'un de ses éléments, appelé le "premier”é&lément de la file
1'ensemble des éléments restants, qui constitue lui-méme une
file, appelée la “sous-file”issue du premier élément.

Cette définition permet de ne plus distinguer lors de la structu-
ration, le cas particulier de la file vide. Le processus de struc-
turation aboutit toujours a une file vide (alors que dans ce qui
précéde, 11 aboutit toujours & une file comportant un seul élément).

Du point de vue des notations, rre, sUC(E), PRED(E), INFO(E) gardent les
significations données ci-dessus. Mais Ta spécification d'une file doit
maintenant comporter :
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- la déefinition d'une propriété caractéristique des files vides, qui soit
compatible avec la définition de 1'information caractérisant un élément

de la file,

- la définition d'un prédicat permettant de reconnaitre une file vide :
EST VIDE{(E)
indique si la file désignée par £ est vide (EST VIDE(E)=vrai) OuU non

(EST VIDE(E)=faux).

Dans ces conditions, la notion de dernier @lément est définie conme
suit : le dernier élément dune file est celui dont le successeur est
Ta file vide (le dernier élément d'une file vide n'est toutefois pas

defini).

Remarque 3
Pour intégrer le cas de la file vide dans la spécification de la
fille, on utilise souvent une convention particuliére qui a ponr
effet de se ramener auw cas ol la file n'est jamais vide : on
caractérise la [ile vide & 1l'aide d'un élément particulier que
nous notons NIL : NIL est un élément (qui répond aux spécifica-
tions générales des éléments de la file) choisi de maniére &
8tre distinct de tout élément pouvant appartenir & une file non
vide. Suivant les cas, INFO (NI} aura un sens ou pas.

PO OR A M T T oot o T Ay

Les exemples qui suivent ont pour but de montrer comment nos
notations permettent de faive abstraction des représentations. C'est
pourquoi nous les présentons de maniére ascendante : nous partons d'une
représentation et donnons la description correspondante de la file dans

nos notations.

a) Exemple 1 ,
On se donne une suite de caractéres implantée dans un tableau
tableau(l:N}) car T

avec la convention suivante pour déterminer la fin de la suite :

1a suite se termine par le caractére (".").

Nous pouvons alors considérer les files suivantes :
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. file de caractéres

- e " M - - e o - - ——

1. description de 1'information :
une position dans le tableau 7 suffit pour caractériser un élément
de la file

2. description des relations
les primitives sont

PRE : 1

SUC(1) : i+l

E S(i) :  T(i)#point {point désigne le caractére ".")
PRED(i) : 1i-1

E P(i) : ifl

-

enfin 1'information propre a chaque élément est :

INFO(i) : T(1i)

Remarque :
La définition de la convention de fin de suite donnée dans l'énoncé
ci-dessus, implique gu'on n‘utilise pas ici la notion de file vide
(une file comporte au moins le point final). Une autre interpré-
tation de l'énoncé consiste a considérer que le point final est
1'élément caractérisant la file vide).

1. description de 1'information :
un élément de la file est caractérisé par deux positions succes-
sives dans le tableau 7. Un entier sqffit donc pour caractériser
un &lément (un couple). La file est vide si le premier caractére
du tableau est un point.

2. description des relations :

FILE VIDE : T(1)=point
PRE s 1

SUC(i) : i+l

E_S(i) : T (i+1)#point
INFPO(1) s T(i), T(i+l1)
PRED(1) : i-1

E P(i) ;i
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Remarque :
On peut considérer que la file vide est caractérisée par un couple
dont le premier élément est le point et dont le deuxléme élément

est quelconque et peut méme ne pas exister. On a alors :

EST_VIDE(i) : T(i)=point

PRE : 1

sUC(i) s i+l

INFO(i) s T(i), T(i+1) {non défini si

EST_VIDE(i)=vrai}

b) Exemple 2

On considére 1'ensemble des carrés des ~ premiers entiers.

- ot v e s e o . e o A -

1. description de 1'information :
un élément de la file est caractérisé par un entier

2. description des relations : les primitives sont :
FILE VIDE : N = O
PRE : 1
Suc(i) : i+l

E S(i) : i#N
PRED(i) : i-1
E P(i) : i#l

INFO(i) : 1

Remarque :
Si 1l'on veut traiter le cas N=0O . on a deux possibilités

consjdérer qu'alors la file est vide, ou considérer que N+1
correspond & l'élément NIL (pour lequel INFO n'est pas définie)

. une deuxiéme maniére de structurer 1'ensemble des carrés en file est

basée sur la remarque suivante :

i
(23-1) = (2 z_J)-i
1 j=1

ce
ot

IA

—de

-

DM -

Vi

n

J

i2

i(itl)-1 =
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1. description de 1'information :

un élément de la file est caractérisé par deux entiers : un

nombre impair 1P et 1a somme s des nombres impairs de 1 a 1P.

2. description des relations :

PRE s 1, 1
SucC(ip,s) : 1ip+2, s+ip+2
E S(ip,s) : ip # 2N-1
PRED(ip,s) : 1ip-2, s-ip
E P(ip,s) : 1ip # 1
INFO(ip,s) : s

1.1.6 - Analyse_récurrente et traitement_de files

o e . B A A o e B S A R WD Lt S e M s e W A S et G G

La définition récurrente des files que nous avons donnée aux para-
graphes 1.1.1 et 1.1.4. permet d'exprimer facilement le traitement d'une
file de maniére récurrente. De maniére générale, on pourra mener deux

types d'analyse récurrente suivant que 1'on intégre le cas de la file

vide ou pas

a)

premier type d'analyse : on ne considére pas le cas de la file vide.

L'analyse est basée sur les deux cas suivants :

la file ne comporte qu'un seul &lément
E _S(PRE)=faux : c'est le cas simple de 1'analyse récurrente

la file comporte plus d'un élément

E S(PRE)=vrai : 1'analyse consiste @ se ramener a un
traitement é&lémentaire du premier élément et au méme pro-
bléme sur la sous-file des éléments restants.

b) deuxiéme type d'analyse : on intégre le cas de la file vide.

| 'analyse est basée sur les deux cas suivants :
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cas_n’l : la file est vide

EST VIDE(E)=vrai : on doit décider pour ce cas, d'une
convention qui soit compatible avec le traitement général.

cas_n’2 : la file n'est pas vide
EST _VIDE(E)=faux : 1'analyse consiste d se ramener a
un traitement élémentaire du premier &lément et au méme

probléme portant sur la sous-file des &léments restants.

perd Suiiag (RN et gl

Un mot est "palindrome” si il est égal & son image miroir (exemple :
laval). On considére un mot de taille ~ donné dans un tableau de caractéres
(N > 0) :

tableau (1:N) car T

Le probléme consiste & déeleyminer si le mot donné est palindrome ou non.
L'analyse qui suit est fondée sur 1'idée simple suivante : un mot est
palindrome si et seulement si ses deux extrémités sont égales et si le
sous-mot obtenu en enlevant ces deux extrémités au mot initial est lui
aussi palindrome.

a) Construction de 1'algorithme

Nous considérons la file suivante de sous-mots du mot donné :

. un sous-mot est caractérisé par un sous-tableau du tableau donné,
soit par deux positions p et d dans ce tableau, avec p < d.

. étant donné-un sous-mot, on lui associe la file de sous-mots définie
récursivement comme suit :

- le premier sous-mot est le sous-mot donné lui-méme

- les autres sous-mots, s'il en existe, sont ceux de la file associée
au sous-mot (s'il existe) obtenu & partir du sous-mot donné en lui
enlevant les extrémités.

Nous considérons alors la file de sous-mots associée au mot. donné par ce
processus récursif. On en déduit alors la définition des primitives de
description de la file :



Description de la file :

1. un sous-mot est caractérisé par deux positions p et d dans le
tableau donné (p < d) . La file est vide si N = 0.

2. les primitives sont :

PRE : 1,N

SucC(p,d) : p+l,d-1

g S(p,d) : p+l s d-1

INFO(p,d) : Tlp..d] {désigne le sous mot
T(p),T(p+1),...,T(d)}

FILE VIDE : =0 {la file est vide si le mot

donné l'est}

Analyse récurrente :

On applique le premier type d'analyse récurrente a une sous-file de cette
file, désignée par le premier de ses sous-mots, soit par deux posi-

tions p et d , avec p < d.

p+1 > d-1 : le mot correspondant est palindrome si et
seulement si ses extrémités sont égales

Cas_n°2 : la file comporte plus d'un élément
ptl < d-1 : le mot correspondant est palindrome si et
seulement si ses extrémités sont égales et la
sous-file qui en est déduit par 1'application
suc correspond aussi a un mot palindrome.

On deduit de cette analyse 1'algorithme suivant :
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Algorithme : mot palindvome - forme 1

fonction PAL(entier p,d) * logique

{rPAL a la valeur vrai si et seulement si le sous-mot déFfini
par les positions p et d du tableau T est palindromel

choix
ptl > d-1 : *r(p)=1(d)
p+l £ d-1 : choix
T(p)#T(d) : =faux
T(p)=1(d) ¢ *PAL(p+l1,d-1)
fchoix
fchoix

ffonction PAL

et on teste si le mot donné est palindrome par

choix
=0 : "mot vide”
N#0 : si PAL{I,N)
alors "mot palindrome” {"séquentialisation” d'une
sinon "mot non palindrome" construction choix}
fsi
fchoix

b) Autre construction
On peut obtenir un autre algorithme en intégrant le cas de ia file vide
dans le cas général. On a alors :

Description de la file :

On caractérise la file vide par deux entiers p et d, tels que p > 4,
soit : "
EST VIDE(p,d) ¢ p>d
PRE,SUC et Inro conservent les sens précédents.
(INFO(p,d)n*est pas défini si p > d)
Analyse récurrente :

On prend pour convention que la file vide correspond 3 un mot palindrome.
On a alors en appliquant le deuxiéme type d'analyse récurrente :
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Cas n°1 : da file est vide

te mot correspondant est palindrome (convention)

le mot correspondant est palindrome si et seulement
si ses extrémités sont égales et le sous-mot suivant
est lui-méme palindrome.

On déduit de cette analyse, 1'algorithme suivant :

Algorithme : mot palindrome - forme 2

fonction PALIl(entier p,d) » logique :

{PALLl a la valeur vrai si et seulement si le sous-mot défini
par les positions p et d du tableau T est palindrome. On peut
avoir p >d : on considére gqu'on a alors un mot palindrome}.

choix
p > d »vrai
p = d : choix
“{p)#r(d) : - faux
T(p)=T(d) : =+ PALI(p+1,d-1)
fchoix
Fchoix

ffonction PALI
et on teste si le mot donné est palindrome par la séquence :

si PALI(1,N)
alors "mot palindrome"
sinon "mot non palindrome

L'exemple qui précéde nous a permis d'illustrer le processus de
résolution d'un probléme par la méthode de traitement séquentiel

Le raffinement de 1'information traitée en un ensemble, sa structuration
en file et la description de cette file en termes de primitives qui
constituent autant d'objectifs vers lesquels tend le processus de
structuration.

. La construction d'un algorithme & partir d'une analyse récurrente guidée
par la structure de file donnée a 1'information.
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Nous avons de plus montré comment ce processus de construction peut
étre appliqué de deux maniéres différentes selon que 1'on considére &
part ou non le cas de la file vide. Dans les paragraphes qui suivent,
nous construirons les algorithmes généraux de traitement de files sur
la base du premier type d'analyse récurrente {oi 1'on considére la file
vide a part). Lors de 1'application de ces algorithmes dans un contexte
particulier, on pourra toujours essayer, si on le désire, le deuxidme
type d'analyse (dont le succés dépend de la possibilité de trouver une
convention permettant d'assimiler la file vide a une file non vide).

1.2 - ALGORITHMES DE TRAITEMENTS DE FILES

Nous appliquons maintenant les résultats précédents & la construction
d'algorithmes généraux de traitement de files. Ce faisant, nous poursuivons
deux objectifs :

. illustrer la méthode du traitement séquentiel

. @laborer un ensemble d'algorithmes que 1'on puisse utiliser directement
comme des schémas, dés lors que 1'on reconnait dans un probléme les
conditions de leur application.

Les algorithmes que nous étudions sont répariis en deux groupes

. Tes algorithmes de parcours qui raménent le traitement de la file a
1'application successive d'un traitement élémentaire a chacun des éléments
de la file

. les algorithmes de recherche qui raménent le traitement d'une file au
traitement &lémentaire d'un seul de ses éléments.
De plus, nous envisageons le cas ol 1'on cherche a traiter non pas
la file donnée, mais une de ses sous-files.

Remargue ¢
Nous faisons abstraction dans ce qui suit, de l'orlgine de la
file (le processus de structuration} et de sa représentation, en
utilisant les notations du § 1.1. 3.
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1.2.1. - Parcours d'une file

Le parcours d'une file est 1'application d'une méme action élémentaire
a chacun des éléments de la file.
Nous utilisons les notations suivantes :

VISITER(E)

désigne 1'application de 1'action élémentaire pour 1'élément £ de la file.
Nous parlerons de la "visite" d'un &lément. L'effet de la visite d'un
&1ément est caractérisé par un ensemble d'informations indépendantes de la
file caractérisant le traitement séquentiel.

i.e parcours de la file est initialisé par une action
INITTTALTSATION PARCOURS en abrégé iwnrr-p
et est suivi d'une action de terminaison

TERMINAISON PARCOURS en abrége TERM P
Nous définissons le parcours d'une file en nous basant sur la définition

récurrente des files. Ce faisant, nous proposons aussi un modéle pour
T'analyse de problémes de parcours de files.

Construction de 1'algorithme

E1le se base sur 1'analyse récurrente suivante (rappelons que nous prenons
dans ce qui suit systématiquement le premier type d'analyse recurrente
cf. § 1.1.6.).

Cas n°1 : la file a un €lément : on visite 1'élément

Cas n°2 : la file a plus d'un élément : on visite Te premier &lément

et on parcourt la sous-file des éléments restants.

De cette analyse, on déduit 1'algorithme suivant :
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Algorithme : parcours d'une file

action parcours (file F)

{parcours de la file F supposée non vide}

VISITER(F)
si E_S(F) alors parcours(SUC(F)) fsi
Faction parcours

le parcours de la file donnée est réalisé par 1'appel :

INIT P
si - FILE VIDE alors parcours(PRE) fsi
TERM_P

- - v BA 4 e e G e M - P S ma R et S -

Nous considérons un cas particulier du probléme précédent : de la
file donnée, on ne désire parcourir qu'une sous-file, dont le premier
élément est celui de la file donnée et dont le dernier élément est défini
3 1'aide d'un prédicat donné p.

Nous distinguons deux types de parcours de sous-files :

. le parcours d'une sous-file définie par vinclusion" : le prédicat p carac-
térise le dernier élément de la file.

. le parcours d'une sous-file définie par "exclusion” : le prédicat p
caractérise le premier élément de la file donnée qui ne fait pas partie

de la sous-file.

Dans les deux cas, si aucun élément de la file donnée ne vérifie le
prédicat P, toute la file est parcourue.

a) Parcours d'une sous-file définie par inclusion

<

Nous appliquons le traitement séquentiel de la maniére suivante :
la file "abstraite" caractérisant le traitement séquentiel est la
sous-file étudide. Sa définition ne différe de celle de la file
donnée que par la primitive caractérisant le dernier élément :
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Description de la file

(pour distinguer les primitives décrivant la sous-file de celle
décrivant la file, nous les suffixons & 1'aide du caractére ')

PRE" : PRE
SUC'(E) : SUC(E)
E S'(E) : E_S(E) et  P(E)

Construction de 1'algorithme

On peut reprendre pas a pas 1'analyse du § 1.2.1. : en fait nous
sommes dans les conditions d'application de 1'algorithme de parcours
d'une file. De cette identification, nous déduisons 1'algorithme
suivant, en remplacant dans 1'algorithme de parcours d'une file,

les primitives de description de la file par celles que nous

venons de donner :

Algorithme : parcours d'une sous-file définie par inclusion

action parcours_inc (file F)

{parcours d'une sous-file de F définie par inclusion a

l'aide du prédicat P. F n'est pas vide}

VISITER(F)

si E S(F) et - P(F) alors parcours_inc(SUC(F)) fsi
faction parcours_inc

et le parcours de la sous-file est réalisé par la séquence :
INIT P

si = FILE VIDE alors parcours_inc(PRE) fsi
TERM P

Cas particulier :

On peut considérer le cas particulier ol 1'on sait que la file donnée
comporte au moins un élément vérifiant le prédicat p. Dans ce cas,
1'action de parcours devient

action parcours_;ncl(file F)

{parcours d'une sous-file non vide, définie par inclusion.

il existe un é&lément vérifiant le prédicat P}

VISITER(F) ; si -~ P(E) alors parcours_;ncl(SUC(F)) fsi
faction parcours_incl

Remarque : on peut constater l'analogie entre cet algorithme et ltalgo-
rithme de parcours d'une file. Nous reviendrons sur cette
analogie au § 2.3.2.
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b} Parcours d'une sous-file définie par exclusion

Nous appliquons le traitement séquentiel de la maniére suivante :
On se raméne au parcours d'une sous-file définie par inclusion en
considérant une nouvelle visite définie comve suit :

VISITER'(F) : si ~ P(F) alors VISITER(F) fsi

Appliquant alors 1'algorithme précédent, on obtient aprés simplification

Algorithme : parcours d'une sous-file définie par exclusion

action parcours _exc (file F)
{parcours d'une sous-file définie par exclusion a l'aide du
prédicat P. La file F est supposée non videl.

si 54 P(F) alors
VISITER(F) ; si E_S(F) alors parcours_exc(SUC(F)) fsi
fsi
faction parcours_exc

et le parcours partiel de la file donnée est réalisé par la séquence :

INIT P

si = FILE VIDE alors parcours exc(PRE) fsi
TERM_P

Cas particulier :

Comme précédemment, on peut considérer le cas oit 1'on sait que la file
comporte au moins un éiément vérifiant P (si elle n'est pas vide).
L'action de parcours devient alors :

action parcours excl(file F)

{parcours d'une sous-file définie par exclusion
il existe un élément vérifiant le prédicat P}
*si -~ P(F) alors VISITER(F) ; parcours_excl (SUC(F)) fsi

faction parcours excl

Nous étudions ici le probléme de la "recherche associative” dans une
file, défini comme suit :

Etant donné une file et une propriété p, le traitement de la file se
raméne a deux cas :
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. il existe un élément de la file vérifiant la propriété p :
on applique 1'action

TRAITER OUI  en abrégé T _our

au premier élément & de la file qui vérifie p.

. 11 n'existe aucun élément dans la file vérifiant la propriété P :
on applique alors 1'action

TRAITER NON en abrégé 1T NON

Construction de 1'algorithme :

L'algorithme est décomposé en deux parties :

. 1a recherche du premier élément de la file vérifiant P (s'il existe)

. 1'application du traitement adéquat en fonction du résultat de la recherche.
L'algorithme de recherche est construit par analyse récurrente :

Cas_n°l : la file comporte un seul élément :

cet élément est 1'élément cherché s'il vérifie P
sinon il y a échec dans la recherche

Cas_n°2 : la file comporte plus d'un &lément
si Te premier élément de la file vérifie p, c'est 1'élément
cherché
Dans le cas contraire, on se raméne au probléme de recherche
associative portant sur la sous-file des &léments suivant le

premier élément.

De cette analyse on déduit 1'algorithme suivant :
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Algorithme : recherche associative dans une file

fonction r_a(file F) + logique, élément

{recherche du premier élément de F vérifiant P
F n'est pas vide. Le couple résultat est
vrai, élément trouvé si 1'on trouve un élément vérifiant P

faux, indéfini si on n'en trouve pas}
ch_oix

P(F) : +vrai , F

~“P(F) : choix

E_S(F) : > r_g(SUC(F))
~E _S(F) : faux,F
fchoix
fchoix

ffonction r_a .
le probléme posé est alors résolu par la séquence :

choix
FILE VIDE : T_NON
~ FILE VIDE : (t,0) := r_a(PRE)

choix
t : T _OUI(O)
At : T _NON
fchoix

fchoix

Cas particulier :
On sait que la file contient au moins un élément vérifiant le prédicat P.

Dans ce cas la fonction de recherche se simplifie

fonction r_al(file F) + élément

{recherche associative dans uvne file non vide
on sait que 1'élément cherché existe}

choix

P(F) + F

4 P(F) : r__aI(SUC(F))
fchoix

ffonction r_al
et le traitement de la file est réalisé par la séquence :

choix
FILE_VIDE
< FILE VIDE
fchoix

T_NON
T _OUI(r_al(FRE))

. o
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Nous illustrons 1'application de 1'algorithme précédent sur quel-
ques exemples dont la fréquence est suffisamment élevée pour qu'ils recoivent

le statut de schéma.

a) Traitement du dernier élément d'une file

On suppose que la primitive DER n'est pas définie. On veut visiter
le dernier élément de la file. On est dans les conditions d'appli-
cation de 1'algorithme précédent :

. lorsque la file n'est pas vide, le dernier élément existe toujours
. i1 est caractérisé par l1a propriété :

P(E) : 4 E_S(E)

La nature méme de cette propriété conduit a une simplification évidente
de 1'algorithme général. On obtient finalement 1'algorithme suivant :

Algorithme : traitement du dernier élément d'une file

fonction rech der (file F) - élément

{recherche le dernier é&lément d'une file non vide}

choix

- E _S(F) : > rech der(SUC(F))
~ E S(F) : » F

fchoix

ffonction rech_der
le traitement de la file est alors réalisé par la séquence :
choix
FILE VIDE : T_NON
~ FILE VIDE : T OUI(rech der(PRE))
fchoix
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Recherche d'un élément de clé donnée

On suppose que 1'information propre associée a chaque &lément de la
file est structurée en champs et que 1'un d'entre eux joue le rble
d'indicatif de recherche. On notera :

CLE(E)
1'indicatif associé a 1'élément E.
Le probléme consiste @ rechercher le premier élément de clé égale
a une valeur X donnée.

Construction de 1'algorithme

On applique directement 1'algorithme de recherche associative en
prenant pour propriété :

P(E) : CLE(E)=X

nous ne donnons pas cet algorithme ici.

Recherche d'un élément de clé donnée dans une file triée

On reprend le probléme précédent en supposant que la file donnée
est triée selon les valeurs croissantes des indicatifs. (On suppose
ces indicatifs munis d'un ordre total noté a 1'aide des symboles
utilisés couramment sur les entiers). On recherche pour une valeur
de clé X donnée, le premier couple d'&léments consécutifs dans la

file, soit E1 et g2 tels que :

CLE(El) < X < CLE(EZ2)

Construction de 1'algorithme :

On applique le traitement séquentiel & la file des couples d'éléments
consécutifs de la file.
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Recherche par comptage

L'élément cherché est le Nieme de 1a file pour N donné.
On applique le traitement séquentiel de la maniére suivante

Description de la file abstraite :

La file abstraite caractérisant le traitement séquentiel est définie

a partir de la file donnée, en associant a chaque élément de celle-ci

son rang

1. un &lément de l1a file abstraite est caractérisé par un élément de
la file donnée et un entier.

2. les primitives sont :

PRE' : PRE, 1
SUC'(E,R) : SUC(E), R+l
E S'"(E,R) : E S(E)

Construction de 1'algorithme

On applique un schéma de recherche associative a la file abstraite

-que nous venons de décrire, en prenant pour propriété

P(E,R) : R=N

Algorithme : recherche dans une file par comptage

fonction rech_pompt(file F, entier R)'+logigue, élément

{recherche 1'élément de rang N dans la sous-file F
F n'est pas vide. Son premier élément a pour rang R
le couple résultat est

- vrai, élément de rang N si cet élément existe
faux, indéfini sinon}
choix
R=N : - vrai, F
R#N : choix .
E S(F) : r rech_pompt(SUC(F),R+1)
{“E S(F) : ~ faux, F
fchoix
fchoix

ffonction rech compt

et 1a recherche dans la file donnée est effectuée par 1'appel :

choix
FILE VIDE : T _NON
~ FILE VIDE : (t,0) :=rech _compt (PRE,1)
choix
t : T oUI(o)
4t : T _NON

tchoix
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Description de 1a file des couples

1. un élément est caractérisé par deux éléments consécutifsde la
file donnée.
Pour que 1a file des couples ne soit pas vide, elle doit avoir

au moins deux éléments.
2. les primitives sont :

PRE® : PRE, SUC(DPRE)
SUC*(E1,E2) : B2, SUC(E2)
E S"(EL,E2) = E S5(E2)

FILE VIDE g ¢ FILE VIDE ou_C -~ E_S5(PRE)

Remargque :
ou_c¢ désigne 1l'opérateur ou conditionnel (cE. chapitre 0}.

Mgori thue :
On applique la recherche associative & la file des couples en prenant
pouyr propriété
P(EI,E2) : CLE(E1) € X < CLE(E2)
on obtient alors aprés simplitication
fonction rech tri(délément Ei,E2) logique, éldément, élément

{recherche,dans la file des couples commengant par El, E2,
le premier couple “contenant™ X. On sait que X = CLE(E1)
le triplet résultat a pour valeur :

vrai, couple solution si la recherche aboutit

faux, dernier, indéfini sinoun]

choix
X < CLE(E2) : - (vrai,El,E2)
X 2 CLE(E2) : choix

E S(E2) : > ruch_ﬁri(EZ,SUC(E2))
- E_ﬁ(EZ) s o+ (faux,E2,E2)
fchoix

fchoix
ffonction rech tri
et Va recherche s‘effectue par 1a séquence
cholix
FILE__VIDE : T_NON
—~ FILE VIDE : si X < CLE(PRE) ou = E _S(PRE)
alors T _NON
sinon (t,01,02):=rech-tri(PRE,SUC(PRE))
choix
£ : T _OUI(01,02)
-t : T _NON
fchoix

fsi
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Remarque :
. 1'exemple du § 1.1.7 peut étre traité en appliquant un schéma de

recherche : on recherche le premier sous-mot, s'il existe, dont
les extrémités sont différentes.

. Nous étudierons dans la deuxiéme partie la réduction logarithmique
de cet algorithme (cf£. § 5.2.3.).

I.3 - CONCLUSION

Résoudre un probléme en appliquant le traitement séquentiel consiste

a :

1. Structurer 1'information en file, aprés 1'avoir raffinée en un ensemble
d'informations plus élémentaires.

2. Guider la construction d'un algorithme par cette interprétation de

1'information
soit en appliquant un modéle général d'analyse de traitement de file,

soit en identifiant un probléme général de parcours de file ou de
recherche dans une file, et en appliquant le schéma correspondant.

Nous avons proposé des outils permettant d'appliquer ce principe de
construction d'algorithmes de maniére systématique :

. un modéle de processus de structuration en file
. des notations pour la description d'une file
. un modéle d'analyse récurrente des traitements de file

. des algorithmes généraux de parcours de files et de recherche dans
une file.

Nous avons placé notre présentation dans un contexte algorithmique,
utilisant notamment des formalismes récursifs correspondant a ce qui est
disponible dans les langages de la famille ALGOL. I1 est clair que le
traitement séquentiel n'est pas 1ié a ce style de formalisme et peut étre
envisagé dans des environnements techniques ou culturels différents.

Par exemple
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- un langage tel que LUCID (AsW 77) nous semble parfaitement adapté
i ce qui a été présenté, offrant de plus 1'axiomatique nécessaire
pour effecteur 1a preuve des algorithmes.

- le contexte de 1'analyse syntaxique offre des formalismes (description
de grammaires) des techniques (méthodes d'analyse, insertion d'actions
sémantiques) et des outils (générateurs d'analyseurs) que 1'on peut
parfaitement utiliser pour la résolution des problémes que nous avons
présentés (GoH 74).

Nous suggérons que quel que soit 1'environnement choisi, les principes
du traitement séquentiel que nous venons de résumer et le souci constant
d'une démarche systématique sont des é&léments méthodologiques suffisants
pour permettre de résoudre les problémes considérés de maniére méthodique
et fiable.
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CHAPITRE 2

PROGRAMMATION DU TRAITEMENT SEQUENTIEL

Nous "poursuivons la présentation de 1a méthode de traitement séquen-
tiel, en étudiant la programmation des algorithmes du § 1.2 dans un
langage de programmation conventionnel (dont nous retiendrons pour
caractéristique essentielle le fait d'étre fondé sur la notion de
variable et sur le recours a 1'instruction d'affectation).

Nous voulons ainsi :

- continuer a décrire le processus de construction de programmes de trai-
tement séquentiel, en caractérisant les étapes liées au niveau de pro-
grammation choisi.

- confirmer le caractére pratique de la méthode en élaborant un ensemble
de schémas dans un environnement de programmation standard.

Pour passer du niveau algorithmique présenté au chapitre 1 au
niveau de programmation choisi, le processus de construction comporte trois
phases supplémentaires :

1. L'élaboration d'un répertoire d'actions élémentaires permettant de
décrire le processus dynamique de progression le long d'une file.
Pour rendre cette phase systématique, nous utilisons un modéle de
"machine séquentielle", qui s'inspire notamment des répertoires clas-
siques d'instructions de lecture de fichiers séquentiels (cf. par exemple
[Wir 76)). De méme que les notations du § 1.1.3., ce modéle de machine
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séquentielle, nous permet par ailleurs de décrire les schémas de
traitement séquentiel en faisant abstraction de la représentation de la
file caractérisant le traitement.

2. La construction d'un algorithme itératif & la suite d'une analyse récur-
rente telle que nous 1'avons présentée au § 1.1.6. Cette construction
peut s'appuyer sur 1'une ou 1'autre des méthodes générales existantes
que nous avons citées dans 1'introduction de cette premiére partie.

On peut aussi se baser sur des techniques générales de transformation
de programmes récursifs en programmes itératifs (voir les références
données au début du chapitre 4 et le chapitre 4 lui-méme). Enfin,
nous suggérons d'utiliser directement les schémas présentés dans ce
chapitre, d&s lors que les conditions de leur application sont
reconnues.

3. La simplification du programme obtenu par des transformations simples,
prenant en compte les particularités du probléme &tudié par rapport au
schéma général de référence. Nous &tudions certains de ces cas parti-
culiers en détail tant pour illustrer cette phase de simplification,
que pour fournir des schémas (ce qui est justifié par la fréquence ce
ces cas).

2.1 - ACCES SEQUENTIEL A LA FILE : deux modéles de "machines séquentielles"

2.1.1. - Machines_séquentielles

Rl e kT =i uai g

Une “machine ségquentielle” est un répertoire d'actions &élémentaires
permettant de décrire le processus dynamique de progression le long d'une
file (nous disons 1'"accés séquentiel™ a une file).

La description d'une machine séquentielle comporte :
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1. La description des informations caractérisant 1'état de la machine.

A tout moment de 1'accés séquentiel a la file, on doit pouvoir
connaitre les informations suivantes :

. 1'élément de la file sur lequel on est “placé” au moment considéré.
Nous 1'appelons 1'"élément courant".

. 1'indication de 1a détection de l1a fin de 1a file. Nous parlons d'un

"voyant" (de fin de file) qui est "éteint” (si 1'on n'a pas encore atteint
la fin de la file) ou "allumé” (si on a atteint la fin de la file).

2. La description des primitives d'accés séquentiel qui sont réparties en

deux groupes :

. des primitives de consultation qui permettent d'examiner 1‘'état de la
machine, sans le modifier : quel est 1'élément courant ? le voyant est-il
allume ?

. des primitives de modification de 1'état de la machine : une action d'avan-
cement le long de 1a file, une action de démarrage du processus de progres-
sion.

La maniére de repérer le dernier élément d'une file joue un role
important dans la mise en place des algorithmes de traitement séquentiel :
un tel algorithme est toujours contrdlé par la progression le long d'une
file, et la fin de 1'algorithme correspond toujours-d@ 1'accés au dernier
élément dans le cas d'un parcours, & 1'élément cherché (ou au dernier
élément) dans le cas d'une recherche.

Hous distinguons deux modéles de machine séquentielle selon la
maniére de spécifier 1'arrivée sur la fin de 1a file (c'est-d-dire 1la
relation entre 1'action d'avancement et 1'éclairage du voyant) :

- -

la file.
Lorsque le voyant est allumé, on vient de quitter le dernier élément par
une action d'avancement, et en toute généralité, 1'élément courant est

alTane AnAdaFini



Remarque ;
Ceci s'inspire directement de la spécification standard des ins-

tructions de lecture de fichiers séquentiels. La notion de
"voyant allumé" correspond & la réception d'une interruption de
fin de fichier.

Ce type de spécification est notamment utilisé :
. lorsque la file est décrite en intégrant le cas de la file vide
(cf. 1.1.4. b).

- lorsque la file considérée est une sous-file définie par exclusion
(cf. § 1.2.2.).

deuxiéme_cas : le voyant s'allume & 1'instant de 1'arrivée sur le dernier
élément.
Lorsque le voyant est allumé, 1'élément courant est effectivement le

dernier de la file.

Remarque ;

Ceci correspond au cas ol le dernier élément de la file est doté
d'une propriété caractéristique (par exemple lorsque 1l'on connait
le nombre d'éléments de la file).

Ce type de spécification est notamment utilise :

. lorsque l1a file est décrite en distinguant le cas de la file vide
(cf. 1.1.4.a).

Torsque Ta file considérée est une sous-file définie par inclusion
(cf. § 1.2.2.).

T e e e o i B e e A e e e e e e e e e . B ot e o v o e e o T o s e

Nous spécifions ici chacun des deux modéles de machine séquentielle :
la spécification des primitives est donnée sous forme de pré-conditions et
post-conditions exprimées en termes des informations caractérisant 1'atat
de la machine (ce mode de spécification nous parait bien adapté au niveau
de programmation auquel nous nous plagons et au pragmatisme que nous recher-
chons). La file dont on veut spécifier 1'accés séquentiel est décrite a
1'aide des notations des paragraphes 1.1.3. et 1.1.4.
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a) premier modéle de machine séquentielle : le voyant s'allume en quittant
le dernier élément.

1. Description de 1'état

C'est ici qu'on décrit la représentation de la file. Elle doit étre
compatible avec le fonctionnement de la machine impliqué par ce modéle
de spécifications.

2. Description du répertoire

. consultation de 1'élément courant
ELEMENT COURANT en abrégé Ec

désigne 1'@lément courant

. consultation du voyant 3

FIN DE FILE ATTEINTE en abrégé  FDF

indique si le voyant estéteint (FDF=faux) ou allumé (FprF=vrai).

. avancement le long de la file
AVANCER  en abrégé Av
permet de donner accés au prochain élément de la file et provoque
éventuellement 1'éclairage du voyant. Ceci est spécifié comme suit
(eo est une constante désignant la valeur de EC & 1'appel de AVANCER)

état initial

——— -

FDF=faux et EC=eO

état_final
. E;S(eo) : FDF=faux et EC=SUC(eO)
. 1E_$(eo) : FDF=vrai et EC= valeur non définie

Remarque :
AVANCER ne peut &tre utilisé lorsque le voyant est allumé.

. démarrage

DEMARRER en abrégé DEM
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désigne le démarrage du processus d'accés séquentiel : DEMARRER
donne accés au premier élément de la file (s'il existe). Son effet
est spécifié comme suit :

état initial :

- - . - -

quelconque (la file doit étre effectivement accessible)

état final :

FILE VIDE : FDF=vrai et EC= valeur non définie
-1FILE__VIDE : FDF=faux et EC=PRE

Remarque ;
Nous avons spécifié cette action de maniére & pouvoir intégrexr
le cas des files vides : lorsque la file est vide, DEMARRER
initialise effectivement EC mais avec une valeur non définie
(on ne peut présumer de cette valeur au niveau de 1l'utili-
sation de la machine séquentielle).

b) Deuxiéme modéle de machine séquentielle : le voyant s'allume en arrivant

sur le dernier élément.

1. Description de 1'état

Description de la représentation en accord avec le modéie.

2. Description du répertoire

. primitives de consultation : cf. premier modéle

. avancement le long de 1a file :
La spécification de avancer est maintenant :

état initial :

FDF=faux et EC=eo

état final :

- -

( FDF= ~E_S(SUC(e_))) et EC=SUC(e )
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. demarrage

état initial

P R

quelconque, file non vide

état final :

pe-giugragi-qPiAg- e

FDF= ﬂE“S(PRE) et EC=PRE

Remarque 3

On a la relation invariante : FDF= ~E S(EC)

2.1.3. - Exemple_de_description_d'un_accés_séquentiel

pragpiiruityd sfpidpeagighnge-qiipupopuiedpipisy Sp-ahipu e iuapRipay Mg e R R e e

Nous reprenons 1'un des exemples du § 1.1.5. : la file considéree
est la file des couples de caractéres consécutifs dans un tableau de ~
caractéres (N > 0).. Nous avons décrit cette file au § 1.1.5. et nous
pouvons maintenant appliquer les modéles précédents pour en décrire 1'acces

séquentiel.

Remarque
Nous montrons dans cet exemple que les deux modéles peuvent &tre

appliqués. Toutefois, nous ne choisissons pas 1'une des solutions :
ce choix ne peut &tre Fait que dans un contexte plus large notamment
en fonction des traitements effectués.

a) Appliquant le modéle 1, on obtient

1. description de 1'état :
La file de couples de caractéres est représentée a 1'aide du
tableau de caractéres qui apparait dans 1'énoncé méme de 1'exemple

tableau (1:N) car T {N >0
le dernier caractére est le

prenier point rencontré}

. 1'application du modéle 1 implique que Te voyant doit s'allumer
Torsque 1'on quitte le dernier couple (i.e. celui dont le deu-
xiéme élément est le point final) : ceci est réalisé simplement

“en considérant que le point est Te début d'un ceuple fictif.
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. Le couple courant est caractérisé par une position dans le tableau

AN

entier poscour {position courante
définit le couple courant
1 < poscour < N}

2. Description du répertoire

EC : T(poscour), T(poscour+l) {non défini si FDF=trail
FDF : T(poscour)=point

AV : poscour:=poscourtl

DEM : poscour:=l]

Remarque : On peut constater 1l'intégration du cas de la file vide.

b) Appliquant le modéle 2, on cbtient

1. Description de 1'état :
Le seul changement par rapport & ce qui précéde est le fait que
le voyant s‘allume lorsque 1'on atteint le dernier couple, i.e.
Jorsque le deuxiéme caractére du couple courant est le point final

On a maintenant : 1 <€ poscour < N
2. Description du répertoire :

EC : T(poscour), T(poscour+l)
FDF  : T(poscour+lj}=point
AV :  poscour:=poscour+l
DEM : poscour:=l
Remarqgue :

Le cas de la file vide est pris en compte en testant si
le premier caractére du tableau est un point.

FILE VIDE : T(1) = point

Cet exemple trés simple n'avait pour objet que d'illustrer les
différences entre les deux modéles proposés. Nous montrerons sur des exemples
plus complets (notamment dans le chapitre 3) les éléments qui conduisent
au choix d'un des deux modéles, et préciserons alors les aspects systématiques

de la construction d'une machine séquentielle.
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Une telle construction comporte deux étapes importantes :

1. Le choix d'un modéle de machine en fonction du contexte

Les éléments qui peuvent aider a ce choix sont par exemple :

- une convention de fin de file particuliére imposée par le probléme
- des critéres de concision ou de colt des programmes écrits.

2. La construction proprement dite de la machine.
Cette construction comporte dans 1'ordre :

- 1a description de 1'état de la machine qui se résume par un ensemble
de declarations de variables et éventuellement par 1'énoncé de relations
existant entre ces variables (notamment énoncé de propriétés, de relations

invariantes).

- l1a réalisation des primitives du répertoire :

. les primitives de consultation ne posent pas de probléme parti-

culier :

Remarque

on accéde aux variables décrivant 1'état de la machine.

On peut cependant apporter un soin particulier a la
"protection®” de cet état vis a vis de 1'utilisateur de

la machine : ne donner accés qu'aux variables donnant
1'élément courant et l'état du voyant ; n'autoriser 1l'uti:
lisation de ces variables qu'en lecture seulement.

La réalisation de cette protection dépend évidemment du
langage de programmation utilisé mais aussi de la comple-
xité globale du programme en cours de construction (taille

du programme, nombre de programmeurs y participant...).

. les primitives de modification sont réalisées a partir des spéci-
fications du modéle choisi et en fonction de la représentation
choisie. En général i1 est préférable d'étudier  1'avancement

avant le démarrage.

Remarque :

En effet, il est fréquent que 1l'étude du démarrage soit
une simple adaptation de l'étude de l'avancement au cas
particulier ou l'on cherche & acquérir le premier élément.
pans un certain nombre de cas ceci se traduit au niveau
méme des programmes, le démarrage étant réalisé en termes
de 1l'avancement (nous étudions ce cas particulier au

§ 2.3.1).



2.1.5. - Cbnc]usion

Les machines séquentielles constituent un guide pour réaliser le
passage du niveau "abstrait" du chapitre 1 (on faisait abstraction du pro-
cessus dynamique de progression le long de la file et de la représentation
de la file ; la description de la file consistait @ donner des relations
entre ses constituants) au niveau "concret" de ce chapitre (on se place
dans le contexte d'un environnement de programmation précis).

Nous avons tenu a donner une certaine généralité a notre présen-
tation en choisissant des notations qui laissent une grande liberté de réa-
lisation, notamment en fonction du langage utilisé :

. une machine séquentielle peut étre décrite a 1'aide d'une construction
inspirée du concept de type abstrait (LiZ 74), et notamment & 1'aide du
mécanisme d'“univers"” que nous présentons dans la troisiéme partie (cf.
aussi [SGC 781). On peut ainsi & la fois exprimer le caractére modélisant de
la notion de machine séquentielle et assurer la protection de ce composant

du programme vis a vis des autres composants.

lorsque 1'on ne dispose pas d'une telle construction, on peut associer une
procédure a chacune des primitives du répertoire et refléter la notion de
machine séquentielle @ 1'aide d'une mise en page et de commentaires adéquats.

enfin, on peut se passer de toute construction associée aux abstractions
manipulées, et simplement substituer dans les algorithmes de traitement de
la file, les primitives d'accés séquentiel par leur définition (éventuel-

Tement en Teur associant un commentaire rappelant Teur rdle logique).

Remarque
Soulignons que dans le cas ol le langage utilisé fournit les cons-
tructions les plus élaborées, chacune des trois solutions envisagées
ci-dessus, et toute solution intermédiaire, peut é&tre appliquée,
selon les critéres qui régissent la construction du programme, les
conditions de cette construction, et les conditions d'utiligation
du programme.



2.2 - SCHEMAS DE TRAITEMENT SEQUENTIEL

Nous poursuivons maintenant la construction des algorithmes que nous
avons présentés au § 1.2., en appliquant les principes de construction
que nous venons d'étudier. Comme précédemment notre objectif est double :

. illustrer la méthode du traitement séquentiel
. élaborer un ensemble d'algorithmes que 1'on puisse utiliser conme des
schémas .
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a) Construction

Les schémas sont construits en partant des algorithmes du chapitre 1,
et en examinant les deux types de machines séquentielles.Pu point de vue des
notations, nous utilisons des primitives d'itération qui sont présentées
au chapitre 0 et discutées dans la troisiéme partie. De maniére générale,
nous cherchons a obtenir les schémas les plus concis possibles et notam-
ment, nous voulons faire apparaitre chaque primitive de la machine séquen-
tielle une fois et une seule dans le schéma (essayant ainsi de concilier,

sans nuire & notre démarche systématique, des critéres de lisibilite,
de portabilité, et éventuellement d'efficacité).

b) Evaluations

_ Chaque schéma est "évalué" de la maniére suivante (cf. chapitre 0) :
on associe a chaque instruction du schéma une expression a valeur entiére
(placée sur la droite en regard de 1‘'instruction) qui indique le nombre
de ses exécutions : cette expression est décrite en termes des paramétres
suivants :

N nombre d'éléments de la file

NS - nombre d'éléments de la sous-file considérée
(le cas échéant - cf. § 2.2.2. et 2.2.3).

€ 1 si n=0 ouo si nFo (dans le cas ou 1'on traite
a part le cas de la file vide).
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Remarque :
Dans le cadre du traitement séquentiel, les calculs conduisant aux

expressions associées a chague instruction sont en général trés
simples. C'est pourquoi, nous ne donnons pas d'explication sur ces

calculs.

Chaque schéma est suivi d'une rubrique "évaluation" qui résume le

travail d'évaluation en cumulant certains chiffres :

1. On cumule e nombre d'exécutions de chaque primitive non définie dans
le schéma {les paramétres du schéma) :
les primitives de la machine séquentielle

les primitives de traitement de la file.

Ces chiffres représentent en quelque sorte le coit de 1'algorithme
(ce sont eux qui reflétent la “complexité" de 1'algorithme, cf. par
exemple [Knu 691, [AHU 741 ou [Baa 781).

2. On cumule le nombre d'exécutions de toutes les autres instructions appa-

raissant dans le schéma :

“contrdle" : nous regroupons sous cette rubrique toutes les ins-
tructions de composition (choix, itération).

"opérations logiques" : nous ne tenons pas compte des opérations

de complémentation(q).
. "opérations de comparaisons" .
. "opérations arithmétiques"

"variables"

"affectations"

Remarque :
Pour pouvoir réaliser ces cumuls, nous choisissons un modéle d'éva-

luation du cofit de chaque instruction, basé sur la programmation des
primitives dans un langage de bas niveau (langage machine) disposant
de plusieurs registres (cf. chapitre 0).

L
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Ces chiffres représentent le codt de 1'algorithme dans le contexte du
langage de programmation utilisé et du modéle d'évaluation des instruc-
tions choisi.

c) Rdle des évaluations

Les évaluations jouent troisrdles dans le processus de construction
de programmes :

. elles permettent une certaine vérification du programme par un examen de
la cohérence des chiffres obtenus.
Par exemple, lors d'un parcours de file accesslble par une machine de type
1, le nombre de visites est égal au nowbre d'avancements (cf. § 2.2.2.). Ce
réle apparait plus nettement lorsque nous traitons des exemples de niveau

de complexité supérieur a celui des schémas de base (cf. chapitre 3) et
lorsque nous étudions les schémas de traitement d'arbres {cf. chapitre 6).

. elles constituent une "mesure du comportement” d'un algorithme : les chiffre
indiquent d'od provient le coiit de 1'algorithue.
on peut ainsi, d'une part repérer les régions du programme les plus "coiliteus
(et sur lesquelles il convient de porter, le cas échéant, 1'effort d'opti-
misation), d'autre part évaluer 1'influence du style de réalisation (type
de langage, technique de contrdle,...) sur le coiit global .

. elles permettent de comparer pour un langage donné plusieurs solutions a
un méme probléme.

Cette comparaison n'a pas forcément pour but de trouver la meilleure solu-

tion (en chiffres absolus gqui sont toujours dAifficiles a calculer). Elle
peut aussi bien permettre de se rendre compte que deux solutions sont de
colits équivalents ce qui laisse la possibilité de choisir en fonction d'autr
critéres.

- T . - - - - . 0 A A e

Le parcours d'une file consiste a appliquer successivement a tous
les éléments de la file, une action &lémentaire visiTer . IT est initialisé
par 1‘action znvir P et est suivi de 1'action TR P (cf. § 1.2.1.). Ces
trois actions expriment la "sémantique" du traitement de la file. Leur
effet est spécifié par rapport & un ensemble de variables dont le rdle
est de traduire a tout instant du parcours de la file, 1'effet cumulé
des applications successives de VISITER. Nous utilisons le terme

"accumulateur® pour désigner cet ensemble de variables.

Remarque 3
VISITER ne peut pas modifier 1'état de la machine séquentielle.
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a) Construction des schémas de parcours

Nous avons deux schémas possibles selon que 1'on choisit le premier
ou le second modele de machine séquentielle.

Dans les deux cas, la construction des itérations peut se faire a
partir de 1'invariant suivant (déduit directement des résultats du chapitre

Assertion invariante lors de 1'appel de VISITER (avant 1'appel) :
"tous les éléments de la file précédant EC ont été visités.
L'accunulateur traduit l'effet de ces visites antérieures. Si EC
est le premier ¢lément de la file, on vient d’appliquer INIT P.

EC est un élément qui doit effectivement &tre visité et qui ne 1l'a
pas encore été. Enfin EC est 1'élément qui suit le dernier élément
gue 1'on a visité."

L'evaluation est réalisée en supposant 1'algorithme correct : le
nombre de visites est N. A partir de cette hypothése, on déduit tous les
autres chiffres.

Remarque :
Les algorithmes qui suivent peuvent aussi étre déduit des algori-
thmes du § 1.2.1. en appligquant de simples technigues de transfor-
mation "récursif-itératif".

b) Algorithmes: parcours d'une file

Algorithme P1
machine séquentielle de type 1

Algorithme P2
machine séquentielle de type 2

INIT P 1 INIT P 1
DEM 1 si <FILE VIDE alors 1
tantque -FDF faire  N+1 DEM 1-€
VISITER(EC) N itérer
AV N VISITER(EC) N
Ftantque arrét : FDF N
TERM P 1 Av N-1+€
fitérer
fsi
TERM P 1

Evaluation :

. primitives de traitement
visrrer:N , invir p:1 , TERM P:l
primitives d'accés séquentiel :
peu:l, av:iN, For:N+1

. controle : N+l

Evaluation :

. primitives de traitement :
vIsiTER:N, INIT P:1, TERM P:l

. primitives d'accés séquentiel :
pEM:1-€, AV:N-1l+e, FDF:N
FILE VIDE:1

. contrble @ N+l
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Remarque’ :
. Rappelons que le premier modéle de machine séquentielle tient
compte du cas de la file vide.

. 51 1'on sait que la file comporte au moins un élément, on peut
utiliser une construction répéter a la place du tantque dans
1'algorithme P1, et supprimer le test FILE VIDE dans l'algori-
thme P2,

c) Utilisation des schémas :

A la suite du travail de construction décrit au chapitre 1, la
programmation d'un parcours de file comporte le choix d'un schéma en fonc-
tion du choix d'un modéle d'accés séquentiel. lLe programme obtenu peut
étre vérifié en examinant le nombre d'utilisation de chaque primitive, puis
"simplifieé" (rendu plus concis, amélioré,...) en tenant compte de condi-
tions particuliéres (par exemple le fait de savoir que la file n'est pas
vide, que nous avons souligné dans la remarque précédente). Nous exami-
nerons certains de ces cas particuliers au § 2.3.

d) Conclusion

Les schémas de parcours de files résument un processus d'analyse
dans lequel le probléme envisagé a été réduit en termes d'une file et d'une
action élémentaire de traitement. Ceci se traduit au niveau du programme
par :

. La mise en évidence de deux groupes de primitives :

- les unes correspondent 3 1'accés séquentiel a la file
- les autres correspondent au traitement de cette file.

Cette répartition en deux groupes permet de dissocier au niveau du schéma
un aspect "syntaxique" du probléme (1ié a la structure de file) et un
aspect "sémantique" du probléme (on retrouve une analogie avec la compi-
fation,déja soulignée en conclusion du chapitre 1).

. Le recours a des constructions linguistiques exprimant le mécanisme
d'itération. Nous avons utilisé ici les constructions classiques
tantque, répéter, itérer. 11 est clair qu'il est facile de se placer a

un niveau de programmation moins évolué ol de telles primitives ne sont

Hl
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pas disponibles (par une simple traduction en termes de tests et de

branchements).

Remarque

2.2.3. -

Nous restreignons l'utilisation de la construction pour au cas
particulier ou tout l'accés séquentiel est exprimé par le pour
un élément de la file est caractérisé par un entier, la "valeur
initiale" du pour définit le premier élément, la "valeur finale"
définit le dernier élément, et le pas de progression définit
1'avancenent.

Dans ce cas, le schéma de parcours devient :

{i est l'entier caractérisant la file
(variable de contrdle du pour) }

INIT P

pour~1:=valeur initiale pas p jusqua valeur finale faire
VISITER(i)

fpour

TERM P

Ce type de schéma nous parait intéressant dans la mesure ol toute
la description de la file apparait dans la construction d'itération.
Nous pensons que c'est dans cet esprit qu'il Eaut rechercher des
constructions linguistiques exprimant les itérations. Ceci apparait

déja dans certains travaux (par exemple [Pai 77bJ,[LsSA 77], [swL 771)

[BoL 77]). Nous reprendrons cette discussion dans la troisiéme partie
(§ 9.2.3.).

Parcours d'une sous-file

—— - . - . R e W -

L'exemple du parcours d'une sous-file nous permet comme dans le

chapitrel (cf. § 1.2.2.) de présenter une premiére illustration de 1'appli-
cation des algorithmes de parcours. Par ailleurs les schémas obtenus sont
trés fréquemment rencontrés (traitement de textes, traitement de fichiers
séquentiels et notamment problémes de ruptures).

Rappelons que la sous-file considérée est définie comme suit :

. son premier élément est le premier élément de la file

. son dernier élément est défini a 1'aide d'un prédicat p, par inclusion ou
par exclusion (cf. 1.2.2.). Si aucun élément de la file ne vérifie p,

toute la file est parcourue.

. deux é&léments consécutifs dans la sous-file, le sont dans la file.
(nous avons décrit une telle sous-file au § 1.2.2.).

Le traitement qui doit &tre effectué est exprimé de la méme maniére

que dans le cas des parcours de files.

Ri
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Dans ce qui suit, nous traitons d'abord le cas des sous-files

définies par exclusion, puis le cas des sous-files définies par inclusion.
Pour chacun de ces cas, on construit deux schémas selon que 1a file donnée
est accessible par une machine séquentielle de type 1 ou 2.

1. Sous-file définie par exclusion

Le dernier élément de 1a sous-file est soit le premier é&lément

de la file (si aucun élément de la file ne vérifie P), soit 1'élément
précédant le premier élément de l1a file vérifiant P.

1. a) Construction de 1'algorithme :

Nous appliquons le traitement séquentiel et cherchons a utiliser les
schémas de parcours de files du § 2.2.2. La file abstraite caracté-
risant le traitement séquentiel est la sous-file.

Nous examinons 1a question du choix du modéle de machine séquentielle
permettant de décrire 1'accés séquentiel 3 1a sous-file :

La file donnée est accessible par une machine séquentielle de type 1 :
il est clair que le dernier élément de la sous-file est connu lorsqu'on
1'a quitté : 1'algorithme PEX1 est construit en appliquant 1'algorithme

P1, avec la machine séquentielle suivante décrivant 1'accés a la sous-
file (machine de type 1) :

- état : i1 est déduit de la représentation de 1a file
donnée

- répertoire (les primitives d'accés a la sous-file ont
un nom suffixé par le caractére ');

AVANCER' : AVANCER

DEMARRER' : DEMARRER

EC' : EC

FDF' : FDF ou ¢ P(EC') (ou ¢ est 1l'opérateur

ou:bonditionnel - cE. chap. O

- . -

La file donnée est accessible par une machine séquentielle de type 2 :
Nous considérons que la sous-file est composée de deux parties :

- tous les éléments de 1a file jusqu'au premier &lément (non
compris) vérifiant p(EC) ou FDF.
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- un élément supplémentaire lorsque la file ne comporte aucun
élément vérifiant p : le dernier élément de la file (caractérisé
pay FDF=vrai et P(EC)=faux )-

Ces deux parties sont traitées en séquence :

- On applique le traitement séquentiel & la premiére partie :
il s'agit d'une sous-file dont 1'accés séquentiel doit étre décrit
a 1'aide d'une machine de type 1. Le répertoire est le suivant :
(rappelons que maintenant rprF=vrai signifie que Ec est le dernier
de la file donnée) :

AVANCER' :  AVANCER

DEMARRER' : DEMARRER {non défini si la file donnée
est vide}

EC' :  EC

FDF' : FDF ou P(EC')

en substituant ce répertoire aux primitives d'accés séquentiel dans
T'algorithme P1, on obtient le traitement de la premiére partie
de la sous-file (lorsqu'elle n'est pas vide)

. on traite le dernier élément s'il existe.

1. b) Algorithmes
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parcours d'une sous-file définie par exclusion

algorithme PEX1

file donnée accessible par une
machine de type 1

Algorithme PEXZ

file donnée accessible par une
machine de type 2

INIT P 1

DEM 1

tantque ~FDF et _c -P(EC) faire NS+1
VISITER(EC) NS
AV NS

ftantque

TERM_P 1

Evaluation

{e1=1 si aucun élément de la file
ne vérifie P, €1=0 sinon}

. accés séquentiel
peM:1, av:NS, FpoF:NS+1, P:NS+1-€l
. traitement
INIT P:l, TERM P:1, VISITER:NS
. controle : NS+1
. opérations logiques:NS+1-el

INIT P 1
si =FILE VIDE alors 1
DEM 1-¢
tantque -FDF et ~P(EC) faire NS+l-€-
VISITER(EC) : NS-€1l
AV NS-el
ftantque
si +P(EC) alors 1-¢
VISITER(EC) el
fsi
Isi
TERM_P 1
Evaluation

Te1=1 si aucun élément de la file ne
vérifie P, £€1=0 sinon}

. acceés séquentiel
pEmM:1-e, Aav:NS-el, FDF:NS+1l-el-€
FILE VIDE:1, P:NS+2-2e-€l

. traitement
INTT p:l, TERM P:1, VISITER:NS

. controle:NS+3-Ze-€l

. opérations logiques:NS+1-el-€

Remarques:

. Dans 1l'algorithme PEX1, on peut remplacer l'opérateur et_c appa-
raissant dans le tantque par un opérateur et si l'on s'assure
que lorsque le voyant est allumé, EC a effectivement une valeur
(quelle gu'elle soit). Ceci est donc une maniére de réaliser le

~

et_ponditionnel. Une autre maniére consiste & utiliser une
variable logique pour contrdler le tantque, cette variable étant

-

mise & jour a chaque fois que 1l'on modifie EC .

. L'algorithme PEX2 implique que le prédicat P est testé deux
fols pour le dernier élément de la sous-file. Si on veut éviter
ceci, on peut utiliser une variable logique mémorisant le résul-

tat du test.

1.c) Variante de 1'algorithme PEX2

Nous proposons ici une variante de 1'algorithme PEX2 qui correspond

i un schéma utilisé fréquemment. La construction de 1'algorithme est

une nouvelle illustration de 1'utilisation des machines séquentielles.

La sous-file étant définie par exclusion, on ne peut savoir qu'un

élément est le dernier de la sous-file qu'en le "quittant" : pour

décrire 1'accés séquentiel a la sous-file, nous nous basons sur le

premier modéle de machine séquentielle.
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- état : par rapport a la représentation de 1a file donnée, on ajoute
une variable logique qui prend la valeur vrai lorsque le
voyant s'allume

logique fini

- répertoire :

EC! : EC
FDF' : fini=vrai
AVANCER' : 51 FDF
alors fini:=vrai
sinon AVANCER ; fini:=P(EC)
fsi
DEMARRER' : DEMARRER ; fini:=P(EC)
{non défini si la file donnée est videl}

On applique alors 1'algorithme Pl et on obtient :
Algorithme :

{parcours d'une sous-file définie par exclusion
file donnée accessible par une machine de type 2}

INIT P 1
si SPILE VIDE alors 1
DEM ; fini:=P(EC) {DEMARRER '} 1-¢e
tantgue -fini faire {FDr*} NS+1-¢
VISTIER(EC) NS
si FDF {AVANCER"} NS
alors fini:=vrai el
sinon AV ; fini:=P(EC) pNS-el
fsi
ftantque
fsi
TERM P 1

fvaluation : (€1 a le méme sens que dans PEX2) :
accés séquentiel

DEM:1-€, AV:iNS-€l, FDF:NS, FILE VIDE:1, P:NS+1-g-€l
traitement : B

INI'T' P21, TERM P:1, VISITER:NS

contrdle : 2NS+2-¢

affectations : NS+l-g.

2. Sous-file définie par inclusion

Le dernier éleément de la sous-file est soit le dernier élément de la
file, soit le premier elément de la file vérifiant le prédicat p .
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2.a) Construction de 1'algorithme

Comme ci-dessus, nous appliquons le traitement séquentiel & la sous-
file. Nous distinguons les deux cas issus du choix de machine séquen-
tielle pour la file donnée.

La file donnée est accessible par une machine séquentielle de type 1.
On se raméne au cas d'une sous-file définie par exclusion (algorithme
PEX1) et on traite & part 1'élément vérifiant la propriété P (s'il
existe). On obtient ainsi 1'algorithme PINI.

La file donnée est accessible par une machine séquentielle de type 2.
On applique le traitement séquenticl & la sous-file : le dernier
élément de l1a sous-file est connu dés que 1'on est placé dessus. On
doit donc utiliser le deuxiéme modéle de machine séquentielle pour

=

décrire 1'accés a cette sous-file :

état : aucune différence par rapport 3 la représentation de 1a file
donnée.

répertoire :

EC' : EC
FDF' : FDF ou P(EC)
AVANCER' :  AVANCER

DEMARRER' : DEMARRER {non défini si la file est videl.

On obtient 1'algorithme PIN2, en substituant ce répertoire aux
primitives d'accés séquentiel dans 1'algorithme de parcours d'une
file P2 (§ 2.2.2.).
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Description de la file

1. un élément de 1a nouvelle file comporte un élément de la file donnée
et un entier qui correspond au rang dans la file donnée.

2. les primitives sont :
( £ désigne un &lément de la file donnée, R son rang).

PREMIER' :  PREMIER, 1

Suc’'(E,R) : SUC(E), R+l
E S'(E,R) : E_S(E)
PRED'(E,R) : PRED(E), R-1

y FILE VIDE' : FILE VIDE

Traitement de la file

L'algorithme que 1'on veut construire est un cas de parcours d'une
sous-file de cette nouvelle file : la propriété qui définit la sous-file
peut &tre exprimée de deux maniéres :

- par inclusion : P(E,R) : R=N
- par exclusion : P(E,R) : R=N+1

L'examen des schémas qui précédent peut alors conduire a choisir

- une définition par "exclusion" lorsque la file donnée est acces-
sible par une machine de type 1.

- une définition par "inclusion” lorsque la file est accessible
par une machine de type 2.

(sur un critére de concision de la forme des algorithmes, les colts étant
équivalents).
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2-b) Algorithmes

parcours d'une sous-file définie par inclusion

Algorithme PINI
File donnée accessible par une
machine de type 1

Algorithme PINZ
file donnée accessible par une
machine de type 2

INIT P 1

DEM 1

tantque -~FDF et ¢ =P(EC) faire NS+el
VISITER(EC) NS+el-1
AV NS+e1-1

ftantgue

si —FDF alors 1

VISITER(EC) 1-el

fsi

TERM P 1

Evaluation :(el a le sens ci-dessus)

accés séquentiel

pEM:1, av:NS+el-1, FpF:NS+1l4el
p:NS+el

traitement

gnrr p:l, TERM _P:l, VISITERINS
contrdle : NS+1l4el

opérations logiques NS+el

INIT P 1
si ~FILE VIDE alors 1
DEM 1-¢
itérer
VISITER(EC) NS
arrét : FDF ou P(EC) NS
AV NS-1+¢e
fitérer
fsi
TERM_P 1
Evaluation

accés séquentiel :

pEM:l-e, av:NS-1l+e, FDF :NS
FILE VIDE:1, P:NS

traitement

anrr p:l, rERM P:l, VISITER :NS
controle:NS+1

opérations logiques:NS

3. Un exemple d'application

éléments.

On reprend le probléme de parcours

parcours d'une file a concurrence des N premiers

on doit visiter les N premiers

aléments de l1a file. Si la file comporte moins de N €léments, elle est

entiérement parcourue.

Construction de 1'algorithme

Nous appliquons le traitement séquentiel de la maniére suivante

pour assurer le comptage, nous associons & chaque élément de la file

donnée son rang dans la file.

Nous définissons donc une nouvelle file.
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4. Conclusion : utilisation des schémas de parcours d'une sous-file.
La programmation d'un parcours de sous-file comporte :

. la description de la file dont on veut parcourir une sous-file, et le
choix d'un mode d'accés séquentiel a cette file.

. la reconnaissance du type de définition de la sous-file (par inclusion
ou par exclusion).

. 1'application de 1'un des schémas que nous venons d'étudier en fonction
des réponses aux questions précédentes.

. éventuellement, la simplification du programme ainsi obtenu en tenant
compte de détails spécifiques au probléme étudié (qui dépassent le niveau
d'abstraction des schémas ci-dessus).

2.2.4. - Recherche d'un élément dans une file

" e e o e o e o ma R T S W e e G e S A W e T e e o G e - A R P e

Nous construisons les schémas de programme répondant au probléme de
“recherche associative" d'un élément dans une file : on cherche & traiter
par 1'action r our le premier élément de la file vérifiant une propriété
donnée P. Si un tel élément n'existe pas, on applique 1'action T NON
(cf. § 1.2.3.).

a) Construction d'un algorithme

Pour construire un algorithme, nous pouvons partir de 1'étude du

§ 1.2.3. et par une technique analogue a celle que nous avons employée
pour 1'étude des parcours (§ 2.2.2.), obtenir un schéma.

Une autre maniére de faire est d'appliquer les schémas de parcours
de sous-files, en interprétant le probléme de la maniére suivante :
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Comme au § 1.2.3., 1e probléme est décomposé en deux parties, la
recherche de 1'élément vérifiant p et 1'application du traitement
en fonction du résultat de cette recherche. On considére alors qu'il
s'agit d'un parcours d'une sous-file oi :

la fin de la sous-file est définie par exclusion

. le traitement est défini par les primitives suivantes (en suffixant
les noms par le caractere ') :

VISITER® : action vide
INIT P’ : action vide
TERM P : si "trouvé" alors I OUI sinon T NON fsi

La maniére de caractériser le résultat de la recherche, dépend de
1'itération de recherche, c'est-a-dive du mode d'accés séquentiel
a la file

. machine séquentielie de type 1
1'échec dans la recherche est caractérisé par le fait que le voyant
est allumé.

. machine séquentielle de type 2 :
1a réussite dans la recherche est caractéricée par le fait que 1'on
termine par un élément vérifiant P.
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b) Algorithmes :

recherche associative dans une file

algorithme RA1

file donnée accessible par une
machine de type 1

algorithme RA?

file donnée accessible par une
machine de type 2

DEM 1
tantque ~FDF et _c ~P(EC) faire NS+1
AV NS

ftantque

si FDF 1
alors T NON el
sinon T OUI(EC) 1-¢1

fsi

Evaluation :

si FILE VIDE 1
alors T NON €
sinon

DEM 1-€
tantque -FDF et +P(EC) faire NS+l
av NS-el

ftantque
si P(EC) 1-¢
alors T _OUI(EC)
sinon T NON el
fsi
fsi
Evaluation :

NS est le nombre d'éléments

précédant 1

acceés séquentiel :

pEM:1, Aav:NS, FDF:NS+2,
P:NS+1-¢l
contrble : NS+2

opérations logiques : NS+1-€l

'é1ément recherché

acces séquentiel

DEM:1-g, AV:NS-cl, FDP:NS+1l-e-€l
pP:NS+2-2e-€l, FILE VIDE:1
contrdle : NS+3-2¢-€l

opérations logiques : NS+l-el-e

c) Exemple d'application :

Parmi les exemples donnés au § 1.
du dernier élément de la file, car son

2.4., nous traitons ici la recherche
étude est un peu délicate (dans la

mesure oll 1a caractérisation de 1'élément recherché est l1iée au mode

d'accés a la file).

1-el-€
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Analyse :

Une application directe de 1'algorithme de recherche associative
découle de 1'idée suivante : '

On recherche le premier &lément n'appartenant pas a l1a file (!) :
il n'existe pas et la recherche se termine toujours par un échec.
Cette idée n'est valable que si la file donnée est accessible par une
machine séquentielle de type 2 : en effet dans ce cas, lorsque 1'algorithme
de recherche se termine, ECc est effectivement le dernier &lément de la
file.

Par contre, si la file donnée est accessible par une machine séquen-
tielle de type 1, lorsque la recherche est terminée, on a quitté le dernier

élément. Cette remarque nous conduit alors a envisager une autre application
du traitement séquentiel :

On considére la file des couples d'éléments successifs dans la file
donnée, et on en recherche le dernier couple. Nous avons vu au travers de
1'exemple donné au § 2.1.3. que 1'accés séquentiel a une telle file peut
étre décrit par les deux modéles de machine : on décrit donc la file des
couples d'éléments successifs dans 1a file donnée par une machine de type
2, et on recherche le dernier couple.

Construction de 1'algorithme :

accés séquentiel a la file des couples successifs (type 2) :

. état :
On doit constamment connaitre deux éléments successifs
de 1a file : on utilise une variable intermédiaire, notée
ep pour contenir 1'élément précédant 1'@lément courant EC

. répertoire :

FILE VIDE' : FILE VIDE

EC’ : ep,EC

FDF' : FDF

AV’ : ep:=EC ; AV

DEM' : DEM ; ep:=EC ;*AV {non défini si

FILE VIDE=vrail
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Traitement :

On applique 1'algorithme de recherche associative RA2 a cette file
de couples avec la propriété p : faux (recherche du premier couple
n'appartenant pas a la file).

On applique directement 1'algorithme de recherche associative RA2
a la file donnée, avec la propriété p : faux.

Algorithmes :
recherche du dernier élément d'une file
Algorithme R-D1 algorithme R-D2
file donnée accessible par une file donnée accessible par une
machine de type 1 machine de type 2
si FILE VIDE 1 si FILE VIDE 1
alors T NON alors T _NON
sinon sinon
DEM; ep ;=EC; AV 1-¢ DEM l-¢
tantque ~FDF faire N tantque =-FDF faire N
epl:=pCc; AV N-1+¢ AV N-1+e
ftantque ftantque
T OUI(ep) 1-€ T OUT(EC) l-¢
fsi fsi
Evaluation : Evaluation :
accés sequentiel : accés séquentiel :
pEmM:1, Av:N, ror:N peEM:1, av:N-1+e, FDF :N
FILE VIDE:1l FILE VIDE :1
contréle : N+1 controle:N+1
affectations:N

Remarques
. On voit bien que les deux algorithmes sont issus du méme schéma de
base (appliqué a deux files différentes).
. l'algorithme R-D1 peut étre légérement simplifié en intégrant 1'appe.
initial de AV dans le corps de 1l'itération (cf. 2.3.1%).
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2.3 - ETUDE DE CAS PARTICULIERS

Nous terminons cette étude de 1a programmation du traitement séquentiel.
en examinant deux cas particuliers dont Ta fréquence d'apparition dans les
problémes est suffisamment importante pour justifier 1'écriture des schémas
associés. Ils sont liés & des hypothéses supplémentaires sur la file carac-
térisant le traitement séquentiel

le premier cas est celui ol 1'accés séquentiel peut étre initialisé
de telle sorte que le démarrage se raméne directement 3 un avancement.
Ceci est assez fréquent et s'inspire directement des protocoles stan-
dards d'accés aux fichiers séquentiels (1'action d'ouverture d'un
fichier joue, entre autres, ce role d'initialisation de 1'accés séquen-
tiel). Du point de vue des schémas, on obtient de simples changements
dans la forme (de maniére a respecter notre souci de concision ,
cf. 2.2.1. a)).

Le second cas concerne les schémas de parcours de sous-files et de
recherche associative. Nous considérons le cas particulier ot 1'on sait
a priori que la file traitée comporte au moins un &lément vérifiant la
propriété p (caractérisant la sous-file ou 1a recherche).

Ces deux cas particuliers débouchent sur des techniques classiques
de représentation.

e o T e o 0t B o . et B 8 B o P e D Y o o e Loy Ber e G p e e A e % b e e o T T A e WA T W P W B0 e B

a) Machine séquentielle

L’action d'ouverture est désignée par :

INITIALISATION ACCES_SEQUENTIEL en abrégé  INIT AS
1*action de démarrage est décomposée comme suit :

DEMARRER : INIT AS ; AVANCER
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Spécification de rnrr-as :notion de "sentinelle”

Pour spécifier rnrr-as , nous recourrons d une notion de “sentinelle”

que 1'on

doit pouvoir définir pour étre dans les conditions du cas

particulier.

On considéere un objet noté

sentinelle en abrége sent

Cet objet est de méme nature que les éléments de la file, mais est

différent de tous les éléments effectivement présents dans la file.

On doit de plus pouvoir étendre les relations svc et E s comme suit :

Remarque

Dans ces

. FILE_yIDEzvrai : Enﬁ(sentinelle):faux
SUC(sentinelle) : non défini
. FILE VIDE=Faux : Eﬂﬁ(sentinelle}=vrai

SUC(sentinelle)=FPREMIER

Une interprétation intuitive de la "sentinelle" est la suivante:
tout se passe comme si la file considérée était bordée par un
élément supplémentaire (la sentinelle), et toujours le méme,
quelle que soit la file effective (& la nature des ¢éléments
prés) de telle sorte que l'on ait a considérer une file qui

ne soibt jamais vide (elle comporte au moins la sentinelle)

et dont le premier élément (la sentinelle) soit facile a déter-
miner (son "nom" est connu a priori, quelle que scit la file
donnée) .

conditions, les descriptions des deux modéles de machine

séquentielle (§ 2.1.2.) peuvent &tre adaptées au cas particulier consi-

déré, en

- INIT-AS

rajoutant les spécifications suivantes

état initial

quelcongue (cf. spécifications de DEMARRER)

état final :

{compatible avec 1l'état initial de AVANCER, de maniére
4 ce gue 1l'effet de AVANCER conduise & l'état final
spécifié pour DEMARRER. Soit :}

IFDF=faux et EC=sent

- AVANCER

doit &tre défini pour 1a sentinelle en accord avec le role

de cet objet.

ki
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- v v - oy -

- INIT-AS
état initial :

quelconque

état final :

. FILE VIDE=vrai : FDF=vrai el EC=sent
. FILE_yIDE=faux : FDF=faux et EC=sent

- AVANCER

doit étre défini pour la sentinelle en accord avec le rdie
de cet objet.

Remarque :
On constate que l'introduction de l'action INIT-AS permet
d'intégrer le cas de la file vide, par une spécification
particuliére de l'état final. (ceci est cohérent avec 1l'inter-
prétation intuitive de la sentinelle donnée ci-dessus).

b) Application aux schémas de traitement séquentiel

On peut remplacer dans tous les schémas donnés précédemment DEMARRER
par sa définition en termes de INIT-AS et AVANCER . Pour éviter que
1'action AvANCER n'apparaissent deux fois dans les schémas (ce qui
découle de cette substitution), on peut changer la forme des schémas,
en recourrant & une construction d'itération adéquate. Par exemple
dans le cas des schémas de parcours d'une file, on obtient :
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parcours d'une file

acces séquentiel initialisé

algorithme Plbis

file donnée accessible par une
machine de type 1

INIT P 1
INIT AS 1
itérer
AV N+1
arrét : FDF N+1
VISITER(EC) N
fitérer '
TERM P 1

algorithme PZbis

file donnée accessible par une
machine de type 2

INIT P 1

INIT AS 1

tantque -FDF faire N+l
AV N
VISITER(EC) N

ftantque

TERM P 1

les évaluations sont inchangées

Remarques:

- Nous ne donnons pas les schémas correspondant aux parcours de
sous-file et & la recherche. Nous y ferons référence, le cas
échéant, en suffixant le nom de l'algorithme par "bis".

. Soulignons l'analogie entre la "simplification" présentée ici
et les techniques de représentation de listes linéaires (cE.

Lknu 691, [Wir 76] par exemple) utilisant des "doublets" fictifs

pour ancrer les listes manipulées (@'intérét de la technique
étant justement d'éviter le cas particulier de la liste vide).

2.3.2. - Cas_particulier _pour le

Le cas particulier que nous envisageons ici est celui ol un parcours

e w0 S G o . - -t -t o Y - O an .

de sous-file, ou une recherche est défini sur une file dont on sait

a
priori, qu'elle contient au moins un &lément vérifiant la propriété p.

La conséquence de cette hypothése est de permettre de simplifier (par
un raisonnement évident) les schémas. Outre une simplification de la forme,
on obtient une "amélioration" du coit de 1'algorithme dans la mesure ol un
certain nombre de tests sont évités.

A titre d'exemple, nous donnons les schémas de parcours de sous-files

On a maintenant le méme schéma indénendamment dii mnddle de mackine
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Comme 1'illustrent les cas particuliers que 1'on vient d'étudier,
1'application de la méthode de traitement séquentiel conduit éventuellement
a affiner, dans une derniére phase, le programme qu'on a pu construire en
appliquant les techniques systématiques que nous venons de décrire et
d'illustrer. Cet affinement du programme est fait en appliquant un certain
nombre de transformations qui tiennent compte & la fois des critéres que
le programme final doit satisfaire et des spécificités du probléme étudié
(par rapport @ 1'abstraction a laquelle se placent les techniques employées
pour produire le programme).A ce stade on peut utiliser les nombreuses
techniques de transformation (et notamment d'optimisation) qui ont pu
étre étudiées (cf. [Knu 741[Bau 761 [BPP 761 [Mon 761 [Weg 761 [Cha /7]
tArs 797 ).

2.4. CONCLUSION : UN RESUME DU TRAITEMENT SEQUENTIEL

Nous résumons ici la méthode du traitement séquentiel en proposant
un récapitulatif d'une part des modéles et outils proposés, et d'autre part
des &tapes du processus de construction de programmes qu'implique 1'appli-
cation systématique de la méthode. Ces récapitulatifs sont organisés sur la
base des deux principes de base du traitement séquentiel.

o  ras e [ v G B " — . " P P I P e s e e B S T e 00 am b o e e o o b

A. recherche d'une organisation logique de 1'information permettant
de 1a structurer en une file d'informations élémentaires (cf.
introduction).

Pour aider a cette organisation, nous avons proposé plusieurs étapes
et donné les modéles de réalisation et de description associés :

1. un modéle du processus de structuration en file (§ 1.1.2).
2. un modéle de description de la file (§ 1.1.3) comportant
- la description de 1'information élémentaire (résultat

du raffinement)
- la description des relations (résultat de la structuration).
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parcours d'une sous-file
il existe un éTément vérifiant Ta propriétée P

algorithme PEX3 algorithme PIN3
sous-file définie par exclusion sous-file définie par inclusion
INIT P H INIT P 1
DEM 1 DEM 1
tantque 4P (EC) faire NS+l itérer
VISITER(EC) NS VISITER(EC) NS
AV ’ NS arrét : P(EC) NS
ftantque av NS-1
TERM_P 1 fitérer
TERM_P 1
Evaluations : Evaluations :
accés séquentiel : accés sequentiel :
peM:1, AV:NS, ror:0, P:NS+1 peM:1, Av:NS-1, FDF:0, P:NS
contréle : NS+1 contrdle : NS

Remarques :

« L'hypothése implique que la file n'est pas vide.

. on peut comparer les évaluations avec les chiffres obtenus précé-
demment : le gailn correspond aux tests relatifs & la fin de la
file.

. on peut constater l'analogie entre ces schémas et les schémas de
parcours de file. Lfalgorithme PEX3 correspond & l'algorithme P1:
il peut &tre construit directement en appliquant Pi au traite-
ment de la sous-file définie par exclusion. Inverscuent le parcour:
d'une File accessible par une machine de type 1 peut &tre inter-
prété comme un parcours de sous-file définie par exclusion (le
premier élément non visité est celul pour lequel le voyant est
allumé) .

De méme 1°algorithme PIN3 correspond & l'algorithme P2 :
on peut construire 1'un A partir de l'autre sur la base d'inter-
prétations évidentes du probléme de départ.

. C'est sur la base de 1‘analogie précédente gu'est construite
la progression d'exercices qui nous permet de présenter le trai-
tement séquentiel aux étudiants (Ius 75) : les exemples proposés
correspondent toujours a des sous-files de files concrétes
(files de caractéres notamment}).

. Nous ne donnons pas ici 1'algorithme de recherche associative
rRA3, d'un élément dans une file ou on sait le trouver. Il se
déduit directement de 1'algorithme PEX3. Le gain en tests par
rapport aux algorithmes RAI et RAZ2: justifie la technique clas-
sique dite de "sentinelle"” (cf. par exemple Wir 76) : on repré-
sente leslistes lindaires dans lesquelles sont effectuées des
recherches, en les bordant a droite {en queue) par un "doublet
sentinelle”. La recherche d'un élément dans la liste est alors
précédée par le stockage dans le "doublet sentinelle" de la valeur
chexchée.
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. un modele d'accés séquentiel a cette file, appelé "machine
séquentielle", comportant :

- la définition de deux types d'accés séquentiel (§ 2.1.1.)
- la définition d'un cas particulier important (§ 2.3.1.}.

4. un modéle de description des machines séquentielles (§ 2.1.2.)
. comportant :

- la description de 1'état de Ta machine
- 1a description du répertoire d'actions &lémentaires permettant
1a progression le long de la file.

B. recherche d'une formulation du probléme posé, en termes d'un trai-
tement de cette file.
Pour aider a cette formulation, nous avons proposé

1. un modéle d'analyse récurrente (§ 1.1.6.).

2 un ensemble de schémas fondamentaux répartis en trois groupes :

- parcours de files (§ 1.2.1. et § 2.2.2.)

- parcours de sous-files (§ 1.2.2. et § 2.2.3.) distinguant les
sous-files définies par exclusion et les sous-files définies
par inclusion.

- vecherche "associative" dans une file (§ 1.2.3. et § 2.2.4.)

oo St i iuigheihuiiiigripiuiiagpbgaapaapbpnaee PRgity SRR Y it et el

Le tableau suivant donne les diverses étapes que nous avons fait
apparaitre. Chaque étape est caractérisée par un nom et le résultat auquel

elie aboutit.
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A. Organisation logique de

1'information

1. raffinement

Description de 1'information &lémentaire

2. structuration

Description des relations

3. choix d'un type
d'accés séquentiel

Description d‘une machine séquentielle
- état
- répertoire

4. Examen de cas
particuliers

Raffinement de la machine séquentielle

B. Formulation du probléme

en termes d'un traitement de file

1. Analyse récurrente
(choix entre deux
type d'analyse
par cas

Algorithme récursif

1'.Identification de
problémes

Choix d'un schéma

2. Examen de cas
particuliers

Raffinement du schéma

3. Evaluation

mesure du comportement de 1'algorithme
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CHAPITRE O

APPLICATION SYSTEMATIQUE BU TRATTEMENT SEQUENTIEL

Nous proposons dans ce chapitre trois exemples d'application du
traitement séquentiel. Chacun de ces exemples a un triple objectif :

illustrer 1'application directe des outils présentés au cours des
chapitres précédents.

Montrer comment on peut proposer systématiquement plusieurs solutions

a un probléme posé, en se basant sur les deux types de choix que
fait intervenir le traitement séquentiel

- choix d'une file et du traitement associé
- choix d'une implantation de la file.

Les deux premiers exemples illustrent plus particuliérement 1a maniére
d'obtenir plusieurs solutions en changeant 1'interprétation du probléme
posé en termes du traitement d'une file. Le troisiéme exemple illustre
Tes diverses maniéres de programmer un traitement séquentiel en appli-
quant les résultats du chapitre 2, une fois qu'on a choisi 1'inter-
prétation du probléme en termes d'un traitement d'une file.

Etre représentatif d'une classe importante d'applications : les
démarches iliustrées dans chaque exenmple peuvent étre utilisées

directement dans des contextes nombreux et variés.

2
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3.1 - PREMIER EXEMPLE : ENUMERATION PARTIELLE D'UNE FILE

Ce premier exemple reste dans le style des schémas du chapitre 2 :
on étudie un probléme général de traitement de file et on construit plu-
sieurs solutions en appliquant le traitement séquentiel. Nous voulons de
plus illustrer une démarche qui consiste & rechercher le maximum de
solutions & un probléme posé. Le traitement séquentiel suggére pour cela

. de varier 1'interprétation initiale du probléme en termes du
traitement d'une file.
. d'étudier divers cas particuliers.

Le probléme est le suivant :

Etant donné une file, on désire appliquer une action v & chacun de ses
éléments vérifiant une propriété p .

On suppose que la file est accessible a 1'aide d'une machine séquentielle
de type 1 (cf. § 2.1.2.).

Remarque :
Tous les résultats que nous obtenons peuvent étre facilement adaptés
au cas ou la file est accessible par une machine séquentielle de
type 2 (cf. § 2.1.2.).

Nous résolvons ce probléme en appliquant le traitement séquentiel de
trois maniéres différentes :

. application directe de 1'algorithme de parcours & 1a file donnée :
1'action visrrer est 1'application conditionnelle de V suivant que 1'é&lément
considéré vérifie ou non la propriété p.

. application de 1'algorithme de parcours a une file déduite de la file
donnée : la file comportant uniquement les éléments (de 1a file donnée)
vérifiant la propriété p.

. application d'un algorithme de parcours d'une sous-file & chacun des
groupes d'éléments consécutifs de la file donnée qui vérifient-tous la
propriété donnée.
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Nous évaluons le coiit de chacune des solutions obtenues en termes des
quantités suivantes :

N : nombre d'é&léments de la file donnée

PV nombre d'éléments vérifiant P

PF nombre d'éléments ne vérifiant pas P

GV nombre de groupes d'éléments consécutifs vérifiant tous P

GF nombre de groupes d'é@léments consécutifs ne vérifiant pas P.

Remarque :
PV4+PF = N

3.1.1. - Application _directe d'un_algorithme de parcours i _la_file_donnée
L'action visirerest définie comme suit
VISITER(E) : si P(E) alors V(E) fsi

On applique le schéma Pl de parcours d'une file (cf. 2.2.2.) :

Algorithme : énumération partielle - version 1

INIT P 1
DEM 1
tantque -FDF faire N+1
si P(EC) alors N
V(E) PV
£si
Av N
ftantque
TERM_P 1

Evaluation :

acces séquentiel

peM:1 , av:N , FDF:N+1 , P:N
contrdle : 2N+1
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a) Analyse

1 - Definition de 1a file
. un élément de la file est un &lément de la file donnée vérifiant pr

. les primitives sont :

on

- PREMIER le premier de la file qui vérifie P. On e calcule
1'aide d'un schéma de recherche associative (§ 2.2.

~

-
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- SuccessEUR : le successeur d'un élément est le prochain élément
vérifiant p. Son existence et sa valeur sont déter-
minées par application d'un schéma de recherche
associative.

2. traitement
l.'aTgorithme est alors un simple parcours de cette file : & chacun
de ses éléments est appliqué v .

b) Construction de 1'algorithme

1. Choix d'un type d'accés séquentiel

Comme on ne peut savoir si un €lément de la file est le dernier
qu'en cherchant a trouver son successeur éventuel, on se base sur le
premier modéle de machine séquentielle.

2. Description de 1'accés séquentiel

Etat
correspond 3@ la représentation de 1a file donnée

. Répertoire

EC’ : EC
FDF' FDF
AVANCER' : {recherche associative du prochain élément vérifiant
P. On applique RAl}
AV

tantque -FDF et_c +P(EC) faire AV ftantque
{non trouvé si FDF=vrai}
DEMARRER' : {recherche associative du premier élément
vérifiant P}
DEM
tantque -FDF et _c AP(EC) faire AV ftantque
{non trouvé si FDF=vrail

3. Choix d'un schéma

On applique 1'algorithme Pl de parcours de la file ci-dessus.
Le traitement est défini par :

VISITER : V



- 82 -

4. Simplification

L'application du schéma P1 conduit @ un algorithme qui comporte
deux fois 1'itération interne de recherche associative du prochain
élément vérifiant p.

Ceci se simplifie aisément, en utilisant une autre primitive
d'itération.

¢) Algorithme : énumération partielle - version 2

INIT P ) 1
DEM 1
itérer tantque +FDF et ¢ ~P(EC) faire N+1
AV PF
ftantque
arrét : FDF : PV+1
V(EC) PV
Av PV
fitérer
TERM_P 1
/ .
evaluation

accés séquentiel :

prm:1, av:N, FDF:N+PV+1, P:N
contrdle : N+PV+2

opérations logique : N

d) Cas particulier :

On considére 1‘'hypothése simplificatrice oa Fpr implique P(EC)
(i.e. on se met dans les conditions du § 2.3.2.).

Algorithme : énumération partielle - version 2 bis

{FDF=vrai implique P(EC)=vrail}
INIT P ; DEM
itérer tantque ~P(EC) faire AV ftantque
arrét : FDF
V(EC) ; AV
fitérer
TERM_P

Evaluation : On a supprimé les opérations logiques par rapport @ la version 2.
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a) Analyse

On considére la file des groupes d'éléments consécutifs vérifiant p
Chacun de ces groupes est "désigné" par son premier élément. Intuitivement
le traitement consiste a atteindre chacun de ces groupes dans 1'ordre
ol ils se trouvent dans la file donnée et pour chaque groupe a appliquer
1'action v & tous ses &ldments. L'algorithme que nous construisons est une
application répétée d'une séguence comnortant le parcours d'une sous-file
définie par exclusion (§ 2.2.3), et une recherche associative (§ 2.2.4.).

b) Construction

Nous ne détaillons pas ici la construction systématique de cet
algorithme : nous le ferons & 1'occasion du troisiéme exemple de ce cha-
pitre (§ 3.3.). Nous nous contentons ici de donner diverses formes de

solutions basées sur un regroupement des éléments vérifiant P,

¢) Algorithmes

énumération partielle

Version 3 version 4
INIT P 1 INIT P 1
DEM 1 DEM 1
itérer itérer
tantque -FDF et o -P(BC) Ffaire GV+PF+1l| tantque <FDF et c¢ P(EC) faire GF+PV+1
AV PF V(EC) ; AV PV
ftantqgue ftantque
arrét : FDF GV+1 arrét : FDF GF+1
répéter V(EC) ; AV Y répéter AV PF
Jjusqua FDE ou ¢ =P(EC) PV jusqua FDF ou_c P(EC) PF
fitérer fitérer
TERM P 1 TERM P 1
Evaluation : Evaluation :
. accés séqguentiel : . accés seéquentiel :
DEM: 1, AV:iN, FDF:N+GVt] DEM: 1, AV:iN, FODF:N+GI+1
P:N+GV+1 PiN+GF+1
. contrdle : N+-2GV+2 . contxdle : N+2GF+2
. opérations logiques : N+GV+1 . opérations logiques : N+GF+1
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on peut constater l'analogie entre les versions 3 et 4 : la
version 4 est obtenue en inversant les réles dans le contrdle
de l'algorithme, des éléments vérifiant P et de ceux ne le
vérifiant pas.

les versions 3 et 4 admettent des "simplifications™ dans la
mesure o l'on peui appliguer une technique de sentinelle :

ou bien on peut assurer que FDF=vrai implique P(EC) , ou bien on
peul assurer FDF=vrai implique ~P(EC) . Dans chacun de ces cas
on peut simplifier soit la recherche associative, soit le parcour
de sous-file. (cf. § 2.3.2.).

Enfin nous pouvons donner une forme moins symétrique mais qui est

analogue a la version 2 :

Algorithme :

énumération partielle - version 5

INIT P 1

DEM 1

itérer tantque ~FDF et ¢ P(EC) faire N+1

V(EC) ; AV PV

ftantque

arrét : FDF PF+1
Av PF

fitérer

TERM_P 1

Evaluation : cf. version 2 en remplagant PV par PF

Cas particulier : ici encore, on peut chercher 3 appliquer la technique de

version 5 bis

Pty

sentinelle pour simplifier 1'itération interne. Ceci sera
possible si on peut assurer :

FDF=vrai implique P(EC)=faux

on obtient alors une version 5 bis que nous ne donnons pas
ici.

Outre 1'utilisation directe des outils proposés au chapitre 2, cet

exemple nous a permis de montrer comment rechercher diverses solutions i

un probléme posé en variant 1'interprétation du probléme en termes d'un
traitement de file.
Comparons .Tes solutions obtenues :
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. clairement, la premiére solution semble &tre la plus simple tant du point
de vue de son analyse (et donc de sa preuve) que de sa forme. Par ailleurs
si 1'on reste au niveau d'abstraction du probléme posé (i.e. on ne rentre
pas dans le détail de 1'action v), seules les versions 2 bis et 5 bis sont
plus "performantes" que la version 1.

. les autres versions font toutes intervenir un "regroupement" soit des é&léments

vérifiant P, soit des éléments ne vérifiant pas p. Du point de vue de 1'idée
qui y conduit, elles sont tout aussi "naturelles" que la version 1, surtout
si 1'on se trouve dans un contexte qui suggére un regroupement plutdét qu'un
traitement "&lément par élément" (ceci dépend de 1'énoncé du probléme).

. toutefois, 1'intérét effectif des versions 2 @ 5 n'apparait que si la
définition de 1'action v fait intervenir une distinction entre les éléments
selon leur position dans la file (par exemple, on distingue le traitement
du premier &lément d'un groupe d'éléments vérifiant la propriété p - ceci
est notamment le cas dans de nombreux traitements de textes faisant inter-
venir une notion de "mots"). Dans ce cas, les arguments que nous avons
donnés ci-dessus, s'appliquent plutdt aux versions faisant intervenir un
regroupement qu'a la version 1.

(on trouvera de nombreux exemples dans [LuS 751, vol. 1, Chap. 2).

Pour terminer, soulignons que 1'on peut développer le méme type
d'analyse pour résoudre un probleme 1égérement plus général que celui que
nous avons traité : i1 s'agit d'appliquer une action V1 a tous les éléments
vérifiant une propriété P et une action V2 a tous les &léments qui ne la
vérifient pas.

3.1.5. - Conclusion

=S s pugi o )

La discussion qui précéde montre la difficulté que nous avons a enfer-
mer dans des schémas une certaine expérience de programmation : dés que 1'on
arrive a un certain degré de complexité, on est pris entre deux extrémes :
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. ou bien préciser trop de détaiis et perdre 1'idée méme de schéma général

. ou bien rester a un trop grand niveau d'abstraction et ne pas faire appa-
raitre la majeure partie des problémes rencontrés lors de la construction
d‘un programme relevant de ce schéma.

Nous reviendrons sur cette question d'ordre méthodologique dans une
conclusion ultérieure.

3.2 - DEUXIEME EXEMPLE : FUSTON DE FICHIERS

Dans ce deuxiéme exemple, nous voulons montrer que 1'utilisation du
traitement séquentiel dans une application particuliére, (ici le traitement
de fichiers séquentiels) peut passer par une re-définition des notations en
fonction de cette application. L'exemple est de plus une nouvelle occasion
de montrer la construction de plusieurs solutions basées sur diverses inter-
prétation du probléme posé en termes de traitement de files. Enfin, 1'exemple,
joue un role fmportant dans 1'application considérée.

Le probléme posé est le suivant :

Etant donné deux fichiers séquentiels F1 et FZ comportant des enregistrements
de méme nature et ordonnés selon la méme relation d'ordre, réaliser une fusion
de ces deux fichiers, c'est-a~-dire produire un troisiéme fichier F3, trié
lui-aussi et comportant tous les enregistrements des deux fichiers donnés

(on comparera deux enregistrements en utilisant les symboles habituels des
opérateurs de comparaisons d'entiers).

3.2.1. - Notations

v oo me = e —

Pour résoudre notre probléme, nous reprenons dans 1 Sch 79 al, des
notations permettant de décrire des algorithmes de traitement de fichiers
(ces notations sont une application directe au cas des fichiers, des notations
données au paragraphe 2.1).
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Convention de fin de fichier

Nous supposons que la fin du fichier est détectée & 1'aide d'un
mécanisme d'interruption classique : 1'interruption a lieu lors d'une
tentative de lecture aprés le dernier enregistrement du fichier (ou lors
d'une tentative de lecture dans un fichier vide). Cette interruption est
"récupérée" au niveau programme par la convention suivante:: & tout fichier
en cours d'exploration est associé un prédicat, noté rprF , qui prend la
valeur vrai lorsque 1'interruption a lieu et a la valeur faux au cours de
1'exploration du fichier (cela correspond exactement aux conventions d'un
langage comme PASCAL, et peut étre facilement implémenté dans un langage
comme PL/1,...).

Notations : (dans ce qui suit r désigne un fichier et x un enregistrement).

. - - e - . - - hn e

. situation par rapport a la fin
f£df est un prédicat indiquant si la fin de fichier est atteinte :
fdf(f) : vrai si la fin est atteinte, faux sinon.

. avancement dans le fichier
lire est une action qui avance le long du fichier et fournit le
prochain enregistrement s'il existe. S'il n'existe pas, la fin
de fichier est signalée.
lire(f,x) : deux effets différents suivant 1'état initial.

- on n'est pas au départ positionné sur Te dernier élément, alors
on avance d'un cran sur le fichier et & la fin x contient le
nouvel enregistrement.

- on est au départ positionné sur le dernier élément, alors
1'état du mécanisme de lecture est modifié de telle sorte que
le prédicat fdf prenne la valeur vrai . La valeur de x a la
fin est quelconque.

On ne peut pas appeler lire si fdf=vrai
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. initialisation de 1a lecture
ouvrir est une action qui initialise le mécanisme de lecture de
telle sorte que 1le prochain appel de 1'action lire donne acceés
au premier élément du fichier. Aprés 1'appel d'ocuvrir le prédicat
fdf a la valeur faux.

ouvrir(f,L) : initialise le mécanisme de lecture avant une
lecture du fichier £ (le paramétre r sert a
distinguer 1'ouverture en lecture de 1‘'ouver-
ture en écriture).

toute expioration d'un fichier doit commencer par 1‘appel de

ouvrir

. terminaison de la lecture :
fermer est une action qui termine toute opération de lecture ou
d'écriture d'un fichier.

fermer (f)

W A o -~ - -

. adjonction d'un enregistrement & 1a suite
écrire est une action qui permet de placer un nouvel enregistrement
a 1a suite des enregistrements que 1'on vient de placer (juste
aprés le dernier que 1'on a placé).

écrire(f,x) : 1'enregistrement x est placé sur le fichier r
sur la prochaine position par rapport au dernier
élément que 1'on a écrit.

écrire peut provoquer une erreur de saturation si il n'y a plus
de place.

. initialisation de 1'écriture
ouvrir est une action qui initialise Te mécanisme d'écriture de
telle sorte que le prochain appel de écrire permette de placer
un enregistrement en premiére position du fichier

ouvrir{f,E)
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. terminaison de 1'écriture
fermer (f) : assure que le fichier que 1'on vient de créer se
termine de maniére cohérente par rapport a la
convention de fin de fichier.

Evaluations

On évaluera les algorithmes en fonction des quantités suivantes:Nl, N2 et

N3 désignent respectivement les tailles (nombre d'enregistrements) des fichiers
F1, F2 (données) et F3 (résultat). Q1 est le nombre d'éléments de F1 supérieurs
au plus grand élément de F2. Q2 est le nombre d'é@léments de F2 supérieurs

au plus grand élément de F2. (Q1=0 ou Q2=0). On pose Q = Q1+Q2

a) Analyse

On considére que le fichier résultat est obtenu en traitant une file
de couples définie comme suit :

. un couple est composé d'un enregistrement du premier fichier et d'un enre-
gistrement du deuxiéme fichier soit xi1,x2.

. étant donné un couple x1, x2, le prochain couple & traiter est formé comme
suit : si x1 est le plus petit des deux, x1 est remplacé par le prochain
enregistrement du premier fichier (s'il existe).

si x2 est le plus petit des deux enregistrements, x2 est remplacé
par le prochain enregistrement du deuxiéme fichier (s'il existe).

. le traitement d'un tel couple consiste a recopier sur le fichier résultat
le plus petit des deux enregistrements.

. le traitement s'arréte dés que 1'on atteint la fin de 1'un des deux fichiers.
I1 faut alors le compléter par la recopie de la fin du fichier qui n'est pas
terminé (le cas échéant).
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b) Construction de 1‘'algorithme

1. Choix du type d'accés séquentiel

On ne peut détecter si un couple est le dernier qu'en cherchant 3
constituer le suivant. On utilise donc le modéle 1.

2. Description de 1'accés séquentiel
Etat :

On utilise deux variables x1 et x2 pour représenter le couple
courant.

Répertoire :

EC' : x1,x2
FDF' : FAf(fl) ou fdf(f2)
AVANCER' : choix
x1<x2 : lire (f1,x1)
x12x2 : lire (£f2,x2)
fchoix
DEMARRER' : ouvrir (fl1,L) ; ouvrir (f£2,L)

lire (f1,x1) ; lire (£2,x2)

3. Description du traitement
11 s'agit d'un parcours de 1a file de couples (algorithme P1) avec :

INIT P :+ ouvrir (f£3,FE)
VISITER(x1,x2) : choix
x1<x2 : écrire (£3,x1)
x1>x2 : écrire (£f3,x2)
fchoix
{on termine éventuellement la recopie d'une
des Files}
tantque -~fdf(f1) faire écrire(f3,x1);
lire(f1,x1) ftantque
tantque fdf(f2) faire dcrire(f3,x2) ;
lire(f2,x2) ftantque
fermer(f1) ; fermer(£f2) ; fermer(£3)

3

TERM_P

4, Simqlification

L'application du schéma P1 conduit a un algorithme comportant deux
choix successifs controlés par les mémes conditions. Ceci est
simplement transformé en combinant ces deux instructions choix

en une seule.
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c) Algorithme : fusion - version 1

ouvrir(f3,E) ; ouvrir(f1,L) ; ouvrir(f2,L)
lire(f1,x1) ; lire(f2,x2) {lecture ler couple}
tantque ~fdf(fl) et ~fdf(f2) faire
{tous les éléments de fl et f2 précédant xI1 et x2 sont dans f3.
f3 est trié. Le dernier élément de f3 est inférieur ou égal a
x1 et x2}.
choix
x1<x2: écrire(f3,x1) ; lire(fl,x1)
x1>x2: écrire(f3,x2) ; lire(f2,x2)
fchoix
ftantque
tantque =fdf(f1) faire écrire(f3,x1) ; lire(fl,x1) ftantque
tantque ~fdf(f2) faire écrire(f3,x2) ; lire(f2,x2) ftantque
fermer(f1) ; fermer(f2) ; fermer(£3)

Evaluation :
controTe @ 2N3-Q+3
opérations logiques : N3-Q+1
comparaisons : N3-Q
d) Variante :
Une variante de cet algorithme est basée sur une autre définition
du dernier couple a traiter :
On admet que 1'un des enregistrements du couple peut étre absent
parce que le fichier correspondant est épuisé.

. On étend la relation d'ordre entre les couples a ce cas.

Algorithme fusion - version 2

ouvrir(f3,E) ; ouvrir(fl,L) ; ouvrir(f2,L)
lire(f1,x1) ; lire(f2,x2)
tantque -~fdf(f1) ou ~fdf(f2) faire
{méme invariant que précédemment}
si ~fdf(fl) et-c(fdf(£f2) ou-c x1<x2)
alors écrire(f3,x1) ; lire(f1l,x1)
sinon écrire(f3,x2) ; lire(f2,x2)
fsi
ftantque
fermer(fl1) ; fermer(f2) ; fermer(f3)

Evaluation :

contrdle : 2N3+1

opérations logiques et, ou : 3N3+1

{si 1'on séquentialise l'expression logique contrdlant le si..alors..sinon
interne, cette quantité devient 2N3+N1-g#1}

comparaisons : N3-Q.
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On considére que 1'on applique un traitement séquentiel a 1'un des
deux fichiers : recopier le premier (par exemple) fichier en insérant les
éléments du second au bon endroit.

La construction de 1'invariant part de 1'idée suivante : au moment de reco-
pier un élément de f1, tous ceux de f2 qui doivent le précéder 1'ont été.

" b) Construction

1.

accés séquentiel
défini et décrit au § 3.2.1. : accés a la file r1

traitement

On applique un parcours de file (algorithme P1) :

le traitement d'un &lément de f1 consiste a :

- recopier tous les éléments de f£2 qui sont plus petits que lui
et qui n'ont pas encore été recopiés

- recopier 1'élément de f1

(ceci est traduit par 1'invariant porté dans 1'algorithme).

c¢) Algorithme:fusion - version 3

ouvrir(f3,E) ; ouvrir(f2,L) ; ouvrir(fl,L)
lire(f1,x1) ; lire(f2,x2)
tantque ~fdf(f1) faire

{tous les éléments précédant x! et x2 sont dans f3. f3 est trié.

Le dernier élément qui a été recopié est celul prédécant x! (sauf
au départ) }
tantque ~fdf(£f2) et _c x2sxl faire

écrire(f3,x2) ; lire(f2,x2)
ftantque
{toit élément de f2 inférieur ou égal & x! a été recopié}
écrire(f3,x1) ; lire(fl,x1)

ftantque
tantque fdf(f2) faire écrire(f3,x2) ; lire(f2,x2) ftantque
fermer(f1) ; fermer(f2) ; fermer(f3)

Evaluation :

controle : 2N1+N2+2

opérations logiques : N1+N2-Q2
comparaisons : N3-Q
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d) Variante : version 4

On peut &crire une version 4 en changeant les rdéles des fichiers 1

et 2 dans la version 3.

- m o e R e - m S o i o e Tt A i ad o ar b e e e A o -

Une technique classique permet de s'assurer que 1'exploration des deux
fichiers se termine simultanément.

On modifie la spécification de 1'ordre de lecture de la maniére suivante
lorsque lire(f,x) provoque 1'interruption de fin de fichier, on assure que
x regoive une valeur supérieure & toute valeur possible du fichier £ . Ceci
n'est pas réalisable dans tous les langages de programmation (il faut pouvoir
programmer la “"récupération" de 1'interruption). Une alternative consiste
a marquer tous les fichiers par une valeur logique Supérieure a toute valeur
possible.

Dans ce qui suit, on suppose que, quel que soit le moyen employé pour
y aboutir, toute exploration des fichiers donnés se termine par la lecture de
1'enregistrement de valeur maximum, noté fictif.

fusion
Technique de sentinelle
Version 2 bis Version 3 bis
a partir de Ta version 2
{on applique une technique de sentinelle}|{on applique une technique de sentinellec

ouvrir(f1,L);ouvrir(f2,L);ouvrir(£f3,E) ouvrir(f3,E);ouvrir(f1,L);ouvrir(f2,L)
lire(fl,x1);1lire(f2;x2) lire(f1l,x1) ; lire(f2,x2)
tantque x1#fictif ou x2#fictif faire tantque xl#fictif faire
choix ‘ tantque x2<x1 faire
xl<x2:écrire(f3,x1); lire(fl,x1) éecrire(f3,x2); lire(f2,x2)
xl>x2:écrirve(f3,x2); lire(f2,x2) ftantque
fchoix écrire(f3,x1); lire(fl,x1)
ftantque ftantque
écrire(f3,fictif) tantque x2#fictif faire
fermer(£f1l);fermer(£f2);fermer(f£3) écrire (£3,x2) ; lire (£2,x2)
ftantque

éerire(f3,fictir)
fermer(f1) ;fermer(£f2);fermer(f3)

Evaluation . Evaluation :
controle : 2N3+1 controle : 2N1+N2+2
opérations logiques :N3+1 comparaisons : Z2N1+N2+2

comparaisons : 3N3+2

L0
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3.2.5. -~ Discussion

Conme précédemment, on s'est attaché & développer plusieurs solutions
au probléme posé, en 1'interprétant de plusieurs maniéres en termes d'un
traitement de files. Nous avons de plus examiné des conditions particuliéres
d'implantation des files données permettant d'obtenir des nouvelles
solutions,

Nous pouvons comparer les diverses versions obtenues :

. du point de vue de la lisibilité, les versions nous paraissent &quivalentes
On peut toutefois souligner la concision de la version 2 bis.

. si 1'on veut comparer les codts des divers algorithmes, on doit d'abord
souligner :

- qu'ils font tous intervenir le méne nombre d'opérations d'entrée-
sortie.

- que la majeure partie du colt provient de ces opérations d'entrée-
sortie.

On peut cependant raffiner cette analyse et étudier les colts un peu
plus en détail : nous comparons les algorithmes en pondérant les opérations
de la maniére suivante (en termes d'une unité de temps fonction de la
machine physique utilisée).

. contrdle : 1

. opération logique : 1

. comparaison : 2 (en supposant que les enregistrements sont comparés par
1'examen de clés numériques).

. entrée-sortie : x '
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Dans ces conditions, nous pouvons résumer les évaluations dans le tableau

suivant :

version 1 2 3 4 2 bis {3 bis
contrdle 2N3-Q+3 |[2N3+1 2N1+N2+2 |2N2+N1+2 |2N3+1 2N1+N2+2
opérations _ ) _ _

logiques N3-Q+1 [3N3+1 N1+N2-Q2 | N1+N2-Q1[ N3+1 0
comparaisons| N3-Q N3-Q N3-Q N3-Q 3N3+2  |2N1+N2+2
entree 2N3 2N3 2N3 2N3 2N3 3N3
total 5N3-4Q0+4|{ 7N3-2Q+T [4N3+NI-Q2]4N3+N2-Q1 [ 9N3+6 3N3+3N1+6
(en unités [+2N3x +2N3x -2Q+2 -2Q+2 +2N3x +2N3x

de temps) +2N3x +2N3x

En supposant les deux fichiers d'entier de tailles sensiblement égales et
en négligeant Q par rapport & N3,on obtient :

version 1 2 3,4 2 bis 3 bis
N3 N3 N3 N3
total 10N3+2N3x | 14 +2N3x | 9 +2N3x | 18 +2N3x | 9 +2N3x
- 2 2 7 Zz
Ceci donne une indication pour une comparaison des colts des diverses

versions.

On peut constater ainsi que 1'application de la méme technique
(sentinelle) conduit d'une part & 1'une des deux meilleures solutions

(3 bis), d'autre part & la plus mauvaise (2 bis). On peut de plus s'inter-
roger sur la pertinence de ces différences en comparaison du codt global.
Estimant le colit des entrées-sorties a 2N3 x, on voit que ces différences
par
exemple, pour x=5, on obtient un gain de 32 % entre les deux solutions

restent significatives pour des valeurs relativement faibles de x :

extrémes, ce gain étant ramené a 4 % pour x=100.
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3.2.6. - Conclusion

- - o v

L'analyse des colits ne permet pas de conclure (au
niveau général oii nous nous plagons) de maniére nette ni pour rejeter
telle ou telle solution ni pour en sélectionner une. Toutefois, on ne peut
affirmer a priori que les différences seront négligeables (notamment notre
analyse ne tient aucunement compte de facteurs de blocages ou de techniques
utilisant des tampons de taille adéquate situé; en mémoire centrale).

Notre souci dans cette discussion est de souligner une fois de plus
1'importance, d'un point de vue méthodologique, des techniques qui permet-

tent de produire systématiquement diverses solutions a un probléme donné.

Comme précédemment, nous terminerons en remarquant 1'intérét général
du probléme que nous avons traité : le principe méme de la fusion est a la
base méme de nombreux algorithmes dans le domaine de la gestion de fichiers
notamment. Dans £Sch 79 al nous montrons comment les algorithmes classiques
de mise a jour de fichiers, d'inventaires, de facturations peuvent étre
ramenés a 1'algorithme de fusion, ou du moins peuvent étre analysés en
appliquant le méme type de démarche que celle gue nous suivons constamment
ici.
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3.3 - TROISIEME EXEMPLE : TAILLE MOYENNE DES IDENTIFICATEURS D'UN PROGRAMME

Nous voulons, par ce troisiéme exemple, donner un apercu de 1'appli-
cation pratique du traitement séquentiel sur un probléme concret. A partir
du probléme de 1'analyse lexicographique dans un compilateur (cf.[GoH 74]
par exemple), nous avons défini un énoncé, qui bien que simplifié, (pour
permettre une présentation dans cette thése), refléte suffisamment la
complexité d'un analyseur lexicographique.

Le probléme étudié est le suivant :

On considére un texte correspondant & un programme PL/1 correct. On veut
réaliser un programme qui calcule la longueur moyenne des identificateurs
de ce texte.

Remarques :
. un programme PL/1 peut comporter des commentaires (délimités
par "/x" et "x/") et des littéraux (notations de constantes
chaines, délimités par des apostrophes) : les caractéres

appartenant & ces commentaires et & ces littéraux ne peuvent pas
contribuer & la formation d'un identificateur du texte PL/1.

. Un identificateur est une suite alphanumérique commengant par une
lettre.

. Les mots clés PL/1 font partie des identificateurs considérés.

Nous fixons le principe de 1'analyse sans détailler les réflexions
qui 1'ont guidée, préférant insister ici sur les divers choix possibles
qui subsistent au niveau de la description de 1'accés séquentiel aux
files considérées.

1) Analyse
a) On considére la file des identificateurs du texte PL/1 :
d'un tel identificateur on ne retient que 1'information "longueur
de 1'identificateur" (en d'autres termes on considére en fait la
file des Tongueurs d'identificateurs). L'algorithme est un trai-
tement séquentiel simple de cette file : calculer la moyenne d'une
suite de nombres.

b) Les identificateurs sont reconnus dans 1a file des caractéres

"effectifs” du texte source.
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. un caractére est "effectif" s'il n'appartient ni a un commentaire,
ni a un littéral

. tout conmentaire ou littéral joue le rdle d'un caractére effectif
séparateur (espace par exemple).

c) Les caractéres effectifs sont reconnus dans le texte source par
élimination des commentaires et des littéraux.

‘Remarque :
Il y a évidemment d'autres possibilités d'analyse. On peut par exempl
fonder la construction de l'algorithme sur 1idée d'un traitement
séquentiel d'une file de couples de caractéres effectifs consécu-
tifs ot méme directement de la file des caractéres effectifs (auto-
mate d'états finis). L'analyse ci-dessus a €té retenue ici parce
qu'elle correspond le mieux aux solutions apportées au probléme
général dont nous avons tiré notre exemple simplifié.

2) Etapes de la construction

On a ainsi mis en évidence trois niveaux d'abstraction :

identificateurs
caractéres effectifs

4

caractéres source

et nous allons en déduire les &tapes de la construction de notre progranme :
dans un premier temps, on construit un programme supposant que 1'on dispose
d'une file (de Tongueurs) d'identificateurs, accessible & 1'aide d'une
machine séquentielle (appelée "machine 1"). Dans un deuxiéme temps, on réalise

" 1a machine séquentielle 1 en supposant qu'en fait on dispose de la file de
caractéres effectifs : celle-ci est rendue accessible par une machine séquen-
tielle (appelée machine 2). Finalement, la machine séquentielle 2 est réalisée
en supposant que 1'on dispose de la file des caractéres sources, accessible
par une machine séquentielle (appelée machine 3).

Ce principe de construction du programme est illustré par le schéma
suivant :

P - ca er N Iy
milieu 1 3 | . aractéres—| 2 }—9 racteres ,1 1 | >identificateur

externe * / effectifs
ROLE : acquisition élimination des reconnaissance
des données littéraux et des identificateurs
commentaires.
Type de : Type 1 a choisir a choisir

mbhchine
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Nous supposons que les caractéres du texte source sont acquis a 1'aide
d'instructions de lecture dont les spécifications correspondent a notre
premier modéle de machine séquentielle (on "récupére" une interruption a
la suite d'une lecture suivant le dernier caractére des données).

Notations :

Nous reprenons dans la suite de cet exemple les notations données
au § 2.1.2. Pour distinguer les primitives des diverses machines qui inter-
viennent, nous les suffixons par le numéro de la machine auxquelles elles
correspondent. Nous appliquons ce principe de notation & la machine 3, sans
détailler sa réalisation évidente en termes d'ordres de lecture classiques.

Le schéma ci-dessus fait apparaitre les choix que nous avons a faire :
quel modéle de machine choisir pour les machines 1 et 2. Nous allons déve-
lTopper les 4 solutions issues des choix possibles, et nous tacherons de
les juger ("lisibilité", “"colit").
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a) Construction

IT s'agit d'un simple parcours de file. Le traitement est défini comme

suit
accumulateur :
entier nb {nombre d'identificateurs rencontrés}
entier t {somme des longueurs des identificateurs
X rencontrés.}
répertolire ;:

INIT__P : nb:=0 ; t:=0
VISITER(L.) : nb:=nb+1 ; t:=t+L
TERM P : écrire (t/nb)

On applique le schéma Pl ou le schéma P2 selon le modéle de
définition de la machine 1.
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solution au niveau d'abstraction de 1a machine 1
Algorithme Al Algorithme A2

{machine 1 de type 1} {machine 1 de type 2}
nb:=0 ; t:=0 choix
DEM1 FILE VIDE : écrire("pas d'idf")
tantque -FDF1 faire <FILE VIDE:

nb:=nb+l ; t:=t+ECI nb:=0 ; t:=0

AVl DEM1
ftantque itérer nb:=nb+1 ; t:=t+EC1
choix arrét : FDFI

nb=0 : écrire("pas d'idf") avi

nb#0 : écrire(t/nb) ( fitérer
fchoix écrire(t/nb)

fchoix

3.3.3. - Deuxiéme niveau d'abstraction : constitution des identificateurs
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La machine 1 est réalisée en termes des primitives de la machine 2 :
on calcule les longueurs des identificateurs successifs & partir de la donnée
de la file des caratéres effectifs.

Le principe de 1'acquisition des identificateurs est basé sur le fait
que deux identificateurs sont séparés par un groupe de séparateurs, et qu'un
identificateur est un groupe de caractéres alphanumériques commengant par
une lettre : 1'acqu%sition d'un identificateur a 1'aide de AV1 provoque
1'acquisition d'un certain nombre de caractéres effectifs a 1'aide de AV2.
Ceux-ci correspondent aux caractéres de 1'identificateur et aux caractéres
séparateurs le précédant (ou le suivant). Ceci est une technique générale
que nous avons étudiée par ailleurs [LuS 75].

L'analyse fait apparaitre deux primitives :

- une action qui permet de rechercher le premier caractére d'un jdentificateur
a partir d'une position dans la file des caractéres effectifs :

CHERCHE_IDF
- une action qui "1it" un identificateur et calcule sa longueur, sachant

que 1'on est positionné au départ sur le premier caractére de 1'identi-

ficateur :

CALCUL LONG
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La combinaison de ces deux actions permet d'acquérir un groupe de séparateurs
et 1'identificateur associé et 1'algorithme que nous construisons va engen-
drer une alternance d'appels de ces deux actions. On peut donc en préciser
les spécifications

- CHERCHE IDF

€tat_initial : oOn se trouve au début de la file de caractéres effectifs,
ou sur un caractére suivant un identificateur.

état__final : on se trouve sur le premier caractére d'un identifi-
cateur ou & la fin de la file de caractéres effectifs.
Il s'agit d'une recherche associative (§ 2.2.4.).

. CALCUL_LONG
état initial : On se trouve sur le premier caractére d'un identificateux

- — e am o ae So

état_final : On se trouve sur le caractére suivant 1l'identificateur
ou a la f£fin de la file de caractéres effectifs, et on
a calculé la longueur de l'identificateur.
Il s'agit d'un parcours d'une sous-file définie par
exclusion (§ 2.2.3.).

Nous développons maintenant les deux solutions correspondant aux deux
choix possibles pour la spécification de la machine 1.

Remarg!ue :

Dans ce qui suit, nous utilisons deux prédicats portant sur des
caractéres :

. ALPHANUM(C)est vrai si C est alphanumérique, Ffaux sinon

. ALPHA(C) est vrai si C est alphabétique, faux sinon

a) La machine 1 est définie selon le premier modéle de machine séquentielle

Cette spécification implique que dans le cas général, on ne peut
savoir si un identificateur est le dernier qu'en cherchant a trouver son
successeur. Par conséquent 1'état final de avi est tel qu'on se trouve sur
le caractére effectif suivant 1'identificateur que 1'on vient de lire. Lors-
que le texte se termine par un identificateur, on peut alors se trouver a la
fin de la file des caractéres effectifs : cette fin sera détectée par
le prochain appel de avi. Cette spécification correspond donc & une progression’
te long de Ta file de caractéres qui fait lire dans 1'ordre un groupe de
séparateurs puis un identificateur. La réalisation de avi et de pem: tient
compte de 1'existence possible de séparateurs en début et en fin de 1a file
de caractéres effectifs.
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Realisation de la machine 1 :

. Etat : . 1'élément courant Ec! est un entier qui correspond a 1a longueur
de 1'identificateur courant. Il est représenté par une variable
entiére notée simplement L dans les algorithmes qui suivent.

. la détection de 1a fin de la file d'identificateurs a pour effet
de positionner une variable logique finalil

. primitives : Elles sont rédigées en termes des primitives de la machine 2.

P e 1

On a donc deux réalisations possibles de la machine 1

selon que 1a machine 2 est spécifiée selon le modéle 1
ou le modéle 2 de machine séquentielle. Le principe général de
avl est le suivant :

{on est sur le caractére effectif suivant l'identificateur
courant ou c'est la Ffin}
si "c'est la fin"
alors Finall:=vrai
sinon CHERCHE_IDF
si "on a trouvé un identiflicateur"
alors CALCUL~pONG
sinon finall:=vrai
fsi
fsi

En ce qui concerne pEM1, nous retenons la réalisation suivante :

DEM! : DEM2 ; finall:=faux ; AVl
1]

Remarque :

Ceci est une simplification dans 1l'hypothése ol le premier caractére
"eEfectif" est un séparateur. Cette hypothése ne nous géne pas dans
la mesure ou l'on peut toujours "simuler” ce séparateur au niveau de
la réalisation de la machine 2.

On a ainsi mis en évidence une action d'initialisation de 1'accés séquentiel

a la file des identificateurs :
INIﬂLﬁSI : DEM2 ; finall:=faux

La structure de 1‘'algorithme Al est modifié en tenant compte de cette remarque
(cf. § 2.3.1.).

On obtient ainsi les deux algorithmes All (machine 1 de type 1 et mag?ine 2
de type 1) et A12 (machine 1 de type 1 et machine 2 de type 2).

Remarque : '

Nous avons porté en face de chacune des instructions de ces 4lgori—
thmes, le nombre de leurs exécutions, avec les conventions suivantes



X1
X2

€2
£3

0

ot

o
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nombre d'identificateurs
nombre total des caractéres des identificateurs

nombre de "caractéres effectifs" séparateurs (1 commentaire
ou un littéral compte pour 1 caractére effectif séparateur)

nombre total de caractéres effectifs (X=X1+X2)

O si le dernier caractére est un séparateur

1 sinon :

Ooul et el+g2 =1

1 si le texte se termine par un identificateur de longueur 1
O sinon

b) La machine 1 est définie selon le second modéle de machine séquentielle

Cette spécification implique que 1'on sait, & 1'issue d'un appel de
AV1, si on vient de lire ou non le dernier identificateur : & chaque iden-
tificateur est associé le groupe de séparateurs qui le suit, et 1'état final
de AVl est tel que 1'on se trouve dans le cas général sur le premier carac-

tére de 1'identificateur suivant.

Réalisation de la machine 1 :

. Etat

comme précédemment, 1'identificateur courant est représenté par
un entier L.

1'identificateur courant est le dernier de la file dans la mesure
ol on a atteint la fin de la file de caractéres effectifs. Si la
machine 2 est de type 1, ceci se traduit par FDF2=vrai. Si la
machine 2 est de type 2, ceci se traduit par FDF2=vrai et

ALPHA (EC2)=faux

- - e - -~ -

les spécifications de la machine 2.
- le schéma général de avi est le suivant :

{EC2 est le premier caractére de l'identificateur a lire}l
CALCUL_LONG
si “"ce n'est pas la f£in" alors CHERCHE IDF fsi

- en ce qui concerne DEM! , on a le schéma général suivant :

{on suppose que la file de caractéres effectifs commence
toujours par un séparateur}
DEM2 ; CHERCHE IDF
si "c'est la £in"
alors "la file est vide
sinon AVl
fsi



Si 1'on replace ces définitions de AV1 et DEM1 dans 1'algorithme A2, on
peut en simplifier la forme comme suit :

Algorithme A2bis

nb:=0 ; t:=0
itérer CHERCHE__I DF
arrét :"c'est la fin"
CALCUL_LONG »
nb:=nb+1 ; t:=t+L
fitérer
si nb=0
alors écrire ("pas A'idf")
sinon écrire (t/nb)
fsi

C'est & partir de cette forme de 1'algorithme que nous obtenons les algo-
rithmes A21 et A22.

c) Algorithmes
Mgorithme All (machine 1 de type 1, machine 2 de type 1)

1 nb:=0, t:=0
1 DEM2 ; finall:=faux
itérer
N+1 : " {FDF2 ou -~alphanum(EC2)}
N+1 si FDF2
el alors finall:=vrai
sinon {RECHIDF1 : recherche associative, algorithme RA1}
répéter
X2+1 av2
X2+1 : Jjusqua FDF2 ou alpha (EC2)
N+e2 ¢si FDF2
el alors finall:=vrai
sinon {CALCUL LONG1 : parcours d'une sous-file
- algorithme PEX1-bis}
N L:=1
X1 itérer AV2
X2 arrét FDF2 ou -alphanum(EC2)
X1-H Ro:=R0+1
fitérer
fsi
fsi
N+l  arrét : finall
N nb:=nb+1 ; t:=t+1
itérer
1 choix
nb=0 : écrire ("pas d'identificateur")

nb#0 : écrire t/nb
fchoix

Evaluation :

machine 2 :peM2 :1, av2:X+1l, EC2:X+1, FpF2:2N+X42+€2
prédicats : anpuawum:X1,arpHa:X2+1

opérations logiques : X+1

comparaisons : 1

opérations arithmétiques : "+":N+X1, "/":1
affectations : 2N+X1+4

rontviloar INLY L2409
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Algorithme Al2 (machine 1 de type 1, machine 2 de type 2)

1 nb:=0 ; t;=0
1 DEM2 ; finall:=faux
itérer
N+1 {avi : FDF2 ou galphanum(EC2)}
N+1 si FDF2
el alors finall:=vrai
N+e? sinon {RECHIDF2 : recherche associative RA2}
{alphanum(EC2) et +FDF2}
X2+1-¢2 répéter AV2
X2+1-€2 jusqua FDF2 ou alpha(EC2)
N+e2 si n~alpha(EC2)
€2 alors finall:=vrai
sinon {CALCUL LONG2 : parcours de sous-file définie
par exclusion - PEX2}

N L =1
N si -FDF2 alors

itérer
X1-¢l AV2
X1-¢l arrét : FDF2 ou -~alphanum(EC2)
X1-N-cl4e3 L i=9+1

fitérer
N-e3 si alphanum(EC2) alors
el-€3 Loa=0+1

fsi

fsi
fsi
fsi

{FDF2 ou alphanum(EC2)}
N+1 arrét : final

N nb :=nb+1 ;t :=t+%
fitérer
1 si nb=0

alors écrire ("pas d'identificateur”)
sinon écrire (t/nb)
fsi

Evaluation

machine 2 : pem2:1, av2:X, ec2:2N+X+1-el-e3, FDF2:2N+X+1
prédicats : arLpHanum:N+X1-el-e3, arpHAa :N+X2+1
opérations logiques : X

comparaison : 1

opérations arithmétiques : "+" : N+X1, "/":1
affectations : 2N+X1+43

contrdole : 5N+X+e2-€3
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Algorithme A21 (machine 1 de type 2, machine 2 de type 1)

1
1

Nt1

X2+1
X2+1

N+l

X1
X1-N

nb:=0 ; t:=0
DEM2
itérer
{ FDF2 ou -qalphanum (EC2)}
si +FDF2 alors .
- {CHERCHE_IDF2 ; recherche associative-RA2}
répéter
avz
jusqua FDF2 ou alpha(EC2)
fsi
arrét : FDF2
{CALCUL_LONG : parcours d'une sous-file définie par exclusion-PEX1 bi
=1

itérer
AV2
arrét : FDF2 ou -~alphanum(EC2)
g :=0+1
fitérer
nb:=nb#tl ; t:= t+d
fFitérer
choix
nb=0 : écrire ("pas d'identificateur")
nb#0 : écrire (t/nb)
Fchoix

Evaluation :

machine 2 : DEM2:1, av2:X+l, EC2:X+1, FDF2:2N+X+3
prédicats : aLpuanum :X1, ALpua:X2+1

opérations logiques : X+l

comparaisons % 1

opérations arithmétiques : "+":N+¢X1, "/":1
affectations : 2N+X1+2

contrdle : 2N+X+4

bl
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A]gorithme A22 : (machine 1 de type 2, machine 2 de type 2)

{le premier caractére effectif est un séparateur}

1 nb:=0 ; t:=0
1 DEM2 ; finall:=faux
itérer
{FDF2 ou qalphanum(EC2) }
N+1 si FDF2
el alors finall:=vrai

sinon {RECHIDF2 : recherche associative-algorithme RA2}
{+alphanum (EC2) et ~FDF2}

X2+1-€2 répéter AV2
X2+1-€2 jusqua FDF2 ou alpha(EC2)
N+1-el si qalpha(EC2?) alors
e2 finall:=vrai
fsi
fsi
N+1 arrét : finall

{CALCUL_LONGZ : parcours d'une sous-file définie par exclusion
algorithme PEX2}

N L:=1
N si -FDF2 alors
itérer
X1-el Av2
X1-€l arrét : FDF2 ou -alphanum(EC2)
X1-N-gl+e3 Le=0+1
fitérer
N-£3 si alphanum (EC2) alors
el-e3 L .
fsi
£si
N nb nb ; t:=t+%
fitérer
1 si nb=0

alors écrire ("pas d'identificateurs")
sinon écrire (t/nb)
fsi

Evaluation :
machine 2 : pEmM2:1, av2:X, EC2:3N+X+2-€3, FDF2:2N+X
précidats : arpHanumM:N+X1l-el-€3, arLpHa:N+X2+1
opérations logiques : X
comparaisons : 1
opérations arithmétiques : "+", N+X1, "/":1
affectaions : 2N+X1+4

N contrdole : S5N+X+4-el-€3



- 108 -

d) Comparaison des algorithmes

Du point de vue de la "forme", les algor;thmes construits avec une
machine 2 de type 1 semblent plus simples que les autres. Du point de vue
des colts, les différences tiennent en deux points :

. T'utilisation des primitives aLrua et ArLpHANUM.

. le nombre de tests de contrdle

et viennent corroborer 1'impression de structure plus compliquée des
aigorithmes A12 et A22 par rapport aux autres.

Par conséquent, si le choix de 1a machine 2 n'influe pas sur le colt global,
on préférera 1'algorithme A21, Par contre, s'il est nécessaire de recourir

d une machine 2 de type 2, Al2 et A22 sont équivalents tant du point de vue
des colts que de la lisibilité.

3.3.4. - Troisiéme niveau d'abstraction : élimination des commentaires

- S e T - S O S drw S B T dm v e S0 e B S Wh G W G e N el e G M S e e W B e G A R R G e s U e TS Gt AR B B S o S
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La machine 2 produit des caractéres "effectifs" a partir du texte
source : son rdle est de reconnaitre les commentaires et les littéraux et
de les assimiler & un séparateur. Comme nous 1'avons dit ci-dessus, nous
avons deux choix possibles pour sa réalisation : nous &tudions ces deux
solutions et les comparons & 1a lumiére des résultats précédents.

a) élimination des commentaires et des littéraux

La syntaxe PL/1 est telle que ces éléments lexicographiques sont
reconnus dés que 1'on trouve une certaine configuration de caractéres.
Leur élimination est réalisée a 1'aide des deux primitives suivantes :

ELIMINER__COMMEN TAIRE :
{~FDF3 et EC3="%" et on vient de trouver un n/n}
{le texte PL/1 est supposé correct}
{il s'agit d'une recherche associative du couple "%/" dans la file
des couples de caractéres consécutifs. Le texte étant supposé correct,
on sait que cette recherche sera positive.
On applique RA3}
av3 )
répéter prec:=EC3 ; AV3
jusgua prec="2" et EC3="/"
av3 '
{on est sur le caractére suivant le commentaire, ou c'est la fin}.
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Remarque :
Si le texte PL/1 n'est pas correct, la détection de l'erreur

"délimiteur de fin de commentaire manquant" est simplement réalisée
en appliquant le schéma de recherche associative dans sa forme

générale.

ELIMINER LITTERAL :
{~FDF3 et EC3=apostrophe - le texte PL/1 est supposé correct}

{on applique le schéma de recherche associative RA3}

{méme remarque que ci-dessus, en ce qui concerne le traitement d'erreurs)
répéter AV3 jusqua EC3=apostrophe ; AV3 '

{on est sur le caractére suivant le littéral, ou c'est la fin}

b) Réalisation d'une machine 2 de type 1

- état : . 1'élément courant est un caractére. Nous le représentons a
1'aide d'une variable de type caractére appelée courant2
. Te "voyant" est représenté par une variable logique appelée
final2 : final2=vrai indique qu'on a atteint la fin de la file
de caractéres effectifs ("voyant allumé").

-t - - -

. la consultation de 1'état de 1a machine est simplement réalisée
par une utilisation des variables courant2 et final2
la modification de 1'état de la machine est réalisée comme

suit :
. AV2 :
{FDF3 ou "EC3 est le premier caractére source non traité"}
choix

-+FDF3 : final2:= vrai
FDF3 : choix
EC3='/' : AV3 .
si 4FDF3 et EC3='x'
alors éliminer-commentaire
courant2:=blanc
sinon courant2:='/"'
fsi
EC3=apostrophe : éliminer-littéral
courant2:=blanc
autrement :courant?2:=EC3
AV3
fchoix
fchoix
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. DEM2
{on veut toujours avoir un caractére sépgrateur au départ}
DEM3
courant2:=blanc ; final2:=faux

Evaluation : nous nous plagons dans le contexte de 1'algorithme AZ2l, et

ZvaTuons Te codt du aux primitives de la machine 2. Nous notons ND,

NC et NL le nombre, respectivement, d'opérateurs “/", de commentaires

et de Tittéraux.

affectations : X+3

comparaisons : 2X (en supposant les choix séquentialisés dans 1'ordre
du texte)

contrdole : 3X+1

opérations logiques : NC+ND

primitives : ELIMINER cOMMENTAIRE:NC, ELIMINER _LITTERAL:NL

¢) Realisation d'une machine 2 de type 2

On met & profit le fait que la machine 3 est toujours en avance d'un
caractére sur 1a machine 2 (i.e. & 1'issue de av2 , £c3 est le caractére
suivant) : le caractére effectif courant est le dernier si et seulement si
on a atteint la fin du texte source. La réalisation de avz est simplifiée
en conséquence : le test initial sur rpF3 disparait.

.AVZ.' ’
{~FDF3 et "EC3 est le premier caractére du prochain caractére
effectif"}.

choix EC3="/":... (cf. ci-dessus)
EC3=apostrophe:...
autrement 2een
fchoix
{courant2 est le dernier caractére effectif si et seulement si
FDF3=vrai}
. DEM2 :

DEM3 ; courant2:=hbhlanc

Evaluation :
Par rapport a la solution précédente, on gagne 1 test de contrdle par
appel de av2
Dans ces conditions, ceci ne compense 1‘'avantage de la solution A2l pai
rapport aux solutions Al2 et A22 que si X < 4N.

d) Algorithme final
i conclusion, 1'algorithme A2l semble étre le meilleur dans 1a majeur
partie des cas.
{.'algorithme final que nous présentons correspond & 1a version AZl,
avec quelques modifications supplémentaires : notanment, on incrémente
directement le compteur général t au lieu de calculer la taille de
chaque identificateur.
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Algorithme : taille moyenne des identificateurs d'un texte PL/1

nb:=0 ; t:=0
DEM3 ; courant2:=blanc ; final2:=faux
itérer
{final2 ou -ALPHANUM (courant2) }
si final2 alors
' {RECHIDF :-final2 et -ALPHANUM}
al ;= faux
répéter{av2}
choix
FDF3:final2:=vrai
~+FDF3:choix
EC3='/' : traiter_slash
EC3= apostrophe : traiter-apostrophe
autrement : courant2:=EC3 ; AV3
‘ al:=apha(courant2)
fchoix
fsi
jusqua final2 ou al
fsi ’
arrét : final2
{caLcuL _LONG : ~final2 et ALPHA(courant2)}
nonal:=- faux
répéter
t:=t+l1
{av2}
si FDF3
alors final2 :=vrai
sinon choix
EC3='/' : traiter-slash ; nonal :=vrai
EC3=apostrophe ; traiter-apostrophe; nonal :=vrai
autrement : courant2 :=EC3 ; AV3
nonal :=non-alphanum (courant2)

fchoix
fsi
jusqua final2 ou nonal
nb :=nb+l
fitérer
choix

nb=0 : écrire ("pas d'identificateur")
nb#0 : écrire (t/nb)
fchoix
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avec

. traiter-slash

AV3
si FDF3 et EC3="x"
alors
AvV3
répéter
prec:=EC3 ; AV3
jusqua prec='x" et EC3='/'
AV3
courant2:=blanc
sinon courant2:='/"'
fsi
. traiter-apostrophe
répéter

AV3
jusqua EC3=apostrophe
AV3 ; courant2:=blanc

3.3.5. -~ Discussion

PR pepapepeg-papsd

L'exemple que nous venons de présenter, nous a permis de montrer les
aspects méthodiques de 1'application du traitement séquentiel : 1‘application
systématique des résultats du chapitre 2 permet d'une part de guider 1'analyse
du probléme et de mettre en évidence les choix que 1'on peut faire, d'autre
part d'apporter des solutions fiables par 1'utilisation quasi inmédiate
des schémas de traitement séquentiel. Nous avons pu ainsi construire plu-
sieurs solutions au probléme posé, les évaluer et les comparer.

Cet exemple est de plus représentatif de nombreux problémes pris dans
les domaines les plus variés : nous avons appliqué la méme démarche avec ‘
succés a d'autres traitements de texte (probléme du télégramme ([HeS 72]
probléme de "références croisées" [Sch 77al, éditeur de texte, analyse
lexicographique,...), mais aussi 3 des problémes de gestion {Sch 79al,
d'analyse de données numériques.
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3.4 - CONCLUSION

Les exemples présentés ont permis de montrer 1'application directe
de ce qui a &té proposé dans les deux premiers chapitres : reconnaissance
des algorithmes fondamentaux et utilisation des régles de programmation.
Chaque exemple est en lui méme un élément supplémentaire dans notre preé-
sentation du traitement séquentiel :

Le probléme de 1'énumération partielle conduit 3 un ensemble de schémas
moins faciles a utiliser directement que les schémas du chapitre 2, parce
que moins élémentaires (on peut d'ailleurs interpréter tous les algorithmes
fondamentaux du chapitre 1 comme des cas particuliers du probléme d'énumeé-
ration partielle).

Le deuxiéme exemple , la fusion,laisse entrevoir comment 1'on peut
adapter notre propos a une application particuliére : ce travail (detaillé
dans [Sch 79al ) comporte la définition de notations qui reflétent le
traitement séquentiel et les notations couramment utilisées dans 1'appli-
cation, et 1'élaboration de schémas correspondant aux problémes les plus
fréquenment rencontrés dans 1'application.

Le calcul de la taille moyenne des identificateurs est 1'exemple le
plus concret. Comme nous 1'avons souligné, i1 est représentatif de nombreux
problémes pris dans des domaines divers. Nous avons pu montrer que dans un
probléme d'une complexité certaine, nous pouvons avoir une attitude métho-
dique et systématique, et ceci grdce a 1'ensemble des résultats que fournit
le traitement séquentiel (que ce soit du point de vue de la démarche ou
du point de vue de 1'utilisation des schémas).

Nous avons fait apparaitre que le traitement séquentiel permet de
construire méthodiquement et systématiquement plusieurs solutions a un
probléme posé. Ceci est une qualité :

Au niveau de 1'élaboration de schémas généraux. Nous avons pu cons-
tater que, a un tel niveau d'abstraction, i1 est difficile de définir une
solution optimale, méme si 1'on peut donner des évaluations (qui sont des
éléments de comparaison et qui reflétent le comportement des algorithmes).
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A un niveau pratique, dés lors que 1'on éherche pour un probléme
spécifique, la solution 1a plus efficace (quel que soit le critére).
L'obtention systématique de solutions variges est un glément indispensable
pour une telle &tude.

Inversement, nous devons souligner que d'autres contraintes pratiques
(temps disponible pour la réalisation du programme, codt de la mise au
point) peuvent interdire de rechercher aussi systématiquement les solutions
d*un probléme. Clairement, c'est a ce niveau que 1'"expérience" du
programmeur doit intervenir. Le traitement séquentiel est alors utilisé
a postériori pour justifier le choix d'une voie particuliére dans la cons-
truction du programme. Nous essayons toutefois dans notre travail méthodo-
logique de dépasser ce facile recours a 1texpérience ou & 1'intuition
(notions empiriques par excellence), en pfoposant des lignes générales. de
conduite qui permettent d'aborder un probléme sans se heurter a une
explosion combinatoire du nombre de solutions, puis de construire une
solution de maniére systématique. Une telle démarche est proposée dans

{Sch 78 b1l pour trafter les nroblémes complexes de traitement séquentiel.
cf. aussi [Jack 751, [Hug 791, [Fin 791).
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CHAPITRE U
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L'application du traitement séquentiel repose sur la définition d'une
file et d'un traitement de cette file. A partir de ces données, on construit
systématiquement un ou plusieurs algorithmes. Dans ce qui précéde, nous avons
particuliérement insisté sur une facon de faire cette construction : dans
Te cadre général d'une méthode d'analyse descendante, on cherche constamment
3 identifier des problémes connus sur les files et & appliquer les algori-
thmes correspondante. Clairement, lorsque une telle identification semble
impossible, on peut toujours recourir & d'autres méthodes d'analyse telles
que manipulation d'assertions, ou analyse récurrente. Ce type d'analyse
a souvent pour effet de mettre en évidence la file ou le traitement que 1'on
n'avait pu découvrir directement. Nous les considérons donc comme tout

a fait complémentaire des méthodes que nous présentons.

C'est a 1'analyse récurrente que nous nous intéressons ici. Nous avons
déja vu au chapitre 1 comment 1'utiliser pour construire un algorithme de
traitement séquentiel, notamment en se basant sur la définition récurrente
d'une file. On est alors conduit naturellement & utiliser une formulation
récursive pour décrire les algorithmes. Nous posons la question du passage
3 une formulation itérative d'un tel algorithme, quelle qu'en soit. la
raison (contraintes de 1‘environnement de programmation notamment, rendant
la récursivité inefficace ou mémc 1'interdisant).

Cette question a vite été soulevée a 1a suite de 1'introduction des for-
malismes vécursifs ([Mac 601 ,[Mac 611) et de premiers résultats sont présentés
dans 1Coo 661. Plus récemment, le développement de la réflexion sur la pro-
grammation a conduit 3 des études plus systématiques du passage "récursif-
itératif" ([Rob 781) : en tant que tel ([Vei 761, [PaP 761, [Bir 77 1,[ArK 791,
ou dans un contexte plus général de construction de programmes par transfor-
mations successives ({Bau 761, [Gri 76al ,[Ars 771, [BuF 77]) ou de manipu-
lation automatique de programmes ({Dar 721 ,[DaB 761 , [Cha 77} , [PPW 78]

[Ars 791).
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Nous allons voir comment le traitement séquentiel peut étre appliqué
pour transformer certains algorithmes récursifs
(ceux dans lesquels un appel peut engendrer au plus un appel
récursif) en algorithmes itératifs Nous compléterons la présentation de
ce procédé de transformation dans la deuxiéme partie, en application du
traitement arborescent (cf. chapitre 7).

Remarque :
Le procédé a été présenté pour la premiére fois dans [Sch 76] ol
1l'on trouvera de nombreux exemples.

4.1 - FORME GENERALE DES ALGORITHMES CONSIDERES

Nous considérons des algorithmes récursifs correspondant au
schéma général suivant :

action AC(param P)
choix
A(P):ALPHA(P)
HA(P):BETA(P) ; AC(T(P)) ; GAMMA(P)
fchoix
faction AC

et nous considérons la séquence d'appel suivante

PROLOGUE ; AC(X) ; EPILOGUE

Dans ce schéma, nous employons les conventions suivantes :

. P désigne 1'ensemble des paramétres de 1'action ac
. param désigne 1'ensemble des types de ces paramdtres
. A est un prédicat dont la valeur ne dépend que de 1'examen du paramétre p
. T est une fonction qui permet de calculer une nouvelle valeur de type
param a partir de la donnée de p.
ALPHA, BETA ,GAMMA sont des actions dont 1'effet dépend de p mais qui
ne le modifient pas. Leur effet est spécifié en fonction d'un ensemble de
variables externes a 1'action.

Remarque :

Rappelons que le "passage des paramétres" d'une action ou d'une
fonction est toujours fait par "valeur" dans notre notation. ’
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4.2 - FILE ASSOCIEE AL'APPEL D'UN ALGORITHME RECURSIF

Nous considérons 1'appel initial ac(x) : il engendre un nombre fini
d'appels de ac . C'est cet ensemble d'appels que nous organisons en file :

. a 1'appel initial correspond le premier élément de la file

. les autres appels sont organisés de 1a méme maniére en file : ils
constituent 1a sous-file des appels issus du premier appel.
Cette sous-file est vide si a(x)=vrai (ac(x) étant le premier appel).

Cette définition récurrente de 1a file montre qu'un élément de cette
file peut étre caractérisé par la valeur du paramétre passé lors de 1'appel
correspondant. Nous pouvons donc définir la file comme suit :

. un élément est une valeur de type param
. les primitives qui définissent 1'accés a la file sont :

PRE : X
suc(p): T(P)
E_S(P): -A(P)

au niveau d'abstraction ol nous nous plagons, on ne peut dire si la file
inverse est définie ou pas, c'est-d-dire si on peut donner une signification
directe ou non aux primitives pernTer et prep (cf. § 1.1.3.). La définition
de prep est liée & 1'existence de 1a fonction inverse 1 . Nous traite-
rons ce probléme en détail un peu plus loin.

4.3 - TRAITEMENT SEQUENTIEL ASSOCIE A UN ALGORITHME RECURSIF

Nous interprétons 1'effet de 1'appel ac(x) (quel que soit x dans le
domaine de validité fixé par 1'action ac ) comme &tant la succession de
deux parcours de file.

. Le premier est un parcours de la file des appels dans lequel on a :

INT T___PA RCOURS : wvide
VISITER(P) : si A(P) alors ALPHA(P) sinon BETA(P) fs.
TE'RM__PA RCOURS : vide
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Le second est un parcours de la file inverse des appels dans lequel on a :

INIT PARCOURS : vide
VISITER(P) : si qa(P) alors GAMMA(P) fsi
TERM_PARCOURS : EPILOGUE

L'algorithme itératif s'écrit (on applique le schéma P2) ¢

Algorithme : traitement séquentiel équivalent a 1'appel AC(X) (forme générale)

{Y est une variable de type param}

PROLOGUE

Y:=X

tantque -A(Y) faire BETA(Y) ; Y :=T(Y) ftantque
ALPHA(Y)

tantque E _P(Y) faire Y:=PRED(Y) ; GAMMA(Y) ftantque
EPILOGUE

Remarque :
La preuve de cette équivalence peut étre faite par récurrence sur

la taille de la file (i.e. le nombre d'appels récursifs)

1e nombre d'exécutions de la premiére itération est le méme que
celui de la deuxiéme. On peut tirer parti de cette remarque en
proposant un schéma dans lequel :

- on compte le nombre d'itérations du premier parcours

- on contrdle le deuxiéme parcours & l'aide de ce compteur

PROLOGUE ;

Y:=X ; C:=1;

tantque =A(Y) faire‘BETA(Y) ; Y:=P(Y) ; C:=C+1 ftantque
ALPHA(Y) ;

tantque C#1l faire C:=C~1 ; Y:=PRED(Y} ; GAMMA(Y) ftantque

EPILOQUE

Nous supposons que le cas des algorithmes comportant des variables
locales est inclu dans le schéma général précédent par la convention
suivante : on peut supprimer les variables locales par 1l'introduc-
tion de piles gérées de maniére classique au niveau des actions

BETA et GAMMA.

On peut enfin considérer des actions récursives sans paramétres.
Dans ce cas, le contrdle de terminaison dépend directement de
1'état du programme dans lequel se situe ltappel récursif,
L'équivalence devient ;

action AC
si A alors ALPHA sinon BETA ; AC ; GAMMA

faction

l'appel : PROLOGUE; AC; EPILOGUE a le méme effet que :

PROLOGUE

C:=1 ; tantque -4 faire BETA ; C:=C+1 ftantque
ALPHA

tantque C#1 faire GAMMA ; C:=C-1 ftantque
EPILOGUE



4.4, - REALISATION DE LA PRIMITIVE PREDECESSEUR

Nous examinons ici le cas oG la file inverse n'est pas définie

i‘application 1 ntest pas définie. Pour réaliser la primitive PRED,

nous avons recours a une pile, gérée a 1'aide des primitives classiques

VIDER PILE, EMPTLER, DEPILER. Le schéma devient alors le suivant

Algorithme : traitement séquentiel équivalent a 1'appel ac(x)- version 2

(]

{la Fonction inverse T_I n'est pas définie, on utilise une pile
pour 1la réaliser}.

PROLOGUE

VlDE'R_"PILE ; Ye=X

tantque -A(Y) faire BETA(Y) ; EMPILER(Y) ; T:=1(Y) ftantque
ALPHA(Y)

tantgue -\PlLE*_VIDE faire Y:=DEPILER ; GAMMA(Y) ftantque
EPILOGUE

CAS PARTICULIERS

Mous proposons ici les schémas correspondants a quelques cas parti-

culiers particuliérement fréquents

a)

e - o e s . —— T — T A A ben e M WL St M f e e S o e e - m M W W WAt G A v v W T

Ta fonction 7! est définie, et de plus on connait le dernier élément
de la file. Enfin 1'action BETa est vide : la premiére itération disparait.

Algorithme : traitement séquentiel équivalent & 1'appel ac(x) - version 3

{BETA est vide, PRED et DER sont définies}
PROLOGUE

Y:=DER ; ALPHA(Y) i

tantque E _P(Y) faire Y:=T (Y) ; GAMMA(Y} ftantque
EP1LOGUE

1*algorithme se réduit au premier parcours de la file. On a 1'équivaience

classique suivante :

Hi
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algorithme : traitement séquentiel équivalent & 1'appel ac(x) - version 4

{caMMA est vide}

PROILOGUE

Y:=X ; tantque <A(Y) faire BETA(Y) ; Y:=T(Y) ftantgue
ALPHA(Y)

EPILOGUE

4.6 - FONCTIONS RECURSIVES

Nous considérons des fonctions récursives ayant la forme générale
suivante (la plupart des fonctions récursives ne comportant qu'un seul appel
récursif, se raménent & cette forme)

fonction F(param P) - résult :

choix
A(P) : » H(P)
“A(P): > G(P,F(T(P)) )

fchoix
ffonction F

et nous considérons la séquence d'appel suivante :
PROLOGUE ; R:=F(X) ; EPILOGUE

Les conventions sont les suivantes :

. param, P, A, T ont la méme signification qu'en 4.1

. result est le type du résultat (on admet des fonctions ayant un n-uplet de
résultats).

. H est une fonction & un paramétre de type param calculant une valeur de
type result

- G est une fonction a& deux paramétres, le premier de type param , le second
de type result, qui calcule une valeur de type result.

Pour transformer cette fonction sous forme itérative, nous commengons par
definir une action ar qui pour X donné calcule rF(x) et range cette valeur
dans une variable z

action AF(param P)
{calcule F(() et range cette valeur dans une variable Z }

choix
A(P) : Z:=[(P)
—<A(P) : AF(T(P)) ; Z:=G(P,Z)
fchoix
faction AF

la séquence d'appel est alors
PROLOGUE ; AF(X) ; R:=2 ; EPILOGUE
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La transformation de 1'action ar découle alors des résultats précédents
dans la mesure oli 1'on identifie facilement le schéma général du § 4.1 :
on peut donner la signification suivante aux divers &léments du schéma :

ALPHA(P) : Z:=H(P)

BETA(P) : vide

GAMMA(P) : Z:=G(P,2)
EPILOGUE : R:=Z ; EPILOGUE

remarque 3
Nous n'abordons pas ici la question des transformations particu-
liéres des fonctions vérifiant certaines propriétés sémantiques
{notamment 1l'associativité de la fonction G, ou des formes parti-
culiéres de cette fonction). On trouvera une étude systématique
de ces transformations particuliéres notamment dans [coo 661,
[par 721, [BPP 761, [Ars 77]

4.7. EXEMPLE :

Nous traitons ici 1'exemple du calcul du resteetdu quotient de la
division entiére de deux entiers positifs.

PSPy Sphd

Une premiére analyse est basée sur les relations suivantes :
{a,B> 0}

A< B : reste(A,B) = A
quotient(A,B) = O

A > B : reste(A,B) = reste(A-B,B)
quotient (A,B) = Il+quotient(A-B,B)

a partir de cette analyse on peut construire un algorithme simple que nous
omettons ici, mais dont nous retenons seulement le colt : si Q est le
quotient, le calcul nécessite Q soustractions.

Une deuxiéme analyse est fondée sur 1'idée d'améliorer ce résultat.

On cherche a réduire le colit de maniére logarithmique.

Pour diminuer le colt du calcul, on cherche & le ramener au méme calcul
portant sur deux autres nombres C,D mais de colit moindre. On déduit

de 1a premiére analyse que le colt diminue si le diviseur augmente. On
cherche ainsi a établir une relation entre le reste R et le quotient

de 1a division de A par B, et le reste Rl et le quotient Q1 de la division
de A par 2B,

On peut écrire :



(1) A = BQ+R (3) A = (2B)QIl+RI1
(2) O <R <B (4) 0 < Rl < 2B
(3) s'écrit

(3") A = B(201)+RI

(4) se décompose en

(4") O <RI < B

ou (4" B < Rl < 2B

(3') et (4') définissent le reste et le quotient de la division de A par B.
Donc
si o

1
2
N
fov

on a Q = 201
R = RI

de (3') et (4") on tire

A (201+1)B+(R1-B)
O £ RI-B < B

i

et on peut encore identifier R et Q soit

S1 B < R1 < 2B ona 0= 201+1
R = RI1-B

Ceci conduit alors a 1'algorithme suivant

fonction RQ(entier A,B) - entier, entier :
{calcule le reste et le quotient de la division entiére de A par B.
A et B positifs}
choix
A4 < B : > (A,0)
B .

A = entier R,Q
(R,Q) := RQ(A,24B)
choix
R < B : =+ (R,24£0)
R 2 B ; o5 (R-B,1+2#Q)
fchoix

fchoix
ffonction RQ
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c) Transformation

La

- -

transformation de la fonction Ry est une application de la version 1

donnée au § 4.3. En effet on écrit tout d'abord 1'action aro :

on

on

action ARQ (entier A,B) :
{calcule le reste et le quotient de la division de A par B et range
ces valeurs dans deux variables ZR et Z3. A,B > 0}

choix
A < B : ZR:=A ; 20Q:=0
A 2 B : ARQ(A,2xB) {reste et quotient de A par 2B dans ZR et 29
choix
ZR < B: 2Q:=2220Q
ZR 2 B: ZQ:=14222Q ; ZR:=ZR-B
: fchoix
fchoix
faction

identifie alors les &léments du schéma de la maniére suivante :

param : entier, entier
A(X,Y) : X <Y
ALPHA(X,Y) : ZR:=X ; Z@x=0
BETA(X,Y) : vide
GAMMA(X,Y) : si ZR < Y
alors 2Q:=2*Z(Q
sinon 2Q:=1+42%*ZQ ; ZR:=ZR~B
fsi
T(X,Y) s X,22Y
-1(x,v) : X, ¥/2

obtient alors 1'algorithme itératif suivant en appliquant le schéma

général du § 4.3.

Algorithme : reste et quotient de deux entiers A et B donnés

X:=A ; Y:=B
tantque X 2 Y faire Y:=22Y ftantque
ZR:=X ; 2Q:=0
tantque Y#B faire
B:=B/2
Q:=220Q ; si ZR 2 Y alors 20:=20+1 ; ZR:=ZR-Y fsi
ftantque

Remarques @

. Moug obtenons ici l‘'algorithme habituellement présenté, soit pou:
illustrer les techniques de manipulation d‘'assertions ([Dij 72]
p. 13 , {wWir 73 al p. 36) ou plus généralement la construction
des programmes ([Ars 771 p. 37 et p. 73, [Bau 761 p. 3 et p. 7)

. Nous avons choisi cet exemple pour illustrer notre technique de
transformation. Nous reviendrons au chapitre 5 (§ 5.3)a sur le
probléme de la réduction logarithmique du coit d'un algorithme
et étudierons alors cet exemple d nouvean.
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Dans le cadre trés général d'un processus de construction de programmes
par transformations successives, nous avons évoqué le probléme de la trans-
formation "récursif-itératif". Notre approche est la suivante :

Considérant la forme récursive donnée comme une spécification du
probléme & programmer, nous avons appliqué le traitement séquentiel en :
. interprétant le probléme comme le traitement d'une file abstraite

définie formellement & partir de 1'algorithme récursif donné
. appliquant les résultats du chapitre 2 pour produire un algorithme
itératif.

Cette approche "globale" est adaptée a un souci de transformation
manuelle. Nous 1'opposons aux techniques fondées sur 1'axiomatique des
constructions de base et directement guidées par le processus dynamique
engendré par 1'algorithme récursif (cf. exemple [Vei 761 , [PaP 761,

[ ArK 791) qui sont plutdt adaptées a un souci de transformation automatique.

Hi
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CONCLUSION : ASPECTS PRATIQUES ET METHODOLOGIQUES DU TRAITEMENT
SEQUENTIEL |

Les travaux que nous avons présentés dans cette premiére partie doivent
étre examinés selon deux points de vue :

. un point de vue pratique : nous donnons une méthode de construction de
programmes et des schémas généraux.

. un point de vue méthodologique : nous illustrons une démarche générale
d'étude et de recherche de méthodes de construction.

Sur un plan pratique, nous avons décrit un modéle de processus de
construction de programmes (chapitres 1 et 2) et nous avons illustré
1'application de ce processus & divers niveaux :

. sur quelques exemples simples tout au long de la présentation de la
méthode dans les chapitres 1 et 2

. sur un exemple concret (§ 3.3.) représentatif de nombreux problémes
réels (que nous avons étudiés par ailleurs).

. Tors de 1'&laboration de schémas généraux (§ 2.2. et 3.1.) ou parti-
culiers & un type d'application informatique (§ 3.2.).

L'intérét de 1a méthode proposée a ainsi pu &tre amplement démontré
notamment par les aspects systématiques qu'elle comporte.

Finalement nous avons présenté un résultat significatif dans le
domaine de la production de programmes par transformations successives :
1'application du traitement séquentiel est & la base d'un procédé général
de transformation "récursif-itératif" (chapitre 4) qui regroupe dans un
cadre précis les considérations qui conduisent aux solutions connues de
ce probléme.

Un autre résultat concret de cette premiére partie est 1'ensemble des
schémas de traitement séquentiel que nous avons fournis : leur défini-
tion, leur classification et Teur &tude & divers niveaux d'abstraction
en font des outils directement utilisables dans le processus de progra- -

mation. Soulignons & nouveau 1'intérét général des évaluations qui
accompagnent ces schémas (bien qu'elles afent &té réalisées, pour le
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besoin de 1'exemple, dans un contexte particulier) : elles permettent
a la fois de confirmer la cohérence des schémas, d'expliciter leur
comportement et d'estimer leur coit.

Le dernier aspect pratique que nous voulons souligner ici tient a la
présentation méme de notre méthode : nous avons eu le souci constant
de concilier un certain réalisme et la plus grande généralité. Ceci
apparait a deux niveaux :

. Nous avons choisi des notations (§ 1.1.3. et 2.1.2.) qui puissent étre
facilement adaptées aux formalismes les plus divers (comme elles le
sont & notre formalisme de description d'algorithmes), qu'ils soient
récents ou plus conventionnels.

. Nous avons étudié le traitement séquentiel a divers niveaux d'abs-
traction : 1e chapitre 1 est plutdt représentatif d'un niveau d'analyse
(particuliérement adapté aux "formalismes applicatifs") et le chapitre
2 est plutdt représentatif d'un niveau de programmation plus conven-
tionnel (mieux adapté aux “"formalismes procéduraux").

Sur un plan méthodologique, le traitement séquentiel est la premiére
illustration d'une démarche générale d'étude et de recherche de méthodes,
dont on peut donner ici quelques lignes directrices :

1. discrétiser 1'activité de programmation ; c'est 1'idée méme de
"processus" de construction de programmes (qui sous-entend 1'idée de
production de programmes par transformations successives).

2. placer le processus de construction de programmes dans le cadre précis
d'une "structure de donnée abstraite" définie a partir d'une struc-
ture de donnée concréte : les résultats connus sur cette derniére

sont autant d'éléments qui permettent d'é@laborer ce cadre directeur.

3. organiser le processus de construction de programmes en étapes trés
précises et fournir pour chacune d'elles des modéles pour leur
réalisation et des notations pour leur description.
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traiter des problémes généraux en appliguant les principes de cons-
truction ainsi établis, et amorcer 1'@laboration d'une base de schémas
représentatifs de 1'expérience collective ou d'une expérience parti-
culiére (que ce soit a des fins didactiques ou pour fournir des outils
directement utilisables dans le processus de construction).

Intégrer 1a méthode étudiée au sein des méthodes et techniques générales
existantes : analyse descendante, manipulation d'assertions, analyse

récurrente, techniques de raffinement et d'optimisation...

Nous allons illustrer cette démarche 3 nouveau dans la deuxiéme

partie en proposant une nouvelle méthode congue d'aprés les mémes

idees directrices.






- 128 -

DEUXIEME PARTIE

LE TRAITEMENT ARBORESCENT

INTRODUCTION

Nous présentons maintenant une deuxiéme méthode de construction
systématique de programmes, le "traitement arborescent", dont les bases
sont les mémes que celles du traitement séquentiel :

1. recherche d'une organisation logique de 1'information permettant de la struc-
turer en une arborescence d'informations plus élémentaires.

2. recherche d'une formulation du probléme posé en termes d'un traitement
de cet arbre.

Comne dans le cas du traitement séquentiel, le processus de construc-
tion de progranmes comporte ainsi une &tape de raffinement et de structura-
tion de 1'information, et une étape d'analyse du traitement guidées par la
connaissance d'algorithmes généraux sur les arbres.

Si 1'on veut comparer les deux méthodes, le traitement arborescent est
plus puissant, mais plus complexe que le traitement séquentiel :

- il est plus puissant car la structure d'arbre n'impose pas un ordre total sur
les composants de 1'information : il est moins contraignant de munir une
information d'une structure d'arbre (ordre partiel) que d'une structure de
file (ordre total).

- i1 est plus complexe car Tes algorithmes de traitement d'arbres sont plus
nombreux et plus sophistiqués que les algorithmes de traitement de files.
En effet, 1'information n'étant pas totalement ordonnée, la structure d'arbre
laisse une plus grande liberté dans la maniére d'accéder aux informations
que la structure de file.
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Ces différences sont confirmées lorsque 1'on examine les constructions
linguistiques couramment associées au traitement des files et des arbres :
1'itération pour les premiérés, la récursivité pour les seconds. De méme que
1'un des effets de 1'application du traitement séquentiel est une plus grande
sureté dans 1'écriture des programmes itératifs, 1'application du traitement
arborescent contribue a une meilleure maitrise de la récursivité.

Dans 1e chapitre 5, nous donnons les principes du traitement arbores-
cent : nous proposons quelques définitions et notations, nous présentons un
modéle de construction d'algorithmes et nous étudions les algorithmes fonda-
mentaux qui sont a la base de 1‘'application du traitement arborescent.

Le chapitre 6 est consacré a 1'application du traitement séquentiel aux
traitements d'arbres : &criture d'algorithmes itératifs de traitement d'arbres
et définition d'un modéle d'analyse de problémes basé sur la référence a

ces algorithmes. Enfin nous montrons dans le chapitre 7 comment le traite-
ment arborescent peut servir a 1'étude d'algorithmes récursifs : que ce

soit pour les évaluer, pour produire des algorithmes itératifs équivalents

-~

ou pour les optimiser a partir de propriétés des arbres qui interviennent.
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CHAPITRE 5

PRINCIPES DU TRAITEMENT ARBORESCENT

Nous montrons ici comment structurer une information en un "arbre”
d'informations plus élémentaires et comment construire un algorithme a
partir d'une telle interprétation de 1'information. Dans un deuxiéme temps,
nous construisons les algorithmes qui permettent de résoudre nos trois
problémes de base : énumération, énumération partielle d'un arbre et
recherche d'une information dans un arbre. Enfin, nous terminons le
chapitre par une application du traitement arborescent 3 1'étude de 1‘ac-
célération logarithmique d'une classe d'algorithmes.

Comme la notion de "file" dans le traitement séquentiel, la notion
d'"arbre" est 1'&élément central dans la maitrise du traitement arborescent.
Elle s'inspire d'une structure de données classiques (cf. notamment le
chapitre consacré aux arbres dans [Knu 691), et nous 1'utilisons pour guider
le processus de construction de programmes (on trouvera une démarche voisine
dans [Mah 73] et (MaB 781) : le concept d'“arbre” sert de modéle pour
raffiner 1'information caractérisant le probléme analysé. Si ce raffinement
réussit, on peut interpréter ce probléme comme un traitement de cet arbre,
et construire un algorithme sur la base de cette interprétation.

R

Notre définition de la notion d'*"arbre” répond ainsi aux deux objec-

tifs suivants :

. permettre la description du processus de structuration en "arbre"

. permettre la description d'algorithmes de traitement d'arbres.

En aucun cas, nous n'avons 3 décrire une création ou une modificatiol
d'arbre. C'est & ce niveau que le concept d'arbre que nous présentons ici,
différe sensiblement de 1a structure de données dont i1 s'inspire. Nous

bl
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utilisons 1'expression "arbre abstrait”(caractéristique du traitement
arborescent) lorsqu'il peut y avoir ambiguité.

Remarque :
Soulignons l'analogie des démarches suivies pour définir et présenter
le traitement arborescent et le traitement séquentiel.

5.1 - GENERALITES SUR LES ARBRES

5.1.1. - Définitions

- - - - -

Nous donnons la définition récurrente suivante :
Un arbre est un ensemble non vide, structuré comme suit :

- un des éléments est désigné particuliérement comme étant la

“racine"” de 1'arbre.

il existe une partition sur les éléments restants (s'il y en a) et
chaque classe de cette partition est elle-méme un arbre : on parle

des "sous-arbres"” de la racine.

Dans cette définition, 1'ensemble est considéré comme la réunion de
T'un de ses éléments (la racine) et de sous-ensembles qui lui sont directement
associés (les sous-arbres). Outre les relations que ceci implique, on doit
souligner le fait qu'on fixe ainsi un certain niveau d'abstraction qui met en
évidence un élément et les sous-ensembles associés (on fait abstraction de la
composition de ces sous-ensembles). Un niveau d'abstraction plus bas (un
niveau de détails plus fins) permet de considérer & son tour chacun des sous-
arbres : ils sont eux-mémes composés d'une racine et de sous-arbres...

Ainsi tout &lément de 1'arbre est racine d'un sous-arbre : on a une
relation biunivoque entre 1'ensemble des éléments considéré et 1'ensemble
des sous-arbres que comporte 1'arbre. On peut ainsi désigner un sous-arbre
par le nom de sa racine, et &tablir des relations entre les &léments de
1'arbre.

Nous recourons ici a la terminologie classique sur les arbres
("noeud", "“fils", "frere", "pére", "feuille", “profondeur”, "degré d'un
noeud",...). En général, nous utilisons les termes selon le sens donné
dans [Knu 691 (pp. 305-313). Précisons trois définitions :

B
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. un arbre est "ordonné®, si 1'on établit une relation d'ordre entre les

sous-arbres d‘'un noeud.

. une "forét" est un ensemble d'arbres, non vide et ordonné. Une forét
est désignée par le nom de la racine de son premier arbre.
C'est ainsi que nous parlons, dans le cas d'un arbre ordonné, de la forét
des sous-arbres d'un noeud.

. un "arbre binaire"est un ensemble fini (éventuellement vide) qui est
composé d‘une racine el de deux sous-arbres (éventuellement vides). L'un
des sous-arbres est appelé le 'sous-arbre gauche” , 1'autre le

"sous—-arbre droit".

Remarques :

. cette terminologie (sous-arbre ygauche, sous—arbre droit) définit
une relation entre les fils d'un noeud. En ce sens, tout arbre
binaire est ordonné.

. nous appelons”"arbre binaire homogéne” , un arbre binaire dans
lequel tout noeud non terminal (qui n'est pas une feuille) a
exactement deux Fils. Nous étudions plus loin (§ 5.1.4.) le cas
particulier des "arbres binaires complets”.

. les arbres binaires jouent un rdle important dans notre méthode
dans la mesure ou le traitement d'un arbre non binaire peut étre
ramené systématiquement au traitement d'un arbre binaire, par une
application particuliére du traitement arborescent {(§ 5.1.5 ).

puii Sutghodiuivd A=t gt giigne S puapipLipip g S AEE Y L il

Le processus qui permet de structurer une information en arbre comporta

deux étapes :

1°} raffinement de 1'information : on décompose 1'information en un ensemble
. o R . ]
d*informations plus é&lémentaires (les noeuds de 1'arbre).

2°) structuration de 1'information : 1'ensemble ainsi obtenu est alors struc-
turé en arbre (ou en arbre binaire).

a) Structuration en arbre - cas général

Pour structurer un ensemble non vide d'informations en arbre, nous
appliquons le processus récursif suivant :

1. on désigne 17une des informations comme la racine de 1farbre que

1fon construit.
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2. on repartit les informations restantes en groupes disjoints

3. on structure en arbre chacun de ces groupes.

Remarque :
Le processus s'arréte i l'étape 1, dés que 1l'ensemble considéré

n‘a gqu'un seul élément.

b) Structuration en arbre binaire, premiére forme

La structuration d'un ensemble non vide en arbre binaire est particu-
liére
1. on désigne 1'une des informations comme la racine de 1'arbre binaire

que 1'on construit

2. on répartit les informations restantes en un ou deux groupes
disjoints.

3. on désigne 1'un des groupes comme le “gauche", 1'autre comme le
“droit" (s'il n'y a qu'un groupe, i1 recoit le qualificatif
“"gauche" ou "droit"),

4. on structure en arbre binaire le ou les groupes restants.

Remarque :
Le processus s'arréte & 1l'étape 1 dés que l'ensemble considéré

n'a qu'un seul élément.

¢) Structuration en arbre binaire, deuxiéme forme

Une deuxiéme maniére de décrire le processus de structuration en
arbre binaire fait intervenir la notion d' "arbre binaire vide", Pour struc-
turer un ensemble éventuellement vide en arbre binaire :

1. on fait correspondre a 1'ensemble vide, un arbre binaire vide
2. on désigne 1'une des informations comme la racine de 1‘'arbre

3. on répartit les informations restantes en deux groupes (éventuel-
lement vides)

4. on désigne 1'un des groupes comme le “gauche", 1'autre comme le

"droit"
5. on structure en arbre binaire, les deux groupes ainsi constitués.

Renarque ;
Le processus s'arréte a l'étape 1 dés que l'ensemble considéré est

vide.
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Nous proposons des notations pour la description d'un arbre. On peut
Tes considérer comme un résumé du résultat du processus de structuration
en arbre. Elles permettent par ailleurs de décrire des algorithmes en faisant
abstraction de la représentation exacte de 1'arbre (notamment on ne suppose
pas a priori que tous les noeuds de 1‘arbre existent en mémoire & un instant
donné). ‘

Comme pour les files (§ 1.1.3.) nous donnons un nombre de primitives
qui n'est pas minimal : cette redondance laisseune plus grande liberté
dans 1a construction des algorithmes.

Description d'un arbre

Les étapes de la description d'un arbre sont

1°) 1a description de 1'information caractérisant chaque noeud de 1‘arbre
(résultat du raffinement)

2°) la description des relations entre les noeuds de 1'arbre (résuliat de
la structuration en arbre).

Notations :

Nous proposons deux ensembles de notations, selon que 1'arbre est
considéré comme un arbre binaire ou non.

a) Cas d'un arbre binaire

. tout noeud de 1'arbre désigne le sous-arbre dont il est racine
. RACINE en abrégé RAC

a
désigne 1a racine de 1'arbre considéré
. GAUCHE(N) en abrégé G(N)
designe la racine du sous-arbre gauche du noeud ~ (sil existe)
. pPROIT(N) en abrégé D(N)
désigne la racine du sous-arbre droit d'un noued v (s'il existe)
. PERE(N)
désigne le pére du noeud N

EXISTE _GAUCHE(N) en abrége E G(N)
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est un prédicat indiquant si N a un sous-arbre gauche non vide
(E_G(N)=vrai) ou non (E G(N)=faux).
. EXISTE DROIT(N) en abrégé E_D(N)
est un prédicat indiquant si ~ a un sous-arbre droit non vide
(E_D(N)=vrai) OU non (E_D(N)=faux).
. FEUILLE(N)

est un prédicat indiquant si ~ est une feuille

Remarque : FEUILLE(N):nE;ﬁ(AUet1E_p(N)
. ESTDROIT(N)
est un prédicat indiquant si le noeud N est racine d'un sous-arbre
droit.
Remarque : - ESTDROIT(N)=vrai implique N=DROIT(PERE(N))
. FRERE(N)

désigne le frére du noeud w~,c'est-a-dire

. - ESTDROIT(N) : FRERE(N)=DROIT(PERE(N))
. ESTDROIT(N) : FRERE(N)=GAUCHE(PERE(N))

. INFO(N)

désigne 1'information propre attachée au noeud n.

Remarque :
Nous faisons explicitement référence au sous-arbre vide en intro-
duisant un noeud particulier, le noeud racine du sous-arbre vide
Ce noeud est noté NIL . Dans ce cas, Oon a

. A EG(N) : G(N) = NIL
. =E_D(N) : D(N) = NIL

b) Cas général (arbre non binaire)

Les notations que nous proposons pour le cas général sont basées
sur 1'interprétation suivante de 1'arbre :
a tout noeud de 1'arbre est associée la forét de ses sous-arbres et inver-
sement tout noeud de 1'arbre est la racine d'un arbre faisant partie d'une
forét (celle des fils de son pére).
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Cette interprétation implique qu'on ordonne les fils d'un noeud
(méme si 1a logique du probléme ne 1'impose pas), mais elle nous permet
de recourir facilement au traitement séquentiel pour traiter les arbres.
La forét des fils d'un noeud est en effet une file de noeuds (ou de
sous-arbres suivant le niveau ol on se place) définie comme suit :

. un élément est un noeud (un sous-arbre)

. la file des fils (sous-arbres) du noeud ~ est définie par :

FILE_VIDEN : FEUILLE(N})

PREN : FILS(N)
SUC, (X) : FRERE(X) {x est un fils de N}
E_S\(X) : E_F(X) {x est un fils de N}

avec les conventions suivantes :

. FILS AINE(N) en abrégé FILS(N)

désigne le fils ainé (le premier fils) de v , si v n'est pas une feuille

. FRERE_CADE®'(N) en abrégé FRERE(N)

désigne le frére cadet (le prochain frére) de v , si ¥ a un frére

. EXISTE_FRERE_CADET(N) en abrégé £ _r(N)

est un prédicat indiquant si ~ a un frére cadet (E F(N)=vrai)ou si n est

le dernier frére dans la file de fréres (E F(N)=faux)

. FEUILLE(N)

est un prédicat indiquant si ~ a des fils (FEUILLE(N)=faux) ou non

(FEUILLFE(N)=vrai)

. FRERE_PREC(N)

2

désigne le frére ainé de N :FRERE(FRERE_PREC(N))=N

Remarques 3

3

les notations RACINE,PERE,INFO et NIL gardent le sens donné
pour les arbres binaires.

soullgnons 4 nouveau que le fait de se référer & une infor-
mation par une des notations précédentes n’implique rien sur la
maniére dont l'arbre est représenté. Par exemple, & l'information
PERE peut correspondre le sommet d'une pile dans une réalisation,
et un pointeur dans une autre réalisation. '
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Nous illustrons ici 1'utilisation des notations précédentes par

T*intermédiaire de deux exemples :

. le premier présente les arbres binaires complets qui jouent un rOle assez
important qui apparaitra dans la suite de cette présentation (§ 5.3.).

_le second est extrait d'une application du traitement arborescent a la
résolution d'un probléme (énumération des parties d'un ensenble
cf.lLus 791 ).

a) Exemple 1 : arbres binaires "complets”

Pour définir les arbres binaires complets, nous considérons les
deux numérotations suivantes des noeuds d'un arbre binaire :

. 1a numérotation par "niveau® : NUM_NIV(N) désigne le numéro associé
3 un noeud dans cette numérotation (la racine a pour numéro 1, les
nocuds sont numérotés par niveau croissant, 'de gauche a droite dans
chaque niveau).

. 1a numérotation définie par les relations de récurrence suivantes :
(numMin) désigne le numéro associé a v dans cette numérotation) .
. NUM(RAC)=1 4
. I G(N)=vrai : NUM(G(N))=2#NUM(N)
. E D(N)=vrai : NUM(D(N))=2%NUM(N)+1
Dans ces conditions, un arbre binaire est complet, si et seulement si
les deux numérotations ci-dessus associent les mémes numeros aux noeuds de
1'arbre, c'est-a-dive :

NUM(N) = NUM_NIV(N) pour tout noeud v de 1'arbre

(dans les dessins ci-dessous, nous figurons la numérotation par niveau a
1'aide de lettres de 1'alphabet, et la deuxiéme numérotation & 1'aide
d'entiers. L'arbre binaire est complet si 1'entier correspond au rang de la
lettre dans 1‘'alphabet).
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Les deux arbres binaires suivants sont complets :

Al Al
e /// ~~
B2 \\\‘CB B2 C3

N NV RN -~
b4 E5 F6 G7 D4 E5 F6

mais les suivants ne le sont pas :

B2 3 B2
RN ~N 7
D4 ES F7 D4

~
F7

1 Al
AN 7N
/
E6

Remarque 3
Un arbre binaire complet peut avoir au plus un noeud non terminal

ayant un seul fils, Dans un tel cas, ce fils unique est un fils gauch«
et le noeud est le dernier (dans l'ordre par niveau) non terminal.
C'est pourquoi, on peut en général appliquer aux arbres binaires
complets les résultats obtenus pour les arbres binaires homogénes.

a.2. Utilisation de la numérotation num pour décrire 1'arbre
La numérotation nuM ci-dessus permet d'associer & chaque noeud d'un
arbre binaire complet un numéro unique. On peut alors décrire un

arbre complet de ¥ noeuds de l1a maniére suivante :

1. description de 1'information
un noeud de 1'arbre est caractérisé par son numéro r dans la
numérotation

2. description des relations
les primitives définissant 1'arbre binaire sont alors

RAC : 1
G(1) : 2xi
D(1i) : 2xi+1
E G(i) : 2%i<N
E__D(i) : 2%i+1<N
PERE (1) : I div 2 {div est la division entiére }
ESTDROIT(i) : impair i {impair i=vrai si i est impair}
FRERE(1) : choix
impair i : i-1
pair i : i+l

fchoix
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. Représentation d'un arbre binaire complet a 1'aide d'un vecteur
La nunérotation num permet de représenter un arbre binaire complet
1'aide d'un vecteur de taille v . Si v est ce vecteur, il suffit

de mettre en position r 1'information associée au noeud de numéro

I

Remaxque

INFO(I) : V(I)

Cette représentation reste possible dans le cas des arbres binaires
non complets. Toutefois un certain espace sera perdu : toutes les
positions du vecteur correspondant & des numéros associés a des
sous—-arbres vides ou inexistants dans l'arbre.

b) Exemple 2 : ensemble des combinaisons de N objets

0
on cherc
les N ob
des part

Remarque

n donne N objets numérotés de 1 & N (et désignés par ces entiers, et
he a organiser 1'ensemble des combinaisons de K objets pris parmi
jets donnés, pour K allant de 1 a N (en d'autres termes, 1'ensemble

ies de 1'ensemble donné).

Une premiére solution est une organisation en file, qui permet 1'appli
cation du traitement séquentiel : l'ensemble des combinaisons
comporte 2N-1 combinaisons. A chaque combinaison, on associe l'entier
compris entre 1 et 2N-1 vérifiant la propriété suivante : on consi-
dére la forme binaire de cet entier

Nzl bi

i=0
la combinaison associée est alors définie simplement par :

1'objet i appartient & la combinaison si et seulement si :

b=t

Nous cherchons ici a structurer 1'ensemble des combinaisons en

arbre :

. raffinement : & chaque combinaison, de K objets nous associons une forme

canoni

que consistant du K-uplet des numéros de ces objets en ordre croissant.

. 1'ensemble est alors structuré en arbre :

- la racine de 1'arbre est un noeud correspondant a la combinaison de

0 objet pris parmi les N donnés (c'est-a-dire a la partie vide).

- on répartit les combinaisons selon la valeur du premier objet

(dans 1a forme canonique) : on obtient ainsi N groupes disjoints
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de combinaisons, qui forment N sous-a¥rbres.

- chacun de ces sous-arbres est a son tour partitionné en fonction

de 1a valeur du second objet (dans 1a forme canonique). On obtient

ainsi Cﬁ groupes.

par exempié; pour N=4, on obtient 1'arbre suivant :

I VAN \
%3 14 2? 24 34
24 134 234

Pour définir cet arbre, nous cherchons 53 définir les relations entre les

noeuds en termes desnotations précédentes :

1. description de 1'information

Un noeud est caractérisé par un k-uplet c et sa longueur K

Nous utilisons les notations suivantes pour manipuler les K-uplets :
C étant un k-uplet, x &étant un objet et i une position du k-uplet,

ctx

désigne le k-uplet obtenu a partir de c en rajoutant
x a sa fin

désigne le k-uplet obtenu a partir de c en enlevant son
dernier é&lément

désigne le k-uplet obtenu a partir de ¢ en remplagant son
dernier élément par «x

désigne le iéme &lément du K-uplet
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2. Description des relations

Les primitives sont :

RACINE 1,1
FILS(C,K) : Cc 4t Cptl, K+l
FRERE(C,K) : C @ Cptl, K
FEUILLE(C,K) : Cy = N

E F(C,K) : Cp # N
PERE(C,K) YC, k-1
INFO(C,K) . C

5.1.5. - Structuration d'un arbre non binaire en un arbre binaire

Etant donné un arbre non binaire A, on peut toujours le structurer
en arbre binaire de la maniére suivante :

1. Description de 1'information

a un noeud de 1'arbre donné A est associé un noeud de 1'arbre que 1'on
décrit (et réciproquement)

2. Description des relations

les primitives qui définissent 1'arbre binaire sont les suivantes (nous
indexons par la lettre A les noms des primitives correspondant a 1‘'arbre
donné pour éviter toute ambiquité)

. RAC RACh

. G(N) FILSa(Np) {N; est le noeud auquel

. D(N) FREREA(NA) correspond N}

. E_G(N) ~FEUILLEa(N,)

. E D(N) E_Fa(N,)

. PERE(N) : choix
ESTDROIT(N) : FRERE_PRE'DA(NA) .
~ESTDROIT(N) : PEREZ (N )

fchoix A
- ESTDROIT(N) :N, #FILSy(PERE,(N))
. INFO(N) INFOA(NA)

Exemple :

Dans le dessin ci-dessous, 1'arbre binaire de droite est défini &
partir de 1'arbre non binaire de gauche, en appliquant le traitement
arborescent selon ce qui précéde.

Arbre non binaire arbre binaire associé

A A
B/(‘I ™~ B
F G D
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Nous verrons plus loin (§ 5.2.1.) comwent interpréter un traitement
de 1'arbre non binaire de départ, en ternes d'un traitement de 1'arbre Linaire
issu de cette application du traitement arborescent.

Renmaraque :
Réciproquement, on peut appliquer le traitement arborescent: i Ltout
arbre binaire, de maniére a définir un arbre non binaire (nous en
verrons une application au chapitre 7).

L'application particuliére du traitement arborescent que nous venons
de décrire est importante car elle nous permet de ramener le traitement des
arbres non binaires a un traitement d'arbre binaire (et réciproquement).
Ainsi nous pouvéns limiter la présentation du traitement arborescent au cas
d'une structuration en arbre binaire (nous choisissons les arbres binaires
car leur structure est plus simple : on connait pour chaque noeud le nombre
maximum de fils).

Remarque :
Signalons toutefois que 1'on peut toujours effectuer 1'opdration
inverse, c'est-a-dire : ou bien structurer directement 1°'informa-

tion en arbre non binaire, ou bien se rameuner a ce cas en struc—
turant un arbre binaire donné, en arbre non binaire (cf. par exem-
ple [vei 741).

5.1.6. - Analyse_récurrente_et_traitement d'arbres

De par leur définition récurrente, les arbres sont particuliérement
adaptés a 1'analyse récurrente : &tant donné un probléme portant sur un arbre,
on cherche a le définir en termes du méme probléme portant sur les sous-arbres.

a) Premiére forme d'analyse récurrente

a.1. Dans 1e cas d'un arbre binaire :

On examine les cas suivants qui s‘excluent mutuellement et
recouvrent 1'ensemble des cas possibles :

_______ N
///\\ E G(N) et E D(N)
cas_n°2. noeud ayant un fils, le gauche N
,/// E_G(N) et E D(N)
cas_n°3. noeud ayant un fils, le droit N
\\\ “E_G(N) et E D(N)
cas_n’4. noeud terminal (feuille) N,

“E_G(N) et 4E_D(N)
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les cas des arbres nonsbinaires

On examine les deux cas suivants :
Cas n°l : le noeud est une feuille

Remarque

-
e

-

On peut se ramener & la technique précédente, en appliquant la struc-
turation en arbre bianire décrite au § 5.1.5., ce qui revient a envi-
sager pour un noeud onné l'existence ou la non existence d'une forét
de fils et d'une forét de fréres (E_G correspond & FEUILLE et E D
correspond a E F).

b) Exemples

La profondeur d'un arbre binaire est définie comme le nombre de
noeuds du plus long chemin menant de la racine a une feuille. La
définition récurrente de la profondeur est la suivante :

profondeur (X) :

: l+max(profondeur(G(X) ,profondeur(D(X))

/N
/ ¢ l+profondeur(G(X))

: 1l+profondeur(D(X))

X

la profondeur de 1'arbre donné est alors défini comme étant

profondeur (RAC) .

binaire).
Le degré maximum d'un arbre est défini comme le maximum des degrés
(nombre de fils) des noeuds de 1'arbre.
Nous proposons 1'analyse suivante qui illustre le traitement arbo-
rescent. On considére 1'arbre défini a partir de 1'arbre donné en
associant a chaque noeud son rang dans la liste de fils a laquelle
il appartient. Cet arbre est simpiement défini comme suit (les noms
des primitives du nouvel arbre sont suivis -'u caractére ').
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Un noeud est constitué d'un noeud de 1'arbre de départ et d'un

entier, qui correspond 3 son rang dans la liste de fils 3 laquelle

il appartient.

praiigrg g NPLY g P L R TR

. Rac’

. FILS'(N,F)
. FRERE'(N,F)
. FEUILLE'(N,F)
. E_F'(N,F)

pihg S5 JRLED S -~PRy S

- ot .-

: RAC,1

: FILS(N),1

FRERE(N) , F+1

: FEUILLE(N)
E_F(N)

Le degrg maximum de 1'arbre de départ est alors le méme que celui

de ce nouvel
récurrente :

arbre,

degmax (N, F)

Le résultat cherché est défini comme étant

'y N,[‘1

que 1'on peut simplement définir de maniére

[

degmax (RACINE®)

max (degmax (FILS'(N,F}),degmax (FRERE' (N,F))

soit

max(degmax(FILS(N),1),degmax(FRERE(N),F+I)

max (F,degmax (FILS'(N,F)) soit
max(F,degmax (FILS(N), 1))

degmax (FRERE' (N,F)) soit degmax(FRERE(N),F+])

solt degmax(RACINE, 1)

c) Deuxiéme forme d'analyse récurrente (arbres binaires)

Un autre type d'analyse par cas consiste a considérer 1'alternative

suivante :

. 1'arbre considéré est vide

. 1'arbre considéré n'est pas vide.

Une telle analyse, bien que plus concise peut étre plus délicate que la

précédente, car elle nécessite de choisir une convention pour le traitement

de 1'arbre vide, qui soit compatible avec le cas général, Dans le cas

genéral, on considére toujours que le noeud a deux fils, ces fils pouvant
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€tre vides. La technique consiste alors & définir le résultat pour le cas
général, puis a définir le cas de 1'arbre vide en résolvant un systéme
d'équations définies a partir du cas général.

Exemple_1 : Reprenons le calcul de la profondeur d'un arbre binaire

profondeur (X)

X=NIL : 2 {2z sera calculé ultérieurement}
X#NTL : l+max(profondeur(G(X),profondeur(D(X))
et 1'analyse précédente nous indique que :
, 'f,//‘x' : 1+max(profondeur(G(X)),7)=1+profondeur(G(x)) (1)
X\ 1+max (Z,profondeur(D(X))=1+profondeur (D(X)) (2)
"X . l4max(2,2) = 1 (3)

de (3) on tire z=0 , ce qui est compatible avec (1) et (2).

“Ce type d'analyse peut ne pas aboutir dans la mesure oii 1'on est
conduit a un systéme d'équations incohérentes. Nous donnons un exem-
ple de ce phénoméne.

Etant donné un arbre binaire, on désire calculer la longueur du

plus petit chemin menant de la racine a une feuille.
Appliquant la premiére forme d'analyse récurrente, on obtient :

long—min (X)

N : 1+min(long___min(G(X)),long__min(D(X)))
/. % i 1+long min(G(x))
\)f : 1+long__min(D(X))

X o : 0

et le résultat cherché est défini comme &tant :
long__min (RAC)
Si nous appliquons la deuxiéme forme d'analyse récurrente, on écrit :

long-min (X)
arbre vide : 2
arbre non_vide : I+min (long min(G(X)) slong min(D(X)))

et pour calculer z , nous cherchons a appliquer les résultats de la
premiére analyse (considérés comme une définition du probléme). On
obtient alors :
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X
(1) r///‘ l4min(long min(G(X)), Z) = 1+long min(G(X))
¥ ! !
(2) ., t#min(z, long min(D(X))})=1+long min(D(X))
(3) ox 1+min(.z,2)=0

de (3) on tire : z=-1
ce qui est incompatible avec (1) et (2).

Ainsi on a bien un exemple pour lequel seul la premiére forme
d'anaiyse est applicable.

Remarque :
Dans ce qui suit, nous utiliserons systématiquement la premiére forme

-

d'analyse récurrente {(quitte & éventuellement raffiner les algorithmes
obtenus dans une phacse de simplification).

¥

5.1.7. - Conclusion

P39S0 S-S0 -4 04

Pour présenter les principes du traitement arborescent, nous avons
suivi une démarche analogue a celle qui nous a guidés lors de 1a présenta-
tion du traitement séquentiel (§ 1.1.). Le processus de résolution d'un
probléme par le traitement arborescent comporte ainsi :

. le raffinement de 1'information traitée en un ensemble, sa structuration
en arbre et la description de cet arbre en termes de primitives qui cons-
tituent autant d'objectifs vers lesquels tend le processus de structuration.
. la construction d'un algorithme a partir d'une analyse récurrente guidée
par la structure d'arbre donnée a 1'information.

Nous avons de plus montré comment interpréter tout traitement d'arbre
non binaire en termes d'arbre binaire. Ceci nous permet de simplifier la
présentation du traitement arborescent en envisageant essentiellement le

cas des arbres binaires dans ce qui suit.

5.2 - ALGORITHMES DE TRAITEMENT D'ARBRES

Nous appliquons maintenant les résultats précédents a la construction
d'algorithmes de traitement d'arbres. Nous voulons ainsi :



- 147 -

. illustrer la méthode du traitement arborescent
. €laborer un ensemble de schémas que 1'on puisse utiliser directement, dés
que les conditions de leur application sont reconnues.

Comme pour le traitement des files, nous considérons ici deux groupes
d'algorithmes sur les arbres.

Les algorithmes de parcours qui raménent le traitement d'un arbre 3
un traitement &€lémentaire de chacun de ses noeuds (y compris 1'énumération
partielle d'un arbre).

Les algorithmes de recherche qui raménent le traitement de 1'arbre au
traitement élémentaire d'un seul de ses noeuds.

5.2.1. - Parcours d'arbres

Le parcours d'un arbre est 1'application d'une méme action &lémen-

taire a chacun des noeuds de 1‘arbre.

Nous utilisons les mémes notations que pour le parcours d'une file
(§ 1.2.1) : chaque noeud x de 1'arbre est visité une fois et une seule par
1'action vIsITER(X) ; le parcours est initialisé par 1'action InIT P
il est suivi de 1'action de terminaison TERM P.

Remarque :
Nous étudions ici les parcours d'arbres que l'on peut construire

en appliquant les principes présentés au § 5.1.6., c'est-a-dire

les parcours qui découlent de la structure récurrente des arbres.

Il existe évidemment d'autres parcours que nous ne traitons pas

ici (cf. [¥nu 691) et notamment le parcours par “niveau" (qui
correspond & la numérotation par niveau évoquée au § 5.1.4.).

et les parcours "dynamiques® (technique de "branch and bound" [sak 79]

a) Parcours d'arbres binaires

a.l - Analyse
(nous utilisons le premier type d'analyse par cas).
Le parcours d'un arbre de racine x est défini par :
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parcours (X)

{cas_n°l} //K\f “visiter X et parcourir son sous-arbre gauche
® et son sous-arbre droit®
X
(§§§_Qfg} {// "visiter X et parcourir son sous-arbre
gauche”
{cas_n°3} R\\\ "yisiter X et parcourir son spus-arbre
droit”
{cas_n°4} o X "visiter X "

- - -

Le parcours d'un arbre donné s'exprime alors par :

INIT P ; parcours (RAC) ; TERM P

Remargue :
on prouve simplement par récurrence sur la taille des arbres, que la

définitign ci-dessus est correcte, c'est-a-dire que chaque noeud
est visité une fols et une seule.

a.2 - Différents ordres de parcours :

~ Pour poursuivre la construction d'un algorithme, on peut chercher
a préciser 1'ordre dans lequel sont effectuées les actions de visite et
de parcours dans chacun des cas ci-dessus.
I1 existe évidemment de nombreuses solutions.
Nous retenons ici les 6 parcours qui correspondent aux diverses maniéres
d'ordonner les trois actions :

VISITER(X)
parcours (G(X))
parcours(D(X)})

Nous obtenons ainsi les parcours d‘'arbres binaires classiques :

x “préordre” : tout noeud est visité avant le parcours de ses sous-arbres.
VISITER(X) ; parcours(G(X}) ; parcours(D(X))

ou bien

VISITER(X) ; parcours{D(X)) ; parcours(G(X))

x "ordre symétrique”: un noeud est visité entre le parcours du sous-arbre

gauche et celui du sous-arbre droit.
parcours(G(X)) ; VISITER(X) ; parcours(D(X)}
ou bien

O e e L 71 U T ' B |
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*"ordre terminal” : un noeud est visité aprés le parcours de ses sous-

arbres.
parcours(G(X)) ; parcours(D(X)) ; VISITER(X)
ou bien
parcours(D(X)) ; parcours(G(X)) ; VISITER(X)

Remarques

ae

. la terminoclogie est choisie en fonction du moment de la visite de
la racine par rapport au parcours des sous-arbres.

. nous avons souligné par la présentation méme, le réle symétrique
‘joué par les sous-arbres gauches et les sous-arbres droits.
Pour alléger la présentation, nous réduisons dans ce qui suit,
ces 6 cas a 3 cas, en privilégiant toujours le sous-arbre gauche :
dés qu'il y a deux sous arbres, quel que soit le moment de la
visite de la racine, on commence toujours par le sous-arbre
gauche. Il est facile de restituer les trois autres cas en inversan
les r8les de "gauche" et de "droit" dans tous les algorithmes.

a3. algorithmes

Nous déduisons de ce qui précéde les trois algorithmes de base
suivants :

algorithmes de parcours d'arbres binaires

PREORDRE ORDRE TERMINAL

action préordre (arbre A) : action terminal (arbre A) :
VISITER(A) 51 E G(A) alors terminal(G(A)) fsi
si E G(A) alors préordre(G(A)) fsi si E D(A) alors terminal(D(A)) fsi
si E D(A) alors préordre(D(A)) fsi VISITER(A)

faction préordre faction terminal

{parcours en préordre} {parcours en ordre terminal}

INIT P ; préordre(RAC) ; TERM P INIT P ; terminal(RAC) ; TERM P

ORDRE SYMETRIQUE

action symétrique (arbre A)
si E G(A) alors symétrique(G(A)) fsi
VISITER(A)
si E D(A) alors symétrique(D(A)) fsi
faction symétrique

{parcours en ordre symétrique}
INIT P ; symétrigue(RAC) ; TERM P
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b) Parcours d'arbre, cas général

b. 1. Analyse

Le parcours d'un arbre de racine x est défini par :

parcours{X) :

{cas n°1} X est une feuille
"visiter X "

{cas n°2} X n'est pas une feuille

"visiter X et parcourir les sous-arbres de X "

le parcours d'un arbre s'exprime alors par : -

INIT P ; parcours(RAC) ; TERM P

Remarque :

On prouve la correction de cette analyse par récurrence sur la
taille #es arbres,

b.2. Différents ordres de parcours

Comme précédenment, on peut poursuivre la construction d'un algorithme
de parcours, en précisant 1'ordre dans lequel sont effectuées les actions
de visite et de parcours des sous-arbres d'un noeud donné. I1 existe
de nowbreuses solutions, mais nous ne présentons ici que celles que 1'on
peut déduire d'une application du traitement séquentiel a 1'ensemble
des fils d'un noeud.

Nous considérons les deux parcours remarquables qui découlent de la
décomposition du parcours d'un arbre en deux actions :

. visite de la racine
. parcours de tous les sous-arbres

On a alors

x Te "préfixe* : la visite d'un noeud précéde le parcours de ses sous-arbres!
|

* le "postfixs” :la visite d'un noeud suil le parcours de ses sous-arbres.

Renmarque :
Nous utilisons une terminologie différente de celle proposde pour les
arbres binaires afin de bien distinguer les deux types d'arbres
considérés., ‘



b. 3. Parcours des sous-arbres d'un noeud

Nous construisons maintenant deux algorithmes, en supposant que les
fils d’un noeud sont ordonnés (de maniére arbitraire ou non).

Le parcours des sous-arbres d‘un noeud est réalisé en appliquant
le traitement séquentiel
On considére la file des sous-arbres (décrite comme indiquée au § 5.1.3.),
et on lui applique un schéma de parcours de file. On peut exprimer ce
parcours de file itérativement (§ 2.2.2.) ou récursivement (§ 1.2.1).
On obtient ainsi deux versions pour chaque ordre de parcours. Nous détail-
Tons ici la construction pour 1'ordre préfixeé (la démarche est la méme
pour 1'ordre postfixé).

. version 1

Le parcours de la forét des fils est exprimé itérativement : on applique
directement le schéma de parcours de file P? (§ 2.2.2.) et on obtient les
versions 1 pour les deux ordres de parcours.

version 2

- e e

Un premier algorithme est le suivant (cas du préfixa)
Algorithme :

action préfixé (arbre A) :
VISITER(A)
si 9FEUILLE(A) alors
préfixé-forét (FILS(A))
fsi
faction

{on préfixé forét(x) désigne le parcours des sous-arbres de la fordt
dont le premier arbre est X}

action préfixé-forét(arbre X)
{cE. § 1.2.1.}
préfixd(x)
si E F(X) alors
préfixé fOorét (FRERE(X) )
fsi a
faction—préfixéﬂforét
{Le parcours de 1l'arbre donné est alors exprimé par : }

INIT P ; préfixé(RAC) ; TERM P

A partir de cette premiére solution, nous obtenons un algorithme plus
concis, par un mécanisme de substitution

On remplace tout appel de préfixé par sa définition. On obtient
ainsi
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Algorithme :

action préfixé forét (arbre X)

{préfixé(x)}
VISITER(X)

si 4FEUILLE(X) alors préfixé forét(FILS(X)) fsi
si E F(X) alors préfixé foret(FRLRE(X)) fsi

faction preflxp forét

{le parcours de 1'arbre donné est alors exprimé par :}

INIT P

{préfixé(RAC)}

VISITER(RAC)

si 4FEUILLE(RAC) alors
préfixé fordt (FILS(RAC))

fsi

TERM P

Finalement,
initial sous wne forme plus concise.

b.4. Algorithmes

la version définitive est obtenue en &crivant 1'appel

parcours d'un arbre - cas général

PREFIXE version 1

action préfixé (arbre A) :
VISITER(A)
si <FEUILLE(A) alors
:=FILS(A)
itérer préfixé(x)
arrét : ~E_F(x)
x:=FRERE (x)
fitérer
fsi
faction préfixé

{parcours en préfixé}
INIT P; préfixdé(RAC); TERM P

POSTFIXE version 1

action postfixé (arbre A) :
51 FEUILLE(A) alors
x:=FILS(A)
itérer postfixé(x)
arrét : £ _F(x)
x:=FRERE(x)
fitérer
fsi
VISITER(A)
faction postfixé

{parcours en postfixé}
INIT__P,’ postfixé(RAC); TERM_P

PREFIXE version 2

action préfixé(arbre A) :
VISITER(A)
Ssi ~FEUILLE(A) alors
préfixé (FILS(A))
fsi
si E  F(A) alors
préfixeé (FRERE(A))
fsi
faction préfixé

{parcours en préfixé :}
INIT P; préfixé (RAC) ; TERM P

POSTFIXE version 2

action postfixé(arbre A4) :
si <FEUILLE(A) alors
postfixE(FILS(A))
fsi
VISITER(A)
si E F(A) alors
postfixé (FRERE(A))
fsi
faction postfixé

{parcours en postfixé :}
INIT__.P; postfixé(RAC) ; TERM_P
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Si on considére les versions 2, on peut identifier le schéma de pré-
ordre (préfixé version 2) et le schéma d'ordre symétrique (postfixé
version 2) des arbres binaires. On découvre ainsi le résultat
suivant : si 1'on structure un arbre non binaire en arbre Dbinaire
comme indiqué au § 5.1.5., le parcours préfixé de l'arbre de départ
s'exprime comme un parcours en préordre de l'arbre binaire et le
parcours postfixé de l'arbre de départ s'exprime comme un parcours
en ordre symétrique de l'arbre binaire.

Cette remarque compléte le § 5.1.5. et nous permet de ne considérer
que le cas des arbres binaires dans ce qui suit.

o

c) Deux exemples particuliers de parcours d'arbres

c.1l. Enumération des feuilles d'un arbre

Nous considérons le parcours d'arbre particulier ol seules les feuilles
sont effectivement visitées. Pour construire 1'algorithme, nous appli-
quons ce qui précéde en substituant 3 1'action visITeER la séquence

si FEUILLE(X) alors VISITER(X) fsi
Quel que soit 1'ordre de parcours choisi, on obtient alors :

Algorithme : énumération des feuilles d'un arbre binaire

action en_feuilles (arbre A) :

choix
FEUILLE(A) : VISITER(A)
< FEUILLE(A) : si E_G(A) alors en_feuilles(G(A)) fsi
si E D(A) alors en_feuilles(D(A)) fsi
fchoix

faction en_feuilles

et 1'

énumération des feuilles de 1'arbre donné est alors réalisée par :

INIT P ; en_feuilleS(RAC) ; TERM P

c.2. "Evaluation postfixée'd'un arbre

Nous examinons maintenant un type particulier de traitement arbores-

cent

dont 1a solution s'exprime sous forme d'un parcours postfixé (par-

cours terminal si 1‘arbre est binaire).
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. énoncé du probléme :
I1 s'agit d'un probléme général fréquemment rencontré (cf. notamment

1'évaluation des expressions arithmétiques).

On définit 1a "valeur d'un arbre" de maniére récurrente :

La valeur d'un arbre a , soit v(a) est une fonction de 1'information que
porte sa racine et de la valeur de ses sous-arbres, soit :

v(A) = fA(INFO(A),V(XI),V_(Xz), . "V(Xk“

ol k est le degré de la racine de 1'arbre a et les X, sont les fils du
noeud a racine de 1'arbre a .

Dans cette définition, on associe a& chaque sous-arbre a un mode de calcul
£, de sa valeur. Trés souvent, on se trouve dans le cas particulier
ot le mode de calcul de 1a valeur d'un arbre ne dépend que du nombre
de ses sous-arbres.
Y ov(a) = fk(info(A),V(XI),...,V(Xk))

. Mise sous forme binaire :

A partir de cette définition qui concerne un arbre non binaire, on peut

se ramener facilement au cas d'un arbre binaire, s'il est possible de

définir la valeur d'une forét comme une fonction des valeurs de ses

arbres :
Soit uca) la valeur de la forét dont le premier arbre est a
alors on a : v(A) = g(INFO(A), V(FILS(A)), U(FRERE(A))
et ua) = hi(V(A), V(YI),V(YZ),...,V(Yi))
ol les Yj sont les fréres cadets de a .

. Algorithme
On construit facilement un algorithme a partir des définitions récurrentes
précédentes. Dans le cas d'un arbre binaire on obtient :

Algorithme : évaluation postfixée d'un arbre binaire

Fonction ev_post (arbre A) - result :

choix
‘/\A : > f, (A, ev_post(G(A)), ev_post(D(A}))
\ : > £, (A, ev_post(D(A)))
d//A : > £, (A, ev_post(G(a))
" 2> £, (A)
fchoix

ffonction ev-post
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Le calcul de la valeur de 1'arbre donné est alors effectué par 1'appel :
R := ev_post (RAC)

Cet algorithme engendre 1'évaluation de tous les sous-arbres de 1'arbre
donné dans un ordre précis : pour évaluer un sous-arbre, on doit connaitre
les valeurs de ses sous~arbres. L'é@valuation des sous-arbres se fait dohc
dans 1'ordre terminal (postfix&) dans le cas d'un arbre non binaire).

Remarque .
Le calcul de la profondeur de l'arbre que nous avons développé
au § 5.1.6. est un exemple d'évaluation postfixée d'un arbre
binaire. '

L' "snumération partielle” d'un arbre est un cas particulier de parcours
d'arbre, dans lequel le parcours d‘un sous-arbre n'est effectué que si sa
racine vérifie une propriété donnée, caractérisée par un prédicat p .

Remarque
On peut rapprocher ce probléme, du probléme de parcours d'une sous-
file (§ 1.2.3.) et de 1'énumération partielle d'une file (§ 3.1.).

Nous étudions la construction d'un algorithme répondant a ce probléme.
L'une des solutions est particuliérement retenue car elle fournit un
schéma général pour les problémes de "retour-arriére" ("backtracking").
Nous illustrons ceci sur un exemple classique.

a) Construction d'un algorithme

En appliquant le modéle d'analyse proposé au § 5.1.6., nous obtenons
1'algorithme général suivant

Algorithme :

action enum-p (arbre A) :
si P(A) alors
“yisiter la racine et appliquer l'énumération partielle aux
sous—-arbres gauche et droit"
fsi
Faction enum-p

L'énumération partielle de 1'arbre donné est réalisée par :

INIT P ; enum p (RAC) ; TERM P
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Cet algorithme peut &tre raffiné comme nous 1'avons fait pour les parcours
d'arbres en fixant un ordre dans 1'application des trois actions

VISITER(A)
enum p(G(Aa))
enum_p(D(A))

et nous trouvons alors trois formes de base pour 1'énumération partielle,
analogues aux trois parcours d'arbres binaires. '

ﬁemarque : .

Afin d'illustrer le traitement arborescent, nous proposons ici une
autre maniére de construire cet algorithme,
Nous considérons 1'ensemble des noeuds de l'arbre donné qui sont ef-
fectivement visités. Ces noeuds sont caractérisés de la maniére
suivante : - ils vérifient P
~ tous leurs ascendants vérifient P
Nous structurons cet ensemble en arbre binaire :

. description de 1'information
un moeud du nouvel arbre est un noeud de l'arbre donmné vérifiant
P et dont les ascendants vérifient P

. description des relations

- RACINE' : RACINE

- G'(N") : G(N) {N’ désigne le noeud

- E_G'(N') : E_G(N) et-c P(G(N})) correspondant au noeuc
- D'(N') : D(N) N de l'arbre donné}

- E D'(N') : E_D(N) et-c P(D(N))

- ESTDROIT'(N') : ESTDROIT(N)

- PERE'(N') : PERE(N)

Remarque : le nouvel arbre est vide si la racine de l'arbre donné nc
vérifie pas P .

. Algorithme

L'algorithme d'énumération partielle est alors obtenu en appliquant
un . parcours d'arbre adéquat.

c) Une application de 1'algorithme d'énumération partielle

Une technique générale d'énumération d'un ensemble A consiste a procéder
de 1a maniére suivante (cf. notamment [Dij 711) :

On cherche a définir un sur-ensemble B de A qui posséde les caractéris-
tiques suivantes :

1. B est "plus facile & énumérer" que A
2. il est "facile" de reconnaitre les éléments de A parmi ceux de B.

Remarque :

Eventuellement, on applique la méme technique pour énumérer B.
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Le traitement arborescent peut alors étre appliqué pour construire un
algorithme :
+ 1'ensemble B est structuré en arbre
+ on applique un algorithme d'énumération partielle pour retrouver les
éléments de 1'ensemble A.

Pour pouvoir appliquer cette méthode, i1 faut imposer une contrainte a
la structuration en arbre de 1'ensemble B : on doit pouvoir définir une
propriété P qui assure que si un noeud vérifie P il existe au moins un
élément de A dans le sous-arbre associé.

Remarque :
Une maniére d'assurer ceci est de faire en sorte que tout élément
de A se trouve, dans l'arbre B, relié a la racine par un chemin dont

tous les noeuds appartiennent aussi a A.

Nous illustrons cette méthode en construisant une solution du probléme
classique des "8 reines".

d) Le probléme des "8 reines" (cf. notamment [Flo 671, [Dij 721 ,[Ars 771,
[Baa 781).

Le probléme consiste & placer 8 reines sur un &chiquier sans qu'aucune
d'entre elles ne soit en prise (une reine "prend" toute piéce se trouvant
sur la méme ligne, la méme colonne, la méme diagonale ascendante ou la
méme diagonale descendante qu'elle). La solution classique a ce probléme
consiste a caractériser une solution par une permutation P des 8 entiers
1,...,8 : cette permutation est interprétée comme suit : placer une reine
a 1'intersection de 1a colonne P(i) et de 1a ligne i, ceci pour toute

valeur de i entre 1 et 8.

d.2. Définition d'un sur-ensemble

L'ensemble des solutions est un sous-ensemble de 1'ensemble des permu-
tations des 8 premiers entiers. Une permutation est une solution dans la
mesure ol aucune reine n'est en prise, ce qui est simplement vérifié en
s'assurant que toutes les sommes i+P(i), qui caractérisent les diagonales
d'équation x+y = constante, sont distinctes et que toutes les différences
i-P(i), qui caractérisent les autres diagonales, le sont aussi.

ni
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3. Enumération du sur-ensemble

e e e - -y - - . e v R s At o e - S - .

Pour énumérer 1'ensemble des permutations, on peut choisir 1'un des
nombreux algorithmes connus (cf. [Sed 771) et assurer & chaque permutation
la vérification précédente. Par souci d'"optimisation"”, on peut essayer
d'ordonner les permutations de telle sorte que 1'on minimise les vérifi-
cations. Ayant placé K reines sur 1'échiquier et ayant vérifié qu'aucune
d'elles n'était en prise, on cherche & construire une ou plusieurs solu-
tions ayant en commun la position de ces k reines (i.e. on cherche toutes
les permutations solutions qui placent ces K reines dans les mémes posi-
tions ) : les vérifications concernant ces K reines ne seront ainsi
faites qu'une fois.

On a ainsi une contrainte supplémentaire pour le choix de 1'algorithme
d'énumération des permutations : regrouper toutes les permuiations ayant

en comnun les K premiéres valeurs.

B - n o 8t S s S e Ae am e o e - o -

Une solution consiste alors a énumérer 1'ensemble des k-uplets d'entiers
compris entre 1 et 8 et distincts deux @ deux. Les permutations sont les
k-uplets de taille 8. Cette énumération peut étre faite en appliquant
un traitement arborescent : on définit 1'arbre suivant : & chaque noeud
correspond un k-uplet d'entiers distincts deux a deux. Le sous-arbre
de racine X comporte tous les K-uplets commencant par X. Le schéma
suivant donne le début de 1'arbre des permutations (k-uplets de taille

1, 2et 3) :
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La recherche des solutions est alors une énumération partielle de cet
arbre dans la mesure ol 1'on fait 1a remarque suivante :
Etant donné un k-uplet de taille k, i1 correspond au placement de k reines
sur les 8 a placer. Si deux de ces reines au moins sont en prise, toute
permutation d'ordre 8 issue de ce k-uplet de taille k (i.e. appartenant au
sous-arbre dont le k-uplet de taille k est racine) ne pourra étre une
solution. I1 est donc inutile de parcourir ce sous-arbre lors de la
recherche d'une solution.
Dans ces conditions, a chaque fois que 1'on accéde & un noeud, on sait que
le k-uplet pére correspond & des reines qui ne sont pas en prises : par
conséquent pour vérifier que le noeud a lui aussi cette propriété, il suffi
de vérifier que la derniére reine placée ne se trouve sur aucune des dia-
gonales contrdlées par les autres reines.

Remarque :
Une solution légérement différente consiste a4 énumérer partiellement
1'arbre des k-uplets formés sur les 8 premiers entiers (on ne
spécifie plus que les éléments sont distincts deux &4 deux). Comme
précédemment, les solutions sont des feuilles appartenant a des
sous-arbres dont les racines correspondent au placement de K reines
qui ne sont pas en prises. Le parcours d'un sous-arbre n'a lieu que
si cette condition est vérifiée. Pour la vérifier, on s'assure que
la derniére reine placée, n'est en prise avec aucune des reines
déja placée, i.e. on considére la colonne et les diagonales auxquel-
les cette reine appartient., (La solution présentée en général cor-

respond a cette énumération d'arbre. Voir les références données
plus haut).

e) Conclusion

L'exemple des 8 reines est souvent utilisé pour illustrer une technique
générale dite de "retour arriére" ("backtracking" - cf par exemple

LFTo 671 [Vei 741 (BiR 751) La forme générale des programmes obtenus

en appliquant cette technique correspond au schéma d'énumération par-
tielle (cf. par exemple [Wir 761, [MaB 781). Nous venons de montrer
comment utiliser T1a méthode du traitement arborescent pour construire

de tels programmes.
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5.2.3. - Recherche d'un élément dans un arbre

- - . T M8 T o e o e e A M T e Ao v R 40 o T e o B e B s

Nous considérons maintenant le probléme général suivant :
Etant donné un arbre binaire a , rechercher s'il existe un noeud dans cet
arbre vérifiant une propriété caractérisée a 1'aide d'un prédicat p . On
veut localiser un noeud qui vérifie la propriété, s'il en existe.

a) Cas général
Pour construire 1'algorithme, nous appliquons les deux formes d'analyse

proposées au § 5.1.6. On obtient alors deuX algorithmes :

Algorithme : Recherche d'un élément dans un arbre binaire (forme 1)

fonction rech (arbre A) - logique, neu :
{recherche un élément vérifiant la propriété P
gi on en trouve un, renvoie le couple : vrai , noeud o4 on a Lrouvd
sinon, renvoie le couple : faux , non défini)
choix
P(A) : - vrai,A
4P(A) : choix
E,G(A) et E D(A) : (t,ou):=rech(G(A))
choix
t ¢ -vrai,ou
<t : ~rech(D{(A))

fchoix
E G(A) et ~E D(A) : -rech(G(A))
4E_G(A) et E D(A) : *rech(D(A))
1 _G(A) et -‘E:___D(A) : >faux,A

fchoix
fchoix
ffonction rech

et la recherche dans 1'arbre donné est réalisé par la séquence :

(t,ou}) :=rech{RAC)
choix
t ¢ "trouvé en ou
7t : "non trouvé"
fchoix

La deuxiéme forme d'algorithme est la suivante :
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Algorithme : recherche d'un élément dans un arbre binaire (forme 2)

fonction rech (arbre A) - logique, neu :
{méme spécifications que ci-dessus}

choix
A=NIL : -+ faux,NIL {arbre videl
A#NIL : choix
P(A) : > vrai,A
4P(A) : (t,ou):=rech(G(A))
choix
t : = vrai,ou
~t : - rech(D(A))
fchoix
fchoix
fchoix

ffonction rech

et la recherche dans 1'arbre donné est effectuée par 1a méme séquence
que précédemment.

Remarque :
Il est clair que l'on peut établir le méme type d'algorithme pour

un arbre non binaire.

Nous étudions maintenant quelques cas particuliers importants.

b) Enumération partielle de 1'arbre :

La recherche est simplifiée par le fait que 1'on dispose d'un prédicat
0 qui permet d'affirmer que 1'élément cherché ne se trouve pas dans un
arbre. On retrouve les conditions de 1'énumération partielle étudiée en
5.2.2. Un tel algorithme est notamment utilisé dans tout probléme de type

"retour arriére" ol on ne s'intéresse qu'a une seule solution.
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a

Algorithme : Recherche d'un élément avec énumération partielle

(sur la base de la forme 2 de rech).

fonction rech p (arbre A) -+ logique, neu :
{recherche un élément caractérisé par une propriété p
Le prédicat O permet de tester s'il est possible qu'un tel élément
existe dans un sous-arbre
si 1'élément est trouvé, renvoie le couple
sinon, renvole le couple
choix
A= NIL : - faux, NIL
A# NIL : choix
Q(A) : » faux, A
90(A) : choix

vrai, noeud od on a trow
faux , non défini)

s e

p(a) ¢ - vrai, A
aP(A) : (t,ou):=rech p{(G(A)})
choix
t ¢ - vrai, ou
4 t: > rech_p(D(A))
fchoix
fchoix

fchoix
fchoix
ffonction rech p

t - - -
La recherche dans 1'arbre donné est alors effectuée par la méme séquence
que précédemment.

Remarque :
On peut illustrer ceci par l'exemple suivant :
on définit un "tas" ("heap”, cfE. [Knu 73]) de la maniére
suivante :
un "tas" est ensemble structuré en arbre binaire de telle sorte
que pour tout noeud N , on ait les relations :

N < G(N) {od < est une relation d'ordre total déFfinid
N < D(N) sur l'ensemble)

L'algorithme ci-dessus peut alors efre appliqué pour effectuer

la recherche dans un ensemble structuré en tas. Ceci est a la bas
d*une méthode de tri performante ("heapsort" cf. [Wil 64].

¢) Recherche dichotomique

c.1 . "arbre binaire de recherche"

Ce deuxiéme cas particulier est caractérisé par 1'hypothése suivante
Il existe un prédicat r défini sur 1'ensemble des noeuds de 1'arbre binair
considéré, et permettant de tester si un sous-arbre peut contenir 1'élémen
cherché. On peut spécifier r de 1a maniére générale suivante :
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x étant un noeud quelconque de 1‘'arbre binaire

. R(X) vrai => VE e¢ D(X), P(E) = faux
. R(X) = faux => ¥E ¢ G(X}, P(E) faux

Nous appelons un tel arbre : "arbre binaire de recherche, ordonné par

I

It

le prédicat R".

c.2, Construction de 1'algorithme
Nous construisons un algorithme en appliquant la premiére forme

d'analyse récurrente et nous obtenons :

Algorithme : recherche dichotomique d'un &lément dans un arbre binaire

fonction rech d (arbre A) -+ logigue, neu :
{recherche d'un élément vérifiant une propriété P dans un "arbre binaire
de recherche" ordonné par un prédicat R.

Si 1'élément est trouvé, renvoie le couple vrai, noeud ol on a trouvé

sinon , renvoie le couple : faux, indéfini}
choix '
P(A) : - vrai, A
+P(A) : choix
4R(A) : choix
E D(A) : -~ rech_ﬁ(D(A))
9E _D(A) : - faux, A
fchoix
R(A) : choix
E_G(A) : > rech~d(G(A))
1E~§(A):»faux, A
fchoix
fchoix
fchoix

ffonction rech_d
La recherche est alors effectuée par la méme séquence que précédenment.

d) Exemple d'application de la recherche dichotomique

Nous considérons le probléme suivant :
Etant donné un vecteur trié selon une relation d'ordre noté <, rechercher

le premier é1ément ayant une valeur donnée.

Remarque :
Nous avons déja construit une solution & ce probléme, par applica-

tion du traitement séquentiel (cf. § 1.2.4.).

Nous appliquons le traitement arborescent de la maniére suivante
(vr désigne le vecteur, ¥ le nombre d'&léments du vecteur et on suppose que

la borne inférieure de vr est 1).
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1. Raffinement de 1'information

Nous considérons un ensemble de sous-vecteurs du vecteur donné
obtenus les uns a partir des autres en les coupant en deux. Chaque
sous-vecteur est désigné par un couple de positions dans VT cor-

respondant a ses bornes.
(on pourrait aussi caractériser chaque sous-vecteur par sa borne
inférieure et sa longueur).

2. Structuration en arbre binaire d'un vecteur

. la racine est le vecteur

. le sous-arbre gauche est obtenu en structurant en arbre
binaire le premier demi-vecteur

. le sous-arbre droit est obtenu en structurant en arbre binaire
la deuxiéme demi-vecteur.

3. Description de 1'arbre binaire
. description de 1'information
Ug noeud est un sous-vecteur de vr, désigné par un couple de
positions (i,s) dans vr correspondant aux bornes inférieure

et supérieure du sous-vecteur.

. description des relations

« RACINE : 1, N
. G(i,s) : i, ((i+s) div -1
- D(i,s) & ((i+ts) div2)+1, s

- E G(i,s):i41 s(i+s) div 2-1 {soit s 2 i+2})

- E D(i,s):s-1 2(i+s) div 2+l {soit s > i}

. la fonction PERE n'est pas définie

. INFO(i,s):VI((i+s) div 2) {seul 1'élément "milieu"

nous intéressel

. Algorithme

On applique alors 1'algorithme précédent, sachant que si x est
1a valeur cherchée, les prédicats r et k ont pour sens :

P(i,s) : x=vifi+s) div 2) {i.e.X=info(i,s)}
R(i,s) : X<Vifli+s) div 2) {i.e.x < INFO(i,s)}

Remarque : .
Le nombre maximal de comparaisons est égald la profondeur de 1'arbre,
soit tlog, N +B. On trouvera une étude détaillée du coilt de la recher
che dichotomique dans [MeB 78],
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5.2.4. - Conclusion

Nous avons poursuivi la présentation du traitement arborescent
selon les mémes lignes méthodologiques que pour le traitement séquentiel :
en conservant la méme classification des algorithmes, nous avons construit
les schémas du traitement arborescent. Nous avons ainsi illustré les prin-
cipes donnés au paragraphe précédent (§ 5.1.) et nous avons montré le réa-
Tisme de notre propos par 1'importance pratique des problémes qui ont été
étudiés ("parcours d'arbres", “"retour arriére", "recherche dichotomique",
“évaluation postfixée").

5.3 - UN EXEMPLE D'APPLICATION DU TRAITEMENT ARBORESCENT : ETUDE D'UN
MODELE DE REDUCTION LOGARITHMIQUE

Nous développons ici un modéle de réduction logarithmique du coiit d'un
algorithme de recherche dans une file. Le traitement arborescent nous permet
de faire 1'analyse de ce modéle et de formuler les algorithmes optimisés.

Le probléme que nous étudions est le suivant :
On considére une suite infinie de valeurs croissantes définie sous forme
récurrente :

o u

= 2 u tout n
1 f(un) et Uu npour u

n+l

On cherche a résoudre les deux problémes suivants :
Probléme 1 : calculer u_ pour n > 0 donné

Probléme 2 : &tant donné une valeur v , (v > a) trouver n tel que u < Y<u

. n+1
on suppose que ce n existe.

5.3.2. - Application_du_traitement_séquentiel

e e i e o ey . n 0 ] A e o

On structure en file 1'ensemble des u, , en utilisant directement la
définition récurrente donnée. (un élément u, est caractérisé par 1'entier i
et la valeur u, ). Le probléme 1 est une "recherche par comptage" (cf. 1.2.4.C
dans cette file. Le probléme 2 est une recherche associative (§ 1.2.3.)
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dans 1a file des couples [ui, ui+1}. Les algorithmes que nous obtenons sont
simplifiés par rapport & ce qui est donné au chapitre 1, dans la mesure
ol 1'on sait a priori que les recherches vont aboutir.

Probléme 1 Probléme 2
{calcul de u {calcul de n tel que u <y<u
pour n>0} pour Y=a}
r:=A ; 1i:=0 . i :=A ; 1i:=0 1
tantque i#n faire n+l répéter
{r=u;} {r=u; et vzr}
i:=i+1 ; r:=F(r) n te=i+1 ; r:=F(r) n+1
ftantque jusqua Y<r n+i
{r=u,} {r=u; et u;_,sv<u;}
(1e résultat est r} {le résultat est i-1)}
évaluations : Evaluations :
accés séquentiel : F :n accés séquentiel : F:in+i
contrdle : n+l contrdle : n+l
affectations : 2n+2 affectations 3 2n+4
comparaisons : ntl comparaisons : ntl
opérations "+1" : n opérations "+1" : n+l

®
Clairement le colGt est d'ordre n dans les deux algorithmes.

C'est ce coiit que nous cherchons & réduire. L'application du traitement
arborescent va nous permettre de trouver dans quelles conditions on peut

obtenir une réduction logarithmique de ce coit.

o e e G D - - s o O v e G B P S GBS G e e S e . e S

Nous structurons 1'ensemble des &léments u, sous forme d'un arbre
binaire et appliquons les algorithmes de recherche. La réduction logari-
thmique sera obtenue si 1'on peut appliquer 1'algorithme de recherche
dichotomique a un arbre de profondeur minimale.

Remarque :
Dans le probléme 1 la profondeur minimale est atteinte lorsque les
éléments u,,...,u_  sont organisés sous forme d'un arbre binaire
complet. (nous supposons n>0). La profondeur est alorsLog,n +1g.
Dans le probléme 2, on a un élément de plus (u ) et la profon-
: = n+l
deur minimale est L}ogz(n+1) +{j'

On peut aussi utiliser un arbre binaire équilibré.
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1. Structuration en arbre binaire
Le principe de cette structuration est le suivant : ,

a la file des n éléments U Uy, ..o U ON associe 1'arbre binaire
suivant :
. la racine est 1'élément milieu u_ (m =(n+1)div 2)
. le sous-arbre gauche est obtenu en structurant en arbre la sous-

file Uyr Uyeeost
. le sous-arbre droit est obtenu en structurant en arbre la sous-

file Uoagrese oty
Pour pouvoir réaliser cette structuration il faut connaitre la valeur
de n a priori. Ce n'est pas le cas dans le probléme 2. On cherche alors
a connaitre a priori une borne supérieure nsup de n . La méthode
couramment proposée est de choisir la plus petite puissance de 2
supérieure a n :

nsup = 2k+1 avec Zk < n < 2k+1, soit k = L;ogZHJ

Remarques :
. Ce choix se justifie par trois raisons :

- le principe de structuration précédent est plus facile
a4 appliquer si le nombre d'éléments est une puissance
de 2. :

- 1l'arbre binaire structurant les nsup-1 premiers éléments
de la file a pour profondeur k+l, c'est-a-dire la méme
profondeur que l'arbre binaire complet structurant les
n premiers éléments.

- le calcul de nsup peut se faire (lorsque notre méthode
est applicable, nous le verrons ci-dessous) en k étapes.

. On peut, pour les mémes raisons, utiliser le méme arbre
pour résoudre le probléme 1 (ce que nous faisons).

L'arbre binaire que 1'on obtient par ce procédé de structuration est
un “arbre binaire de recherche ordonné par la relation < (§ 5.2.3.,c) :
en effet la suite uy étant croissante, la racine de 1'arbre a une
valeur - inférieure ou égale aux valeurs de tous les noeuds du sous-
arbre droit
- supérieure ou égale aux valeurs de tous les noeuds du sous-
arbre gauche.
On pourra donc lui appliquer la recherche dichotomique.

Pour étudier dans quelles conditions cette structuration est possible,

nous devons préciser la description de 1'arbre binaire.
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4. Algorithmes
Nous pouvons maintenant utiliser 1'algorithme de recherche dichoto-
mique pour résoudre nos deux problémes.

algorithme : calcul de u, ~ (n > 0)

{on cherche le noeud de numéro n dans l1l'arbre précédent, par recher-
che dichotomique}
fonction r! (entier x,t ; valeur vf) - valeur ;
{adaptation de .l'algorithme de recherche dichotomique : on sait
que la valeur cherchée est dans ltarbre}

choix
x=n :»vf
x # n : choix
x <n : ri(x+t,t/2,P(vE,t))
x >n : ri{x-t,t/2,M(vf,t))
fchoix
fchoix

ffonction Rl

{pour calculer u_ il faut déterminer la racine de 1'arbre}
vF:=F(a) ; x:=1"
itérer x:=2%x {x=2
arrét : x > n

vE:=FF(vf)
fitérer
{vf—ux/z}
{x/2<n<x et x est une puissance de 2}
résultat:=r1(x/2,xdiv 4 vf)

i+1 ,
’ vf—ux/z, i> o}

Evaluation : soit k = jlog,n,

L'itération de depart (calcul de la racine) est ex&cutée k+l fois.
Ceci entraine k appels de la fonction FF et k+lmultiplications de x
par 2 ainsi que k+l tests. '

La valeur n que 1'on cherche dans 1'arbre est atteinte en parcourant
un chemin de longueur k au maximum. Dans le pire des cas, on appelle
k fois 1'une ou 1'autre des fonctions ¥ et p . On effectue k divisons
par 2 et k additions ou soustractions. Enfin, on effectue 2k+1 tests.
La réduction logarithmique n'est effective que dans la mesure ou le
colit des calculs FF , M et P est de méme ordre que celui de F .
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2. Description de 1'arbre binaire

’
. Un noeud est caractérisé par trois valeurs x, t etv
x est un entier (rang de 1'élément u, associé au noeud)
t est une puissance de 2 (taille des sous-arbres du noeud)
v = u_(valeur de 1'élément u  associé au noeud).

. Les relations sont :

RACINE : nsup 2 nsup2, u {ot k= log.n , nsup2=2K}
nsup2 2

G(x, t,u,) : x-t/2, t/2, ux—t/Z

D(x,t),ux) : x+t/2, t/2, ux+t/2

E G(x,t,uy) : t#1
E;p(x,t,ux) s t#l

k+1—1 noeuds et de

profondeur k. Par exemple pour k = 2 (valeurs de n comprises entre
4 et 7), on a :

Cet arbre est un arbre binaire complet de 2

4,4,u

/—~4\
292 ;Uz o\\ 6,2,“6
5,1,"5 7,1,“7

l,l,u1 3,1,u3

3. Conditions d‘'application de la structuration
Pour pouvoir définir cet arbre, il faut pouvoir définir les primi-
tives ci-dessus. I1 faut donc pouvoir calculer

. U

nsup?2
U2 en fonction de x,t et u
C U p2 en fonction de x,t et u_

Nous formalisons ceci a 1'aide de trois fonctions FF, M et P
définies comme suit :

. FF(u ) = u

X 2x
. M(ux,h)= ux-h
. P(ux,h)= ux+h
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Algorithme : calcul de n tel que ,"n <v<u o, pour y donné
(Y = uo)

{on cherche Y dans l'arbre précédent par recherche dichotomique.
Cet arbre n'est définl (n‘'est pas vide) que si Y 2 ul}

fonction r2 (entier x,t ; valeur vf) - entier

choix
Yy =vE : *+X
Yy > vf : choix
t£1 ¢ » r2(x+t,t/2,P(vf,t))
t=1 : + x
fchoix
Y < vf : choix
t#1 :»r2(x-t,t/2,M(vf,t})
t=1 :x-1
fchoix
fchoix

ffonction R2
{pour calculer n il faut déterminer la racine de 1l'arbre)
{si v < uj , 1'arbre est vide et le résultat est triviall
choix

Y < F(A) : résultat :=0

Y > F(A) : vf:=F(A) ; x:=1
tantque vf < y faire vf:=FF(vf) ; x:=2%x ftantgque
résultat := r2(x/2,x/2,M(vf,X/2)
Fchoix

*
Evaluation : soit k = (log,n,

L'itération de départ est exécutée k+l fois, ce qui entraine : k+l
appels de rr, k+l multiplications par 2 et k+2 tests.

Lorsque la valeur v n'est pas dans 1'arbre (cas pire), ceci ést détecté
en traitant une feuille. On a alors parcouru un chemin de longueur k, ¢
qui a entraind : k appels de 1'une ou 1'autre des fonctions P ou & ,

k additions ou soustractions, k divisions par 2 et 3(k+l) tests.

Ici encore, la réduction logarithmique n'est effective que dans 1la
mesure ou le coit des fonctions FF, M et p est de méme ordre que
celui de F .

a) Multiplication, division entiére :
Nous considérons la suite des multiples d'un entier b donné @

u =0
Qo
Uy = Wy th soit Y, =n=z2b
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on a par ailleurs :

u2x = 2 * ux

Le probléme 1 correspond au calcul n # b , le probléme 2 correspond

au calcul du quotient et du reste de Ta division entiére de y donné

par b, En effet, encadrer y donné par deux valeurs successives de

la suite u s'écrit :
calculer n tel que : n
soit en posant s r
calculer n tel que : v

* b <Y < (n+l)xb
Yy-n b

i

=n* btr et O S r <b

Nous adaptons les résultats précédents, en associant & chaque noeud
x,stu_ la valeur supplémentaire u_ (parce que u . etu . dépendent
de et non det :
Yt rcing 2% 2K, ukuk
G(x,t,vx,vt) : x-t/2, t72, vx-vt/2, vt/2
D(x,t,vx,vt) : x+t/2, t/2, vx+vt/2, vt/2
E G(x,t,vx,vt):t#1 {ou bien vt#b}
E D(X,t,vx,vt):t# 1 {ou bien vt#b}

Les algorithmes se déduisent alors directement de ceux donnés ci-dessus.
Par exemple le calcul du reste et du quotient sera basé sur la fonction
suivante :

- fonction r2_div(entier,x,t,vx,vt) + entier, entier {quotient, reste }
choix

=yx : *+ x,0
Y>vx : choix
t=1 : + x,Y-vx
t#1 : =+ r2 div(x+t/2,t/2,vx+vt/2, vt/2)
fchoix
Y<vx : choix
t=1 ; > x-1, Y-vx+b
t#1 : + r2 div(x-t/2,t/2,vx-vt/2,vt/2)
fchoix
fchoix

ffonction r2-div

et la séquence d'appel est la suivante :

choix
Y < b : reste:=y ; quotient:=0 Co
Y > b : vx:=b ; x:=1

tantgue vx < Y faire vx:=2%vx ; x:=2%x ftantque
quotient, reste :=r2_giv(x/2,vx/2,vx/2,vx/2)
fchoix



Remargues 1
. Il est clair qu‘a partir de cet algorithme on peut aboutlr a une
forme itérative d'algorithme (en appliquant par exemple les résultats
du chapitre 4) dans laquelle les calculs sont organisés de maniére
a4 ne calculer la méme valeur qu'une fois.

On peut rapprocher cette solution du probléme & celle que nous avons
donnée au chapitre 4 : les ordres de grandeurs des coiits sont les
ménes.

b) D'autres exemples peuvent étre dééeloppés de la méme maniére en
considérant

- la suite des carrés des entiers (calcul de x> et /¥ )

- la suite des puissances d'un entier b donné (calcul de b" et de

long )-
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Nous illustrons la méme démarche en proposant une autre maniése de
résoudre le probléme 1 : on se base sur la structuration en arbre binaire

suivante :

Description de 1'arbre :

. chaque noeud est un couple {x, ux]
. les primitives de 1'arbre sont :

RACINE : 1,u {
G(x,v) : 2%x, U £x {ceci est un arbre binaire
D(x,v) : 14+2xx, U sy complet de profondeur loan}

E_Géx,v) : 2%X < n

E D(x,v) : 2#x < n-1
Pour pouvoir définir cet arbre, i1 faut pouvoir calculer les quantités
u,. et U, bp O partir de u, _
Le calcul de u, pour n donné correspond & rechercher n dans cet arbre.

Pour n=6 on a 1'arbre suivant :

l,u1
2,u 3,U
/// ’2 u
S s
4,u4 5,ug 6

Comme précédemment, nous supposons qu'il existe un moyen de calculer
les quantités nécessaires a la définition de 1'arbre soit 1'existence de deux

fonctions FFO et FF1 définies par :

u2x

= Yot

FFO(u )
X
FFi(u )
X

Remargue ; FFl est la composition de FF et de F,



- 173 - _ | ‘

Dans ces conditions 1'accélération logarithmique du calcul de u, pour
donné est obtenue dés lors que 1'on connait la représentation de n en base
2. En effet 1'arbre précédent répartit les valeurs de n suivant cette
représentation binaire.

Si b est un tableau de bits correspondant & la représentation de n en base
2 (i.e. n=b0+2b1+22b2 +...+2kbk oi k = logzn );on peut &crire 1‘algorithme
suivant :

Algorithme : calcul de ug connaissant n et b.

{on applique l'algorithme de recherche dichotomique : _
x,u étant un noeud de niveau i, la valeur de b, . indique ol se trouve
X k-
le noeud n,u : dans le sous-~arbre gauche si bk =0 , dans le sous-arbre
droit si b 1—1}
fonction r3 (entier x,i ; valeur v) - valeur
{étant donné le noeud x,v de niveau i cherche le noeud n, u }
{b est la représentation binaire de n}

choix
Xx=n : rv
x#n : choix

b =0 : » r3(2*x,i+1,FFo(v))
bk'b - .
Eg)b =1 : > r3(1+2%x,i+1,FF1(v))
fchoix
fchoix
ffonction r3

La séquence d'appel est alors :

calcul de b
résultat :=r3(1,1,u1)

Evaluation : I1 est clair que 1'exécution de cet algorithme correspond &
cheminer dans.l'arbre de 1a racine au noeud n, u_ : ce chemin est de longue
k : on appelle donc k fois 1'une ou 1'autre des fonctions rro et FF1 ;on
effectue k multiplications par 2 et au plus k incrémentations ; le

nombre de tests se monte d 2k+l. Enfin le colt du calcul de b est d'ordre
k.

Exemples : On peut reprendre les exemples précédents et appliquer cet a]go-
rithme pour résoudre le probléme 1.

Remarque :
Tout ce que nous venons dire s'applique & des suites décroissante
Ceci n'influe pas sur les solutions proposées pour le probléme 1
(algorithmes mettant en jeu les fonctions rl et r3). En ce qui con
cerne le probléme 2, il suffit de changer les tests de maniére
adéquate : la suite étant décroissante, on trouvera en sous-arbre
gauche d'un noeud les valeurs supérieures a celle du noeud et en
sous—arbre droit les valeurs inférieures & celle du noeud.
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5.3.6. - Conclusion

- o - - aa -

Nous avons énoncé deux problémes généraux de recherche dans une suite.
Nous avons appliqué le traitement séquentiel et obtenu un premier algorithme
pour chacun des problémes. Pour améliorer ces algorithmes, nous avons
cherché a appliquer le traitement arborescent. Nous avons ainsi pu mettre
en évidence les hypothéses supplémentaires que la suite doit satisfaire,
pour qu'une réduction logarithmique soit possible. Nous avons alors donné
les algorithmes correspondants. Enfin nous avons illustré la méme démarche
en proposant une autre application du traitement arborescent permettant
aussi d'obtenir une réduction logarithmique de 1'un des problémes.

Ces résultats illustrent 1'intérét des méthodes que nous pratiquons.
Nous avons pu, par 1'intermédiaire du traitement séquentiel et du traitement
arborescent, unifier les solutions apportées a des problémes divers (cf.
1'étude séparée de divers exemples dans [Dij 761, [Ars 771, [Cha 771, [Dij 781).
et présenter un modéle d'analyse systématique conduisant le cas échéant, &
une amélioration sensible des algorithmes.

5.4 - CONCLUSIOR (sur le chapitre 5)
Résoudre un probléme en appliquant le traitement arborescent consiste

1 - structurer 1'information en arbre, aprés 1'avoir raffinée en un
ensemble d'informations éiémentaires.

2 - guider la construction d'un algorithme par cette interprétation de
1"information :
- soit en appliquani un modéle général d'analyse de traitements
d'arbres,
- soit en identifiant un probléme général de parcours d'arbre ou
de recherche dans un arbre, et en appliquant le schéma corres-
pondant.

Comme pour le traitement séquentiel, nous avons proposé des outils
permettant d'appliquer ce principe de construction d'algorithmes de maniére
systématique :
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. un modéle du processus de structuration d'un arbre

. des notations pour la description d'un arbre

. un modéle d'analyse récurrente des traitements d'arbres ‘

. des algorithmes généraux de parcours d'arbres et de recherche dans un
arbre.

Nous avons fait apparaitre 1'intérét pratique de notre méthode en
décrivant plusieurs techniques importantes (schémas de “retour arriére",
recherche dichotomique, réduction logarithmique) & 1'aide du traitement
arborescent.

Soulignons enfin qu'une certaine unité dans la démarche méthodologique
est apparue dans ce chapitre, par la mise en évidence constante des analogies
entre le traitement séquentiel et le traitement arborescent.
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CHAPITRE 6

APPLICATION DU TRAITEMENT SEQUENTIEL
AU TRAITEMENT D'ARBRES

Nous poursuivons la présentation du traitement arborescent en nous
placant dans le contexte d'un langage de programmation conventionnel, comme
nous 1'avons fait pour le traitement séquentiel (chapitre 2). Nos objectifs
sont les mémes :

. décrire les étapes supplémentaires du processus de construction de pro-
grammes, liées au niveau de programmation choisi.

. €laborer un ensemble de schémas dans un environnement de programmation
standard (illustrant ainsi le caractére pratique et général de la méthode).

Comne pour le traitement séquentiel, le processus de construction de
programmes de traitement arborescent comporte trois phases supplémentaires

1. elaboration d'un répertoire d'actions é&lémentaires permettant de dacrire
le processus dynamique de "“déplacement" dans un arbre. Cette phase est
rendue systématique par le recours & un modéle de "machine arbre".

Les notations proposées nous permettent de décrire les algorithmes en
faisant abstraction de la représentation effective .de 1'arbre considéré.

2. construction d'un algorithme itératif 3 la suite d'une analyse du pro-

bléme conduite selon les principes présentés au chapitre 5.

Pour réaliser cette construction, nous proposons 2 méthodes :
a) L'application du traitement séquentiel : la forme récursive permet
de définir l1a file caractéristique du traitement séquentiel, et d'in-
terpréter le probléme en termes de cette file. Un algorithme itératif
est alors obtenu en appliquant 1'ensemble des résultats de 1a premiére
partie.

Nous utilisons cette méthode pour construire les algorithmes itératifs
de parcours d'arbres.
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b) L'interprétation du probléme posé en termes de parcours d'arbres et
1'utilisation directe des schémas de parcours.

Nous illustrons cette méthode en &tudiant les algorithmes de recherche
dans un arbre.

3. Simplification du programme obtenu par des transformations simples, en
tenant compte des particularités du probléme étudié par rapport au schéma
général employé.

L'étude systématique des parcours d'arbres nous permet d'illustrer ces
trois phases et de montrer qu'au niveau d'abstraction ol nous nous plagons
on peut concevoir de nombreuses formes d'algorithmes en variant 1‘'approche
initiale du probléme, les raffinements successivement appliqués au cours
de 1a construction et les hypothéses de départ sur les propriétés de 1'arbre
considéré.

Comme dans la premiére partie, nous évaluons systématiquement les
algorithmes produits : ces évaluations ont un triple intérét (discuté au
§ 2.2.1.) : vérification de la cohérence des programmes, étude du compor-
tement des diverses parties des programmes, analyse des codts dans un envi-
ronnement fixé.

6.1. - "accES ARBORESCENT" : UN MODELE DE “MACHINE ARBRE"

Une “machine arbre" est un répertoire d'actions élémentaires permettant
de décrire le processus dynamique de “déplacement" dans un arbre. (nous
disons "1'accés arborescent” a 1'arbre donné).

La description d'une machine arbre est analogue a la description d'une
machine séquentielle.
Elle comporte :
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1. La description des informations caractérisant 1'état de la machine.

A tout moment, on doit pouvoir connaitre le noeud de 1'arbre sur lequel
on est placé (auquel les déplacements antérieurs nous ont conduits).
Nous appelons ce noeud, le "noeud cowrant” de 1'accés arborescent.

2. La description du répertoire de primitives d'accés arborescent qui sont

réparties en deux groupes selon qu'elles permettent de consulter
1'état de 1a machine ou de le modifier.

e o - B Yt — B e - = het -t - O -

Nous proposons deux ensembles de notations selon que 1'on considére
un arbre binaire ou non. L'effet des primitives est décrit en termes des
notations du § 5.1.3.

a) Machine arbre binaire :

1. Description de 1'état

On décrit la représentation de 1'arbre et le mécanisme définissant le
noeud courant.

2. Description du répertoire

. Consultation

- s et o -

= NOEUD -COURANT en abrégé nc¢
désigne le noeud courant.

- INFO_COURANT  en abrégé InF C
désigne 1'information propre au noeud courant

=~ EST RACINE en abrégé Egsr RaC
- - s
est un prédicat indiquant si le noeud courant est la racine
(NC=RACINE)

- FINAL_GAUCHE  en abrégé FIN G
est un prédicat indiquant si le noeud courant n'a pas de fils
gauche (£ G(nC)).

~ FINAL_DROIT en abrégé FIN D
est un prédicat indiquant si le noeud courant n'a pas de fils
droit (+& D(NC)



- A _DROITE

est un prédicat indiquant si le noeud courant est un fils droit
(ESTDROIT(NC)) .

Remarque :

Lorsque l'on s'intéresse & la notion d'arbre vide, on pourra vérifier
que le noeud courant est la racine du sous-arbre vide &4 l'aide du
prédicat :

EST NIL (NC= NIL)

. Mod1f1cat1ons

- AVANCER GAUCHE €n abrégé av g
remplace le noeud courant par son fils gauche : NC:=G(NC)

- AVANCER DROIT  en abrégé av D
remplace le noeud courant par son fils droit : w~c:=Dp(nC)

- AVANCER _PERE en abrégé av p
remplace le noeud courant par son pére : NC:=PERE(NC)

Remarque :
Ces modifications ne peuvent étre faites que si le noeud courant a
un fils gauche dans le cas de AV G , un £ils droit dans le cas AV D
n'est pas la racine dans le cas de AV P -

Tout accés a 1'arbre commence par 1'initialisation du noeud courant
au noeud racine. Ceci est noté a 1'aide de la primitive :

- DEMARRER RACINE en abrégé bp RAC
initialise le noeud courant par la racine :  NC:=RACINE
b) machine arbre (non binaire)
1. Etat : comme pour la machine arbre binaire

2. Répertoire :
. consultation

- e o - -

-FINAL FILS en abrégé FIN FILs est un prédicat indiquant
si le noeud courant n'a pas de fils

~FINAL FRERE en abrégé FIN FRERE est un prédicat indiquant
si le noeud courant n'a pas de frére.

. Modifications

- AVANCER FILS en abrégé Aav FILS
remplace le noeud courant par son fils s'il existe : NC:=FILS(NC)

- AVANCER FRERE  en abrégé AV _FRERE
remplace le noeud courant par son frére s'il existe : NC:=FRERE(NC)
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Remarque 3
Les primitives EST RAC , EST NIL , INF C sont utilisées avec le méme

sens que dans le cas de la machine arbre binaire.
c) Un exeiiple de description d'un accés arborescent

Nous reprenons 1'exemple des combinaisons de k objets pris parmi n,
que nous avons développé au § 56.1.4.-b . L'arbre est un ensemble de k-uplets
chacun d'eux correspondant & une cowmbinaison de k objets pris parmi les n
objets donnés. Nous choisissons de représenter un k-uplet a 1'aide d'un
tableau de n entiers dont seuls les k premiers sont significatifs. On définit
alors la machine arbre suivante a partir de 1'étude que nous avions faite au

§ 5.1.4.-b.

Machine arbre des combinaisons :

Etat : un tableau ¢ de n entiers de bornes 1 et n
Le noeud courant est caractérisé par un état du tableau c et
un entier k correspondant & la taille du k-uplet courant.
Cl{1.2K] est la combinaison associée au noeud courant.

Modifications :

D_RAC : C(1):=1 ; k:=1

AV_FILS : k:=k+1 ; C(k):= C(k~-1)+1
AV_FRERE : C(k):=C(k)+1

AV P : k:=k-1

Consultations :

EST RAC k=1 etzc c(1)=1
FIN FILS : C(k}=n
FIN FRERE:C(k)=n

Ainsi a 1'aide de ces primitives, on pourra énumérer 1'ensemble des
combinaisons de k objets pris parmi n tout’en ne représentant en mémoire

qu'une seule de ces combinaisons. (cf.[LuS 791).
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Nous proposons ici des techniques systématiques permettant de réaliser
les primitives Pere et EsTDrROIT quels que soient Tes choix faits pour la
représentation de 1'arbre.

a) Réalisation de la primitive perE
Lorsque 1a fonction PERE n'est pas directement définie, on peut tou-
jours appliquer au probléme le traitement arborescent suivant :

On définit un nouvel arbre & partir de 1'arbre donné :

. Description de 1'information

A chaque noeud de 1'arbre est associé le chemin qui conduit de 1la
racine a ce noeud (i.e. la liste des noeuds qui constituent ce chemin).
c étant un tel chemin, nous utilisons les notations suivantes :

- ¢ *+ n est un chemin obtenu a partir de c en rajoutant le noeud n

a la fin.

- ¢ ¢ est un chemin obtenu a partir de c en enlevant le dernier
élément
" Copr désigne le noeud qui se trouve a 1'extrémité du chemin ¢

. Description des relations :

RACINE : RACINE, chemin vide
G'(Xx,C) : G(X), Cctx {X désigne un noeud,
-D'(X,C) : D(x), Ctx C est le chemin conduisant de
E G'(X,C) : E_G{X) la racine a X}
E D'(X,C) : E_D(X)
ESTDROIT'(X,C) : ESTDROIT(X)
PERE' (X, (C) : C ¥C
ext!

IT est clair que la machine arbre se déduit directement de cette
définition une fois que 1'on a fait le choix de représentation d‘un chemin :
il s'agit d'une liste d'éléments sur laquelle on ne fait des modifications
et/ou consultations qu'a une extrémité. Un chemin sera donc représenté a
1'aide d'une pile.

Remarque :
La méme technique peut &tre appliquée dans le cas d'un arbre
non binaire.
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b) Realisation de la fonction EsrprOIT

Nous proposons deux maniéres de réaliser la fonction EsTDROIT

. a chague noeud de 1'arbire, en associe une valeur logique indiquant si le

noeud est fils gauche ou fils droit. De plus on associe au nocud la liste

des directions (& gauche ou & droite) suivies pour aller de l1a racine

jusqu'a lui. Les primitives de 1a machine arbre sont alors réalisées de

maniére analogue a ce que nous venons de faire pour la fonction PERE

. une au

(cf. §

To

tre solution est basée sur 1a numérotation suivante des noeuds
5.1.4.-a) :

NUM(RACINE) = 1

NUM(G(X)) = 2%xNUM(X) {si X a un fils gauche}

NUM(D(X)) = 1+2ENUM(X) {si X a un fils droit}
ut noeud qui est fils droit a un numéro impair. Cette propriété per-

met de réaliser simplement la fonction Esrprorr. On définit un nouvel arbre

a partir de 1'arbre donné dans lequel on associe & chaque noeud son numéro

dans la numérotation précédente.

. Description de 1'information :

Un noeud X de 1'arbre donné et son numéro N

Description des relations

Remarque

RACINE® :
G'(X,N)
D'(X,N)

PERE' (X, N)

E G"(X,N)

E D'(X,N)
ESTDROIT' (X, N)

%c ©ce %6 oo

RACINE, 1

: G(X), 2%N
: D(X), 1+2%N

PERE(X), N div 2 {division entiérel
E_G(X)

E D(X)

Impair N

Si l'on veut comparer les deux solutions, on voit que la premiére

~

consiste & gérer une pile de valeurs logiques el la seconde & gérer
un entier sur lequel on ne fait que les opérations %2, div2, +1.

Il est clair qu'a un niveau machine ces deux solutions sont équi-
valentes. On choisira 1l%une ou l'autre selon le niveau de program-
mation auquel on se place et le répertoire d'instructions disponibles.
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Nous évaluons les algorithmes itératifs portant sur les arbres, en
supposant connues les quantités suivantes :

le nombre de noeuds de 1'arbre, noté N
- le nombre de sous-arbres gauches non vides, noté FG

le nombre de sous-arbres droits non vides, noté FD

le nombre de feuilles, noté NF

IT est clair d'aprés ces définitions, que le nombre de noeuds qui sont
fils gauche est FG, et que le nombre de noeuds qui sont fils droit est FD.
Par ailleurs on a clairement N = FG + FD + 1. Cette relation exprime une
partition sur 1'ensemble des noeuds de 1'arbre : la racine, les fils gauches
et les fils droits.

Nous faisons maintenant apparaitre d'autres quantités qui permettent de
dénombrer les cas obtenus dans 1'analyse par cas proposée en 5.1.6. :
le nombre de noeuds ayant deux fils, noté NT?2
~ le nombre de noeuds ayant un seul fils, le gauche, noté NT1G

- le nombre de noeuds ayant un seul fils, le droit, noté NT1D
 (le quatriéme cas correspond a la quantité NF)

de plus nous considérons le nombre de noeuds qui n'ont qu'un fils, soit
NT1.

Nous avons 1a encore défini une partition sur.1'ensemble des noeuds :
les noeuds qui ont deux fils, les noeuds qui ont un fils, les feuilles. On a
donc : N = NT2 + NT1 + NF.
On peut dénombrer les fils de deux maniéres différentes. Ceci conduit 3 :
nombre de fils + 1 = 2xNT2 + NT1 + 1 = N.

On aboutit ainsi aux relations :
NT2 = NF-1
NT1 = N-2xNF+1

D'autre part, on peut dénombrer les fils droits et gauches de deux maniéres :

FD
FG

NT2+NT1D  soit NTID
NT2+NT1G  soit NT1G

FD-NF+1
FG-NF+1
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Cas des arbres binaires "homogénes"

Un tel arbre est caractérisé par NT1 = 0
Par conséquent :

N = 2xNF-1 (N est forcément impair)
FG = FD = NT2 = (N-1)/2
NF = (N+1)/2

Cas des arbres binaires complets :

On considére ici les arbres binaires complets dont Te dernier niveau est
entiérement rempli : N est de 1a forme 2P-1.
p est la profondeur de 1'arbre, et on a :

FG = FD = NT2 = 2P 1g
N o= 2P1

6.2. - ETUDE DES FORMES ITERATIVES DES PARCOURS D'ARBRES

Nous construisons les algorithmes itératifs de parcours d'arbres de.
maniére systématique en appliquant le traitement séquentiel et 1'analyse
récurrente de la maniére suivante :

i chacun des ordres de parcours correspond la définition des trois primitives
caractérisant un traitement séquentiel PREMIER, SUCCESSEUR, DERNIER.

Pour &tudier ces primitives, nous appliquons systématiquement 1'analyse-
récurrente en nous basant sur la définition récursive du parcours que nous
avons donnée au § 5.2.1.
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Nous rappelons la forme récursive de ce parcours d'arbre :

action PRE (arbre A)
VISITER(A)
si E G(A) alors PRE(G(A)) fsi
si E D(A) alors PRE(D(ﬁ)) fsi
faction PRE

L'arbre donné est parcouru par la séquence :

INIT P ; PRE(RAC) ; TERM P
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a) Application du traitement séquentiel

Appliquant le traitement séquentiel, nous considérons la file des
noeuds dans le préordre que nous caractérisons par les trois primitives
suivantes :

~ PREMIER PREORDRE en abrégé PRE P

- SUCCESSEUR_PREORDRE en abrégé suc p

~ DERNIER_PREORDRE en abrégé DER_P

PRE P et DER P sont en fait étendues de 1a maniére suivante : elles désignent
respectivement le premier et le dernier noeud visité lors du parcours en
préordre d'un sous-arbre quelconque de 1'arbre considéré. On &crira donc

PRE P(A) et DER P(A) si A est ce sous-arbre.

SUC P désigne le successeur d'un noeud donné X lors du parcours en préordre
de 1'arbre donné. On écrira donc : SUC P(X). Il est trés important de
souligner que SUC P(X) n'est défini que si le successeur cherché existe
effectivement, c'est-a-dire si X n'est pas le dernier noeud en préordre.

Dans ces conditions, un premier algorithme peut étre écrit en appliquant

un schéma de traitement séquentiel :

Algorithme : parcours en préordre d'un arbre donné non vide
{NC désigne le noeud courant dans ce parcours}

NC:=PRE_P(D)
itérer VISITER(NC)
arrét :; NC=DER _P(D)
NC:=SUC_P(NC)
fitérer
La suite de la construction consiste a étudier chacune des primitives
PRE P, SUC_P et DER P.

b) Description de la file des noeuds en préordre

Cette étude est conduite de 1a maniére suivante : & chaque cas de 1'ana-
lyse récurrente, on associe 1'algorithme récursif du parcours en préordre
simplifié en tenant compte de ce cas. On en déduit la définition des primi-
tives dans chacun des cas :
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Cas n2 1 :
X exécuter PRe(x) revient & exécuter la séquence :
//A\\ VISITER(X) ; PRE(G(X)) ; PRE(D(X))
On en déduit que dans ce cas : o

PRE_P(X) = X

DER_P(X) = DER P(D(X))
SUC_P(X) = PRE_P(G(X))
Cas n2 2 :
X exécuter PrRE(X) revient 3 exécuter la séquence :
’//’ VISITER(X) ; PRE(G(X))

On en déduit :

PRE P(X) = X
DER_P(X) = DER_P(G(X))
SUC_P(X) = PRE_P(G(X))

o~ ——— = -

X ‘\\\ exécuter pre(x) revient a exécuter la séquence :
VISITER(X) ; PRE(D(X)) .

On en déduit :
PRE P(X) = X

DER _P(X) = DER _P(D(X))
SUC_P(X) = PRE P(p(X))
Cas n” 4 :
exécuter pre(x) revient & exécuter 1a séquence :
o X VISITER(X)

On en déduit

PRE_P(X)
DER_P(X)

X
X

il

mais on ne peut rien dire de suc p(x).

Pour analyser suc_p(x) dans ce cas, nous examinons dans quelles conditions
PRE(X) a été appelé. La séquence d'appel du parcours en préordre de 1'arbre
donné et la forme récursive de 1'action PRE, montrent que cet appel doit
étre 1'un des trois cas suivants :
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Cas_n°_0 : appel initial : prE(RAC)
Dans ce cas on a forcément x = rac
Ce cas doit étre exclu puisqu'il correspond a un arbre n'ayant
qu'un seul noeud. Ce noeud est forcément le dernier dans le parcour
en préordre et nous avons précisé que nous ne cherchons pas a

definir suc_p pour ce noeud.

Cas_n°_1 : dans 1'exécution d'un appel pre(rpx) , 1'appel considéré pre(x)

correspond au parcours en préordre du sous-arbre gauche de px
on a X = G(PX)

Cas_n° 2 : dans 1'exécution d'un appel pre(Px) , 1'appel considéré pre(x)
correspond au parcours en préordre du sous-arbre droit de px.
On a donc : x = D(Px)
Dans ces conditions peut-on répondre & la question : quel est le
successeur en préordre de X dans le parcours de 1'arbre donné ? Nous

étudions alors les deux cas que nous venons de retenir :

Cas n> 1:
PX P . sz .
‘//(\ 1'exécution de pre(Px) revient a exécuter la séquence
% ' VISITER(PX) ; VISITER(X) ; si E D(PX) alors PRE(D(PX)) fsi

Clairement on ne peut répondre que si px a un fils droit. Dans le
cas contraire, on doit @ nouveau considérer le contexte de 1'appel prE(PX)
c'est-d-dire, considérer le pére de px

Cas n> 2 :
X 1'appel PrRE(PXx) revient a exécuter la séquence :
!/f\\ VISITER(PX) ; si E_G(PX) alors PRE(G(PX)) fsi ; VISITER(X)
X

Pour déterminer le successeur en préordre de x , on doit examiner
le contexte de 1‘'appel PrRE(PX) , C'est-a-dire considérer le pére de px.
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~ P

Pour aboutir dans cette analyse, nous cherchons a généraliser la question
initiale, de maniére a pouvoir ramener la question du successeur en préordre
de x a cette généralisation appliquée au noeud PX. Nous cherchons donc a
trouver une propriété qui caractérise a 1a fois X et PX a cet instant du
parcours en préordre de 1‘arbre donné . La réponse que nous donnons est

la suivante :

Dans les cas ol notre recherche est sans réponse, nous ne pouvons conclure
par 1'examen du contexte d'appel considéré parce que, la derniére visite
effectuée termine le parcours en préordre du sous-arbre. Nous cherchons

donc a répondre & 1a question suivante :

Etant donné un sous-arbre vy dont on vient de terminer le parcours, lors du
parcours en préordre de 1'arbre donné, quel est le prochain noeud que 1'on
doit visiter. Nous désignons ce noeud par REMONTER PREORDRE(Y) en abrégé
REM P(Y).

Etude de rREM-P(Y) : nous reprenons le principe d'analyse qui nous a guidé
jusqu'a présent : nous examinons le contexte de 1‘'appel pPre(y) . Nous savons

que le noeud cherché existe. Nous avons ainsi les 4 cas suivants issus de
1'examen du pére py de v :

> - * -~ P
//A\;Y‘ exécuter PrRe(Py) revient & exécuter la séquence :
Yo VISITER(PY) ; PRE(G(PY)) ; PRE(D(PY)) .

Nous savons que le dernier noeud visité est le dernier noeud en préordre
de 1'arbre v . Par conséquent :
REM P(Y) = PRE _P(D(PERE(Y))

-

exécuter pPrRE(PY) revient, @ exécuter la séquence :
Y VISITER(PY) ; PRE(G(PY))
La fin du parcours de 1‘arbre y entraine la fin du parcours de 1‘arbre py
Par conséquent :

REM_P(Y) = REM_P(PERE(Y))
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et Cas n° 4 : :

L'exécution de 1'appel pre(py) revient & exécuter la séquence :

VISITER(PY) ; si E_G(PY) alors PRE(G(PY) fsi ; PRE(D(PY))

La fin du parcours de 1'arbreY entraine la fin du parcours de 1'arbre py

Par conséquent :

REM P(Y) = REM_P(PERE(Y))

L'analyse des trois fonctions qui caractérisent le parcours en préoridre
d'un arbre binaire est ainsi terminée. Nous résumons les résultats que
nous avons obtenus dans le tableau suivant :

cas PRE_P(X) DER_P(X) SUC_P(X)
E G(X) et E_D(X) X DER_P(D(X)) G(X)
E G(X) et -E_D(X) X DER_P(G(X)) G(X)
~E_G(X) et E_D(X) X DER_P(D(X)) D(X)
~E_G(X) et -E_D(X) X X REM_P(X)

et REM p(y) est définie comme suit :

cas - REM_P(Y)
<ESTDROIT(Y) et E_D(PERE(Y) D(PERE(Y))
ESTDROIT(Y) ou ~E D(PERE(Y)) REM_P(PERE(Y))

A partir de cette analyse, nous pouvons facilement écrire d'une part les
primitives de la machine séquentielle définissant le préordre sur les noeuds
d'un arbre, d'autre part 1'algorithme général de parcours en préordre.

Remarques :

Le calcul du dernier noeud dans le préordre "coiite" une descente
dans l'arbre qui est compensée par le fait que 1'on n'a pas besoin
de remonter ce chemin lorsque le dernier noeud a été visité.

La version 1 est applicable directement dé&s que le nombre de noeud
est connu.
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Machine séquentielle de parcours en préordre d'un arbre binaire

le dernier élément de la file est reconnu lorsqu'on l'atteint
on utilise les primitives de la machine arbre - § 6.1.1. - qui consultent
et/ou modifient le noeud courant NC .

état : - le noeud courant ¥c de la machine arbre
- le dernier noeud visité dans le parcours, soit op

°

Primitives :

.- -

. initialisation du parcours :

action DEMARRER__PREORDRE
{calcule DP et initialise NC au premier en préordre}
DEMARRER_RACINE
itérer tantque +FINAL DROIT faire AVANCER DROIT ftantque
arréti FINA L _GA UCHE
AVA NCER__GAUCII 4
Fitérer
DP:=NC
{on se place sur le premier en préordre}
DEMARRER RACI NE
faction DEMARR ER__PRE()RDRE

. progression dans le parcours :

action A VANCER__PREORDRE
{calcule le successeur en préordre de NC. On sait qu'il existe)
choix
+FINAL GAUCHE : AVA NCER_GAUCHE
FINAL_GIIUCHE : choix
~+FIL NAL__DROI T ¢ AVA NCER__DROI T
FINAL _DROIT : répéter dedroite:=A_DROITE
A VANCER__PERE
jusqua ~dedroite et FINAL DROIT
AVANCER _DROI T
fchoix
fchoix
faction AVANCER_PREORDRE

. détection du dernier élément
fonction FINAL PREORDRE —+ logique :
+ NC = DP
ffonction FINAL PREORDRE
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Algorithme : parcours en préordre d'un arbre binaire - version 1

{on utilise les primitives de la machine arbre définies au § 6.1.1.}
{calcul du dernier en préordre }

DEMARRER RACINE 1
itérer tantque ~FINAL DROIT faire 1g+1+1d=L+1
AVANCER DROIT 1d
ftantque
arrét : FINAL GAUCHE 1g+l
AVANCER _GAUCHE 1g
fitérer
DP:=NC 1
{parcours en préordre proprement dit}
DEMARRER RACINE {la racine est le premier en préordre} 1
itérer VISITER(NC) N
arrét : NC=DP N
si FINAL_GAUCHE N-1
alors AVANCER GAUCHE FG
sinon si ~FINAL DROIT FD
alors AVANCER DROIT NT1D=FD-NF+1
sinon {remontée} NF-1
répéter
dedroite:=A DROITE N-L-1
AVANCER _PERE N-L-1
jusqua =dedroite et ~FINAL DROIT N-L-1
AVANCER_DROIT NF-1
fsi
fsi
fitérer

Evaluation : L est 1a longueur du chemin allant de 1a racine a DP (1d fils
droits, 1g fils gauches)

accés arborescent : DEMARRER RACINE:2, AVANCER GAUCHE:1g+FG,
AVANCER DROIT:1d+FD
AVANCER PERE:N-L~1, FINAL GAUCHE:N+1g FINAL DROIT:FD+N
A DROITE:N-L-1 , NC:2N+1

opérations logiques : N-L-1 '

comparaisons N

affectations N-L

contrdle : 3N+FD+1g
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Nous proposons dans les pages qui suivent plusieurs autres versions
pour le parcours en préordre d'un arbre binaire. Ces versions différent
en fonction de 1'approche qui guide 1'analyse, des conditions particuliéres
de réalisation, od d'hypothéses précises sur 1’arbre considéré.

Nous commentons ici chacune de ces versions, les algorithmes corres-
pondants étant regroupés & la fin du paragraphe.

a) Analyse rapide des différentes versions

Version 2 : On considére que 1'arbre est une file de "branches gauches",

j.e. de chemins dont le premier élément est soit la racine soit un fils droit
et dont tous les autres éléments se déduisent par une descente & gauche. Tous
les noeuds d'un tel chemin sont visités 1'un 3@ la suite de 1'autre dans un
parcours en préordre.

Ceci peut étre exprimé récursivement de la maniére suivante :

action PRE1 (arbre A)

{A est soit la racine de l1'arbre parcouru, soit la racine d'un sous-arbre
X:=A droit}
itérer VISITER(X)
arrét : +f G(X)

X:=G(X)
fitérer
itérer si E D(X) alors PRE1(D(X)) fsi
arrét : X=A
X:=PERE(X)
Fitérer
faction PRE1

Remarque 3
Cet algorithme peut &tre obtenu directement a partir de la premiére
forme récursive du préordre PRE, en appliquant une technique de
suppression partielle de la récursivité (cf. notamment [Cha 77]).

La version 2 est déduite de cette action récursive de maniére analogue 3 ce
que nous avons fait dans 1‘'analyse de la version 1 : on &tudie les primitives
suivantes : PREMIERE BRANCHE GAUCHE , BRANCHE GAUCHE_SUIVANTE.

La fin de 1'algorithme est contrdlée par la visite du dernier noeud en pré-
ordre calculé comme précédemment.
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Remarque :
On peut aussi construire la version 2 de la maniére suivante :
on considére la file des noeuds de la " branche droite" issue de la
racine : chacun de ces noeuds est racine d'un sous-arbre. On appliqu
alors un schéma de parcours de file :

action PRE2 (arbre A)
{a est soit la racine, soit un fils droit}
X:=
itérer
si E G(X) alors PRE2(G(X)) fsi
arrét : £ _G(X)
X:=G(X)
fitérer
faction PRE2

En fait on vient de réaliser une structuration d'un arbre binaire,
en arbre non binaire (opération inverse de ce qui a été présenté
au § 5.1.5.) et on a appliqué a cet arbre un parcours préfixé.

A partir de cette forme d'algorithme on obtient la version 2 en
appliquant des techniques de transformation “"récursif-itératif®
(comme par exemple dans [Vei 74]).

Version 3 : L'itération de "remontée" dans les versions 1 et 2 est issue de
Ta méme analyse : lorsque 1'on vient de visiter une feuille, trouver le
prochain noeud en préordre dans 1a version 1, 1a prochaine “"branche gauche"
dans la version 2 (ce qui est la méme chose dans 1a mesure oii une "branche
gauche" est désignée par son premier noeud).

Dans 1a version 3, on modifie 1égérement les conditions de cette
analyse, en essayant de définir la “remontée” lorsque le dernier noeud en
préordre a été atteint. En d'autres termes, cette version ne différe de
ce qui précéde que par la maniére de contrdler 1'algorithme. On ne calcule
plus au départ'le dernier noeud en préordre. Par contre on introduit des
cas supplémentaires dans 1'analyse de 1a remontée (i1 ne faut pas dépasser
la racine). La version 3 que nous proposons applique cette idée sur la base
de la version 2.

Remarque :
En termes de "machines séquentielles", les versions 1 et 2 corres—
pondent au modéle 2, la version 3 au modélé 1. cf. 2.1.2.

Version 3-bis : La version 3-bis supprime la nécessité du calcul du dernier

noeud en préordre grice a deux noeuds "fictifs" auxquels 1'arbre traité est
raccroché : FICTIF 1

RACINE</»\\ FICTIF 2
rd

\.
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Dans le parcours en préordre de ce nouvel arbre, le dernier en préordre est
FICTIF2. Cette méthode est applicable, si 1'on peut définir ces deux noeuds
fictifs :

on doit avoir : PERE(RACINE) = FICTIF1
GAUCHE(FICTIF1) = RACINE
DROIT(FICTIF1) = FICTIF2
ESTDROIT(RACINE)= faux

Frcriri est la racine du nouvel arbre.
On applique alors 14 version 1 ou la version 2 & cet arbre. Toutefois on ne
veut pas visiter les noeuds fictifs : Te schéma général est modifié en
conséquence.
(nous suffixons les noms des primitives par une apostrophes pour indiquer
qu'elles concernent le nouvel arbre).

DEMARRER_RACINE' ; AVANCER GAUCHE'

répéter “"traiter branche gauche"”

"calculer prochaine branche gauche
jusqua noeud courant=fictif2

Nous ne donnons pas 1'algorithme correspondant. L'évaluation est pratiquement
la méme que celle obtenue pour la version 2 avec L=1.

Version 4 : Dans cette version, nous abordons les conditions de représentation
de 1'arbre donné. Nous supposons que les primitives PErRE et ESTDROIT ne sont
pas définies. Une premiére solution consiste & employer la technique présen-
tée au § 6.1.4. et & appliquer 1°une des versions précédentes sur le nouvel
arbre ainsi défini. Ceci conduit a un premier type de solution faisant

intervenir une pile.

La version 4 raffine 1'analyse en tenant compte des particularités
du parcours en préordre. Les primitives pere et ESTDROIT n'interviennent que
pour réaliser la primitive REMONTER PREORDRE.

Nous essayons de définir un nouvel arbre a partir de 1'arbre donné,
tel que 1'on puisse répondre 3 la question : "quel est le prochain noeud
en préordre", lorsque le noeud est une feuille ?7* (seul cas oi 1'analyse
de SUCCESSEUR _PREORDRE a motivé la definition de REMONTER PREORDRE.
Pour cela on associe @ chaque noeud 1a liste des sous-arbres droits qui ont

été laissés de coté pour arriver a ce noeud. Cette liste est gérée en pile
et 1'on aboutit finalement & définir le nouvel arbre par la machine suivante :
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D RAC' : vider pile ; D_RAC

AV;G' : si 4FIN D alors empiler (NC) fsi ; AV G
Les autres primitives sont inchangées.
Dans ces conditions, la séquence de remontée s'écrit :

{on vient de visiter une feuille de l'arbre binaire}
NC:=dépiler

Dans la version 4, on considére que la pile et les primitives qui la manipulent
sont attachées a la machine arbre.

Remarque : .
On peut appliquer simplement le principe expliqué poux la version
3-bis : il suffit d'empiler au départ l'élément FICTIF.

Versions 5, 6 et 7 : Nous étudions le cas des arbres binaires homogénes :

le fait que tout noeud non terminal ait deux fils simplifie les algorithmes.

b) Algorithmes
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Algorithime : parcours en préordre d'un arbre binaire - version 2

{sur la base de la suite des "branches gauches". pp est le dernier noeud
en préordre : L est la longueur du chemin conduisant de la racine a pp

Ce chemin comporte lg branches gauches et 1d branches droites

L=lg+ld. On utilise les primitives de la machine arbre § 6.1.1.}

{calcul du dernier en préordre}
DEMARR E'R___RAC INE
itérer tantque -FINAL DROIT faire
AVANCER_DROIT
ftantque
arrét : FINA L _GAUCHE
AVANCER_GAUCHE
fitérer
DP := NC
{parcours en préordre proprement dit}
DEMARRER RACINE {1a racine est la téte de la premiére
branche gauche}
itérer
itérer VISITER(NC) {visites des noeuds de la
arrét : FINAL GAUCHE branche gauche}
AVANCER_GAUCHE
Fitérer
arrdt : NC = DP
si -FI NAL_DROI T
alors AVANCER _DROIT
sinon répéter
dedroite:=A DROITE ; AVANCER PERE
jusqua -dedroite et ~FINAL DROIT
AVANCER_DROIT
fsi
fitérer

Evaluation :
accés arborescent : FINAL GAUCHE:N+1g+l, NC:N+FD+2

pour Tes autres primitives come version 1

opérations logiques : H-L-1

comparaisons . FD+1
affectations : N-L
controle s 2N+2FD+1g+2

1
1g+1+1d=L+1
1d

1g+1
1g
1

1

N
N
GF=N-(FD+1)

FD+1
FD
NT1D=FD-NF+1

N-L-1
N-L-1
NF-1
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Algorithme : parcours en préordre d'un arbre binaire - version 3

{la fin du parcours est détectée lorsque la remontée conduit a la racine}
{sur la base de la version 2}

fini:=faux 1
DEMARRER RACINE 1
itérer
itérer VISITER(NC) N
arrét : FINAL GAUCHE N
AVANCER_GAUCHE FG=N-(FD+1)
fitérer
{recherche de la prochaine branche gauche}
si FINAL DROIT alors FD+1

{on est sur une feuille : remontée}

répéter si EST RACINE N
alors fini := vrai 1
sinon dedroite: =A__DROI TE ; AVANCER PERE N-1
jusgua fini ou (adedroite et ~+FINAL DROIT) N
fsi
arrét : fini FD+1
AVANCER _DROIT FD

fitérer

Evaluation :

accés arborescent : DEMARRER RACINE:l, AVANCER GAUCHE: FG AVANCER_DROIT:FD
AVANCER PERE:N-1, FINAL_GAUCHE:N, FINAL_DROIT:N+FD+1
A DroITE:N-1, NC:N, EST RACINE:N

opérations logiques : 2N ' '

affectations:N+1

contrdle:3N+2FD+2
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Algorithme : parcours en préordre d'un arbre binaire : version 4

{Les primitives PERE et ESTDROIT ne sont pas définies. La machine arbre
comporte des primitives de manipulation de pile : VIDER PILE initialise

la pile par un FICTIF, EMPILER empile le noeud courant, DEPILER met & jour
le noeud courant avec le sommet de la pile et la décapite. L'initialisation
de la pile par un FICTIF permet d'appliquer le principe de la version 3 bis,

-

i.e. d'appliquer la version 2 sans avolr & calculer le dernier en préordre}.

DEMARRER RACINE ; VIDER PILE 1
répéter
itérer VISITER(NC) N
arrét : FINAL GAUCHE N
si 9FINAL DROIT alors o FG
EMPILER NT2=NF-1
fsi
AVANCER_GAUCHE FG
fitérer
si -FINAL_DROIT FD+1
alors AVANCER _DROIT NT1D=FD-NF+1
sinon DEPILER NF
fsi
jusqua NC=fictif FD+1

Evaluation :

accés arborescent : DEMARRER RACINE:1, AVANCER GAUCHE:FG, AVANCER DROIT:FD
FINAL GAUCHE:N, FINAL brOIT:N, NC:N+FD+1, rrcrrr:FD+1
EMPILER:NF-1, DEPILER:NF, VIDER PILE:1l
{la taille qu'il faut prévoir pour la pile est bornée
par NF<(N+1)/2}.

comparaisons : FD+1
contrdle s 2N+FD+2
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Algorithme : parcours en préordre d'un arbre binaire - version 5

{1'arbre est homogéne - on applique la version 2}

DEMARRER RACINE
tantque ~=FINAL DROIT faire
AVANCER_DROIT
ftantque
DP:=NC
DEMARRER RACINE
itérer itérer VISITER{NC)
arrét : FINAL GAUCHE
AVANCER GAUCHE
fitérer
arrét : NC=DP
tantque A DROITE faire
AVANCER_PERE
ftantque

AVANCER PERE ; AVANCER DROIT

fitérer

Evaluation :

N

FG=(N-1)/2
FD+1=(N+1)/2
2FD-L

FD-L

FD

accés arborescent : FINAL GAUCHE:N, FINAL_DROIT:L+1l, pour les autres
mémes chiffres que pour la version 2, sachant que 1g=0

comparaisons : (N+1)/2
contrdle: (5N+1)/2
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algorithme : parcours en préordre d'un arbre binaire - version 6

{on applique la version 3 au cas des arbres binaires homogénes}

DEMARRER_RACINE 1
itérer
itérer VISITER(NC) N
arrdt : FINAL_GAUCHE N
AVANCFR_GAUCHE FG=(N-1)/2
fitérer
{(1)} tantque -EST RACINE et_c A_DROITE faire 2FD+1=N
AVANCER PERE FD=(N-1)/2
ftantque
arrét : EST_RACINE. FD+1=(N+1)/2
AVANCER_PERE ; AVANCER_DROIT ° FD=(N-1)/2
fitérer
Evaluation :

acces arborescent : FiNaL prorr:0, A DROITE:N-1, EST RACINE: (3N+1)/2
pour Tes autres primitives voir version 3.

opérations logiques :

contrdle : (5N+1)/2

remarque ; (version 6-vis)

Si 1'on peut définir la fonction ESTDROIT de telle sorte que
ESTDROIT (RACINE)=faux (i.e. tout se passe comme si l'arbre est
accorché en fils gauche d'un noeud fictif), le contrdle de la
remontée dans l'arbre (marqué (1) dans l*algorithme ci~dessus)
peut étre écrit plus simplement (application d'une technique de
sentinelle) : il s'écrit alors : tantque A _DROITE faire... :
L'évaluation est alors changée de la maniére suivante s

o primitives EST_RACINE:(N+1)/2

« Opérations logiques:0

algorithme : parcours en préordre d'un arbre binaire - version 7

{on applique la version 4 au cas d'un arbre binaire homogéne.

EMPILER, DEPILER sont des primitives de gestion d'une pile qui respectivemen
empile le noeud courant et décapite la pile aprés avoir mis 3 jour~1e noeud
courant avec le sommet de pile. VIDER PILE initialise la pile avec un FICTIF

VIDER PILE ; DEMARRER RACINE 1
itérer
itérer VISITER(NC) N
arrét : FINAL_GAUCHE N
EMPILER ; AVANCER GAUCHE FG=(N-1)/2
fitérer
. DEPILER FD+1=(N+1)/2
arrét : NC=FICTIF FD+1=(N+1)/2
AVANCER DROIT FD=(N-1)/2
fitérer ’ ( M

Evaluation :
acceés arborescent : FINAL DrROIT:0, pour les autres primit i
comparaisons s hsiya s P p ives voir version 4
contrdle : (3N+1)/2



- 201 -

c) Comparaison des solutions obtenues

Les différentes versions que nous venons de présenter différent d'une
part du point de vue de leurs conditions d'applications, d'autre part du
point de vue de leurs performances. Nous n'insistons pas davantage sur les
conditions d'application, et nous cherchons a comparer les solutions d'un
point de vue quantitatif. Pour cela, nous nous placons dans le contexte par
ticulier suivant :

- 1'arbre considéré est représenté en mémoire sour forme d'un ensemble
de noeuds chainés entre eux a 1'aide de pointeurs. Sauf lorsque cela est
précisé autrement, 1'ensemble des informations contenues dans un tel noeud
suffit a donner directement la valeur des primitives attachées a ce noeud.
Ainsi par exemple, chaque noeud porte une information logique indiquant
si le noeud est fils gauche ou fils droit.

- nous nous placons dans un contexte de programmation tel que 1'on puisse
mesurer les colts des algorithmes en termes d'une unité de temps dont la
valeur exacte n'es% pas précisée (nous reprenons ainsi la technique donnée
dans [Knu 691).

Dans ces conditions, notre évaluation comporte deux étapes :

1. Le calcul du colt de 1'implémentation particuliére de 1'arbre ("codt
arbre") : nous cumulons les codts correspondant & 1'utilisation des pri-
mitives de la machine arbre, sur la base des hypothé&ses suivantes :

. le noeud courant est maintenu dans un registre
. D RAC, AV G, AV D, av_p : chacune de ces primitives provoque un charge-
ment de nNC soit un codt de 2 unités.

. dans le cas ol une pile est utilisée : le sommet est désigné a 1'aide
d'un registre.

. VIDER PILE : initialisation du registre, de la pile par rrcrIr , soit
un colt de 3 unités.

. EMPILER, DEPILER : incrémentation ou décrémentation du registre pile,
chargement ou déchargement de 1a pile, soit un coOt de 3 uniteés.
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S
©
“m arbre brinaires quelconques arbres binaires homogénes
P : @
opérations/version S T > ] T r g 5 BTs vi
D RAC+AV_G+AV_D+AV P | 2 |2N 2N 2N N 2N 2N 2N N
VIDER+EMPILER+DEPILER| 3 |0 0 0 ZNF 0 0 0 N+1
mHz|m+mHzlo+mmH|w>n 2 |2N+FD+1g 2N+FD+1g+1 3N+FD+1 2N N+L+1 (5N+1)/2 |(3N+1)/2 | N
comparaison z N | FD+1 0 FD+1 (N+1)/2 0 0 (N+1)/2
et/ou 1 IN-L-1 N-L-1 2N 0 0 N 0 0
contrdle 1 |3N+FD+1g 2N+2FD+1g+2 3N+2FD+2 | 2N+FD+2 (5N+1)/2 (5N+1)/2 | (5N+1)/2 | (3N+1)/2
{affectations 2 |N-L N-L N+1 0 0 0 0 0o
cout arbre 8N+2FD+21g |8N+2FD+21g+2 |1ON+2FD+2 |6N+6NF EN+2L+2 9N+1 7N+1 TN+3
colit algorithme 8N+FD+2L=-1d=1 |5N+4FD-3L+1g+3|7N+2FD+4 |2N+3FD+4 (IN+3)/2 (TN+1)/2 | (5N+1)/2 | (5N+3)/2
colt total 16N+3FD-21d-1 |13N+6FD-31d+5 |[17N+4FD+6 |BN+3FD+6NF+4 | (19N+3)/2+2L+2 (25N+3)/2 [ (19N+3)/2| (1SN+2 )/2
cout supplémentaire
lorsque ESTDROIT 6N 6N 0 0 6N oN 6N ¢
n'est pas définie

Evaluation des 8 versions

"chainée" de 1'arbre.

de parcours en préordre d'un arbre binaire dans le cas d'une représentation




. FIN G, FIN D, EST RACINE :
soit 2 uniteés.
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mise & jour d'un indicateur de comparaison,

. tout accés a nc, rrcrir, et utilisation de A DROITE est comptabilisée
dans 1'instruction les utilisant.

. lorsque la fonction EsTprOIT n'est pas définie, nous utilisons la techniqu
: ceci revient & dire que le coilit des primitives
D RAC, AV G, Av_D et av_P est augmenté de 3 unités.

proposée au § 6.1.2.

2. Le calcul du codt 1ié a 1a forme de 1'algorithme choisi (“codt algorithme")

Nous supposons que chaque fois qu'il y a une variable logique elle est

implantée dans un registre. Dans ces conditions, nous nous basons sur les
chiffres suivants

: comparaison
opération logique et/ou
L'ensemble de ces évaluations est résumé dans le tableau de Ta page suivante

Pour comparer les colits obtenus dans ce tableau, nous
nous plagons dans le cas moyen ol FG = FD = NF = N/2 et ol N est suffisamment

: 2 unités, contrdle
: 1 unité, affectation

: 1 unité,
: 2 unites.

grand pour que 1'on puisse ignorer les constantes. On suppose de plus que

L est négligeable par rapport & N. Dans ces conditions, on obtient les chiffres

approximatifs suivants (coGt 1 :
fonctiongsrprorr non définie).

fonction esrprorT définie, coiit 2 :

version 1 2 3 4 5 6 6 bis 7
colit 1 35N/2 | 32N/2 | 38N/2 | 25N/2 | 19N/2 | 25N/2 | 19N/2 | 19N/2
colit 2 47N/2 | 44N/2 | 50N/2 | 25N/2 | 31N/2 | 37N/1 | 31IN/2 | 19N/2

On peut faire les remarques suivantes :

. I'importance relative du colt supplémentaire (6N) du & la réalisation de
ESTDROIT

. les performances des solutions ayant recours & une pile (versions 4 et 7)

qui notamment ne dépendent pas de EsTproIT.

Remarque :

Ceci se comprend intuitivement de la maniére suivante

%

: le recours a la

pile permet d'éviter un certain nombre de remontées élémentaires

(retour au pére), dans la mesure ou on remonte directement au prochain

noeud a visiter.
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. en ce qui concerre le coit 1 : .
- les différences entre les versions qui traitent les arbres binaires
homogénes (5 a 7) sont moins accentuées que les différences entre
les versions qui traitent le cas général (1 a 4).

. @ titre indicatif, on a (C; désigne le coit de la version i)

CG"CBbis / Cg = 24 %, C3-C4/C3 = 34 %, C3-CZ/C3 = 16 %, Cl—CZ/C1 =8 %.

Mais i1 faut surtout souligner que nous n'avons pas tenu compte pour

1'instant du colit du traitement de 1'arbre proprement dit : chacun des algo-
rithmes applique N fois 1'action VISITER. Les différences que nous venons
d'établir ne restent significatives, que dans la mesure od le co(t de VISITER
n'est pas trop important. A titre indicatif, on peut voir 1'évolution du gain
entre les versions 3 et 6 bis dans le cas du colit 1 et les versions 3 et 7
dans le cas du coiit 2.

coGt de VISITER T2 ) D A ) 30T 50 75 [100

(cottl)|gain C3-C6bis/C3 45% {41% |35%{30,6%|24,35%|19,5%}13,8%{10,1%|8%

(colit2)]gain Ca-C7/C7 657,8%153,4%|47%| 42% |34,4% |28,2%|13,6%]15,5%|12,4%

d) Conciusion

Cette étude a montré 1'intérét d'une démarche systématique. D'une part
nous maitrisons mieux le probléme général traité en proposant diverses solu-
tions aux conditions d'application variées, d'autre part nous pouvons, une
fois fixées les conditions particuliéres d‘implantation des algorithmes,
comparer Tes solutions de maniére quantitative et notamment décider si les
différences sont significatives. Soulignons par ailleurs 1'importance du rdle
que joue le choix d'un formalisme : la machine arbre a permis de séparer
les aspects relatifs a 1'implantation des données de ceux relatifs a la
formulation d'un algorithme.
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4 e Bt e M e o o e e e o U R e e s e Ba o . Ve se S v o e ] n -

Nous partons de la forme récursive du parcours en ordre symétrique :

action SYM (arbre A)
si E G(A) alors SYM(G(A)) fsi
VISITER(A)
si E D(A) alors SYM(D(A)) fsi
faction SYM
L*arbre donné est parcouru en ordre symétrique par 1‘'appel

INIT P ; SYM(RAC) ; TERM P
a) Construction de 1‘'algorithme

Nous suivons la méme démarche que pour le préordre. Appliquant le
traitement séquentiel, nous considérons la file des noeuds en ordre symétri-
que et étudions les trois primitives PREMIER SYMETRIQUE (en abrégé PRE S),
SUCCESSEUR_SYMETRIQUE (en abrégé suc s) et DERNIER_SYMETkIQUE (en abrégé pErR s).
Comme précédemment, PRE s et pER s sont étendues de la maniére suivante : elles
désignent respectivement le premier et le dernier noeud visité lors du par-
cours en ordre symétrique d'un sous-arbre quelconque dans 1'arbre considéré.
A étant ce sous-arbre, on écrira pre s(a) et DErR s(a). suc s(x) désigne le
successeur d'un noeud donné x Tors du parcours en ordre symétrique de 1'arbre
donné. Nous &tudions syc p(x) dans 1'hyhothése ot ce successeur existe
(i.e. X#DER S(D)).

L'analyse de ces trois primitives est faite selon les mémes principes
que pour le préordre (§ 6.2.1.) : comme précédemment, 1'étude de SUC_S(X) ,
conduit & définir une primitive REMONTER SYMETRIQUE (en abrégé rem s ) définie
comme suit :
REM_S(v) désigne le prochain noeud qui doit &tre visité lors du parcours en
ordre symétrique de 1'arbre donné, sachant que le dernier noeud qui a &té
visité a terminé le parcours en ordre symétrique du sous-arbre de racine v.

Nous nous bornons ici a donner le tableau récapitulatif de cette

analyse :
cas PRE_S(X) DER_S(X) SUC_S(x)
E_G(X) et E D(X) PRE_S(G(X)) DER _S(D(X)) PRE_S(D(X))
E _G(X) et ~E D(X) PRE _S(G(X)) X REM_S(X)
~E_G(X) et E D(X) b'¢ DER_S(D(X)) PRE S(D(X))
4E_G(X) et ~E D(X) X X , REM S(X)
= i .
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et 1a fonction REM S est définie comme suit :

cas REM_S(Y)

ESTDROIT(Y) REM_S(PERE(Y))
«ESTDROIT(Y) PERE(Y)

A partir de cette analyse on aboutit a la version 1 du parcours en ordre
symétrique d'un arbre binaire. Comme précédemment, nous étudions d'autres
versions de cet algorithme.

b) Autres versions

. Pour éviter le calcul du dernier noeud visité lors du parcours en
ordre symétrique, on peut définir une version 1 bis suivant le principe

suivant : a partir de 1'arbre donné, on considére un nouvel arbre dont la
racine est un noeud rrcrir et qui a pour sous-arbre 1'arbre donné :
FICTIF
RACIN?KT//
/7
Dans ces conditions, 1‘ordre symétrigque du nouvel arbre se termine par la
visite de rrcrrr . Comme on ne veut pas "visiter" ce noeud, la version 1 est
adaptée en conséquence : le calcul du dernier en ordre symétrique est avité
(c'est FIcrir), et le parcours proprement dit est décrit a 1'aide d*un schéma
tantque(ce qui permet de ne pas visiter le dernier &lément).

Nous ne donnons pas cet algorithme qui se déduit directement de la
version 1.

. La version 2 est basée sur la méme analyse que la version 1, mais on
évite de calculer le dernieur noeud en ordre symétrique : 1'analyse de
REMONTER _SYmETRIQUE fait intervenir un nouveau cas qui contrdle la fin de
1'algorithme.

H
. Une version 3 que nous ne donnons pas, consiste & regrouper les
descentes a gauche dans 1'algorithme 2 (selon un principe analogue a celui
de la version 2 du.préordre).
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-La version 4 correspond au cas ol les fonctions PErg et ESTDROIT ne sont pas
définies. On peut appliquer la technique proposée au § 6.1.3. La version 4

que nous proposons est basée sur le principe suivant : on associe & chaque
noeud de 1'arbre 1'ensemble des noeuds dont i1 est descendant par un arc
gauche. Cet ensemble permet de réaliser la fonction REMONTER _SYMETRIQUE. Comme
pour la version 4 du préordre, on utilise des primitives de gestion de pile
attachées a la machine arbre. D'autre part le contrdle de 1'algorithme est
réalisé en suivant le principe de 1a version 1-bis : on suppose que 1‘'arbre
est fils gauche d'un noeud fictif qui est mis dans 1a pile lors de 1'initia-
lisation. Enfin, cette version 4 est basée sur le principe de 1a version 3

(traitement d'une suite de “"branchements gauches").

- Les versions 5 et 6 concernent le cas des arbres binaires homogénes.

¢) Algorithmes

algorithme : parcours en ordre symétrique d'un arbre binaire - version 1

{calcul du dernier en ordre symétrique}

DEMARRER RACINE : 1
tantque FINAL DROIT faire 1d+1
AVANCER DROIT 1d

ftantque
DS:=NC ; DEMARRER RACINE 1

{parcours proprement dit}
{calcul du premier en ordre symétrique}

tantque -FINAL GAUCHE faire 1g+1
AVANCER GAUCHE 4 1g
ftantque
itérer VISITER(NC) N
arrét : NC=DS N
{passage au successeur symétrique}
si -FINAL DROIT N-1
alors AVANCER DROIT FD
tantgue ~FINAL GAUCHE faire N-1g+1
AVANCER _GAUCHE FG-1g
ftantgue
sinon {remontéel} -
tantqgue A _DROITE faire N-1d-1
AVANCER PERE FD-1d
ftantque
AVANCER PERE FG
fsi
fitérer

Evaluation :{1g nombre d'arcs gauche entre la racine et le premier visita
1d nombre d'arcs droit entre la racine et le dernier visité)
accds arborescent : DEMARRER RACINE:2, AVANCER GAUCHE:FG, AVANCER DROIT:FD+1d
AVANCER_PERE:N-1d-1, FInar Gauchg:N, FINAL DROIT:N+1d
A _DROITE:N-1d-1, nc:2N+1

comparaisons : N
controle : 4N-1
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Algorithme : parcours en ordre symétrique d'un arbre binaire - versionZ

{le dernier en ordre symétrique n'est pas calculé., La fin de 1'algorithme
est déterminée par une remontée sur la racinel

fini:=faux 1
{premier élément dans 1'ordre symétrique)

DEMARRER RACINE i
tantque ~FINAL GAUCHE faire 1g+1
AVANCER_GAUCHE 19

Ftantque
répéter
VISITER(NC) N
si qFINAL _DROIT N
alors AVANCER_DROIT FD
tantque FINAL GAUCHE faire N-1g-1
AVANCER GAUCHE FG-1g
ftantque
sinon {remontée}
{(1)} tantque ~EST RACINE et _c A DROITE faire N
AVANCER _PERE FD
ftantque
si EST RACINE FG+1
alors fini:=vrai 1
sinon AVANCER PERE FG
fsi
fsi
jusqua fini N
Evaluation :

accés arborescent :DEMARRER_RACINE:1, AVANCER _GAUCHE:FG, AVANCER DROIT:FD
AVANCER. anu N-1, FInaL GAUCHE: N, FINAL DROIT: N
EST RACINB NfFth ; A DROITE N, nc:N

opérations logiques : N

contrbie s 4N+FG+1

Remarque : version 2bis
Si 1'on peut définir la fonction ESTDROITpour la racine de telle
sorte que ESTDROIT(RACINE)=faux l°itération de remontée marquée (1}
dans la version 2 ci-dessus peut s'écrire tantgue A DROITE faire...
L'évaluation est alors changée en conséquence : -
primitives : EST RACINE:;FG+1
opérations logiques : o
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algorithme : parcours en ordre symétrique d'un arbre binaire - version 4

{les Fonctions PERE et ESTDROIT ne sont pas deflnles. A chaque noeud est
associé l'ensemble des noeuds dont il descend par ‘un arc gauche. Cet ensembl«
est géxré en pile : EMPILER empile le noeud courant, DEPILER met & jour le
noeud courant avec le sommet de pile et décapite la pile. La pile est

initialisée par un FICTIF & l'aide de VIDER PILE . On a : E D(FICTIF)*faux.
On regroupe ces "descentes & gauche"}.

DEMARRER _RACINE ; VIDER PILE 1
itérer tantque +FINAL GAUCHE faire N
EMPILER _; AVANCER_GAUCHE FG
ftantque
{visite de tous les noeuds sans fils droit} FD+1
tantque FINAL DROIT faire N+1
VISITER(NC) ; DEPILER NT1G+NF=FG+1
ftantque
arrét : NC=FICTIF FD+1
VISITER(NC) ; AVANCER DROIT FD
fitérer

Evaluation :
accés arborescent: DEMARRER RACINE:l, AVANCER GAUCHE:FG, AVANCER  DROIT:FD
VIDER | PILE;1, EMPILER:FG, DEPILER:FG+1
FINAL_GAUCHE:N, FINAL DROIT:N+l, NC:N, FICTIF:FD+1
comparaison : FD+1

contréle : 2N+FD+2
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Algorithme : parcours en ordre symétrique d'un arbre binaire. Version 5

{on considére le cas des arbres binaires homogénes. On applique la version
3 : regroupement des descentes a gauche". On suppose que la fonction
ESTDROIT peut étre définiepourla racine : ESTDROIT(RACINE)=faux}

DEMARRER _RACINE 1
itérer tantque -~FINAL GAUCHE faire N
AVANCER_GAUCHE FG=(N-1)/2
ftantque
VISITER(NC) FD+1=NF=(N+1)/2
tantque A DROITE faire N
AVANCER PERE FD=(N-1)/2
ftantque
arrét : EST RACINE FD+1=(N+1)/2
AVANCER PERE ; VISITER(NC) ; AVANCER_DROIT FD=(N-1)/2
fitérer
Evaluation :

acces arborescent: DEMARRER RACINE:], AVANCER GAaucHE:(N-1)/2 ,
AVANCER DroI1T:(N-1)/2
AVANCER PERE:N-1, FINAL_GAUCHE:N, FINAL_DROIT:0
EST RACINE:(N+1)/2
A DROITE:N, WNC:N

controle : (5N+1)/2

Remaxrque : version 5-bis
Une forme analogue d‘algorithme est obtenue si 1l'on peut définir
un fictif comme pére de la racine. Ce fictif n'est pas visité,
mais sert uniquement A contrdler la fin de 1l'algorithme.

Algorithme : parcours en ordre symétrique d'un arbre binaire - version 6

{cas o0 la fonction PERE et la fonction ESTDROIT ne sont pas définies.
on applique la version 4 au cas des arbres binaires homogénes}

DEMARRER_RACINE ; VIDER_PILE 1
itérer : tantque -FINAL GAUCHE faire N
EMPILER ; AVANCER_GAUCHE (N-1)/2
tftantque
VISITER(NC) ; DEPILER (N+1)/2
arrét : NC=FICTIF (N+1)/2
'VISITER(NC) ; AVANCER DROIT (N-1)/2
fitérer - .

Evaluation :

accés arborescent : DEMARRER RACINE:1l, AVANCER GaucHE:(N-1)/2,,
AVANCER_DRoOIT:(N-1)/2

viver PILE:1, EMPILER:(N-1)/2, peEpILER:(N+1)/2
FINAL _GAUCHE:N, FINAL_DROIT:0

comparaison : (N+1)/2

contrdle : (3N+1)/2

?
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d) Comparaison des solutions proposées

Nous faisons cette comparaison dans les mémes hypoth&ses que pour
le préordre. On obtient les chiffres suivants (on suppose que ESTDROIT est
définie. Lorsqu'elle ne 1'est pas, il faut ajouter 6N aux versions 1, 2,

2 bis et 5).

version 1 2 2 bis 4 5 6

colit 14N+21d-1 | 15N+3FG+3 | 12N+3FG+3 | 1IN+3FG+9 | 6N | 9N+4

soit en supposant FD = FG = N/2, les colits approximatifs suivants :

28N/2 33N/2 27N/2 25N/2 T12N/2 18N

On peut donc constater :

. les faibles variations entre les solutions dans le cas général (versions
13 4) (ceci est du a Ta "symétrie" du parcours)

. la bonne performance de la version 5 par rapport a ce qu'on avait pour le
préordre.

¢

Nous partons de la forme récursive du parcours en ordre terminal :

action TER(arbre A)
si E G(A) alors TER(G(A)) fsi
si E D(A) alors TER(D(A)) fsi
VISITER(A)
faction TER
L'arbre donné est parcouru en ordre terminal par la séquence :

INIT P ; TER(RAC) ; TERM P

a) Analyse

Nous construisons un algorithme itératif en suivant la méme méthode
que pour les autres ordres de parcours. Appliquant le traitement séquentiel,
nous considérons 1a file des noeuds en ordre terminal et étudions les trois
primitives PREMIER TERMINAL, (en abrégé PRE T ), SUCCESSEUR TERMINAL (en
abrégé suc_T ) et DERNIER TERMINAL (en abrégé per T). PRE T et DER T sont
définies pour tout sous-arbre de 1'arbre donné. suc r(x)désigne le successeur
en ordre terminal du noeud x lors du parcours de 1'arbre donné. On suppose
que x n'est pas le dernier en ordre terminal. Comme précédemment. 1'é&tude
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de suc_r fait apparaitre une primitive REMONTER_TERMINAL (en abrégé REM T)
définie comme suit :

REM 7 ¥ désigne Te prochain noeud qui doit étre visité lors du parcours
en ordre terminal de 1'arbre donné, lorsque le dernier noeud qui a été
visité a terminé le parcours en ordre terminal du sous-arbre de racine Y.
Nous nous bornons a donner ici le tableau récapitulatif de cette analyse :

cas PRE_T(X) DER_T(X) sUC_T(X)
E_G(X) et E_D(X) PRE_T(G(X)) X REM_T(X)
E G(X) et —£ D(X) PRE_T(G(X)) X REM_T(X)
WE_G(X) et E D(X) PRE_T(D(X)) X REM_T(X)
~E G(X) et - _D(X) X X REM_T(X)

et rem_T est définie comme suit :

cas REM_T(Y)
~ESTDROIT(Y) et E_D(PERE(Y)) PRE_T(D(PERE(Y)})
~ESTDROIT(Y) et -~E D(PERE(Y)) PERE(Y)
ESTDROIT(Y) et E_G(PERE(Y)) PERE(Y)
ESTDROIT(Y) et ~E_G(PERE(Y)) PERE(Y)

On déduit directement un algorithme de cette analyse (version 1).

b) Variantes

Comme précédemment, on peut construire plusieurs autres solutions :
. la version 1 bis {qui n'est pas donnée ici) s‘attache & regrouper en un
seul endroit dans 1°algorithme les instructions correspondants & la recherche
du premier noeud visité en ordre terminal. L'algorithme se déduit directement
de la version 1 de la maniére suivante. On considére un nouvel arbre constitué
d'une racine FP ayant pour sous-arbre gauche un noeud FF, et pour sous-arbre
droit, 1'arbre donné.

C P
La version 1 est alors appliquée a cet arbre, //AK}
FF \RACINE

en tenant compte que fr en est Te premier en

ordre terminal et qu'il n'est pas visité. De // \\
plus on ne visite pas le dernier noeud rp.

Pour que cette réalisation soit possible, i1 faut pouvoir étendre les

primitives définissant 1'arbre donné de la maniére suivante :
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.

PERE (RACINE)=FP, ESTDROIT (RACINE) =vrai, GAUCHE(FP)=FF, "

DROIT(FP)=RACINE , E_G(FF)=E_D(FF)=faux, PERE(FF)=FP, ESTDROIT(FF)=Ffaux

. La version 2 (que nous ne donnons pas) traite le cas oii la fonction PERE
n‘est pas définie. Contrairement a ce qui se passait pour le préordre et
ordre symétrique, on doit appliquer ici la technique proposée au § 6.1.3.,
c'est-a-dire, appliquer la version 1 & un arbre défini a partir de 1'arbre
donné en assdﬁiant a chaque noeud le chemin qui y conduit en partant de la
racine. On peut remarquer que 1'on a toujours besoin de la fonction ESTDROIT
(contrairement aux versions analogues pour le préordre et 1'ordre symétrique).

. Les versions 3 et 4 concernent le cas des arbres binaires homogénes. Nous

ne donnons que la version 3 dérivée de la version 1, la version 4 en étant
une application lorsque 1'on recourt a Ta technique du § 6.1.3. pour réaliser
les fonctions PERE et ESTDROIT.

algorithme : parcours en ordre terminal d'un arbre binaire - version 1

DEMARRER RACINE ' 1
{calcul au premier en ordre terminal}l
itérer tantque +FINAL GAUCHE faire L+1
AVANCER GAUCHE 1g
ftantque
arrét : FINAL DROIT 1d+1
AVANCER DROIT 1d
fitérer
itérer VISITER(NC) N
arrét : EST RACINE N
{remontée}
si A_DROITE N-1
alors AVANCER PERE FD
sinon AVANCER PERE FG
si FINAL DROIT alors ' FG
AVANCER _DROIT NT2=NF-1
itérer tantque FINAL GAUCHE faire N-L-1
AVANCER GAUCHE FG-1g
ftantque
arrét : FINAL DROIT FD-1d
AVANCER_DROIT FD-NF-1d+1
fitérer
fsi
fsi
fitérer
a
Evaluation :

accés arborescent: DEMARRER RACINE:1, AVANCER GAUCHE:FG, AVANCER DROIT:FD
AVANCER_PERE:N-1, FINAL GAUCHE:FG, FINAL DROIT:N+FD
EST RACINE:N, A _DrROITE:N-1, NnC:1

contrdle : 4N-1
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Algorithme : parcours en ordre terminal d'un arbre binaire - version 3

{on applique la version 1 au cas d'un arbre binaire homogéne}

DEMARRER_RACINE 1
tantque ~FINAL GAUCHE faire 1g+l
AVANCER_GAUCHE g
ftantque ’
itérer VISITER(NC) N
arrét : EST RACINE ‘ N
si A_DROITE N-1
alors AVANCER PERE FD=(N-1)/2
sinon AVANCER PERE ; AVANCER_DROIT FG=(N-1)/2
tantque ~FINAL GAUCHE faire 2FG-1g=N-1g-1
AVANCER_GAUCHE FG-1g
ftantqgue
fsi
fitérer
Evaluation :

accés arborescent: DEMARRER RACINE:1l, AVANCER GAUCHE:(N-1)/2,
AVANCER DRO1T:(N-1)/2
AVANCER PERE:N-1, FINAL GAUCHE:N-1, FINAL_DROIT:0
EST _RACINE:N B -
A_DROITE:N-1, ncC:N

contréle : 3N-1

d) Evaluation :

L*evaluation de ces 4 versions est faite dans les conditions décrites
au § 6.2.2. lors de 1'étude du préordre. Les “colts 1" correspondent au
cas ot chague noeud porte 1'information Esrprorr, les “"colits 2" correspondent
au cas od 1'information esrororr est calculée au cours du parcours & 1'aide

d'une pile.

- version h) 2 3 [
coit 1 | 14N-3 15N-3 11N-5 12N-3
coiit 2 | 20N-3 21N-3 17N-8 18N-6

On peut constater, que les versions utilisant une pile (2 et 4) sont plus
chéres que les autres (contrairement a ce qui se passait pour les deux autres
ordres de parcours). Par ailleurs les différences entre les versions sont

moins importantes que précédemment.
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Remarque :

Ceci peut étre expliqué intuitivement : comme le parcours en ordre
terminal impose gue tout noeud soit visité aprés ses descendants,

il y a une remontée systématique au noeud aprés le parcours du
sous—-arbre droit. (ce qui n'était pas le cas pour les autres parcours)

e) Comparaison des trois parcours étudiés

Nous concluons cette étude des parcours d'arbre en proposant un
tableau récapitulatif qui permet de comparer les parcours.

préordre symétrique termiﬁal
version 35N/2 28N/2 28N/2
L sans pile [ (v.1) (v.1) (v.1)
genéral  Nerston | 25N/2 25N72 30N/ 2
avec pi]e (v.4) (v.4) (v.2)
version 19N/2 12N/2 22N/2
~ sans pile | (v.5) (v.5) (v.3)
homogéne  |GersTon | 19N/2 1oN/2 2AN/ 2
avec pile | (v.7) (v.6) (v.4)

Nous avons de plus élaboré un ensemble de schémas et fourni des évaluations
permettant d'en vérifier la cohérence; d'en juger le comportement et d'en
estimer le colt (dans un contexte particulier & titre d'exemple).

Nous montrons dans le prochain paragraphe comment utiliser directement
ces schémas au cours de la résolution d'un probléme.

6.2.5. - Conclusion

L*étude des parcours d'arbres a un rdle exemplaire dans la mesure ol
nous avons utilisé 1'ensemble des résultats présentés dans les chapitres
précédents, au cours d'un processus de construction décomposé en plusieurs
étapes :

1. 1'application du traitement arborescent comportant :
. la définition et la description de 1'arbre (donné dans notre énoncé génér:
. une analyse récurrente (selon le § 5.1.6.) conduisant a un algorithme
récursif (( 5.2.1.).
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2. 1'application du traitement séquentiel comportant
. la définition d'une file selon les principes du chapitre 1 (§ 1.1.)
. 1a reconnaissance d'un probléme de parcours de file.

3. la construction d'algorithmes itératifs comportant
. la définition d'une machine séquentielle
. 1'étude du répertoire de cette machine, selon le modéle d'analyse du
§ 5.1.6.

4. la mise en évidence de divers choix possibles et de cas particuliers
conduisant a de nombreuses solutions (qui recouvrent les solutions
couramment proposées).

Cette étude montre la puissance de nos méthodes face a un probléme
algorithmique difficile (quoique résolu depuis longtemps): 1‘'application
successive du traitement arborescent et du traitement séquentiel a permis
la construction systématique d'un ensemble de solutions a ce probléme (ce
1'on peut opposer a une présentation de ces solutions qui est en général
trés intuitive).

6.3. - UTILISATION DES PARCOURS D'ARBRES DANS UN TRAITEMENT ARBORESCENT

Jusqu'a présent, nous avons basé la résolution d'un traitement arb
rescent sur les deux étapes suivantes

1. structuration en arbre, en appliquant le modéle donné au § 5.1.2.

2. résolution du probléme par analyse récurrente en appliquant le modéle
donné au § 5.1.6.

Nous complétons la méthode en proposant une alternative a la deuxi
étape :

2'. résolution du probléme par application du traitement séquentiel a 1'ar
qui a été defini.
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En d'autres termes, nous suggérons de ramener le traitement de 1'arbre
a un traitement é&lémentaire de chacun de ses noeuds : chaque noeud est traité
une fois et une seule, et le cumul de ces traitements résoud le probléme
posé. Les parcours d'arbres ont été présentés (§ 5.2.1.) comme des modéles
de cette démarche, et les algorithmes fournis aux paragraphes 5.2.1. et 6.2.
sont autant de.schémas généraux directement utilisables dés que 1'on peut

-

ramener un probléme a un tel parcours.

Remarque :
Nous n'avons considéré que les trois parcours les plus couramment
utilisés ; tout autre parcours d'arbre peut intervenir dans notre
démarche de maniére analogue ; c'est notamment le cas du parcours
par "niveau" (nous donnons un exemple plus loin, § 7.3.).
Pour expliciter cette maniére de faire, nous donnons tout d'abord
un exemple, puis nous étudions les algorithmes fondamentaux du § 5.2.

Enfin 1a démarche sera constamment utilisée dans le chapitre 7.

6.3.1. - Exemple_: profondeur d'un arbre

Nous reprenons cet exemple pour lequel nous avons donné une analyse
récurrente au § 5.1.6. Nous proposons maintenant 1'analyse suivante :

La profondeur de 1'arbre est la valeur maximum que peut prendre le niveau

d'un noeud quelconque de 1'arbre. Plus précisément, c'est la valeur maximum
des niveaux des feuilles de 1'arbre. Nous savons simplement calculer la valeur
maximum d'une suite de nombres. Notre probléme est résolu si 1'on sait d'une
part associer & chaque feuille son niveau, d'autre part &numérer 1'ensemble
des feuilles.

a) Traitement arborescent

Pour associer a chaque feuille de 1‘arbre son niveau, nous appliquons

le traitement arborescent en définissant un nouvel arbre a partir de 1'arbre
donné :

1. Description de 1'information :
Un noeud du nouvel arbre est constitué d'un noeud de 1'arbre donné
et d'un entier correspondant au niveau du noeud.
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2. Description des relations :

(x désigne un noeud , niv son niveau).

RACINE’ : RACINE,1
G'(x,niv) : G(x), niv+i
D' (x,niv) : D(x), niv+l
E G'(x,niv) : E G(x)

E D' (x,niv) E D(x)

PERE’(x,niv) ; PERE(x), niv-1i
ESTDROIT' (x,niv) : ESTDROIT(x)

3. Traitement

Comme nous 1'avons vu au § 5.2.1., 1'énumération des feuilles de
cet arbre peut étre réalisée en appliquant 1'un quelconque des parcou
d'arbre, dans lequel seules les feuilles sont visitées. Le choix du
parcours ne dépend pas ici du traitement puisque la recherche d'un
maximum ne dépend pas de 1'ordre dans lequel les éléments sont exami-
nés. Nous prenons par exemple le préordre. Nous obtenons ainsi une
solution, soit sous forme récursive, soit sous forme itérative.

b) Algorithmes.

b.1) Forme récursive : ‘
Mgorithme : profondeur d'un arbre binaire (forme 1)

entier p {pour cumuler la valeur maximum}

action prof(arbre X, entier NIV}
si «E_G(X) et ~AE_D(X) alors {on applique un parcours en préordre
si NIV>p alors p:=NIV fsi seules les feuilles sont visitées}
fsi

si E G(X) alors prof(G(X),NIv+l) fsi
si E_D(X) alors prof(D(x} ,NIV+1) fsi
faction
{l1e calcul de la profondeur de l'arbre donné est fait par la séquence

suivante: }
p:=0 ; prof(RACINE,1) ;
{1e résultat est p}

b.2) Forme itérative :
L*algorithme est obtenu directement & partir de ceux que nous présenton:
au paragraphe suivant (§ 6.3.2.) en réalisant 1a machine arbre a partir
de la définition du nouvel arbre que nous avons donnée ci-dessus. Par
exemple si on utilise 1a version 1 donnée au § 6.3.2. on obtient :
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+ machine arbre (on utilise Ta machine arbre de 1'arbre donné)
. état :
L.e noeud courant est constitué du noeud courant nvc de 1'accés

arborescent a 1' arbre donné et d'un entier niv donnant le
niveau de ce noeud.

. répertoire :

(on définit les primitives requises par la version 1)

DEMARRER_RACINE' : DEMARRER RACINE ; niv:=1
AVANCER_GAUCHE' : AVANCER GAUCHE ; niv := niv+l
AVANCER DROIT'  : AVANCER DROIT ; niv:= niv+l
FINAL GAUCHE'  : FINAL GAUCHE

FINAL_DROIT' : FINAL DROIT

A_DROITE® : A_DROITE

AVANCER _PERE' : AVANCER PERE ; niv:=niv-1

+ traitement
. accumulateur : un entier p
. répertoire :
INIT P : p:=0

VISITER(NC,niv) : si niv>p alors p:=niv fsi
TERM P : “le résultat est p"

+ algorithme
il est obtenu en substituant dans 1a version 1 de 1'algorithme
d'énumération d'une feuille (voir § 6.3.2.) les primitives
par les définitions données ci-dessus.

Remarque :
La solution issue d'une analyse récurrente (§ 5.1.6.) implique un
parcours en ordre terminal de l'arbre binaire. (c'est une "évaluation
postfixée" de l'arbre binaire). Il est intéressant de noter que,
1'on peut passer d'une solution a l'autre de maniére quasi automatique
par des techniques de transformations comme celles définies dans
[(BuD 771.

6.3.2. - Enumération des feuilles d'un arbre binaire

D D e O R R T S VR W e e R e G S S S e S G B e 1 e M e W

Nous considérons le cas particulier ot le parcours d'arbre n'est fait
que pour visiter les feuilles. Une solution consiste & appliquer 1'un quel-
conque des algorithmes précédents, 1'action VISITER n'étant appliquée que si
le noeud est une feuille. Du point de vue des colits, ceci peut ne pas étre
négligeable (dans les hypothéses que nous avons prises pour faire les évalua-
tions précédentes, ceci augmente le colt total de 6M unités). C'est pourquoi,
nous cherchons un algorithme qui mette & part la visite des feuilles : un

exemple peut &tre obtenu & partir de 1a version 2 du préordre : 1'itération
principale est changée en :



- 220 ~

Mgorithme : {variante de la version 2 du préordre pour énumérer les feuilles}.
... {cf version 2 préordre}

° e .

itérer tantque ~WINAL GAUCHE faire AVANCER_GAUCHE ftantque
{on ne visite plus les non-terminaux}
arrét : NC=DP
si 9FINAL_DROIT
alors AVANCER_PROIT
sinon {le noeud est yne feuille}
VISITER~FEUILLE(NC)
{remontée}
fsi
fitérer ,
VISITER FEUILLE(NC) {le dernier en préordre est une feuille}

On peut de méme adapter toutes les versions du préordre qui “regroupent les
descentes & gauche”.

Mais on peut développer une analyse particuliére pour résoudre 1'énumération
des feuilles : on considére la suite des feuilles, et on applique un traitement
séquentiel. Nous considérons par exemple que 1'ordre qui définit cette suite
est 1'ordre dans lequel les feuilles sont visitées dans les parcours précé-
dents. Dans ces conditions, & 1a suite d'une analyse récurrente totalement
analogue & ce que nous avons fait pour les parcours, on obtient par exemple :

Algorithme : Enumération des feuilles d'un arbre binaire - version 1

{calcul de la derniére feuille DF}
DEMARRER RACINE
itérer tantque -FINAL DROIT faire AVANCER DROIT ftantque
arrét FINAL GAUCHE
AVANCER_GAUCHE
fitérer
DF:=NC
{parcours proprement dit}
itérer [NC est soit la racine, soit un fils droit
on cherche la premiére feuille dans ce sous-arbre}
itérer tantque ~FINAL GAUCHE faire AVANCER GAUCHE ftantque
arrét : FINAL DROIT
AVANCER DROIT
fitérer -
VISITER”FEUILLE(NC)
arrét : NC=DF _
{remontée & la recherche du prochain scus-arbre droit}
répéter dedroite:=A_DROITE ; AVANCER_PERE
jusqua -dedroite et -FINAL_DROIT -
AVANCER DROI?T
fitérer -

{le coiit de cet algorithme dans les hypothéses que nous avons prises
pour l'évaluation des parcours d'arbre est de : 13N+3FG+3NF-31d+3}
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Algorithme : &numération des feuilles d'un arbre binaire - version 2

{la remontée dans l'arbre est réalisée 4 l'aide d'une pile gérée a
1'aide de primitives telles que celles définies pour la version 4
du préordre}

VIDER_PILE ; DEMARRER RACINE

itérer itérer tantque 4FINAL GAUCHE faire

si ~“FINAL DROIT alors EMPILER fsi ; AVANCER GAUCHE
ftantque
arrét : FINAL DROIT
AVANCER DROIT
fitérer
ZISITER_fEUILLE(NC) ; DEPILER
arrét : NC=FICTIF
AVANCER DROIT
fitérer

{le cofit de l'algorithme dans les conditions habituelles est 4N+7NF+3}

Remarque 3
Dans le cas des arbres binaires complets, on obtient les versions 5
et 7 du parcours en préordre.

-y e s e e e G e e o ) 0 ot s G G o G e D > - A

a) Algorithme récursif

Nous reprenons 1'algorithme donné au § 5.2.1. c :

fonction ev_post(arbre A) - result
choix . .
E _G(A) et E D(A) : > fZ(A,ev;post(G(A)),ev;post(D(A))
E G(A) et aE _D(A) +-f1(A,ev;post(G(A))
“E _G(A) et E D(A) : f1(A,ev_post(D(A))
nE_G(A) et ~E D(A) : - £O(A)
fchoix
ffonction ev_post

.

{fo,£1 et £2 sont des fonctions qui permettent le calcul de la valeur
d'un noeud en fonction de celles de ses fils. Ce sont ces fonctions
qui expriment la réduction du probléme lorsque l‘on applique un
schéma d'évaluation postfixée}l

b) Construction d'un algorithme itératif

Nous cherchons a écrire un algorithme itératif qui calcule la valeur
ev_post(RACINE) pour un arbre donné. |

Une premiére &tape consiste a mettre en évidence la gestion des valeurs
de type result qui sont successivement attribuées a chaque noeud de 1'arbre.
De maniére classique, nous avons recours a une pile de valeurs de type

resultque 1'on peut manipuler avec les primitives emp(r) (empiler
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x en haut de la pile), x:=pep (mettre le sommet de pile dans x et
décapiter Ta pile) et viper (initialisation de la pile).

Nous pouvons alors écrire 1'action récursive suivante :

action ev_postl (arbre A)
{met la valeur de A en haut de la pile de valeurs, sans modifier
le reste de la pile}
choix
E G(A) et E_D(A)

o

ev_postl(G(A)) ; ev_postli(D(A)})
xd:=DEP ; xg:=DEP ; EMP(f2(A,xg,xd))
ev_postl1(G(A)) ; EMP(f1(A),DEP)})
ev_postl1(D(A)) ; EMP(f£'1(A), DEP))
EMP(fO(A))

3

E G(A) et 4E D(A)
~E G(A) et E _D(A)
~E_G(A) et -E_D(A)
fchoix
ffaction ev_postl
{xg et xd sont des variables de travaill

“w % o

et 1a valeur de 1'arbre donné est calculée par la séquence :
VIDER ; ev_post1(RACINE) '

Te résultat se trouvant en haut de la pile.

On identifie dans cette action un parcours en ordre terminal de 1'arbre
donné et Ta deuxiéme étape de 1'écriture d'une forme itérative pour ce calcul
consiste simplement & appliquer un algorithme de parcours d'arbre en ordre
terminal, 1a visite d'un noeud étant définie comme suit :

cas VISITER(X) ]
E G(A) et E D(A) xd:=DEP ; xg:=DEP ; EMP(f2(A,xg,xd))
E G(A) et E D(A) EMP(£1(A, DEP))
SE_G(A) et E D(A) EMP(f1(A,DEP))
SE_G(A) et -E D(A) | EMP(fO(A))

ey g e L T T T X T I n ot ooy Spuip -y

Conme nous 1'avons vu au paragraphe 5.2.2., 1'énumération partielle
d'un arbre est définie comme un cas particulier de parcours d'arbre dans lequel
un sous-arbre n'est parcouru que si sa racine vérifie une propriété donnée.
L'écriture d'un algorithme itératif correspondant & une telle énumération
partielle est une simple application du trairement arborescent : on applique
un algorithme de parcours d'arbre & 1'arbre défini & partir de 1'arbre donné,
en supprimant tous les sous-arbres dont la racine ne vérifie pas le prédicat
P (nous avons donné un exemple de définition de cet arbre au § 5.2.2.).
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6.3.5. - Recherche d'un élément dans un arbre

e o s vre S dn S o S ot A S e e et Y e et e M e o

Nous reprenons ce probléme tel que nous 1'avons défini au § 5.2.3. :

on recherche dans un arbre binaire donné a s'il existe un noeud vérifiant

une propriété donnée p. En 5.2.3. nous avions fait 1'analyse récurrente de

ce probléme. Appliquant maintenant le traitement séquentiel, il suffit de

choisir 1'un des ordres de parcours d'arbre et 1a machine séquentielle asso-

ciée. Par exemple, si nous choisissons le préordre et en utilisant la machine

séquentielle de parcours en préordre décrite au § 6.2.1., nous pouvons
écrire 1'algorithme suivant :

Algorithme : recherche d'un élément dans un arbre binaire

DEMARRER_PREORDRE .
tantque ~P(NC) et ~FINAL PREORDRE faire

AVANCER PREORDRE

ftantque
si P(NC)

Remarques

alors ...{on a trouvé en NC}
sinon ...{on n'a pas trouvé}
fsi

cet algorithme est une application directe des schémas de recherch
d'un élément dans une file proposée au § 2.2.4.

On voit ici encore comnment le recours au traitement arborescent

et au traitement séquentiel peuvent intervenir simultanément dans
une analyse.

Une autre maniére de faire consiste & intervenir directement sur
les algorithmes de parcours proposés au § 6.2. et de les modifier
de maniére a arréter le parcours dés qu'un élément vérifiantPa
été rencontxré : ceci ne pose que peu de problémes dans les version
directemernt fondées sur l'idée d'un traitement séquentiel des
noeuds (les versions 1 pour les trois parcours). Les modifications
sont plus délicates dans les autres cas. :

6.4. - CONCLUSION - RESUME DU TRAITEMENT ARBORESCENT

: s
Nous résumons ici la méthode du traitement arborescent en récapitulant

d'une part 1'ensemble des modéles et outils proposés, d'autre part les étapes

du processus de construction de programmes qu'implique 1'application systé-

matique de cette méthode. Ces deux récapitulatifs sont organisés en fonction

des deux principes de base

recherche d'une organisation

logique de 1'information et formulation du probléme posé en termes de cette

organisation.
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A. Recherche d'une organisation logique de 1'information en une arborescence

d'informations élémentaires.
1. modéle du processus de structuration en arbre (§ 5.1.2.)
2. modéle de description de 1'arbre (§ 5.1.3.) comportant

- la description de 1'information élémentaire
(résultat du raffinement)

- la description des relations
(résultat de la structuration)

3. modale d'accés arborescent, appelé "machine arbre"
4. modéle de description d'une machine arbre comportant

- 1a description de 1'état de la machine
- 1a description du répertoire d'actions &lémentaires permet-
tant le déplacement dans 1'arbre

Remarque :
Nous distinguons deux types d‘'arbres (§ 5.1.1.) :
Les arbres binaires et les arbres non binaires (cas général). Toute
la présentation du traitement arborescent est essentiellement basée
sur le cas des arbres binaires parce que cette structure est plus
simple (nombre maximum de fils d'un noeud connu a poriori) ., et qu'il
existe une application du traitement arborescent qui permet de passer
systématiquement du traitement d'un arbre non binaire au traitement

d'un arbre binaire (§ 5.1.4.).

B. Recherche d'une formulation du probléme posé en termes d'un traitement de

cet arbre.
1. un modéle d'analyse récurrente (§ 5.1.6.)
2. un ensemble de schémas fondamentaux répartis en trois groupes :

- parcours d'arbres (§ 5.2.1., § 6.2., § 6.3.2. et § 6.3.3.
- énumération partielle d'un arbre (§ 5.2.2. et § 6.3.4.)
- recherche dans un arbre (§ 5.2.3. et § 6.3.5.)

Remarque 3
fci encore les modéles proposés sont dédoublés en fonction des deux

types d'arbres. Toutefois les schémas ne sont étudiés que pour les
arbres binaires (sauf au § 5.2.1.).
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Dans le tableau suivant, nous décrivons chaque étape de ce processus ‘
en Te qualifiant d'un nom et en explicitant la nature de son résultat

KA. Organisation Togique de 1'information

1. Raffinement description de 1'information élémentaire
12. Structuration description des relations
3. accés arborescent ‘description de Ta machine arbre
- état
- répertoire

B. FormuTation du probTéme en termes d'un traitement d'arbre

1. Analyse récurrente
(choix entre deux types Algorithme récursif
d'analyse par cas)

I" Identification d'un
prob 1éme général

2. E§i$$2u$?e§gs raffinement du schéma

3. Evaluation mesure de comportement de 1'algorithme

Choix d'un schéma
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CHAPITRE /

APPLICATION DU TRAITEMENT ARBORESCENT
A L'ETUDE D'ALGORITHMES RECURSIFS

La méthode du traitement arobrescent conduit en général a des algo-
rithmes récursifs. Inversement, on peut étudier un tel algorithme a 1‘aide
de cette méthode : le traitement arborescent aide alors a évaluer le colt
de 1'algorithme, & le coder dans un contexte de programmation particulier,

sventuellement 3 1'optimiser et i1 contribue ainsi a une meilleure maitrise

de 1'algorithme récursif étudié.

Nous illustrons ces divers points au travers d'exemples, aprés avoir
présenté de maniére générale le principe du traitement arborescent que 1'on
peut associer a tout algorithme récursif. De nombreux autres exemples sont
donnés dans [Sch 761, ou les idées du traitement arborescent ont été présen-
tées pour la premiére fois.

7.1 - TRAITEMENT ARBORESCENT ASSOCIE A UN ALGORITHME RECURSIF
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a) Schéma général

Nous considérons le schéma général suivant, qui recouvre un grand
nombre d'algorithmes récursifs :
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action AC (param P)
ALPHA(P)
si Al1(P) alors AC(T1(P)) fsi
BETA(P)
si A2(P) alors AC(T2(P))
GAMMA (P)
faction AC
ol nous employons les conventions suivantes :
. P désigne 1'ensemble des paramétres de 1‘'action (appel par valeur). Le

type param représente 1'ensemble des types de ces paramétres.

. a1 et A2 sont des prédicats dont la valeur dépend uniquement de 1'examen
du paramétre p

. 71 et 72 sont des fonctions qui étant donné une valeur de type param ,
calculent une valeur de type param.

. ALPHA, BETA et Gamma sont des actions dont 1'effet dépend de P , mais qui
ne modifient pas p. Leur effet est spécifié en fonction d'un ensemble de
variables externes a 1'action.

b) Cas particulier

Un cas particulier de ce schéma, qui survient assez fréquemment, est
le suivant :

action AC1(param P)
si A(P)
alors DELTA(P)
sinon ALPHA(P) ; AC1(T1(P)) ; BETA(P); AC2(T2(P));GAMMA(P)
fsi
faction

Nous considérons 1'appel initial de 1'action : ac(x)
Cet appel engendre un nombre fini d'appels de ac . C'est cet ensemble d'appels
que nous organisons en arbre.
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a) Structuration en arbre de 1'ensemble des appels

. 1a racine de 1'arbre est 1'appel initial ac(x)

. le sous-arbre gauche est défini comme étant 1'arbre associé a
1'ensemble des appels engendrés par 1‘'appelac(ri(x)) . Ce sous-arbre
est éventuellement vide (dans le cas ol a1(x) = faux).

. le sous-arbre droit est défini comme étant 1'arbre associé a 1'en-
semble des appels engendrés par 1'appel ac(r2(x)) . Ce sous-arbre
droit est éventuellement vide'(dans Te cas ol A2(x) = faux).

b) Description de 1'arbre

Cette définition récurrente de 1'arbre montre qu'un noeud peut étre
caractérisé par la valeur du paramétre quiest passé lors de 1'appel corres-
pondant. Dans ces conditions, nous pouvons définir 1'arbre comme suit :

. description de 1'information

un noeud est une valeur de type param
. description des relations

RACINE  : X

G(P) : TI(P)
D(P) : T2(P)
E G(P) : A1(P)

E D(P) : A2(P)

Au niveau d'abstraction oti nous nous placons, nous ne pouvons rien
dire des fonctions Pere et EsTDrOIT . De maniére générale, elles peuvent étre
définies en appliquant les techniques présentées au paragraphe 6.1.3. Nous
illustrerons ceci dans les exemples qui suivent.

Remargque :
pans le cas particulier de l'action AC! , on obtient un arbre
binaire homogéne.
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Ayant défini 1'arbre associé a un appel ac(x) , on peut 1'étudier et
notamment essayer d'interpréter 1'effet de ac(x) comme un traitement de cet
arbre. La forme générale que nous avons choisie pour le schéma ac ne permet
pas d'étre plus précis sur cette étude. Remarquons toutefois qu'a ce niveau
d'abstraction, on peut toujours interpréter 1‘effet de 1'appel ac(x) comme
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un parcours particulier de 1'arbre des appels : il s'agit de combinaison
des trois parcours d'arbres que nous avons étudiés précédemment. (Un algo-
rithme itératif peut étre écrit, sur la base des algorithmes itératifs de
parcours du § 6.2.).

Mais nous sommes souvent en présence d'algorithmes récursifs qui sont
des cas particuliers du schéma général que nous avons donné. On peut alors
se ramener directement a 1'un des algorithmes fondamentaux que nous avons
présentés dans les chapitres précédents. Cette identification permet
d'utiliser les résultats acquis sur le probléme reconnu et notamment d'uti-
liser les schémas itératifs correspondant.
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a) Schéma général

I1 s'agit d'algorithmes qui expriment la solution d'un probléme par
une réduction de ce probléme en N problémes de méme nature. Un exemple de
schéma général est le suivant :

action ACNB (param P)
entier ¢ ; param pp
ALPHA(p)
si A(p) alors
c:=1 ; pp:=TO(p)
itérer ACNB(pp)
arrét : C=NB(p)
BETA(p) ; pp:=T1(p) ; c:=c+l

fitérer

fsi

GAMMA(p)

faction ACNB

Ce schéma exprime la solution du probléme caractérisé par p sous forme d'un
traitement séquentiel de nB(p) sous-problémes.

. 10 et 71 sont comme précédemment des fonctions qui engendrent une valeur
de type param , & partir d'une valeur de type param . Elles permettent de
définir la file des sous-problémes a traiter pour résoudre le probléme
donné.
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Remargue :
Nous avons pris un cas particulier dans la mesure ou nous supposons
pouvoir calculer le nombre de sous-problémes NB(P) . Une autre forme
de schéma peut étre donnée, dans lequel le dernier élément de la file
de sous-problémes est défini par un prédicat.

. 2 est un prédicat qui permet de reconnaitre la situation ol le probléme est
résolu de maniére simple (sans réduction supplémentaire).

. ALPliA, BETA et camma sont des actions qui répondent aux conditions données
pour le schéma précédent (§ 7.1.1.).

b) Principe de 1'étude
Pour traiter ce type d'algorithme, on peut toujours utiliser la méthode

suivante, qui est fondée sur une transformation générale d'algorithmes récur-
sifs (cf. par exemple [BPP 761) :

. on exprime 1'itération que comporte 1'action acns sous forme récursive.
On obtient : '

action ACB (param p, pp ; entier c)

ACNB(pp)

si c#NB(p) alors BETA(p} ; ACB(p,Tl{(pp),c+l) fsi
faction ACB

. L'action acwB s'écrit alors :

action ACNB (param p)
ALPHA(p)
si A(p) alors ACB(p,TO(p),1) fsi
GAMMA(p)

Faction ACNB

. On supprime maintenant toute occurence de acns par substitution :

action ACB (param p, pp ; entier c)
ALPHA (pp)
si A(pp) alors ACB(pp,TO(pp),1) fsi
GAMMA(pp)
si c#NB(p) alors BETA(p) ; ACB(p,T!(pp),ct+l} fsi
faction ACB
{1'appel initial ACNB étant :}
ALPHA(x) ; si A(x) alors ACB(x,TO(x),1) fsi ; GAMMA(x)
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Nous nous sommes ainsi ramené & une action récursive qui répond aux condi-
tions du schéma donné au § 7.1.1.

c) Cas particulier

Dans certaines conditions, on peut appliquer le traitement arborescent
directement sur 1'action acns : i1 s'agit de cas ol 1'on peut reconnaitre
un schéma de parcours d'arbre non binaire. Plus précisément, on peut donner
en exemple le schéma suivant ol 1'action acnB est un cas particulier du
schéma précédent dans lequel 1'action BETa n'est appliquée que pour TO(p) :

action ACNB! (param p) :
entier ¢ ; param pp
ALPHA(p)
si A(p) alors
pp:=TO(p) ; c:=1
ACNB(pp) ; BETA(p)
tantque c#NB(p) faire pp:=T1(pp);c:=c+1;ACNB(pp) ftantque
fsi
GAMMA (p)
faction ACNBI
dans ces conditions, on peut associer a 1'appel acnBi(x) 1'arbre des appels

définis comme suit :

. un noeud est caractérisé par une valeur de type param et deux entiers.

. les primitives de 1'arbre sont les suivantes :

RACINE s x, 1, 1
FILS(PIC'IUf) H TO(P): 1, NB(P)
FRERE(p,c,nf) : T1(p), c+1, nf

E FILS(p,c,nf) : A(p)
E _FRERE(p,c,nf) : c#nf
De cet arbre on déduit un arbre binaire (cf. § 5.1.5.) et 1'action AcnB1
peut étre interprétée comme une combinaison des trois parcours d'arbres binaire

On trouvera de nombreux exemples de cette démarche dans [Sch 761 :
nous y traitons notamment les exemples suivants : algorithme du “"quicksort® de
HOARE, algorithme résolvant le probléme des tours de HANOI, algorithme de
multiplication de matrices de STRASSEN . Dans ce qui suit, nous proposons deux
exemples qui montrent comment le traitement arborescent permet de construire

un algorithme de maniére trés systématique a partir d‘une solution récursive
du probléme considéreé. '
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7.2. - EXEMPLE 1 - PERMUTATIONS

Nous considérons le probléme suivant : &étant donné un entier positif
x , engendrer les permutations d'ordre x, c'est-d-dire toutes les permuta-
tions des x premiers entiers.

Remargque :
Nous avons évoqué une application du traitement arborescent & ce pro-
bléme au § 5.2.2. (un sur-ensemble de 1l'ensemble des permutations est
structuré en arbre, puis énuméré partiellement).

Nous travaillons ici sur une solution générale du probléme proposée
dans (Sed 771 : étant donné une permutation d'ordre x , si 1'on échange
les positions respectives de deux entiers, on obtient une nouvelle permuta-
tion. Le principe de 1'algorithme est d'engendrer un ensenble d'échanges qui
permettent d'énumérer toutes les permutations d'ordre x .

e v o o o e vt Bt 2 v 2 wa b -

. On fait pour 1'instant abstraction de la représentation d'une permutation.
On suppose seulement que P est un objet de type PERMUTATION et que 1'on peut
échanger les positions de deux entiers dans P & 1'aide de 1'action :

action ECH(entier i,j)
{échange les positions des éléments Pi et Pj}

. On considére 1'algorithme récursif suivant :

action PERMUTATIONS (entier K)
{p étant dans un état initial P~, engendre les Kl-1 échanges
qui produisent toutes les permutations d'oxdre X se terminant
par la séquence Pi_ ... pi 1 < K < N}
. k+1 X
entier C
C:=1
itérer si K>2 alors PERMUTATIONS(K-1) fsi
arrét : C=K
{choix de la prochaine valeur & mettre en position K}
ECH(K,f (K,c) {f détermine la position de la prochaine
imprimer (P) valeur a mettre en K}
C:=C+1
fitérer
Faction PERMUTATIONS
{1'appel initial est :)
INITIALISER P ; imprimer (P) ; PERMUTATIONS (X)
{INITIALISER_? initialise P par une permutation gquelconque des
X premiers entiers}.
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Remarques :
. Il existe de nombreuses maniéres de définir la fonction de choix
£. Nous retenons la définition suivante attribuée & HEAP [Hea 63]
par SEDGEWICK

f(K,C)
f(K,C)

1 si K est impair
C si K est pair

. Dans ce qui suit, afin d'alléger la présentation, nous désignerons
par NOUVP(K,C) la séquence ECH(F,f(K,C)) ; imprimer P

7.2.2. - Une autre forme de 1'action récursive PERMUTATIONS
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Nous nous ramenons & une forme d'action dans lTaquelle un appel ne peut
engendrer que deux appels récursifs au plus.
Nous détaillons 1'application de la technique proposée au § 7.1.4. :
. T'itération qui constitue le corps de 1'action PERMUTATION est mise sous
forme récursive :

action PERMB(entier K,C)

si K>2 alors PERMUTATIONS(K-1) fsi

si C#K alors NOUVP(K,C) ; PERMB(K,C+1) fsi
faction PERMB

L'effet de 1'appel PerMB(X,1) est alors le méme que celui de 1'appel
PERMUTATION(X) .

. La nouvelle forme de 1'action permMuTaTIONS est alors obtenue en substituant
dans peErMB 1'appel PERMUTATIONS(k-1) par 1'appel de PERMB ayant le méme
effet, c'est-a-dire pErRMB(K~1,1)

action PERMB(entier K,C)

si K>2 alors PERMB(K-1,1) fsi

si C#K alors NOUVP(K,C) ; PERMB(K,C+1) fsi
faction PERMB

1'ensemble des permutations d'ordre N est alors engendré par la séquence :
INITIALISER P ; imprimer(P) ; PERMB(X,1)
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a) Arbre des appels
On définit 1'arbre des appels de peErmMB comme nous 1'avons dit au § 7.1.2.

. un noeud de 1'arbre est constitué de deux entiers
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. Les primitives sont :

RACINE : X, 1
G(K,C) : K-1,1
D(K,C) : K,Ctl
E G(K,C) : K>2
E D(K,C) : K#C

ESTDROIT(K,C) : K#i
{1a fonction PERE n'est pas entiérement définie}
PERE(K,C) : K-1, ? si C=1

K, c-1 si C#l

b) Exemple
A 1'appel PERMB(3,1)qui engendre les permutations d'ordre 3 correspond
1'arbre suivant : 3.1

c) Evaluation :
On calcule les quantités qui nous servent & évaluer le cofit des algo-
rithmes (§ 6.1.4.).

1. nombre de noeuds : soit Ny le nombre de noeuds de 1'arbre des appels
issus de 1'appel PERMB(X,1) ‘

1
1
2
2
X+xn
x x-1

On a :

1 ool

n
n
n

soit :

n_=xl (1/18 + 1/20 4oo ok 1/01 oot 1/(x-1)1)
dont une approximation pour x grand est : n_ = 1x!(e-1)]
2. Le nombre de fils gauches fgx et le nombre de fils droit fdx de

1'arbre des appels issus de PERMB(X,1) est calculé de la méme

maniére :
On a : fg, = fg, = 0
fgx x F ngx—l (x 2)
soit :
fgx = x! (1/21 +...+ 1/i! +...+ 1/{x~1)1!)

dont une valeur approchée pour x grand est :

fgx - Lx!(e—sz
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De méme on a : £d
£d
£d

1

- >
« x-1 + xfdx_1 (x 2)

soit : 1+£d_ (1+£d__,)
1+fd

1+fd1

o

1

38}

x
2
1

soit :
fd = x1-1
X

. Enfin on peut calculer le nombre de feuilies de 1'arbre des appels

PERMé(x,I)
On a : nf, = 1

nf2 = 1

nfx = xnf -1 (x > 2)
soit :

nfx = x4/2

d) Interprétation de rEerMB

PERMB engendre une succession d‘appels de nouve : pour 1‘appel
PERMB(K,C) on engendre d'abord les appels de nouvp correspondant a8 PERMB(K-1,1)
(1e cas &chéant) puis on exécute nouve(k,c) et finalement on engendre les
appels de nouvep correspondant & PERMB(K,C+1).

En termes de 1'arbre que nous venons de définir, on reconnait la défi-
nition du parcours en ordre symétrique (cf. § 5.2.1.) ou nouvp joue le rdle
de 1'action é&lémentaire visiTer . (en fait on n'applique Nouve que si C#k)

e) Ecriture d'un algorithme itératif

A partir de 1'interprétation précédente, nous écrivons un algorithme
itératif qui engendre les permutations d'ordre x , en appliquant 1'une des
versions dévelgppées au § 2.2.3.

Nous appliquons la version 4 de 1'algorithme de parcours en ordre
symétrique : en effet la fonction PERE n'est que partiellement définie. On
obtient alors, en réalisant 1a machine arbre d'aprés la définition précée-
dente de 1'arbre : '
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a) Algorithme : permutations d'ordre X - forme 1

{Les commentaires montrent les relations avec la version 4 (§ 5.2.3.)}
{on fait pour l'instant abstraction de la représentation de la pile}
{le noeud courant est implémenté sous forme des 2 entiers K et c}

VIDER PILE 1
k:=x ; c:=1 {démarrer_racine} 1
itérer tantque k>2 faire {1final_gauche} n_
EMPILER(k,c) £g
k:=k-1 ; c:=1 {avancer_gauche} £g
ftantque x
tantque k=c faire {£inal droit} , nx
(k,c):=DEPILER {on ne visite pas} fg+l1
ftantque X
arrét : (k,c) = FICTIF fd +1
NOUVP {visiter} fa*
ci=ctl {avancer droit} fa*
fitérer - x

Pour que cet algorithme soit correct, il faut pouvoir choisir une valeur de
rIcriF telle que E D(FICTIF)=faux : il suffit de choisir k et c¢ de sorte
que k#c et le couple (k,c) ne soit pas 1'un des noeuds de 1'arbre,

Ce choix sera fait lorsque 1'on décidera de 1'implantation de la pile.

a) Principe

On doit empiler des couples d'entiers. On peut toutefois constater que
chaque fois que 1'on effectue 1'opération EMPILER , on décrémente la valeur
de k. Par ailleurs, c'est le seul endroit ol k est modifié. I1 existe donc
une relation entre k et le nombre nh d'éléments dans 1a pile :
k+h = constante = x+1 (en tenant compte du fictif empilé au départ). On choi-
sit la réalisation de 1a pile en fonction de ces remarques :
On dispose d'un tableau d'entiers pc dans lequel sera implantée la pile.
La taille de ce tableau est choisie en fonction du nombre maximum de valeurs
que 1°on peut empiler. Tenant compte de 1'é@lément fictif, cette taille est
donc (x-2)+1 = x-1
Un élément de la pile soit pc(i) a pour sens : i correspond & la valeur de
k q