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LA PROGRAMMATION GENERIQUE :

CONSTRUCTION DE LOGICIEL , SPECIFICATION
ALGEBRIQUE ET VERIFICATION
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4

0 - INTRODUCTION

La programnation peut &tre considérée comne 1'art de traduire 1°'énonce

d'un problame en programme [PAT?S]. Dans cette traduction, les difficultés
surgissent aux deux extrémités du processus : d'une part, il n’est pas

simple de définir uyn énoncé ou une spécification d'un probléme ; d'autre
part, les lapngages de programmation savent bien refléter les caractéristiques
logiques d'un ordinateur (mémoire, fichiers, modification d'un état), mais

ne facilitent généralement pas 1'expression des spécifications. Oe toutes
fagons, il ne semble pas qu'il y ait & 1'heure actuelle {ni peut-&tre un

Jour, mais soyons prudents dans les prophéties) de formalisme qui permette

a la tols de spécifier un probléme et de 1'exécuter "efficacement” sur
ordipateur. Tl est en effet bien connu que les langages de spécification

que sont les langages mathématigques ne sont pas constructifs, cependant ils
expriment des relations ou des propriétés statiques que 1'esprit humain peut
facilement appréhender. Par contre, les langages algorithmiques sont construc-
tifs, mais ils expriment des modifications dynamidques d’états ; comme de plus,
ces modifications sont tres primitives, les progranmes sont forcément longs

et incompréhensibles. De nombreux travaux ont été réalisés ou sont en éours
pour faciliter l'activité de programmation. On distinguera trois courants
afin de situer le travail présenté dans cette thése et de montrer dans guelle

mesure il utilise ce qui a été falt et sur quels plans il essaie de 1'amélicrer.

- Les langages de spécification

Il existe un certain nombre de langages qui permettent & la fois de specifier
un probléme a 1'aide d’un formalisme particulier et, quelquefois moyennant
certaines précautions, d'exécuter un programne utilisant ces specifications.
Voici une liste (non exhaustive) qui donne pour chacun de ces langapges les

notions mathematiques sous-jacentes.

LISP pur A-calcul, fonctions récursives
SETL Théorie des ensembles

PROLOG Clauses de Horn

LucIo Suites rumériques

CLEAR Théosries algébriques



- Les recherches méthodologiques

Ces recherches visent & donner une méthods pour construire et vérifier

les programmes. La plupart d'entre elles s'appuient sur un langage de pro-
grammation particulier ou sur des extensions de langages existants. Ce
courant s'est développé & partir de 1'idée de la "programmation structurée”
ou de la programmation descendante, qui n'est autre que la mise en applica-
tion du proverbe : "diviser pour régner", ou plus philosophigquement, de la
méthode d'analyse et de synthése de Descartes [Discours de la Méthode, 16377.
Ltapport le plus intéressant est celui des méthodes qui facilitent & la fois

la construction des programmes et leur preuve. On peut citer :

+ Spécification axiomatique (la littérature étant trop abondante, on ne cite
que les articles de base [FLO67] [HOA69]) et synthése de programmes {par
exemple [DER75]).

. Ecriture systématique des programmes [WIR731[WIR76].

» Déduction de programmes d'aprés les assertions de sortie [DIJ7681[HUCY7T.

. Déduction de programmes par transformations [ARS777.

- Les recherches en langages algorithmiques

Ce dernier courant, dans lequel je me situerai, étudie la manidre dont les
langages peuvent &tre adaptés pour que les programmes soient exprimés dans

un formalisme qui soit le plus proche possible du probléme, mais restent néan-
moins algorithmiques et puissent 8tre compilés avec les techniques habituelles.
T1 prend sa source avec SIMULA 67 et ALGOL 68, puis se développe avec les lan-
gages extensibles (sur lesquels je fais mes premi®res armes [JOR721[BER731).

Le grand tournant est celui de l’introduction de l‘abstraction des types avec
CLU [LIS75] puis ALPHARD [WUL?76]. Aux avantages de 1'extensibilité s'ajoutent
ceux de l'abstraction, et de la sécurité, par oubli de la construction des

nouveaux types.

Partant du principe que 1'abstraction ne pouvait 8tre que générigue, c'est-a-
dire accepter des types en paramétres, & condition que ces derniers soient

déterminés & la compilation [BER77al, P.Jacquet et moi-m8me avons essayé dans



un premisr temps de résoudre les problémes de définition et de compilation
qua cela pouvalt poser. Cela nous a conduits & introduire dés le début la
notion de proprigété, qui est un €lément de résolution de ces problémes et
s'insére bien, de par sa nature syntaxigque, au langage de types abstraits
[BER78]1. Cependant, le langage algorithmique auquel nous avons abouti, s'il
est satisfaisant pour la construction de types et de programmes génériques,
ne permet pas parfaitement de spécifier les types et les propriétés. A la
sulte des travaux de Guttag et de 1'égquipe ADJ, nous avons introduit la spé-
cification algébrique dans le langage, de telle maniére qu'elle ne soit
qu'un commentalre pour le compilateur, mais gu'elle puisse servir a un dé-
monstrateur qui serait ass;cié au compilateur. De plus, 11 est possible

{et sduhaitable} d'utiliser la spécification algébrique pour construire les
programmes ; c'est en ce sens que 1l'ensemble du projet apperte sa contribu-

tion aux recherches méthodologiques.

Avant de passer & la preésentation des chapitres, on peut noter 1'importance
prise par la généricité dans les langages finalistes du projet du Département
de la Défense Américainel[GRE78] [RED79], qui ont intégré dans un produit 2
caractere industriel les principaux &€léments parus sur le sujet depuis ces

derniéres années.

Les différents chapitres de la thése développent chacun un des aspebts

qui viennent d’&tre évogués ;

- 1e langage de programmation générigque (ch.1],
~ la spécification des types et des fonctions génériques {ch.2),

‘- les relations entre spécification et programme (ch.3).

Le chapitre 1 comprend une étude de l'abstraction et de la généricité dans
les langages de programmation (§1.1.). Il décrit ensuite les principaux '

x

outils de la programmation générique, & savoir :



- la définition des régions générigues, c'est-a-dire paramétrées par des
types ;

- les définitions syntaxiques des types ;

- les modules génériques de représentation des types, qui donnent 1'implan-
tation d'un objet d'un type abstrait et le corps des fonctions d'accés ;

r

- la spécification syntaxique des types formels (c’est la notion de propriété).

Cette présentation des constituants du langage générique [(§1.2.) est 3
compléter par 1'étudse des problémes de compilation exposés en [BER78][JAC78a]

que nous n'aborderons pas dans cette thésa.

Au §1.3., on étudie les structures de contrfle assocides aux types abstraits
(actions d'itération) et on en donne une généralisation

avec les conséquences de méthode et de vérification que cela entraine.
Enfin, le § 1.4. (pompeusement intitulé "méthodologie”) est consacré aux

applications possibles de la programmation générigue.

Le chapitre 2, de loin le plus importént, traite de la gpécification

des types et des Fonctiaqs. Le soucl de spécification est apparu avec le
désir de vérifier que des programmes sont "corrects”, c'est-a-dire sont
cohérents avec des spécifications exprimées dans un langage non algorithmigue.
Les langages de spécification des abstractions sont escentiellement les systé-
mes formels comme la logique du premier ordre {spécification axiomatique)

ou les systemes équationnels (spécification algébrique). On essaie de faire
le point entre ces deux méthodes de spécification, notamment dans le cas des
types et des fonctions associées & ces types. La présentation de la méthods
axiomatique est faite rapidement éu §2.1.1. La méthode algébrique est pré-
sentée au § 2.2.2. et une comparaison est faite entre 1'approche algébrique
de Guttag et celle de ADJ. L'application de la spécification algébrique aux
types génériques est faite au §2.2.3. On traite ensuite au §2.2.4. de la spé-
cification des fonctions générigues et des itérateurs qui ont été introduits
au chapitre 1. Le paragraphe suivant est consacré 8 1'étude de quelques pro-

priétés importantes en informatique et dans la sémantigue des langages de



programmation, comme 1’égalité et 1’affectation. Enfin, on établit 1'équi-
valence entre le systéme formel algébrique des types abstraits et celui des

clauses de Horn en logique du premier ordre, §2.2.6.

Le chapitre 3 est consacré a 1'étude des méthodes de vérification de program-
mes spécifiés algébriquement. Le sujet étant particuliérement difficile,

on s'est contenté de donner quelques clés de solution. Le §3.1. aborde 1le
sujet de la déduction des.prugrammes a partir des spécifications et précise
le cadre des vérifications que 1'on peut faire. Le point important de ces
vérifications est de passer d'une spécification opérationnelle (le programme)
a une spécification statique ou dénotationnelle qui servira de base pour la
comparaison avec la spécification algébrique. Le §3.2. propose de donner une
spécification axiomatique du programme, puls d'utiliser cette spécification _
dans la vérification algébrique. Cette démarche est assez bonne et systéma-
tique, mais elle ast assez lourde puisqu’elle exige deux sortes de spécifi-
cations et de vérifications. Pour pallier & cst inconvénient. on peut ‘
essayer (§3.3.) de remplacer le programme par un systéme d’équations de prédi-
cats sur les états du programme. Si 1'on sait résoudre ce systéme de prédicats,
on obtient en particulier les assertions initiales et finales qui peuvent étre.:
utilisées pour valider les spécifications algébriques. Lorsqu'on ne sait pas
résoudre exactement le systéme d'équations de prédicats, on peut essayer de
comparer ce systéme lui-méme avec la spécification algébrique mise sous forme
adequate. Enfin on discuts de 1'approche opposée qui consiste & substituer

au systeme algébrique un systéme d’'équivalence entre programmes qui peut Btre
résolu par des techniques appropriées.

Dans la conclusion, on dégagera les lignes de travail qui doivent prolonger
cette thése et sont déja définies, & savoir 1'implantation expérimentale d’un
langage générique et des recherches plus approfandies sur la sémantique des

programmes génériques et sur les vérifications.






1. PROGRAMMATION GENERIQUE

1.1 - Mécanismes d'abstraction

Le principe de 1'abstraction est (avec la composition fonctionnelle)
1'un des points importants de 1'écriture des programmes. Dés I'origine de
la conception des langages de programmation, on voit apparaitre la notion
de procédure ou de fonction, qui permet, comme dans les lambda-expressions
en LISP, de considérer des variables en tant que paramétres de 1'abstrac-
tion fonctionnelle. Lors d'un appel particulier d'une procédure, il y a
liaison entre les paramétres effectifs et les paramétres formels pour re-
constituer une séquence d'instructions exécutables dans un contexte donné.
La complexité et les différences entre les divers mécanismes de liaison
des parameétres sont imputables & la définition (sémantique) du langage de
programmation considéré. On rappelle ici les vertus de l'abstraction du
point de vue de la conception des programmes, en suivant les idées expo-

sées dans L[JAC 78a] [JAC 78b].

1.1.1 - Abstraction fonctionnelle

L*abstraction fonctionnelle permet essentiellement de définir une
action et de pouvoir la nommer ; c'est 1'aspect abstraction proprement dit.
On peut, de cette maniére, oublier la facgon dont se réalise 1'action, par
composition de petites actions élémentaires, pour ne retenir que la spé-
cification de 1'action au plus haut niveau. L'oubli’ de la définition con-
créte d{uhe procédure (la composition des instructions) au profit d'uns
définition abstraite (son effet globall est‘un apport essentiel pour la
programmation, qui a été mis en évidence par la pragrammation “structurée",

car il permet :

- une écriture et une lecture facile des programmes ;
- une vérification modulaire (& condition que certaines régles soient

respectées) ;
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- une indépendance entre la définition de la procédure et son utilisa-
tion (modification possible de la premiere sans avoir & changer 1la

seconde, si on conserve le méme effet).

Le deuxieme aspect de 1'abstraction fonctionnelle ast la para-
métrisation, c¢’est-a-dire le fait qu'un certain nombre de paramdtres
dans la procédure ne posséderont une valeur qu’au moment d’'un appel par-
ticulier. Le rééultat de la procédure dépend donc de ces valeurs. Comme
les programmes intéressants sont toujours des programmes paramétrés par
les données d'entrée qui sont lues pendant 1'exécution du programme, on
a assez facilement assimilé les procédures aux programmes, les "varia-
bles” jouant le réle de paramdtres pour les valeurs. Cet aspect des cho-
ses se retrouve dans la formalisation de la notion d'état de programme
en sémantique dénotationnelle qui associe & chaque variable une valeur
(les variables étant prises au sens étroit d'emplacement mémoire). Cette
confusion entre 1'idée de programme et celle de procédure, entre la no-
tion de variable et celle de paramétre, a longtemps empdché d'étendre la

notion de paramétrisation, et par la-méme, de 1'abstraction.

1.1.2 - Abstraction des types

L'idée de considérer les types comme "abstraction” est relative-
ment recente ; elle est matérialisse par le terme de "type abstrait”
LLIS 74). Traditionnellement, on disait que les types servaient 3 trois

choses

- représenter des objets,
- spécifier des domaines de valeurs de variables,

- spécifier des domaines de paramdtres et résultat de fonction.

Mais on s’est apercu qu'ils n'étaient pas seulement des ensembles
[MOR731 ; d'autre part, la nécessité de s'abstraire de 1a représentation
est apparue pour les mémes raisons que dans le cas de 1'abstraction fonc-

tionnelle. Donc, la seule chose qui etait vraiment caractéristique d'un
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type était les fonctions qui utilisaient ou gqui retournaient des va-
leurs d'un type. L'apport des spécifications algébriques, dont naus re-

parlerons longuement (paragraphe 2.2} a été déterminant sur ce point.

Pour la programmation, la conséguence en est gqu*une valeur d'un
type donné ne peut etre construite et utilisée qu’au travers d'un cer-
tain nombre de fonctions qui assurent l'abstractioﬁ de la représenta-
tion. On ne connait donc pas les composants "concrets” d'un type et
cela est & la base de la protection, donc de la fiabilité des programmes
[LAM77] [D0D78] et de la multi-représentation [BER77h]. L'impaCt des ty-
pes abstraits sur les méthodes de vérification de programmes est aussi

trés important [WUL78].

1.1.3 - Généricité des types

Depuis 1'introduction systématique des constructeurs de type

dans les langages de programmation [ VWBS), on sait qu'il est utile et
possible de construire des types & partir d'autres types. Mais jusqu'a
présent, & causa de difficultés de compilation [ SOL78], on s'était refusé
a4 considérer les constructeurs comme des types avec paramétres formels,
c'est-a-dire utilisables dans un programme sans instance particuliére de
type effectif, bien que des essais aient été tentés [ LIN74]. Les langa-
gas de types abstralits, pour leur part {(CLU, ALPHARD]}, ont franchi allé-
grement le pas, car 1'abstraction supprimait en particulier les problé-
mes d'équivalence de modes, mais sans trop mesurer a priori les consé-
quences d'une telle généralisation. En clair, si 1'on sait parfaitement
définir un type abstrait bomme pile-ent, ensenble-~car, matrice-bool,
dans quelles conditions peut-on définir des types pile (t1), ensemble (t2),

matrice (t3) de telle maniére que les instances pile (ent),ensem-
ble {car), matrice (bool) soient les memes types que précédemment 7 Un
autre point important est de savoir 5'il est possible d'écrire des pro-
cédures ou des fonctions (3 commencer par celles qui constituent ls ty-
pe abstrait) ayant des paramdtres de type pile (t1) et donc des expres-

sions de type formel t1. Evidemment, une premiére selution consiste & ne
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considérer le type des param@tres que comme une définition de “macro” et
d*engendrer un type effectif (ou une procédure) lors de chaque instance
particulieére, par un remplacement textuel, ce qui raméne a une définition
de type abstrait. Cette solution, bien que pratigque pour 1l'écrivain de
compilateur est & rejeter, car elle n’apporte rien sur le plan de la mé-
thode ni, a fortiori, de la vérification des programmes. La notion de gé-
néricité essaie de répondre & ces questions en remarquant que les types
qui sont formels doivent &tre caractérisés par les "propriétés” qui sont
nécessaires dans 1'écriture du type ou de la fonction, mais cette caracté-
risation ne doit préciser que ce qui est strictement nécessaire. Par exem-
ple, dans la spécification du type ensemble-car, on peut utiliser la fonc-
tion qui donne la valeur entiére d'un caractére pour tester si un saracté-
re appartient & un ensemble ; mais cette fonction n'est pas caractéristi-
Gque de tous les objets qui peuvent Btre éléments d'ensembles ; par contre,
1'égalité entre deux objets est caractéristique, et le type t2, pour en-
semble (t2) devra avoir au minimum la propriété d'égalité entre deux ob-
Jets ; cette égalité pour le type "caractére® peut alors étre construite
a partir de la fonction qui fournit un entier. On voit donc déja s'es-
.quisser une méthodologie de la programmation générique, qui sera de dis-
tinguer les propriétés minimum avec lesquelles un type peut gtre défini.

Cela va s'appliquer aussi & la généricité fonetionnelle.

1.1.4 - Généricité fonctionnelle

Une fonction ou procédure est générique si les types qui spéci-
fient les paramétres comprennent des types formels. C'est naturellement
le cas pour les fonctions qui entrent dans la définition d'un type géné-
rique, puisgue celui-ci admét des types formels en paramdtre et que cer-
tains parametres de fonction sont du type générique coﬁsidéré. Mais on
peut aussi vouloir écrire des algorithmes pour lesquels les types de
certains paramétres ne sont caractérisés que par des propriétés, c'est-
a-dire des fonctions particuliéres, et peuvent s’appliquer & tous les

objets des types qui posséderont ces propriétés. Les exemples abondent ;
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citons au hasard : le tri d'un tableau ou d'un fichier, si 1'on connait un
ordre total sur les &léments ; la fermeture transitive d'une matrice, si
deux opérations satisfont la distributivité et 1'absorption ; la synthése
de propriétés dynamiques sur les programmes, pour un ensemble de valeurs
ayant une structure de treillis fini, ou infini avec elargissement [ COLI78a],
etc. Le procédé est parfaitement maitrisé dans les démonstrations mathéma-
tiques, mais un outil équivalent n'stait pas encare disponible dans les
langages de programmation. [JAC78b] désigne cette généricité sous le nom
de généricité structurale, par opposition & la généricité incrémentale

qui est celle des langages traditionnels, ol 1‘'opérateur "+", par exemple,
peut s'appliquer & la fois aux entiers, aux réels, aux chaines de caracté-
res, etc., et ol le lien entre les différentes interprétations du + pra-
vient quelquefois} mais pas toujours, du rdle joué par cette opération
dans le type considéré. C'est aussi en ce sens que CLU introduit la para-
métrisation des types [LIS77] . Nous nous intéresserons uniquement, par

la suite, étla généricité structurale ; la généricité incrémentale, sous

certains de ces aspects, est incluse dans 1'utilisation des propriétés.

1.2 - Outils de programmation

On ne va pas trouver ici, ni dans le reste de cette these, de

définition d'un langage de programmation. Bien qu’un projet de langage

de programmation générique soit en cours, on souhaite rester ici au plan
des problémes & résoudre et des solutions apportées, sans chercher & trop
détailler. Les exemples seront notés dans un (ou plusieurs} langage (s)
utilisant soit des notations algorithmiques proches de PASCAL, soit des
instructions empruntées a CLU ou ALPHARD. Ce paragraphe expose les cons-
tructions qui seront utiles pour comprendre la méthodologie développée

au paragraphe 1.3.

Les unités d'abstraction sont les types et les propriétés, mais
les unités de programmation sont les modules de définition qui jouent un

réle central ; aussi il convient de commencer par introduire cet objet.
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1.2.1 - Modules de définition

La forme de ces modules est inspirée du langage GREEN [GRE791 ;
ici ils jouent en outre le rdle de régions génériques, c'est-a-dire para-
métrées par des types. Un module de définition, du point de vue de la syn-
taxe abstraite est un objet qui, étant donné un environnement et des types
effectifs fournit un &tat, ou moins concrétement., une structure d'informa-
tion au sens de [PAI74] [REM74]. Les modules de définition sont utilisés
pour écrire les corps des procédures et les représentations des types

abstraits.

Un module de définition {abrégé m-d) comprend des déclarations
d'objets {variables, constantes...), des déclarations de procédures et
des instructions. Les types formels sant indiqués dans l'en-téie de la

définition :

def <nom def> (<spécification des types formelss>) ;
<déclarations d’objetsy
<déclarations de procédurss>
début
l <instructions>
fdef

Des conventions d'accés permettent, & partir d’un m~d de "voir”
d’autres m-d{s) pour pouvoir appeler des fonctions ou accéder 3 des ob-
jets déclarés dans ces m-d(s) ; & 1l'inverse, certains objets 3 1'inté-
rieur d'un m-d sont privés, c'sst-a-dire inaccessibles directement de

1'extériesur.

Quand le systeme rencontre un m~d celui-ci est élaboré et rangé
dans le systéme. Un m-d £laboré .in‘est exécutable gque si tous ses para-
métres de type sont liés & des types effectifs. L’exécution d'un m-d,

notée : O consiste en

- la création du contexte local (en pratique, allocation des variahles
de 1a partie déclaration) ;

- exécution des instructions.
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Le contexte local n'est pas perdu aprés 1'exécution des ins-
tructions ; c’est ce qui permet de composer des contextes par déclara-

tions, comme nous le verrons avec les types.
Un programme au sens classigque du terme est :

: def <déclarations d*objets>
! <déclarations de procédures?

début
<instructions?

fdef

Si 1'on veut conserver le contexte aprés exécution du m-d, ce con-
texte doit étre nommé, sinon il est irrécupérable. Cela est possible en
préfixant 1’exécution du m-d par un identificateur qui doit &tre unique

3 ce niveau :

X : def . . . . ., fdef

ou, si le m-d a déja été &€laboré dans le systéme sous le nom D,
X: D
Quand le m-d est générique, on doit lier les paramétres de type par des

types effectifs qui peuvent a leur tour contenir éventuellement des types

formels :

X 0(11,...1n)

Une procédure, dans ce langage, est constituée d'un en-téte qui
domne son nom et caractérise ses paramétres, et d'un m-d qui représente

son corps. L'appel d’une procédure consiste en :

- liaison des paramétres effectifs ;

- execution du corps.

Les contextes associés aux appels de procédure ne peuvent pas
étre nommés. Si la procédure retourne une valeur, elle est utilisable

directement & 1'endroit de 1'appel. Ainsi, la procédure se camporte

exactement comme pouvait s'y attendre.
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Voici deux exemples (gui selon 1'adage font mieux qu'un long

discours} :

def complexe ;

re : reel ;

im : reel ;
module @ reel ;
argument : reel ;

proc ranger-cart [r:ireel,i:reell ;

début
re := 1 ; im := 1 ;
module := rac2 {rspr+ixi) ;

argument := si r#0 alors Arctg(i/r}
sinon si 1 2 0 alors pi/2
sinon -pi/2 fsi fai ;
fin

proc ranger-pal {m:reel , a:reel) ;
début ‘

module 1= m ;

argument := a mod 2xpi ;

re := m % cos {argument) ;
im := m + sin {argument)

-

fin
début
re = 0 ; im = 0 ;
module := 0 ; argument := pi/2
fdef

co les procédures ne contiennent pas de partie déclarations locales co

Utilisation de la définition :

Z1 : complexe ;
co & 1'exécution, Z1 est initialisé co

Z1 & ranger-cart {(1.1) ; :
co apres cette instruction, 71 . module = rac2 (2} co

Le deuxiéme exemple permet de faire des calculs statistiques sur

les &léments de vecteurs d'entiers :
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def stat ;

max : entier ; min : entier ;
nombre : entier ; somme : entier ;
moyenne : reel ;

proc init ,
debut

max := 0

sopmne =

5 min := max-entier ; nombre := 0 ;
0 ; movenne := g ;

fin ;

proc  ealcul (v : vecteur-entier) ;
debut

pour 1 :=1 a long (v)

faire si v(i) ?» max alors max := v(i) fsi ;
Ez v(i) < min alors min := v({i) fsi
somne := gomme + v(i)

ffaire ;

nombre := nombre + long (v}

moyenne := {(reel{sommel)/nombre)

fin ;

proc écrire ;

déhbut
.+ écriture sur fichier des valeurs statistiques ...
fin :

début
init
def

Utilisation pour des statistiques séparées ;

S1 : stat ;
S2 : stat ;
vi ¢ vecteur-entier ;

v2 vecteur-entier ;

S1 . calecul {v1) ;
52 , calcul (v2) ;

Ou encore

: stat ;

. calcul (v1]
. écrire ;
init ;

. calcul (v2)
. écrire ;

e

e

mwmwmwmw wm
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Les statistiques seront cumulées si on fait :

S . calcul (v1) ;
S . calcul {(v2] ;

De tels modules de définition sont utilisables comme ceux du langage

EuCLID [LAMZ7].

1.2.2. Types génériques

Les types sont des outils d'abstraction des objets. Comme les
m-d{s}, ils peuvent &tre paramétrés par des types formels. Un type est
composé des en-tétes de procédures constituant les opérateurs d'acces
€lémentaires au type, et des déclarations de procédures "dérivées”, uti-

lisant ces fonctions d'accés. Il n'y a pas de partie instruction.

type T ({<spécification de types formels>] ;
<en-téte de fonctions de construction et d'acods>
<déclaration de procédures dérivées>

ftype

Dans 1’en-téte du type, on peut spécifier des attributs nécessai-
~res a la création des objets. On remafque gue, contrairement & CLU ou a
ALPHARD, la représentation ne fait pas physiquement partie de la décla-

ration du type.

Décrivons le type pile, pour satisfaire la tradition :

type pile (t:tyfo) ;

proc empiler (mod pile (t) , t} ou (dépassement) ;
proc sommet (pilel(tl)) = t ou (non-défini) ;

proc depiler (mod pile It)]fgg {sous-dépassement)

extension
proc remplacer [mod p : pile (£} , x:tl ;
‘qd sous-dépassement alors empiler (p,x) fq

début
depiler (p) ; empiler (p,x) ;

fin

ftype
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Commentaires :

Le type résultat des procédures se trouve éventuellement aprés
le signe ~ . La clause ou est sulvie de un ou plusieurs identificateurs
d'exception qui rendent la fonction totale en cas d'erreur. Ces excep-
tions sont traitées par une instruction gd apparaissant dans les decla-
rations d'une procédure appelant la procédure dans laquelle 1'exception
s'est produite. Dans la procédure remplacer, on a le traitement de
1'exception "sous-dépassement” de dépiler. Le mot-clé mod signifie que
le parametre effectif est modifié par la procédure. L'extension contient
les déclarations de procédures qui font partie du type mais peuvent &tre
décrites en utilisant les procédures d'accés primitives, dites procédu-

res de base.

1.2.3 - Modules de représentation

La représentation d'un type générique est fournie par un ou plu-
sieurs modules de définition qui donnent une "interprétation” des procé-
dures de base du type, c'est-a-dire les procédures qui sont uniguement
décrites par leur en-tdte. Une procédure de 1'extension peut aussi 2tre
redéfinie dans une représentation particuliére ; a ce moment-1a, elle
rempléceA[pour cette représentation) la procédure déclarée dans le type.
L'en-téte du module indique 1s type qul est représenté et donne la repré-

sentation en fonction de types déjd existant.

Le type définissant peut &tre récursif, comme en témoigne rep-pile-2.
\wicideux représentations du type pile ; dans la premiére, la pile est
un couple (entier, tableau), dans la seconde, c'est une liste chainée

simple.

def rep-pile-1 (t:tyfol attr h:entier

représente pilelt) par ristruct{s:entier,tab:tableau{i..h,t}}) ;
proc empiler {mod p:pile(t} ., x:t) ou (dépassement) ;

debut si p.s = hip) alors dépassement
sinon p.s := p.s+1 ; p.tablp.s) := x fsi

fin ;
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proc sommet {p:pile(t}) >~ t ou (non-défini)

début si p.s=0 alors non-défini
sinon retourner (p.tab(p.s)}) fsi
fin
proc dépiler (mod p:pile(t)} ou (sous-dépassement) ;

debut si p.s=0 alors sous-dépassement

sinon p.s := p.s~1 fsi
fin

.
3

début
r.s := 0
fdef ;
def rep-pile-2 (f:tyfo)

représente pilel(t) par riptrim)

avec m = struct (val:t , d:pteim)) ;
proc empiler (mod p:pile(t) , x:t) ou (dépassement) ;
g : ptrim) ;
qd dépassement-mémoire alors dépassement fg ;
début alloclqg) ; T
g.val 1= x ; g.d = p 3
p =g ;
fin ;
proc sommet (p:pilel(t}) -+ t ou (non-défini)
début si p=nil alors non-défini
sinon retourner (p.val)l fsi

»
3

fin _
) proc dépiler (mod p:pile(t)}) ou (sous-dépassement) ;
début si p=nil alors sous-dépassement
sinon p := p.d fsi ;
fin ;

début
r = nil
fdef

La notation :

représente <type-abs> par idf : <type> ;

*

signifie que dans la :portée du module de définition, <type-abs> est
eéquivalent (au sens Algol68) a <type> et, d'autre part, un objet
idf:<type> est alloué lors de 1'exécution du module de définition. Le
type abstrait <type-abs> n'a donc pas d'existence dans la portée du mo-

dule de représentation. Par contre, 1l'ocbjet idf, alloud pendant 1'exécu-
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tion de ce module est considéré comme appartenant au type abstrait, hors

de ce module.

L'association entre une utilisation d'un type et un module de re-
presentation est faite par un "interface” de représentation lorsqu‘on
veut compiler un programme. Les valeurs des attributs du module de repre-
sentation qui n’apparaissent pas dans la spécification du type abstrait

doivent étre initialisées par 1'interface.

"Soit la déclaration :
P1 : pile (entier) ;

Si la représentatlion choisie est la premiere avec h = 100, cette instruc-

tion est, en fait, équivalente & :
P1 : rep-pile-q(eptier)(100) ;

avec allocation d'un objet de la représentation : P1.r

L’instruction : empiler (P1,1)

est equivalente 3 : Pl.empiler (Pler.,1).

Les procédures qui peuvent &tre représentées sont donc des procédures
unaires par rapport au type. Les procédures non-unaires doivent 8tre
definies comme extension dans le type, ou, si elles sont redéfinies, elles

ne peuvent 8tre applicables qu'a des objets ayant méme représentation.

1.2.4 - Les propriétés

Une propriété est la donnée d’'un ensemble de procédures (ou opé-
rateurs) se rapportant & un type formel. Le nom de la propriété est ca-

ractéristique et a un triple réle :

- ldentifier les relations qui existent entre les différentes procédures
constituant la propriété. Ces relations ne peuvent pas, en général, étre
exprimées simplement dans le langage algorithmique. Elles seront, par

contre, facilement décrites dans le langage algébrique (paragraphe 2.2.3).
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- spécifier les types formels qui, dans un m-d ou un type générigue,
devront posséder un ensemble de procédures ou d'opérateurs satisfaisant

de telles relations.

- permettre les liaisons correctes de types effectifs et surtout les ré-

solutions d’'appels formels ([BER77al).

Les opérateurs sont identiques & des procédures, excepté pour
1'appel qui peut &tre noté de maniére infixée ; on ne rentrera pas ici
dans les problémes syntaxiques de priorité gue cela peut poser. Donnons
guelqgues exemples simples :

prop égalité (=,1=) sur t:tyfo ;

| op = (t,t) ~ bool ;
extension

op %= (x,y:t) > bool
début retourner{(-t(x=y}} fin

fprop ;

prop scalaire (ord,card,g,prem,der,succ,pred, <
sur t:tyfo ;

proc ord(t) = intervalle (entier) (1,card) ;
proc card > entier ;
prive proc g (intervalle (entier) (1,card))+> t ;

extension

proc prem > t ; :

début retourner (g(1))fin ;

proc der > t

" début retourner (g (card)) fin ;

proc succ (x:t) >t ou (indef) ;

~ début si ord(x) = card alors indef

sinon retourner g (succ {ord (x})) fsi

fin H

proc pred (x:t} -t ou (indef) ;
début si ord(x} = 1 alors indef
sinon retourner glpred (ord (x})) fsi

fin ;
op < (x,y:t) » bool ;
début retourner (ord(x) < ord(y)) fin ;

fprop ;
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1. Dans l'exemple de scalaire, g est une procédure qui transforme un
entier dans un objet du type, mais cette procédure ne doit pas étre uti-
lisable a l'extérieur du type pour des raisons de protectiah. Flle est
donc privé(e). Les procédures habituelles dans un type ayant la propriéeté
scalaire peuvent 8tre déduites automatiquement a 1’aide de ord, card et g.
I1 est possible néanmoins de les définir autrement dans un type particu-
lier, mais cette définition comme extension est en quelque sorte une

spécification (oppérationnelle) de ces procédures.

2. Le type intervalle est un type générique lui-méme scalaire, construit
sur un autre type scalaire qui est, ici., le type entier. Les valeurs 1,
card, sont les attributs de ce type intervalle (cf. 1.2.2). Les opéra-
teurs pred, succ, S sont définis en fonction de pred, succ, < du type

scalaire entier.

Puisque les propriétés déterminent des classes de types, on peut
se demander s'il existe une prupriété qui caractérise la classe de tous
les types. Cela est évidemment nécessaire et c’est mBme la seule classe
qui soit définie explicitement dans les autres langages, en général sous

le nom de "any" (CLU} (cf. aussi Triv en [BUR771). Cette propriété ne

contient aucune procédure, voila paurquai tous les types la possédent.
Elle est identifiée par le mot-clé tyfo (type formel) dans le langage. A
partir de cette remarque} il est clair qu'il existe un ordre partiel
d'inclusion dans les propriétés, c'est-a-dire que si un type possede une
propriété il posséde aussi toutes les propriétés gqui sont incluses

(ex : tyfo est incluse dans toutes les propriétés). On reviendra au para-
graphe 2.2.3.1.5 sur une définition précise de 1'inclusion. [JAC7Bal

donne une maniére de déclarer les inclusions ; on en donne ici une autre
qui évite d'introduire des notations supplémentaires. Par exemple, on

sait qu'une propriété d'ordre-total impligue automatiquement une propriété‘

d'égalite. Cela va s'exprimer par :



prop ordre-total ($,<,>,2, =,4=) sur t:égalité (=," =) ;
| op < (t,t) > bool ;
extension
op > {x,y:t} -+ bool
" début  retourner {=(x<y)) fin
op = {x,y:t) = bool
début retourner (xsy,ysx) fin
op 2 [x,y:t) =+ bool ;
début retourner (x>yyx=y} fin
op < {x,y:t) = bool ;
"~ début retourner (wi{xzy)} fin :
fprop ;

s

s

L'opérateur == étant une extension de 1l'opérateur =, il n'est pas néces-
saire, sauf pour optimisation, de le redéfinir dans la propriété ordre-
total. Si plusieurs propriétés sont incluses de plusieurs maniéres dans

une propriété plus large, on écrira :
prop P( ... ) sur t:P1 { v 18 P2 { vur ) & o

On a alors : PLEP APZEP ...

tyfo est 1'élément neutre de 1'opération & entre propriétés.

1.2.5. Types génériqués et propriétés

tes éléments de ce chapitre ont été exposés initialement en

[BER77a] ; les points & retenir sont :

~vles types formels doivent Btre spécifiés par une propriéié qui in-
dique les opérations ou procédures qui sont nécessaires pour la dé-
finition de la région générique 3 laguelle ils sont liés.

- les types possédent des procédures en propre. Dans l'en-tBte du
type, on précise la maniére par laguslle ces procédures conférent
au type certaines propriétés. Le type est alors introduit dans la
classe des types gui ont ces propriétés.

- un type muni d'une propriété P peut Btre passé en paraméire & la
place d'un type formel spécifié avec une propriété P’ qui est in-
cluse dans P. En effet, dans ce cas, les procédures utilisées dans

1a région génériqueiaurant une interprétation dans le type effectif.:



- lorsqu'un type ne posséde pas une propriété suffisante pour étre
paramgtre effectif, il est toujours possible de définir, pour cette
liaisen particulieére, les procédures qui Caﬁférent a ce type la pro-
priété exigée. Cependant, cette propriété n'’est valable gue locale-

ment pour ce type.

Donnons 1a encore des exemples :

. 1.2.5.1 - Utilisation de types formels avec propriété

Soit le module de définition de minimum-maximum s

def min-max (t:ordre-fini (<, minimum,maximum}]) ;

maxst 3 min:t ;
proc init ;
début max := minimum ; min := maximum fin ;
proc calcul (v:ivecteur(t])]) ;
début
pour 1 :=1 a longlv)
faire si = (vii) < max) alors max := v(i) fsi ;
si lmin £ v(i]) alors min := v(i) fsi
ffaire ; T

fin ;
proc  écrire 3
débhut ... fin ;

début
init
fdet ;

Une occurrence de min-max pour des entiers positifs est :
MM min-max {entier:ordre-fini(<,0,max-entier)] ;

a4 moins que la proprigté ordre-fini ne soit associée au type.
La propriété ordre-fini est naturellement :

prop ordre-fini (£,m1,m2) sur t : tyfo
~op € (t,t} > bool ;
proc ml1 * &t ;
proc m2 * t
fprop ;
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Specification de types formels dans une définition de types

type enseimble (t:égalité(=,11=1) ;
proc insérer (t.mod ensemble(t])) ;
‘proc enlever {t,mod ensemble(t)) ;
proc appartient {t,ensemble(t]) - bool
proc vide {ensemble(tl) - bool ;

Pour définir le type ensemble, il est nécessaire que le type des

- éléments posséde une opération d'égalité (et d’inégalité). La déclaration

E-ent : ensemble (entier) ;

est valide. Par contre,

EE-ent : ensemble (ensemblelentier]) ;

n'est pas valide car le type ensembie£entier} n'a pas 1'opération d*égali-

té.
1.2.5.2 - Appartenance d'un type a une propriété

Pour résoudre le probléme ci-dessus, on doit déclarer que le type

ensemble satisfait la propriété d'égalité :

type ensemble (t:égalité(=,1=)) : égalité (eg-ens,neg-ens) ;
Oroc ...

...

"proec eqg-ens {ens{t) , ens{t)] = bool ;
proc neqg-ensl{ens(t} , ens{t)) - bool

ftype

-

Un type donné peut appartenir 3 plusieurs propriétés par des fa-
milles de procédures qui ne sont peut-8tre pas disjointes, c'est-a-dire

qu'une méme procédure peut apparaitre dans plusieurs propriétés.

Une extension d’un type peut définir une portée géndrique plus
restrictive du point de vue des propriétés que celle des procédures de
base. Prenons par exemple le type vectsur, oli les extensions permettent
de doter les vecteurs de certaines structures dépendant des propriétés

des éléments
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type vecteur (t:tyfo) attr Ilong:entier ;
proc ranger (mod vecteur(t), entier, t) ou erreur ;
proc val (vecteur(t), entier) +» t ou  erreur ;

extension vecteur (t:monoide (0,+}) : monoide (vO,v+) ;
proc vO(&) - vecteur(t) ()
v : vecteur(t) (&) ;
début pour 1 de 1 a g
faire ranger (v,i,0) ffaire ;
retourner (v)
fin ;
roc v+ (v1,v2 : vecteur(t)) + vecteur(t) (long(vi)) ol erreur ;
v : vecteur(t) (long(vi))
début si  long(vt) # long(v2) alors erreur fsi ;
pour i de 1 a 1longlv1)
faire ranger (v,i,vallv1,i)+val(v2,i)) Fffaire ;
retourner (v)
fin ;

proc reduc (v : vecteur(tl) -+ t ;
s:t ;
début s = 0 ;
pour 1 de 1 a long(v)
falre s :=g+v(i) ffaire ;
retourner (s)
#in

extension vecteur (t:égalité (=,1=)) : Ggalitélv=,vy=) ;

proc v = (vi1,v2 : vecteur(tl) -+ bool ;

b : bool ;

début b := vrai ;
si  longlv1) = long(v2)
alors pour 1 de 1 a long(vi)

faire b := b , val(vi,i) = val(vZ,i) ffaire

sinon retourner (faux) fs1 ;
retourner (b)

Si le type des éléments d'un vecteur posséde & la tois les pro-
priétés de monoide et d'égalité, alors ce vecteur contient toutes les
‘procédures decrites dans le type et ses extensions. Des extensions peu-
vent constituer des unités indépendantes du type en vue de conslituer des

bibliotheques pour des applications particuliéres.

-
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1.3 - Structures de contrdle programmables
1.3.1 - Le traitement itératif

La composition des actions qui est & la source du traitement au-
tomatique de 1’information a été longuement étudiée dans les langages de
programmation. Les trois modes de composition qui se sont imposés sous
différentes formes sont la copposition séguentielle simple {(”;"), la
composition conditionnelle et la répétition. Cette derniére, en particu-
lier, est toujours 1'objet de travaux, essentiellement d'ordre pédagogi-
que [PEY781 , car les problémes de définition axiomatique et sémantique
sont résolus depuis longtemps. La relation entre le traitement itératif
et les types est apparue par 1'intermédiaire des tableaux, avec la boucle

“"pour”, et aussi plus subtilement, avec le traitement des fichiers.

L.'abstraction des types a conduit & la notion d'abstraction des
structures de contrSle. Prenons un exemple simple : en AlgolB0 ou en
Fortran, 1'énumération des éléments d'un tableau passe par les valeurs

successives des indices s

pour 1 :=1 pas 1 a N

faire S(T[1i1) :

Si 1'ordre des eléments n'est pas significatif dans S, une premiére
abstraction va consister & prendre les valeurs de i dans 1*intervalle-
[1,N]

pour i dans 1 .. N
faire S(TLiD) ;

Si, maintenant, ce sont les valeurs des éléments du tableau qui intéres-
sent, la variable i n'a aucune utilité ; on peut donc énumérer directement

les éléments du tableau {dans un ordre quelconque) :

pour x dans T

faire S{x} ;
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Ctudions rapidement les abstractions de structunes itératives en CLU

et ALPHARD, puis nous donqsrons une généralisation de la notion d'itéra-

tion.

1.3.1.1. Générateurs en ALPHARD

En Alphard [SHA76a], les générateurs sont des "forms”,
(1'équivalent des types) qui contiennent deux procédures distinguéeé
&init et &next. Ces procédures ne peuvent 8tre appelées d’une maniére im-
plicite qu’a 1'intérieur d'une construction syntaxique particuliére qui

est 1'itération. Il y a deux formes de 1'itération :

- la boucle For ;
for x : gen while B(x) do ST(x) ;
dont la sémantique opérationnelle en pseudo-Alphard est

begin x : gen ; ¢ : bool ;
¢ = x.dinit ;
while ¢ et B(x]

do (ST(x) ; & := x.gnextl

end

&init et &next agissent par effet de bord sur x et produisent un résultat

booléen. Le connecteur booléen et est séquentiel.

- la boucle first :
first x : gen suchthat B(x} then S1fx] else S

™~
»

dont 1’'équivalent est :

begin X: gen ; c¢: bool ;
ci= x.&init 5
Wiile ¢ st 18{x])

do c ;= x.&next 3
if B{x) then S1Ix)

else 82

end
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Voici les élements de la déclaration d’une "form” qui permet de parcou-
rir les valeurs d'un intervalle. On n'a conservé que les instructions in-

téressantes pour la comparaison avec CLU :

form upto {(1lb, ub : int} ;
representation k:int ; :
function &init (u:upto) returns (b:bool) ;
(b := u.ub 2 u.lb
- if b then wu.k := u.lb) ;
function fnext (u:upto) returns (bibool) ;
{b := u.ub > u.k ;
if b then wu.k := u.k+1)
endform

Une utilisation de cette "form” est, par exemple :

am = 0 ;
for j ; upto {(1.n)

do Cosum = sumtd g

Un autre exemple est celul de 1'égalité de deux vecteurs & 1'aide du
first ; on remarque au passage 1'introduction de fonctions'attachées a
des types formels pour écrire le corps de la fonction générique. On donne
au paragraphe 2.1 une explication plus précise de la paramétrisation ain-

si qu'une critique du mécanisme de généricité en Alphard.

function eqg-vect (A,B : vect(t:<#>)) returns (eq:bool) ;
first 1 : upto (A.1b,A.ub)
suchthat ALil # BLi]
then eq := false
else eq := true
end ;

On note qu'une construction répétitive est composée de la boucle
de 1l'itération et de la boucle de 1’énumération qui est éclatée en deux
fonctions. Cela facilite la détermination des conditions de preuve, mais

1'écriture du générateur n'est peut-Btre pas des plus naturelles.
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1.3.1.2. [Itérateurs en CLU

La solution proposée par CLU est plus élégante, bien que les méthodes
de preuve n'aient pas été développées comne en Alphard. Le langage donne la
possibilité de déclarer des actions, autres que des procédures, appelées ité-
rateurs ; ce sont en fait des coroutines. Les itérateurs fournissent une sé-
guence d'éléments qui peuvent &tre utilisés un par un dans une instruction
répétitive for. Reprenons 1'exemple de 1'itérateur d'intervalle ; upto sera

défini par :

upto = iter (lb,ub:int]) yields (int) ;
kK : int := 1b ;
while Kk < ub
do  yield (k) ;
k 3=k + 1

end ;
end upto ;

L'utilisation est assez semblable & celle d'Alphard :
sum := 0 ; '
for j : int din upto (1,n])

do  sum := sum + j end

La terminaison peut se produire de deux fagons :

- soit par la tin de 1'itérateur ;
- 801t par une sortie explicite de la boucle for (instruction break) qui

termine automatiquement la boucle de 1'itérateur.

1.3.2. - Actions d'itération.

1.3.2.1. Les itérateurs émetteurs

51 1l'on cherche a banaliser la notion d'itérateurs de CLU, on peut
remarquer que la valeur résultat gqui est produite répétitivement et transmise
par yield & la boucle for peut &tre considérée comme une séquence temporaire
d'abjets. Dans cette séquence temporaire, on n'a accés qu'au premier de la
séquence, et c’est 1'exécution de 1'itérateur qui fournit le suivant (on revien-
dra en détail sur 1'utilisation du type séquence dans la spécification des

itérateurs : § 2.2.4.4.).
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Un itérateur est donc une action qui produit une séquence temporaire d'objets
d'un type <.
Comme c'est le type des objets produits qui sera utile dans les vérifications
statiques, on note un en-t&te d'itérateur émetteur par

broc idf (liste de paramétres) - seqt 1 ;
Il est possible d'avoir plusieurs valeurs résultat de mode seqt qui seront

alors identifiées & la maniére de paramétres de mode sortie

proc idf (... ; sortie seqt x : T, segt vy : T2,...) ;

Le corps de 1'itérateur doit contenir, a I'intérieur d'une action répétitive
une ou plusieurs instructions qui fournissent une valeur a la séquence tempo-
raire

danner (expr1, expr2...)

ou donner (expr1 a 1idf1,...)

Lorsque 1'émetteur s'arréte, la valeur donnde est une valeur indéfinie spéciale,
appelée "eof" par analogie avec les traitements de fichier. Dans le programme
qui utilise les valeurs de 1'itérateur, la condition fin d'itération peut étre
récupérée par une instruction d'exception

qd eof alors ... fq ;

Ecrivons 1'itérateur qui produit une séquence d'éléments de nl1 & n?
proc interv (n1,n2 : entier) * seqt entier ou (eof) ;
k : entier
début Kk := n1
tantque Kk < n2

faire donner (k) ;

kK 1= k+1
ffaire ;
eof

fin ;

1.3.2.2. Les itérateurs récepteurs

Avec les langages CLU et ALPHARD, les procédures produisant des
séquences temporaires (resp. itérateurs ou générateurs) sont toujours liées a
des structures de contrdle particuliéres (for, first). En réalité, ces struc-
tures de contrdle jouent le réle de coroutines qui regoivent des valeurs de

séguence temporaire. Il suffit donc que le langage permette de déclarer des
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actions qui admettent des séquences temporaires en paramétres d’entrée.
On appelle ces actions des itérateurs récepteurs :

proc idf (seqt <paramétres>) - résultat ;

Le récepteur, comme les autres procédures, peut avoir ou non un résultat.
Evidemment, on peut avoir des actions qui soient & la fois récepteur et
émetteur, c'est-a-dire qui acceptent en entrée des séquences temporaires
et fournissent des séquences temporaires en sortie.

Pour accéder a un élément suivant de la séquence d’entrée, le récepteur
dispose de 1'instruction suivant qui s'applique & un paramétre et fournit
1'elément suivant s'il existe. A 1'entrée du récepteur, le paramétre est

initialisé par le premier élément de la séquence.

Voici quelques exemples :

1. Somme d’éléments & 1'aide d’un récepteur {(générique) ;
def S (t : monﬁide(ﬂ,+]] :

proc  somme (seqt el : t) -+ ¢

X bt

qd eof alors retourper (x){ﬁg

début x := 0 ;

faire x :1= X + el ;

suivant (el)

ffaire

fin

fdef ;

2. Reécepteur-émetteur qui, étant donné une séquence temporaire d'indices,
fournit la séquence des éléments positifs d'un tableau d'entiers :
type tab-entier (index : intervalle (entier) (1,n)) ;

LI

proc elempos (T : tab-entier, seqt i : entier) » (seqt entier) ;
qd eof alors eof fq

co propagation de la fin de séquence co
debut

fairg si wval (1,1) 2 0 alors donner (val(T,1i}) fai ;

suivant{i)

ffaire
I
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Un programme peut donc &tre construit par composition d’émetteurs et de
récepteurs a condition que les types soient compatibles. On peut composer
les actions données en exemple pour calculer la somme des 8léments positifs

d'un tableau d'entiers TE de 1 a n :
y := somme {(elempos (TE, interv{i,nl))} ;

{Note : le m-d S ne contenant gue des déclarations de procédures, n'a pas

besoin d'étre exécuté explicitement).

Remargue : la structure de programme introduite par ces actions est totalement
abstraite, c'est-a-dire que l'on ne définit absclument pas la maniére concréte
d'évaluer 1'expression {processus séquentiel, paralléle avec éynchronisaticn,
pipe-line, etc...). Il va de soi gu'une implantation particuliére peut tenir
compte de la configuration du systéme d'exécution pour optimiser le calcul.

Il est aisé d'écrire les instructions d'itération classiques en terme de

récepteur sans résultat. Si 1’itérateur It est de la forme :
proc It (<parms>) -~ seqt T ou ({eof) ;
1*ipstruction :

pour x dans It {...)

faire S(x) ffaire ;
est mise pour la composition : RS{It(...])
ot RS est le récepteur défini par :
proc RS (seqt x :7) ;
qd eof alors retourner fq

début

faire S(x) ; suivant (x) ffaire

fin 3

Lorsgu’un récepteur termine (par une instruction retourner), le ou les
émetteurs associés sont aussi terminés (méme si on n'a pas atteint la fin de

séquence).

1.3.3. Décomposition d'itérateurs

-

Etudions le probléme inverse de celui gue 1l'on vient d"évoquer, & savoir

le passage d'une expression avec itérateurs en un programme classique.
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(n appelle cette opération une deécomposition, car on perd totalement la struc-

ture abstraite du programme initial ; elle s'inspire de la méthode de program-
mation par affinements successifs [WIR71], mais la décomposition est plus
complexe et elle n'est pas unique, ce qui conduit naturellement & des programmes
d'inspiration différente., On se limite, pour aborder cette é&tude, aux itérateurs
qui ne manipulent qu’une seule séguence temporaire d'objets. Le principe de la
décomposition consiste & :

1. choisir une des boucles d'itération pour &tre 1'itération finale

principale ;
2. décomposer les émetteurs-récepteurs liés 3 cette boucle en procédures ;
3. remplacer textuellement ces procédures dans le corps de la boucle ;

4. faire les optimisations évidentes.

On obtient ainsi d'une maniére systématique un programne éguivalent au
premier, comme on va voir a la fin du paragraphe. Cela peut &tre un moyen de
compiler les tompositions d'ltérateurs. Comme les possibilités de choix sont
en nombre fini pour une expression donnée, il est possible que le compilateur
prévoie ou calcule 1'efficacité des codes résultants et choisisse automatigue-

ment le meilleur ; c’est 1'amorce d'un compilateur "intelligent”.

Voici comment passer de la notation d'itération & celle de procédure puis, par
subpstitution, & celle de programme. Dans tous les cas, on va considérer que les
variables locales deviennent des variables globales initialisées (aprés renom-

mage éventuel). Ensuite, il y a deux cas & considérer :

1. La décomposition est dirigée par 1'émetteur :
- donner (x} devient un appel de procédure sans résultat ol le paramétre
est x ;

- suivant (x] devient la fin de procédure : retourner.

Il y a a construire autant de membres de procédure qu'il y a de chemins
dans un récepteur qui aboutissent & suivant ; les points de reprise (quant il

y en a plusiedrs]. doivent &tre mémorisés dans de nouvelles variables globales.

2. La décomposition est dirilgeée par le récepteur :
- les émetteurs sont découpés en une procédure d'initialisation et une

procédure d’é&lément suivant gui retournent un résultat ;



- guivant devient 1'appel 3 la procédure d'élément suivant ;

- danner [(x) devient retourner {x).

On retrouve la décomposition en "init” et "next" des générateurs d'Alphard.
Jhstification de la décomposition : on ne donne pas une démonstration
rigoureuse de 1'éqguivalence des programmes avant et aprés décomposition,
mais simplement une justification basée sur la suite des instructions du

programme compiet :

Soit 1'itérateur émetteur :
proc E (...} » seqt t ou (eaf) ;
début al :
faire p1 ; donper (x} ; Y1 ffaire ;
eof

fin

et un récepteur :

proc R {seqt y :71}

89, sof alors &2 g

début o2
faire B2 ;
suivant {y) ;
Y2
ffaire
fin

On rappelle que toutes les variables sont rapportées & un niveau global. La
composition R{E]} est équivalente & la séguence d’instructions :
début a1 ; B1 ; a2 ; B2 ;
vy 5 Bl s v2 5 B2 5 .0 ¥2 5 B2 5 vyl 82 fin
ol a2 3 P2 utilisent un paramétre calculé par ol ; B1 et y2 ; B2 un para-

metre calculé par le groupe y1 ; P1 précédent.

Dans la décomposition dirigée par E, le récepteur R comprend deux parties,

puisqu’on distinguera le cas du traitement de 1'exception ecf du cas général :



proc R (x :71) ;

début si initR glggi o2 ; B2 ; initR := faux ; retourner

sinon y2 ;5 B2 ; retourpner fsi

fin

proc eofR ;

début 62 fin ;

Le programme déduit de 1'émetteur £ est simplement :

début a1l ;
faire P1 ; R(x) ;y1 ffaire ;
aofR

fin

La variable initR est initialisée & vrai avant 1'appel de E. Par substitution
de R et eofR dans £ on obtient un programme avec une seule boucle dont la
suite des opérations est la méme que celle avec coroutines.

Dans la decomposition dirigée par R, on a deux procédures pour 1'émetteur E
proc  init-£ (...} > 1

début a1 ;5 P13 retourner (x) fin

proc suivant-€ (...} » 1 ou (eof) ;

début  y1 ; eof ou B1 ; retourner (x) fin

La notation eof ou P1 signifie que 1'on a, soit le cas ol le faire de

1'émetteur E termine, soit le retour au début de la boucle avec P1.

Le programme déduit du récepteur R est :
ad eof alors 62 fg
début y = init-E (...)
a2 ;
faire P2 ;3 y := suivant-E (...) ;
Y 2
fin

Par substitution des corps des procédures appelées, on abtient un programme

avec une seule boucle ol 1'on retrouve toujours la méme suite d’instructions.
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Note : la valeur transmise entre 1'émetteur et le récepteur est affectés

& la variable y (paramétre dans la notation du récepteur R).

Traitons les trois cas de décomposition de 1'instruction :

y 1= somme {elempos(TE,interv(1,nl}))

Exemple 1

Décomposition dirigée par 1'itérateur interv :
programme initial

k=1 ;

tantque k £ n

faire som-elempos (TE,K] ;

ko= k+1
ffaire ;
y := som-elempos-eof ;

aveo
proc som-elempos (T : tab-entier, 1 : entier)
début

si wval (7,1} 2 0 alors somme (val(T,i}) fsi ;

retourner
fin ;
proc  som-elempos-eof - entier

début retourner {(som-eof} fin ;

co propagation de la fin d’intervalle co

proc somme (el : entier) ;

début x := x + el ; retourner Fin ;

proc som-ecf - entier :

début retourner {x} fin ;

Note : L'initialisation x := 0 a &té repoussées & 1'extérieur.
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Le programue obtenu est donc
(1) x : entier ;

Kk : entier ;

début
x 1= 0 ;
k = 1 ;

tantque k s n

faire si wval(TE,k) 20 alors x :i= x + val(TE,k) fsi ;

k 1= K+1
ffgire H
¥y 3= X 3

fin ;

Exemple 2 ;
Découpage dirigé par le récepteur somme :
~ programme initial :

x ¢ entier ; el : entier ;

gd eof alors y :=x fg;

début x := 0 ; el := init-elempos (TE} ;

faire x 1= x + el ;
el := suiv-elempos (TE) ;
ffaire

fin ;

proc ipit-elempos (T : tab-entier) -+ entier ou (eof) ;
i : entier ;

qd eof alors eof fq

début

i o= init-interv (1,n) ;

faire

si wval (1,i) 2 0 alors retourner (vallT,i}} fsi ;

i := suiv-interv (1,n)

_fin ;
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proc sulv-elempos (T : tab-entier) » entier ou (eof) ;
i : entier ;
- gd eof alors eof fg ;
i := suiv-interv (1,n) ;

faire

si wval(T,i} 20 alors retourner (val(7,i}) fsi ;

i 1= suiv-interv (1,n]

ffaige

progc init-interv (n1,n2 : entier) entier ou (eof) ;:
début
Kk = nt 3

si k < n2 alors retourner (k)

sinon eof fsi

tin ;
proc suiv-interv(ni,n2 : entier) - entier ou (eof) ;
début k = k+1 ;

si k £ n2 alors retourner (k)

sinon eof fsi

£in ;

Note : Kk est une variable globale.

Un premier programme est obtenu en substituant init-elempos et suiv-elempos ;
on remplace les instructions retourner par des affectations suivies de sortie

qui permet de quitter la boucle.

X 1 entier ; el : entier ; 1 : entier ;

gd eof alors y := x fg

début x := 0 ;

i = ipit-interv (1,n) :
si valllg,i) 20 alers el :=val (TE,1) ; sortie fsi ;
i := suiv-interv (1.n)
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faire x 1= x + el ;
i := suiv-interv (1,n) ;
faire si val (TE,i) 2 D alors el := val {TE,i)} ; sortie fsi
i := sulv-interv (1.n)

ffaire

ffaire

fin

Le programme final obtenu par cette methode est

{P2} x, el, 1, k : entier ;

début x := 0 3
K 1= 1 ;

si ksn alors 1 3= k sinon allera f fsi ;

faire
si vallTE,1) 2 0 alors el := vall(lE,i} ; sortie fsi ;
Kk i=k +1;

si ks=n alors i := k sinon allera f fsi

ffaire ;
faire x := + el ;

-
3

81 k=n alors i := k sinon allera f fsi ;

si val (TE,i) 2 0 alors el := val (TE,i) ; sortie fsi

ue

K=k +1 ;
si k<n alors 1 :=K sinon allera F fsi
ffaire
ffaire ;
f iy 1= X
fin

Les occurrences de eof ont été remplacées par un branchement au traitement

de 1'exception {ici y := xJ.
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Exemple 3
Découpage par 1'émetteur-récepteur elempos ;

=~ programme initial

i : entier ; gd eof alors vy := som-eof fg
début
i = ipit-interv {1,n) ;

si wval (TE,i} 2 0 alors somme (val(TE, 1)) Fsi ;

i := suiv-interv {1,n)

ffaire

fin ;

Maintenant, toutes les procédures utilisées sont déja définies dans les
exemples précédents ; on a donc un programme complet :
(P3) 1, k, x : entier ;
début x := 0 ;

K =1 ;

81 k sn alers i :=k sinon allera F fsi ;

faire |
si wval (TE,i) =2 0 alors x :1= x + val (TE,i) fsi ;
K=k + 1 ;
si k<n alors 1 := kK sinon allera f fsi

T iy = x

fin ;

Les programmes P1, P2, P3, pourtant issus d’un m@me programme trés simple,
présentent des différences de structure trés visibles. Ils sont évidemment équi-
valents, par construction, et an ne peut manguer de souligner 1'analogie entre
ces différentes formes d'un méme programme et les versions successives de
transformations de programmes dans le systéeme d’'Arsac [ARS78]. On peut penser
que la programmation & 1l'aide de composition d'itérateurs est beaucoup plus
simple et "structurée” gu’avec les structures de contrdle et procédures habi-

tuelles. Il y a 1& un travail d’application & compléter.

Note : des éléments de ce paragraphe ont été étudiés également par J.P. PAILLARD
(Assistant IUT II - GRENOBLE}.
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1.3.4 - Vérification des compositions d'itérateurs

{n propose, dans ce paragraphe, de calculer les conditions de veérifi-
cation d'un programne utilisant les itérateurs en suivant la méthode axiomatigue.
La difficulté est que les itérateurs n'ont pas une forme fixe & la maniére du
tantque-faire ou mBme des constructions d’'Alphard ; aussi, chague définitian
d'itération doit &tre accompagnée de son systéme de preuve. De plus, puisqu’on
ne connait pas a priori guelle va &tre l'utilisation d'un itérateur. on doit
calculer des assertions assez fortes (peut-é&tre optimales [COU77J) pour
pouvoir représenter une axiomatisation de 1'itérateur et en déduire les asser
tions finales d’une composition d'itérateurs. Supposons que 1'on ait 1'itéra-
teur interv du § 1.3.3 ; une assertion invariante de la boucle associée &

instruction donner (x) est
x z a1 A sulvant (x) # x

o0 suivant (x) est mis pour la fonction qui détermine le x au pas suivant.
%
Cependant, cette assertion n'est pas assez forte pour prouver des théorémes

du genre
n{n+1)

somma {interv (1,n)) = 5

I1 y a donc lieu de bien choisir les assertions qui vont caractériser une
abstraction de structure de contrdle. Donnons les principes de la vérification

que 1'on appliquera a un exemple (sur ce sujet, voir aussi [DAH77]).

1.3.4.1 - Assertions associées a un itérateur-émetteur

Les assertions associées & un émetteur que 1l'cn suppose 3 un seul
résultat noté y sont au nombre de quatre. I1 faut déterminer :
initly) : assertion qui fixe la valeur initiale de y ;
inv (y) : assertion associée au(x]) point(s) donner (y) de l'itérateur ;
sulvant(y) : expression d'un &lément de la séquence temboraire en function
du précedent ;
eofly) : assertion qui fixe la derniére valeur de la séquence temporelle,

si elle existe ; si la séguence est infinie, eof(y) = faux.
Exemple : Soit 1'iter.déjd donné : interv {n1.n2) ; on a :
initly)l =y = m

inviy) 2 n1 sy £ n2 :

1

suivant(y) y+1

o

ti

gofly} = vy
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1.3.4.2 - Systéme de preuves associé & un récepteur

L.e principe consiste & établir la preuve comme pour tout programme
itératif, en construisant un nombre fini de chemins dans le graphe du programme
entre deux assertions, mais en introduisant les trois prédicats et la fonction
suivant de l'émetteur qui lui sera associé en parametres de la verifiecation.

Prenons un récepteur identifié par R est défini par :

proc R (segt v @ ...}

g§_eo¥ alors § fﬂ 3
début a ;
z faire B ;

suivant (y} ;

Y
ffaire

fin ;

Le systeme de preuve est alors :
P A dinitly) {a 5 B} Pa’

. . aqsuivant{y) suivant{y]
P A dnviy) {y ; Bjy } PO]y .

Py A eof(y) {6} Pq

P {R(I}} 91

ol J§u1vantiy)
assertions initly}, inviy}, eofly) sont celles de 1'émetteur I.

dénote la substitution uniforme de y par suivant{y) et ol les

Appliquons ces régles au récepteur "somme” du § précédent, nous

abtenons :

P A initlel) {x := 0 ; x := xtel} Ps
, . , suivant{el)
P, A inviel) {x 1= x+suivant{el})} Po]sl
PD A goflel) = P1
P {somme(Il} P1
La vérification du programme :
vrai {k := somme {(interv(1,n})}} Kk = ﬁi%gli

dépend de la découverte de PD {invariant du récepteufl gui est trivial ici :

- . _ ellel+1)
o 2
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En eftet
gl = 1 {x:=0 ; x:=x+el}l x=1 A el=1 > x z'5££%%ill
= Eligéiil-A 1 < el €n {xi=xrlelt1)} x = {91*1)i81*2)
« 91(31+1) Ael =n o x = n{g+1l

1.3.5 - Itérateurs multi-séquences

On a indiqué au § 1.3.2.1 que les itérateurs pouvaient avoir plusieurs
paramgtres "séquence temporelle”. Si le principe de définition est identigue
a celul des actions d'itération plus simples, telles que celles que nous
avons étudiées, 1l'utilisation peut poser quelques problémes. Soient les
exemples suivants d'itérateurs qui font 1'éclatement en monotonies et la fusion

ordonnée d'éeléments de type t, avec la prupriété ordre-total :

def m (t : ordre-total (g)) ;

proc éclatement (sortie seqt s1 : t ou {(eof), seqt s2 : t ou (eof),
entrée seqt u : t} ;

qd eof alors (eof a s1, s2) fq ;

Xt t; b bool ;

49§gi£ bo:= veal 5 x := u ; suivant(u} ;

alors siu s x

alors donner (u a s1)

sinon b = — b ; donner (u a s2) fsi
sinon si u £ x

alors donner (u a s2)

sinon b := — b ; donner (u a s1) fsi

X := u ; suivant (u)

ffaire

fin ;
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proc fusion (seqt x, y:t) + (seqt t} ou (eof) ;
aqd x == eof A y = sof alors eof

| x = eof A -y = eof alors faire donner {y} ; suivant(y) ffaire

| = x = eof A y => eof alors faire donner (x) ; suivant(x) ffaire fg

debut faire si x <y

alors donner {x} ; suivant (x)

sinon donner (yJ ; suivant (y) fsi

ffaire
fin ;
fdef ;

On donne pour compléter 1'exemple les itérateurs de la lecture et de
1'écriture des fichiers :
Lype fichier (t : tyfo) ;
proc eéléments-de-fichier (f : fichier(t)) - (seqt t) ou (eof) ;
qd eof alors fermer (f) ; eof fg
debut ouvrir (f) ;

faire donner (lire (f))} ffaire

fin ;
proc faire-fichier (mod f : fichier (t), seqt x:t) ;
qd eof alors fermer (f) fq s
début ouvrir (f) ;

faire ecrire (f,x) ; suivant (x) ffaire

~

Ecrivons quelques programmes 3 1'aide de ces actions d'itération.
Lorsque les itérateurs sont liés par plusieurs paramétres, on peut introduire
la composition par le symbole ¥ ;5 si 1'on a

proc g (sortie seqt x : t, y : 1) ;

proc f (seqt x : t} ;

la composition des deux actions s'écrira :
segt a : t ;
b:T ;
f (alw g ta,b) ;

1. Lecture et écriture de fichier
F1, F2 : fichier (t) ;
début

faire-fichier (F2, é&léments-de-fichier {F1)}

fin ;

.
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2. Eclatement d'un fichier
F1, FS1, FS2 : fichier{(t) :
seqt fs1, 82 : 1 ;
(faire-fichier (FS1, fs1), faire-fichier (FS2, fs2) wn
éclatement (fs1, fs2, éléments-de-fichier (F1))

fin ;

3. Fusion de deux fichiers
F2, FS1, FS2 : fichier (1) ;
faire-fichier (F2, fusion (éléments-de- fichier (FS1}, éléments-de-fichier
(F521}))
fin ;

4. Supposons que 1'on essaie d'écrire un seul programme qui fait a la fois

1’éclatement et la fusion sans passer par des fichiers intermédiaires, mais

simplement par des séquences temporaires intermédiaires

faire-fichier (F2, fusion (fs1, fs2))

X eclatement (fs1, fs2, éléments-de-fichier (F1)) ;

On s'apergoit aisément que le programme ne peut marcher car il se peut que
fusion attende un suivant de fs1 alors que l'éclatement ne peut fournir qu'un
elément sur Ts2. Une telle situation de blocage "logique" peut se produire
lorsque plusieurs séquences sont construites a partir d'une séquence unique
(ici : eléments-de-fichlep (F1)). Une solution possible est que le compilateur
prenne en charge de rompre la dépendance en transformant des sequences tempo-
relles en objets et de réutiliser ces objets comme paramétres d’itérateurs pour

poursuivre la chaine de traitement.

Les conditions pour qu'une chaine de traitement puisse @tre rompue
sont qu'il existe un type d'objets qui puisse repriésenter une séquence. Cela
peut étre specifié par des propriétés :

prop cvseq (f,g) sur t1, t2 : tyfo ;
proc f{t1) - seqt t2 ;
proc glseqt t2) » t1 ;

Cette proprieté établit que le type t1 est convertible en seéquence temporelle

de t2, telle que :
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g{f{x}]) = x
pour tout objet x : t1.

Mais cette propriété est insuffisante pour notre propos, car on veut passer
d'une seéquence temporaire & une autre séquence temporaire identique, via un
objet. On définit donc

prop isoseq (f,g) sur t1, t2 : tyfo ;
ol f et g ont la méme fonctionnalité gue précédemment, mais de plus,
flgl{x)) = x pour toute séquence temporaire x, considérée comme séquence
spaciale. On a donc cvseq(f,g) ¢ isoseq(f,g). D’'une maniére générale, on peut
donc transformer un émetteur-récepteur en émetteur ou en récepteur & 1'aide
de T et ¢

proc h (seqt t} -+ (seqt t)

peut devenir le receveur : gy h,
ou l'émetteur : h x f

et l'expression B8 ¥ h x «

peut 8tre rompue en : x : t1 ;

Xt gxhwai; Bx h xfix) ;

Dans notre exemple, on a la possibilité d'utiliser la propriété
isoseq (éléments-de-fichier, faire-fichier) sur les tichiers, et le programme

4 peut &tre rompu en produisant le programme 2 suivi du programme 3.

1.4 - Méthodologie de programmation
1.4.1 - Bibliothéques de types et procédures

La premiere application de la programmation'générique est 1la
constitution de bibliothéques de types et de procedures. Il est aisé de voir
gque toutes les structures de données classiques (queue, pile, arbre, liste,
fichier, etc) ainsi gue de nombreux objets mathématiques (vecteurs, polynGmes,
matrices, ensembles, etc) peuvent &tre déclarés sous forme de types génériqueas
munis de leurs accés élémentaires. Le mécanisme d'extension des types permet,
de plus, de définir des ensembles de procédures sur un type en vue d'applica-
tions particuliéres (ex : extension de matrices pour le traitement des graphes,
pour la résolution de systémes d'équations, etc). Il peut Btre utile aussi

de définir des extensions sur plusieurs types combinés.
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1.4.2 - Construction modulaire descendante

L.es méthodes de progranmation descendante ont fait 1'objet de nombreux
articles et 1l est totalement inutile d'y revenir. On peut simplement constater
que la plupart des langages existants ne permettent pas de décrire les
programnes de fagon rigoureusement descendante, car on ne peut étendre que
les actions, et les langages (excepté Algol68) ne permettent pas de remplacer
partout un identificateur par un appel de procédure (ex : en partie gauche

d'affectation).

Un point important d*analyse descendante qui n’'est pas suftisamnment
developpé est celui de la programmation descendante des objets. Cela est
assez blen résolu par 1'introduction des types abstraits et des acceés
notés fonctionnellement. La, Algol68 est insuffisant car il faut connaitre
le mode (struct, array, .;.l paur pouvoir programuer les accés aux objets
et le principe d'équivalence des modes ne convient pas nan plus. En résumé,

les deux principes de la programmation descendante sont

1. Orthogonalité de la composition des actions ;
2. Abstraction des types et accés fonctionnels (principe de référence

uniforme).

U'autre part, pour upne véritable assistance de programwnation
descendante par le compilateur, il faut avoir la possibilite de apécifier
syntaxiquement les objets & affiner avant de les programmer. Ainsi les
modules de programnes de<haut niveau peuvent 8tre écrits et compilés avant
que les modules de plus bas niveau ne soient eux-mBmes écrits. La seule
specification demandée par le compilateur est 1'interface de compilation

qui doit contenir :

1. Les fonctionnalités des procédures et des fonctions ;
2. La représentation des types (et des constantes) et la fonctionmalite

des acceés.

On voit que le deuxiéme point qui permet la compilation séparée descendante
st en contradiction avec la conception abstraite descendante, car, pulisqu'on
ne connait pas le corps des actions, on ne veut pas connaitre non plus (ni
anticiper le choix de) la représentation des abjets. Le langage GREEN L[GREZS]

pour lequel la compilation séparée est un objectif primordial exige la
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spécification de la représentation des types. Nous avons choisi pour notre
part de ne pas spécifier la représentation avec le type car cela rendrait
impossible la multi-représentation. Un interface de représentation doit donc

&tre précisé pour pouvoir compiler un programme.

lLe dernier point général relatif a la programmation descendantevest
celui de l'efficacité. I1 est certain gue des acces a des champs de
structures {(enregistrements) compilés via un appel de fonction sont tout &
fait colteux & 1'exécution. La réponse & cet argument est d’optimiser les
acces par une incorporation du code de la procédure appelée dans la procédure
appelante, selon des techniques classiques. Mais 13 encore, on ne peut avoir
a la fois le beurre et les canons, c'est-a-dire gue le choix d'un code efficace
par inclusion va 3 l'encontre de 1l’cbjectif de compilation (et surtout
recompilation) modulaire des programmes, gui peut 8tre trés important dans

le cadre de gros systemes.

L’apport de la généricité n'est pas essentiel dans la méthode de
programmation descendante. puisqu‘bn connait des le début du projet le type
d'application que 1’on veut traiter. Par contre, comme on vient de le voir,
1'abstraction est fondamentale, ainsi que la multi-représentation des types
gui est une forme privilégiée de la multiplicité des algorithmes pour réaliser

une action.

1.4.3 - Abstraction d'Algorithmes

Ce dernier aspect de méthode de programmation n'a pas été beaucoup
développé, par défaut de support en logiciel. On peut le résumer ainsi

gtant donné un algorithme A qui calcule une fonction 2 sur un domaine D.

1. Trouver les conditions suffisantes C dans le domaine D pour que A calcule
? dans tout domaine D' qui satisfait C ;
ou bien

2. Trouver des conditions d'abstraction A telles que A(A) calcule A(8) sur D.

Le premier cas correspond aux cas classiques de généricité comme les problémes
de tri sur tous les domaines qui admettent un ordre total, etc. On trouvera

des exemples de cette abstraction tout au long de cette thése. Le deuxidme
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Cas rejoint davantage les préoccupations de synthése d'algorithme et 1'cn en
trouve une présentation dans [OER754. Je vais reprendre 1'exemple de cet arti-

cle dans le cadre de la généricité comme abstraction d'algorithmes.

Soit le programme de recherche dichotomique dans un tableau trié.

Les assertions sont données en commentaire :
proc recherche (n : entier, x : réel, T : tableau (1..n , réel}) » entier ;

{84k} (1 € k £ n) (x = T(k)) A
(Vk, 2} (1 = k £ 2 5 n) (T(K) < T2}

#

z, ¥, h : entier ;
début (z,y) := (1,n) ;
tantque {x 2 T{z) A x < Tly) A 1 £ z<y é‘n}
z <y
faire h := (z+y) ¢+ 2
s5i x £ T(h) alers y := h .
sinon z := h+1 fsi

ffaire

/

retourner (z) {x 2 T(z} A x < T(z) A 1 < z £ n}
fin ;
Les conditions de vérification du programme sont
X2 7013, x S T(a) {initialisation)

Wz,y) (x 2 T{z) A x £ Tly) A 1 <2z <y <n)

s

A= {x < Tllzvy) + 2)) 2 x 2 T ({z+y) 3 2+1) (boucle].

L'abstraction consiste icl & remplacer les prédicats
x 2z ¥T{i) par p{i)
x £ T(3) par q(j)
et de remplacer la condition de vérification de la boucle en :

(Vul) — qlu) > plu+1).

Le programme abslrait est done :
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proc abstrait (&, n : entier) - entier ;
{2 < naAple2) Agln) A (Yu) —qlu) > plu+)}
z,y,h : entier ;
début (z,y) := (1,n} ;
tantque {p(z) A glyl A 2 <z <y <n}lz<y
faire h := (z+y) + 2 ;
si glh) alors y := h
sinon z := h+1 fsi

ffaire ;

retourner (z) {p(z) A qlz) A 2 € z < n}

fin i

Les conditions de validité de 1'abstraction sont exprimées par l'assertion
d'entrée sur les prédicats p et g. Ce sont exactement des propriétés telles

que celles du § 1.2.4. Syntaxiguement, on a :

prop inv (p,qgl ;
proc p {entier) - baol
proc g {entier) -+ bool

fprop ;

Cette spécification est insuffisante ; la spécification axiomatique de p et q
est donnée par 1'assertion d'entrée ; on pourrait aussi donner une spécificatiol

algébrique (cf. 2.2.3.1) par :

p{2) = vrai

vrai

i

g(n)
£ £ n = vrai

plut1) = si — qlu) alors vrai fsi

Utilisons cette abstractien pour calculer rac?(x) pour x 2 0 avec
'l'assertion de sortie :

22 < X A X < (z+1]2.

On identifie aisément zZ < x a plz) et x <.(z+1}2 a gi{zJ, ce qui donne le
programme {en notation lambda)
racz = Ax. abstrait (0,x)

avec inv[Az.zZ < X, AZ.X < {z+ﬁ}2]



53

(Note : La clause avec indique quels prédicats devront étre utilisés a la

place de p et q (LBER77al)).

On vient de traver le cadre d'un langage de programmation générique.
Dans le chapitre suivant, on va &tudier les methaodes de spécification adaptées
a cette forme de programnation, ce gui permettra de faire le point sur les

méthodes de spécification en général.






2 - SPECIFICATION DES TYPES GENERIQUES

2.1. Modéle axiomatique
2.1.1. Présentation du modéle

l.a spécification axiomatique des programmes a eu son point de départ avec
les articles de Floyd [FLOB7] et de Hoare [HOAB9). La spécification et la
véritfication des programmes utilisant des structures de données complexes
ont eté étudiées par [HOA72][SPI75]. Le langage ALPHARD [WUL767 essaie
d'intégrer les notions de types abstraits et de spécifications axiomatiques.
Dans cette premiere partie, nous allons donner les caractéristiques de la
specification axiomatique en les illustrant a 1'aide du langage ALPHARD ;
dans une deuxiéme partie, nous montrerons les limites de la spécification

axiomatique en ce qui coneerne la généricité.

Un type abstrait ("form” en ALPHARD), comprend trois parties :
- la spécification ;
- la représentation ;
- 1'implantation.
lLa spécification dunne les &léments nécessaires a i'utilisation du tvype et
a4 la veérification des programnes qui déclarent des objets de ce type, &
savoir
- les conditions sur les paramétres,
- 1'invariant abstrait,
- les conditions initiales, i
- la representation abstraite des objets du type,
- la spécification des fonctions d'accés (fonctionnalité, pré et

post-conditions].

On remargque que 1'on a besoin de spécifier une "représentation abstraite”
en effet, il faut exprimer 1'effet des fonctions & 1'aide d’'un univers de

reférence comprenant des structures de données "de base” et des primitives



d'acces prédéfinies. On voit déjd 1a un point faible du systeme gui est

1'existence de domaines d'ocbjets prédéfinis, non spécifiables dans le langage.

Supposons que 1'on dispose du type prédéfini séquence: seq, s'appliquant sur
n'importe quel ensemhle d’'cbjets D, alors syntaxiquement, les séguences sont
définies par :

<> 3 »seq(D) (séquence vide)

: {seq(D),D) » seq(D)

La notation <d1,d2 ...,dn> est mise pour
<S> <> v <d2> v L., <dnd>
Les relations suivantes sont satisfaites sur les séquences i
xulyvz) = {(xwylnz .
premier (<d>) = d
x # <>> premier (xw<d>) = premier (x)
reste {(<d>) = <
longueur (<>} = O
longueur (xv<d>) = 1+longueur(x)
Si V est de type vecteur (D), on note seq(V,n,m) la séquence construite
de V par:
<>
<VIn), Vin+1),... Vim)>
On peut maintenant spécifier le type file d'attente (FIFO) dans le formalisme
d’ALPHARD :

it

n>mo>seq(V,n,m)

n<moseqlV,n,m)

form FIFO (T:form <:=>, N:integer) =
! commentaire: T est le type des éléments de la file sur
! lequel 1'affectation doit &tre possible,
beginform
specifications
requires N>0; ' ! condition sur les paramétres
let FIFO = <,..xj...> where xj is T ;
! représentation abstraite de la FIFO comme séguence
invariant 0 < longueur{FIFO0) <N ;
ipitially FIFO = <>;
function
ENQ {q:FIFD,x:T)
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pre O <longueur{q) <N
post 4=g* v x |
!fonction d’entrée d'un €lément x dans la file g
DEQ (q:FIFQ) returns x:T
pre 0 < longueur{g) <N
post x=premier{q') A g=reste(q’)
! fonction de sortie d*un élément ;
! la notation q' indique la valeur de q avant 1'exécution
! de la fonction.

D'apres cette spécification, on voit donc qu'un objet FIFD est assimilé a

un objet seq, pour lequel on restreint 1'ensemble des fonctions qui lui sont

applicables.

La representation indique::
- la représentation concréte des objets,
- la fonction d’abstraction {au sens de Hoare),
- 1'ipvariant concret,

- des états typigues de 1'objet.
Continuons 1'exemple :

représentation
V : vecteur {T,0,N-1)
F,B,NUM : integer
! variables qui représentent une FIFD
init F :=0 ; NUM := 0 ; B 1= N-1 ;
rep (V,F,B8,NUM) =
if NUM=0 then <>
else if F <B then seqlV,F,B)
else seqlV,F,N-1) v seq(V,,B8) ;
! séquence définie sur la représentation
invariant (OSNUMSNIA (D0SF<N-1)JA (0<BsN-1)
AINUM=0 A N=((B+N-F) mod NJ+1 ”
VNUM > OA NUM = ((B+N-F} mod N}+1) ;
states mt when NUM=0 T
normal when 0 <NUM <N
“full when NUM=N
err otherwise ;

L}
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Si 1'on note Ia et Ic respectivement les invariants abstraits et concrets,
%X un &lément du domaine concret et rep(x) 1'objet abstrait représenté , les
conditions de vérification de la représsntation sont :

IC{X) > Ia(rep{x3}

La vérification de l'initialisation, avec Bre les prédicats reguires

g’ Binit
et initially et "ipit” 1’instruction d'ipnitialisation :
ini A
Breq {init} Sinit{rep(x)} I, (x)
Enfin, la partie implantation donne le corps de chague fonction et les asser-

tions d'entrée et de sortie concrétes,

implementation

body ENQ ! fonctionnalité dans la spécification
out(q.B={qg.B'+1) mod N A q.V=q.V'[g.B/x]
T Aq.NUM = g.NUM'+1)
= mt, normal :: (q.B:=(g.B+1) mod N ;
q.VLg.Bl:i=x ;
. NUM: =g . NUM+1Y
otherwise :: FAIL ;
body DEQ
out{q.F=(q.F'+1} mod NA x=q.V'[q.F']A g.NUM=q.NUM'-1)
= pnormal, full::{x:=q.v[q.Fl;
g.F:={q.F+1) mod N ;
. NUM: =g NUM-1Y
otherwise :: FAIL ;

endform

+

Pour chaque fonction, on note Bin et B les assertions d’entrée et de sortie

out

concretes, C, le corps et B et B les pré et post conditions abstraites.

pre post _
Les théorémes & démontrer pour assurer la validité des fonctions sont :

1 - Bin{x} AT (x) {c} BOUt(x)'A Ic(x}
2 - IC(x} A Bpre{rep{x}} o Bin[x?

3 - IC(x} A Bpre {rep(x*')) A Bout{x} > Bpgst[rep(x))

Par induction sur 1'initialisation et l'ensemble des fonctions d'un type, on
démaontre que Ic{x} est toujours vrai dans tous les programmes qui utilisent
le type abstrait, et donc Ia{rep{x)) est toujours vrai. D'autre part, les

théorémes 2 et 3 assurent gue la précondition implique l'assertion d'entrée et



que d'autre part la post-condition est toujours vraie si 1'implantation est

correcte.

Les preuves sont donc blen séparées entre les vérifications internes au
type abstrait gui fent intervenir 1'invariant concret IC et les vérifications
de programme hors type abstrait qui n'utilisent que les pré et post conditions

des fonctions, sans souci de la représentation.

Voyons maintenant les limites de la spécification axiomatique, notamment par

rapport a la généricité.
2.1.2. Limites du modéle axiomatique

2.1.2.1. Définition des types

Comme nous l'avons déja signalé, le modéle axiomatigue n'est pas constructif,
clest-a-dire qu'il ne permet de définir de nouveaux types gque comne restriction
de types existants (cf. [HER77al). Les types abstraits primitifs (dans 1'exem-
ple : séquencel ne peuvent pas étre décrits dans le méme formalisme. De ce
fait, deux solutions sont possibles 3

1 - Avoir un ensemble de constructeurs abstraits prédéfinis, a partir desquels
il doit &tre possible de définir tous les autres types, mais cette approche

conduit a8 l1'alternative suivante :

a - l'ensemble des conatructeurs est réduit, mais les fonctions d'acces sont
complexes, ce qui rend complexes leur axiomatisation et les preuves ba- .
sées sur ces constructeurs dans le domaine abstrait {exemple : dans
[SHA76b], le type abstraitarpre-binaire est défini abstraitement par res-

triction sur le constructeur prédéfini graphe avec arcs étiquetés) ;

b - prédéfinir un trés grand nombre de constructeurs standard , couvrant
toutes les structures de données classiques, mais alors on n'a plus besoin
d'un systéme puissant de définition de types par l'utilisateur, et 1'ap-

prentissage du langage devient particulierement long et difficile.

2 - Avoir un langage de spécification de constructeurs de base. Ce langape

existe, c'est le langage algébrigue que nous utiliserons au §2.2. Mais il est
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clair que 1l'introduction d'un deuxiéme langage de spécification rend 1'ensemble
extrémement lourd, d'autant plus que le langage algébrigue est suffisant
comme nous le verrons. Seul le probléme des preuves de programmes demeure

avec le formalisme algébrique, mais il sera résclu au chapitre 3.

2.1.2.2. Spécification des opérations formelles

lLorsqu'on a des types formels, il faut presque “toujours avoir des opérations
sur ces types pour pouvoir les utiliser. Or ls spécification axiomatique ex-
prime 1'effet de l'opération et non ses caractéristiques. Aussi une spécifi-
cation axiomatique (au sens de Hoare, c'est-a-dire en logigue du premier ordre)
ne peut pas étre utilisée pour exprimer les propriétés d'une classe de fonctions,
indépendamment de leur effet particulier. La seule caractérisation possible est

en général une spécification du second ordre:

associative(f) = def (Fel{t, ) » £3 A (¥x,y,z:t)
f{?(Xay]pZ] = f(x:f[y;Z])
égalité{g) = def {g:{t,t) - bool) A {¥x,y,z:t)

{glx.x) A (glx,y) o gly,x)]
Alglx,v) A gly,z) o glx,z)1)

affectation {:=] = def {:= :{mod t,t))
(V predicat P} wp (x 3= y,P) = Pi
{olt wp est la plus faible précondition qui implique que P est vrai a la sortie

de l'affectation si celle-ci termine).

Cette caractérisation peut servir pour montrer gu'une fonction dont on connait
la spécification axiomatique satisfait un prédicat. Par exemple, soit la

spécification :

’

eq-vecteur(v,w) (longueur{v) = longueur(w))

“def
A{VYiY (1 £ i < longueur{v)) (v{i) = w{i}}

Si 1'égalité sur les éléments des vecteurs satisfait le prédicat "égalité", alors

on peut démontrer qu'il en est de mBme pour eg-vecteur, par substitution de g par
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eq-vecteur, et du type t par le type vecteur. Les propositicns de spécification
de fonctions par pré et post conditions ne s'appliquent pas aux fonctions for-
melles et done un nouveay formalisme par prédicats duy second ordre devrait étre
introduit. Voila pourquoi la généricité en ALPHARD o toujours été sommaire,

par défaut de solution générale.

D'autres problémes plus techniques tels que ceux saulevés en FTBER7871 ne peuvent pas
non plus étre résolus en ALPHARD. En particulier, la liaison de fonctions effec-
tives aux fonctions formelles exige théoriquement une démonstration de théoréme,

et les ambiguités éventuellss ne peuvent pas 8tre résolues.

En conclusion, le formalisme axiomatique est agréable, car on dispose avec lui
d'un mécanisme puissant de Preuves de programmes, mais il n'est pas adapté 3
1'extensibilité des types ni & la généricité. Dans 1a sulte, nous présentons
le modéle algébrique de spécification des types qui sera approfondi pour englo-

ber notamment les proprietés et les itérateurs.

2.2. Modele algébrique
2.2.1. Fondements mathématiques

La spécification algébrique des types abstraits se base essentiellement sur
1'idée qu'un type est constitué d'un ensemble d'opérations, et que la "valeur”
d'un objet d'un type est construite & partir de la sequence des opérations qui
s'appliquent sur lui. L'abstraction provient du fait que 1'on n'utilise, ni

une représentation particuliére pour les objets, ni méme un domaine "abstrait”,
comme dans 1'approche axioinatique, dans lequel on exprimerait 1'effet des fonc-
tions. Nous allons présenter d'abord les definitions de base, en renvoyant aux
Ouvrages classiques d'algébre pour 1'exposé formel de ces notions et les démons-

trations [COHB5] [BIR70].
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Définitions

2.2.1.1. une Présentation est la donnée d'un ensemble d'identificateurs de
domaines : S (anglais ; sort) et d'un ensemble d'opérateurs ¥ sur S.
A chaque opérateurs cey est associé une fonctionnalita $(0) qui est
une chaine x,s oll x e S* et se€S. les opérateurs dont 1la fonctionnalite
¢(0) est de la forme As sont les constantes (opérateurs sans paramétres

du domaine S.

2.2.1.2. Etant donpee une presentation <S,5>, une <S,2>-algébre A (ou algébre
~lo77asgebre
d'opérateurs %) est 1a donnée d’une famille de domaines {AS,S€ S} et
d'opérateurs 0, associées 3 tout o€l telles que, si plo) = 51...sn.s
alors OA est une application . AS x...xA8 -+ AS
1 n
2.2.1.3. un homomorphisme h : A -~ B oj A et B sont des <S,2>-Algébres est une
——Z2Norphisme

famille d'applications {hS:AS > BSIS €S} qui préserve les opérations:
Yo : ¢(0) = A,s alors hSIGA)=OB
Yo : ¢(0)

n

Sy+++8 ,8 et a,eA , Vi el1,n]
1 n i S,

i
alors hS(GA[a1,...an]] = GB(hS (a1],... hS (an)).
1 n
2.2.1.4. La <S,X>-algébre des mots oy algebre sur 1'univers de Herbrand (notée
Tg ) est la famille de langages {les €S} définis par les grammaires

hors contexte GS de la maniére suivante

VT = {01.,062} U {n(n‘ ., n)n}
UN = {Nsls € S}
P o= {NS > oTl¢(0] = A,s}u

N, - OT(qu,... Nsn)l¢(0)=s1...sn.s}
et pour chaque GS 1'axiome est Ns'

2.2.1.5. Soit X une famille d'ensembles disjoints: {Xsls € S}.
On considére x ¢ XS Comme un opérateur tel gue $(x)=A,s. Alors 1'al-
gebre'%:z,

notée TS Z(XJ] Ou algebre librement engendree par X.

o4 X'=XuX est appelée algébre des mots sur les générateurs X

Les ensembles XS sont appelés leg ensembles de variables dans les
equations (§ 2.2.1.10).
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Théorémes

Voici guelques résultats qui seront utiles dans les paragraphes suivants.
Les démonstrations se trouvent essentiellement dans les références LADI76]

[ADJI78b] et dans les articles ariginaux.

2.2.1.6.

Les <8,%>-algébres et lsurs homomorphismes forment une catepgorie : ALG(S,F)
dans laguelle TS ¥ est initiale ([HIGB3] [BIR70]).

»

2.2.1.7.

51 A est une <S,¥>-algebre et f, une application : X > A, alors il existe un
# #
homomorphisme unique f TS Z(X] > A tel que f est une extension de f,

c'est-a-dire : Vxe X : f {x)=Ff(x).

2.2.1.8. Exemples

1 . Dans les hypothéses d; 2.2.1.7., si A est TS,X' alors 1'application f est
une substitution et f est 1'application d'une substitution a un terme de
TS'Z.(X].

2 . Soit 1la <S,E>-algeébre X de P'ensemble des variables avec comme opérations 1,
1'union des ensembles, et soit v : X - X définie par ; vs(x] = 51 xe XS
alors {x} sinon #. v# : TS,X(X) > X est alors la fonction var qui a tout

terme t de TS Z[X) associe 1'ensemble des variables qui se trouvent daps t.

Définitions

2.2.1.9,

Une <§,I>-congruence = Sur une <S,I>-algébre A est une famille de relations

L
d'équivalences {Eslse S} possédant la propriété de substitution : pour tout
el tel que ¢(0]=s1...sn,s si ai’bi(iAs et si ay :Si bi, Viel1,n], alors

- i
oA(a1,...an) = OA[D1,...bn].
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2.2.1.10.

Une S,Z-équation dans s:e est définie par 91=e2 ol 91,925 TS Z[X) dans s.
Une S,X-algébre A satisfait e ssi pour toute application @ : var{e) - A,

# - of
on a b Ee1} 8 (92].

Une S,Z-algébre A satisfait un ensemble d'équations £ si elle satisfait toute

eec k.

.

2.2.1.11.

Si A est une S,IZ-algébre et = une S,Z-congruence sur A, alors A/S, algébre
quotient est une S,I-algébre, et il existe un homomorphisme canonique (unique)
h: A= A/Z,

2.2.1.12. Proposition

Soit A une S,Z-algébre, alors les relations de congruence sur A forment un
treillis complet avec :

1 : la relation d'identité ;

T : la relation universells ;

u 1a congruence engendrée par fermeture de la propriété de substitution

sur 1'union des relations ;
N : intersection des relations.
€ : inclusion des relations.

2.2.1.13. Définition

Soient une S,X-présentation et un ensemble d'équations E sur TS Z{X). On

definit EE' la relation de congruence engendrée par £ sur TS 5 comme 'inter-
section de toutes les relations de congruendes qui contiennent la relation
Eng}fX]] ol E[TS Z(X)) est l'ensemble des relations d'équivalence obtenues

T 03 ke F] -~ s : poine
de E par substitution. On note TS,Z,E 1'algébre quotient TS,Z/*E'

2.2.1.14. Théoréme

TS 5 E est initiale dans la catégorie ALG(S,Y,E) des S,Z-algébres qui satisfont
> »
E [HIG63] [BIR707 [ADI73].



4

2.2.1.15. Proposition
Soit b A->B un homomorphisme de S,Z-algebres, et Eh définie par

a Eh a’® ssi h(a) = hia')

alors Eh est une S,L-congruence et si h est surjective, alors A/Z, est

isomorphe & B.

2.2.2. Spécification algébrique des types

2.2.2.1. Approche de ADJ [ADJ761, Zilles [ZIL74]
Définitions
2.2.2.1.1.

Un type abslrait défini par un triplet <$,%,E> est la classe d’équivalence

des algébres initiales dans la catégorie ALG(S,L%,E).

Les relations entre algebres dans ALG(S,Y,E) étant les homomorphismes, la
classe d’équivalence des algebres initiales est constituse des algéhres

isumorphes & T,

5w g d'apres 2.2.1.14.

2.2.2.1.2.

Soient T, : <S,%L,E> un type abstrait et <5uS*',5',E'> une présentation avec

1
SnS' = Lnk' = @¥. Pusons S=5uS', X=fug', E=tt vE’, alors

<S,L,E> est une extensio i : i . 5 T < —
L est une extension de T,l si TS,Z,E est isomorphe & TS,X,E en

tant que <S,i>-algébre.

Si S'=@, alors <S,Y,E> est un enrichissement de T1.

2.2.2.1.3. Exemples

1 - Le type des entiers naturels nat est défini par :

<S = {nat}, ¥ = {0, succ)>

et les fonctionnalités $(0) = A, nat

$plsucc) = nat,nat.
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{par la suite, on définira les opérateurs et leur fonectionnalité en une
seule écriture par :
0 : o nat

suce :  nat -+ nat )

Par convention, un type aura le méme nom que celui du domaine "principal”

souligne.

ltes classes d'éguivalence dans Tnat sont

{0}, {succt)}, {succlsuccl(0)}} ...

On peut™enrichir” nat & l'aide des opérateurs :

£ = {pred : nat - nat

+ : nat x nat - nat

) * 1 pat x nat - nat}
et des éguations :
(E} pred{0j= 0

predf{succ({N}) = N
N+D = 0
N+succiN') = succ(N+N')
N-0 = N
N-succ(N') = pred(N*N'}

Le type enrichi ng{ posséde maintenant les classes de termss :

{0,pred{(0)pred({succ(0)), 0+0, ...},
{suec(0), pred(succlsyeg(0))),succ(0)+0, ..} ‘
On peut vérifier qu’il s'agit d'un enrichissement en considérant 1'application:
» [— = ) L i v
h e Tnat -+ Tnat telle que h{N} [N1 {classe d'équivalence de N}. Comme ynat
est une <G,I>-algebre, h est un homomorphisme (d'aprés 2.2.1.5.). 11 reste &

montrer que h est bijective :

- h est surjective, car tout terme de T;;~ est congru & un terme de Tnat 3
[&

en effet, par induction, on a :
pred(0} = 0



{15}

t
pred{succ(N)) = N

si Ne¢ T—— gt NEM alors
nat na

pred(succ(N)) = N

donc pred(N)EN’ .- s NEM o )

De méme pour les autres opérations

Si N=M alors N+O) = N
nat
N+O = Mnat
Si N*N’Emnat alors Ntsucc{N'} = succ{N+N')
N+suecc(N’}) = succlM__,)
nat
N+succ(N') = M
nat
Si NEM alors N0 = N
nat
N=0 = mnat
Si NIN‘EMnat alors N-succ(N') = pred{N-N')
2 ¥ = =T
N-succ{N*]) = preu(ﬂnatl
et d'aprés (1) N succ(N') = Mm*
nat

- h est injective car si NZM dans Tnat’ alors h(N) # hiM), c'est-a-dire

[N 2 TMI. Autrement dit, deux termes de Tna ne peuvent pas &tre congrus

t
dans la relation engendrée par les équations (EJ.

¢ - Considérons le type pat précédemment défini auquel on ajoute la cons-
tante naterr et le type pile :

-

& reerp il
Z'pile {c p ¢+ pile

empiler: pile x nat - pilé
sommet : pile -+ npat
depiler: pile » pile
pilerr : - pile
naterr : - pat}
et les éguations :

sommet (creerp) = npaterr

somnet{empiler(P,N}) = N

depiler (creerp) = pilerr

depiler(empiler(P,N}) = P
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Le type Egi contient les éléments :
{naterr, sommet(creerp), ...}
mais aussi:
{sommet(pilerr)} {sommet (depiler(pilerr))} ...
qui modifient les classes de congruence de EEE. La solution au probleéme de

l'introduction des erreurs est donnée au §2.2.2.1.5.

2.2.2.1.4. Définitions

Un type T : <S,I,E> est protégé dans une spécification <S,%,EB>, si <S,I,B> est

une extension de T .

2.2.2.1.5. Axiomes conditionnels

Dans toute spécification algebrique, le type bool joue un rdle déterminant.
Il permet en particulier de définir les axiomes conditionnels. Le type bool

ne contient que deux classes, celles des constantes "vrai” et "faux”: S={bool}

£ = {vrai : - bool

faux : = bool

ey

boal » bool

33

A : bool x bool » bool
bool x bool - bool

<= : hbool x bocl™ bool}
E = {7 vrai = faux
“faux = vrai

b

vraiab

n

faux

bab! = b'Ab

bvb' = 7({Tb) A {Tb*))
b <=b'=pvTb'}

faux A b

Pour tout type t (y compris 2991}, il est possible d'&tendre t+bool par
1topération si

sl 1 bool x t x t > t
telle que sil{vrai,x,y) = x

silfaux,x,y) =y
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Une équation dans t de la forme

. = si b alors R1 sinon R2 fsi

est mise pour :
L = si(b,R1,R2)
Une équation dans t de la forme :
L = si b alors R fsi
est mise paur

L = si(b.R,L).

[ADJ771 [ADJI7Bal montrent qu’il existe des types gue-1'on ne peut pas spécifier
sans axiomes conditionnels. Ces axiomes augmentent donc le pouvoir d'expression

des systémes equationnels.

2.2.2.1.6. Traitement des erreurs [ADJ76]

La solution du probléme posé au 2.2.2.1.3. ne peut pas se résoudre en propageant
directement les erreurs par ;

depiler(pilerr) = pilerr

empiler{pilerr,N) = pilerr

sommet[pilerr) = paterr
En effet an peut alors déduire :

N

i

sommet (empiler{pilerr,N))

i

sonmet {pilerr)
= paterr

et tous les éléements de nat sont congrus & naterr (nat n'est pas protégé).

11 convient de distinguer les éléments qui sont des "erreurs” des éléments "ok®
a 1'aide d'équations conditionnelles. Pour spécifier le type pile correctement,
on écrira, : '

okpile : pile - bhool

oknat : pile » bool

siok1 : pile x nat x nat »+ npat

siok2 : plle x pat x pile » pile
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et les équations générales sur les "ok"

faux

n

okpile(pilerr)

vrai

#

okpilelcresrp)
okpilelempiler(P.N}) = okpilelP) A cknat(N)}
oknat(B) = vrai

oknat{succ{N)) = oknat(N)

oknat(naterr) = faux

etc. pour les opérations de EEE

siok1{P,N,M) = sifokpile(P) A oknat(N),M, naterr)
siokz[P,N,P'] = si (okpile(P) A oknat(N),P’,pilerr)

equations spécifiques ;
sommet(cresrp) = naterr
siok1(P,N,semmet{empiler(P,N}}3
= si0k1(P,N,N)
depiler(creerpl) = pilerr
siok2(P,N,depilerfempiler(P,N}})
= SioKZ(P.N,P]

propagation d'erresurs

i

empiler{pilerr,N) pilerr

H

empiler(P,naterr) = pilerr
depiler(pilerr) = pilerr

sommet{pilerr) = paterr

Evidemment la description complete d'un type abstrait avec traitement d%rreurs
est tres fastidieuse ; aussi il est possible de spécifier simplement, pour
un type donné, les éléments et équations "ok”, les éléments et équations d'er-
reurs, et d'en déduire automatiguement le systéme algébrique complet. Ici
on aurait :

ok-opérations : {créerp, empiler, depiler, sommet}

err-opérations : {paterr, pilerr}

ok-equations : depiler(empiler(P,N)) = P

sommet (empiler(P,N}) = N
err-équations : depiler({creerp} = pilerr

sommet{creerp) = naterr
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La déduction des équations exactes se tail par les étapes suivantes :
{ I

a - construire les équations spécifiques en introduisant les siok convenables :
une équation ok est valide si ses variables sont ok.

b - engendrer les éguations de propagation d'erreur : un terme est une erreur
si 1’un des arguments est erreur.

C - engendrer les équations ok : un terme est ok si ses arguments sont ok,
excepté pour les opérateurs qui retournent des erreurs.

exemple : pour la pile, on n'a pas ;

okpile(depiler{P}]) = okpile(P)

gar on pourrait déduire :

¥
¥

okpilel(depiler(creerp}) = okpilelcreerp) = vrai

et :

L}
it

okpileldepiler(creerpl) 'okpile[pilerrl faux

Ce traitement des erreurs n'est pas trés satisfaisant, car il multiplie les
equations, oblige & tenir compte des erreurs dans les équivalences de types ;
d’autre part, toutes les erreurs sont confondues par propagation, et ce qui est
plus grave, dans une implantation qui serait proche de la spécification, les
opératiohs (non erreur) daevraient tester systématiquement si leurs arguments
sont erreur ou ok. Pour résoudre quelques uns de ces problémes on va résumer

maintenant la méthode de [GOG77b] et on donnera au §2.2.3.4. notre propre

conception du traitement des erreurs.

Une présentation avec erreurs est la donnge de P = <S,5,Z0E,F> o0 <S,L,E> est

une présentation, {2 1'ensemble des opérateurs d'erreur et F 1'ensemble des

équations d'erreur. Chaque domaine est divisé en valeurs-ok et valeurs-erreur
{VE.VF) disjointes. Le domaine des valeurs-ok est engendré par les upérateurs-ok;
mais le domaine des valeurs-erreur est engendré par les apérateurs-erreur at

par les opérateurs-ok si un de leurs arguments est erreur. A 1'inverse de 1tap-
proche précédente ol les valeurs-erreur devaient 8tre explicitement équivalentes
a une constante erreur, on a tout un domaine de termes d’errveur (qui peut rester

libral.



Dans l'exemple de la pile, le domaine ok est engendré par créerp, empiler,
depiler, et sommet donne alors des termes congrus a des véleurs—ok de nat.

Le domaine erreur est engendré par pilerr, empiler, depiler pour pile; naterr,
sommet et les opérations de nat (sauf 0) pour nat ; les éléments identifiés
entre les deux sortes de domaines sont dépiler(créerp) et pilerr, sommet

{créerp) et naterr.

On évite les contradictions (ou incohérences]) évoquées au début du paragraphe
en imposant que les équations-ok (E) ne s'appliquent que si la partie droite

et la partie gauche sont des termes-ok et & 1'inverse, les équations-erreur (F)
s'appliguent si 1'une ou 1'autre des deux parties est un terme-erreur. Une
conséquence de ce principe d'application des équations est qu’un systéme formel
qui veut traiter les erreurs de cette maniére doit choisir une technique de
réduction (d’évaluation) remontante (par valeur) [GOG77al. L’avantage de 1la
méthode est que 1'on peut spécifier par les équations-erreur la fagon dont on

veut reconnaitre les erreurs :

- pas d'équations autres que l'introduction des erreurs donne une erreur diffé-

rente pour chague terme d'erreur ;

H]

- des équations : empiler (S,I) pilerr, etc... identifient toutes les erreurs

aux constantes d'erreur ;

- des éguations : empiler (S,I) S, ete... permettent de conserver 1'état de

l'erreur & travers les réductions suivantes.

Reste & redéfinir la notion de type protégé puisque 1'utilisation d’un type
peut cormduire & 1'introduction de valeurs-erreur dans ce type. O0On dira donc
qu'un type est protégé (au sens large) si ses valeurs-ok sont protégées (au
sens précédent). La notion d’homomorphisme entre algébre d’erreur est aussi

modifiée, mais nous ne rentrons pas dans les détails, renvoyant & [G0OG77b].
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2.2.2.1.7. Veérifications des spécifications

Etant donné wune spécification d'un type A dans un formalisme quelcongue et
sa specification algébrique T : <S,I,E>, montrer 1@ quivalence de A et de T
revient a montrer que A en tant que <S,X,E>-algéhre est isomarphe & TS,Z,E'
[ ADJ76] mantre 1'equivalence du type nat avec IN défini & 1’aide des axiomes
de Peano. On peut traiter en exercice 1'équivalence de nat avec le type int

speécifié comme co-domaine de rétraction dans le modéle de Scott [SCO76].

Rappelons briévement les définitions nécessaires a 1'établissement de la
preuve : une rétraction r est une application de Pw dans Pw parties delIi)
telle que ror = r. On définit dans Pw les opérations
0= {0}
plusun(X) = {x+1|x e X}
moinsun(X)=s {x|x+1 e X}

Lr={}, 7 =Pu

Z > X, Y a le sens suivant :

#

si / 1 alors ¢

0 alors X
si Z # 1 et 0 ¢ 7 alors Y
si 740 et 0e 7 alors 7T

si /7

Alors int est le co-domaine de la rétraction int :
int = AX. X 50, (int(moinsun(X)) > X, X)

autrement dit, les éléments de Pw tels que int(X)=X.

1 - int est une algébre avec les opérateurs : 0 et plusun.
En effet int(0) =0 5 0, (int(moinsun(0)) >0, 0)

0

Si X e int, alors plusun (X) € int :

int(plusun(X)) = plusun(x) > 0, (int(moinsun(plusun(X)))

> plusun(X), plusun{X))

5

si plusun{X) 1 alors i

T alors 71

plusun(X)
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sinon, comme (VX), plusun(X) # 0 (dans Pw)
on a

int{plusun(X)) = 1nt(m01nsun(p1usun(X]J) o plusun[X) plusun{Xx})

1

int(x) 5 pPlusun(X), plusun(x)

3

si X # 1et X # 7T alors plusun(X).

Donc on a

i

X = 1 alors plusun(X) i

>
i

1

= T alors plusun{x) T

X eint - {1,7} alors plusun(X) e int - {1,717}

2 -11vya homomorphisme entre int {11} et Tnat'

Soit f : int - {1,T1+Tnat

telle que f = AX.X 5 0, succ(f(moinsun(X)})

f est un homomorphisme
FOE) = 0
flplusun(X))

n

succ (f(moinsun(plusun(x))))
suce(f (X))

i

Tous les éléments de int - {L,T} ont une image par f.
Comme par 2.2.1.6., i1 existe un homomorphi sme unigque entre T nat et int - {4, 71},

cette derniére est initiale dans la catégorie de T nat et donc isomorphe & T

Remarque : On pourrait montrer que T .U {naterr} est isomorphe & int - {T} en

identifiant naterr et 1

Revenons plus en détail aux techniques de vérifications ou équivalences de

spécifications.

Soient un type T <S5,X,E> et une <S,Z>-algébre A.

- Méthade de vérification 1 (211797
a/ Montrer que A satisfait 1les équations E, ce qui implique, d'aprés
2.2.1.14 qu’il existe un homomorphi sme unigque h TS,E,E > A
b/ Montrer que h est une bijection.
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- Méthode de vérification 2 ([ADJ76]1)

a/ Définir une application h : A ~» Te vy g en associant a chaque élément
TRy .
de A une classe de congruence, ou mieux, un représentant (§ 2.2.2.2.7.)
de chaque classe ;

b/ Montrer que h est un homomorphisme surjectif.

Note : On utilisera ces techniques pour vérifier la cohérence d'une représen-
tation d'un type, et on comparera alors avec la méthode de Guttag

(§ 2.2.2.3.3.

2.2.2.2. Approche de Guttag [GUT76al [GUT78]

La présentation de Guttag différe sensiblement de celle que nous avons adoplée
Jusqu'tici. Néanmoins, 11 est possible de décrire la sémantique des types
abstraits "selon Guttag” en utilisant le méme formalisme. Un soulignera au

assage les différences avec 1'approche précédente.
f P

Notons d'abord que les définitions de types se font d'une maniére hiérarchique:

On doit specifier un nouveau type, appelé type d'intérét (ti) par rapport & un

ensemble de types déja définis, la base B gui est speécifiée par <B,5,E>.
Initialement, B contient le type bool, comprenant deux constaontes, vrai et faux,

et les opérations habituelles.

2.2.2.2.1. Définitions

Parmi 1'ensemble I des opérateurs associés 3 un type d'intérét ti, on distingue :
- les générateurs (G) : opérateurs dont le co-domaine est ti H
- les accés (A) : opérateurs dont le co-domaine est dans B 3

note : les acceés du type ti sont au moins un paramétre dans ii.

Les genérateurs sont les opérateurs qui permettent de construire le domaine de Tti'
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Exemple : Soit le type ens (ensemble d'entiers).
Les opérateurs I sont
créer 1 - ens
inserer ~ : nat x ens <+ ens
enlever : nat x ens - ens
appartient : nat x ens - bool
La base B est {bool , nat}
Les égquations E sont :
enlever{N,créer} = créer
enlever{(N,inserer (M,S}) = si eqiN,M)
alors enlever(N,S)
sinon inserer (M,enlever(N,S)) fsi
appartient(N,créer} = faux
appartient(M, inserer (M,S)) = EE‘BQ{N,Mi
alors vrai

sinon appartient(N,S8) fai

Les opérateurs générateurs sont : {créer,insarer ,enlever} et I’opérateur

d'accés est appartient.

L'opérateur eq est obtenu par extension du type nat avec :
le : nat x nat - bool
eq ¢ nat x hat - bool
et les éguations:
1e(0O,N) = vrai
lelsucciNY,0) = faux
le(succ(N), succ{M}} = le{M,N)
eq(N,M) = 1e(N,M) A le(M,N)

fin exemple.
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2.2.2.2.2. Définition

A chaque opérateur d'accés acA on peut faire correspondre la famille de
termes ou a est la racine & une seule variable du type d'intérét ti,
appelés accés unaires. On note cette famille de termes: au = {v(x)}, od

x est le parametre de type ti.

On définit la relation de congruence Eau dans Tti‘ déduite de au, par :

t1 E t?2 <=>
au
(Yv € auy) v(it1) = v(t2)
ou = est la

Congruence utilisée pour le type du résultat de a.

- Congruence image des accés : EA dans Tti

Pour un ensemble de fonctions d'accés A dont les accés unaires sont {au),
a ; = = n(= ).

on A ( au

Par défaut, si A=g, EA est la relation universelle sur Tti'

2.2.2.2.3. Proposition

Dient le type T construit sur la base B, A les accés de T dans B et £ les

équations dans TT , alors : B est protégée par v ssi =

11t

E = A
Preuve

a/ (<=) Soient TB 1'algebre de Herbrand des termes de la base et Tfj+ la

nouvelle algebre de Herbrand. Si 1'on considére dans TB+T les classes

de congruence de TB’ celles-ci sont étendues des éléments de A, mais d'apres

1'hypothése, elles ne sont pas modifiées par la relation EE. Donc TU+T est
isomorphe en tant que B-algebre 3 TB et B est protégée.

b/ (=>) Supposons qu'il existe x et y dans TT tels que xEty et xZAy. Alors
par definition de =

vix) Z viy)

A’ (Jau), 3F(veau) tels que :

Mais par congruence dans E ;
vix} = viy)

et B n'est pas protégée.



2.2.2.2.4. CatBgorie GALG(S,I,E,B )

On considére la classe des algébres <S,X,E> qui sont des extensions de B,
notée GALG(S,I,E,B}. Alors, GALG(S,%,E,B) est une sous-catégorie pleine de
ALG(S,Z,E), dans laguelle TZ/EE est une algebre initiale et TE/EA est une

algébre terminale.

2.2.2.2.5.

Un type abstrait {(selon Guttag) définit par <t+B,I,E>, ol T est le type
d'intérét, est la catégorie GALG{T+B,Z,E,B).

1 - Le type nat défini en 2.2.2.1.3. n’'a pas de fonctions d'accés ni
d'eéquations ; donc il peut &tre représenté par 1'une guelcongue des algébres
de la catégorie ALG(pat, {0,succl,?), c'est-a-dire aussi bien Toat Oui est

initiale que 1'algébre ne contenant qu'un seul élément, qui est terminale.

2 - Si on étend nat sur la base {booll avec les opérateurs le et eg {cf.
exemple, § 2.2.2.2.1.}, alors le type nat : <nat+bool, {0,succ,le,eq}, E> est
la catégorie GALG(nat+bool,I,E,bool) qui ne contient plus que les algeébres

isomorphes a Tnat

3 - Le type ens (§ 2.2.2.2.1.) définit une catégorie GALG(ens+{nat,bool},
r,E,bool) ol 1'algébre initiale est 1'algébre des ensembles avec répétition
et ot l'ordre des insertions est significatif.

inserer(0,créer) est différent
de inserer(0,inserer{0,créer)) ,
de méme :
inserer(succ{0), inserer(0,créer)) est distinct

de inserer(0,inserer(suce(0),créer))

Par contre, dans 1'algébre terminale de cette catégorie, les &léments de ces

paires sont congrus, puisque :
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(VM,V8) appartient(N,0 (inserer(0,créer)))
= appartient (N, (inserer(0,inserver(U,créer}l)}.
ob 0 est une composition d'Bpérateurs inserer et enlever ; et identiguenment

pour la deuxieme paire.

2.2.2.2.6.

Dans ce paragraphe nous allons donner guelques définitions et résultats

trouvés dans [GUT78] pour clore cette partie introductive sur les specifications

algébriques.

Définitions

1 - Une spécification <r+B,L,E> est suffisamment compléte pour T ssi pour tout
terme dans TT+8 : a{wq,wz,...} ol ae A, il existe un théoréme dérivable de E

de la forme
a(w1,w2,...) = 4

oG u ast un terme de TB.

o - Etant donnée la spécification d'un type T : <S,£,E>; et ensemble de

générateurs G de © ; un opérateur f tel que F¢0 est dit convertible a G si

pour tout terme f{w1,...,wn). 11 existe un théoréme dérivahle de F de la forme:
flw, ;00w ) = 2
1 n

ou z ne contient que des opérateurs de G.

™m
b
ju]
=
2
et
14}

Dans ens, enlever est convertible & {créer,inserer}.

3 - 81 6 est un ensenble de generateurs, on considére les Bus-ensembles
de G tels que VfeG-£, f est convertible & C. Un suus-ensemble C de 6 est un

ensemble de constructeurs ssi VFel, f n’est pas convertible & C-{f}. En

general, pour un type donné, 1'ensemble des constructeurs n'est pas unique.
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2.2.2.2.7. Proposition

Pour tout type ti : <ti+B,I,E> il existe une algébre normale des termes T

qui est initiale, ol les termes ne sont composeés gue d'opérateurs

constructeurs (Tti < Tti}'

Cette proposition est une conséquence directe des définitions. Chague terme

d'une algebre normale est un représentant des classes de congruence de th'
Si chague classe peut 8tre caractérisée par un représentant unique, alors on

parlera de représentant canonique.

2.2.2.3. Représentation d'un type abstrait

Lorsqu'un type a été spécifié dans un formalisme algébrique par les méthodes

du 2.2.2.1. ou 2.2.2.2., il arrive le plus souvent gue 1'on désire "représenter”
ee type par un ou plusieurs autres types plus "primitifs”. C'est, en tous cas,
le processus de la programmation par affinements successifs (par décomposition)

Jusqu'aux typaes du nivesu machine.
q %

Le probleme qui se pose est de vérifier que la représentation d'un tybe gst
"correcte”, c'est-a-dire qu'elle satisfait les spécifications du type initial.
BD'un point de vue formel, la vérification d’une représentation n'est pas diffé-
rente de la vérification de 1'équivalence de deux spécifications, neanmalns,

il y a quelgues aspects particuliers gue 1l'cn va étudier dans ce paragraphs.

2.2.2.3.1. Méthode de ADJ [ADJ76]

La méthode est directement inspirée de la vérification des spécifications
(§ 2.2.2.1.7.). Soit un type T, spécifié par <S,Z,E> et soit R : <S',Y',E'>
1'algebre de la représentation. L‘idée est de construire une algébre 4R,

derivée de R qui soit isomorphe & T En général l'isomorphisme n’est
p g P

5,L,E°
pas immediatement obtenu ; on doit considérer une relation de congruence = et

on montre que T est isomorphe & un sous-ensemble de dR/=.

S,E,E
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Traitons completement 1°’exemple de la représentation des ensembles d’entiers

par des tableaux d'entiers.

type tableau :
tabvide : +tableau
ranger : tableau x nat x nat - tableay
val : tableau x nat - pat

equations
val{tabvide,l} = naterr
vallranger{TAB,I,M),J)= .
si eql(1,J) alors M sinon vall(TAB,J) fsi
ranger (ranger(TAB,I,M),J3,N) = si TeqiI,J)
alors ranger{ranger(TAB,J,N),1,M) fsi

type ens {ensemble d’entiers) :
créer : =+ ens
ins : nat x ens > ens
enl : nat x ens > ens
app : nat X ens - bool

équations :

ins(N,ins(M,8)) = si eq(N,M) alors ins(M,S)
sinon ins(M,ins(N,S)) fsi

enl{N,créer) = créer

enl{N,ins(M,S)) = si eq(N,M) alors enl(N,S)
sinon ins(M,enl(N,S)) fsi

app(N,eréer) = faux :

app(N,ins(M,S)) = si eq(N,M) alors vrai
sinon app(N,8) fsi

Si t = <i+5,15,E> est le type & représenter dans R : <S,5*,E'>, un dériveur
esL une application f de t dans S et une application d de & dans TS,X',E’
qui respecte f.

(Note: [FIN78] définit un dériveur comme 1'application des symboles fonction-

nels du systéme source dans 1'ensemble des schémas fonctionnels du systeme ciblel.
Dans notre exemple, le dériveur choisi est :
flens) = <tahleau,nat>

oy < >est le constructeur de tuple.

l.es opérations dérivées sont :
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d(créer) = <tabvide, 0>
dlins) (X,<TAB,N>) =
s1 dans (X,TAB,N)
alors <TAB,N>
sinon <ranger(TAB, succ{N),X)succ(N)> fsi
dl{enl} (X,<TAB,N>) =
si dans (X, TAB,N} :
alars <ranger{TAB, indice(X,TAB,N}, val(TAB,N}), N 1>
sinon <TAB,N> fsi

d(app) (X,<TAB,N>) = dans (X, TAB,N}

Pour définir ce dériveur, on a utilisé deux opérateurs auxiliaires sur les

tableaux que 1'on peut spécifier comme extensions :

dans : nat x tableau x nat < bool
indice : nat x tableau x nat - nat

équations
dans (X, tabvide,N) = faux
dans (X, ranger{TAB,I,Y},N) =
si eq(X,Y) A 1el(I,N)
alors vrai sinon dans (X, TAB,N) fsi
indice(X, tabvide,N) = 0 (choix arbitraire)
indice(X,ranger(TAB,I,Y),N)=
si eq{X,Y) A lel(I,N)
aiors I sinon indice (X, TAB,N) fsi

Définissons 1’application suivante :
h : <tableau,nat> - ens
par les régles :
(¥ TAB) h{(<TAB,0>) = créer
(VTAB,N#0)  h{<TAB,N>) = inslval(TAB,N), ins(val(TAB,N*1], ...

ins(val(7AB,1),créer) ...))

U'aprés la méthode ADJ, h doit &tre un homomorphisme surjectif; avant de vérifier
cela, il est utile d'établir un lemme sur la représentation. Il est facile de
démontrer, d'aprés la définition de "dans” et "indice"” que :

dans (X,TAB,N) = vrai )

(413 (1 <i <N) : indice (X,TAB,N) = i A val(TAB,1i} = X
La partie intéressante du lemme de représentation (LR), est que, si <TAB,N>

est la représentation d'un ensemble, alors 1'indice i est unique :
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Lemme (LR) :

(VS : ens) : S = hi<TAB,N>)
alors dans (X,TAB,N} = vrai
> {}i uniquel) {(1<i<N) 3 indice(X,TAB,N) = ia val{TAH#,1i) = X.

Démonstration - {induction structurale)l

1 - S = créer = h{<TAB,0>)
d*aprés la définition de "dans” et "1le”
dans (X, TAB,0) = dans (X, tabvide,0)

faux

2 - Soit S = h({<TAB,N>) pour lequel LR est vrai, alors :
h{5') = h{ins(Y,S8))
= d{ins)(Y,<TAB,N>)
<TAB,N> si dans (Y,TAB,N} = vrai
<ranger(TAB(succ(N},Y), succ(N]l> = <TAB',succ(N]}>
si dans (Y,TAB,N} = faux ;

done (Vi) (1<i<N) : indice (X,TAB,NY # i f
LoD val(TAB', succ(N) )= Y

A indice(X,TAB',succ(N)]

A indice{Y,TAB’,succ{N]}]

#

a)

i

b)

Wal(taB, i) # Y

i

indice(X,TAB' N} (VX#Y)

succ{N)

i

=> le lemme est vrai pour h(S') dans les cas a) et b).

3 - Soit S = h{<TAB,N>]) pour lequel LR est vrai :

h(s8*) = hienl(Y,S)]
= d{enl) (Y,<TAB,N>)
a) = <TAB,N> si dans (Y,TABN) =Taux
b} = <ranger{TAB,indice(Y,TAB,N), val(TAD,N)J},N*1> = <TAB’,N-1>

si dans' (Y,TAB,N) = vrai ;
donc (41 uniquel (11 SN} ¢ indicelY,TAB,N} = 1 A val(TAB,1)=Y
> si i=N, alors dans (Y,TAB',N=1) = faux
A (Vi1 i £N1) vallTAB,1i) = val(TAB',1)
si i<N, alors val(TAB',i) = val({TAB,N)
mais, (Vi)(1s1<snN*1) val{TAB,i) # (TAB,N)
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dong, (Vi,ji(1<i,jsN*1)
val(TAB',1) #(TAB',j) si i#]
=> le lemme est vrai pour h{S') dans les cas a) et b).

M

note ¢ Un peut conserver A car les termes de la conjonction sont liés.

O

L'application h est un homomorphisme :

1 - h(d(créer)] <tabvide, 0>

créer

1

2 - h{d{ins) (X,<TAB,N>))

i

h{si dans(X,TAB,N) alors <TAB,N>
sinon <ranger{TAB,succ{NJ},X}, succ(N}> fsi)

si dans(X,TAB,N) alors h(<TAB,N>)
sinon h{<ranger(TAB, succ(N),X), succ{N)}>) fai

"

si dans (X,TAB,N) alors h(<TAB,N>)
sinon ins(X,h(<TAB,N>)} fsi

I1 reste & montrer que si dans (X,TAB,N) = vrai
alors ins(X,h{<TAB,N>}]) = h{<TAB,N>) ;
en effet par LR,(3i)1<1i <N tel que val(TAB,i)=X
A{Yj#L) val(TAB, j)#X

1

donc

ins{X, h(<TAB,N>1})

= ins{X,ins(val(TAB,N),...ins{val(TAB,i),...,créer...)...))
= ins{val(TAB,N),ins(X,...ins{val(TAB,1i),...,créer...}...})
= ins{val{TAB,N]},...ins(X,ins{val{TAB,i},... créer.,..J)J)...)
= ins{val{TAB,N},...ins{val{TAB,1i),... créer «...)...)

= h{(<TAB,N>}

d'od h{d{ins) (X,<TAB,N>}) = ins(X,h (<TAB,N>J)
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3 - hldlenl) (X,<TAQ, N )

13

hisi dans(X,TAB,N)
alors <ranger(TAB,indice(X,TAB,N), valeur(TAB,N)),N*1>
sinon <TAB,N> fsi)

= sl dans(X,TAB,N)
alors h{<ranger{TAB,indice(X,TAB,N},val(TAB,N)),N%1>)
sinon hIKTAB,N>) fsi

Montrons

@

a) Si dans(X,TAB,N) £ faux

alors enl(X,h(<TAB,N>)) = h(<TAB,N>) ;
en effet :

(Vi1 i <NJ val(TAB,1)#£X
donc: ‘

enl{X,ins(val(TAB,N},... créer ...))

= ins(val(TAB,N), enl(X, ... créer ...})
= ins{val(TAB,N), ...enl {X,créer) ...]

= ins{val(TAB,N},... créer ...)

= P(<TAB,N>)

b)  Si dans(X,TAB,N)} = vrai.
alors enl(X h(<TAH,N>)= h{<ranger(TAB,indice(X, TAB,N), vall(TAB,N)),N-1>)

Soit i ¢ 1<i<N : indice(X,TAH,N)=1i
alors (VYjfil vallTAB, jl#X
bl 3 i=N :

enl(X,ins{val{TAB,N}, .., créer ...J))

= enl{X,ins(X,ins(val(TAB,N*1),... créer ...)))
enl{X,ins{val{TAH,N*1),... créer ...})
ins(val(TAB,N*1),enl(X,... créer ...))
inslval(TAB,N*1) ... enl(X,créer) ...)
ins(val(TAB,N1), ... créer ...)

H{<TAB,N>1>)

h{<ranger(TAB,N,X},N>1>)

h{<ranger (TAB, indice(X, TAB,N), val(TAB,N}},N1>)

vron

won

"

|1

b2 i<N 3

enl{X,ins(val(TAB,N), ...ins(val(TAB,i)... créer...) ...})

= inslval(TAB,N), enl(X,...ins{val({TAB,i), ... créer ...) eeel)

ins(val(TAB,N), ...ins(val(TAB,succl(i)), enl{X,ins{val(7TAB,1i),
ins(val(7AB,i*1), ... créer ...)})) ...}

insfval(TAL,N), ...ins(val(TAB,succii)), ins{val{TAB,i-1},
enl(X, .. Créer ...313%...1

»e

#

]
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= ins{val(TAB,N), ...ins(vall(TAB,succ(i}), ins(val(TAB,i*1}, ...
enl{X,créer) ...3) ...)

ins{val(TAB,N), .v.ins{val(TAB,succ(i)), ins{val(TAB,i*1),
. cT8er L..11 ..0)

ins{vallTAB,N~1}, ins(val{TAB,N}, ... créer ...}}

ins{val(TAB,N"1), ...(val(TAB,succ(i}), ins{vall(TAB,N),
ins{val{TAB,i1}, ... eréer ...)}) ...}

h{<ranger(TAB,1,val(TAB,N)),N*1>} :

= h{<ranger(TAB,indice(X,TAB,NJ, vallTAB,N}), N31>)

"

8o

Finallement h{d{enl)(X,<TAB,N>)) = enliX,h(<TAB,N>))

4 - dlapp) (X,<TAB,N>} = app(X,h{<TAB,N>))

a) dlapp) (X,<TAB,N>) = vrai
5 dans {X,TAB,N} = vrai
dfaprés LR, (31)11<isN : wval{TAB,i}) = X
donc app(X,ins{val(TAB,N), ... ins{val(TAB,i), ;.. Créer ...) ...))

[

app(X,ins{val(TAB,i}, ... créer ...J)}

yrai

1

b} dl{app)(X,<TAB,N>) = faux o dans(X,TAB,N) = faux
(LR} => (Vi)1 <1 <N 1 val{TAB,i}#£X
donec app{X,ins{val(TAB,N}, ... créer ...})

i

app{X,créer)

faux

#

L'homomorphisme h est surjectif.

Tout élément de ens peut &tre mis sous la forme

ins{X?,ins{XZ,... créer ...))
tels que tous les Xi soient distincts (la preuve par induction est analogue
a celle du lemme LR. Oonc tout élément de ens peut 8tre représenté par
<TAB,N> et h est surjectif. ‘

Relation de congruence engendrées par h :

On note :h

<TAB1,N1> Eh <TABZ,N2>

=> h{<TAB1,N1>] = h{<TAB2,N2>)

la relation dans <tableau,nat> définie par

!
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Une telle congruence n’est pas triviale ; si on prend

ET1

i

<ranger(ranger(tabvide,1,0},2,1),2>
et
ET2

<ranger(ranger(tabvide,1,1),2,0),2>
ot 1 = succ(0), 2 = succ(suce(0)) ;
on a ;
h(ET1) = ins(1,1ins(0,créer))
qui est congru dans ens & ;
h(ET2) = ins(0,1ins(1,créer))

alors que ET1 et ET2 ne sont pas équivalents.

Représentation de ens

Soit Rens 1'algébre sur <tableau,nat>avec les opérations { d{créer), d(ins),
d(enl), dlapp)}, alors, par la proposition 2.2.1.15., Rens/Eh est isomorphe
a Tens et constitue une représentation du type ens a l'aide de tableau et nat.

2.2.2.3.2. Methode de ZILLES/GUTTAG [ZIL79] [GUT76a]

Reprenons les mémes spécifications de ens et tableau du § 2.2.2.3.1., ainsi

que la définition de 1'algébre Rens.

Cn définit sur Rens 1'équivalence suivante :
(interprétation de 1'égalité) notée IE
<TAB1,N1> IE <TABZ,N2>
<= N1 = N2 A (¥X) dans (X,TAB1,N1) = dans (X, TABZ2,N2)

De plus, on restreint Rens aux couples <TAB,N> qui satisfont LR, c’esl-a-dire

(Vi,j)1<1i,j <N, val(TAB,i) # val(TAB, j) ssi i#j.

Soit LR(Rens) ce sous-ensemble. Alors on considére AR = LR[Runs)/EIE

(o0 EIE est la relation de congruence engendrée par 1E).



T - AR est fermée pour d{ins), d{enl)

Ce résultat s'appuie directement sur la démonstration de LR.

2 - AR avec les opérations d(créer), d{ins}, dlenl), d(app) satisfait

les eéquations de la spécification de ens : L'exercice est long mais sans

grandes difficultés ; montrons par exemple que AR satisfait la premiére équa-
tion des ensembles :

dlins) (N,d{ins) (M,<TAB,K>) =
si eq(N,M) alors d{ins)(M,<TAB,K>)
sinon d{ins)(M,d(ins) (N,<TAB,K>)) fsi

si dans(N,d(ins) (M,<TAB,K>))
alors d{ins) (M,<TAB,K>)
sinon <ranger (d{ins)(M,<TAB, K>3, succ (o), N3, succ{o)>fsi
= 81 eq{N,M} alors d{ins}([M,<TAB,K>)
sinon d(ins) (M, d{ins) (N,<TAB,K>)) fsi
(ol & est mis pour K ou succ{K]})

{cas 1)

=> i eq(N,M) alors
si dans(N,d(ins) (M,<TAB,K>))
aloxs d{ins) (M, <TAB,K>)
'sinon <ranger(d{ins) (M,<TAB,K>),succ(a),NJ],succla)> fsi
= d{ins){M,<TAB,K>)
fsi
=> d'aprés les définitions de dans et d{ins),
eq(N,M) = vrai > dans(N,d(ins) (M,<TAB,K>)) = vrai
d’ou dlins}{M,<TAB,K>) = d{ins] (M,<TAB,K>)
(cas 2}  si Teq(N,M) alors
si dansi{N,d(ins){M,<TAB,K>))
alors d(ins) (M, <TAB,K>}
sinon <ranger(d(ins}(M,<TAB,K>}, succla),N) succla)> fsi
= d(ins)(M,d(ins) (N,<TAB,K>))
fsi

(2.1.) Supposons dans (M,TAB,K) = vrai

A dans (N,d(ins) (M, TAB,K }) = vrai
dlins) (M,<TAB,K>)
= <TAB,K> def. dlins}
= d{ins){N,<TAB,K>) id.

i

diins) (M,d{ins) {N,<TAB,K>)) id.
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(2.2.) Supposons:dans{M,TAB,K) = faux
Adans(N,d(ins) (M,<TAB,K>))
alors, par Teq(N,M) on a dans{N,<TAB,K>) = vrai
d{ins) (M, <TAB,K>)
= dlins) (M,d(ins)(N,<TAB,K>})

13

vrai

(2.3.) Supposons : dans(M,TAB,K) = vrai
adans{N,d(ins) (M,<TAH,K>)) = faux
alors dans(N,TAB,K) = faux
<ranger(d{ins) (M,<TAB,K>),succ(K),N), succ(K)>

=<ranger{TAB, succ(K]),N), succ(K)> def. dl(ins)
= df{ins) (N, <TAB,K>) id.
= d{ins)(M,d(ins) (N,<TAB,K>)) id.

(2.4.) Supposons : dans(M,TAB,K) = Faux
A dans(N,d(ins) (M,<TAB,K>)) = faux
alors dans(N,TAB,K) = faux

<ranger(ranger(TAB, succ(K),M), succ(succ(K)1,N), succ(succ (K))>
= <ranger[ranger(TAB.succ(K),N),succ(succ[K]).M].succ(succ(K])>,IE,

= d(ins)M, <ranger(TAB, succ(K),N), succ{K)>) def.d(ins)
= d(ins)(M,d(ins) (N,<TAB,K>)) id.
3 - D'aprés le théoréme 2.2.1.14., il existe un homomorphisme unique

o Tenv > AR.  On doit montrer de plus que f est une bijection. Pour cela,
< .
choisissons des représentants canoniques de Te1s el AR que 1’'on fait corres-

pondre par f ;

flcréer) = <tabvide,0>
flins(X ,...ins{X, ,créer)...}) =

<ranger(... ranger(tabvide,succ(ﬂ}x1]....,succn(U),Xn),succn[D]>

< <
avec X1 X2... Xn

Ce qui termine la démonstration de la représentation du type ens par 1talgebre
AR,
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2.2.2.3.3. Discussion sur la méthode de vérification de la représentation
selon Guttag

On considére 1e type ens du § 2.2.2.3.1. mais dans lequel on a supprimé
1'équation sur "ins”. Soit Gens ce nouveauy type. Alars, cette spécification

selon Guttag définit 1'ensemble des types compris entre T et TGens/EA

] Gens
qui est, en fait, Tens' La relation EA est déduite des équivalences de la
fornie:

Si (UN)(¥8)app(N,B8(S)) Ebool app(N,6(S*))

= ’
alors SfAS

La représentation est définie comme en 2.2.2.3.2. par le quotient d'un sous-
ensemble d'une algébre par la relation de congruenee déduite de 1'interprétation

de 1'égalité. Par exemple, ici :

- Rens spécifie un domaine de représentation ;
- LR(Rens) est 1e sous-ensemble de Rens fermé par les opérations de 1'algébre ;
11 existe une application surjective de TGens dans LR(Rens), mais LR(Rens)
ne satisfait pas les équations de Gens et ne constitue pas une représentation.
- LR(Rens]/EIE par contre, satisfait les équations ; donc il existe un homomor-

phisme surjectif h : TGens > LR[Rens]/:IE.

En appliquant 1la proposition 2.2.1.15, on trouve que l'algeébre de représentation

Gens/:h'

la recherche du domaine de représentation, mais surtout l'interprétation de

est isomorphe a T La clé de 1la représentation est donc, non seulement

1'égalité qui doit fournir une congruence suffisante pour vérifier les axiomes,

mais telle que les types de la base soient protégés (T /Eh doit étre une al-

Gens
gebre de la catégorie GALG o0 T est initiale et T est terminale).
Gens ens

I1 semble cependant qu’il est inutile de définir explicitement = En effet,

IE’
le mécanisme qui permet de définir EA peut étre appliqué a 1a représentation.
Définitions
Soient les L-algébres A1 et A1/EA définies selon Guttag et soit une L-algeébre

de représentation B telle que 1 yn homomorphisme j : Al» B gui respecte
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les accés (j est 1'identité pour les types de la base)

(Yau) (Yveau) (VYveti)

t

jlviv))
iviitv))

Soit dans j(A1) la congruence engendrée par d(a)

viv]

Hi

<=2

% Ed(a]u y
Yo'ledlalu, v'(x) = v'(y)

et = = nf ) (V¥ acceés unaire dlalu dans B).

Al Ed[a)u

Proposition 1
j[A1)/EA, satisfait les équations de A1.

Démonstration
Pour toute équation e:el1 = e2 dans A1, on a:

1/ e est une équation dans les termes des types de la base, et on a inmé&diatement:
Yo' substitution dans j(A1), 36 dans A1 tel que ¢'=jlo) (image par j

de chague terme de la substitution), d'od :

"
JH

g’el jlolel

jloyez

jloe1) = jloe2)

1]

og'e?

Hi

2/ e est une équation dans le type d'intérét, d'on :

on doit avoir : a'el EA‘ g'e?,

c'est-a-dire vd(a), ¥W'ed(alu : v'(0'el) = V' (g'e?)

I

v'(c’el) = j(v)(jlo'er))

= jiviitoren) ) par homorphisme
= jtv)(jfoen))
2 jvljtoez) car e est vérifiée par A1l

1"

V' (0'e?)
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Proposition 2

j[A1]/EA, est isomorphe & A’I/EA

Démonstration

Soit h : A7 » j(A1]/EA,, 1"homomorphisme surjectif entre algébres qui satig-
font les éqguations de A1. Si 1'on examine la relation Eh dans A1 définie par :
= <=> =
XZ,y hix) ar hily)

on

o

Yd(a), YW'ed(a)u, V' (h(x)) = Vithiy))
d'on
Vix) = v(yJ, Yveay
Ce gui définit x EAy H
donc % = =5 et J(A1J/:A, est isomorphe 3 A1/:A-
Etant donné upe Z,E-algébre A1 définie Par ses acces A, alors si B est une
L-algébre telle qu'il existe un homomorphdsme J: Al +>B qui respecte A,

alors j(A1J/EA, est une représentation de A1.

(note : c’est méme la "meilleure” représentation).

Dans 1'exemple des ensembles, on peut choisir pour B 1'algébre Rens et la
relation de congruence est alorsg

<TAB1,N1> = <TABZ,N2>-§§>[V6HVX] d[app)(X.6[<TAB1,N1>)]55d[app](X.6(<TABZ,N2>]

/:A = T = LR(Rens]/EIE-

Bans ce cas Spr T “1g Puisque T ens

Gens
Comme le remarque [FIN78], on n'a besoin de définir J que sur les objets de 1a
forme normale et donc, si on s'en tient auy type défini Par ses equations, on ne
donne que 1'image des constructeurs de A1. L’image des discriminateurs et des
acces peut étre abtenue quasi automatiquement en utilisant les équations de A1
qui doivent &tre satisfaites (méthode constructivel). 0n peut aussi utiliser
directement 1la condition de représentation des acces qui peut conduire & unpe

synthése plus simple des discriminateurs, mais d'une maniére non constructive.,

L'algébre de représentation B ntest donc pas forcément une Z-algébre.

tation).
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2.2.2.4. Synthése de représentation d'un type abstrait

Le probleme a eté étudié spécialement par [GAU78]. 11 est intéressant de
voir ici comment la sémantique de la spécification d'un type peut influer
sur les choix automatiques d'une représentation. Dans la méthode du 2.2.2.1.,
on est conduit & choisir une algebre o chague classe d’équivalence sera repré-
sentée par un élément. Cela est simple si chaque classe a un seul représentant

sous forme normale (ex. : nat avec 0 et succ).
Dans les autres cas, deux solutions sont envisageables ;

1 - Trouver une forme canonique sur les censtructeurs qui tienne comple
des propriétés de 1'équivalence dans les termes de la forme normale : {ex.:
déecrire des ensembles & 1'aide de créer et ins, mais od les élémenls sont tous
distincts). Ensuite, comme précédemment, trouver une algebre isomorphe aux

termes canoniques (ex. : liste des éléments ordonnés).

2 - Utiliser la méthode de définition par les accés comme au § 2.2.2.2.
L'idée est de dire que si "au” est un accés unaire de la forme aulx,p) ot x
est 1'objet du type et p la liste des autres paramétres, la représentation
consiste & associer & chague p la valeur aulx,p). Dans le cas des ensembles,
app{n,S) est un bouléen, donc une représentation possible est 1'ensemble des
couples <pat,bool>. On reconnait 1a 1'idée de base de la représentation des

ensembles par des vecteurs booléens.

L'inconvénient de cette derniére méthode est.quu 1'introduction d'une nouvelle
fonction d'accés peut conduire & modifier la représentation. Par exemple,

une pile avec les opérations créerp, empiler, depiler et 1'accés pilevide peut
étre représentée par un entier (équivalence des piles de méme hauteur). Si

1'on ajoute 1'accés sommet, la représentation peul étre un couple <entier,tableauw>

avec entier comme précédemment et tableau pour mémoriser les valeurs du sommet,
ou liste, représentation qui contient la valeur de 1'entier implicitement par la

fonction longueur de la liste.
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2.2.3. Spécification algébrique des types génériques

2.2.3.1. Propriéteés

D'un point de vue algébrique, une propriété est la donnée d'une présentation

<5, I, E> dans laguelle une ou plusieurs sortes sont distinguées. 0On note,
comme pour le type d'intérét : S = ty, tool. + 57,
A la différence des types algébriques qui sont entiérement déterminés par
leurs opérateurs, une propriéteé n;a pas la notion de constructeur, générateur,
etc... En particulier, on ne peut pas définir une algébre de Herbrand pour les
sortes distinguées d'une propriété, ou plutst, 1'algébre des termes est composée
des objets des domaines tq, t2, +++ COnsidérés comme des Constantes, sur lesquels
on définit les opérations de 2(§2.2.3.3.1.1.). 11 y a "oubli” de la structure
qui a permis de construire les termes. Voila pourquoi, dans notre formalisme,

les types d'intérét»d'une propri€té sont appelés types formels, en ce sens gu’'ils

ne sont pas entiérement déterminés.

2.2.3.1.1. Définitions
1 - Une algébre A satisfait une propriséte
P : <S,Z, E> ssi ilexiste une sous-algebre de A qui soit une S,I-algebre
satisfaisant E (§2.2.1.2., 2.2.1.10).

2 - Un type abstrait 1 : <71 + S, I, E> satisfait une propriété P : <t + S, 1, E
ssi Sc S, Tci et 1'algébre P(1) , ol le domaine associé a t est
TT, est une t+S,5-algdbre qui satisfait E (on dit aussi gque le type

posséde la propriété P).

2.2.3.1.2. Proposition

Si un type T satisfait une proprieté P, alors toute extension ou enrichissement
de 1 satisfait p.
Démonstration : immédiate d’aprés la définition du § 2.2.2.1.2.

On dira qu'un type T peut satisfaire une propriété P s'il existe une extension
de T qui satisfait p.

Note : ici, comme pour définir une représentation d'un type par un autre

type, se placer dans le cadre des théories algébriques plutdt que celui des

algebres simplifierait les définitions [BUR771[EHR78] .
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2.2.3.1.3. Exemples
Soit la propriété monoide définie sur t par
0:~»t
+ o otxt >
et les équations :
0 +x =x
x + 0 = x

(x +y)+ z=x+ (y+ 2)

Alors le type bool posséde 1la propriété monoide avec la constante vrai et
1'opérateur A (§ 2.2.2.1.5.).

En‘effet, la fonctionnalité des opérations est respectée et les équations sont

satisfaites :
vral A x = x (axiome)
X A vral = vral A x (commutativite)
= X

(x A vraila vrai = x A vrai = x (traitement par cas),

i
n

x A (vrail A vrai) X A vrai X

{(x A vrailA faux = x A faux = faux

faux

x A {vrail A faux) X A faux
(x A faux) A vrai = faux A vrai = faux

faux

x A (faux A vrai) = x A faux

>

{x A faux) faux = faux A faux = faux

x A {faux A faux) = X A faux = faux

donc x, y, z : bool (x Ayl Az=xaA(yaz)

On n’a fait la vérification de 1la propriété que sur les représentants du
type bool, et non sur tous les termes de 1'algebre ; aussi, 1’équation générale
ne peut &tre induite dans le type que si les types qui possédent des acces a
résultat booléen "protégent” le type bool (ou en d' autres termes, si les spécifi-
cations qui utilisent bool sont cohérentes (consistent) et suffisamment complétes
[cut78]).
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Le type nat satisfait aussi 1la propriété monoide avec la constante 0
et 1'opérateur + : nat x nat ~ nat (§2.2.2.1.3.).

C'est-a-dire, pour chaque Xg» Ygr Zg donné dans Tna » on peut trouver un équi-

t
valent sous forme canonique : succk(0) et ces équivalents : x4, yq, zq

satisfont

0

i

S Xq ot g

0

1

0+ x4
{xq + y?) *zg o= oxg ot [y1 + 21)
L'intérét est de pouvoir démontrer que les éguations données pour spécifier
une propriété peuvent &tre déduites (moyennant un renommage des domaines et des
opérateurs) des équations du type qui satisfait cette propriété. Cette démons-
tration peut se faire, le plus souvent par induction structurale, & partir des

opérateurs constructeurs :

1 -N+D =N (axiomel
2-0+0-=0
s1 0 +M =M alors 0 + succ(M) = succl(O + M)

It

succ{M)

3 - (N1 + N2} + 0 Nt + N2

N1 + (N2 + B)

si (N1 + N2) + N3 = N1 + (N2 + N3)

alors (N1 + N2) + succ(N3) = succ((N1 + N2} + N3)
NT + (N2 + succ(N3)) = N1 + succ(NZ + N3)

succ (N1 + (N2 + N3))

1t

1]

#

it

et par hypothése d’induction, le résultat est démontré.

2.2.3.1.4. Comme, en général, un type peut satisfaire une propriété de plusieurs
manieéres, on devra toujours indiquer 1'aésociation entre les opérateurs du type
et ceux de la propriété.

ex : bool : monoide (vrai,A)

nat : monoide (0, +)
L'ensemble des types qui satisfont une propriété P : <S, £, E> forment tne
catégorie de S, I-algébres que l'on désigne sous le nom de classe de P : C (P},

Un type peut évidemment appartenir a plusieurs classes.
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2.2.3.1.5. Treillis des propriétés
2.2.3.1.5.1. Définitions

Une propriété P1 est incluse dans une propriété P2 (P1 € P2} ssi toute
algébre qul satisfait P2 satisfailt aussi P1.

Deux propriétés P1 et P2 sont éguivalentes ssi
P1 S P2 A P2E P1.

. Pour un ensemble d'algébres A, la plus grande propriété commune est
la propriété P satisfaite par toutes les algébres, et telle gue pour toute
propriété P' non équivalente a P et P £ P', P* n'est pas satisfaite par A.

On note P1 & P2 la plus grande propriété commune des algébres qui satisfont
a la fois P1 et P2.

On note P1 inter P2 la plus grandes propriété commune de 1'union des algébres
qui satisfont P1 et de celles qul satisfont P2.

2.2.3.1.5.2. Proposition.
L'snsemble des propriétés forme un inf-demi treillis aveé tyfo : élément
minimum : <t, @, 8 >,
€ : ordre partiel, ‘ ’
&, inter
car : P1 £P27>P1 & P2 = P2 8t P1 inter P2 = P1.

D'aprés la définition restrictive de 1'inclusion donnée au § 2.2.3.1.5.1.,
il est facilse de voir que si P1 c P2, alors P2 est une extension (ou enrichis-
sement) de P1, D'un polint de vue pratique, on aura I1 S I2, et si les ensembles
d'opérateurs sont égaux, alors les équations de P1 sont redondantes dans
celles de P2.

2.2.3.1.5.3. Exemples.

1 - Soit ordre-total : sur t + bool, avec les opérateurs spécifiques de t :
£t t x t-+ bool
eq + t x t -+ hool

et les équations :
x € x = vrai
X <yAys£zA-x<£z= faux
8glx, yl = x £y A y £ X

Soit maintenant la propriété égalité sur t + bool, l'opérateur eq’ : t x t - bool
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et les éguations

vrai

n

1) eq'ix, xJ

i

2} eq'(x, y) = eq'ly, x)

3} eq'(x, y) A eg’'ly, 2} A =eq'(x, z) = faux

Pour montrer que égalité (eq') < ordre-total (<, eql), on doit :

- exhiber dans ordre-total les opérateurs de 1'égalité ; ‘

- montrer que les équations de l'égalité peuvent se déduire des équations
d’ordre-total (et de bool) :

Ici, 1l'opérateur eqg est identifié a eq' et les équations de eq’ sont satisfaites

par eg, en effet :

1) eglx, x} = x £ x A x € X
= vrai A vrai
= vrai

2} egix, y} = x €y A y's X
=y S XAX<Ly
= egly, x)

3) eqlx, y)} A egly, z) A =reqlx, z)

i

XEYAYSXAYLzZzZAZEY A=IX €2z Az € %)
= {X£yAY<$ZA=IX < Z)

viy S X Az<y A=z < x)

i

faux viz S y A y £ x A =1z € x)

it

faux v faux

i

faux

2 - Soient les propfiétés : groupe 1 (B, +, inv, -~} et

groupe 2 (0', +', inv’, -') dont les foncticnnpalités des opérateurs sont
0, 0" >t
w6, -, =t b X f + t

inv, inv' : t > t

et les équations de groupe 1
0+ x = x
x + 0 =x

X+ y}) + 2z =x+ (y+ z)
0 - x

X+ {y -2z} = ({x+y) -z

h

invix)

X - x =0
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celles de groupe 2 :

0° ¥ x =x

x ¥ 0' = x

(x ¥ y) # z=x+ (y+ 2)
inv'(x) ¢ x = 0°

x ¥ dnpv'(x) = 0'

X 24 y=x+ inv'(y)

Pour montrer 1°équivalence de groupe 1 et groupe 2, il suffit d’associer les

opérateurs op et op' et de montrer que chaque ensemble d’ equations se dérive

de 1'autre ; t

- les trois premiéres équations sont identiques.

- groupe 1 c groupe 2 :

inv'{x) = 0* +' inv'(x)
=0 -' x
X =''x =x+" ipv'(x)
= g
X 'y =" z) = x +'(y +' inv'(z))

(x +* y) +* ipv'(z)

L]

(x +' y) - 2

- groupe 2 ¢ groupe 1
X+ dinvix) = x + (0 - x)
= (x + 0) - x
=X - X
=0
X -y =(x+0)-y
=x+ (0 -y)
= x + inv(iy)
invix) + x = davix) + (x + (inv(x) - 1invix)}))
= dnvix) + ((x + ipvix)) - 1pvix))
= invix) + (0 - invix))
= 1nvix) + ipvi{inv(x))
0

2.2.3.1.6. Fonctions de base et extensions

Le paragraphe précédent utilise la notion d’équivalence forte entre les
propriétés. On peut affaiblir 1'inclusion par la définition :
une propriété P1 est faiblement incluse dans P2(P1s P2) ssi toute algébre qui

satisfait P2 peut satisfaire P4




93

La notion d'équivalence : P S P2 et P2 ¢ P{ est trop faible pour pouvoir
étre exploitée, mais on peut préciser la pseudo-équivalence

P1 < P2 =Pl c P2 A P2 s P1

Proposition : si P1 < P2, alors P2 est équivalente a une propriété P3 comprenant
les opérateurs de P1 et des opérateurs dérivés de ceux de P1.

La preuve est immédiate d* aprés la définition :
comme P1 ¢ P2, alors les opérateurs de P1 sont un sous-ensemble des opérateurs
de P2. Mais P2 £ P1, alors il existe une extension d'opérateurs de P1 qui satis-
font P2 ; donc, cette extension ne dépend que des opérateurs de P1, et sont des

opérateurs dérivés de ceux de P1. Cette extension est alors équivalente & P2.

Deéfinition : si pour une proprieté P2, J une propriété P1 telle que P1 < P2,
alors les Dperateurs de P1 sont appelés la base de P2 et les opérateurs dérivés

seront appelés extension de P2.

Exemples
1 - soit la propriété :
groupe (0, +, inv)
0:->1¢
* it xtot
inv @ T+ t
et les équations 0 + x = x

X + 0 = x

it

(x + y) + z =x + (y + z)
g

0

i

invix) + x

H

X +invix)
Alors on a groupe (0, + , inv) < groupe 1 (0B, +, inv, -) et 1la propriété P3 de

la proposition précédente est évidemment groupe 2 (O, +, dnv, -},

2 - La propriété égalité {eq) du § 2.2.3.1.5.3peut Btre considérée comme la
base de : égalité 1(eq, neql et neg : t x t -+ hool

avec neqlx, y) = =eqlx, y).

Remarque : La séparation entre base et extension est utile pour la programma-
BRSNS G5

tion, mais comme la base d’une proprieété n'est pas unique, sa détermination
revét un caractére arbitraire, justifié le plus souvent par 1'habitude et la

simplicité.
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2.2.3.2. Propriétés attachées a un type

O on fe On o e o s e e e o e e o

Un type spécifie une algébre, et donc un type abstrait satisfait une
propriété de la maniére indiquée au § précédent. Généralement, on peut associer
& un type une union de propriétés P1 & P2 & ...

Exemple : type nat : monoide (0, +) & égalité (égal, dif),
ol les opérateurs 0 : + nat

+ ¢ nat x pat -+ pat

égal : nat x nat - bool

dif : nat x nat - bool

sont ensuite définis dans le type.

Le fait de déclarer qu'un type t posséde une propriété

P :<t+8§, & E> signifie ;

1) que les équations de la propriété sont vérifiées pour 1ls type (via la substi-
tution de E a t, et des noms des opérateurs), autrement dit, que les axiomes
de la propriété sont des théorémes du type.

Cette condition doit évidemment &tre vérifiée pour que la déclaration du type

solt valide.

2) que le type t appartient, d'une maniére standard, & la classe ds P

3) que le type T posséde toutes les propriétés incluses () dans P.

Une remarque intéressante est de voir que si une propriété P est composée
d'opérateurs de base B et d'opérateurs dérivés (extension) D, si le type T ne
posséde que 1'interprétation des opérateurs de base B, on peut synthétiser auto-
matiquement 1’interprétation des opérateurs dérivés D. En effet, la définition
d'un opérateur dérivé est vraie pour toutes les interprétations des opérateurs
de base et donc en particulier pour celle du type 7. ‘

Exemple : Raprenons la propriété ordre-total (§ 2.2.3.1.5.3.) dans laquells, eqg
et neqg sont des extensions :

ordre-total (<, eq, neq) sur t + bool

5, eq, neg : t x t » bool

X S x = vrai

XS yAy<2zAa-x <z = faux
8qlx, y) = x Sy Ay <x

neglx, y) = =veqlx, y)
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Soit le type nat muni de
0 : - nat
succ : nat - nat

le : nat x nat - bool

1e(0, N} = vrai
le{succi{N], 0) = faux
le(suecc(N), succ{M}) = le(N, M)

alors, si 1'on déclare :

nat : ordre-total (le, eg-nat, neg-nat), cela signifie que "le” satisfait
la base de la propriété et que eg-nat, neg-nat : nat x nat - bool
sont définis par :

eq-nat(N, M)

I

le(N,M)} A le(M, N}
= eg-nat{N,M)

i

neg-nat{N,M)

2.2.3.3. Type abstrait paramétré

St - o - St o A o o -

Un type générique, tel que défini au chapitre 1 peut étre & la fois
n type abstrait "simple"” ou un type abstrait possédant des parametres de type
(exemple : pile(t), table(t1, t2), ...). Le § 2.2.2. définit plusieurs sémanti-
gues pour les types abstraits simples. Nous choisirons par la suite la sémanti-
que de ADJ, car elle est plus constructive, mais en suggérant gue la spécifica-

tion des types soit fortement compléte [Z1L79], c'est-a-dire que, pour un type :

<1+ B, I, E> dont les accés sont A, E, soit isumorphe 3 I%/EA {ce gqui raméne
la catégorie GALG (t+ B, %, E, B) & une seule algébre).

Les types abstraits paramétrés (TAP) sont algébriquement d'une autre nature
que les types abstraits simples et les paragraphes suivants étudient leurs prin-

cipales caractéristigues.

2.2.3.3.1. Specification algébrique des TAP ;
Un TAP est la donnée d'une présentation : <S, I, E> o0 S se décompose en

T+ t,, t2’ sae + 87 avec T, le type d'intérét, t1, t des types formels

PUEEE

spécifiés par des propriétés P1, P2, ... et S un ensemble de types de base.
Zest 1'ensemble des opérateurs spécifiques de T, de ceux des propriétés Pi

et des types de base et E est 1'ensemble des égquations associées. On note le type

d'une telle présentation : T (t1, t ).

o1 e
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On étend maintenant la définition donnée au § 2.2.1.5. des ensembles de

générateurs en une forme plus générale.

2.2.3.3.1.1. Définitions

On note Ens la catégorie des ensembles munis de leurs applications. Soit P une
propriétg~;f U le fancteur d’aoubli de C(P) dans Ens qui associe a chaque algébre
son ensemble sous-jacent et a chaque homomorphis;;—i'application correspondante.
S1 X est un objet de Ens, alors (P(X), Ix) od P(X] e C(P) et I, est un morphisme

de Ens d'origine X, est le couple attaché par U & X tel que ;

Vapplication h : X + UCA), Jun prolongement unique h# : P(X)~> A dans
C(P) (homomarphisme) et h(X) = U(h#] 0 I;(X)

Sous forme de diagrumme :

I
X e U(P(X)) P(X)
) ni
h
U(A) A

On dit que P(X} est 1'algébre libre de la propriété P sur 1'ensemble
générateur X.
(Note : techniquement, U est le foncteur adjoint & droite par rapport aux couples
(P(X), Ix] pour tout X).

De méme, on note hT 1'homomorphisme dans C(P), pour tout type 1 dans C(P)},

qui applique P(U(7)) dans T considéré comme une P-algébra.

2.2.3.3.1.2. Soit un TAP : T <t+ty, ty, ... +5S, L, E>

oty P1. cees tp s Pn 3 alors, pour tout ensemble de générateurs donnés ;

X1,X2,...Xn associés aux t1,...tn. 1'algebre définie par la prééentation T est
le quotient de 1'algébre des termes d'opérateurs I, librement engendrée par
X1,...Xn, par la relation de congruence EE.
On la notera T(X1....Xn].

Un TAP est valide si sa présentation T{t1,...tn) est une extension de 1la

combinaison des présentations des Pi'

{(Note : L'algébre libre d’une propriete P, peut ne pas protéger les types

de base ; par contre, P1[X1),...Pn(xp] deivent &tre protégés par T(X1,..,Xn)l.
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Un type abstrait paramétré définit donc une classe de types, de la méme
maniere que les propriétés. On la notera C(T} pour le type T . C'est une catégo-
rie ot les-objets sont les algebres, et les morphiémes sant les familles d'homo-
morphisme hg pour chaque domaine s, qui sont 1'identité pour les Gamaines de T

et des types de base,

2.2.3.3.1.3. Foncteur de TAP

51 €1, €2, ... Cn sont des catégories, on peut construire la catégorie
C1 xC2x ... x Cn correspondant au n-uple des catégories composantes.
" - e

Soit un TAP T (1 : P1, ... tn : Pn}, alors il existe un foncteur FT de
CP1) x ... x C(Pn) dans C(T)} tel que :

[F ] & objet (C(P1) x ... x C(PR)) + objet (C(t))
Y Xi’ Xn dans objet (§2§);

[P1(X1), PZ{XZJ, e Pn{Xn}}’+ T{X1, X

2: *e ey Xn)

fFTf est 1'application qui, étant donné des présentations P, et Tlt,:P eetoiPd

associe aux algébres Pi{Xi), 1'algébre T(X?""Xn] ?
et F ¢ FLCPDIx ... C(PN)) » F1CC(T))

associe & tout n-uple d'homomorphismes {hp1""hpn3 o hpi est une fléche dans
C{Pi}, 1"homomorphisme dans C(T) qui est la famille : id pour la sorte T et

hpi pour les sortes ti+8 de chague param@tre.

2.2.3.3.2. Instanciation d'un TAP

Soit T un TAP que Il'on considdre sans perte de généralita i uﬁ paramétre
t:P.  Alors, soit 11 un type tel que T1eC(P) par 1'intermédiaire
d'opérateurs Ip de T1, noté 11 : P{Zp)}. Le type défini par l'instanciation

de t par 11 et noté 1(1t1) est obtenu dans C{T) par :

F_(h ) (|F
T

1 fP{Q{’rq}}}}

ol

i

*FTf{thfprfTQ)]}} d'aprés la propriété des foncteurs.

B

fFTf{T1:P[ED)}

Autrement dit, t(t1) est 1’extension par T de 11 considéré comme P-algdbre

a 1l'aide des opérateurs Lo,
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I1 est temps de donner quelques exemples de tout ce formalisme.
Exemple 1 : Classe de propriété.

Soit la propriété monoide donnée au § 2.2.3.1.3., et le type nat muni
des opérateurs {0, succ, pred, +} , et des équations assocides. L'ensemble

sous-jacent est fourni par les représentants des classes d’équivalences :
{0}, {succ(0)}, ... {succ"(0)}... } = Ulnat}

Le monolde libre engendré par Ulpat) avec la constante 0 et 1'opérateur +
est une algébre ol 1'on trouve les termes de Ulnat) et les termes composés
avec +, st les classes d'équivalences déduites des équations du monoide,

c*est-a-dire :

‘{0, 0 +0, ...},

" {succ(0),0+suce(0),...}, ...

mais dans cette algébre monolde(U(nat)), on ne peut pas identifier succ{succ(0)})

et succ(0)} + succl0).
Ce qui permet de faire 1'inclusion, c'est 1'homomorphisme hnat dans
Clmonoide) qui plonge le monoide nat dans 1'algébre nat. Les vérifications

de propriétés du § précédent démontrent que cette inclusion est possible.

Exemple 2 : Type abstrait paramétré.
~ Soit un type vecteur pour lequel le paramétre formel appartient a la
classe des monoides :

type vecteur (t : monoide (0,+))

créaerv : - vecteur {(t)
étendre : vecteur (t) x t » vecteur (t)
restreindre : vecteur (t) -+ vecteur (t)

valeur : vecteur (t) » ¢
eqns
restreindre (créerv) = créerv

rastreindre {étendre {(v,x)) = v
valeur {créerv) = 0

valeur (étendre (v,x}) = valeur (v) + x

Pour tout ensemble de variables x, y, z... du domaine de t, on peut utiliser

les "propriétés” ou les équivalences du monoide libre engendré avec 0, + sur

Xs Vo Z s
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Ainsi

valeur (étendrelétendre(étendre(créerv,x),y),z))

It

valeur(étendre(étendre(créerv,x),y)) + z
= (valeur(étendre(créerv,x)}+ y) + z

= ({valeur{créerv) + x) + yj + Z

= ((0 + x) + y) + 2z ‘

= (x +y) + z

=x+ [y + z2)

= (0 + x) + ((0+y) + 2)

= valeur(étendre(étendre(créerv, x), valeur{étendre(étendre({créerv,y),z))))

Dans le cas d'une instanciation de type :
vecteur (nat),

les équations sur vecteur restent vrai, mais on peut de plus utiliser les
résultats spécifiques de hat. On sait dans vecteur(t) que
valeur(étendre(étendre(créerv,x),y)) = x + v

d'autre part, dans nat : succ(0) + such(U) = SUCCB(O]

d'ol, par substitution (image de h par FTi

monoide 3
valeur(étendre(&tendre(créerv, succ (0} ), succ {(0))) = succ™ (0)

2.2.3?3.3. Composition générique

Un type abstrait paramétré 1(t1,...tn3 satisfait une propriété P ssi,
pour tout ensemble de générateurs X1....Xn,. T(X1,...Xn) satisfait la propriété
P.

On doit donc envisager la possibilité d'instancier un type abstrait
paramétré par un autre type abstrait paramétré. C'est ce que 1'on appelle
la composition générique. Cette composition peut s’exprimer simplement par la
composition des foncteurs.

Soit un TAP 1(t1:P1,...tn:Pn) et un TAP
Tt P, L Ltk :PK') tel que T' € C(Pi).

Le type w(t1,...ti-1, ' (t1',...tk’),ti+1,...tn) est un TAP défini par
le faoncteur ;
tlonigr..y P ICPY,LLCPI-1), CPI"), 0. CLPR" )L, CPRIT = CLx)

tel que les constituants de F . ysur les composantes, sont

Tleen 1

F . FiOF ---F F F3 )'--F

sen , » F .
Fp1 pi-1" ' p p1' pi e pk' pi+1 pn
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Traitons 13 encore un petit exemple :

On modifie le type vecteur(t) du § 2.2.3.3.2. par :
type vecteur (t : monolde (D,+) & égalité feg-t))

creéerv : + vecteur(t)
étendre : vecteur(t) x t -+ vectsur(t)
restreindre : vecteur(t) - vecteur(t)
valeur : vecteur{(t) + ¢
eqvl : vecteur(t) x vecteur(t) - bool
eqvZ : vecteur(t) x vecteur{t) - bool
les équations de restreindre et valeur sont conservées et on les compléte

par (le type bool étant supposé défini ailleurs) ;

eqvl (v1,v2) = eq-t (valeur(vi),valeur{v?))
eqvZ2 (créerv,créerv) = vrai

faux

eqv2 (créerv, étendre(v,x))

n

eqv2 (étendre(v,x),créerv) = faux

eqv2 (étendre(v1,x1), étendre(v2,x2)) = eqv2(vi,v2) A eg-t (x1,x2)

On peut facilement montrer que vecteur (t) : égalité (eqvi) et
vecteur (t) : égalité (equ2), sont vérifiées, avec 1'hypothese de
t : égalité (eq-t).
On déclare aussi le TAP ens comme au § 2.2.2.3.1., mais avec un type formel
satisfaisant la propriété d'égalité :
type ens (t' : égalité (eq))

créer : » ans (t')
ins : t' x ens (t°) +» ens (t')
anl : t' x ens (t') »> ens (t*)

app : t’ x ens (t') » bool

ins (x,ins(y,S8)) = si eq (x,y) alors 1ins (y,S)
sinon 1ins (y,ins(x,S)) fsi

enl (x,ins(y,S))= si eq (x,y) alors enl(x,$)
sinon ins (y,enl(x,S)) fsi

app [(x,créer) = faux

app (x,insly,S)} = si eq (x,y) alors wvrai

sinon app (x,8) fsi

enl{x,crésr) = créer



107

Avec ces définitions de types, on peut construire le nouveau type générique
ens (vecteur (t : monoide (0,+) & égalité (eqg-t)))

ol vecteur (t) : égalité (equ2) - (On a de méme un ens (vecteur (t)) ou

vecteur (t) : égalité (eqv1)). Ces deux compositions génériques ne sont évidemmen
pas ddentiques ;
Par exemple, dans le premier cas :
ins (étendre(étendre[créerv,x),y),ins(étendreicréerv,x+y],Créer})
et ins [étendre{créerv,x+y),ins(étendre(étandre[créerv.x].y].créer])
sont différents, tandis qu'ils sont équivalents dans le second.

Un obtient une présentation de ens (vecteur (t)) en concaténant la présen-

tation de vecteur {t)} 3 celle de ens (t') dans laquelle t' est substitué unifor-
mément par vecteur (t), et eg par eqvZ (premier cas), les variables dans le
domaine de t' devenant des variables dans vecteur(t).

De plus, on ajoute les présentations des types de base utilisés (ici bool).

On peut se demander si le type enslvecteur(t)) ol t est substitué par nat est

identique & ens (t') ol t’' est substitue par vecteur (nat). La réponse,
affirmative, se base sur : ‘
- unicité de la composition des foncteurs de TAP 3

- le fait que 1'instanciation de t' par vecteur (nat}) n'utilise que les

proprietés génériques de vecteur et non des propriétés plus fortes

de vecteur (nat).

En termes algébriques, soit m & e la catégorie de monoide & égalité et e
la catégorie de 1'égalité. On note A (X,Y} 1la fléche dans A entre X et Y,
et F et F » les foncteurs des TAP. La deuxiéme condition ci-dessus
vecteur ens
se traduit par
(m&e (m&e(Ulpat)),nat))

| (m&elUlnat))), |F

F
vecteur

| (nat))

= g (!F
= vecteur vecteur

= g'[e(U[vecteur[Qgﬁ})],vecteurlgﬁgll

d'ot : ens (vecteur(nat)) = |F oF | nat
—_ ens vecteur! ——
= ‘Fens o FvecteuF! (m&e (m&e(U(nat)),nat) (m&e(Uinat))))
= UF e O Floctoye) (MEe (méelUlnat)),nat))) f!FenS 0 Footeyr] MeUlnat))

U

F {g{e(U[vecteur(nat])),vecteur(nat))]([F [ elUlvecteur(nat))))
ens= —— ——— ens —_—

i

[Fen ) e (e(Ulvecteur(nat))),vecteur(nat)) elUlvecteur(nat))))

i

|F l vecteur{nat)
ens' —--
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Ce qui s’exprime dans le diagramme :

nat vecteur (pat) ens(vecteur(nat))
— >0 Lol
i~~~
/ T~ ( {nat))
F o eng’l{vecteurinat
Fuecteur / ens 7,’ —_— =
/ ot / »> &
o= N 7 » 8 7
& ul( t (nat)})
mée(U(pat)) ~ __ — elU(vecteur(nat) //
o
~ - /
e'(Uf{vecteur(nat))) ™~ - /,
vecteurtnat -

Remarque : en pointillés, on a noté 1l'effet de la liaison avec une autre

opération d'égalité dans vecteur.

2.2.3.3.4. Représentation et inclusion de TAP

2.2.3.3.4.1. Deux TAP : T, (81 3 Ph,L.it, s PR) et

12[t'1, : P08 2 P') sont isomorphes (19 2 15) ssi

(y X1....Xn) ensembles de générateurs, T (X1....Xn] = 12(X1....Xn]

1

Cette definition impose que le nombre de types formels soit le méme dans T et
T, et que les propriétés soient deux & deux équivalentes. Toutes les techniques

donpnées au § 2.2.2. sont utilisables pour démontrer 1'isomorphisme des TAP.

De méme, construire une représentation d'un TAP, c'est trouver un nouveau TAP

utilisant les types déja construilts et tel qu'il soit isomorphe au TAP que 1'on

veut représenter.

2.2.3.3.4.2. Treillis des représentations

La condition de représentation qus 1'on vient de donner est un peu trop
rigide car elle oblige & avoir des représentations qui ne tiennent compte que
des propriétés les plus faibles exigées sur les paramétres. Ce qui était un
avantage dans la composition générique, devient un inconvénient dans la repré-
sentation, car une instance de type paramétré peut &tre trés mal représentée

en utilisant la représentation la plus générale. Par exemple, si 1l'on définit
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le type table (t1,t2) ol la propriété de t1 est simplement 1'égalité, afin
de pouvoir rechercher une valeur de t2 a 1'aide d’une valeur de t1, il est
évident que le choix des représentations de table est limité et que l'on n'a
& sa disposition que des techniques de recherche séquentielle. Un type tel

gue table (nat,valeur) est donc valide puisque nat posséde 1'égalité, mais

alors que, par exemple, l'ordre total pour t1 peut &tre sans intérét pour la
specification abstraite (et de plus, limite les types qui peuvent étre liés

a t1), il en va tout-a-fait différemment lorsqu’on choisit une représentation,
ot les particularités de t1 influent grandement sur 1'efficacité de la repré-
sentation. Ici, un rangement ordonné et une recherche dichotomique seraient
mieux adaptés. En termes plus généraux, ce cas se produit lorsque 1'invariant

de représentation utilise des "propriétés” au sens général des types en para-
metres. Mais il se trouve que ces propriétés au sens général s'expriment

presque toujours par des propriétés telles que celles du § 2.2.3.1., e'est-a-dire
qu'elles font intervenir des opérateurs, des constantes et des relations. On a
vu la propriété d'ordre total ; on peut aussi, dans le cas de la table, utiliser

la propriété dispersion (h,n) sur t

h ¢ t - intervalle {nat} (1,n)

n : <+ nat

ol h est upe fonction surjective de t dans [1,n] ., ou, mieux encore, la pro-
priété "scalaire” de PASCAL (type index dans [TEN771), qui peut s'exprimer soit
par les primitives de PASCAL (§ 2.2.5.), soit par :
scalaire (h,n,g) sur t :

h : t » intervalle (nat) (1,n)

n : > nat

g : intervalle {(nat} (1,n) > t

glh(x)) = x

higlyl} = vy

On a donc la possibilité de définir des représentations t' (t : P') d'un

TAP ([t : P) telles gque Pc P'.

L'ensemble des représentations est donc ordonné par les propriétés sur les
parameétres formels, 1'é&lément minimum correspondant & 1l'ensemble des représen-

tations qui exigent exactement les propriétés du TAP.
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Lors d'une liaison du paramétre avec un type effectif de propriété P1,
un premier critére de choix de représentation est de choisir la représenta-
tion r exigeant une propriété P2 € P1 et telle qu'il n'existe pas dans le
demi-treillis d'autres représentations exigeant P3 telle que P3 # P2 et
P2 ¢ P3 c P1.

Ce critére de choix n'est pas suffisant, car en éénéral, il peut y
avoir plusieurs représentations exigeant des propriétés distinctes qui
satisfont cette condition, de méme qu'il peut y avoir plusieurs représenta-
tions exigeant la méme propriété. Néanmoins, dans beaucoup de cas simples,
ce critére peut déterminer une seule représentation. La méme idée de sélection
de représentation a été proposée, mais sans utiliser explicitement des pro-
priétés, dans [MIT77].

2.2.3.3.4.3. Inclusion de TAP
L*1idée de 1'inclusion des représentations peut &tre reprise pour un TAP,
au niveau de ses fonctions dérivées (extension). Un exemple intéressant est

celul du type matricecarrés (t), qui n'exige aucune bropriété particulieére sur

t si 1'on s'en tient aux fonctions d'accés comme tableau & deux dimensions,

mais qui exige t : monolde si 1'on veut réaliser 1'addition de deux matrices ;

t : corps, si 1'on veut réaliser la multiplication, 1'inversion, etc... ;

t : pseudo-treillis si 1'on veut réaliser la fermeture transitive, etc...

Rien n'empéche évidemment de définir des types distincts dans chacun des cas,
mais il est davantage dans 1'esprit de la généricité de profiter au maximum
d’un méme cadre de définition et de jouer sur la spécification des types formels.
Le mécanisme de définition est alors le suivant : le TAP 1 est déclaré avec un
type formel qui exige la propriété P minimum (celle des fonctions de base).

Une fonction dérivée f peut exiger pour le type formel d'un de ses paramétres
(de type 1) une propriété P* avec P & P'. Cette fonction f n'est définie pour
une instance 7(t') que si 1' satisfait la propriéts P'. Bans une telle défini-
tion, le TAP 1(t) contient plus ou moins de fonctions suivant les propriétés

du type effectif 1ié a t. De la méme manidre, le type T peut satisfaire des
propriétés & 1'aide de ses fanctions. On donne & 7T la (ou les) propriété(s)
satisfaite(s) comme si le type possédait toutes ses fonctions. Dans une instance
particuliére, le type T ne posséde effectivement que la sous-propriété déduite
de la propriété de T et des fonctions définies pour cette instance. Les pro-
priétés des types effectifs 1iés & des types formels de T permettent donc de

déterminer :
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~ 1'ensemble des fonctions valides pour cette instance ;
- la plus grande propriété que satisfait cette instance. On verra au § 2.2.3.5.
quelques exemples de spécification de TAP et de représentations mettant en

oeuvre les idées de tout ce paragraphe.

2.2.3.4. Traitement des erreurs

Les algeébres d'erreur (§ 2.2.2.1.8.) résolvent bien tous les problémes
théoriques gue 1'on peut se poser au sujet du traitement des erreurs, mais il
faut encore un peu y revenir pour que l'on puisse passer de la spécification
a la réalisation pratique. Les problémes & résoudre sont :

- ne pas tester dans les opératicns-ok si les arguments sont erreur ou non ;

- pouvoir passer d'un état erreur & un certain niveau 3 un état non-erreur
& un autre niveau d'abstraction (récupération d'erreur) ;

- avoir une sémantique standard du traitement des erreurs gui puisse &8tre

implantée par une structure de contrfle speécifique.

Le premier argument, qui pourrait étre utilisé dans un systéme formel
de reduction avec algébre d'erreur, suggére qu'il y ait deux modes de fonction-
nement : le mode normal dans lequel les equations-ok sont valides, le mode
erreur, dans lequel ce sont les équations-erreur. Aussi, pourquoi ne pas faire
de ce mode d'erreur un type d’erreur, (ou méta-type prédéfini) qui comprend
tous les termes d'erreur qui peuvent &tre engendrés. Pour pouvoir &tre exploités,
ces termes d'erreur doivent &tre reconnus par des prédicats portant sur 1'opé-
rateur qui a pu produire une erreur (éguivalent au test dynamique de typé unionl.
Le fait d'introduire un méta~type d'erreur résout tout aussi bien le deuxiéme
point, puisqu'il suffit de tester une valeur erreur d'un type erreur, et suivant
le résultat, retourner une valeur de n'importe quel type. Enfin, la sémantigue
standard des erreurs est celle d’8tre conservées 3 travers tous les appels de
fonction, exceptés les prédicats d'erreur :

(Yf} f # prédicat d'erreur + (X,...) = X.

ssi X est un terme d’erreur.

Le seul point & résoudre est de savoir comment une fonction qui retourne
des erreurs peut 8tre décrite syntaxiguement puisque le type du résultat n'est

pas unique. L& encore, il suffit d’utiliser 1'union de type des langages algo-
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rithmiques traditionnels, en se limitant aux unions d'un type algébrique
avec le type erreur.
Reprenons 1'exemple de la pile ; on note £ le type erreur et son

domaine :

type pile ;

créerp : -+ pile

empiler : pile x pat - pile
dépiler : pile -+ pile ouE
somnet : pile + nat ou E

errpile : » E

Les équations de pile sont données par :
sommet (créerp) =errpile
sommet (empiler(P,N)) = N
dépiler (créerp) =>errpile
dépiler (empiler(P,N}) =P

Le symbole =>signifie que la relation n'est pas symétrique, ce qui fait que
1°on peut avair la méme constante d’errsur pour sommet (créerp) et dépiler
(créerp) sans que 1'on puisse en déduire sommet {créerp) = dépiler (créerp).

Dans E on a maintenant les prédicats :

E-errpile (errpile) = vrai

E-errpile (X) = faux ssi X # errpile

L*intérét de ces prédicats est qu'ils peuvent &tre utilisés pour construire
des opérateurs dérivés. Définissons par exemple 1'opérateur :

remplacer : pile x nat » pile ou E
tel que remplacer (créerp,M) = errpile

remplacer (empiler(R,N),M) = empiler(R,M)

Si on veut définir remplacer comne opérateur dérivé, on s'apergoit que 1l'on a :
| remplacer (P,M) = empiler fdépilef(P).M)
sauf dans le cas ol dépiler (P) =>errpile, pour lequel le résultat est errpile.
On peut penser que la régle de transitivité des erreurs s'applique et que 1'on
obtient bien le résultat cherché. Mais ce n'est pas le cas, puisqu’on déduirait ;
remplacer (créerp.M) = empiler (dépiler(créerp),M)
= empiler (errpile.M)

= errpile
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ce qui n'est pas exactement ce gue l'on veut, puisqu'on ne veut pas 1'égalité.
On introduit donc une notation particuliére qui permet de réaliser ce concept,

c'est la condition d'erreur (ou condition d'exception). Sa forme générale est

L =R ou

gd t-erreuri alers Rt |
t-erreur2 alors R2 I
|
t~erreuri sont des termes d'erreur pouvant provenir de la réduction de
R et Ri est un terme qui peut 8tre une erreur ou non. $'il peut y avoir ambi-

gliité dans les termes d’erreur, ceux-ci seront de la forme :

Li =>tmerreuri ot Li contient des opérateurs et variables de R.

La signification de cetfe équation générale est

L = si Et-erreurt (R) alors [=3 Ri1

sinonsi E-t-erreur2 {R} alors [=3 R2

-
-
-

sinon R fsi

Le signe =>est introduit aprés le alors lorsque Ri est un terme d'erreur,
ce qui étend les conditions aux conditions retourpant erreur :
L =81 C alors =>R1 sinon => R2 ¥si

est équivalent a

L=> si € alors R1 sinon R2Z fsi

De méme :

L =si € alors =>R1 sinon RZ fsi

est mis pour l'éguation L = R2 lorsque [ = faux
et L => R1 lorsque € £ vrai
La definition de remplacer est alors :

remplacer (P,M) = empiler (dépiler (P},M) ou

gd errpile alors errpile fg

lLa forme étendue de cette condition d'errsur est :
remplacer (P,M) = empiler (dépiler (P),M) ou

qd depiler (P,M) = errpile alors errpile fg

On peut, si 1'on veut, définir un opérateur dérivé remplacer qui "récupére”
1'erreur : remplacer (P,M} = empiler {dépiler (P},M) ou

gd errpile alors empiler (P,M) fg
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Ce nouvel opérateur a la fonctionnalité :

remplacer : pile x nat + pile

Dans ce deuxiéme cas, remplacer (créerp,M) et empiler (créerp,M) sont

équivalents.

Remarque : lorsqu’on ne définit pas explicitement de condition d'erreur pour
des opérateurs dont les calculs peuvent produire des erreurs, c'est la régle
de propagation standard des erreurs qui est prise par defaut et qui raméne
1'erreur jusqu'au premier niveau (en remontant la chaine d'appels) ol elle

est traitée. De ce fait, tous les opérateurs, implicitement, sont de la forme :

op : param > result au E .

Neanmoins, pour simplifier 1'écriture et mettre en évidence las cas de
"création” d'erreur, on n'utilise cette notation que pour les opérateurs qui

sont définis explicitement avec des équations passédant des parties droites :

= idf-erreur.
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2.2.3.5. Exemples

e T

Pour clore ce chapitre, voici quelques exemples de définition de types

gt de propriétés, ainsi gu'un exemple de représentation.

2.2.3.5.1. Définition de propriétés
prop monoide (0,+} sur t : tyfo ;
0:+t

Pt xt -t

i#

0+ x X
X + 0 = x

{x + y} + 2z =%+ {y+ 2z}

fprop ;

prop groupe (0,+,opp,-) sur t : monoide (0,+) ;
opp : t > t
- I A’

eqns

opp {(x} + x =0
x + opp (x} =0
X ~y = x + opply)

prop gr-com (0,+,opp,-) sur t : groupe (0,+,o0pp,-} ;
eqns X * y =y + X
fprop :

prop anneau-unit (0,+,o0pp,-,1, %)

sur t : gr-com {0,+,opp,~-] & monoide (1,%*)

eqns x x [y + 2z} = x *y + x % z'

x +yl 2z =x%x2+y*xz

sur t : dioide (0,+,1,%)

eqns opp (x} + x =0

x + opp (x)} =0

x ~y = x + opp {y)

fprop ;
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prop corps (0,+,0pp,-,1,*,inv,/)
sur t : anneau-unit (0,+,0pp.-,1, %)
inv : t >t au E
/ stxt+t outE
egns inv (0) = div-par-zéro
1
1

inv (x) *» x

X + inv (x)

xX/y = x % inv (y) ou

gd div-par-zéro alors div-par-zéro fq

fprop ;

prop dioide (0,+,1,%) sur t : monoide (0,+) & monoide (1, %)
eqgns x +y =y + x
x »x0 =0
0 »x =0
X *xy +2z) =x xy+ x %z
(x +y) x2=x%z+y x2

prop pseudo-treillis (0,+,1,%) sur t : dioide (0,+,1,%) ;

eqns x + X = X

X+ X %y =X
X+ y #®x =X

fprop ;

Note : on n’a pas voulu décrire ici un memento d'algébre, (qui serait d'ailleurs
en partie incorrect), mais simplement donner la fagon de construire un arbre
d'inclusion de propriétés. La seule vérification 3 faire est que les équations
respectent la fonctionnalité des opérateurs. Les opérateurs standards sont
décrits dans les propriétés ou les types abstraits de'base. et leur priorité
est fixés une fois pour toutes. Ainsi, par exemple, si un type posséde une pro-
priété annsau-unit ol + et * sont implantés par de nouveaux opérateurs, ceux-ci
acquiérent les priorités de + et =*, & moins que cela crés des incohérences de
définition. Il n'y a pas d'inconvénients & ce que des types distincts alent des
noms d'opérateurs identiques, car ces noms sont pseudo-locaux, c'est-a-dire
qu’ils sont locaux dans la définition de propriété, et par défaut, comme opéra-

teurs formels de propriété exigée, s'il n'y a pas ambigiiité (cf. 2.2.3.5.2.).




On aurait pu tout aussi bien écrire

prop dioide (0,v,1,A) sur t : monoide (0,v) & monoide (1,A)

eqgns ...

La propriété anneau-unit a deux gous-propriétés et deux manifres éguivalentes
d'étre défini.

L'arbre d’inclusion de ces propriétés issu de ces définitions est

corps

pseudo-treillis

anneau-
unit

dinide
groupe
com

groupe manoide

tyfo

2.2.3.5.2. Type générique des matrices carrées d'ordre n
On définit préalablement le type vecteur de longueur 1 qui sera utile dans

la définition des matrices.

type vect (t : tyfol) attr 1 : nat ;
indefv : » F
créerv : - vect(t)
ranger : vect(t) x nat x t » vect(t) ou E
val ¢ vect{t) x nat » t ou E
cqns .
ranger (v,i,a) = si —(lelsucc(0},i) A le{i,1{vIN

aloqg:?indefv fsi

ranger {(ranger(v,i,a),j,b) = si = eqg-nat (i,j)

alors ranger (ranger(v,j,b),i,a) fsi

val (créerv,j) = indefv
val (ranger(v,i,a),j) = sl eg-nat (i,j) alors a

sinon wval (v,j) fsi
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extension vect (t : monoide) : monoide (v0,comp) ;
vl : -+ vect (t)
comp : vect (t) x vect (t) + vect (t) ou E

reduc : vect (t) » t

privé init0 : vect (t) x nat » vect (t})

compel : vect (t) x vect (t) x nat + vect (t)

reducel : vect (t} x pat + t

eqns
vl = inpit0(créerv,1(v0))
initDd (v,0) = vy
init0 (v,succli)) = ranger tinit0(v,1),suce(1),0)
comp (v1,v2) = si — eg-nat (1(v1),1(v2))
alors = indefv sinon  compel (v1,v2, 1(v1)) fsi
compel (v1,v2,0) = créerv
compel (v1,v2,succ(i)) = ranger {compel (v1,v2,1),succ(1),val(v1,succ(i)) +
val(v2,succ(1}))

reduc (v]) = reducel (v,1{v))
reducel (v,0) =0

reducel {v,succ{i)) = reducel (v,1) + val (v,succ(1i)})

ftyee 3

type me (t : tyfo) attr ordre : nat ;
créaerm : -+ mc (t)
ranger : mc (L) x pat x nat x t + me (t) ou E
val : mc (t) x pat : pat » t ou E
ligne : mc (t) x nat + vect (t)
col : mc ft) X nat + vect (t)
transpo : mc (t) » mc (t)
valide : mec (t) - bool
indefm : + E

privé
v i mc (t) x nat x nat - bool
init-el : mc (t) x nat x nat -+ bool

eqns

ranger (m,1,3,a) = si - (le(succ(B),1) A le (i,ordre(m))

A lelsucc(0),)) A le(j,ordrelm))} alors = indefm fsi
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ranger {ranger(m,i1,j1.,a}.1i2,j2,b} =
si —(leg-natlit,12) A eg-pat{j1,j2))

alors ranger (ranger(m,i2, j2,b),i1,jt,a) fsi

val (créerm,i,j) = indefm
val (ranger(m,it, jt1,a),12,j2,) =
si eq-nat (11,12} A eg-pat(j1,32) alors a

sinen val (m,i2,32) fsi

ligne [créerm,k) = créerv
ligne (ranger(m,i,j,a),k) =
si eg-nat (i,k} alors ranger(ligne(m,k},j,a)

sinon ligne(m,k} fsi

col (créerm,k} = créerv
col (ranger(m,i,j,al,k} =
si eg-nmat(j,k) alors ranger(collm,k),i,al

sinon colim,k) fsi

transpo {créerm) = créerm

transpo {rangerim,i,j,al) = ranger{transpolm},j.i.,a)
valide (m) = vim,ordre{m),ordre(m)]

v (m,0,0) = vrai

v (m,succ(i),0) = v (m,i,ordre(m))

v {m,succ(i},succ(jl) =.

v {m,succ{i}, 3} A init-el {(m,succl{il),succ(j}}
init-el {créerm,i,j) = Faux
init-el {rangerim,il,j1,al},i2,j2) =

si eg-nat (11,i2) A eq-nat(j1,j2)

alors vrai sinop init-el (m,12,32} fsi

extension mclt : dioide) : diocide (mcD,add,mct,mult) ;

mel ;oo me(t)
mel @ o melt)
add 1 mcit) x me(t) » melt) ou E

mult : mol(t) x mel(t) » mclt) ou E
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Erivé

faire-mcO : mc(t) x pat x nat » mc(t)
faire-mc1 : mclt) x nat x nat o mc(t)
add-par-el : mc(t) x mc(t) x nat x nat » mc(t)

mult-par-el : me(t) x mc(t) x npat x nat 5 me(t)

eqgns

mc0 = faire-mcO (créerm,ordre(mc0),ordre(mc0))
faire-mc0 (m,0,0) = m
faire-mc0 (m,succ(i},0) = faire-mcD(m,1i,ordre(m))
faire-mc0 (m,succ(i),succ(j)) =

faire-mcO (ranger(m.succ(i],succ[J).U].succ[i),J]
mcl = faire-mc1 (créerm,ordre(mct),ordre(mct))
faire-mec1 (m,0,0) = m
faire-mc1 (m,succ(1),0) = faire-mct(m,1i,ordrelm))
faire-me1 (m,succ(i),succ(j)) =

faire-mc1 (ranger(m,succ(1i),suce(]),

sl eqg-pat(i,j) alors 1 sinon 0O fsi),sucel(i), 3)

add (m,m2) = si eq-nat (ordre{ml),ordre(m2)) A
valide (m1) A valide (m2)
alors add-par-el (m1,m2,ordre(m1),ordre(m!})

sinon => indefm fsi

add-par-el (m1,m2,0,0) = créerm
add-par-el (m1,m2,succ(1),0) = add-par-el (m1,m2,1,ordre(m1))
add-par-el (m1,m2,succ(1),suce(j)) =

ranger [add—par-el(m1.m2.succ[i).Jl.succ(i],succ(J],

val{m1, succ(1),succ(j)) + val(m2,succ(1i),succ(})})

mult{mi,m2) = si eg-nat (ordre(mi),ordre(m2)) A
valide (m1) A valide (m2)
alors mult-par-el {m1,m2,ordre(m1),ordre(mi))

sinon = indefm fsi

mult-par-el (m1,m2,0,0) = créerm
mult-par-el (m1,m2,succ(i),0) = mult-par-el (m1,m2,1,ordre(m1))
mult-par-el (m1,m2,succ(i),succ(j)) =
ranger(mult-par-el[m1,m2.succ(il.jl.succ(i].succ(j],
reducft : monoide(0,+)] (complt : monoide(1, x}]

(1igne(m1,auccii)), colim2, succ{1))) )



extension mcl(t : corps) : anneau-unit (mcO, add, opp-m,moins,mct,mult)

opp-m : mc{t) » mel(t)
moins : mcl(t) x mo(t) » me{t) ou E

det : melt) » t

inv : mel{t) - melt) ou E
‘eqns

opp-m {crésrm) = créerm
opp-m (ranger{m, i, j,a)) = ranger (opp-m{m), i, j,oppla))
moins (m1,m2) = add(m1,opp-m(m2)} ou

gd indefm alors indefm g

detim} ... talcul du détermipant ...

i 3
.+« calcul de 1'inverse de m (s'il existe) -

i

invim}

extension mc {t : pseudo—treillis] 3
fermeture : mc(t) » me(t) ou E
fermeture-reflex : mc(t) - mc(t) ou F
fm : mc(t) x melt) x nat -~ me(t)
eqns
fermeture (m) = si valide (m) alors fm (m,m,ordre(m))

sinon = indefm fsi
fm (m1,m2,0) = m1

fm {mult(addimeci,m1},.m2),1)

it

fm {(m1,m2,succ(i))

fermeture-reflex (m) = add (mc1, fermeture(m}) ou

qd indefm alors indefm fgq

ftype ;

Commentaires

1. La structure générale est celle d'un noyau de fonctions du type suivi d'ex-
tensions. Chaque extension détermine une portée ot les propriétés des types
formels peuvent &tre plus fortes que dans le noyau. Les extensions sont ordon-

nées, au méme titre que les propriétés. Elles pourraient 2tre définies séparément
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du type initial, car chaque extension est Justifiée par une application parti-
culiére. Il est peut-&tre possible d'étendre plusieurs types 3 la fois, mais
ce point reste encore & préciser syntaxiguement (cf. theory wmodule” dans le

"1 system”, qui est & plusieurs égards trés proche de nos concepts - ex :

category modules et propriétés - [NAK77]).

2. On a introduit presque toujours des opérations "privées” ; celles-ci ne

font pas partie de la signature extérieure du type et ne seront probablement

pas implantées, mais sont utiles dans la spécification des opérateurs “"visibles"”.
Elles pourront servir également dans 1'implantation pour la découverte d'inva-

riants de programmes (cf. 3.2.3.).

3. L'opération mult, dans mult-par-el, donne un bon exemple d'une liaisan
locale d'opérateurs formels gréce aux propriétés : reduc et comp exigent que le
type formel ait la propriété de monoide. Or, dans cette utilisation, le type
utilisé (qui est encore formel), a deux fois la propriété de monoide. On léve

1'ambigiiité & 1'appel en indiquant entre [ ] quel monoide on veut utiliser.

4. La transmission des valeurs attributs n'est pas trés claire. Pratiquement,
1'1dée est tres facile & mettre en osuvre. Il suffit de donner explicitement
les valeurs d’attributs & chaque occurrence de définition d'un objet, c'est-a-dire
les déclarations et les résultats de fonctions, mais cela n'est pas aussi simple
dans-la spécification algébrique, a moins que 1'attribut ne soit explicite
partout.

[
5. Cet exemple présente une utilisation non systématique du traitement des
erreurs. Si 1'on veut “"garder® chaque opération par des prédicats (par axemple,
valide(m)), i1 parait important que ceux-ci soient mis en tant que préconditions
at non comme tests explicites, afin de pouvoir supprimer automatiquement les

tests inutiles dans les compositions d’opérations.

6. Les vérifications des propriétés se font par induction comme indiqué au

§ 2.2.3.1.3. Montrons par exemple le théoréme :

(Ym1,m2,m3 : mc(t : dioide)) A ordre(mi) = ordre(m2) = ordre(m3)
A valide(m1) A valide(m2) A valide(m3),
mult(add(m1,m2),m3) = add(mult{ml,m3),multl{m2,m3))
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' [induction}=ﬁ>mult-par-el(add{m1,m2),m3,succ{i].succ(j]]
= add~par—el(mu1t[m1,mB),mult[m2.m31,succ[il,succ(j]]
=> reduclt : monoide(0,+)] (complt : monoide(1, %)]
{ligne(add{m1,m2}.succ(i)),col(mB,succ(j))])

= vallmult(m1,m3), succl{i),succ(j)) + val(mult(m2,m3), succ(i}, suce(j))

pour simplifier, notons les opérations génériques respectivement
reducl+] et comp[*] . On veut montrer :
= reduc[+] (comp{ *] (ligne(add{m1,m2),succ(i)),col(m3,succ(3))))

= reduc[+]{comp] *} (ligne(m 1, succ(i)),col(m3, succ(j))))

+ reduc[+](comp[*3{ligne(m2.succ{i}3,col(m3.succ{j)3))
Pour cela, il faut démontrer les lemmes suivants {gue 1'on ne détaille pas)

lemme 1 : (Vm,m' : mc(t:dioide))(VKk : nat A 1 < k < ordre(m))
A ordre{m) = ordrel(m’) A valide(m) A valide(m'),

ligneladdim,m'), k) = comp[+] (ligne(m,k),ligne(m’,k))

lemme2 : ¥ v1,v2,v3 : vect(t : dioide) A 1(vi} = 1(v?) = 1{v3],
comp[*](comp[+]1 (v1,v2),v3)
= comp[+] (compf*]{v1,v3),comp[*](v2,v3))

lemme 3 :VYvi1,v2 : vect(t : monoide) A 1(v]) = 1{v2},
reducf+] (comp[+] {v1,v2))
= reducf+] (v1) + reduc[+] (v2)

2.2.3.5.3. Type table et ses implantations

Ce paragraphe montre des exemples d'implantations plus ou moins complexes
pour un type donné, en fonctions des propriétés des types formels. On ne donne
qu'une seule implantation dans chague cas, mais & cause de 1'inclusion des pro-
priétés, un type dont les paramétres satisfont les propriétés les plus fortes,
peut &tre implanté de plusieurs maniéres.

Résumons d'abord les propriétés qui seront utilisées :

prop égalité (==} sur t : tyfo ;
== 1 t x t > bool

eqns
X == x = vrai
X ==y =y == x
X ==y Ay ==z paialx == 2) = faux
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prop ordre-total (<,==) sur t : égalité (==) ;
< : tx t -+ bool

eqns

< X = vrai

A
>

X
X y £z A-x £ 2) = faux

x
A
>

ny:x::y

fprop ;

prop dispersion (h,n) sur t : tyfo
h : t + iptervalle (nat) (1,n)
n : » nat

fprop ;

prop scalairs (h,n,g) sur t : ordre-total (<) & dispersion (h,n) ;
g : intervalle (nat) (1,n) » t

egns g (hi(x}) = x
higly)) =y
x £y = lelh(x),h(y))
fprop

Remarques : - on note 1 = succl0) ;
- dispersion est une propriété sans équations ; on ne s’intéresse
qu'a sa spécification syntaxique.

Arbre des propriétés :

scalaire

ordre-total
égalité-dispersion

dispersion
égalite

tyfo
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Le type que 1'on veut implanter est
type table (t4: égalité(=),t2 : tyfo) ;

créert : - table (t1,t2)
ins : t1 x £2 x table (1,t2) » table (t1,t2) ou E
trouver : t1 x table (t1,t2) >~ t2 ou E
app : t1 x table (t1,t2) -+ bool
double-def : t1 + E
nop-def : t1 =+ E
eqns
ins (x,a,t) = si app (x,t) alors=" double-def (x) fei
ins (x,a,ins(y,b,t)) = insly,b,ins(x,a,t))
trouver {(x,créertl) = non-def(x)
trouver (x,insly,a,t))= si x =y alors a

sinon trouver (x,t) fsi

app (x,créert) = faux

app {x,insly,a,t)) =si x =y alors vrai sinon app(x,t) fsi

ftype H

Voici, d'autre part, les types qui permettront de faire 'implantation :

type 1liste (t : tyfao) ;

nil : - liste(t)

cons : t x liste (t) » liste (%)

ftype
type [t1 : tyfo,t2 : Exfgl ‘; co le type tuple est confondu avec son
. constructeur co

1 : t1 x t2 > [t1,t2]
premier : [t1,t2] » 1
second : [t1,t2] » t2
eqns

premier ([x,y])} = x

second ([x,y]) =y
Ttype ;
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type tableau (t : tyfo) ;
tabvide : - tableau (t)
ranger : tableau (t) x nat x t » tahleau (t)
val : tableau (t) x nat + t ou E

indef ;: » E

eqns
ranger (ranger(t,i,al),j,b) = sl eg-nat (1,])
alors ranger (t,j.b) sinon ranger (ranger(t,j,b),i,a) fsi
val (tabvide,1)=s indef

val (ranger(t,i,a),j) = si eqg-nat (1,3J) alors a

sinon wval(t,j) fsi

ftype ;

On donne quatre cas de représentation, chacun d'eux correspondant a une pro-
priété différente de t1. Les représentations sont faites & 1'intérieur de modules
de définition (def).

def rep-table-1 (t1 : égalité(=),t2 : tyfol

représente table (t1,t2) par 1liste ([t1,t2]) ;
dlcréert) : + liste ([t1,t2])
dlins) : t1 x t2 x liste ([£1,t2]) + liste ([t1,t2]) ou E
d(trouver) : t1 x liste ([t1,t2]) + t2 ou E
dlapp) : t1 x liste ([t1,t2}) + bool
dans : t1 x liste ([t1,t2]) -+ bool
trouverliste : t1 x liste ([t1,t2]) + t2 ou E

eqns
dlcréert) = nil
dlins) (x,y,t) = si dans (x,t) alors = double-def(x)
sinon cons (Ix,yl.t) fsi

d(trouver) (x,t) = trouverliste (x,t)

dlapp) (x,t) = dans (x,t)

dans(x,nil) = faux

dans(x,cons ([x1,y10,1}) = si x = x1 alors vrat

sinon dans (x,1) fsi
trouverliste(x,nil) = non-def(x)
trouverliste(x,cons ([x1,y11,1)) = sl x =x1 alors y1
sipon trouverliste (x,1) fsi
fdef ;
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def rep-table-2 (t1 : ordre-total (<,=),t2 : tyfo)

représente table (t1,t2) par [nat,tableau ([t1,t213] ;
d{créert) : » [nat,tableau ([t1,t2])]
dins) : t1 x t2 x [nat,tableau ([t1,t2]1)] - [nat,tableau ([t1,t21)] ou E
d(trouver) : t1 x [nat,tableau ([t1,t2])] » t2 ou E
dlapp) : t1 x [nat,tableau {([t1.%t2])] - bool
décaler : tableau (t) x nat x nat - tableau (t)
ind : t1 x tableau ([t£1,t2]}) x nmat x nat - nat

eqns
dicréert) = {0, tabvide]
dlins) (x,y,[n,t]) = si premier (val,(t,ind(x,t,1.n))) = x
alors = double-def (x)
sinon [suce(nl,ranger{décaler(t,succ{ind(x,t,1,nl},n},
succlind(x, t,1,n)), Ix,y11] fsi
d{trouver) (x,[n,t]) = si premier (vallt,ind{x,t,1,n))) = x
alors second (val(t,ind(x,t,1,n)}))
sinon = non-def(x) fsi
dlapp) (x,[n,t]) = premier (val(t,ind(x,t,1,n))) = x
décaler(t,i,3) = si le (j,1)
alors si eg-nat (i,j) alors ranger (t,succ(j),vallt,j})

ginon t fsi

sinon décaler (ranger(t,succ{j),vallt,j)},i,pred(j}) fsi
ind(x,t,i,3) = si le (j,i) alors si premier (val(t,i))s x alors i
sinon pred(i) fsi
sinon si premier (val(t,divZ(i+jl)) < x
alors si premier (vallt,divZ(i+j)})) = x
alors div2 (i+j)
sinon ind(x,t,succ(div2(i+j}),j) fsi

sinon ind(x,t,i,pred(div2{(i+j}})

fsi
fsi

fdef ;
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Cette représentation fait un raﬁgement.ordonné et une recherche par
dichotomie. L‘opérateur ind donne 1'indice k du tableau t (ou 0} tel
gue vallt,k) £ x A x < val(t,succlk]) {(ou x < vallt,1]).

La troisieme représentation utilise la fonction de dispersion et les

opérateurs dans et trouverliste de rep-table-1.

def rep-table-3 (t1 : égalité(=) & dispersion (h,n),t2 : tyfo)
représente table (t1,t2) par tableau (liste ([t1,t2])) ;
dlcréert) : » tableau (liste ([t1,t2]))
d{ins) : t1 x t2 x tableau (liste ([t1,t2])) » tableau (liste ([t1,t2])) ou E
dltrouver) : t1 x tableau (liste ([t1.t2])) » t2 ou E
d(app) : t1 x tableau (liste ([t1,t2])) - bool
mettre-a-nil : tableau (liste (t)) x nat - tableau (liste (t))
eqns
dicréert) = mettre-a-nil {tabvide,n)
dlins) (x,y,t) = si dans (x,vallt,h{x}])
alors =>double-def{x)
sinon ranger(t,h(x},cons ([x,y}l.,vall{t,h(x}}}) fsi
d{trouver) {x,t} = trouverliste(x,val({t,h(x])))
dlapp) (x,y) = dans (x,vall(t,h{x}))
mettre-a-nil (t,0) = ¢
mettre-a-nil (t,succ{i}) = mettre-a-nil (ranger(t,succli),nill),i)
fdef ;

La derniére représentation utilise le type t1 comme index d'un,tableau de

tZ2, de longueur n.

def rep-table-4 (t1 : scalairel(h.n,g),t2 : tyfo)
représente table (t1,t2) par tableau (t2) ;
dlcréert) : - tableau (t2)
dlins) : t1 x t2 x tableau {t2) + tableau (t2) ou E
d(trouver) : t1 x tableau (t2) + t2 ou E '
dlapp) : t1 x tableau (t2} - boal
def : pat x tableau (t2)} - bool
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eqns
d{créert) = tabvide
dlins) (x,y,t) = si def (hi(x},t)

alors = double-def(x)

sinon ranger(t,h(x]},y) fsi
d{trouver) (x,t) = 5i def(h(x),t)

alors vallt,h(x)) sinon = non-def(x) fsi

dlapp) (x,t) = def (h{x),t)
defli, tabvide) = faux
def(i,ranger(t, j,a)) = si eg-nat(i, i) alors wvrai

sinon def(i,t) fsi

fdef ;

2.2.4. Sémantique des fonctions génériques

2.2.4.1. Specification des fonctions par les constructeurs.

Dans la spécification algébrigque, on a distingué (§ 2.2.2.2.) les
constructeurs d’'un type, qui sont les opérateurs avec lesquels on peut "construire"”
tous les objets{ Ils sont une base pour les démonstrations par induction struc-
turale. De ce fait, une fagon de spécifier les autres opérateurs du type (discri-
minateurs} est de les décrire pour les objets mis sous forme normale, le résultat
étant lui-méme décrit en termes de constructeurs. Un exemple simple est celui du
type ens(t) ol les constructeurs sont créer et ins, et l'opération enl s'exprime

par

enl (x,créer) = créer
enl [x,ins{y,S5)) = si eqlx,y) alors enl(x,S)

sinon ins(y,enl(x,S)) fsi

Bien gue ces équations puissent &tre lues de maniére parfaitement symétrigue,
1'idée est d’'énumérer dans la partie gauche tous les cas possibles de construction
du 2° paramétre (de type ens) et dans la partie droite, d'avoir une composition
de constructeurs ou d'expressions "réduites” par rapport & la partie gauche.

C'est la notion d’évaluation ou de regles de réécriture qui est sous-jacente &

cette description ; on 1'a utilisée systématiquement dans les exemples du §2.2.3.5,
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2

GUTTAG et HORNING [GUT789] ont formalisé syntaxiquement de tels axiomes
pour pouvoir prouver qu'un tel systéme est suffisamment complet et que les
opérateurs discriminateurs sont convertibles aux constructeurs. Les avantages
d'une tellé spécification sont :

- méthode systématique (et vérifiable) d'écriture d'axiomes 3

- facilité de manipulation formelle ;

- implantation possible d'un systéme de réduction ;

- description constructive utilisable pour une implantation.

Les inconvénients sont, par le fait méme, que la spécification a besoin
d'étre trés détaillée, pour prévoir tous les cas, et que cela peut encombrer
la description. De plus, on risque, déja au niveau de la spécification, de
faire des choix dans la spécification des fonctions, qu’il sera difficile d'ou-
blier dans une implantation. On influence donc d'une certaine maniére 1'implan-
tation, ce qui peut avoir pour conséquence que les réalisations sophistiquées

seront trés difficiles 3 vérifier.

On doit faire le rapprochement entre cette approche et la méthode de spéci-
fication de fonctions récursives dans le systéme Burstall-Darlington [DAR73]}
[BUR77a]. La différence essentielle entre les deux est évidemment que dans la ’
spécification algébrique, on a des égalités, alors que dans le 8D-systéme, ce
sont des "implications". De ce fait, dans ce dernier cas, si on remplace une
partie droite par une expression qui 1’'implique ("unfolding”}, on ne modifie
pas la sémantique de la fonction, par contre, cela peut Btre le cas si on la
remplace par une expression gauche (“"folding”) qui est péut~étre moins forte.
Ici, on n'a que des égalités, donc tous les remplacements sont possibles, mais
en méme temps, on perd certaines possibilités de transformations o0 les rempla-
cements ne sont pas égaux. Il faut remarquer quand méme que 1'égalité d’expres-
slons récursives se raméne & une égalité d'objets infinis pour lesquels certaines
précautions sont & prendre (cf.‘2.2.4.3.]. '

Appliquons les principes du BD-systéme & la transformaticn de la fonction
d{ins) de la définition de rep-table-4 (§ 2.2.3.5.3.) :

dlins)(x,y,t) = si def(h(x),t) alors => double-def(x)

sinon ranger(t,hi{x),y) fsi



- par cas de construction de t :

1) dlins)(x,y,tabvide) = si def(h(x),tabvide) alors=> double-def{x)
sinon ranger(tabvide,h(x),y) fsi

= ranger({tabvide,h{x},y)

2} dlinsl)(x,y,ranger(t,i,z})
= si def(h(x]),ranger(t,i,z)) alors = double-def(x)
sinon ranger(ranger(t,i,z),h(x),y}) fsi
= si eg-nat(h(x),i) alors =» double-dev(x)

sinon si def(h(x),t) alors = double-def(x)

sinon ranger(ranger{t,i,z),h{x),y) fsi
fsi
= 581 eg-nat(h(x),i) alors => double-def(x)
sinon si def(h(x),t) alors = double-def(x)
sinon rangerl(ranger(t,h(x},y),i,z) fsi
fsi
= 51 eqg-nat(h{x),i} alors =» double-def(x)
sinon ranger(
si def(h(x),t) alors = double-def(x)
, sinon ranger(t,h(x),y)fsi),i,z} fsi
= si eg-nat(h(x),i) alors = double-def(x)

sinon ranger(d(ins)(x,y,t),i,z) fsi

On a supprimé dans ce cas la fonction intermédiaire def. Un programme de
démonstration peut étre basé sur le méme systéme : soit & prouver, dans I'exemple

dy § 2.2.3.5.2. de traitement de matrices :
val{transpo(m),i,j) = val(m,j,1i)

- par cas, on a
1) valltranspo(créerm),i, j) = vallcréerm, i, i)
=> indefm
val (créerm, j,1) = indefm

A proprement parler on n'a d’'égalité qu’eh tant gque éguation d'erreur.

2} valltranspo(ranger(m,i1, j1.al), 12, j2)

val(ranger(transpo(m), j1,i1,a),i2, j2)

n

si eg-nat(j1,i2) A eg-nat(i1,j2) alors a

sinon val(transpo{m),i2,j2} fsi
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8l eg-nat(j1,12) A eq-nat(i1, j2)
alors val(ranger(m,i1,j1,a),j2,12)
sinon vallm, j2,12) fsi

= vallranger(m, i1, j1,a), j2,12)

L'avant-derniére ligne, qui est 1'utilisation de 1'hypothése d'induction dans
le cas 2, peut &tre vue comme 1'application d’un "folding” du théoréme & démon-
trer. La regle d'application de ce "folding” d'induction semble &tre la méme
que celle de la validité des transformations du BD-systéme [KOT78] ; de méme

que dans 1'exemple précédent, on ne pourrait pas déduire :

dlins)(x,y,ranger(t,1,2z)) = d{ins)(x,y,ranger(t,1,z))
comme une définition de d(ins) par application directe du "folding"” "(bien que
1'egalité soit évidemment vérifiée), de méme, on ne peut appliquer directement

le théoreme a démontrer.

’ 2.2.4.2. Spécification des fonctions par leurs effets.

Cette maniére de spécifier les fonctions est issue des idées de Parnas
[PAR72]. Comme la plupart de ces travaux sont descriptifs, il est difficile de
déefinir formellement ce genre dg spécification. L*idée de base, qui est a rappro-
cher de la spécification des types abstraits de Guttag, est de définir syntaxi-
quement les opérations a résultat dans le type (G) et les opérateurs d'accés (A)
mais de ne donner 1'effet de G que d’une maniére indirecte a 1'aide des résultats
de A. Dans cette méthode, on ne se raméne pas forcément 3 une forme normale.

Par rapport & la méthode précédente, la spécification est moins détaillée, donc
plus "abstraite” en quelque sorte, mais, si elle se préte bien aux vérifications,
elle est moins constructive, et il n'existe pas de méthode pour s'assurer que
les axiomes sont complets d’'une certaine maniére. Pour 1llustrer notre propas,
donnons une partie de la spécification des matrices carrées d'ordre n, par 1l'ef-
fet de la fonction val. Une des caractéristiques des spécifications par les
effets est 1'utilisation des implications logiques : A > B o0 > est un méta-
opérateur au méme titre que le = de la spécification équationnelle. Quelques

guteurs (en particulier [ KRIZ8]) utilisent la méta-condition :

81 A alors B fsi pour A B,

mais cela peut créer des confusions avec 1'opérateur si booléen :
sl a alors b =c¢ fsi
n'est pas équivalent &

si a alors b fsi =¢
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On définit syntaxiquement les axiomes A comme le plus petit ensemble

satisfaisant (1) (2} (3) {4}.

(1) si t1 et t2 sont des termes, t1 = t2 ¢ AS, t1 # t2 € AS
(2) si A1 € AS, A2 ¢ AS alors A1 A A2 € AS

(3) si A1 € AS alors A1 ¢ A

(4) si A1 € A, A2 ¢ AS alors A1 5 A2 ¢ A et A1 I A2 € A

Sous-ensemble des fonctions du type mc
ranger : mcl{t) x nat x nat x t + mc(t) ou E
val : mc(t) x nat x nat -+ t ou E
transpo : me(t} - mclt)
valide : mec(t) + bool
indefm : » E
meO : 5 melt)
mel @ 5 me(t)
add : mc(t) x me(t) 5 mc(t)
mult @ me(t) x mcl{t) 5 mc(t)
index : pat x nat x mec(t) 5 bool

Spécification.

index (i,j,m) = le(1,1i) A le(1,3j) A le(i,ordre(m)) Ao le(j,ordre(m))
Y (i,j)lindex(i,j,m) = vrai o (vallm,i,j) # indefm}) = valide(m) = vrai

valide(mcO) = vrai

valide{mc1) = vrai

valideladd(m1,m2)} = valide(m1) A valide(m2)

A eg-nat {ordre(m1),ordre{m2))
valide(mult(m1,m2)) = valide(m1) A valide(m2)
A eqg-natl(ordre(m1),ordre(m2))

valide(transpo{m)}) = valide(m)

index (i, j,m) = vrai o val(ranger(m,i,j,al,i,j) = a

vallm,i1,31) = a o (eq-nat(i1,i2) A eg-nat{j1,3j2)) = faux

> vallranger(m,i2, j2,b),11,j1) = a

index(i, j,m) = vrai 5 (Ja) vallm,i,j) = a v val(m,i,j) = indefm

index(i, j,m) vrai 5 val(transpo(m),i,j) = val{m, j, 1)
index(i,j,mc0) = vrai 5 valime0,1,3} = O
{index (i, j,mc1) a=eq-nat{i, j})} = vrai o vallme1,1,3) = 0

lindex (i, j.,mc1) A eq-nat(i,j)) = vrai o val{mct,i, 3} = 1

#

index (i, j,m1) vrai > valladd(mi,m2),1i, j)
= vallmi,1,3) + vallm2,1,])
index(i, j,m1) = vrai o val(mult{mi,m2),1, j)

-
11

= reducfs] (comp{+} (lignetm1,1i},collm2,3))) -
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2.2.4.3. Fonctions de types abstraits
2.2.4.3.1. Fonctions simples

Dans un type abstrait, et a fortiori une propriété, on a considéré les opé-
rateurs (ou symboles fonctionnels) comme des constructeurs d'objets. Les domaines
considérés sont des damaines de Herbrand (typés), et les équations engendrent
des classes d’équivalence entre les termes. La fagon de donner une signification
a ces symboles fonctionnels est de fournir une interprétation qui soit une appli-
cation fonctionnelle. On peut aussi les interpréter par des programmes et le
passage d'un programme & une aﬁplication se fera par la sémantique dénotation-
nelle. Nous allons simplement évequer ici quelques idées qui permettent de mieux
comprendre la notion de programme générique et sa justification théorique.

Les références sur le sujet peuvent &tre trouvées principalement dans [NIV75]
icou7a] [ADJI77b] [ADJI78c]. Nous nous en tiendrons principalement & quelques
exemples.

Soit le type nat décrit algébriquement et d’autre part le domaine des entiers
w. Donnons une interprétation des apérateurs de hat sous forme de lambda-expres-
sions

0 : pat est interprété par 0 : w

succ : nat -+ nat S ¢ AXXtT W > w
pred : nat - pat P Axex=1 :w-+w
eq : nat x nat -+ bool E : AXY.X =y :w x w~+ hool

Lorsqu’on écrit une expression & 1'aide des symboles fonctionnels de nat,
on sait qu'il existe un prolongement unique de cette expression dans son domaine

d*interprétation (§ 2.2.1.7.). Par exemple, le terme :

succ{si eq(x,0) alors succ(x) sinon y Fsi)

est interprétée homomorphiquement par :

Axy.(si x = 0 alors x + 1 sinon y fsi) + 1
=0

= Axy.(si x alors x + 2 sinon y + 1 fsi)

La sémantique d'un opérateur défini par une expression (opérateur dérivé

simple) est obtenue de la méme maniére.

2.2.4.3.2. Fonctions récursives
On considére que les opérateurs qui définissent un type abstrait sont divisés

en constructeurs (c) et discriminateurs (§2.2.2.2.6.). De méme les équations sont
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divisées en éguations sur les constructeurs {eg-c) et en éguations
sur les discriminateurs {ea-d}, On n’'étudie pas l'effet des équations eqg-c.

Les équations eqg-d sont de la forme :

flelal) = B
ol f est 1'opérateur discriminateur que 1'on étudie, cla) est une expression

ol n'apparaissent que des constructeurs, P une expression avec si alors sinon

fsi, constructeurs et f. (On peut, comme pour les définitions de procedures mu-
tuelliement récursives, étendre la définition & un ensemble d'opérateurs 1, f2,
...fn). [GUT78] montre que ces restrictions ne diminuent pas ls pouvoir d'expres-
sion des systémes d'éguations si on autorise 1'utilisation des opérateurs privé(s].
Les congtructeurs d'un type engendrent un domaine C de termes, et an considére

les opérateurs discriminateurs comme des applications CM » C, pour des C associés

aux types des paramétres et du résultat.

Exemple : le type nat posséde un domaine

. 2
Cnat : {0, succ {0}, suce {G}f"}

Les opérateurs pred : nat - nat
plus : nat x nat -+ nat

représentent des applications : Cnat > Cnat

%mtxg%m:+gmt

iLa sémantique d'un opérateur discriminateur peut Eétre rebrésentée {dénotée)
d'une maniére classique & 1'aide de la relation entre les paramétres et le résultat.
On note D le domaine de cette relation et O(f) 1la sémantique de T {(D{f)} « V.
D'autre part, f est définie par ses éguations eg-f. Le systéme eq-f peut étre corisi-
déré comme une transformation Tf :ﬁ»-* 0. Cette transformation, guoique assez
complexe a définir, généralise la notion de fonctionnelle habituelle. Etudions
d’abord la notion d'évaluation dans un domaine C & 1'aide des sémantiques D(Ff4i)

des opérateurs fy.

Evaluation
L.'évaluation d'une expression £ consiste a calculer le ou les termes e C
s'ils existent, éguivalents & E. Soient fq,fo... définis par leur sémantique

D{¥1},D(?2)..., 1'évaluation est 1 eval.: E » C

telle que : evallc) = ¢ ssic ¢C
evallfic)) = ¢ ssi <ec,cf> e D{F)
eval(si cond alors a, sinon - a, fsi )
evaliaq} ssi evalfcond) = vrai
eval(az} ssi evallcond) = faux

eval(f4(a}]) = eval(fq{evalia)})
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Exemple : soit D(f) :'{<ﬂ.su002[0]>,<succ(ul, 0>, < such(U),su003[0]>}

eval{si eq(flsucc(0}),0) alors F(£(0)) sinon succ(0}))
=> evalleq(f(succ(0)),0))

eval (eq(eval (f(succ(0})},0)})

eval{eq(0,0)})

n

H

1

vrai

d’ol 1’expression

H

eval (fleval (£(0))))
eval (f(suce?(0)))
suc03(0]

I

i}

Définition de Te
Soient {v} 1'ensemble des variables d'une équation et {q,} 1'ensemble des
o

substitutions qui affectent & chaque variable x un élément du domaine des cons-
tructeurs de son type : CX. Si D0 est une -définition sémantique de f, et fla) = P

une equation, alors :yo e {oy} tel que eval(Po) existe, an a :

<ao,evall{fol> ¢ Tf{DO}

Exemple : soit la définition :

(b2} f(0) =0
flsucelx)) = succlsucc(f(x}))

si 1'on danne :
Dy (£) ='{<0,succ(ﬂ}>.<suc02{0),succ{0]>}

{<D,O>.<succ(0].succ3(01>,<succ3(0},succ3(0}>}

n

T (D,)

'{<0,D>.<succ(0).suc02(0]>,<succ2[U).succS(D)>.<succ4I0],succ5[0]>}

it

T2
YFKDO}

Définition par point fixe de D(f).

On définit D(f) & partir de la transformation Tf déduite des équations
eq~f par :

D(F) = o {D | T.(0) = D}

D{f} est le plus petit point fixe de Tf : DD

Conme Tf est monotone : D1 S.DQ > Tf£D1l E_Tf(DQ}

et continue Tf[U Di] =t Tf(Di)
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les théorémes classiques de Tarski et Kleene sur les plus petits points
fixes s'appliquent

1-D(f) =n D | T, (D) ¢ O}

I

.{.‘

2 - DiF)

1t

U, 10w

n
n=0 f

avec la propriété : Tf(D(F)] = D{F)
Exemple : D2 est la limite des itérés

@) = {<0,05}
1

1 3

T' U T2 =’{<D,D>,<succ[0],succz(ﬂl>}
Ty 12 uT = {<G,D>,<SUCC(D},succ2[03>,<su002(0},succ4{D]>}

Propositions (§2.2.2.2.6.)

1T - L'axiomatisation eq-f est cohérente (anglais : "consistent”)

ssi D(f) définit le graphe d'une fonction.

2 - 1l'axiomatisation eq-f est suffisamment compléte

ssi D(f) définit le graphe d'une fonction totale.
Les preuves se déduisent immédiatement des définitions. On s'intéresse main-
tenant aux interprétations fonctionnelles des opérateurs dont 1'axiomatisation est

cohérente.

Interprétation fonctionnelle d'un domaine C.

L'interprétation fonctionnelle d'un domaine C dans un domaine A est la
donnée
- Yc constructeur de C : ¢ ; C" » ¢
1. d'une fonction : I{c) : A" + A linterprétation des constructeurs) ;
2. d'un prédicat : PC : A> bool tel que
PC[I[G]] =vrai sia ¢ C est de la forme cip)
3. de fonctions inverses : I(c~1)
Po(I(a)) = vrai > a = o(B) A T(B) = T(c™ ") I(a)
Note : si les fonctions inverses sont multivaluées, I(c*1] est défini par une

famille de fonctions.
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Exemple : soit nat : {0,succ} ; w est une interprétation fonctionnelle de nat
avec :
I{0) = 0

I{succ) = Ax.x+1

P (x) = Ax.x = D
o

P {x} = Ax.x>0
suce

I{succ-1} = AX.x~1

Interprétation d*une relation de D{f)

Une relation <a,B> e€D(f) est interprétée naturellement dans A Py A par :
<Ilal, I(p)>
D'oh : I(D(£)) = {<I(c1},I(02)>} V <c1, 2> € O(f)

Interprétation d'une axiomatisation eq-f

Soit une équation : fla) = B eeq-f. Cette équation est transformée dans
1'interprétation fonctionnelle en
I(f)i{x) = ¢la,p] e eq-1(f].

On note {x} 1les variables de eq-1(f)

{vl les variables de eq-f.

On remarque que puisque eqg-f est cohérente, O(f} est le graphe d'une fonction st

cela entraine que toutes les variables {v} apparaissent dans a. On calcule donc,

~

a 1'aide des interprétations inverses, v en fonction de x & 1'aide de a, noté
-1
v =1 f{a).
Alors, ¢la,p) = si U PCi (1“1[033 alors I(f) }I
v

)

Explications :
le terme U PC impose les conditions sur les variables X pour gu'il soit

a

possible d’avoir un a tel que Ila) = x pour toute valeur de x dans AR,

0’autre part, le deuxieme terme est 1'interprétation de g dans laquelle
les variables v sont substituées par 1—1(00. On obtient donc upe équation de la

forme :

I(f)(x)
I{f3{x)

F{x] si ¥ n'apparait pas dans P
FII{f).x) s1 f apparait dans B..

]



Exemple : Interprétation de l'axiomatisation DZ'
0

si P v P (I '(sucelx)))
— 8] succe

I(£)(0)
T(Fflly)

u

Ih1fsucc(x])
alors I[succ(succ{f[x)})l]x

¢

Calcul de 1‘1[succ(x})
y = I*1isucc[x]);$ X = I(succ-q] {y)
=X =y -1
d'ol : I(f)ly) = si  y-1 20 alors I(fI(y-1) + 2.
lLe systéme de I(+F) est :
I(FA)0) = 0
I(f)ly) = si y = 1 alors 2 + I(Ff) (y-1)

Sémantique d’une interprétation

Puisqu'on est dans un domaine fonctionnel, le systéme d’'éqguations récursives
eq-I(f) détermine une transformation de A'xA » A'x A (relation d'entrée-sortie) ;
soit TI(?} cette transformation. L3 encore, on détermine la sémantique de I(f)
par le plus petit point fixe de la transformation.

DII(f)) = n {D | Treey (B3 =D}
Théorame  {([ADJ77b])
IB(F)) = BI(F))

Preuve : Elle se base sur le fait gue D(f} est initiale et que I'interprétation

I admet un prolongement I(D(f)) qui est un morphisme continu.

2.2.4.3.3. Fonctions génériques
On aimerait étendre ce mécanisme d'équivalence d'interprétations
aux fonctions génériques qui admettent des cbjets de types formels en paramétres.
Cela signifie : si une fonction f est définie avec les types t formels
(caractérisés par des propriétés), et 6 est une substitution de t par des types
effectifs (T) gui satisfont les propriétés, (on note I(8) la substitution :
o+ I(71)),
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Les questions que 1'on se pose, sont :
1 - comment comparer O(f), 6D(Ff), D(OFf) ?
2 - quelles relations a-t-on entre :
I(6B(f)), I(D(BF)), D(I(6F)), I(8) I(D(F)) ?

Autrement dit, la sémantique des interprétations des fonctions génériques
dépend-elle des liaisons des types effectifs ? On aimerait répondre par la
negative, ce qui permettrait de définir une sémantique "générique" des fonctions
générigues et donc des programmes génériques.

I1 semble que les classes d'interprétation ([COU78b]) permettent de répondre &

ces questions, mals pous laissons ce travail trés technique pour plus tard.

2.2.4.4. Actions répétitives

Les actions répétitives (cf. § 1.3.) ont des paramétres de type séquence
temporelle ; du point de vue de 1la spécification algébrique, les séquences tem-
porelles sont assimilées aux séguences abstraites.[BEL78] utilise le terme de
"listes logiques”. On va donc définir d'abord le type générique séquence et mon-

trer son utilisation dans la spécificationﬂdes itérateurs.

2.2.4.4.1. Type séquence
type seq (t : tyfo) ;
nil : - seq (t)
~ 3 t x seq (t) » seq (t)
premier : seq(t) » t ou E
reste : seq(t) -+ seq(t)
null : seql(t) - bool
eof : + F

. eqns premier (nil) =» eaf
premier (x ~ s) = x
reste (nil) = nil
reste (x ~ s) = g
null (pil) = vrai

null (x ~ s) = faux

ftype ;

On dispose aussi des propriétés isoseq et cvseq quil s'appliquent aux opérateurs
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sur les séquences
prop cvseq(f,g) sur t1,t2 : tyfo ;
f 1 t1 » seqlt2)
g : seqlt2) » t1
egns g (flx)) = x

fprop ;

prop isoseq (f,g) sur t1,t2 : cvseql(f,g) ;
eqns flglx)) = x
fprop ;

Algebriquement, un itérateur est un opérateur avec résultat ou parametres de

type seqg(t). Sa spécification fait donc intervenir les objets séquence.

2.2.4.4.2. Spécification algébrique des itérateurs.

Prenons le type ens(t) (cf. § 2.2.3.3.3.) dans lequel on définit un émet-
teur qui produit la séquence des éléments de 1'ensemble, et un récepteur gui,
étant donné une séquence, construit un ensemble :

type ens (t : égalité) : cvseq (elem-de,faire-ens) ;
elem-de : ens(t) » seq(t)
faire-ens : seql(t) - ens(t)
eqns
elem-delcréer) = nil
elem-de(ins(x,s)) = x ~ elem-de (enl(x,s))
faire-ens(nil) = créer

faire-ens{x ~ 1) = ins(x,faire-ens(1})

ftype ;

On a donné au § 1.3.5. des programmes itérateurs de fusion et d'éclatement ;
en voila la spécification algébrique :

Soit le type t : ordre-total (g} ;

fusion : seqg(t) x seq(t) » seqg(t)

eclatement : seq(t) - [seql{t),seq(t)]
privé éclatl : seq(t) x t x bool + [seq(t),seq(t)]

ot [ ] est le constructeur de tuple.
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eqns
fusion(x~81,y~52) = si xsy
alors x ~ fusion{(S1,y~S2)
sinon y ~ fusion(x ~ $1,52) fsi
fusion (nil,y ~ 82) y ~ 82
x ~ §1

fusion (x ~ S1,nil)

nil

fusian (nil,nil)

n

[nil,nil}
[x ~ 51,821 od [$1,52] = éclat1(S,x,vrai)

éclatement (nil)

éclatement (x ~ S)
eclatl (y ~ S,x,b) =
si b alors si oy < x
alors [y~ $1,52] o0 [S1,S2] = éclatl (S,y.b)
sinon [S1,y ~ S2] ol [$1,52] = éclati (S,y.b) fsi
sinon si y < x
alors [S1,y ~ s2] ob [S1,52]
sinon [y ~ S1,s52] o0 [S1,52]

——

fsi

éclatt (S,y,b)
eclat1 (S,y,-1b) fsi

eclatl (nil,x,b) = [nil,nil]

Note : avec le résultat tuple, on est obligé de nommer les composants (ici &

1'aide de 1la clause "oi"}.

2.2.4.4.3. Dérivation de programmes itératifs

Il semble & premiére vue que la spécification abstraite des itérateurs
soit assez &loignée de la programmation, a cause notamment des constructeurs
explicites de séquence. On va montrer dans ce paragraphe qu'elle est au contraire
une base a partir de laquelle on peut, quasi automatiquement construire des pro-
cédures d'itération, en supprimant toute notion explicite de séquence,.

La transformation se base sur la contraction éyntaxique suivante : si uns
opération abstraite avec un parametre seq (1) devient un récepteur, ce paramétre
est traduit en seqt T, ol le type du paramétre est celui des éléments de la
sequence abstraite. De méme, un résultat seq(t) (pour un émetteur) devient
seqt 1 ou (eof). On va voir pourquoi le "eof" apparait dans le résultat. En
résumé ;

em : paramétres - seq(t)
devient proc em(paramétres) - seqt t ou (eaf) ;
rec : seqglt) » résultat

P vy
sEVL

ent  wroc recf{segt %) +~ résultat ;
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Le premier pas consiste & traduire la spécification sous forme d'opérateur
dérivé. Prenons 1'exemple de 1'émetteur-récepteur "fusion”
fusion (11,12) = si premier(11) < premier(12)
alors premier(11) ~ fusion (reste(11),12)
sinon premier(12) ~ fusion (11,reste(12)) Fal
ou gqgd premier(11) = eof A premier(12)=> eof" alors eof
| premiér(l1]=$ eof A-—vpremier(12) =» eof
alars premier(12) ~ reste(12)
|7premier[l1]%$ eof A premier(12) => eof

alors premier(11) ~ reste(11) fq

Ensuite, on passe & la forme itérative en englobant les instructions (sauf

les exceptions) par faire ... ffaire et on remplace les paramétres par x et y

~

ot :
x = premier (11)
y = premier (12)

De plus
- un résultat doit &tre de la forme a ~ a gui devient

"donner (a) ; traduction de a"

- o doit &tre de la forme : I (paramétres), ol 1'itérateur I a le
méme type de résultat que 1l'itérateur que 1'on définit. La traduction
de a est : - calcul des paramétres (par invocation de suivant, si le

parametre est de la forme reste(l}) ;

- appel de 1'itérateur I si celui-ci est différent de

celui que 1'on définit (sinon retour de houcle) .

Dans le programme de fusion, les résultats du cas normal carrespondent & un
appel au méme itérateur ; par contre, dans les exceptions, il faut introduire un

appel intermédiaire d'itérateur. Cet itérateur est 1'itérateur d'identité :

ident : seqglt) 5 seq(t)
eqns
ident (1) =1
ou bien, en décomposant le corps
ident (1) = prémier[l) ~ ident (reste(1})

ou 39_ eof alorg eaf _fg
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Sous forme algorithmique :
proc ident (seqt u : t) - seqt t ou (eof) ;
qd eof alors eof fq

début faire donner (u) ; suivant (u) ffaire

fin ;

L*itérateur fusion devient :
proc  fusion (seqt x,y : t) » seqt t ou (eof) ;
gqd x =>eof A y=> eof alors eof
| x=> eof A=y = eof

alors donner (y) ; suivant (y) ; ident (y)

| x= eof A y=> eof

alors donner {x} ; suivant {x) ; ident (x) fq

début faire 8i x <y

alars donner (x) ; suivant (x)

sinon donner (y) ; suivant (y) fsi
ffaire

fin ;

Par inclusion textuelle de ident et optimisation, on obtient le programme du

§ 1.3.5.

Autres cas :

1 - L'itérateur "éclatement” peut &tre développé de la méme mani&re ; dans la
procédure du § 1.3.5., on a fait aussi 1'inclusion de éclati dans le corps

de éclatement.

b
2 - 1'itérateur elem-de peut &tre dérivé en utilisant les opérateurs auxiliaires
prem-ens : ens(t) + t

reste-ens : ens(t) + ens(t)

tels que : prem-ens (ins(x,s}) = x

reste-ens (ins(x,s)) = enlx,s)

L'itérateur elem-de est alors :
proc elem-de (S : ens(t)) - seqt t ou F ;

début tantgue S # créer

faire donner (prem-ens(S)) ;

S := reste-ens (S)

ffaire ;
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3 - L'émetteur faire-ens est a priori plus compliqué & dériver, puisque la
séquence temporelle d'entrée est utilisée pour construire l'ensemble résultat
dans 1l'ordre inverse d'arrivée. Les solutions sont celles de la transformation
de programmnes récursifs en itératifs

- utilisation d'une pile (qui permet de remplacer la séquence temporelle

en séguence spaciale, puis d’inverser cette séguencel ;

- garder la mBme séquence si les opérations ne dépendent pas de 1'ordre
des éléments dans la séguence.
Ici, on est dans le deuxieme cas, pulsgue
ins {x,ins{y,S)) = ins(y,ins(x,S))
d'oll : proc faire-ens (segt x : t} - ens(t) ;

S : ens(t},

gd eof alors retourner (S) fq ;

début S := créer ;

faire S := ins{x,8) ;
suivant {x)
ffaire

fin ;

2.2.5. Etude de quelques propriétés

On a vu, tout au long de ces chapitres, 1'importance des propriétés dans
la programmation générique. On revient ici sur trois d’entre elles qui sont fon-
damentales en programmation et pour lesquelles il y a encore beaucoup 3 faire ;

il s'agit de la propriété "scalaire”, de 1’égalité et de 1’'affectation.
g P g

2.2.5.1. Propriété "scalaire".

Le nom de propriété scalaire provient du langage PASCAL ; (voir aussi
"index" en [TEN77]). Nous 1'utilisons ici pour tous les types dont les éléments
peuvent servir & indexer des tableaux. On peut donner plusieurs définitions de
cette propriété ; la plus "mathématique” est de donner la bijection entre l'en-
semble des éléments du type et un intervalle d'entiers ; c'est ce qui est fait
au §2.2.3.5.3. De plus, 1'ordre sur les éléments est hérité automatiquement de
1'ordre sur les entiers. Cette formulation a aussi 1'avantage de fournir un codage

des objets du type.
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La deuxiéme formulation est celle quli comporte les fonctions succ, pred,
premier, dernier, etc... Un type énuméré est un exemple d'une telle formulation,
oll les fonctions peuvent &tre déduites sous forme de tahle. Soit le type énu-
mere A
type couleur = (jaune, bleu, rouge) ;
les fonctlons associées sont i

premier [de couleurl) = jaune

1

dernier (de couleurl) = rouge

jaune bleu rouge
suce bleu rouge —
pred — Jaune bleu

ordre : jaune < bleu A Dbleu < rouge

fes relations entre les deux formulations sont données au § 1.2.4., & 1'aide

du mécanisme des extensions.

2.2.5.2. Propriéte égalité
On a utilisé abondamment cette propriété dans les exemples. La spécification
est celle d’une relation d'éguivalence, et 1'on doit, lorsque 1'égalité est

définie dans un type t, y ajouter la propriété de substitutivité :

- pour toute fonction f qui admet un paramétre de type t, si a, b : £t et a =1b
alors f(...a...) = f(...b...]
dans le type résultat de f (les autres paramétres étant constants].
ta question que 1'on peut se poser est :
pourguoi 1'égalité n'est-elle pas définie automatiquement pour tous les types,
puisque les axiomes fournissent précisément une équivalence entre les termes ?
Autrement dit, pourquoil ne pas poser, pour tout type t :

eq-t : t x t bool

eq-t (x,y} = s1 x = y alors vrai

sinon faux fsi

o0 £ signifie que x et y sont congrus dans t. On voit tout de suite que 1'on uti-
lise comme prédicat booléen dans 1'équation, le méta-prédicat d’équivalence. Or,

cette séparation entre le systéme formel et le type bool est essentielle pour
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éviter les paradoxes puisqu’on pourrait écrire :

x =81 =3{x= y} alors y fsi

On en déduit alors que 1'égalité est exprimée par un opérateur qui doit
étre défini pour chaque type qui posséde cette propriété et gqu'il doit Btre
total sur ses parametres. De plus, & cause des contraintes de protection de
bool (§ 2.2.2.2.3.), on doit avoir

X2y 2 eq-t (x,y) = vrai
Si on a de plus

XE Ly gsi eqg-t (x,y) 2 vrai
alors 1l'opérateur eq-t est une implantation de 1'équivalence entre les termes.
La synthése automatique de 1l'opérateur eg-t & partir des eguations, présente
les mémes difficultés dans la détermination des valeurs “faux" gue la synthése
du prédicat P d'apres la définition de P en logique du premier ordre [ROU72].
En conclusion, la méthode la plus simple que 1'on propose est la détermination
par le programmeur de l'opérateur d'égalité s'il désire gue le type posséde
la propriété d'égalité, & charge pour le systéme de démonstration de vérifier

les axiomes de 1'épgalité sur la définition ainsi donnée.

2.2.5.3. Propriété affectation.

Dans un systéme de programmation algébrique (& la Guttag, CLEAR, 0BJ), on
n'a pas besoin de 1’opérateur d'affectation puisqu'on n'utilise que des expres-
sions et des fonctions. Cependant, si on veut descendre au niveau de programma-
tion des algorithmes, il est nécessaire d'introduire cet opérateur. La déclaration
syntaxique est : proc := (mod cible : t, source : t) ;
La spécification la plus couramment admise est [RED79] : aprés 1'affectation
X 1= y ol x est une variable et y une expression, si y' est la valeur de y
avant 1'affectation, on a :

(AFF)} wvaleur (x) = y°®

La encore, on fait référence & 1'égalité qui est celle fournie par le programmeur

avec le type. Les problémes proviennent de deux Chdses

1 - Aprés une affectation, on ne connait 1'effet véritable de 1'instruction
que si 1l'on connait exactement les relations de désignation et de repérage
(au sens Algol 68), entre les autres variables du programme et la variable x.
Comme certaines de ces relations sont dynamiques, on comprend la difficulté

de la spécification de 1'affectation. Par contre, si 1’affectation est
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uniquement un moyen de construire et de modifier des relations de désignation,
on peut en tenir compte dans un systéme de calcul statique approché ou par un

calcul dynamique des objets construits [BER76].

2 - Puisque, lorsqu'on est au niveau de la programmatjon, il peut y avoir
plusieurs définitions de 1'égalité (dépendant en particulier de 1'implan-
tation : cf. dans CLU les fonctions equal, similari, similar), il devrait
y avoir, pour respecter la régle (AFF) plusieurs sortes d'affectation
possibles. On peut relier d'ailleurs ces sortes d'affectation aux modes
de passage de paramétres : copie, partage, indirection, etc... On obtient
donc, pour les types abstraits (qui ne doivent pas dépendre de la représen-
tation), une quasi-impossibilité de spécifier proprement 1'affectation, sauf
si 1'on accepte qu'il n'y ait aucune synonymie de désignation entre les
objets ("non-aliasing”) et que les affectations soient des copies de valeur.
Mais une telle sémantique n'est pas concevable actuellement pour un langage

de programmation.
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2.2.6. Equivalence des types abstraits et des clauses de Horn.

Pour terminer ce deuxiéme chapitre consacré essentiellement aux types
algébriques, on va comparer la sémantique des types abstraits avec celle des
clauses de Horn en logique. Il est nécessaire d'abord de rappeler ce gue sont

les clauses de Horn (C.H.J.

2.2.6.1, Syntaxe et sémantique des C.H. [KOW741 [EMD76].
Du point de vue syntaxigue, un programme est un ensemble fini de C.H.
On notera un tel programme T .

Une clause est une disjonction de littéraux : L1 vi, ... v Ln 5

un littéral L est une formule atomique P{t1....,tk} ol P est un symbole de
prédicat & k paramétres et t1,...tk sont des termes. Un littéral peut &tre
positif (affirmation du prédicat) ou négatif : T (négation du prédicat).

les clauses de Horn sont des clauses de la forme suivante

A v B,1 v 82 aee W Bn assertion conditionnelle
A : axiome
B. vB. v ... B © but & démontrer

1 2 n

Suivant PROLOG, on éorira @

A < 81 82.“ Bn

Un terme est soit une variable, soit une expression f th’ . tm} ol f est
un symbole fonctionnel & m paramétres et t1,...tm sont des termes. Les constantes
sont des symboles fonctionnels sans parametres. Les variables dans une clause
sont quantifiges universellement.
On notera {sauf indications particuliéres] :

X:V,»s @ variables

a,b,... : constantes {(opérateurs O-aire)

f.g8,... ¢ symboles fonctionnels {opérateurs n-aires])

t,u,... : termes

p,q,P.0 : symboles de prédicats (opérateurs booléens).

Exemple : si les termes 0, s(0}, s{s(0}), ... représentent les entiers, on

peut spécifier la multiplication (m), 1'addition (a) et la factorielle () par
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1'ensemble des clauses :

(r'f) (13 £ (0,s(0)) « {fact(0) = 1}
{23 f (s{x},y) <« fix,z) mls(x}),z,y)
qui peut se lire : si fact (x) = z A (x+1) * z = y alors factlx+1) =y ;

de méms pour m :
(3) m (0,y,0) «
(4) m (slx),y.2) «m (x,y,w) a (y,w,z)

avec (5} a {0,y,y] «

(68 a (slx),y.,s{2)) « a (x,y,2)

ot m {x;y.z) est mis pour x * y = z

et a {x,y.z) pour x + y = 2z

Avant de définir un modéle de sémantique pour un ensemble de clauses ('),
donnons la méthode de déduction opérationnelle sur 1'exemple. La preuve d’un
but : <« 81 . Bn est équivalente & trouver les valeurs des variables (s'il y
en al telles que la négation de la clause (B1V 82‘..V Bn} est en contradiction
avec le systeme I'. Pratiquement, la découverte de la contradiction se fait par

déduction de la clause vide : [l

Exemple : (suite)
Prouver le but : « f{s(0},x)

(2 x = vy ¢ f(D,z1] mn [s[ﬂ),zq,yjl

(1} zy = s(0) RS m(s(D].s(D].y1)

(4) vy =2, i+ m(ﬂ.siﬂ).w1) a(s(ﬂ],w1,22]
{3} W, = 0 T < a(s[D}.D.zz)

{B) z, = 5[231 : « a(O,D.zS)

{5) zg = o : [

D°o0 par composition : x = s(0) et f(s(0),s(0)) est contradictoire avec le

systeme (I'p) donc f({s(0},s(0}) est un théoréme du systéme e,

Voyons précisément comment on définit 1'ensemble des théorémes qui peuvent
étre déeduits d'un ensemble T de C.H. Pour cela, on ne rappelle que la notion de
"model-theoretic semantics” de [EMD76] qui sera utilisée dans les paragraphes
suivants. Cette sémantique se base sur les interprétations de Herbrand d'un ensemble

de clauses.
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lappelons quelques définitions

- 1'univers de Herbrand H est 1'ensemble des termes sans variables ;

- la base de Herbrand H d'un ensemble de clauses. T est 1'ensemble des formules

P [t1""tm) ot P est un symbole de prédicat et t ,...tm des termes de H.

1

~

- une interprétation de Herbrand I est un sous-ensemble de H.

Pour un ensemble de clauses T, on dit que :

1 - une formule atomique P(...} est vraie dans I ssi

P(...) €I ; P(...) est vraie ssi P(...) £ TI.

2 - une clause sans variable L1 v L2 v ... Ln est vraie si 1'un des L est

vrai.

3 - une clause générale C est vraie ssi chague instance de substitution Co est

vraie.
4 - un ensemble de clauses T est vrai dans I ssi chaque clause est vraie dans I.

Si T est vrai dans I, on dit que I est un modéle de Herbrand de T . On note
M(T) 1'ensemble des modéles de Herbrand de T' , alors n M(I') est elle-méme un

modéle de Herbrand. Un prédicat est un théoréme de T
P Plt,,...t ) ssi P{t ...t )} en M),
1 n 1 n

On git aussi que la dénotation de P est
DP) = {(t ...t ) | P(t,...t ) en M(T)}
1 n 1 n

2.2.6.2. Inclusion de C.H. dans TA {types algébriques).
On prend la définition des types au sens de ADJ (§ 2.2.2.1.}.

2.2.6.2.1. Définition

A tout systéme T de C.H. on peut faire correspondre d’une facon unique un
type Tp par la construction suivante
T o= < {terme,booll}, r , E>

tel que : ¥ a : constante dans T t > terme ¢ %

. n
vVt : n-aire : terme - terme ¢ %

Ty hyp B

Y symbole de prédicat n-aire P terme” > bool € %
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Les équations E sont :

?

si P (t1..,tn) < €I alors p [t1°"tn) =vrai € E

si P [t1...tn] “ 01 (...) Q2 (...} «..Q (...) erT

alors EJIE;...tn] = gi a; (...} A oo A a (...) alors vrai fsi e E
On compléete T par les équations booléennes classiques (§ 2.2.2.1.5.).
Par exemple re devient :

I :0 : > terme
s ¢ terme - terme
f : terme x terme - bool

m,a : terme x terme x terme - bool

E : £(0,s(0)) = vrai
flslx),y) = si  flx,z) A m(s(x]},z,y) alors vrai fsi
m({0,y,0) = vrai
mis(x},y,z) = si m (x,y,w) A aly,w,z) alors wvrai fsi
a (0,y,y) = vrai

a (slx),y,s(z)) = si a (x,y,z) alors vrai fsi

+ équations booléennes.

2.2.6.2.2. Théoréme

Soit T un ensemble de H.C., alors :

I & P[t1...tn] ssi ﬁ?f}...é;] = vral dans T

Démonstration :

Par construction, 3 chaque interprétation de Herbrand I qui est un modéle de T ,
on peut associer une algébre (de Herbrand) AI qui satisfait € de Tp {cf.2.2.1.10)
c'est-a-dire, si P(t1...tn] €¢I alors on a plty...t ) = vrai dans Ay et
Plty...tp) &1 1implique p(t1...tn) = faux. En effet, pour une clause camposée
d'un littéral A « , le résultat est évident 3 pour une clause A« B (o0 B
peut Btre une disjoncticn), A v B doit &tre vrai ; donc, si B est vrai, alors
obligatoirement, A ¢ I (sinon I n'est pas un modéle). En passant de 1'interpréta-
tion I & 1'algeébre Ay, 11 est clair que 1'éqguation “A = si B alors vrai fsi®
est satisfaite.

I1 reste & montrer que I'interprétation n M(T) est effectivement associée

arT {(noté T

T 'Hlﬂl qui est ici le quotient de 1'algébre des termes et des
r
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prédicats par la relation de congruence engendrée par E. Mais on ne s'intéresse
qu’'a la classe de congruence de "vrai”. Donc, pour chaque p dans AI‘ on considere

la relation n-aire dans les termes de la maniére suivante

~ e
.

{(t1...tn) I plt, et)

i

vrai dans A}

est éguivalente & :

gt ) | PlEgaat) € T)

D'apreés la sémantique de P, on a

{tqeeat) | POt aty) € 0 MM}

1

'{{t1...tn} { 5152...£;] £ vrai dans toute Ag}

}

}J = vrai dans T

It

{(tz}-.atn) I D[t1...tn T(F)
Inversement, si 51E;...E;) = vrai, on doit montrer que P(t1...tn} 20 miry,

Par définition de =, on sait que (J substitution o)

telle que : ékgq.,.fh] = 5&&;...&;) o
et : p(u1...un) = vrai ¢ E
ou bien : 5&&;...5;} = si 5;( } oA aé( | Y aL[...) alors vrai fsi € E

Dans le cas 1, P[uq...un} o en M({T) par définition d’un modiéle de Herbrand de T ;
dans le cas 2, on sait que [P(u1...un) v 61[ v ﬁzi ) ... v 6k("']]0 est

vraie dans n M(T)}, donc :
- soit P(u1...u J o en MdT)
n
- soit + (i1 £ i < k) ai(..;l g e n MDY ;

mais dans le systéme équationnel, 5;(...10 = vrai (wyi).
Donc, par récurrence sur la longueur de la dérivation de 1a clause <« P(tq...tn),
on en déduit gue

p(tq...tn] = vrai o 'k P(t1...tn)
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2.2.6.3. Inclusion de TA dans C.H.
2.2.6.3.1., Définition

A tout type abstrait T = <§S,%, E>, on peut faire correspbndre un
ensemble de clauses FT de la maniére suivante :

foqoeees b = (Fyauafy )

n

- soit S

E = &1 = R1....,L =si €y alors Ri fsi, ...} ;

i

v Sy € S, on introduit un symbole de prédicat binaire Esi

V'Fi € ¥, on fait correspondre un symbole de fonction ?

i

>

Toutes les expressions construites 3 1'aide des constantes et des symboles

fonctionnels de T sont considérées comme des termes en PT . Les prédicats ES
i
sont définis par

(V%i €S) ESi (x,x) « (axiomes de 1'égalité formelle)
ESi (x,y) <« ESi {y,x)
ESi {x,z} <« ESi (x,y) ESi {y,z)

VF: S 85 eee S, 84 € I
Eaner (FOsqeaaxp)s Py, .oy )

“ ES1(x1.y1) e Esn [xn.yn]

V(L =R} €€, siL dans s. :
i
Eg, (LAY <
Y (L =81 C aloars R fsi) et L dans 8q ¢

e (R «E (€, vrai)
54 bool

V (L =s1 € alors R1 sinon R2 fsi) :

E (/l\_:ﬁ1] < E

A
si DDI[C.vrai)

b

E [t,ﬁzl < E

A
si 01(C.faux)

bo

Note : le type bool est lui aussi exprimé a 1’aide du prédicat Ebool :
E (=vrai, faux) «
bool

Ebool (~ faux,vrali) <«

£ . fvrai A x,x) <«

DO

Y



2.2.6.3.2. Théoréme
Soit 1 un type abstrait défini par équations, alors :

- . AA
vy (t;.ty €83 lysy €S) &y sy t, ssi roks Esi{t1.t23

Démonstration :

Elle est immédiate ; d’aprés la définition algébrigue des types, Esi est la plus
petite relation de congruence engendrée par les équations, c’est-a-dire 1'inter-
section de toutes les relations de congruence gui contiennent toutes les

instances de substitution de E [§2.2.1.13].

n — A A -
Soit M = (Eg; (Tg.8p) | g 24, tp, ¥ (sy e SIL
alors il est évident gue M est un modeéle de ?T .

. . AA
Par un raisonnement analogue 3 la réciproque de 2.2.6.2.2., ;é 84 €S, (tﬁ,tz) € 8y

AA A A
tels que ESi{t1,t2) e M A Esi{t1*t23 Zn M(FT}
donc M< n M{?T} et comme n M(Iﬂg < M, on termine la démonstration, puisque :

A A - ‘
NP = (B (8L E,) | £y 58y b, v (sy € 8))
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3 - VERIFICATION DE PROGRAMMES SPECIFIES PAR EQUATIONS

3.1. Vérification ou déduction de programmes ?
3.1.1. Position du probléme de la vérification

Le probleme de la vérification de programmes spécifiés par équations doit
étre soigneusement posé. En effet, on a déja parlé de vérification de re-
présentation (au § 2.2.2.3.) et de propriétés (au § 2.2.3.1.), mais il s'a-
gissait de faire des démonstrations de théorémes & 1’'intérieur d'un méme
systeme formel, le systéme équationnel. C'est cette approche qui est prise
par Guttag, de méme que dans les langages 0BJ et CLEAR, ou le langage de spé-
cification est aussi le langage de programmation. L'univers des objets est
1'univers de Herbrand et les "calculs” se raménent & des transformations
d'arbres. L'avantage est que le formalisme est unique et que les démonstraws
tions utilisent essentiellement 1'induction structurale ou 1'induction par
les générateurs. L'inconvénient majeur est que 1'on n'utiiise pas les struc-
tures de données déjad fournies par le matériel des ardinateurs : la constante
3 résulte du calcul succ(succ(suce(0))), 1'indexation d'un tableau (§ 2.2.2.3.1.)
passe par une définition récursive de 1'opérateur val, ete... L'exécution

de tels programmnes est donc terriblement inefficace. 11 y a donc lieu de
chercher d'autres solutions d'implantation sans perdre le hénéfice de la

spécification algébrique.
3.1.2. Approche par constructeurs pre-spécifiés

Une premiere solution (qui mérite d’'étre étudiée davantage) eslt de considérer

que le langage de programmation contient des structures de données classiques




(genre ALGOL 68} qui sont spécifiées algébriquement et pour lesquelles on a
falt une implantation efficace (qui satisfait les spécifications). Le pro-
grammeur réalise ses programmes et ses nouvelles définitions dans le langage
algébrigue. Ainsi les preuves de. programmes se font comme précédemment tandis
que l'implantation des objets de base et des fonctions d’accés élémentaires est
traitee efficacement. Le module de représentation "rep-tahle-2” est un bon
exemple de programmation algébrique avec structures de données classiques

(tuple :[ 1 et tableaul). Les seuls problémes & résoudre sont les suivants :

1 - Lorsqu’'on donne la représentation d'un type abstrait & l'aide
d'autres types abstraits non de base, on doit assurer une "{ransitivite”
des représentations pour conserver 1'efficacité. Par exemple, dans rep-table-1,
le type de représentation est liste ; il faudra donc remplacer le type liste
et les constructeurs abstraits (cons,nil) par leur représentation (et ainsi de

suite jusqu'aux constructeurs de base]l.

2 - Les structures de contréle du langage algébrique sont la composition
fonctionnelle et le si-alors-sinon-fsi: Pour obtenir une itératidn, on est
forcé de passer par des opérateurs auxiliaires et des défimitions récursives
(cf. type mc : §2.2.3.5.2.). 1Il1 s'ensuit une relative simplicité de définition,
mais une lourdeur certaine de 1'exécution. On peut penser optimiser ces fonc-
tions récursives, soit en les transformant automatiquement sous forme itérative,
soit par la recherche (peu automatisable) de plus petits points fixes
(ef. LGAU78]].

3.1.3. Approche par affinements successifs[FIN78]
Cette méthode consiste & spécifier algébriquement des types et des fonctions
d'acces, puis & transformer progressivement les opérateurs intervenant dans la
spécitication pour se ramener & un programme algorithmique. Cette transforma-
tion est quelquefois automatique, quelquefois manuelle (lorsque des décisions
d'implantation doivent &tre prises), et le programme peut &tre guidé dans son

traveil par un systéme conversationnel. L& encore, un tel systéme demande un
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travail approfondi de recherche, que 1°on n’aborde pas ici. Néanmoins, il
peut facilement s'insérer dans le cadre que 1'on a choisi : le langage de
spécification est celui utilisé dans le chapitre 2 ; le langage de programma-
tion est celul du chapitre 1. On a systématiquement fait en sorte que les

connexions entre les deux formalismes soient apparentes.

Rappelons deux exemples :

Exemple 1 : Le type pile générique, d'aprés le § 2.2.3.4. est spécitié par :

type pile (t:tyfo) ;

créerp 3 -~ pile(t)

empiler : pile{t} x t - pile(t)
depiler : pile(t) + pile{(t) ou E
sommet: : pile(t) - t ou E
remplacer : pile(t) x t » pile(t)
non-défini : - E

egns depilerleréerp) => non-défini
depiler{empiler(p,x}) = p
sommet (eréerp) => non-défini
sommet{empiler{p,x)) = x
remplacer(p,x)} = empiler(depiler(p),x)
ou gd non-defini alors empiler(p,x} fg
ftype ;

La spécification du type pile (t) dans le langage algorithmique du chapitre 1

(§ 1.2.2.) sst obtenue en faisant les choix suivants (on a supprimé la condition
de dépassement qul n'apparait pas dans la spécification).:

- créerp n'est pas implanté car il est fourni par les instructions d’initialisa-
tion du module de représentation (transformation standard) ;

- empiler est une procédure dans laquelle le premier paraméire est. modifié ;

ce qui donne :
. syntaxe abstraite: empiler : pile(t) x t - pile(t)

- Syntaxe concréte : proc empiler (mod pile(t),t)



- de méme, depiler modifie son paramétre
syntaxe abstraite : depiler : pile(t) - pile(t) ou E
syntaxe concréte : proc depiler (mod pile(t)) ou (on-défini)

- sommet n'est pas modifié ; »

- remplacer étant un opérateur dérivé, on peut le reprendre guasi textuellement
de la spécification (au moins dans une premiére version), en choisissant
de modifier le premier paramétre. Les changements sont :

. les cas d'erreur sont écrits dans la partie déclaration ;
. la composition de fonction est remplacée par une séguence d’appels,
d’aprés la sémantique classigue du ";" :
S{a;blo = S(b)(S{a)o)
ol § est la fonction sémantique et o 1'état de la mémoire. Ici
les seules madifications de o sont celles du parametre p, ce qui
donne :

proc remplacer {mod p : pile{t),x: t J;
gd non-défini alors empiler {(p,x) fg
début depiler(p) ; empiler(p,x)
fin ;
l.a deduction des corps des fonctions empiler, depiler, sommet sur la base de
la représentation et de la spécification algébrique peut 8tre conduite comme

en [ GAU78] mais en tenant compte des modifications syntaxiques,

Exemple_ 2 : Les itérations.

Le passage de la forme syntaxique abstraite & la forme concréte est sxposé

en detail au § 2.2.4.4.3. \lorsqu'on spécifie un opérateur avec des paramétres
seq{t), on ne présuppose pas qu'il sera implanté sous forme d‘'itérateur, il
peut &tre implanté & 1'aide du type déduit de seq(t), et qui fait une représen-
tation spaciale des éléments. Néanmoins, dans la plupart des cas, 11 sera
avantageux de passer par des séquences temporelles, car 1l'écriture des itérateurs
a partir des spécifications est facile, et 1'implantation peut étre efficace en
espace (par rapport aux séquences spaciales) et en temps, & cause des optimisa-

tions par décomposition d'itérations.
P
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3.1.4. Classification des éguations

Dans les paragraphes suivants, on va s'intéresser plus specialement aux
méthodes de vérification proprement dites, c'est-a-dire que 1'on se donne a
priori un programme algorithmique et des spécifications algébriques, et 1'on
essaie de démontrer que le programme satisfait les équations. S'il s'agit
d'un type, la représentation doit satisfaire les équations du type (& 1l'aide

des fonctions de représentation et de 1'invariant coneret).

On distingue plusieurs sortes d'équations & démontrer, non pas dans leur

nature, mais plutdt dans leur forme syntaxique. Ce sont :

1 - Les éguations de propriété.

Elles caractérisent des classes de fonctions, donc elles ne tiennent pas compte
de 1l'effet particulier de chagque fonction, mais essentiellement de relations

entre les fonctions (structure algébriquel.

ex. @ prop el-neutre (D,+) sur t : tyfo ;
0+t
+ 1 txt > t
eqnas x¢0 = x
D+x = x
fprop

qul peut s'appliquer, aussi bien aux entiers, aux chaines de caractéres avec A

et la concaténation, ou encore & l'instruction vide et & 1a composition d'ins-

truction {;}.

2 - Les équations spécifiques.

e sont essentliellement les équations de définition des types ; elles font
aussi intervenir des relations entre les fonctions, mais ellas caractérisent

des effets.

eX. 3 depiler(empiler(p,x}) = p
ins{x,ins{y,5)) = insly,ins{x,S))
x*x {y+1) = x xy+x
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3 - les équations dérivées.

Elles sont de la forme f(x)} = expression, ol x représente des variables.
Ces équations dérivées décrivent une fonction (simple ou récursivel de 1la
méme maniére que dans le langage algorithmique, puisque la partie gauche cons-
titue l'en-~téte, et la partie droite le corps. Aussi nous ne nous intéresserons
pas & ce genre d'équations (bien gu'on puisse le traiter comme dans le cas 2),
puisque 1'éguivalence entre une telle éguation et un programme se raméne a des
travaux connus

1/ transformation récursif/itératif,

2/ synthése de fonction récursive & partir de programmes ou de spécifications

de ces programmes,

3/ comparaison de fonctions récursives [BUR77a].
Illustrons ces différents cas :

Soit la spécification algébrique de 1'opérateur décaler de la définition

rep-table-2 (§ 2.2.3.5.3.).

{a) décaler : tableault)x nat x nat - tableau(t)

décaler(T,1i,j) = si le(j,i)
alors si eqg-nat(i,j) alors ranger(T,succ(j),valeur(T,j))
sinon T,iii
sinon décaler({ranger (T,succ(j},val(T,jl),i,pred{j)) fsi

On donne aussi le programme d'implantaticn de cet opérateur ; c'ect une procédure

qul modifie son premier paramétre :

(b) proc décaler {(mod T: tableau(t),i, j:nat) ;
début T
si j =21
alors faire T[j+11 1= T[jl;
51 i=j alors sortie fsi ;
J = 3-1
ffaire

fsi
fin ;



162

Le premier pas consiste & donner les interprétations des opérateurs abstraits
dans le domaine de programmation en transformant éventuellement la syntaxe

des opérateurs pour introduire les modifications. Ici, on a :

le : natxnat - bool devient < :opérateur infixé ;
eqg-nat : natxnpat - bool devient = ¢ opérateur infixé ;
ranger : tableau(t) x nat x t - tableau(t)

devient  := (mod T : tableau(t),a:nat, b:t)

avec la notation Tlal := b ;

val : tableaul(t) x pat + nat
posséde concrétement la méme syntaxe,mais

val(T,a) s’écrit T[a]l;

succ{j) devient J*1

pred(j) devient J-1;

Moyennant ces transformations syntaxiques, la version (a) de 1'opérateur

décaler devient la procédure récursive :

{a1} proc décaler {mod T : tableau(t), i,j:nat) ;
début si j < 1
alors si i=j alors T[j+1] := TL31 fsi
sinon TLji+11 := T[j) ; décaler (T,1,3-1)
fin s

Appliquons la méthode 1 de transformation de programme récursif (al) en
itératif ;
(a2} par mise en facteur de T[j+1] := T[j] dans les cas i=j et j>i :

début si j 2 i
alors TLj+11 := T[3] ;
si i<j alors décaler (T,1,3-1) fsi
fsi T
fin ;
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La transformation d'une récursivité finale en itération donne inmédiatement

{a3) début E : si j 21
alors TLj+11 = TLjl ;
si i< jalors j := j-1 ; allera £ fsi
fai

fin ;

Au point allera E, 1’assertion {j2i} est vraie, donc le test est inutile

au retour ; ce qui donne

{ad) début si j 2 i
alors £ 1 T[j+1] := T[3]
©oosi i< jalors j = j-1 : allera £ fsi

Y

fin ;

Et en remplagant le allera par faire ffaire, avec le cas de sortie quand

(T(i <3) A j=2 i) = (i=3), on a le programme (b).

La deuxieme méthode consiste & utiliser le programme itératif (b) et & le

transformer :

{b1) : déploiement de la boucle :

début si j = i
alors TLj+171 := T[3i] ;
si i#j alors j := j-1 ;
faire TLj+1]) := T[3] ;
si i=j alors sortie fsi ;
J o= -1
ffaire ;

On peut faire apparaitre le corps (b) initial
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(b2) début si J 2 i
alors T[3+1]) := T3] ;
si 1#3 alors j 3= j-1 ;
(si j 21 .
alors faire ... ffaire fsi)

fsi

fai
fin ;

Ce qui donne, par substitution de 1'appel (repliement) :

(b3) début si j 2 1
alors T[j+11 := T[i} :
si i#j alors j := j-1 ; décaler(T,i,j) fsi
fsai

fin ;
On obtient ainsi, & quelques variantes pres, le programme (a2).

Un exemple de la troisieme méthode a été donné au § 2.2.4.1., avec l'opérateur

de représentation d{ins) défini de deux maniéres différentes.

On reviendra aux vérifications par transformation au § 3.3.3. pour montrer
des équivalences de programmes. Auparavant, on essaie de ramener une démons-
tration d'eéquation a une démonstration de théoréme, ou & une éguivalence de

relations.

3.2. Vérification a 1'aide des assertions
3.2.1. Méthode générale
Les programmes étant des actions dynamiques dont 1'effet est de modifier un

environnement, il n'est pas facile de démontrer qu’'ils satisfont des équations

statiques. La méthode que 1'on propose est donc de remplacer le programme par
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une specification statique et de démontrer que celle-ci satisfait les

équations algébriques. La premiére spécification statique & laguelle on pense
est celle des assertions. L'avantage est que les preuves de programmes par
assertions sont bien connues et les méthodes bien répertoriées. Lle pas supplé-
mentaire que 1'on propose ici est d'utiliser les assertions initiales et finales
des programmes pour démontrer les théorémes dérivés des équations. Cette méthode
est aussi proposée par [NAK77] et utilisée dans [ZIL79] [DAR78]. Elle associe

a la fois les techniques de [GUT7Bal et celles de [WUL76]1. Comme en ALPHARD,

la représentation d'un type abstrait (générique) doit 8tre caractérisée par un

interface de spécifications axiomatiques. Cet interface comprend

1 - la fonction de représentation :
rep : type abstrait A - type de la représentation R.
2 - 1'invariant concret Ic{x) qui exprime les conditions pour gu'un objet
du type de la représentation soit un représentant du type abstrait,
c'est-a-dire :
si typely) = A A type(x) =R
alors replyl=x <> Ic(x)
‘(Qggg : on utilise = pour 1'équivalence & l'intérieur des types et <>
pour des équations de prédicats).
3 - I'interprétation de 1'égalité du type abstrait A :
égalA(xq,le
qui exprime l'eéquivalence au sens de la définition algébrique de Yq et
Yy de type A tels que I‘r::’p[y,x]=><,t et rep(yz)éxz
4 - les pré et post conditions des fonetions concrétes f exprimées en termes
de IC et des assertions entrée,F et sortief :

pré <==>IC A entrée

f i
postf<=~”~>f[C A sortie

f
Les conditions de vérification du module de représentation sont celles de

ALPHARD, & savoir :

1 - Si <init> représente les instructions du module de représentation et r
1’objet construit (de type R}, la preuve de 1'initialisation est

vrai { <init> } sortie . AT (D)
créer c
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2 - Pour toute procédure P définie dans 1a représentation, si x dénote les

parametres, on a :

IC(x] A entrée,(x) {P(x)}sortieP A I_(x)

La condition sortie des proceédures peut étre exprimée en fonction de
- resp si P a un résultat,

- x*' 3 valeur des paramétres 3 1°entrée de la procédure,

- x : valeur des paramétres a la sortie.

Pour les parametres qui ne sont pas de mode mod on a évidemment x=x‘.

3 - La vérification de égalA exige un traitement particulier ; on doit vérifier
les axiomes de 1’égalité :
V(x,y,2)
Icix} = égalA(x,x}
IIC{x) A IC(y]) o [égalA[x.y] o égalA(y.x]]
(Ic(x) A Ic(y) A IC(z]l =)
{(égalﬂix,y) A égalA(y,z)] o égalA{x.z]}

De plus, V proc P dans A, tel que P : t1xt2

On pose x = XgoXoeesaXy et y = Yqouor yn, alors lé théoréme 3 démontrer est :

...tn +t,

(T (x*.) A I (y* )(Vi : typelx®,])=R))
c i c i i 1
D{{E£x°i,y'i} A entréep{x'} A entréspfy’] A sortie fresp,x.x’]

2 1 2 .
A sortiep[resp,y,y']] > (E(resp,respl A Elx,y)]]

E{xi,yi) est mis peur Xy = y; ssi type(xi]#R
et egalA[xi.yi) ssi type(xil= type(y1)=R

Cette définition du prédicat égalA at les démonstrations gue 1'on fait sur
les axiomes du type impliquent que :

Vx,y s type(x} = type{y) = A, x S y o égalﬂiren(x},rep(yl}
Oonc on assure que toute démonstration faite & 1’extérieur du type en
utilisant les axiomes algébrigues est aussi vraie sur 1'implantation en
utilisant le prédicat égalA.
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Lorsque les vérifications que 1'on vient de décrire valident les spécifica-
tions axiomatiques du module de représentation, on peut démontrer gue cette

représentation satisfait les spécifications algébrigues du type abstrait.

Les théoremes & démontrer gont déduits des équations du type ; une équation
est décrite syntaxiquement par

<g> 1:1= <pg> = <pd> ! <pg> => <gxception>

<pg> ::1= <expr>

<pd> ::= si <expr> alors <pd> sinon <pd> fgi !

si <expr> alors <pd> fgé'!<expr>

<expr> ii= <symb-f> [ (<expr>[, <expr>}*3 ] <var>

<var> ;:= id {variable)

<symb-f> ::= id (symbole fonctionnel)

<egxception> ::= id (symbole d’erreur).

Si e est une équation, alors tr{e) est un théoréme ohtenu par les fonctions

tr, spec, repc et rep ci-aprés :

tr{e} = spec(e) » repcle) si e : <pg> = <pd>

tripg => exception) = spec(pg) > faux

Les transfermations spec et repc sont définies par :

spec({pg=pd)} = spec{pg) A spec(pd)

spec(si expr alors pd1 sinon pd., fsi)

2
= gpeclexpr) A spec(pdql A specfpdz}

spec(si expr alors pd fsi)

= speclexpr} A spec(pd)
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V symbole fonctionnel f :

spaecla) A entréef(rep(a]]

spec(fla)) = A postf,[resf,u,uﬂ ssi feA ,

spec(a) sinon.

a est mis pour la liste des parametres, et donc,

spec(a1,a2 aes ak) = spec[a1] A spec(azlA ceo A spec(ak)
Dans la post-condition de f, les paramétres u et u’ sont obtenus des parametres
de la spécification x et x' par substitution unifcrme de rep(a), paramétre

d'entrée.

Y variable x :
IC(rep(x]) ssi type(x) = A

spec(x) = rep est iaci la fonction de

représentation.
vrai sinon
On a d'autre part :
repc(pg=pd) = repclpg,pd)
repc(expr1, si expr., alors pd1 sinon pd2 fsi)

= (BepfexprzlE vrai) » repc(expr1,pd1]

hool
A[rep[exprzlfbool faux} > repc[expr1.pd2]

repc[expr1,‘§1 expr, alors pd fsi)

= [rep[gxprzlzbool vrai) o repc(expr1,pd1]
repc(expr1.expr2] = E[Pep(expr1].rep(expr2)l

ot E est défini comme précédemment, c’est-a-dire :

égalA(x,y) ssi type(x) = typel(y) = R
Elx,y) =

x S5y ssi typel(x) = typely) = B A B#A
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¥ symbole fonctionnel f :

res. ssi T est une procédure de A avec résultat

X ' ssi x est un paramétre modifié de f et feA
rep(f{a)) =

f(reb(a)} ssi f £ A

Y variable x :

rep(x) ssi typelx) = A
rep{x) =
X sinon
»
On remarque que, pour les équations du genre pg=pd, 1'application de tr

est transparente si aucun opérateur n'est un opérateur du type A

devient u = v

L]
<
—t

tr(u

tr{u = si C alers vt fsi) devient {CEDO vrail) o u = vi

0l
etc...

Cela signifie que tr va chercher dans le module de spécification associé 3

la repreésentation de A les éléments nécessaires a la démonstration, en conser-
vant les axiomes des autres types. Une équation e est un axiome du type
abstrait A représenté par R si tr{el} est un théoréme démentrable & 1'aide des
axioimes des types utilisés par R. Le fait de considérer e comme un axiome
provient uniquement de ce gque 1'on fait 1’abstraction du module de spécification
qui a servi & démeontrer tr{e), de méme gue le type A est un nouveau type par
abstraction de la représentation. Le mécanisme est & repprocher du construc-

teur derive en CLEAR [BUR771].

{GUT78a] présente une méthode de vérification des axiomes & 1l'aide des post-con-
ditions de procédures de représentation qui est approximativement la méme que
celle pyésentée ici, mais cet article ne m'é€tait pas connu lorsque j'ai fait ce
travail. Néanmoins, il y a gquelgues différences : on introdult ici les inva-
riants concrets et on établir la relation entre les conditions d’entrée et la

vérification des axiomes exprimant les cas d'erreur.
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3.2.2. Application aux équations spécifiques

On illustre le principe de la vérification a l'aide du type pile dont a donné

la spécification algébrique au § 3.1.3. Le module de représentation est sem-

blable & celui du § 1.2.3. mais on utilise un tableau extensible pour représen-

ter la pile. La spécification algébrique de ce type est :

type

tablext {t:tyfol) ;

creert : - tablext(t)

ranger : tablext{t) x nat x t + tablext(t)
val : tablext(t) x nat + t ou E

indef : » E
eqns
ranger(ranger(T,I,M,J,N) = s1 Teq-nat(I,J)
alors rapger(ranger(7,J,N),I,M)} fsi
valf{creert,l} => indef
val{ranger(7,I,M),J) = si eq-nat(I,J) alors M
sipon val(7,} fsi
ftype ;

f.a représentation du type pile(t) est :

def rep-pile (t:tyfo)
regresente plle(t)pdr r:structf{s;nat, tab:tablext(t)) ;

proc

proc

Iroc

empiler (mod p: pile(t). x:t} 3
début p.s := p.s+1 ; p.tab( p.s) = x fin ;
depiler (mod p:pile(t)) ou (non-defini) ;

début si p.s=0 alors non- n-defini

sinon p.s (= p.s-1 fsi

fin ;

sommet {p:pile(t)) > t oulnon-défini) ;

début si p.s=0 alors non-défind

sinon retourner { p.tab( p.s)) fsi

fin 3

début r.g:=0

fdef 3
L*interface de spécification du module rep- pile est

specif rep-pile (t:tyfo) ;
rep : pile(t) - struct(nat,tablext(t))

tel que rep(plE < p.s, p.tab> ;
I (p) <> p.s 204 (Vi)(1 <1 < p.s) “{valip.tab,p.s) => indef) ;

egalpile(p1,p2] <> gg-nat{p,.s, pz.s) = vrai A

(vil{1 < 1 g p1.s} val(p1.tab,i) = val{pz.tab.il ;

t
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entrée . {p,x) <> entrée <=> yrai
empiler creerp
: ' PO =< '.s), ' tah, ~ ' , >
Sortleempiler[p’x’p ) p succ{p'.s),ranger{p’'.tab,succ{p’'.s),x)
5 <= 5 <= .8, = e
entr&edepiler(p) entreesommet(p} le(p.s,D) faux
. - ¥ :;> E( I. N l.t >
sortledepiler{p,p ] p =<pred{p’.s),p’'.tab
“tie , p,p') <> = . D =p'
sortlesomm&t(res p,p") res val(p tgb p.s) A p=p
sortie {res) <> res.s=0 ;
creerp

fspecif ;

Notes :
- On a utilisé dans ces prédicats les opérateurs abstraits de tahlext et
de nat. Il va de soi que 1'on peut réécrire ces opérateurs sous forme

infixée avec modifications pour vérifier le module rep-pile.

- Dans égalpile‘ on a utilisé la relation = Comme le type t est formel,

p
on rne peut utiliser dans la démonstration gque les axiomes de 1'égalité

formelle (sans jeu de mots), gui sont toujours vérifiés [OouUr une congruence.

- Les conditions d'entrée sont les conditions sur les paramétres telles

gue le résultat est différent d'une erreur.

On ne donne pas la vérification du module rep-pile gqui est ici particuliérement
\]

évidente. Appliguons plutdt la méthode de démonstration des équations spécifiques

1 - Démonstration de sommet (empiler(p,x))=x :

tr{sommet (empiler(p,x))=x) :
=> spec{sommet (empiler(p,x})=x) > repcl{sommet(empiler(p,x)=x)
= spec{sommet {empiler(p,x))Aspec(x) > Pep(sommet(empiler(p,xD)Et X

Développons séparément :

rep{sommet (empiler(p,x))) = res
spec{sommet{empiler(p,s))

=D + S
spec{empiler{p,x}} A entreesommet

»pysreplempiler(p,x)))

sommet
{rep{empilerip,x)})

A post {res
sommet sommet
= spec(empiler(p,x)) A le(p..s,0)=Ffaux

A res et =:va1(p1.tab,p1.s]z\p1 = py A I (pq] ;
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spec(empiler(p,x))

=>  gpec(p) A spec(x) A entrée {rep(p),repix}}

empiler

A post (pz.rep(x},rep{p))

empiler
=> Ictrep(p]) A vrai

Ap, E <succ{p.s),ranger(p.tab,succ(p.s),x)>

A I.(p,)

£n réunissant le tout, on obtient :

>

Icfpz)
= val(p1,tab,p1,s) Ap, Eop,

IC(rep(pll Apy E <succ{p.s),ranger{p.tab,succi{p.s),x)>

A 19(p2.s,D] = faux A res_ et

A Ic[p1) ” I‘m’sommet "t X

Par substitution, la formule devient :

Ic{rep(p)) > vallranger{p.tab,succlp.s),x]),succ{p.s)} = x

= x T x {par axiome 3 de tablext)
= vrai
2 - Démonstration de dépiler(empiler{p,x)kp :

L'égalité est & démontrer dans le type, donc on utilise égalpila'

tri{depiler(empiler{p,x))=p)
e IC[rep{p)l A vrai

A p, = <succ(p.s],ranger(patab.succ{p.s),x)>JNIcipz)

A le(pz.s,ﬂ) = faux A Py = <pred(p2.s}.p2.tab> A Icfp1)

> égalpile (p1,rep(p])
s Ic[rep(pl]

> égalpile£<pred[3ucc(p.s}].ranger(p.tab,succ[p.s),x]> ,repipl)

==> IC(rep(p)) > éga1p118(<p.s.ranger(p.tab ssucclp.s),x)> ,repipl)
=D Ic(rep(pl) > (eg-natip.s,p.s) Z vrai)

- A (Vi) (1si<p.s) val(ranger(p.tab,succ(p.s),x),i) Et val(p.tab, i)

=> vrai
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{0
f

Demonstration de sommet(creerp) => non-défini

trisommet(creerp) = non-défini)

= spec(sommet (creerp)) o faux

=> I (res ) A res .8 Z 0 A lelres .5,0) = faux
c creerp creerp creerp
A TeS ot = val(p1.tab,p1.s) A P, = Pescreerp A R:(pql
o faux

= oA le (0,0) = faux > faux

= faux o faux

=4 vrai.

Note : Tl faut distinguer, syntaxiquement, les constantes du type booléen

et les prédicats constants.

3.2.3. Application aux équations de propriétas

La vérification de propriétés de fonctions rel@ve normalement du formalisme
algébrique, ainsi qu'il a &té montré au § 2.2.3. Cependant, si on connait 1la
représentation du type, et la spécification de la représentation, il est quelque-
fois‘plus simple de démontrer la propriété comme un théoréme de la représentation
puisqu'apres tout , c'est la procédure de la représentation qui est utilisée dans
les calculs. C'est aussi une méthode & utiliser si 1'on n'est pas sdr que la spé-
cification algébrique soitcompléte. Alors dans ce cas, les équations de propriét
peuvent ne pas &tre dérivables de la spécification algébrique du type alors qu’ilcs
peuvent 1'étre de la représentation. Pour 1'utilisateur d'un type, cela revient
a dire que le type sera spgcifié & la fois par les équations spécifiques, mais
auesi par les eéquations des propriétés du type. Ces derniéres pourront guelquefoi

étre plus utiles dans les preuves que les premieéres.

On va simplement appliquer les deux méthodes de démonstration au type vect{t)

du § 2.2.3.5.2. Rappelons les éléments qgue 1'on va utiliser :
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extension vect(t:moncide) : monoidelvo,comp) ;
comp : vect{t) x vect{t) » vect(t) ou E
privé compel : vect(t) x vect{t) x nat » vect(t]
comp(v1,v2) = si Teg-nat{1{v1),1(v2))
alors indefv sinon compelfvi,v2,1(v1)) fsi
compel{vi1,vZ,0) = creerv
compel(vi,v2,succl{i)) = rangerl{compel{vi,v2,i),succ(i),

vallv1, succ(d lrveliv?, succ(i)))

On désire démontrer le théoréme :
(ASS) compl{vi,comp(v2,v3)) = complcomplvi,v2),v3)
dans le cas ou 1'opération est définie, c’est-a-dire

1{v1) = 1(v2) = 1{v3) = 1,

La méthade algébrique va cansister & taire une induction sur 1 :

{ASS) => compel{vi,compel{v2,v3, 1),1) = conpel (compel(vl,v2,1),v3,1)
, .
qul peut se démontrer par

{1=0) et creerzcreerv
(1=0) 1'hypothése d'induction et la propriété
TRUNC : compel{vi,v2,1) = compel{vi/1,v2/1,1)
ot} v/1 désigne le vecteur v ccmpasé des 1 premiers élémentis.
=> compel(v1,compel(v2,v3,suce(1))succl(l))
= compel{compel{vi,v2,suec{l)),v3,succ{l})
= {partie gauche}
ranger{compel (v1, campel (v2,v3,succ(1)]), 1)succ(l),

vallvi,suce(l))+vall(compell{v2,v3,succ(1)),succf{1)))

HY

ranger{compel{vi,compeliv2,v3,1),1), succll),
val{vi,succll]))+val({ranger{compel(v2,v3,1},succ(l),

val{v2,succ{l1)¥+val(v3,succ(1}]), succ(ll))

81

ranger{compel{v1, compel{v?,v3,1),1),sucell],

val{vl,succ(1))+{vallvZ,sucec(1)+val {v3,succll}))}
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=> {partie droite)
fanger(compel[compel(v1,v2,suce(1}3,v3,1},succ{1],

val(compel[v?,vZ,succ(l}],Succfl))+va1[v3.succ(1)ﬂ

iH

ranger{compel (compel(vt,v2,1),v3,1),succ(l),
val(renger[compel(&1,v2,l},succ(l),val(vﬂ,succ(l}}*vaE{v?,succ{lll)}
+vallv3, succ(1)))

= ranger{compel (compel(v1,v2,1),v3,1),succ(1),

(val[v?,succ(l]]+val(v2,succ{1]]}+val{VB,succ(}}H

On & bien partie droite = partie gauche, par associativité de + et 1'hypothése

d*induction.

Suppcsons maintenant que 1'on ait une. s écification axiomatique de
p q p

comp (vi,v2)

entrée {vi,v2) ¢=$1[v1) = 1{v2}
comp
sortie (res,v1',v2') <>1(res } 2 1{vi")
comp comp
A (Vi) (12 1 < 1l{res Jlval(res +1) = val(v1',i)+val(v2’,1)
comp comp
IC{V} <=>{Yi)(1 £ 1 < 1{v)) vallv,i) => indef
2 = =
Egalvect[V1'V2) < 1{v1) = 1(v2]

A YL <1 < 1vI)dvel(vl,1) = vel{v2,i)

Note : La représentation d'un vecteur est comme précédemment un tableau exten-
sible : tablext ; pour simplifier, on a gardé les mémes noms {val,ranger)
pour les opérateurs qui ont les mémes spécificatione dams tablext et dans

vect.

Dérivons la concition de vérification de 1'associativité de comp & 1’aide de
la spécification axiomatique. On note ri,rZ,r3,r4 les différentes occurrerces de

re dans le théoréme.

s
comp
- ir{comp{v1,comp{vz,vi)] = comp {comp (v1,v2},v3))

== spec(comp(v1,comp(v2,v3))) A spec(comp{comp (v1,v2},v3))

= egalvect[r1,r3)
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=> (IC[v1]A I (v2) A I.v3)

A 1(v2) = 1(v3) A 1(r2) = 1(v2)
(vi){1 < 1 < 1{r2)lval(r2,i) = val(v2,il)+valiv3,i)
1{vi} = 1(r2) A 1(r1) = 1(v1) A Ic[r1)
(vi)(1 < 1 < 1{r1})vallrt,i) = val(vi,1i}+val(r2,i))
(Iciv1} AT v2) A IC[VB}
A 1{v1) = 1(v2) A 1(r4) = 1(v1)
A (V1)1 = 1 £ 1(rd4))val(r4,1) = vallvi,i)+vall(v2,1)
A 1{r4] = 1(v3) A 1({r3) = 1(rd) A IG{r4] N
A (Vi)(1 £ 1 £ 1(r3))Ival(r3,i) = vallrd,i)+vall(v3d,i))

> > > >

] égalvect(r1.r3)
=> H > 1{r1) = 1(r3)
A (Vi){1 = 1 < 1{r1})val(r1,1i) = val(r3,i)
=> H >
(Vi) €1 < 1 < 1(r1}lval(v1,1)+{val(v2,1)+val(v3,1i))
= {vallv1,1)+val(v2,i))+val(v3,1i)
=> H 5 vrai (par asscciativité de +)

=2 wyrai

Cet exemple montre que, dans les cas o0 la complexité est suffisante et ol le
programme et la spécification utilisent les m@mes schémas, 1’équation algébrique
sera decrite récursivement, tandis que le programme comportera des itérations.
51 on examine les différentes étapes de la démonstration d'une équation de pro-
priété, on s'apergoit que plusieurs chemins sont possibles entre programmes,
spécification axiomatique, spécification algébrique. La vérification de la
spécification axiomatique & partir du programme passa par la découverte des inva--
riants (Note : on peut dire aussi qu’'ils sont nécessaires pour écrire le program-
me). La vérification de propriétés a partir de la spécification algébrique exige
1’induction, tandis que la vérification de propriétés ou d'eéquations spécifiques
a partir de spécification axiomatique n'exige que des substitutions et le calcul
des propositions. On peut tracer la graphe (o4 les longueurs symbolisent les
difficultés de démonstration) :
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specification
axiomatigue

programne praoprigtes

spécification
algébrique

Ffipure 1

On remarque que la substitution entre les spécifications axiomatiques st les
spécifications algébriques n'est pas aussi simple qu'il parait lorsque cette
derniére utilise des opérateurs auxiliaires qui n’ont pas a priori de spécifi-
cation axiomatique car ils ne sont pas implantés par un programme. T1 -doit y
avoir alors une décomposition de la spécification cx1omatique pour pouvoir carac-

tériser axiomatiguement les opérateurs auxiliairge.

Appliguons le principe de transformation de spécification, a la maniére de YMAN71]

& la procédure compt, par 1l'intermédiaire de la spécification de compel :

. ] ¥ ot $ = § $ = A
sortlecomp(rescomp,v1 ,v2') <= sortlecompelfzescomp,1,v1 ,Vv2') A 1 2 1(vy)
entreecompel(v1,v2,1] <> 1{v1) = 1(v2) A le(l(v1,1) = faux.
sortie {res » 1, v, v2')e>le (1, 1(v1')) = vrai

compel compel

i)

vallv1',i) + vallv2',1i)

tH

A (VLY (1241 21) vallres ,
compel

Cette spécification permet de vérifier les équations de campel, et d'un autre
cbté, on peut dire qu'elle est 3 la base

al) de la spécification algébrique elle-méme ;

b) de 1'écriture du programme de comp.

Le point al se montre aisément par cas [BER77¢c]

sortie (res 0, v1', v2'l<=sres z res .
compel compel’ 7 ’ compel créerv
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1 20 :

sortie (re , succl(l}, vi1°, v2°1<2>1e (succ(l}), 1{v1*)) = vrai

compel scompel

A (Vi) (1 € 1 € suce(l)) vallres il = vall(vi®,i) + vallv2',1)

» compel”’
<=> le (succ(l), 1(v1')) 2 vrai A
(Vi) (1 £ 1 £ 1) vallres » 1) 2 vallvi!', i} + vallv2', i)
compel
A vall{res , succ(1)) = vallvi®, suce(l)) + val{v2', succ(l))
compel
<>  le (succ(l]), 1fv1'}) = vrai A sortie {r 1, vi', v2']}

es
compel compel’

A val{resc succ{1}) = vall(vt?®, succ{l}}) + vallvZ', succ(l)].

ompel”’
La derniére expression est & quelques notations prés 1'éguation de compel dans
laquelle on a résclu le probléme sulvant

~ sachant que resi = compel(vi, v2, 1]}, trouver res2
compel

tel que (Vi) (1 £ 1 £ 1) vallres2

compel

i) = val(res1c i)

compel’ ompel’

A vallres? succll)) = vallvl, succ{l}) + vallv2, succ(l)]).

compel’

La réponse la plus simple est bien sir : '
{
res?2 =z ranger{resi

compel - suce(1]), vallv1, succ(l)) + vallv2, succ(l))

compel’

Le point b} est un probléme de synthése ol sortie est choisie comme asser-

compel
tion invariante
proc  comp (v1, v2 : vect(t)) - vectlt) ;
assert 1(vi) = 1(v2)
res ; vectlt) ;
but sortiecomp{res. vi, v2) ;
=> le but peut &tre réécrit :
1 : nat ;
but sortie {res, 1, v1, v2ia 1= 1(v1) ;

compel

=> d'aprés [DER75], on peut résoudre ce but par une itération :

{1) obtenir sortieccmpeltres.lav1.v2) i

ir ssert sortie res,l,vi,v2) ;
faire assert sor compel( ,1,v1, 3

si 1=1{v1) alors sortie fsi ;

assert sortie {res,1,v1,v2) A 1 Z 1{v1} ;
————— compel

» » S Al Z1
{2} obtenir sortiecompel{res,!.l1 vi,v2) A re 1 Z res 1
ffaire

asassert sertie fres,v” w21
i comgp
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~ —

=> & la ligne(1]), res = creerv, donc 1 2 0 satisfait l'assertion

=> & la ligne{2), comme précédemment, on choisit :

1,l = gucell]}

res, = ranger(res, succ{l), vall(v1l, succ(l)) + vallv2, succl(l)])
d'oll 1le programme complet {en notations algorithmigues) :

=> proc comp (v, v2 : vect(t)) =+ vect(t) ;

agsert 1{v1) = 1{vZ) ;
res : vect{t) ;
1 : nat ;
S début 1 :=0 ;
faire assert sartiecmmpel(res; 1, vi, v2) ;

si 1 = 1{v1} alors sortie fsi ;
1 :=1+ 1
res {1} = v1(1) + v2{1)

ffaire

assert sortie {res, vi, v2} ;
—— comp

8]

retourner (res)

Fin ;

Remarque : comme la spécification initiale donne les éguations de comp et compel
en tant qu'extension du type vect, c'est-a-dire utilisant les primitives d'acces
de vect, on a dérivé le programme dans vect plutdt gue dans tablext (le résultat

aurait été identique avec res : tablext(t}}.
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En conclusion, si 1'on revient au schéma de Vérification (fig.1), on peut
lui faire correspondre un schéma de construction qui s'appuie sur les spéci-
fications auxiliaires (ou Euréka), celles-ci étant le seul point d'invention

(avec le choix de représentation) :

Représentation Abstraction

Propriétés du type

module de
specification —— choix de représentation — type abstrait

axiomatique Vérificatj
on
._“__~___.._.~_.__~.~.__~____..__,,équatiﬂns

euréka
spécifications N spécifications
auxiliaires synthése - 7 synthétisables
synthese
programme
figure 2

3.3  Autres méthodes de vérification

3.3.1. Assertions par résolution d'équations de programmes.

I1 peut apparaitre que les méthodes de vérification présentées au
§3.2. sont un peu lourdes, car elles supposent que 1'on donne :
- les gpécifications abstraites du type : T
- le module de représentation : R
- le module de spécifications axiomatiques : §
et que 1'on fait les démonstrations :
R vérifie S (preuve de programme)

S implique T (théoréme dans le systéme algébrique).
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Plusieurs de ces €léments peuvent &tre redondants et done calculés les
uns & partir des autres par un systéme. On a déjd vu que le type et les
spécifications axiomatiques permettent d'obtenir les programmes et guelgues
spécifications algébriques. Il est un autre cas que l'on va étudier ici, c'est
celui o0 1'on se donne les programmes et la spécification algebrique, et 1l'on
souhaite démontrer que les programmes satisfont les équations (sont donc une
implantation correcte du type). C'est la fléche ? de la figure 1.

Dans les § 3.3.1. et 3.3.2., on étudie le cas ol 1'on transforme le pro-
gramme en systéme d'équations, alors que dans le paragraphe 3.3.3., on étudiera

le cas de la transfoermation des équations en programmes.

La représentation d'un programme sous forme d'un systéme d’équations ol .
les inconnues sont des prédicats sur le vecteur d'état du programme (les
variables)} a été particuliérement étudiée par [COU78al, ch. 3. De méme, la
résolution automatique de ces systémes est présentée en [COU77]. Illustrons

cette méthode par 1'exemple de comp §3.2.3.

proc comp (v1, vZ2 : vect(t)) - vect(t) ;

t

assert Polvl, v2)<=1(v1) 1tv2)

res : vect{t) ; 1 : nat ;

début 1 := 0 ;

faire assert P1 {res, 1, vi, v2)

si 1l = 1(v1} alors sortie fsi ;
1 :=1+ 1 ;
res{1) := vi{1) + v2(1)

ffaire
assert P, {res, 1, vi, v2)

retourner (res)

fin ;

Le systeme d’équations en avant est :
(AV) Py (vl, v2)=>1{(v1) = 1(v2)
P (res, 1, v1, v2)}<=> (P lv1, v2)A 150A res = creerv)
vildres,, 1,) Pq(?981, 17, v, v2in Esucelly) A
I, 7 1v1)a resEPanger(res1, 1, vallv1,1) + vallv2, 1313J]
PZ (res, 1, vi, v2}=>P4 (res, 1, vi, v2)A 1= 1(v1)
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Le systéme d'équations en arriére est :
SAR) Py (v, v2)1(v1) = 1(v2) A P, fcreerv, 0, v1, v2)
Py (res, 1, vi, v2)<>(Pylres, 1, vi, v2) A 1 3 1(v1)

v P, (ranger (res, succ(l), vallv1, succ(1)) + val(v2, succ(1))),

succfl), vi, v2))

La résolution dusystéme (AV) donne les valeurs de prédicats :

Py (v1, v2}<=>1(v1) = 1(v2)
P4 (res, 1, v1, v2)<=>1(v1) = 1(v2) A O < 1 <1(v1)

A res = [ranger (]1 creerv, 1, vallvl, 1)} + val(v2, 1))
,» 2, vallvi, 2) + vallv2, 2))

5 e 0

» 1, vallv1, 1) + vallv2, 1))

1

P2 (res, 1, v1, v2)<=>1(v1) = 1(v2) A 1 = 1(v1)

A res = {ranger (]1... )

3

Ces assertions sont optimales et on a :

P, {res, 1, v1, v2) > sortie {res, 1, v1, v2)
1 compel

P, (res, 1, v1, v2) > sortie {res, vi1, v2)
comp

2
En théorie, la résolution des équations du programme permet de donner les

assertions de sorties, comme on vient de 1le voir, et les assertions d’'entrée,

qui sont les conditions pour lesquelles le programme termine. On obtient donc

les pré et post-conditions des procédures d'implantation du type, qui, associées

a la fonction de représentation, & 1'invariant concret. et au prédicat égal,

constituent le module de spécification, avec lequel on peut prouver les théorémes

déduits des spécifications du type, comme il a été indiqué au § 3.2,

Le schéma qui illustre cette démarche est donné a la figure 3.

roprietés du type
ation P

yerific

spécifications ~’”"’—#f/d”"'fdﬂﬂﬂf’”—'————'ﬂA'

axiomatiques -&———choix de représentation type abstrait
(rep,IC,égall

pré et
post-conditions

nrocédoras \\‘ﬁA Bauations
Zimpiantation spécifiques

[l ~
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En pratique, cette méthode ne peut pas &tre utilisée, car la résalution
exacte des équations de prédicats, méme & la main, est guasi-impossible
(bien que pour les cas simples que sont le plus souvent les procédures d'im-
plantation des fonctions de types, elle puisse &tre envisageable). On doit
donc essayer d'autres méthodes qui ne font pas intervenir la résolution des

prédicats.

3.3.2. Comparaison de systémes d'équations.

Les preédicats déduits d'un programme forment un systéme équationnel; de la
méme maniére gque les équations de la spécification d'un type. On peut se
demander s'il est possible de comparer ces systémes. Les éguations de la
spécification algébrique sont typées, aussi il faut ramener ces équations
a des prédicats comprenant le résultat comme variable supplémentaire, et lier
les résultats de la partie droite et de la partie gauche par = ou égal, suivant

que 1'on est dans le type ou dans la représentation.

Reprenons la spécification de comp et compel ;
on note :

P {res, vi, v2) <=complvi, v2) = res
comp

P (res, 1, vi, v2k=> compel{vi, v2, 1) = res
compel

Les équations algébriques deviennent alors

P {res, v1, v2)<=P (res, 1(v1}, vi, v2)
comp . compel

P {creerv, 0, vi, v2)<=vrai
compel

P {res1, succ(l}, vi, vZ)
compel

=> resl = ranger(res2, succ(l), vallvi, succ(l}) +val(v2,succ(1))})
P {(res2, 1, vi, vZ2)
compel

Puisqu'il s'agit d’une équation spécifique, on veut montrer que P, et Pcomp
caractérisent les mémes relaticns ; en effet, de (AR) et (AV) on déduit le

systéme

P2 fres, 1{v1), vi, v2le>P, (res, 1(vi),vl, v2)

1
Py (ranger(res, succ(l), vallvl, succ(l)) + val(v2, succ{131), succ(1),vi,v2)

<=> P, (res, 1, vi, v2}

P1 {creerv, 0, vi, v2l<=>vrai
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On obtient le méme systéme que ci-dessus, avec :
P (res, 1, v1, v2)<=>P_ (res, 1, vi, v2)
compel 1

P (res, v1, v2)<=>P_ (res, 1{v1), vi, v2)
comp 2

Les systémes d'équations étant identiques, ils caractérisent les mémes
relations. On a donc démontré que le programme satisfait une spécification

algébrique sans avoir résolu le systéme d'équations de prédicats du programme.

De la méme fagon, on va essayer de démontrer une équation de propriété :
comp(vt, comp{v2, v3)) = complcompivl, v2), v3)
Posons Qp (res, vi1, v2, v3)<=>comp(vi, comp(vZ, v3)}) = res

Q°2 (res, v1, v2, v3)<=>comp(comp(vi, v2), v3) = res

On définit Q, et Q'2 par rapport a P1 :
0, (res, v1, v2, v3)<==>Pcomp(res, vi, w) A Pcomplw, v2, v3)
<= P1 (res, 1(v), vi1, w) A Pqlw, 1(v), v2, v3)

Q°2 (res, v1, v2, v3]<="—'=>P1 (res.‘l(v). w, v3) A P1(w. 1(v}, v1, v2)
On note 1(v) = 1{v1) = 1(v2) = 1(v3).

Définissons maintenant :

Qq (res, 1, v1, v2, v3]¢a>P1[res, 1, vi, w) A P1(w, 1, v2, v3)

0'1 fres, 1, vi, v2, v3]¢=>P1[res, 1, w, v3) A P1(w, 1, vi, v2)

Le calcul par cas danne :
Qllcreerv, 0, vi, v2, v3¥$€>P1(creerv, 8, v1, creerv) A P1[creerv. 0, vz, v3)

<=> wvrai
(note : on utilise aussi la propriété TRUNC (§3.2.3.) :

P1 {(res, 1, vi, v2)<=>P1 (res, 1, v1/1, v2/1)



Q1[res1, succ(l}, vi1, v2, v3)
< Pylrest, succ(ll), v1, wi) A P1{w1, succ{l), v2, v3)
A wt = ranger(w, succ(l), vallv2, succ(l)) + vallv3, succ(l}))

A resl = ranger(res, ,succ(l), vallv1l, succ(l)) + vallwl, succl(l)))

== Pq(res, I, vi, wil A Pilw, 1, v2, v3)
<> (TRUNC) Pqlres, 1, v1, w) A Pylw, 1, v2, v3)
=>

Qq(res, 1, vi, v2, v3)

Le systeme définissant Q, s’écrit :

O (res, vi, vz, v3)<x>Q1(res, 1{v), vi, v2, v3)

quranger{res, succ(l), vallv1l, succ(l}) + vallv2, succ(1)) * vallv3, succ(1)}),
succ(1l), vi, v2, v3)<=>Qq (res, 1, v1, v2, v3)

Q1(creerv, 0, v1, v2, v3)<>vrai

I1 n'est pas difficile de voir que 1'on trouvera le méme systéme pour Q'5,
d'oli on déduit que la relation caractérisée par U, est la méme que celle caracté-
risée par Q'Z, ce gqui termine la démonstration de 1'équation.

La démarche suivie est représentée par la fig. 4.

Propriétés du
type

systémes d'équations
de prédicats

type abstrait

procédures gquations
d’'implantation <« représentation spécifiques
Figure 4

On ne voudrait cependant pas faire croire au lecteur que la méthode de com-
paraison de systémes équationnels donne toujours de bons résultats. Il se peut

en effet que les systemes ne soient pas égaux et gue la preuve de 1'équivalence
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des solutions exige des techniques plus complexes ou des démonstrations parti-

culiéres. Donnons un exemple qui, quoique simple, ne se démontre pas facilement.
Seit le programme de la multiplication des paturels :

proc * (x, y : nat) » nat ;

a, b : nat ;

début assert P1 (a, b, x, y) ;

a:=0;b:=y;
faire assert P2(a, b, x, y) ;

i b=0 alors sortie fsi ;

T o
Tx .
=2

t

-

ffaire ;
assert P3la, x, y) ;

retourner (a)

fin ;

Les relations entre les prédicats sont :
P3fa, x, y)<==P2(a, 0, x, y)
P2la, b, x, yl«>»P2la+x, b-1, x, y)

P2(0, y, x, yl=>vrai

Dans le type abstrait nat, on aura la spécification :
m=x0 =0
m* (n+1) =m x n +m

Ce qui, sous forme d'équations de prédicats, est :
M0, m, 0)<=>vrai

Mlres+n, m, succ(n)l=>M{res, m, n)

On veut démontrer que M et P3 caractérisent les mémes domaines, c'est-a-dire :
Mlres, x, yl=>x » y = res<>P3(res, x, y). mais malheureusement,’ la comparaison

des systémes d'équations ne suffit pas ici.
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3.3.3. Equivalence de programmes

Dans cette derniére partie, on évogque une derniére possibilité, qui est de
vérifier 1'équivalence des équations dans le domaine des programmes eux-mémes.
Comme pour les systémes d’équations, si les structures des programmes sont égui-
valentes, alors les résultats seront équivalents. On voit gue cette condition
est évidemment suffisante pour démontrer une équation, mais qu’'elle n'est pas
nécessaire et qu'il est'possible que des démonstrations n’aboutissent pas par
cette voie. De plus, ces démonstrations reposent sur des transformations de
programmes, et si les propriétés des programmes commencent & &tre répertoriées
[ARS791[LOV77], elles ne constituent pas un systéme formel.

Enfin, il ne suffit pas de transformer les schémas de programmes, il faut tenir
compte aussi de l’interprétation des opérations gui sont dans le schéma.

Une autre maniére, qui se rapproche de § 3.3.2., est de remplacer les programmes
par leur correspondant en sémantique dénotationnelle, et de montrer gue les
fonctions calculées sont identiques. La composition des fonctions est peut-8tre
plus aisée dans ce cas gue dans celui des programmes. Donnons deux exemples qui
illustreront la méthode, mais nous ne la détaillerons pas. Les transformations

gue 1l'on utilisera sur les programmes seront toutes assez simples.

1 - Démonstration de sommet {empiler(p, x)) = x
Les programmes sont ceux du §3.2.2. Comme empiler modifie son paramétre, an

doit résoudre :

#
x

{empiler (p, xJ} ; sommet{p)}
=> {p.s := p.s+1 ; p.tab(p.s) := x ;

si p.s =0 alors non-défini

sinon retourner ( p.tab (p.s)} fsi } = x

=> par la premiére affectation, la condition est fausse, et par la deuxidme

affectation, on a bien p.tab(p.s) = x.

2 - Démanstration de mx {n + 1} =mx n + m
Utilisons le programme du §3.3.2. ; le programme de la partie gauche est
{ppgt) début a :=0 ; b :=n+ 1 ;

faire si b =0 alors sortie fsi ;

a::=a+ms;s;b:=b -1
ffaire ;
retourner (a)

fin ;
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Le programme de la partie droite est :

(ppd) début a :=0 ; b := n ;

faire si b =0 alors sortie fsi 3

a :=a+m; b :=hH -1

ffaire ;

retourner {(a+m}

fin ;
On développe (ppg1) par la transformation :

faire a ffaire = a ; faire a ffaire

{ppg2) début
a :=0 ;b :=n+ 1,

si b =0 alors retourner (0) fsi :

a:=a+mg;bi:i=b -1 ;

f

faire si b 0 alors sortie fsi

a:=a+m; b :=h -1
ffairg

retourner (a)

fin ;

gébut a =0 ;

a:=a+m; b :=n ;

faire si b =0 alors sortie fsi :

a:=a+m; b ::=b -1
ffaire ;

retourner (a)

fin ;

La derniére transformation est : si une lnstruction i est indépendante du test
de sortie d'une boucle et peut commuter avec les autres instructions de la boucle,
alors :

i; faire ... i ... ffaira

= jgire eee 1 ... ffaire ; i
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Les instructions sur a et sur b sont indépendantes et peuvent commuter ;

on peut appliquer la transformation :

{ppg3) début a :=0 ; b = n ;

0 alors sortie fsi ;3

[

faire si b

a:=a+m;b:=b-1
ffaire ; ’
a =a-+m:;

retourner {a)

fin ;

Par une derniére substitution, ppg3 = ppd et le programme satisfait - 1'équation.

En conclusion de ce chapitre sur les vérifications, én peut dire gue les
méthodes de preuve d'équivalence ne manguent pas, mais gue cette diversité
nuit & la systématisation. La méthode du §3.2. est implantable a 1l'aide d'un
démonstrateur de théorémes pour preuve de programmes, mais on connait bien ses
inconvénients :

- la spécification doit étre compléte

- la eomplexiﬁé de la preuve est exponentielle.

La derniére méthode n’'est gudre mieux praticable, car le nombre de transfor-
mations possibles (axiomes du systemel, est arbitrairement grand, et beaucoup
d'entre elles peuvent &tre appliquées & un programme donné, ce gui rend 1'arbre
des dérivations parfaitement incontrolable. C'est un peu la méme critigue qgue
1'on peut faire & la méthode de transformation de systémes d'équations de pré-

dicats, a moins que celui-ci ne soit dirigé par 1'utilisateur comme en {BUR??a}.‘

De toutes fagons, ces méthodes sont treés liées, et on peut rappeler la remarque
gui a été ?aite 4 propos des vérifications de programmes : si le programme et la
spécification algébrique procédent de la méme invention, la preuve sera aisée par
n' importe quelle méthode, sinon ce n'est pas la méthode qui permettra de trouver
une preuve élégante pour des programmes mal faits ou des spécifications trés

gloignées des programmes.
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. 4 - CONCLUSION

I1 est bon, en terminant une thése de revenir sur le théme de celle-ci
pour faire le point. Notre but était d’apporter une contribution aux langages
de types abstraits, afin d'améliorer la construction et la vérification des
programmes dans le cadre générique. Pour cela, i1 y avait plusieurs études
a entreprendre :
1 - la conception générale du langage bati autour de la notion de types et

modules génériques ; c’est ce que nous avons exposé au ch.1.
g

2 - les méthodes de vérification statique des définitions de types et de
programmes génériques et les problémes de compilation des fonctions géne-
riques (sans macro-substitution), autrement dit, la mise en ceuvre. Cela

a été simplement évoqué ici, mais a été présenté en [BER78]1[JAC78a].

3 - la spécification ; comme on 1'a vu dans 1°*introduction, on ne peut amélierer
la sécurité des gros programmes que si 1'on sait en exprimer les effets par
une specification statique. On a choisi la spécification algébrique, car
elle s'adapte bilen aux types génériques et elle est une maniére de construire
les axiomes pour chaque niveau d'abstraction. Ce faisant, on n'exclut pas la
spécification axiomatique par pré et post-conditions qui peut toujours étre
utilisée dans les procédures construites & partir d'un ensemble de types

spécifiés algébriquement.

4 - la verification des programmes ; notre travail au ch.3 a consisté a faire la
vérification des axiomes d'un type, étant donné un module de représentation
des fonctions d'acces du type. Par 13, on a fait le lien entre les spécifi-
cations par pré et post conditions des procédures d'implantation et une spé-
cification abstraite sous forme d'équaticns. Le schéma ci-dessous permet de

situer notre approche par rapport aux autres

spécification pré et post conditions éguations
du type dans 1le domaine abstrait 1
ALPHARD §3.2. langages
algébriques
- 3 = v
spécification pré et post conditions programnes sous
de la représentation dans le domaine concret forme d’écguations
darivéss
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- la méthodologie de 1la programmation ; il est bien connu gue faire une
preuve de programme a posteriori est unpe entreprise difficile et souvent
vouée & 1'échec. Il est préférable de construire les programmes d'aprés
les spécifications et d'assurer la validité & chaque pas de transformation.
Bien que nous n'ayons pas développé ce point, excepté pour les itérateurs,
la déduction de programmes a partir des spécifications, associée 3 1a
décomposition descendante, apparait assez naturellement dans le travail

présenté.

Cela nous améne & parler des prolongements possibles de cette thése. Ils

sont a conduire dans deux directions : 1'une d'elles est plutdt théorique et

consiste & compléter quelques points :

d

1

la sémantique générique des programmes ; ce point est & étudier en liaison
avec la sémantique dénotaticnnelle "abstraite" ot les transformations élémen-

taires ne portent plus sur un état mais sur une structure d'information.

x

les vérifications des équations & 1'aide des systémes de prédicats associés
aux programmes ; nous avons donné un apergu de cette méthode qui devrait &tre

améliorée.

L'autre direction de développement est plus pratique. Il s'agit avant tout
"une implantation d'un langage de programmation générique qui permettra :
de faire des études sur la compilation de programmes génériques, particulié-

rement sur 1l'optimisation ;

d’evaluer expérimentalement la méthodologie proposée et 1'utilisation de 1a

spécification algébrigue.

On souhaite avoir les moyens de mener & bien cette tdche afin de fournir une

alterpative aux langages de spécification comme CLEAR ou aux langages qui ne

supportent pas de spécification comme CLU.
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