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(HAPITRE 1

INTRODUCTION.

DEFINITION DU PROBLEME INFORMATIQUE.

1. INTRODUCTION

Les premiéres machines informatiques permettaient ﬁ‘écrire tes pro-
grammes, mais n'offralent pas aux htilisateurs les nombreuses facilités que
I'on connait actuellement. A cette époque, les programmes écrits 1'étaient
dans un langage trés proche du langapge machine, sans autre'outils que les

entrées-sorties programmées.

Il va sans dire que les programmeurs, devant posseder & fond un lan-
gage complexe et d'une rigueur trés poussée, ne pouvaient pas écrire des pro-
grammes d'une grande taille, sans passer de nombreuses heures pour les mettre
au point. Les programmes d’alors étaient donc de taille modeste et le matériel
électronique suffisant pour traiter ces programmes, sans nécossiter un organe

de commande compligué.

Avec 1'avénement des langages évolués (FORTRAN, ALGOL), les Facilites
de plus en plus grandes offertes aux programmeurs les ont, peu a peu, eloigné
des contingences des langages machines et leur ont permis de se consacrer,

avant tout, aux problémes traités et non & 1'outil de traltement.

Lorsqu'on sait la facilité actuelle pour traiter leé -matrices, dater-
minants et autres problémes mathématiques., on ne s'dtonnera pas de la taille

de la mémoire nécessalire 3 de tels traitements.

Or, les réalités technologiques et économiques n'ont pas toujours
permis de loger la totalité d'un programme dans la mémoire réelle de 1a ma-

chine.

-

On est donc arrivé & la situation suivante : le programme exécutable

était d'une taille supérieure 3 la place mémoire disponible pour 1'exécuter.



Fort heureusement, les programmes habituellement écrits, n'utilisent,
dans chaque instant, gu'une partie restreinte de la place mémoire dont ils ont
besoin. Ainsi, 1'information n'a besoin de se trouver en mémoire réelle. qu'au
moment d’étre traitée par les processeurs ; sinon, elle peut Btre rangée dans
des mémoires auxiliaires & accés plus lent, mais moins coliteuses : on a alors

affaire & une mémoire hiérarchisse.

La hierarchie des mémoires comporte au minimum deux niveaux - la mé-
moire reelle et une mémoire secondaire, constituée généralement de disgues

ou tambours magnétiques, meis elle peut comporter plus de deux niveaux.

L'exécution d'un programme se traduit par une suite de références 3
des instructions et & des données. Nous considérons ces instructions et ces
données comme occupant des emplacements dans un espace d’adressage lindaire
unique - mémoire virtuelle -~ indépendamment de leur support physigue. Nous
considérons en outre, gue la mémoire virtuelle est découpée en blocs égaux,
d’'emplacements conséoutifs, lesquels sont communément appelés "pages"”. C'est

ce qu'on appelle la pagination.

Conceptuellement, la plus simple opération dans un systéme de mémoire
virtuelle, ne manipule que des mots simples. Pourtant, comme les périphériques
de mémoire secondaire sont relativement lents et 1'intervalle de temps néces-
saire pour opérer un seul mot est fréguemment trés proche du temps nécessaire
pour opérer un bloc de mots, alors il est plus avantageu* de déplacer un bloc
de mots gu'un seul.

L'expérience montre aussi que, dés gu'un mot est utilisé, il y a une
grande probabilité pour que peu aprés les mots du méme bléc soient aussi uti-
lisés. Les blocs ne doivent pas &tre trop grands parce que plus ils sont
grands, plus grande sera la proportion de ses mots gui ne seront pas uﬁilisés

dans un délai bref.

Dans de nombreux systémes d'exploitation récents - ceux qui utilisent
le concept de mémoire virtuelle - c'est le systéme d'exploitation lui-méme qui
se charge du découpage en pages, qui contrdle la répartition de 1'information

entre les différents supports disponibles et qui décide de 1'opportunité des



transferts. Dans ce cas, le programmeur ne se préoccupera pas de la taille de
la mémoire réelle, et tout se passe comme si elle était suffisamment grande

pour contenir n'importe quel programme - d’od le nom de mémoire virtuelle.

La mémoire réelle est également découpée en cases ayant la taille
d'une page de sorte que chaque page peut &tre implantée dans n’'importe quelle
case de la mémoire réelle. A chagque instant, seul un certain nombre de pages
sont présentes dans la mémoire du calculateur et peuvent, de ce fait, &tre
exécutées. Les pages qui, a chaque instant sont présentes dans la mémoire

réelle, s'appellent résidentes.

Le concept de mémoire virguelle est tres importantiet trés actuel, dans
la mesure o 1] est intimement 116 3 1a multiprogrammation. C'est-a-dire que,
dans un systéme de mémoire virtuelle, on a la probabilité d’'avoir plusieurs
programmes, de grande taille, chacun ayant droit a un certain nombre de pages

de 1a mémoire réslle.

Le schéma suivant permet de mieux comprendre ce systéme.
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Chaque utilisateur a 1'illusion d'aveir un systéme de calcul, entiére-

ment a lui, c'est-a-dire, un ordinateur virtuel.

Pour un découpage en pages d'une taille donnée 10, page 1547, 1'exé-
cution d'un programme de n pages, numérotées de 1 & n, se traduit par une suit

de références aux pages
w = pqu..... pi..... avec p, = 1¢25 00D

ol Py gst le numéro de la page qui contient la i-i2me référence & la mémoire.

On appelle 1la suite w, la trace du programme.

0

L'expérience montre [ 10, page 155}, que la suite des références possed

les propriétés suivantes, vérifiées pour un grand nombre de programmes

1) La distribution des références n'est pas uniforme sur 1'ensemble
de la mémaire : 1'histogramme des références & la mémoire, fait
pendant 1'exécution d'un programme, présente généralement des pics
margués , correspondant aux zones les plus fréguemment utilisées

{(boucles, données localisées).

2} On peut diviser la suite des références en sous-suites consécutives
W, (pas nécessairement de méme.longueur) telles que si Li est 1'en-

semble de pages distinctes, référencées dans la sous-suite wi

al La distribution des références dans wi-n’est pas uniforme ;
de plus, le nombre de pages de Li est souvent petit par

rapport au nombre total n de pages du programme.

b) Li et Li*1 possédent en général beaucoup de pages en commun.

cl Li et Li+j tendent a devenir non correlés pour de grandes
valeurs de j : la connaissance de Li donne peu d'informa-
tions sur la composition de Li+j' pour de grandes valeurs

de j.

On exprime ces propriétés en disant que la plupart des programmes

présentent la propriété de localité . Cette propriété est liée & une certaine



structuration, fréquemment rencontrée, des instructions et des données. tLors-
que la structuration est différente, 1la propriété de localité peut ne plus
étre vérifiée pour le programme au pour les données. La propriété de localité

est donc un réflexe de la fagon de programmer et dépend de chague programmeur.

Il existe des problémes propres 3 la pagination dont 1'importance est

trés grande :

- traduire une adresse virtuelle en adresse réelle

-~ & quel instant lancer un transfert

- quelles pages charger en mémolre :

- quelle page physique libérer BA mémoire réelle pour fournir une

place & une page dont la présence est devenue nécessaire.

Le premier probléme d'ordre purement technique ne nous intéresse pas,

pour la suite du travail.

En ce qul concerne la deuxiéme et la troisieme questions, on utilise

la stratégie de chargement de page dite "a la demande" - on charge une page

en mémoire réelle au moment de la premidre référence.

Lorsqu’une page référencée n'est pas résidente, c'est-a-dire ne se
trouvant pas en mémoire réelle, 11 y a un ordre de transfert et la page ayant
fait défaut est chargée en mémoire réelle. Ce mécanisme porte le nom de

"défaut de page".

De plus, quand le systéme a décidé de charger une page en
mémoire réelle, il doit déterminer dans quelle case la placer ; s'il n’existe
pas de case libre, il faut ddterminer quelle page de la mémoire cédera d€a
place. L'algorithme qui permet de déterminer cette derniére mémoire g'appelle

"algorithme de remplacement”.

I1 y a une grande variété de ces algorithmes qui peuvent

se grouper en trols classes

Classe 1 - On admet que toutes les pages ont la méme probabilité d'étre

référencées & chaque instant, et 1'algorithme de remplacement



Classe 2 -

Classe 3 -

n'est basé sur aucune information relative au déroulement

antérieur du programme ;

EX. FIFO (First-In, First-Out)
RAND (RANDom remplacement].

Les pages sont classifiées d’'aprés leur usage le plus récent
en mémoire réelle, st cette information est utilisée dans

1'algorithme de remplacement.

EX. Comme exemple d'un algorithme de cette classe on a le LRU.
On parlera un peu plus explicitement deAcet algorithme, parce
que c'est celui qui est utilisé dans notre systéme de mémoire
virtuelle.

N

La technique du LRU, "Least Recently Used” nécessite a chaque
instant une liste des s derniéres pages référencées et. pour
chaque page, le dernier instant ol elle a éte référencée

(s désigne la taille de la mémoire réelle). Quand une page est
référencée, si el}e ne fait pas partie de cette liste, on fait
sortir de la mémoire réelle la page de cette liste qui a éteé
référencée depuis le plus longtamps.

Les pages sont classées d'apreés leurs absences et présences

en mémoire réelle, ceci pour toutes les pages gt pour le pro-
gramme entier. A

EX. ATLAS (Loop Detection Method].

Quelques études déja faites sur le comportement des programmes ont

montré que 1'algorithme de remplacement de pages influence moins ce comporte-
ment que les param@tres définis par la taille de chaque page gt la taille de

la mémoire réelle alloude au programme [ 10, page 182].

On peut en conclure que les paramétres influant sur 1'occurrence des

défauts de page sont nombreux et variés :



-~ Paramétres dis a la machine.

11 s'agit essentiellement du rapport taille-mémoire réelle / taille-
mémoire virtuelle, de la taille d'une page, et de 1'environnement dans lequel

se déroule’ le programmae.
- Paramétres dis au langage employé.

Certains langages essayent d'optimiser le concept de localité, en

=

réorganisant les calculs 3 effectuer.
- Paramétres dis au programmeur.

I1 s'agit surtout de la fagon de programmer : en évitant des bran-
chements trop nombreux et en structurant le programme selon certaines régles,

on a toutes les chances de voir le nombre de défauts de pages diminuer.



2. DONNEES EXPERIMENTALES

Soit E 1'espace d’adresse d'un programme, c'est-a-dire 1’ensemble de

ses n pages virtuelles
£ = {1,2,....n}

La trace du programme, la suite
W= Py Py e Py =« pt ¢ E

des adresses auxquelles le programme accéde au cours d'une exécution, sera con-

sidérée comme la réalisation d'un processus stochastique & temps discret

(P}

t
t e N

C'est un processus stochastigque discret, 3 valeurs entiéres,dont
1'espace des états est 1'ensemble E, puisque la valeur de la variable aléa-

toire Pt’ est le numéro de la page virtuelle référencée 3 1l'instant t.

On dispose des traces d'un certain nombre de programmes qui ont été
choisis comme représentatifs, au sens informatique, d'une population de 20

programmes qu'on a activés dans un systéme IRIS 80 (3],

Le premier programme que 1'on a analysé sera référencé par le nom
REFF. Pour une taille de page égale & 512 mots, son espaée d'adresse est
composé de 41 pages virtuelles et sa trace est composée de 1 000 000 de réfé-

rences.

Pour notre étude, nous disposons d’un mécanisme qui simule la gestion
de la mémoire réelle. Sans entrer dans la description de ce mécanisme, il
suffit de 1a considérer ici comme une boite noire paramétrée. Pour un pro-

gramme donné, décrit par la trace compléte de ses références, cette boite



génere une suite de défauts de page, avec pour chaque défaut une indication
de 1'heure et du numéro de la page ayant falt défaut ; a cette suite on

appeliera trace des défauts de page.

L*algorithme utilisé dans la simulation est le LRU, et les paramétres
gqu'on considére sont le nombre de pages en mémoire rée]le»ét la taille de

chaque page

trace complete trace des défauts
AeetmmaeAenaan ] simulateur | et

+ 4
taille taille

page ‘*mémoire réelle

Fig. 2

Nous nous limiterons & faire varier le paramétre taille de mémoire
réelle et considérerons que la taille de chague page est constante et égale

a 512 mots.

A partir d'une trace compléte d'un programnme pour une taille de mé-
moire réelle donnée, un défaut de page peut apparaltre en n'importe quelle
référence de page. Dans notre étude, on prend comme unité dé temps, le temps
entre deux références consécutives de page. L’intervalle de temps entre deux
défauts de page est donc un multiple de ce temps de base. gés défauts de pa-

ge constituent donc un processus ponctuel en temps discret.
associer deux processus stochastiques, a savolr
- l1la suite binaire {Xi} , 1i=1,2,3,..., ou

1 si un eertain événement se réalise & 1'instant i

0 si cet événement ne se réalise pas & 1'instant i,



..10_

L'utilisation des éléments 0 et 1 pour représenter les états est treés

utile, parce que le processus cumulatif

i=1,2,3,...

nous donne le nombre de réalisations de 1'événement dans 1'intervalle de

temps [0,41].

- L'autre processus qu'on considére est la suite des instants Hj » J = 1.2,3, ...

pour lesquels 1'événement se vérifie.

Pour étudier le processus ponctuel discret, il suffit d’étudier 1’un
des deux processus qui lui sont associés, parce qu’'ils sont 1iés par la re-

lation

Hj > i ssi Ni < j-1 »» 3 = 1.2,3,...

d'ol Prob [Hj > il =P [Ni < j-11 . J=1,2.3 ...
Si 1'on représente par Fj(i] = Prob {Hj < 1]

Prob ENi = j} = Fj(l) - Fj+1(i}

Pour une trace donnée et pour une taille s de mémcire fixée, la simu-
lation permet demc d'obtenir les éléments Ri d'un tableau & double entrée
ot figurent en ligne les numéros des pages P  E. qui font défauts, et en co-
lonne les instants t des références successives aux pages. Les valeurs de t
sont des valeurs entiéres 1,2,... N. On représente par N le nombre total de

références exécutées par le programme pendant une activation.



T
p 1 b T N

1 xﬂ 212 Cee e 2“ R ’L‘m

2 221 £22 « . sz . e . RZN

i Jz'11 £12 « a e e e 21j « v e . ziN

n En1 %nz e e gnj e e gnN

Fig. 3
On attribue aux éléments gij , 1 =1,2,...n, 3 =1,2,... N les

~

valeurs 1 ou O selon que la page 1 fait défaut & 1'instant i ou non.

N

On rappelle gue, a chague instant,ssulement une page peut étre réfé-
rencée, donc a chague instant il ne peut y aveir qu'un défaut de page. Ainsi,
si les éléments d'une colonne ] ne sont pas tous nuls, 11 y aura seulement un

des éléments Qi , § fixeé, gul sera épgal a 1.

3

Pour une tallle donnée s, de la mémoire réelle, considérons la suite
des instants t1. tz....tj,..., tj e ™M , J=1,2,... ob une page quelconque

" fait défaut, c'est-a-dire considérons sur le tableau de la figure 3 les ins-

tants pour lesquels i1 y a un 1 en ordonnée.

Cette suite t1, tz,.... tj"" constitue le processus des instants
pour lesquels 1'événement d'un processus ponctuel & temps discret se vérifie :

dans notre cas, le processus ponctuel des défauts de page, on le représente par

(Hj]je my .



~ . s . i i i
e méme, considérons les instants t), t ,tj,... pour lesquels la

1 oy
page 1 fait défaut, c'est-&-dire sur la ligne 1 du tableau, considérons les

instants pour lesqguels & | = 1.
itt
1
Pour chagque i, 1 = 1,2,...,n, les défauts de la page i constituent
3 X
orens
une réalisation de la suite des instants ol se vérifie 1'événement qui défi-

un processus ponctuel & temps discret dont la suite ti, t t;,... est
nit ce processus ponctuel. Le processus des instants ol la page 1 fait défaut

est représenté par [H§)j . L'indice i traduit le fait que le processus

i e IN
(Hj]je N est associe 3 la page i.

senté par le processus [Hj]je o est la superposition des n processus ponc-

tuels & temps discrets, associés aux défauts de chague page i et représentés

i
r lss essus (117), , 1 =1,2,..., n,
par les proc iemd

Le processus ponctuel [Hj)jE N superposition des n processus

ponctuels, sera appelé processus ponctuel global.

Pour le programme REFF et pour les valeurs suivantes de s :

8=20 5=26 .6=30
(graphiqus 1) {graphique 2] : {gfaphique 3]

On trouvera ci-aprés les représentations graphiques des réalisations des

processus ponctuels dont on vient de parler (PROGRAMME DESS1 , de 1'anexe II.)

Conclusion Du point de vue statistique, on va travailler sur les processus

i
(Im.y, et {II7),
J je J JeN
plusieurs valeurs pour le parametre s, taille de la mémoire réelle ; les

, 1= 1,2,...,n, obtenus en considérant

réalisations de ces processus représentent donc les données expérimentales.
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3. LE PROBLEME STATISTIQUE POSE

Un probléme fondamental dans la gestion d’un systéme de mémoire vir-
tuelle est celui de décider quelles sont les pages gqui doivent occuper la me-
moire réelle et combien de pages physiques de la mémoire réelle doivent &tre

allpugées 3 un programme.

L'objet de cette étude est de trouver un compromis, si possible

optimum, entre les deux objectifs contradictoires suivants :

a) Minimiser le nombre de transferts de pages entre la mémoire réelle

et la mémoire virtuelle.

b} Minimiser la taille de la mémoire réelle. En effet, une grande mé-
moire réelle ou un trop grand nombre de transferts, sont onéreux pour

des raisons différentes.

Il v a au moins trois raiscns pour lesqguelles ce probléme est impor-
4

tant

13 Plus grand est le trafic entre les deux niveaux de la mémoire, plus diffi-
cile sera de décider quelles sont les pages qu'on doit déplacer et ol les

placer.

2} Comme le temps T de traversée entre les deux mémoires est trés long, rela-
tivement & 1'intervalle de temps entre deux accés & la mémoire réelle, si
on a beaucoup de données en mouvement, on peut Btre conduit a 1’encombrement

du canal reliant les deux niveaux de la mémoire.

3) Trop de trafic de données peut conduire & une sérieuse interférence dans
1'efficience du processeur central, dieau fait qu'un cycle mémoire (temps
entre deux accés mémoire} au niveau de la mémoire réelle, est bien plus
petit qu'un cycle mémoire au niveau des périphériques de la mémoire secon-

daire.

ES



Or, pour un programme donné, nous avons considéré le processus

M) je w

portement du programme en ce qui concerne les instants ol apparaissent des

» qui pour une taille de mémoire réelle fixée en s, décrit le com-

défauts de page, durant 1°activation du programme.

Nous nous proposons de trouver une loi de probabilité pour le pro-
cessus ["J]Je N donc un modéle de comportement du programme (dans le sens
indiqué ci-dessus), dans un systéme de mémoire virtuelle. A partir de ce mo-
déle, on tirera certaines conclusions dont une des plus importantes sera de
déterminer la taille optimale de la mémoire réelle qu'on doit affecter au
programme.

Pour la définition de la loi du processus (I1,) nous avons pro-

JiemN

cédé de deux fagons distinctes

- Dans ‘'un premier temps, ce qul fera 1'objet du chapitre II, pour un s fixé,
on étudie le processus ponctuel global des défauts de page, sans spécifier

la page quli fait défaut. le processus (]l sera donc le processus étudié

e

dans cette partie.

- Dans un deuxiéme temps, chapitre IIT, on prend en considération le numéro
de la page qui faut défaut. On étudie alors les n processus ponctuels 3 temps

discret associés & chaque page., et on étudie les processus {Hi)

e T

i=1,2,...,n, composants du processus glabal (N

J]jeﬂl )

Remargue  Dans la suite, on représente par la méme notation le processus

ponctuel et le processus des instants ol se réalise 1’'d8vénement

associé au processus.
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CHAPITRE 11

ETUDE DU PROCESSUS GLOBAL DES DEFAUTS DE PAGE

Dans la suite nous nous proposons de trouver une loi de probabilité

pour le processus ponctuel [nj)j NE
€

S1 on reptésente les intervalles entre défauts de page consécutifs
par T1, T2,.... Tj""' 1a suite des instants Hj, ot il y a eu un défaut de

page, est donnée par
(1) M, =T, + 7,0+ oooo0 ¢ T . =0 , jeMNM

Avec ce formalisme, définir un maod2le pour le comportement du programme,
c'est énoncer un ensemble d'hypothéses sur les variables aléatoires Tj'
On étudiera successivement deux types de lois de probabilité de ce

processus.

D*abord, on supposera que ce processus est un processus de repouvelle-
ment, on verra alors que ce modéle ne s'ajuste pas & nos données expérimenta-

les et on supposera ensuite que le processus étudié est un processus de Markov.

1. MODELE DU PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

1.1. Définition du modéle

"""""""" n NeN
est dite un processus de renouvellement, si elle peut s’écrire sous la farme

(1.1 Sn = T1 + T,2 AP Tn Sn =0

ol les Tk sont des variables aléatoires,
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a) indépendantes

b} identiquement distribuées, de distribution commune F(x}, telle
gue F(8) = 0.

Hypothése {HT) : Le processus {Rj} ; est un processus de renou-

je IN

vellement. On désigne par P, et par F{x), respective-

A

ment la loi et la fonction de répartition commune des

T définies en (1.11.

K'

Dans la pratique, 11 y a fréguemment des situations ol les intervalles
entre les événements, dans un processus de renouvellement, ont une loi de pro-
babilité qui est une combinaison convexe, en nombre inconnu, de plusieurs lois

de probabilités, elles-mémes inconnues.

Dans cette premidre partie, pour 1'étude de ce modéle, nous avons pris

comme données expérimentales, des réalisations du processus (Hj] . quand

le parametre taille de mémoire réelle s prend les valeurs 10, ZDJthéﬂ.

Il est nécessaire de faire ici une remargue sur les valeurs de s qu'on
a essayées. On a considéré 1’'intervalle [10,30] parce que le programme étudié
a 41 pages virtuslles. En effet, une taille de mémoire réelle inférieure & 10
aurait entrainé un grand pourcentage de défauts de page, ce gqui ne nous inté-
resse pas ; de méme, une taille supérieure 3 30, Eﬂtrainé:un pourcentage de
défauts trés petit et ne Jjustifierait pas tout 1'espace de la mémoire réelle

alloué au programme.

Pour chagque réalisation du processus Hj, pour s =:10, 20 et 30, on a
tracé 1'histogramme des intervalles entre 1’occurrence des événements, c'est-

3-dire ici, les intervalles entre défauts de page.

Ce sont les graphiques 4 (s = 10}, 5 (s = 20) et 6 (s = 30}, qu'on

représente ci-apreés.



S$JTss8oons
ated ap saneZPP

nap szaus sdway 0062

00LZ 0082 0082 0012

0061 00LT

L°3Td

0051 00£T

001t

006

ONTA

00

-

-

e

SOTTRAIILIUT, P

T

0T = 9TTopX SITOWPW =T 3p 8TTT=Y
£3Tss800NS eded 8P SINBIPP 8I3Us
aqz=cu ny FAWNVEOLOISIEH

+ smbrudeay

0§

09

oL

1)

00T

01T

2T

o)
<t
r!

sJed ap
SINIISP
sajmoy



Xrop sxzus sdmag 6€2L¢ 52°626L2 S*6T9ST SL°60¢6

N . . P P - - .Q’.
1 0T
1 oce
29¢ 96 68YT 8L VYL .
L8892 I8L vvL 0
1 0¢
1 oF
0C = 9TT%pJI aITOWSW BT ap 3TTTRY
SITsseoons afed ap S3NBIZp 8I3Ua
SOTTRBAISIUT, P 3IqQEOU NP F W [ ¥ 49088143
1 os
sded ap
¢ subtudeagp sinezap
% axquoy



P adhs

£96T9 Levovev G°9L60% £2°8BYST

r OL

oB
0¢ = 8TT8pI SITOWPW BT ap STTTEY
s3Tsssocns aded ap sineIpp aIlus

S8TTealeluT,p dqguou np F A W VH20ISIH 06

1901

eded sp
¥ sineypp

alquo;;
9 anbrudsap




—_ 17 P

Tous ces histogrammes ont une caractéristique commune : leur carac-

tére multimodal, ce qui nous a conduit & 1°hypothése statistique suivante,

concernant la fonction de densité f(x) de la loi PK .
Hypothése : Les données expérimentales constituent un échantillon E,

représentatif d'une loi P, sur R, dont la densité (x] a

A

la forme suivante :
K k
(1.2) ¥x ¢ IR0, filx) = 5§ p, F. (x)} , T p, =1

ol les f, (x) sont densités de probabilités dépendantes

A

de paramé{res li e I -

Dans la pratique, pour 1l'estimation des paramétres P; et ki’ entre
plusieurs techniques possibles, nous avons choisi une méthode due & Anne

Schreoeder 73517,

On a choisi cette méthode, d'abord parce qu’elle nous permet, trés
facilement, de détecter dans un échantillon observé, la présence d'échantil-
lons de lois de probabilités connues, sans faire aucune hypothése sur la
distributien de la population-mére. En second lieu, cette méthode a été aﬁpli~
quée par Anne Schroeder, avec des résultats positifs [34], sur des ensembles

de donnees expérimentales obtenues de la méme fagon que les ndtres.

Avant de présenter les résultats obtenus en appliquant cette méthode,

on fera une description de la technigue utilisée [ 35].

1.2. Description de la méthode suivie dans 1'estimation des parametres du modél

Considérons un sous-ensemble fini E, de R, contenant N éléments et
ung famille de densités de prohabilités [FA]Aeﬂ. ., de type connu, dépendant
d'un paramétre A ¢, od JLe P.°. La méthode de Anne Schreeder permet de
trouver une partition de € en sous—ensembl&sPi » 1 =1,.... K, et un ensemble

de A, » 1= 1., k,o0 Wi, i = 1,00, Kk, Aj e L, tel que :
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Pour tout i, Pi paut &tre considéré comme un échantillon provenant

d'une population de loi de probabilité PX .
il

l.*algorithme utilisé icl, pour 1'estimation des Pi et des Xi’ est une
application d*une généralisation faite par Anne Schroeder, de 1'algorithme des
Nuées Dynamiques, guand les noyaux sont les parametres Ai' inconnus, des den-

sité .
sités fAj

Ainsi [351, si on représente par
a) ﬂpk, 1'ensemble des partitions de E en k sous-ensembles

“Dk = (P} ol Po=(PaeuP)

b) .. 1'espace des traits caractéristiques de ces sous-ensembles : les

noyaux, et par

c) ﬂ_k. 1’ensemble de k-uples d'éléments de W,

L, - (L} ol L= (Ayneens Ak], Ae L

¥i, 1 =1,..., Kk

1*algorithme des Nuées Dynamiques permet de trouver un couple (L.,P)¢ ﬂ,k X PF

.~

qui minimise un critére noté

(1.3} W lL K X ﬂjk > W{+

L'idée de base de cet algorithme r351, est de déduire de tout élément
P de “*k’ un élément L de u.k. L = g(P}, et de tout élément' L de_&_k un élément
P de ﬂ’k , P = f(L), de fagon que les valeurs W(L,P) sur les couples successifs

soient décroissantes.

Pour la définition de f et g, considérons les applications :

(1.4 D :E x I ~ RS
R ;Lx {1,2:0-;,;(} » {?k > R\*’

e
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o
[l

Les fonctions f et g sont définies de la fagon suivante [357] :

{(1.5) L = {A1,‘..,Ak) > f(L) =P = (Pq“"’Pk]

tel que Vi, Pi = {x e E/ V3 #1, D(x,Ai] < D(x,Aj)}

(si D(x,Xi) = D[x,Aj], alors x e Pinffi,j)]

{1.6 P = (P P> gPY =L = [A1""’Ak]‘ ol

170 K

¥i, A est tel que R(A,,i,P) = min R(A,i,P)
i i
Xe ll.

L'application R peut Btre définie de fagon & donner une mesure de la
distance du socus-ensemble Pi, de la partition P, & ). Dans ce cas, le criteére

a minimiser sera [35] :

+

(.70 Wil x P > R

K
(LLP) > WIL,P)' = & R(A,i,P)
=1

1

Pour initier les calculs, il faut commencer par danner soit une
partition initiale P(O), soit un élément L[O] € R,k. Supposons P(O), la par-

tition initiale donnée

L(o} - g[P(O)]

{o) (0] (o) {o)

(L "",pP )} = (g¢pP 1, P77)

(n),P(n] est définie par récurrence. Si on a

(n+1}’P(n+1}

La suite (L

(L(n)’P[n)

1, alors (L } est définie par

(n}}

{n+1] (n]} ot L[n+1] - g[P[rn“l]

(1.8) P = f(L ) =g o flL

nl P(n]

Dans [351, Anne Schroeder montre aue la suite W(L ', ] décroit et

converge quand, D étant fixé, les fonctions R et W sont définies par :
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(1.9) R(A,1,P) = §  0O(x,A)
xe.Pi ‘

k

R(Ai,i.P] = ¥ I Dix,A,)
1 1=1 xP, 1

WiL,P)

L]
noo~ox

i

{n)

l.La limite W;m de WL .P(n)}quand cette sulte est convergente, dépend
de la partition initiale PY, Pour partitions initiales différentes, on obtient

des limites différentes.

On remarque aussi que les estimateurs obtenus, c'est-a-dire les cou-

ples (L,P) telles que WIL,P) = N;@ , dépendent de la Fagoﬁ dont la fonction D

est définie. :

Dans 1°'algorithme que nous avons utilisé, cetté fonction est définie

de la fagon suivante {357

(1.10) 0 : E x Lo RS
D(x, A= log [F* / fX(X]]

ot f* est tel que
2, max () 7/ xell. x ¢ E}

Ainsi, en utilisant les expressions (1.8},

R(ALL,P) = £ log [ £/ £,0x1]
xeP
i
] « 1P, ] .
£1.11) = log V1l / 7 flfx)3 fPi‘— card Pi
X(—jpi ‘
= IPil x G - log 0 fA(x]
X€Pi
don P e L x P,
- K k
(1.12) wWiL.Pl=atex I [P} - £ Tog Tl o x)
1=1 1=1 xe P i
‘ i
= Nx Ge - log N X fl (x] .
i=1 %P, i

i
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Dans 1’applicatiion de 1'algorithme, pour trouver le couple (L,P) gui
minimise W, nous sommes donc conduits a maximiser

K

(1.13] T I f& (x]

L = .
i=1 x¢& i 1

,

gue les estimateurs L = (A, ...,A, ) obtenus a partir de P = (P,,...,P, ) par
-™M, K 1 k

la fonection g soient les estimateurs du maximum de vraisemblance.

1.3. Application pratique de la méthode définie en 1.2.

Dans 1'application pratique de 1'algorithme décrit précédemment, nous
avons considérd comme famille de densités connue la famille exponentiells.
Nous avons aussi fixé k = 2 pour la raison suivaﬁte : les résultats obtenus
par Anne Schroeder nous conduisaient 3 cette hypothése et, ainsi, il y avait

déja quelque information dont on voulait .profiter.

La fonction densité a donc la forme

{1.14) F(x) =p ¥f
A1

..’)lix
o f, (x}] = A.8 i= 1,2
Ai i

(x} + {1-p} ¥, (x]
Ay

Pour initier 1'application de 1'algorithme, nous avons commencé

par partager 1'échantillon donné

E = (£1,£2,...2N} - {on représente par gq;zz,... xN les in-

tervalles successifs entre défauts de page, obtenus durant une activation du

{o) (o}

programme)} - en deux échantillons P1 et PZ , de la facon suivante.

On engendre une suite de nombres aléatoires {21;22""’2N}’ de dis~-

tribution uniforme dans 1'intervalle 0,1}, avec la taille de 1'échantillon E.

Etant donné un numére r quelcongue de 1'intervalle 10,1f, la partition des

21léments de E par les sous-ensembles Pio] et Péo} gst faite de la fagon sulvanti
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si zg <N alors 21 I P1
N {0}

Zi > N &i P2

Pour différentes valeurs de r, on obtient différentes partitions ini-

tiales. Dans notre application nous avaons considéré r =.5,.6,.7,.8 et.9.

Pour chaque partition initiale P(O), les estimateursx(ol

et AZ' sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de Pgoy et ng}' suppo-

etx[g]de A1

sis échantillons issus de populations caractérisées par distributions exponen-

tielles, de paramgtres A1 et 12' Ainsi

A§O) - ‘“l1 , A;O} . “1 .
XPTD] *p {0}
1 2
La nouvelle partition P(Q] = (qu}, P£1}] est obtenue a partir de
i = (A;Ol, A;D)) en tenant compte de {1.10) et (1.5},
1) _ , ;
Py =[x eE fl{o, (x) 2 ) 0,0}
2
(1)
P {x ¢ E | f}IGJ {x} 2 fx(ﬁl (x)}
2 8!
£n général
(1) _
P,n = {xecE | fao 27 iy (x)}
A T
RES NN ,
Py =[x e E | fx (1-1y ) 2 fx (-1 &1
2 1
et
iy _ 1 1y _ _ 1
A1 —_; , Az =
(i} {1}
P1 , P2

Nous poursuivons les calculs jusqu'a obtenir deux couples (Afi?,X;i)]

fi+1) (i+1)

et (A1 , Xz }. tels que



_23..

(1) (i)
1 » )\2 ] - (A

{i+1)

(i+1)
1 l)\

| (A SN

ol § est fixé et suffisamment petit.

Pour les différents couples finals obtenus en considérant les diffé-

rentes partitions initiales, nous calculons la valeur de 1'expression

n f, (x} . 0 FA {x]
1 X P 2

1 2
et le couple que donne la valeur maximale est 1'estimateur [}:, A;} de

(A1,A2].

La valeur p, dans l'expression (1.14) est estimée par

card P?
p IR e at————
N

ol P: est 1'échantillon & partir duguel on a cbtenu A:.

Pourtant tous les résultats que nous avons obtenus sont trés mauvais,
c'est-a-dire la distribution globale obtenue, considérée comme estimateur de
la distribution de la population dent nos données sont un échantillon, a éte

rejettée par le test du XZ.

On présente dans la suite, les résultats obtenus (programmes MELEXP

et TESTQUIZ , de 1'anexe II)

al Taille s de la mémoire réelle : 10
Taille N de 1'échantillon : 25874

1. Estimateurs obtenus

A: = . 01085
*

Xy = . 1246
p* = . 3547

d'od 1'estimation ¥ de la fonction densité f
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N -.0106x -.1246x
f (x) = .003B2 + . 0804%
-.0u65x% -.1246x

1-.3547 L ~.64532

Alors F*(xl

est la fonction de répartition correspondant.

2. Test d'ajustement

Le test d'ajustement qu'on a considéré pour tester 1'hypotheése
H : F=F
o

oll F est la fonction de distribution d'une variable aléatdire X dont notre

échantillon constitue un ensemble de N observations, a été l1le test du XZ.

Dans 1°hypothése que nous avens faite, concernant la fonction
densité f, on n'a spécifié que sa forme et on a di estimer les parametres Xi.

Ainsi, nous avons considéré la variable aléatoire

r X, - np (A"
Kn[I\:]=Z(i i:]
i=1 V npi(A )

n

o0 r est le nombre d°intervalles I1""Ir considérés en ﬂ?:
X1 est le nombre de répétitions de Ei = {w : X(w) ¢ I ;} dans un échan-
tilion de taille n )
*
pi(A ) = PA*(Ei)

On sait que [ 16,page 306], -

* 2
Kn(A ) — Xr-2-1

en loi
ol § est le nombre de paramétres estimés.

Péur tester 1'hypotheése Ho on prend comme région d'acceptation de

seuil o,

n * 2
Ay = {x e R : kn(x;An] < x (a)}
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2

2
rgoq 2 X () =a

P {x

Dans notre cas les valeurs obtenues ont &t3

*y
kN{x,AN} = 8384

Nombre de degrés de liberté : 44

Comme les tables usuelles du x2 ne couvrent pas la région pour la-
quelle le nombre de degrés de liberté v > 30, on a di employer 1’approxima-

tion suivante [24, page 294].
u="V2x2- /291 ~» no.n

Dans 1'exemple numérique traité

u = 120.2

Pour o = . 05, la région d'acceptation est 1'intervalle J-« , 1.6%8] d'ol 1la

conclusion suivante.

3. Conclusion : on rejette }'hypothése HO

bl Taille s de la mémoire réelle : 20
Taille N de 1'échantillon ;3040

1. Estimateurs obtenus :

.01858

.001365

]

N % s %

*

p .5831

1

-.0196x ~-.0014x
.0118% +,. 00064 :

~-.0186x - -.0014x
1 -.5831% -.4069%

x
f (x]

i

F*(x3



...26._

2. Hypotheése H0 : F = F

*
kN(X;ANj = 1834

nombre de degrés de liberté : 70

Approx. gaussienne u = 45,38
3. Conclusion : On rejette 1'hypothése H0

c) Taille s de la mémoire réelle : 30
Taille N de 1'échantillon : 446

1. Estimateurs obtenus :

= .007209

= ,0002503

* N % > %

p = .4641

-.0072x -.0003x
.0334% + 00018

~.0072x -.0003x
1 -.464914L -.5359%

f*Ix]

F*le

i

2. Hypothése H0 t F =F

*
KN[x:ANl = 1634

nombre de degrés de liberté : 33

approx. gaussienne, u = 42.23

3. Conclusion : On rejette 1'hypothése Ho .
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1.4. Conclusion

A ce point-1a, nous avons décidé d'abandonner cétte mé@thode, parce
que nous n'avions adcune autre information qui nous permettrait de juger sur
le nombre de phénoménes aléatoires indépendants gque nous avons supposé in-

~

fluencer nos données et qui nous ont conduit & 1'hypothése initiale.

De méme, nous n’avons aucune information sur le type de fonctions

caomposantes du m&lange.

Toutefois, si on connaissait le type et le nombre de fonctions compo-
santes du mélange, 1'application de la méthode d'Anne Schroeder
ne serait pas un garant d'obtenir le couple optimal (L,P) en entendant par
couple optimal, le couple qui minimise le critére choisi. Pour chague couple

initial (L', pl0)

}, nous calculons un minimum local.C'est seulement apres un
calcul exhaustif de tous ces minimums qu'on pourrait s’aésurer d'obtenir

le minimum global. Il est évident que ce calcul est impossible (dans la pra-
tigue, ce probléme se simplifie parce que, surtout quand les classes sous-

jacentes sont bien distinguables, le nombre de ces minimums est assez restreint

Oe plus, ce minimum global dépend aussi de la définition du critére W.
Pour différents critéres on obtiendra différents estimateurs pour la fonction
f. A notre avis, on doit méme conjuguer le critére & optimiser avec le type
de fonction qu'on suppose connue. Le critére gque nous avons appligué nous a
conduit aux estimateurs du maximum de vraisemblance. Ces éstimateurs existent
et sont unigues pour la distribution exponentielle, mais,' toutes les dis-

tributions de probabiiité n'ont pas cette particularité.

Pourtant, cette méthode a un aspect trés agréable qui le rend trés
différent de toutes les autres méthodes connues, pour estimer les compoesants
d'un mélange : c’est la facilité du traitement algébrique de 1'algorithme

utilisé.

D'ailleurs, le probléme de séparer une population hétérogéne en plu-
sieurs populations homogénes, est un probléme qui n'est pas encore résclu. La

plus grande partie de la bibliographie existante & ce sujet traite le probléme
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du point de vue théorique. Dans le cas o0 il est possible de spécifier 1'hypo-
thése nulle (la plupart fdes fols cette spécification est difficile), le trai-

tement algébrique employé pour trouver la solution est trés compliqué.

De plus, la plupart des algorithmes décrits traitent le probleme de
mélanges de populations de lol normale et, presgue toujours, le cas unidimen-

sionnel.

Conclusion Nous avons un probléeme bien spécifique, pour lequel nous voulons
trouver, si possible, une solution. Or, nous pensons que, en insistant trop
sur 1'hypothése H, nous courrions le risque de nous éloigner de notre ohbjectif,

parce gque 1'outil de traltement de cette hypothése est lui-méme un probleme.

Ainsi, on a décildé d'abandonner 1'hypothése du pracéssus de renouvelle-

ment » dont 1la loizest un mélange d’exponentielles.

La géanéralisation naturelle du modele du processus de renocuvellement
est prendre un modéle d*un processus de Markov. L’étude de ce modéle est

1’objet du paragraphe 2.
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2. MODELES MARKOVIENS D'ORDRE 1

2.1. Rappels sur les chaines de Markov

Nous rappelons la définition de chaine de Markov et les principales
propriétés qui nous seront utiles par la suite. On énoncera aussi quelques

théoremes, sans les démontrer.
Pour les rappels, on a suivi les ceuvres de Karlin [23] et de

Feller [14].

2.1.1. Définitions

Considérons une famille de variables aléatoires Xt’ ol t est un para-

metre décrivant un ensemble d'indices T.

Représentons par S 1'ensemble des valeurs possibles de chague v.a.Xt.

au'on appellera d'espace des états.

0n dit que le processus stochastique défini par les v.a.X. est un

processus de Markov si "
t1 < t2 < ...< tn <t
(2.1 Prfa <X <b | X =%, Kip = Xoprewes Xy = x 1 =
=Prfa<x b |X,_ - x}

La fonction
(2.2) Plx,s;t,A) = Pr {x, e A X, = x}

ol A est un intervalle de la droite réelle) est appelée probabilité de
transition. Si cette fonction ne dépend que de t-s, on dit que le processus

de Markov a des probabilités stationnaires.

Une chaine de Markov discréte {Xn}, est un processus dont 1'espace

des &tats est un ensemble fini ou dénombrable et pour lequel T = (0,1,2,...).
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Dans la suite, omwreprésentera 1'espace des états au moyen des entiers

non négatifs (0,1,2,...) ; on dira donc que Xn est dans 1'état i, si Xn = i,

Nous nous limiterons aux chaines de Markov avec des probabilités de
transition stationnaires. Les probabilités de transition en une étape seront
représentées par la matrice P = [pij]. appelée matrice de transition ou matrice

de Markov de la chaine.

Un processus de Markov est complétement déterminé si on connait la

matrice P et la distribution de probabilités initiales P {XO =1} = Py - i e S.

2.1.2. Notion d'irréductibiliteé

On dit que 1'état j est accessible a partir de 1'état i, s'il existe un
(n)
1)

> 0 (on représente par p;;] la probabilité de transi-
tion en n étapes, c'est-a-dire,le terme général de P™.

entier n > U Lel que p

On dit que deux états i et j communiquent s'ils sont abcessibles, chacun
1'un & 1'autre, et 1'on écrit i « j. Ce concept de communication est une rela-
tion d’équivalence, donc on peut partager 1'ensemble des états en classes d'é&qui-
valence ol chague classe est constitude par les états qui communiquent entre
eux. Si cette relation d'équivalence n'entraine qu’'une seule classe d'équiva-

lence, on dit que la chaine de Markov est irréductible.

2.1.3. Périodicité d’une chaine de Markov

On définit la période de 1'état i, d(i), comme le plus grand divi-

seur commun de tous les entiers n > 1, pour lesquels p[n) > 0.

ij

Une chaine de Markov dans laguelle tous les états ont une période

égale & 1, est appelée apériodique.

2.1.4. Notion de récurrence

;:) la probabilité que le systeme, étant dans

Représentons par f
1'état j, retourne la premiére fois & 1'état k, aprés exactement n

etapes.



On dit qu'un état i est récurrent si et seulement si

{(nl
ii

(2.3) L F = 1

n=1

Un état non récurrent est appelé transitoire.

Proprieté : si i ¢ j et si i est récurrent, alors 3 est récurrent.

Ainsi, tous les états d'une classe d'équivalence sont récurrents ou

non récurrents.

11 existe donc une partition unique Ci’ ie I, de 1'ensemble des états

récurrents telle gue chacun des Ci, T € I est une des classes d'équivalence
induites par la relstion d'irréductibilité. Les partiesti sant appelées

[31])01asses de récurrence du processus.

Si i est un élément d'une classe récurrente apériodique,

oG

(2.4} pi = nf
n=o0

{(n)
ii

représente l'instant moyen de récurrence. Si s > 0, on dit que 1'état est

récurrent positif. Si pi = 0, on dit que 1’état est récurrent nul.

Dans une classe récurrente, tous les états sont soit récurrents po-
sitifs, soit récurrents nuls. On parlera de la classe comme récurrente po-
sitive ou récurrente nulle. On utilise aussi, respectivement, les termes

ergodigque forte et ergodique faible.

On aura besoin dans la suite de quelques résultats concernant la

théorie des matrices dont on donnera un bref résumé.

2.1.5. Méthodes algébriques dans les chaines de Markov

2.1.5.1; Rappels sur les matrices carrées non négatives

On dit gu'une matrice carrée est réductible [9] si, par une permu-
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tation des lighes et des colonnes, on peut obtenir une matrice de la forme

B

-

ol B est une matrice carrée. Dans le cas

irréductible.

La notion d'irréductibilité pour
pond & la notion d’irréductibilité de la

Soit A une matrice non négative
sultats sulvants :
1} A a une valeur propre réelle

it} Il°existe un vecteur propre

ments sont tous positifs, tels que Ax =

contraire, la matrice est dite

une matrice de transition P corres-

chaine de Markov associée.

120)

et irréductible. Alors on a les ré-

positive A1.
x, correspondant & A1 dont les élé-

J\1x

1ii) Pour toute valeur propre o de A

o] = A
iv) A1 croit quand un

1

v) A1 est une racine simple de
IAI - A =0
vi) A, <swax (Za, } , A
1 3k dK 1 K

< max (¥ a

élément de A croit.

1'équation

e )
g Ik

On dit que la matrice A est primitive si A1 est la seule valeur

propre de module 1 et toutes les autres sont inférieures.

2.1.5.2. Relations entre les valeurs propres de la matrice de

transition P et les notions de récurrence et de périodicité

de la chaine

Considérons une matrice de transition P. Cette matrice a une valeur

propre égale 38 1 parce que

I

(s1Y] 1lest un vecteur colonne dont les éléments sont tous égaux a 1.



D’autre part, et d’aprés le théoréme de Perron-Frobenius, nous
pouvons conclure que aucune des autres valeurs propres ne peut excéder 1

en module.

THEOREME ([ 23], page 105)

Si P est une matrice de Markov finie, la multiplicité de la valeur

propre 1 est égale au nombre de classes récurrentes associges a P.

De ce théoreéeme, nous tirons la conclusion gue si la chaine de

Markov est irréductible, alors il y a une seule valeur propre égale a 1.

THEOREME ([23], page 110)

Si P est la matrice de transition d'une chaine de Markov finie,
périodique de période d et irréductible, les racines d-iemes de 1'unité
sont alors des valeurs propres de P, chacune avec la multiplicité un. et il

n'y a pas d'autres valeurs propres de module un.

Conclusion. Si la chaine de Markov est irréductible et apériodique, alors la
matrice de transition de la chaine a une seule valeur propre égale & 1 et

toutes les autres valeurs propres sont en module inférieures & 1.

2.1.6. Détermination des expressions explicites pour les probabilités de

transition & n étapes

Considérons une chaine de Markov irréductible, -apériodique et ré-

currente, a p états 1...p.

Supposons qu'a 1'état initial le systéme se trouve dans un certain

. n
état i. Désigons par v, et u respectivement les probabilités F;Q] et pii],

(n) (n)
:.‘F-o » U = s 2
n ii n ii
Par cenvention, uO = 1 et vD = {J,

On a 1'égalité suivente :
g

(2.5) u =u_ v + u M * oL... *t U v, +u_ Vv , n=1,2,...
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Soient V(z) et U(z), les fonctions génératrices des probabilités
{v et {ul
n n

Viz) = X kak , Uz = £ uz
k=0 k=

THEOREME (f14], page 311)

Les fonctions génératrices de {vn} et {un} satisfont la relation

suivante :

_ 1
(2.6] U(Z) ——1—"_—\/“(‘2—‘]"

Dans la suite, on va essayer d'obtenir des expressions explicites

pour les probabilités de transition en n pas, soit p(n}.

i3
Soit J et k fixés. La fonction génératrice des probabilités p;Q)
est .
[e¢]
(2.7) P, (s) 3 p;") s"
k n=o k
Multipliant par s pjj et additionnant sur j = 1,...,p, on a
(2.8) s '; p, (8) P (s) =P, (s) - p® ’
j=1 K ik ik T Pik :
. (o) o si i #Kk
0l p,k =
v 1 sidi =k
Pour k et s fixés, les quantités z, = P, (s) vérifient un systéme

J Jk

d'équations linéaires de la forme

p
_ (o)
(2.9) z, - s J§1 Dij zJ = Pyy

l.es solutions du systéme sont des fonctions rationnelles de s, de

dénominateur commun D(s) qui est le déterminant du systdme.

S1 on fait le changement de variable s = t_1, tDD(t—1) est un poly-

nome caractéristique de la matrice Q. Ses racines t1,t ,...,tp sont les

2
valeurs propres de la matrice de transition §.

Admettons que toutes les valeurs propres sont distinctes et diffé-

rentes de zéro. Compte-tenu de 1'étude des fonctions rationnelles, on peut
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gerire

(1} {2 {p]
Pik Pk Bk
(2.10) P, (s} = —— + tat o
jk 1 St1 1 Stz 1 Stp

_ o
avec 'S' < W

i
Du développement en série entiére des fractions, on obtient
(n 1) n (p)

(2.11) p, =D t, t...+ b

tn
Jk Jk 1 Jk p

ot les coefficients bgzl sont déterminés sans ambiguité par les solutions de

certains systeémes d'équations linéaires.

2.2. Description générale du modéle markovien

2.2.1. Definition du modéle

Soit £ = {1, ,....n} 1la mémoire virtuelle d'un certain programme,
c'est-&-dire l'ensemble de toutes les pages qui peuvent dtre référencées

pendant 1'exécution du programme.

Soit Pt la page référencée & 1'instant t ¢ T, T<[0,1,2,...1, et
Cy le vecteur de dimension s, de terme général Cél],

(1) (2] (s - (1)
(2.12) c, {ct N cres Cf 1 i»lf...,s Ct ¢ E

qu’on va utiliser pour représenter & l'instant t 1'état de la mémoire

réelle.

D'apres ce qu'on a dit sur 1’'algorithme du LRU utilisé dans notre
simulation, pour obtenir les configurations successives (ensemble de pages
et ordination respective) de la mémoire réelle, dans les instants successifs,
les pages sont rangées dans le vecteur Gy de la fagon suivante : les pages

les plus anciennement utilisées gardent les derniéres places, et ceci par
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R . s s {5} N .
ordre croissant d'ancienneté. C'est-a-dire, Ct est, & 1'instant t, le
numéro de la page la plus anclennement référencée, alors que la page qul se

(1)

trouve dans la place Ct

est la page référencée la plus récemment.

Si, a 1'instant t+1 la page Pt+1 est référencée, alors, ou bien

cette page ¢ ¢, et se trouve dans la position i, et dans ce cas

t
(2.13) Ct41 N {C£1)6£1]C£2] . Cii~1lcis]]
> [célzcif: vees cif;]
ou bien, dest une page qui n'appartient pas a Cy et, dans ce cas
(2.14) c > IP Ci1)... c£5-1)]
> [céii cifi ...Cifz]

Ainsi, 1'événement A qui consiste en une page i falre défaut dans 1'instant
t n‘est gue 1'intersection des deux événements suivants : la page est réfé-
rencée dans l’instant t et elle ne se trouvait pas dans la mémoire réelle, ce

qui veut dire qu'elle n'appartenait pas au vecteur c_. Pour connaltre la

L
probabilité de 1'événement A on a besoin de connaitre la probabilité qu’une

certaine page soit dans la position m, m € s, de la mémoire réelle.

tes nin-1)...{n-5+1)} , différentes configurationsfpossibles de la
mémoire réelle, peuvent &ire considérées comme 1es-étata»d'une chaine de
Markov; irréductible et ergodique fortéf)nans ces conditions et d'aprés le
théoréme ergodique pour les chalnes de Markov, 1l existe un comportement

stationnaire du systéme qui est indépendant de 1'état initial.

S5i on représente par u k =1,....n{n-1) ... [(n-s¥1), les proba-
bilités limites d’occupation des états, on a

nln-1}...{n-s+1)

(2.15) 1m p M- B >0 . Ly =1

oo K k=1

La distribution de probabilités {uk} ., peut étre obtenue comme

solution unigue du systéme 147,

1)
Qu'an démontrera dans le final du chapitre TII.
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nin-1)..(n-s+1)

{2.18) u =1 u, p,
k j=1 Jk

Alors, la probabilité qu’une page i soit dans 1la position m de la

mémoire réelle est donnée par

(2.147) pli.m} = L u
g 1

ol B est 1'ensemble des états J pour lesquels la page i se trouve dans la

position m.

Dans la pratique, la matrice de transition P = {pij], ne peut pas
gtre calculée, 3 cause de sa grande taille, d'ob la distribution {uk}ne

peut &tre obtenue a partir de (2.16).

2.2.2. Quelques résultats utilaes

Cependant, il y a un probléme, celui de 1’organisation d'un ensemble
de livres sur une étagére, qui est traité par des modéles de chaines de
Markov analogues au ndtre (voir [[197], 63, [20], [5]), et dont les résul-

tats sont susceptibles d'étre appliqués par nous.

Dans [18], Heindricks considére le modéle suivant : on a un ensem-
ble de livres Bq. B2""BN' qui sont rangés dans une étagdre. Quand on de-
mande un livre, on le retire et, avant la demande suivante, on le place
a gauche de tous les autres, lesquels sont tous déplacés vers la droite,
pour lui faire place. Les demandes sont supposées indépendantes et on de-
mande Bi avec probabilité Py- Les N! configurations possibles des livres
dans 1'étagére sont considérées comme les &tats d’une chaine de Markov,

irréductible et apériodique.

I1 existe donc les probabilités limites U d’occupation des états

pour lesguels on trouve l'expression suivante :

N N
. - , = !
{2.18) Uy il (pi //{; pi.] k=1,2,... N!
n=1 nd j=n j
ot {Bi . Bi sees Bi } est la configuration correspondant & 1'état k.

1 2 N

-
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Dans ce papier 19]) un probléme reste ouvert : la détermination
de la probabilité p(i,n) que le livre Bi soit dans la position n. Ce pro-
bléme est résolu par Burville et Kingman [ 6] qii donnent 1'expression sui-

vante pour la probabilité

n-1 n-1-a ( N-1-a -1
(2.19) pli,n) = Py I -1 n-1-a L [1-PB)]
Bl=a -

a=0

ol P(B) = I DJ
JeB

2.2.3. Application des résultats de 2.2.2. au modéle défini en 2.2.1.

Sur le processus stochastique (Pt)t » défini- en I-2, on fera

€ DQ

les hypothéses suivantes :

a) Pour toute famille t1't2""’tp d'entiers positifs, deux a deux

distincts, les variables aléatoires

P , P evees P sont indépendantes.
t t
1 2 p
b) Toutes les variables aléatoires Pt ont la méme distribution,

définie par
Yt, ¥J e €. Prob (P, = 3] = B,
c) Vj R Bj est différent de zéro.

Avec ces hypothéses, la probabilité qu'une page 1 soit dans 1la
position m , m < s, de la mémoire réelle, est donnée bar
m-1 m-1-a [n-1-a -1
(2.20) p(i.m) = Bi r -1) m-1-a T f1 - P(B)]
a=o |B|=a
/i
ou P(H) = Bj'
Jep

Alors, la probabilité qu'une page i soit dans la mémoire réelle est

donnée par
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5 =3 m-1 m-1-a n-1-a -1
(2.21) L pli.m) =B, I L (-1 m-1i-a | L 1-P{B]
i
m=1 m=1 | a=o0 B!=

d’ol la probabilité de la page i faire défaut, c'est-a-dire la probabilité

de 1'éveénement A, est :

n-1-a -1
(2.22) P(A) = Bi 1-Bi TCLE -1 m-1-a )lt (1 - P(BY]
Bl=a

Note : Les probabilités Bi ne sont pas connues. Pour les obtenir statisti-
quement. il suffit de prendre la fréguence des références qui. au cours

d'une exécution concernent la page i , 1 = 1,...,0.

2.3, Un modéle markovien d'ordre 1

11 y a aussi d'autres fagons d'envisager le probléme de modélisation
du processus des défauts de page., en considérant , de méme, les chaines de
Markov. Nous pouvons citer, & titre d'exemple, les articles de Franklin et

Gupta [18] et Bogott et Franklin [2].

Dans ces travaux, ils ont considéré un modéle ayant pour base un

graphe dirigé, G = [N,Al, construit de la fagon suivante.

Les noeuds N et les arcs du graphe sont respectivement les pages
ot les transitions entre les pages ; les transitions entre les pages et les
probabilités de leur occurrence sont obtenues & partir:- de la trace complete

du programme.

Chaque arc (a,B8) correspond & une transition de la page O pour la
page B. A l'arc (a,B) on a associé le nombre B de fois gue la page B suit
la page O.

Ce numéro sera utilisé pour obtenir la probabilité de tran-
sition paB de la page O pour la page B . Pour obtenir paB , 1l suffit de di-~:

viser le numéro naB pour n, gui est le nombre d*arcs qui ont pour origine o
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Le graphe ainsi obtenu est considéré comme un modéle de Markov de
premier ordre, c'est-a-dire que les noeuds et les arcs représentent les
états et les probabilités de transition d'une chaine de Markov, ot les
probabilités de transition entre les états ne dépendent que de 1'état

précédent.

La matrice P = (pasl ,» 0, BeN, est la matrice de transition entre
les pages et on la considére comme la matrice de transition de la chaine de

Markov considérée,

Bogott et Franklin ont construit un programme qui simule la gestion
de la mémoire réelle, et ont pris comme données soit la trace compléte des

références aux pages virtuelles du programme a analyser, soit la matrice de

transitionrdu modéle de Markov considéré.

Pour chaque ensemble de données, la simulation leur a permis d'obte-
nir, pour différentes tailles de la mémoire réelle et pour les algorithmes
IR, FIFO et RANDOM, le nombre de défauts de pages : on remarque qu'ils de
sont intéressés plutdt au nombre de défauts de page qu'aux instants ot se vé-
ritfient ces défauts. Ainsi, pour chaque algorithme, ils ont fait une étude
comparative entre les deux courbes qu’on obtient quand on considdre les pro-
babilités de défauts de page - rapport du nombre de défauts au nombre d'accés

a la mémolre - pour les différentes tailles de la mémoire réelle.

D'ailleurs, presque tous les travaux qu'on a examinés, sur les dé-
fauls de page, donnent des résultats, surtout en ce gquil concerne la perfor-

mance de 1'algorithme utilisé.

Le seul travail qu'on a trouvé et qui, d'aprés nous, fait une ana-
lyse statistigue plus profonde, a é6té celui de Lewis et Sheddler {28}, Ici,
ils font 1’analyse d'un programme, & partir de trois traces de défauts de
page, obtenues en utilisant 1'algorithme LRU, et en prenant trois tailles
différentes pour la mémoire réelle. Dans ce papier, ils ont essayé de cons-
truire un modéle pour le processus des défauts de page et ont commencé par

un modele de Poisson.
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Ce modele s'est montré tout de suite inadéquat. Aprés, ils ont
formulé 1'hypothése selon laguelle le processus serait un processus de re-
nouvellement. Les tests utilisés pour vérifier cette hypothése 1'ont rejetée
aussi (remarquons que ces résultats sont en accord avec ceux que nous avons

obtenus au chapitre II, paragraphe 1).

Finalement, ils ont supposé qu'il y avait deux types d'intervalles,
Xj’ entre défauts de pages, avec des fonctions de densités p1(x] et pzixl,
et ont formulé un modéle semi-Markovien & deux états dont la matrice de

transitinn ast

b - 1 1
'I—OLZ 0(.2
ol
= - r
a, =P {xj e p,(x) | Xi.q € Px)] o, = PLX; e p,(x] | Xjoq € Py0x0]
—a. =PI -0 =
1 a, P hxj € P2(x] I Xj~1 € p1(x)] 1 a, P[Xj € pq[x] l Xj-1 € P2(x)}

Pour 1'estimation des paramétres a1 et a2 et des parame@tres des
fonctions densités p1[x) et‘pzfx] dont le type a été supposé connu, trop
d’hypotheéses ont dil &tre faites, quelques-unes 1i ées aux caractéristiques
du programme en €tude. Par exemple, pour une certaine taille de la mémoire
reelle, il est supposé que les intervalles de type I sont ceux qui ont une
longueur supérieure & 30 000 unités. Pour d'autres programmes, cette hypo-
these n'est plus valable. Ainsi, il est trés difficile ae sohématiser 1la

méthode d'estimation.

D'ailleurs, dans 1l'analyse du modéle proposé dans ce papier, seule-
ment ont eté considérées trois tailles de la mémoire réelle, donc il n'a pas
été étudié la varietion des paramétres estimés, par rapport a la taille de

la mémoire réelle qui est le probléme fondamental.

Oe plus, ce modéle n'est pas complétement satisfaisant. La conclu-
sion de son analyse est gu'on doit considérer trois types d'intervalles
plutdt que deux types ; donc le modile plus convenable serait celui d'une

chaine de Markov & trois états.
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En faisant un petit résumé de ce gu’'on a dit jusqu'ici, nous sommes

.

arrivés & la situation suivante : les modéles les plus simples comme celui

des accroissaments indépendants, et celui de Poisson, ne s'adaptent pas.

Ainsi, on a décidé de prendre le modéle décrit dans la suite.

2.4. Modéle des retours d'une chalne de Markov & 1'état initial

2.4.1. Définition du modéle

Pour la définition de ce nouveau modéle, nous continuons toujours 3
considérer comme données expérimentales les réalisations du processus ponc-

tuel & temps discret (11 , pour s = 10, 20 et 30.

3 Jem

~

Comme ce processus s'est montré treés difficile & étudier directement,
on a essayé de trouver une chaine de Markov M a p+1 états, notés 0,1,....p.
définie par une matrice de transition § et un systéme de probabilités ini-

tiales quil puisse simuler le comportement du processus (Hj)j Al
€ .

Hypotheése {H2) : Les retours de la chaine de Markov M a 1'état initial O
’ simulent les instants M, , § = 1,2,..., pour lesquels

N

1'événement du processus ponctuel (M.}, - , se vérifie.

J Jem

x

Atnsi, nous associons le passage du systéme M dans 1'état O, a

1'oceurrence d’un défaut de page.

Dans un langage plus formel, qu'on a introduit en IT.2.7, nous
dirons que 1e systéme a 1'instant k retourne dans 1°état 0 guand se vérifie

1’ événement Ek suivant : la page Pk é Ck_

1
Ainsi, en considérant une réalisation du systéme M et en étudiant les
passages du systéme dans 1'état 0O, on obtiendra une simulation du processus

(Hj)j6 N

Notre objectif est de dédulre des renseignements concernant la matri-

ce Q et donc les caractéristiques du mod2le sous-jacent.
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2.4.2. Fractions rationnelles. Fonctions génératrices

Dans cette partie, on donnera un résultat assez impertant, ceoncernan
les fonctions génératrices et les fractions rationnelles.(Voir Paul

Montel [3071).

LEMME - Pour qu'une série entiére en s représente une fraction rationnelle,
il faut et il suffit que ses ceefficients vérifient une relation de

récurrence linfaire & coefficients constants.

Dem :

1) Condition nécessaire.

Soit {2.23) Als) = ¥ a s
K=

une fraction rationnelle de la forme

ti(s)
Vis]

{(2.24) A(s) =

ol Ul(s) et V(s) sont des polyndmes sans racines communes et de degré p-1 et

q respectivement. On suppose que p < g

|

U+ 4,8 t.ae.atld ]

2.25) Uls) o ’ -1

Vis]

1+ v,8 +ovuus + V 5
1 q

{on peut toujours admettire vD = 1, car on peut diviser-les deux termes u{s)

gt vis) par v, # 0).

Alors
Als) VIis) = U(s)

d’od la relation de récurrence

v
]

(2.286} a *....tav =10 n

n+g * an+Q*1V1 nqg
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Oonc, les a. vérifient une relation de récurrence lindaire a
coefficients constants d'ordre q ou d'ordre moindre {301, suivant que le

déterminant

ao 61 s = a0 . aq_1
81 62 « ¢ s = = = aq
(2.271 do = a a
2 3. ¢« + 4+ « » A
q+1
aq_1 aq « e an~2

est différent de 0 ou non. On suppose dD # 0.

Si 1la sulte a, vérifie une récurrence d'erdre q, on a

Ve @t Vq*1 a1 +...+v1an+q_1 + amq = 0

On en déduit gque, gquel que soit n

a._.p4 =t = =
Un DnM sz 0
ofl
a a e« e s « . 8
n n+1 n+qg
81 an+2 . e e amq+1
(z.281 09 = .
i .
an+q an+q+1 . e . an+2q
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2) Condition suffisante

Supposons que les cocefficients a véerifient une récurrence linéaire

d'ordre g, a coefficients constants,

n n
a_ = B1t1 + 52t2 Foaaaet Bqtq

en désignant par t1’t2"""tq‘ les racines supposées distinctes de 1'équation

caractéristique

Sq + Vqsq-—’i LAY

On a alors

uts) B ; (t,s)" + B ; (t.s)" + + B ; (t 51"
V(S} 1 = /l 2 - 2 s e aae q & q
n=o n=o n=0
B B
uts) _ "1 2 q
(2.29] V(S) e 1"’t 5 + 1‘t 5 +¢-cc+ 1“t 5
1 2 q
qui converge pour [s]|< S —
max ’ti]

Si les racines ne sont pas toutes distinctes et s'il y a, par exemple,
une racine d'ordre i, on aura le développement
Ufs) B, By By By B

(2.30) = * ot P S + + 3
. Vis] ~ T-st 2 —3 * I “e
54 (1-st, ) (1-st,37 1Sty

ol les racines tq, ti+1’ ti+2""’ tq sont distinctes.

Remarque : Dans la pratique, pour vérifier qu’une série entidre Al(s) est une

fraction rationnelle, il suffit de vérifier que les déterminants

Dg = 02+1 = .... = 0, o0 g est le degré du polyndme V(s).
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2.4.3. Application des résultats de 2.1 et 2.4.2. au modéle défini en 2.4.1.

Sur le modéle de 1la chaine de Markov M, 3 p+1 états 0,1....,p, on fera

1'hypotheése suivante :

Hypothése : La chalne de Markov M est irréductible et ergnﬁique forte. De plus,

sa matrice de transition Q, a toutes les valeurs propres distinctes.

THEDREQEI Soit v{z) 1a fonction génératrice du premier retour'en zéro, du
systéme défini par la chaine de Markov M. Alors la fonction
~ 1

Uz = v

simples, lesguels sont les invers des valeurs propres de la ma-

est une fraction rationnelle admettant pt+1 pdles
trice de transition Q.

Pem : De la relation (2.11) on a que

- n N n
{2.31) Un a1 t1 o, toor L., ap+1 tp+1
Le théoreme décoitle immédiatement du Lemme de 2.4.2 et du raisonnement

qui a conduit aux relations (2.10).

£n admettant qu'une des valeurs propres est égale & 1, on obtient, &

partir des relations antérieures, les relations suivantes

]+ E(

Ug-1""-2 2y g) * e

(2.32) [Uk—uk»1) - L

s -1 5 u, - ) =0

p k-p Uk~p—1

ou 21. Z?,....Zp sont les fonctions symétriques fondamentalés des autres va-

leurs propres. C’est-a-dire

p
L = ¥ t
17,0,
(2.331 .
L. = L t.t
2 qpy b
1,3§=1
£ = 1
= Mt
Pogaqd
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En écrivant les relations (2.32) pour k = p*1, p+2,...,.2p, on obtient

p relations linéaires par rapport aux inconnus 21,..., Lp

n

- _q1P
gp Z Bp—1 * Iy By to..+(=1) Ip Bg

P —
(2.34) B4 = Ty Byt 5 g teeeet (D g gy =0

. . - . = a = . - - . = = = = . * . . - . » & =

seeat (-1]P bX =0

Bopiq T Eq Bopop F Iy Bopo3 p Bp-1

En considérant les p équations lindaires (2.34) plus 1'équation (2.32),
on obtient un systéme dont le déterminant doit &tre nul. Représentons ce déter-

minant par D(p.k)

R e e e e e s (-1]P B

p Bp-1

P
Bp+1 *Bp R R 81

- - . a - » . » - - . .« a . . . =

O{p.K) =
- =
Byp-1 Bop-z v v 00 B2p-1
1P . k2 2p+1
Buoq Byog o ooos s s (1) Bi-p-1
11 faut donc que Dip,k} = O, k 2 2p+1

Alors, du point de vue pratique, il faut faire un programme pour
calculer D(p,k) et la plus petite valeur de p, telle que D[p,k] =0,

Yk 2 2p+1, est la valeur cherchée pour 1'ordre de la récurrence.

De la résolution du systéeme (2.34) on obtiendra 21,... Xp et, d’'apreés

les relations (2.33) on obtient les valeurs propres t1,....tp. de la matrice

de transition .

Remargue : D'apres les hypothéses faites, toutes ces valeurs propres doivent

étre, en module, inférieures a 1.
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2.4.4. Application pratique

En ce qui concerne la vérification pratique de ce modéle, nous avons
commencé par estimer les valeurs des probabilités Ve nos 0,1,.... Lles
estimateurs utilisés ont été '

tn)
n

00

n
o

ou h;g} est le nombre de fois que le systéme passe de 1'état 0 3 1'6tat O en

n pas, et n, le nombre de passages dans 1'état O.

Sur les estimateurs utilisés, on peut faire les considérations sui-

vantes [11.

Soit D un ensemble de paires (1,3) et considérons la classe des ma-
trices de transition {pij)sxs’ tels que pij > 0, si et seulement si (i,3) « D.
Supposons que D est régulier, c'est-a-dire, les matrices de la classe considé-

rée sont ergodiques fortes et irréductibles.

Représentons par nij le nombre de fois que, dans une réalisation, le
systéme passe directement de 1'état 1 & 1'état j et par ng le nombre total

de passages en 1. On a le théoréme suivant (T1}, page }..

THEOREME Si D est régulier, alors les estimateurs du maxiﬁum de vraisem-

n

blance de pij sont
. i}
My

pij =

A partir des estimateurs Gn, on a obtenu les estimaﬁeurs pour Un en
utilisant les relations (2.5}. Une fois ces valeurs obtenues, on a véerifisé
que les ooefficients de la fonetion génératrice U(z), satisfont 3 des rela-

tions de récurrence dont on a estimé 1'ordre p, a partir des déterminants
D(p,k). Tous ces résultats se trouvent consignés dans le programme MEMOIRE

de 1'anexe II,
Ce programme permet donc :

a) D'obtenir les estimateurs des probabilités Un

b) De calculer les déterminants D{p,k). Ce calcul doit &tre poursuivit jusqu'a
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obtenir une valeur de p telle que

.
D(p,k) < 10 > R Vk > 2p+1

La valeur maximale considérée pour k a 8té k = 50.

c) De calculer la solution du systéme (2.3.4), aprés y avoir remplacé la va-
leur de p déja obtenue. On obtient les valeurs de 51, 32,...,gp.

d} De calculer les racines du polyndme

P P-1 P-2
5 - s + g £

P -
’ 5 Treet (-1) ep ~AD

qui sont les valeurs propres de la matrice de transition Q.

1. Pour une taille de la mémoire réelle égale & 10, la valeur de p obtenue est

Les valeurs propres sont en module égales 3

lt,] = 1.1 4845
lt,] = . 468002
lty] = 1.1 8832
lt, =1.18832

Ces valeurs ne sont pas en accord avec 1'hypothése faite sur 1’ergodi-
cité de la chaine de Markov, selon laquelle toutes les valeurs devraient &tre,

en module, infériesures & 1.

Pour une taille de la mémoire réelle égale & 20, on a obtenu les valeur

suivantes :

p = 4

Vateurs propres : It1! =.29103
[t,| = .29 103
[t)] =2.50577
'}t4{ =.31384
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Finalement, pour une taille de la mémoire réelle égale & 30, on a les

résultats suilvants :

p=3
Valeurs propres : ‘t11 =,246389

it
o
2
o
o
.

,tg‘ h

It 3.3552 4

]

3

Conclusion

Dans les trois applications pratiques cansidérées; les résultats ne sont
pas en accord avec 1'hypothése faite sur la chaine de Markov parce qu'il y a

toujours des valeurs propres, en module, supérieures a 1.

Ainsi, on n'a pas pu conclure que ce modeéle de la-chaine de Markov a

p+i, étalt un modéle adéquate pour notre processus.

11 est convenable , & ce point-13, de remargquer le suivant : dans le
programmne MEMODIRE, on a eu besoin de faire appel 3 quelques subroutines de la
bibliothéque des programmes du CII, notamment pour le calcul des déterminants
el des racines du polyndme. Or, ce peut Btre le cas, gu'on ait introduit des

erreurs d'arrondissement et de troncature, de fagon a falsifier les résultats.

Toutefols, le raisonnement développé dans ce paragréﬂhe, nous semble

trés intéressant parce gqu’il nous permet d’estimer 1'ordre et les valeurs

»

propres d'une matrice de transition ), associés a une chainé de Markev M, quand

on ne connait qu'un élément pigl, i et § fixés, de Qn . n=1,2,3...
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CHAPITRE I1I1I

DEFINITION D'UN MODELE POUR UN

PROCESSUS PONCTUEL A VALEURS VECTORIELLES.

1. PRESENTATION DES HISTOGRAMMES

Jusqu'ici, on a considéré le processus Hj comme un processus ponctuel
a temps discret. Dans le champ d’action de la statistique descriptive qu'on

essaye d'utiliser, c'était 1'hypothése la plus simple.

Toutefols, tous les modéles qu'on a essayés d'adapter au processus T[j

ont été rejetés et on n'a donc pas réussi a trouver un modéle qui puisse re-

présenter convenablement les données.

On a donc décidé d'envisager le processus d'une autre fagon : on va
considérer ﬂ1 comme un processus ponctuel & valeurs vectorielles. L'ocecurrence
d’un défaut be page n'est plus indépendant de la page concernée, mais par contre,
on tient compte du numéro p de la page ayant fait défaut. Ce numéro p appartient

a un ensemble E = {1,2,...,n}.

Dans ce cas, nous avons comme données expérimentales, la suite des
instants o0 11 y a eu un défaut de page avec, pour chaque défaut, le numéro de

la page concernée.

Ce processus HJ est consldéré comme une superpositioﬁ de n processus
ponctuels & temps discret Hg ol s'identifie par H? le processus des instants
ol la page p fait défaut, p € E. Ainsi, une réalisatidn de Hj ast une

suite d'événements telle que 1'occurrence d'un événement a 1°instant J se

. . . . P
verifie, si et seulement si un événement se vérifie dans un processus I

i

(voir figure 15).
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Fig. 15 Superposition de n processus ponctuels

Nous supposerons que les occurrences multiples ont probabilité nulle.

L*espace des états du processus ponctuel ]I, sera donc 1l'ensemble de n &léments

J

(1 1] ol Jo o] )
2 0 1 0 0
ﬁaooq,o‘r
n 0 8] g 1
KL._\—.-L.« .‘JJ

Les propriétés du processus Hj seront déduites de celles des processus

H? gt c'est donec ces processus gu’on étudie.

Comme données expérimentales, nous avons pour chagque page la suite des

instants ot la page fait défaut.

Pour plusieurs valeurs du paramétre s, taille mémeire réelle, on a
commencé par construire les histogrammes des intervalles entre les événements

des processus H?. Pour cela, on a construit le programme GENITA -de 1l'anexell.

Aprés une premiere analyse de ces histogrammes, on a décidé de limiter
notre étude aux valeurs de s ¢ [ 20,30], parce que c'était dans cet intervalle

gu’'il nous a semblé se- trouver la taille optimale pour le paramétre s.

Avant de présenter guelques-uns des histogrammes cobtenus, nous ferons

les considérations suivantes.



1. Le paramétre Pagenb qui apparait en téte de 1'histogramme représente la
taille de la mémoire réelle, donc 11 est le paramétre qu'on a représenté jus-
qu'ici par s. La raison de cette nomenclature, c'est que le parametre faisait
partie, avec le nom Pagenb, de certains programmes déja constitués en fichier
et gqu’'on a eu besoin d'utiliser. Pour une question d'uniformité dans les pro-

grammes, on n'a pas changé le nom.

2. Le numéro de la page est aussi défini dans les programmes qu'’on a utilisés.
Dans le cas présent, 1’ensemble £ de ces pages est constitué par les numéros
{54.85.....92,95,88,107.108.111.113,114,...,?19}, donc on a une mémoire vir-

tuelle de 41 pages.

3. L'unité de temps est donnée par 1'intervalle de temps entre deux référen-

ces aux pages. Nous travaillons donc avec un million de références.

4. Pour la présentation des histogrammes,on a pour chague page p, groupg les
P

N

la taille mémoire réelle. Ces histogrammes ont été groupés par ordre croissant

histogrammes correspondants au processus I, .qu'on obtient quand on fait varier

du paramétre Pagenbi.
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2. ANALYSE DESCRIPTIVE ET INTERPRETATION DES HISTOGRAMMES

Aprés une premiére analyse des histogrammes obtenus, on a vérifié un
fait remarquable : tous les histogrammes obtenus pourraient &tre regroupés en
trois classes, chaque classe ayant un type d'histogramme bien défini. Les his-
togrammes présentés appartiennent aux deux premiers types qu'on décrit dans la

suite.

Type I - Histogramme décroissant.

Ce type d’'histrogramme a 1'allure suivante :

A

1 } t —t

A\

Figure 16

les fréguences sont décroissantes, normalement, avec une décroissance
trés rapide. La freéquence des intervalles petits est trés grande, mais quand
la longueur de ces intervalles augmente, la firéquence commence & décroitre

tres vite.

ment référencées mais, comme la mémoire réelle est trop petite, elles ne peu-
vent pas y rester. Ainsi, 1la page référencée fait souvent défaut, donc les in-

tervalles entre défauts de page sont petits.

On observe que la taille moyenne de ces intervalles est, pour ce type



d'histogramme, inférieur & 20000 unités, donc en moyenne pour chaque 20000 ré-

férences de pages, on observe un défaut.

Type II1 -‘Histogranme'unimodal.
Ce type d’'histogramme a 1'allure suivante :

N

Y 4

Figure 17

Dans ce type d'histogramme, on note un fait remarquable : la mode se
trouve dans la deuxiéme classe, dans tous les histogrammes appartenant a ce

type. Aprés la deuxiéme classe, les fréquences sont décroissantes. Par rapport

au type I, quand gy passe au type IT, la fréquence la plus élevée passe de 1a

premieére classe & la deuxiéme classe.

Interprétation - Ce type correspond aux pages référencées moins souvent, donc

la moyenne de 1a longueur des intervalles augmente par rapport au type T.

Appartiennent aussi a ce type Yes pages qui, pour une taille de mémoire
reelle plus petite, appartenaient au type I. Quand on augmente la taille de la
mémoire réelle, les pages référencées souvent ont une plus grande probabilite
d'y rester, done, quand on fait référence 3 1'une de ces pages, la probabilité
qu'elle fasse défaut est plus petite. Ainsi, 1la moyenne de Ia longueur des in-
tervalles entre défauts est plus grande que pour le type I et est comprise

entre 20000 et 40000 unités.
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Type TII - Histogramme de fréquences petites et dispersées.

Ce type est caractérisé par des fréquences trés petites et trés dis-

perseées.

Quand s est petit, il v a peu de ces histogrammes (cf. tableau &]}.

~

tes histogrammes appartenant a ce type n'ont pas assez d'observations

pour étre étudiées statistiquement. On ne les a pas présentées.

Interpreétation : Appartiennent & ce type les pages rarement référencées et les
pages qui ne font jamais de défauts ou qui n’en font que trés peu. Par exemple,
si une page est référencée trés souvent, mais si la mémoire réelle est suffisan
ment grande, cette page a une grande probabilité de ' rester dans la mémoire

réelle, donc elle fera trés peu de défauts.

Pour un programme donné, quand le rapport taille mémoire réelle alloué
au programme et taille mémoire virtuelle s'approche de 1, alors toutes les page

auront des histogrammes de ce type.

La grande fréquence de pages dans ce type d'histogramme pour des taille
de la mémoire réelle de 28, 28 et 30 pages (cf. tableau 85 ) est natu-
relle parce que notre programme a 41 pages virtuelles, donc on lui a alloué,

dans la mémoire réelle, un espace de plus de 70% de sa mémoire virtuelle.

On peut donc conlure que la nature de l’histogramhe dépend essentielle-

ment du parametre taille-mémoire réelle.

En effet, c'est ce qu'on a observé. On a commencé par une taille de mé-
moire de 20 pages. Dans ce cas, la plupart des pages appartiennent au type I.

Plus précisément, on a les pourcentages suivants
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Pour chaque type d'histogramme, on a construit 1le graphe des fréquences

de ves histogrammes par rapport a la taille de la mémoire réelle. On représente

ces graphes dans les trois figures suivantes.

1/2

rréquences des
histogrammes

TYPE 1

Figure 18 -

anas SN u
20 21 22 23 24 25 26 2 28 29 30 Taille mémoire

rédelle

Histogramme des fréguences des histogrammes de type 1

pour s € 720,30].



1 |
Fréquences des
histog rammes l
TYPE 11 :
I/2 4

20 21 22 23 24 2?5 26 27 28 29 30 puiv3e mémoire
réelle

Figure 19 - Histogramme Ues fréquences des histogrammes de type II,
pour s ¢ [20,30].

1
¥réquences des
histogrammes
TYPE I1IX
1/2

20 21 22 23 2425 26 21 28 29 30 faille mémoire
réelle

Figure 20 - Histogramme des fréquences des histogrammes de type III,
pour s ¢ [20,30].
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Quand on augmente progressivement la taille de wmémoire réelle jusqu’a
26, la plupart des pages qul appartenalent au type I viennent a appartenir au
type II, alors gque le nombre de pages qui appartenaient au type I1I1 se conserve

plus ou moins constant.

Pour une valeur de s > 26 un grand pourcentage des pages qui apparte-

naient. au type II deviemnent du type III qul est, pour s = 30, le type dominant.

Nous pouvons donc considérer notre programme constitué essentiellement
par deux ensembles de pages : un ensemble A, plus petit, constitué par les pa-
ges qul n'ont pas un comportement normal par rapport a l’enéemble de toutes lesb
pages, soit pour avoir une fréguence d'utilisation tres grande, soit pour avoir
cette fréquence trés petite. Quel que soit le cas, le résultat est toujours un
nombre trés petit de défauts de page. lLes pages appartenant & cet ensemble ont,

pour s < 28, un histogramme de type III.

L’autre ensemble B, le plus nombreux, est constitué par les pages qui
ont une fréquence d'utilisation plus uniforme.les unes par rapport aux auvtres.
La plupart de ces pages appartiennent, pour s = 20, au type I {cf. tableau,
figure 18). C'est & partir de ces pages ¢ B, gque nous allons étudier le compor-
tement du programme par rapport a la taille de la mémoire réelle, parce que
ces papges, avec la croissance progressive de s, appartiennent aux types II et
IIT {cf. tableau figure 18). Pour une page € B, le fait qu’'elle appartient au
type TII est une conséquence de la taille de la mémoire réeli@. c'est-3-dire
que le nombre trés petit de défauts de page est dih 3 une taille suffisamment
grande de la mémoire réelle alors que, pour une page ¢ A.,lgAfait qu’elle a

un histogramme de type IIT ne dépend pas essentiellement de la taille de la

mémoire réelle.

Avec le croissance de s, 11 y a donc une transition entre le nombre
d*histogrammes appartenant & chague type. Un point trés important dans cette
transition, est donné par 1'abeisse du maximum de la courbe gue donne les fré-
quences des histogrammes du type II par rapport 3 la taille mémoire relle, par-

ce gue, diapres nous, c'est le type IT le plus intéressant, ce qui nous donne
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mieux 1'idée de 1'influence de la taille de la mémoire réelle sur le comporte-

ment du programme.

Dans le cas présent, on a s = 2B8. Cette valeur, nous la considérons,
dans une premiere approche, comme la taille optimal de la mémoire réelle qu'on

doit allouer & ce programme.

Dans cette analyse préliminaire qui nous a conduit 3 1la classification
des histogrammes, il y a un autre fait & remarquer : dans la plupart des his-
togrammes, il y a une classe, contenant un élément qui se situe aprés un cer-

tain nombre de classes qui ne contiennent pas d'&léments,

C'est~a-dire que, pour toutes les pages, il y a un intervalle entre
deux défauts successifs, de longueur trés grande, par répport aux autres in-

tervalles.

Par exemple, pour une taille de mémoire réelle égale & 20, on a vérific
que cet intervalle a, dans la plupart des pages, une longueur comprise entre
100000 et 110000 références, donc la classe est la 11éme. Pour une taille de
mémoire plus grande, la longueur de cet intervalle augmente, et il n'y a pas

une classe fixe a lagquelle appartienne cet intervalle.

L'explication qu'on a trouvé pour ce fait, c'estila suivante : i1
doit y avoir, ‘dans le programme, une boucle. C’est~é~dirg gue, dans 1'exécutiaor
du programme et pendant un certain intervalle de temps, il y a un ensemble
de pages, toujours les mémes, qui sont référencées. Si lé nombre de ces pages
n'est pas trop grand, elles resteront presque toutes dans la mémoire réelle
et i1 n'y aura méme aucun défaut. Ainsi, dans cette partie du déroulement du
programme, la longueur de 1'intervalle entre deux défauts est trés grande par

rapport aux autres intervalles.

Par exemple, pour s = 20, dans la visualisation des processus H?,
figure 4, on voit trés bien ce qu’'on vient de dire. L'intervalle de temps
41500 < t < 515000, correspond nettement & une boucle dans le programme. Il
y a une autre boucle plus petite pour 670000 < t < 700000, mais qui n'a pas

les mémes effets sur les histogrammes, que la boucle antérieure.
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On peut donc en conclure que cette anomalie dans les histogrammes
(classe avec un élément trés éloigné des autres) est due essentiellement 3 la

structure du programme.

De 1'observation des histogrammes, i1 Yy a un autre fait qui doit étre
pris en considération et pour lequel on essayera aussi de trouver une explica-

tion au sens informatique.

On observe, dans certains histogrammes, qu'on a classifiés de type 11,
que, aprés une certaine régularité en ce qui concerne le décroissement des
frequences, il y a une fréquence plus grande que l'éntérieure et, apres, les
fréquences commencent de nouveau & décroitre. Ces histogranﬁes présentent donc

une  deuxieme mode, bien que plus petite que la mode de la deuxiéme classe.

Ce fait peut &tre dit & ce qu’'on a appelé "la propriété de localite”,
dans le chapitre I. Dans un certain intervalle de temps, 11 y a un petit ensem-
ble de pages qui sont les plus référencées, et forment de ce fait une "localité”.
Nous pouvons figurer un programme en faisant des transitions entre "localités®.
Quand on entre dans une "localité”, 1la longueur des intervalles entre défauts

augmente, d'o0 la  dauxiéme mode observée.
On a ainsi un autre phénoméne dit & la structuration des programmes.

Un troisieme point gu'on a observé, c'est le sulvant : il y a des pages,
avec des histogrammes tout & falt pareils. Par exemple, les pages 26 gt 77.
Cette conclusion pourralt &tre retirée aussi de 1°observatinnides graphiques qui
visualisent ces processus. On observe, dans ces graphiques, que les pages 76

et 77 font toujours des défauts suivis.

Aprés cette analyse, il nous reste a étudier les histogrammes type I et

type II, en ne tenant pas compte des valeurs aberrantes.

Nans le paragraphe suivant, on va étudier le processus associé a une

page.
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3.ETUDE DU PROCESSUS DE DEFAUTS DE PAGE

3.1. Etude d'un’ lemme

Nous commengons le §3. par en oncer et démo

nous sera utile par la suite.

LEMME  3.1.1

"Sait (?rlr>l, une suite de vecteurs aléato

ntrer un lemme, qui

ires indépendantes et

- . . o = . . . ‘s
de méme loi, ol Dr=a ou 1 et T est une variable aléatoire (v.a.) entié-

re positive; on désigne par G la fonction génératrice (f.g.) de Tr et par

Gl » la fonction génératrice de Tr conditionnelle & ( Dr=l i
Soit R la variable aléatoire définie par
(1] { R=r J== ( Dys170:04,0%0s «ve LDy g=0.05, =1 ), r2d
Alors , la wv.a.
(2) X = TJ+1+ Tj+2+ “es *Tj+R
a pour fonction génératrice
B G
(3} GX R S
» 1-G+B Gl
ol B= P(D_=13)"
— r
Dem: Par définition de fonction génératrice
Ty, qteastT
1
(4) Glu) = £ E{u 3" IR Rer} p(rR=1)
r>1.
Tjer TE
= % E{u | (O, =} T E {u (D,,.=c} PU(D,, .=0})
r>1 Jrr i=1 I+ J*d

Réprésentant par Go(u} et Gliu), les fonctio
conditionnelles respectivement a [Dr=0] et (Dr=1]' e

on  a

PU(D. =1))
jtr

ns génératrices de Tr
t par B8 =P[(DP=1]) s
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- -1
Golw) = I G (w6 ) Ta-g ) g
X 1 0
ri}
g bl[u)
(5) = T
1—(1—B]b0(u)
Mais
TI‘ TI’ T!‘
Efu ) =E{u . 1[U :0)} + E{u . 1(0 . }
J’ o r r=1)
(6) Glu) = (1-g )G _(u)+g 6, (u)

et la démonstration est achevée d’apres (5),

PROPOSISION 3.1.1

"Avec les notations et dans les conditions du Iemmne antérieur ,

L’ éspérance mathématique de la v.a. X est épgale a

(7) Eoxy = B
B
Dem:
O LT
o
EOO = 2 ELTy 0 oon 0T, o[ Red P(Rer)
Ell
= I E£{T}r P(R=r)
Q;l
(a) = E(T) E(R)

D'aprés la définition, R est une v.a. de loi géométrique, de pa-

rametre g - Ainsi,

- 1
(9} F(R) = —
§

el la démonstration est achevée d’apres (8).

Remarque 3.1.1
On remarque que 1'équation (3) peut &tre obtenue directement, en
faisant un raisonnement de renouvellement (Feller (14},pag.330 et Feller

(15),pag.186). En effet, en utilisant les notations du lemme, on a
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n-1

Yo =)t =
I\ -

(1o) P{X=n} = P(Tj+1=n. )

P(Tj+ =k. 1

1 (Drzo}}P(x=n~k)

1
Donc, ces probabilités satisfont & une équation de convaolution du
type de 1'éguation de renouvellement.
L'obtention de 1'équation (3} a partir de (lo) est immédiate.

En appliquant le théoréme du rencuvellement (Feller {14),pag.330)
on obtient les résultats suivants:

1. Si P[[Dr=0]]> 1, alors P(X=n) =+ o

et
P[(Dr=l]J

P{X=n} = =———m 1

1 1-P({D_=c})
r

o8

2. Si P((DP=0))=1, alors

PUD=1))

P{X=n) —> u

P[iDr=o]]

ol y est 1'éspé rance mathématique des v.a. Tfa Done

P{X=n} -+ o

3.2. Loi de 1'intervalle entre deux appels successifs défla méme page

Soit E = (1,2,...,n) la mémoire virtuelle du programme, c.a.d.,
1'ensemble de toutes les pages qui peuvent &tre appelées, pendant 1'éxé-

cution du programme.

On réprésente par Pt’ t €N, Pte E, le numéro de la page appelée

a l'instant t.



Hypothese [Hll

"On considére (Pt' t eN}, comme des variables aléatoires (v.a.)

indépendantes, de méme loi, définie par

Vie n , VjcE PP =j)) = Py pj#o "

Rappel
Soient Cl,Cz. ..., c°, les s cases ordonnées, qu'on utilise pour
répré senter la mémoire réelle (m.r.); elles sont occupées par des pages

et on désigne par

i i
Cy (LeN, i=1,....s8), Cy e E

I'indice de la page qui se trouve dans la case ci. a 1'instant t. Dans la

suite on confondra page et indice de cette page.

Lorsque la mémoire réelle fonctionne selon 1*algorithme LRU, a cha-

que instant t, on opé re comme suit:

i . 1
Si Pt est dans une case ¢, 1<s, on la transfére dans ¢ . Toutes
les pages dans les cases CJ. pour J <1, sont repoussées d*une case. Les au-
; Kk
tres pages, c.a.d., celles qui se trouvent dans les cases c', 1< k<s ,

restent dans la méme position;

Si Pt n'est pas dans une case de la m.r., on enléve la page qui se’
trouve dans ¢, on décale les autres d'une case et on mets Ptbdans cl.
Hypothase (HZJ

"On counsidére que la mémoire réelle a une taille s et fonctionne

selon 1°'algoritime LRU”

Notations

Dans ce paragraphe, on se fixe une page 1: on ne fait pas apparai-
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tre 1'indice i, pour simplifier 1'écriture, mais on le fera apparaitre

dés gue nécessaire.

On désigne par

D
(11) z= .5 .
r Tr gzz

la suite des vecteurs aléatoires, définis par

r
(12) t= 5 7

est l'instant du r.iéme appel de la page i,

i}, 81 la page i est en m.r. a 1'instant’tr
(13) o ={

1 sinon

Les instants d'appel de la page, pour lesquels Dr=l,fsont des ins-
tants ol il y a défaut de page. Comme nous sommes intéressés en étudier le
processus des instants des défauts de page, nous nous interessons plutdt

aux instants tr‘ pour lesquels la v.a. Dr=l'

Enfin on désigne par Q(p)} la loi géométrique de ﬁaramétre p, c.a.d.,

définie par la probabilité

p (l-plk—l, pour tout entier k> 1.

Théoreme 3.2.1.

Sous les hypothésas (Hl} et (Hzl, les vecteurs aléatoires (zr]rgZ

~ sont_indépendantes et ont tous la m@me loi, définie par:

{i4) PTr: Q(pi)

(15) PO(D =1))= I S ety
:ngéijw;_ﬁlﬂpi )(1~(pi +pié])...ﬁl~(p. toees TPy )}

od V3, 166, si sl

= l—bi si s=1
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La loi de probabilité de 7. conditionnelle a (Dr=1) est égale &

‘ - 2 = . - ,
(16) Pl— Q(pi)eif.%i hi(il,....is_l)Q(l Py Jo gl Ipi Py He...
£i s-1 1 1 2
...QQ(I—(pi toees tpy 1) e
1 s-1
ou ® Uésigne le produit de convolution

- . ) _ hi(il'-n-.is_l]
hi(ll.....ls_l]~

P([Dr=1])

P; P; -eup (A-(p,+p, *...tp, - ))
Lyl T Ty !

hi{il'...’is"l]:
(1-p, Jl-(p, +p, 1) ... (i-(p, *...p 1)
o Hhit 4 o1

91 est_la fonction de Dirac, concentrée dans le point 1

puur s >1 et Pl: Uipy). 31 si s=1"

Dem: L’indépendance des vecteurs aléatoires [Zr)r suit immédiatement

>2’

de 1'hypotheése [Hl). NDe cette hypothése on déduit ;Essi la loi des v.a.Tr.

Afin de déterminer la loi de Tr’ conditionnelle 3 Dr=1’ considé-
rons en détaille une des trajectoires qui donnent

T = s+u, D=1 quand s> 1,
r r

Les résultats pour le cas ol s=1 sont immédiats.

0'aprés 1°hypothése (H,), on a qu'a 1'instant tr—l la page i se
trouve dans la position 1 de la m.r..A partir de cet 1nstant; Jusqu'’a 1

Instant tr, on a la trajectoire suivante

il’ilf""il’iz’(iyou 12]..f.,[110u 12).13,(11 ou i, Qumia),...(i{_u9
Ny ‘u. » w) ‘»uis ~\J_’T¢:‘-:—~
Iyoudz).i,. ... .18_1,(%l ou %2 ou ... ou is~l]"""(il ou i ou...i

—————

—
[ ‘g-n

(pas(ilou 1,00 ...ou i,.4)).pas @:::.{p§§_{. i

u;~ [] ‘,u'»

o0 il% 12# cee A is_.% i

2 5-1

),
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et ul+u2+ e +us_l+us= u
La probabilité de cette trajectoire est
u. u u
1 2 s-1
P, Py P, (p, +p. ) P, «e.p, (p, +...+p, ) (1-(p,+p. +.
1t T 3 ter 4y Ts-1 o
u -1
+ NA-py % p
Py i i
s-1
La somme, sur toutes les trajectoires possibles, donne
4 Y2
(17) P(T = stu.lip _0y) = % Pi P; «..p, P; (p. +p. ) .
r L L ETC TR S SO 1
#1
Hs-1
colp, +...p, ) (1-(p,+p. + +p, )]
h1 te-1 4 ts-1
uS-l
(l—pi) p
s
od I u,.=y
j=1

Si on somme sur u, c.a.d., sur u
P[(Dr=l)]. Donc, si

>0,...,u 20, u_>1, on obtient
1= s-1="" "g
s> 1
Py Py ceepy (1-{p Py ot .}+p1 )]
b 1 72 s~1 : -1
(18) P(B =1))= &
r lT.Fl 1 -
41 575 (1-p, J(1-(p, +p ))...[l—(pi teaatp ))
1 1 2 1 s-1
D'autre part
u u
(19) PIT =svu [0 -1)) = — L 2 P, (1-p, Jp, +py ) 7
PU(D_=1)) 1f.#1_ . S
r #i
|
(1-(p, +p, ))...(p, +tooatp, ) _
i l1 i3 (1 (pil+
us—l
.+piS—1]J(l—piJ G hi(ll. ,1 )



o0 on a représenté par hi(il.....is_l) le terme de la somme (18).

En faisant le changement de variables

ui=ul+1

ué=u2+1

4 =
“s-l us_l+l
de tfagon a obLtenir les lois géométriques, on a que
s-1
L ulry =u+s-1,
j=1 7
Alnsi, a partir de (1Y)}, on obtient comme loi de Tr

» conditionnel-
le & Ur:l, 1'expression suivante

by, eea,di )
(?0) = Qlpge = 11 s-1

ig. 41 pP((D =1))
f#isl ol

0U1-p; J® ...@ 0(1-(p, +
1 1

ety )} ® 31

s5-1

ot ”1 est la loi d'une variable aléatoire toujours égale a4 1, d'od 1la
conclusien du théoréme.

Remarque 3.2.1

n montrera dansin anexe, 3 la fin du §3, que la probabilité d°
une configuration Iz[i}"'“'is] de la m.r., est égale 3
Piz Py
PD=p, —2 L. 5
li-p,

I-p, -...-p
1 4 ig1

Alors,on a

P
P([D“:l))=;[=("‘ LLP(I]
i ‘|'n5

ot Vi, ij e(E-(i)) et il¢ 12% coo i8
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Cette somme semble impossible de calculer numériquement; néapgmoins
dans la pratique, 1l n’existe qu'un nombre restreint de classes dé poges,
ayant des probabilités d’appel tres voisines; ainsi, on peut sommer sur
un ensemble k de Cdnfigurations de classes, au lieu de sommer sur un ensem-

ble, dont la cardinalité est bien supérieure.

Corollaire 3.2.1.

"Sous les hypotheses du théoréme 3.2. et conditionnellement a

Dr=1, la fonction génératrice de la v.a. Tr’ gst égale &

s+l | By 02D, (1-{ps+p: ..., 1]
! X# A Ph t5-1
i#.#1 '
l—u(l—pi) {fis‘flP{(Dr=1)3{1—upil]...{l—u(pil+...+pi 1})
5

{21} Gl(ul“

si s »1, et

2

u” p,
1 .
B et o S1 s=1 ",

(l—u(l—pill

Dem: D'apres la loi de [Trl (Dr=l)]' obtenue dans le théoreéme antérieur,

on déduit que sa fonction génératrice est, pour s> 1

Gl[u]=G {ul) .G (ul., ...

ni(il....,is,lleg(l_pi :

1 . Q[lf(pi Py 1)

L
pr.}i £i
i 71
{#i s 1 72

»eeB3 J.
Q(1~(pi +Il.+pi ]){u u

1 s-1

Py Py «+eP; (1-(p,+p, +,.}+p. Ju{l-p, )

0k @ 1'2  ts-1 -1 ts-1 1
~u(l-p,) 1#.#1 - - -

1-u(1-p.) f#is-flp“op 10 pil){l {pilfpiz i

)...{l—(pi_+...+pi l))
s—

ul{l-(p, +p, })..oull-(p, +...+p, 1]
11 12 11 15-1 u

{I-up, J(i-ulp, +p, J}...{1-~ulp, +...*p, 1)
. 1l il 12 11 15*1
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s+1 Py Py oeep (1-(p,+p, +...+p ))
R X L T, 1 tea

1-u(1- Py ):1{ %S 1 P([D =1})(1- -upy ).,.[l—u(pi +‘..+pi ))
1 1 : s-1

Le cas o0 s=1 est immédiat.

3.3. Loi de 1'intervalle entre un instant quelconque d'appel de la pa-

ge 1, et le prochain défaut de cette page. Taux de défauts de pa-

£e.

Dans ce paragraphe on utilise les notations du §3.2. et on répré-
sente par la v.a. U, 1'iptervalle de temps entre un instant quelconque

tj' et le prochain défaut de la page i,

Usz+1+Tj+2+"'+Tj+R ot R 21, est le premier indice tel que

Theéoreme 3.3.1.

"Sous les hypotheses (Hl) et [H?]. la fonction génératrice de la

v.ad. U est égale &

i
o R .
(23) Gy(uw) = 1- — T lul <2
=
1 -u
ou
Py Py es.p (1-(p,+p, +...+p
1 P i 1*Py i)
(24) H(w) = o° & 1 2 s-1 1 s-1
i#. A1
F-7l (1-up; Y(I-ulpy +py J..oU-ulp, +.ivp, 1)

1 1 2 1 s-1

si s >1 et

Hlu) = u[l—pi] si s=1"
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Dem: D'aprés 1'hypothése (Hl]. les v.a. Tr sont indépendantes et de mé-
me loi géométrique, de paramétre Py Ainsi, en appliquant le lemne 3.1.1.

on a

P([Dr=l)] Gl(u)

(25) GU[u] =

l~GQ[ﬂj](u)+P((DF=1))Gl(u]

ott, on a réprésenté par Gllu] la f.g. de Tr conditionnelle a (Dr=1] et

par G ][u), la f.g. de la loi géométrique Q[pi].

Q(pi
Dans le cas ot s >1, d'aprés le corollaire 3.2.1., 0n>a
(26) Gy (W) = Gy (). ——F—— . H(u)
i PL(D =1))
r
L
Py Py «eePy [1-(pi+pi teaotpy ))
Hiu) = o° 5 | s-1 1 s-1
ig.41 0 (l-upy J(1-ulp, +p, 1)...(1-ulp, +...+p 1)
f;‘is ! ! 'l 1 te-1
et
up,
i
G, (u) =
Q(pij 1~u[1-pj]
En remplagant (26) et (27) dans (25), on obtient, apreés un petit
calcul

1
u piH(u)

1+ —
1-u

bU(u] = 1-

Dans le cas o0 s=1, d'aprés le corollaire 3.2.1., on a que
Gl[u) = U'GQ[p_)(U) et d’apres le théoréme 3.2.1., on a que P((Dr=1))=

= l-pi, d'ol, en remplagant ces expressions dans {25), on obtient,
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GU{u) = 1-

d’ol la conclusion du théoreéme.

Notation
Soit tr .t ,...,tr »+.0« la suite des successifs instants d'appel

3

de la page i, p%ur %esquels Dr =1, c.a.d., la suite (tr Jj>1’ est la sui-

J

te des instants de défauts con%écutifs de la page i.

On réprésente par Vj 1'intervalle entre le j.iéme et le (j+1).
iéme défauts de la page i.

Avec cette notation, les v.a. Vj peuvent s'écrire

{28) Vj = T +T

Corollaire 3.3.1.

"Sous les hypothéses [Hl)_EE [HZJ. les v.a. (Vj, j;}} sont in-

dépendantes, de méme loi, dont la fonction génératrice est égale a

R 1
(23) bylu) =1 up; H(u)
1+ ‘

1-u
_ou

Py Py +=-Py [l~(pi+pi taeatpy )
(30) Hu} = u® ¢ 12 s71 1 s-1

1.1 (1-up, )} ... (1-ulp; +...+p, )
18- ! ! s1

si s> et
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(31) H{ul = u (l—pi] st s=1"

Demn: Les v.a. Vj sont des sommes (28} disjointes de v.a. indépendantes
et de méme loi, d'od la premiére partie du théoréme. La démonstration

est achevée en tenani compte du théoréme antérieur.

Remarque 3.3.1.
En tepant compte de la remarque 3.1.1. nous obtenons les résul-

tats sulvants:

a} 5i la probabilité que la page i ne sort pas de la m.r. entre

=

deux appels successifs, est inférieure a 1, alors

Pl V.=n) -0
J

o)

, ] = =
nlig PL Vj n ) 1
b) Si par contre, cette probabilité est égale a 1, alors

P V.=n ) >0
J

Propusition 3.3.1.

"o

Sous les hypothéses (Hll gE_(Hzl. 1'éspérance mathématique de -

1'intervalle entre défauts successifs de la page i1, est égale a

) ) 1
(32) E(Vj] B Py Py ---py  (L-lpgep, +py tootpy )
1 2 s-1 1 1 s-1
AT (1- )
i#.#41 -P [P P, t...tp.
(DM N 4 ts-1
si 21 et
. - 1
{33) t(Vj] = ————— si g=1 "

Py [l—pi)
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Dem: D'aprés la proposition 3.1.1.

E(Tr]
(34) E(V,) =
P([Dr=l]]

et la demonstration est achevée, en tenant compte du théoréme 3.2.1..

Définition 3.3.2

" On appelle taux de défauts de page, au nombre moyen de défauts

de page par unité de temps”

On réprésente par T'(s.n) le taux de défauts de la page i, guand
les tailles de la mémoire réelle et de la mémoire virtuelle, sont respe-

ctivement s et n.

Théoréme 3.3.2.

" Le taux de défauts de la page i est égal a

Pj Py «+ePy [l—tpi+pi +..g‘+pi ))

(35) tem ep, 1 12 el 1 &-1
Jlil‘;ii‘!é“l[l"Dil)(l"[pil-rpiz]]...(l*[;?'il+_,,+pis—l})
51 s>1 et
(36) L = p, (1-p)
i i

Dem: Le processus des instants des défauts de 1la page i, est un processus
de renouvellement, o0 les instants de renouvellement, sont les instants
de défauts de page. De la théorie du renouvellement, on sait que, dans

un processus de renouvellement, le nombre moyen d'instants de renouvelle-
ment, par unité de temps, est égal & 1'invers de son temps moyen de ré-

currence (cf. th. du renouvellement, Feller (15),pag 347}.

La démonstration est achevée en tenant compte de la proposition

3.3.1..
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Remarque 3.3.2.

=

On remarque que le taux de défauts de page est égal a

Ti(s.n] =Py z P(I)
I=(il,....isl
ou Vj, ij €(E-(i}), d'o0 on peut déduire 1'interpretation suivante: le
taux de défauts de page est égal a la probabilité d' appeler la page i ,

quand la page est en dehors de 1a m.r..

Remarque 3.3.3.

Considérons les n processus de défauts de page, assoclés aux n
popes du progranme. En faisant 1la superposition de ces n proéessus de
renouvellement, on ebtient un processus, qul n'est plus un processus de

renouvellement, et qu’on appelle de processus global de défauts de page.

On défine le taux de défauts de page, pour le processus global,

comme la somne des taux de défauts de pages des processus composants,

(37) T(s,n) = L Tits,n)
itE

D'aprés le théoreme 3.3.2. on a que, le taux de défauts de page

T{s,n} est égal a

pilp12°"pi (1—(pi+p1 toootpy })

(38) T(s,n) =% p 5 s-1 1 “5-1
FE 4.3 0 Q-p. ) ... (-(p, +...4p })
#1571 h ! 5o

si 7 et

oy
(3%) Tl,n) =1 - L Py
i=1

3.4. Temps de séjour de la page i, dans la mémoire réelle

Nous pouvons écrire
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(40) T =8+ (T ~S_]
r r r r

ou Sr est le temps de s&jour de la page i dans la m.r., pendant l*inter-

valle (t .t .
r r

-1

Théoréeme 3.4.1.

"Sous les hypothéses [Hl) gg‘[Hzl et conditionnellement & (Dr=1]

la fonction génératrice du temps de séjour de la page i, dans la m.r. ,

entre deux appels successifs de cette page, est égale 3

Py Py --ePy (1—(pi+pi taaatpy ))

(41) By fp oyt mu® I —E. =] : e
roor 1.1 ) P01 (-upy Jee.(X-ulpy +evutpy )
i ‘ 1 1 s~1
si s> et
(42} = u si s=1 "

Dem: D'prés 1'hypothése {Hll, les lois conditionnelles de Sr_et (Tr—sr)
sachant (DP=1). sont indépendantes et la f.g. de ([Tr—sr]l[Dr=1]]' est
égale a la f. g. de Tr' Alors, a partir de (40), on a

{43) Gl(u) = G {u) {ul

M — L] G
s_|(0_=1) Qp,)

o, on a utilisé les notations du corollaire 3.2.1.. Mais, en attendant
au méme corocllairs,

Pi Py weeps  (1-(p.+p, +...tp. 1))

sy B N ts-1

1.1 0 P(D =1)(1-up, )...( -ulp, +...4p, = )
1,081 P ! ! ts-1

(44) (u) = u

G -
S.{(0,.=1]

si s>l et

= u si s5=1, d'od le théoréme.



3.5. Application des résultats antérieurs, & un cas particulier

Dans la suite, on va considérer le cas, le plus simple, ot toutes

les pages ont la méme probabilité d*étre appelées.

Hypothése (HB}

" On considére gue toutes les pages du programme, ont la méme

probabilité d'etre appelées, c.a.d.

V.iCE » p;= -

Théoreme 3.5.1.

* Jous les hypothéses (Hll. {H21_§§ (HB} le taux de défauts de

la pape i, défini au §$3.3., est épal &

T {s,n} = -%— {1~ — } pour s»l "

Dem: En effet il suffit de remplacer dans les expressions (35) et (36)

les probabiliteés pj par i ..

Coroliairve 3.5.1.

S

"Sous les hypothéses du théoréme antérieur, le taux de défauts

de page du processus global est

Ti{s,n}) = 1 - 2 *
n
Dem: Le corollaire suit immédiatement du théoréme 3.5.1. et de l'expres-

sion (37).

Théoréme 3.5.2.

"Sous les hypothéses (Hl).(Hzl g&_(Hgl et _en utilisant les nota-

tions du §3.4., on a
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5-1
} = {n-s) %
=1

1 "

E(S .
n-j

re Yo =1)
r

Dem: En effet, il suffit de considérer la dérivée de 1a f.g. de [Srl[Dr=1]]

dans le point u=1,

. B: P: oasP. (1-{p.+p. +...+p, 1)
g |, W - = ! th ts-1
S 1(D =1) i€. 41
rr u=1 f“ g-1 PUD =113 (1-p, )...{(1-p, ~...-p. ]
#1 r ! 1 ts-1
s-1
.ol L
j=1 1-p, =...-p,
i iy
d'ou, d’aprés 1'hypothése [HB]
s-1 1
P[(DP=1)]E[SP|[Dr=l)] = [n~s)'g _
j=1 n-J

Remarque 3.5.1. _
En supposant que 1'hypothése {Ha) est vérifiée pour le programme
en étude (n=41), on a étudié la fonction E(SP.I(D =13), autant que fonction
r

de s, c.a.d.
s-1 1
f{s) = (41-s) & e
i=1 41 - j

et on a obtenu la table suivante pour les valeurs de s >20

5 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
fls) 13.30 13.61 13.88 14.10 14.26 14.36 14.40 14.38 14.28 14.L0 13.84
s 31 32 33 34 35 36 37 38 38 -+ 40 41

fls) 13.50 13.05 12.49 11.80 10.97 9.98 8.78 7.34 5.5 3.28 O
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11 est intéressant de remarquer que, pour un programme de 41 pa-
ges, la moyenne du temps de séjour de chaque page dans la mémoire réelle,
entre deux appels successifs de cette page, quand la page sort, a un ma-

ximum pour une taille de la mémoire réelle égale & 26.

Remarque 3.5.2.
En considérant toujours 1°hypothése (HB), on va calculer 1'expres-
sion pour la moyenne du temps de séjour de la page, dans la mémoire réelle

entre deux appels successifs,

) + E(5 .1

A )
't (D_=0) r* (0 =1}

E(S ) = E(S

i}

PUD _=0))E(S | (D _=0)) + ESe-1(p -1y’

 =1)’
.

1

P((D _=0)JE(T ) + E(S_.1
r X ) 4

it
w
-
——
o}
]
o
A
e

parce que E{(T_ ) = n et PUD =0)) = 2.
r r n

Pour le programme en etude, donc pour n=41, on a Faif 1'étude de
cette fonction,

s-1 i
f{s) = 5 +{41 - s) L
j=1 41 - j

et on a obtenu les valeurs de la table suivante:

S 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 ]
f{s) 33.30 34.61 35.88 37.10 38.26 39.36 40.40 41.38 42.28 43.10 43.84
s 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41

fls) 44.50 45.05 45.49 45.80 45.97 45.98 45.87 45.34 44.56 43.28 41
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On remarque gue la moyenne du temps de sé&jour dans la mémoire

réelle a un maximum pour une taille de la mémoire réelle égale a 36.

On remarque aussi, que la croissance de la fonction f(s) est plus
rapide jusqu'a une taille de la mémoire réelle égale & 26, et aprés cet-
te valeur, il y a une croissance plus lente, jusqu’a obtenir-la valeur

maximale.
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CHAPITRE 1V

RESUME ET - CONCLUSIONS

1. On considére comme données experimentales, les instants
d'occurrence des défauts de page, quand le programme est acti-
vé dans un systéme de mémoire virtuelle, a deux niveaux, qu’

utilise comme algorithme de remplacement de page, le LRU.

2. Le premier modéle qu'on a essayé, pour réprésenter le processus ponctuel
des instants d’occurrence des défauts de page., a été le processus de renou-
vellement., On a fait 1’hypothése que la loi des intervalles, entre les ins-
tants de renouvellements successifs, était un mélange de lois exponentiel-
les. Néanmoins, ce modéle ne c'est pas montré statistiquement adapté pour
réprésenter les données.

Cette étude a été faite pour trois valeurs différentes de la tail-

le de 1la mémolre réelle.

3. En supposant toujours gque le modéle sous jacent & notre ﬁrocessus, était
celul d'un processus de renocuvellement, on a considéré les instants de re-
nouvellement comme les instants de retour d'une certaine chéine de Markov
M, a 1'état 0. Les temps de retour & 1'état 0, sont donc leé intervalles
entre défouts de page successifs. D'aprés les hypothéses qu’on a fait sur
1a chaine de Markov, on a obhtenu un modéle d'un processus de renouvelle-
ment, dont la loi des intervalles entre renocuvellements successifs, a une
fonction génératrice, qul est une fraction rationnelle.

La méthode dévéloppée, pour le traitement algébrique de ce mode-
le. nous a permis d'estimer le nombre d’états de la chaine de Markov M,
ainsi que les valeurs propres de la matrice de transition qui lul est as-
sociée.

Toutefols, de méme que le modétle antérieur, on a dil rejeter ceci.

Cette étude a été faite pour les mémes tailles de la mémoire ré~
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elle, gu'on a utilisé dans 1'étude du modéle décrit en 2.

4. On a décidé d'envisager le processus de défauts de page,
comme une superposition de n (nombre de pages virtuelles )
processus ponctuels, ou chacun de ces processus [t§]jeN’
ieE (E est l'ensemble des pages virtuelles), décrit les ins-
tants d'occurrence des défauts de chague page i. Ces proces-~
sus, compoesants du processus global de défauts de page, se-
ront considérés nos données experimentales,

5. Pour chacun des processus (t;)j- .1eE, on a construit

les histogrammes des intervalles eigre défauts consécutifs,
pour différentés tailles de la mémoire réelle (on a consi-
déré pour la mémoire féelle les tailles entre 20 et 30 pages).

De 1'analyse empirique de ces histogrammes, on.a avancé 1'hypothe-
se selon laquelle, la taille optimalk pour la mémoire réelle serait, pour
le programme en étude, de 26 pages. Toutefois, cette hypothése nécessite
d'une confirmation statistique.

On remarque sur ces histogrammes, qu'ils appartiennent fondamen-
talement a trois types différents et que chaque type est caracteristique

d'un certain ensemble de valeurs pour la taille de la mémoire réelle.

6. Sur les processus €t%]jeN.ieE, on a formulé certaines hy-
pothéses, qui nous ont permis d'obtenir, pour ghaque p?oces—
sus, associé a chaque page i, la loi des intervalles Vl. en-
tre les instants de défauts consécutifs. On a obtenu des ex-
pressions explicites pour les fonctions générafrices des pro-
babilités, de ces intervalles,.

Les formules obtenues sont fonction du parametre s, taille de 1la
mémoire réelle et sont théoriquement trés simples, quoique d'un traite -

ment algébrique impossible.

7. Pour tester ce modéle, il est nécessaire d’obtenir les
praobabilités P[Vi=k}, k>s { s est le paramétre qui réprésen-
te la taille de la mémoire réelle), pour les valeurs de se
(20,30). Ces probabilités sont theéoriquement possibles d°*

étre obtenues, une fois que nous avons l'expression de leur
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fonction génératrice. Mais, sur le point de vue pratique,
ces calculs sont impossibles, dd 3 la complexité des expres-

sions des fonctions génératrices obtenues.

8. De méme, dG a la complexité des formules obtenues, on n'
a pas pu, observer 1'effet de la variation de la tallle de

la mémoire réelle sur les loils des processus.

4. 'our le processus global, superposition des n processus ponctuels. on
a defini une fonction qu'on a appelée de "Taux de défauts de page” ét qui
est fonction du paramétre s, taille de la mémoire réelle.

11 serait important d'étudier le comportement de cette fonction,
quand on fait varier le paramétre taille de mémoire réelle. De cette é-
tude, nous pensons qu’il serait possible de déduire des renseignements
sur la taille de la mémoire réelle qu’on devrait affecter au programme.

Pour des raisons déja enoncées, nous n'avons pas fait cette élu-

de.

10. Un probleme théorigue difficile et que reste en ouvert, est 1'étude

de la lol du processus ponctuel, superposition des n processus ponctuels.

11. On a analysé un autre programme, qu'a montré les mémes caracteris -
tiques gque le programme étudie, dans ce qui concerne la distribution des

hystogrammes par plusieurs classes.
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ANNEXE I

Determination des probabilités limites d'occupation des états,

dans une certaine chaine de Markov

Considérons la mémoire virtuelle du programme, constituée par 1'
ensemble £ = (1,2,...,n). Si on considére la mémoire réelle de taille s
les n{n-1J)...(n-s+1) configurations possibles qu’'elle peut prendre, cons-
tituent les états d'une chalne de Markov M, finie. Pour faciliter 1'ex-

position, on numérote ces états par les entiers 1,2,....n(n-1)...(n-s+1).

Réprésentons par Cs’ 1’ ensemble des Configuratipns de taille s,
c.a.d.,

e (daedcfd , . ] L4 e
CS | (i:1 (11,....181,11%12%.,.#18 et Vi, lj E)

Lemme 1

"Sous les hypothéses (Hl] et (H2] du §3.2, la chaine de Markov M,

est ergodique.

Dem: On va démontrer que la chaine de Markov M est irreductible et apé-

riodique.

a) La chaine est irréductible
Soient i et j deux états quelconques, c.a.d., deux configurations

€ C . Alors, d'aprés 1'hypothése [HZ}, il existe toujours un n,0 tel que
Pﬁ? >0, parce que on peut passer toujours de 1l'état i & 1'état j=(jl,...,jsl

au moins en s pas et avec une probabilité, d'aprés 1'hypothése {Hl), ggale

a

b) La chaine est apériodique
g%)=p. ,» d'ol pour tous les états de la
it iy

pour tout état ieM, on a p

chaine, la période est égale & 1.



Lemme 2

"Sous les hypotlhéses (Hll et (HZ) du §3.2., les probabilités 1i-

mites d’occupation des états de la chaine de Markov M, sont données par

p.
1
(1) u, =l — K8

1 k=1

- , 1=1,2,...,n(n-1)...(n-5-1)
L op,

1
J=k 7j

LIRS S E S SO IR I 1AL F A, Y i, 1k

Dem: Comme la chaine de Markov M est irréductible et apériodique (Lemme 1],

il suffit de démontrer que les us. satisfont

nln-1)...{n-s11)
(2) ) u, =1
i=]
et
n(n-1)...{n-s+1)
(3) X
i=1

= d

uipij = J=Loe.ounln-13...(n-s+1)

j »
parce que, dans ce cas, on a que (Feller (14)},pag.393)

s (n)
u, = 1im pjk

n e
On commence par démontrer 1'expression (2):

P P P

. i2 l3 ove 15

Y wu, =1 pi

i€l * i€ 1 1~pi 1-p Py 1-p
8 S i 12
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Dans ce gqui concerne 1l'expression (3); on la démontre comme suit:

Considérons un état j guelcongue. Les seuls états i, dont l1a pro-

babilité pij# 0, sont les n états suivants,
(jl,jz,....js)
(jz,jl;auuljsj

{4) [j2’j33j186.‘IjS]

(32,33,...,35,31]

(jz.jB,..,,js,h} ol k est un élément quelcongue de

E‘(jlajzto-lpjs)

Ainsi
oot Piy T
ieC i
=1

U,p.
1t

H tMD

o0 on considére dans la somme du deuxiéme membre de 1*égalité antérieure,

seulement les états (4),

Lu,p, = Py Us*ps (p. e S ,
i=1 * 9y 19 4 e 1-p;, -py,  1opy ~e.opy
. 1 2 I Js1
p P Py
Jg J ... Ig +
+pj
2 1-p. 1-p, -p I-p, -p, ~uo-ps
3 T3y Mg 3y 7 31
Pl Py P,
J3 Jg Ll !
seeetPy +
2 1-p, 1-p. -p, 1-p; -p. -...p,
Jp Ty s Jo d3 g



- 128 -

J.3 p5+1
j ————— +
2 1-p, 1-p, -p cse-p
2 j2 j3 Js
P
j3 ps+2
pj - ’. L -
2 1-p, 1-p, -p, -...-p
35 3, T, g
Pi, P,
Py )
2 1-p, 1-p, -p, ~cu.-p
3y PR Jg
l-pj Py Py P
1 2 3 g
LI L Pi
1 1 1-p 1 i-p 1-p p l-p, -...-p
3, ST R DY N F R Y
(1-p. Y(1-p_. -p. ) P P p
J1 Jl jz pJ jz j3 js .
l » ———
(1-p. J(1-p, -p., ) 1-p I-p, -p, ) 1-p, -...-p
Jy 1, i, h oY, | )
U
(1-2p,. ) p p
i
i=1 k=1 Jk __ig g .
s5-1 i
Tn-dp, by ey teeepy
i=2 k=1 Jk+1 S
s-1 i s-1 i
. (1-Zp, ) n (- p,)
It - -1
pS’l 1:_1 k=1 jk U ps+2 i"‘l k l k “ N
s-1 i S—I[l 1 ] j see
H(1- ¢ ) P, n (-5 p
i ket e ICRREHE S
-1 i
y It (- pp.)
Prio1 k=1 Jk u
5-1 i J
p. 0 (1- g p )
I1i=1 k=1 ke
2 ; 1
. ) )
(1 Pj ) (1 LY ) 9(1 " Py )
S T (p, + k=1 7K , 172 k=1 Tk o
19 1p g 3T -5 p, 3 3 - L,
J - I, L3
2 k=1 Jk+1 i=2 k=1 “k+1



Sl sz 3 1oz
M (1-% p. ) M-I p, )
e 172 ey g p. o+ 222 k=l Jk
s-1 i Jl 5 1
q(1-%p, ) T(-% p, )
1=2° k=1 Jkn2 1220 =1 Jka
2 s-1 i s
(1-p, } (1- Zp. ) I(1- % Py J(1- X p. )
3y’ , k=1 Jk i=2 k=1 Yk k=2 Jk
= , U, e . b o .. F
Py Y3 R Pj 2 P s-1 1
1 {1 P. ) {(1-Z P ]1 8
32 K=1 jk"‘l H (1” Z p. }[1— z p. }
i=2 k=1 Jk+1 k=2 Jk
1-p.
{ le)
=p.u u, (1-p, ]
i d a-p,y 9 Jo
Jo
=,
3

Le raisonnement antérieur est le méme pour tous les états j, donc
les probabilités uj. données par les expressions (1),sont les probabili-

tés limites des états j.
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ANNEXE 11X

* PROGPA*™E DESS 1

CUMMUN/TRAC/PAGENB, PALELG,PERZUD
LOMMON/TRAC/TIME,PAGE
COMMON/THRAC/IFAULY , NFAULT
INTEGER PAGE, fiMEePAGENQ %AGEtG,PERIOD
REAL X(3061),V(30&1)
PAGELG=2048
PAGENB=2D ’
DO 3 I=n_ 3040
X(1)=9
Y(1yr=0

CALL INITF
bu 2 1=1,3040

TIME=D

CRLL NEXTF .

TFCTIME, LT,0), GO TU 2

v(!)"PAG?-éO

XCIY=X(t1~ 1)+rIHE

CONTInUE
CaLL DEBTRA('PAPIER BLANC?,12.2153, 935,,1)
CALL ECHEL(1,09.6%.09,7 ’ ’
CALL AXLINS(Oa00.0210o00.050000v5009000,o'0.2a”1v'TIHE'.4 1)
CALL ﬁxLle(OO'O.'?GQ?"OoDBO 60.9120.00 20"10"’“68‘.4 1) ‘
CALL ECHEL(G,00007,0,%¢9.,1.)
CALL hUAG&S(x.Y 3040,T0:0,700474¢1)
cAlL FINTRA
srop
END



(2]

™y ™

M alaRal

”™ ey Sy

*

e Wl

ALGORITHME MILANGE EXPONENTESLLE 57777 7ed
COMMUN/TRALIPAGEND, PAGELG, PERTIOD,TIME, PAGE, BID(Z)
INTEGER TIME, PAGENB,PAGELG,PERIOD, PAGE

INTIGER PL24331) }
INTEGER DV1,V2,CPY,CP2,0ERN1, DERNZ,

PAGELG=D2 143

C 00 115 PAGENN=TC,S5C,10

" UREPARTITION INITIAL

CALL IHITE
YONFAULTSNFAULT

13

BERLYIE

Y

‘ TN
3

Tia?““?"lQN‘@L§5'9185‘:

CIF(RLGT.PAR) 60
CAS I<PAR

‘DV1 OVi+ TIME "

WRITZ(0, 145) PAGENd
) 15 LIPs§, 9

;NFAULYA -

PARSLIPI 104D,
pvi=p¥d=g "

1C1=1a=1
o 5 I=1,26234.

pl1)y=y]

IC2=NFAULT
TIMESD

COMT INUE

CALL N:SKTF
TFCTIAE, LY, B) 60 10 20
CALL ALE&Y(IA 18,13

PCIC =T INE

G0 TO 13

CONTINUE
CAS I>PAR

PCIC2I=TIME

T OV2=0V2+TIME 7

.60 TO Y
u CONTINUE

o
CHEL

€ptafCiat
L CR2ENFAULT=1C2
TpILisCet/ovied, D
SDEL2=CP2IDV2+d.0

L WRITECo, ¥156) pan. ™
L MRITECs,d20)

ST WRITECS, 20001 CPl,CPZ
. WR1T<Co,309) osLt,u=L2 "

:cnauueaeur LERYY

40

o DERNTSIC 1+

-ml 1
 CONTINUE

"FIN O LA TRAC:

"CONTINUE

CIFCF1.GELF2) GO 105G
‘cusnscweur 0% CLAS

1€2=1C2-1

W= CPIRLOG(DELQ)OCPZ'LDG(D
L=1

1MPRESSION nzs*vaiidkﬁ‘“&ifikxii

.-

Fl=dcLtapxp(-~ DELI*“(I))
Fe= D’LZ’EXP(-QELZnPKJ)i

X= P(DLRN?)

S PCOERNTI=PCY) Y

U £ 13 B SR
1FC1.LEL DERNTIGO TO 51

P{L)=X
1=~
DuRNiloﬁPNI -1

CONTINUE -




~

61

L N N

(o W e

Lol o Y

-~

~

8

<
0

V2

PERN2=1C 0§

1=HFAULY

CONTINVE

FI=DLL1w XPC~DELI4P (1))
Flanceg2sgxpé-pEL 22pP L))

IFCFI.LT.F2) GO YO 60
CHANGEAENT D3: CLASSE

X2 (DERN2)
PLOCRN) =P(])
PCEY=X

I=1¢1
DERNZ2eDEANI Y

CanT INVE
E=g-1

TFCILGE,0ERN2) 60 TO of S

MISE A JOUR DES CLASSES

NI=1Ct-pfayt-1
NO=DERNZ~-1C2~%

IFENT.GT L N2Z) GO TQ Ti:

Nanl
60 10 1

COINT ENUE

N2

CO:T INE

ICI=1Che 2=
1C2=1C2eN2=NY

1FQH, E4, *) GO TO 95

PR £ ]
XK=P{DEUNT*1)
PN 1) =P(DERNZ-1)
PLOERM2~§)=X

P CONTLINYS

Convimg:

CALCUL DES NUUVEAUK PARAMETRES

CPI=1CI-§
CPl=NFAULT-]C2
LA ER

Dv 1., 1=1,Cpr1
PVI=NVIep{l}
Cant? tue

[ ARER

M= 2e

PO V1) T=NFAULTY, NN, ~{
pYl=nVYen(])
CONTINNE
bit=pIgd
pL2=nsL
DELT=CPI/pVEe. 0
DEL2=CRRIDY 20, C

HCR 1o 0G(DELT)eCP21L0GEDSL2)

L=t

ARIT (o, 2u1) L, CPY,Cp2

WRITECS, 37L) OELT,DEL2, W

V=LUS(DLLI~0c 1)
Y=ASS{DEL2-DER)

TFAVLT 1E-SPIF QY. LT, 15} GO To 823

FFQL.RZ.25) 50 TO 12¢
6 T )

CONTINUE

POI=CPI/NFAULT 0.0
PI=CPINEAYLTSC,
PI=D"LivCPI/UFAULTY
P23D:L20 CP2/UFAULT

132



HRITZ(b,:20)
W ITZ(a, 4d0)
MR 1ITz (o0, 5)2) P1,P2, DELT, D:LZ
WRITE (é 51 P01 Poa ;
15 ConTinuE
115 CONTINGE & 7%

.STaP

145 FORMAT(' 1*,*PAGEND=',J2) ~ & .
15, FOP!AT('“' 'PARTITION A' 53_1)

200 FOFMAT(OOY 13 ¢ REPARTITI N"11K 'CP1=' S 1nx YCp2 } )

305 FIRMATC G, pELTAT=Y £10.4,1%x, vheLTA2f 51..9,10x,'u- LJE12.6)°,

b FOQMAT(‘.‘ YAPPROXIMATIN HYPEP-:XPONtNTIELLE‘)

547 rgpunrf'n P12 BV, 4,80, p2et ELLS, 10X, pELTAYEL BT L AN IDEL
#A2=' END,4)

555 ;oqnar("- YPO1=?, E10,4,10K, 'R0, 610, ¢

7] FUOFMAT(? °,13,5x xo,Sx E4],4)

33 FORMAT(! ,té.!l,lbl

22 FORMAY(I////)

- EHD . S

|
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PROGHAMME TRHUTQUIZ2

VYeST D'AJUSTIMENTY HYPEI=-EXPONENTIELLS
COMMON/TRAC/PAGEND, PAGELG, PERIOD ,TAME, PAGE, BID(2), NFAULTYO
INTEGER TIME, PAGENH,PAGELG P:RIOD,PAGE

INTEGER 5,55, VMAX

INVEGER 7(99)')

INITIALLSATION DES VARKAGL:S
PAGELG=2"4)

0O 57 PAGENB=T,S5Y, 10

Rik0 (5, 1000 COELT,DEL2,P, TIAX,VIARD

MW 1=L=5S =) SRR
FEPARTITION EN CLASSES DES VALEURS TIME - - - e

PO 1T 121,999 e St e e
(1)) : »

LECTYRE OE LA TRACE

CALL IN]TVF

HFEAULT=MFAULTY A

\RLIED]

COUTINGS . o
CALL NIXTF s oo =
TFECTIM_ LT, )) GO TO %) ' . .-

TFOT I GY. [9AY) 69 YO 35 - - . : : R
TATIE)=T(TINED ¢ i

Gy TY 2,

TOIMAXC) =TI YAXET ) &0
69 T0 &y

CONTINU:L
FIN OE LA TRACE

WRITECe, 1810 PAGENS,NFAULT
CALCUL DU auj2

GROUPEMENT DES CLASSES

CLAZNFAULT /1]
TFCCLALLT.1T3) CLA=GO
Kaguaxet

0y 40 1=k, 1,1 o
1=1 .

LSS5 LYY

1F{55,GE.CLA) GO TO SO

CONT INUE

CINTINUE

017 1=1,3 . . T,
IF(K.GT,:.) GO YO 3V
¥=]

CONT s
IF('(I) GELCLA) JFUS.50.0) 6O Yo 9 L

S5¢T(1) . . e
lr(s LT.CLA) GO TO 7o . . L
53 10 §)-

CaNTune
S=21{D

CONT ENUE
CALCUL DS PARCELLE oU Qui2

A=K e S
H=gs %

PEO=P (e XP(-ADELT)=EXA(=BAOELT) )+ (1 =P)e (NP U~ASDEL2) ~CAP(=Bx0EL2)

-\




S g s O P T M e,

. USHFAULT »PRO S e e e

¢

119

gn{S=) «{(S=U)} #U
Qiil=QUlsE
Lag et

WRITECH, 1203 & ,E,5,PRE,

K=}
S§a.;

CONTINUE -

IF€S.5q, u) Go rc 110
$25+58
ABK=1,5 Dol
B=YMAN+T S ’ T
PROSPR{EXP (=AnBELY) =E

4)

U=NFRULY'PRO

£= ((S-U)’(S-U))IU'
QUI=QUI+E
L=L+1

WRIVECS,120) A,8,5,PRO,U
60 TO 115

CONTINUE . ~ . .. -~

AR5 N
B=VMAXSE (5~
§$=38§ -
980«P'(EKP(-A*OELQ}*EXP‘-&*DEL!))*(Q‘P)*(EXP(-AibELE)-EXP(*B'DELE) T

4) B

UHFAULT+PRO

:=((S-U)*(S*U))lu

QUL=QUI+E -~ - -

Lul et

WRITECS,120)-A,B,5,PRO, U

S ¢ '
€ . ;
115 CONTINUE B :
c T .
< E
C - -
¢. 1
T We Iride, 28 0) e .
WRITE (4, 25u) DELY, D:LE P
WRITE(A, 262) QUY, L'ﬂ T -
< :
C 1FCL, L* 30) GO Yo 6 -
¢ : -
4 APPPOX GAUSSIENNE -
4
R=SQRT(2+Qy) =5 - -
VASART(2+L~ 9)
AR=R-Y PR =
T .
WRITE(6, 2377)
MR ITE (o, 290) .
WRITECS, 300) ¥, RR - -
< S
C
o€
T 6} CONTINUE
€
. stop . : i
- c L. o - e sm e e deeisew TR T
c , . . L o
12) FOPMATC(Y S F2, 1,54, F2,1,BX,16,3%,F7,6,8%,F12;6)
164 FJRMAT(:IQ.Q,ZK EiJ.~,ZK,E!0 4, ZX,LQ,ZK,IG)
13) FORMAT(P 17, 3aAGEN=Y, T2, 15K, INFAULT =0, 16) -+ I
230 FORMAT(M DY, RELTAT=Y,E10.4,5X, toelTA2et,E10, 4,5!,'?:’,510.&)
267 FIRMAT(YT 'quzs',s1) 4, 1cx,'boLa',Is) e
23) FIRMATCIIL) ; :
293 FORMAT(® APPROX GAUSSIENNE®) co W
311 i?PNkT("' '4ovcnuct*,t10.4.1ax.'vccu:n :-f,ct' ‘

S A
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PROGRAMME MEMOIRE

PROGRAMME MZRORRE

PROGRAMA PARA VESEHHO DE ourHrUY

CU'™MIN/TRAC/PAGENT
Cuddon/aitj/e

COMMINIZ TSINPAGE ,NDE6, X (57D
COAMONZ T4/ RACRE (1)) ,RACEHC10)

INTEGER P, PAGENE
REAL ACS J), HE18),0(58),2€87)

FONCT IUH IND 3

140 IV, IX) = CIX~1)ane ]y IR

0y 970 PAGENI=1,,5.,1]
NPAGE =PAGENS
CALL GERAR
P=3

CONVINUE

00 2 1=1,5)
x¢iy=r,
CONT I NUE

LEPLY X3
DD L K=M,5.

K(KI=DEY (P, X, 1.E~$) S o
CoNT Iy

Nap
0V 4. I=f,N
HO1)s-(a(Netegd-adnet)}

CUNTI hUE

0o o i=1,M4
Leti-1+9
Lo Y g=i N
L=Lef
ACINDCI, 1) = (0 (LY~0CL=1))-(=V)mng
CONTENYE I
CONT I Ny ’ o T T e

CALL RESOLCA,B,N,KOD,1,5=5)
1e1)=1 _ .
02 7 1=1,p T N

ZE1eY)=(~9)aminB(]) _ L
CINT [ NIE E T S BRI

caLL PORAB(!,P,RACRE,RAC!N,KODP

NOEG=p
CALL ECPIRE

00 ... fa=4,8i . EEIR B L
TFCAES(NLC1) ), 6T,9.€-5) GoTO 95 . .-

Contrnye I SRR

GITOe Viu

P=Ps
GOTO 1. » e L
COMNTINYE o - - o R O

SToe
£ne o - - - . RERTE

CONTINNE : I R T s U
1F(r. 6T, 533 6OTO 10- ’ T . ' R

136




"™,

I 4
(4
N o

T MRITECH, 560) (NDEG)YT

13

2}

C B0 30 J=1,MREG]

. PPl

e MRETELe, 500)

) Lxc~==g'

‘CONT!NU’ T

CIF(RACIMCP)Y (GEJL) WRITE(S,6170)

SUUROUTINE ECAIAE

CUMMONZETI/NPAGE  NDEG, X (59)
COMMON/ET4/RACRE C10) ,RACINGIT)

DIMENSION VALECRES) *

HRLTECo, 530)

WR1YE(o, 5930 ¢
WRITZ(a, 514)
WRITECo, 510D
WRITE (o, 520)
WRLITZ(0,530) {NPAGEY
WaITi{o, 522)

WRITE(s, 520)
WIITECS, 513
WRITZ (0, 520)
WRITE(6, 55() %
WRITECa, S20)
WRITE(S, 510} 3
WRITz (0, 56

4=

PO 13 121,59
LT .£0,0) GuT0 10
J=d¢] -

CVALECRCII =XCT)
COIFGILLTL6) GOTO 1H
WPLTE (6, 570)(vaue

- ;wPlTE(é,SGU) TR e

=1 ]
O LIGNE=LIGHE+Y . T
IFCLIGNELLTY. 3) 6070 k]
Hk1r¢(6,560)
LIGHE=
tour:nu*» E
1FCy.50,1) GOTo 23
WRITE(G, ST (YALECR(I), 1>
uaxrv(o,sao)
Liene=1 o
CONTENGE o o
IF(LIGHE NE.J) WRITEXS, 564
WRITECS, SIC)
W3ITE (o, 520)
WR1TZCo, 550
WRITE(S, 520)
upxrsco,51f
K=
px=2

K=K+1

CEF(KLLT, 3) cor : el

P2
wpxr;(o,SOO)
CHEITE (S, 8T ) CLRACHE(L)Y, RAC;H(L)),L?F,POZ
TFCRACIM(PY (GEL2) uerE(é 815
- TF(RACIM(P+1Y.GE,8)- uazrs(o,sza)
TFCRACIM{P42) . GEL J) WRITECS,43)
DOMRETE (6,393)
WRITE (6,590)
uazre(g;ﬁ;ﬁ)’

1F{K.EQ, ) 6070~ LJ

WRITi(o,590)
WRITE(S, 637) L{RACRE (L), RACIN(L)),L 3P, NOEG)

lF((:.Lr,NbEs) AND.(RAC!H(Pfil BEH) Y  WRITE(S,620
PP+ z
IFC(P,LY, NbEG) o AND, (RACIMINOEG), 68

WRITZI(G, 59))
HR[TE(a,39))
NRITE(O,SIJ>
CoNTINUE
WRITE(S, 510)
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RETURN

FUPHAT(INHT)

FIRMATCI )

ForMar(y i, 1:5(% %))
fonﬂar(lrx, =& f 11N, kn") g
FORMAT{I K, Pen® 34y, YHOYBRE DE PAGES EH HEHG!R& :
FORMATCILN, Pra® 47U, P °,F5,47X,%2%) :
¥u~MAV(Iﬁx,"-',ll!,'batiﬁﬂtﬂlﬂts (PRIP, QUX, % da")
FOFMATOIUX, "= 0% 4{14X%, %"} *»%} T L
fn»nAv(tu-,l A, 6(’x,~1.._,3w))

FOUMAT(Y x,'=-',4tx, nacxncs vu ?ot?ﬂO!E’,&ix,'*t 2
FOrYAT(L x,'~-',3(13x at},b%)

FOURATOIN-, 12X, (60X, EV2, 6,&'2 6,°1°,3%)) .
FOrMAT(EH-,2.%, %)
FORRAT(IH=,62%X,%+%)
FoR AT (IH=_95%, %)

"iS,ssx,'a&')"j"‘

END
HIAL FUNCTION DEY (P, KK PRECY

| 1

8"
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1UrSaig »
REAL PR2C,a{51), v{3U)
CarioN/a- to )
IHOCLY, DUO=CIX=1)(Peid ety
90 1 11,302
V(=0
¥ o= K
PO 3 t=i,ped
L=P=1¢%
bo 2 g=t,p
L=bedt
VOINDCS, 1) D=adLet1d~alL)
CuNT I HUE
VOO (P, 11 F=0AK+ 1) ~Q(K)
K=g=1
CONTIMIE o
CALL D1 ¥ePN (¥, Pei, O, PRECH
LET = D AR S SR
RLTUPY
ZHp
SHARDUTINE GTRAR
COAMUNIVRACIPAGENT, PRGELG, PERIOD, YINE,FaGE,on€2),NfAUL70
CoMuUn 1970
P65k TI4E, PAGEND, PAGELG, PERIOD, PAGE
DIMLMNSION FOSTY NE5E), 2(51)
0o Y. 1=%,5%
NCEY =
PAGELG=2 33
CALL INITF
HFADT=1FAULT )
IS8 R E.EI8 N 1
TiMe=)

Y G0 TO 2y ) . - i ~ & P -

CUNYIN.JZ ) A : : (N » ———t

CALL MNIXTF
LFATIMCLT.D) GO YO 4y
TF(TIYE.GT.51) GO TO 3%
HOTIMEY=N(TENED o
60 70 3
COMTING o
O S §=1,51 S
FUIDSNCI) FHFAUT ), 0
()=t
9(2)=F(1)

50 40 §=2,531 = - : P D A

Wldel)=F ) ) )
00 75 §1=9,8=% o oo
w(JOi)=0(J‘1)0F(x)~0(Jﬁi-l) o
TylHTiNUE o : . LT
conriNgz
G0 10 .. ) ‘ i
W21Te o, 110} PAGENS - oo

o ——————— e e e

FORMATCY * HPAGES=?', 14, 5K, "YRACE NOM TRAITEES)
CONTINUE 1reeny
RITuRy

END o O T C




& I ARSI uu.;&a

¢ PROGRANME é;nizn B

INTEGER "PAGENT

~ PAGENB=12

CCALL HISTOG (30,

 ‘$‘1’09’"1

CEND )
"SUBROUTINETHISYO

BECLARAT JONS:

- .-

"~

COAMUN/FAULT /PG, TIHE
" COMMON/TRACO/PAGENS

CINTEGERTACC(192) . BUFFER(SLOO0Y, DINBUF, DINHSY, DIMORD, DIMION,
END, FSTPAG, KIST(50D), 1, xuo(192), LNI?(192), NBPAGE

TORDU2I00) YPAGE, PAGENE PG, PT, 7

’ IONE(‘UC)

'oATA oanur ISGC 0/, DIMORO
- NEPAGE 1192[, MBAY IV ELT SIS =
} OATA v/ QQSJCC $330705 7871531, '733H3u;‘9145067

¢ luzrxAL;sargaN

f.; mee e m .-

N S B+ R
po'1 1=1 NBPAGE
ACCL1)= 3
INOC1)=1
IHITC( )=t

1 CONT INUE o
DU p0 23 1=1,01420K
ZONE(X) = g
.. &) 1 CONVINUE
50 2 I=1,DIMIYF
- . BUFFER(I)=D
2 conr:uue,
C L TOoP=1
FSTPAG = FSTPAG
CALL NEXTF .
PAGE = PG - FsrPA
L= L+ TIME

¢ T aoucLe
( - -
3 comvinue ,
TUAF(PGLATLOY GOTO @
D0 » I21,18PAGE
ACCLL) = ACC(I)
4 CUNTI NUE
s
4 C L7 HRITE ACCAPAGE) INTO FILEC(PAGE) .
I1F <1nn(wac=) LE axnzon) 60 ro 7
o *f STOP -
6 CONTINUE
: Cov... BUFFERCZONE(PAGE)) A:

_LONZ(PAGE) = ToP
TIND(PAGE) =y
) B ) ToP= roggoxnzon+1
ST T TETTLONTINGE ;

RUFFSR(lONE(PﬁGE)'lNa(PAGE'
p IND(PAGE)=INDIRAGE)+Y
_CONTINUE

sCC(PaGE)*C
CALL NEXTF
PAGZ = PG = FSTPAG
© L oW Lo+ TIMED :
Gy 70 37
© 9 GONTINUE:




[a Xl

PG = PAGE ¢ FSTPAG
EFUINETEPAGE)Y . E0,(~1)) GO YO 29
o0 8% f=1, Dl4uPD
ore{g }sﬁ
it CUHTIHYE
ny =9
LHO=LOUELPAG Y TUD(BAGE)
LONZC(PRGZY=INIT{PAGE)
I1No(PA;E)=8
12 LFCQICIUE(PAGE )+ [HDEPAGED ), GELEND) GO TO 15
LFOINo(PAGE)LE.DIMZOMY GO TO 13
IONE(PAGE)= Buiftﬂ(lONE(PAGF))
182(PaGe) =
113 CONT ENUE
IF(PT, L, DIMORD) GO TO §4
HRITZle, 102) 01HURD,PS
459 10 2?
14 CONTENVE
URD(P[)= GU'F:ﬂ(l)uf(PAG:)‘lND(PAGE))
PT=0Teq
IND(PAGE) = INO(PAGE) L
6o 19 12
15 CONTIN.IE _
PT = PT - § -

CALL DESHST (ORD, PT, TAICLA, WAUTNX, 83, PAGENB, PAGE,” . - = -
¢ '2,999009) ;

el CINTL HUE
22 CONT ENUE

RETURN L ) :
1L FORMAT(' 1, *VECTEUR BUFFER (',16,°TRES PETIT®) L
101 FORMATCU 1Y, %L: NOMPRE DE CLASSES DE LP'HISTORR A'HE(',!S, :
f "),EST SUPERIFUR A 7, 13,9,9) ' T
132 FORPMATC® * /1/77°VECTEUR ORD®,15,%), TRES PETIT POUR LA- PAG:',!S,
F o0
135 FORWAT (F ©,179(%0) A PAGE:’,[S 1, TERPS =0 - Tt R
. '(401£u-',r° 2,000, 8 i, TN 16,030, 10R, Y (4ARs ' 16,
¥ ')' ,° (AANGE DE THAQUE COLONNE DE (7° ulsvusnunne;ij,
f FO.2,1,9€° 9,1585)) }
iND T ‘ i
SULROUTINE  BESHST , _ : .
5 (AHUST, 11, TALCLA, HAUTMX, WAUT, PAGIN, PAGE, TENIN, TPHAX)

INTCOER AROSTIN), TATCLA, HAUTHK, PRGCHM, PAGE, TPNLIN, TPAX,

HISTC 507 ), DEMMST, COLQ 539, Haut, SOMNE, RIN,TAX, 1, J,
1 woxcu,aAuc,oxncOL,Asrza POINT, Trace, SPACE, NAST, INE,SUP, W,
1 veer o o .

REAL FCH,NCHAR,RHYN,RH o e

DAFA AST:R/%-%f POINT/®; 'I TRACE/* =%/, 5PACE) .01mc0L 088, R
0 01*”91/5;)/ v:nt/" i
RIA =HAU T MY : : L S T
RH=HAUT

COMIPINCL DES PARAMSTRES , RS s i
IF(N.EO, ) RITURN ) o T

1F ((n.u;,l).auo.(rpnxu.Le.vvdAx).ann.(unuv.ce.olnc0L)) 60 V0 9
HPLTE (5,1410) X :
RITURN

t CONYINUE

CALCUL ECHELLE
cCH=RHIX IRH

CALCUL VALEURS HOVENHE,HINIHALS ET MAXIMALE

SOAMI=AMOST(E) o L S
MEN=AM9S T(1) - o
MAY=AMUSTL1} L ' . S S
1F(N.€9.1) 69 T0 S t ST
55 1=z,n - IR o
SOMAC=S0MM I eAMOST () T T
IFCAMOSTCI) ,GE. 91N} GO YO 2 T A S
MIN=AMOST(]) T

GO 10 3 . oL
P CONTINIE ) e
1F(AMOSTCID.GT . MAX) MAR=AMOST(L) . e
3 CONT INuE T e
. CINTENUE . St e
s CONTINuE : :

MOLcN=SOMME /Yy

140



51

-t
[ '
(SR

-
(o)
-

L2

103

134

s

L}

"RETURN

MM M T YmM AT T TN YR

'EHD.HtL”

N3 CLAS= MAXITAICLA01

IF(NICLAS . LELDIMHSTY GOTTO 59
4AITECE, 1 5) NBCLAS, piMHsT
STOP T LT

CONTINUE " _

CALCUL HISTOGRAMME

D0 6 I=1_,NBCLAS
HIST(1) = 3 -
CUNT INUR
po 7 1=1,M E
C RANGZA4USTLI) /TAICLA+Y
NIST(ﬂANG):u;S!(RANG)§1
Cuurxuuc

SCRIRE ;Nttt‘”'“ o

WR1ITECS, 1J1) pAccuq, MOLEN, NBCLAS, PAGE;’MIN;“IAICLA'

TTPMIN, CTRPAAX, TMAN, ECH

DESSIN DE L'HISTOGRANN

INFsY coe
DO 17 1=1,NBCLAS
80 : J=1,BIMCOL.S
COL(J)=SPACE
CONTINUE -
NCHAR = ulsr(l)/cc
TFCCHARL 6T, HAUTY 60 T0 1
HAST=HCHAR ’ )
IFC(NAST, 2@,.D) 60

D0 9 J=1,HAST
T COL(J)=AStER
CONTINUE -

© CCONTINYZ

. IFCNAST.EQ, NCHAR) 6o’ 10t
- ZIF((NCNA!*NASI) GE.(.5)):6
COL(NAST*I)!POINY -
SUTETE6O T 12
T T CONTINUE
COL(NASTEI)Y®ASTE
CONTENUE
S CONTINUE -
GO 10716

o CONTINUr =
D0 15 4=1,HAUF

U CONTINUZ o

SUP=INFeTAICLA. ¥

0O 1& J=11,HAUT 17

IF CCOLE4), EQ.ASTER) TOL LY

CONTINUE

WRITE €6,132) . nxsrtxx,xur,suv €coL €
INF=sup’

CONTINIE

HRITZ(0,135) "

SAUTZ DE PAGE

WRITZ(6, 1U4).

PARAMETRES DE HISTOG INCOMERENT

FORMAT €0 7,2 120( =), 7, 1€ 13 193¢ 1), N,
' ! PAGEND = ,IL,ZSX,'VALEUR MOY £ NNE
: *NONIRE PE CLASSES = !, 13, 16x,01%, 1,
_ P50 0,080,y
A g*.,PAGE = ',x! 26x,'VAL=UR MININALE®
'TAILLE CHa CLASSE = ,15 |Lx,°"
e ’l 1'ﬂ(l I) l!l"/""" i
L} LI158,% ¢ TeNps
- v;,iox VECHELLE 377 3
T 11300 0y, "°,/),
R 2L 118('-‘) ‘!'.I o
B LA TLIR Y "‘,on "',37x !',/ ’
L | OBSERVATXON i',sxg'xnt RVALLES, Sx 41
'HISTOGRATWMN®MES 13x,'-' /
POA3(Y Y e 16K, '3',a’x,'t',t,_”
', tta('-') ey,
1',13(' $) '1',16x,'l‘,3?x,'f‘)

FORMAT € 877 ¢, 16,4X,°8°,16,2%,16,'°0

FORMAT (* §°',13¢* '),‘l‘,léx,'l',arxl 1,

FORMAT(Y —==2 ABQRTS

AT

1,16,18X,

.
/,

.16 13K,'VAL=UR MAXIMALE E -,15,
23 Y.Fb, 1 16x "' Y

FORMAT (*1¢) ' e -
FOﬁﬂAI(' ‘,'-~-> ABORT.NOMBVE DE CLASS;S(',IS ‘) SUPERIEUR

:> DINENSION DU v:crc R oxn("
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