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INTRODUCTION






Le probléme de programmation bilindaive (P.P.B.) peut se formuler
de la maniére suivante :

vV = Min{vix,y) = xCy + ptx + <qCy> [x20N A =e sy 20, By = £}

n n m
ol : x, peR 1; Yy, QeR 2; pele; geR 2

m, Xn ., >m n, Xn
ARt Y B2 2, cr 2

Sans perte de généralité, on supposera que les poly&dres K; = (x 20|Ax =e) et

K, = {y 2 0 | By = £} sont bornés.

Ie P.P.B. est un programme non convexe trés général. On verra au Chapitre I qu’il
englobe plusieurs problémes bien connus dans la littérature.:

On associe au P.P.B. un programme linfaire appelé dans la suite probléme de
programmation bilinéaire approché (P.P.B.A.) dont la solution:optimale constitue
une borne inférieurs pour Vv ce qui justifie le choix de son nam . Ce programme
linéaire est étudié au Chapitre II. .

Afin de résoudre entlidrement le P.P.B., on met en oeuvre au chapitre IV des
techniques de séparation et évaluation progressives (S.E.P.) fondées sur le
P.P.B.A. '

Puiscque 1'intérét estﬂ d'cbtenir rapidement une borne pour v, au chapitre III

on développe des méthodes duales de résolution du P.P.B.A. qui est un programme
linéaire de grande taille mais 3 structure particuliére. On génére de cette
fagon une suite non décroissante de bornes inférieures pour v, la meilleure de
ces bornes étant la solution optimale du P.P.B.A. A chagque itération, on a donc
une borne pour v et la décision d'entamer 1‘'itération suivante est prise en fonc-
tion des critéres tels que le temps de calcul ou 1'amélioration relative de la
borne. "

L'algorithme de résolution du B.P.P. a &té programméd sur 1'ordinateur Iris 80
du CICG et la discussion des expériences numériques sur plusieurs exemples fait
1'objet du Chapitre V.

(1) ie scalaire zéro et le vectewr nul seront représentés tous deux par le
synmbole O sans risque de confusion.






CHAPJTRE [

LE PROBLEME
DE PROGRAMMATION BILINEAIRE






I.1 - Propriétés
ie P.P.B, est

1y v = Min{v(x,y} = <pt,x> + <qt,y> + xtCy 3 XéﬁKl ,ngz}

I1 peut s'écrire alternativement de la maiiiére suivante :

(2) Min{¥(x) | xeK, }
ol :
3) ¥(x) = Min{v(x,y) | yeK,}

On montre facilement (voir {91) que ¥(x) est une fonction cancave
et affine par morceaux.

Remarque 1 : On déduit de (3} qu'en fixant 1‘une des variables, on cbtient un
programme linéaire en” 1l'autre.

Cette remarque est la base de la procédure pour dcbtenir un optimum local du

P.P.B. proposée dans [27].

Remarque 2 : Le P.P.B. sous la forme donnée par 1'expression (1) est 1'extension
directe du probléme de programmation lindaire oll la fonction cbjective est sounise
elle aussi & des contraintes linéaires.

Remarque 3 : Le P.P.B. admet une formulation dont la fonction cbijective est
lindaire mais dont l'ensenble de solutions réalisables n'est pas forcément con-
vexe ; d'ailleurs cet ensamble peut étre décomnecté [111]. |

Nous finissons ce paragraphe avec une importante propriété du P.P.B.
qui permet d'astreindre la recherche d'une solution optimale aux points extrémes
des polyédres Ki et Kzs
Proposition 1 [ 9
I1 existe un point extréme X de K, et un point extréme y de X, tels que le couple

{(x,y) est solution optimale du P.P.B.

Cette proposition suggére une méthode de résolution du P.P.B. fondée sur des
algorithmes de classement des points extrémes [31, [3plqui s'avére inefficace
méme pour des poly3dres 3 un nanbre moven de sammets puisque d6ja pour des



polyédres K, et K, a mille points extrémes chacun on pourrait &mumérer jusqu'a
un million de solutions.

I.2 -~ RELATION ENTRE LE P.P.B. ET D'AUTRES PROBLEMES D'OPTIMISATION

Malgré sa formulation plutdt simple, le P.P.B. est un probléme trés
général. les problémes suivants sont des cas particuliers de celui~ci.

a) Programmation Quadraticue concave (P.P.Q.)

On montre dans [23] que le probléme de minimiser une fonction quadra=’
tique concave sous contraintes linéaires peut se formuiler comme un P.P.B.

b) Programmation linéaire ern variables bivalentes

Ie P.P.Q.

. | -
(4) Min{<p X+ M<xt,(1-x}> I'A xg2e, 0 sx< 1}
0l: M est un réel positif arbitrairement grand et

1 est un vecteur dont toutes les coordonnées sont égales i 1.

est une reformlation du probléme en variables bivalentes :
Min{<p’,x> | Ax < e x; = 0,1 pour tout 3}

Ce résultat est montré dans [31]. La classe de fonctions donnée par .
l'expression (4) a été élargie dans [14] & une classe de fonctions définies sur
1'hypercube qui est plus générale.

c) Théorie des jeux

Considérons le jeu d deux personries I, II dont les vecteurs des
stratégies mixtes sont x, y et les matrices de gain sont A, B. Le but du joueur
est

(5) Max{xtAy lx20, Ix, =1}
. X :

et du joueur IT est :

(6) Max{xBy|y >0, I vy =1}
Y 3

La recherche d'un point d'équilibre é{é ce jeu, c'est a dire d'un couple de solu-=
tions (XO ,yo) de (5) et (6) respectivement, est équivalent 3 la résolution d'un
P.P.D. [29].

D'autre part, le jeu max-min d deux personnes ¥, y &tudié dans [7]



(7) Max Min{<pt,x> + <qt,y> | Ax+By < b ; x,y 2 0]

X Yy ‘
ol le,joueur x, par hypoth&se jouant le premier, modifie i la fois la fonction
objective et les contraintes du joueur vy, est &quivalent au P.P.B.

d) Ie probléme d'Affectation en trois dimensions

La généralisation du probléme d°*Affectation [35]1 au cas tri-dimensiomnel
peut s'écrire camme un P.P.B. 10].

I.3 - COMPLEXITE DU P.P.B.

Du paragraphe précédent on tire que le P.P.B. est au moins aussi complexe
que le prabléme de programmation en variables bivalentes dont certains problémes
cotbinatoires classiques comme le problame d‘affectation quadratique [271 ou le
prcbléme de stable maximum dans une graphe [34] pour n'en citer que deux, sont
bien connus camme des problémes NP-camplets [12]. Ceci nous fait douter de
1'existence d'un algorithme polynamial pour résoudre le P.P.B.

I.4 - METHODES DE RESOLUTTON CONNUES DANS IA LITTERATURE

Le pionner dans ce damaine a &t8 sans doute Hoang Tui (371 avec sa
méthode de résolution du probléme :

(8) Min{f(x) | xeK}

ol
K={x20]|a¢ < e} c R

sous les hypothéses :
- £ est concave et son damaine contient K.
- I1 existe une extension concave de f sur R".
- Le poly&dre K est non dégénéra.

Cette méthode rapidement rappelée, camence avec 1'identification d'un
optimum local X du probléme. Une coupe de Tui est alors déterminée et ajoutée
aux contraintes de telle fagon que tous les points de K qui ne peuvent pas étre
solution de (8), vy compris X sont désormais exclus de considération.

La procédure est reconmmencée sur un polyddre qui est donc plus petit et ceci
jusqu'a ce que la solution global du probléme soit mise en &vidence.

La coupe de Tui est 1'hyperplan passant par les points XyreeesX qui se trouvent
sur les arétes 1s:>ue<‘ de x vers les points extrémes adjacents et tels que

£ ()». b= f (XZ) oo = £ (xn) E{%) . Ceci suppose qu'il y a exactement n points
extumes adjacents & n'importe lequel des autres, donc que K est non d8généraé.



Tui ne fournit pas de preuve de finitude de sa méthode et d‘'ailleurs
dans f40] 1'auteur exhibe un contre-exemple sur lequel elle boucle. Cependant,
1'idée s'est largement répandue et a inspiré de narbreux algorithmes.

Dans le domaine de la programmation en narbres entiers, la méthode de
la coupe de convexité développée dans [16] et fondée sur les idées de Tui et de
Balas [1] trouve également des applications.

L'une des premiéres méthodes proposées pour maximiser sous un polyédr
éventuellement dégénéré une fonction quadratique non convexe est [32]. A chagque
itération cette méthode détermine un optimum local du probléme et une coupe qui
réduit 1l'ensemble des solutions r&alisables. Zwart 401 a donné aussi un contre-
exemple pour cette méthode.

Konno [23] donne pour un € > O choisi au préalable un algorithme pour
déterminer un optimum local 3 € prés qui consiste en la résolution d'une suite
de programmes linéaires, et un algorithme approximatif de coupes fondé sur les
idées de Tui et Ritter pour cbtenir une solution e-optimale dg P.P.B. Avant -

la détermination de la coupe, 1'optimum local est translaté & 1l'origine du
systéme de coordonées.

La preuve de convergence n'est pas fournie mais les expériences prati-
quées sur de divers exemples ont été toujours concluantes. Le cas le plus impor-
tant qui a été traité est m = 10, n, = 22 ; m, = 13, n, = 24 avec des données
générées au hasard oll 20.7 sec. de C.P.U. dans une machine CYBER 74 ont &té
nécessaires. Le rapport de € & la meilleur solution réalisable trouvée &tait

de 1/20.

Konno applique la méthode ci-dessus au probléme de maximigsation d'une
fonction quadratique convexe gous des contraintes linéaires (24] en &tablissant
l'éqhivai&nce avec le P.P.B. Fn général les coupes ainsi obtenues sont beau-
coup plus profondes que les coupes de Tui. o

Dans ce cas, l'exemple traité le plus important : m, = mz =11 ;
n, =n, = 22 avec des données a structure spéciale, a demandé 28 secondes de
C.P.U. sur le CYBER 74. ILe rapport de € & 1a meilleure solution réalisable

trouvée &tait de 1/10.
Dans un papier récent [251, Konno a encore adapté son algorithme pour

résoudre des problémes bilinaires de sac a dos en variables bivalentes en un
nambre fini de pas. L'obtention de la coupe demande la résolution d'un problame



de sac a dos en variables bivalentes paramétré. Elle peut se faire soit par une
recherche au hasard, soit approximdtivement en travaillant avec le prabléme
en continu.

Fonlupt [9] développe une méthode de résolution du P.P.B. en partant
du produit tensoriel de deux ensembles convexes ; elle camporte une grande par~
tie du fondement théorique du présent document. Une méthode de coupes y est
aussi proposée dont la dérivation est faite itdrativement ezi paramétrant des
programuwes linéaires du type P.P.B.A. A partir d'une coupe de Tui. lLes coupes
ainsi cobtenues sont de plus en plus profondes.

Une autre adaptation de la méthode de Tui pour résoudre le P.P.B.
avec Kl ou Kz éventuellement dégénéré est donnée dans [11]. lLes coupes sont

cbtenues 2 partir d'un point extréme quelconque de Kl ou K2 et la dégénérescence
est traitée & la fagon de Balas (1].

L'algorithme n'est pas garanti de s'arréter au bout d'un nawbre fini
de pas mais les expériences numériques sur des exemples tirés au hasard se sont
terminées toutes au bout d'un maxinum de 67 itérations de 1'algorithme.

1r %

€talent de dimension identique, la taille la plus importante étant m =m, = 5,

Dans la presque totalité des cas traités, les deux polyédres K

n, = nz = 15,

Un algorithme de coupes senblable 3 ce dernier mais prouvé fini se
trouve dans [38]. Il a 1'intér8t de conserver la structure du probléme aprés
1'adjonction des coupes, ce qui est important quand l'un des polyedres K, ou

K, posséde une structure particuliére, ~

Deux procédures sont fournies pour la dﬁtennmatlon d'un ontimm pseudo
global du prebléme, c'est & dire d'un point (X,y) tel que

vix,y) s vi{x,y)

pour tout XEN (=) n K et pour tout yexz ol N (X) est un vo:.ainage de X de
rayon §.

A partir de cet optinum pseudo-global, une coupe est générée en
résolvant une séquence de programmes lindaires paramétrés. De méme que dans
1191 cette proc&dure est itérative et on peut ainsi obtenir chaque fois des
coupes plus profondes. Aprds adjonction de 1.un de celles-ci, un nouvel opti-
mum pseudo-global est recherché sur 1'ensemble qui en résulte et ainsi de
suite jusqu'a ce que la région 3 explorer soit vide.



Cet algorithme est fini et peut étre facilement adapté & la recherche
d'une solution approximative & la fagon de Komno. La dégénérescence est traité
de la méme maniére que dans le cas précédent.

Une méthode de S.E.P. pour résoudre le P.P.B. se trouve dans [71. La
séparation est faite sur les variables individuelles en les forgant & rester
hors base une par une et 1'evaluation est donnée par la résolution d'un pro-
gramme lindaire dont la derivation est tout de méme d'une nature complétement
différente de celle du P.P.B.A. La preuve de finitude est fournie mais 1'auteur
ne présente pas d'expérience numérique.

Une généralisation de 1'algorithme du P.P.Q. convexe [35]1 est donnée
dans {227 pour cbtenir dans 1‘'absence de dégénérescence des optimums locaux pour
le P.P.Q. sans hypothése de convexité,en introduisant le cdncept de solution
de base complémentaire.

Cet algorithme est fini et devient tout naturellement 1‘algorithme du
simplexe si la fonction cbjective du probléme est lindaire. |

Les méthodes de decomposition en programmation lindaire ont été géné-
ralisées et appliquées 3 certains probl&mes non linéaires. Ainsi, dans [26] des
algorithmes e-convergents fondés sur une généralisation de la décomposition de
Benders sont donnés : pour résoudre le P.P.Q. indéfini. D'autre part, selon le
principe de aécompos:{tion de Dantzig et Wolfe, [33] présente une méthode pour
résoudre le P.P.Q. ol la matrice de la forme quadratique est semi-définie po-
sitive.

» La résolution du probléme d‘optimisatiori quadratiqﬁe en variables bi-
valentes est &tudiee dans{17] par des relaxations linfaires. Une classe de fonc-
tions y est donnéé,dont les surmodulaires notamment, pour lesquelles la solution
du probléme relaxé est aussi solution du probléme original. |

Pour le Probléme de Programmation Concave (P.P.C.) des méthodes finies
apparentées 3 celles de Tui sont proposées dans [411, [43,- [361.

Une approche différente se trouve en [2] dans le cas olt 1l'ensenble des
contraintes constitue un poly&dre borné et non dégénéré. La définition de 1'en-
veloppe convexe d'une fonction sur un ensemble y est donnée ainsi qu'une métho-
de pour cbtenir celle de la fonction cbjective sur un ensenble qui contient la
région réalisable. A chague itération, cet ensenble devient plus serré et on con~
tinue jusqu’'d ce que l'identification de la solution globale du probléme soit
immédiate.
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Pour le Probléme de Programmation Quasi-Concave (RR.QC.) onconnalt
une méthode de coupes 28 1 qui a 1'intérét de savoir distinguer les points ex-
trémes originaux de ceux induits par les coupes. le principe de cette méthode
qui est finie et qui traite sans difficulté les cas dégénérés se trouve sur
la programmation lindairs et sur la méthode de Tui.

Si la fenction & optimiser satisfait en plus 1'hypoth&se d'étre dif-
férentiable sur un ensemble ouvert qui contient la région réalisable , 1‘algo-
rithme dans [5] qui est une énumération astucieuse est applicable. Il consiste
partir dugquel certaines contraintes sont reldchées. L'énumération est alors
faite sur les faces relaxées.

Dans [2] 1l'auteur développe une méthode de calcul .de bornes pour
une classe particuliére de problémes non convexes soumis 4 des contraintes
linBaires de la fonwe Ax.2 b ol Aélem R XeRn, beRm, L'idée est d'associer un
problame qui camporte la seule contrainte uhAx 2 ub a la place des m autres
Ax 2> b, ol u est un vecteur multiplicateur des lignes de A. Pour chaque u > O
ce problame auxilaire donne une borne du probléme original et on montre que
1'inclusion de cette méthode dans une technique de S.E.P. ne demande pas la
recherche du meilleur maltiplicateur u 3 chaque évaluation mais qu'il suffit
de tester la réalisabilité d'un systéme de contraintes lin8aires.

Finalement 211 propose un algorithme de résolution du probléme de
prograﬁma'tion pseudo~concave et en particulier du probléme

Max{f(x) = <pt,x> + m(<xt,,(3x>}l/2 l ¥ >0, Ax £ b}

oim<OetC est définie~positive qui a des applications dans les problémes
de prise de décision sous risque.

C'est une décamposition de la région réalisable en simplexes de dimensions
diverses qui, par la programmation linéaire et le critére du gradient sélec-
tionne une séquence de ces simplexes chacun desquels est associé a un maximuam
relatif strictement croissant. On montre que cette procédure est finie et que
1'élément le plus grand de ladite s&jqence est la solution glchale du probléme.






CHAPITRE 11

LE PROBLEME DE PROGRAMMATION
| BILINEAIRE APPROCHE
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IT1.1 - LE FACE~-PRODUIT TENSORIEL DES POLYEDRES Kl B K2

Comme il a ét& mentionné au chapitre précédent, 1'étude du produit
tensoriel de deux ensembles convexes est faite dans [9] et par conséquent,
certains résultats de cette théorie utilisés ici, serpnt rappelés sans démons—
tration. |

11 est convenable de supposer que les poly&dres K1 et K2 ont été
mis au préalable sous forme canonique par rapport & une base réalisable,
c'est a dire que 1'on connait une partition (AB,AH) des colonnes de A et
une partition (BB,BH) des colonnes de B telles que A, et BB’ sont des matrices
carrées non singuliéres. A ce mament 13 Kl et K2 s'écrivent :

Ky = b= Gy 2 O g + R = o)

i 01

Ky = ly = vy 20|yg+ By =15
Yy h, :
ol g Xpe ecR xHeR ¢ 1?,1 + hl =n
h ><h1
(AB) AHe:R
_ 2,2 h2
Ygr ER “, ypeR ©, 2, + hy =n,
-1, _byhy

le face-produit tensoriel de Kl et Kz gue nous noterons K @K dans
la suite est défini par le systéme (PTC) ci-dessous. On nnntre dans fg} que
K @K est un enserble convexe fermé et qu'il est campact si et seulenent si
Kl et K2 sont bornes.

Dans 1l'écriture du systéme (PIC) nous utilisons 1g’s notationssuivantes

Xoy, est un vecteur dont les coordonnées sont
o yd, 1= Leeoy 5 3= 1yneeny)

Pour chaque j = 1,. cary § x‘,yj est un vecteur dont les coordonnées sont
‘(Xioyj; i=1,... ,nl)

Pour chagque i = 1,... My xioy est un vecteur dont les coordonnées sont
coy?, 3 = 1,000,

Finalement, si w an et o est un scalaireaw est le vecteur dont les coor=-

données sont

{C{V}l fece ;a"‘}l)
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H%ooo& 4 — mo HlHO
VUUT=T o gk - 5o z%a ()]
HA&.....H”..” P 0= .MHMNI m\w.omm_.um.*. m\womunm (g)
o= Ly By (%)
w (014)
1= %+ Hxg (€)
N@l...f_..u._” ! o= m\ﬂ..m.l MMomunK+M.\w.omx (@)
NC.;...T_..H.h ! o= m\ﬂw‘l m\ﬂomumm+m\w.omwn :..vL
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Intuitivement, le systé@me (PIC) est obtenu en nultipliant une d une
les contraintes de K par chacune dea c:elles de K2 et en remplagant chaque produit
gy3 par une nouvelle variable x* oy .

Le P.P.B.A. peut donc se formuler de la maniére suivante :
n, n
1 772 ik
(P.P.B.A.) v = mn{<p >+ <q N>+ L L e x30y | 2 = (xey,y,x)eK BK,}
=1 f=1 X | 12

A propos du systéme (PIC) quelques remarques sont pertinentes.

Remarque 1 : Dans le systéme de contraintes (PTIC) 1'un des ensembles d'&quations
(2) ou (6) est surabondant et peut donc étre éliminé. Nous adoptons la régle de
garder celui qui contient le plus petit nowbre de contraintes et sans perte de
généralité de le choisir came 1l'ensemble (2) ; (6) est donc exclu désormais du
systéme (PIC) qui,de cette fagon, posseéde Ql.nz*’+ 4 .h +£ +22 .€quations et

n (n2+1)+n2 variables.

Remarque 2 : Le systé@me (PIC) se décoampose en deux sous-systémes : celui cons-
titué par les &quations (1) & (4) et celui formé par (5) et (6) que nous appel-
lerons respectivement sous-systémes (A) et (B). Chacun d'eux posséde une structure
diagonale par bloc. C'est & partir de cette décomposition QUe nOUS Proposons

une méthode pour résoudre le P.P.B.A. dans le chapitre suivant.

Remarque 3 : Le systéme (PIC) peut s'€cire de maniére plus concise

-(7) Xy 20, y 20, x20

(8) Axoy - ey = 0’ ;3 o= 1,,..,112
(PTL)' < (9) By = f
(10) Ax =e

(11) Bxicy - :fxi =0 ; 1= 1,.n.,nl

by

Remarcue 4 : le s;ystem (PIC) est s::milaire au polytope d'affectation [35] dans
le sens que chaque variable xioy apparait exactement dans deux ensembles de
contraintes : 1'ensemble (8} et 1ensenble (11).



En raison de sa symétrie, le systéme (PTL) sera utilisé comme représe
tation de Kl@Kz dans la description de la premiére phase de la méthode de réso-
Iution du P.P.B.A.

II.2 - RAPPORT ENTRE LE P.P.B. ET LE P.P.B.A.

Dans ce paragraphe, nous justifions le choix du P.P.B.A. come outil
de résolution du P.P.B. ; pour ce faire, nous introduisons tout d'abord la
notation et la définition suivantes :

Pour K = K, K, ou KlﬂKz, nous noterons E(K) 1'ensemble des points
extrémes de g;

Définition : Le vecteur z sera dit"de la forme produit”, s'il existe xeK, et
yeK, tels que(l) z = (x8y,y,x).

Théoréme 1 : Si §eB(K1) et §eE(K2) alors z = (xRy,y,%) <E(K BK,) .

Ce théoréme est &galement démontré dans [9] mais vu 1'importance du résultat
pour notre étude, nous reprenons sa preuve ici.

Suivant la notation &établi au paragraphe précéddent, il suffit de
montrer que le vecteur 2z : ‘

-~

*p¥y = O
XpoYp = el F
4XH"YB = 0
Yy = £
X = e

est une solution réalisable de base pour KIXI,KZ.

En considérant le systéme (PIC), il est immédiat i vérifier que Eeleu
D'autre part, la matrice M extraite de (PIC) qui correspond au vecteur Zz est

n n
(1)Si X = (x-l,...,x l) ety = (yl,...,y 2), xBy est le vecteur dont les

camposantes sont

(Xl‘y:}, izl,.-.,ri; j=l,..-,n2)
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ol Ej représente la jéme colonne de &, j = L P

Nous avons vu, 3 la remarque 1, que le narbre d'équations indépendantes
du systéme (PIC) est r = 5?,152,2 + hliLz + hzﬂ,l + !Ll + 22 et r coincide justement avec
le nambre de lignes et de colonnes de la matrice M. '

Ainsi M est carre, diagonale-inférieure par blocs, i éléments non nuls
sur la diagonale principale et par conséquent non singuliére. -
' C.Q.F.D.

Remarque 5 : La solution Z du theoréme 1 est trés dégénérée puisqu'elle camporte
2hy + 45h, variables de base nulles. '

La 'réciproque du théoréme 1 est fausse ainsi que le montre 1'exemple
ci~dessous ; cependant, si Kl ou K2 est un simplexe , le théoréne 1 est vrai
dans les deux sens : tous les points extrémes de les‘:Kz sont de la forme produit.
Ce résultat est montré dans (9].
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Exemple : Prenons comme K1 et K2 1'hypercube binaire dans R2,
g
X, z 0, xl'zo, x220, xézo
K, <x +x) =1
X, + xé =}
’ylzo, yi z O, y2.>.0, yézo
K, <v;  *ty =1
Y, tY =1

Dans ces conditions KI&K2 s'écrit
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Considérons maintenant la partition suivante des colonnes de

KB,

Zp = (X°7) Xpo¥) s X[V, X3O¥]s X{°Vps XK3Vps Xy °¥3:X0°Yhs Vys ¥ir Yoo Y5
X xi, X, xé)

7 = Yo L oy! oyt o o 'bo 14 Yoyt

Zg = (X{o¥) s X500 0 XY s XV s X Yo 0¥y XjoYy, X50¥5)

et posons z., = 0. Le systéme d'équations qui en résulte est

H
rd

2 TR TN
0er =) = 3]
X{°¥y = X3°¥5 = ¥y
X °¥p = Xp°Y;
X1°¥) = X0Y) T X
Q XYy T XY, = Xy
Koyl = xov, = 1

]
b
N -

[t -
X1+Xi:1
Xy + x5 =1
v, ty) =1
Yoty =1

Une simple vérification suffit pour voir que la seule solution que
ce systéme admet est

EB= (L/2, «v., 1/2) .

A4
16 composantes

SizZ = (":ZB,E‘"H) n'eést pas un point extréme alors il existe
. ¥ ] "o "Hoan ‘
2' = (@441 K BK, et 2" = (22,2") K EK, tels que

o=k Lo
(12) zp 3% *t3 B
7 1 01 n
(13) Zy=3% T 3%y

Mais §H =0, 2z} 2 0, #jy 2 O et (13) entrafnent forcément zj = 7j; = O

en plus, de (12) et du fait que %TB admet une solution unique, on déduit que la

seule possibilité pour Zj et i'é est

Z =gl = N

B B B
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Ainsi, Z est bien un point extréme de K RK, qui n'est pas de la forme
produit.

En résumé le théoréme 1 et la remarque I.2 établissent que la relation
entre les valeurs des fonctions objectives du P.P.B. et du P.P.B.A. & 1'optimum
est

*

= e
VA.V

avec 1'inégalité stricte éventuellement possible.
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RESOLUTION DU PROBLEME
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ITX.1 - INTRODUCTION

Il a &té établi au chapitre précédent que la solution optimale ;;A
du P.P.B.A. ne résoud pas forcément le P.P.B. mais que v constitue une borne
inférieure pour v. Il est donc naturel de penscr a developper des stratégies

de séparation de l'ensenble de solutions réalisables du P.P.B. en utilisant

le P.P.B.A. came évaluation afin de le résoudre entiérement. La misec en oeuvre

de telles stratégies sera 1'objet du Chapitre IV.

La borne obtenue par le P.P.B.A. doit répondre aux exigences toujours
demandées dans les méthodes de S.E.P. § savoir étre

1) Rapidement obtenue :
i1) Suffisamment serrée pour que la taille de 1'arborescence d'exploration
ne soit pas trop importante.

De 1) il est evident que 1%on a intérét a développef des méthodes
duales de résolution du P.P.B.A. puisque de cette fagon on peut se passer de
le résoudre enti@rement si le nambre d'itérations demandées est excessif ou
si 'amélioration d‘'une itération 3 la suivante devient faible et de ii) on
voit qu'il est quand méme nécessaire de consacrer un certain tamps pour le
calcul de la borne. Dans le chapitre V nous montrons comment on a &tabli expe-
rinentaletm_nt un canpramis entre ces deux exigences.

I1I.2 -~ DECQMPOSITION DU P.P.B.A.

Camme i1 a été& noté a la remarque II.2, K EIK2 peut se decmpoaer en
deux sous-systémes (A) et (B).

Si nous considérons la représentation (PTL) pour KIKIK2 les sous-
systémes (A) et (B) s'écrivent :

r
XoYzO,xzo,YZQ
(1) Axoyd = eyd =0 J=1,.0.0m,
@ <
(2) By =f£
(3) Ax =g
Xoy 20, x20
B) <
Bxiny—fxi=0 1=1,000,my
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Remarque 1 : Appelons P.B.A.R. le programme linéaire obtenu en remplagant les
contraintes de Klﬁl‘(2 par celles du sous-systéme (A) dans le P.P.B.A. et *ER la
valeur de la fonction objective 3 1'optimm du P.B.A.R. alors \7R est &galement

une borne pour V.

ITI.3 - TERMINOLOGIE ET NOTATIONS

Par abus de langage nous appellerons les systémes de contraintes
(1), (2) et (3) le jéme bloc intermédiaire, le bloc y et le bloc x respecti-
vement.

D'autre part, nous poserons pour le jéme bloc

3

et xoyl = {x oy }

y 1= 1,...,n1

Aussi pour représenter de maniére concise la fonction objective, le vecteur
des cofits ré&duits et les variables du P.P.B.A., nous utiliserons les vecteurs
(n, .n.in,4n, )

deRl 2721 r et z définis par

r= (C,qp P

it

z = (X, ¥, X)

et pour faire de méme avec le second membre du P.B.A.R. le vecteur t de

R(ml .n2+m2+ml)

t = {(0,£,e)

est introduit.

Les sous-systémes (A) et (B) seront alors crits de manidre abrégée
N,z = tlet{N,z = Olavec u,, u, les vecteurs duaux respectifs et z, 0 = (al,ﬁz)
les solutions optimales du P.B.A.R. et de son dual.

Finalement, S (respectivement HS) va représenter l'ensemble des
colonnes dans la base optimale (respectivement 1l'ensemble des colonnes hors
base & 1'optimum) du P.B.A.R.

v

" | .n
(1) La matrice C est considérée ici camne un vecteur de R 2
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II1T.4 - METHODE DE RESOIUTION DU P.P.B.A.

I11.4.1. - Introduction

Nous présentons d'abord une description samaire de quelques
méthodes existantes qui sont applicables & la résolution du P.P.B.A. par décom-
position et relaxation dans le but de justifier le choix du type de méthode pro-
posée et ensuite nous passons & la description détaillée de celle-ci qui fera
1'cbiet du reste de ce chapitre.

I11.4.2 - Méthodes envisageables

a) Méthode exacte : Cette méthode, dont le mode opératoire est
analogue a 1l'algorithme Primal-Dual de la programmation linéaire [6] est donnée
dans {9]. Elle suppose que la base optimale S du P.B.A.R. a &té obtenue et que
celui~ci est &crit sous forme canonique par rapport & S :

st +NHS =t

1 %us

NSz +Nﬁsz = 0

27s 2 "HS

(4)

Si la solution zg est r@alisable pour le systéme {NS Zg =t, Ng Zg = 0},
elle est optimale pour le P.P.B.A. et sinon, on met en évidence une amélioration

du dual de ce programme lingaire.

~ Cette méthode demande 1'inversion d'une matrice dont 1'ordre peut
atteindre la valeur (n ) -m, a chaque itération, ce qui, du pbint de vue du
temps de calcul risque d'étre trop long et pour cette raison on” Juge que son
intérét est plutdt théorique.

b) Méthode des sous gradients : La méthode proposée 'aans 181, N19l,
{201 par Held, Karp et Crowder qui en particulier donne des résultats tr@s encou-
rageants pour le probléme du voyageur de commerce est en principe applicable i

notre probléme ; cependant, on n'en retient que 1'idée puisque la structure dia-
gonale par bloc du P.P.B.A. demande une méthode spéciale' capable d'en tirer pro~
fit. En outre, pour la bonne performance pratique de la méthode des sous-gradients,

- on doit avoir une nombre relativement faible de contraintes violées ce qui n'est
pas forcément vrai dans notre cas.

D'autres camparaisons entre la méthode des sous-gradients et celle
proposée ici sont faites a la remarque 5.
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III.4.3 - Description générale de la méthode

Avec les notations du paragraphe ITI.3 le P.P.B.A. s'écrit s

- o t
(5) vy = Min{<x",z> | z 2 0, N,z =t 5 Nz = 0}

Ou par passage au dual du sous-systéme (B)

(6) . vy = Max{q(uz)}
u
2
ol la fonction g(uz) est donnée par

. t .
(7) glu,) = M;n{<(r-N2u2)t, z> | z 20, Nz = t}

Remarque 2 : La fonction g(u,) posséde les propriétés suivantes :

i) g(uz) est concave et affirie par morceaux puisque ¢ est 1'enveloppe
inférieure d'une famille de fonctions affines.

ii) Pour tout u,
guy) < v,

Par conséquent g(u,) est aussi une borne inférieure pour v.
2

- iii) si u; est la solution duale obtenue 3 la idme itération de 1'algorithme
1 2 i S - -
VR < g(uz) < g(u2) < ees < g(uz) Ceee SV <V |

La méthode décrite ici qui est une méthode approchée came celle de
b) au paragraphe précédent résoud le P.P.B.A. sous la forme (6) en améliorant
itérativement sa solution duale u, ;¢ 'est une méthode de penalltes pu:.squ on
peut interpréter U, caume un vecteur pénalisant les contralntes du sous-systerre
(B) qui sont violées par la solution du P.B:A.R. ‘

A chaque point u, nous devons déterminer :
a) La solution optimale du P.B.A.R., c'eést 3 dire 1'évaluation de la fonc-

tion g au point uy.

.n
b) Une direction d'amélioration de g(uz) , C'est & dire un vecteur aeR "2
tel que pour un € < O suffisamment petit la relation

g(u2+goz) > g(uz)

est vérifiée si € < p < O.
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g(uz)

—

//

¢) Le plus grand pas p° dans la direction a ; c'est & dire la solution
du programme:

:Ic-em e B MR CHeED - R ae o

™o

3

(8) g(u2 + poa) = Max {g(uz~%-pu)'~ | p<0 }
P

=l

)

G B W we R e OB GG A SR G W M em e

©w
©
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Nous allons maintenant passer & la description de chacune des étapes
de la méthode.

111.4.4 -~ Résolution du P.B.A.R.

La formulation mathématique du P.B.A.R. est )

e

Xy 20, v20,x20
Axay3 meyj =0 ,3=1 ,..., n,
(P.B.A.R.) £
By =f
Ax=e n, n
= t t 12 i3
szbfﬁn{<p X> b <g >+ &% Cjs X oy3}
~ i=1 §=1

Le résultat suivant est démontré dans [2] par une application directe de
la théorie de la dualité en programmation linéaire.

Théoréme 1 : La solution (Xoy, ¥, X) du P.B.A.R. est

X°YJ }‘2] §jt j=1r*~~sn2 H §t§~
ol

v ={§, J=1,...m,}
et *

X ={x,i=--1,...,nl}

sont respectivement solutions optimales des programmes lindaires

(9) Ej aMin{<Cj,x>[XeK1}, j =l,°..,n2
n
2z . .
s 3y 3
(10) 5n2+1 = Min {jf-l €54q) v | yeKy}
(11) & = Min{<;‘>t,x> | xe K}

En plus on a v E + é;

2
Remarque 3 : La solution optimale du P.B.A.R. est cbtenue par la résolution d'un
programme lindaire défini sur K2 et de n2+1 autres définis sur K1 dont les fonc-
tions dbjectives sont en général toutes différentes.
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Par extension nous dirons que le P.B.A.R. est sous forme canonique

s'il se trouve & une permutation des colonnes prés sous la forme schématisée ci-
dessous. Les notations introduites au chapitre II sont reprises ici.

i

analoguement pour %)i et a..

chaque j et chague i, a‘; est un vecteur colonne 3 9,1 canposanies et

~Foy- A y . X
vy Istl M e 0
W, IQ} EAZ -e, 0
4 H 5 -
W T Y e o)
ny by R
3 : ]
I : B -f
12%1 22 .
W : A e
o} 1 e
: ] :
n')
= ct c? c? q P
n
= o c? ¢ 2 3 B
ol nous posons (1) s
A.=1{ar, i=1,...n} =(1,3A)
3 3’ T ( 2 L
B = {bi, is= 1,...,n2} = (IE, B)
2
A = {ai, i=l,,..,nl} = (IRI,X)
(I}Pour
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1) Sous cette forme 13, une solution réalisable de base z = (xcy, y, X)
du P.B.A.R. est déterminde de manidre immédiate. En effet, du bloc x on obtient
directement x = (6,0) du blocy, y = (f,0) et du jé&me bloc intermédiaire

i - 3 )
Xoy = (ej yjr o)y =140y

2) Les vecteurs duaux wé ,wl Moreeo W 41 sont obtenus par les expressions
2

ijc'ij pourl*——-l,...,fbi et 321,...,n2
i

Wn +1

=ql+<wi.:,§.:> pour i =1,...,4,
5 i%i

W_=p pouri-":l,..,,ﬁ,l

3) Le vecteur des cofits réduits r = (C,q,p) est aussi facilement calculé
par les relations '

- t i . ’ )
Cijxcij ~<wj,aj> » pourJ.f-:l,.”,n1 et = 1l,cc.4
ot B | t o~ . - .
f’i ”Pi“<Wta> pour i =1 n

ol i Feeey l

ol 1'on vérifie tout de suite que les colits réduits des colonnes de base sont
nuls.

4) Une opération de pivotage sur cette forme du P.B.A.R. est accamplie
de maniére efficace selon les trois cas possibles pour i o ia colonne qui entre
dans la base
i) i o appartient au jéme bloc intermédiaire, c'est a dire la variable
i . ,
X °°yj entre dans la base, On effectue alors un pivot normal sur ce bloc.



Outre le pivot au bloc j, on doit mettre & jour w 1 et par consé-
quent g puisque e a été mpdifié, mais le reste des blocs ne cﬁange pas.

ii) i ‘appartient au bloc y. En dehors de I'Opération de pivotage
portée sur ce blocg les vecteurs xsy et W L -sont mis a jour en termes de

la nouvelle solution y' et le vecteur g esxz. alors recalculé.

iii) :io appartient au bloc x. Il stagit du bloc indépéndant; un
pivot normal sur celui-ci est suffisant dans ce cas.
Liexemple suivant illustre la résolution et la mise du P.B.A.R.
sous forme canonique.

Exemple 1 : Considérons le cas 5& = 4, n, = 6 ; 5&2 = m2~= 2, 1.’352 = 4 avec
les polyédres g
! ¥y

(0,1) (1,1) .

X (0,0) (1,0) IR4!
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>
xlzo,xzzo
xl-'x2_ 8
Kl S —le + 3x2 < 3
3x1+4x2s 38
-xl-3x2$—12

~

’
ylzo, yzzo
K2 < Yy <1
Yy < 1

~

On ajoute a Kl les variables d'écart Xyseeer¥g et a K2 les variables
d'écart Y3 et y,.
Les coefficientes de la fonction objective associés 3 la variable
i

X ,i=1, ..., n, sont

1
p = (0,0,0,0,7,14)

d la variable y3 J = 1,v..,,n2

q= (16, 0,-11,6)
- NP . i j. .
et l? colit Cij associé a la variable x oyJ i=1,..., n; j= 1,..., n, est
donné par la matrice C:

9 16 -6 14

15 16 -9 20

~15 10 13 18

La forme canonique du P.B.A.R. par rapport a sa solution optimale

est dans ce cas
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En plus, les solutions des programmes (9), (10) et (11) sont
respectivement :

£ = {Ej, j =1,.../n,} = (-266, 56, -52, 194)

£ = -194
n2+1

£, == 49

et par cdnséquent ;;R = ~243

Finalement, la solution optimale z = (Xey, y, X) est :

1 ) )
Xy = 4{7,0,0,9,6,5).
2
Xey = (7,0,0,9,6,5)
x<>y3 = 0
Xy =0
y = (1,1,0,0)
x = (0,18,7,0,9,1)

IIT.4.5 - Recherche du plus grand pas

Il est plus avantageux pour la présentation de la méthode de
décrire la procédure iii) avant procédure ii) et pour ce faire, nous suppose~
rons donc qu'une direction d'am&lioration o a &té trouvée.

La fonction g(u2+poa) dans (8) est le programme linéaire paramétré

(12) g(uytpa) = Min{<rt-[N§(u2+pa) ]t,z> |z >0; Niz = t}
A
De la théorie liée & 1'étude de ce genre de prablémes [35] le résul
tat suivant est bien connu.

Il existe un nombre fini de valeurs de p : pl’QZ""’pL que nous
appelons "points de cassure" avec les propriétés.

i) La fonction p + g(u2+p0f.) est conca\}e et affine sur chaque
. intervalle de la forme [pg'%ﬂ}'



- 34 -

ii) Le programme lingaire admet la méme base optimale pour
D€ [pkir}i}{‘_l}y 'Q' = .l.gaao’L“lc

iii) le changement de sclution a lieu & chaque point de cassure.

iv) Les bases optimales qui correspondent 3 deux intervalles succes-
sifs ne différent que d'une colonne.

Pour adopter cette approche de résolution de (8), le vecteur
ﬁ .n
da= (XNZ eR 2 sera mis sous forme canonique par rapport & la base optimale

du P.B.A.R. par la procédure illustrée sur le vecteur r au point (3) de la
remarque 4, page 29. o

Le vecteur d ainsi cbtenu est multipliéd par p < O et retranché
du vecteur des colits réduits r. Cette fagon de faire nous permet de supposer
qu'a chaque nouveau point de cassure rencontré on camence avec une solution
duale u, = 0.

Supposons que 1l'on connaisse le point de cassure p gy la solution
courante du P.B.A.R. reste optimale tant que

-

£ -pd 20

pour tout j = 1,,(.,...nlm2 + n, + n,

et par conséquent le point de cassure Py @ lieu a
=3
r
o, = - Min [E ]
J={3|3<0} ¢
avec la convention P =@ siJd=g.
Dans ces conditions, si z est la solution optimale courante du P.B.A.R.
on peut écrire pour Pgmy S P =Py

' gluytpa) = <(E~N§u2)tﬁ> - 0<%, 2>

ot <d%,2> = P est la pente de la fonction g.

Nous pouvons maintenant passer 3 la description de 1'algorithme
de recherche du plus grand pas dont la finitude est assurée par les propriétés
de la fonction g.
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Pas O : g(o) et o ont été obtenus. Poser £ = O et aller au pas 1.

o
&

Déterminer le point de cassure p o4l ¢ appeler z ¢ la solution optimale

du P.B.A.R. dans 1l'intervalle EQQ,Q’HIJ et aller au pas 2.

Pas 2 : Calculer la pente PJL de la fonction g ; si PIL est positive, alors
faire £ := %+1 et aller au pas 1. Si PQ est négative ou nulle, aller

au pas 3.

Pas 3

Terminer, po =P, est la solution optimale de (8).

Remarque 5 : L'algorithme ci-dessus est une recherche séquentielle des points
de cassure de la fonction g et pour cette raison la suite

gluytp 0), glustoya), ooy gluyte®a)

est strictement croissante. Dans la méthode des sous-gradients par contre,
cette propriété n'est pas forcément vérifiée puisque la détermination du pas

est faite de maniére aléatoire.

Remarque 6 : Il suffit de résoudre entiérement le P.B.A.R. une fois pour
1'évaluation initiale de g puisque par la propriété iv) des programmes para-
métrés les &valuations ultérieures peuvent s'accanplir par pivotage selon la
procédure indiquée au point (4) de la remarque 4.

Remarque 7 : Plagons nous comme précédemment au cas ol le point de cassure
Pem1 2 été déterminé et soient

7 = (xoy, l_?'r ;‘5)
la solution optimale courante du P.B.A.R. et

=i

R = - Min =}
° -i =i -a-
{i|x cHS et @ <0}
E.'L
Rj = ."- i Min { ‘:-i}
{i|x oy eHs et 3«0} @
(£ '
R = - Min -
n2+l _a:l

{i|yTeHS et d <0}

les "meilleurs rapports" par bloc.
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Le point de cassure p, est alors donné par

!

Py = Min {Rj
j~0,...,n2+1

-~

De cette fagon les rapports {Rj} sont mis a jour conformément au
changenent de solution du P.B.A.R. et on peut calculer les points de cassure

efficacanent.

Remarque 8 : Pour résoudre un probléme similaire 3 (8), Fonlupt{9]propose
alternativenent une méthode de recherche au hasard ; les deux raisons suivantes
nous ménent 4 la conclusion qu'elle est moins avantageuse que 1'approche para-
métirgue, ‘

i) Le nambre d'opérations de pivotage nécessaires & 1'évaluation
de la fonction g est du m&ie ordre dans les deux cas puisque dans la méthode

au hasard on doit résoudre entiérement le P.B.A.R. 3 chaque &valuation.

ii) L'approche paramétrique donne la solution exacte de (8) alors

que la méthode au hasard ne donne qu'une solution approchée.

Exenple 2 : Une direction d'amélioration ¢ a été obtenue pour le probléme
de 1'@;{@@)}@ 1 par la méthode décrite au paragraphe II11.4.6 et le vecteur d
gui en résulte est
a=13.37,0,0,0.92,0,0;5.38,0,0,0.83,0,0;3.37,0,0,0.92,0,0; v

5.38,0,0,0.83,0,0;0,0,0,0;-8.75,0,0,~1.25,0,0]

L'exploration de la fonction g pour la recherche du plus grand

pas dans ce cas est représentée graphiquement

f
—

B R R e T

-166
O Sy Ut

\ T “243
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dont l'exécution de l'algorithme est résumé dans les tableaux ci-dessous

Situation initiale

1 2 3 4 v X
- . ] ' ] ! ] ' 1 : 1 :
r [11.06'26.71{17.65:17.76] 13 {16 13.06119.71| 187 1144 | 8.75:1.75
) ¥ * [
N I T : :
d F1.661-0.29/~2,46.-0.12| 3.37! 0.92]|-2.46,~0.12 -31.920 0 -8.75:~1.75
o ] [ [ 1
Meilleurs ] ] .
rapports -6.66 -7.18 - -5.31 -5.86 -1
par bloc ¥
Premier point
de cassure
Situation aprés le pivotage
1 2 3 4 oy X
s ] L] . ) '
r 19.40:26.41{15.19117.64[16.37 116.92/10.60;19.59/155.08:144 | © + 0
] 1 ¢ [
] : : : ! :
d 1.661-0.29]-2.46:-0.12 3.37: 0.92[-2.46,-0.12|-31.92, O | 3.89.-0.78
: 4 ] 1]
Meilleurs
rapports -5.66 -6.18 - o -4.31 ~-4.86 0
par bloc ¥
Second point

de cassure

A 1'itération d'aprés, la pente devient négative et par conséquent
on s'arr@te. Dans ce cas particulier, on est déja & 1'optimm du P.P.B.

I11.4.6 -~ Détermination d*une direction d'amélioration

I11.4.6.1 -~ Introduction

On montre maintenant comment on peut exprimer la détermination
d'un vecteur de pénalités u, qui améliore la solution optimale duale du
P.B.A.R. comme la recherche d'une solution réalisable d'un systéme d'iné-
galités lin8aires dont le membre droit est fonction des cofits réduits.
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Ce systéme d'inégalités posséde une structure particuliére trés
sinple 4 exploiter quand les polyédres I"(1 et K, sont des hypercubes a somets
en O-1 ; on présente donc la procédure dans ce cas spécial d'abord et on

montre ensuite comment ces idées peuvent s'étendre & des cas plus généraux.

La représentation (PIC) de Kl&‘{{z donnée au chapitre II est maintenant
reprise ; on rappelle que dans ce cas, le sous-systeme (B) est constitué unique-

ment par les blocs associés aux colonnes hors base du bloc x.

I11.4.6.2 - Cas de deux hypercubes

Au cours de ce paragraphe, Kl et K2 sont donnés par

: {xi+xi==l ; i==1,...,m1}

Kl
- ( L H i = '
K, : {yi+yi 1 ;1 1,...,m2}

ol xji {respectivenent yi ) sera appel8e la variable camplémentaire de Xy {(respec-

tivement de y.l) et vice~versa ; on mote .Iue dans ce cas 311 =m, hl =m el
Ly =y, hz =m, et que toutes les contraintes du sous—systéme (B) sont de la
forme

o O L -
(13) X ¥ tXoys T Xy O

Y

A une itération quelconque de l'algorithme, on va s'intéresser a
trois types de contraintes de ce sous-systéme.

i) Les contraintes (13) telles que :
- le colt réduit 51 associé a x5 est strictement positif.

- I1 existe une solution de base telle que l'un des variables X, 0y; ou xisyi est
positive ; supposons que ce soit Xi°yj ; c'est a dire que la variable y 3 peut
étre de base.

Ces contraintes gu'on appellera pénalisables, ne peuvent étre violées

que dans le sens positif.

ii) Les contraintes (13) pour lesquelles les cofits réduits des variables

xX.o0y,, ¥.ov!, X, sont
1yj’ 1Y3: i

- - =i
Cij > O, Cij‘> O, p =0
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Ces contraintes, appelées dépénalisables correspondent & un situatic
spéciale qui ne se présente pas quand la solution du P.B.A.R. est unique. Ell
ne peuvent &tre violées que dans le sens négatif.

iii) ILes contraintes (13) telles que
~ le cofit réduit p- associé a x; est strictement positif (x; est hors base).

- Les variables Xi°yj’ xioy:’i soit elles sont toutes deux hors base, soit 1'une

d'elles est hors base et l'autre est de base dans un bloc associé & une colonr

hors base du bloc y.

Dans un tel cas, pour toute solution optimale courante x; =0, X; ¥y = 0,

xi°y;'§ = 0 ; on appellera ce type de contraintes, les contraintes satisfaites.
Il existe d'autres genres de contraintes du sous-systémes (13),

mais elles ne sont pas prises en compte ici.

La iéme ligne de la matrice N, est représentée par(l) (N

), et
271
la notation ie‘I‘k, k=1, 2 ou 3 doit s'interpréter respectivement <{N2)i,z>

est pénalisable, dépénalisable ou satisfaite.

Affectons alors un poids positif aux contraintes pénalisables, un
poids négatif aux contraintes dépénalisables et un poids de signe quelconque
aux contraintes satisfaites ; l'amélioration de la borne courante peut, par
conséquent, s‘écrire

(14) p z a, <(N2)ifz)->

1€T1 uTzuT3

Pour un pas p suffisamment petit on garde la méme solution du P.B.A.R. et
par conséquent

(15) p L a, <(N,}),,2>20
ieT i 72
"1
(16) p RZI oy <(N2)R),z> =0
€T2 ,
{(17) p I <(N,), ,2> =0
keTB uk 2’k

(I)Quand des précisions sur le bloc du sous-systé&me (B) en guestion sont
nécessaires, on notera (Nz)i; pour la ligne i de la matrice N;3 dans le
bloc k.
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De (15) et (16) on déduit que la seule situation dans laquelle la

borne n'est pas améliorée est
—_ i
<(N2)i,z> 0 pour tout ie’ll

et <(N2)£,z> = 0 pour tout !Le’I‘z

On dira alors au'une situation de blocage est atteinte. La méthode
proposée ici peut atteindre une solution de blocage sans avoir toutefois
trouvé la solution optimale du P.P.B.A. mais on constate sur les exemples
traités que la solution courante est " optimale lorsque cette situation

se produit. On dira aussi qu'une situation de bhlocage apparait quanci-
la seule possibilité pour le vecteur o est a.= O. ‘

Notons aussi, qu'en pratique, ce sont les contraintes pénalisables
qui permettent d'améliorer la borne courante puisque :

i) Il est toujours vrai au cours de premidres itérations que (15)
se produit avec 1'inégalité stricte pouxr tout z qui est solution optimale du
P.B.A.R.. Les contraintes pénalisables peuvent donc améliorer le dual de ce
programme méme si elles sant prises individuellement.

ii) Les contraintes dépénalisables ne se présentent pas sur les
premiéres itérations et ce n'est que de fagon glabale qu'elles peuvent donner
une amélioration puisque si on les considére individuellement elles ne sont
pas violées,

D'autre part, on s'apergoit que (17) reste nulle pour tout o tant
que 1l'on garde la méme solution et par conséquent 1l'affectation de telles péna-
lités est en principe inutile, mais plus loin on va nontrer que dans certains
cas, son inclusion est quand méme avantageuse (voir exemple 3).

A partir de l'affectation de poids définie ci-dessus on détermine
une direction d'amélioration a et il est naturel de s'intéresser maintenant

a étudier les conditions dans lesquelles on peut garder la méme solution cou-

rante, le pas p sera pris unitaire : p = ~1.

Systémes d'inéquations associé & la solution courante

Examinons dans l'ordre les blocs iﬁtemédiaires et les blocs ¥ et x
en supposant, camne dans le paragraphe I11.4.5, que le vecteur d =a N2 a été

mis au préalable sous forme canonique.
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a) jéme bloc intermédiaire : Deux situations se présentent pour le
vecteur canonique(l) d= {aij’ i= i,...,hl}

i) La variable yj peut &tre de base. Dans ce cas, le nouveau
colit réduit est Eij*éij et la solution courante est conservée tant que

(18) c..-d..20

ii) la variable yj est hors base. On peut déduire égalé;zent
dans ce cas la relation (18) mais puisque yj est hors base.

si ai 3 = Eij on pivote dans le bloc j mais la solution courante ne
change pas puisque toutes les variables assoicées & ce bloc sont nulles tant
que yj est nulle. La solution change dés que yj entre dans la base, c'est &
dire quand 1'inégalité

19 c..+q. -d,. =20
(19) G5 7957 %y

n'est plus satisfaite.

1es relations (18) et (19) sont données de maniére concise par

. -4 - -3!
(20) dij < MJJI{Cij +q , Cj 40 +q’ }

- I, -
ol cij' (respectivement q:' ) représente le colit réduit de la variable xiny3
(respectivement y%) .

b) Bloc y : Notre expérimentation prouve que les inégalités associées
3 ce bloc, bien qu'elles ne soient pas simples d écrire doivent quand méme
&tre considérées. Notons déjd que dans la relation (19) on fait intervenir le
vecteur & et en plus, on introduit ci-dessous un systéme qui, de fagon approxi-
mative tient conpte de ces inégalités. ‘

c) Bloc x : Considérons le sché&ma suivant qui représente le bloc du
sous-systéne (F) associé & la variable X

“kl 1 ol...1 oo 1 of...T o -1
“k; 0 1 f...1 0 0 1 ...l of 1
Gkﬁ 0 ot... 1 o) ot ... 1 -1

2 =5

(1)

On indicuera desx izl
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On en déduit que la solution courante est conservée si le nouveau
coiit réduit est positif ou nul, c'est a dire si la relation
(21) o - 5 > 0
‘ i

is’}_‘l zs‘}i‘z uTB

est vérifiée.

Inégalités supplénentaires

On décrit maintenant quelques relations sur les dépénalités afin de
tenir compte, ne fit-ce que de manidre imparfaite, du bloc Y, en raisonnant
cette fois~ci directeament sur les contraintes du somwsystérm (B) plutdt
sur le vecteur canonique d.

Considérons la contrainte

Og*'- -
xly3}xiyj xi O

qui peut étre dépénalisable ou satisfaite. Par le raisonnement gui donne
lieu & (20), on garde la méme solution courante si

= pelt I ot
{xiz«.Maxf. (cij—fq), (cij,+q )}

Mais on réalise expérimentalement que cette relation permet des
dépénalités qui sont trop sévéres et par conséjuent on a adopté la régle
empirique de prendre le vecteur g inversement proportionnel au nombre d‘équa-
tions constituant K2. On écrit alors

N —a ol -l ot Iy
(22) ()Li = MﬁX( (clj + q /mz} I (Cijg + q ﬁ“z}}

Cette régle a donné des résultats satisfaisants dans tous les
as traités.

Remarcque 9 : Utilité des contraintes dépénalisables et satisfaite& Supposons
gue 1l'on ne tienne campte que des contraintes pénalisables et que pk soit nul.
Dans ces conditions on a une relation pour le bloc x qui s'écrit
ak =0

1(:‘.{'
‘dont la seule possiblité est Wy = O pour tout i.e‘.'{‘l, c'est d dire qu'une situa-
tion de blocage a été atteinte. Par contre, l'inclusion des contraintes satis-
faites avec des dépénalités et des contraintes d&pénalisables permet d'&viter
cette situation et par conséquent de 1'améliorer.
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Remarque 10 : La fagon de regarder individuellement les conditions qui nous
permettent de conserver la solution courante suggére une procédure pour
donner des directions d'amélioration valables qui consite & prendre une
par une les contraintes pénalisables. C'est une approche que nous rejetons

pour les raisons signalées dans b) du paragraphe III+4-2 et nous adoptons
plutdt le critére de regarder toutes les contraintes globalment.

Le systéme défini par les relations (20) & (22) n'est pas rigoureux,
d'une part pafoe qu'il a été congu sous 1'hypothése que chaque dij (respecti~
vement chaque pénalité) peut augmenter (respectivement diminuer) individuel-
lement alors que ce n'est pas le cas, et, d'autre part, parce que les con-
traintes (22) ont été &tablies de manidre empirique. Il n'est pas unique non
plus, puisque d'autres relations peuvent s'y introduire mais celles que nous
avons présentées ont bien marché en pratique et pour cette raison ce sont
celles qui ont été conservées.

Ce n'est donc qu'approximativement qu'un o qui vérifie les relations
(20) & (22) garantit de rester sur la méme solution du P.B.A.R., mais on va
quand méme s'intéresser au a qui donne la meilleure amélioration sur ce damain

X ai
leTl UT2

Etant donné la nature non rigoureuse de ce programme lindaire, il
n'est certainement pas question de le résoudre de fagon exacte mais plutdt
de lui trouver rapidement une bonne solution réalisable. Nous proposons pour
ce faire une heuristique assez Simple qui ne demande qu'un seul balayage des
contraintes du sous-systémes (B) ; dans tous les exempleé résolus, elle a
montré des performances encourageantes.

On cherche donc @ approcher une solution du programme

otki>0 si ieTl ;k=1,...,h1

E;I S&, <0 si ieT. U

VT3 k=1,...,h

1
(23) <

X o . £p ;k=1,...,h
. i
J.e‘I'luTzu'I‘3 -

hl
Max X X .

=1 ieT,uT, ki

1
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ol r” est donné par le membre de droit des inégalités (20) et r** = {E}:j*)
par celui des inégalités (22).

Décrivons de maniére algorithmique 1'heuristique de résolution de
(23).
Pas O Poser k:= 1, i:= 1 et aller au pas 1.

Pas 1 Examiner la contrainte
k -~ -
<(N2) ilz/ =0

Si cette contrainte est pénalisable, aller au pas 2 ; si elle est dépéna-
lisable ou satisfaite, aller au pas 3 ; autrement aller directement au
pas 4. :

Pas 2 Déterminer i a partir de aij en le faisant croitre a partir de zéro

jusqu'a E;j et aller au pas 4.

Pas 3 Obtenir o en le faisant décroitre a partir de zéro jusqu'a f]:: et aller

au pas 4.

Pags 4 Faire i := i+l ; si i < 5?,2 aller au pas 1, sinon aller au pas 5.

Pas 5 Si la relation (21) est vérifiée, aller au pas i, sinon aller au pas 6.

Pas 6 On a forcément

L O‘ki > Q0 et
ieT
1
{(24) X i + ) a > L—)k
1e'll 15'1‘2u1‘3 ki
Poser
-k .
6, = (p - z D/ L o
k ieT. uT O‘kl if:"l‘,é ki

2773 ¢ 1
(24) garantit que O < 6, < 1. .
Redéfinir les pénalités %, par
%i T %%y ¢ 1
et aller au pas 7. |

Pas 7 Faire k := k+l, 8i k < h1 alors faire i::= 1.e¢t aller au pas 1.

Autramcnt terminer.



-.."45.;

L'expérimentation de cette heuristique nous montre que la plupart des
camposantes des vecteurs p et q deviennent au fur et i mesure des itérations
soit nulles parce qu'il y a plusieurs solutions de base de Kl et de ‘K2 qui sont

concurrentes, soit elles deviennent faibles par rapport aux cofits réduits aij .

En ce qui concerne le bloc y, les inégalités (22) tiemment compte
de ce fait puisque si &3 = 0 la dépénalité est nulle ; par contre, au niveau
du bloc x un raffinement de 1'heuristique est nécessaire.

On consid@re pour chaque variable Xy hors base avec {32 = 0 que le
bloc associé & la variable complé&rentaire x' fait également partie du sous=-
systéme (B) ; de cette fagon on ne privilégie pas un bloc par rapport a l'autre
mais plutSt on les met tous deux dans un plan d'€galité et en plus,on gagne
davantage de liberté pour le calcul des pénalités. .

Puisque la fonction objective du probléme original est tir@e au hasar
dans chacun des blocs du P.B.A.R on a au début une solut;{on unique et donc trés
peu de variables positives. Aussi, du fait que les directions d'amélioration
obtenues par 1l'heuristique sont aléatoires, cette situation d'unicité est
préservée au cours des premidres itérations. Pour cette raison, c'est a ce
moment-13 que les améliorationg les plus sensibles sont obtenues ; aprés,
came il a &té d83ja indiqué on se retrouve avec des cofits réduits p et g
relativement faibles, c'est & dire p = O et g = O, mais 1'heuristique reste
néanmoins capable de se tirer des situations de blocage les plus courantes.

a) p = O mais q significatif. Dans cette situation, par 1'inter-
vention des contraintes satisfaites avec des dépénalités, des contraintes
dépénalisables et par 1l'inclusion de pratiquement tous les blocs du sous-
systéme (B), on arrive 3 éviter le blocage.

b) p significatif mais q = O. Cette situation est surmontée par le
fait que le calcul des pénalités ne se coince pas dans ce cas, méame si la
dépénalisation n'intervient pas.

c) p =0etq = 0. En jouant sur les contraintes dépénalisables, on
a vu qu'on peut évoluer vers une situation olt il y a moins de solutions concur-
rentes pour le bloc x grice au choix des dépénalités. Sur les exemples traités,
on remarque que si cette &ventualité se produit, il n'y a pas de contraintes
dépénalisables parce que une solution optimale du P.P.B.A. qui n'est pas de
la forme produit a été obtenue.
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Exenple 3 : Considérons le P.P.B.

" —
x1 + 1\1 1
r ' —
Kl < X, +x2 1
xy +x:; = ]
\
~ L
Y1 Ty =1
Ky <
2 <7 + v = 1
.42 Y2
N\
avec p= (2, 13, 18, 10, 4, 11)

q= (8, 10, 7, 8)
- -

5 15 12 14

112 11 17

0 14 14 16

17 1 6 6
17 18 9 12
15 16 18 16

L'état du P.P.B.A. au début de la 22me itération est illustré sur
le schéma suivant. On marque d'une &toile les colonnes qui peuvent étre de
base dans une solution courante du P.B.A.R. ; les colonnes nulles de base sont
indiquées par une croix et les colonnes hors base par un tiret. On Yy signale
aussi les contraintes de type Ty T2 ou T3 du sous-systéme (B).
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Ies inégalités (20) sont :

_48..

i VU S T T e T P B R P T T i r
1 | -1 0+ 12
1 ~1 O+ 9.4
1 -1 O+ 8.8
-1 1 O+ 6
1 -1 0+ 3.5
1 -1 O+ 1.2
1 -1 *| 6+13.3
1 | 8.5 + 13.3
1 -1 2.2 + 13.3
1 -1 0O+ 1.7
-1 1 7.4 + 1.7
-1 1 0.8 +1.7
Les inégalités (22) sont :
G gy 3 Ugy 3 Oy :‘(112 Plgy 1 G, ;**
1 Max(-(12 + 0/2), -(6 + 13.3/2)}
1 Max{-(9.4 + 0/2), - (8.5 + 13.3/2)}
1 > |Max{~(8.8 + 0/2), -(2.2 + 13.3/2)}
1 Max{-(6 + 0/2), -(0 + 1.8/2)}
1 Max{~(3.5 + 0/2), ~(0 + 1.8/2)}
1 Max{-(1.2 + 0/2), - (O + 1.8/2)}

*

D'ol le résultat préliminaire suivant est abtenu :

G s

11 o

21t

31 P %y * G5y ¢ Oy @

12 9.4 | 8.8 | -12

-8.8

_0.9

Notcons que pour %, 0n aen fait la relation =12 < Oy < 1.7 mais que la contrainte

du sous-systéme (B) associé est dépénalisable; pour cette raison on chosit a

et a...

Il en est de méme pour g 62

1

2 = —12 -




Les inégalités (21): s'écriveht :

P 20 20 <0 <0 <0 <0 20 =0 =0 0 <0
%1 %1 %1 %1 %1 %Mp %p %3 Yy Oy ag
1 : 1 0]
1 1 12.9
1 1 10.0
1 1 -6.0
1 1 -10.3
1 1 -9.7
les facteurs ek, k= 1,...,111 sont
1 0] 0 1 1 1

Opp Gy O3 Gy 05 Qg
I 12 ! 0 o | -12 {-9.4 |-8.8
%2 Gp O3p Oy Oy, O
-12 ] o 0 6 |-0.9 {-0.9

n

avec 7 % O"ki = 38

k=1 ieTl L

A

La méthode qu'on vient d'écrire a &té inspirée d'une méthode de péna-

lités proposée dang [9] pour résoudre le P.P.B.A. Il s'agit aussi d'une méthode

approchée dans le sens que sous certaines conditions, méme si une direction

d'amélioration existe elle peut ne pas la détecter.

Dans cette méthode, 1'amé&lioration du dual du P.B.A.R. se fait en
résolvant un programme linéaire auxiliaire défini sur le sous—systéme (B) dont

la fonction objective est obtenue en pénalisant les colonnes hors base et celle

qui sont de base mais &gales & zéro pour toute solution de base du P.B.A.R.
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La seule condition que cette méthode impose sur les pénalités est
au niveau du signe qui doit &tre positif ; ceci permet d'une part une résolution
trés simple du programme auxiliaire mais d‘'autre part a 1'inconvénient de fournir
des directions d'amélioration qui ne sont pas trés bonnes. En effet, on a cons—
taté par 1'expérimentation que cette méthode donne en général des améliorations
monotones et que par conséquent elle peut demander un nonbre considérable d'itéra—
tions pour arriver a des bornes intéressantes. ‘

I11.4.6.3 ~ Cas d'un poly&dre quelcongue et d'un hypercube

Il est intéressant d'étudier ce cas parce que, en quelque sorte,
il constitue le pont entre le cas part:iculiér de deux hypercubes pour lequel
on dispose maintenant d'une heuristique efficace et le cas tout i fait général
de deux poly&dres quelconques. |

Pour généraliser 1'heuristique proposée 3 ce cas mtem%ediaire, on
trouve plus avantageux de garder la structure du cube pour le polyedre K puisque
de cette maniére la symétrie des blocs intermédiaires ne se perd pas, ce qui
est un point inportant pour 1‘heuristique.

On dira alors que la variable hors base x' est camplémentaire de la
variable x si on peut passer de l'une 3 1'autre par une opération de pivotage.

Dans le but de simplifier le probléme et sachant que les contraintes
dépénalisables sant d'une importance secondaire, on ne s'intéresse pas ici &
ce type de contraintes ; les deux autres, par contre, sont traités de la méme

fagon que dans le cas précédent.

Pour 1'&criture du systé&mes d'indgalités qui permet de rester sur
la méme solution du P.B.A.R., la passage du vecteur d sous forme canonique
fait intervenir la matrice A des colonnes hors base dans chaque bloc inter-
médiaire qui n'a plus la structure simple de matrice identits. Le programme
linéaire analogue & (23) qui en résulte est d'une nature encore moins rigou~

reuse que celui-~la.

L'heuristique est facilement adaptable 3 la résolution de ce pro-
gramme linéaire, mais elle ne garantit pas que la solution trouvée vérifie
toutes les inégalit@s. Elle a été programmée et testée sur plusieurs exenpiés
dont 1'un d'eux est présenté au chapitre V. Les résultats obtenus sont encou—
rageants pour continuer la recherche de ce genre de méthodes et en particulier
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de rafinnements de celle-ci au niveau du systéme d'inégalités aussi bien que de

1'heuristique elle-méme.

I1I.6.4.4 - Cas général

On vient de montrer comment les idées développées sur un cas particulie
peuvent s'élargir avec succés & des situations plus générales sans introduire pou
cela des modifications trop couteuses du point de vue du temps de calcul. Méme si
la question n'a pas été abordée came les précédentes, il semble tout i fait pos-—
sible que, moyennant des considérations analogues, on arrive i une heuristicque
pour déterminer de bonnes directions d'amélioration pour le P.P.B.A. dans le cas
ot Kl et K2 sont quelconques.



CHRAPITRE TV

RESOLUTION DU PROBLEME
DE PROGRAMMATION BILINEAIRE
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V.1 - INTRODUCTION

On va maintenant utiliser la méthode de résolution du P.P.B.A. déve-
loppée dans le chapitre précédent pour calculer des minorants qui seront inclus
dans une stratégie de séparation de 1'ensemble de solutions réalisables du
P.P.B. afin de le résoudre entiérement. En méne temps, on pourra, en fonction _
du navbre de solutions explorées, juger de la qualité du minorant cbtenu.

La stratégie de séparation proposée ici est fondée sur la décamposition
d'un seul des polyédres Kl ou K2 selon ses faces; nous choisissons par conven-
tion le polyedre K2. _

Dans une premiére étape, on va rappeler la stratégie proposée dans [9]
pour le cas oi Kl et Kz gont quelconques, car elle a inspiré celle que nous
avons développe pour la résolution du P.P.B. quand au moins 1‘'un des polyédres
est un hypercube. | '

Dans une deuxiéme étape, on traitera le cas ol K2 est un hypercube.
Dans ce cas le critére de séparation est particuliérement simple 3 mettre en

oeuvre.

IV.2 - STRATEGIE GENERALE DE SEPARATION

v.2.1 - Texminologie
L'exploration de l'ensemble de solutions ré&alisables du P.P.B. est
représentée de maniére arborescente de telle-.sorte que chacun de samets de
I'arborescence est associé a une face de K. On rappelle qu'une face de K2 peut
étre représentée a une permutation de colonnes prés par les relations

y 20 .
{By=f;y3=0 ,j=k+l,...,n2 ,

ILes samets qui n'ont pas de successeur sont appelés sonmets pendants
de 1'arborescence; la racine est le sammet sur lequel le prooessﬁs est déma-
rré. '

A chaque saunet & correspond une évaluation \71 fournie par la résolu-

tion d'un P.P.B.A. associé & la face en question,avec la convention de poser

v g = si celle-ci est vide, ce qui est détecté autumatiquement par la résolu-

tion de P.P.8B.A.




Iv.2.2 - Choix du somet 3 explorer

Le sammet & partir duquel 1'exploration se poursuit est choisi par
la r&gle habituelle, c'est & dire celle de prendre parmi tous les sommets pen-
dants de 1'arborescence celui dont 1'évaluation est la plus faible.

Iv.2.3 - Séparation au sommet £

Supposons que ce soit le samet 2 qui soit choisi pour continuer 1‘'ex
ploration de 1'ensemble des solutions réalisables du P.P.B. et notons 'Gg 1'éva~
luation en ce samet. Si v, = le probléme n'admet pas de solution réalisable,
mais dans le cas contraire, la face respective Ké‘ peut s'écrire sous forme
canonique comme il a été fait pour K, et K2 dans le chapitre iI.

1
3 [
0 y = {ygyy 20
2 L= 4 =
YB + BSI,YR = f

Ly

oﬁ le vecteur yé ER T eF £.2 smz.,

A partir de cette forme-13, nous définissons 1,*1 faces de

(%,2,)  (L,8,+1)
K2 3 I<2{52"'}‘},...,I<2 2,. 5 2 par les relations :
X .
gk J Y 20
2
L.w A= . Ak
YB+B£Y~f;(YB) = O

pour k = 1,008, avec (yé)k

(z,£2+1l{y£
2 K

représentant la camposante k du vecteur YBR‘; e

L

K = f ;szO

c'est & dire le point extréme par rapport au<§uel Ké’ a &été mis sous forme
canonique.

Onrappelleque par la proposition I.1, il est suffisant de regarder
les solutions réalisables de base de Kl et K2 pour la recherche d'une solution

optimale du P.P.B. Ainsi, si on appeile.sg 1'ensemble de solutions réalisables
de base de la face K§ » la construction des faces Ké(g’k) entraine que les

(%,/k)

ensembles S vérifient la propriété
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L.41
2 Sk

k=1

Une propriété de ce type est toujours demandée dans les stratégies de séparation
au niveau de la détermination des sonmets successeurs ; on peut donc parler
proprement des sammets associés aux faces {Kél’k) , k= 1,...,22} come les suc~

cesseurs du sanret £.

IV.2.4 - Bvaluation au sommet (2,k), k = 1,...,112

Si le P.P.B.A. associé au samet 2 est

(1) v, = Min{<rt,z> | zeK ®K }
£ 172
ou KIDQK;l est représenté avec les notations du chapitre IIT

z =1t ; N,z = 0}

I’QI J—
(2) KKK, ={z20]|N 2

1
et si u = (Gl,{iz) est la meilleure solution duale trouvée pour (1),
on pose

»

u —Ngﬁz

= _ . _unt
(3) r=r N1 1

Dans ces conditions la solution Gj = 0, ;12 = 0 est duale-
réalisable pour (1) et le calcul de v (2,k) peut camencer a partir de cette
k) ¢

solution.

D'autre part, I(lméz’k) est obtenu & partir de (2) par 1'adjonction
des contraintes ‘

X uyk=o pour i = l“,...,n1

et le P.P.B.A. qui correspond au sammet (2,k) est alors

Vig,k) T Ve 1

+ Min{<1?t,z> I 220; Nz=t:;: sz =0 ; yk =0 ; xioyk = 0, i=1,..,n1}
Iv.2.5 - Bvaluation au samet (Q,,SLZH.)

._ (Q,Qzﬂ) _ )
Soit ye K2 i si x est la solution optimale dv programe

linéaire

V (%, 9)= Min{<p® x>+ x%C¥ | x e K1+ g,
X
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Le couple (x,y) est réalisable pour le P.P.B. et par conséquent
v(§,§) est une borme supérieure pour la valeur du P.P.B.

Une alternative possible est d'utiliser la procédure d‘optimisation
séquentielle proposée par Konno (voir remarque I.l) pour la détermination d'un
optimum local du P.P.B. a partir de (X,¥) ; ainsi, v(X,y) est aussi une borne

supérieure pour la valeur du P.P.B. en général plus serrée.

A partir d'un sommet de-ce type l'exploration n'est pas poursuivie.

Remarque 1 : Il n'est pas exclu que la solution du P.P.B.A. pour les sammets

2,k). k <L,
(2,X), 22

supérieure pour la valeur du P.P.B. dans ce cas.

soit de la forme produit et par suite on a également une borne

IV.2.6 - Exclusion des sammets inutiles

Plagons nous d une &tape quelconque de 1'exé&cution de 1'algorithme
de séparation et soit b la meilluere borne supérieure trouvée jusqu'alors selo
le paragraphe précédent. Supposons que (£,k), k < Qz soit le sammet en questiol
si la relation

v(ﬁ,k) =z b

est vérifiée, toute &valuation issue d'une sammet successeur de (¢,k) vérifie
également cette relation et par conséquent il est inutile de poursuivre 1'expl
ration a partir de ce samet. '

On en déduit un nouveau critére d'arrét pour la méthode de résolutio
du P.P.B.A. car,si V' est la borne obtenue & 1'itération i de cette méthode pon
1'évaluation du samet (£,k), on peut arréter son exécution et poser

Vigky = °

- -.i ol
des que v- z b.

IvV.2.7 - Résumé de la stratégie de séparation

Nous pouvonsb récapituler sur la figure suivante la stratégie de
séparation que 1l'on vient de décrire ; elle se poursuit de manidre récursive
jusqu'a ce qu'on trouve un sammet !2,0 dont la solution associée est de la
farme produit et telle que

v, =b"
%o
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[SS I

- . : (2,2.,+1)
(£,1) (2,2) (2,k) ' "2
K, [ & ! | ¥ X,

calcul d'un optimum
local (x,y) qui donne
la_borne supérieure
vix,y)

Vig,1) Vie,2) Vie,k)

11 existe certainement d‘autres possibilités pour la mise en oeuvre
d'un algorithme de S.E.P, pour le P.P.B. ; notons en particulier que dans [9]
on en trouve un dont la séparation est fond&e sur 1'application de la Méthode
de Tui (voir paragraphe I.4) 3 1'un des polyédres K1 ou K2 et pour lequel la
résolution d'un probléme du type du P.P.B.A. fournit la borne, comme dans 1'al-
gorithme présenté ici.

~

IV.3 - STRATEGIE DE SEPARATION OUAND K2 EST UN HYPERCURE

V.3.1 - Introduction

On va montrer maintenant que quand KZ est un hypercube, la stratégie
de séparation selon les faces de K2 donne lieu 3 une arboresoenée d'exploration
qui est binaire et par suite particulidrement simple d mettre en ceuvre.

Dans le cas de deux hypercubes, la séparation est toujours plus inté-

~

ressante a partir de celui de moindre taille.

IV.3.2 - Séparation au samet £

Tout en conservant la méme régle de choix du samet a explorer, sup-
posons que le sammet # soit sélectionné. les équations décrivant la face associde
sont

4) Kg{ Yjtyj=1ii=1,...kb 1<k sm,

3 ]



Parmi les équations (4) choisissons celle qui correspond & 1'indice j c

L'ensemble des solutions de base réalisables pour K, peut se décampose

en deux sous-ensenbles S(Q’l) ’ Su"z)

(2,1) (2,2)
K7 K

de K2 o

l;o.o,k

It

Ayl = '
K(ﬁ,l)JyJ ¥y=te 3
2 . =0

(2,2) y.+yi=1, j=1,...,k

Ainsi, SR S(Q’l) 08(2’2) et on crée deux successeurs pour le samet 2.

Exemple 1 : Dans Rz, cette décamposition donne pour jO =1

Y2
(0,1) (1,1)
i 4 (2:2)
kD 2. ok
Yy
(0,0)| (1,0)

1v.3.3 =~ Choix de 1l'indice de séparation jo

Nous proposons le choix de 1l'indice j0 par l'exéression

] -

q © = Max{q’ |3 = l,,,,,nz}

ol q est le vecteur de colits réduits du bloc y obtenu & la fin de l'algorlthme
de résolution du P.P.B.A. correspondant.

Notons que ce critére ne conduit pas & une véritable séparation
3
siq ©=0et par conséquent le choix de l'indice jo doit alors se faire autre-
ment. ' .
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Dans cette situation jO peut étre choisi a partir de la matrice de

colits réduits C par 1'expression

Eiojo =Max{cij | 1= l‘,...,n1 ;3= 1,...,n2}

c'est une régle qui a donné de bans résultats en pratique.

IV.3.4 - Bvaluation au samet £
1)

Considérons la face Kég' de K, ; Klﬁsz’ 1) est dbtenu & partir

de K1[>§K§ par l'adjonction des contraintes

Y. =0
X.oy., =0
,\l Jo

Ces contraintes, liées & la nature dichotamique de 1'hypercube en-

trainent forcément

X,oy! =1; i= ].,...,nl

ou Xi"yjl' est la variable camplémentaire de Xi°yj » c'est & dire que la solution
o) o

du bloc jc') et celle de la variable y:; sont imposées et par conséquent elles
o _
deviennent une constante du probléme.,

Une fagon de tenir campte de cette constante consiste & rajouter
les colits réduits {Eij" i= 1"”’“1} d ceux du bloc x, {f)l,i = l,...,nl} :
o A

soit r' le vecteur coiit obtenu-a partir de r de cette maniére .

L'évaluation du scnmet KZUL’I) est donnée alors par le P.P.B.A.

_ = , -t ) (2,1)
Vig,1) = Vg *+ Min{<x ,£>’ZEK1NK2 }

% 2
et bien entendu 1'évaluation de la face Ké +2) s'effectue de maniére campléte-
ment symétrique.
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IV.3.5 - Calcul d'un optimm local

L'inclusion du calcul d'un minimum local du probléme surgit de maniére
naturelle dans la stratégie générale alors qu'ici, ce n'est pas le cas. Du point
de vue mfomxathue, il est intéressant de disposer d'une borne supérieure pour

la valeur du P.P.B. parce qu'elle permet la gestion en mémoire d'un nonbre moins
&levé de sommets de 1‘arborescence.

Pour introduire ce calcul ici soit (§R’ ,;2'} 1'optimum local déterminé
au samet £ ; si la séparation est faite selon l'indicej y Supposons que la

coordonnée 3 de y soit nulle. Dans ces conditions y € KUL D et (x ,yg’) est le
minimum local associé au sommet (£,1). Par contre, pour le samet (£,2), un
nouvel optimum local (x(g' 2) (2‘ 2) est cbtenu a partir de (x(g' 2) (9"2)) ot

(g 2) est un samet quelconque de K(Q' 2)

) " minimm local
= =
(x, Y )

2 =£' :f' 2 ) partlr de
x;, ¥

(;5(1%2) . 1’;(51:2

IV.3.6 - Mise en ceuvre de la stratégie de séparation -

On récapitule sur le schéma suivant la stratégie de séparation dans

ce cas ; les renseignements qui doivent &tre gérés au nlveau de chaque sommet de
1'arborescence y sont représentés.

X,
v, r, 3y F
¥is 5o
k' k(02
| Yol Fen | o (7Y 1Yo {Fany 3 (77
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Dans ce tableau, chagque sammet de l‘arborescence se définit par

~ la premiére case repésente 1'évaluation,

- la deuxiéme case représente le vecteur des coiits réduits,

- la troisiéme case représente l'indice de séparation,

- la quatriéme case représente le point ;"Lexz associé a 1'optimum

local du samet de 1'arborescence.






CHAPITRE v

EXPERIMENTATION DE L'ALGORITHME
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V.1 - INTRODUCTION

La méthode de résolution du P.P.B.A. et l'algorithme de S.E.P.
programmés respectivement en langage FORTRAN et ALGOL W ont &té mis au point
sur l'ordinateur IRIS 80 ; 3 partir d'une série d'exemples, nous présentons
maintenant les résultats expérimentaux en 'étud‘i»ant d’abord la méthode de réso-
lution du P.P.B.A., puis l'algorithme de S.E.P. lLes conclusions tirées de cette
expérinentation font 1'objet de la dernidre partie de ce chapitre.

V.2 - PERFORMANCES DE LA METHODE DE RESOLUTION DU P.P.B.A.

V.2.1 -~ Cas de deux hypercubes

Exemplc 1 : Soient K< r10 et K, < RQ. ILe vecteur des cofits du pi'oblénie est

tiré au hasard selon une distribution uniforme dans 1'intervalle [0,100]1.

Dans ces conditions le P.P.B.A. posséde

m; .0, + m, +m, + My, = 289 lignes

398 colonnes

L]

et nl.n2 + nl 4 n2

et un essai de résolution par 1l'algorithme du simplexe n'aurait pas de sens.

La figqure 1 illustre la courbe de croissance de la borne en
fonction du nombre dfitdrations ; l'itération O correspond a la résolution

initiale du P.B.A.R. ; -

La méthdde atteint une solution optimale du P.P.B.A. qui n'est pas de la
forme produit en onze itérations avec un tenps moyen de C.P.U. par itération
de 0.40 sec. Six itérations sont suffisantes pour approcher la borme & 5.5 %

de 1'optimum du P.P.B.
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4160.3 .valeur 2ptinile diP.P.B.A.

— 0 e b e 6 Gosmem & s O eeema — — A pe— —» . 3 € wemm B e

4146.3

4027.2|.

3918.0

3670.4

3248 3 6 1

‘ itérat
Figure 1.~ courbe pour 1l'exemple 1
Exemples 2 : K1 et KZ sont pris came 3 l'exemple 1, mais les colits sont tirés
sur l'intervalle [0,200]. La courbe de croissance est alors donnée sur la
figure 2. -

L'exécution de la méthode se poursuit jusqu'd la vingtiéme itération
sans qu'aucune situation de blocage ne se produise ; le temps de C.P.U. moyen
par itération est de 0.36 sec. et la borne dbtenue & 1'itération 7 se trouve

déja a 2.2 % de 1l'optimum du P.P.B.



- 9353 D - . . . valeur optimale du P.P.B, _
9220.5| ... ... _ ... e e e e e e e e
) N
9025.1| _ ... __.__.
8897.6|. . . . . __.

8701.6)- - . ...

- - - e e o™

8299.0|

> -

O @ e e e oo

- - o owe-eae

)
'
’
]
'
L]
'
'
'
'
'
4
L]
'
'
'
L]
]
[}
¢
[
'
1
'
[}
'
'
‘
)
.
.
[
'
'
]
’
*

pan

7236

.—e&h‘:—--@-_mtn.moooa-n-oo-ﬂmﬁab-aow-l‘

(= ™ ™ ® m m A s e e s e - meae e e eea ewem. -

f> * - - e m w e e> e > E e e e om e

[

(8,

itérations
Figure 2 .~ courbe pour 1l'exemple 2

V.2.2.- Cas d'un poly&dre et d'un hypercube.

Exenple 3 : Nous considérons ici Kl c Klo tiré au hasard selon une distribution

uniforme sur 1'intervalle [-40,40] et K, 1'hypercube dans Rlo.

La taille du P.P.B.A. est dans ce cas (320,440) et la. courbe de
croissance de la borne est présentée sur la figure 3.
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En quatre itérations on approche 1l'optimum du P.P.B. & 4,8 % prés et
en six autres on atteint 2.2 %. Ld solution optimale du P.P.B. est obtenue direc-
tement en 22 itérations avec un tenps moyen de calcul par itération de 0.95 sec.

Rappclons que cette méthode n'est pas exacte et qu'eh théorie elle peut
évoluer vers une situation de blocage, c'est & dire une situation ol aucune amé~
lioration du dual n'est trouvée alors que 1l'optimum n'est pas encore atteint.
Cependant, dans tous les exemples traités sur lesquels 1'exécution de la m&thode
est poursuivie jusqu'a ce que 1'amélioration du dual ne soit plus possible, la
solution optimale du P.P.B.A. a été identifiée.

C'est une méthode qui s‘avére trés efficace pour trouver en peu
d'itérations (3 & 5) une bonne solution approchée du P.P.B.A. et méme si par
des limitations au niveau du temps de calcul on n'a pas fait de test pour le
cas général de deux polyédres quelconques, elle senble trés prometteuse quand
on désire abtenir une barne inférieure proche de la valeur du P.P.B.A.
Cependant, dans le cas général, quelques raffinements de la procédure de déter—
mination d'une direction d’amélioration seront nécessaires.

V.3 -~ PERFORMANCES DE L'ALGORITIME DE S.E.P,

Reprenons l'exemple 1 du paragraphe précédent ;“en limitant 3 six
le nombre d'itérations de la méthode de pénalités, 1l'exécution de 1'‘'algorithme
de S.E.P. donne l'arborescence d'exploration montrée a la figure 4 en approxi-
mativement 20 sec. de C.P.U.
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Au oours du développement de l'arborescencé; quatre optimms locaux
du probleme ont été identifiés dont 1'un d'eux &tait la solution du P.P.B.

Pour l'exemple 2, avec sept itérations de la méthode de pénalités,
on développe 1'arborescence montrée & la fiqure 5 en environ 20 secondes de
C.P.U.

9143.03
9283.53 9471.31
Solution optimale
9364.04 9353 du P.D.B.

Figure 5 : L'arborescence d'exploration
pour l'exenple 2

Ie notbre d'optimums locaux identifids au cours du processus était
de 2 dans ce cas.
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La solution du P.B.A.R. constitue une borne trés mauvaise pour
la valeur du P.P.B. A titre d'exenple considérans le probléme 5 dans le
tableau ci-dessus; cet exenple a €€ résolu entiérement 3 la suite d‘une
exploration de 4 samets de 1'arborescence. Si la solution du P.B.A.R.
est prise camwe &valuation, 40 sommets sont explorés a peu prés dans le
méme temps de calcul sans que la solution optimale du P.P.B. ait &té
atteinte.

Par contre le P.P.B.A. donne des bornes intéressantes gui per-
mettent 1'exploration d'un nanbre trés faible de samets de 1‘'arborescen~
ce. .
Dans le cas de deux hypercubes, déja dans R'C la solution opti-
male du P.P.B.A. est atteinte en des points extrémes qui ne sont pas de la
forme produit alors que dans le cas d'un polyédre et un hypercube pour
des tailles équivalentes, on a trouvé directement la solution optimale du
P.P.B. dans tous les exemples traités. | _

Ainsi, dans la mesure oll le hasard intervient dans la nature des
polyédres K, et K2 on a plus de chances pour que la solution du P.P.B.
soit obtenue directement par le P.P.B.A. et dans ce sens le cas de deux
hypercubes est le plus défavorable puisque les seuls coefficients qui in-
terviennent alors sont zéro ol un.

Par contre, la resolution du P.P.B.A. est plus simple dans le cas
de deux hypercubes tant du point de vue de la résolution du P.B.A.R.

(i1 n'y a aucun pivotage & effectuer mais uniquement la géstion des va-
riables de base) que de la recherche de la direction d'amélioration.

Au vu des résultats notons aussi que dans le cas vd":m polyédre
et un hypercube il faudrait traiter des tailles plus importantes pour avoir
des solutions optimales du P.P.B.A. qui ne sont pas de la fom_\é produit;
nous sames donc loin encore des tailles limites pour l'algoriftme.

Un autre critére est la longueur de 1l'intervalle de tirage pour
les coefficients de la fonction objective; en effet les performances de 7
1'algorithme sont meilleurs dans la mesure ol les coilits sont assez distincts.
Cela correspond a une situation qui se remarque dans de nanbreux problémes
d'optimisation cambinatoire.

3
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Nous avons mis au point une nouvelle méthode de p&nalités pour la
résolution de certains programmes linéaires de structure spéciale. Cette méthode
est particuliérement performante dans le cas ol l'on cherche & cbtenir rapidement
une bonne solution approchée du P.P.B.A. et pourrait sekgénéra.l‘iser a d'autres

problémes.

L'algorithme de résolution du P.P.B. peut traiter facilement des
problémes dont la taille est del'ordre des tailles limites qui ont &té traitées
par les algorithmes connus dans la littérature. On espdre donc pouvoir aborder
des tailles non atteintes encore, avec des temps de calcul trés prometteurs.

Bien que les résultats abtenus soient trés satisfaisants, il reste
encore beaucoup a faire dans ce domaine soit pour apporter des raffinements &
1'algorithme, soit pour traiter desproblémes hilindaires de nature particuliére
came le probléme de programmation quadratique concave.
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Les abréviations et notations suivantes sont souvent utilisées au
cours de cette thése et pour cette raison nous les rappelons ici avec la ré-

férence a la page ol elles sont introduites pour la premiére fois.

Abréviation

ou notation Signification Pages
Technique Technique de Séparation et Evaluation
de S.E.P, Progressives . 2
P.P.B.A, Prcbléme de Programmation Bilindaire

Approché 2
P.P.B. Probléme de Programmation Bilindaire 4
Xoy , Vecteur dont les coordonnées sont ‘

£xloy3, i=l,°..,nl ; j=1,...,n2'j 12
K, KK, Produit tensoriel des polyadres K, et K, h 12
Systéme (PIC) Représentation de K}LEIK2 13
Systéme (PTL) Représentation alternative de KIEIK2 14

Sous-Systémes Décamposition du systéme (PIC)

{(A) et (B) (ou du systamne (PTL)) : 14
Point de la Vecteur z = (x°y, y, x) tel que
forme produit XEKl' yeK2 et xluy:J = xl.yJ

;i,=1,...,nl ; j=1,...,n2 A 15
P.B.A.R. Relaxation du P.P.B.A. qui n'inclut que

le sous-systéme (A) : 23
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