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INTRODUCTION






Depuis Condorcet, on sait que la méthode majoritaire, si elle parait
3 priori satisfaisante pour l'esprit, peut néammoins conduire & un
paradoxe appelé Yeffet Omdorcet'par Th. GUILBAUD [C]: Si 1'on
agrége des préférences individuelles transitives en une préférence
collective, au moyen de la r2gle de la majorité sinple appliquée
3 chaque paire d'objets comparés, lla préférence collective obtenue
n'est pas nécessairamnt trangitive. L'exemple le plus simple d'un
tel paradoxe est le suivant:

3 votants notés A,B,C doivent classer par ordre de préférence
3 objets notés a,b,é. | |
Le votant A classe ces objets en un ordre total (a b c),
le votant B les classe suivant 1l'ordre (b c a), et le wotant C
suivant 1'ordre {c a b}. .
La méthode majoritaire donne alors came résultat: " Dans la
préférence collective, a est préferé b, bac, etcaa "
De nombreux auteurs ont déj3 examiné les conditions sous lesquélles
ce paradoxe n'apparaissait pas. (On trouvera chez B. MONJARDET .i[j’l.]
une bomne présentation de cette problématique} A;

Alnsi sont nfes les conditions de BLACK et COOMBS [3}, wARD
* sen{13} et inaDAQY). Mis 2 partfla premiere | ces conditions
semblent "forcées” en ce sens qu'il est difficile d'associer a{;x
votes les vérifiant, un modéle psychologique plausible. Par eké@le,
1a condition de WARD s'éponce:" Un ensemble d'ordres E &tant donné,
si pour tout triplet d'objets (a,b,c) il n'existe pas dans E 3 ordres
A,B et C dont la restriction & {a,b,c) est respectivement, (a b <}, :

(bca), et {c ab), alors E est dit vérifier la condition de WARD" .



«3.

On ne voit pas ce qui pourrait motiver des individus 3 voter de pareille
manidre. Seule la condition de BIACK et COOMBS propose une explication
de camportement individuel de vote en introduisant la notion "d'ordre
de référence". Ceci nous® semblé interessant car 1'idée de norme sociale
d été mise en évidence expérimentalement depuis longtemps . (Consulter
par exemple les travaux de K.LEWIN et M.SHERIF Cai‘ﬂ en psychologie
sociale). Les travaux de 1'équipe de choix multicritére de Grenoble se sont
donc plus particulidrement orient8s dans cette direction -
~ en ~ suivant 3 axes:
. Proposer des modéles de comportement de vote ne conduisant
pas 3 un effet Condorcet;[ 15 —1[401 D’l]
- Chercher des algorithmes permettant de vérifier, 3 partir de
données réelles, si ces modéles correspondent 3 la réalité;[l °] [A Q']
. Représenter les votes, soit dans R soit par un graphe,
de maniére & visualiser les conditions qui semblent abstraites,
‘ et par 13, les "concrétiser®.
C'est dans cette dernidre voie que nous nous sammes engagé _ici, en -
Studiant tout d'abord un graphe (le permutoddre) introduit par
GUILBAUD et ROSENSTHIEL [ §) . Cette &tude fait 1'objet du premier
chapitre. Le permutoddre nous & permis de mettre en &vidence une
nouvelle condition (une de plus) de transitivité de la méthode majori-
taire: 1'étoilement. On verra dans le second chapitre que cette condition
est la plus large (au sens du nombre d'ordres différents admissibles)
qu'on puisse trouver, mais qu'elle introduit des contraintes de réparti-

tion des votes qui sont difficiles & justifier.



4.

Un cas particulier de cette condition a cependant permis de relier
2 notions qui paraissaient disjointes: le plus court chemin d‘un sommet

& un autve dans le permutoddre et les modéles vectoriels plans
en analyse des données ordinales. |

Au chapitre 3, nous infirmons, avec 1'aide d'E.MAZER, une conjecture
de D.ROMERO concernant la condition de Coonbs, en utilisant un outil
bien comnu en cambinatoire, les tableaux de Young.

Enfin au chapitre 4, nous examinons une condition d'Inada identifige
- & tort 3 une condition dite de “"bipartition", et constatons avec
surprise qu‘elle correspond, sur le perrmitoddre, 3 un sous~graphe
régulier de degré i, donc biparti: To bi or not to biparti, thﬁt
is the question.



Soit A un ensemble fini d'alternatives: A= [al,az, ,a;& .
Soit P un oxdre total sur A, et S un sous-ensemble de A.

On appellera restriction de P sur S, 1'ordre total sur S - respectant
la relation binaire induite par P sur S. On notera P(S) cette

restriction.

Exemple: A= {a,b,c,d,e,f} Se= a,b,c}

Si P=(bdaefc) alors P(S)=(b a ¢}.

En particulier, S peut &tre un ensemble & 2 &léments (une paire);
reprenons 1'exemple précédent: 7

si 5= {a,da} alors P()=(a a)

i s= {f,c'g alors P(S)=(f c).

Enfin, si P=(ab ¢ ....2), on dira que P°=(z .... ¢ b a) est 1'ordre

»~

opposé a P.

Dans toutes les pages qui suivent, lorsqu'on parlera de préférence ou
d'un ordre sur un ensemble fini d'alternatives, il s'agira toujours

d'un ordre total strict (sans ex-aequos).



I.AXTOMES DE KFMENY-SNELL ET PERMUTCEDRE.,






I.1. ~ Les axicmes de Kemeny et Snell.

Supposons que 3 individus &mettent chacun une préférence sur les
objets é,b,c,d} , sous la forme d'ordres totaux stricts. Par exemples:
p=labcde); O=(edcba); R=(bacde).

11 semble raisonnable de dire que les pr&férences P et Q sont &loignées
1'une de 1'autre, et que P et R sont "proches". | _

Le langage quotidien induit ainsi la notion de distance entre préférences
individuelles. Kemeny et Snell ont cherché 3 définir cetté idée avec
plus de précision; pour cela, ils ont introduit 4 axianes qu';me telle
distance devrait, d'aprés ewxe vérifier.

" Nous allons présenter ces axiomes dans le cas o toutes les préférences
sont des ordres totaux stricts. Le lecteur interessé pourra trouver
&ans(‘l} une étude approfondie d’a:dcmatiques étendues aux préordrés
totaux £inis.

Commengons par quelques définitions:

Alignement

Soient P,Q et R des préférences sur un ensemble fini A d‘alte;:fxatives@
On dira que Q se trouve "entre® P et R, ou encore que " P,Q et:f:‘R sont
alignés" gi et seulement si: | 7

pour toute paire (a,b) d'€léments de A, la relation "a est
préferé 3 b dans P et R " entraine la relation "a est préferé ab |

dans Q%.
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Exemple:
P=labcde); R=bcade); =(bacde).

Q se trouve entre P et R qui sont en accord sur les paires {b,c} ﬁ:,c‘!}

{b,e}ﬁ:, ]{i,%{c,e} . On voit qu'il en est de méme pour Q.

On généralise cette notion en disant que les ordres totaux Pl Pares
“eodP sont alignés si et seulement si, pour tout i& j<k, Pi' Pj
et Pk sont alignés. ‘

Intervalle d'ordre total

Soit S un sous-ensenble de A. S est appelé "intervalle de 1l'ordre total
P" si tout élément de A-S:
. ou bien surclasse dans P tout élément de S

. ou bien est suclassé dans P par tout &lé&ment de S.

Exenple:
P=(abcde); S={b,c,d] est un intervalle de P, alors que

St= {b,c,e} n'en est pas un.

Autrement dit, S est un intervalle de P si et seulement si on peut
ranger les &léments de S de manidre A ce qu'ils soient adjacents et

qu'ils se succédent dans P.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter les axiomes de Kemeny et

Snell.



Soit d une distance entre préférences (si elle existe). Une "bonne

distance” devrait vérifier les axiomes suivant:

EAXI(XVE i

. d(P, Q)P 0; A(P,Q)=04= P=.

. (2,0 =A(Q,P) .

. d(P,Q)M(Q,R)}d(PER); 11 y a &galité lorsque P, Q et R sont alignés.

AXTOME 2

Soit n un entier queloorx;ué et P, Q, 2 préférences sur n objets.
Solent Ps et Qs les préférences ‘jmaqes de P et Q par la pen@mtion s.
Alors d(P,Q)=d(P_,Q) . |

Cet axiome signifie que la distance entre pré&férences doit &tre indé-

pendante des "nams” de chacune des alternatives.

AXTOME 3¢ |
Soient P et Q des pr&férences sur n alternatives. Si S est un; intervalle
commm 3 P et 3 Q, et 51 P et Q sont en accord sur les alternatives

n’appartenant pas 3 8, alors: d(P,Q)=d(P(S},Q(S)).

Exenple:
pP={abcde); Qlacdbe).
Sagb,c,d}est camun & P et Q car P(S)=(b c d) et 0(S)=(c d b).
La distance séparant P de Q ne doit dépendre que de la distance
séparant (b c d) de {cd b).
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AXTOME 4:

d(P,Q)€ N et la distance positive minimm est égale § 1.

Théoréme 1: Kemeny et Snell

Pour tout ensemble A d'alternatives, |AD2, il existe une unique

distance d satisfaisant aux axiomes 1,2,3 et 4.

Démonstration: (elle n'est valable que pour les ordres totaux).
L'existence de la distance va étre démontrée constructivement.
Soient a et b 2 éléments de A et £_. l'application de AxA dans O,1

PQ
qui a toute paire S= a,b associe la valeur:

0 si P(S)=Q(S).
fPQ(S):;

1 si Q(S)=P°(a,b)

Soit d(p,Q)=

£_.(a,b). Alors d vérifie les axiomes 1,2,3 ‘et 4.
PQ
v (&)

En effet:

d vérifie 1'axiane 1

S0 00 s EEEE PSS e®eco s

+ Pour tout S=(a,b), £,(S) 20 et £p(S)=0 si et seulement si

P(a,b)=Q(a,b) . Donc d(P,Q)=0 si et seulement si P=Q.
.. fPQ (S) =fQP (S} par définition.

. Soit 1 si P(S)=(a b)
£° (a,b)=

0 si P(S)=(D a)



- }1‘

d veriﬁ@ I axiome i

oooooooooooooooo

. ¥ {a,b} fpg2 0, et Fpg=0 si et seulement si P(a, b) =Q(a,b).
Donc d(P,Q)=0 si et seulement si P=Q.

. PQ(a,b)=fQP(a,b) par définition.

. Soit 1 st P{a,b)=(a b)
P (a,b)=
0 si P(a,b)=(b a)
On peut &crire:
Pour tout (a,b), fm(a,b)=sf”(a,b)~f°(a,b)a
On en déduit que pour toute paire (a,b):
11P(a,b)-F(a,b) 1+1£%(a,b)-R(a,b)1 3 167 (a,b)-FR(a,b)t (1)
et (ﬁ,)PQ(a b+ E for(2:0) 2 23 f pp(asb) (2)
IT est clair que lféga?ité aura lieu dans (2) si et seulement si,
pour tout (a,b), i1 y a égalité dans (1). ,
Or, par définition, Q est intermédiaire & P ot R si et seulement si:
*(a,b) % 4(a,b) & f(a,b)

ou (DI a )L R(a,b) |
Donc § est intermédiaire & P et R si et seulement si on a &galité dans (2}.

d vérifie 1'axiome 2

oooooooooooooooooooo

d est définie conme samme finie d'entiers. Une permutation des é&léments
de A modifie simpiement 1'ordre des termes de 1a somme qui reste donc

inchamg@é,
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d vérifie 1'axiame 3

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Si P et Q ne différent que sur un intervalle S, alors fPQ(a,b)=o pour
tout a ou b n'appartenant pas a S.
Donc d(P,Q)= 2 Fon(asb)=d(P(S),Q(S)).

2€S PQ

b&S

d vérifie 1'axiome 4

® 08 0 80 80000 s e BN ED

Evident, car deux préférences ne différant que sur un intervalle de 2

éléments sont & distance 1 1'un de 1'autre.

Exemple: P=(a cbd) et Q=(abc d)

L'existence de la distance étant ainsi démontrée, passons & la preuve
de son unicité. Nous avons besoin, pour cela, de quelques Temmes inter-
médiaires.

_Egnne 1

Soit d une distance vérifiant les axiosies de Kemeny et Snell.

Si PI’PZ’ ;;... ,Pn (n 2) sont alignés, alors:
d(Pl,Pn)=d(P1,P2)+d(P2,P3)+ ..... +d(Pn_1,Pn).
Démontration:

Si n=2 , c'est trivial.

Si n=3, la propriété reste vraie par 1'axiome 1, car 1'inégalité
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triangulaire devient une 8galité lorsque les 3 préférences sont alignées.
Supposons 1e Teme vrai pour n< p et montrons qu'il reste vrai pour n=p+l.

Par hypothase, PysPpsPpey SONE alignés et on peut &crire:

p
| APy sPpyq)=d(PysPy1d(P P 1) ALY
Par hypothése de récurvrence: ,
d(Py P }=d(Py.Py)+ ... +d(Py_15Py) (2)

En remplagant d(Pi,Pp) dans (1) par son développement, on obtient

Te résultat annoncé.

Lemme 2

!Pour n=2, les axiomes précédents déterminent d de maniére unique.

La démonstration est &vidente car, s'il n‘y a que 2 alternatives &
comparer, les préférences possibles sont P=(a b} et P°(b a}.

Donc d{P,P°)=d(P°,P}=1.

Lemme 3

Soit P un ordre total sur n objets et P° son opposé. 11 existe

une suite P=P,,P,, ..... g%h(n-})/z) 41°P° d'ordres totaux tels

que Tes &léments de Ta suite sofent alignés.

Démonstration:

11 est bien connu qué n{n-1)/2 transpositions adjacentes suffisent pour
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passer d'un ordre P & son opposé (voir par exemple KNUTH [}?1 ). Ainsi,
dans la suite (12 3), (213), (231), (321), chaque transposition
a été effectuée une fois et une seule.

Toute suite minimale (Pi)i-l ? permettant de passer
~dal.g s

- Hn(n-1) 4
de P & P° posséde la propriété suivante:

Soit i€ j € k trois indices croissant . Quelque soit 1a paire d'a'ifer-
natives (a,b), si Pi(a,b)=Pk(a,b) alors Pj(a,b)=Pi(a,b)=Pk(a,b).

En effet, si cette propriété était fausse, la transpositioﬁ des objets

a et b aurait été effectuée 2 fois , ce qui n‘est pas possible par
définition de la suite. |

On en déduit que, puisque pour tout i j¢k, Pi’Pj et Pk sont alignés,

tous les éléments de 1a suite (Pi) sont alignés.

Lemme 4

Soit P une préférence sur n alternatives, et P° son opposé. Alors

d(p,p°)=D(g:ll i

Démonstration:
Utilisons 1a suite définie dans le lemme précédent. Deux éléments

consécutifs Pi,P de cette suite ne diffarent que d'un ihierval?e S

i+l
de 1onguéur 1. L'axiome 3 et le Tenme 2 p.13 nous permettent alors
d'écrire: d(Pi,Pi+1)=d(Pi(S),Pi+1(S))=1

Les éléments ﬁﬁ»iﬁﬁ?é suite &tant alignés, on déduit du lemme 3 p. 1

que : d(P,P°)=t= d(Pﬁ’Pi+1)=”(§:11 o
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Lemme 5
Soient P et Q 2 préférences sur n alternatives. 5i P et Q ne sont pas

'} opposés, il existe 2 pféférences Pl et Pz telles que P'PI’PZ et Q sont
align€es, chacune se déduisant de la précédente par modification d'un

intervalle de longueur strictement inférieure & n.

Dé&monstration: , _

Puisque P et Q ne sont pas opposés, il existe une paire 'd'oﬁjets
(a,b) telle que P{a,b)=Q{a,b}j=(a b).

Soit 8 1'intervalle formé de a et de toutes les alternativesz précé-

dant a dans P. Construisons P, 8 partir de P et Q de la maniére

suivantes

P,(5)=0(s}; P, (A-5)=P(A-5).

Exemple: g A-S

o e Y P g arnemen——
P«:(c DO SOIOE a 3L b LI N R AR ) z)
Pi"g(acan 8 008 cos0 b reecoans 3)

@( eveacoo A ece b 28 0CGOR C)

P, se déduit de Pi de maniére analogue: Soit 87 1l'intervalle formé de
toutes les alternatives qui suivent a dans Py { a non compris}. P, est
définie par

P,(8')=0(s)s P, (A-S")=P, (A-S").
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Enfin, soit 8" 1'intervalle déterminé par toutes les alternatives
placées aprés a dans Q. Par construction, Q(S")==l°2 (™). Il est

alors facile de vérifier que P,Pl,P2 et Q sont alignés.

Revenons maintenant & la démonstration du théoréme de Kemeny et

Snell: montrons 1'unicité de la distance d.

Le\ lenme 2 nous a permis de dénonﬁrer que d &tait unique lorsque le
nombre d'alternatives était égal & 2. Supposons le théoréme vrai pour
tout ensemble d'alternatives de cardinalité ngk. Soit maintenant
A de cardinalité k+l. Toute paire P et Q de préférences sur k+l
alternatives vérifie 1'une des 2 propriétés suivantes:
. P et Q sont opposées
. P et Q ne sont pas opposés.
Si P et Q sont opposés, nous savons par le lemme 4 p. que »~
a(p,0) 0= i
Si P et Q ne sont pas opposés, nous pouvons, par le lemme 5§.\§ ’
construire une suite P 'szPz'Q de préférences alignées ne différant
1'une de l'autre que par des intervalles de longueur stictaf\ent
inférieure & k+1, donc:
a(P,Q)=d(P,P,)+d (P, ,P,)+d(P,,0)

et chacun des termes de la same est déterming de maniére unique.

C.Q.F.D.
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Ies axianes de Kemeny et Snell définissent donc une unique distance
entre ordres totaux stricts. Cette distance, qui n'est autre .que la
distance de la différence symétrique (3 ce sujet, voir par exemple
Monjardet et Barbut {_ﬁ] }+ se retrouve encore dans le pernutoddre
de Guilbaud et Rosensthiel Kﬁ] - Ce graphe s'est révélé &tre un outil
fort interessant, aussi bien dans 1'étude de la visualisation des
préférences que dans celle des conditions de transitivits de la
méthode majoritaire. C'est pourquoi nous allons le présentei' dans

le paragraphe qui suit.
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1.2 - Ie Pernmtoédxe

Définition 1:
Soit A un ensenble de n objets. On appelle Perrmtoédre le graphe
G=(X,U) ob 1'énsénblé des somrets X est en corrvespondande biuni-
voque avec 1“enséxrble des ordres totaux sur A. M =n!
Soient PEX et Q€X. L'aréte (P,Q)€ U si et seulement si P et Q

ne différent que d'une transposition d’objets adjacents.

Exenple: A= !1,2 ,3}
Ie permtoddre sur 3 objets peut étre représenté ainsi:

(s 2 1)

(43 s

@%Q ' - @&1)

’(3 2.4)
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Définition 2:
Soit d: (XxX)—eWN, l'application qui 3 tout couple de sammets
(P,Q) du permutoddre associe la longueur d‘une plus courte

chalne entre P et Q.

d est clairement une distance sur X. d(P,Q) est &gal au nonbre minimum
de transpositions adjacentes nécessaires au passage de P 3 Q; ou encore
au nowbre d’inversions entre P et Q (voir Barbut ét Frey [3”)] ).

Autvement . dit: O lorsgue P(a,b)=Q(a,b)

81 £_({a,b)=
PQ™ 1 sinon

alorz: d(P,Q)= g‘; fm(a,b)
On retrouve donc la distance de Kemeny et Snell.

Définition 3¢ _
Toute plus courte chaine entre P et Q, PE X et Q€ X, est dite tendue
entre P et Q. On notera t(P,Q) une chaine tendue entre P eﬁ Q.

Exemple: .
Sur la figure (p.30) la chaine (1 23 4),(21 3 4),(23 1 4),
(3 124) est tendue, alors que la chaine (1 2 3 4),(1 2 4 3),
(2143},(2134) ne 1'est pas.
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D&finition 4:

Soit Mt l'énsémﬂe dos somets se trouvant sur la chaine

(?,Q)

tendue t(P,Q). M, est appelé chainoide de t(P,Q) :un sous-

(P,Q)
chainoide posséde les 2 propriétés suilvantes:

a} On peut ordonner ¢t sous-chainoide t(P,Q) par la relation d'ordre

strict: Pi'( Pj€=$d(Pi,P YL dapp ,Pj).

M
que Pi-g P;%(Pk" vérifie 1'égalité:

b) Sis ,g)!)?" alors tout triplet (B, ,Py,P) de M, o tel

a(py By ) =A(Py ,B)+d(Py P ) .

Proposition 1: [ﬁ 5]
Soiéni: P ét Qg 2 ordzés totaux quelconques sur n alternatives.

Soit P° 1'opposé de P. Alors il existe toujours une chaine tendue

t{P?P°) telle que Q appartienne 2 Mt(P,P") .

Proposition 2: E&SE

Sofent P et Q » P§Q, 2ordres totaux sur n altematives.

Si 1'alternative a est ptéférée 4 1°alternative b dans P et dans Q,
alors pour toute chalne tendue t(P,Q) et tout R appartenant au

chainolde Mt(P o' 2 est préferé 3 b dans R.
[4

Nous sommes maintenant en meswre de caractériser les chaines tendues

du permutogdre par le théordme suivant:



Théoréme
Soit A un ensenble de n alternatives et E un ensemble d‘ordres
totaux sur A tel que ‘E‘ =M.

les 3 conditions suivantes sont équivalentes: 4
sous- S
1. Ies éléments de E forment mvchainoide.

2. Les &léments de E peuvent &tre indicés de 1 3 m de manidre que
pour toute paire d'objets ia,b} =S CA, si Pi(s)#Pj (s),1<73,
alors quelque soit k{i Pk(S)=Pi(S)
et quelque soit l)j Py (S)=1>j (s).

3; Ies &léments de E peuvent &tre indicés de maniére que

quelque soit i€j<k d(Pi,Peﬂ(Pi,Pj)M(Pj,Pk) .

démonstration:
lo==D2. 8i les éléments de E font partie d'une chaine tendue,
cela signifie qu'il existe un ordre ( et son opg’ébsé Q°
tels que pour tout P appartenant 3 E, P appartient & un chafnoide M 0,0%)°

D'aprds la propriété a) page , on peut ordonner les &léments de E
suivant leur distance cmissanté a Qe

1¢iE==p d(,)) < A(Q,Py).
Soient P, et Pj deux éléments de E, différents 1'un de 1l'autre, avec
i <j. P, et Pj différent d'au moins une transposition, c'est 3 dire
qu'il existe une paire d'alternatives S= {a,b} telle que:

Pi(S)=(a b) et Pj {(S)=(b a).



Puisque 1 < j{—_.-}d(Q,Pi) <d(Q,Pj) ,11 est possible d'affirmer que
Q(s) =Pi(S) car si cette 8galité &tait fausse on aurait:

Q(S)=Pﬁ (S)=(b a) (proposition z)P.H.
et donc Pi(S):-(b a), ce qul serait contraire 3 1'hypothése.
Donc Q(S)=Pi (S) ce qui, par la proposition 2, entratne de plus que
pour tout k ‘\{i P, (5)=P, (S)=(a b).
Pour nmtmr maintenant que quelque soit 1 2 j Pl(S)==E’j (S) 3 il suffit
de remarquer que puisque Q° est 1'opposé de Q:

a(Q,p,) <&(Q.P ){.—:—_bd(Q".Pi))d(Q",P )
et d'ewployer les mémes argurents que précedemment. ‘

2 sy, Soit {PI,PZ,QM.... ,Pm} un ensenble d'ordres ayant la
propriété 2. . Soit 13 1fapplication qui & toute paire
&{a,b} d'81léments de A associe le nombre:

£, j(a,b)—l si Py (S)%P (S)

£5ta
Soient 1 ¢ j < k ; par hypothése, si b, et Pj sont en désaccord sur S,

,b}=0 sinon.

alors Pj et P, sont en désaccord sur S et il en est de méme pour Py et Pk.

En utilisant 1'application £ 13 cela s'écrit:

(S)=1==Pp £ k(S)r-O et f (s)=1.

f13 3

De méme, si Pjet Pk sont en désaccord sur S, on peut Ecrire:

fjk(S7=l=ﬁfij(S)=0 et fﬂc(s)=1°
Donc, pour toute paire S= aa,b) et sous la condition 2., la relation

fij (S)-i-fjk(S): ik(S) est donc vraie.
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Comme on sait de plus que:

a(p p.)-_—z fij (a,b)

¥
R 53
on peut conclure par la relation 3.:

d(Pi,Pj)+d(Pj,Pk)=d(Pi, k).

cE——2 8 Soit {PA’P grene .,Pm] les éléments de E. La propriété bj 9.‘1‘1.
i

entraine que d(Pl,Pm)= ;‘ d(Pi'PiH) , ce qul est é&quivalent 3 dire

que les Eléments de E forment uni sous—chainoide. ~ !

C.Q.F.D.



I1. CHAINES TENDUES ET MODELES VECTORIFLS.
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Soit A un enscmble fini dfalternatives. Dans ce chapitre,
le terme dfétat de 1ll'opinion désipne un ensemble find
d'ordres totaux sur A. Toutes les préférences d'un état

de l'opinion sont supposées différentes les unes des autres,

II.1. La consistance multidimensionnelle,

néfinition 1: [ Biln 4933]
Soit E un état de l'opinion. F est dit vérifier la ptopri-
été de consistance multidimensionnelle s'il existe une
préférence P et son opposée P° telles que E soié inclus

dans un ghainOLGe Ht(P,P°)'

Définition 2:

Soit E un état de l'opinion de cardinalité impair

vérifiant la C.M. lious appellerons ordre médian dans

D & A 1 134
E, 1*élément Ohed de E tel que: ‘
si Ep= Je€r] atp,e)gar,o 0}
et si Ey.=fe €E| d(P“,e)‘d(P",Omed))
alorss

e i=ir,,1

(Autrement dit, 11 y a autant d'éléments "d*un c8te"

de Dmed que de 1l'autre.)

Exemples li= g(z 34 1),(2 43 1),(4213),(4123),

(413 :2)}
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Proposition-

Soit E un état de 1l'opinion vérifiant la condition C.M.
Soit ¥ la régle majoritaire., Si |El est impair,. alors
1t'image de E par ¥ est l'ordre médian dans E.

qQE):Omed

démonstration:
2tz A S i xigte °

Par hypothése, il existe P,P° et Ht(P,P°)tels qu¢
E soit inclus dans Mt(P,P°)'

Pour toute paire S d'alternatives on a soit Omed(S)=P(S)

asni T [P O
soit Omed(“)"P (8).

Par la proposition p. , on sait que pour toute paire S

telle que O (S)=P(S) alors ve EP on a e(S):Omed(S).

med
De méme, pour toute paire S telle que Omed(8)=P°(S)
PO’ (S)o

On en déduit que, quelque soit S, l'ensemble des éléments

alors V e T on a e(S)=0

med

de T en accord avec Om@d sur S5 est soit EP U {Omedl’

soit EPOU {Omeé}‘
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Comme on a fait 1l'hypothésc que: ihp|=|“po|=lL%-—

(puisque §EL est impair), on a bien le rdésultat annoncéd.

Slgnalons qu'on peut trouver dans[ }un alporithme permet-—
tant de vérifier si un état de 1fopinion queleconque oheit
a la C.lM. S5i m est le nombre dféléments distinets dans 5,

ltalgorithme se termine on, au plus, 4m pas,

Revenons 4 la proposition précédenté, Hous avonsg vﬁ.que'
la C.Il. était une condition suffisante de transitivité de
la méthode majoritaire. Toutes les conditions de ce tvpe
actuellement connues restreipgnent fortement le nombre
d'ordres différents admissibles. Précisons le cas de la

consistance multidimensionneclle:

Proposition

H5oit A un ensemble fini de n alternatives.Un é&tat de
l'opinion vérifiant la C.l., de cardinalité maximale

]
sur A, peut contenir au plus C;+1 ordres différents,

Démonstration:
8 ~ § ‘ i O 12 & oy =3 13 o
Pour passer d'un ordre P & son opposé PO, Cn tronspositions
suffisent, Donc toute chaine tendue entre P et P° est de
o]
longueur Cge Or, les nlus lonsues chaines tendues (u
permutoddre sont celles qui joisnent deux ordres opposids,

d'or la proposition,
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On voit donc que par rapport aux n! ordres différents

£

Tlle va poutant nous permettre de définir la nlus large

(en un certain sens) condition possible.

1T,

2, La condition d'étoilement,

néfinition

Un état de l'opinion T est dit obeir a la condition
d'étoilement, s'il existe e T tel que E—{e‘j puisse
8£re partitionné en p sous-ensembles Ei,Eg,.{.oﬁ,Ep
vérifiant: o _ .

° v'imigzgaeaogp Ei ﬂ {e*}a 1(’3— pl"opr‘iéﬁé

nossibles sur n alternatives, la C.l. est trés restrictive,

C.T‘Ip

c ¥ i=1,2,0000,40D o¥ cst médian dans IF:iU{S:*}.

' - P . I .
(On dira encore que I est étoilé, e étant le centre de

11étoile).
Proposition
Soit W la rigle majoritaire. 51 un état de ltopinion

*

est étoiléd, alors l'image de I par ¥ est le centre e

o

de 1tétoile.
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Démonstration:

Soient {E{=m et §Eiﬁ=mi ¥i=1,2,.....,p. Done m:imim.
't

Soient a et b deux objets tels que a soit préféré A b

dans e*

. Quelque soit i, By U {ef! oheil & la condition

de consistance multidimensionnelle, La proposition p.

nous permet d'affirmer que, dans By v (e‘} il existe au
moins (mi/2)+1 ordres dans lesquels a est préférd & b,

Le nombre total d'ordres dans lesquels a est préféré a b
est supérieur ou égal a: Lgi&wﬁi2)=1+(m-1)/2m(m¥1)/2.

La régle majoritaire donné“gonc la préférence collective

a4 a sur b. L'argument étant valable quelque soient les

objets a et b tels que é‘(a,b):(a b), on peut conclure

que Y( E) =<~:¥a

C.Q.F.D,

Exemple:
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La figure précédente représente par-O-les éléments formant
un état de liopinion ¢toilé. Le centre de 1'étoile est (2 4 1 3).
On peut en effet partitionner E~{(2 4 1 8)}en:
r={(2184),(21423),(4231),(432 1)
E,= {(2314),(2341),(4213),(41232)}
i, et L, sont visiblement des chainofdes, et ¥(E)=(2 4 1 3).
Remarques:
. La derniére proposition signifie que l'étoilement
est une condition de transitivité de la méthode
majoritaire, |
. La C,M. est un cas particulier de l'étoilement dans
leguel le nombre dféléments de la partition est

réduit a 1.
Ious avons déja vu que la C.M. était extrémement res -

trictive quant au nombre dlordres différent admissibkles.

I1 n'en est pas de m@me pour l'étoilement; en effet:

Proposition

Soit A un ensemble de n alternatives.
Soit E un &tat de ltopinion quelconque sur A et I°
1'enscmble des ordroes opposés aux ordres de B

Alors, pour tout P €,£U£°9 lf'ensemble @ﬂﬁi)\ﬁgcst

ctoilé,




Démonstration:

A tout élément 0 de EURe, associons son oppoaé n°,

Soit E(f {Q,Q", L“ensomblc“ifl(?}@ ‘(‘TU}T”’\‘V:P Torine une

partition de FURIN L.

Fn effet, nous savons que si Piipg, alors P}f&é et done
Egﬂﬁp =ﬂ. Diautre part, i1 est clair qnc(}ﬁo=€ijﬂ“.

172 | QEEVEI\Ep

Pour tout QfP, P° est médian dans Ed’@“&cxuy par la pro-

position P, , on sait qu'il existe une chafne tendue

£(0,0°) telle que P°€1M o no)- p e} véririe done hien

la condition de consistance multidimensionnelle, ot ccei

pour tout QfP |

CafaFaDy

Remarquons dque, quelque soit 1fétat de 1l'opinion T, dnns

EUrne g quelque soit 1la paire dtalternatives a; ot i ifi,

il y a autant d'ordres dans lesguels ay pracéde 2, e
d'ordres dans lesquels a, précdde a, (puisqu'a tout' D,

3 i

p:(ai B, oeo an) correspond, dans E‘]E“, un unique ordre
L

a. ). La méthode majoritaire ne peut donc
o %y . ! :

Lm

P“:(an eoe O
pas trancher entre la décision "ai praécede aj dans 1lfordre
collectif" et la décizion opposie,

La proposition précédente peut done s'interpréter de la

maniére suivante:

Au sens de la méthode mejoritaire, la plus srande incolhidrence
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régne dons E‘}E°. I1 suffit alors que n'‘importe quel votant
se rebire pour que 1ltétat de l'opinion devienne cohérent

et que pour que lfindividu dont le vote ¢tait exactement
1topposéd de celui qui manque, représente parfaitement

l'opinion collective., (Cherchez 4 qui le crime profite).

Corollaire

Soit A un ensemble de n alternatives. Alors:r

. Un état de l'opinion composé de nl-1 ordresldifférents
est ¢toilé, |

. Il n'existe pas d'état de l'opinion contenant plus de
n!-1 ordres différents et dont l'image par la méthode

majoritaire serait un ordre.

Démongstration:

Le permutoddre est formé de nl ordres opposés 2 A& 23
1tétat de l'opinion correspondant est donc de la forme

o \} L° avec }hu E°§ =n!

De la proposition et de la remarque. précédentes, Qﬁ tire
le résultat snnoncé puisque tout état de 1‘opinioglde

cardinalité supérieure d nl-1 est de cardinalité nl
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Beaucoup de conditions de transitivité de la méthode majoritaire
connues jusqu'd présent ont en coammn la propri&té de stabilité par
inclusion suivante: .

Si E est un &tat de 1'opinion vérifiant 1'une de ces conditions,
alors, pour tout E'C E, E° la vérifie aussi et \?(E') est un ordre
si %E‘% est impair.

I1 n'en est pas de méme pour 1'Stoilement. Pour voir ceci, revencns

3 1'exenple de la page . , | |
p=[e31n,2130,241 )

E' est bien inclus dans 1'6tat de 1'opinion décrit dans 1'exenple,

mals il n'est pas &tollé puisque Y(E') n'est pas un ordre.

I.é conditioﬁ d'étoilement lé&ve donc la limitation sur la variété des

opinions mais entraine en contre-partie des restrictions sur la

répartition de celles-ci au moment du vote. En fait, on ne peut pas

espérer trouver, hors de la condition de Ward, de C.T.M.M. stables par

inclusion, car:

E’mgosition t

Soit\!' 1a mEthode majoritaire. Soit E un &tat de l‘dpinibn tel que
pour tout E'CE, 1E{ inpatr,'V(E") est un ordre total st et

seulement si E vérifie la condition de Ward.

Démonstrations
C.S. §Si E vérifie la condition de Ward, alors, pour tout E'CE, E'
vérifie &videmment cette condition, et si E' est impair, Y(E')

est un ordre.
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C.N. Si E est un état de 1°opinion ne vérifiant pas la condition de

Ward, c'est que, dans E, existent 3 ordres P,Q et R, et 3 alterna-
tives a,b et c tels que:

P(a,b,c)=(a b ¢)

Q(a,b,c)=(b c a)

R(a,b,c)=(c a b)
Lorsqu'on applique la méthode majoritaire 3 1'état de l'obinion
E'= (P,Q,R} on n‘obtient donc pas d'ordre total.

C.Q.F.D.
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II.3. llodéle vectoricl et visualisation des préfirences.

Les utilisateurs de programmes dfonalyse des donndes
ordinales éprouvent souvent le besoin de visualiser

simultanément les préférences et les objets qu'ils étu-

0]

dient. Ces utilisateurs ¢tant habituellement des ﬁtroL
humains, ies méthodes de visualisation ont ponrkobjet
de représenter dans un m@me espace rY de faible dimension

(r=1, 2 ou 3) les classements et les objets claséés.

Une de ces méthodes uwtilisc un modéle dans lequel les
classements sont identifiés & des axes du plan, et les
objets classés a des points du ﬁ@me eSpaée. On parle alors
de modéle véctoriel d'analysc dc données ordinales.

Mous allons montrer ici que la structure combinatoire
dfun tel modéle est intimement lide aux concepts de chal-

ne tendue et de consistance multidimensionnelle,

Description du modéle dans R

x19x2,a,.,xn§ est un ensemble de n points du planfen

correspondance biunivonue avec n alternatives & classer,

Les éléments de cet ensemble sont appelés les pointo-objets,
Les votants.sont identifiés & des axes orientés, la

préférence de chaque votant correspondant & lfordre induit

var la projeétion orthopronale des pointa-objets sur les

ares votants,



Exemple:

Lt'état de

€3]

(12

~~
&
no
=

—~
(€
EaN
N

v«:(?; 34 ‘t)

Vis

G zu)

l'opinion ainsi obtenu sur {1,2,8,4} est:

4) correspondant A l'axe V

4)
4)

1)

OO



51 on examine la manicére dont log

T

les éléments de ¥ se répartissent sur
. le permutcédre, on s'apergoit aqu'ils

font tous partis d'une chaine tendue et donc,

l1a condition dec consigtance multidimensionnelle,

Ceci n'lest pas le fait du hasard,

b t3e4

.. rour préciser cette remarque, donnons

d'abord quelques définitions,

R3SE!

1. Soit {V lten b des axes-votants
o & 1) 1=1,2,c00,m semble des 5=V
orientés par des vecteurs unitaires Vie On notera

"yiﬁ=1 la norme du vecteur y.. Cette norme correspond

au produit scalaire (yi,xj)=\zx§ + V?x?
X 1 2 1.2 ‘
ou yi_(yi,yi) et'xj—(Aj,xj).

Enfin on notera (vi°vi) 1'angle formé par les ases v,

t V..
et Yy

2, Soit v. l'censemble des vecteurs unitaires
i i=192,.¢99m

orientant les axes-votants Vi correspondant,

Soit %c. i 5 1'engemble des points ohjets.
Jj) 3=1,2500e9n
On dira gue le votant vy préfere 1%objet xj a 1l'objet 5,

[}

si et seulcment sic <yi,x1—xﬂ>;;0.



Proposition

Soit Vqy un axe de référence orienté,

Pour toute paire (XJ,KP) de points objets, xj#xy, il
AN ™
N

existe un axe orienté V tel que, si Xj est préféré

& x, dans l'ordre associé & lt'axe V alors:

k o?
N ™
. Vv tel que 0 € (Vg V1) (7, T,

%y précéde x, sur V',

!
. ¥V " tel que (@)((VQ,V")\( T,

%, précéde xs sur Voo

Démonstration:

te s BB a0 SO aBassRsiana

Fe B ERCOs 000
*

Soit‘eb l'angle formé par les vecteurs Yo orientant V5
et le vecteur (Xj"xk)' Si, sur VO’ la projection de xj

précéde la projection de x clest que:

k?
< Yor xJ.«:{k) =f} Yo t!lixj-xkli cos6,20.

Comme Wyl=1 et uxj~xhlr>0, cette relation entraine que:

TLo<T
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Désignons par ¥ 1taxe orienté mnigne tel que:

I4

,/\p ™
1 A - T AL
(VVOQ ,[)__ ®(} " ne

So0it V' un axe orienté formant avee V., un ancle 6 tol quos

0
-
0 @(00 5.
Comme - -g <®O< l—r, on en déduits -~ ;‘r(& G ¢ 1?

Ceci entraine que cos(9-90)> 0 ¢ done: (i y' cost le
et s ~§ e ) B e e

vecteur qui oriente V'), cv 0L X > 0.

L'objet x5 est ainsi préféré o l'ohjet x,. sur 1l'axe V',

De maniére analogue, soit V" un axe orient® formant avac

V, un angle © tel que: 8, + F¢o (W,

On en déduit comme précédemment que: 3 (9—-9 £ %‘.

et donc que 005(9-90)40. Dans ce cas, lfobjet X, est

donc préféré ot 1'objet xJ. sur l1l'axe V',

Ca0LFaD,

Corollaire
Soit VO un axe de référence, el V' un axe formant
avec V0 un angle 9610,“]. Pour toute paire de points-

objcts (x.,“i)

0 ct V', alors

o 81 %y précéde >:j sur V
) SN N
¥V v tel que (V S,V")G[O,(V ,V')] i, nrecdéde
0O ) § i
., sur V",
o Bi iy nrocede ::. s ‘-,’() ek x, pracade ,ooor

v, alors V V" otel que (‘\/'(.)OV")GKVO,\/'),‘“‘]

1. nittecade myosur RN
4 i




Démonstration:inmédiate,

Théoréme
Soit V., un axe de référence orienté et {V. .

0 1Vi=1,2,¢04.,m
un ensemnble fini d'anes orientés déterminant des ordres
tous différents, Soient {O\ " ces ordres,

13i=1;2,000,
Si, pour tout i, ltangle (mi)é[(),“_l, alors.
4
&1}, o vérifie la condition de consistance
s l=l9u,ooogm

maltidimensionnelle,

Démonstration:

Classons les anes Vi suivant l'angle croissant par rapport

.

4 V.. Alorg, queldque soient ij,ll avec J¢ek, on a:
N N ‘
v 7 /

f

gt

Le corollaire précédent nous permet alors d'affirmer que
pour toute paire de points-objets (xs,xr) telle que

Ty précéde X, dans Oi s et X précéde X dans Oi i€k,
; 3 : Kk

alors,

¥'3q< j'xs précéde X, dans Oi.,

1

-8 - ~ 131 « 13
Yo, %, ., 0,
Ih
Or, le théoréme p., nous permet de conclure car (1)
e5t une condition nécessaire et suffisante pour que

0.8, vérifie la condition de consistance

L 131929.0.t,r!

nultidimensionnelle,

CofaTaDo



Conjecture

°
°
- WO SO NG G K R

{Tout état de l°opinion vérifiant la C.M. peut &tre
greprésenté par un ensemble d'axe-votants et de points-~
fobjets du plan.
¢
I1 est maintenant facile de d8terminer la structure combi-

natoire associée & un ensemble guelcongue d°axes-votants

du plan..

lemmes
Soient P et Q 2 ordres quelconques sur n alternatives.
Alors: d(P,Q)=d(P°,Q°) oll d est la distance

définie sur le permutoddre.

démonstration:

Nous savons par la proposition p. qu'il existe toﬁjours

une chatne tendue entre P et P° passant par Q°. Don@s
d(P°yQ°)=d(P°,f)-a(Q°3P)e

Pour la méme raison, 11 existe une chaine tendue eqére Q

et Q° passant par P: |
a(Q°®,P)=d(Q,0°)~d(P,Q) .

ponc: d(p°,0°)=a(e°,2)-fa(o®,01-ate,0).

comme: d(P,P°)=d(Q,0°)=242Y) . deduit: a(p,0)=d(P°,0°).
S .
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Soit E un état de 1l'opinion quel co nque et E° 1'état de

1l'opinion formé de tous les opposés de E.

Proposition:

E vérifie la C.M. &= E° vérifie la C.M.

démonstration:
Si E vérifie la C.M., alors il existe une indexation des
éléments de E telle que:

Vicjick d(Py,Py)=d(Py,P,)+d (P, ,P)) .
Cette relation associée au lemme précédent nous permet
d'affirmer que les &l&ments de E° peuvent &tre indexes de

- . [} o o = (] ] -] o

manidre que: V i¢ikk d(p3,pp) d(Pi,Pj)-t-d(Pj,Pk)
ce qui signifie que E° vérifie la C.M.

Pour démontrer la ré&ciproque, il suffit de remarquer que

(E°)°=E, ce qui est évident.

Théoréme:

Soient n points-objets du plan. L'ensemble des ordres
qu'il est possible de construire par projection de ces
points sur des axes orientés est inclus dans 2 chainoides

et M°

Mt(P,P°) t(P,P°) ayant la propriété suivante:

alors Q°€¢ M°

V gem 2 e, po) -

t(P,P°)




Démonstration:

Choisissons un axé Yo de référence. Tous les axes_v tels

que (5;:§0£{O{ﬁ3, déterminent un é&tat de 1l°'opinion E véri-

fiant la C.M. (théoréme p. Jo.

Vv te1 que (v ,V )é]ﬂ Z“L 11 existe un axe V tel que
,V)¥WL€ ,V })s or, il est clair que si P est l'ordre

associé 3 V, P° est celui associé a V'.

Donc {V‘G {v ,V”}Ejﬂ?ﬂ@est un état de l'copinion E® opposé
3 E. La proposition précédente nous permet alors &“affirmer

que E° est inclus dans le chainoide opposé & E.

Corolliagire:

pans un modéle vectoriel plan sur n objets, on peut

‘au plus représenter Zci."for&resfdifférentse

L'exemple de la page sulvante illustre le théoréme.

et S o i o AN 4 A S e 1 =

© e me v e s
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III. CONDITION DE COOMBS ET TABLEAUX DE YOUNG.







Au chapitre II, nous avons 8tudi& d'un point de vue combi~
natoire une manidre de représenter simultanément votants et
alternatives dans le méme espace rZ, Dans?ﬁ?ﬁ??@?ﬁN@gwﬂvw
nous allons examiner maintenant un autre type de représen-

tation: Le moddle de distance de Coombs o

I11.1~ Droite de Coombs et unimodalits&.

Soient vs'{vngvggoaoegvm} et A= ialgaép@ooaoan} deux ensem-~
bles de points dans R. Les &léments de V seront appelés
"points-votants® et ceux de A “"points-objets®.

Notons d(x,y) la distance euclidienne séparant deux points

X et y de la droite réelle. |

A chague "point-votant"” \7 correspond un classement (ordre
total) de tous les "points-objets” suivaﬁt leur distance
croissante 2 Vo
Autrement dit, (ai ay

1 2
a vi 8l et seulement si:

gdh &==5 d(vi,aig) {d(v‘i,a

cece @ ) est 1'ordre cairespondant
0 ,

}o
ih':
On no%e}ﬂ(V;A) l'ensemble des ordres ainsi obtenus.

Exemple: v

vy vote (al a, ay a4), v, vote (a3 a, a, a43 et vy vote

(agy a; a, a,,



Définition:

Un ensemble !PI’PZ""“PmI d'ordres sur n objets vérifie
la condition de Coombs si et seulement si il existe deux

ensembles V et A de points de R, IVI=m et IA}=n, tels que

{PI,PZ,....,PAQ AV,A).

Proposition :(Coombs ).

Si un ensemble E d'ordres sur n objets obeit 3 la condi-

tion de Coombs, alors: IEK=C§+1.

Démonstration: (Romero (I15Y
Par définition, votants et objets peuvent &tre représentés

sur une drolte munie d'une origine O.

Considérons 2 points-objets a, et a,

8 eq=(8;+2,) /2. Tout point x tel que d(o,x)a__. classera

quelconques.?Soit

a; avant a, dans l'ordre qui lui est associé.

2 ,
51 d(0,x)D) A eq’ X Classera a, avant a,. Il y a C, baires

1°
d'objets et autant de points médians qui partitiohnent la
droite en Cﬁ+1 intervalles. A tout point-votant appartenant
d 1'un de ces intervalles correspond un ordre unique sur les
poihts objets (on suppose que 2 points médians ne coincident

jamais) . Donc [E{ £ Ci+1 .



Définitions

Soit A= gél,az,ooo.ﬁﬁg un ensemble d“alterhaativeso Sqit
P un ordre sur A tel gque ?(ai,aj,ak)s'(a1 aj ak).

Tout ordre O sur A est dit unimodal par rapport 38 P sl et
seulement si, dans O, a% n‘est jamals surclassé gimultané-

ment par ay et a .

Exemples

Soit A= ﬁx,z,zad} P=(1 2 3 4).

(2 13 4),(3 24 1),(4 3 2 1),(2 3 4 1) sont unimadaux par
rapport & P,alors que (3 1 2 4),{(2 4 3 1),(1 3 2 4) ne le

sont pas. |

En effet, dans (3 1 2 4% 2 est classé simultanément par 1 et 3,
dans (2 4 3 1), 3 est surclassé simultanément par 2 et 4,

et dans (1 3 2 4), 2 est surclassg& simultan&ment par 1 et 3.

Définition:

Un 8tat de l’opinion E est dit unimodal s°il existe un ordre
de référence par rapport auquel tous les ordres de E sont

unimodauxk.,

Lemme:
ISoit E un &tat de 1'opinion unimodal. Alors, pour tout
tripiet (a,b,c) d'alternatives, 1l°une auv moins d°entre

elles n'est jamais surclassée par les 2 autres.



.Sl'

Dé&monstration:
Soit E un état de l'opinion unimodal. Pour tout triplet
(a,b,c), l'ordre de référence vérifie exclusivement 1'une
de ces propriétés:

. Soita est placé entre b et ¢

. Soitb est placé entre a et ¢

. Soit c est placé entre a et b
La définition de l'unimodalité de E entraine donc¢ que 1'uh
au moins de ces objets n'est jamais surclassé,siﬁultanément

par les 2 autres dans E.

Proposition:

Si E est un &tat de 1l'opinion unimodal de cardinalité
impaire et si West la r&gle majoritaire, alors ¥(E)est

un ordre.

Démonstration:

Supposons E unimodal et Y(E) n'est pas un ordre. il existe
alors 3 objets a,b et c tels gqu'une majorité striéte préfére
aidb, biac, et c 8§ a. Puisqu'une majorité stricte préfére
adbetbdc, il existe au moins un élément P de E pour

lequel P(a,b,c)=(a b c}.

Par le mé&me raisonnement sur les paires (b,c) et (c,a),
on peut affirmer qu'il existe Q de E tel que :

Q(a,b,c)=(b é a).



Enfin, un raisonnement analogue sur les paires (c,a) et

(a,b) conduit & l'existence d'un &lément R tel que:
R{a,b,c)=(c a b)

Or le lemme précédent nous permet d“affirmex gue 1°un au

moins des objets a,b ou ¢ ne doit 8tre surclassé ni dans P

ni dans Q¢, ni dans R, c= qui n?est pas le cas dans le cadre

de notre hypoth&se. Si E est unimodal, W(E) est donc un

ordre.

Propositions {_ﬁj

Tout &tat de l'opinion obeissant & la condition de Coombs

est unimodal.

Démonstrations

81 E obeit & la condition de Coombs, on peut représenter
votants et objets par des points de la droite réelleo

R ordonne alors naturelliement les points~objets suivant

leur abcisse croissante, "de la gauche vers la droite”.

a

1 e 2k
el LT S PR . P,
Mﬂa T &\ : S
. » . b %
\0 \2‘-" \0-\: Q&v

Il est clair que pour tout point-votant et tout triplet
(ai,aj,ak) figurant dans 1°ordre (ai aj ak§ sur R, aj m”estv
jamais surclassé& simultanément par a, et g dans E.

E est donc unimodal par rapport 3 1°ordre induit par R

sur les points-objets.



On en déduit immédiatement le corollaire suivant:

Corollaire:

La condition de Coombs est une condition de transitivité

de la méthode majoritaire.

On sait (voir par exemple(lD}[\Q) qu'un état de i'opinion

unimodal sur n alternatives est de cardinalité& inférieure

n-1

ou égale a 2 alors qu'un état de l'opinion vérifiant la

condition de Coombs est de cardinalité inférieure ou égale

2
n

a c2 +1. Pour ng4 Ci+1<2n-1: la condition de Coombs est
donc plus restrictive que 1'unimodalité, mais elle a 1'avan-
tage d'étre représentable sur R. Elle est de plus reliée

d la notion de chainoide du permutoé&dre, comme nous allons

le voir maintenant.

Proposition:

Soient V un ensemble de points-votants et A un ensemble

de points objets de R. Alors, les ordres de)u(V,A) font

partie d'un chainoide.

Démonstration:

Classons les é&léments de V suivant leur abcisse croissante.

V= {Vl,vzy...o,v’m} .



o @

Soit P, l'ordre associé a V,, et Pj 1'ordre associé ang

i
i{j. soit (a,b) une paire de points-cbjets tels que:
Pi(a,m:(a b} et Pj {a,bl=(b a), c’est A &ire‘ tels gue

a(vy,a) &d(v,,;b) et d(V ,a)>d(Vy,b).

Il est facile de vérifier que sl a est d'abcisse inférieure

3 celle de b, on a:

(lipour tout 1¢4i, d(vj_“a)<:§€vi”h} et donc ?i,ia,b)aia b)

pour tout j'gi, d(Vj”a)>dewb) et donc Pje(aj;;b)--{b a)

81 b est d'abcisse inférieure & celle de a, les relations
restent vraies pour i'gi et Jg3-

On en déduit que les ordres associés aux points-votants
font partie d‘un chafnolide. (Théoré&me p-. Po |

C.Q.F.D.

Ainsi, un ensemble E d'ordres v8rifiant la condition de
Coombs est unimodal et inclus dans un chafnofde. Nous

Il est naturel de se demander maintenant si tout éna
semble faisant partie d'un chainolde unimodal est ré’;prém
sentable sur une droite de Coombs. Clest 3 cette question

que nous allons répondre dans le paragraphe gqui suit.

(1}
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ITi.2 - Tableaux et chainoides unimodaux.

Soit (nl,nz,....,nm) une suite finie d'entiers vérifiant
fﬁ}nz cees nﬁgo. On appelle tableau(nl,nz,...,nm) une matrice
((kij)) d'entiers telle que la i*™¢ ligne de la matrice
contienne exactement n, entiers.

Le tableau est dit normal si:

. les entiers kij sont tous distincts.

. 19 === kis> kjs ou k, =0

- A9 ===k P kg

Par exemple, le tableau est normal.

6

Les entiefs vont en croissant i,a

quand on lit une ligne de S ?li

gauche & droite ou quand on 1lit une colonne de haut en bas.

Un tableau normal(nl,nz,....,nm) r Trempli avec les entiers

1,2,..., n; est appelé tableau standard.

Le lecteur interessé par les propriétés géndrales de ces
tableaux pourra consulter Berge['[_\ou Knuth Y_S} Sigﬁaluns
toutefois qu'ils ont &té introduits en 1909 par Young
pour un probléme d'analyse.

Dans la suite de ce paragraphe, nous n'utiliserons que
des tableaux (n,n-1,....,2,1) dont 1la premiére application
aux problémes de transitivité de la méthode majoritaire

est due 3 Thrall[db] .



Soit P ﬁn ordre sur n alternatives et P° son opposé.

On supposera dorénavant que: . P=(1 2 3 ... n}. Soit
t(P,P°) une chaine tendue entre P et P°. n{n-1)/2 transpo-
sitions d'alternatives adjacentes sont nécessaires pour
passer de P & po. Soit (i,3)v=-» rg(i,j) 1l'application

qui & toute paire(i,j) d'alternatives associe levrang

i
en allant de P & P°: lgrg(ipjﬁgnﬁn-i)/zg

d'apparition de la traﬁspositiani§ 5}dans la chaine t(P,P°%),

Considérons une matrice symétrigue nxn dont cﬁaéue
case (i,3j)} contient rg(i,j),i#j. On voit que la partie
triangulaire supérieure d'une telle matrice est un tab1eau
{(n-1,n-2,....,2,1) contenant tous les entiers compris entre

1 et n{n-1)/2.

Exemple: P=(1 2 3), P°=(3 2 1)
(1 23),(213),{(2 3 1),(3 2 1) est un chainoide.
rg(l,2)=13y rg{(il,3)=2; rg{(2,3}=3.

La matrice &t is tableau correspondant sonts

On notera T(P,P°) le tableau associ8 3 la chaine tendue
t(P,P°), et (i,3+1) la case (i,j) de celui~-ci, en‘rééérence

4 la matrice initiale.
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Proposition

Soit P l'ordre (1 2 ... n). L'application

t(P,P°) p=p T(P,P°) est injective.

Démonstration:
Soient t(P,P°) et t'(P,P°) 2 chaines tendues différentes,
T et T' les tableaux qui leur correspondent. Indexons les

&léments du chainoide M suivant leur distance

t(p,P°)
. E-—~] = °
croissante 3 P: P PO'PI""'Pi"'"Pn(n—l)/z P°. Indexons

de la méme maniére les &éléments de Mt'(P,P°):

p=p! =p°.

] ]
O'Pl"""Pn(n~1)/2
Puisque les chaines t(P,P°) et t'(P,P°) ont méme longueur

et méme extrémités, il existe forcément un ordre P

p
¥
appartenant a T{T' tel que Pp+1€ T, Pp+l¢ T et P'pﬂ tel
¥ L ¥

- “,\\‘\\PL.) f‘) 1.
T ,
Ve

Par hypoth&se, il existe une paire d'alternatives adjacentes

dans P, soit (i,J),telles que P (i,j)=(4 j) et P_, . (i,j)=

pt+1
=(j 1). De méme, il existe (k,1) tel que Pp(k,l)=(k 1) et

(k,1)=(1 k). On a ik ou j#l sinon Pp+1 et Pé+1 seraient

Pp+1
identiques. Donc rg(i,j)=p+l=rg(k,l). Les tableaux associés
3 t(P,P°) et t'(P,P°) sont donc différents puisqu'un méme
nombre se trouve dans des cases d'indices différents dans

T et T'.

C.Q.F.D.



Progositicn

Soit t(P,P°) une chaine tendue entre P et P°,
(1,3) b~-» xg(i,j) l'application gqui & toute péiré (1,3)

assocle le rang d'apparition de la transposition{% z}sur

t(p,P°}), en cheminant de P & P°.
Aloxrs V’i(j(k une et une seule des relations suivantes
est vrailes

. rg(j.k) prgli,k)» rgl(i,j)

o rg(i,j) » rg(i, k) > rg(j, k)

Démonstration:

Soient Q et R des ordres tels que Q(i,,k)=(i § k) et
R(1,3,k)=(k § 1). Ils différent de 3 transpositions @; 2} ,

(]Z ];)et(i ﬁ (i ﬁne peut donc précéder@ g}et@ Bj?) sur t(P,P°),
car on pourrait alors passer directement de Q & R.

Deux cas peuvent donc se pré&senter:

.(;lg}est effectude d'abord. On obtient alors nnLor&ge 8
tel que S(i,3,ki=(] 1 k) et la transp@sitich(if?}ne peut
pas 8tre effectude pour la méme raison gue pré¢éaemmente
Comme chaque transposition n'est exécutée gu'une seule
fois, la seule possibilité est(i ? o

Done rg(j,k)Y rg(i, k)P rg(i,3)
. On effectue &‘abordig ?} Un raisonnement analogue au

précédent conduit & wxg(i,3)) rg (i, k) D rglj k).
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Proposition

Soit t(P,P°) une chaine tendue unimodale
Alors V i,j,k tels que P(i,j,k)=(i j k), on a:

rg(i,j)< rg(i, k)€ rg(j, k).

Démonstration:

Supposons que rg(i,j)» rg(i,k) . La proposition précédente
entfaine alors que rg(i,j)» rg(i,k)» rg(j,k) donc quebla
transposition(g g) précéde les 2 autres. Il exiéte donc un
ordre Q de la chaine tel que Q(i,3j,k)=(i k j), ce qui est
impossible puisque t(P,P°) est supposée unimodale.

La seule relation possible reste donc

rg(i,3) {rg(i, k) rg(j, k).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme

de caractérisation suivant, dd 3 E. MAZER[WJ.

Théoréme:

Soient P un ordre sur n alternatives et P° son Opposé.
t(P,P°%)
L'ensemble des chaines tendues unimodalesVest_en

correspondance biunivoque avec les tableaux standards

(n"'l,n”z’-s.'z"l) 3

Démonstration:

Montrons d'abord qu'd toute chaine tendue unimodale corres-



pond un unique tableau standard{n-1,n-2,...,2,1}) . Nous
avons d8jd vu (proposition p.§}) qu'd toute chaine tendue
correspondait un unique tableau @n~i,n~2,°°;,zgl)elte
tableau est standard. En effet, par la propesition précéden-

te, nous savons gue \ 4 i€j¢k on a
rg{i,j) ¢ rg(ik)
rg{i,k) € rg(J.k)

Montrons maintenant qu'd tout tableau standard corréspond
une chaine tendue unimodale en la construisant sommet par
sommet .

Le tableau &tant standard, la case (1,2) contient toujours 1.

Partant de Poa(l 2 .... n), par la transposition (% i}

on obtient P1=(2 13 ... n) qui est unimodal par rapport & Pp°.
Procédons par induction et montrons que si les p premidres

transpositions sont réalisables et produisent des ordres

unimodaux par rapport & %, il en est de méme pour la_p+l§meo

Soient j et k, j(k dans Pog les 2 aiternatives’tramsposées

ém

au p+1°"€ pas. Il faut montrer gues

1} j et k sont adjacents dans Pp (donc dans Pp%B);

2) p est unimodal par rapport 3 POG

pt+i
Pour 1):

Par hypothdse, ¥ 1¢jek xg(i,3)¢€ rg(i, k)¢ rg{j, k)
¥ jemek rg(3,m) Erg(i, k)¢ rg@hkﬁ
¥V jekel rg(3,k) grgli,1) €¢rgik,1)

L’objet j a donc permuté avec tous les objets qui le précé-



daient dans PO et tous les objets placés entre j et k.

Dans Pp, j occupe alors le rang j=(3-1)+(k-j~1)=k-7j.

De méme, k a permuté avec tous les objets précédents j

dans PO' donc P occupe dans Pp le rang k-j+1: j et k

sont bien adjacents dans Pp.

Pour 2):

Ici encore, il faut examiner 3 types de triplets contenant

j et k.

V i tel que i€i¢k dans Po on a: rg(i,j)€ rg(i, k)¢ rg(j,k).
Donc P (1,3,k)=(j k 1) et Poyy(ir3sk)=(k j 1). Dans aucun de

ces triplets, j n'est surclassé simultanément par i et k.

V m tel que je¢me¢k dans PO on a: rg(j,m) £rg(j, k) rg(m,k).
Donc Pp(j,m,k)z(m j k) et Pp+1(j,m,k)=(m k 3). m n'est pas

surclassé simultanément par j et 1.

Enfiu)#'l tel que jqk¢l dans Py, rg(j,k)¢ rg(j, 1) rg(k,1).
Donc Py, (3,k,1)=(3 k 1) et P_,, (3,k,1)=(k j 1). k n'est donc
pas surclassé simultanément par j et 1.

On voit ainsi que, quelque soit le triplet i,j,k iel que
Po(i,j,k)=(i j k), 1'objet du milieu n'est jamaisfsurclassé

par les 2 autres dans Pp+1: Pp+1 est unimodal par rapport a PO.

C.Q.F.D.



Résumons les résultats de ce chapitre:

-

E est un &tat de 1l'opinion

vErifiant 1@ condition de Coombs.

Il existe un ordre P et
son opposé P° tels que les
é€léments de E forment un

s

chainoide unimodal Mt(PaP”)

Il existe un ordre P et son opposé

Le tableau associé 3 t(P,P°) est standard.

Le schéma ci-dessus met clairement en &vidence que,lorsque

un état‘de l'opinion E vérifie la condition de CoombsF il
existe une chaine tendue t(PgP°D telle que son tableau

associé soit standard.

Ce résultat avait &té& remargué par Thrall@@quig igdorant

sans doute le concept de chaine tendue unimodale, @nfa déduit
une borne sup8rieure du nombre de droites de Cbombs‘difféa
rentes pouvant 8tre construites sur n objets. Le théordme PS%
permet de montrer que cette borne est en fait 8gale au nombre
de chaines tendues unimodales différentes reliant 2 sommets

opposés:



Proposition  (Mazer (Ji))

Soit P un ordre sur n alternatives et P° son Opposé.
Le nombre de chaines tendues unimodales différentes

entre P et P° est é&gal a:

v v s e e et ool s s . o s~ —v— —v— — -

(2n-3) ! (2n-5)1..11}

I1 nous reste & répondre 3 la question qui introduisait
ce paragraphe: Peut-on, 8 tout chainoide unimodal, faire
correspondre une droite de Coombs?

'La réponse est négative dds que n@6; plus exactement:

Théoréme:

Soit A un ensemble de n alternatives et E un &tat de
l'opinion sur A. Si ns 5, alors E vérifie la chdition
de Coombs si et seulement si il existe un ordré P sur

A tel que E forme un sous-chainoide unimodal de t(p,P°%).

Démonstration:

La condition nécessaire est vraie quelque soit n ’(prop.P.;? ).
Pour montrer que la condition suffisante est vraie pour

n =5, nous allons construire les 12 droites de Coombs
correspondant aux 12 tableaux standards(4,3,2,1). Si n {5

le résultat reste vrai sinon on ne pourrait pas construire

des droites de Coombs pour tous les tableaux standards(4,3,2,1).
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Pour n >5, 1l'implication (condition de Coombs (=== chainoide

unimodal) est fausse. En effet:

_Eemme

Soient a; a5 ... 8¢ des points de la drolte réelle
d'abcisse croissante avec leur indice. Alors:
a2+a3<a Ma}1

(1) ====P g .ta.fa,ta
‘2 6 45
an-&aG(az%aS

Démonstration:
En faisant la somme membre & membre des inégalités aans (1),
i1 vient: a,tajtaj,ta < a;ta,ta tac.

Comme al( a2< a;, on a a1+a2< a;+a, et donc a2+a6<a4%a5.

Ce lemmé signifie que, lorsque 6 points d’une droite sont
disposés de maniére telle que le point-mé&dian Bxtay précéde
2

(a1+a4)/2 et que (a1+a6)/2 précdde (a,ta,)/2, alors (a2+a6)‘/2
doit précéder €34+a5) /2. Or, on a vu que le “franchissement”
d'un point médian {(a iwﬁ-axj)/z par un point-votant générait une
transposition @ 2} dans 1'ordre correspondant & ce dérnier.
En conséquence, toute chaine tendue unimodale telle que
rg(1,6)rg(1,5), rg(2,3)rg{l,4) et rg(2,6)> rg(4,5) ne
Le tableau standard qui suit met en &vidence une telle

chaine tendue.
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Remarque:
D.ROMERO[\S] avait é&mis la conjecture que tout &tat de 1'opinion
vérifiant la condition de consistance multidimensionnelle et
l'unimodalité (simultanément) devait aussi vérifier la cond_ition de

COOMBS. Cette conjecture s'avére donc fausse par le contre-

exemple précédent.



1V. INVERSION DES PERMUTATIONS ET CONDITIONS DE

TRANSITIVITE DE LA METHODE MAJORITAIRE.
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En 1964, Inadaf3] a formulé une condition de transitivits de la méthode
majoritaire (I) s"&nongant ainsis

"Soit E un &tat de 1l'opinion. E vérifie la condition (I} si et seulement
si, pour tout triplet d'cbjets et sur tout ordre de E, 1'un des 3 616-
ments du triplet ne se trouve jamais entre les 2 autres®.

11 est difficile d’associer 3 cette condition une interprétation psy-
chologique satisfaisante sauf si on la restreint en introduisant un
ordre de référence R: " Pour tout triplet d'objets ¥= (vi,j,k) placés
dans cet ordre dans R, et pour tout ordre de E, 1’objet k (ou iou

J)} n'est jamais placé en 5ome

position dans la restriction de cet
ordre & Y."

Cette restriction se préte alors fort bien & une interprétation algo-
rithmique analogue & 1'interprétation classique de Black, sans pour
autant diminuer le nombre maximm d'ordres admissibles. . XD Nﬁ-@@ﬁ fox
a en effet montré que dans les deux cas ce nombre &tait &gal & 27°%,

n &tant le nombre d'cbjets considérés.

L'objet de ce chapitre sera de donner des &tats de 1'opinion i}érifiant
la condition restreinte certaines propriétés de leur répartition et de

leur organisation sur le permitoddre.

Iv.1 Inversion d'un ordre total par rapport 3 un ordre de référence.

Soit X un ensemble de n Eléments. Un ordre de référence R sur X
définit une bijection ?R entre le groupe symétrique 3 n variables et les

ordres totaux sur X de la manidre suivantes
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. . 1 2 3 eennnn n
soit M1a permutation ™) N2) T3) ..... Tf(n))
Si R=(12 3 ... n), on définit ¥ (W)=(TT(1) T2) ... Tm))
i Re(k; k, ... k), QL(M) est dsfini par:
rg "g‘)(kihrg‘{ﬁ?i) ol rgq &"ki) est le rang occupé par l'objet
k, dans "9(\('."') |
et rg )(i) est le rang occupé par i dans
’ Pufm)
. {12345
exemples: Soit Rz(1 2 3 4 5) et fla permutation (3 1142 5)

¥®) =142 5) 2

Soit R=(3 2 1 5 4); alors €M)= 352 4

car 1l'objet qui occupe le rang 1 dans R doit occuper le
rang 2 dans ‘fgﬂ r 1'objet qui occupe le rang 2 dans R doit

occuper le rang 4 dans*(’u(;\’) etc.

Un ordre de référence R étant donné, i tout ordre total P= kPa_(ﬂ') peut
donc étre associé un ordre inverse, noté Pt, ordre correspondant 3 la

permutation inverse de celle définissant P:

p=Fm) b= ‘P,,_ w')

) >

ur
S

exemple: En reprenant 1'exemple précédant,TY 1 (

‘PRSTT") =(24135)
‘PR(TT") =(2531 4)

N
F YN
W



lorsqu'un ordre de référence R sur n cbjets est donné, tout ordre
total P peut &tre représenté par une matrice booléenne M, & n lignes

O

et n colonnes ,telle que 1°&lé&vent my j=1 si et seulement si le jeme

objet dans R occupe le ié“erang dans P.

Exanple: Soit R=(3 215 4) et P=(l 352 4). P peut-&tre

représenté pars:

3 & 4 ¢ y
j

Ut £ o e
oD




.76.

Ces matrices (dites "de pernmutation”) ont les propriétés suivantes:

. Elles sont orthogonales, c'est 3 dire M.Mt=Id ol Mt est la
transposée de M.
. Si P est un ordre dont la matrice correspondante est M, alors

Mt est la matrice correspondant d l'ordre inverse Pt.

Dans toute la suite de ce chapitre, 1l'ordre de référence R“'sera pris

égal & 1'ordre alphamumérique (1 2 3 ... n).

Exemple:s © R=(12345); P=(314 205) apour matrice associée

| + d 4 ¢
i

LV, B ™ I

il 1t 234¢%

Pt=(2 4 1 3 5) a pour matrice associée

(Vo JRP RN ¥ Y R

Remarquons qu'il ne faut pas confondre ordre inverse de P avec ordre
opposé de P. Ainsi, si P=(3 1 4 2 5), son opposé est P°=(5 2 4 1 3),

alors que son inverse est Pt=(2 4135).



> 7'3? =

Lenme

L

Soit M une matrice de permutation d’ordre n2 3. §'il existe, dans M,
une sous-matrice de permutation d'ordre 3 dont 1'€l&ment 23,0, alors

11 existe dans Mt une sous-matrice d'ordre 3 dont 1°&lé&ment a'23==0‘

Démonstration:
Par hypoth@se, 1l existe 14 i€k et iog'jogko tels que

miojmjokﬂoigl = 13, ou ik,

t

Dans M~ on & donc my, =1. Ceci impligue que pour tout indice &1,

(o]
mj ‘==Oa Ainsi, 11 existe un triplet d'objets (iog jog kﬁ)) tel que
dans 1'ordre associs 3 M° 1'6lénent d'indice le plus &levé du triplet

n'occupe pas le rang 2.

ngosition
Soit M une matrice de penm‘ta?‘im dont toute sous-matrice de permii~

tation A d'ordre 3 a 1°&lé&ment a, =0, Alors dans Mt toute sous- -

3
mdtrice de permutation A° d'ordre 3 & 1'&l&went a§2=0°

Danonstrations ‘

Ce résultat découle &videmment de la proposition précédente et du fait
que, & tout triplet (i,3,k) correspond un unique triplet (i ,j é,,ko) tel
que 1'intersection des colonnes 1,3,k avec les lignes - 10350k, forme
une matrice de permutation dordre 3.
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Iv.2. Etats de 1l'opinion inversés et sous—graphe associé.

Soit E un état de 1'opinion quelconque. On appelle &état de 1'opinion
inverse de E, 1'état de 1'opinion; noté Et, obtenu par. inversion des
&lé&rents de E.

Rappelons que, lorsque nous ne le précisons pas, 1l'inversion s'effectue

par rapport d l'ordre de référence (1 2 3 ... n).

Exemple:
E={(1 234),3124,(243 1)}

Et={(l 234),(2314),04132)
1234 1234
car 1l'inverse de la parrmltation(3 12 4)est (2 31 4)

'a 1234 1234)
etlmversede(4132 est 11311 °

Soit R=(1 2 3 ... n) et i un entier campris entre O et r_z%x:}l .
On définit le niveau i du permutoddre par 1'ensemble: '
Y= {2l awp=1)
‘et _ (n-1)} _
Ainsi: §(0)=R etr“J—i-—-) =R°.

[‘ ), ¥, .... ,U_gr_xjg:}_% forme une partition du permutoddre.

Obgservons les effets de 1'inversion sur les différents niveaux du

permutoédre:
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Leamme
Soit M une matrice de permutation. , ‘
Soit ﬁ(M) le nonbre de sous-matrices de permutation dordre 2 et de

déterminant Egal & -1 extraites de M. Alors, si P est 1'opdre associé

&M, ona: d(R,P)=8wm).

Dé&monstrations
Une matrice de pemmtation ﬁ'ox:ﬂre 2 et de détemﬁnant &égal & -1 est de

la forme: 5

La matrice de permutation associée 3 R=(1 2 ... n) est la matrice

identité dont toutes les sous-matrices de permutation d‘ordre 2‘ ont un
déterminant &gal & 1. A chaque transposition entre P et R correspond
dans M une unique sous-matrice d'ordre 2 et de d&terminant égal & -1,
Or d(P,R) est &gal au nombre de transpositions nécessaires pour

passer de P § R. Dol le résultat.

Iemme

Soit M une matrice de penmtation et mt sa transposée.

alors: A=A M) .

Déaronstrations _

Toute sous-matrice d'ordre 2 de déterminant égal & -1 corresporﬂ,
dans M, & une paire mij"—-mﬂi 19k, 391. Pans M* on aura donc:

mjf" m =L 12k, jPp L. Ces &l&ments correspondent dans E-ik a une
sous-matriced’ordre 2 de déterminant &gal & ~1. Ceci Implique que

& 0" 24w . vats 5 implique qued 13 ), aod le résultat.
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Proposition

Pour i=0,1, ... ,’-‘-%3:9- , ((i)=3t(i).

Démonstration:
Soit P un ordre de K (i) et M la matrice de permutation associée .
- D’aprés le lemme 1 p. , d(R,P)=A M) et d(R,P)=A(Mt) . Du lemme 2 p.

on déd\;it alors immédiatement que d(R,P)=d(R,Pt) pour tout P appartenant

afw.

Cette proposition va nous servir & étudier la condition de transitivité
de la méthode majoritaire citée en introduction de ce chapitre et que
nous désignerons désormais par "condition (372)". (" Le 3 abjet
n'est jamais placé en Zé“eposition") .

Commengons tout d'abord par une remarque trés simple:

Proposition

Soit E 1'ensemble des ordres sur n cbjets vérifiant la condition
(3712) par rapport. a (1 23 ... n).
Alors PE€E &) P°€E.

Démonstration:
S'il existe i{j¢k tels que P(i,j,k)=(i k j) ou (j k 1) alors dans P°
on a P°(i,3,k)=(J k i) ou (i k j). La proposition découle de cette

remarque.



Proposition KOHLER {{ 0]

Soit P un ordre sur n objets. P vérifie la condition (392) par
rapport 3 (1 2 ... n) si et seulement si PC vérifie la condition
de Black par rapport 3 {1 2 ... n).

Dé&monstrations
Soit M la matrice de permutation associée & P. Par bhypothé@se, dans

toute sous-matrice A d'ordre 3 de M, on a: a,,=0 . Le corollaire p.??

23
permet alors d'affirmer que dans MC toute sous-matrice A' d'ordre 3
aura 1'8lément a32==0., Comne Mt est la matrice associSe 3 Ptg cela
signifie que dans P*, pour tout triplet (i,§,k) rangé dans cet ordre
dans (1 2 ... n}, 1'objet j n'est jamais surclassé par les 2 autres:

Pt est donc Blackien par rapport & (1 2 ... n).

Les ordres verifiant (392} et ceux vérifiant la condition de Black
sont 1i€s d'une autre manidre que nous allons examiner maintenant.
Remarquons tout d‘abord que la matrice de permutation M d'un ondre
blackien P par rapport & (1 2 ... n) a la pmpriété caxactérisuque
suivante, conséquence immédiate de la définition des ordres Blackiens:

Soient 1i,j,k trois indices tels que 1¢&1 ¢iekgn.

Si apir'aquark:}" alors g{pouglr.

On dira de toute matrice de permutation qui vérifie cette ppopriétsé

qu'elle est Blackienne.



Exemples:

T 3y oy

{ 1 L'ordre représenté ci-contre est
1 (234 1). I1 est Blackien par rapport

3 ~ 1 (123 4).
I K!

v Y R A
1 1 o 14

(3 1 2 4) n'est pas Blackien

2 4 mais son inverse 1l'est. !
3] |4 I F
4 1 1

Lemme

Soit M une matrice de permutation Blackienne symétrique, dont

les &léments sont notés mij'

Sim, 1==1, alors m1,2™-0,37 o qﬂi-—p,pﬂ: eee =M=l
Démonstration:

Soit P 1l'ordre associé & M. L'hypothé&se Mth implique que s:. my 121
alors m»ifl" L'objet i est donc en téte de P. Soit ¥= 1,2,.'..,1
P(Y) est Blackien par rapport & (1 2 ... i). Puisque i est en téte
de P(Y), ce dernier s'écrit P(Y)=(i i~1 eees 2 1) qui est le seul: ordre

Blackien par rapport & (1 2 ... i) comvengant par i: d'od le résultat.
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Lame

Soit M une matrice de permutation Blackienne symétrique. -

Soit j o la colonne correspondant 3 1°8l&ment mllj =],
o

Alors, pour tout j}joﬁ mjj=L

Démonstrations
si j0=l, le seul ordre Blackien par rapport 3 (1 2 ... n) dans lequel
1 est en téte est 0=(1 2 ... n). Le lawe est alors vrail. ;'
Si jo#l, supposons qu‘il existe 33, et i#] tels que aij-—-lg' |
Alors a, jc::ai j=a 3 i=l et 2 cas peuvent se présenter:
Soit 1€ 3j. Alors j?OQiqjﬁe La condition de Black et j 91 iimpliquent
que j€1, ce qui est contraire 3 1’hypothése.
Soit j>1i et,de manidre analogue, on aboutit & 1°inégalité 143,
ce qui est encore contraire 2 1’hypothdse.

Ainsi, pour tout j)jog a. =1,

33

Nous sommes maintenant en mesure de d&montrer 1a proposition sﬁivantes

Proposition

Soit T 1l'application du permutoddre dans Ini-m8me, qui & tout

ordre assocle son inverse par rapport & (1 2 ... n). Soit E

1'ensenble des ordres Blackiens par rapport & (1 2 ... n) et ]Et

1'image de E par T. | Q |

Alors 1. EME® est 1'ensemble des points fixes de 1'application T
restreinte 3 E.

2, {ENEY =n.
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Démonstration:

pour 1l.: EN EF est 1'ensemble des ordres sur n objets dont la matrice
de permutation est Blackiemne symétrique. Or l‘ensemblé. des
points fixes de T est constitué des ordres ﬁonﬁ 1la matrice -~ |

de permutation est symétrique, d'old le résultat.

pour 2.: Les lemes p.$>uk 84 impliquent qu'une matrice de yﬁemutatio;u
Blackienne symétrique M est entidrement déterminde par
1'&lément classé en téte de 1'ordre correspondant & M.
Donc, & chaque position du 1 dans la premiére lig;xe ne correspond
Qu'un seul ordre de Ef\EC. Came chaque ligne contient n cases |

on obtient bien le résultat annoncé.

Etudions maintenant le sous—graphe des ordres vérifiant la condition

{312).

Ienme 1

Soient 01 et 02 deux ordres Blackiens qui ne différent que sur

les 2 premiers objets. Alors d(0§ ,Og )=1.

Démonstration:
Soient M{Ol)z (aij) i=1..n et M(Oz}: (bij) $=1..n les matrices
j=1l..n j=1..n

de permutation associées & 0, et 0,
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Par hypothise, i1 existe jo tel ques

8, =1
43,

Dans M(Oﬁ ﬂans M{O )

a =]
2jo+1

et pour tout ié{hzg ¢ pour tout 5%%0%“} 357043,

Par transposition, on obtient:

251" Pyt
dans M(0f) dans M(o})
= =}
331,27 By 02
et pour les autres indices 1,3, ji ji
Par conséquent, O -(j 3 +1 .eoe )9 0 (j +1 j coo
et O (x\{ 3 +1’§ )=0 (x\{) 3 +1 .
C.Q.F.D.

Laame 2:

Soient 0, et 0, des ordres Blackiens tels que d(@ K] )-——-Ro

5i le mame &lément est en té&te dans O et 02@ alors d(OEQO }}2‘.

Démonstration:
Par hypothése, la matrice M(O ) ne différe de M(O % que sur 2 Mgnes
io et io-Hz c’est 3 dire qu'il existe jo et j(“), o“' 08}2 tels que

a, , =1 b, .,=1
1,3 130

0’0
dans M(Ol) dans M(Oz)

!

a =1 b e}
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v : L3 K3 3 L - —
et pour tout i,j tels que i#).o, 3#30, 3#30, on a: bij“aij'

Aprés inversion, on obtient:

s 5 =1 a,,. =1
3oio Jo'o

dans M(o‘l:) et dans M(o-;)

a. 1

N =
3010+1
avec Ijo—jé! 22.

a5 4 4171
O 0

Ce qui implique que 0;2 et 012: ont la forme:
t
0= 1o 4
' t t :
i1 et o) (x\{t,,1,+1} )=0; (X\{io,lo+l} ).
t ._
0= v i

Donc 4 (0{1: ,012:) 22.

Théoré&me:

Le sous—graphe des ordres vérifiant la condition (3912) par

rapport d l'ordre (1 2 ... n) est régulier de degré 1.

Démonstration:

1La proposition p.?L montre que 1'ensemble E des or@es vérifiant
la condition (37 2) est 1'image par inversion T des ordresa Blackiens
par rapport & (1 2 ... n). Donc, pour tout O appartenant i E, il

existe un ordre P Blackien unique tel que T(P)=O.

I1 est clair que si on transpose les 2 premiers objets d'un ordre

P, Blackien par rapport & (1 2 ... n), on obtient encore un ordre P'

Blackien par rapport au méme ordre de référence.
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Ie lemme 1 implique alors que d(T(P),T(P’}))=1. Comme T est une bijection
du permmutoddre dans lui-mé@me, on déduit que tout sommet du sous~
graphe engendré par E est de degré supfrietir ou é&gal a 1.

Montrons maintenant que dans ce sous-graphe, aucun sammet n'est de
degré supbrieur ou &gal i 2. ' |

Soit O un ordre de E et P 1’ordre Blackien dont il est 1°image.
Soit (1) le niveau auguel appartient P. Par la proposition p.

on sait que pour tout j§i-2 et j 3it2, B(j%at(j)q Donc bous' les |
ordies Blackiens P' appartenant 3 ces niveaux ont lewr image

a une distance spérieure ou égale & 2 de 0. Il en est de m&ne‘ptm:
tous les ordres, autres que P, appartenant 3 g(i) , puisque 2 ordres
d’un mAmne niveau sont 8 une distance supérieurew égale 3 2 1'un

de 1'autre.

Niveau i~}
" Niveau 1

Niveau i+l

I1 nous reste & examiner 1'effet de 1°'imversion sur les ordres
Blackiens appartenant & § (141) ou §(i-1) ayant méwe objet en

téte que P. Le lame 2 p. nous indique alors que leurs images par T
sont Eloignées de O de plus de 2.

Le sous-graphe engendré par E est donc bien régulier de degré 1.
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.} Ordres blackiens par rapport 3 (1 2 3 4)

O} Ordres vérifiant la condition (312) par rapport a(1 2 3 4)
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I1 est facile de montrer que les ordres vérifiant la condition (171 2)

(i.e. dans tout triplet, le premier objet n'est jamais placé au milieu)
forment aussi un sous-graphe régulier d'ordre 1. Il suffit pour cela
de ramrquer que ces ordres sont image par inversion de 1l'ensemble des
ordres Co-blackiens et de reprendre la dé@monstration pr&cédente..
Signalons enfin que H.RAYNAUD{I4]a montx& que 1'ensamble des ordres
vérifiant la condition (2732) est vide pour tout n35. (n est le nombre

d’obijets & classer}.

Les résultats précédents peuvent laisser croire que 1'inverse d'un
&tat de 1l'opinion vérifiant la condition de Ward vérifie encore la
condition de Ward. le contre-examle qui sult infirme cette idée:

E= {(2 143,(2431),(421 3?}
On vérifie facilaneﬁt que E ne contient de carr@ latin sur aucun triplet
d'objets. Par contre,

= {2143,0132,03240n]

contient un carré lating .

(132}

{321}
{2 1 3)
E* ne vérifie donc pas la condition de Ward.






CONCLUSICN






Sokrates, der alte Greis

Sagte oft in tiefen Sorgen

"Ach wieviel ist doch verborgen
Was man immer noch nicht weiss®.
Und so ist es.

W.BUSCH.

S'11 a lu cette thise depuis le début sans sauter de chapitres,

le lecteur a sans doute eu (comne MIS) le sentiment qu'il restait
beaucoup 3 faire dans chacun des sujets abordés jusquici: C'est

ce qui est &crit sur le mode ironique dans la citation d&ésuse

Par exemple, nous avons vu dans le chapitre II qu'elle &tait,

gur le permtoddre, la forme du sous-graphe engendré par les ordres
issus d'un modéle vectoriel dans Rzy mais nous ne savons pas quel est
la forme du sous-graphe issu d'un moddle vectoriel dans R3° .

Nous ne savons pas non plus cavactériser de manidre simple les

Stats de 1'opinion G&finis & partir d'une droite de COOMBS.

A fortiori, que peut-on dire de la répartition des éléments d”m
état de 1'opinion issu d'un modéle de COOMBS g8néralisé au plan ?
Quelle est la cardinalité max d’un &tat de 1'opinion vérifiant la

condition de WARD ?
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