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| ntroduction

L’estimation d'état et de parametres joue un role déterminant dans plusieurs domaines de
I’ingénierie comme la commande de processus ou le diagnostic. L’ éaboration d une décision
(une commande par exemple) est généralement basée sur ces grandeurs estimées a |’ aide de
données mesurées. Les méthodes classiques d estimation de paramétres, dites dans un
contexte statistique, consistent a trouver la valeur optimale de ces grandeurs au sens d’un
critére liant les sorties du modele aux données expérimentales. Cette valeur optimale est
déterminée en utilisant un algorithme d’ optimisation ponctuelle. Ceci revient généralement a
supposer qu’ une description statistique du bruit de mesure est disponible.

Dans certaines applications, il est difficile de décrire les perturbations par des lois de
probabilité. Il est donc plus judicieux de considérer que |’ erreur entre la sortie du modéle et
celle du systéme est bornée et de bornes connues. Ces bornes tiennent compte du bruit de
mesure et des erreurs de modélisation. Dans ce cas, on ne cherche plus une valeur du vecteur
de paramétres permettant de minimiser le critére, mais un ensemble de valeurs acceptables.
Cet ensemble contient d’une maniére garantie toutes les valeurs du vecteur de parameétres,
telle que I’ erreur entre la sortie prédite et celle du systéme réel n’ excede pas les bornes fixées
a priori. Dans ce contexte, |I’estimation de parameétres est alors un probleme d’'inversion
ensembliste.

Lorsque le modéle est linéaire, I’ ensemble solution est un polytope que I’ on peut caractériser
lorsgue la dimension du vecteur des parametres a identifier est assez réduite. Néanmoins, la
structure de I’ ensemble des valeurs acceptables devient rapidement tres complexe lorsque le
nombre de mesures augmente, et la description exacte reste un probleme tres difficile a
résoudre. En conséquence, une approximation extérieure a I’aide de formes géométriques
simples, par exemple des ellipsoides ou des orthotopes, est souvent privilégiée.

Par ailleurs, lorsque le modele est non-linéaire, la caractérisation exacte de I’ensemble des
valeurs acceptables n'est souvent pas possible. D’autres part, I'utilisation des formes
géomeétriques, utilisées dans le cas des modeles linéaires, pour trouver une approximation
extérieure de I’ensemble des valeurs admissibles, noté par S, n'est pas pratique. Un
algorithme d'inversion ensembliste par analyse par intervalles, SIVIA [JW93a] [JW93b], a
été aors développé afin de résoudre ce probléme. Cet algorithme permet de trouver des
approximations intérieure et extérieure garanties de I’ensemble S. Il est basé sur I’ évaluation
de fonctions sur des intervalles ; I’ arithmétique des intervalles est alors utilisée.

L analyse par intervalles a été introduite par Moore [M0066] comme un outil permettant de
tenir compte des erreurs d arrondi dues a la précision finie des calculateurs. Cet outil est
maintenant utilisé dans plusieurs domaines d’ingénierie et des bibliotheques mathématiques
dédiées al’ analyse par intervalles sont disponibles.

Dans la premiére partie de cette these (chapitre 2 et 3), nous alons considérer le probléme de
I’ estimation de paramétres d’ une classe particuliere de systémes pouvant étre représentés par
une fonction de transfert. Dans ce dernier cas, le modéle utilisé est donné par une fonction
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explicite a variable complexe. La deuxieme partie de la thése est dédié a |’ estimation d’ état et
de paramétres pour une classe plus générale de systemes, i.e. systemes décrits par des
équations différentielles ordinaires.

Dans le premier cas, les incertitudes sont définies par des intervalles complexes; deux
approches sont alors possibles pour propager ces incertitudes. La premiére consiste a
décomposer la sortie du modéle en deux fonctions explicites a variables réelles, ceci permet
donc d' utiliser les bibliotheques d’ arithmétique des intervalles réels disponibles. Néanmoins,
dans plusieurs applications, cette décomposition explicite n'est pas possible. La seconde
approche consiste a utiliser I’ arithmétiques des intervalles complexes. Par ailleurs, plusieurs
formes géométriques simples permettent de représenter une incertitude complexe ; dans la
littérature, les représentations rectangulaire et circulaire sont les plus utilisées. Néanmoins,
I” utilisation de ces formes pour |’ évaluation de fonctions non-linéaires conduit a des résultats
souvent tres pessimistes. Ce pessimisme est di au fait que I’évaluation des fonctions
élémentaires (i.e. log, sinh, cosh, etc.) ainsi que les opérations arithmétiques {j /} ne sont pas
exactes. Un premier objectif de cette thése consiste a développer une nouvelle arithmétique,
plus pratique dans le cas non-linéaire, basée sur la représentation polaire des nombres
complexes.

L’ estimation d’ état et de parametres dans un contexte a erreurs bornées pour des systémes
décrits par des équations différentielles représente le second objectif de cette thése. En effet,
ce probléme n’ a pas été assez étudié dans |e contexte ensembliste.

Ce document est structuré comme suit : dans le chapitre 1, nous allons détailler les principaux
outils de I'analyse par intervalles qui seront utilisés tout au long de ce document.

L’ arithmétique des intervalles complexes, représentés par la forme polaire, représente la
premiére contribution de mon travail ; elle est présentée dans le chapitre 2. Dans ce cas, les
incertitudes complexes sont représentées par des secteurs; |’ avantage de cette représentation
vient du fait que les opérations de multiplication et de division de deux secteurs, telles
gu’ elles sont définies, sont exactes. Cette arithmétique est alors préférable pour I’ évaluation
de fonctions non-linéaires. Néanmoins, I’ addition et la soustraction ne sont plus exactes. Nous
proposons alors des algorithmes permettant de trouver le plus petit secteur contenant la
somme (ou la différence) de deux secteurs. Nous verrons alors que |’ addition définie dans ce
chapitre garantit la condition de minimalité, i.e. on obtient le plus petit secteur contenant la
somme (ou la différence). Dans cette these, |la somme de deux secteurs est traitée comme étant
un probléme d’ optimisation sous contraintes. Ce dernier est résolu analytiquement ; ceci est
possible étant donné le nombre réduit de variables.

Dans le chapitre 3, les techniques d’ estimation de parametres dans un contexte a erreurs
bornées sont appliquées a I'estimation de parametres physiques pour deux applications
différentes. Dans les deux cas, les modeles utilisés sont fortement non-linéaires et a variables
complexes. La bibliothéque des intervalles complexes polaires dével oppée dans le chapitre 2
est utilisée pour I’ évaluation de ces modéles.

Dans la premiére application, consacrée a I'éude de modéles diélectriques, nous allons
illustrer un avantage des méthodes d’ estimation dans un contexte a erreurs bornées concernant
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la validation de modeles. Nous verrons qu'il est possible de sélectionner, parmi un nombre
restreint de modéles, le modéle permettant d’ expliquer les données expérimental es.

Par ailleurs, dans cette partie, la sortie du modéle peut étre décomposée explicitement en
parties réelle et imaginaire ; I’ arithmétique des intervalles réels peut alors étre utilisee. Nous
verrons alors que dans certains cas, il est plus judicieux dutiliser la bibliotheque
d arithmétique des secteurs dével oppée dans e chapitre 2.

Dans la deuxieme application étudiée, consacrée a I|'estimation de parametres
thermophysiques de matériaux, le modéle est donné par une fonction explicite a variables
complexes. Néanmoins, il n'est pas possible de déterminer par le calcul symbolique une
décomposition explicite en deux parties réelle et imaginaire. Dans ce cas, I’ utilisation des
intervalles complexes est indispensable. D’un autre c6té, étant donné que le modéle est
fortement non-linéaire, |’ arithmétique des secteurs présentée dans e chapitre 2 est utilisée.

Dans le cadre de cette thése nous alons considérer une seconde classe de modeles : modeles
décrits par des équations différentielles ordinaires (EDOs). Deux approches sont alors
possibles pour utiliser les techniques d'inversion ensembliste dans le cadre de I’ estimation
d état et de paramétres pour ce type de modeles. La premiére méthode consiste a calculer
analytiquement la solution de I’ équation différentielle. En général, la résolution symbolique
de ce type d équations est tres difficile, voire impossible a réaliser étant donné le caractére
non linéaire de ces équations. Dans le cadre de cette thése, nous alons opter pour des
approximations numeriques garanties de la solution des équations différentielles. Le chapitre
4 est aors consacré aux schémas dintégration numérique garantie des équations
différentielles ordinaires.

L’ utilisation des méthodes garanties permet de calculer deux bornes inférieure et supérieure
d un pavé dont on garantit qu’il contient la solution de I’ équation différentielle considérée.
Ces méthodes permettent de s assurer que le probléme étudié contient ou non une solution. En
effet, s le pavé retourné est vide, aors le systeme d’ équations différentielles ne possede pas
de solution ; dans le cas contraire son existence est assurée.

Les techniques d'intégration garantie des équations différentielles sont utilisées dans le
chapitre 5 afin de développer des estimateurs d’ états et de paramétres pour des systémes non
linéaires a temps continu. Cette partie constitue la seconde contribution de mon travail de
thése.

Nous proposons en premier lieu un estimateur basé sur I’ approche prédiction-correction et
semblable au filtre de Kalman. La phase de prédiction consiste a intégrer I'EDO a un instant

ti+1 étant donné la solution a t;; cette étape produit aors un pavé [x,,]". La correction

consiste a contracter ce dernier pavé en utilisant la mesure disponible a tj;1. On obtient alors
un pave [X;,,] contenant les valeurs du vecteur d'état consistantes avec [x;], la mesure a

I"instant ;.1 et [aborne d' erreur fixée a priori.
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Cet estimateur a été étendu afin de développer un observateur a horizon glissant. Ce dernier
permet d estimer I’ état & un instant t; en utilisant les informations (mesures) disponibles sur un
horizon de taille N. Les techniques de consistance permettent alors d’ exploiter les données de
tout I’horizon afin de réduire la taille du vecteur d état. Cet observateur a été appliqué a
I’ étude d’' un bioprocéde.

Enfin, les techniques d'inversion ensembliste ont été associées aux méthodes d’intégration
garantie des équations différentielles afin d’ étudier le cas ou des parametres inconnus doivent
étre estimés.

L’ensemble de ce travail afait I’ objets des articles [RRC04], [RIRCO5] et [RRCO5], des actes
de conférences [RRCO03a], [RRCO3b], [RRCO3c], [RIRCO3], [RIRC0O4] et [RRICO4] et ala
soumission de I’ article [CRRI04].



Anal yse par intervalles

Chapitre 1

Analyse par intervalles : Arithmétique et outils

1. Introduction

Dans certains domaines d’ingénierie, les données utilisées sont souvent de nature incertaine.
Les sources de cette incertitude sont multiples, i.e. modeles mathématiques contenant des
parameétres incertains, représentation des nombres réels sur des calculateurs numériques de
précisions finies, données initiales incertaines. Dans certaines applications, il est nécessaire de
connaitre 1’influence de ces incertitudes sur la solution calculée. Pour résoudre ce type de
problémes, des techniques basées sur 1’analyse par intervalles ont été développées notamment
par Moore [Moo66]. L’utilisation de cet outil permet de calculer un intervalle contenant d’une
manicre garantie la vraie solution.

Pour montrer I’intérét de I’utilisation de I’analyse par intervalle, il suffit d’étudier I’exemple
proposé par Rump [Rumg88] illustrant les inconvénients de 1’utilisation des précisions finies.

On consideére la fonction suivante :

)=y #0106y -y 21y’ ) 45y

L’évaluation de cette fonction pour X = 77617 et y = 33096 (qui sont exactement
représentables) sur une machine S/370 donnent les valeurs suivantes [Han92] :

Précision Résultat
Simple 1.172603
Double 1.1726039400531

Etendue 1.172603940053178

En utilisant ces trois précisions, les sept premiers chiffres sont les mémes. Le résultat semble
donc correct. Ceci n’est pas du tout le cas et le résultat est complétement faux pour les trois
cas [Han92]. En effet, la valeur correcte de f est -0.8273960599468213. Pour obtenir
I’évaluation exacte, il faut factoriser correctement la fonction f et 1’évaluer en utilisant des
entiers.

Par contre, si on fait I’évaluation de f en utilisant 1’arithmétique d’intervalles on obtient un
intervalle de grande taille qui contient la valeur correcte.
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Durant ces derniéres décennies, plusieurs algorithmes basés sur I’analyse par intervalles ont
été développés dans plusieurs domaines, et ce dans le but d’étudier et de quantifier les effets
des incertitudes (numériques et physiques) sur les données manipulées. Dans ce chapitre,
seule I’influence d’incertitudes physiques sera pris en compte. Ainsi différentes méthodes de
résolution de problémes, donnés sous la forme de systémes d’équations (ou contraintes), par
analyse par intervalles seront présentées.

Ce chapitre est inspiré des différents travaux présentés dans le livre [JKDWOI]. Il structuré
comme suit : dans la section 2, nous allons rappeler les principales méthodes d’analyse par
intervalles ; elles sont utilisées dans la section 3 dans le cadre de I’inversion ensembliste. La
section 4 est dédiée aux principaux contracteurs étudiés dans la littérature. Enfin, nous allons
donner un bref rappel de la différentiation automatique.

2. Arithmétique des intervalles
2.1. Intervalles

Définition 1 : Un intervalle, noté par [X] est un ensemble connexe et borné de R, il est
défini par :
[x]:[x‘,x+] :{XDR| X< X x+} (1)

Les nombres réels X et X" sont respectivement les bornes inférieure et supérieure de [X] .Un

intervalle est dit dégénéré lorsque X = X'. Les intervalles dégénérés permettent la

représentation des nombres réels représentables sur une machine. L’ensemble des intervalles
de R estnoté par TR.

Remarque 1 : Il est probable que les nombres réels X et X' ne soient pas représentables
d’une maniére exacte sur une machine (par exemple X =0.1). Dans ce cas, il est
indispensable de prendre pour X le plus grand nombre réel inférieur a X représentable sur

une machine. De méme, on prend pour X* le plus petit nombre réel supérieur a X et
représentable sur un calculateur. Dans la suite de ce document, on supposera que les nombres

X~ et X" sont parfaitement représentables. ¢

Les opérations mathématiques €lémentaires sont étendues aux intervalles. Le résultat d’une
opération entre deux intervalles est un intervalle qui contient tous les résultats des opérations
entre les ¢éléments des deux intervalles. Le résultat d’une opération entre deux intervalles de
bornes finies est obtenu en travaillant uniquement sur leurs bornes.

Soient [X], [y] U IR, et o D{I- T D,/} , alors :

[Xely] = {xey [ x D[4, y3 [y} @
6



Anal yse par intervalles

La définition (2) est valable pour toutes les opérations a 1’exception de la division lorsque
00 [y] . Dans ce dernier cas, le résultat n’est pas un intervalle.

L’expression (2) peut s’écrire comme suit :

[X]+[y] =[x +y7x 4y 3)

[X]=[y]=[x =y"x -y ©

[X|yE [min(x‘y‘,x‘y*,x+ y~x'y*),max (XY XY Xy XYy ﬂ (5)
XDy vy ] o ©

Définition 2

Soit [x] O IR, on définit alors:

- saborne inférieure : inf ( X])

- saborne supérieure : ([ ]

- salargeur: W([X]): -X 20
- son milieu : mld X] (X +X )
-X

2

- sonrayon : rad ([X]): =20

La largeur d’un intervalle (ainsi que son rayon) peut €tre interprétée en terme d’incertitude sur
la variable représentée par cet intervalle.

2.2. Vecteurs et matrices d’intervalles

Un vecteur d’intervalles (ou pavé) noté par [x]= ([ ] x],...[ x] )T est un vecteur dont les

éléments sont des intervalles ; on note par IR" 1’ensemble des vecteurs d’intervalles de R".
Les fonctions ¢lémentaires définies pour les intervalles sont aussi définies pour les vecteurs
d’intervalles.

Soit [x] OIR", alors :

- saborne inférieure est : inf ([x]):(xf,xz_,...,xg)T
- saborne supérieure est : Sup([x])=()(1+,X2+,...,Xn+)T

7
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- salargeur est :W([x]):n}gllx(xj+ —Xj_) >0
- son milieu est : mid([x]):(mid([xl]),mid([)(2]),...,mid([Xn]))T

2.3. Pessimisme

Généralement, le résultat d’une suite d’opérations entre deux ou plusieurs intervalles n’est pas
minimal ; ’intervalle obtenu est donc pessimiste. Ce probléme est dii principalement a deux
phénoménes : dépendance et enveloppement.

2.3.1. Phénomeéne de dépendance

On considére un intervalle non dégénéré [X] = [X_, Xj et une opération o D{- - [ ,/} , alors

en utilisant la définition (2), on obtient :
[x]o[x] = {Xoy | x O[x], yo [x]} (7)

D’aprés (7), on constate que les variables X et y sont considérées comme différentes malgré le
fait que I’on manipule le méme intervalle ; ce probléme est appelé phénoméne de dépendance.

Exemple 1: Soit [X] :[—1,1] , alors [X] - [X] :[—1,1] —[ —1,1] =[ 2, 2] #{O}

2.3.2. Phénomeéne d’enveloppement

L’effet d’enveloppement caractérise le pessimisme di a la représentation d’un ensemble
quelconque par un pavé (vecteur d’intervalles).

Exemple 2 [Moo66]: On considére des rotations successives d’un pavé [x]:[xl] X[Xz] a

I’aide d’une rotation définie par la matrice
cosd sind
A=l
—sin@ cos@

Une rotation du pavé [x] donne lieu a un « rectangle » de méme taille, tracé sur la figure 1.

La représentation de ce rectangle par un pavé se fait en I’enveloppant par un autre rectangle
dont les cotés sont parall¢les aux axes du repere. La rotation suivante de ce pavé dont la taille
est plus grande que celle du pavé initial donne lieu a un autre rectangle de méme taille. Sa
représentation par un pavé augmente sa taille. Par suite, la rotation successive d’un pavé
génere une suite de pavés de tailles croissantes alors que la rotation est une opération
conservatrice.
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X2

X

Figure 1 : Effet d’enveloppement pour 6 = -17/4

2.4. Fonctions d’inclusion

Soit f:R" - R™ une fonction vectorielle contenant un nombre fini d’opérations arithmétiques
et de fonctions élémentaires {cos, sin, log, exp...}. Une fonction d’inclusion de f notée par [f]
est une fonction de TR" dans TR™ vérifiant

f([x])={f (x) I xO[x] [£]([x]) (8)

En général, la fonction d’inclusion n’est pas unique et dépend de la manicre dont f est écrite.
L’objectif général de ’analyse par intervalles est de pouvoir utiliser des fonctions d’inclusion

peu pessimistes dans le sens ou la taille de ([f ] ([x]) -f ([X])) est assez petite.

Définition 3 - Monotonie au sensdel’inclusion : Une fonction d’inclusion [f] d’une fonction
f est dite monotone si

[x]Oly] = [f]([x]) O [£1([¥]) ©)

Définition 4 — Convergence: Une fonction d’inclusion [f] d’une fonction f est dite
convergente si

lim w([x](k))=0 = lim w(f([x](k)))=0 (10)

- 0
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2.4.1. Fonction d’inclusion des fonctions élémentaires

La construction des fonctions d’inclusion pour les fonctions élémentaires {exp, log, cos,
sin,...} est basée sur des propriétés de monotonie.

Propriété 1: Soit f une fonction continue croissante (respectivement décroissante) sur un
intervalle D O R, alors la fonction intervalle qui, a tout intervalle [X] 0 D associe

I’intervalle [f (X_), f (X+)] (respectivement [f (X+), f (X_)]) est une fonction d’inclusion

minimale de f (i.e. la fonction qui donne I’évaluation la moins pessimiste). ¢

Exemple 3 :

- fonction Log : le domaine de la fonction Logarithme est D =]0, + 00[ , alors :

D[X}: [X_,Xq] D,Log([xi:) [Log(x_),Log(fﬂ

- fonction Exp : le domaine de la fonction Exponentielle est D =] —oo, + 00[ , alors :

D[X}: [X_,Xq] D,Exp([x%) [Exp(x_),Exp(X+)]

2.4.2. Fonction d’inclusion naturelle

Soit f une fonction de R" dans R™. La fonction d’inclusion naturelle [f ] de f s’obtient en

remplacant chaque variable réelle X par sa variable intervalle correspondante [)q] et chaque

opération arithmétique par son équivalente intervalle. Cette fonction d’inclusion est
convergente si la fonction f comporte seulement des fonctions élémentaires continues ainsi
que des opérations continues. La fonction d’inclusion naturelle est minimale si f est continue
et chaque variable n’apparait qu'une seule fois.

Exemple 4 : On considére une fonction f écrite en utilisant ces quatre expressions :
f,(x)=x" +2x
f, (x)=x(x+2)
f, (x)=xX+2x
f, (x)=(x+1)" -1
L’évaluation des fonctions d’inclusions naturelles de ces quatre expressions sur I’intervalle

[X] =[—1, 1] donne :

10
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(A1) =0 +2[ = 2.3]
[E1(D) =1 +2) [ 3.3]
[E1(D0) = +2[4 = 3.3]
[£104)=(4+1) -1 3]

On remarque que la taille des intervalles obtenus par ces quatre fonctions d’inclusion dépend
de I’expression utilisée pour 1’écriture de f. Ceci est dit au phénomeéne de dépendance expliqué
dans la section 2.2.1. Comme la fonction f est continue, la fonction d’inclusion naturelle est
minimale lorsque le nombre d’occurrences des variables est égal a un. Dans cet exemple, la

fonction d’inclusion naturelle [f4] est minimale ; elle permet de trouver le plus petit

intervalle contenant I’image de [X] par f.

2.4.3. Fonctions d’inclusion centrées

Soit la fonction f :R" - R différentiable sur un domaine DIR". On considére un pavé
[x] 0 D et on note par Xx= mid ([x]) le centre du pavé [x] . En utilisant le théoréme de la

valeur moyenne [Neumaier, 1990], on obtient :
0% [xPog [x]] f£x) f{%) J(&}(x X) (11)
ou J est le Jacobien de la fonction f.

On suppose qu’une fonction d’inclusion [J] de J est disponible, alors :
0% [x]. () f6&) [I]([x]Kx %) (12)
Par suite
f([x]) 0 f (& DI %) (13)

Le terme de droite dans I’expression (13) est appelé fonction d’inclusion centrée de f notée
par [fc] .

F() oLl £ (o 1) (I %) (14)

La fonction d’inclusion centrée est généralement utilisée lorsque la taille des intervalles
manipulés est assez petite (et loin des points stationnaires de la fonction f). Dans ce dernier
cas, la forme centrée donne des résultats plus précis que la fonction d’inclusion naturelle.

11
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2.4.4. Fonctions d’inclusion de Taylor

Les fonctions d’inclusion de Taylor sont obtenues en utilisant un ordre de dérivation plus
¢levé [Neu03]. A titre d’exemple, on donne ici la fonction d’inclusion de Taylor du second
ordre :

[610)= (3)+3([x]) (1] =%) +(x] =)' 1) () (¥ ) (15)

ou [H] est une fonction d’inclusion du Hessien de la fonction f.

Comme nous ’avons noté pour le cas des fonctions d’inclusions centrées, le pessimisme peut
étre drastiquement réduit en utilisant les fonctions d’inclusion de Taylor pour des intervalles
de petites tailles.

2.4.5. Convergence

La convergence des fonctions d’inclusion est étudiée au sens d’un critére proposé par Moore
[Mo0079]. L’ordre de convergence d’une fonction d’inclusion est le plus grand entier a tel
que :

og0 B (w([ 10D w(t ()R w4 6

L’ordre de convergence d’une fonction d’inclusion minimale est infini, celui de la fonction
d’inclusion naturelle est au moins linéaire (@ = 1) alors qu’il est au moins quadratique pour la

forme centrée et la forme de Taylor (a = 2). Ceci montre que I’utilisation de ces dernieres

fonctions d’inclusion est plus intéressante que 1’utilisation de la fonction d’inclusion naturelle.
Ce résultat n’est valide que pour des intervalles de petite taille. En effet, la propriété de
convergence proposée par Moore [Moo79] est asymptotique. Pour les intervalles de grande
taille, il est souvent préférable d’utiliser la fonction d’inclusion naturelle.

3. Inversion ensembliste par arithmétique d’intervalles

3.1. Inversion

On souhaite résoudre I’équation suivante :
f(x)0[y]. 8 X (17)
L’ensemble S des solutions de (17) est donn¢ par :

s={x0X | f(xP [y]} (18)
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Cet ensemble peut étre réécrit sous la forme suivante :
S=1"([y]) n X (19)

La caractérisation de I’ensemble S défini par (19) est un probléme d’inversion ensembliste
qui, pour le cas non linéaire, peut étre résolu d’une manicre garantie en utilisant 1’algorithme
SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis) proposé dans [JW93b]. Cet algorithme permet de
trouver un encadrement (lorsque au moins une solution existe) de I’ensemble des solutions.
On note respectivement par S et S, un encadrement intérieur et un encadrement extérieur de
I’ensemble solution S :

sosg S (20)
ou
S=sms
avec
S : est I’ensemble des pavés prouvés solutions
AS : I’ensemble des pavés pour lesquels aucune décision n’a pu étre établie
on a donc :

vol(S) O vo{ $O vo1)S

ou : vol(S) est le volume de I’ensemble S.

Propriété 2 :

- si S =10 le probléeme (19) ne posséde aucune solution
- st S# [0, ’ensemble S n’est pas vide ; il existe au moins une solution vérifiant (19)

- AS contient les pavés pour lesquels aucune conclusion n’a pu étre établie. AS peut
étre interprété en terme d’incertitude sur la caractérisation de S.

- Un majorant de ’incertitude sur chacun des paramétres est donné par la projection de
I’ensemble S sur I’axe correspondant a ce parameétre.

L’algorithme de partitionnement SIVIA [JW93b] permet une caractérisation garantie de ces
ensembles de pavés en utilisant un test d’inclusion.
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3.2. Test d’inclusion

Un test d’inclusion permet de tester si des points appartenant & un ensemble vérifient une
propriété donnée. Dans notre cas, les variables booléennes utilisées sont de type intervalle ;

elles sont obtenues par extension de 1’ensemble des variables booléennes B ={ i, 0, 1} au

cas des intervalles. On note par B I’ensemble des intervalles booléens.
B ={ 0, [0], [1]. [0.1]} (21)

ou l’intervalle [0] est relatif a la variable faux, [l] a vrai, [0,1] a indéterminé et 0 pour
impossible.

Les opérations sur les variables booléennes sont facilement étendues au cas des intervalles
booléens. Soient [X], [y] O 1B, alors :

(X Oy} {x0 yix [x.3 [v]}
X Olv= {x0 yix [{. [ ¥} 22)
ﬂ[x]z{—-x|xD[>§}

Soit t:B" -~ B une fonction booléenne ; une fonction [t] :IB" -~ B est une fonction

d’inclusion de t si :

Ol 1% t([x]y - [e]([x])

La fonction d’inclusion naturelle de la fonction booléenne t est obtenue en remplagant chaque
variable booléenne et chaque opération élémentaire par son équivalent en intervalles
booléens.

3.3. SIVIA

On considére de nouveau le probléme (19) et le test suivant :
X - {01}
x> (F(x)0[y])

Le test t prend les valeurs suivantes :

L sif(x)D[y]
) _{0 sif(x)0[y]
14
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On définit un test d’inclusion de t comme suit :

[1] i [£]([x]) O [¥]
() =4[l si[f(4) n[¥] =C
[0, 1] pour les autres cas

Un pavé [x] O X, est dit
- Faisable: [x] 08, s [ [x]) = 1]
- non fasable : [+] O, i [t]([x]) =[0]
- indéterminé, st [1][x]) = [0.]

Dans ce dernier cas, aucune décision a propos du pavé [x] n’est possible. Si sa taille est

supérieure a une certaine tolérance 7 fixée par 'utilisateur, il sera partitionné en deux afin

d’essayer d’avoir une décision sur les deux pavés générés. On présentera plus loin dans ce
chapitre plusieurs stratégies de bissections afin d’accélérer cet algorithme. L’algorithme
SIVIA avec le test d’inclusion présenté est le suivant :

Algorithme SIVIA ( entrées : [t], [x], 7 ; sorties: S, §)
sl =lo] rejeter[x]

> sif](d)=[].  s=50[x:5=50x:
3 siw([x])<n, S=S0[x];

4 visseater [x] en ([x].[x.]) :

SIVIA(e: [t],[xl],n ;S S,S) ; SIVIA(e: [t],[xz],n ;S S,g) ;

L’ensemble de pavés AS = S\S représente I’incertitude sur la caractérisation de I’ensemble
solution S, il contient les pavés de tailles plus petites que /7. Le volume de cet ensemble
décroit quand & diminue.

Exemple 5 : Soit S I’ensemble des vecteurs x:()q, X2)T de R* vérifiant :

f(x)= x +x 0O[0,0.1]
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La caractérisation de I’ensemble S est un probléme d’inversion ensembliste. Soit
X = [—1 0, 10]2 le domaine initial de recherche. SIVIA génére en 10ms sur un Pentium IV, 2

GHz I’ensemble de pavés tracés sur la figure 2. Les pavés gris clair sont faisables, ceux en
gris foncé sont indéterminés.

081
0.6
0.4r

0.2r

-0.2

-0.41

-0.6

-0.81

Figure 2 : Ensemble de pavés générés par SIVIA pour I’exemple 5.

La complexité de SIVIA est exponentielle par rapport a la dimension du vecteur des variables.
Le nombre de bissections effectuées [JW93b] est inférieur a :

Nb= (@ + 1}n (23)

ou [XO] est le pavé initial de recherche et n est la dimension du vecteur x. On verra dans la

section 4 que l’utilisation de contracteurs permet de réduire le nombre de bissections
nécessaires a la résolution d’un probléme d’inversion ensembliste.

3.4. Stratégies de bissection

On considere le probléme d’inversion ensembliste suivant :
s={xOX| f(xP YF (W) X (24)

avec f:XOR™S R et YOR. Comme il a été signalé dans les sections précédentes, la

résolution du probléme d’inversion ensembliste (24), lorsque la fonction f est non linéaire,
peut étre effectuée en utilisant 1’algorithme SIVIA [JW93b]. Cet algorithme, de type branch-
and-bound est basé sur le partitionnement de 1’ensemble initial de recherche X. Dans ce
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paragraphe seront présentées les principales stratégies de bissection permettant de bissecter
efficacement les pavés étudiés. Dans la suite, on supposera que le pavé [x] U X est a

bissecter.

Les quatre stratégies les plus utilisées sont basées sur le choix d’une fonction de mérite D(i)
[CR97]. La direction de bissection K est alors donnée par :

k =arg(iD{rr]{§z<n}(D(i))) (25)

Stratégie A : Le choix de la direction de bissection est basé sur la taille du pavé a partitionner
[Moo66] [RR88].

D(i)=w([x]) (26)

Ce choix de bissection est motivé par le fait que lorsqu’un pavé est partitionné d’une manicre
uniforme, la taille des intervalles générés converge uniformément vers zéro.

Stratégie B : Cette stratégie a ét¢ proposée par Hansen [Han92]. Elle consiste a choisir la
direction qui maximise la quantité suivante :

a={max(f (m({x])oom([x- D)., 1) ([ x1)
i1 ()51 m((x )

(27)

La quantité g; donne une indication sur la variation de la fonction f lorsque t varie dans [X].

Le calcul de g est en général tres compliqué en I’absence de propriétés de monotonicité. Pour
faciliter ces calculs, on utilise souvent la fonction de mérite suivante :

D(i) = w([ f]([x])) m([x]) (28)

ou [fi'] est le i°™ ¢lément de la fonction d’inclusion du gradient de la fonction f. On trouve

une excellente étude des propriétés de convergence de cette méthode dans [Han92].

Stratégie C : Cette stratégie a été proposée par Ratz [Rat92], Elle consiste a trouver la
direction de bissection permettant de minimiser la taille de [ f ] ([x]) . En utilisant la fonction

d’inclusion centrée définie dans la section 2.3.3., on obtient :
050 [x] = £ (x) O[] ([xF (K ([(F10) (= %)
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avec f(D[x] , dans la suite de ce paragraphe on choisit X = m([x]) . La taille de I’image de [x]

en utilisant la forme centrée est :

w({ £ (4)) = wll11(%) + ([ 1)) ([ - %))
w(([r] xl -x))
[ fa']([X]))([&] -%)

H

En minimisant le pessimisme de ([ fl]([x]))([x] - X), on arrive a minimiser celui de la

fonction d’inclusion centrée. Par la suite, la stratégie de bissection C est basée sur 1’utilisation
de la fonction de mérite suivante :

=w| ([](0)([x] - %) (29)

Stratégie D : elle est analogue a la stratégie A. La fonction de mérite est donnée par :

w([x]) si 00[x]

w([x])/min{|x| | xO[x]} si @ [x]

L’utilisation de cette stratégie de bissection permet dans certains cas de réduire le pessimisme
de ([f]([x]) - f ([X])) di aux erreurs d’arrondi [CR97]. Dans la littérature, elle est trés

D(i)=

(30)

rarement utilisée.

Dans la littérature, les stratégies A et C sont les plus utilisées ; généralement, elles sont plus
efficaces que la stratégie B [CR97]. La stratégie A nécessite seulement le calcul de la taille du
pavé [x] et sa convergence est en général plus rapide que les autres. Les stratégies B et C
nécessitent le calcul du gradient de la fonction f.

4. Contracteurs

4.1. Problémes de satisfaction de contraintes

Définition S : On considere le systéme d’équations a résoudre :

f (X, XseeesX,) =0

f(x)=0 < < f, (X, X....%,) =0, n<m (31)

foo (X, X0ee0sX,) =0
18
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avec f:XOR™S R"™, x =(X, X,...X,)" est le vecteur des variables et enfin X est le
domaine initial des variables.

On appelle probléme de satisfaction de contraintes (CSP) H, la recherche de 1’ensemble de
toutes les solutions du systéme d’équations (31) contenues dans 1’espace de recherche initial
X . Dans la suite de ce chapitre, le (CSP) sera noté par :

H:(f(x) = 0, xOX) (32)

Le CSP (31) est compos¢ d’un ensemble de contraintes ( f, (Xl, X2,...,Xn) =0) ; on note par

S; I’ensemble solution de la contrainte f, ()(1, Xyyenes Xn) =0. La solution générale du CSP

(31) est donnée par I’intersection des ensembles solutions de chaque contrainte composant le
CSP:

s=(1s, (33)

=1

La résolution de (19) est un probléme dit NP-difficile, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun
algorithme de complexité¢ polynomiale permettant de le résoudre. La résolution de ce
probléeme par I’intermédiaire de 1’algorithme SIVIA associ¢ aux techniques de
partitionnement présentées dans la section 3.4. est limitée aux cas ou le nombre de variables
est assez réduit (deux ou trois) étant donné que sa complexité est exponentielle. Ces
limitations ont donné lieu au développement d’autres outils, appelés contracteurs, basés sur
des techniques de consistance [Wal75] [Cle87] [BMH94] permettant de réduire les domaines
des variables tout en limitant le recours aux bissections, ainsi qu’a l’utilisation d’autres
contracteurs a points fixes tels que celui de Newton ou de Krawczyk [Moo79] [Neu90]
[Han92].

Dans les sections suivantes, les contracteurs les plus utilisés seront présentés.

4.2. Consistance

On suppose qu’on a une seule contrainte Hj: f, ()(1, XQ,...,Xn) =0 et que les domaines

initiaux des variables X, X,,..., X, sont respectivement [X ], [X,],...,[X ].

Une valeur X[ )} est dite consistante avec H; s’il existe des valeurs
0¥ U {1, 2,... 1H 1,...,n}, telles que la contrainte fj(f(l, )?2,,)2,1) =0 soit
satisfaite. La valeur X appartient donc a la projection sur X de S;n[x] notée par
7(S; n[x]) [Bra02] [JKBWO1]. L’intervalle [X] est consistant avec H; si toute valeur de

[%] est consistante avec H;, donc :

[x]=7(S; n[x]) (34)
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Considérons maintenant un ensemble de contraintes données par le CSP (32), alors [X] est
dit globalement consistant avec le CSP (32) si et seulement si toute valeur de [X] est
consistante avec toutes les contraintes du CSP, alors :

[X]=72(Sn[¥) = zz{m{ﬂr}sjnm} (35)

En général, il est trés difficile de vérifier la consistance globale et il est plus facile d’étudier la
consistance locale. L’intervalle [X] est alors dit localement consistant avec le CSP (32) si :

x]= () 7(s;nlx) (36)
io{L....0

Sur la figure 3, nous illustrons le principe de consistance sur un exemple comprenant, deux
contraintes dont les solutions sont respectivement S, et S,, et deux variables X; et X,.

(s,) n 7(s,) S~ m—— <

Figure 3 : Principe de la consistance locale et globale

4.3. Définition et propriétés des contracteurs

Un contracteur est un opérateur C permettant de contracter le domaine de recherche initial du
vecteur x sans perdre de solution et sans faire aucune bissection. ¢

On consideére le CSP (32), alors :

S 0c(XO X (37)

ou X est le vecteur des variables, X est le domaine initial de x et S est ’ensemble des
solutions. L’intérét de I’utilisation d’un contracteur est alors d’éliminer certaines parties
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inconsistantes du domaine initial X . Ainsi, le contracteur est dit optimal si toutes les parties
inconsistantes sont éliminées [Bra02] ; dans ce cas, le pavé généré est minimal.

Un contracteur possede les propriétés suivantes [BG97] :

D[X]D X, C ([x]:)] [x] (contractance) (38)
0P X, [y C([x]) (complétude) (39)

Un contracteur est dit monotone si :

([, [¥]) e [x [v] = ¢(ix)) @ e(]) (0

4.4. Cas linéaire
On considere un systéme d’équations donné par :

[A]x=[b] (41)
avec [A]D]IR”X” une matrice carrée dont les éléments sont des intervalles et [b]DHR” .
L’ensemble de toutes les solutions de (41) est donné par

s={xOR"D & [A]Ob [b]zAx b} (42)

On présente dans la suite plusieurs méthodes permettant de donner une approximation
extérieure de I’ensemble S. Ces méthodes sont basées sur 1’extension des algorithmes
classiques comme celui d’élimination de Gauss ou de Gauss-Seidel.

4.4.1. Matrice [A] ponctuelle
On considere le cas ou la matrice [A] est ponctuelle, par suite :
Ax= [b]
Lorsque la matrice A est non singuliére, la contraction maximale est donnée par :
[x]=A"[b]
Dans ce cas un contracteur optimal est donné par 1’expression suivante :

C,: [x] — (A_] [b]) N [x] (43)
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En général, la condition d’inversibilit¢ de la matrice ponctuelle A n’est pas suffisante. Le
choix d’une matrice A mal conditionnée conduit en général a des problémes numériques

donnant lieu a un pavé [x] tres large. Il est donc nécessaire de bien conditionner le probléme.

Exemple 6 : on considére I’équation Ax=[b] avec
a(l 2] (%) b= [0.3,1.9] ot [x]= [-5.5]
2 1 X, [0.9,2] [-5.5]

Cu([x)=(A"[b]) 0 [ = ([[-Oé.si,oo;]]}

d’ou

Dans cet exemple, étant donné que A est inversible, la contraction est maximale. Le pavé [X]

constitue une approximation extérieure de I’ensemble solution tracé sur la figure 4.

2 : SN
2 0 N

Figure 4 : Encadrement de I’ensemble des solutions faisables de I’exemple 6

Remarque 2 : Lorsque la matrice A est singulicre, I’ensemble des valeurs faisables peut étre
non borné ou vide. Ceci est dii a la présence de deux ou plusieurs régions linéairement
dépendantes dans l’espace des solutions. Lorsque ces régions sont strictement paralléles,
I’ensemble des solutions est vide, il est non borné lorsqu’il y a intersection.

4.4.2. Méthode d’élimination de Gauss

La méthode d’¢élimination de Gauss par intervalles est une extension de la méthode classique
se basant sur la décomposition LU. Le principe de cette méthode est de décomposer (lorsqu’il
est possible) la matrice A en un produit de deux matrices L (matrice triangulaire inférieure
avec tous les éléments diagonaux sont égaux a 1) et U (matrice triangulaire supérieure).
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En utilisant cette décomposition, I’équation Ax=Db peut s’écrire comme suit :

LUx=b (44)

Le contracteur d’élimination de Gauss C, est obtenu en remplagant dans la méthode de

Gauss les variables ponctuelles par des variables intervalles correspondantes. Il est alors
donné par les expressions (45) et (46) [JKDWOI].

[%]=[b]
[y]b] -g[uij][yj], pour i =2,....n

(45)

et

[%] = ([va]/[um]) 0[]
) =[S0 ed | o[ possi=n-r

(46)

j=i+l

Dans les relations récurrentes (45) et (46), les coefficients |j; et &; sont utilisés plusieurs fois
pour calculer les éléments Y et X {K= 1, 2,..., n}. La multi-occurrence de ces coefficients
engendre un pessimisme lors de la contraction du domaine du vecteur x. Le contracteur C

n’est efficace que sous certaines conditions : existence de la décomposition LU, la taille des
¢léments de la matrice [A] doit étre petite, les éléments diagonaux de la matrice [U] ne

doivent pas contenir de zéro.

Remarque 3 : Le pré-conditionnement du systéme d’équations (41) permet généralement
d’obtenir de meilleurs résultats. Il se fait en multipliant les deux membres de (41) par la

N . -1 .
matrice ponctuelle A =(m|d ([A] )) . Le nouveau systéme a résoudre est le suivant :

[A}x =[b] (47)
avee

[A]=A[A] et [6] =[A][b]

4.4.3. Méthode de Gauss-Seidel

L’extension de la méthode itérative de Gauss-Seidel constitue une autre alternative [Han92].
Considérons le systéme préconditionné [A]X = [f)], I’extension de la méthode de Gauss-

Seidel aux intervalles est basée sur la relation itérative suivante [Han92] [KHN91] [Neu90] :
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B :HW DIERIEDS [%][XE“’H/M]J X @)

j=l1 j=i+

Le contracteur de Gauss-Seidel est donc donné par :

i—1

cor bl - ([B]-Sladx]- Eladx)tal [ old

=1 i +1
A noter que comme pour les autres contracteurs, C;g est appliqué tant que les réductions du

domaine [x] sont significatives.

4.5. Cas non linéaire

On considere la résolution du CSP suivant:

CSP:f(x) =0, (50)
ou f:R" - R™ est une fonction non linéaire et XD[X] .

Plusieurs contracteurs ont été proposés pour résoudre des CSP non-linéaires. Les contracteurs
de Krawczyk [Neu90] et de Newton [Han92] sont basés sur des lin€arisations garanties du
CSP (50). IIs sont applicables lorsque le CSP (50) est composé d’autant de contraintes que de
variables. Généralement ces deux contracteurs sont efficaces seulement lorsque les domaines
de recherche sont assez petits. Le contracteur propagation rétropropagation permet en
général de résoudre (50) indépendamment de ces derniéres conditions.

4.5.1. Contracteur de Krawczyk

Ce contracteur a ét¢ développé indépendamment dans [Kah68] et [Kra69] et a été étudié
d’une maniére approfondie dans [Moo79] et [Neu90]. Supposons que la fonction f est
différentiable, le CSP (50) peut alors s’écrire sous la forme :

LP(X)ZX —Mf(x) =X (51)
ou M est une matrice ponctuelle de pré-conditionnement. Généralement, on choisit

M=1J; (f(), ou X est en général le centre du pavé [X] et J, estle Jacobien de f. La fonction

d’inclusion centrée de W est donnée par :

[WI([x]) = w(&) +[3,](Ix])([x] -%) (52)

ou [J qJ] est une fonction d’inclusion du Jacobien de la fonction W .
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Le contracteur de Krawczyk est donc défini par :
Ce:[x] = (W) +[3] (K1) (1] -%)) 0 [x] (53)

En remplacant W (x) par x — Mf (x) , on obtient :

Ce:[x] = (% -mr(x) + (1 -M[3,](d))([x] %)) n[x] (54)

4.5.2. Contracteur de Newton

Le contracteur de Newton a été étudié et présenté dans plusieurs publications (voir par
exemple [Moo079 ; Han92]). On suppose que la fonction f est différentiable, le CSP (50) peut
étre réécrit sous la forme suivante :

l4—’(x) =X —Jf_lf(x) =x (55)
Une premiere version du contracteur de Newton est alors donnée par :

G :[x = ([ (371 1)) 0 [ (56)

Une seconde version du contracteur de Newton plus efficace lorsque les domaines des
variables sont petits [Han92] est obtenue en utilisant le théoréme de la valeur moyenne:

f(x)+J.(¢)(x-%) =0

x0[d, & [ e7

La fonction d’inclusion de la forme moyenne de f donnée par (57) est :

£() + [ (X)) ([x] - %) =0 (58)

Le contracteur de Newton consiste donc a résoudre le CSP linéarisé (58) en utilisant le
contracteur de Gauss-Seidel présenté pour le cas des CSPs linéaires.

4.5.3. Contraction par projection

45.3.1. Sous-résolveurs et contraction par inversion explicite

On considére un CSP H:(f (x) =0, x[ ¥ ), on appelle sous-résolveur, not¢ ¢, un

algorithme permettant de calculer la valeur d’une composante X; du vecteur x en fonction des
autres composantes supposées connues [Bra02].
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Théoréme 1 [Bra02]: supposons qu’il existe un sous-résolveur ¢@  d’entrée
X=(X ... %, X,5..- X, ) et de sortie X; associé au CSP H :(f(x) =0,x0 %k ) Soit [¢@] une

fonction d’inclusion pour @, alors

(s n )0 [g(['x Pl k (59)

ou 77 est D'opérateur de projection sur [X] défini dans la section 4.2; on trouve la
démonstration dans [Bra02]. Si en plus, la fonction d’inclusion [¢] est minimale, alors
I’inclusion (59) devient une égalité.

Supposons maintenant qu’il est possible de trouver, a I’aide du calcul formel, une expression
explicite X = qq(ix) pour chacune des variables X, on obtient alors un ensemble de n sous-

résolveurs. Si on dispose d’une fonction d’inclusion pour chacune des fonctions @, alors on
peut construire le contracteur suivant :

[a](["x])

C:[x] - [@]([ZX]) n [x] (60)

()

Le contracteur défini par (60) est alors optimal si les fonctions d’inclusions [¢] sont toutes

minimales, i.e. le nombre d’occurrences de chacune des variables ne dépasse pas un.

Exemple 7 : On consideére la contrainte suivante
H: (xexp(x,) + X exp(x,) + log(x) =0, x{x])

On peut alors facilement obtenir les sous-résolveurs suivants :

a:x > - X exp(X,) + log(X)
exp(X,)

5% 10g(— ><3exp(x4>x+ log(XS)J

@i x > - 2SP06) *+ log(X)
exp(X,)

PR log(— X exp(%) + log(an

X
%% > exp(=X exp(X,) = X exp(X,))
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On obtient alors dans ce cas un contracteur optimal en utilisant les fonctions d’inclusions
naturelles des sous-résolveurs ¢ qui sont minimales. En revanche, les fonctions d’inclusions
naturelles sont trés souvent pessimistes ; ce pessimisme est dii principalement a 1’effet de

dépendance, il est alors souhaitable d’utiliser d’autres fonctions d’inclusions comme la forme
centrée ou les fonctions de Taylor d’ordres élevés.

4.5.3.2. Décomposition en contraintes primitives

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le contracteur obtenu par projection des
contraintes sur chacune des variables X est optimal lorsque les fonctions d’inclusions des
sous-résolveurs utilisés sont minimales. Néanmoins, la construction de ce contracteur
nécessite I’inversion explicite de la contrainte principale du CSP par rapport a chacune des
variables X; ; dans certains cas, le calcul formel ne nous permet pas de disposer de ces sous-
résolveurs (ou bien les sous-résolveurs obtenus sont trés complexes et leurs fonctions
d’inclusions sont alors trop pessimistes).

Afin d’éviter de calculer ces sous-résolveurs, un autre contracteur, appelé Propagation —
Retropropagation, noté par C_, a été développé [JKBWOI1] [Bra02]. Le principe de ce

contracteur est inspiré de I’algorithme de Waltz [Wal75] [Cle87][Dav87]. Pour ce contracteur,
on ne calcule plus des solutions explicites mais on décompose la contrainte (ou les
contraintes) du CSP en un ensemble de contraintes élémentaires. Une contrainte élémentaire

ne contient qu’une opération arithmétique telle que {+, - U /} entre deux variables ou une

fonction élémentaire comme {exp, log...}. Un ensemble de variables intermédiaires est alors
introduit.

Exemple 8 :
On considére de nouveau I’exemple défini dans la section précédente :

H: (X exp(x) + X exp(x,) + log(x) =0, x([x])

La décomposition de H en un ensemble de contraintes primitives se fait en introduisant des
variables intermédiaires dont les domaines initiaux sont ]—00, + 00[ . L’ensemble de contraintes

résultantes sont données par le systéme suivant :

a, = exp(X,)

a =X

a, = exp(X,)

a, = X
a=a ta

a; = log(X)

a =a +ta; =0
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Il s’agit donc de projeter le systéme de contraintes primitives sur chacune des variables. Cet
ensemble de contraintes est représenté par le graphe suivant (figure 5) ou chaque variable est
représentée par un nceud et chaque contrainte primitive par un arc.

Q%

&

Figure 5 : Graphe associé au systeéme de contraintes primitives de I’exemple 8

Lorsque le graphe est connexe et ne comporte pas de cycle, comme c’est le cas dans notre
exemple, il est alors dit acyclique : le graphe est un arbre.

Le contracteur C, comporte deux phases : la premicre, dite propagation, consiste a projeter

les contraintes primitives une a une tout en parcourant le graphe des feuilles a la racine (pour
un arbre). La deuxiéme phase, dite rétropropagation, consiste a parcourir le graphe dans le
sens contraire en projetant a tour de role les contraintes primitives.

Le principe de ce contracteur est illustré par I’exemple défini précédemment. Soient alors

[x], [x], [x], [x], [x]. [a], [&]. [&], [&], [&], [&], [&] et [a] les domaines
respectifs des variables X;, X, X3, X4, Xs, &1, &, &, &, 8s, & ¢t &7,. La phase de propagation se
fait comme suit :
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[a] = exp([x]) n [a]
[a] =(x][a]) n[a]
[a] =exp(x]) n[a]
[a] = ([ xJ[ a] ) n [a,]
[a] =(a] +[a]) n[a]
[a] =log([x]) n [a]

[ar] =[a] +[a][ d] A 4

La phase de propagation permet de calculer le domaine de la variable intermédiaire a;
consistant avec les domaines des autres variables. D’un autre coté a; est €¢gal au singleton {0},

ce qui signifie que si I’intervalle [a7] ne contient pas zéro, le CSP n’aurait pas de solution

dans le domaine de recherche initial. Si [87] contient zéro, il sera alors remplacé par {0}.

La seconde phase, appelée rétropropagation, consiste a éliminer les parties des domaines des
variables qui ne sont pas consistantes avec [a7] =0. La rétropropagation s’effectue comme

suit :

[a]=[a] n {0}

[a] =(a] {&]) n[a]
[a] =(a] {a]) n[a]
[x] =exp(a]) n [x]
[a] =(a] {a]) n[a]
[a] = ([as] - 2] ) n[a,]
[x]=(a] /[a]) n[x]
[a] =(a] [x) nla]
[x,] = log([ as]) n [x,]
[a] =(a] [4) n[a]
[x]=(a] fa]) n[x]

[x] =log((a])

Dans I’exemple présenté, une propagation et une rétropropagation sont suffisantes pour avoir
une contraction optimale du CSP. Ceci est toujours possible lorsque le graphe correspondant
au CSP est un arbre. Néanmoins, lorsque le graphe n’est pas un arbre i.e. présence d’une
variable multi-occurrente, la contraction n’est pas optimale et il est nécessaire d’effectuer le
processus de propagation — rétropropagation autant de fois qu’une contraction significative
est possible.
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4.6. SIVIA avec contracteur

Une version de I’algorithme SIVIA avec contracteur [JKDWO1] est donnée dans cette section.
L’algorithme, noté SIVIAP, sera utilisé¢ dans la suite de cette theése étant donné ses propriétés
intéressantes.

On considére le CSP suivant :
CSP: f(x) U [y]

Ce CSP peut étre résolu en utilisant conjointement SIVIA (voir section 3.3) et un contracteur
[JKDWO1]. Ce dernier permet de réduire le domaine de recherche des variables et ainsi de
limiter le nombre de bissections. La méthode est donnée par ’algorithme suivant :

Algorithme SIVLAP( e:C, [x], [f], [y], n; s: S, S)

U [x] = c([x]);

2 si[x]=0,  rejeter[x];

3 si[f]([x]) O[y]. S=50[x]:S=S0[x];
4 siw([x])sn. S=S0[x];

5 bissecter [x] en ([xl], [xz]) ;

SIVIAP (e: C, [x,]. [t].[y].7 ; s: S.§);

La différence entre SIVIA et SIVIAP vient du fait que le test d’inclusion sur un pavé [x] est
remplacé par une phase de contraction qui consiste a €liminer des parties inconsistantes de
[x] . Si la contraction engendre un ensemble vide, alors [x] est rejeté.

Exemple 9 : Nous présentons dans cette section un exemple simple mettant en évidence
I’intérét de 1’utilisation combinée de ’algorithme SIVIA avec un contracteur et également les
limites de cette méthode dans un cas d’étude ou les paramétres a estimer sont multi-
occurrents. On considere le modele suivant :

_ Ag o
e(w)= & + ————, avec |’ =-1 (61)

i (1+(jwr)”)

ou on propose d’estimer les paramétres 7, a, [, A€ et & en utilisant des mesures de la sortie
&. Pour évaluer une fonction d’inclusion de la sortie du modéle, on décompose £ en une
partie réelle &' et une partie imaginaire & ; leurs expressions analytiques sont données par :
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e'(w)= ¢, +0¢ cos(¢) /;
A (1+z(wr)sin(”(12‘“)j+(wr)zay ()
et
£'(w)=Ae sin(5¢) ,3
A [1+2(wr)” sin(ﬂ(lz_a)]*'(wr)zajé (63)

() o ™7
1+(wr)” sin Eﬂ(l;’)j

@ = arctan

D’autre part, on suppose que les paramétres a estimer doivent satisfaire les contraintes
suivantes :

£ >1
Ae>0
r>0

a 0]o;]]

B£0]0;1]

On remarque que les paramétres @, [ et T sont multi-occurrents, ce qui engendre donc,

d’une part un pessimisme lors de 1’évaluation de la fonction d’inclusion naturelle de (62) et
(63), et d’autre part, le contracteur propagation-rétropropagation n’est pas optimal.

Les données utilisées sont obtenues en simulant le modéle (61) avec a=1, f=1, A£=6,
&, =3 etlog(7) =-6.443. La borne d’erreur a priori est prise égale a 1%. Les pseudo-mesures
sont alors données par les intervalles suivants :

£ =[09918,1.01 ] et & =[0.99,,1.012,"]

En utilisant SIVIAP et SIVIA, on génére deux ensembles de pavés qui contiennent toutes les
solutions compatibles avec le modéle et avec les hypothéses sur le bruit de mesure. La
projection de ces ensembles par rapport aux différents paramétres donne une approximation
extérieure de toutes les solutions ; pour chaque parameétre on trouve un intervalle qui contient
d’une maniére garantie sa valeur exacte. Les deux versions de SIVIA avec et sans contracteur
donnent, pour /7 =0.01, les intervalles suivants :
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a1 0[0.997,1], B 0 [0.9968,1], 11 O[15.742, 16.172] x 10™* s, A& [0 [5.925,6.06],
& U1[2.97,3.03].

Cependant, le temps de calcul nécessaire pour SIVIAP est de 21.9 secondes sur un Celeron
1GHz alors que SIVIA sans contracteur nécessite plusieurs heures ; ceci montre I’intérét de
SIVIAP lorsque le nombre de parametres a estimer est élevé.

Par ailleurs, les fonctions d’inclusions naturelles des parties réelle et imaginaire de £ sont tres
pessimistes étant donné le nombre d’occurrences €élevé pour les variables a estimer. Il est donc
nécessaire d’utiliser d’autres fonctions d’inclusions moins pessimistes comme les formes
centrées. Ces dernieres nécessitent de calculer des Jacobiens (voire des dérivées d’ordres
supérieurs). Ces dérivées seront calculées a I’aide de la différentiation automatique.

Enfin, le nombre d’occurrences assez ¢levé dans les parties réelle et imaginaire nous a conduit
a nous diriger vers les intervalles complexes afin de travailler directement avec 1’expression
(61). Le chapitre 2 sera dédi¢ aux intervalles complexes.

5. Différentiation automatique

Comme on I’a constaté dans ce chapitre, le calcul des dérivées de fonctions est souvent
nécessaire. Par exemple, pour évaluer une fonction en utilisant une forme centrée, il est
indispensable de calculer d’abord son Jacobien. L’évaluation du Jacobien est aussi nécessaire
pour mettre en ceuvre les contracteurs de Newton et de Krawczyk. La dérivée peut étre
calculée en utilisant des outils de calcul symbolique ; lorsque la fonction a dériver est de
forme complexe, on obtient généralement une forme non utilisable a cause des nombres
d’occurrences. Généralement, pour éviter le calcul symbolique, on calcule la dérivée d’une
fonction en utilisant la différence centrée :

ﬁ:f(x+Ax)—f(x—Ax):i+o(AX2) (64)
0X 20X 0X

ou f:R - R et O(AX?) représente 1’erreur de troncature.

Dans certains cas, le résultat obtenu n’est pas précis a cause de la propagation des erreurs de
troncature. La différentiation automatique, développée indépendamment par Moore [Mo062]
et Wengert [Wen64] représente une alternative fiable aux méthodes citées ci-dessus. Cette
méthode est efficace lorsque les fonctions étudiées comportent des variables données par des
intervalles. Dans la plupart des cas, I’évaluation de la dérivée en utilisant la différentiation
automatique est moins pessimiste que celle obtenue par des calculs symboliques.

La différentiation automatique (DA) est basée sur les propriétés élémentaires de dérivation.
Soient u,vetw:R" - R et notons par [JuJ vél w leurs gradients, on définit les
propriétés ¢lémentaires de différentiation comme suit :

w=u-+V = w=0O#wd v
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wW=u-vV = Uw=0al v
w=u LV = Uw=0u wUO0Ov u
w=u/v = Ow= 00 vOOv u)/v
Soit @: R - R, alors
w = g(u) = Ow=00 ¢(u)
5.1. Code

Soit une fonction f : R" - R™ ne contenant que des opérations et des fonctions élémentaires
(par exemple {+, -, 0/, cos, sin,...} ). Nous pouvons décomposer la fonction f en une liste

d’opérations comme suit :

pouri =1, 2,...,n
(65)
n+1../1

2 (%), T (x))

ou les 7 et les g sont des fonctions scalaires contenant une seule opération arithmétique. La
suite de fonctions définie par (65) est appelée code’. On note par a 1’arité (nombre de
dépendances) de la fonction @ ; dans la suite & prendra une des valeurs {0,1,2}, i.e. g peut
dépendre au maximum de deux variables .

pour i

-~
]
«©
—
~
—
w4
~
'\'

Exemple 10 : On considére la fonction f : R’ — R définie par :
f(x, Y, 2)=(xyz+sin(z) +2)

La fonction f peut étre réécrite en utilisant la suite des fonctions donnée par (65). On obtient
alors :

I, =X
L=y
r,=z
r,=1[,

I, =17,

I, =sin(7,)
T, =T +T,
T, =T, +T,

Ainsi I’évaluation de la fonction en (X, Y, Z) est donnée par .

! Traduction de « code-list »
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5.2. Différentiation

On considére une fonction différentiable f : R" — R™. On suppose que f est décomposable

en une suite de fonction élémentaires (supposées dérivables) de la forme (65). En utilisant les
propriétés de dérivation €lémentaires, on obtient :

ar, L dg, Or
9% _ 5 +5 99 9% 66
ar, ' ;ark or, (66)

ou

1 sii =]
g = { oo
0sii # ]
On doit noter que, dans 1’équation (66), le dernier terme de 1’expression de droite n’est calculé

que lorsque i # j.

La différentiation automatique est basée sur 1I’expression (66) et sur les régles élémentaires de
dérivation. Son principe est donné dans I’exemple 11.

Exemple 11: On considére la fonction f définie dans I’exemple 10; en effectuant la
différentiation de chacune des variables intermédiaires, on obtient :

t =X Ot=[1,0,0]

t,=y Ot,= [0,1,0]

t,=z Ot=[0,0,1]

t, =tt, Ot= & B [t,t,0]

t, =tt, Ot= & 0=, [tt,tt,t,]

t, =sin(t,) Ot= O t, cos(tp [0,0,cos(t,)]

t, =t +t, Ot=0 &0 =, [tt,,tt#, cos(t,)]
t, =t, +t, =0 &0 2%, [t tt#, cost) 1]

Le gradient de la fonction f est donné par [lt;. On remarque que 1’évaluation des variables

intermédiaires et de leurs gradients s’effectue simultanément. Ce mode de dérivation est
appelé différentiation directe ; on trouve dans la littérature d’autres modes i.c. différentiation
indirecte et différentiation de Taylor [RC96] [Ral81].

Enfin, on doit noter qu’en utilisant la différentiation automatique, aucune approximation n’est
faite. De plus, on ne cherche pas a calculer symboliquement la dérivée.
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6. Conclusion

Ce chapitre a été consacré aux différents outils dont I’utilisation est devenue classique dans le
cadre de I’analyse par intervalles. Dans la premicre partie, nous avons présenté un bref rappel
de I’arithmétique d’intervalles ainsi que des principaux problémes rencontrés lors de la
manipulation des intervalles. Les exemples présentés montrent que 1’utilisation de fonctions
d’inclusion naturelles, en dépit de leurs implémentations aisées, est souvent déconseillée voir
inefficace. Ceci est principalement 1i¢ au phénoméne de dépendance dii aux variables multi-
occurrentes. Il est alors plus utile d’utiliser d’autres fonctions d’inclusions qui sont
généralement plus précises (au moins pour des intervalles de tailles assez petites) ; en général
on utilise des formes centrées. Ces formes nécessitent 1’évaluation de dérivées, ceci est fait
d’une maniere garantie et optimale en utilisant la différentiation automatique. Le deuxieéme
probléme souvent rencontré est lié au phénomeéne d’enveloppement, rencontré lorsqu’on est
amené a représenter un ensemble de forme géométrique quelconque par un pavé; un
pessimisme est alors introduit. Pour réduire ce pessimisme, on fait recours a 1’utilisation de
fonctions d’inclusion centrées et de sous-pavages.

La deuxiéme partie de ce chapitre a été consacrée aux méthodes d’inversion ensemblistes. En
particulier, on a détaillé I’algorithme de partitionnement SIVIA, utilisé pour des modéles non
linéaires ; il sera utilisé tout au long de cette thése. Comme on I’a noté dans la section
consacrée a SIVIA, la complexité de cet algorithme est exponentielle vis-a-vis du nombre des
variables ; il est donc utilisable lorsque le nombre de variables ne dépasse pas 2 ou 3. Le cas
échéant et pour un grand nombre de parametres, SIVIA est alors associé aux contracteurs
permettant de limiter le nombre de bissections. Dans les chapitres suivants, on utilisera le
contracteur propagation rétropropagation étant donné son efficacité lorsque les domaines des
variables sont de tailles assez importantes.

Comme on I’a montré dans I’exemple 9, on est souvent amené a étudier des modeles a
variables complexes. On est donc obligé de décomposer la sortie en une partie réelle et une
partie imaginaire afin de pouvoir utiliser I’arithmétique des intervalles réels. Cette
décomposition provoque un accroissement du nombre d’occurrences des variables a estimer.
Pour éviter ce probléme, on propose d’utiliser des intervalles complexes ; le chapitre suivant
sera alors consacré aux intervalles complexes et en particulier, on étendra la représentation
polaire des nombres complexes aux intervalles ; cette forme étant particuliérement souhaitable
pour des modeles fortement non linéaires.
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Chapitre 2

| ntervalles Complexes

1. Introduction

L es données utilisées pour I estimation de paramétres sont en général de nature incertaine, ces
incertitudes peuvent étre représentées a |’ aide des intervalles. Dans le domaine de I’ estimation
de parameétres, cette approche permet de propager les erreurs (de modélisation et/ou de
mesure) afin de caractériser I’incertitude sur les paramétres estimés. Nous verrons dans le
chapitre suivant que dans certaines applications, le modéle utilisé peut étre décrit par une
fonction dont les variables sont de type complexe. Dans ce cas, les incertitudes sont définies
par des intervalles complexes, d’ou la nécessité de définir I'arithmétique des intervalles
complexes.

Dans la littérature, on trouve principalement deux représentations des intervalles complexes :
intervalles circulaires et rectangulaires [AH83] [PP98]. Pour la représentation circulaire, on
définit un intervalle complexe circulaire par son centre et son rayon. En revanche, un
intervalle rectangulaire est défini par deux intervalles réels : un pour la partie réelle et un pour
la partie imaginaire.

Nous verrons dans ce chapitre que I’ addition et |a soustraction de deux intervalles complexes
représentés par les formes circulaires et rectangulaires sont des opérations exactes, i.e. la
somme (ainsi que la différence) de deux intervalles complexes est encore un intervalle
complexe, alors que la multiplication et la division ne le sont pas. Ces deux représentations
sont donc trés efficaces lorsque le modél e utilisé est linéaire.

Dans ce chapitre, nous allons étendre la représentation polaire des nombres complexes pour le
cas des intervalles complexes. Nous verrons aors que la multiplication et la division sont
exactes et sont obtenues facilement, mais |’ addition et la soustraction ne le sont plus. Nous
proposerons alors des algorithmes permettant de trouver le plus petit intervalle polaire
contenant la somme (ou la différence) de deux intervalles complexes. Dans la suite de ce
chapitre, nous utiliserons |'expression intervalle complexe indépendamment de la
représentation utilisée.

Ce chapitre est structuré comme suit, nous allons commencer d abord par donner quelques

rappels sur les représentations des intervalles complexes les plus utilisées i.e. forme

rectangulaire et forme circulaire [AH83] [PP98]. Dans la section 4, on va étendre la

représentation polaire des nombres complexes aux intervalles. Les opérations arithmétiques
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élémentaires sont alors définies par des algorithmes spécifiques dans la section 5. Enfin, nous
allons présenter quelques exemplesillustrant I’ utilité des algorithmes proposés.

2. Représentation rectangulaire

Cette représentation est la plus facile a mettre en cauvre, mais comme on va le vair, €elle est
souvent trés pessimiste.

2.1. Définition
Soit [x] et [x,] deux intervalles de IR . L’ ensemble des nombres complexes donné par

[X]={x +ix 1% O[x]. x0 [xf [ i[x]; i&-1 (1)

est appelé intervalle complexe. L’ ensemble des intervalles complexes rectangulaires est noté
par R(C).

L’intervalle complexe [ X] défini par (1) est un rectangle dont les cotés sont paralléles aux
axes réel et imaginaire. A titre d’exemple, I'intervalle complexe [1,2] +i[0,2] est représenté
sur lafigure 1.

0 1
0 1 2 3

Figure 1 : Représentation de I’ intervalle complexe rectangulaire [1,2] + i[0,2]

Remarque 1: Soient [X],[Y]OR(C) tels que: [X] =[x] +i[%] et [Y] =[w] +i[v.].
alors [ X] et [Y] sont égaux si et seulement si [x] =[y,] et [%] =[v,]-
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2.2. Opér ations éémentaires
Soient [X],[Y]OR(C) tels que: [X] =[x] +i[x,] et [Y] =[w] +i[y.]. Les opérations
{+, - 1)/} sont définies comme suit :

[X]+ Y] =[]+ D] i (De] +[y2])

[X] =¥ =[] =[] #i(De] ~[2])

[X1vT = (D] ] = el Byal) +1 (el D] + D] Pil)
A =((4 B LA )+ (el B 4 D))/ ([ 49

Remarque 2: La division de deux intervalles complexes n'est pas possible lorsque

00[y,])* [v,] - Ceci est le caslorsque 00[y,] et 00y,] , mais on peut aussi tomber sur
ce cas lorsqu’on caleule [ y;]* par [vi] Q] et [v.]” par [v.]dy,] . ¢

On remarque d apres la définition de |’ addition (ainsi que de la soustraction) que I’ égalité
[X]£[¥]={xzyIxD[x], y3 [¥]}

est toujours vraieg, i.e. I’ ensemble des nombres complexes obtenu par le terme a droite est égal
alasomme desintervalles complexes [ X] et [Y]. Ceci n'est pas e cas pour lamultiplication.

Exemple 1: Soit [X]=[12] +i[0,0] et [Y]=[11] +i[L11] deux intervalles rectangulaires,
alorsen utilisant 1a définition de la multiplication on obtient :

[X]v] =12 +i[1.2]
D’autre part on a
{xyIxO[x].y0 [YF & @ [12]}

On remarque que la multiplication définie ci-dessus n’ est pas exacte : elle est pessimiste, dans
le sens ou le résultat obtenu contient mais N'est pas égal a I’ensemble des résultats des
multiplications des nombres complexes contenus respectivement dans les intervalles [X] et

[Y]. ¢
Comme la multiplication, |’opération de division définie ci-dessus n'est pas exacte. En
général, I’ utilisation de cette définition génére un résultat tres pessimiste. Une autre définition

moins pessimiste consiste a calculer la division en utilisant la formule suivante [RL71]
[PPOg]:
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[X]1Y] =[ ¥ %]

1 .
0~ int{[A OR(C) |{v/alad [Y]p [A]}
Cette méthode consiste donc atrouver le plus petit intervalle complexe contenant 1/ [Y] puis

a le multiplier par [X]. Elle requiert un temps de calcul important. Une autre méthode

[LG85], plus efficace, consiste a calculer e minimum et le maximum de la partie réelle et de
la partie imaginaire de :

X H XY XY, %% T XY,
iy, WY Vi +Ys

avec
x +ix, O[X], y +iy, O[Y] e y7 +y; >0.

Remarque 3: On aura besoin dans le chapitre suivant de calculer I'intersection de deux
intervalles complexes. La représentation rectangulaire des complexes représente alors un
avantage puisgue I’intersection de deux (ou plusieurs) intervalles complexes est un intervalle
complexe. .

2.3. Fonctionsd’'inclusions

Soit f:C" - C™ une fonction vectorielle d’argument complexe contenant un nombre fini
d opérations arithmétiques et de fonctions éémentaires. Une fonction d’'inclusion de f, notée
[f] est une fonction de R((C“) dans R((Cm) vérifiant

F([x1) = {f () ixalx]p [F]([x]) @

En général, la fonction d’inclusion n’est pas unique et elle dépend de I’ écriture de f. Etant
donné que la multiplication et la division ne sont pas exactes, les fonctions d’inclusions sont
en général pessimistes lorsqu’on utilise la représentation rectangulaire. Le pessimisme est
dors di a I'effet de dépendance, a I'effet d enveloppement et a la représentation des
intervalles complexes. Souvent, on utilise la fonction d’'inclusion naturelle qui consiste a
remplacer chaque variable ponctuelle par son intervalle complexe correspondant et chague
opération éémentaire par son extension aux intervales complexes. On a vu dans le chapitre
précédent que la fonction d'inclusion naturelle est minimale lorsque toutes les variables sont
mono-occurrentes. Ceci n’est pas le cas pour les intervalles complexes, il suffit alors d avoir
une division ou une multiplication pour que lafonction soit non minimale.
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Exemple 2 : On considere lafonction :

f:C-C
X > exp(X)

Soit [X] =[0,4] +i[0,77/2], dlors:

f([x])

exp([0.4] + i[0,77/2]) = exp([0,1]) Cexp(i[0, 7/ 2])
[exp(0), exp(1) ] ficos([0. 77/ 2]) +isin([0, 77 2)))

=[o4 {14 +{03) =[od +i[04

3. Formecirculaire

Dans la littérature, on trouve plus d études concernant la représentation circulaire que pour la
forme rectangulaire [PP99], ceci S explique par le fait qu’ elle est en général moins pessimiste.

3.1. Définition
SoitcOCetrdR, r=0.L"ensemble Ztel que:
Z:{ZD<C||2— ck r} (3)

est un intervalle complexe circulaire (appelé aussi disque) [Nic69] [GH72] [AH83] [PP98].
Un disque noté {c; r} est alors caractériseé par son centre c et par son rayon r. Sur lafigure 2,

on atracé le disque {1+i; 1} .

0

Figure 2 : Représentation du disque {1+i; 1}
L’ ensemble des disques de C est noté par K(C).

Remarque 4 : Deux disques Z, ={c;; r} et Z, ={c,; r,} sont dits égaux s et seulement si
Ci=Creftri=ro. ¢
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3.2. Opérations arithmétiques

Les opérations arithmétiques élémentaires sont étendues sur K(C) en utilisant quelques
propriétés des nombres complexes [ PP98].

Soient Z,, Z, K (C) telsque Z, ={c;; 1} et Z, ={c,; r,} , dors:
Z, +7Z,={c tc,;r +1}
L’ addition et la soustraction de deux disques est alors une opération exacte, i.e. :
{cte;n+r)={xty|x0Z,yd Z,}

De méme pour |’ opération 1/ Z, définie par :

i: [ . Iy
Z |Cz|2 - r22 | |C2|2 - I’22

ou T, et |c2 | représentent le conjugué et le module de c,. Cette opération n’est définie que

lorsque 00 Z,,i.e. |c,| — 12 #0.
Lamultiplication est définie comme suit :

Z, 2, ={c. @, ;[ar, +[c,|r +nry)

On démontre (voir par exemple [PP98]) que I’inclusion suivante est vérifiée
Z, U, D{ﬂy | xd Z,y Zz}

mais |’ égalité est rarement vraie. Ceci implique que I’ évaluation de la multiplication est en
général pessimiste.

Ladivision de Z; par Z, est donnée par

Zl

L= , 00Z
7, Z 2

1
Z
Ladivision nécessite alors d’ effectuer une multiplication, d’ ou une opération non exacte.

Remarque 5: Nous avons vu que la multiplication est une opération non exacte, i.e. le
produit de deux disques n’'est pas un disque. En plus, en utilisant la définition présentée ci-
dessus, on n’obtient généralement pas le plus petit disque contenant le produit. Une autre
définition de la multiplication a été alors proposée dans [Kri74]. Cette derniére forme est

minimalei.e. on obtient le plus petit disque contenant I’ensemble{xﬂ/ | xOZ,, yl Zz} .Le
diamétre de ce disque est égal au diamétre de I'ensemble {xy | xO Z,, yJ Z,}. Cette
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définition permet de limiter le pessmisme lors de I’ évaluation de la multiplication et ainsi que
de ladivision. Mais cette méthode présente deux inconvénients : sa complexité est importante
et la propriété de distributivité au sens de I'inclusion n'est pas vraie (Z, OT, ZO T,
n'implique pas que Z, [Z, U TJT, ) [PP98].

Remarque 6: Une fonction dinclusion circulaire est une extension d'une fonction
d argument complexe aux intervales circulaires. Une fonction d’'inclusion est obtenue en
utilisant les extensions des fonctions éémentaires et en utilisant les opérations définies ci-
dessus. L’extension des fonctions élémentaires se fait en cherchant le plus petit disque
contenant I’ évaluation exacte de lafonction.

Exemple 3: Soit Z ={c;r} OK(C), on démontre dans [PP98] que le plus petit disque
contenant le Logarithme de Z est donné par :

)=o) e 22 )

On pourra consulter [Kri73] [PT93] [PP98] pour plus de détails sur les fonctions d'inclusions
des fonctions élémentaires.

4. Forme Polaire

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que les opérations de multiplication et de
division de deux intervalles complexes (rectangulaires et circulaires) ne sont pas exactes. De
plus, il existe plusieurs définitions de la multiplication dans le cas des intervalles circulaires.
Lors de I'évaluation de ces opérations, un pessimisme est des lors introduit. Ces
représentations des intervalles complexes ne sont pas toujours efficaces lorsqu’on a a étudier
une fonction fortement non linéaire. Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’ étendre la
représentation polaire des nombres complexes au cas des intervalles.

4.1. Définition
Soient [p] OR" et [6] O R.L’ensemble Z tel que:

z={z0C ||zp [o] ag(2) [6]}

est un intervalle complexe polaire (ou secteur) noté {[p];[6]} . L’ ensemble des intervalles

complexes polaires est noté par S(C).
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Exemple 4 : Sur lafigure 3 on représente le secteur {[1,2];[77/4, 7113]} .

2_
1_.
/// ¢ Ti3
/;/// T{
0
0 1 2

Figure 3 : Exemple de secteur dans le plan complexe

Un secteur est alors caractérisé par deux paramétres : son module [,0] = [,0‘, ,0*] (o =20)et

son argument [&] (de tailleinférieure ou égale a 277).

Remarque 7: On considére le secteur représenté sur la figure 4, les extrémités de son
argument sont 377/4 et —377/4 (on prend bien sir le sens trigonométrique direct). La
représentation de I’argument de ce secteur pose donc un probleme ; en effet, le minimum de
[6?] est supérieur a son maximum (a cause du caractere cyclique de I’argument). Pour lever

cette ambiguité, on choisit :

0< @ <2m, 0@ <4met 0O -6 <217
ou:[6]=[F, 6

& 1]
4 4

On prendradoncici [6] = [37” 57”} en lieu et place de [4] :{ -=1.
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\\‘\-\ +3m4
0
0

e

Figure 4 : Choix de lareprésentation de I’ argument d’ un secteur

4.2. Opérations arithmétiques

soit Z, ={[p]:[6]} et Z, ={[p.]:[6.]} deux secteurs; la muitiplication de ces deux
secteurs est définie par :

2,7, ={{,01;91} [{],02;492} |{IQrQ} DZl!{/%; @}D Zz}

={amen(i(6+6))adal. A a8 [ 4§08 §}
={[o]0e] (4 14} ={[4:[4

Etant donné que le produit et la somme de deux intervalles réels sont des opérations exactes,
le produit de deux secteurs est alors un secteur. De méme pour ladivision définie par :

2,12, ={{p:6}{p:6} 1{a: 8 0Z.{p: 600 7}
={[e]le] (g {4} ={[4:[4

avec 00 [ ,02]. On doit noter que lorsgu’ on effectue une opération quelconque entre deux
secteurs, les bornes de I’argument du secteur résultat peuvent dépasser les limites imposées :
0< 6 <2met 0< @ <4m Dans ce cas, on peut ajuster ces bornes en leur gjoutant
2k, (kOZ) detellesorteaavoir 0< 6 <27, 0< 6" <4met 0< 6" -6 <2m.

L’ addition de Z; et Z, est définie par :

2,+2,={{p:6} +{r:6} | {n:6 0Z.{n: 60 Z,}
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L’ensemble exact, résultat de Z, + Z,, n'est donc pas un secteur du plan complexe. Une

premiere idée pour trouver un secteur contenant I’ ensemble défini ci-dessus consiste a passer
par la forme rectangulaire. Dans ce cas, on cherche d'abord les deux plus petits rectangles

[ZJ et [Zz} contenant respectivement les secteurs Z; et Z,; ensuite, on additionne [21] et
[Z;] pour obtenir un rectangle [Z] Le secteur résultat est alors le plus petit secteur

contenant [Z] . Cette méthode est tres facile a mettre en ceuvre, en contre-partie le résultat
obtenu est généralement tres pessimiste.

Dans la suite de ce chapitre, hous proposons une méthode permettant de trouver le plus petit
secteur Z :{[ ,2)] ;[é}} contenant la somme de deux secteurs sans passer par la forme

rectangulaire. Le secteur Z vérifieaors:
0z0 {{p:8y {p:8} | {n:@) z.{n:8 z}PZ z

Ondiraaorsque Z est minimal.

Remarque 8 : La soustraction est obtenue directement en utilisant I’ addition

Z-7, :{ [,01] ;[91]} _{ [102] : [‘92]} :{ [,01] ; [‘91]} +{ [,02] ) [92] +7T}

5. Addition de deux secteurs

soient Z, ={[p]:[a]} e Z,={[n.];[6.]} deux secteurs du plan complexe. Dans cette

partie nous proposons de calculer le plus petit secteur Z contenant la somme de Z; et Z, ce
qui revient donc a calculer son module et son argument.

Soient [,01]=[,01_,,0f], [‘91]:[5;' @],[p2]=[p;,p§] o [62]:[9;'65]'&"06:

Dz(p. 60 Zez(p &) 7, z2(ply) Zlz+z 2

ou:

pSinG, + p,sing, j

2=+ 0% +2 cos(f, - 6,) et ¢ =atan
P =P TH PP (1 2) ¢ (plcosé’l+10200592

avec p,cosg, + p,cosd, # 0. Nousallons éudier plusloinlecasou p, cosé, + p, coséd, = 0.
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Pour déterminer Z, il suffit alors de déterminer le plus petit intervalle réel [ ,0] contenant
I’ensemble:

{pOR" | p= o+ £+ 2ppcos(§- ),

4
ou pO[p].p0 [0 6 & 14 16}
et le plus petit intervalle [#] contenant I’ ensemble :
¢|:|R |¢: atan plslneil.+p28|n32 ,
p,cosb, + p,cosb, (5)

ou6,0[8]. 61 [6).4 [ 4] etlp, [ A}

5.1. Problemes d’ optimisation

Calculer les bornes inférieures et supérieures de [p] et [@] est un probléme d’ optimisation

qui peut étre résolu d’une maniére garantie en utilisant des méthodes basées sur |’ analyse par
intervalles [Neu90] [Han92] [Kea96]. Ces méthodes permettent de trouver un ensemble
contenant la solution ponctuelle du probleme d’ optimisation. Le minimum (respectivement le
maximum) de la fonction éudiée correspond alors a celui de I'ensemble calculé par
I’ algorithme d’ optimisation garantie. Néanmoins, on n’obtient gu’ un encadrement extérieur ;
un pessimisme est alors introduit. Dans la suite de ce chapitre, les problémes d’ optimisation
définis par (4) et (5) seront résolus analytiquement [CRRIO04]. Ceci est possible puisque le
nombres des variables est assez réduit et que les fonctions a optimiser sont assez simples.

Les bornes inférieure et supérieure de [ ,0] sont alors données par les racines carrées des
bornes de lafonction définie par :

f(p,0,,0) = pl + o} + 2p,p,cos(6) (6)
avec =6 - 6,.

Les bornes inférieure et supérieure de [¢] correspondent aux bornes de la fonction g définie
par :

(7)

9(x.6,6,) = atan( xsing, +sné, J
U1

Xcosé, + cosé,

avec x=p,/p, (p, >0).

Pour trouver [ p] et [¢], il suffit alors de résoudre les quatre problémes d' optimisation définis
par :
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min f (0, 0,.6) 8
et

max f (4, £,6) ©)
avec Q, =[] x[p.]x([8] {8]) DR R [0,27] (10)
et

nging(x,@l,é?z) (11)

nzzaxg(x,el,é?z) (12)
avec Q, =([a]/[2:]) (6] *(6] DR [0.27x [0.274 (13)

5.2. Conditions d’optimalité

Les problemes d’ optimisation donnés par les équations (8) a (13) sont résolus en exploitant
les propriétés de monotonie des fonctions f et g définies par (6) et (7) par rapport a chacune
des variables.

Soient (w,u,,u,) O[ ok [p.k [6F Q ., lafonction f atteint son maximum pour le vecteur

u” = (uf,t?z,ﬁs) [@Q ,, s pour chagque indice i, I'éément u’ vérifie I'une des conditions
suivantes :

:—;(uﬂ):o el ‘;;fz (u”) <0 (14)

u’ = u et S_L(UD) <0 (15)

u’ = u et g—;(uu) >0 (16)

Dans le cas de la minimisation de la fonction f, les trois conditions (14), (15), (16) sont
applicables mais le sens des inégalités change.

Nous remarquons que chacune de ces conditions est composée d’ une premiere partie donnée
par une équation (condition de premier ordre) et d’ une seconde partie définie par une inégalité
(condition de second ordre). Un ensemble de 3 conditions de premier ordre, une pour chague
indicei, est un systéme d’ équations qui a généralement au plus une solution.
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Dans la suite, nous appellerons candidat tout point de Q, qui vérifie, pour chacun de ces

éléments, une des conditions du premier ordre. Si en plus, les conditions du second ordre sont
satisfaites, le candidat est dit acceptable il correspond donc a un minimum local.

La stratégie suivie dans la suite de ce chapitre pour ce probleme d’ optimisation consiste a
déterminer analytiquement tous les candidats en examinant toutes les combinaisons des
conditions du premier ordre, et ensuite, éliminer les candidats qui ne peuvent jamais étre
acceptables en examinant les conditions du second ordre. Le minimum parmi les candidats
acceptables est [le minimum global.

Dans la suite de ce chapitre, nous alons donner des algorithmes permettant de résoudre les
problemes d’ optimisation (8) a (12) en utilisant le raisonnement donné ci-dessus [ CRRI04].

5.3. Maximum du module: o'

Pour trouver le maximum du module de Z, il suffit de résoudre le probléme d’ optimisation
(9) en faisant un raisonnement sur chacun des parametres de la fonction f. On note aors par

o, p, et 8" lesvaleursde p,, p, et @ permettant de calculer o" en utilisant laformule (6).

5.3.1. Maximisation par rapport a o1

Dans ce paragraphe on fixe p, = p, et 8 = & afin d’'éudier I’évolution de f en fonction de
p1.Onaadors:

2
i:2(,ol+p;cosﬁ°) et 0 f2 =2

2 0p;

Ladérivée seconde def par rapport a o, est toujours positive, ce qui signifie que lafonction f
n’atteint pas son maximum pour une valeur p, al’intérieur de'intervale [p]1=[p], 0] ; le

maximum est alors nécessairement atteint a une borne, soit p'= g, ou p,'= g, selonlesigne

de :—f .11'y adonc deux valeurs possibles pour oy
2

5.3.2. Maximisation par rapport a p»

Maintenant on fixe p, = g et 8 = & dfin d étudier I’évolution de f en fonction de p,. La
dérivée premiere et |a dérivée seconde de f par rapport a o, sont données par :

2
i=2(,02 +pjcosl9°) et ot =2

dp, 0p;
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Comme pour la maximisation par rapport a p,, lafonction f atteint alors son maximum pour
0, = P, oupour o, = p, selonlesignede aa—f

2
5.3.3. Maximisation par rapport a

On fixe les deux variables p, = p et p, = p,. Les dériveées premiere et seconde de f par
rapport a &sont alors données par :
of 0°f

— =20, p,Sing ¢t
30 Pr P> 36"

= -2p; p,cosé

Il'y aaorsquatre cas a étudier :

- S sn@d=0,dors:

«9=0(ou@=2m) = cosf =1, lavaeur 87 =0 correspond bien aun maximum (la
dérivée seconde est négative).

« §=m = ladérivée seconde est positive, cette valeur ne correspond donc pas a un
maximum.

- S sing" <0, lemaximum correspond a 8” = &
- S sing >0, lemaximum correspond a 8” = g

- Si les deux conditions sind" <0 et sind >0 sont valides, alors le maximum peut
correspondrea @ ou & ; les deux cas doivent alors étre examinés.

5.3.4. Synthesedu calcul du maximum du module

Pour calculer le maximum de lafonction f, il suffit alors de déterminer letriplet (o, 0,, 6°).
Ces derniéres valeurs sont choisies en examinant les conditions suivantes :

- A=a s p + p,cosé >0 (A1)
- =P s p, + pcosf <0 (A2)
- P=0, s p, + pcosé >0 (B1)
- P=p, s p, + pcosé <0 (B2
- 8"=0, s 00[6] (C1)
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- 6'=4, s sng" <0 (C2)
- 6'=g, s sngd >0 (C3)

On rappelle que les conditions (C2) et (C3) peuvent exister simultanément, il est donc
indispensable de déterminer lagquelle des valeurs 8°=6 ou 6°=6d correspond au
maximum.

Onnoteaorspar «ijk» (i=1,2;j=1,2; k=1, 2, 3) une combinaison des paramétres o, 0,
et 8 permettant de calculer le maximum de p.

Exemple5:

A titre d’ exemple, le candidat 123 correspond aux conditions (A1), (B2) et (C3) vraies, donc
le module est calculé en utilisant (6) avec o = g, , p, = p, € 6~ = g . Ceci suppose que
les trois conditions (A1), (B2) et (C3) sont vérifiées:

- pl+p,cosf >0 (A1)
- p, + pcosd <0 (B2)
- sn@d >0 (C3)

Le module calculé en utilisant 123 est alors donné par :

p(123) = \/(,01*)2 + (,0;)2 + 20 p, cosd” ¢

Candidats: Pour trouver le triplet (o7, p,, 8”) permettant de calculer le maximum de la

fonction f, il suffit de trouver toutes les combinaisons (ijk) satisfaisant les conditions (A; et B
et Cy).

- supposons que la condition C1 est satisfaite (i.e. 00 [9] ), dorsle maximum global de
p estdonnépar p(111) (puisque p* < o + o).
- Supposons maintenant que 00 [6] et que C2 est satisfaite (mais pas C3), aors les

candidats sont :
p(112), p(122), p(212), p(222)

Lemaximumde p* correspond alors au maximum de ( p(112), p(122), p(212),
p(222)).
- Maintenant supposons que 00 [6] et que C3 est vérifiée (mais pas C2), les candidats

sont alors : p(113), p(123), p(213), p(223)
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Remarque 5. Supposons que les conditions A2 et B2 sont satisfaites, alors on obtient la
contradiction suivante: o] /p; < -cos@" et p; /p < —cos@” ce qui conduit & cos’ §”>1,

ainsi les candidats p(222) et p(223) ne sont pas acceptables, ils sont donc rejetés.

Le maximum de [ o] est aors calculé en utilisant I"algorithme 1.

Notons d’'abord que I’ une des conditions (C1) ou (C2) ou (C3) doit étre vérifiée. Lorsque la
condition (C1) est vérifiéei.e. OO [H] , le maximum correspond forcément a (111). Par contre,

lorsgue (C1) n’est pas valide, alors on peut avoir en méme temps (C2) et (C3), dans ce cas,
ces deux cas doivent étre traités. L’ étape 3 (respectivement I’ étape 4) de I'agorithme est
exécutée seulement lorsque (C2) (resp. C3) est vraie et C3 (resp. C2) est fausse, ceci
permettant de calculer seulement trois modules (et non pas 6 comme pour |’ étape 2).

Algorithme 1 : MaxMod(Z;, Z)
1. S 00[4], retourner p(111);
2. Sisind" <0 etsingd >0
om = max(p(112), p(122), p(212)) ;
Ome = Max(0(113), p(123), p(213)) ;
retourner max(om, o) ; fin;
3. S sind" <0
retourner max(0(112), p(122), p(212)) ; fin;
4. S sng >0

retourner max(o(113), o(123), p(213)); fin ;

Dans I’ éape 2 de I'algorithme 1, au pire des cas, on aura a calculer six amplitudes, i.e.
0(112), p(122), p(212), p(113), p(123) et p(213). Par ailleurs, rappelons qu’ une combinaison
AiB;Ci est un candidat si et seulement si les trois conditions A;, B; et Cy sont vérifiées en
méme temps. En pratique, il est rare que les six combinaisons citées ci-dessus représentent
tous des candidats. Par conséquent, il est plus judicieux de ne calculer que les combinaisons
pouvant représenter le maximum. En pratique, nous testons pour chaque combinaison les
conditions du maximum avant de calculer le module correspondant. Par souci de clarté, nous
nNavons pas indiqué dans I'agorithme que les conditions du maximum étaient
systématiquement veérifiées.
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5.4. Minimum du Module o

La méme démarche que celle utilisée pour le calcul du maximum du module est appliquée au
calcul du minimum du module. On considére donc de nouveau la fonction f définie par (6).
Les différentes combinaisons permettant d’ avoir des candidats sont étudiées dans la suite de
cette section.

54.1 Minimisation par rapport a o, et o,

On rappelle que pour p, = p, et 8 = &, les dérivées premiere et seconde de lafonction f par
rapport a o, sont :

—:2(,01+,0;c056?°) et azfz =2

0o, 00,

La dérivée seconde de f est positive, la valeur de p; permettant d annuler % i.e.
1

0;'=—p;cosd’, correspond au minimum globa de p (en prenant bien entendu les valeurs

adéguates de p, et de 0). Par contre, s la dérivée ne S annule pas, aors le minimum
correspond forcément a une des extrémités de [ ,01] . La méme démarche peut étre suivie pour

0o.

5.4.2 Minimisation par rapport a

On fixe les deux variables p, = o, et p, = p,. On rappelle que les dérivées premiére et
seconde de f par rapport & sont données par

2

f .
Y = -2p; p,cosé

Il'y adorstrois cas a étudier :
cof )
- S — sannule, alorssind =0 :
06

« 8°=0 (ou 8" =2m) = cos@" =1, cette valeur ne correspond pas & un minimum (la
dérivée seconde est négative).

« 8" = = ladérivée seconde est positive, 8” = 77 correspond alors & un minimum.

- S sing" >0, leminimum correspond a 8° = &
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Si sing <0, leminimum correspond & 8" = &

5.4.3 Calcul du minimum de p

En regroupant les conditions présentées dans les sections 5.4.1 et 5.4.2 on obtient I’ ensemble
des conditions suivantes :

o, = - p,cosé s p+ pmeoosd =0 (A1)
o =0, s p + p,cosg’ <0 (A2)
p= o s p, + p,c0sé >0 (A3)
0, = —p cosd, s o)+ g oosd =0 (B1)
P =0, s p; + plcosd <0 (B2)
P =0, s p, + plcosd’ >0 (B3)
6" =, s 70[ 4 (C1)
6"=a, s sng* >0 (C2)
6 =g, g sing <0 (C3)

Si on considére toutes |les combinai sons possibles entre les AiB;Cy on obtiendrait alors 27 cas.
Néanmoins, plusieurs combinaisons sont impossibles a satisfaire.

Supposons que A1l et B1 sont vraies, alors 8” = 1 et p = p, ; par la suite seule C1 est
vraie et les combinaisons 112 et 113 sont aors impossibles.

De méme, s on a Al et C1, dors forcément Bl est vraie, on élimine aors les
combinaisons 121, 131, (de méme s on a B1 et C1 valides, alors seulement A1 peut
donner lieu a une combinaison acceptable, on élimine aussi 211 et 311).

Si on a Al et B2, dors p, (1— (cosHD)z) <0 = impossible, les cas 122 et 123 sont
exclus. Le méme raisonnement sur A2 et B1 nous permet d’ éliminer les cas 212 et 213.

+ +

S on a A2 et B2, dors on obtiendrait cos8" < —'0—1+ et cosd’ < —'O—i, ce qui est
p2 1

impossible, on exclut alors 221, 222 et 223.
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- Lacombinaison A3 et B3 et C1 implique que p, — p, >0 et p — p, <0, ce qui est
impossible ; on élimine alors 331.

- Sans perte de généralité, on peut toujours permuter Z; et Z, afin d’ obtenir o > p; (lecas
ou les modules sont ponctuels et égaux est étudié plus loin), ce choix nous permet alors
d’ éliminer les cas 231, 232 et 233.

Les cas restants sont alors 111, 132, 133, 321, 312, 322, 332, 313, 323 et 333. Ils sont
regroupés dans I’ algorithme 2.

Exemple 6: Le module correspondant a une combinaison (ijk) est calculé en utilisant la
formule

p(ijk) = \/(pf)z +(8) + 24 p,c0s(8)
Par exemple:
- pour 111,0na p, = p, et 8~ = 11, on obtient alors p(111) =0
- pour312,0onap ' =p,0° =6 et p,=—p cosd ,onobtient dors
p(312) = p; sing" .

Nous allons maintenant regrouper les 10 candidats restant en testant les conditions C1, C2 et
C3, dors:

- SiClestvraiei.e. 1[4 ; étant donné que [&] est un intervalle de taille n’excédant pas
27T, adors C2 et C3 ne peuvent pas étre valides. Les candidats restants sont alors (111) et
(321) ; s (111) est acceptable (il suffit de tester s U [ [p,]), dorsil correspond

au minimum global ; sinon, le minimum correspond a (321).
- SiC2n'est pasvraie, aors(312), (322), (332) et (132) sont éliminés.
- S C3n'est pasvraie, aors (313), (323), (333) et (133) sont éliminés.

L’ algorithme 2 permet alors de calculer o~ . Comme on I’a noté pour I’ algorithme 1, il faut &
chague fois vérifier que les trois conditions du minimum sont vérifiées pour chaque

combinaison avant de calculer le module correspondant, ceci permettra de réduire le temps de
calcul.
Algorithme 2 : MinMod (Z;, Z)

1. s mO[4]

11 S [p]n[p]#0
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retourner p(111); fin; (o(111)=0)
12 S p >p
retourner o(321) ; fin;
2. Sisn(f)>0etsin(67)<0
01=min(p(312), /(322), p(332), P(132)) ;

P2 =min(p(313), p(323), p(333), N(133)) ;

retourner min(o, A2) ; fin;
3. Ssn(6)>0
retourner min(o(312), 0(322), K(332), p(132)) ; fin;
4. Ssn(g)<o0

retourner min(o(313), p(323), p(333), p(133)) ; fin;

5.5 Minimum del’argument ¢-

Pour calculer I'argument, il suffit de résoudre le probleme d optimisation (11). Ceci revient &
chercher les paramétres x”, 8, et &, permettant de minimiser la fonction g définie par

I”égquation (7). Etant donné que la fonction atan(.) est strictement croissante, il suffit de
minimiser lafonction h suivante :

Xsing, +siné,

(17)
xcosg, + cosé,

h(x,6,6,) =

Remarque: Nous avons posé [x] = [p,] /[ p,] afin de réduire e nombre de variables a3 il
est possible d’avoir p, =0 et ains x = + 0. Néanmoins, ceci ne pose aucun probléme étant
donné que la fonction h et ses dérivées ont des limites finies en x = + o ; les conditions
d optimalité peuvent donc étre vérifiéesen x = + .

55.1 Minimisation par rapport ax

L es dérivées premiére et seconde de lafonction h par rapport a x sont données par :

m__snla-a) w5

0X (xcos@l" + cosé’;)2
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2 -2sin(&’ - &, )cos
o _ (& -6) 3@ 19
0x (xcosHl" + cosH;)
La dérivée de h par rapport a x s'annule lorsque sin(é?f - 9;) =0, le minimum est aors

indépendant de x. Ce résultat est valable pour deux situations: & = &, ou & =&, + /T et on
obtient :

h(x,Hf,ez“) _ (xsm@l ianJ:tanq

xcosg, + cosg

pour x#1.

Maintenant, s sin(é’l" - 6?;) # 0, deux cas peuvent se présenter :

- S sin(Hf - 9;) >0, le minimum de I’ argument de Z correspond a x” = X .
- S sin(Hl" - 6?2”) <0, leminimum de’argument de Z correspond & x° = X .

5.5.2 Minimisation par rapport a &

L es dérivées premiére et seconde de lafonction h par rapport a & sont données par :

oh X+ cos(@1 - 6?;)

) 20
06 (X°00591+(30592“)2 (20)
et
02[‘; (XO. 31’ g;) - _Xosin(gl - 95) _ +2(XO)2(X° + COS(Hl - 320)2an 21)
06, (x cosg, + cos8;) (x cosq +cos8)

Lorsque % =0, le deuxieme terme de (21) est nul ; dans ce cas la dérivée seconde de h a
1

étudier est donnée par :

-x'sin(4, - &)
(x° cosé, + 00395)2
56
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Doncsi
611 (8] | ¥ cos(& G¥ Oetsin(6-6)<0
aorsleminimum est atteint pour 6, = 4.

Dans le cas contraire, le minimum est atteint pour :

- 8'=4 ,s x +cos(f - 6) <0
- g'=g.,s x +cos(g -8)>0

5.5.3 Minimisation par rapport a &

Les dérivées premiére et seconde de h par rapport a & avec 6 = g et x = x* sont données
par :

oh _ x°cos(01° - 6’2) +1

23
08, (xcosg + 0056?2)2 &)
et
ihz(x", 0.6)- x'sin(g - ) 2 +2(1+ x cos(; - 62))si3n492 o
06, (x cosé; + cosg) (x cosg +cosé)
Lorsque oh _ 0, ladérivée secondede h devient :
26,
AP L Gl (29

06, (x° cosé, + 00802)2

Ladérivée de h par rapport a & s annule s :
e [6] | x cos(q; @)r £ 0
Si en plus &, vérifie

sin(6;, - &) >0
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0°h
2
2

aors

(x°, a, HE) >0, lavaleur 8, = &’ correspond au minimum global.

Dans le cas contraire, le minimum correspond a I’une des extrémités de [492] . Deux cas
peuvent alors se présenter :

- Leminimum corresponda 8, = 4, , s x°cos(01° - 6§) +1>0

- llcorresponda 8, =4, , s x°cos(6’l° —672*) +1<0

55.4 Calcul du minimum de ¢

Dans les paragraphes précédents, les conditions d’ obtention du minimum de ¢ par rapport a
chacune des trois variables x, 6 et & ont été étudiées. Dans ce paragraphe ces conditions
seront examinées afin de calculer le minimum de lafonction h. D’ abord, on rappelle que pour
calculer le minimum, les variables x, &, et & sont choisies comme suit :

- X=X, s sin(6'-6,) <0 (A1)
- x'=x, s sin(g'- 8) >0 (A2)
- indépendant de x, s sin(g' - 8) =0 (A3)
- =4, s x’+cos(g -8) <0 (B1)
. &'=q, s x”+cos(8 - 6,) >0 (B2)
- f'=6 +cos'(—X), sx'<letsin(8'-8)<0 (B3)
- 8=4, s chos(Hf - 92) +1<0 (C1)
- &=, s x’cos(6] - §,) +1>0 (C2)
- 8)=6 -cos'(-1/X), s 1/x'<letsin(6'-6)>0 (C3)

Pour trouver le minimum de I’angle ¢, il suffit alors de trouver les angles correspondant aux
27 cas résultant des différentes combinaisons AiB;Cy. Néanmoins, plusieurs cas sont
impossibles et ceci réduira donc le nombre de combinaisons a étudier.
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On commence d’ abord par permuter les secteurs Z; et Z, de maniére a avoir x* >1. Cette

derniere condition implique que B3 et B1 ne peuvent pas étre satisfaites, ceci permet alors
d éiminer les combinaisons 111, 112, 113, 131, 132 et 133. D’autre part, B3 et C3 sont
contradictoires, donc les cas 233, 333 sont éliminés. Si en plus le cas A3 est valide, aors les
cas 311, 313, 323, 331 et 332 sont impossibles. D’autre part, les cas A2 et B3 sont
contradictoires, on exclut 231 et 232. En outre, les cas Al et C3 sont contradictoires, on

supprime 123. De plus, les cas B1 et C1 sont contradictoires (x”>1 et x”<1), on éimine

alors 211. Enfin, la combinaison 213 donne lieu a une contradiction (x” <1 et x” >1), elle
est alors éliminee.

Les combinaisons restantes sont alors 121, 122, 212, 213, 221, 222, 312, 321 et 322. Les
différentes conditions correspondantes sont données dans le tableau 1.

Analysede (312), (321) et (322) :

Ces 3 candidats correspondent a une indétermination en x’ .

Le candidat (312) correspond al’ ensemble des conditions suivantes :
sn(g -6,) =0

X+ cos(t91+ - 6?2‘) <0 (26)

x°cos(191+ —6?2‘) +1>0

Ces conditions imposent que cos(é’l+ -4 ) =-1 et X <1; donc on peut choisir X’ = x_,
ainsi ce candidat est un cas de «bord » du candidat (212), s pour ce dernier on étend la
condition d acceptabilité sin(8 - 6,) >0 asin(g - ;) 2 0. *

De laméme maniere le candidat (321) est un cas limite de (121) et (322) de (122).

Les candidats restants sont alors: (121), (122), (212), (221), (222) et (223) ; leurs conditions
d’ optimalité sont données par le tableau 1.

Pour calculer ¢, il suffit alors de choisir parmi les candidats présentés dans le tableau 1
vérifiant les conditions du minimum. Chacun des candidats permet de calculer un angle, le
minimum des angles calculées est alors ¢~ . Néanmoins, plusieurs combinaisons ne peuvent
pas étre satisfaites simultanément.

On remarque gu'on ne peut pas avoir simultanément 121 et 221 (sin(é?l‘ - 0;) <0 e

sin(Hl‘ - 9;) >0) ; de méme, les combinaisons 122 et 222 ne peuvent pas étre faisables en
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méme temps (sin(é?l‘ - 6?2‘) <0 et sin(é?l‘ - 6?2‘) > 0)
minimum de I’ un des quadruplets suivants :

@(121), ¢(122), $(212), $(223)

ou, ¢(121), ¢(212), ¢(222), $(223)

ou, #(221), ¢(122), #(212), $(223)

ou, #(221), ¢(212), P(222), $(223)

I nterval | es conpl exes

. Le minimum correspond aors au

Candidats Variables Conditions

121 X', 6,6 sin(6, - &)<0
X"+ cos(é’l‘ - 02*) >0
X" cos(Hl’ - 0;) +1<0

122 X', 6,8 sin(6 - 6,)<0
X"+ cos(é’l‘ - 492‘) >0
X" cos(Hl’ - 02‘) +1>0

212 X, 8,6 sin(6 - 6,)20
X + cos(6’1+ - 92‘) <0
X cos(é’l+ - 02‘) +1>0

213 X, 6,6 sin(6 - &) >0
o=g - cos‘l(—llx‘) X + cos)E_el;; 925) <0

221 X, 6,6 sn(g - 6)>0
X+ cos(@l‘ - 6?;) >0
X cos(é?l‘ - 6?;) +1<0

222 X, 6,6 sn(4 - 6)>0

X+ cos(@l‘ - 6?2‘) >0
X" cos(@l‘ - 6?2‘) +1>0

Tableau 1 : Candidats permettant de calculer le minimum de ¢ et les conditions a satisfaire.
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Leminimum de ¢ est alors calculé par |’ algorithme suivant :

Algorithme 3 : MinArg(Zs, Z2)
1L Sipg/p <t
Permuter (Zy, Z2);
2. S nO]fet]p[n]p[z0O
retourner 0; fin;
3. Ssn(g-6)<0
8 Ssn(g -6)<0
retourner min(¢(121), ¢(122), §(212), ¢(223)) ; fin;
b) Ssin(g -6)>0
retourner min(¢(121), ¢(212), §(222), $(223)) ; fin;
4. Ssn(g -6)>0
8 Ssin(g -6)<0
retourner min(@(221), $(122), #(212), #(223)) ; fin ;
b) Sisin(g -6)>0

retourner min(@(221), ¢(212), #(222), #(223)) ; fin ;

5.6 Maximum del’argument ¢°

Pour calculer le maximum de I’ argument, il suffit de résoudre le probléme d’ optimisation (12)
sous contraintes (13). Dans cette partie, on va donc trouver les parametres x”, 4 et &,
permettant de maximiser lafonction h définie par (17).

5.6.1 Maximisation par rapport ax

On considere lafonction h ainsi que ses dérivées définies dans la section 5.5., on vérifie alors

que lorsque ?:O, le maximum ne dépend pas de la variable x. Ceci est vrai pour 8, = &, et
X
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pour & =6, + 1. Pour ces deux cas, la valeur de x* est indifférente, on obtient alors
¢" =6 (méme raisonnement que pour le calcul du minimum de ¢).

. o h . .
Maintenant s sm(@f - 49;) #0, dors g— garde un signe constant sur I'intervalle [x] ; hest
X
alors strictement monotone et elle atteint son maximum pour I’ une des bornes de I’intervalle
[X] , on obtient alors deux cas:

- S sin(@l" - 6?2”) > 0, lafonction h atteint son maximum pour x” = X .

- S sin(6'l° - 6?2") < 0, lafonction h atteint son maximum pour x’ = X .

5.6.2 Maximisation par rapport a @, et &

On considére la fonction h définie dans la section 5.5. En examinant les dérivées de h, on
remarque que le maximum peut &re ateint pour 6’0[4] s X + cos(6’1D -G ):O et

sin(Hf' - H;) > 0. Dans|le cas contraire, le maximum est atteint pour :

- &=
A

]

, S X +cos(6?1+ —62“) >0

g .s x +cos(6 - ) <0

Le méme raisonnement sur & permet de montrer que le maximum est obtenu avec :

- 8. 0971[6] | xcos(& @) = Oetsin(g -4&)<0
- 8'=6,,s xcos(g - ) +1<0
- 6'=6,d x°cos(6?1°—¢92*)+1>0

56.3 Synthése

L es conditions de maximisation de ¢ sur les paramétres x, &, & sont

- X=X, s sin(6'-6,) >0 (A1)
- X=X, s sin(g' - 8) <0 (A2)
- indépendant de x, s sin(g' - 8) =0 (A3)
- d'=4, s x”+cos(g -6)>0 (B1)
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- 6=g, s x”+cos(g - 8) <0 (B2)
- @'=6 +cos'(-X), sx’<letsn('-6)>0 (B3)
- 8/=6, s chos(Hf = 92) +1>0 (C1)
. d'=g, s x’cos(8 - 4,) +1<0 (C2)

- 8)=6 -cos'(-1/X), s 1/x" <letsin(6'-6)<0  (C3)

La combinaison de ces différentes conditions engendre 27 possibilités. Néanmoins, plusieurs
combinai sons ne sont pas possibles comme pour e minimum de ¢.

Supposons que A3 est vraie, donc 8” = 0 ou 8" = 7, dors

- S 8"=0, les conditions B2, B3, C2 et C3 ne sont pas possibles ; seule la combinaison
311 est dlorspossible.
- S 8" = 1, seules les combinaisons 312 et 321 sont possibles.

Donc, les combinaisons 313, 322, 323, 331, 332 et 333 sont écartées.

D’ autre part, on remarque que les conditions A1 et C3 sont incompatibles, les cas 113, 123 et
133 sont alors exclus. De méme, A2 est incompatible avec B3, les combinaisons 231, 232 et
233 ne peuvent pas étre admissibles. De plus, on peut, sans perte de généralité, supposer que
X">1 ceci permet d'exclure 121, 122, 132 et 131. Les conditions B2 et C3 sont
contradictoires, en effet, on obtient X <1 et x” >1, ce qui permet alors d’ éliminer 223.

Enfin le méme raisonnement permet d’ exclure 222. Les cas restants sont alors: 111, 112, 211,
212,213, 221, 311, 312 et 321.

Remarque: Les candidats 311, 312 et 321 correspondent a une indétermination en X ;
comme on I’a montré dans le cas de ¢, ces cas peuvent étre fusionnés respectivement avec
111, 112 et 221.
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Les candidats restant ainsi que les conditions a satisfaire sont donnés dans le tableau 2 :

Candidats Variables Conditions

111 X, 8,6 sin(6 - &) 20
X"+ cos(Hf - 6?;) >0
X" cos(é’l+ - 9;) +1>0
112 X, 6,6 sin(g - 6)20
X"+ cos(t91+ - 6?2‘) >0
X" cos(t?l+ - 492‘) +1<0
211 X, 6,6 sin(g - &) <0
X+ (:03(6’1+ - 6?;) >0
X cos(t?l+ - 6?;) +1>0
212 X, 6.6 sn(g - 6;) <0
X+ cos(Hl+ - 492‘) >0
x‘cos(@l+ - 92‘) +1<0

213 X, 6,6 sin(g - &) <0
X +cos(g" -6)>0
6,=6 -cos'(-1/X) ( 1 2)
X >1
221 X 6,6 sn(6 - &) <0

X+ cos(Hl‘ - 6?;) <0
X cos(@l‘ - 6?;) +1>0

Tableau 2 : Candidats permettant de calculer le maximum de ¢ et les conditions a satisfaire.

Le maximum de I'angle ¢ est obtenu en calculant les angles définis par les candidats
présentés dans le tableau précédent, il est alors calculé par | algorithme suivant :

Algorithme 4 : MaxArg(Zi, Z,)

1 S p/p, <1

Permuter (Z,, Zy);

2. SOl et]o[n]p[#O
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Retourner 277; fin;
3 Ssn(g -6)=20
a Ssn(g-6)=0
Retourner max(#(112), 4(111), #(221), #(213)) ; fin;
b)  Ssin(g -6)<0
Retourner min(4(112), ¢(211), $(221), §(213)) ; fin;
4. Sisin(6 -6)<0
a Ssn(g-6)=20
Retourner min(4(212), ¢(111), $(221), §(213)) ; fin;
b)  Sisn(g -6)<0

Retourner min(¢#(212), ¢(211), ¢(221), #(213)) ; fin ;

6 Algorithmegénéral

L’ algorithme général permettant de calculer la somme minimale de deux secteurs Z1 et Z2 est
donné par :

Algorithme 5 : Somme(Z;, Z»)

1 o~ =MinMod(Z,, Z,);
2. o =MaxMod(Z,, Z,);
3. ¢~ =MinArg(Z,, Z,);

4. ¢ = MaxArg(Z,, Z,);

5. Retourner {[,0‘,,01, [¢_,¢+]} ;
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7. Exemples numériques

Dans cette section, nous allons illustrer I’intérét de I’ arithmétique des intervalles complexes
polaires sur quel ques exemples numeériques.

Exemple 1. Considérons les deux secteurs Z; et Z, définis par

Z.={[1, 2] ; [ 6, 73]} et Zo={[3, 5] ; [5774, 11718]}

Soient Z, le résultat de la somme de Z; et Z, en utilisant les algorithmes proposés dans ce
chapitre et Z ', le résultat de la somme obtenue en passant par la forme rectangulaire. Ces
deux secteurs sont représentés sur la figure 5. Pour calculer Z , il faut d abord trouver les
plus petits rectangles contenant Z; et Z,, puis effectuer I’ addition, enfin on retourne alaforme
polaire afin d obtenir le secteur Z (plus petit secteur incluant le résultat Z; + Z, en
représentation rectangulaire). Il faut noter alors qu’a chague passage d’ une représentation a
une autre, un pessimisme est introduit. Dans notre exemple, I’ utilisation de la représentation
polaire permet d obtenir un secteur Z dont la surface est de 58% plus petite que cellede Z'.

| O

[

_&

'4i '2 0 - 2| 4| 6|
1 T —— T T 1
/

AN\

/\\
VRN
Z y
/
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’ X \\
>

~
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Figure 5 : La somme des secteurs Z; et Z, donnés dans I’ exemple 1; comparaison des
représentations rectangulaire et polaire

Exemple 2: Considérons maintenant les secteurs suivants:
Z,={[3,35];[0,27}, Z,={[45,5]; [72,32)} etZ=2,+ 2,
En utilisant les algorithmes proposés dans ce chapitre, on obtient
Z={[1, 8.5] ; [0.679674, 5.60352]}
Par contre, en passant par laforme rectangulaire, on obtient
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Z' ={[0, 12.0209] : [0, 277}

Les deux secteurs Z et Z' sont représentés sur la figure 6. Le secteur Z' est alors un disgue,
ceci est d0 au pessimisme introduit a chaque conversion. Dans notre exemple, I’ utilisation de
la représentation polaire nous a permis de réduire le pessimisme de 61%. D’ autre part, étant
donné que 00 Z, lafonction suivante

I S(C)xS(C) - S(C)
(X,Y) = log(X +Y)

ne peut pas étre évaluée sur les deux secteurs Z; et Z, en passant par la représentation
rectangulaire. Par contre, en utilisant les algorithmes présentés dans ce chapitre, la fonction

peut étre évaluée (puisque 00 Z ).

Figure 6: La somme des secteurs Z; et Z, donnés dans |’ exemple 2; avantage de laforme
polaire

Exemple 3: Considérons la fonction complexe suivante [RIRC04], appelée fonction de
Havriliak-Negami

e(w)=¢ g be j=-1 (27)

a\f’
(1+(jwr) )
ou les paramétres &5, A¢, T, a et S peuvent étre incertains. Supposons que I’on ait :
& =3,A,=6,a=1[0.1,1],8=1,Ln(7) = [-7, 5]et w = 27407rad/s.

- L’évauation de la fonction de Havriliak-Négami en utilisant les algorithmes présentés
dans ce chapitre donne:

o) ={[3.11619, 9] ; [5.26021, 6.28319]}
=[1.62299, 9] + j[-7.68298, -4.5361x10°7
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- L’évaluation de cette fonction en passant par |a représentation rectangulaire donne
&(a) = [3.00169, 7300.49] + j[-7255.89, -1.38519x107.
Maintenant, supposons que w= 2710°ad/s. Dans ce nouveau cas:
- en utilisant les algorithmes présentés dans ce chapitre, on obtient :

&(e) = { [3.00001, 5.31976] ; [5.6233, 6.2832]}
=[2.37019, 5.31976] + j[-3.26116, -7.1055x10™]

- enutilisant lareprésentation rectangulaire, on obtient
&a) =[3, 5.2553x10*]+ j[-5.2553%107, -7.529x10%]

Nous remarquons donc encore qu’ en utilisant uniquement |a représentation polaire, on obtient
des résultats bien moins pessimistes. Le passage par la forme rectangulaire pour effectuer
I” addition de deux secteurs peut générer des résultats numériguement dramatiques.

8. Conclusion

Ce chapitre a été consacré aux intervalles complexes ; dans la littérature, les représentations
rectangulaires et circulaires sont les plus utilisées; pour ces deux formes, |’addition et la
soustraction sont définies d’une maniere exacte. Néanmoins, la multiplication et la division
sont obtenues par des approximations extérieures ; du pessimisme est alors introduit a chaque
évaluation. Ces formes sont spécialement efficaces pour |’ évaluation de fonctions linéaires.
Dans plusieurs domaines d’ applications, comme par exemple pour |I’analyse de propriétés
diélectriques (cas du modéle d’ Havriliak-Négami), les modeles sont fortement non-linéaires et
I utilisation des représentations rectangulaire ou circulaire est trop pessimiste.

Dans ce chapitre, nous avons étendu la représentation polaire des nombres complexes aux cas
desintervalles, on parle alors de secteurs L’ avantage majeur de cette représentation est que la
multiplication et la division sont définies d’ une maniére exacte ; d’ou I'intérét de I’employer
lors de I’ évaluation de fonctions fortement non-linéaires. Mais |’ inconvénient vient du fait que
I" addition et la soustraction ne sont plus exactes.

La contribution majeure de ce chapitre est de présenter des algorithmes permettant d’ effectuer
I’ addition de deux secteurs sans utiliser une autre représentation. En particulier, le résultat
obtenu est minimal i.e. il n’existe pas de secteur plus petit contenant le résultat. L’ opération
d  addition a été traitée comme un probléme d’ optimisation sous contraintes. Dans ce chapitre,
le probleme d’ optimisation a été résolu analytiquement ; ceci est possible puisgue le nombre
de variables est assez réduit et les fonctions & minimiser sont assez ssimples. Les algorithmes
proposeés sont assez simples a mettre en cauvre et quelques tests sur des exemples illustratifs
ont montré I’ utilité de ces algorithmes. |Is seront alors utilisés dans le chapitre suivant afin de
procéder a I’estimation de modéles dans le cadre de I'analyse de spectres de relaxations
diélectriques et de I’ évaluation de propriétés thermiques de matériaux.
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Chapitre 3

Estimation de parameétres physiques dans un

contexte a erreursbornées

1. Introduction

Ce chapitre est consacré a I’application des techniques d’inversion ensembliste par
arithmétique d’intervalles a ’estimation de parameétres physiques dans un contexte a erreurs
bornées. Les modeles utilisés dans les deux applications considérées sont décrits par des
fonctions explicites.

Le but de la premiere partie du chapitre est d’estimer les parametres diélectriques du modele
d’Havriliak-Negami [HH97]. Ce mode¢le est défini comme une somme de plusieurs termes,
appelés relaxations, et la difficulté rencontrée lors de 1’analyse de propriétés diélectriques
vient du fait que le nombre de ces relaxations n’est généralement pas connu a priori. Nous
verrons que I’intérét des méthodes ensemblistes est de rendre possible la sélection du meilleur
modele permettant d’expliquer les mesures et de rejeter les autres.

Le mode¢le d’analyse de propriétés di¢lectriques utilisé dans ce chapitre est non linéaire et a
variables complexes. Nous allons considérer deux approches, la premicre consiste a
décomposer la sortie du modele en une partie réelle et une partie imaginaire ; ainsi
I’arithmétique des intervalles réels sera utilisée. La seconde approche consiste a utiliser les
intervalles complexes polaires définis au chapitre 2.

Dans le cadre de cette premiere application, nous allons montrer qu’un choix judicieux de la
stratégie de bissection utilisée avec 1’algorithme de partitionnement SIVIAP [JauOO]
[JKDWO1] permet dans certains cas de réduire le temps de calcul. Enfin, nous allons
considérer plusieurs cas expérimentaux afin d’évaluer la performance de la méthode
d’estimation utilisée.

Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous allons nous intéresser a une deuxiéme application
concernant [’estimation des propriétés thermo-physiques (conductivité et diffusivité
thermique) de matériaux par inversion ensembliste. Le mode¢le utilisé a été développé dans
des travaux précédents au sein du laboratoire [TK98] [Bou03]. Ce banc d’essai a déja fait
I’objet d’une caractérisation garantie et des algorithmes d’inversion et de projection
ensemblistes ont été¢ développés et appliqués aux données expérimentales issues de ce banc
[Bra02] [BRKWO03] [BJKRWO03]. Dans le cadre de ces travaux, la représentation
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rectangulaire des intervalles complexes a été utilisée. Néanmoins, cette représentation est
inadaptée pour le modele utilis¢ étant donné sa nature fortement non linéaire. Dans ce
chapitre, nous allons réaliser une premiére évaluation de la représentation polaire des
intervalles complexes développée dans le chapitre 2 en [’utilisant avec [’algorithme
d’inversion ensembliste SIVIAP.

2. Estimation de paramétres de modéles de relaxations

diélectriques

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous allons estimer les parametres inconnus figurant
dans le modele semi-empirique d’Havriliak-Negami [HH97] utilis¢é pour I’analyse des
spectres de relaxation diélectrique. Cette application nous permet de montrer un intérét majeur
des méthodes ensemblistes : elles permettent d’invalider le modele lorsqu’au moins une
mesure est incompatible avec la sortie correspondante du modele et avec les hypotheses fixées
a priori pour les bornes d’erreurs. Comme dans le modele d’Havriliak-Negami le nombre de
modes de relaxations n’est pas connu a priori nous allons montrer dans cette partie que les
méthodes ensemblistes permettent de sélectionner un nombre de modes de relaxation optimal.

Les grandeurs qui sont utilisées dans cette partie sont données par le tableau 1 :

Grandeur Symbole Unité
Facteur de perte diélectrique tan (5 )
Polarisation d’orientation Po: Cm™
Permittivité di¢lectrique du vide &, Fm'
Permittivité diélectrique relative réelle g

Permittivité diélectrique relative imaginaire &'

Permittivité diélectrique relative haute fréquence £,

Permittivité diélectrique relative basse fréquence £,

Permittivité diélectrique relative complexe £

Conductivité électrique g, Sm™
Temps de relaxation T ]
Dispersion diélectrique As

Paramétre relatif a la largeur de distribution du a

temps de relaxation

Parameétre relatif a la dissymétrie de distribution du £

temps de relaxation

Tableau 1 : Grandeurs diélectriques
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Avant de présenter les résultats obtenus, il est nécessaire d’apporter quelques notions
générales concernant les propriétés diélectriques des matériaux (en particulier des polymeres),
la mesure de ces propriétés ainsi que les modeles couramment utilisés pour 1’analyse des
spectres de relaxation diélectrique.

2.1. Analyse didlectrique

Les méthodes diélectriques sont aujourd’hui largement utilisées pour I'¢tude et la
caractérisation des matériaux polymeres, les céramiques, ainsi que d’autres matériaux. Le
principal avantage des méthodes diélectriques par rapport aux méthodes mécaniques est la
large gamme de fréquences pouvant étre ¢tudiée avec une excellente résolution. Aujourd'hui,
cette gamme couvre le domaine allant des trés basses fréquences (10° Hz) jusqu'aux
fréquences optiques. Le tableau 2 donne un apercu rapide des techniques diélectriques
existantes en fonction du domaine fréquentiel.

Méthode Gamme de fréquence Résolution Gamme
d'impédances
Spectroscopie diélectrique 10mHz<f<10MHz tand<10* ™ 10mQ<Zz<10"Q

(Frequency Response Analysis)

M¢éthodes par ponts d'impédances 20Hz<f<1MHz tan 0<5x10* 1mQ<Z<100MQ
(AC-bridge methods)

Réflectométrie diélectrique 1 MHz < /<10 GHz tan < 10 -
(Coaxial-line reflectometry)

Tableau 2. Les méthodes d'analyse diélectrique [Sch94].

2.1.1. Mécanismesde polarisation danslesdiélectriques

L’application d’un champ électrique sur un matériau diélectrique induit ’apparition d’une
polarisation macroscopique du matériau. Plusieurs mécanismes peuvent contribuer a
l'établissement de cette polarisation. Chaque mécanisme apporte une contribution a la
permittivité diélectrique du matériau dans diverses plages de fréquence. La figure 1 rend
compte de ces différents mécanismes en fonction de la fréquence du champ électrique ou de
I'onde électromagnétique.

2.1.1.1. Mécanismes Hautes Fréquences

- Polarisation électronique :

Le champ électromagnétique appliqué au matériau provoque un déplacement du nuage
¢lectronique a I'échelle de chaque atome. La polarisation électronique est donc due a un
décalage du centre de gravité des charges négatives par rapport aux charges positives.

[ tan & correspond au facteur de pertes diélectriques (Cf Equation (6))
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- Polarisation ionique :

Elle est due a la distorsion de l'arrangement des noyaux atomiques sous l'influence du champ
¢lectrique. Elle induit une variation de longueur des liaisons chimiques.

Ces deux composantes définissent la permittivité hautes fréquences que nous notons par &..

oo @ Sans champ

&-~AN-0 @ —E
Atomique Electronique

.

Polarisation

1
i0* 10¢ 1o 102 10'9 10'*

Fréquence (Hz)

Figure 1. Mécanismes de polarisation dans un diélectrique en fonction de la fréquence
[Bly79].
2.1.1.2. Mécanismes Basses Fréquences
- Polarisation d'orientation :

Elle existe lorsque les molécules du matériau possédent des dipoles permanents. Lors de
I'application d'un champ électrique E, les dipoles tendent a s'orienter dans le sens du champ
pour donner une polarisation d'orientation P,, globale:

P, =¢&(e-¢€,)E (1)

& étant la permittivité diélectrique relative du matériau.

- Polarisation par charge d'espace :

Elle trouve son origine dans la migration de charges libres entre des picges situés a des
distances macroscopiques. Elle est observable a trés basses fréquences. Elle peut étre attribuée
a la présence d'hétérogénéités dans le matériau (effet Maxwell-Wagner-Sillars (MWS)), ou
bien a I'accumulation de charges par injection entre les électrodes et le diélectrique.

Etant donné que les techniques d’analyse di¢lectrique dynamique sont des méthodes basses
fréquences, seuls les phénoméenes de polarisation d’orientation ou par charge d’espace seront

observables par ces techniques de mesure.
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2.1.2. Principe del’analyse diélectrique dynamique (ADD)

L'ADD est basée sur la mesure de la réponse électrique d'un matériau a I'application d'un
signal électrique alternatif (dans la plupart des cas sinusoidal).

Lors de l'application d'un champ ¢électrique FE(f) variable aux bornes d'un matériau
diélectrique, la densité de courant J(¢) dans 1'échantillon est définie a partir de 1'équation de
Maxwell :

J(t) = 0, E(t) + 220

2)

ou op est la conductivité électrique "continue" du matériau et D(¢) l'induction électrique
[Jon83].

Le premier terme de 1'équation (2) définit le courant de conduction et le second terme est le
courant de déplacement. En effectuant une Transformée de Fourier de l'équation (2), on
obtient I'équation correspondante dans le domaine fréquentiel [Jon83]:

J(W) =0, E(W)+jaD( A3)
ou west la pulsation du signal sinusoidal et j* = —1.

En introduisant la permittivité complexe &) = £(W) - j.£€'(@W du matériau, exprimée en
valeur relative, on obtient :

J(@)=[0,+jwg & Q] E( &y €
ol &, est la permittivité diélectrique du vide (&, = 8.85x107* F.m™).
L’expression (4) devient :
J(@)=[0,+ §€ w+jwg E|E( &y (5)

La partie réelle €' de la permittivité di¢lectrique complexe £ rend compte de I’effet capacitif
tandis que la partie imaginaire &' correspond aux pertes diélectriques. On note par tano, le

facteur de pertes diélectriques :

n

tand = 6)
£

Dans ce cas, le matériau di¢lectrique peut étre schématisé €lectriquement par une résistance R
en paralléle avec une capacit¢ "complexe" C, alimentées par un générateur de tension
sinusoidale U(@).
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Figure 2. Schéma électrique équivalent d'un matériau diélectrique. [Bly79]

En posant e et S, comme étant respectivement I'épaisseur et la surface de l'échantillon, on peut
écrire:

R=—% o c=s25_c_jcr %
ag,.S e
L'impédance équivalente Z( &) du matériau est donnée par
L= jac( ®)
Zw R’
Le courant /(@) circulant dans 1'échantillon, s'écrit donc:
1 o
I(w):KEJmC"(a)j”“Z(@’}U( ¥ )

ou C'(w) et C"'(w) sont les capacités réelle et imaginaire de 1'échantillon.

Le courant se compose donc d'un terme en phase avec la tension appliquée tenant compte des
phénoménes de conduction et de pertes diélectriques et d'un courant en quadrature de phase
avec le champ, rendant compte de 1'effet capacitif.

Expérimentalement, la mesure du courant /;(¢)=/;sin(a¥) en phase avec la tension sinusoidale
appliquée U(¢)=Upsin(jar) et du courant /,(¢) =1, sin(ar + 77/ 2) en quadrature de phase avec
le champ permettent de remonter aux valeurs des capacités réelle et imaginaire de
1'échantillon, donc a la permittivité du matériau (Cf. figure 3).

PP S L/ W (10)
Uu,C,w Ew U Cw
avec Cy, capacité du vide équivalente a I'échantillon:
&S
C, =" (11)
e
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U

G \

1)

Figure 3. Principe de I'ADD

Nous voyons ici que le terme de conduction g, /&, ne peut étre séparé expérimentalement
du terme de pertes diélectriques &' . Dans le domaine des hautes fréquences et/ou des basses
températures, la contribution du terme de conductivité électrique est en général négligeable.
En revanche, dans le domaine des basses fréquences et/ou des hautes températures, la
contribution du terme de conductivité électrique peut devenir prépondérante, méme si les
valeurs de o0, sont relativement faibles pour les polymeres (typiquement

o, 0[107,10*]S.m™).

Dans la suite de ce chapitre, on notera par &' la grandeur &' + 0, /&,w.

2.1.3 Modées pour I'analyse de spectres derelaxation diélectrique

La relaxation dipolaire au sens de Debye est un processus purement visqueux, sans force de
rappel ¢€lastique, et est donc du premier ordre [CA93]. La polarisation d'orientation P,, d'un
ensemble de dipoles en équilibre thermique soumis a un champ électrique £ obéit a I'équation:

) 200 _ala-e) (1)

dt T T

ou T est le temps de relaxation, & la permittivité diélectrique du vide, &, la permittivité
diélectrique relative "statique" (ou basse fréquence) et &. la permittivité diélectrique relative
"instantanée" (ou haute fréquence).

En régime alternatif, le champ ¢électrique et la polarisation d'orientation s'écrivent
respectivement:

or

E(t)=E,.exp(jax) et P (t)=P, .exp(jr) (13)

Ce qui donne pour la polarisation d'orientation (en utilisant la relation (1) et (12)) :

_&(&-e)

Purzé‘O(E—Ew)Eo 1+ja)l'

E, (14)
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La permittivité complexe relative £ est donc définie par la relation de Debye [CA93]

£(w)=¢, +—(€S “f.) g, + =
1+ jowr 1+ jowr

(15)

At ¢tant la dispersion di€lectrique associée a la relaxation. Dans ce cas les parties réelle &£ et
imaginaire £" de la permittivité complexe s'écrivent :

ooN As (= D&
e'(w)=¢, +—1+(a)r)2 et £"(w) 1+(wr)2.a)r (16)

Le tracé de la variation de £' en fonction de &£, appelé diagramme de Cole-Cole (similaire a un
diagramme de Nyquist), est un demi-cercle, de centre [(&+ £&7)/2;0] et de rayon » = (& - &n)/2
(figure 4). Le maximum de &' est atteint lorsque w7 = 1. Les relaxations diélectriques
observées dans la plupart des liquides polaires suivent cette courbe théorique. En revanche,
dans les polymeres, les relaxations diélectriques sont distribuées, c'est a dire qu'elles ne
peuvent pas étre décrites par un seul temps de relaxation.

Cole et Cole, en 1941, ont proposé une €équation semi-empirique rendant compte de cette
distribution [Bly79] :

Ae
= _ 17
e(w)=¢ +1+(ja)r)” (17)

Le parametre @ (0 < a < 1) rend compte de la largeur de la distribution: quand @ diminue, la
distribution s'élargit; pour a = 1, on retrouve 1'équation de Debye. Cette équation rend compte
du fait que les spectres de relaxation diélectrique, représentés en diagramme de Cole-Cole,
sont "aplatis" par rapport a 1'équation de Debye (Figure 4).

Afin de tenir compte de la dissymétrie observée sur certains diagrammes de Cole-Cole issus
de données expérimentales, Davidson et Cole [DC50] ont proposé une nouvelle équation
semi-empirique :
A
e(w)=¢ +—£ﬁ (18)
(1+ jowr)

Le paramétre S(0 < B< 1) rend compte de la dissymétrie de la distribution: quand £ diminue,
la dissymétrie augmente; pour = 1, on retrouve 1'équation de Debye.
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8"
"""" Cole-Coleo=0,4

- (&57€)2 [T

. ({(3)/2
& (&sTe)2 &

Figure 4. Diagramme de Cole-Cole des €¢quations de Debye, Cole-Cole et Cole-Davidson
pour des valeurs de paramétres a = 0.4 et 5= 0.7.

La formule proposée par Havriliak et Negami (HN) [HH97] est une combinaison des formules
de Cole-Cole et Cole-Davidson. Elle fait intervenir les deux paramétres a et Srendant compte
respectivement de la largeur et de la dissymétrie de la fonction de distribution des temps de
relaxation [Bly79] :

flw)=g+— B8 (19)

(1 +(jwr)” )ﬂ

Lorsque plusieurs modes de relaxation se recouvrent mutuellement, un ajustement de la
courbe expérimentale par une somme de plusieurs termes d'Havriliak-Negami peut étre réalisé
pour extraire les contributions respectives des différents processus de relaxation (Equation
(20)). De plus, un terme prenant en compte la contribution de la conductivité électrique peut
étre ajouté. On obtient donc [HH97] :

. Ac. o,
Elw)=¢, + d - |+ ¢ _ (20)
( ) ; (1+(]'a)r,-)ai)ﬂ‘ go(jw)

ou n est le nombre de modes de relaxations a déterminer (dans la gamme de fréquences
considérée, le nombre de modes de relaxation habituellement observées ne dépasse
généralement pas 3), et ’exposant s est un parametre ajustable (0 <s <1). A partir de

I’expression (20), nous pouvons écrire la permittivité diélectrique complexe sous la forme
suivante :

e(w)=€(a)-jé(d; avec j*=-1 (21

ou les parties réelle &' (a)) et imaginaire &' (a)) sont données par :
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e(w)=e+Y | ¢ corlfid) |rmee(T) e
i=1 (1'*'2(0)1;)0[ Sin(rr(lz_a;)J_i_(wE)zaij 0

et

sin(84)
(1 +2(wz)” sin(z‘J +(wr)™

e"(w)=>| Ag

g, _ 7is
+—2 @’ sin [—j (23)
j[% &, 2

avece :

@, = arctan (24)

Dans la suite de ce chapitre nous allons considérer uniquement le modele d’Havriliak-
Negami.

2.2. Estimation dans un contexte a erreur s bornées

Considérons le modele d’Havriliak-Negami donné par I’expression (20) ; le but est d’estimer
les parametres 7,, a,, B, A&, &,, 0, et s a’aide des mesures de la permittivité complexe

& obtenues a différentes valeurs de la pulsation du champ électrique appliqué au matériau.

Supposons en premier lieu que I’on est en présence d’un seul mode de relaxation et que la
contribution de la conductivité est négligeable. Si en plus, les données expérimentales ne sont
pas bruitées, alors le spectre de relaxation est semblable a ceux présentés sur la figure 4. Dans
ce dernier cas, les parametres du modéle d’Havriliak-Negami peuvent méme étre déterminés
géométriquement ; néanmoins, ce cas ne correspond pas a la réalit¢ étant donné que les
données mesurées sont généralement bruitées. On peut donc déduire que cette méthode
géométrique pourrait produire des résultats €éloignés de la réalit¢ méme lorsque 1’on est en
présence d’un seul mode de relaxation.

En général, le nombre de modes de relaxations est supérieur a 1 et dans certains cas ces
modes peuvent se recouvrir. Sur la figure 5 est présenté dans un diagramme de Cole-Cole, le
spectre de relaxation diélectrique d’un échantillon de Polyamide 11 hydraté, obtenu a la
température de 0°C, pour une gamme de fréquence comprise entre 10" Hz et 10° Hz. Ce
spectre peut étre décomposé en trois modes de relaxation, dénommés successivement Q, [3; et

78



Estimation : Applications

B> (a ne pas confondre avec les paramétres a;, ) pour une échelle de fréquence croissante
[[bo00]. Les mesures ont ¢été¢ obtenues expérimentalement a 1’aide d’un spectrometre
di¢lectrique (modele Novocontrol BDS-4000) [Ibo00].

L’analyse présentée sur la figure 5 a été réalisée en utilisant le modele d’Havriliak-Negami
avec seulement deux modes de relaxation (correspondant aux modes 3; et 3,). En effet, il
n’est pas possible en utilisant une méthode d’estimation de parametres basée sur une
minimisation de critére, par exemple quadratique, d’obtenir une estimation correcte des
parametres relatifs au mode O car celui-ci n’est pas « entiérement » observé dans la gamme de
fréquence utilisée. En fait, on n’observe que la partie haute fréquence de ce mode. D’autre
part, on remarque un recouvrement important des deux modes B; et [3,. L’estimation des
parametres par une méthode classique (le livre [WP94] représente un excellent support pour
les personnes désirant s’intéressant aux méthodes classiques d’identification) est dans ce cas
¢galement assez difficile et la solution retournée dépend de I’initialisation des parametres.

Cet exemple illustre assez bien la complexité¢ de I’estimation des paramétres du modele
d’Havriliak-Negami d’une part lorsque plusieurs modes se recouvrent mutuellement et d’autre
part lorsque seule la partie haute fréquence ou basse fréquence d’un mode est observée.

0.30

0.25 Mode B, o

0.20 -

O  Mesures
---- Mode B,

0.10 -

005+ €

0.00 f 1% . 1 . 1 . 1 . 1

Figure 5 : Diagramme de Cole-Cole du spectre de relaxation diélectrique a 0°C du Polyamide
11 hydraté : mesures et analyse a partir du modéle d’Havriliak-Negami en utilisant deux
modes de relaxation [Ibo00]

Dans la suite de ce chapitre, nous allons estimer les parametres du modéle d’Havriliak-
Negami donné par I’expression (20) dans un contexte ensembliste ; 1’algorithme SIvVIAP
présenté dans le chapitre 1, c’est-a-dire I’algorithme SIVIA [JW93a] associé au contracteur
propagation-rétropropagation [JKDWO1] [Bra02] est alors utilisé. On suppose donc que la
permittivité¢ diélectrique complexe mesurée &£(w) a différentes fréquences du champ

¢lectrique appliqué appartient a des intervalles connus a priori :

gw)=[g.&] i=1.N (25)

1
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Notre but est alors de trouver toutes les valeurs des paramétres du modele d’Havriliak-
Negami telles que la sortie du modele reste compatible avec les bornes expérimentales
définies par (25). Néanmoins, le nombre de modes de relaxations n’étant pas connu a priori,
la méthodologie suivie dans ce chapitre consiste donc a identifier ces parameétres en
augmentant progressivement le nombre de modes de relaxation jusqu’a trouver le nombre
optimal.

Pour estimer les parametres du modele d’Havriliak-Negami défini par 1’expression (20) a
I’aide de SIVIAP, il faut d’abord choisir une fonction d’inclusion de la permittivité diélectrique
complexe. Deux approches sont envisagées ; la premiére consiste & décomposer la permittivité
di¢lectrique complexe en parties réelle et imaginaire. La deuxiéme consiste a représenter la
permittivité par un intervalle complexe.

Nous utiliserons dans cette partie, la premiere approche [RIRC03a] [RIRC03b] [RIRCO04].

2.3. Validation de modéle — choix du nombre derelaxations

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que les méthodes d’estimation de parameétres dans
un contexte a erreurs bornées permettent de trouver le nombre de modes de relaxations
optimal.

Premier cas d’ étude : un seul mode.

Dans un premier lieu, nous avons simulé le modéle d’Havriliak-Negami pour un seul mode de
relaxation en utilisant I’expression (19) avec :

(o, B, 11, D&, &) = (1, 1, 0.00159, 6, 3)

Les domaines a priori des pseudo-mesures sont alors données par :
[£,]7[0.99,.1.01Z, | et [£,|=[0.99,1.01 (2 |

£, et g étant respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la permittivité

diélectrique et éj' et éj" sont les pseudo-mesures ponctuelles obtenues par simulation du

modele. Les domaines initiaux de recherche des parameétres a estimer sont :
[an] =[0.1,1], [A] =[0.1,1], [7,] =[1.52 0%, 6.56 10" ], [A&] = [0.1,1000],

[&] =[1, 1000].

Pour trouver le nombre optimal de relaxations, on commence par estimer les parameétres du
modele d’Havriliak-Negami avec un seul mode. En utilisant SIVIAP, on génére, en 21.9
secondes sur un Celeron 1 GHz et avec une précision N = 0.01, un ensemble de pavés
contenant toutes les solutions compatibles avec le modele a un seul mode de relaxation et
avec les hypothéses sur le bruit de mesure. La projection de cet ensemble par rapport aux
différents parametres donne une approximation extérieure de toutes les solutions; pour
chaque parameétre on trouve un intervalle qui contient sa valeur exacte.
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a, [0.99702,1]
e} [0.99682,1]

7, | O |[0.00157, 0.001616]
Aé, [5.9251,6.0601]
€, [2.97,3.03]

Etant donné que SIVIAP ne trouve pas d’approximations extérieures vides pour les
paramétres a estimer, le modele avec un seul mode de relaxation n’est alors pas rejeté.
Néanmoins, notons que nous n’avons pas obtenu d’approximation intérieure. Etant donné la
difficult¢ du probléme, des méthodes d’optimisation ponctuelle doivent étre utilisées afin
d’obtenir cette approximation intérieure.

Supposons maintenant qu’on est en présence de deux modes de relaxations. En ajoutant une
contrainte imposant que les deux temps de relaxations sont différents, SIVIAP génére alors en
quelques minutes un ensemble vide ; ceci signifie que les données utilisées ne sont pas
compatibles avec le modéle a deux modes de relaxations, ce dernier est alors rejeté.

Deuxiéme cas d' éude : deux modes de relaxation

Dans ce deuxieme cas, nous avons simulé le modele d’Havriliak-Negami avec deux modes de
relaxation avec :

a1=0.6,4=1,7,=1591500°s,A6=1, %, = 0.8,4 = 0.7,1,=0.15915s, A& = 6 et &, = 3.
Les domaines a priori des pseudo-mesures sont données par :

(£, ]7[0.99,.1.01Z, | et [&, |=[0.99%,1.012 |
D’abord, on suppose qu’on est en présence d’un seul mode de relaxation, SIVIAP trouve un

ensemble vide ; ceci montre que les données ne sont pas compatibles avec le modéle a un seul
mode de relaxation.

Paramétres Valeurs exactes Estimées
a; 0.6 [0.593; 0.633]
B 1 [0.9375 ;1]
A& 1 [0.971 ; 1.015]
T; (x10°) 15.915 [15.04; 17.39]
a; 0.8 [0.796 ; 0.803]
5 0.7 [0.683;0.713]
48 6 [5.984 ; 6.029]
I (s) 0.15915 [0.154; 0.166]
Ew 3 [2.999 ; 3.001]

Tableau 3 : Projection par rapport aux parametres a estimer de I’ensemble des pavés générés

par SIVIAP
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Avec deux modes de relaxation, SIVIAP génére, en 4h 8 min, un ensemble de pavés dont la
projection par rapport a chacun des paramétres estimés donne une approximation extérieure
de la valeur réelle de ce dernier (voir Tableau 3).

Conclusion

Dans ces deux exemples, nous avons constat¢ que I’estimation de paramétres dans un
contexte a erreurs bornées permet de rejeter un modele lorsque des données expérimentales ne
sont pas compatibles avec ce modele. Ces méthodes nous permettent de sélectionner le
nombre optimal des modes de relaxation inconnu a priori.

2.4. Influence de la stratégie de bissection

Dans cette partie, nous étudions I’influence de la stratégie de bissection sur les performances
de I’algorithme SIVIAP. On considére alors le modéle d’Havriliak-Negami avec un seul mode
de relaxation. Dans cette section, nous allons considérer deux cas différents (deux valeurs du
vecteur de parameétres) pour lesquels, les pseudo-mesures sont obtenues par simulation du
modele et ajout d'un bruit numérique uniforme borné d’amplitude égale a 1% de la valeur
simulée. Dans les deux cas, nous avons retenu 40 pseudo-mesures réparties sur tout le spectre
(fréquences entre 10°Hz et 10° Hz).

L’estimation des parameétres 7i, a1, [, A&, & est effectuée en utilisant SIVIAP avec les
stratégies de bissection A et C présentées dans le chapitre 1. On doit noter que la stratégie C
requiert la différentiation des fonctions (22) et (23) ; étant donné que la forme analytique de la
dérivée est assez complexe et les parametres multi-occurrents, nous avons opté pour
I’utilisation de la différentiation automatique [Ral81] [RC96], introduite dans le chapitre 1.

Dans les deux cas, la borne d'erreur a priori est prise égale a 1% de la valeur mesurée.

Premier cas: Les vraies valeurs des paramétres a estimer sont :
7, =0.001591s, ;1 =1,4=1, b2 =6,& =3

Les résultats de I’estimation des parametres du modele d’Havriliak-Negami avec un seul
mode de relaxation en utilisant les stratégies A et C sont donnés dans le tableau 4 [RRIC04].

Stratégie A Stratégie C
1-1><10-3 [1.572,1.616] [1.543, 1.658]
o [0.9968, 1] [0.995, 1]
L [0.996, 1] [0.994, 1]
A& [5.925, 6.06] [5.88, 6.12]
& [2.97, 3.03] [2.97, 3.03]
tc (S) 11.7 0.23

Tableau 4 : Paramétres estimés en utilisant les stratégies de bissection A et C
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Deuxiéme cas: Les vraies valeurs des paramétres a estimer sont :
7, =0.001591s,;1»=0.8,41=0.5, 26 =6,& =3

Les résultats de I’estimation des parametres du modéle d’Havriliak-Negami avec un seul
mode de relaxation en utilisant les stratégies A et C sont donnés dans le tableau 5.

Stratégie A StratégieC

7;(ms) [1.483,1.717] [1.346,1.872]

a [0.794,0.806] [0.786,0.812]

B [0.485,0.515] [0.47,0.532]

A& [5.88,6.12] [5.857,6.15]

& [2.95,3.04] [2.93,3.06]
tc (s) 50.1 11.65

Tableau 5 : Parametres estimés en utilisant les stratégies de bissection A et C

Conclusion :

On remarque que les tailles des intervalles générés par SIVIAP sont plus grandes dans le
deuxiéme cas que dans le premier (indépendamment de la stratégie). Ceci peut étre expliqué
par le fait que peu de pavés sont éliminés lorsque la sortie du modele tend a étre « plate ».
Dans notre cas, les parties réelle et imaginaire de la permittivité diélectrique sont assez raides
lorsque le paramétre a; tend vers zéro. Dans ce dernier cas, une faible incertitude sur les
mesures induit une grande incertitude sur les paramétres estimés. Nous verrons que ce
probléme sera rencontré par la suite dans tous les exemples ou le paramétre a; s’approchera
de zéro.

Le temps de calcul est nettement amélioré en utilisant la stratégie de bissection C, qui
privilégie les directions pour lesquelles la taille du pavé représentant la sortie du modéle est la
plus grande. Ainsi, il est parfois inutile de bissecter un parameétre non influent. Cet exemple
montre qu'un choix judicieux de la stratégie de bissection peut, dans certains cas, réduire de
manicre significative le temps de calcul de ’algorithme SIVIAP.

Néanmoins, les tailles des pavés définissant I’approximation extérieure sont plus petites
lorsqu’on utilise un processus de bissection uniforme (stratégie A). Cette derniére stratégie
bissecte uniformément tous les parameétres et la convergence des tailles des intervalles générés
par les bissections est équivalente pour tous les paramétres (on ne privilégie la bissection
d’aucun parameétre). En particulier, les tailles des intervalles tendent vers zéro lorsque 77 tend
vers zéro. D’un autre coté, il est probable qu’une direction de bissection reste souvent
privilégiée en utilisant la stratégie C et dans ce cas les autres parametres ne seront pas
suffisamment bissectés.

2.5. Etudede cas

Dans cette partie, nous évaluons les performances expérimentales de SIVIAP en fonction du
nombre de modes de relaxation, de la vraie valeur des parameétres, de la gamme de
fréquences, de la taille de I’échantillon et de I’amplitude des erreurs additives.
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2.5.1. Casd'un seul mode derelaxation

On considére le modele d’Havriliak-Negami avec un seul mode de relaxation dont les parties
réelle et imaginaire de la permittivité diélectrique sont données en fonction des paramétres &,
A&, T, a1, (1. Le but est d’estimer ces paramétres en mesurant la permittivité diélectrique
complexe. Dans cette section, les pseudo-mesures sont obtenues en simulant le modele avec
plusieurs valeurs du vecteur des parametres. Les domaines a priori des pseudo-mesures sont
données par :

[£,]7[0.99,.1.01Z, | et [£,|=[0.99,1.01 (2|

Dans la suite de cette partie nous allons utiliser SIVIAP dans certains cas ou le spectre n’est
pas complet. En particulier, nous allons étudier I’influence de la largeur du spectre et du
nombre de mesures.

2.5.1.1. Effet de |’ échantillonnage

Considérons le spectre tracé sur la figure 6 et supposons qu’on ne dispose pas de toutes les
mesures. Néanmoins, le domaine de fréquences est le méme que précédemment £ 0 [107, 10°]
Hz. Les résultats obtenus pour 54, 27 et 20 mesures sont donnés dans le tableau 6 avec les
temps de calcul t. correspondants.

T, x107s (o{} B A& & te (s)

54 mesures | [15.72,16.16] [0.9969,1] [0.99671,1] [5.9251,6.0602] | [2.97,3.03] | 154
27 mesures [15.72, 1616] [0.99681,1] [0.99668,1] [5.9252,6.0603] | [2.97,3.03] 9.7
20 mesures | [15.72,16.17] [0.99674,1] [0.99649,1] [5.918,6.0613] | [2.97,3.03] 5.7

Tableau 6. Parametres di¢lectriques estimés pour différents nombres d’échantillons

Dans les trois cas, I’incertitude sur les parametres estimés est comparable et petite ;
’algorithme est efficace méme avec un nombre réduit de mesures. Ceci peut s’expliquer par
la présence de nombreuses données redondantes d’ou un temps de calcul plus important dans
le premier cas.

2.5.1.2. Effet du domaine de fréguence

Dans certains cas, il n’est pas possible d’explorer expérimentalement un domaine de
fréquence aussi large que celui défini précédemment. D’autre part, la valeur du temps de
relaxation étant dépendante de la température, les modes de relaxations sont le plus souvent
excentrés par rapport au domaine de fréquence utilisé et seule la partie basse fréquence ou
haute fréquence est généralement observée. Dans de tels cas, les approches classiques basées
sur la minimisation de critéres échouent notamment a cause de la difficulté de ’initialisation.
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Dans ce paragraphe nous ¢tudierons plusieurs cas pour des mesures effectuées sur seulement
une partie de la bande de fréquence. Ces domaines sont présentés sur la figure 6. Plusieurs
séries d’estimation ont été réalisées en couvrant différentes gammes de fréquences.

Les résultats des différentes estimations, y compris les temps de calcul, réalisées en utilisant
SIVIAP sont présentés dans le tableau 7.

Fréquence(st)
10° 10" 10° 100 100 100 10" 10° 10°
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Figure 6. Différents domaines de fréquence étudiés pour le modele d’Havriliak-Negami
comportant une relaxation avec a1 = 5, = 1.

Cas 7, x107"s m B A& E te (s)

[ [15.68, 16.51] [0.98858,1] | [0.97579,1] [5.9218,6.0768] [2.9375,3.0348] 755

I [15.71, 16.25] [0.99357,1] | [0.99217,1] [5.9241,6.0648] [2.9686,3.03] 182.4

Il [15.73, 16.19] [0.99579,1T | [0.99531,1] [5.9223,6.0612] [2.9699,3.03] 53.2

v [15.53, 16.88] [0.99573,1] | [0.99573,1] | [5.9137,6.186] [2.97,3.03] 494.1

v [15.07,21.57] [0.99437,1] | [0.57636,1] | [5.9007,7.9653] [1,3.1891] 7493

Tableau 7. Paramétres diélectriques estimés pour plusieurs bandes de fréquence en utilisant
toutes les mesures

L’incertitude sur les parameétres estimés est relativement petite pour les différents cas étudiés
sauf pour le dernier cas d’étude pour lequel on ne dispose pas d’informations sur la partie
haute fréquence du mode de relaxation. Dans ce dernier cas, I’incertitude sur [ est
importante ; en effet £ n’influence la forme du spectre de relaxation qu’en haute fréquence.
On remarque ainsi que cette incertitude se propage sur les autres parametres a 1’exception de
1. Le temps de calcul est relativement faible lorsque les mesures couvrent tout le spectre.
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2.5.1.3. Effet de la dissymétrie de la distribution des temps de relaxation

Pour étudier I’effet de la dissymétrie du spectre de relaxation, on considére plusieurs cas en
faisant varier S (voir figure 7), pour a1 = 1, ce qui correspond au modéle de Cole-Davidson
[CA93]. Les différents spectres de relaxation simulés et analysés sont présentés sur la figure
7 ; les valeurs des autres parametres utilis€s sont les mémes que précédemment (&7 = 3, A& =
6 et ; =0.001591s).

Fréquence (Hz)
10° 10" 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10° 10° 10" 10° 10' 10° 10° 10* 10° 10°

T T e T T T ™ T r r T T . T

3k

Fréquence (Hz)

0 ""u -l l s o
10" 10° 10' 10° 10° 10° 10° 10°
o(rad.s?)

10" 10° 10' 10° 10° 10" 10° 10°
w(rads?)

Figure 7. Evolution des spectres de relaxation pour a; = 1 et différentes valeurs de 31
(modéle de Cole-Davidson)

I, x1 0*s ay B A& & te (s)
[15.41,16.2] | [0.9956,1] | [0.79637,0.80803] |  [5.91,6.0753] | [2.9699,3.0301] 33.7
[15.35,16.26] | [0.99545,1] | [0.59607,0.60758] | [5.9101,6.0738] | [2.9691,3.0311] 354
[15.25,16.33] | [0.99516,1] | [0.39611,0.40665] | [5.9181,6.0669] | [2.9637,3.0376] 37.2
[15.26, 16.39] | [0.99511,1] | [0.19633,0.20548] | [5.9184,6.0665] | [2.9242,3.0757] 548

Tableau 8. Parameétres diélectriques estimés pour a1 = 1 et plusieurs valeurs de 5
(6 =0.8,0.6,0.4,0.2)

Les résultats de 1’estimation des paramétres 71, 1, [, A&, & pour différentes valeurs de [
sont donnés par le tableau 8. Dans les différents cas étudiés, 1’incertitude sur les paramétres
estimés est petite. D’autre part, les temps de calcul obtenus restent faibles quelle que soit la

valeur de .

2.5.1.4. Effet delalargeur dela distribution des temps de relaxation

Pour étudier ’effet de la largeur de la distribution des temps de relaxation des spectres, on
consideére plusieurs cas en faisant varier @, pour £ = 1, ce qui correspond au modéle de Cole-
Cole [CA93], les valeurs des autres paramétres étant les mémes que précédemment. Les
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spectres ¢tudiés sont présentés sur la figure 8 et les résultats des estimations sont donnés dans
le tableau 9.

Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
10% 10" 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10° 10% 10" 10° 10* 10° 10*° 10 10° 10°

™ ™ ™ ™ ™ ™ ™ - T - T - T T

3F

3k

0

10" 10° 10' 10 10° 10° 10° 10° 10" 10° 10' 10 10° 10° 10° 10°
w(rad.s?) w(rad.s?)

Figure 8. Paramétres diélectriques estimés pour S = 1 et plusieurs valeurs de o.

7, x107s ai i A& Ewo te (8)
[15.69, 16.59] | [0.79653,0.80496] | [0.98698,1] | [5.9104,6.0987] | [2.9698,3.0301] 533
[15.57, 17.33] | [0.59517,0.60596] | [0.9756,1] | [5.8953,6.124] | [2.9676.3.0316] 107.4
[14.97,21.7] | [0.39373,0.40962] | [0.91988,1] | [5.8828,6.1357] | [2.9459.3.0437] 4053
[14.26,3536] | [0.29148,0.31966] | [0.83244.1] | [5.87.6.146] | [2.8808.3.0656] 1659.1

Tableau 9. Paramétres diélectriques estimés pour £ = 1 et différentes valeurs de a; (a1 = 0.8,
0.6,0.4,0.3)

D’aprés les résultats de 1’estimation des paramétres 71, a1, [, A&, & présentés dans le
tableau 9, on remarque que I’incertitude sur les parameétres estimés augmente avec la largeur
de la distribution des temps de relaxation. Néanmoins, I’incertitude sur a; est relativement
petite, ceci s’explique par le fait que a; est bien estimé lorsque les mesures couvrent tout le
spectre de relaxation. Les temps de calcul obtenus, dépendent sensiblement de la valeur de a;.
Pour des valeurs de a1 < 0.3, le temps de calcul devient considérable ; ceci peut s’expliquer
par le fait que pour des telles valeurs de a1, les parties réelle et imaginaire de la permittivité
complexe sont données par des fonctions qui tendent a étre plates. Néanmoins, de telles
valeurs de a1 sont rarement rencontrées dans des cas réels.

2.5.1.5. Effet combiné de la dissymétrie et de la largeur de la distribution des temps de
relaxation

Dans cette section nous étudions simultanément 1’effet de la dissymétrie du spectre de
relaxation ainsi que de sa largeur. Dans ce cas, quelques couples de valeurs de a; et 5 ont été
étudiés. Les spectres correspondants sont donnés sur la figure 9.
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10 10" 10° 10' 10° 10° 10* 10° 10°
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Figure 9. Spectres de relaxation pour différentes valeurs de 3 et 1.

D’aprés le tableau 10 on remarque que pour les trois cas étudiés I’incertitude sur le parametre
oy est relativement petite ; comme on 1’a indiqué dans les paragraphes précédents, ce
parametre est toujours bien estimé lorsque des mesures couvrent la partie basse fréquence du
mode de relaxation. Les incertitudes sur les paramétres [ et & sont assez grandes pour les
deux derniers cas, ceci s’explique par le fait que les mesures ne couvrent pas entiérement la
partie haute fréquence du mode de relaxation. Ceci entraine une incertitude trés importante
sur le temps de relaxation, notamment dans le dernier cas d’étude, ainsi qu’un accroissement

du temps de calcul.

7, x10™s ay i A& €o te (8)
[12.43,20.46] | [0.4907,0.51] | [0.45229,0.54588] | [5.8226,6.1787] |  [2.8633.118] 609
[10.74, 23.46] | [0.485,0.5215] | [0.06624.0.14494] | [4.7152.8.0619] [1.4321] 6430
[5.58, 107.66] | [0.2853,0.359] | [0.29723,0.66859] | [5.6476,6.8038] |  [2.144,3.389] 7918

Tableau 10. Paramétres di¢lectriques estimés pour plusieurs valeurs de a; et
,3_[ (0’1 :ﬂl = 0.5,a1= 0.5et BJ_ =0.1,a1=0.3 etﬁl =0.5)

2.5.1.6. Influence du bruit de mesure

Pour observer I’effet de I’amplitude de la borne de I’erreur de sortie, nous avons considéré le
spectre de relaxation obtenu en simulant le modele d’Havriliak-Negami comprenant un seul
mode de relaxation avec les valeurs suivantes :

7, =1/20077 = 0.001591s, on = 0.8,4,= 0.5, f61 = 6,&, =3

Nous donnons dans le tableau 11 les résultats de I’estimation des parametres diélectriques en
fonction de la largeur des domaines des mesures.
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Bruit 1% 2% 5%
a [0.793, 0.807] [0.790, 0.810] [0.781, 0.820]
2 [0.487, 0.513] [0.480, 0.519] [0.461, 0.538]
71 (ms) [1.490, 1.694] [1.427, 1.783] [1.277,2.010]
A&, [5.890, 6.115] [5.816, 6.189] [5.628, 6.389]
s [2.963, 3.035] [2.931, 3.068] [2.832, 3.164]

t. (5) 108.43 453.84 4920

Tableau 11 : Parameétres diélectriques estimés avec amplitude de la borne de I’erreur de
sortie : 1%, 2% et 5%

Nous remarquons d’apres le tableau 11 que I’incertitude sur les parameétres estimés augmente
en fonction de I’amplitude sur le bruit de mesure. Ce pessimisme est plus remarquable pour
les parameétres f), 7 et Ag;. Néanmoins, les parametres a; et & sont relativement bien estimés
dans les trois cas. L’accroissement du temps de calcul avec I’erreur peut s’expliquer par
I’absence de solutions intérieures méme dans le cas d’une erreur de 5% ; le nombre de
bissections est considérable. On rappelle qu’on décide d’arréter un pavé lorsqu’on prouve
qu’il est acceptable ou le cas échéant inconsistant avec les mesures.

2.5.1.7. Conclusions

Dans cette partie, nous avons considéré le modele d’Havriliak-Negami avec un seul mode de
relaxation. Nous avons constaté que 1’incertitude sur les parametres estimés dépend surtout de
la valeur du paramétre @;. En effet, le mode de relaxation est mieux visible pour des valeurs
de a; proches de 1. D’autre part, le temps du calcul ainsi que I’incertitude sur les parametres
estimées augmentent lorsque une partie du spectre n’est pas disponible. Ceci s’explique par le
fait que d’une part, ’absence d’une partie du spectre rend la contraction non optimale et
d’autre part, on ne dispose pas d’informations sur le comportement du modele dans cette zone
manquante.

D’un un autre coté, nous avons étudié I’effet de ’amplitude de la borne d’erreur des mesures
sur les paramétres estimés. Nous avons alors constaté que la variation de cette amplitude ne se
répercute pas sur tous les paramétres mais seulement sur f;, 7; et Ag;. En effet, & est toujours

bien estimé lorsqu’on dispose des mesures hautes fréquences et a; des mesures basses
fréquences.

2.5.2. Casdedeux modesdereaxation

On considére maintenant le modele d’Havriliak-Negami avec deux modes de relaxation dont
les parties réelle et imaginaire de la permittivité di€lectrique sont calculées a partir des
paramétres & , A& , T, a, [, A&, T, &, , [ donnés dans le tableau 12. Le spectre de
relaxation correspondant est présenté sur la figure 10. L’amplitude de I’erreur de sortie est de
1%.
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Fréquence (Hz)
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Figure 10. Spectre de relaxation obtenu pour les parametres donnés
dans le tableau 12

Paramétre Valeur réelle Encadrement extérieur
a, 0.7 [0.6602; 0.74208]
B 0.5 [0.37108; 0.60837]
1 (s) 0.3183 [0.2839; 0.3569]
A& 1 [0.9174; 1.25]
o 0.4 [0.33619; 0.43822]
5 0.8 [0.6875; 1]
B (s) 1.989x 10 [8.481 x 107 ;3.045 x 10™]
A& 0.5 [0.25106 ; 0.57618]
& 2.8 [2.7931 ;2.8018]

Tableau 12. Parametres di¢lectriques estimés pour deux modes de relaxation

Le résultat de 1’estimation des paramétres du modele d’Havriliak-Negami avec deux modes
de relaxations en utilisant SIVIAP est donnée dans le tableau 12. On remarque que
I’incertitude sur certains parameétres estimés est importante. Pour avoir une solution moins
pessimiste (petites largeurs des intervalles), il faudrait travailler avec une meilleure précision
(il faudrait utiliser un paramétre /7 dans SIVIAP suffisamment petit) ce qui va engendrer un
temps de calcul plus important.

Par ailleurs, le temps de calcul est de I’ordre de 15 heures, ceci s’explique par le fait que le
contracteur utilisé ne permet pas de réduire considérablement les domaines des parameétres a
estimer. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que 1’utilisation de la représentation polaire
pour les intervalles complexes nous permettra de réduire de maniere significative le temps de
calcul.
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2.6. Inconvénients de la décomposition en partiesréelle et imaginaire

Dans les exemples traités dans les sections précédentes, nous avons utilisé des expressions
analytiques pour les parties réelle et imaginaire de la permittivité di¢lectrique complexe. Ceci
nous a permis d’utiliser des techniques d’analyse par intervalles réels. Néanmoins,
I’utilisation de formes explicites pour & et & limite les performances du contracteur associé
a SIVIAP étant donné la présence de paramétres multioccurrents. En effet, le nombre
d’occurrences de la majorité des parameétre est supérieur a 1. On donne dans le tableau 13 le
nombre d’occurrences de chaque variable dans la partie réelle et la partie imaginaire.

I a; G Ag Eoo g, s
&' 4 7 2 1 1 1 2
&' 4 7 2 1 0 1 2

Tableau 13. Nombre d’occurrences des parameétres du modele d’Havriliak-Negami

On remarque que le parameétre @, se répete 7 fois dans la partie réelle et autant de fois dans la

partie imaginaire. L’évaluation des fonctions d’inclusion naturelles de &' et & est alors trés
pessimiste a cause du phénomene de dépendance.

En examinant I’expression complexe de la permittivité diélectrique donnée par 1’équation
(20), on observe que si on manipulait directement des intervalles complexes, tous les
parametres du modele seraient mono-occurrents. Pour exploiter cette forme mono-occurrente,
nous utiliserons ci-apres des intervalles complexes.

2.7. Intervalles complexes

Dans cette section, nous allons utiliser le modele donné par la fonction a variables complexes
définie par (20). Ceci nécessite donc le bon choix de la représentation des intervalles
complexes. Pour choisir une telle représentation, nous commencons d’abord par évaluer le
dénominateur d’un des termes représentant une relaxation en utilisant les formes rectangulaire
et polaire.

On considere la fonction complexe f'définie par :
a\A
/(@1 a, p) =(1+(ja)r) ) o j=-1 (26)

et soient : [a']:[O.S, 1] s [,8]:[0.4, 1], [T]:[O.S, 1] set w=2mrads™.

Evaluons d’abord la fonction d’inclusion naturelle de f en utilisant la représentation
rectangulaire des intervalles complexes. On note alors par :
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z, = (jowr)” = (wr)’ [ECOS(%] tJ Sin(%n

Z,

(1+2)

Pour évaluer la fonction d’inclusion naturelle de £, il suffit d’évaluer celles de Z;, Z, et Z;
données par :

[2]=(ed 4)" = («f )" EE(%T] J(%TD

[z.] = (1 +[Zl])
[z,] = ([ z) )[ﬁ]

On remarque que I’évaluation de Z; est pessimiste. En effet I’ensemble :

fe= (or) s ) + s 7)) 1 a0l (4.2 (4]

n’est pas un rectangle, étant donné que I’ensemble :

o) o) ot

décrit un arc de cercle. Les deux sources de pessimisme que sont le phénomeéne de
dépendance et d’enveloppement influent dans notre cas.

De méme, 1’évaluation de la fonction d’inclusion naturelle de Z; est pessimiste ; ceci est dii au
fait qu’elle est évaluée comme suit :

(2] =(2])" = exo (8] mog(2]))

et I’évaluation de la fonction logarithme sur un rectangle n’est pas un rectangle.

Considérons maintenant la représentation polaire des intervalles complexes. On obtient alors :
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2= (o)’ = |(wrf . "} ={0. 6

z,=(1+2)={p, 6}

Zs (Zz)ﬂ :{(pz)ﬂ’ IBWZ} ={n,, 6}

Les fonctions d’inclusion naturelles de Z;, Z, et Z; sont ainsi données par :

(20 = (e 1) ={(ed ). 07 =1 L)
[2)] = (1 +[Zl]) :{[102]’[92]}
(2] = (21" ={(e)". 14 tel} ={[o].16]

On remarque alors que 1’évaluation de Z; par le biais de sa fonction d’inclusion naturelle est
exacte ¢étant donné que les fonctions exp et Log sont minimales et que 1’on n’a pas d’effet de
dépendance. Le méme raisonnement nous permet de conclure que 1’évaluation de Z; est
exacte (a condition que celle de Z, le soit). Néanmoins, Z, ne peut pas étre représenté par un
secteur, du fait de la présence de I’opération (+) ; un pessimisme est alors introduit.

Numériquement, nous obtenons les évaluations suivantes :

[£.](«[7].[a].[B]) =[0.189847,8.27881] + j[0.109196,8.20953]
[/, (@[, [a].[B]) = [[1:32873,7.02597] , [0.20304,1.41297]]

=[0.208844,6.88164] + j{0.267933,6.93864

ou [f.] est la fonction d’inclusion naturelle de f évaluée en utilisant la représentation
rectangulaire et [f,] est celle obtenue par la forme polaire. On remarque que la seconde est

moins pessimiste.
Dans la suite, nous allons alors utiliser I’arithmétique des intervalles complexes polaires

développée dans le chapitre 2 afin d’étudier quelques cas expérimentaux.

2.7.1. Etude de cas expérimentaux

Dans cette partie, nous poursuivons I’étude de la performance expérimentale de SIVIAP en
traitant des cas de complexité accrue, ce qui est rendu possible par le caractére mono-occurent
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des parametres du modele et donc la bonne performance attendue du contracteur propagation
— rétropropagation.

2.7.1.1. Cas d’'un mode de relaxation en présence de la conductivité

Dans cette section, nous allons étudier divers cas expérimentaux ou la contribution de la
conductivité n’est pas négligée ; le nombre de paramétres a estimer est alors fixé a 7. Nous
verrons que le temps de calcul n’augmente pas sensiblement par rapport au cas de I’estimation
de seulement 5 parametres. Ceci s’explique par le fait que les parametres liés a la contribution
de la conductivité sont mono-occurrents ; la contraction de leurs domaines par le contracteur
propagation — rétropropagation est optimale.

Position du mode de relaxation :

On considére le cas des spectres de relaxation tracés sur la figure 11, ils sont obtenus en
simulant le mod¢le d’Havriliak-Negami avec un seul mode de relaxation et en considérant que
la contribution de la conductivité n’est pas négligée. Sur la figure 11, nous avons tracé 5
spectres obtenus pour 5 valeurs de 7; (10, 1072, 107, 10™, 107 (s)) et en prenant :

Mm=08;5=06;06=6;67=3;s=1; 0,/ =11.3s"

Fréquence(Hz)
w0 10wt 1 10 1

/8

g =10" S/m
6 —T1=1()"s
W 1=10s
Sk 3
1=10"s
4 - 1=10"s

Figure 11. Spectres de relaxation pour différentes valeurs de 7;.

Les résultats de I’estimation des parametres du modele d’Havriliak-Negami avec un seul
mode de relaxation et tenant compte de la contribution de la conductivité sont donnés dans le
tableau 14.

D’aprés les résultats donnés dans le tableau 14, nous constatons que le temps de calcul
diminue lorsque le mode de relaxation et le phénoméne de conduction sont séparés et lorsque
le mode est centré sur le domaine de fréquence. D’autre part, nous remarquons que
I’incertitude sur le paramétre [ augmente lorsque la partie haute fréquence du mode est
tronquée. Enfin, les parametres A&, &, Op et s sont bien estimés dans tous les cas étudiés.
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Paramétre 1% cas 2%me cag 3% cag 4% cag 5%MC cag
a [0.7795,0.831] |  [0.785, 0.8195] [0.788, 0.81] [0.79, 0.808] [0.794, 0.806]
B [0.569, 0.6244] |  [0.577, 0.6027] [0.5839, 0.6205] [0.581, 0.6029] [0.574, 0.625]
71 (s) [0.095, 0.106] | [0.95.107, 1.04.10] | [0.94.107, 1.04.107 ] | [0.94.10™, 1.05.107*] | [0.94.107, 1.07.107]
N [5.932, 6.038] [5.97, 6.027] [5.98, 6.02] [5.97, 6.03] [5.939, 6.06]
& [2.995, 3.004] [2.99, 3.007] [2.988,3.01] [2.98, 3.02] [2.948, 3.053]
a,/&, [11.288,11.32] | [11.288, 11.316] [11.288, 11.315] [11.288, 11.315] [11.288, 11.3147]
s [0.999, 1] [0.999, 1] [0.999, 1] [0.999, 1] [0.999, 1]
Tc (s) 19.6 9.54 6.76 7.8 20.25

Tableau 14. Paramétres diélectriques estimés pour plusieurs valeurs de 7; (107 s,

1075, 107 s, 10™s, 107 s)

I nfluence de la contribution de la conductivité :

Considérons les spectres de relaxation tracés sur la figure 12 afin d’étudier I’influence de la
contribution de la conductivité sur les paramétres estimés.

Figure 12. Spectres de relaxation pour différentes valeurs de Op.

Les spectres tracés sur la figure 12 sont obtenus en simulant le modele d’Havriliak-Negami
avec un mode de relaxation pour différentes valeurs de g, /¢, (s) (g,/€,=0.113, 1.13, 11.3,

113, 1130) et pour :

n=00ls,n=08;3=06;0a=6;&=3;s=1,;

Les résultats de I’estimation des parametres du modele d’Havriliak-Negami avec un seul
mode de relaxation et tenant compte de la contribution de la conductivité sont donnés dans le

tableau 15.
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Paramétre 1¥ cas 2% cag 3 cas 4°™ cag 5™ cas
a, [0.791,0.8097] | [0.786,0.8125] [0.785, 0.8195] [0.7765, 0.8265] | [0.7619, 0.8399]
B, [0.5858, 0.613] [0.582, 0.62] [0.577, 0.6027] [0.5708, 0.6282] | [0.5607, 0.6429]
7,(s) | [0.00964,0.0105] | [0.00963,0.0106] | [0.95.102, 1.04.107] | [0.00938, 0.0105] | [0.00913, 0.0106]
Ag [5.98, 6.015] [5.977, 6.019] [5.97, 6.027] [5.9596, 6.0349] | [5.957, 6.0358]
‘. [2.994, 3.006] [2.993, 3.0068] [2.99, 3.007] [2.9924,3.0071] | [2.991,3.007]
a,/e, [0.1126,0.1154] | [1.1283, 1.1362] | [11.288, 11.316] [112.88, 113.11] |[1128.8, 1131.08]
s [0.98977, 1] [0.998, 1] [0.999, 1] [0.999, 1] [0.99999, 1]
t (5) 178 22 9.54 110.5 1700

Tableau 15. Paramétres diélectriques estimés pour plusieurs valeurs de g, /¢,

Nous remarquons d’aprés le tableau 15 que le temps de calcul augmente considérablement
lorsque le mode de relaxation est entiérement masqué par le phénoméne de conduction (5
cas). Néanmoins, dans ce dernier cas les parameétres gy et s sont trés bien estimés ; en effet, on
dispose de suffisamment d’informations relatives a ce phénomene. En revanche, les
paramétres relatifs au mode de relaxation (a1, B, 1, A&, &) sont dans ce cas moins bien
estimés, l’incertitude est relativement grande (par rapport aux parametres relatifs au
phénomene de conduction).

2.7.1.2. Cas de deux modes de relaxation et comparaison des représentations

On considere le modele d’Havriliak-Negami avec deux modes de relaxation dont les parties
réelle et imaginaire de la permittivité diélectrique sont calculées a partir des parametres & ,
As, i, o, B, 08, », ar, [ donnés dans le tableau 16. Dans le méme tableau, nous
avons donné le résultat de I’estimation de ces parametres en utilisant SIVIAP avec 77 = 0.01.
La deuxieme colonne contient le résultat de 1I’estimation obtenue en utilisant la décomposition
en partie réelle et partie imaginaire de la permittivit¢ complexe ; la troisieme colonne est
relative aux intervalles polaires. La borne d’erreur a priori est prise égale a 0.1% de la
pseudo-mesure.

Vraies valeurs Réelle + Imaginaire Forme polaire
a; 0.6 [0.593;0.633] [0.599, 0.609]
B 1 [0.9375; 1] [0.983, 1]
A& 1 [0.971 ; 1.015] [0.987, 1.008]
7y (x10°) 15.915 [15.04 ; 17.39] [15.62, 16.33]
a 0.8 [0.796 ; 0.803] [0.797, 0.8016]
5 0.7 [0.683 ; 0.713] [0.692,0.7101]
4s 6 [5.984 ; 6.029] [5.988, 6.013]
L5 0.15915 [0.154 ; 0.166] [0.154,0.162]
Ew 3 [2.999 ; 3.001] [2.99999, 3]
te 4h 8 min 20 min

Tableau 16. Paramétres diélectriques estimés pour le modele d’Havriliak-Negami avec deux
modes de relaxation et en utilisant deux représentations des intervalles complexes.

On remarque d’aprés le tableau 16 que le temps de calcul est beaucoup moins important dans
le cas des intervalles complexes polaires, ceci grace au nombre d’occurrences des variables
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assez réduit qui rend le contracteur propagation-rétropropagation plus efficace. On doit noter
que ceci est valable pour un borne d’erreur a priori d’amplitude assez petite.

2.7.2. Avantages et inconvénients de la repr ésentation complexe

Considérons le cas d’un spectre complet obtenu en simulant le mode¢le d’Havriliak-Negami
avec un seul mode de relaxation avec les valeurs suivantes :

a;=0.8,5=0.51,=0.001594, A& = 6,6, =3

Nous supposons que I’erreur de sortie est bornée et d’amplitude 1% de la pseudo-mesure.
L’estimation des paramétres du modele d’Havriliak-Negami avec un seul mode de relaxation
génere en 363 secondes un ensemble de pavés contenant la solution exacte. La projection de
cet ensemble sur les axes correspondant aux différents parametres, donne :

a, [0.79122, 0.809]
B [0.46914, 0.531]
7, | O |[0.001412, 0.001785]
As, [5.8689, 6.1352]

£ [2.9537, 3.0452]

00

On remarque que le temps de calcul est trés important par rapport a celui obtenu en utilisant
les fonctions explicites des parties réelle et imaginaire (le temps de calcul en utilisant les
formes explicites de la partie réelle et la partie imaginaire est t, = 108.4 s) ; on donnera dans la
suite une raison a cette constatation.

Considérons maintenant le méme cas mais en supposant que la borne sur 1’erreur a priori est
de 0.1% de la pseudo-mesure. L’estimation des paramétres du modele d’Havriliak-Negami
avec un seul mode de relaxation génére en 2.2 secondes les résultats suivants :

a, [0.79745, 0.80252]
B [0.49307, 0.50753]
7, [J {[0.001542, 0.001635]
Ag, [5.9822, 6.0175]

& [2.9887, 3.0112]

00

L’estimation de ces parametres, avec les mémes hypotheses, en utilisant la forme explicite des
parties réelle et imaginaire génére en 14.9 secondes un ensemble dont la projection par
rapport aux différents parametres est donnée par :
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a, [0.797, 0.803]
B [0.493, 0.506]
7, | O |[0.001546, 0.001643]
As, [5.982, 6.015]

£ [2.991, 3.009]

Ainsi, pour une borne de 1%, le temps de calcul le plus petit est obtenu pour les formes
explicites des parties réelle et imaginaire. A I’inverse, pour une borne de 0.1%, le temps de
calcul le plus petit est obtenu pour la représentation polaire.

Ces résultats peuvent s’expliquer par le phénoméne de dépendance rencontré en utilisant la
décomposition en parties réelle et imaginaire, a cause notamment du caractére multi-occurant
des parametres. Dans une telle situation, le contracteur propagation — rétropropagation utilisé
est moins efficace. Pour une borne de 0.1%, I’algorithme fondé sur les formes polaires est le
plus rapide.

Inversement, 1’utilisation de la forme polaire contourne le probléme de dépendance, mais
introduit un pessimisme induit par enveloppement. Lorsque les données expérimentales sont
décrites par des intervalles de taille importante, ce pessimisme handicape la forme polaire.
Pour une borne de 1%, 1’algorithme fond¢ sur la décomposition en partie réelle/imaginaire est
le plus rapide.

2.8. Conclusion

Dans cette premiere partie du chapitre, nous avons utilis¢ des techniques d’inversion
ensembliste par arithmétique par intervalles pour I’estimation de paramétres diélectriques. Ces
méthodes permettent de trouver toutes les valeurs du vecteur de parametres compatibles avec
les mesures et avec les bornes d’erreurs supposées connues a priori. Les données utilisées
dans cette premicre partie sont obtenues par simulation.

Dans cette partie, nous avons montré que I’estimation de parameétres dans un contexte a
erreurs bornées permet de rejeter un modele lorsque des données expérimentales ne sont pas
compatibles avec ce modéle. Cette approche nous a permis de déterminer le nombre de modes
de relaxation diélectrique, inconnu a priori.

D’un autre coté, nous avons montré sur un exemple qu’un bon choix de la stratégie de
bissection permet de réduire le temps de calcul. En général, la stratégie C est la plus efficace,
néanmoins, elle nécessite de calculer la dérivée d’une fonction ; ceci est fait a 1’aide de la
différentiation automatique.

D’autre part, étant donné que le modele d’Havriliak-Negami utilisé est a variable complexe,
nous avons considéré deux représentations pour la permittivité diélectrique. Dans un premier
lieu, nous avons décomposé la sortie du modele en une partie réelle et une partie imaginaire
données par des fonctions explicites. L’avantage d’une telle approche est de ne travailler
qu’avec des intervalles réels ; ceci nous a permis d’éviter I’effet d’enveloppement. Dans un
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second lieu, nous avons représenté la sortie incertaine du modéele par un intervalle complexe
polaire. L’avantage de cette approche est de ne pas chercher des fonctions explicites donnant
les parties réelle et imaginaire de la permittivité diélectrique. L’utilisation du modele a
variable complexe est préférable pour la propagation de contraintes étant donné¢ le nombre
d’occurrences réduit pour chaque variable. Néanmoins, 1’effet d’enveloppement est amplifi¢
en utilisation des intervalles complexes, notamment en présence d’un bruit de mesure
important.

3. Estimation de parametresthermophysiques

Dans cette partie nous allons considérer une seconde application qui consiste a identifier la
diffusivité thermique a et la conductivité thermique A d’un matériau. Le dispositif
expérimental utilis¢ a fait 1’objet des deux théses [TK98]; [BouO3]. Il a aussi fait I’objet
d’une caractérisation garantie par inversion et projection ensembliste [Bra02].

3.1. Lebanc d'essai

Le principe de la mesure consiste a placer un échantillon de conductivité et de diffusivité
inconnues entre deux plaques métalliques. La plaque dite, « plaque avant » est soumise a une
excitation périodique de température. L’autre plaque dite, « plaque arriére » a une face en
contact avec l'air a température ambiante (voir figures 13 et 14). Le contact thermique entre
différents éléments est assuré par une graisse a haute conductivité thermique. L’ensemble du
dispositif est placé dans une enceinte sous vide secondaire. Les températures sont mesurées au
sein des deux plaques métalliques. En utilisant ces deux mesures de température, on se
propose d’identifier la conductivité et la diffusivité de 1’échantillon.

44 mm
44 mm '
cuivre
|
9mm 4 A thermocouples
v
€ Ech —<<
10
mm v X
laiton

Figure 13 : Schéma du porte échantillon
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Face arriére :
échanges avec l'air

Plague de cuivre

Thermocouple :

Température Tarriere

Plaque de laiton S Thermocouple :
Température Tayant

graisse

Face avant :
soumise a sollicitation périodique

Figure 14 : Plan du banc d'essai

3.2. Lemodéle

3.2.1. Les hypothéses de modélisation

Le systéme thermique étudié est constitué de cinq couches : deux couches métalliques servant
de porte-échantillon, une couche homogene constituant I'échantillon et de couches de graisse
thermique. Pour chaque couche de matériau homogéne, on résout l'équation de la
conservation de I'énergie. On utilise aussi les relations suivantes :

- al'interface entre les couches, la continuité des températures et des flux ;
- sur la face avant, la température imposée est supposée connue ;

- sur la face arriere, le flux échangé avec I’atmosphére résiduelle dans 1’enceinte est
modélisé par une relation mettant en jeu la température de surface, la température
ambiante, supposée connue et un coefficient d'échange surfacique.

3.2.2. Fonction detransfert

Le systéme est représenté par la fonction de transfert écrite comme étant le rapport entre les
températures des portes-échantillons arricre et avant, soit :

T . (]
H (]CL)) = ;r”ere((jac;))) (27)

Nous utilisons une écriture explicite de cette fonction de transfert a I’aide de la représentation
« quadripdle » des matériaux homogenes. Cette derniere permet de modéliser chaque matériau
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par un quadripdle thermique Z(ja) ayant pour entrées les transformées de Fourier de la
température et du flux thermique sur la face avant et pour sorties celles sur la face arriere
[LAG 99] [WDM 02].

3.2.3. Lamodédlisation " quadripéle" d'un matériau homogene

On suppose que le systéme est mono-dimensionnel, c'est-a-dire invariant par translation dans
un plan (voir figure 15).

e dpc
To T1
%o ¢
>
x=0| . X=e X
Figure 15 : Matériau homogéne
Les variables du systémes sont dans le tableau 17 :
Grandeur Symbole Unité
Température de la face arriere T K
Température de la face avant To K
Flux surfacique échangé a face arriere | ¢, W/im*
Flux surfacique échangé a face avant | ¢, W/im*
Masse volumique P kg/m’
Capacité calorifique massique Cp J/kgK
Conductivité A W/mK
Epaisseur e m
Diffusivité a m’/s
Coefficient d’échange surfacique h Wim'K

Tableau 17 : Variables du systeme

L'équation de la conservation de 1'énergie dans le matériau s’écrit :
0°T(x,t) 1 0T (x,¢
(x.0) _ 1 97 (x,1)

28
ox? a ot (28)
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ou la diffusivité a est définie par a =

P

On pose les variables suivantes :

- Tlx=0.0)=7,()

- Tlr=er)=1()

IPYE LU0 YA

ox |-

- - Téjj’f) =¢,(:)

x=e

En procédant a une transformée de Laplace du systeéme d’équations, on obtient :

0°T (x,s) :i[T(x,s)

Ox? a

ou s désigne la variable de Laplace. On obtient :

T(x =0,S)=T0(S)

T(x=e.s)=T(s)

e o IETXD

e = I 10

La solution générale de 1’équation est de la forme :
0<x<e, T(x,s)=A(s) Eosh( s/a @) +B(s) @inh( s/a Er)

On obtient pour A4 et B les expressions suivantes :

_ _T(s)-T, (s) E’cosh( s/a B?)
Als)=h(s) e Bls)= sinh( s/a @)

On obtient pour les flux surfaciques les expressions suivantes :

102

(29)

(30)

(1)



Estimation : Applications

= 6T(x,s)| _ Al/s/a i _i i

Als)= A=, w0 tanh(\/s/are) T sinh /s/a [2) T(s)
(32)

= 6T(x,s)| _ Al/s/a o) - AQ/s/a i

7(s)= B . mm(ya@f% mm(sm@)M()

Ainsi, il est possible de trouver une relation entre le couple (température — flux surfacique) de
la face arricre et le couple (température — flux surfacique) de la face avant, sous une forme
matricielle connue en thermique sous le nom de « quadripdle » d’une paroi :

O]

cosh (y/s/a [2) ! Sinh (y/s/a [2)

Z(s)= AWfs/a (34)

A s/aEiinh( s/a B?) cosh( s/a E’)

avece

En utilisant le temps caractéristique de Fourier défini par la relation :

r=— (35)

R=5 (36)

le quadripdle s’écrit sous la forme suivante :

sinh ﬁ
Z( ): cosh(ﬁ) RE—I% )
JTG Ginh (V7 ) (475)

R

3.2.4. Casd' un matériau sansinertie

Lorsque le matériau étudié est un matériau qui présente une inertie négligeable, le
« quadripole » devient :
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RERES -
Moo = ,11 = (38)

ou R représente la résistance du matériau.

3.2.5. Echanges par oi-air

On peut aussi écrire le « quadripole » pour décrire les relations entre le couple (température —
flux surfacique) a la surface d’un matériau et le couple (température — flux surfacique) du
fluide en contact avec cette surface. On obtient :

1
Z(s)|h S (39)
1

ou 4 est le coefficient d’échange global tenant compte des transferts par convection et
rayonnement.

3.2.6. Modéle du dispositif expérimental

Température « avant »

En utilisant les quadripdles, on peut écrire les relations suivantes pour le flux et la température
de la plaque avant :

ps

20 Z0 L) O Ze s )| 0

avee ©

cosh (\/T,_Eé) R —F—"

YAOE (41)
7,3 Binh ({7, 3
i R ( ) cosh(,/l’,l]) _
1 R..
Z une(5) = { 0 1} (42)
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cosh (\/ﬁ) R, E—T@
Z suls)= o ! (43)
_\/ﬁ El;p (\/Tp_g) cosh (\/ﬁ) |

cosh (\/TC_E% ) R, Ej@
Z eun(5)= | i (44)
. Blzh (\/TC_B) cosh (\/1}75)

c

Dans I’équation (40), Tp représente la température de surface de la face arriere de la plaque de
cuivre.

Température « arriere »

Pour la température « arriere », on écrit de méme :

T, icre (S ) _ T, (S )
[ ¢arriére ( S)} - Z CUIVRE | thermocouple (S ) I:% h To ( s)} (45)

avece :

cosh(wlfzrc B‘) R 3 N

rCBEinz(w/EerB‘) - ( m)

c

Z Cuivre/ Thermocouple (S) = (46)

ou ¢ représente le rapport entre la distance thermocouple - face arriére et 1’épaisseur de la

plaque de cuivre. Ainsi ce dernier quadripdle modélise la partie de la plaque de cuivre située
entre le thermocouple et la face arricre.

Réponse fréguentielle

La réponse fréquentielle est donnée par le rapport entre la transformée de Fourier de la
température « arriere » et de la température « avant » :

T . (j2
H (]27Tf) — ;rrzere((;zgf))
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3.2.7. Les paramétres du modéle

Les parameétres thermophysiques du laiton et du cuivre sont tirés de la littérature et les
paramétres géométriques sont mesurés. Les parametres supposés connus sont en réalité
incertains. Néanmoins, dans le cadre de notre étude, nous allons les considérer certains.

Nous rappelons que le premier but de ce chapitre est de valider la bibliothéque d’intervalles
polaires développée dans le chapitre 2. Le cas incertain sera considéré dans une étude
ultérieure.

L es parameétres de la plague de laiton

La plaque de laiton est en contact avec le bloc Peltier.

e Diffusivité : a= 0.33x10* m?.s™

¢ Conductivité : A=100 W.m! K!

* Distance entre le thermocouple soudé dans la plaque de laiton et I’interface laiton —

échantillon : e =5x10" m.

L es paramétres de la plaque de cuivre

¢ Diffusivité : a. = 1.14x10™* m*.s™
 Conductivité : A =389 W.m" K
* Distance entre le thermocouple soudé dans la plaque de cuivre et I'interface cuivre —
¢chantillon : Exe,=4.5%x10" m.
* Distance entre I’interface cuivre — échantillon et la surface en contact avec 1’air ambiant :
e.=9x10° m

Donc &£ =0.5.

L es paramétres des couches de la graisse

* La résistance thermique de la couche de graisse est estimée égale a :

R, = 1.18x10* m*KW™!

L es échanges thermiques en face arriere

L’utilisation d’un coefficient d’échange /. pour modéliser la convection a la surface d’une
paroi a température ambiante est courante en thermique. Les coefficients utilisés sont soit
constants soit variables et dépendent du sens des flux, de la vitesse de fluide, de la position
(horizontal — vertical) de la surface etc... Cependant, a I’heure actuelle, on ne sait pas
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quantifier ce coefficient pour une paroi dont la température est modulée. D’autre part, il est
nécessaire de tenir compte des échanges par rayonnement entre la face arriere et
I’environnement. Etant donné que I’ensemble du dispositif de mesure ainsi que 1’enceinte sont
a température ambiante et que les modulations de température imposées sont de quelques
degrés, il est possible de prendre en compte ces échanges en utilisant un coefficient d’échange
par rayonnement linéarisé 4,. L’ensemble des échanges par convection et rayonnement est
modélisé en introduisant un coefficient d’échange global / :

h=h +h (48)

On suppose que le coefficient d’échange a la surface est :

h=5W.m2>K"!

3.3. Estimation

L’objectif de cette partie est d’étudier la faisabilité de 1’inversion ensembliste en utilisant la
représentation polaire des intervalles complexes présentée dans le chapitre 2. La
caractérisation compléte du banc d’essai n’est pas considérée dans ce chapitre.

3.3.1. Représentation complexe

Nous avons vu dans les sections précédentes que le modele utilisé est a variable complexe. En
plus, il est trés difficile de décomposer analytiquement la fonction de transfert liant la
température de sortie a la température d’entrée en une partie réelle et une partie imaginaire. Il
est donc nécessaire d’utiliser une représentation des intervalles complexes. Dans la thése
[Bra02], la représentation rectangulaire a ¢été préférée étant donné la simplicité de
I’implémentation des opérations arithmétiques. Dans la suite de ce chapitre, nous allons
utiliser la représentation polaire développée dans le chapitre 2 ; ce choix est motivé d’une part

par la présence dans le modele du terme +/ j277f et d’autre part par la présence de la fonction

exponentielle. A noter que ces deux dernicres fonctions sont minimales lorsqu’on utilise la
forme polaire.

Exemple: Afin d’illustrer les performances de la représentation polaire par rapport a la
représentation rectangulaire, on se propose d’évaluer le terme suivant figurant dans le
modele présenté ci-dessus :

) sinh(F) ) sinh(,/r gvznf)
g(r./)= Jis Jrgons @)

On considere le cas ou /= 0.005 Hz et TD[4, 6] . L’¢évaluation de la fonction g en utilisant

respectivement la représentation rectangulaire g, et la représentation polaire g, donne :

[ g, (7. £)] =[0.646304,1.54104] + j[-0.2521,0.319481]
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[, (7. )] ={[0.816569,1.22499] , [6.20811,6.40957]}

=[0.810056,1.22499] + j[-0.0918891,0.15440¢]

On remarque que, pour cet exemple, 1’évaluation utilisant la représentation polaire est moins
pessimiste que celle basée sur I’arithmétique des intervalles rectangulaires. Cela a donc
motivé notre choix pour les intervalles polaires étant donné que le modéle comporte plusieurs
fois le terme (49).

3.3.2. Fonctionsd’'inclusion

Dans la suite de ce chapitre nous allons utiliser uniquement la fonction d’inclusion naturelle
de la fonction de transfert liant la température de sortie a celle d’entrée.

3.3.3. Estimation des parametresthermophysiques d’un échantillon de PVDF

On se propose dans cette section d’identifier les parametres thermophysiques du PVDF
(Polyfluorure de Vinylidéne) en utilisant les mesures réelles représentées sur les figures 16 et
17. Les températures des faces avant (plaque de laiton) et arriére (plaque de cuivre) sont
mesurées a 1’aide de thermocouples. Les signaux fournis par les thermocouples sont
amplifiés, filtrés (filtre passe-bas a 4 Hz) et linéarisés a 1’aide de modules de conditionnement
[Bou03]. Les données sont échantillonnées a une fréquence de 1kHz. Une moyenne de 50
mesures est effectuée a chaque seconde. La durée totale d’une expérience est fixée a 67
minutes.

Une série de 20 expériences a été réalisée en utilisant les mémes conditions expérimentales.
Lors de chaque expérience, on utilise un signal d’excitation composé¢ d’une somme de 5
sinusoides de fréquences fy, 2fo, 4/, 8fo et 16f, avec fo = 2.5mHz. Une fonction de transfert
H(jaw) est calculée aprés chaque expérience. On obtient ainsi pour chaque fréquence
d’excitation, 20 valeurs de la fonction de transfert thermique expérimentale, a partir
desquelles sont obtenues les bornes d’erreur de H ( jmif ) .

Sur les figures 16 et 17, nous avons tracé respectivement les bornes inférieure et supérieure du
module (en échelle logarithmique) et de la phase (en échelle semi-logarithmique) de la
fonction de transfert pour différentes fréquences.
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Figure 16 : Bornes du module des mesures
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Figure 17 : Bornes de la phase des mesures

Les domaines de recherche initiaux des parametres a estimer sont :
Jr, O[1.30]s" et R, O[107, 5 ]m> K.W"

En utilisant SIVIAP avec 7=0.001, nous avons obtenu en 20 secondes 1’ensemble des pavés

tracés sur la figure 18. L’approximation intérieure est tracée en clair et I’ensemble des pavés
indéterminés en foncé.
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N

o :I[I-ZI'S II::' :IIJII 15 :I::':“ :IIII|:“E
RP
Figure 18 : Ensemble de pavés obtenus par SIVIAP pour le PVDF

La projection de ces ensembles par rapport aux deux axes fournit un encadrement extérieur de
I’incertitude associée a chacun des parameétres :

Jr, 0[6.8694,7.2375] s'°

R, 0[0.010819, 0.011315] m>.K.W"

On obtient alors pour un échantillon d’épaisseur e, = 2mm :
A, 0[0.1767, 0.1848] Wm 'K
a, 0[7.636,8.476[110™ m’s’!
soit :

A, =0.181 + 2.2% Wm 'K

a, =8.056007 + 5.2% m’s’

Par ailleurs, les valeurs obtenues pour ce méme matériau dans des conditions expérimentales
similaires en utilisant une minimisation quadratique sont [Bou03] :

A =0.180 + 0.6% Wm 'K

P

a, =9.120007 + 4.2%m’s"
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Enfin, les valeurs fournies par le fabriquant sont :
0.1< A, <025

42007 < a,< 1.1007 m’s™

On constate donc que les valeurs estimées sont compatibles avec celles proposées dans la
littérature et celles obtenues par minimisation quadratique.

3.4. Conclusion

Dans cette partie, nous avons identifié¢ les parametres thermophysiques du PVDF a I’aide de
I’algorithme d’inversion ensembliste SIVIAP, ou 1’évaluation de la sortie du modele a été
réalisée en utilisant la bibliothéque d’arithmétique des intervalles complexes développée dans
le chapitre 2. Nous avons obtenu une approximation intérieure pour I’ensemble solution
prouvant ainsi 1’existence d’une solution. Les valeurs identifiées par SIVIAP sont en accord
avec les valeurs issues de la littérature.

La caractérisation compléte du dispositif expérimental avec la nouvelles bibliothéque,
incluant la prise en compte des incertitudes de modele par projection ensembliste, fera I’objet
d’une étude ultérieure.

4. Conclusion générale

Ce chapitre a été consacré a I’application des méthodes ensemblistes a 1’estimation de
parametres physiques pour deux applications différentes. Dans le cadre de [’analyse
diélectrique, le mode¢le utilis¢, dit de Havriliak-Negami, est donné par une fonction a variable
complexe.

Pour 1’évaluer, deux approches ont ¢été considérées: la premicre est basée sur la
décomposition explicite de cette fonction en deux parties réelle et imaginaire ; I’arithmétique
des intervalles réels est alors utilisée. Néanmoins, ces fonctions explicites contiennent des
variables multi-occurrentes, le contracteur propagation — rétropropagation n’est alors pas
optimal. La seconde approche consiste a utiliser I’arithmétique des intervalles complexes
polaires introduite dans le chapitre 2. L’avantage est d’éviter le probléme de dépendance ;
ainsi, le contracteur utilis¢ avec SIVIA est optimal. Néanmoins, 1’effet d’enveloppement rend
ces fonctions d’inclusion pessimistes. Dans une étude ultérieure, nous allons combiner la
décomposition en parties réelle et imaginaire pour 1’évaluation des fonctions d’inclusion et la
représentation polaire pour la contraction. Par ailleurs, nous notons qu’aucune approximation
intérieure de ’ensemble solution n’a été atteinte ; ceci explique la difficulté numérique du
probléme étudié. Dans une étude ultérieure, nous proposons de combiner les méthodes
garanties avec des techniques de recherche ponctuelles afin de pouvoir caractériser les
approximations intérieures.
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Dans un second temps, nous avons montré que I’estimation de parameétres dans un contexte a
erreurs bornées permet de rejeter un modele lorsque des données expérimentales ne sont pas
compatibles avec ce modele. Cette approche nous a permis de déterminer le nombre de modes
de relaxation, inconnu a priori.

Enfin, nous avons montré sur un exemple numérique que le choix de la stratégie de bissection
permet dans certain cas, de réduire de maniere significative le temps de calcul de 1’algorithme
SIVIAP. En effet, le temps de calcul est nettement amélioré en utilisant la stratégie de
bissection C : ainsi, il est parfois inutile de bissecter un paramétre non influent.

Dans la deuxieme partie du chapitre, nous nous sommes intéressés a une deuxiéme
application concernant [’estimation des propriétés thermo-physiques (conductivité et
diffusivité thermique) de matériaux par inversion ensembliste. Le modele utilisé est non
linéaire et a variable complexe. De plus, nous ne disposons pas de formule explicite pour la
décomposition en parties réelle et imaginaire. Dans ce chapitre, nous avons montré qu’il est
possible d’estimer ces parameétres thermophysiques en utilisant 1’arithmétique des intervalles
complexes polaires. La continuation de ce travail consistera a associer la représentation
polaire aux algorithmes de projection développés dans [Bra02] et utilisés pour la
caractérisation garantie du banc d’essai.

112



Intégration d’ EDOs

Chapitre 4

Intégration numérique garantie des équations

différentielles

1. Introduction

Les modéles obtenus a I’ aide des principes fondamentaux de la physique sont souvent décrits
par des équations différentielles. La résolution symbolique de ces éguations est dans la plupart
des cas trés difficile, voire impossible a réaliser étant donné le caractére non linéaire de ces
équations. Plusieurs schémas numériques permettant de calculer une approximation de ces
équations ont été proposes afin de résoudre ce probleme. Dans certaines applications, ces
équations différentielles contiennent des paramétres incertains appartenant a un ensemble
connu a priori. Dans d’ autres cas, la condition initiale n’est pas non plus connue d’'une
mani ére exacte. Pour résoudre ce probléme a |’ aide de méthodes ponctuelles, on effectue des
tirages aléatoires dans I’ ensemble initial. Ces méthodes sont généralement robustes et fiables
pour la plupart des applications. Mais il existe des cas ou €elles retournent des solutions
imprécises. D’autre part, il existe des situations ou les bornes de I’ erreur sont désirées ou
nécessaires et peuvent étre critiques pour la fiabilité du systéme. Il est alors préférable de
S assurer que la solution appartient a un domaine connu.

L’utilisation des méthodes garanties permet de remédier a ce probléme; ces derniéres
permettent de calculer deux bornes inférieure et supérieure d’'un pavé dont on garantit qu’il
contient la solution de I’ équation différentielle pour toute valeur des paramétres incertains ou
de la condition initiale. Ces méthodes permettent aussi de s assurer que le probleme étudié
contient ou non une solution. En effet, si le pavé retourné est vide, alors le systeme
d équations différentielles ne possede pas de solution ; dans le cas contraire son existence est
assurée. A noter que la propriété de garantie n'est pas assurée en utilisant les méthodes
classiques d'intégrations d’ équations différentielles ordinaires (EDOs) étant donné que seule
une approximation de la solution est calculée.

Parmi les raisons qui ont empéché I’ utilisation des techniques d’ analyse par intervalles pour la
résolution des équations différentielles, on peut noter le temps de calcul tres important par
rapport aux méthodes standards. Cependant ce probléme a été résolu par I'utilisation de
calculateurs a capacité importante. De plus, dans certaines situations, |’ utilisation de I’ analyse
par intervalles peut ne pas exiger un temps de calcul et un espace mémoire plus importants
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gue dans le cas des méthodes standards, par exemple dans le cas de la résolution d’ équations
avec des paramétres non connus mais situés dans des domaines connus.

Plusieurs méthodes ont été développées afin de résoudre le systéme (1) ci-dessous. Dans ce
chapitre, le principe généra de résolution ains que les méthodes les plus utilisées seront
présentés. Pour plus de détails, on peut consulter [Moo66] [Eij81] [Loh88] [Rih94] [BM 98],
[Ned99]. Dans la section 2, nous alons rappeler le principe général des méthodes garanties
fondé sur deux étapes : la premiere, détaillée dans la section 3, consiste a prouver |’ existence
et I’ unicité de la solution et déterminer un encadrement a priori de la solution. L’ encadrement
a priori est contracté en une deuxiéme phase afin de donner I’ ensemble solution, cette étape
est détaillée dans la section 4.

2. Principe général

Considérons le systeme d’ équations différentielles défini par :

x(t) =f(x(1))
x(t,) O x],

(1)

Avec t O [t,, T] et £0C** (D), D O R" un ensemble ouvert. On peut bien sir considérer
le cas ou I’'EDO (1) contient des parametres incertains représentés par desintervalles réels.

Le but de ce chapitre est de calculer, a chaque instant t; U {ts, to...tn} dans|’intervalle [to, t],
un paveé [x ], le plus petit possible, contenant d’ une maniere garantie la solution de (1) at; et

pour tout x(t,) [0 x], .

La majorité des méthodes de résolution garantie d équations différentielles comportent, a
chague pas d’intégration, deux étapes :

- La premiere consiste a vérifier I’existence et I'unicité de la solution. Dans le cas ou
I'existence est prouvee, un pas d'intégration hy ainsi qu'un encadrement a priori [X;]
vérifiant :

od 4 gy U 1%,
sont calcules, avec t,, =t + h,.

- Ladeuxieme consiste a calculer un pave [x,,] [] X, contenant la solution de (1) a tj+
pour tout x(t;) (I x] . Ceci consiste donc a contracter, ou réduire, le pavé [x;]. Cette

deuxieme étape est généralement réalisée a I’ aide d' un développement de Taylor d ordre
élevé et en utilisant des fonctions d'inclusion centrée. 1l est aussi possible d’ utiliser des
contracteurs a point fixe.
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3. Existence, unicité et solution a priori

Cette étape est réalisée al’ aide de I’ opérateur de Picard-Lindel6f et du théoreme du point fixe
[Ned99]. C’est une méthode du premier ordre permettant de calculer un pas h;=t,,, —t; et

un ensemble a priori [X;] contenant latrajectoire de la solution de (1) pour tO[t;,t;,,] et pour
x(t;) O [x;]. Considérons alors |’ équation suivante :

() =f(x(®), tat,t]

@)
x(t;) = x,
ou lafonction f vérifie les mémes hypotheses données dans la section 1.
Définition 1 : On appelle opérateur de Picard-Lindel 6f I’ opérateur T défini par :
t
T(x(t)) =x, + j f(x(s))ds ©

ou x et f sont deux fonctions et t; est une variable indépendante qui peut représenter la
variable temps. .

Propriété 1: Lorsque x et f représentent les fonctions définies dans (2), alors
(TX)(tj+]_) = Xj+1'

La démonstration de cette propriété est immeédiate, il suffit d’intégrer I’ équation x(t) =f(x(t))
surtllt;, t,) - *

J
Théoréme 1 - Théoreme du point fixe ou de Banach :

Soit ¢ : Y - Y définie dans un espace métrique complet avec d(.,.) comme distance
métrique, et soit0< y <1, aorss :

d(¢(x), #(y)) < yd(x,y) (4)

pour tout x ety O Y. Alors ¢ posséde un seul point fixex OY.

Proposition 1: On considere I’eéquation différentielle (2), soient h, =t —t;, et [x,]0 D
telsque:

x, + [0, h] (%)) O[%)] (5)
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dorslepave [x;] contient toute latrajectoire de x(t), solution de I’ équation differentielle (2),
entret; et tj.1.

Preuve : Supposons que l'inclusion (5) est vérifiée; soit U I'ensemble des fonctions
continuessur [t;,t;,] et avaleursdanslepavé [x;] :

U ={u lu0C(It;, t,]) €00 [t t,,], )] %, } (6)

En appliquant I’ opérateur de Picard-Lindel 6f a une fonction u CJU , on obtient :
t
T(u(t)) = x, + L f(u(s))ds = x(t)
D’ autre part on a u(s)[ ] , donc:
t
T(u(t)) O x, + jt fl( % )ds

Sachant que t0[t;,t;,;] et h =t -t aors:

T(u(t)) Ox, +[0,h,]0 f( & )
En tenant compte de (5), on obtient :

T(u(t)) ¥ %] (7)

On constate alors d’ aprés (7) que::
0w U, T(u(t))d

Et comme T(u(t)) OC{ t;,t;]) ,dors:
T(U)OU (8)

L’ opérateur de Picard-Lindel 6f est alors contractant [Eijgenraam, 81] et possede un seul point
fixe dans U . D’autre part, on sait que le point fixe de I'opérateur de Picard-Lindelof est

solution de I’ équation différentielle (2) pour t([t;,t;,,] avec x; comme condition initiale. On

peut donc déduire que le pavé [X] contient toute la trajectoire de la solution de (2) pour
toft,, b1, ¢

Proposition 2 : Supposons maintenant que dans (2), I’ éat initial x(t;) n’est pas connu d’une
maniere exacte mais x(t;) (I x| ; dansce casun pave [x] vérifiant I'inclusion suivante :

[x;] + [0, h]iF([X]) O [X] (9)
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contient d’ une maniére garantie latrgjectoire de I’ équation différentielle définie dans (2) et ce
quelle que soit lacondition initiale x(t;) [ x] . .

La preuve de la proposition 2 est immédiate.

Il est clair d'aprées la proposition 2 que si on réussit a calculer un pavé [X;] vérifiant
I"inclusion (9), alors |’ équation différentielle :

x(t) =f(x(t)), tht, 4}
X(tj) O X]j

(10)

possede une solution unique a chaque instant t et pour une condition initiale x(t;) O] x| .

Calculer le plus petit pavé [X;] verifiant (9) est un probleme numériquement difficile; en

général on se contente d’'une approximation extérieure. Néanmoins, le fait d avoir une
solution a priori pessimiste peut étre amorti dans la phase de correction (ou de contraction)
consistant a calculer un pave [x ] contenant lasolution del’EDO al’instant tj.1.

On présente ici un algorithme assez simple a mettre en cauvre afin de calculer un pavé [x] et
un pas d'intégration h; vérifiant I’inclusion (9).

Algorithme 1 : validation

1 Entrées: [x;,], hj, hmn, a, £, f, Valide:= faux ;

2. Tantque (h, >h; et Valide#vrai )

3. [%,1:=[x;] +[0.h] @B(x;])

4, [%,]:=[%,] +[-£.] [I% ]

5. it ([x,]+[0h]E(%,]) O[%,])
6. Valide:=vrai ;

7. sinon

8. h:=am ;

9. Aller &I’ étape 3.

10.  Sorties: Valide, [x/], h;.
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Le principe de I’ algorithme est de prendre initialement pour [X;] un pavé contenant [x;] puis
de le gonfler en espérant vérifier I'inclusion (9). S tel n'est pas le cas, aors le pas
d’intégration fixé au début est réduit. Si aprés quelques itérations, le pas devient plus petit que
la valeur minimale fixée a priori, I’algorithme est arrété. Le parametre a est en général
choisi tel que 0.5<a<1 ; enpratique, on prend a = 0.8 [Ned99]. Le choix de ¢ influesur le

pessimisme de la solution a priori ; en effet, s'il est trop petit le temps d exécution de
I"algorithme devient assez important. En contre partie, une grande valeur de £ rend la
solution a priori pessimiste.

Cet adgorithme est une adaptation d’un algorithme proposé dans [Ned99] et qui utilise un
développement de Taylor d' ordre élevé a la place de I'inclusion de premier ordre (9) afin de
prouver |’ existence et I’ unicité de la solution de I’ EDO.

Remarque 1: On a vu que la vérification de I’ existence et de I’ unicité de la solution a été
effectuée en utilisant |’ opérateur de Picard-Lindel6f. L’ encadrement a priori est donc calculé a
I”aide d'un développement en série de Taylor de premier ordre ; il est général plus pessimiste
que celui calculé dans [NJPO1] en se basant sur un développement de Taylor d’ ordre éleve.

4. Réduction de la solution

On considére de nouveau |’ équation différentielle (10) ; dans ce paragraphe on suppose que
I’ existence et I’ unicité de la solution de (10) pour chaque tl t;, t;] ont eté validees et que le

pas h; et lasolution a priori [X;] ont été calculés.

4.1. Intégration a I’aide du développement de Taylor

Le but de cette partie est de pouvoir calculer, al’aide d’ un développement de Taylor, un pavé

[x,.,] verifiant :

[Xj+1] 0 [ij]
(11)
X(tj+l) D[Xj+1]D X(tD [Xj]

Théoreme 2 : Théoreme de Taylor:

On considére I’ équation différentielle (2), avec f une fonction de classe C* sur [t i L], dors:

x(ta) = x(t) + zl—l,(“ @)ty t)) +R [t 6) (12)

(1-6)<*

063 [01] | R, (t,,.t;, & (- 1)) [ x®(&.0+ (2- 6),) K1)

de (13)
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Proposition 2: La solution x;,, de I' EDO (2) a I'instant t.; avec x(t,)=x,; verifie
I"inclusion suivante:

k-1 ) )
X, Oxt Zf['](x ;)hi+ hjkf[kl([i ) (14)
i=1

avec h, =t;,, —t;, [X;] verifiant (9) et :

f[ll = X(1) =f
fo = Lo - 1dfy
2 2 dx
(15)
li-1
flil = ,lx“) - __1df f
il i dx

Les coefficients de Taylor f!'! sont obtenus &I’ aide de la différentiation automatique [Ral81]
[RCO6].

Preuve : On suppose que nous avons prouve I’ existence et I’ unicité de la solution de I’ EDO
(2) pour tout tU[t;, t;,,] et qu'un pave [X;] vérifiant (9) est disponible, alorsla solution atj+,

vérifie (12) et (13), avec:

(1-6)**
(k-1)!

1
R, (t,,,t,) = hkj0x<k>(9tj+1+(1- o) do

D’autrepart ona:

x® = k™
aors:

R, (t,.,,t) = h*[ k9 (x(er,,, +(1- )t ))(1- 6)'d 6

(s ty) = [ KM (x(8t, +(2-O)t))(L- 6)

Etant donne que [x;] contient toute |a trgjectoire de la solution de I"'EDO pour tO[t;, t;, ],
alors on obtient I’ appartenance :

R, (t;.0.t,) 0 [ KE(E, D(1-0)“de= hM(E ][ k(1- 6)'d8
enfin on obtient :
R, (t;.,, 1) ORI, ]) (16)

Larelation (14) découle directement de (12) et (16). .
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L’ extension de (14) au cas ou la condition initile x(t;)C)[x;] est donnée par la fonction
d’inclusion naturelle de (14), s obtient de la sorte :

k-1

X1 0 [Xj+1] = [Xj] + Zf[i]([xj])hi + hkf[k]([f‘j]) (17)

i=1

A I'aide de la formule (17) on peut donc intégrer I’ équation différentielle (1) d’une maniere
garantie. Néanmoins, la taille des intervalles [x,],[x,]...[x,] est dans notre cas une suite

strictement croissante, en effet :
W(["Jﬂ]) = W([Xi]) *
= W([XJ’ D

Par conségquent, la méthode d’intégration de I'EDO en utilisant le schéma (17) diverge aprées
quelques pas d'intégration. Dans les sections suivantes, la formule (17) est améliorée afin
d éviter ce probleme.

w(lx, ) +w{e ([, T))

k=1
1

4.2. Méthode directe

On considére de nouveau (10) ; pour améliorer (17), les coefficients de Taylor sont évalués en
utilisant laforme centrée [Rih94].

A I’aide de laforme centrée donnée dans e chapitre 1, on obtient :
f([x 1) =) + I ("Ix]x] - %)) (18)
ou :
- x; 0 x| :engénéra on prend le centre,
- J (f";[x,]) : unefonction d'inclusion du Jacobien du i*™ coefficient de Taylor évalué
sur le pave [x ] .

Cette forme centrée est préférée a la fonction d'inclusion naturelle du i*™ coefficient de
Taylor lorsque lataille du pave [x;] est assez petite, dans le cas contraire, cette forme centrée

N’ est pas moins pessimiste.

En introduisant la forme centrée dans (17), on obtient :
R ko S k-1 A R
[x,.] = &, + Y. d7(%,) + h@v (1) + {1 + > ha(e; [x,.])}([xj] - %;)(19)
i=1 i=1

ou I est lamatrice identité de dimension appropriée.
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La majorité des méthodes d'intégration garantie d’ équations différentielles sont basées sur
I’ expression (19) [Moo66] [Eij81] [Rih94] [Loh88].

Onposeadors:
[5,]= {1+ Sra(rs 1)) @0
(Vi ]=%, + 20 @0 (%) +he @9 (%) (21)

X, = m([vm]) = m(ii + kih; [ﬂ[i]()}j) + h @ ([gj])j (22)

ou m([x]) représente le centre du pavé [x] . Le pavé [v.,,] est une approximation ponctuelle

"
delasolution al’ingtant tj.; en prenant comme condition initiale x; = X; .

En tenant compte des notations (20) a (22), I’ expression (19) peut étre réécrite sous laforme :
[Xj+1] = [Vj+1:| +|:Sj]([xj] - i,) (23)

La méthode d'intégration, appelée méthode directe, est basée sur le schéma numérique (23),
elle est résumée dans I’ algorithme suivant :

Algorithme 2 : Méthode directe
1. Entrées: [X,], h, [xj],fzj )

2. Calculer

k-1
3. [Vm} =%, + 2N [ﬂm(f‘i) +hy m[k]([f‘i]) )
i=1

4. [SJ ={I + EJ(f[i]; [Xj])};

5. [x.] = [Viﬂ] + |:Sj:|([xi] i ’A‘i)
0. §j+1 = m([vjﬂ:') = m([xj+1]) ;
7. Sorties: [x,,], f‘m

Comme on I’a noté dessus, le pave [v,,,] est une approximation ponctuelle de la solution a
I'instant t.1 en prenant comme condition initiale x; =X,;. L’incertitude sur ce terme est
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introduite par le dernier élément de la série de Taylor. Néanmoins, cette incertitude peut étre

réduite en utilisant un ordre élevé dans le développement de Taylor donné par les lignes 3 et
4 ; ceci sefait alors au détriment du temps de calcul.

L’intégration de |’ équation différentielle (10) a I’aide de I’ algorithme de la méthode directe
N’ est pas en général possible ; en effet, I’ agorithme diverge au bout de quelques pas a cause
de la propagation du pessimisme di au terme [Sj]([xj] - %,). L'analyse suivante nous
permet de bien comprendre ce probléme (voir, [Rih94] [Ned99] pour plus de détails).

Etant donné un pavéinitial [x(t,)] = [x,], on obtient d' apres (23) :
[ = [v] +[So] (Ixo] - %)
(o] =[ve] +[8](I] - )
=[va] #[S:] (v - %) + [Sa] (%] - %))
=[va] +[8] (] - &) + [S] (8] (%] - %))
En procédant de laméme maniére pour le terme suivant :
(%l =[via] +[8](Ix] - %))
=[via] +[s)(Iv,] - %))
* [Si]([si—lj([vi—l] - ﬁi—l)) (24)

* [Si}([si—l}"([so]([vo] il ’A‘o)))
Analysons par exemple le dernier terme [sj]([sj_l]~-([so]([vo] - io))) :

pour j = 0, on calcule [S,]([x,] - X,)

pour j = 1, le dernier terme est donné par [S,]([S,]([x,] - %)) ; pour I'évaluer, on
calcule d'abord le produit [SO]([XO] - io) puis on multiplie le résultat par la matrice
[S,] - Ceci introduit alors un pessimisme compte tenu du fait que::

W([Sl] ([SO] ([xo] - ’A‘O))) = |[Sl]||[SO]|W([Xo] -X,)
et comme

[S.]efSell = [S.][S]
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aors

W([Sl] ([SO]([XO] - ’A‘O))) 2 |[Sl][SO]|W([ xd -%X,)
=w(([s.J[8q)(Ix:] - %))

- en procédant de la méme maniére, on obtient

W([Si}([si—l}”([SO] ([Vo] ) ’A‘O))))Z W([Si][si—lj[SO] ([ vd - ’A‘O))

On constate alors qu’ un pessimisme dd au phénomene d’ envel oppement est introduit & chaque
pas d'intégration. L’ algorithme de la méthode directe diverge au bout de quelques itérations.

Dans la plupart des autres méthodes d’ intégration basées sur (23), le pessimisme est contrélé

en prenant des précautions avant de calculer le terme [Sj]([xj] - xj).

4.3. Réduction du pessimisme

Supposons qu’on arrive achoisir un pas d intégration h; permettant d’ avoir :

|51 <2

on obtient alors;

W(I:SJ:I([XJ'] - ii)): H:SJ':”W([XJ'] - %))
<w(lx,] - %))

La solution est alors contractée a chaque pas d'intégration. Néanmoins, il est rare de
rencontrer une matrice [Sj] vérifiant ” [Sj } ||<1. On verra dans les paragraphes suivant que

d’ autres méthodes permettent, dans plusieurs cas, de contrdler le pessimisme.

4.4. Méthode de Lohner

4.4.1. Principe de l1a méthode de Lohner

Lohner [Loh88] propose d’ écrire la solution al’instant tj.; sous laforme suivante :

A

Xjn :{ X TA L, |rj+1|:|':rj +1]} (25)

ol X,

est une approximation donnée par (22), A, est une matrice ponctuelle et [r;,,] est

j+1
un pavé. Le bon choix de la matrice A, assure le bon fonctionnement de la méthode de

Lohner.

i1
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Considérons |es mémes notations données dans la méthode directe. Et soient :

[2)n] = hi ([f‘JD

(26)
Sja = m(|:zj+l])
on obtient alors:
~ ~ k_l i i ~ ~
Rpa =%+ 20 EY(R)) +5,, (27)
i=1
A partir de (19), (20), (26) et (27) on obtient :
[Xj+1] = (’A‘j+1 - gj+1) + I:Zj+1] +[Sj}([xj] } i]) (28)
D’ autre part, d' aprés (25) on pose :
[x,]-x;=A,[r] (29)
En utilisant (29) et en réorganisant (28), on obtient :
[X.] :§j+1 +(|:Sj:|Aj)[rj]+[Zj+1:|_sj+1 (30)
On fait maintenant apparaitre une matrice inversible A;j;1, on adonc :
o] =%, + A (AT (8,14, ) i1 + A7 (2] - 5,4) (31)

Notons [rm] par :
(] = (A7 (s 18 )imd + AT ([71] - 51 (@)

On obtient alors :
|:Xj+1] = §j+1 + Aj+1|:rj +1} (33)

Le bon choix de la matrice Aj+1 nous permettra aors de bien controler le pessmisme. Cette
méthode d'intégration suppose que la matrice Aj+1 est inversible (dans le cas contraire, la
méthode d'intégration échoue). Le choix de la matrice A1 sera discuté plus loin dans ce
chapitre.

Le paveé [x,,,] caculé a I'aide de (33) est une approximation extérieure de |’ensemble
suivant :

~

{xj+1 + A, T +1D[rj +1]} (34)
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Comme cet ensemble n’est pas un pave, un pessimisme da al’ effet d’ enveloppement est alors
introduit. Pour réduire cet effet, deux méthodes sont proposées dans la littérature [Loh88]
[Ned99].

4.4.2. Méthode parallélépipédique

Considérons la solution de I'EDO (1) donnée par la formule (31). Etant donné que le
pessimisme di au terme A]Til([zjﬂ] - sjﬂ) peut étre facilement contrélé en utilisant un
développement de Taylor d ordre élevé et en choisissant un pas d'intégration assez petit

(sachant que [z, | est proportionnel & (1/k!)h¥), on examine uniquement le pessimisme

i+l

introduit par leterme A7 ([Sj]Aj)[rj] :

On pose:

[AHJ = m([si]Ai) (35)
D’ autre part, on peut decomposer lamatrice [S;] en deux termes:

[SJ =S, +[EJ (36)

on obtient dlors:
A, =SA (37)

Par la suite on obtient :
A;}fl([SJ:IAJ') = A;ls;l(SiAi + I:Ej]Aj)
(38)
=1+ A}léi_l[Ei]Ai

Le terme considéré est presgue égale a la matrice identité lorsque le dernier terme est proche
de la matrice nulle. Ceci peut étre le cas lorsque H §}1[EJ.]H = 0 et lorsque la matrice A; est
bien conditionnée. Lorsque ces derniéres conditions sont satisfaites, le pessimisme sur le
terme Alfil([sj]Aj)[rj] , qQui représente la principale source de pessimisme dans (32), est

assez réduit. Néanmoins, ces conditions ne sont pas assurées par le choix (35), ce qui peut
alors conduire a des résultats trés pessimistes.

J ORI A H

[S;] n’est pas grande.

4.4.3. Factorisation QR

Cette méthode a été proposee par Lohner [Loh88] qui I'a utilisé pour |'implémentation du
solveur AWA [Loh94] ; elle est généralement trés robuste. Le principe de cette méthode
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consiste a représenter un ensemble quelconque dans une nouvelle base permettant de réduire
I effet d’ envel oppement.

Soit A ;+1 Une matrice ponctuelle vérifiant :
A,.0[5,]4,
On note alors par
A=A LR,

ou Pj.+; est une matrice de permutation permettant de minimiser le pessimisme; on peut
consulter [Loh88] [ Ned99] pour plus de détails sur le choix de cette matrice.

Lamatrice A ., est alors factorisée a1’ aide de la factorisation QR, on obtient :

i1

A

Ay =QRy,
ou Qj+1 est une matrice orthogonale et R;+1 est une matrice triangulaire supérieure.
Dans la méthode de Lohner [Loh88], on prend alors::
AL=Q, (39)

Cette méthode consiste donc a représenter |’ensemble ([S;JA )[r] dans une nouvelle base
permettant de réduire I’ effet d’ enveloppement. Elle est particulierement efficace, comme dans

,,,,,

pas grande.

4.4.4. Algorithme de Lohner

L’ algorithme de la méthode de Lohner est basé sur I’ utilisation des expressions (32) et (33)
ainsi que lafactorisation QR.

Algorithme 3 : Méthode de Lohner
1 Entrées: [X,], hy, [x,], [r;], X;, Aj;

2. Calculer
3. [zp]=nM([5])
4. S 1= m([zjﬂ])
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5, Y @7 (%;) +5,.,

i=1

6. [SJ:{I + kih}J(f[”; [xj])}

i=1
7. Calculer Aj+1 al’aide de lafactorisation QR
jal 1= f(jﬂ + (I:Sj]Aj)[rj] + I:Zj+1:| TS

o [a] = (A7a([s, 18 Jimd+ AT (7] - 51

10.  Sorties: [x,,,], X,,y, Ajs, [1,] .

8. [x

4.5. Méthode de la valeur moyenne étendue

Cette méthode a été proposée par Rihm [Rih94], elle consiste a réduire le pessimisme de la
méthode directe avec un pré-conditionnement matriciel. Pour simplifier la présentation de
cette méthode, nous commencons d' abord par les premiers pas d’ intégration.

En utilisant I’ expression (23), on obtient :
[, = [va] +[So] (%] - %)
=[vi] +[q]

avec :

[9.] =[So]([xo] - %)
= &, ((A[8) (1)
= Al[pl]

ou A; est une matrice non singuliére et

[p.] = ((A[So]) (1]~ %))

Comme pour |la méthode de Lohner, I’introduction de lamatrice A;* permet de réduire I’ effet
d’enveloppement dans le produit [S,]([x,] - X,). Néanmoins, ceci dépend de plusieurs

facteursi.e. lamatrice A doit étre inversible et bien conditionnée et lataille des ééments de la
matrice [S,]| assez petite.
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De méme, une approximation de la solution al’instant t, est donnée par :
[x,] = [Vz] + [Sl]([xl] - il)

Etant donné que:
[x,] = [Vl] + [ql]

aors:

[x,] = [Vz] + ([Sl]Al)[pl] +[S1]([V1] - 5‘1)
I ntrodui sons maintenant une matrice A, supposée non singuliére et bien conditionnée, alors:
[x,] = [Vz] +A, ((A;l ([ Sl] Al))[pl] + A;l[ Sl] ([Vl] - il))

Notons par :
[pz] = (A;l([sl] Al))[pl] + Agl[sl]([vl] - il)

on obtient finalement :
[x,] = [Vz] + Az[pz]

=[v,] +[a]

En procédant de la méme maniére, on obtient al’instant tj.1:

[aia]=([S]a))[p,] +[5,](1v)] - %)

[pu]= ((Aﬁl([sj}Ai))[Pi] + T[S (Iv,] - 5‘1))

La suite des matrices A; peut étre calculée en utilisant la méthode QR présentée ci-dessus,
néanmoins, on ne peut pas garantir que ces matrices soient toutes inversibles et bien

conditionnées.

L’ algorithme de la méthode de |a valeur moyenne étendue est résumé dans I’ algorithme 4.

L’ algorithme est initialisé avec [p,] =0, A1 = I et la solution a priori [X;] est calculée a

I”aide de I’ algorithme 1.

Rihm [Rih1994] affirme que la méthode de la valeur moyenne étendue produit des résultats

mMoins pessimistes par rapport ala méthode de Lohner [Loh88].
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Algorithme 4 : Méthode de |a valeur moyenne éendue

1. Entrées [x], [%;], [p;]. hy, X, A

2. Cdlculer:

k-1

3. vl =X+ sz@W+ﬂWBmW

4. [S,]=1+ gJ(f[”;[xj])hi

S. [qj+l] = ([Sj]Aj)[pj] + [Sj]([vj]_%j)
6. [Xj+1]: [Vj+1] + [qj+1]

7. [p.a] = ALL(S 1A )IP;] + (ATLIS; D(v;]-X))

(al’aide delafactorisation QR)

J+1

9. Sorties: [x;,], [Pjul: Ajn

4.6. Méthode d’Hermite-Obreschkoff

Cette méthode a été étendue du cas ponctuel aux intervalles par Nedialkov [NJ99]. Elle est
géné&ralement plus efficace que les méthodes basées sur un développement de Taylor
explicite. Pour résoudre une équation différentielle ordinaire avec la méthode d’'Hermite-
Obreschkoff, deux étapes sont nécessaires: la premiére, appelée prédiction, utilise un
développement de Taylor et la deuxieme, dite correction, consiste a réduire la solution
obtenue dans la phase de prédiction ; un contracteur est alors utilisé.

4.6.1. Cas ponctuel

Dans cette section nous donnons un petit succinct du schéma classique de la méthode
d’ Hermite-Obreschkoff (cas ponctuel et sans garantie).

On considére alors |’ égquation différentielle (2) et notons par :
_s(s-1)°
Poa(s) " pra)l
ohd = q!(p+q —i?!
- (p+a)(a-i)

(9

(40)

g (s) =
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oo sOOR, p,qil0N, O0<i<q e g est une fonction au moins (p+q+l) fois
différentiable.

Les intégrations par parties successives de I’intégrale J'Ol P.q(s)g* ™ (s)ds, obtenues par
[Dar1876] et [Her1878], donnent :

() [P ()2 ()ds =3 (1) ¢ (1) - Y P (0) (@)

i=0 i

Notons par x(t) lasolution del’EDO (2) et par :

g(s) = X(tj + Shi) (42)

g(s) est alors lasolution de I'EDO (2) al’instant (t; + shy) étant donne x(t;) solution atj. On
obtient alors :

i x®
o (1) _ ()(1) — h| (t ) — h| f[i](xj+1) (43)

i! )

g(p+q+1) (s) = hjp+q+1x(p+q +) (tj +Shj)

ol 1" est 1ei®™ coefficient de Taylor delafonction x(t) solution de (2).

En utilisant la notation (43), on a:

+ 1 +q + +( 1
(=179 [ P (g (s)ds = (-)PThP*I* [ P, ((9)x P (¢, +sh;)ds

(p+g+1) (44)
_( )q q p hp+q+1X (€(|)
(p+a)! ' (p+q+D)!

ol le|®™ &ément dexP*%* (&) est évaluéaun instant & Oft;, t,.] .

Les expressions (41) et (44) donnent :

d i - P o Ip! (prard) (£
~1) ¢*Phf(x. ) = Y cPohfl(x ) + (-)1—LP peranX ) (45
;( ) [ J (XJ+1) ;l J (XJ) ( ) (p+q)' i (p+q+1)| ( )
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Si on suppose que la solution de I'EDO (2) a I'instant t; est connue, alors la résolution du
systeme d’ équations (45) permet de trouver la solution de (2) atj.1. La méthode d’intégration
ponctuelle d’ Hermite-Obreschkoff [GCHK97] [Wan77] est basée sur la résolution de (45) ou
le dernier terme correspond a |’ erreur de troncature. Ce schéma a été étendu dans [Ned99] au
cas ou lasolution at; appartient aun intervalle.

4.6.2. Extension aux intervalles

L’ extension de la méthode d’ Hermite-Obreschkoff aux intervalles consiste d’ abord a prédire
la solution & I'instant tj+1 en utilisant une des méthodes basées sur un développement de
Taylor. L’ approximation extérieure obtenue est ensuite contractée en résolvant le systéme
d équations (45). Dans la suite de cette section nous allons décrire cette procédure.

Soit [x;] la solution de I'EDO (10) a I'instant t;, et notons par [x(j’ﬂ] une approximation

extérieure de lasolution de I’ EDO al’instant tj+1 calculée par exemple al’ aide de la méthode
Lohner. La phase de correction consiste alors a calculer un pave [x;,,] U [x‘j’+1] contenant la

solution de I’ EDO (10) étant donne une condition initide x; O[x;]. Cette étape est rédisee a
|’aide d’ un contracteur de Newton.

En évauant les coefficients de Taylor dans I’ expression (45) a I’ aide de la forme centrée, on
obtient :

f0x) = £k + I(17 x;, &) (x; - %)

(46)
£0(x,,0) = R, + I (17, x, 0, 10, ) (x40 —34)

avec %, 0[x,], X0, 0[x%,], J(f[' ij) est le Jacobien du coefficient de Taylor ! dont la
lignei est evaluée apartir de x; + Q(xi - x;) pour § O[O, 1].

M=

> (-2) o) (

i=0

(_1)i Cuq'ph}J(f[i]’ X i?ﬂ)}(xjﬂ - f‘?ﬂ)

1]
o

q

=2 N R)) +(Zp:‘%p'qh;'](f[i]'Xj’f‘i)j(xj'ij) (47)

i=0 i=0

+ (-1 a'p: hpr“’”*”’(cﬁ)
(p+q)! ' (p+q+D)!

Supposons maintenant que x; L[x;] et qu’une approximation exterieure [x?ﬂ] de [x;,,] ait
été calculée a I'’ade d’'une méthode d'intégration de Taylor. L’expression (47) peut étre
réécrite sous la forme suivante :
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[S]Tﬂ]([xm] X1+1) = I:ST}(I:XJ:I _ii) 18, ] (48)

ou:

i=0

87 = m([s7.])
1] = [Seria )

511 = (S @maee. [

(49)

[ } = () q! p! ppra+l glpra+y ([il])

(p+a)!

0= 2EMIR) - X() L)

i=0 i=0

|:6j+1:| =gat ':Sj+l:|

Pour déduire I'expression de [x,;] a partir de (48), on doit aors inverser la matrice [S},,] ;

ceci est numériquement colteux. On montrera dans la suite qu'il est possible d' éviter cette
inversion [Ned99].

En introduisant dans |’ expression (48) la matrice é}ﬂ définie dans (49), on obtient :

Sia([xa] = %5a) =[87]([x, ] = %) = ([87] =87) (%] %7) #[5,] (60

On suppose que lamatrice §JT+1 est inversible alors on obtient :

(] =80 = (85 T8 (0] =5 +(1 -(87) [0 (03, —24)

(51)
+(87.) 6]

On remarque que [x;,,] apparait ala fois dans les termes de gauche et de droite dans (51).
D’autre part, une approximation extérieure [x‘j’ﬂ] de [x,,,] a été préalablement calculee a
|I'aide d’ une des méthodes de Taylor. On remplace dans |es termes de droite de (51) [x,,] par
I’ encadrement a priori [x?ﬂ] dejacalculé, on obtient alors une expression explicite de [x ] :
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[ =30 = ((57) 570D %) {1 -7 Ts7a) (0] -524)

(52)
+(87.) 8]

Rappelons que dans la méthode de Lohner, le pavé solution a I'instant tj,1 est décrit par la
forme suivante:

I:Xj+1:| = I:ijﬂ:' + Aj+1|:rj+l:|

En utilisant cette description dans (52), on obtient :
] = 80 = (87 T57 78, ) (1= (87) Ts7]) (0] -56.)
* (éﬂl)_l[ﬁjﬂ}

Utilisons maintenant |es notations suivantes afin de simplifier I’ expression (53) :

[B,]=(57) [si]a

(€, ]=1~(87a) [S7a] (54)
[vi]=[x%] - %

(53)

On obtient alors :

[xi] =8+ [B ][0 ]+ [C ][] + (854) [31a] (55)

L’ expression (55) permet de calculer une approximation extérieure de la solution de I’'EDO
(10) atj1 lorsque la solution a t; verifie x; O[x;]. L’ approximation exterieure de I’ ensemble
solution est alors donnée par :

() = (0 +[B 0] (eI ]+ (81) o)) o[xt] 69

L’ expression (56) définit alors un contracteur semblable a celui de Newton. On doit noter que
ce contracteur ne produit pas une contraction optimale étant donné que les coefficients de
Taylor contiennent des variables multioccurrentes. Pour améliorer la contraction on peut
envisager d’ appliquer ce contracteur tant qu’ une amélioration est possible, ceci a bien sir des
conséquences négatives au niveau du temps de calcul.
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Algorithme 5 : Méthode d’ Hermite-Obreschkoff
Entrées: [x,], [X;], [r;]], h, X, A

Calculer :

1 [x?ﬂ] al’aide de la méthode de L ohner par exemple

2. X],:= m([x‘j’ﬂ])

3 = PHIUG) - 3(-1) IR
i=0

i=0

o [57] = Sermale.[x])

5. [S}a]:=

/—\\

$(afemafee [x.])

7. [B]:= (5}1)_1[5;]“1
8. [C]=1-(5..)[5).]
0. [v,]:=[x%] - %

10.[x,.] ( o 8, ]r ] +[C, v, ] + (s,;l)‘l[a,.ﬂ]) a[x7,]
11. A, :=m([B,])

12. A, : Al'aide d une factorisation QR
13. x,,,:= m([xjﬂ])

14. [r, ]:= (AL[B ) ] + (A7, ])[ v ] +(A}1+1(§I+1)_1)[51+1] AL (K -%)

&)rtl% [X]+1]’ [rj+1]7 A]+1’ %j*'l
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Dans cet algorithme, |a phase de prédiction n’a pas été détaillée étant donné qu’ elle est basée
sur une des méthodes de Taylor présentées dans les sections précédentes. L’ utilisation de la
méthode d’ Hermite-Obreschkoff n’apporte pas réellement de complexité supplémentaire par
rapport aux schémas de Taylor. En effet, les coefficients de Taylor ainsi que I'inverse de la
matrice A; sont calculés pour toutes les méthodes.

5. Conclusion

Ce chapitre a été consacré aux méthodes d'intégration numérique garantie des équations
différentielles. Ces méthodes permettent de vérifier |’ existence et |’ unicité de la solution de
I"EDO considérée et fournissent, a chague instant, un pavé contenant d’ une maniére garantie
lasolution de !’ EDO.

La majorité des techniques d'intégration garantie comportent deux étapes; la premiére
consiste a prouver, al’aide du théoreme du point fixe, I’ existence et |’ unicité de la solution a
chaque pas d' intégration. Un pavé, appelé aussi solution a priori, contenant toute la trajectoire
de la solution entre deux pas successifs aing que le pas d'intégration sont calculés. La
deuxiéme phase consiste a contracter ce pavé. Cette contraction est effectuée a |I’aide d’'un
développement de Taylor d ordre élevé dont les coefficients sont évalués en utilisant laforme
centrée.

La derniére section de ce chapitre a été consacrée a la méthode d’ Hermite-Obreschkoff qui
génere, en géné&al, une approximation moins pessimiste que celle calculée a I'aide des
méthodes de Taylor ; ceci est obtenu grace al’ utilisation d’ un contracteur.

Ces outils d'intégration numérique garantie d’ égquations différentielles seront utilisés dans le
chapitre suivant afin de développer des observateurs ensemblistes pour des systémes non
linéaires a temps continu.
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Chapitre5

Estimation d’ état et de parametres de systemes non

linéaires a temps continu

1. Introduction

Pour élaborer une loi de commande ou pour prendre une décision, il est souvent nécessaire de
connaitre |’ évolution des variables d' état du systéme considéré. Néanmoins, dans la plupart
des applications réelles, ces variables ne sont pas directement accessibles. Dans ce cas, on a
recours al’ estimation de |’ évolution de I’ état a partir des mesures de I’ entrée et de la sortie du
systeme. Ce processus d estimation nécessite la construction d’un modéle permettant de
reproduire au mieux le comportement du systéeme rédl.

Lorsque le modele est linéaire et représente exactement le comportement du systéme et
lorsgue les données mesurées ne sont pas entachées de bruit, il est alors possible de
reconstruire |’état du processus en utilisant |'observateur de Luenberger [Lue7l]. Cet
estimateur est souvent utilisé lorsgu’ on ne possede pas d’informations satisfaisantes sur les
perturbations ou lorsque I’ effet de ces derniéres est négligeable. Néanmoins, étant donné
gu’un modéle n’est qu’ une approximation du processus réel, I’ état estimé par |’ observateur de
Luenberger est souvent biaise. Le filtrage de Kalman [Ka60] représente une aternative a
I’ observateur de Luenberger, et produit des estimations plus précises lorsque le modéle est
linéaire. L’importance du filtrage de Kalman vient du fait que sous certaines hypothéses
statistiques, I’ estimée calculée est optimale. Cet observateur a été étendu au cas non linéaire
en utilisant des linéarisations. Dans ce dernier cas et lorsque le modéle est fortement non
linéaire, I’ estimée obtenue peut étre éloignée de la vraie solution.

Comme nous I’avons noté dans le paragraphe précédent, le filtre de Kalman produit des
résultats précis lorsque des distributions statistiques des perturbations sont disponibles. Dans
certaines applications, le bruit ne peut pas étre déecrit par une loi de probabilité (on ne dispose
pas d assez de données par exemple), dans ce cas il est plus judicieux de considérer que ces
perturbations sont bornées et de bornes connues. L’estimation dans un contexte a erreurs
bornées constitue alors une alternative intéressante aux méthodes statistiques. Le probleme est
donc de caractériser a chague instant, d'une maniere garantie, toutes les valeurs du vecteur
d état compatibles avec les mesures et avec les bornes d’ erreurs supposées connues.
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Le probleme d estimation dans un contexte a erreurs bornées a été souvent traité pour des
modéles linéaires (voir par exemple [Sch68] [DPW96] [PNDWO04] [MNO2] [DWPO1]).
Lorsque le modéle est linéaire, |’ ensemble des solutions compatibles avec |es mesures et avec
les bornes d'erreurs est un polyédre convexe qui peut étre exactement décrit lorsgue la
dimension du vecteur d'état est réduite. En pratique, cette caractérisation exacte est un
probléme complexe et ainsi dautres approximations extérieures utilisant des formes
géomeétriques ssimples, i.e. des ellipsoides, des parallelotopes ou autres, sont calculées [FH82]
[BBCO0] [CGZ96] [DPW96] [CGVZ98] [BH99] [DWPO1] [LBO2] [MNO2] [BecO3].

Lorsque le modéle est non linéaire, ces derniéres méthodes ne sont plus utilisables ; d’ autres
estimateurs basés sur I'analyse par intervalles et la propagation de contraintes ont été
développés pour des systemes a temps discret [JKDWO01] [KIWO02] [FAOQ3]. On trouve aussi
dans lalittérature une extension du filtre de Kalman aux intervalles [CWS97] [BRGO1].

Les techniques présentées ci-dessus sont applicables lorsque le modéle est a temps discret.
Néanmoins, les systémes réels sont souvent décrits par des équations différentielles non
linaires (EDOs). Ce probleme a été résolu pour une certaine classe de systemes a temps
continu [GRHOQ] [HGO1]. Mais dans le cas général, ce probléme n’a jamais été abordé avant
les travaux de Jaulin [Jau02], ou un estimateur basé sur |’ approche prédiction/correction a été
proposé. Dans ce chapitre nous proposons une amélioration de cet estimateur afin de |’ adapter
a des cas ou la dimension du vecteur d' état est élevée. Cet observateur, développé dans la
section 3 de ce chapitre, est basé sur les méthodes d’ intégration numériques garanties d EDOs
présentées dans | e chapitre 4.

Dans la derniere partie de la section 3, nous proposons un observateur a horizon glissant basé
sur |’ estimateur prédicteur/correcteur et des techniques de propagation de contraintes.

Enfin, dans la derniere partie de ce chapitre, I’ observateur présenté sera étendu au cas ou I’on
cherche a estimer des parametres inconnus dans le modele.

2. Estimation d’'éat pour des systemes non linéaires a temps

discret

On considére le systéme suivant :

Xpery =F (Xps Uy, W)
Y =9(X,, Uy, V) (1)
Xo O[X,]

ou x, OR", u OR™ et y, OR" sont respectivement les vecteurs d état, d entrée et de
sortie. Les vecteurs w et v représentent les bruits d'état et de mesure et appartiennent
respectivement aux pavés [w,] et [v,]. Enfin, les fonctions f et g sont supposées non

linéaires.
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Dans la suite de ce chapitre, nous alons supposer que les bruits d état et de mesure sont
bornés et de bornes connues :

w, O[w,] -
v, O[v,]

Notre objectif est de déterminer a chague instant k, le plus petit ensemble ., contenant tous
les vecteurs d’ état x, compatibles avec les mesures et avec les bornes d’ erreur fixéesa priori.

Avant de présenter une approche ensembliste pour résoudre le probléme (1), telle que
suggérée dans [Kie98] [KIWO02], nous alons tout d'abord rappeler quelques définitions
[FAQ3].

2.1. Trajectoires et tubes detrajectoires

Définition 1 - Trajectoires

On appelle trajectoire o état z, (x; (k). ky, ky.{u}) une suite discréte de vecteurs x, obtenusa
partir du modéle (1) pour un état initial Xx;(k,) donné et une seéquence dentrée
{u} ={u(k,),...,u(k, —1)} . Lesdeux entiers ko et k, vérifient : k, <k, . Delaméme maniére,
on définit une trgjectoire de sortie.

Définition 2 — Tube de trgjectoire

On appelle un tube de trajectoire d état T, (x; (k;), ky, ky {u} ) detaille & une suite de sous-
ensembles X, del’ espace d état, définis par :

X, ={xOR" ||~ x,(K)].< o} 3)

ou x,(k) estle(k—ko +1)°™ point de |a trajectoire z, (xi (ky), Ky, Ky {u}) . Afin de simplifier
les notations, un tube de trajectoire seranoté par T, (x, (k,),d) [FAO3].

De laméme maniere, on peut définir un tube de tragjectoire de sortie.

2.2. Distingabilité et observabilité numériques

Avant de chercher un observateur d' état pour un systéme, il est indispensable de vérifier la
condition d’ observahilité. Sans cette derniére propriété, il n’est pas possible d’ affirmer s'il est
possible d’ observer I’ état du systéme. Dans cette section, nous allons donner une définition de
I’ observabilité numérique [FAO3] qui donne une indication sur |’ observabilité (ou N-
Observabilité) du systeme.
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Définition 3 — Indistinguabilité pour une précision p

Considérons un systeme dynamique observé avec une précision p ( p>0), i.e. lataille du tube

de sortie a un instant donné est inférieure ou égale a p. Deux points x; et X, sont dits
indistingables s le tube de la trajectoire de sortie engendré par le premier point contient la
trajectoire du second.

Définition 4 — Observabilité numérique

Un systéme est dit numériquement observable (ou N-observable), si, pour une précision
donnée sur |’ état, notée ¢, , il est possible de trouver une précision p telle que tous les points

séparés d' une distance supérieure a £, sont distingables pour laprécision p :
Ox, b R" g x,[> & = 2z,(x,)0T(x,, p) (4)

Cette définition implique que deux points séparés de plus de &, ne peuvent pas donner lieu a

des trgectoires contenues dans un tube de taille p. On doit noter que I'observabilité
numerique n’implique pas forcément |’ observabilité au sens classique mais donne uniquement
une indication qualitative.

2.3. Estimation d’ état

On rappelle dans ce paragraphe I’ algorithme récursif présenté dans [Kie98] [KIWO02]. On note
aors par A, un ensemble contenant d’'une maniére garantie tous les vecteurs d état

compatibles avec les données expérimentales et avec les bornes d’ erreurs de mesure jusqu’ a
I”instant k. L’ a gorithme proposé dans [Kie98] [KIWO02] permet de calculer un ensemble X,

contenant les vecteurs d état compatibles avec X, , la mesure disponible & I’instant k et la
borne d’ erreur correspondante. 11 est basé sur une approche prédiction/correction.

Remarque 1 : La caractérisation exacte de I’ensemble X, est un probléme tres difficile étant

donné que le modéle est supposé non linéaire; une approximation extérieure est alors
recherchée. Pour décrire X,, on peut faire appel a des formes géométriques ssmples a

manipuler comme les pavés. Néanmoins, cette méthode conduit en généra a une
surestimation de I’ ensemble solution. Pour réduire ce pessimisme, il est préférable d’ utiliser
une union de pavés de tailles plus petites (on parle alors de sous-pavage). Ceci s explique par
le fait que, d'une part les sous-pavages décrivent mieux la forme de I’ ensemble solution et
d autre part I’ évaluation des fonctions est plus précise sur desintervalles de petite taille.

Prédiction : Cette étape consiste a trouver I'ensemble X, des vecteurs d’ état al’instant k+1
accessibles a partir de &, . Cet ensemble est donné par :

Xea ={ (0 U wy) | X, 0%, wi [w, ]}
(5)
:f(quk’[Wk])
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L’ étape de prédiction revient donc al’ évaluation d’ une fonction sur un ensemble.

Correction: L’étape de correction consiste a trouver I'ensemble des vecteurs détat
X, 0 X, compatibles avec les données expérimentales disponibles al’instant k+1.

L’ ensemble des vecteurs d' état xy.1 compatibles a I’instant k avec les mesures et les bornes
d erreurs est donné par :

Xy ={XOR" 1000 [Yya]}

9™ ([Yien])

L’ensemble &,,, contenant d’une maniére garantie tous les vecteurs d'état a I’instant k+1
compatibles avec I’ état précédent, les mesures et les bornes d’ erreurs est donné par :

(6)

Xk+1 = Xk++1 N ‘XIZ+1 (7)

La figure 1, tirée de [Kie98], illustre le principe de cette méthode récursive d’estimation
d état.

Figure 1 : Principe de |’ algorithme d estimation d’ état base sur (7)
Algorithme 1 : Estimateur d’ état pour des systémes atemps discret
Entrées: X,,{u}, {[w]},f, g
1 Pour k=0 aN calculer
2. X = (X u[w,])
3 X =97 ([Veal)
4. X, =X, nX,

Sorties: { X}
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On démontre dans [Kie98] que |’approximation extérieure de I’ensemble solution est
minimale, i.e. on ne peut pas trouver un sous-pavage &, ., [ &,,, qui contient |’ensemble
solution. Dans [KJWO02], on trouve une étude de convergence de |’ algorithme 1.

3. Estimation d’état pour des systemes non linéaires a temps

continu

On considére maintenant un systéme décrit par le modéle suivant :

x=f(x, u)
y=9(x, u, V) (8)
Xo O[Xol

ou xOR", udR™ et y ORP sont respectivement les vecteurs d' état, d' entrée et de sortie.

Le vecteur v représente |e bruit de mesure supposé borné et de borne connue €. Les fonctions
f et g sont supposées non linéaires. On suppose dans la suite de ce chapitre qu’il N’y a pas de
bruit d’ état ; cette restriction est due au fait que la résolution des équations différentielles,
contenant un bruit d’ état, al’ aide des techniques d' analyse par intervalles fournit des résultats
trés pessimistes.

3.1. Estimateur causal

Dans cette section, nous allons étendre |’ estimateur donné par I’algorithme 1 au cas des
systemes décrits par des équations différentielles non linéaires. Afin de simplifier la
présentation, nous N’ utiliserons pas de sous-pavages mais |’ approximation extérieure sera
donnée par un seul pavé. Néanmoins, il est aisé d’ éendre cette approche en utilisant des sous-
pavages afin de réduire le pessimisme.

On avu dans I’ algorithme 1 que I’ étape de prédiction consiste a évaluer une fonction f sur un
pavé (ou ensemble de pavés). Dans | e cas des systemes a temps continu et lorsqu’ une solution
explicite de I’'EDO n’est pas disponible, il est nécessaire d’ évaluer numériquement la solution
de cette EDO. L’éape de prédiction consiste donc a caculer a chague instant k+1 une
approximation extérieure [x;,,] de toutes les solutions xx:1 de I'EDO (x=f(x, u)) partant
d'un état initial appartenant a l’instant k a [x,]. Cette approximation est calculée a I’ aide de

Iune des méthodes d’intégration numérique garantie des équations différentielles présentées
dans |e chapitre 4.

[X;..] = 10DE(f, [x]) ©)
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ou IODE désigne I’ une des methodes d' intégration de I’ EDO définie par (x=f(x, u)) et [X,]
est un pave contenant toutes les valeurs possibles du vecteur d état al’instant k.

Remarque 2 : Dans le chapitre 4, on a traité uniqguement le cas d’ EDOs autonomes ; dans le
contexte de I’ estimation d’ état, les EDOs sont hon autonomes étant donné que les systemes
sont souvent commandés. Néanmoins, ceci ne pose pas de probléme lorsque la commande est
donnée par une fonction continue ; dans ce cas, il suffit de considérer t (temps) comme une
variable d'état pour obtenir une EDO autonome. On doit noter que le cas des systemes
commandeés avec une commande discrete N’ est pas abordé dans ce chapitre.

Remarque 3 : Les méthodes d’intégration d' EDOs présentées dans le chapitre 4 utilisent des
pas d’ intégration variables, cependant, les mesures sont en général prélevées avec une période
d échantillonnage fixe. En premier lieu, on utilisera donc un pas fixe éga a la période
d’ échantillonnage. *

Comme dans le cas des systemes a temps discret, I’ éape de correction consiste a trouver tous

les vecteurs d' état compatibles avec I’ état al’instant k, les mesures disponibles I’ instant k+1
et les bornes d’ erreur de mesure :

(Xl = DXl 097 ([Vicw]) (10)
L’ estimateur d’ état est alors donné par |’ algorithme suivant [RRC03a] [RRCO3Db] :

Algorithme 2 : Estimateur d’ état pour des systémes a temps continu
Entrées: [X,].f, 9, [Vi].--.[Vn]

1. Pour k=0 aN-1, caculer

2. [ X =10DE(f,[x.])
3 [Xea] =9 ([Yeal)
4, [Xk+1] - I:X;‘fl:l n [X:”l:l

Sorties: [x,],....[Xy]

Par souci de clarté, on n'a pas mentionné dans les entrées de |’algorithme les parametres
nécessaires alarésolution del’EDO (pas d’ intégration, ordre du développement de Taylor...).

Exemple 1 [RRCO04] : On considere le modele de Lotka-V olterra comportant deux variables
détat x; et X, qui représentent respectivement la taille de I'espece proie et celle des
prédateurs. On suppose qu'il n'y a aucune compétition entre les individus d’une méme
espéce. L’ évolution de lataille des deux espéeces est donnée par le modele suivant :
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{5&: (@ = bx)x
(11)

%= (¢ + dx)x

ou a, b, ¢ et d sont des constantes positives. Les paramétres a et ¢ sont respectivement les taux
de naissance des proies et des prédateurs. Le terme —bxx; représente la décroissance de la
population des proies due aux prédateurs et le terme dx;x, est le taux de croissance grace a
cette méme rencontre avec les proies. On suppose dans cet exemple que les quatre parameétres
a, b, c et d sont parfaitement connus(a= 1, b= 0.01,c= 1letd= 0.02).

Notre but est d’'estimer I’évolution de la taille des deux populations lorsgue la talle des
populations initiales N'est pas connue de maniere exacte, mais appartient aux paveées
X, =[49;51] x[49;51]. On suppose qu'on mesure X; (I'équation d observation est alors

y=0(x,%)=X%). Les pseudo-mesures sont obtenues en simulant le modele avec
X, =[50,50] x[50,50] et en rgjoutant un bruit numérique uniforme dans I’intervalle [-1.5, 1.5],
les domaines [y;] sont alors donnés par [y,]=[y,-1.5, y,+1.5]. L estimateur d' état donné

par |’ algorithme 2 génere en 0.3 s |’ ensemble des paveés tracés sur lafigure 2. Sur lafigure 3,
nous avons trace |’ ensemble des pavés obtenus sans correction. Dans les deux cas |’ étape de
prédiction a été réalisée en utilisant la méthode de |a valeur moyenne étendue (voir chapitre 4)
avec un pas d'intégration constant (égal a la période d’échantillonnage) h = 0.005 et un
développement de Taylor d’ordre k = 4 ; le nombre de points est N = 900.

On remarque daprés les figures 2 et 3 que la talle des pavés n'augmente pas
systématiquement. En particulier, la méthode d'intégration de I’'EDO (x=f(x, u)) avec un
état initial incertain n’a pas divergé comme le montre la figure 3 contenant le résultat de
I estimation sans correction.

2007
150

X2

100

507

00 3‘0 66 x 96 150
1
Figure 2 : Ensemble des pavés générés par I’ algorithme 2, pour N = 1000 et
[Xo] =[49,51]%[49,51].
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Les approximations de I’ensemble solution tracées sur les figures 2 et 3 sont moins
pessimistes que celles obtenues dans [Jau02] ; dans I’ estimateur présenté dans cette derniére
publication, |’ étape de prédiction était basee sur une méthode d’intégration numérique de
premier ordre et sur des méhodes de consistance. De plus, contrairement a [Jau02],
I’ estimateur proposé dans ce chapitre ne nécessite aucune bissection du vecteur d état lors de
la phase de prédiction ; ceci le rend applicable a des systémes de grande dimension.

2007

150+

X2

100+

50+

0 L L L I
0 30 60 90 120
X1
Figure 3 : Ensemble des pavés générés par I’ algorithme 2 sans |’ étape de correction

pour N = 1000 et [Xq] = [49,51]%[49,51].

Tl

Figure 4 : Ensemble des pavés générés par I' algorithme 2 pour [x,] =[45,55] x[45,55]
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Considérons maintenant I’'exemple 1 avec la condition initiale [x0]=[45,55]><[45,55] ;

I’estimateur d'état donné par I’algorithme 2 généere une approximation extérieure de la
trajectoire d’ état tracée sur lafigure 4. On remarque aors que lataille des pavés diverge apres
seulement quelques pas d échantillonnage. Ceci montre bien que cet algorithme n’est
utilisable que lorsque lataille de I’ état initial est suffisamment petite.

3.2. Estimateur non causal

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons étendre I’ algorithme 2 dans un contexte hors ligne
afin d’ obtenir un estimateur utilisable lorsque le domaine d'incertitude de I’ éat initial est
important. Dans un tel contexte, on suppose que toutes les mesures (Y, ¥,,...,¥, ) sont

disponibles et on estime le vecteur d’ état aux différents instants simultanément.

Notre but est de trouver des approximations extérieures pour les variables x(1), x(2),...,X(N)
sachant que les domaines a priori [y,], [y,].....[yn] des sorties sont tous disponibles.

L’ algorithme proposé est une extension d’'un estimateur développé dans [JKDWO1] pour le
cas des systemes non linéaires a temps discret. Nous proposons dans ce paragraphe de traiter
le probléme d’ estimation d’ état comme étant un probleme de satisfaction de contraintes (CSP)
dont les contraintes sont données par :

x(1) = IODE(x(0))

x() = g™ (y®)

CSP : (12)
x(N) = IODE(X(N -1))

x(N) = g™(y(N))

ou IODE est I’une des méthodes d’intégration numérique garantie de I'EDO (x=f(x)). On
doit noter que I’ entrée ne figure pas dans les équations compte tenu de la remarque 2. On
suppose que les domaines initiaux a priori des variables x(1), X(2),...,x(N) sont [x(0)],

[X(@D] ..., [X(N)] ; dans le cas ot aucune information sur une variable x(i) n’est disponible,
son domaine est |-, + o[ . Le graphe du CSP est présenté sur lafigure 5.

@ |ODE @ |ODE @ |ODE @
g g g

Figure 5: Graphe correspondant au CSP (12)
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Nous allons alors utiliser le contracteur C (propagation — rétropropagation) présenté au
chapitre 1.

Propagation : La phase de propagation consiste a parcourir le graphe donné par lafigure 5 en
partant de I’état initial x(0). Cette étape peut parfois réussir a contracter le domaine des
variables {x,} a condition que le pessimisme de I’intégration numérique soit contourne et la

taille de |’ état initial ainsi que celle des mesures soient petites.

Algorithme 3 : Propagation
Entrées: [x,].f, 0, [v.]..--.[Vu]
1 Pour k=0 aN-1, caculer

2. [Xia] = (lODE(f’[Xk])) N [Xe]

3. [Xk+1] = (9_1 ([yk+1])) n [Xk+1]

Sorties: [Xo].-- o[ Xu]s [Va]s--o[ Vi ]

Rétropropagation : La rétropropagation consiste a parcourir le graphe donné par la figure 5
en partant de [y, ]. Ceci suppose que toutes les mesures sont disponibles; cette étape nous

permet alors de trouver les domaines des vecteurs d’ état consistants avec toutes les mesures,
i.e. chaque domaine est consistant avec les informations du passé et du futur. La
rétropropagation est donnée par |’ algorithme 4.

Algorithme 4 : Rétropropagation

Entrées: [Xo],...[xx]. f. 0 [Va] oo [Vn]

1 Pour k=N a1, caculer
2, [vi] = (g([xk])) n [yl
3. [xu]=(10DE™(f.[x.])) 0 [%]

Sorties: [Xo|.-- o[ Xu]s [Va]s--o[ Vi ]

Dans I’agorithme 4, on note par IODE™ une méthode d'intégration numérique de I’'EDO
(x=f(x)) dansle sens chronologique inverse, i.e. avec un pas d’intégration —h (ou h est le pas
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dintégration égal au pas d échantillonnage). Ceci nous permet de calculer la solution de
I"EDO a (k-1) connaissant lasolution al’ instant k.

L’ estimateur d état propose consiste alors a appliquer successivement la propagation et la
rétropropagation. En général, en parcourant une seul fois (dans les deux sens) le graphe de la
figure 5, on n'obtient pas d’ approximations extérieures minimales; ceci s explique par le
pessimisme di aux effets d enveloppement et de dépendance présents dans |'analyse par
intervalles. Pour réduire ce pessimisme, on effectue des propagations — rétropropagations tant
gue I’ on note des améliorations (réduction de pessimisme) de lataille des domaines de |’ état.

Exemple 2 : On considére de nouveau I’exemple 1 avec les mémes conditions ; on suppose
alors que I'état initial est [X,] =[45,55] x[45,55]. L’estimateur non causal basé sur le
contracteur propagation—rétropropagation génere I’ ensemble des pavés tracés sur la figure 6.
On remarque alors que la taille des pavés ne diverge pas comme dans le cas de I’ estimateur

donné par I’agorithme 2 (voir figure 4). On remarque aussi que méme le domaine de I’ état
initial a été contracté.

[Xo]

Figure 6 : Ensemble des pavés générés par |’ estimateur non causal pour
[x,] =[45,55] x[45,55]

3.3. Estimateur d’état a horizon glissant

3.3.1. Estimateur

Comme on I’aindiqué au début du chapitre, I’ utilisation de |’ observateur de Luenberger et du
filtre de Kalman pour des systemes linéaires permet de trouver des résultats satisfai sants sous
certaines conditions. Ces estimateurs sont aussi utilisés pour des modeles non linéaires en se
basant sur des linéarisations locales. Comme nous I’avons mentionné, dans ce dernier cas,
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I estimée obtenue peut étre éloignée de la vraie solution. Une alternative intéressante consiste
a utiliser des techniques a horizon glissant [MM95] [RRLO1] [GFAQ3]. L’idée consiste a
transformer le probléme d estimation en un probléme de résolution d'un systéme de N
équations (ou N est le nombre de mesures) ou sous la forme d’un probléme d’ optimisation. |1
est généralement résolu en utilisant des méthodes d’ optimisation itératives.

Dans ce paragraphe nous allons étendre I’ algorithme présenté dans la section 3.2. afin de
développer un estimateur d’ état a horizon glissant. Le principe de la méthode est donné par la
figure 7.

A

Etat x

Etat estiméak

/
Etat estiméak [t
KON TN+l K K1 >
Temps
5 | g
N

Figure 7 : Principe de |’ estimation d’ état avec un horizon glissant

Sur la figure 7, on note par N la taille de I’horizon, on suppose alors que le hombre de
mesures N' vérifie N' > N . Le principe de |’ estimateur proposé dans ce paragraphe consiste
autiliser achague instant les N derniéres mesures pour estimer |’ état sur cet horizon.

Cette approche a horizon glissant a été utilisée dans un contexte a erreurs bornées pour des
systemes a temps discret dans [FAQ3], |’ observateur proposé dans [FAQ3] consiste donc a
combiner |’ approche prédiction/correction avec le contracteur de Newton. L’ utilisation de ce
contracteur nécessite une taille de I” horizon fixe et égale ala dimension du vecteur d’ état ; en
effet, cette derniére restriction permet d’avoir un nombre d’ équations égal au nombre de
variables a déterminer.

Dans la suite de paragraphe, nous proposons un observateur d’ état a horizon glissant pour des
systemes décrits par des EDOs [RRCO05]. |l consiste a combiner | approche
prédiction/correction et le contracteur propagation — rétropropagation. L’utilisation de ce
contracteur nous permet de considérer une taille de I’ horizon pouvant étre différente de la
dimension du vecteur d’ état.

Le principe de I’ observateur consiste a utiliser I’ agorithme présenté dans la section 3.2. afin
de réduire les domaines des variables d’ état entre I’instant k-N et k (ou k est lafin de |’ horizon
et k-N est son début). Ensuite, dés qu’une nouvelle mesure est disponible, on fait glisser
I” horizon d’un pas afin de tenir compte de cette nouvelle information.
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L’ estimateur est alors donné par I’ algorithme 5 [RRCO05].

Algorithme5 : Estimateur d’ état & horizon glissant

Entrées: [%,], [Yi].-- [V ]

1 Pouri=Na N’ // On fait glisser lafin de |’ horizon
2. Pour k=i-N ai-1, calculer  // Propagation

3, [Xa] = (IODE(f.[x,])) N [Xea]

4 (%] = (07 ([Vical)) 0 [

5. Pour k=ia(i- N+ 1), caculer /I Rétropropagation

6. [vi] = (g([xk])) N [y

7. [%] = (10DE™(,[x])) 0 [X,]

Sorties: [Xo|.---o[Xu ], [Vi] oo [ V]

On note que dans la premiére étape de I'agorithme 5, la boucle servant a faire glisser
I"horizon commence a I'instant N, i.e. I’algorithme commence dés qu'on a N mesures.
Néanmoins, on peut utiliser I’agorithme 1 (prédiction-correction) pour estimer |'état aux
instants (1,..., N-1). Par souci de clarté on a appliqué les phases de propagation et rétro-
propagation une seule fois, en pratique on effectue plusieurs alerg/retours afin de réduire le
pessimisme.

3.3.2. Application a un bioprocédé

Un bioprocédé est un procédé constitué par des bactéries ou des champignons; il est difficile
de trouver un model e reproduisant d’ une maniere satisfaisante le comportement de ce type de
systémes. Les méthodes ensemblistes constituent donc une approche intéressante pour
caractériser I'incertitude sur ces modeles. Dans ce contexte, un estimateur d état pour des
bioprocédés décrits par des équations différentielles a été proposé dans [RFC97]. Néanmoins,
on ne peut en aucun cas garantir que les approximations extérieures cal culées contiennent la
vraie solution. D’ autres estimateurs utilisant une discrétisation temporelle du modéle continu
ont été proposeés dans [FA03] [GFA03]. Dans la suite de ce paragraphe, nous allons étudier un
bioprocédé al’ aide de I’ estimateur a horizon glissant présenté dans la section 3.3.1.

L’exemple étudié est tiré de la littérature [BHO1]. Le procédé considéré est constitué de

biomasse, de glucose, de glutamine et de lactate. Les réactions chimiques en présence sont les
suivantes :
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¢C
Croissance : aGln - X (13)

I
Maintenance : G+a, X - a,X +a,lL (14)
Les variables X, G, GIn et L représentent respectivement les concentrations en biomasse, en
glucose, en glutamine et en lactate ; aj, a, et ag sont les coefficients stochiométriques ; ¢, et
@,, sont les taux de croissance et de maintenance dans la réaction. A I’ aide des réactions (13)

et (14) on obtient I’ ensemble des équations régissant I’ évolution des quatre éléments [BCH99]
[BHO1] :

_dﬁt(t) =4.(X(t), G(t), GIn(t), L(1))
_det(t) =—¢_(X(t), G(t), GIn(t), L(t))
(15)
%:_aﬂ B.(X(1), G(t), GIn(t), L(1))
%:as [8,,(X(t), G(t), GIn(t), L(t))

Les modéles cinétiques servant a décrire les taux de réactions ¢, et ¢, sont donnés par
[Bogaertset al., 1999 :

¢C( X,G,GIn, L) — O'CX Yex G%eGn ke @ @,xXe— @,GGe— @.GmGlne— B L
(16)
¢m( X,G,GlIn L) = O'mX Ymx G e G | n e @ Ai,,xxe— /%,GGe— A%,emGIne— ST

Les parametres figurant dans (16) ont été identifiés dans [BCH99] et on obtient alors les
expressions suivantes pour ¢, et @,.:

6.(X,G,Gln, L) = 0.129X °3G |n®%® g 00066
(17)
¢m(X, G, Gln, L) = 0_043x1-OOGGO.114e—0.09x

On note par X = (X1, X2, X3, Xa)' = (X, G, GIn, L)' le vecteur d' état. Les équations décrivant le
systeme sont données par :

)-<1 - O 129X10.33X30.069e—0.006xz
)-(2 - 0.043)(11.006 X20.114e—0.09>(1
)~<3 - 0030444)(1033 )(30.069e—0.006x2 (18)

)'(4 - 0064586)(11006 X20.114e—0.09x1

y=(0,1,1,1)" x+v
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Notre but est de donner une approximation extérieure de la concentration de la biomasse en
supposant que celles du glucose, de la glutamine et du lactate sont mesurées. Dans ce
paragraphe, les données mesurées sont obtenues en simulant le modele (18) avec I’ état initial
Xo = (6%10°, 20.5, 2.4, 1)" (dans |la suite, la premiére composante du vecteur d’ état sera fixée &
6 et non pas & 6x10°). Ces pseudo-mesures sont ensuite bruitées par un bruit numérique
uniforme d’amplitude 1%. On suppose auss qu’ une mesure est réalisée toutes les 6 heures;;
ce qui est assez réalisable compte tenu des colts et du temps effectif de mesure.

Etude decas:

On suppose que I’ état initial est [xg] = [4,8]%[18,23]%[1,3]%[0.5,1.5], la taille de I" horizon est
N = 6 et le pas d'intégration de I'EDO est h = 2, ce qui revient a effectuer deux intégrations
avant chague correction. D’ autre part, comme on effectue une mesure toutes les 6 heures,
I’ étape de correction est réalisée seulement quand une nouvelle mesure est disponible. Enfin,
pour améliorer les performances, on a partitionné le pavé contenant le vecteur d’ état au début
de |”horizon en 10 boites.

L’ estimateur & horizon glissant génere I'ensemble des pavés tracés sur la figure 8; on
remargue aors que la taille de ces pavés n’ augmente pas systématiquement méme avec une

incertitude importante sur I’ état initial, et I’erreur est de I’ ordre de 0.4 (i.e. 0.4x10° Cell/ml),
soit entre 7 et 3%.

N
=}

B N = I~
N N ) ©

Biomass concentration (x 100000 Cell/ml)
=
o

o N N =) )

t(h) -

0 10 20 30 40 50 60
t(h)

Figure 8 : Concentration de la Biomasse estimée avec |’ estimateur a horizon glissant, I’ état
initial est [Xo] = [4,8]%[18,23]%[1,3]%[0.5,1.5], lataille de |’ horizon N = 6 et avec 10
bissections. En ligne continue : estimée ; ligne interrompue : vraies valeurs de |’ état.

Analyse delatailledel’horizon

Pour montrer I'influence de la taille de I’horizon, nous considérons de nouveau le méme
exemple. On décide d appliquer uniquement les étapes de prédiction et correction, i.e. on ne
fait pas de propagation — rétropropagation. Les bornes des approximations obtenues sont
tracées sur la figure 9. On remarque que la taille de ces intervalles est plus importante que
celle obtenue avec un horizon N = 6. Ceci S explique par le fait que le contracteur propagation
— rétropropagation permet d éliminer des parties du domaine du vecteur d’état a I’instant ty
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qui ne sont pas consistantes avec une des mesures sur tout I’ horizon. De plus, I’ utilisation de
plusieurs mesures permet d’ exploiter plus d' informations.

Supposons maintenant que lataille de I’ horizon est N = 1 (on utilise deux mesures), on obtient
alors une erreur sur la concentration initiale de la biomasse de 0.8, cette erreur décroit pour
atteindre 0.68 alafin du processus d’ estimation (at = 58 heures).

20

18-

Biomasse

16+

14+

12+

10+

2t t(h -

Figure 9 : Concentration de la Biomasse estimée avec |’ estimateur prédicteur/correcteur, |’ état
initial est [Xo] = [4,8]%[18,23]%[1,3]%[0.5,1.5] et avec 10 bissections. En ligne continue :
estimée ; ligne interrompue : vraies valeurs de I’ état.

Cette exemple montre que la stratégie d’ horizon glissant permet d’ obtenir des approximations
extérieures du vecteur d état moins pessimistes que celles obtenues par |’ utilisation de
I’ approche prédiction/ correction. Les performances de I’ observateur & horizon glissant est
d autant meilleure que lataille de I’ horizon est grande.

I nfluence du nombr e de bissections

Dans ce paragraphe, nous avons fixé lataille de |’ horizon aN = 3 et on afait varier le nombre
de hissections. Nous avons tracé sur la figure 10.a. la trajectoire de la concentration en
biomasse estimée par |’ observateur a horizon glissant en bissectant le vecteur d’ état au début
de I’horizon en deux ; I'erreur est de 2, soit de 33 a 16%. Maintenant, en effectuant 4
bissections, |"erreur est de 1, soit de 16 a 8% (voir Figure 9.b). Enfin, pour 10 bissections,
I’ observateur a horizon glissant génere les bornes inférieure et supérieure de la concentration
en biomasse tracées sur lafigure 10.c ; I’ erreur est de 0.4, soit de 6 a 3%.

On constate d’ apres ces résultats que la bissection du vecteur d'état au début de I’ horizon
contribue a I’ @imination des parties du vecteur d’état qui ne sont pas consistantes avec les
mesures, ceci permet donc de réduire |’ erreur sur I’ état estimé. Néanmoins, on sait par ailleurs
gue le temps de calcul augmente considérablement lorsqu’on fait recours aux bissections.
Mais ceci ne pose pas de probléme dans notre application éant donné qu’'on n’effectue
gu’ une seule mesure toutes les 6 heures.
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20 T T T T T 20

8 . 1 18} .
Biomasse Biomasse
16+ B 16+

14+

12

2t tth) - 2 t (h)

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Figure 10.a Figure 10.b

20

sl .
I Biomasse
16+
14+
12} e -

10+

2f t(h) ]

0 10 20 30 40 50 60

Figure 10.c

Figure 10 : Concentration en biomasse estimée al’ aide de I’ observateur a horizon glissant
avec N = 3 et en faisant varier le nombre de bissections :10.a avec 2 bissections, 10.b avec 4
bissections et 10.c avec 10 bissections.

Conclusion :

Dans cette section nous avons proposé un observateur d'état & horizon glissant pour des
systemes non-linéaires. L’ observateur est basé sur I’arithmétique d’intervalles et I'inversion
ensembliste. Les performances de cet observateur ont été étudiées sur un exemple de
bioprocédé. Nous avons constaté que |’ approximation extérieure du vecteur d état est moins
pessimiste lorsqu’ on utilise, d’ une part, une taille de I’horizon grande et de I’ autre part, des
bissections du vecteur d’ état.
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4. Estimation de parameétres pour des systémes décrits par des

équations différentielles non linéaires

Dans ce paragraphe, on va étudier le probleme d’ estimation garantie de parameétres dans des
model es décrits par des équations de laforme suivante :

x =f(p,x(t))

y =d(p,x(t),V)
X(t,) O [x]
pO[R,]

ool xOR", pOR™ et yORP sont respectivement les vecteurs d'état, de paramétres a

identifier et de sortie. Le vecteur v représente le bruit de mesure supposeé borné et de borne
connue €. Lesfonctionsf et g sont supposées non linéaires.

(19)

L’ estimateur donné par |’algorithme 2 peut étre étendu afin d estimer simultanément les
vecteurs d’ état et de parameétres. Dans ce cas, on construit un vecteur d état étendu contenant
I”état origina et I’ensemble des paramétres a identifier ; cette approche a été étudiée dans
[Lju79] dans un contexte statistique et a été utilisée dans un contexte & erreurs bornées dans
[KIWO02]. Cette idée a également été exploitée dans [WKO03] dans le cadre de I’ estimation de
parametres pour une classe particuliere (systémes coopératifs) de systemes décrits par des
EDOs.

Dans la suite, le probléme d’ estimation de paramétres est écrit sous la forme d’ un probléme
dinversion ensembliste. Il est aors résolu en utilisant I'agorithme SIVIA [Jau93]. D’ autre
part, le modele n’est pas donné par une fonction explicite des paramétres inconnus, mais par
une équation différentielle. L’ idée proposée est alors d’ utiliser une approximation numerique
garantie deI’EDO.

L’ensemble des vecteurs de paramétres consistants avec les mesures et avec les bornes
d erreurs est donné par :

s={p ORI 100 {t, to t} (X&) FOXEW) (9x(t.050)  [y])} (0)

ou [P,] est un ensemble a priori contenant tous les vecteurs de paramétres solutions de (19).

Pour trouver une approximation extérieure de I’ensemble S défini par (20), il suffit aors
d utiliser SIVIA avec un test d'inclusion.

On suppose que la solution de I'EDO (x =f(p,x(t))) aux instants t,0{t, t,,..., t,} est
disponible; alors:

- Pour prouver qu’un pavé [p] O [P,] ne contient aucune solution, il suffit de vérifier que :
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o0 {t, t...., t}, 9eLx;h  [yd0 (21)

- Pour prouver que I [p], p est une solution, il suffit de montrer que:

Ot {t, t,,..., t}, 9PLIX0) [y)] 22)

- S aucune des deux conditions précédentes n'est vérifiée, aors le pavé [p] est dit
indétermine.

Letest d'inclusion est alors donné par I’ algorithme 6 [RRCO03c].

Algorithme 6 : Test
Entrées: [p], [x], [y:].--[yu1, . O

Test cont=0;

1. Pour k=0 aN-1,

2. [Xea]” = 1ODE(f,[x]);

3. S g(lx;..]) nly;,]=0 , retourner non_faisable ;
4, Siog(lx;,,]") Oly;.], Test_cont=Test_cont +1,

5. Fin delaboucle;

6. Si (Test_cont = N), retourner _faisable ;

retourner _indéterminé ;

Sorties: [_faisable | non faisable | indeterminé ])

La boucle (Pour k = 0 a N-1) est utilisée afin de tester si les sorties du modele sont
consistantes avec les données mesurées.

Exemple 3 : On considére le modele de Lotka-Volterra présenté dans I’exemple 1 ; dans cet
exemple on suppose que les paramétres a et ¢ sont connus (a= 1, ¢ = 1) mais b et d sont
inconnus. Les pseudo-mesures sont obtenues en simulant le modéle avec xo = (50, 50)" et la
vraie valeur du vecteur de paramétres p* = (0.01,0.02)". Le pas d échantillonnage est h =
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0.005, le nombre de points est N = 1400, les hypothéses sur le bruit de mesure sont les mémes
quedans|’exemple 1 et |’ espaceinitial derechercheest [P,]=[-11] x[-11].

En supposant que I’ état initial est parfaitement connu, SIVIA avec letest d’'inclusion défini ci-
dessus génere en 3 minutes sur un Pentium 1V, 1.6GHz I’ensemble des pavés tracés sur la
figure 11. L’ erreur absolue est de 2.5%, soient :
p: [0[0.00975, 0.01025]
p2 [0[0.0195, 0.0205]

0.021

0.02

0.019 y Y
0.009 0.01 Py 0.011

Figure 11 : Ensemble des pavés générés par SIVIA avec un état initial supposé connu
p* = (0.01,0.02)"

0.025¢

p2

0.02r

0.015 ; ‘
0.005 0.01 pl 0.015

Figure 12 : Ensemble des pavés générés par SIVIA avec un état initial incertain

p* = (0.01,0.02), [xo] = [49;51]x[49;51]
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Sur la figure 12, nous avons tracé I’ ensemble des paves géenérés par SIVIA en 1 heure, mais
en supposant que I'état initial n’est pas parfaitement connu, [Xo] = [49;51]%[49;51]. On
remarque alors que le temps de calcul augmente considérablement lorsque I état initial est
incertain. L’ erreur absolue est de 14% sur ¢ et de 7.7% sur d, soient :

p. [10.0086, 0.0114]

p2 [0[0.01846, 0.02154]
Conclusion :

Dans cette section, nous avons combiné SIVIA avec les méthodes d’ intégrations garanties des
EDOs pour I’ estimation des paramétres de modéles décrits par des EDOs. Les performances
de la méthode ont été testées sur un exemple numérique. Nous avons alors constaté que le
temps de calcul est d’autant petit que I’ état initial est connu. L’incertitude sur les paramétres
estimés est relativement petite.

5.  Limitations

On considére le banc d' essai présenté dans |e chapitre 3 (2°™ partie) et dédié ala mesure des
propriétés thermophysiques de matériaux. Le modéle utilisé dans le chapitre 3 est basé sur la
représentation «quadripdles». Il permet de donner une forme explicite de la fonction de
transfert liant la température de sortie a celle d’entrée. Le fait d avoir une formulation
explicite permet d utiliser les algorithmes d’inversion ensembliste et |es contracteurs.

Dans ce paragraphe, on va utiliser un modele décrit par une équation différentielle, il est
obtenu a partir d'une discrétisation spatiale, par la méhode des différences finies, de
I’ éguation de la chaleur.

5.1. Modéle

5.1.1. Equation de la chaleur

On considére un matériau homogene, de propriétés isotropes, caractérisé par sa conductivité
thermique A, samasse volumique o et sa capacité thermique massique C,. L’ équation de la
chaleur est alors donnée par :

aT _ a(aT
- = = — 23
Pl ot ax(ax] (23)

Dans la suite, nous allons utiliser la méthode des différences finies pour la discrétisation
spatiale de I’ équation (23) pour chague couche du banc d’' essai présenté dans le chapitre 3.
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5.1.2. Discrétisation 1D

La discrétisation spatiale unidirectionnelle du dispositif étudié est présentée sur lafigure 13.

Figure 13 : Discrétisation 1D du dispositif

Discrétisation dans la couche k

Dans chaque couche, I'équation discrétisée de la conservation de I’ énergie s écrit sous la
forme suivante :

oT _
kapkAXkE - ﬁ(-riﬂ - 2Tl +Ti—1) (24)

ou k est I'indice de la couche correspondante :

k=1": pour lelaiton
k=g: pour lagraisse
k=2: pour I'échantillon
k=3 pour le cuivre
On obtient ainsi pour les différentes couches homogenes :

e aT )
couche laiton : plCPlAXlE = E(Tiﬂ - 2T +T.)
o o _ A
échantillon : pZszszﬁ = i('ﬁﬂ - 2T, +T.,) (25)
. T _ A
couche cuivre : pBCp3Ax3E == (T, - 2T, +T.,)

A I'interface entre deux couches de propriétés thermophysigues différentes

AXy AXis1

i-1 i i+1
Figure 14 : Discrétisation al’ interface de deux couches

Ladiscrétisation al’ interface de deux couches est donnée par :
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1 oY _ A, A A p
E(pkcpkAXk + pk+1Cpk+lAXk+l)(_j :LTHl _[ K 4k }-r. +— T

ot ) DX, DXy DX Ox

Aux différentes interfaces de couches de propriétés différentes, on obtient :

I nterface laiton-graisse :

T

I nterface graisse-échantillon :

1 0T, A A, Ay A,

“(pC. A, + pC AX )| — |=—T + 9 T +2T,

2(p2 2% T Pamg g)( dtj Ax, ! (sz AX J' Ax,
I nterface échantillon-graisse :

oT, A A A
oo+ nCat)( ) =t | ey

I nterface graisse-cuivre::

oT, A A Ay A,
(ps psl% + 0,C o A%y )( ot ] ‘Eg-ri—l [A)B(a +AX JTI "‘&Tl

g

Conditions aux limites :

Les conditions aux limites sont données par les relations suivantes :
- Pourx=0:0naT(0,t) = T (excitation imposée)

- Pourx=e:onaT(et) = Ty (température de laface arriere)

U b

T
Figure 15 : Conditions aux limites N

Ladiscrétisation ax = e est donnée par :

aT, A
pscpsAxs( j h(Ta - TN) + i(TN—l _TN)
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S0it :

oT, A A
pecpsAxs( atN ] = iTN—l - [i + hJTN + hTa (32)

ou h est le coefficient d’échange global en face arriere et T, est la température de
I’ environnement.

L es équations précédentes peuvent s écrire sous forme matricielle:

CT =AT +BE (33)

ou C est une matrice diagonale dont les & éments non nuls sont donnés par :

C
’ :% aux extrémités
C + C
Ci = ALl gkﬂ s aux interfaces
Ci =p.C A% aux interfaces
A est une matrice tridiagonale symétrique :
A A
D B
A oA A
DY Dy
A =
A (A A A
Ax, Ax, DX Ax,
A oM
Ax, Ax,
et
1 0
0 : [Toj
B = . , E =
: 0 T,
0 h
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5.2. Estimation

Dans cette section, nous allons tenter d'identifier les parametres p, = A, et p, = p,C,, dans

un contexte a erreurs bornées par inversion ensembliste en utilisant I’ algorithme SIVIA avec
le test d’inclusion défini par I’ agorithme 6.

Pour réaliser le test d’inclusion, nous devons procéder a I’ intégration numérique garantie de
I” égquation différentielle (33) ou les paramétres p; et p, sont représentés par des intervalles.
Lors de cette réalisation, plusieurs problemes ont éé rencontréset ont conduit a une
divergence de lataille des pavés contenant la trajectoire du vecteur d’ état.

Ces problemes sont dus d'une part a un choix inadapté du pas d’intégration et d’ autre part a
un probléme de dépendance. Nous abordons ces questions dans la suite.

Choix du pas d' intégration

Le choix du pas de temps lors de I'intégration d’ une équation différentielle est délicat. Dans
certains cas, un mauvais choix peut entrainer la divergence de la solution ; dans le cas des
méthodes garanties, on peut obtenir des pavés de taille infinie. Or, dans le cas de |’ estimation
d état et de parametres, ce probléme est récurrent étant donné qu’ aux instants ou les mesures
sont effectuées, doivent correspondre des temps intégrations de I'EDO. Deux approches sont
alors possibles.

Une premiére approche, simple et intuitive, consiste a utiliser un pas d'intégration fixe
correspondant au pas d’ échantillonnage des données expérimentales. Pour tester |a faisabilité
de cette approche, nous avons intégré I'EDO (33) en supposant |’ état initial et |es paramétres
p1 et p, parfaitement connus. Tous les algorithmes d'intégration présentés dans le chapitre 4
ont divergé au bout de quelques pas de temps; ils génerent un ensemble de pavés dont la
taille diverge au bout de quelques pas. Cette divergence s explique par le fait qu'a certains
endroits de la trgjectoire, le pas de temps est trop petit par rapport a la dynamique de la
réponse du systeme. La trgjectoire est donc "plate’, ce qui rend trés pessimistes les fonctions
d’inclusion centrées utilisées pour |’ évaluation des coefficients de Taylor.

La seconde approche consiste & utiliser un pas d'intégration variable. Ce dernier est calculé
lors de la premiére étape des algorithmes d'intégration, au moment de la vérification de
I’ existence de la solution de I’'EDO. Un test de faisabilité de cette approche, dans les mémes
conditions que précédemment, état initial et parametres p; et p, parfaitement connus, a fourni
des résultats satisfaisants : la taille des pavés contenant la trgjectoire de I’ état ne diverge pas.
Mais pour pouvoir procéder a I’estimation d’ états, nous devons calculer une solution de
I’EDO aux pas de temps de mesure des données expérimentales. La solution que nous avons
retenue consiste a procéder a une autre intégration numérique garantie entre un instant
d'intégration et I'instant de mesure, comme illustré sur lafigure 16.
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t
>

A

tk +1 tk+1 f\k + 2
Figure 16 : Trajectoire d’ une variable d' état ; f, : correspond aun temps intégration et t, aun

temps de mesure.

On note par t, (k=1,..., N) lesinstants déterminés par |’ algorithme d'intégration de I’ EDO et
par t, les instants qui correspondent aux mesures. La prédiction de I’ état a I’'instant t, est

alors obtenue en effectuant une interpolation garantie a I’ aide d’ un développement de Taylor
delasolutiondet, aft,.

Probléme de dépendance

La stabilité d'un schéma d’intégration numérique d’ une EDO n’est possible que lorsque cette
EDO est stable au sens de Lyapunov.

Dans notre cas, le modéle décrit par |’ équation (33) est linéaire par rapport al’ état, il est aors
stable si les pdles de la matrice A appartiennent au demi-plan complexe gauche. Supposons
alors que le vecteur de parameétres p défini ci-dessus est incertain et est donné par :

pO[p,p [ [0.9%p" 1.00p" ]

ol p” est la vraie valeur de p. On démontre facilement qu'il existe des valeurs de
p O [0.99] p", 1.011]pD] telles que la matrice A est instable (présence de poles positifs). Pour
vérifier cela, il suffit de choisir p=p dans les éléments diagonaux de A et p=p dans les

éléments non diagonaux. Cette instabilité est due au probléme de dépendance, en effet,
chacun des paramétres p; et p, apparait plusieurs fois dans la matrice A, mais les éléments de
A sont considérés indépendamment |’ un de I’ autre.
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6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé les techniques d'intégration numérique garantie des
équations différentielles ordinaires afin de développer des estimateurs d'états pour des
systemes non linéaires a temps continu.

Nous avons proposeé en premier lieu un estimateur basé sur |’ approche prédiction/correction
et semblable au filtre de Kalman. La phase de prédiction consiste a intégrer I’'EDO a un

instant tj.; en partant de la solution & tj; cette étape produit alors un pavé [x,,]". La

correction consiste a contracter ce dernier pavé en utilisant la mesure disponible a tj+1. On
obtient alors un pave [x,,,] contenant les valeurs du vecteur d’ etat consistantes avec [x;], la

mesure a I’instant tj,1 et la borne d’ erreur fixée a priori. Les performances de cet estimateur
ont été testées sur un exemple numérique.

Dans un second temps, nous avons proposé un estimateur d' état a horizon glissant. 1l est
construit en introduisant des techniques de consistance dans |’ estimateur proposé dans la
premiere partie du chapitre. Les performances de cet algorithme ont été testées sur un systeme
de bio-procédé. Les données utilisées sont obtenues al’ aide de simulations.

Dans la derniére partie du chapitre, nous avons étudié le cas ou des parametres inconnus
doivent étre estimés. Nous avons alors associé les techniques d'intégrations d' EDOs avec
SIVIA. L’exemple numérique étudié montre que cette méthode permet de résoudre le
probleme d’ estimation avec un temps de calcul raisonnable lorsque I’ état initial est connu.

Par ailleurs, dans le cadre de I'estimation des parameétres thermophysiques du dispositif
présenté dans le chapitre 3, nous avons constaté que le phénomene de dépendance rend le
modele instable. Il est alors nécessaire d'améliorer le modéle en tenant compte de ce
probléme.
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Conclusions et per spectives

Cetravail a été dédié al’ estimation d’ état et de parameétres de systémes non-linéaires dans un
contexte a erreurs bornées. L’'estimation de paramétres (ou d'état) dans un tel contexte
consiste a caractériser I’ensemble des valeurs admissibles du vecteur de paramétres. Une
valeur est dite admissible, si la sortie du modéle calculée en utilisant cette valeur reste a
I"intérieur des domaines des sorties mesurées.

Deux types de modéles ont été considérés: les modéles donnés par des fonctions non-
linéaires explicites et les modéeles décrits par des équations différentielles ordinaires. Dans les
deux cas, les méthodes dével oppées sont basées sur |’ analyse par intervalles. Ce dernier outil,
initialement développé par Moore [M00o66] pour le contrble des erreurs d arrondi dans les
calculateurs numériques, est utilisé dans le domaine de I’ estimation et de I’ identification afin
de calculer des solutions globales et garanties.

La premiére partie de cette thése a été consacrée a I’ identification de paramétres de modéles
décrits par des fonctions non-linéaires a variables complexes. Ce probléme est résolu en
utilisant I’algorithme d’'inversion ensembliste SIVIA [JW93a] [JKDWO01]. Néanmoins, ce
dernier nécessite I’ évaluation de la sortie du modele ; ceci peut étre réalisé de deux maniéres
différentes. Lorsgue lafonction a variables complexes peut étre décomposée al’ aide du calcul
symbolique en deux parties réelle et imaginaire, |’ évaluation de la sortie est effectuée al’ aide
de I’arithmétique des intervalles réels. L'avantage de cette approche vient du fait qu'il est
possible d' utiliser les bibliotheques mathématiques dédiées a |’ analyse par intervalles réels;
par conséguence, aucun développement informatique lourd n’'est nécessaire. Par ailleurs, les
parametres des fonctions, obtenues par décomposition explicite du modele en parties réelle et
imaginaire, sont souvent multi-occurrents, méme lorsque ceux du modéle initial ne le sont
pas. Le contracteur propagation — rétropropagation, utilisé afin de réduire les domaines de
ces parameétres, N’ est alors plus optimal .

La deuxiéme approche consiste a utiliser I’arithmétique des intervalles complexes afin
d évaluer la sortie du modéle ; ceci impose donc le choix d’ une représentation géométrique de
ces intervalles. D’autre part, étant donné que les modéles traités dans cette these sont
fortement non-linéaires, nous avons opté pour |’ utilisation de la représentation polaire ou une
donnée complexe incertaine est représentée par un secteur. Notre choix découle du fait que
cette forme s adapte mieux aux modéles non-linéaires. Néanmoins, cette représentation n’est
pas frequemment utilisée et on ne dispose pas de bibliotheques mathématiques utilisant cette
forme.

Dans le chapitre 2, nous avons introduit la représentation polaire des intervalles complexes.

Nous avons alors montré que |’ opération de multiplication et de division de deux secteurs est
définie d’ une maniére exacte ; d’ou I'intérét de I’employer lors de I’ évaluation de fonctions
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fortement non-linéaires. Mais |’ inconvénient vient du fait que I’ addition et |a soustraction ne
sont plus exactes.

La contribution du chapitre 2 est de présenter des algorithmes permettant d effectuer
I”addition de deux secteurs sans passer par une autre représentation. Le résultat obtenu est
minimal, c’'est adire qu’il n’existe pas de secteur plus petit contenant |a somme de Minkowski
de ces deux secteurs. L’ opération d’ addition a été traitée comme un probleme d’ optimisation
sous contraintes. Dans le chapitre 2, ce probléme d’ optimisation a été résolu analytiquement ;
ceci est possible puisque le nombre de variables est assez réduit et les fonctions a minimiser
sont simples. Les algorithmes proposés sont simples a mettre en oauvre. La mise a disposition
de la bibliothégque dével oppée est prévue.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié deux applications pour lesquelles les modéles sont
décrits par des fonctions explicites a variables complexes. Dans la premiere application,
consistant a estimer des parameétres diélectriques, une décomposition analytique de la sortie
du modéle est disponible ; nous avons donc comparé les deux approches: intervalles réels et
intervalles complexes. Nous avons constaté que |’ utilisation des intervalles complexes permet
d évacuer le probleme de dépendance. Ainsi, le contracteur propagation — rétropropagation
est optimal. Néanmoins, la représentation d'un ensemble par un secteur introduit un
phénomeéne d envel oppement. L’ évaluation de lafonction d’inclusion naturelle de la sortie du
modele est alors pessimiste. On rappelle par ailleurs que ce probléme ne S est pas posé en
utilisant uniquement des intervalles réels. Nous proposons alors, dans une étude ultérieure, de
combiner ces deux approches.

D’autre part, I'identification des paramétres diélectriques du modéle d’ Havriliak-Negami est
un probleme numériquement difficile et la caractérisation de |’ approximation intérieure de
I’ ensemble solution N’ a pas été réalisée. Nous proposons, dans une étude ultérieure, d’ associer
des techniques de recherche ponctuelle aux méthodes ensemblistes afin de pouvoir
caractériser une telle approximation.

La seconde application étudiée dans le chapitre 3, concerne I’identification de parametres
thermophysiques de matériaux. Le modéle utilisé est fortement non-linéaire et a variable
complexe et une décomposition en une partie réelle et une partie imaginaire a |’ aide du calcul
symbolique est tres difficile a atteindre. L’utilisation de I’arithmétique des intervalles
complexes est alors indispensable. Dans la these [Bra02], |a représentation rectangulaire a été
employée étant donné sa simplicité de mise en cauvre. Dans ce chapitre, nous avons montré
gu'il est possible d'utiliser la bibliothéque développée dans le chapitre 2. Nous proposons
aors, dans une éude ultérieure, d’ associer cette bibliotheque aux agorithmes de projection
ensembliste développés dans [Bra02] afin de caractériser le dispositif expérimental.

La seconde partie de cette these a été consacrée al’ estimation garantie d’ état et de parametres
pour des systemes décrits par équations différentielles ordinaires. Dans le chapitre 5, nous
avons proposé un observateur d'état de structure semblable a celle du filtre de Kalman. |l
comporte deux phases: la premiere, appelée prédiction, consiste a prédire I’ éat a un instant
tj+1 sachant que I'éat a I'instant t; appartient & un pavé connu. Cette étape est réalisée en
effectuant une intégration numérique garantie de I’ équation différentielle d' état a I’aide de
I’'un des schémas d’intégration présentés dans le chapitre 4. La seconde étape consiste a
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trouver I’ensemble des valeurs du vecteur d’ état compatibles avec la mesure al’instant tj. et
avec la borne d’ erreur fixée a priori. Elle est formulée comme étant un probleme d’inversion
ensembliste qui peut étre résolu d'une maniére garantie a I'aide de SIVIA. L’ éape de
correction consiste donc a contracter le domaine du vecteur d' état obtenu dans la phase de
prédiction.

Dans une seconde partie du chapitre 5, nous avons proposé un observateur d état a horizon
glissant. Il est construit en introduisant des techniques de consistance dans un observateur
fondé sur une approche prédiction/correction. Les performances de cet algorithme ont été
testées sur un systeme de bio-procédés.

Dans la derniere partie du chapitre 5, les techniques d’inversion ensembliste ont été associées
aux méthodes d’intégration garantie des équations différentielles afin d' éudier le cas ou des
parameétres inconnus doivent étre estimeés. Nous avons montre la faisabilité de la méthode sur
un exemple numeérique.

Par ailleurs, dans le cadre de I'identification des parametres thermophysiques du dispositif
présenté dans le chapitre 3, un second modele décrit par des équations différentielles a été
utilisé. Nous avons alors constaté gue le phénoméne de dépendance rend le modele instable.
Actuellement, nous étudions une améioration de la méthode d'identification afin de tenir
compte du phénomene de dépendance et éviter ainsi 1a divergence des résultats du modéle.
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Résumé:

Cette these est dédiée au développement et a I’ application de méthodes ensemblistes pour I’ estimation d’ état et
de paramétres pour des systeémes non-linéaires. Deux types de modéles sont considérés : modeles donnés par des
fonctions explicites a variables complexes et modéles décrits par des équations différentielles ordinaires (EDOs).

L'identification de paramétres de modeles décrits par des fonctions explicites est réalisée a |’ aide des techniques
d’inversion ensembliste par analyse par intervalles. Par ailleurs, les modéles utilisés sont a variables complexes;;
dans ce cas I'évaluation de la sortie se fait a I’aide d'intervalles complexes. Dans ce travail, nous avons
développé une arithmétique des intervalles complexes basée sur la représentation polaire. La multiplication et la
division sont des opérations exactes, mais la somme et la différence ne le sont pas. Pour réduire le pessimisme
introduit par ces derniéres opérations, nous avons développé des algorithmes assurant les propriétés de
minimalité.

Cette bibliotheque a été associée aux méthodes d'inversion ensembliste dans le cadre de I'estimation de
paramétres de modeéles diélectriques, d'une part, et pour I'identification de parameétres thermophysiques d’ autre
part.

Dans la deuxieme partie de cette thése, des algorithmes d’'estimation d’ état pour des systémes décrits par des
équations différentielles sont présentés. IIs permettent de fournir, a chague instant, un ensemble contenant d' une
maniére garantie, toutes les valeurs du vecteur d' état compatibles avec les mesures et avec les bornes d' erreurs.
Ces estimateurs sont basés sur des méthodes d' intégration garantie d’ EDOs et sur I’ inversion ensembliste.

Enfin, une technique d’ estimation de paramétres de modéles décrits par des EDOs est proposée.

Abstract

This work is dedicated to the development and the application of set-membership methods for state and
parameter estimation for non-linear systems. Two classes of models are investigated: models given by closed-
forms expressions of complex variables and models described by ordinary differential equations (ODE).

For models described by closed-forms expressions, parameter identification is achieved by set inversion
techniques through interval analysis. Furthermore, a complex interval arithmetics using polar forms is developed
where multiplication and division operations are exact but no longer addition and subtraction. Thus, in order to
ensure minimality property, new algorithms based on analytical constrained optimization are given. This new
polar interval arithmetic toolbox is associated with set inversion and used for parameter estimation in the
bounded error context, for the dielectric and thermal analyses of materials.

The second part of this work deals with set membership state and parameter estimation for non-linear systems
described by ODEs. A new state estimator based on a predictor/corrector approach similar to the Kalman
filtering, is given. This estimator relies on guaranteed numerical integration techniques and set inversion.
Furthermore, a moving horizon state estimator is proposed. Finally, a parameter estimation technique is
suggested for systems described by ODEs.



