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Le probléme des ondes longues est 1°un des problémes de mécanique

des fluides qui ont bénéficieé des motivations & la fols pratiques et théo-

riques, notamment aprés 1’'éavénement des calculateurs électroniques.,
L]

L'objset de ce travail est la résclution de quelques problémes liés

aux ondes longues et correspondant & différentes situations réelles.

+

Le chapitre 1 est consacré a 1'étuds physique des ondes longues,
ot on montre l'origine du systéme de St Venant, régissant le phénomene

et les hypothéses physiques admises pour la formulation adoptée.

Au chapitre 11 on donne une résolution purement numérique du sys-
téme de St Venant dans le cas unidimensionnel et pour uﬁ'domaine parabolique,
on y utilise une condition aux limites compatible avec le déplacement de
la froptiere. L’ approximation utilisée étant basée sur la wéthode des diffé-

rences finies.

Le traitement numériqus du cas bidimensionnel fait 1’objet du
chapitre III, o0 on a utilisé une méthode d’éléments finis pour les varia-
bles d'espace et da différences finies pour la variable temps. Des résultats

numeriques sont donnés & la fin du chapitre.

Dans le chapitre IV on développe une étude théorique et pratique
du probléme dans le cas d'un fluide visqueux. On établit 1°existence et
1'unicité de la solution du probléme continu légérement modifid ; on
examine & la fin de ce chapitre la stabilité du schéma proposé et la con-

vergence de la solution approchée.

Au chapitre V on s'intéresse a 1'aspect théorique du probléme des -
ondes longues "semi-lingarisé” dans un fluide parfait. L°outil employé dans

cette étude étant la théorie des opérateurs dissipatifs.



Dans 1'annexe I, on aborde 1'étude théorique du probléme linéaire
dans un domaine & frontigre libre, ol on raméne le probléme 3 un probléme
unilatéral "classique”, movennant 1'introduction d°une faonction de poten-

tiel.

L'outil informatique dont on s’est servi pour le calcul était
le code DELTA mis au point par A. PONCET et dont nous avons donné une

breve description & 1'annexe II.
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CHAPITRE I

PHYSIQUE DU PROBLEME DES ONDES LONGUES

§0 - Bref historique
§1
§ 2
§ 3

]

Position du probléme

&

Déduction des équations

]

Conditions aux Jimites



‘2.

0 - BREF HISTORIOUE

L'étude des ondes Liquides est depuis foujourns £'une dew prdoccupations
Amportantes des mathlmaticiens {(Laplace (1775}, Lagrange {1781}, ete...}. Mais
La premidne 2tude théonique de La propagation des ondes des mandes est due &
Bave de Saint-Venant {1871), qui donna une premire approximation de ces ondes.
Depuis £'avenement des caleubatrices Efectroniques, Les equations de Barne de
Saint Yenant ont connu une Lange utilisation poun 2'gtude d“un bon nombne d'8-
coulements a sunface Libre, non permanents.

En 1877 Bauééineéq a voutu amélionen £°'approximation de Saint Venant,
en proposant une approximation des ondes Longues, dans Laquelfe il a tenu comp-
te de £'accélénation verticale qu'ik a supposée faible mais non huﬂﬁe, contrad-
nement & Saint Venant qui avait basé sa théonrie sun £'hypothse d'un Eeoulement
avec une distribution hydnostatique de fa pression. Mais La solution de Saint
Venant qui suffisait poun expliquer Les phénomenes obsenvés fut pnéfénée a celle
de Boussinesq en aaison de sa nelative simplicite.

Konteweg et De Vnies {1895} |confinménent Les conclusions des travaus de
Stokes (1847) sun Les ondes de sunface en profondeun finie. Les ndsubiats expé-
nimentaux sun £'onde solitaine, obtenus pan Scott Russel {1844) gurent comple-
{2s pan BouéaaneAq {1871} et Rayleigh {1876).

En 1948 Friederichs proposa une théonie qui est une approche thds ondigi-
nate du probleme des ondes fongues et qui est La premiene foxmubation des ondes
Longues qui s0it faite pan une méthede mathématique a&gouneu#e. Toutefodis, cet-
te theonie nécessite trop d'hypothtses {péniodicits, inrotation, ...} nestrnei-

- gnant son application a des cas bien précis.



1 - POSITION DU PROBLEME

[ ]
Le phénoméne des ondes longues est 1l‘une des disciplines les plus impoxr-

tantes en hydrodynamique en raison de ses nombreuses applications pratiques :

prédiction des maxées et des tempétes,

dérive et concentration des polluants dans les merxs,
- construction des digues et des chempaux de navigation {génie maritime)

- €coulement dans les estuaires et crues des riviéres.

1.3. Ondes Iongdes dans les eaux peu-profondes

1.1.1. Mer littorale :
On appelle mer littorale toute poxtion de l°océan limitée par le
continent - et éventuellement celle des fles voisines - d'une part et une surfa-
ce frontiére verticale tracée arbitrairement dans 1'océan et qu'on appelle fron-

tiére marine ou ouverte.

1.1.2. Marée littorale :

DO O M O D s s WD €D D D e e @D

La théorie classique montre que la marée littora}g est constituée
de plusieurs composantes. Une composante peut avoir plusieurs origines : soit
induite par les conditions aux limites, imposées le long de ia frontiére ouverte,
car l'océan agit comme un batteur sur la masse des eaux du bassin, soit engen-
drée sur place par les effets non linéaires ou des petits fonds. On note que
1'effet du potentiel générateur (de la marée océanique) est négligeable dans le
_ cas des marées littorales, car la masse d°eau contenue dans un bassin littoral

est insuffisante pour étre influencée par les forces astrales.

1.1.3. Quelques hypothéses simplificatrices :

- e o] w03 WS w0 " . D en e O O B S 2 i O W on Om > 00 e M

Dans 1'étude des ondes longues, on suppose vérifiées les hypothéses

sulvantes
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(:) - le vecteur vitesse V est horizontal, de plus on a : §§»= 0. z étant la

direction verticale.
(:) - le bassin marin doit &tre de faible étendue horizontale de fagon a ce
que l'on puisse :
(1) négliger 1l'influence du potentiel génératenr sur le mouvement de
la marée dans le cas des marées
(ii) considérer comme constante la latitude $; d'ol un coefficient de
Coriolis constant

(iii) supposer constante l'accélération de la pesanteur g.

~ le bassin est assez étendu pour tenir compte de l'effet de Coriolis

- le gradient de la profondeur h est supposé petit.

Z surface libre

o r——— N
y Mww-av*w’”" fg(x,y,t) \“\‘~\\N% niveau moyen de la

X T mer

“h{((x,y) fond de la mer
g ,,g,mﬁ“ﬂi«mfr:z;f » 7

;4;:1? ’

¥

Corollaires de 1'hypothése (;2 :

(:) - La répartition des pressions est approximativement hYdrostatique, donnée
par : “

P = pg(r(x,y,t)-2z) + P,

avec les notations :

P : la densité du fluide
g : l'accélération de la pesanteur
¢ : la dénivellation (&lévation de la surface libre)

P0 : la pression atmosphérique.
a.).
(:) - la pente de la surface libre est faible (i.e. grady est petit)

(:) - si le fond n'est pas horizontal il est clair qu'une telle propriété ( ( 1))

ne peut étre vérifiée que dans le cas des mouvements assez lents.
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On admet que les eaux se comportent coume un £fluidg incompressible
o= Cteb. Et que la couche limite avoisinant le fond est de faible épaisseur en
dehors de laquelle les eaux peuvent étxe assimilées a un fluilde parxfait (non
visqueux) . D‘autxe part, l'écoulement est supposé advectif (par blocs) contrai-

rement & l°'écoulement convectif gul s‘accompagne de remous.

1.1.5. Modélisation mathématique :

L'établissement d’un modéle mathématique fidéle*pour la résolution
des problémes des ondes longues et en particulier celui de la marée, se heurte

a deux difficultés majeures ;

! - La forme trés irréguliére des frontiéres des bassins marins, constituées

par le fond de la mer d4'une part et les cdtes continentales d'autre part.

2 - Les conditions aux limites a imposer sur les frontiéres, sont loin d'é&tre

évidentes notamment sur la frontiére ouverte.

Jusqu’ici les nombreux modéles mathématiques proposés pour décrire la marée lit-
torale - par exemple - ont toujours &cé limités a des frontiéres solides (cétes)
fixes. C'est-a-dire que la surface mouillée {le fond) a été éupposée indépendan-
te du temps, celd revient A négliger les variations relatives de celle-ci au
cours du mouvement du flux et reflux de la mer, d'ol la condition aux limites :
Vn =0 (Vn étant la composante normale de la vitesse) sur lé cSte. Cette condi-
tion parait trés naturelle dans le cas d‘une falaise a4 la céte ou un mur verti-
cal d'un canal, mais elle l'est moins lorsqu'il s'agit d’uné‘plage ou d'un mur
incliné d'un canal. Et la condition H = 0 od H = h+.C (h : la profondeur moyenne

et U : la dépivellation) semble plus réaliste.

Pour illustrer la remarque précédente on peut citer comne exemple le cas
de Saint Michel ol la marée avance de quelques kilométres dans le continent et
avec une vitesse loin d‘'&tre nulle, le méme phénoméne se produit dans la baie
de Morecambe sur la cdte anglaise.

C’est & ce niveau en particulier qu'on pense apporter une contribution
personnelle & 1'étude du phénoméne en considérant un modéle tenant compte du dé-

placement de la céte.



2.- DEDUCTION DES EQUATIONS DES ONDES LONGUES

Les équations des ondes longues peuvent &tre déduites des équations de

Navier-Stokes de la maniére suivante :

Les équations de base,régissant 1'écoulement d'un fluide incompressible

et parfait (non visqueux), s'écrivent dans le cas évolutif ;

-

€quations du mouvement -

(2.1.) Ju au du du 1 op

EE PR R il el
av v av av i 9p
.4 e — e —_— = =
(2.2.) g F UGtV 5y W+ o 5y 9
dw dw Iw dw l«gg-:
(2.3.) “ﬁ"-&\lﬁ;‘f\!‘gg‘i‘wBZ*psz F3

équation de continuité :-

(2.4.) au aV 3w

el S

ax Ay * 3z 0

aveac :

(x,v,2) : les variables d'espace
t : le paramétre temps .
(u,v,w)t: le vecteur vitesse

P : la densité

P : la pression

(Fl'FZ’FB)t : le vecteur des forces.

On suppose que les axes des x et y sont pris dans le plan horizontal de

la surface non perturbde de 1'eau.

Si on note par { 1‘'élévation de la surface libre et par h la profondeur

moyenne de 1l'eau.
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on pose :

. 4
(2.5.) U= g o 92 o
(2.6.) V=g f o

Solent v’ et v' tels que :

{2.7.) w
{2.8.) v

il

Ui+’ {z)})
Viitv® {z})

w’ et v° vérifient les relatioms ;

(2.9.) f* ue az = o
~h
L =
(2.10.) f>viaz =0
~h

S8i on dérive l'expression de la pression donnée dans le corollaire (:) par rap-

port & x et y on obtient :

P
P 14 LY
{2.11.) I -pg(ax) + w
P
ap oL 30
2.12, — = ) + —

par Intégration des deux premiéres équations (2.1.), &2.2.)Epar rapport a z
entxe -h et £ et en divisant le résultat par (L+h). Tenant compte de (2.11.),

{2.12.) on aura :

2 .2 8/2 2
U 3u ou C(U V) o a8 c'(,g_i___________
{2.13.) —-E+u—)-‘-+v y-fv D) + g x+ (hil)
1/2 12472, %
v v v cw?w?) L L Clx y) =0
(2.14.) G r UGt Vg U T v 95y (h+c)
ot :

f : est le paramétre de Coriolis
C : la constante de Chézy du frottement de frond
C': la constante de friction pour la force du vent (= 3.2 x 10_6)

(Tx,ry)t : le vecteur vitesse du vent.



Remarque : Dans 1l'écriture des équations (2.13.) et (2.14.) on a négligé cer-
tains termes provenant du changement de variable, en vertu des considé—

rations numériques [8].

8i on utilise les “conditions aux limites® on aura :

_ }
W = ac pour 2 z
ISR | 11
(2.15.) W = at + u 3% + v ay
W= d({-h) pour z = -h
dat -
~.9%h % _ _ 3h
T T ay
ah oh
(2.16.) W= - u Pyl 5;- tcar h = h(x,y))

par intégration par rapport & la variable z de 1*équation de continuité entre

(-h) et [ on obtient :

(2.17.) 23t 3lm+nyul | 3l(hrr)vl
ot ax ay

i
o

Si on remplace les lettres majuscules par des lettres minuscules et si on pose

H =h +fon aura le systéme des équations des ondes longues sous sa forme

usuelle :
°oc @ (iiﬁ) 3 (Hv)
—— + =
(2.18.) et et P 0
(2.19.) 2w . du o du c/u’iv? u 1
ot x U ag VT T t9gr=
2. 2
v dv dv cVu“+v aC
(2.20.) 3t+u ax”‘V"a—}';fu%-“‘—‘gI-**——v-(-g—g;: fy

® . P L e+ s

N t <
ou (fx’fy) représente la force du vent qu'on suppose souvent nulle.

On a donc un systéme hyperbolique non linéaire. Et les inconnues sont u,v et .

Les équations (2.18.), (2.19.) et {(2.20.) constituent le systéme de Saint Venan



Dans le cas des maxdes océaniques le systéme ci-dessus s‘écrig sous une forme

linéarisée :

9t . 3(hu) 3 (hv)

(2.21.) R Tty =0
du ]S T
{2.22.) 3F " fv + g e + Ru = 0
(2.3.) N fut gy py=o
at 93y T

ol R est une fomnction de frottement du fond.

Si on tient compte de la viscosité on obtient un systéme couplé (hyper-

boligque - parabolique).

&

2.1. Interprétation des différents  termes

a)

b)

c)

a)

su au v

3 .
- Termes d‘'advection : (u 5=, v =—, u = et v =%} sont assez importants dans
3x Ay 9x dy

les régions caractérisées par une faible profondeur de l‘'eaun.

Texrme de Coriolis : le paramétre f qui intervient dans la force de Coriolis

peut étre considéré comme constante si les dimensions du domaine sont fai-
bles en vertu de 1'hypothése, et on a :

£ =20 sing
 : la vitesse de rotation de la terre

$ : la laitude

Terme de viscosité : il est souvent négligeable devant les autres forces,

dans le cas de la marxée,

Perme du frottement de fond ; par son expression compliquée (non linéaire

et non analytique au. voisinage de 1°origine) pose des problémes devant
1’application de la méthode du petit paramétre {[2}; le coefficient de Chézy
n‘est connu que de maniére approchée. Dans [1] on a estimé sa valeur moyen-—
nant l'application de la théorie du contréle optimal au systéme unidimen-

sionnel.
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3 -~ CONDITIONS AUX LIMITES

Dans 1'étude de la marée littorale paxr exemple, on rencontre deux types

de frontiéres :

a) - frontiére fermée (solide) : correspondant & la cbte

b} - frontiére ouverte {(marine) : correspondant 4 la ligne de séparation des

deux régions liguides (océan et bassin littoral).

3.1, Conditions aux limites sur la frontiére fermée

Une seule condition aux limites suffit en général pour avoir un probléme
bien posé. Cette condition peut traduire l'absence de flux d’eau & travers cett
frontiére, en faisant Vn = (0 ; (vn étant la composante normale de la vitesse)
comme dans le cas d'une falaise & la céte ou un mur vertical dans un (bassin)

canal, ceci découle de la remarque suivante ;

{(3.1.) si : Fix,y.2,t) =0

désigne l'éguation de la surface contenant un fluide, alors :
aF

{3.2.) V = ot

e
{gradF{

. OF \ < a i . e . .
si EE-ﬁ 0 c'est-a-dire si on considére le déplacement de la frontiére - tout

en supposant que les particules se trouvant sur la frontiéte restent‘toujoars
sur la frontiére {(conséquence du principe des milieux continus) - on ne peut
en aucun cas mettre : Vn = (, Par contre, on peut caractériser les froﬁtiéreé
des bassins & fond incliné ou les plageé par la condition i;h +f =0 (profon-
deur totale nulle). Dans le cas d'une résolution numerlque par différences

~finies on a besoin des condltlons supplementalres.

3.2. Conditions aux limites sur la frontiére ocuverte

Ces conditions constituent la difficulté maijeure de la théorie des marée;
littorales. Car le nombre des conditions aux limites & imposer dépend du signe
de la vitesse sur la frontiére et de la nature de 1l'écoulement (subsonique ou

supersonique) dans les problémes des ondes longues en général. Dans la plus par



o‘iio

des cas on fait intervenir la valeur de la profondeur totale (é%h) dans les
conditions car celle-ci est plus facile i évaluer expérimentalement que la
vitesse.

Certes le cas bidimensionnel est plus fréquent dams la nature, mais
1’etude du probléme unidimensionnel ne manque pas d°intérét car beaucoup 4'écou-
lements dans les canaux et les riviéres pewvent &tre considérés comme &tant uni-~
directionnels, On montre dans!ce cas {moyennant des techniques d’approximation)
que pour un domaine & fond horizontal, le phénoméne des ondes dans les eaux
relativement profondes peut étre modélisé par l°équation de[koxteweq-—De Vries
{1895)

3

.y o an 8% _
{(*) Y™ + (Cofclnz 3% *\»533- 4

ol 3
CO’ Cﬂ et v sont des constantes
n : élévation de la surface libre.
1'équation (*) a &té déduite avec 1*hypothése % << 1 (h : la profondeur) comme

solutions de 1°éguation de KDV, on trouve des ondes de forme et de vitesse cons-

tantes, périodiques (ondes cnoidales) et non périodiques (ondes solitaires).

Pour ce type. d’écoulement onm ne suppose pas gue %-ESy nécessairement
petit {a étant }1°amplitude et A la longueur d'onde) comme daps le cas des ondes
longues dans les eaux peu profondes.

4
4

I

A

‘g {’mlr-wmth.w v e TN ety
~-h 0

Y
1]

onde solitaire onde cnoidale
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Parfois, on rajoute aux équations du mouvement un terme de viscosité
afin de tenir compte de la dissipation de 1l'énergie dde au frottement interne

du liquide pour ne pas fausser 1'équilibre énergétique.

La connaissance parfaite de la quantité d'énergie effective fournie par
la marée est indispensable pour le fonctionnement des usines marémotrices par

exemple.

Dans tous ces Troblémes d*ondes ; l'écoulement est 3 surface libre et

le nombre de Froude ( v

C } joue un rdle important (V : la vitesse, C : la vites-

se de propagation)}.
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CHAPITRE 1§

RESOLUTION NUMERIQUE DU SYSTEME OE SAINT-VENANT
DANS UN DOMAINE A FRONTIERE VARIABLE

- CAS UNIDIMENTIONNEL -

§ 1 - Calcul de }a solution analytique de BALL
§ 2 - Etude du cas unidimensionnel
§ 3 - Algorithme de résolution

§ 4 - Résultats numériques
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Introduction

Oon expose dans ce chapitre la résolution numérique par différences
finies des éguations de St Venant dans le cas unidimensionnel pour un domaine
paraboligue, contenant un ligquide muni 4'un mouvement oscillatoire. Il s'agit
donc d'un probléme & frontiére variable. Le choix du domaine est justifié par
L’existence d°une solution analytique. Une telle solution nous permet d'une
part de déduire la condition aux limites gqu'on doit imposer sur la frontidre
pour retrouvver numérxiquement la solution du systéme, et d'autre part de tes-

-

ter L'efficacité de l'algorithme proposé.

aprés un bref rappel du calcul de la solution analytigue on expose le
traitement de la frontiéxe variable, gu'on illustre par des expériences numé-

rigues & la fin de ce chapitre.

Pour avoir une description précise du phénoméne des ondes longues il
faut prendre des conditions initiales cohérentes avec la géométrie du domaine

afin de satisfaire 1‘'hypothése des ondes longues.
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0 - NOTATIONS

constante arbitraire

os

: abscisse du point de profondeur maximale
s paramétre de Coriolis

accélération de la pesanteur

o0

T 9 T

oo

profondeur du liguide au centre de 1a surface libre & la position
A'équilibre

oo

profondeuxr du liquide ,
moitié de la largeur de la surface libre & ia position d'équilibre

o

W, 3 composantes de la vitesse horizontale

vitesse géostrophique d'équilibre le long de l'axe du creuset

os

Qg P

X, composantes du déplacement

oa

N
o0

équation de la surface contenant le liquide

constantes Qéterminant la forme du paraboloide contenant le liquide
an/Z

]
-
o6

w: (ga + £ fréquence des oscillations

abscisse du bord

X

vitesse au bord

£
o

B, ¢ vitesse ipitiale
Dans ce qui va suivre on rappelle briévement la méthode de BaLL[1] pour

1l'obtention d*une solution analytique du systéme des équations des ondes lon-—

' gues non amorties {sans frottement) dans un domaine a fond parabolique.

1 - CALCUL DE LA SOLUTION ANALYTIQUE 1] :

Au lieu d'essayer de trouver la solution exacte des équations de Saint
Venant dans un domaine de forme donnée, on se donne une forme simple de la so-

lution et on cherche la forme du domaine nécessaire pour une telle solution.

1.1. Cas du déplacement pur

Le liquide est déplacé latéralement sans distorsion du profil de 1la
profondeur et la vitesse horizontale dépend uniquement du temps. On considére

le systéme de Saint-Vepant ;
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du du Ju 9 _
(1.1.) EE-+ u §§'+ v 3y + g % {(h+z) = fv

v av v 3 ~
(1.2.) Evs + u §§-+ v 5y + g By {(h+z) = ~fu

ah sh oh g , v,
(1.3.) 5E'+ u we + v §§‘+ h(§§'+ ay) =

o h est la profondeur du liquide et z est la hauteur de la base du liquide
au-dessus'd'un certain niveau fixé. La hauteur de la surface du liguide au-
dessus de ce niveau est égale A4 h+z. Les composantes de la vitesse {u,v) sont
supposées indépendantes de la hauteur {(hypothé&ses des oqdes longues) . On re-—
margque que dans le systéme (1.1.)-(1.3,) on n'a tenu compte ni de la foxce de
frottement, ni de la force de viscosité. '

Dans le cas d'un déplacement pur, la solution du systéme. {1.1.)-(1.3.) aura

la forme suivante :

{1.4.) h = h{x~X, y-Y)
dx

(1.5, u = 3t
ay

{1.6.) v o= TS

h est une fonction de x-X et y-¥, X et ¥ sont des fonctions du temps seulement
et elles représentent les deux composantes du déplacementftransversal du pro-
£fil du liquide. On a supposé aussi que le déplacement desfparticules liquides
est le méme gue le déplacement du profil du 1iquide, on a:donc affaire a8 un

mouvement guasi-rigide.

L'équation de continuité est automatiquement vérifiée par la forme de la solu-

tion suggérée (physiquement et formellement par substitutién dans (1.3.}).

En remplagant h, u et v dans (1.1.) et (1.2.,), on obtient :

a‘x 3 ay
(1.7.} — 4+ g 7 (h+z) = £ —

dt2 ax dat

a’y 5 ax
{(1.8.) ;;§'+ g §§~{h+z) = ~f 3t

8i on dérive (7) par rapport a x, on aura :

5%h 3%x
R
X 3x



118,

I étant une fonction de x-X et y-¥Y tandis gue 2z est une fonction de x et y si
l'équation (1.9.) est satisfaite pour tout x,y et t alors ces dérivées doivent
8tre constantes. Et de maniére similaire, on obtient une relation analogue

pour ¥. D'od, pour un choix convenable des axes de référence, on déduit :

(1.10.) z = %~4ax2 + Byzb
on a aussi s
(1.31.) h =18~ %{a(x-x>2 + ﬁ(y~¥)2§

ot a et B sont des constantes donnant la forme du bassin et H est une constante

caractéristique de la profondeur.

Il découle que pour un déplacement pur, la forme du bassin est nécessai-
rement un parboloide.

Pe plus, on a s

(1.12.) hiz = B - % (axZ + 8Y%) + axx + ByY

Ceci montre que la surface libre est toujours plane. Si on remplace dans les

équations (1.7.) et {1.8.) (h+z) par son expression donnée en (1.12.) on trouve:

(1.13.) 9—%»* gox = £ %%
at

' a’y ax

(1140 L gpy - £ B
at

1.2. Cas des oscillations dans un creuset parabolique :

Comme illustration de la théorxrie précédente, on considére un creuset para-
. boligue contenant un liguide profondeur # au centre, avec une surface libre de

demi-largeur L. Dans ce cas B = 0 et

{1.315.) a = 2H/L2
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Creuset parapolique (gouttiére)

1'équation (1.14.) donne :

av _
(1.16.) 5= = v-£x

o V est une constante arbitraire qu’on interpréte par la vitesse géostrophiqu
Par substitution dans (1.13.), on trouve :

2
(1.17.) 9~§-= - (gu+EA)X + £V
ac

si les zéros de X(t) et Y(t) sont choisis convenablement,; la solution générale

peut &tre écrite :
(1.18.)  X(t) = A sin wt + £V/w?

{(1.19.) Y(t) = A £~cos wt + VvVt

x-A sin wt - f V/w2\2
7

{1.20) hix,t) = {1 - ¢ T }

ici A est une constante arbitraire représentant l'amplitude, et la fréquence w
est donnée par :

w2 = ag + f2

2 - ETUDE DU CAS UNIDIMENSIONNEL

Le systéme de Saint-Venant s'écrit dans le cas unidimensionnel et pour

un domaine & fond paraboligque.
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Ju Ju ah _
(2.1.) EYs +u o™ + g o™ + gax = 0
. ¢h ah .
{2.2.) T e h i 0

La solution générale calculée en §. devient :

§2.3.) X = A sin wt

[

§2.4.) h

L]

x-X, 2
nii- (-Erﬁ }

i1~ (KR SN WE, 2,

paxr hypothése u = ax d'on :

dt
(2.5.) u = AW Ccos wi
ZA\
¢
H
H ]
]
8
- > X
Qe st mard)
L

Coupe transversale d'un creuset parabolique’

2.1. Recherche des conditions aux limites

La frontiére du domaine d°'intégration correspond aux points du domaine
vérifiant h = 0.

Or d'aprés (2.4.) : h = 0'nous donne :
(2.6.) X - X=1[

Notons par x, et xb l*abscisse et le déplacement du bord (qui vérifient

{2.6.)) on aura donc :
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(2.6.)" X, - Xb =

si on dérive (2.6.)' par rapport au temps, on obtient :

(27) .d.i{;b.,_.ix.t_).—-o
T dt at

d'olu :

9%
at

(2.8.) u o=

ol ub est la vitesse au bord, car par hypothése u = — -,

L'abscisse du bord X, peut étre déterminée i chaque fois que 1'on a h = Q.
L*utilisation de Y, comme condition aux limites dans le calcul de u pendant la
résolution numérique nécessite le découplage du systéme (2.1.)-(2.2.) clest-a-
dire qu'on calcule h & l'instant t en utilisant les valeurs de u a 1'instant
(t-At), et puis on détermine 1l'abscisse xb du bord & l'instant t, et c'est
dans le calcul de u a l'instant t que l'on utilise h et u, qu ‘on vient de

calculer.

3 ~ ALGORITHME DE RESOLUTION DU SYSTEME (2.1.)-(2.2.)

Pour traiter le probléme dans la demi-droite x > 0.on fait une transla-
tion horizontale du domaine parabolique d°amplitude b

Le systéme (2.1.)-(2.2.) devient :

au Ju gh _
(3.1.) 5t + u ™ + g — ™ + ga(x-b) =0
+ oh oh u
(3.2.) 5t + u % + h % 0

La solution générale aura la forme :

(3.3.) X A sin wt

il

1t

(3.4.) h
La conditions aux limites reste inchangée.

La constante A peut é&tre déterminée a partir de la vitesse initiale car

d'aprés (3.3.) la vitesse initiale u, vérifie : u, = pA. A 1'extérieur du

0
domaine on pose : u = h = 0,
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3.1. Traitement de la frontiére

*

a) L°abscisse xb du bord est déterminée par interpolation en utilisant soit

les valeurs hi et hi&ﬁ vérifiant h&

soit les valeurs hi—& et hi pour lesquelles h

£e et hi+1 > £ pour l1eé premier bord.

< -
i-1 > € et hi— € pour le deu

xiéme boxd. (e = 10-6 dans les expériences numériques).

o

b) La vitesse au bord U est caloulée chague pas de temps par discrétisation

de la relation (2.8.) c'est-a-dire w, = %G;'” et comme le point dabscis-

ov

se xb n'est pas nécessairement un nceud d°intégration, on détexmine u, au noeud

voisin au boxd, et appartenant au domaine liquide (hi z ). Mais comm: par hy-
pothése, le mouvement est quasi-rigide et que la vitesse ne dépend que du temps,
on peut poserxr 3 u, ='ub ; avec cette condition le schéma conserve son caractére
explicite. Une autre condition aux limites ne faisant pas intexvenir la nature
de la solution serait de calculer u, par interpolation en utilisant u et Ui
{t selon gu'on est au premier ou au deuxiéme boxd} cette condition rend le

schéma aux différences implicite, mals elle est plus générale que la précédente.

¢} Pour calculer h en un point 3 1’imstant t on doit distinguer selon que le
point était sec om mouillé a 1'instant {¢ - At) ; si le point était mouillé
i} n'y a pas de problémes ; si le point était sec, cfest-a-dire si l'eau mbnte,
on a besoin de la valeur de h en ce point & 1l*imstant (t- At) ; on a calculé
cette valeur par extrapolation linéaire & partir des deux pd}nts quli le précé-
dent et qui se trouvent & L'intérieur du domaine liquide. Et la formule qui
donne h au point i & 1'instant t sexa s ’
(3.9.) b (t)=[h (t-Ar) ]

At
piih (e-At)u, (e-A0) ) hy_, (t-bt)u, , (t-at)]

extrap. extrap.

Oon remwet 4 zéro les valeurs de h en tout point hors du domaine liguide & chague
pas de temps, et ceci moyénnant pn test pour déterminer si le point éppartien

au domaine ou non.

3.2. Schéma utiliseée

Pour résoudre numérigquement le systéme (3.1.) et (3.2.) on a utilisé une

variante d'un algorithme proposé par FLATHER et HEAPS [2}, il s'agit d‘*un algo-



rithme basé sur un schéma aux différences explicite gue les auteurs ont appli-
gué au calcul de la marée dans la baie de Morecambe, ol ils avaient pris en
compte le mouvement de la frontiére solide {la c6te), mais ils ont utilisé
comme condition aux limites u = 0 sﬁr la frontidre solide, ce qui ne corres-
pond pas & la réalité physique en général. Dans 1’algorithme proposé, on a

découplé les équations (on a utilisé la valeur de h dans le calcul de uj.

Propriétés du schéma

- a) Les termes advectifs ont été traités par la méthode de la dérivée angulaire
[61, il s'agit d'une approximation de la dérivée spatiale dans les termes
advectifs par une différence centrée dans l'espace et dans le temps. Le

sens d'intégration est inversé & chaque pas de temps.

b) Les coefficients variables des dérivées sont calculés en utilisant les va-

leurs obtenues au pas précédent.

¢) La stabilité du schéma est contrdlable par le critdre de CFL [3], [5].

(3.10.) AT s —BE
¥2gh
max
dy Calcul de h :
(3.11.) h, (t+ht) = h, (£) - 25 (h, (E)u, (£)-h © (t)
P11, i = by A By (Bhuy (B)-hy , (8) u, , (E))

La formule (3.11.) est utilisée pour les points qui étaient mouillés d 1'ins-
tant (t-At) et gqui sont dans le domaine liquiéé, pour lesﬁéutres points du do-
maine liquide, on les traite selon 1-c}. :

Aprés l'évaluation de h, on détermine le nouveau domaine liquide en cal-
culant les abscisses des nouveaux bords, le gréﬁier bord peut &tre déterminé
dés gu'on a (hi £ g et hi+ > £} et le Zéme bord se dstermine quand le test

hyy

1
> £ et hi £ €) est satisfait.
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e) Calcul de u

Pour les points guil ne constituent pas les noeuds extrémes du domaine,

on utilise les formules suivantes :

{1) pour les pas de tewps pairs et pour i croissant.
1 [—
(3.12.) {ui(t+At)—ui(t)}/At = §K;-ui(t)(ui*n(tb—ui&tb+ui(t+At)—ui_l(t+At)}

- gih

l*ldt%At)—hi(tht)}/Ax—ga(xi-b)
o ’
uo(t) = i
£3.23.) ui(t) =3 i+l(t)f2u (t)%u (tb)
{1i) pour les pas de temps impairs et pour i décroissant.
u (e ‘
(3.14.) {ui(t#At)-ui(t)B/At= " on {ui(t)+ui*ﬁ(t+At) —u, _, (t)-u, (t+ar) )

-g{hi#1(t+At)-hi(t+At)}/Ax—ga(xi—b)

Les noeuds extrémes, on les traite selon le procédé qu'on a expliqué en
3.1.8.

- -
"Dn'
i
-
-
-

v'|'7;il0;
‘hr%%h;

|

kA

———

%
8
]
8
]
:

4

"X

Domaine liquide - positions extrémes

Remargue 1:

A chaque pas de temps, on pose u = 0 pour les points qui se trouvent a

1’extérieur du domaine liquige.

Remarque 2 :
C'est pour aveir la stabilité du schéma lors du traitement des termes

non linéaires qu'on a Al inverser le sens d*intégration.
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CONCLUSTON

Comme dans chaque probléme réel, pour décrire avec précision le phénoméne
des ondes longues, il faut se placer dans les conditions de validité du modéle.
C’est-a-dire il faut que les données utilisées lors du calcul soient cohérentes

avec les hypothéses physiques; & savoir une vitesse initiale relativement peti-

te et une profondeur d'eau suffisamment petite de fagon que la relation :
8

{2 : la longueur de l'onde, h ; la profondeur du liquide) soit satisfaite.

Les résultats numériques nous montrent 1°existence de quelques fluctua-
tions aux voisinages des bords, dues principalement au traitement des termes
non linéaires (advectifs), car ces dexniers deviemnent importants dans les ré-

gions caractérisées par une faible profondeur de 1°eaun.

La description de la frontiére variable nécessite un traitement rigou-
reux, car toute mauvaise détermination de la frontiére, fausse complétement

la conserxvation de la matiére ce gui conduit & de faux résultats.

Pel gquon procéde ici, le probléme semble beaucoup-plus compliqué dans
le cas bidimensionnel ; d'oi la nécessité de 1l'utilisation de la méthode des

éléments finis dans le chapitre III.
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CHAPITRE (11

RESOLUTION NUMERIQUE DU SYSTEME DE SAINT-VENANT
DANS UN DOMAINE A FRONTIERE VARIABLE

-~ CAS BIDIMENSIONNEL -

§ 1 - Présentation de 3a méthode des résidus pondérés
§ 2 - Application au probléme de BALL
§ 3 -

Conditions aux limites et déplacement de la
frontiére .

]

Résultats numériques

§ 4
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Introduction

Plusieurs méthodes de calcul ont été utilisées pour la résolution du
probléme des ondes longues. La plus part des modé&les proposés étaient basés
sur la méthode des différences finies. Aprés la naissance des éléments finis,
quelques auteurs [3}], [5], [8], [9] se sont intéressés & son application au
calcul des ondes longues, afin de contourner la difficulté due % la géométrie
ixréguliére des domaines réels. Mals-a notre connaissance- aucun de ces modé-
les n'a pris en considération le mouvement de la frontiére, bien gue cette si-
tuation soit réalisable physiquement ; 1'exemple de Saint Miéﬁel sur la cbte
frangaise et celul de Morecambe sux la cote anglaise illustrent bien le dépla~-
cement de la frontiére terrestre de guelques kilométres, sous lleffet de la

marde,

' Dans ce chapitre, on a essayé de tenirx cowmpte de la vériabilité du do-

maine, d'od 1’utilisation d'une condition aux limites “adéquate” &ifférente de

Vn =0 (Vn, étant la composante normale de la vitesse) sur la frontiére solide,
Pour la résolution numérique, on a utilisé une méthode des éléments finis ol

la formulation faible est basée sur la méthode des résidus pondérés de Galerkin

guon va rappeler briévement dans ce papler.

L'utilisation de la méthode des éléments finis semble étre justifée par :

1) La géométrxie irréguliére des c¢btes et des estuaires ce q@'on peut approcher
mieux par des triangles ou des éléments finils courbes (en utilisant des

transformations isopaxamétriques).

2) Variabilité du domaine ce qui est plus compliqué & traiter par la méthode

des différences finies.

3) Le phénoméne des ondes longues est un phénoméne qui &volue lentement, On
peut donc utiliser un pas de temps assez grand sans nuire 4 la précision
des rxésultats. Ce qui n'est pas possible en différences finies en raison

de la stabilité du schéma utilisé.

4) Possibilité du raffinement au maillage dans les régions d'intérét barti-

culier,
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1 - PRESENTATION DE LA METHODE DES RESIDUS PONDERES DE GALERKIN

Soit V un espace fonctionnal donné k:LZ(Q)), on cherche a4 résoudre nu-

mériquement 1'équation (ou le systéme d'équations) aux dérivées partielles ;

trouver w @ V, vérifiant : ¢
(1.1.)8 A(u) = O dans 9
{§.2.) Clu) = Q sur 9§

2 étant un ouvert deimp et 9 sa frontiére, A opérateur différentiel. On sup-

pose que la solution approchée s'écrit sous la forme :
w

(1.3.) U = ¥ a, w
h 1=1 i3

ot les ai sont les valeurs approchées de la solution aux noeuds de la trian-

gulation (le domaine triangulé) gh” et les wi sont les fonctions de base de Vh

approchant V.

Si on remplace (1.3.) dans (1.1.) on a en général
(1.4.) A(U) =R

La meilleure solution. serait celle.qui, en un certain sens, abaisserait le ré-
sidu R & une valeur minimale en tous les points de Qh.Une maniére de rxéaliser
cette condition consiste & utiliser le fait que si R est identiquement nul,

aloxs

{1.5.) gz 4R a2 =0
h

ol ¢ est une fonction {poids) dépendante des cooxdonnées. Si on choisit m fonc-
tions (¢i)i~l n linéairement indépendantes on peut alors écrire le nombre
% N

convenable d'équations simultanées de la forme :

(1.6.) [Qh¢iRth=[Q ¢, AlU) ag =0

et le probléme a résoudre sera de déterminer les a; en résolvant le systéme :

(1.7.) jﬂh ¢y B(U) dR =0 i=1,...,m

Cette méthode s'appelle la méthode des résidus pondérés et les fonctions @i
sont les fonctions de pondération. Et suivant le choix gdes ¢i on peut découvrir

diverses approches,
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1.1. Méthode de Galerkin

Elle correspond au cas :

c'est-a~-dire que la fonction de pondération coincide avec celle de base., Ce
processus conduit en général & une bonne approximation. On retrouve dans cette
méthode les caractéristiques typiques de la méthode des éléments finis & sa-
voir,les équations simultanées sont de type bande puisque 1'influence de cha-
cun des paramétres ne s'étend qu'aux &léments adjacents a un point nodal, les
intégrales peuvent &tre calculées séparément sur chaque éiément et sommées en-

. suite pour obtenir la valeur totale.

Remarque :

L'un des inconvénients de la formulation ci-dessus apparait immédiatement si
l'opérateur A contient des dérivées d'ordre €levé car ceci nécessite la conti~
nuité jusqu'a un ordre élevé des fonctions de base afin d'éviter toute contri~-
bution des zdnes inter-éléments. Cette difficults peut &tre surmontée parfois
en effectuant des intégrations par parties (ou leur formule générale : Green,
Stokes, ...). Pour le systéme des ondes longues ce probléme ne se pose pas car
ou bien on ne considére par le terme de Viscosité, et dans ce cas seules les
dérivées partielles premi&res interviennent dans la fomulation, ou bien on
considére le terme de viscosité et & l'aide de 1a formule de Green on peut ré-
duire l'ordre de dérivation d'une unité, dans la formulation précédente et on

n'aura que des dérivées premidres.

2 ~ APPLICATION AU PROBLEME DU "BOL" DE BALL

Les équations des ondes longues dans 1'exemple de BALL {2] s'écrivent :

du Ju Ju oh

ﬁ+u§;+v~;+g~;-fv=~gux
v . v A oh

{2.1) g tu A TV §§-+ g §§-+ fu = - gfy
ah oh oh du av
at+uax+vay+h(-§;+§“ ]
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ol u et v représentent les composantes de la vitesse d'une particule liquide,
b la profondeur totale, f le paramétre de Coriolis et g l'accéleration de la

posenteur - le Domaine étant un paraboloide de rxévolution.

On conpait pour ce cas, une solution analytique (profonQeur et vites-
se) des oscillations & faible amplitude d*un ligquide, dans un paraboloide de
révolution - sous l'effet des conditions initiales et aux limites et la force
de Corialis.»

*x

;E% : 1a projection de la surface libre sur le plan xoy.
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La projection de la surface libre sur le plan xoy est un disque de centre

{(X(t), Y(t)) .avec :

A sinpt . cosgt - B sinwt . sinft

x{t)
Y{t)

(2.2.)
A ginwt . singt + B sinwt . cosbht

1

A et B des constantes liées aux conditions initiales sur les composantes de
la vitesse :

w=Vag + 1/4 £2 , o= 28/L° , @=-%t

P

H : la profordeur maximale & la position d'équilibre. L = le rayon de la sur-

=

face libre a la position d'équilibre, c'est aussi le rayon & chague instant t,

de la projection de la surface libre sur xoy.

La solution analytique dans ce cas est donnée par :

Awcoswt . cosbt ~ A Bsintt sinft - Buwcoswt sinft -~ BOsinwt cos 6t

U

(2.3.) v Bwcoswt . cosft - B Osinwt s5inbt + Awcoswt sindt + ABsinwt cos 6t.

it

2
h y-¥) ]oﬁ X et Y sont donnés ci-dessus.

il

a [ - (x-x) -
L
Il s'agit ici d'un probléme dans un Domaine & bord incliné {contrairement aux
Domaines & bord vertical). La condition auk limites, natureile pour ce genre de
Domaihes est : h = 0, c'est-a&-dire que la profondeur est nulle au bord. Et dans
ce cas on admet que le déplacement du bord se produit avec la méme vitesse qgue
celle des particules liquides se trouvant sur cette frontiéfe {conséquence du

principe des milieux continus).

2.1. Discrétisation des équations par rapport & la variab¥e-£emps

®

Comme dans tous les problémes évolutifs qu'on résoud par la méthode des

€léments finis, la dérivée par rapport au temps se traite de plusieurs fagons :
m
a) - Eléments finis espace-temps : oli on pose Uh = 3 a, Wi(x,ygt), Cette mé-

N , v - . i=1 s
thode fait intervenir des éléments & 3 dimensions. Aucune condition de sta-

bilité n'est imposée sur le pas de temps At.
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b) - Eléments finis espace - temps séparables : dans ce cas on pose

c)

m
B, = z ai(t) wi(x,y)o en remplagant cette dernilre expression dans 1°'é&-
i=1
quation {(ou le systéme) du départ on aura um systéme d°équations dAifféren-

tielles oxdinaires linéaires ou non linéaires suivant la nature du systéme
du départ. Ce nouveau systéme n'est résolvable en général que par une métho-

de approchée.

i

Discrétisation par différences finies ; Dans cette méthode on approche la

n+l n .
%%- parxr 2 Atu ol unfl est la valeur approchée de la solution au pas

courant du temps et u” est celle du pas précédent. Dans ce cas on peut avoir
solt une méthode explicite (systéme diagonal) en prenant comme points d'inté-
gration numérigue les sommets des triangles soit une méthode implicite en
prenant des points autres que les sommets des triangles. C'est cette derniére
méthode qu'on va appliquer - sous plusieurs formes - aux équations des ondes
longues dans un premier temps, afin d'éviter une condition trop restrictive

sur le pas de temps.

2.1.1. Schéma I : implicite :

n+} n n+i ntl n+l
At ¥ Bx 3y 9 3x v E
ntl n 04+l R n+l nt+l g
v - v n v Y oh n+l
{2.4.) TR tw e + v 3y t g By + fu = gBy
hnfﬁ - B® . P EEP#B Y P 2Q§+E . th§E§+ﬂ . Exéflh -0
At 9% v 9y 3x dy
- ol les inconnues sont unfn, vnﬂ et hn+1 les valeurs un, V! et n" sont les va-

leurs des "inconnues® au pas du temps précédent. Le systéme précédent est un
systéme linéaire (& chaque pas de temps) a 3 inconnus d'oil une matrice de

"xégidité" 3m X 3m, m &tant le nombre total des noeuds de la triangulation.
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2.1.2. Schéma II : Cranck - Nicolson

le schéma de Cranck-Nicolson a été utilisé sous la forme suivante

un+1_ un " un §m (un+1+ un ) o+ vn 3 {un+1+ un} + §§ (hn%1+ hn)_
At 9x 2 dy 2 ©3x 2
n+1
(2.5). £y 2+v V= —gox
1+l
v v ol 9 (vn+1 + vn}+ v 3 (vn*1+vn)+ g _.E}__‘(hm‘ii-hn)-&»f(un +u')=
At 9x 2 dy 2 oy 2 2
n+l n
pitl_n WP {hn+1+hu) v gy hn(ggéu S tuy, §§ )
- . 2

At ox 2 dy = 2

Dans les deux schémas précédents on a lindariss les. équations au niveau

des termes advectifs tout en gardant le couplage du systéme.f

2.2. formulation faible et probléme approché :

Dans ce qui va suivre on remplace "1'exposant” n par ¥ et on omet {n+1i}

on note par (u , v_, h ) la solution approchée définie par :

ol les ai Bi et Yi sont les valeurs approchées de la solution exacte au noeud

-

n® i.
w, est la fonction de base (polyndme) vérifiant :
= As: P Ax = & o
W, (aj} 613 i a4 : étant le noeud n® j
et le systéme approché final sera :
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L
(um - Y5+ u ?___m + u* aum + g a m_ - fv,wi) =( goax,wi) i=},...,m
At 0B dy x
_JE * _
&vh Yoo+ m avm + 'm avm + 9 qu + fu, wi) = ( - gB y, wi) i=1,..,n
At 9x dy dy
¢
(n -nt u® 9p v® o B* (%% B ) =oi=1,..,m
m_m ot ®m ‘m 4+ om motm oyt =), i Lo
At x dy &Y

St on fait varier i de 1 jusqu’ad m (= dimension de l’espace Vm engendré par les
wib on obtient un systémwe 3m x 3mw.

La “consistence" entre le systéme approché ci-dessus et le systéme du départ peut
gtre justifide par le principe de la méthode des résidus pondérés de Galerkin
Qu°on a résumé au départ de ce papier.

3. Conditions aux limites et déplacement .de la frontiére :

Les fonds inclinés au bhord peuvent &tre caractérisés par la condition aux limites :

h=o0 suxr la Efrontiére

o

la loi discréte du déplacement de la frontiére libre sera donnée par

B0 K(n+1)= x(n) + At uﬁnb
yﬁnflba yémﬁ + AL v(nb
ol
{xntk), y(n*lbb est un point fromtiére présent
i (n) _(n)
{x Y ) est un point frontidre au pas précédent

At : le pas de temps

(u(n),v(n)) : le vecteur vitesse au pas précédent

Pour discrétiser le nouveau domaine obtenu & chague pas de temps ; trois possi-

bilités se présentent suivant la répartition des vitesses dans le domaine
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a) reprise totale de la triangulation, dans le cas d'un écoulement ol la varia-

tion de la vitesse d'un point & l'autre est importante.

b) reprise de la triangulation seulement au voisinage de la frontiére gui bouge

si le reste du domaine ne se déplace pas de maniére sensible.

C) Translation de l'ancienne triangulation suivant la loi (3.1), ceci correspond

au cas ou la vitesse est uniforme par rapport aux variables d'espace.

4. Résultats numériques

4.1. Quelgues considérations numériques

1)} Dans les deux schémas précédents on a gardé le couplage du systéme

lors de la résolution numérique afin d'éviter un stockage assez considérable.

2) A chaque itération dans le temps, on active un programme gui calcule
les valeurs aux pas précé&ents aux points d'intégration numérique moyennant une
interpolation des valeurs aux noeuds de la triangulation, d'ol la nécessité de

la sauvegarde de l'ancienne triangulation.

3) Pour 1l'intégration numérique on a utilisé une formule de guadrature
d'ordre deux. Car dans la formulation "faible" on a des golynémes de degré deux

au maximum,

4) bans tous nos calculs on a utilisé comme fonctions de base des poly~
némes de degré 1. Autrement dit un procédé d'interpolation de Lagrange, de degré

un.

5) Lors de la résolution numérique on n'a remarqué aucun probléme de sta-
bilité, par contre on a constaté une grande sensibilité & la formule 4d'intégra-

tion numérique utilisée.

6) Dans le schéma de Cranck-Nicolson on sauvegarde en plus des valeurs

des fonctions, les valeurs des dérivées premiéres, au pas précédent.
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Figure 1
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Filgure
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Figure 4
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Figure 5

Domaine & 158 triangles

Représentation des vitesses a L'instant t = 30At
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Figure 6
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Domaine & 72 triangles oi ABC représente une frontiére
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Bl
Evolution de la frontiére solide a Lltinstant 15 At.

Le domaine ci-dessus repyésente une portion de la baie
de Morecambe
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CONCLUSION :

Une méthode de résolution numérique utilisant des éléments finis a éteé
proposée, pour une description du phénoméne des ondes longues dans un domaine
variable.

L'efficacité de la méthode elle méme et des conditions aux limites utilisées,

a été testée moyennant une application au probléme du bol pour leguel on con-
nait une soluticn analytique. ;

Les résultats obtenus sont satisfaisants en dépit du nombie de triangles si
petit qu'on a utilisé, et le degré (=1) des fonctions de base.

On remarque gue la triangulation (le Domaine triangulé) ne se déforme pas de
maniére notable le long du temps car dans 1'exemple qu’on a pris les composan-
tes de la vitesse u et v ne dépendent que du temps; d'ol un déplacement iden-
tique de tous les noeuds de la triangulation.& chaque pas de temps.

Mais le centre du "disque® change de position avec le temps.

Les courbes de niveau de la profondeur nous montrent un fort gradient des pro-
fondeurs aux voisinages de la frontiére i cause de la géométrie choisie du do~
maine (les paramétres du paraboloide). La dégérescence des courbes de niveau
au voisinage du centre dans le cas d'un maillage raffiné est due & l'utilisa-
tion des éléments lindaires dans chaque triangle et au fait;que le centre n*é-
tait pas un noeud du maillage ; dans la figure (6), on a pi éviter cette situa-
tion en introduisant une frontiére fictive qui nous a permis de prendre le cen-
tre du disque comme un noeud de la triangulation. Les résultats sont pratigue~-
ment identiques pour les deux schémas utilisés., Lops des expériences numériques

on a constaté un coilit de calcul assez important.
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CHAPITRE 1V

RESOLUTION DU PROBLEME DES ONDES LONGUES

DANS UN FLUIDE VISQUEUX

§ 1 - Existence de la solution
§ 2 - Unicité de la solution

§ 3 - Probléme approché et schéma de résolution
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INTRODUCT]ION

On donne dans ce chapitre un résultat d'existence et d'unicité i pour le
probléme des ondes longues dans un fluide visqueux peu profond. On étend
ainsi au cas bidimensionnel um résultat établi par BENAHMED {2] en

dimension 1.

Le cadre fopctionnel proposé mous a permis d'utiliser la méthode de com—

pacité grace a 1l'injection compacte de H!{{) dans L) .

Faute de connaissance des hypothéses de régularité des donndes du probléme
pour gue la profondeur soit bormée, une troncature a &été introduite au
niveau de la profondeur dans 1°éguation de continuite, céci n‘est pas en
contradiction avec les considérations physiques et les termes modifiés

coincident & la limite avec les termes de départ.

Le terme de viscosité gu'om rajoute dans l'équation de continuité peut
étrxe jusitifié par la “viscosité numérique® induite par 1'approximation

utilisée lors de la xésolution numérigue du probléme.

On a retenu pour le terme de frottement la forme guadratique ; les condi-
tlons aux limites homogénes pour les composantes de la vxtesse sont confor-
mes & la réalité physique en raison de la couche limite avoisinant la
frontiére. La condition aux limites sur la profondeur totale peut étre

non homogéne (cas des fonds non inclinés).

L°étude du probléme approché est faite 4 la fin de ce chapitre, ol on a
abordé la stabilité d4'un schéma impliclte proposé et la convergence

de la solution approchée.
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1. EXISTENCE DE LA SOLUTION

Notations et définitions :

{2 : un ouvert borné de R?2
I" : frontiére de {2
Q= W xjo, v T >0
r =} xjo,7L
{u,v) @ vecteur-vitesse
h: la profondeur totale du liguide
C : la constante de Chézy
D : une profondeur moyenne constante
g : l'accélération de la pesanteur
f : coefficient de Coriolis » —
V : coefficient de viscosité cinématique
v' : coefficient de viscosité "arcificielle®
(Jffi)ixl’2 : composantes de la force extérieure

£, : une fonction liée aux conditions initiales

Si V est un banach muni de la norme u'“v et H est un Hilbert on définit :

T .
L4(0,7:V) = {u | u mesurable de [0,T] ~+ ij]]u(t)uédt < 4o},
0

fl\
- 2y 1/2
““‘“Lz (0,T,V) = j; llu(L)‘iv) )

LW(O,T;tS) = {u i u mesurable de [0,7] + H ; ess.sup “u(t)n < tw} ,
: L+
telo,T]

N

normé par : “u“LuRO,T;H) = gss.sup [Juce)]}

tefo,T] H

A
o
A

8

LP(O,T;LP(Q)) = LP(Q) vP 1
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On considére le probléme (régularisé) suivant :

trouver u,v et h vérifiant :

du _ C e, - o _ '
{ ap VA ut 5 € Wt fvig % =~ f; dans  Q
3V & 2 _alll___:
(1.1) T -VA v+ J u+viv + fu+g v f2 dans Q
oh oh dh ov, _
\ 3¢ ~V'A btu = 4y 22 5y h(ax + 55 f3 dans Q
avec
u=v =h=0 sur 7
u{x,y,0) = uo(x,y) dans
(1.2) -

vi{x,y,0) = vo(x,y) dans §
hi{x,y,0) ho(x,y) dans {2

it

Cadre fonctionnel et formulation variationnelle

On pose : ’
V=B, =13 etV = H“i(ﬁ)‘ (dual de V)
H sera identifié i son dual.
On note par :
H l[ et ({(,)} la norme et le produit scalaire dans V
| | et () 1a norme et le produit scalaire dans H

ol et oy, o “ v

On pose :

afu,v) = jVu.Vv ak  wa,v e V
: 1Y)

ot V désigne le gradient.

et

b (u,v,w)-=y;r u éz-w aq Yu,v,w ¢ V
1 0 ox

b,(u,v,w) = u ég-w an Ya,v,w € V
2 Q oy



On a le probléme suivant ;

En supposant gue :

£, € L2(0,T;H) i=1,2,3

uo,va et ho €V
Trouver (u,v,h) e (L2(0,T ;V) a L (0,T;8))° vérifiant le systime :
{gg-¢)+va(u ¢)+(9¥Fh2+viu P)+{-£v ¢)+q(§ﬁ $) = (£, ,9) VpeV
[ e ‘ D ! e ax’ S B ‘

(1.3) (g oY) +valv, W)+(“w/u +v V:Y)+f(uoW3*g(%§}?) = (fz.?) wWev

d{uh} a{vh)

\ (at 0)+vrta(h, 8§)+( e —p—) 6)+(a 1 6) = (f . 8) vl e Vv
u(XIYIO) = uo(an)
(1.4) vix,y,0) = vo(x,y)
h(X,y;O) = ho(XIY)

Pour donner un sens aux conditions {(1.4) nous allons nous servir des

lemmes suivants :

LEMME 1.1
o0
Si (u,v,h) € (L2(0,T;V) n L (0, T;H))?
alors :

(u,v,h) e (L @3

Démonstration

e s B . 4O 1 o i

11 suffit de démontrer le lemme pour la fonctiom u.
uft) € HQ(Q) => u(t) e ' () (érolongement de u par O).
Or on sait que ({81, {10])
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1/2 1 2
CH‘L’*{R 2y < Ct‘“g_l (RZ L 2(R 2) ¥$ ¢ H' (R “)
atol

1/2 1/2

Rl gy s c@lfaclY?lue |

On a donc le résultat.
- LEMME 1.2

Sous les hypothése du lemme 1.1 on a :

a{uh) 3 (vh)

2 Lyt
3% I BY € L (OITIV )

Demonstrat;on H

Soit ¢ € V ;

U | =, By
99

A

( J’luh!2d9}1/2< Jﬁggg4zéﬂ)1/2
Q , o

in

a4 [ |nl"a U‘*f—"}f?izdﬂ L
<fgxue A ;: >R Ll an

<l gy Al g ol
< dlult/2 al Al 2|0 ] /24 )
Dlod :
2L < dlalt/2 al M A2 ]n) /2
12542 < cdlull lullnll In))-

en tenant compte des hypothéses on obtient :
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a{uh)
9x

de méme on démontre que :

e L%(0,7T;V*)

3(vh)

™ e L2(0,75v')

LEMME D°®INJECTION DE SOBOLEV {11 ]

Si 2 est un ouvert borné de R 2 alors ;

vu € 5 (D) nu“ < C(q,ﬂﬂh}” Vg, 1 S q < =
© 13

LEMME 1.3

) oo
si u,v € L%(0,T;V) n L (O,T;H)
alors

Y utviu € 120,15 V') et ¥ uitviv e LE(0,T ; V')

Démonstration :

e ot s ol vt . it e o s

Montrons d'abord que :

/““2 372

(L)1v (t)u(t) € L {53
N{;(/mGSZZYICiYESF(t)l)é/zdﬁ =“f;(u2(t)+vz(t))3/4ﬁu(t)f3/2dﬂ
jﬁ(!u(t) P20 0 1P lew 120 |
s 2J_ lu(e)Paos flv (t)he
Q Q

le lemme d'injection de Sobolev nous donne ;

fg(/ﬁm luce) 3242 < cdfumlf Hvioll®
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on a donc pour tout ¢ ¢ V,

A

[/ u%v2u, ¢) | c |V uz(t)+v2(t)u(t)“L3/2(Q

)-Hﬂb |
= Czdlu“:am) il s il o oy

< C3(“u”zu(gb+“V“L“(Q))lhb“L3(Q{.

et d'aprés le lemme 1.1 et le théoréme d’injection de Sobolev, on a :

[/ w a0 | < e dll. Jul<llvil o]y | o]
dtot

17wl s dlall ful4llvll v
en tenant compte de 1'hypothése on a bien le résultat.

Utilisant les résultats des lemmes 1.2 et 1.3 on peut conclure que si

(w,v,h) € (L*(0,T;V) n L (0,7:H))°, alors (g‘é gz gi_‘) e (L2(0,7;v))3

- et que la solution {u,v,h) du probléme (1.3)-(1.4) est, aprés modification
éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, continue de fo,713% » w3

d’oi l'écriture (1.4) a un sens.

Remarque 1.1

u e 12(0,7;v) => Au € L?(0,T;V*) ( A est un isomorphisme de H;(Q)
dans H-I(Q)).

Faute de connaissance des hypothéses de régularité qui nous permet de

- - <« o * +
démontrer que h est borné dans I. (0,T; L (), on introduit comme dans [2]
une troncature de h au niveau des termes non linéaires dans l'équation de

continuité , et le probléme qu'on résout sera :
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Si on suppose vérifiédes les hypothéses ;

trouver (u{t), v(t),h(t)) e (L*(0,T;V) n Lm(OaTaﬁ§)3

vérifiant le systéme :

{1.5)

{1.6)

f

ou . € /ativiu. &)~ gh
(at,¢)+va(u,¢)+(ny/u +veu, ¢) f(vg@)*g(axaQ}

(-g%,ﬂif)-n-va(v,wﬂg/‘Jf?\?fv,q')aff(u,wmg(g-g,‘n =

%%,§)+v'a(n,5)+b1(ax(h},u,5)+b1§u,aK(h),6)+b2
+b,(v,0, (h) ,8) =

u(x,y,0) = uo(x,y>

vix,y,0) = v_(x,y)

hix,y,0) = hoix.y)‘

Remarque 1.2

h si lhl s K

aK(h) = K si h > K

-K si h < =K

on vérifie facilement que :

(!K(h) + h dans V,
bl(aK(h},u,h)~if;%;;rbl§hou:h?

bl (u’ul((h) !V) an (u.h;V)

on a des propriétés analogues pour le forme b,.

2

(£,.9) ¥h e V
ifz,Y) VY e V
(aK(h},vaéb

(£5,6) ¥8 e v



.62,

Pour &tre dans les conditions physiques du probléme il suffit de prendre ;

K>h .
max

Nous rappelons un théoréme d'existence de solution du probléme de type

y' = £(x,y)
(E)
ylx ) =y
dans un rectanglejggz lx~xo§ < a, {y~y0{ £b ; a,b >0

THEOREME .DE CARATHEODORY [3]

Soit f définie dans ;§27, on suppose gu'elle est mesurable en x pour
tout y fixé, continue en y pour tout x fixé. S'il existe une fonctior

m Lebesgue intégrable sur 1'intervalle lx»xo{'< & tel gue
[Ex, 9| < m(x) (x,y) € ;@
alors il existe une solution ¢ de (E) dans un certain intervalle
Ix%xoi g (B>0).
Remarqgue :

Le théoréme de Carathéodory reste valable dans le cas d'un systéme

d'éguations différentielles ordinatiers (avec certaines adaptations
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THEOREME 1.1

Si on suppose que fi € LZ(O,T;H), i=1,2,3 et uo,vo,ho €V,

alors le probléme (1.5) — (i.6) admet au moins une solution.

Démonstration

— e s s e e v e i et 2oy

Sclution approchée :

vV = Hé(Q) étant séparable, il existe une suite wk,bc.,wn,... libre et

totale dans V. Soit Vm le sous-espace de V engendré par wA;,.,awm. On

1
définit une solution approchée (um,vm,hm) du probléme (1.5) — (1.6)

comme suit :

L]
I M E

=

e

8
-
=
A d
£

e

um(t)
m
vm(t) = E B.m(t)wi

w
h (t) = E Vi (B0

i=1
et aum C\/_2~_2 anm
»/(sz”mwj)+va(um,wj)+(5- umfvmum'"j)_f(vm”wj)*g(ﬁi-”wj)=(f10“3’
i=1i,m
av c
Cgrmew ) +valv w ) +H(EValtviv )
t 3 m D T e mm' 3
< atﬂn
(1.7) + I(um,wj)‘i‘g(—éz—”wj) = (fzdwj) 3 : i,m
ahm :
(5E*uwj)+v'a(hm,wj)+bl(ax(hm),um,wj)#bl(um,ax(hm),wj)
\ + by(a (h ) VW)t (v o (h ) .wj)=€3,wj) i=l,...,m
u (0) = Yo
(1.8} vm(o) = vOm
h (0) =h
w

Om
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ol uom’ vom et hom sont respectivement les projections orthogonales dans
Hde u , v et h_sur le sous-espace V.. Onadonc : (u _, v _, h } = (u,v
o’ "o o m - om’ om’ om (o}
dans H lorsque m - +o,
Le déterminant de la matrice (wi,wj) est non nul grice a la linéaire indé-
pendance de LIRERE d'oll on peut écrire le gystéme d'équations diffé-
rentielles ordinaires (1.7) sous la forme résolue. Par utilisation du théo-
réme d'existence de Caractheodory, on obtient une solution um(t) dans un

intervalle [O,tm] c [0,T]. Les estimations 3 priori qui suivent montreront

gue tm = T,

»«

Estimations a4 priori {I) :

+

En multipliant les équations de (1.7) respectivement par aim(t)' Bim(t)

et yim(t) et en prenant la somme sux i on aura :

Bum c 3 ma
( (-3;_--, um) +va (um, um) + (’g v um*vmum,um) -f (vm, um) +g (—-&—-, um)

I

(f1 eum)
avm C ,Z. 3 : ma
(ngyvm)+va(vm,vm)+(gw/um+vmvm,vm)+f(um,vm)+g(g§fnvm) = (fz,vm)

{ on |
m 4
(5E—yhm)+v a(hm,hm)+b1(ax{hm),um,hm}+b1{um,aK(hm},hm}

\ o, (o (b ), v o ) tb, (v 0 (R )b ) =(£5,h)

=

en additionnant membre & membre de {1.8) on obtient :

14 1 d, - 1 d | .
Lol &l 1% L A 1l v v 1
+(gw/u2+vza u )+(Sw/u2+v2v v ) = (£ ,u Y+(Ef_,v )
H meman'm D mmnm' m 1" m 2°"m
(1.9) oh 3h
' I -} - -
» +(f3"hm}+g(8x yum}+g(8y :Vm) bﬁ.(ql((hm)‘ rumrhm) bl (um'aK(hm) uhm)
”bQ(Vm'aK(hm)'hmE"bZ(QK(hm)'Vm'hm)
Or on a :

ho oh_
’g{T“um‘)i < gié'g—g,iumk
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Inégalité de Young [1(3

. ' bt
ab < = (ca)®? + EEZ; (’2)9‘

e

¥a,b,e,p positifs avec p > 1,

Par application de 1'inégalité de Young on aura :

oh .
|9ty < S, v, a2
de méme
ah_ o
loGgov | < Iing IP+e, v, |2
et Q

iA

lbl (al((hm) 'uﬁx'hm) I

!bl (um'al((hm) 'hm) I

In

V' 2 2
B illb, IPeeglu |

12

|b2 (aK(hm) ,’vm,hm) l _\Zi “vm“2+05 'hma 2

|b2 (v o (h ) ) |

V' ;
gling F+eglv_|*

A

"
Kl b el 3 e Peeg fn |2

i d 2, 1 a . 1
- W el WA R LW EUM I S 1 II‘W'Mh I

2 dt

Cc 2,2 c 2. 2
; + (= + ) H (= +
{1.10) (D/u \Y/ um u ) (D Yu an 'V )

b m

INEATANTNE

\Y \Y) VL)
o 5 N Fe F v I -l Py fuy 1 2ve,

C
B > 0, on a en particulier de (1.10)



2 delal™ 3 Selval™ 7 el Sl v P %l P <

(1.11)

gf3§2+!f212+§f 2+c8{um}2+09fvm32+clothmf?

3

en intégrant de O &4 t 1'inégalité (1.11) on obtient moyennant!?

LEMME DE GRONWALL

Soient BeL}(0,T) ; B(t) 20 p.p-
¢ € C{lo, D ; ()= ©
si
T .
(#%) P(t) =2 +g B(s) ¢(s)ds A 20
o]

alors . i

_ r p(s)ds
(*) A+ g Bis)d(s) ds <p e
O

Démonstration :

B Ay -

t .

La fonction : F = A + g Bis)¢(s) ds , est absolument continue, elle
O .

est donc dérivable presque partout et sa dérivée vérifie :

F* = B¢ p.p-

utilisant l'inégalité (*x) on obtient :

b
t

A+ f B(s)d(s)ds
) (0]

B
t

A+ 5‘ B(s)$(s)ds
(]

1

dtol

15
™

par intégration de O 4 t on aura :
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A+ st(s>¢(s>ds
log (——2 - ) sg B(s)ds
o
on a donc : c gtﬂ(s)ds
A+ S B(s) ¢(s)ds < ad°

(e}

d'od le résultat.
L'inégalité (*) est donc vraie VYA > 0, elle est donc vraie aussi pour
A = 0 et on aura dans ce cas :

¢ = o0.

t t
FalO b, @ sy e flls ol 7acey filv, o 2ac «

|
+ue j“h (t))) 2at s
- Y0 m .

(1.12)
2 2 2 . 2 * £
la_| v | +|n__|*+2 j £, () |*at+2 j l£, (v |2ate2 §§f3(t)§2dt
B (0} o (0]
t
+ 4 Jg(lum(t)l2+lvm(t)]2*ﬂhm(t)gz)dto ol €y = 2 S“P(ca‘cg’cﬁo)
De (1.12) on a en particulier :
lum(t)l2+lvm(t)l2+!hm(t)l2 < Quomjzfﬁvomﬂz-rﬂnof@ﬂz
(o
(1.13) v 2 j ey ey 0 2+ e, (o) Py ae
8]
¢ 2 2 2, .
te, Jo(lum(t)l v (6] +hh () |Mae
des hypothéses faites sur fl,‘f2 et f3 et du lemme de Gronwall il
en résulte. ;
(1.14) lum(t)|2+|vm(t)!2+lhm(t)l2 $ constante indépendante de m et t)
t T
2 a2 2 ,
car fo(lum(c)l +|v (] +|n_(e) | ae sjouum<u|2+gymm I“‘&um(t)lg)dt

= Cte
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reprenant (1.12) on en déduit gue

t t t
2 2 2
(1.15) fﬂum(t)“ at+ jﬁvm(t)” at+ I“hm(t)” dt < constante
o) o o) ,
{(indépendante de m ett). Pour la méme raison gue dans {1.14).
De (1.14) et (1.15) on déduit que t, = T et que wor Vo et hm sont bornés

[re]
dans L%(0,T ; V) n L (O,T,H).

Estimations & priori {(II) :

Soit P 1'opérateur de projection de H sur {wl"5°‘wn} dans H

m
{i.e. Yu € H, Pmu = .g (u,wi)wi}.
i=1
On remarque d4°'abord que

P =P et I‘;’no Pm= By

On sait [10] qu'il existe une base "spéciale" {wj)uorthonormale dans

H =L%(Q) telle que :

s W, = . e W, ¥ s '
((uw3)} AJ(““';} ¥u e V ,XJ o)

(kgi/zwj) une base orthonormale dans V.
On a : .
2 _ - 2 _ o
lle_d|? = (P u,B )}y = ((Plu,u)) = ((B u,u))
m
= L (u,w.)((w,.,u)}
|
= L X ((uw,))?
jop 3 3
< I Afi ((u,w,)) = ||d}?
jo1 3 3

dlol :

“Pmuu Stlutl ¥Yu ¢ V.
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on a donc :
“Pmu’%\h\n s 1 . ’

et donc par transposition comme P; = P
e Gy ey s 2
Si on pose
a{u,v) = <au),v> Vu,v ¢ V ; avec & ¢ @%v,v*»
bi(u,v,w) = <Bi(u,v),w> Wu,v,w e ¥ avec B{u,v}) ¢ V'  i=1,2
be (1.8) on peut écrire :
aum C /53 ahm
(5{"@Pm¢)*v(3(um),Pm¢)+(Bw/umtvmum,Pm¢)+f(vm,Pm¢)+g(§;-,gm¢)
= (fl.Pm«P) W ¢ V
Bv ahm :
‘at P +VAV )P \PH(—/u v v ,pmq))arf(um,gmxp)lrg(-é;—,z:mw)
| = {f,,P V) VP eV
ma , :
(gfg“' Pm?L) +V! (A(hm) aPmQ) + (Bﬁ (\lmaax(hm) ) ,?mC)* (B-& (axlhm) 'um) ,PmC)

+(82(Vm,0lK(hm))ngu)+(32(0&K(hm)avm),?ﬁgb = (f3;l’m§) VL e V

On en déduit par transpositidn ;

du dh
" cC m _ .

w Be TV BU )P ( /u *vou ) +EP v +gP o £ dans Vv

va ' ma

—tt = 2.2 A +
B Sr tVRALY )P ( /u Vv )+meum+ng 5 P £, dans V

leni
m ot TV PmA(hm)*PmBl(um”QK(hm)}meBR(aK(hm)’um}

= 3
+ PmBQ(Vm’aK(hm))*Pmﬂz(uk(hmg”Vm) me3 dans V
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Sum va ma
et —— appartiennent 3 Vp € V' on a donc :

T3 3 et 3¢
o U _ Wy
m 3t at
o avm _ 8vm
m 3t ot
m 3t ot

D’autre part :
P 2@l < ]lA(um)“W

< |l

a3t Gl s el Tl sy

IN

, (”“m“f;a ) *“Vm“ﬁ )

d’ot

In

llp, € vuZevZ Vit llye < Cadlug Il - oy v Il e
en vertu de 1'inégalité :“q;{{;g(m < c“qb“;(m < C'M“‘ﬂ
¥ ¢ L2(0,T:V) o L7(0,T ;H)
gh | dh
I, 52y < ll531,0 < din |
Boi((h )

22y @y =000 dlu |l |

On aura donc grice aux estimations & priori (I) :

u
“ﬁle(O,T;V') < constantg

A

‘iﬁlL?(o,T;V.) < constante

A

HTc)EE“L?'(O,T;V‘) < constante
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Passage & la limite

Des estimations a priori (I} et (II} om déduit gu'on peut ex. traire

trois sous-suites u , v et h des suites u , v et h_telles que :
H H H n m n
(1.16) w, >u dans L?(0,T;V) faible

(1.17) v *+ v " ® [

i
(1-18) h!A - h £ 3 o)
du aa .
(1.19) ‘—ﬁﬂ + 3¢ dans L*(0,T,V') faible
: av av
B d - " [1] ”n
(1.20) EEE + ac

dhx ah
} an " " "
-2 7 F%® :

Le lemme suivant {8] sera utile par la suite

LEMME DE COMPACITE 1.4

Soient xo,x,xl trois espaces de Banach vérifiant :

{i) X, cx e« x1 (inclusion algébrique et topoloéique)

(ii) X, et x1 sont réflexifs

(iii) 1'injection de Xo +'; est compact.

Si o u, sont deux nombres finis tels que ui > 1, 1 =0,1 alors
1'injection de f/y= {u e La“(o,'r;xox, u' = g% € La‘(o,'r,;xi»} dans

Qg
L "(O,T,X) est compact.
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Démonstration {cf. [8])

o S s O e A s SRS

Grace a 1'injection compacte de &é(ﬁ} + L2(Q) et au lemme 1.4 on a :
(1.22)  w, > dans L#(0,T;L2(Q)) (=L%(Q)). fort et p.p.

3 "23 v _}‘ V " i i3 ¥ 3

{ ) u

{1.24} h}i +h » W " " -

THEOREME DE TRACE [5]

Soient V, H deux espaces de Hilbert vérifiant .

VcocHcV? {injectiors continues avec densité)

Si on pose :

du

w{0,T) = {u e L?(0,T,V) ; 3c €

L?(0,T;v*) }

alors toute fonction u € w{0,T) est égale p.p. a une fonction continue
de [0,7] dans H.
et l'application w(0,T) + H

u *+ u(0) est continue et surjective.

On déduit de {1.16) et (1.19) et du théoréme de Trace qu'on vient de
citer que up(O) -+ 1{0) dans V* faible et que ui{0) n-ua de méme pour

VH et’hp.

LEMME 1.5

Soit Q0 un ouvert borné de 3&2 X }%t ’ %g et g des fonctions
de LP{Q) ; 1 <P <, telles que :

}lgdiipfg} s¢, et 9, +g p.p. dans Q

alors g, > g dans 1F(0) faible. (cf. [81).

T s
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/"T"‘i s - ® LB‘/Z

um#vmum est borné dans L {(O,7T; (§2}} on peut donc supposer que

3/2

(1.25) Y u;+v;up -+ w dans LW(O,T;L {2}) faible

d'aprés (1.22) et (1.23) !/up+v u_ +/ultvin p-p.

T3 3/2

et / up’rv”u}J + w dans L~/ °(Q) d’aprés (1.25) d’oa d°aprés le lemme 1.5 :

(1.26) W =/u?+v’u

de méme pour /a? +v§v

T

D'autre part on déduit de (1.22),{1.24}) que

y 2 ,
bl(uu'ux(hp)fwj) -+ bi(u,aK(h),wj) dans L°(0,T) faible

(aK(hp)i pcw ) bl (&K““ ”u’wj) o ”

de méme pour b2.
Mais dtaprés (1.22)

a(up,wj) e a(u,wj) dans LZ(O,T) faible

du -
(szﬂ,w ) *‘(gz.w ) dans Jé?ﬂO,T)

De méme pour les termes de v“ et hp et de (1.25) et (1.26) ;:

-

(-/u +viu vy ) » (—~/u +v¥u,w,) dans L?(0,T) faible

HoHTH b ]

de méme uxr ——/ 2iv2y .
e po 5 uu " “

On déduit donc de (1.7) que :
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il

c I
(ggwwj}+vaiu¢wj)+(5{/u2+v§u,wj)—f(v,wj)+g(§§ywj)

3t (fi'wj) J=1

(1.27) < (§%7w )+va(v,w )+(—¥ u?+viv,w, )%f(uawj)+9(gh,w } o= (fzrwj) j=1

oh . .
(at,wj)+v a(h,wj)+b}(aK(h),u,wj)+bi{u,ax(h),wj)+b2(aK(h},v,wj}

\ +b2{vgax(h),wj) = (fB;Wj) J=1,0..,m,.

AvecC :
u {0} =u
o

1]
<

{1.28) v{0)

h(o) =

[
=

Dol le probléme {(1.5) — (1.6} admet au moins une solution.

2 - UNICITE DE LA SOLUTION

THEOREME 2.1

Sous les hypothéses du théoréme 1.1., le problémer(l.l)w(l.Z) admet

au plus une solution.

Démonstration

o - " 2o s T o 2 S -

Scient (u v, h ) et (uz,v ) deux solutions du probleme.

1 2’
On pose :

W T WY

W=V,

w3 = h1~h2

utilisant le systéme {1.1)~-(1.2) on obtient :
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1 c —/ o2 .___3; -
T vAw + (/h +v1uB Y u2+v2u23 fw 9 5 )
o, —— 3w3
(2.1) 5{"—vAw + -(/ u1+v v -/ v 3+fw2&g FYale o}
E‘i?_ -\)‘Aw +u .i_).r_ll. -u _(.’__}.1;2; +v ?.t_l_l_ -y ;ai}j‘g- .,}.h _a;m‘&. .g_h ?}ig.
at 3771 3 2% iy Y2y ™3 thy oy
ov v
1 2
-&hl 3 +hz -—-ay =0

Par multiplication de (2.1), respectivement par Wy w2 et w3 il vient ;

14 14 14 ' 2
3 achvy 1%+ 5 gplw, 1%+ 3 aelvs ol ol fl 2evfhff <

I “(/ u 1v u - u;+v§u2,w )ﬂ+§(/ u ‘Hlﬂv -r/ u ;vz,wz)ﬂ

(2.2) ¢ B, ' 3 o, B, 3, au,
raligrg) ¢ g uy R ey b 3y
ou ov ov

2 1 2
~h2 ax *hl dy h2 dy 'w3”

On remarque que

( EEL ) on, . on, ) an, " 3n, ] o,
U100 Y2 B ev3) Ty g ey gy Y1 Y2 Bx V3
ow oh

3 2
=0y ey ey S w)
= bl(ul,w3,w3)+bl(wl,hz,w3)

on a donc

Dhl oh
(ul T Yy 5;~yw3) = bh(ul,wa,w3)—bl(wl,w3,h2)*b1(w3,wl,h2)
or
1/2 1/2 1 1/
(2.3) Rl I O s Y T P S LK T

A

oflwall 4oy ful Hufl gl w, |

A

(x4“w3 “2‘*‘05301“2”11 “2 ° lw3 ‘ 2
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la constante Oy peut étre prise aussi petite que l'on veut (inégalité de

Young) .

78

oy oy s ) | dgiwgr.uwlu“‘-’lwli”"’uhzn?/"‘snzx“z

ol zaglwll T | il |n, |

A

(2.4)

A

O N [ e MR
Les constantes a7 et ag sont aussi petites que 1l'on Qeut

aggllongl oy 112 o |/ 3lm, 112y | /2

A

lbﬁ, (W:}awl th)_!

A

(2.5) ay flwyll #ou ol o |l | I, |

a1 2o ol 240 g [ 14 2o, |2

IA

Les constantes &12 et a14 sont aussi petites que l°'on veut.

De {2.3) et (2.5) il vient :
ahl 3h2 2 2 2 2 2
l(uz “3—}-{_" _uz -5;4'“3} lS a16“w1“ +OL17HW3” +OL5 !‘ull ”ul” £w3i

sy oIy [l 12 o, |20 g i 312 oy |

ou les constantes alﬁ (=a9+a12) et a17(=a4+a7+a14) soet aussi petites que

1'on veut.

De mé&me on peut écrire :

oh oh

1 2 _ _ -

(v1 §§-—v2 §§—yw3) = bz(vl,w3,w3) b2(h2,w2,w3) b2(h2,w3,w2)

[ (v wahl -v "“—“ahz wo) | < B lw ll 248, llw ]l2+8 |v, |2 v Il fw, ]2
"1 dy 28y "3V 7 PigtT2 1773 5171 1 3

By, |l Ly | 08, iy |4l J1 2, |

816 et 8I7 sont des constantes aussi petites que l'on veut.
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Ju Ju

i 2 _
(h “‘hz 3x :WBE - bl (hldw

i 3" 2

8“1 '&uz 2 2 24| 2 2
l(hl “8‘;(““ "hz “‘;"JW ) 16! 'ﬂ'¥37"w3” *753"32! ““2” 3"’33

g0l 14 1 e |2

Y6 €t Y,4 sont des constantes aussi petites que 1'on veut.

Bv1 3V2
By 3y P2 By vW3) = Dyl ,ub-2b (s uy,v,) .

Bvl avZ 2, j 2 2: 2 2
g(hl “5;"" “hz 5;“:“3) ‘ 2 616““’2” +617“w3” 1‘55!\121 “Vzu §W35

#8,6Iny 1In 1% fu |
DWB 2 2
ﬁQ(S;‘uwl)ﬂ < Cllwll +C2"w3u~
8w3 2 2
. !9 (—a;—'o wzk) i = C3 lwz ! +C4"W3“ '

&

Les constantes 02 et 04 sont aussi petites que 1'on veunt.

Iz =T upvie, ~/igtviu, v gl s H, j;zlsup(/ udev,/ ui+va) Ju, | 2ax
5 bl el ey, Dl
<yl el gl bl 1o |
S flufl e, ugfrlvelafelo, 2 )
et de méme on a :
I 0/ uZ? VY- /uzvzvz,w )} <k ﬂwzuzﬂ {fu Fﬂv uzl +lv, | )!w |2

les constantes K2 et K4 sont aussi petites que l'om veut.
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En prenant : alﬁ = Y16 2 =

il

O =

o — - z.\_).‘_
17 = Byg =86 "¢ "%

et en remplagant dans (2.2) on trouve aprés intégration de Q & t :
2 2 L £ 2 24 2 2 2 2
b, (€3 |2+ ]w, (1) ] +[w3(t)§ <2 j; {aloihzt Il +K3(1u1{+iv1{+iu4 +|v,) )+C,
[wl(t)lzdt
£ 2 2 ;; 2 2 z 2
+ 2 5@5810!332! 124k a2 v |24 ]a, | 2 |v, |2
ng<t);2dt
£ 2 2 2 2 2 2 '2 2 2
2 Tt 9l by w24 v ol 8, g g Pl 124 oy gy I
lw, (£) | 2at
grice au lemme de Gronwall on a :
w1 = wz ='w3 = Q => ul = uéa vl = v2 et h1 = h2

d'olt 1'unicité de la solution du probléme.

3 - Probléme approché et schéma de résolution

L'approximation qu'on va étudier utilise les éléments finis pour les variab

espace et les différences finies pour la variable temps.

Description du schéma d'approximation

soit V. l'espace des fonctions continues s'annulant & 1l'extérieur de Q(h)

Q) = U s gLf?;“la triangulation de Q)
s €
h
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et dont la restriction a chaque s s‘jézwést un polyndéme de degré inférieur
ou égal a 2.
Cet espace est un sous-espace de dimension finie de Hé(ﬂ), (‘%1C Hé(ﬂhbo

L'espace Vh peut étre muni de deux normes 3

{juﬁth = Huhtl Vo €V, ; norme induite par celle de Hé&ﬂ)

Auh'h = !uh[ Yu, €V i norme induite par celle de L%(f).

Inégalité de Poincaré [11] :

Si & est un ouvert borné dans une certaine direction ; alors

il 2 gy < cllodlzg) 5 vuenie

o4 D est la dérivée suivant cette direction, et C{{l) est une constante

dépendant uniquement de @ ,
c(fl) < 28

£ = le diamétre de 2 , ou l'épaisseur de 2 suivant n'importe quelle direction.

En vertu de cette inégalité, on peut écrire ;

< ~ = 2;

(3.1) luht doﬂuhuh a =2

£ étant la plus petite largeur de § suivant les directions x et Y-

Par définition Vh étant de dimension finie d'od 1'égquivalence des normes
“'“h et !'lh' il existe donc une constante S(h) telle que ;

(3.2) o I, < sth) |u |, Vo € Y,

la constante S(h) qui dépend souvent de h, joue un rdle important dans
1'étude de la stabilité.

On suppose que 3

(3.3) oy oy < allu vl lall, o vy v e v g s
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La discrétisation en temps sera faite de la maniére suivante :

On divise l”ihtervalle [0,T] en N intervalles de longueur identique k ;
T
k=5

. , , e ' N
4 chaque fonction fi : 1 =1,2,3 on associe les &léments f£’°‘°’fi avea

K
f?xf j £(t)dt m=1,...,N; f;{‘eLZ(Q}
(m-1)k

4 partir du schéma qu'on considére, on définit par récurrence la famille
N N N
(uhﬂvhdzg} gesep (uhavhazh) € Vli
uﬁ,vﬁ,zﬁ sont respectivement les projections orthogonales de uo,vo,z0 {don~
nées initiales) sur V. dans L?(Q).

h
A remarquer que :

=
©
N

3

8

vl < v, wn
lzgl < 12| wn

Schéma de résolution (implicite) ;

m-1 mwl m-1 .
Oon suppose que ul ,v gg..,uh 'V h ,zh sont connus et on cherche

: X X
(uh, ,z ) solutlon dans Vh Vh Vh de



.B1.

1, m w1 u C m-i, w1, m e
/k(uh R A CRT R D N PA  i Ee LA ST WIS TV A
azm »
Pl = (20 Vg eV
3 ‘*h 1°%n h h
1, wm w1 m c m-1. 5 m-1 . m m
k(vh i .?h)+v((vhafh))h+ ¢ /(uh ) Hvh ) vhawh)+f(uhgwhb
(3.4) 3z
roy ) o= (R ) VY eV
2%y *'n 2" *h n€'n
o om-1 e g 00 m-1 m @m~1 m
iizn 2 oSV ULz 800, b (g S )b 2 e L 6))

m-1

m m-1 m ., m :
+b_ (v ‘Zh’6h)+b2ﬁzh gvn,ﬁh) = {fa,ﬁh) Véh €V

2h 'h

Stabilité du schéma :

Si on prend dans {(3.4) :

_m

L

_.m

wh " Va

_.m

» % =

l'identité : ‘

2(a-b,a) = |a|?~|b}*+|a-b}? va,b e L2(D)

nous permet d'écrire ;

nl 7Y h

-1 -1 C =N -1,
]um‘2~‘ i ‘2+‘u:—u$ ‘2+2kvihﬁir+2k 5{ /(Hm i)2+(vm 1)2u§, ?
: o m
m m ézh n fm m
~2kf(vh,uh}+2kg(§;~yuh) = 2k{ lguh)

mjz m-12 m m-1y2 miy2 C m-1_ 2 m-{.zm m
!vhg —lyh ! +!vh~vh 8 +2kxﬂvhl!%2k B{/ (uh 3 +(vh ) vh,vh}
h

(3.5) oz

., m m o m M
*2kf(uh,vh)+2kg(3y 'V

i m
0= 2k(f2,vh)

2 1 m-1 -1 , -1 ‘
!z?‘z—lzg [2+]2) zg l2+2kv'uz§§§‘¢2kblh(u$ gzg,zg

h ~ ih

(vﬁ‘l,zﬁ,zﬁ)+2kb (zm v

+2kb, o

,m . '_m
. .z )~2k(f§.ah)

m«a
Y 4+2kb (zh

h

i

m m
’uh’zhb
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-2k SV 12

(3.6) 2k D{\/(uh y 24 (
2kec

{3.7) -

£ aussi petit que l'on veut.

i m m

(3.8) 2k by, (u” sz az) | <
< H%ﬂi
(3.9) 2k{bm{z§”1,u wJE
< kv
3 gl
2ke . m-1 1/4 ke, m-
@.100 22 (T VRO s 214 kegy et
(3.1 2k|b, ("2 | ilzmﬂz
1 Kv*
(3.12)  2kfoy 2 oviLz) | < - le)| 2

par addition membre i membre, on obtient :

Skd s%(h)

2kd§s2 (h)
v izh

m-1 . m m _ C iy m m m
Va2 7ew) S -2k g fu e )

Qo oy < 2% e 1t |2/ K2 fumye

-1
2k a4, smlz ]| %l

fa™ 42

2 4, s §z§;“‘l nu:';“n lzpl

Skl

1/4 k 2
|Flvpllze 224 K pum)2

l A2

252
457 (h)

skajs?(h) . -
— g Iz, 1llE]I
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-1, 1 m-1 m m
Iuhgz ! . gzﬂu;‘:_u;: “+2kv“.lnl |2e|v hg -ﬂvl ‘l2+!vh-v g%zmggvmg
m-1,, m_ m- 1y, 2 S Sg k mya
G E el P Y Py |2 r2k0tf 2 12 5 k"jﬁh i gt
K e 2 g2y enyz, J—i“———s ®J2sek SpBIp LB, KV
wWht 5 € DYy “n h
(3'13)< 5%k 212 -1
== lvi',’!z Mﬂh > dz |£5]%+ vt 52 BiAlk
5kd%52 (h) 2kd2g? -
kv* 1 -1 k g -1
e A — u}‘: P llz)izs %Bh{flﬁw* 20 1 llgfl2
k\)' 0 5kd S 2 2 2 : 2
\ = eI+ l =12+ wﬂk"ﬂ = |65
dton

[

(3.14)

En additionnant les inégalités pour m

(3.15)<

g = Jup ™ 2 gt ll‘+kvlhf,'llﬁlv T T e AN

a Skd_
e IP+1e515 s —;

+‘ mlz ‘ m-1 ‘2_'_'21;: n- 1l4+k\). “7‘;111“2

ckey m-1,, 2 /2kc
Sy L B 1 €D

o Sy 8oy S ey

5kq? 5 5 -1 4, m~-1
S vl Gl vrivn 1% Slap

m-

V2kc
( €D * h

1‘|2

= l,...,¥ ON aura ;

‘ul lz+ 2« I m_ n: 1I Tk L (v- g_gl -1 lz)“‘m“%“’ 52‘* ZI l m m-llz

| )kazs? (|2 .

r ~~
HRI Aol A Y TR T By I 2 z |-z Hzﬂ( z (- 5 aul ™2 Sal B
m=] o X
x
1 ) : /2c . 5q°
*\; (XEZ-!;: !2)“2;:“; < }Jr‘fk % (-EBS + .\.).?__)(‘u;‘:!2+iv:lzb

m=1
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ou
amdiszih}
v deg r 5kd? r
T N A R EA R rnali IR CESH N A T L |£5)?
m=1 m=1
deé N 5kd® N n
N N e M R P R L BN b
m=1 m=
az o 532 ¢
< o)

hﬁlzﬂvgizﬂzgi% S O(Qfl(t)p\u!fz(t;;z)dgvﬁ 0}53(:;;‘,-?&:

On va démontrer par récurrence que :

-1,2 kv & r -1
|2+ 5 3 logllis v 12 £ o=yt
m=1 m=1

i ky?
tlz, ig*mii%f 2 5 2zl

5 2
SR BTN e L P B

Lemwe de Grohwall discret 3.1

Soit @n une suite telle que :

n-1 ‘i‘ s
@n:éé b3 mk¢k+c, n=1,...,N
avec : =0
cC>0, §20et 9, <
on a : n-1
¢ <Cexp (8§ 2 }
n oo X

grdce au lemme de Gronwall.on démontre le lemme suivant :
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LEMME 3.2.
s
Soient a_ >0, O<s < Stelsqgue o < Ctk I q
s =0 s

alors :

as < C exp (2ks).

En applxqudnt le lemme 3.2 4 1l'inégalité (3 16) & condition que l'on ait

/2C Sg i
(EB~'+ v') < 5, on obtient :
ri2 vY2¢c 5g2 _
ﬁuhl < B exp[2k(~gﬁ-+ —;Tﬁr] Ar
avec : s ,
_ 2C 5g
Ar:SAN = My exp[2k(EB—-+ —;T)N]
/¢ 5g2
(3.17) = Hy exp[ZP(EB—~+ = 3 d2

Montrons que 1'inégalité (3.16) est vraie pour r = 1.

S5i on fait r = 1 dans (3.15) on aura :

(lap ]+ [up-ul | ok (v~ &5 Iu“'»lluzllhﬂv V4wl ?

(3.18) '

\
4 /‘c

4 )
Y u" , )“z “h = u1+k(

€ étant un nombre positif arbitraire, on peut donc supposer

eC Vv
(v- P d2) 2 2
en posant :
5 5 4 v
[y 2Y - — - > L
Vit grddy s gred, - saa, 25
1.e.
Vvt 2 .2 10 4
[¢ s 3 —— P-4
(3.19) a2 9f st 7+ g

eC
+h§v— 7;-[ g' )“vd|h+!z‘lz*lzh—zh‘2+k(v'— ~—-a§uh|2

i
O(k(-é-

V

5qg2 .
+ 250 Cug |2+ fvi )

.
.

-
o

|2



.86.

on déduite de (3.18) 1'inégalité

lop 15+ lup-ud |+ 52 [Julfl 2 (vl 2 fudovg |24 K2 1o 2

v2C

€D

(3.20)

kv! B
+lzp |24 zp-al |2 *§~lkﬂl; < ure (2 —%r)(luglz+lvglzl

en supposant que l'inégalité (3.16) est vraie pour l'ordre (r—-1) on aura :

r-1
| <A =A <aq,
-1
(3.21) ‘vi | <a,
!vﬁ—il < d2

par utilisation de 1'inégalité (3.15) et grice & (3.21) on obtient :

§ !Vm_ m—llz

V.
1 h h

T2 r m m-1;{s, kv : 2 riz
!uh] + 21 u vy |2+ ry Zluuﬁlhflvhl +
m: m:

m
(3.22) & kv ; ”vﬁ{2+lzri2+ ; lzm m~1[2+ 3 § Ilzﬂlz
' m=1 bR m=31 b

2 h Zh 2 - h
m=1

v2c | sg2 ¥ y
St o I (ulP v

= pr+k( Ve
m=1

ce qui achéve la démonstration de (3.16).

On est donc en mesure d'énoncer le résultat suivant :

THEOREME 3.1

Si on suppose que la condition (3.19) est vérifiée, alors la

solution ( m,vm,zm) de (3.4) reste bornée dans le sens suivant :
_ Y Vh' %y
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, , o
l“;l:lz =4, lv:‘ <d, , Bzhaz <4, B=1,...,N
ST ..__Zdz o . 29 N 29
3.23) Jk Iflullz s ==, & EvllE s 52 Dz s 2
m=1 m=1 m=1
N N N
m m-1, m o om-1;, Jm m-1),
e e I PO Pt S Eodgn T s q
w=1 m=1 m=1

ol d2 est donné par (3.17).

RESULTAT DE STABILITE

DEFINITION 3.1

Un ensemble infini de Ffonctions € est dit Lp(O,T;X)_stable si et seulement si
£

Fl

€st un sous-ensemble borné de LP(O,Tgx).
On va se servir des estimations précédentes pour déduire un résultat de
stabilite.

On introduit les fonctions approchées u _(resp. vhgzh) :

h

u, s fo,T] ~ vh
avec '

m ' .
ﬁﬁu=uh(mdﬂist < mk m=1,...,N
si la condition (3.19) est satisfaite le théoréme 3.1 nous donne :

sup luh(t)' < ﬁaz , sup ﬂvh(t)! < /a; , Sup ‘zh(t)ss/a;
telo, 1] te[O,T} telo,1]

T ) 2a,
_[O“"h(t’“hdt v

T 2a,
(3.24) ) § llv,, (o)l 2ae < <

o 1 3

T 24

]

2
j’o llz,, ()f| 2ae < —
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1topérateur de prolangement Ph 3 Vh 4'H;(Q} étant stable, on a donc

.29 Iyl @ = anlly v, <9,

de méme pour v, et Zy

4., étant indépendant de h, P, = Id ; car V, < H;(Q}

3
d’oit en utilisant {3.24) :

h h

Zdde

[ (ol <=2

{3.26) { ’jo nvh(t)naé(mdt < -2
T 2 2d 4
03
:g llz, @l gy a8 = 5
o o

De ce gui précéde on peut déduire :

THEOREME 3.2

Les fonctions uh, vh'»zh’ ¥h e?% correspondant au schéma (3.4) sont
LW(G,T;Lz(Q)} n LZ(O,TsﬂO(Q))nstables { 4} s enseﬁble de triangulation:

Remarque 3.1

La condition (3.19) ne dépend que de h, et par conséquent, elle ne doit pas

&tre trop restrictive.

Remarque 3.2

On démontre dans [11lqgu'on peut prendre :

d1 = 2/2% (£ : le plus.petite largeur de (! dans les directions

x et yl.
et c
sthy = —2- ; ¢ =/
M= 5w a ™ g P
ot p*{h) : est le diamétre de la plus grande boule contenue dans

un triangle s de la triangulation ;;.
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s : le triangle de référence

pg : est le diamétre de la plus petite boule contenant le triangle s

uq ; constante dépendant du degré des fonctions de base ; g et de s telle

que :
f |graa¥ () |%ax = ﬁq j"gw(;;gzdg
s s
vy e P = ensemble des fonctions polynomiales de degré <g sur s.
s

CONVERGENCE DE LA SOLUTION APPROCHEE

Pour chaque k (ou N) on considére les fonctions {w, ). . continues,
ih"i=1,2,3 ’

affines par morceaux de [0,T] dans vh et définies par :

@

mtl m

YinfE =t T (T -a)

m t-mk mtl m
E ol = ——re— -
Won (B = vt vy )
_ .’ t-mk m+l
Wi (8 =2t g )
pour t e [tmk, (mt1)i] ; m=Q,...,N~i

On définit

fik s fo,T] » vy

£ E () = £ pour t e [(m-1)k,mkf . m=1,...,N
1 i=1,2,3 :
L ']

Lemme 3.3

N nyy 2 T 2
k 2:1 e, S-{o lle, el ae i=1,2,3
m= .

Démonstration ;

A > S ) s ot B i 0. g e

uf'{ni.%njm fﬁwddaz.'sﬂm lle, (oll2,ac
(m~1)k (m-1)k *
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en sommant ces inégalités pour m = 1,...,N, on obtient

N 2 T
ko2 €, s j I, 0)ff2,ae
m=1 o

PROPOSITION 3.1

Les fonctions (wih)i~1 23 vérifient les estimations & priori, suivantes :
B Thody

(i) “wid‘Lz(o,T,V)an(o,T,qun) <€ i=1,2,3
ow,
(ii) Nmﬁ%QILZ(O,T,V”)_S c; i=1,2,3

- . o
ot (Ci)i=1,2,3 et (Ci)i=1,2,3 sont des constantes indépendantes de h et de {

Démonstration :

b e e R o O i e S o o S ]

point (i) :découle immédiatement de la définition des (wih)i=1,2,3 et des

estimations (3,23)

point (ii) : si on introduit le projection P (noté Pm dans le pagraphe 1)

de H dans Vh par la méme analyse que dans le paragraphe 1, on

obtient :
uﬁ-—umw1 : ' 3z
h m g_\/ m-1,, m-1,,m _ m h
% +\)Pa(uh)+P(D (uh ) +(vh ) uh) fPVh+gP 5% =P flk
vmuvm~1 azm
h n C\/ m-1 2, m-1 o m ‘M h
(3.27) * +\)PA(vh)+P(D (uh ) +(vh ) vh)+fPuh+gP~§§-— Pf2k
m m-1 .
Zp2 ’ i m-1 m m, m-1
0
k +V PA(zh)+PB1(uh aK(zk))+PBl(aK(zh)'uh )
m-1 m m m~1
+ PBz(vh ,aK(zh))+PB2(OLK(zh),vh } =P ka

Des estimations (3.23) et du lemme 3.3, on aura :
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r um__um—-l
h h .
e T
m  m-i
b '
{3.28) { x = go S Cte

m_ m—-1
h h
k |l . = cte
de la définition des (wih)i=1,2,3 on obtient :
ow
[—t < Cte

ot I L2(o,T,v")

ow
(3.29) < |20

ot I L2(o,p,v') = cte

@

oW
3h
I 3¢ I L?o,r,v') - Cte

COROLIAIRE 3.1

Il existe des sous-suites u,, et (wih")i=l,2,3 telles que :

W, *u’ dans L?(0,T,V) faible

W -+ w, dans L?%(0,T,V) fort i=1,2,3

ih' i
(uh. est une sous-suite de la suite uh définie en début de ce

chapitre).

Démonstration :

Utilisant les estimations (3.23) on montre aisément que :
Cte
“”nlle(o,T,V) s

il existe donc une sous-suite u, , telle gue ;

h
uS—u dans L%{0,T,V) faible
N i e e o
L'existence des sous-suites (wih')1=1,2,3 telles que

: fort dans LZ2(0,7T '
wih! - Wi (o] n ( ’ yv)
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est assurée grdce & la proposition 3.1 et au lemme de compacité 1.4

LEMME 3.4
. ! . t o= _}S( I; ! m_ m—1{2}1/2
nMmnlzorm T3 2 T
kK, Y m om1,,.1/2
e = — - a 24+
v, w2hiL2€0,T,H) B(mil%vh vy 19

N
%{ 5 tzm~ m—1!2)1/2

gzh~w3h!L2(O,T,H) = h h
m=1
Démonstration :
t-mk , m m-1 :
- MR eea—— - i < <
Yo, . (uh v, 3 (m-1)k < t < mk

mk 2 kKt m m-1;,
CCSCIREE S

-

par sommation dem = 1 & m = N on a le résultat de méme pour les autres
égalités en i et en Zy, -
LEMME 3.5

u W + O dans L%(0,T,H) fort quand h et k » 0, d'ci

w, = lim Wine = lim W, =

et il existe une sous-suite U telle gue

v, >u dans L%{0,T,H) fort quandﬁh‘ et k'+ O

{de méme pour (wih)i_2 3 ¢ On pose v = limw, et z = lim w, )
=2, .

2h 3h

Démonstration :

o " st i, s g s, Y S

N
_ k m_m-1, 1/2
byl o,mm = 3 (mfi loy-a 15
or d'aprés (3.23) :ﬁ :
X [u§~u§"31231/2 < Cte
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d'ou

Yin % -+ O dans L®{0,T,H) fort quand h et k + O

utilisant le corollaire 3.1, on peut écrire 3

N P

|
€
)

o mvyy, ihe”

w dans LZ(O,T,HJ fort gquand h et k - O

=
+
I
]

carx
W + w fort dans L*(0,T,H) quand h et k + O
et

uh'wwlh + O fort dans LZ(O,T,ﬁz guand h et k + O

LEMME 3.6
£, 7 f, dans L%(0,T,V*) quand k + O ; i=1,2,3

Démonstration :

Tt o s it s o s b0 S i Bl

On remarque que l'application :

R
37 Fu

est une application linéaire dans LZ(O,T;V‘) ; cette application est con-

tinue car d'aprés le lemme3l.l

£ s HE ‘ ; =

I ik‘ L?(0,T; V") l i“LZ(O,T;V‘) ! 1=1,23

et par conséquent il suffit de prouver le lemme pour fi dané un sous—-gs—
pace dense de L®(0,T,V') pour £ dans C({0,T];v*%) le résultat est
élémentaire. De la méme maniére on montre l'existence des autres sous-

suites Yon' et Wane

PROPOSITION 3.2

Les fonctions u,v, et z définies dans le lemme 3.5 sont solution ‘

du probléme (1.5)-{1.6}.
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Démonstration

T s Tt o . o Mot et . e St

Le schéma (3.4) peut &tre interprété de la manidre suivante :

= c | 1 2 _ '
e Wy £ )+ (000 v SOV @ (610 24 (v (E30) 2 (8,1

Bzh {t} ' ;
’-f(vh(t)g@h)+g{m~§§-w¢h} = (flk(t)’¢h)’ vt e[0,T], v¢h €V

4a C iy 2 iy 2
dt(WQh(t};Wh}*vi(vh(t)pwh))h+ D(\/(ﬁhft k)):+(vh(t k}) Vh(t)'wh)

Bzh(t)
+f(uh(t},¥h)+g(—“§§~wawh) = (f2k(t},wh)§ vt ¢ [o,7], v?h A

{3.30) <

d . _ ‘
agiw3h(t>,5h)+v ‘(Zh(t"sh))h+b1‘“h‘t k),akﬁzh(t)},éh}

+bl{ax{zh{t~k),uh{t)ash)+b2(vh(t—k),&K(Zh(t),ﬁh)

+b2(aK“zh(t—k)),vh(t;,Sh; = (ka{t},ﬁh} ¥t ¢ [o,7], v&h €V

On suppose que ¢ ., ?h et 65 représentent respectivement les projections de
¢, Y et §qui sont des éléments de V.

) '
Soit ¥y € (}({O T1) avec y(T) = O. En multipliant (3. 30} par vY(t) et en
intégrant par rapport 4 t on obtient : ’
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T T
/ - socwlhm At (E) T, ghatry Luuhm YiE)E, 90}, ae

ll’l
< Y a1 2
+ S SO (Vw60 24 (v, (655D 20, (8D, v (6D, hac

T vy azh(t)
~f goévn(t)'y(t)rhq))dt-fg foi-——a—;—*—dygt)rhmdt

T
= . 0
= go‘fxx‘“'Y‘t’rh‘“d““‘ﬁf”n‘“?m?

T T N
“jo‘“zn‘t’ Y (E)x, P atsy [0( (v, (), Y (), D) at

. Uy
C
< + -D—J' {\/(uh(t-k))2+(vh(t—k))2vhm YiEhr, Yae
(3.31) o

T T 9z, {t)
+f Jo(uh(t) ,_y(t)th‘i‘)dt*g ja { 5% ',Y(t)rh‘}‘)dt

T
o 0
—Io (£, (8, ¥(E) T, W aer(v),x, V) Y(0)

T Uy
~jo (w3ll(t<).7’(t)rh6)dt+v‘ jot(zh(t),ﬂt)rhﬁ))dm

EN T
+j0 b (uh(t-—k) ,aK(zh(t) ,Y{t)rhé)dﬁ jobl(axizh(t—k)) ,uh(t) ,Y(t-)rhd)dt |

T : T ’
+ J'Q b, (v, (k) , 0 (= (£)),Y(t)r, Bat+ jobz(uK(zh(t-k)),vh(tb,‘y(t)rhﬁ)dt

. . N ¢
N - fo (£, (B) , Y(E)x, Skt (z),x 6)Y(0)
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Wt TV, ,dans L?(0,T,V) fort d’aprés le corollaire (3.1), i=1,2

. > u dans L2(0,T,H) fort d‘aprés le lemme 3.5

(3.32}
) vh ] . v " L] . 1
zh . e z it " ¥

Dfautre part

rh¢ > ¢ dans V fort

{3.33) rh? + ¥ o "
rha -3 5 4 3
et
.ug *-uo dans H fort
{3.34) ivg > v " "
‘? h O
@ o e
zh > zo

(3.35) £, 7 £, dans L%(0,?,H) fort {Lemme 3.6) i =1,2,3

En passant & la limite dans {3.31) on trouve :
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.g7l

‘P T

T
e -} (ult),y* () p)at+y S ((u(t) ,y(t) §))at+ %}‘ (VoZ(D +vi(Bult), y(t) p)at
o] O [¢]

§ T - T
| ~f! (vmmt)@)dugf A2y ey pya - CRERICDLERDICY
l O o]

T T T
- j (vit) ,y' {t)¥iattv j {{vit),y(r)¥))des %j { Vu? (£)+v? (tlvit),yic)¥ide
o o 0

" e v B
+fj (u(t), y(cmaugj' (3“‘“,ygtmdu zg (£ (€)Y (E) V)AL (v, ¥) Y (O
O O

|

|

. e T iy .

=1 {z(t),v' (c)d)at+v' {{z(t),y(t)v))dts § b, {ult) ,axézét} Yt} Syae
O o) o 1

P ' T
+I biaK(z(t)),u(t),"g’(t)5)dt+f bggvgt},a)&(z(t}},y{t}ﬁ}é’t
1o 0

T T - .
f{ bE(&K(z(tnav(t)aY{t) §de =§‘ iﬁaftiayit}é}dtﬂz + 8y vy (0}
Jo o v [e]

Si on prend Y dans @0,?} on retrouve (1.5) au sens des distyibutions, en
multipliant (1.5) par Y{(t) et en intégrant )

Par comparaison, avec (3.36) on obtient

(u_-u{0},P)y(0) =0 ¥ € V
(3.37) (vo—v(O),‘i‘W(o} = 0 Woe v
(zo~z(0),6w(o) =0 VeV
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si on choisit y telle que Y{(0) # O on obtient (1.6) d'od {u,v,z) est
solution de (1.5)-{1.6).

Et comme le probléme (1.5)-(1.6) admet une solution unique, toute la famille

(uh,vh,zh} converge vers la solution, lorsque h,k = O.



Exemple numérique

.99,

Domaine a 98 triangles od on

résout lé systéme (3.4)

avec 3 v = 0,012 = 9.81
v = 0.010 = 10At
£ = 0.0001 ul? = ng =

1 | j

27 courbes de niveau de la profondeur h

Représentation des vitesses aux sommets des triangles

Remargue -

progressive due au vent dans un canal fexmé.

L*exemple ci~dessus représente la propagation d'une onde
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CHAPITRE v

RESOLUTION DU PROBLEME DES ONDES LONGUES

DANS UN FLUIBE PARFAIT

§ 1 - Formulation du probléme
§ 2 - Existence et unicité de 1a solution

§ 3 - Régularité de la solution
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INTRODUCTION

On donne dans ce chapitre une étude théorigue des équations des ondes longues
amorties (par l'effet du frottement de fond) dans un fluide parfait (non
visqueux). On a procédé par L.inéarisation au niveau des texrmes advectifs,

ce qui n'‘altére pas de maniére notable le systéme & résoudre en raison de

la petitesse de ces termes devant les dérivées par rapport au temps

(cas des écoulements lents).

Aprés le choix du cadre fonctionnel approprié pdur une formulation du probléme.
On a montré que pour une condition au. limites vérifiant certaines hypothé-
ses, le probléhe admet une sclution unigque ; pour cette fin on a utilisé

une méthode de monotonie pour traiter la partie non linéaire et quelgues
résultats de la théorie des opérateurs dissipatifs pour traiter la partie
lindaire ; l‘'introduction de ce dernier outil nous semble naturelle étant
donné le lien entre la notion d‘'opérateur dissipatif et la mesure de la
dissipation de l'énergie de l‘énde.

On s'est servi principalement des xésultats de Bardos-Breziz 2] et de

Lax-Phillips [6].

La fin du chapitre est consacrée au probléme de xégularité de la solution
vitesse et & l'existence de solution faible. On a montré pour le cas unidi-
mensionnel lfexistence de solution forte {(dans un sens bien pxécis) dans

le cas périodique et non périodique.
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1 - FORMULATION DU PROBLEME

On considére le probléme des ondes longues sous sa forme "semi~3inéa~
risée". Soit { un ouvert borné de R? de frontiére I' assez réguliérxe.

On pose :
Q= Qxjorl ; *T>0et L="Fx Jo,7f

le probléme est de trouver (u,v,h) tels que :

ou ou du -~y dah

wteas tb W +‘— /Y utviu -fv + g - f1 dans Q

W W, ey o "
(1.1) at+dax+bay+ /utvv-rfu-&gay—fz

3h . 3h oh ov - ' "

[ v i ‘ax W toh = ga

avec les conditions aux limites :
t
(1.2) B(u,v,h) =0 sur I

B étant une matrice (3 X a), (g s 3) dépendant de X,y et t

et les conditions initiales :

u(x,y,0) = uo(x,y) dans
(1.3) ¢ vix,y,0) = vo(x,y) o
hix,y,0) = ho(x,y) *
hZ
HRHR
surface libx Wﬂﬁﬂq

s
e

SR N S \‘&.._. [
o -

" M

R L o iy
re) X
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Les notations sont :

(x,¥} : les variables-esgpaces

t la variable temps

o

{u,v) la vitesse de la particule fluide

0%

h : la profondeur totale

m}:
g = {a,b) vecteur vitesse moyenne

ae

f : paramétre de Coriolis (= 10*4)

: accélération de la pesanteur

1

la constante de Chézy

: profondeur & l1°'état d*éguilibre (donc: > O dans ().

e W oo w

»e

représente une divergence moyenne de la vitesse

u ,v h ¢ fonctionsdonnées
o oo
8i on se place dans l'espace :
v = LYQ) x L¥(Q) x L%(Q)

LP(Q} espace des fonctions P-iéme sommables sur Q pour la mesur
dQ = dt.dx.dy

lele gy = ¢ f 1el%e'/?

Le probléme précédent s'écrit sous forme condensée comme suit :

Trouver w € V tel que :

{(1.1}° g%‘+ Lw + Aw = F dans Q
(1.2)° Bw =0 sur &
(1.3)! wi{x,y,0) = v, dans §
. avec
n 9 9
L = A 3x+1¥23y+8
aog boo
A1 = 0 ao . Az = obg

20248 ©gb
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"
o ~-f o w

B = £f o of ,w={v} ,FP= wcf Vo
o o O h

h

A étant un opérateur défini par :

a: i@ xLi@x 2@ »1%@ x23% 0 L2
cC % C /57
(u,v,h)+> (S/u v, & Yu +vev, oh)

OO
Del (Q) et D2a >0 d : étant une constante.

~

Pour donner un sens d la définition de A, i1 suffit de montrer que :

vu,v e LP(Q) = g; ViZivia € 13/2(0)

en effet :

S &M sfg-qugqvgﬂ”.gug”%g
Q Q

< & j(lu!*&vu369)1’2.(fiu§3d9>‘/2
0 o

< +%®  ©oar u,v € La(Q).

B est définie sur I telle que :

B = Blx,y,t) Ax v, q<3

rang de B{x,y,t) = q ; les coefficients de B étant dans c 5.

On désigne par B(x,y,t) le sous-espace de R} défini par :
Bix,y,t) = {v, ve R ; tel que Bix,y,t)v = 0}

et on définit le sous-espace é(x,y,t’) de R par 1

x .
Bix,y,t) = (w, w e R® ; tel que v,Anw = 0 W e Bix,y,t)}
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2 = y,A +
avec An v1 1 V2A2
ouys= (vl,vz) est le vecteur unitaire normal & la frontiére T de § au
point (x,y).
On suppose le long du probléme que la divergence du vecteur (a,b) est nulle
da db

l.e. o= + +— = H = +
{i.e =t 3y 0) et on pose Yo = V2 vzb

LEMME 1.1,

Si on suppose que o > O ; alors 1l'opérateur 'L est formellement

dissipatif [6] i.e.

« 9By OA )
(487 5% - =SHuwz o vu e (L%(Q)°?
Démenstration :
2A oA
e (R By e
(37 - gy = j;‘ax + 5 (af+ulru?)ag

&= = 2 3
o) Yu (ulvuz,u3) € (L°(Q))

((B+B")u,u) = [ 20£u§ a9 2 0
Q

L S
da'ol : . 3A1 aA2 :
((B+B - pl e LAY =f2au§ dg 2 0 car. o > O,
Q
LEMME 1.2

Si on suppose que O < »yn < g ; alors la matrice An est non singu-

liére i.e. la frontiére I de  est non caractéristique

Démonstration :

2 i e o e . . Vo e

Yo o V9
det An = 0 Yh v2g
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2_..2 2 2
= - O
Yh(yn gy # 0 car ' # 0 et Yn #g
donc An est inversible.

On admet dans ce gqui va suivre que la condition aux limites (1.2) est

positive maximale c'est-a~dire vérifie les deux propriétés suivantes :
{1 (Anv,v) z20 ¥ e Bix,v,t) ;

(2) Dans tout‘sous-espace de R’ contecnant strictement B(x,y,t} i1 existe

un vecteur w tel que ;

< Q0.
(Anw,w)

Remargue -

Les frontiéres caractéristiques (vérifiant det An = 0} constituent en
général un probléme délicat dans 1'étude des systémes hyperboliques. Sous
certaines hypothéses les problémes 3 frontiéres uniformément caractéristi-

ques (rang An = Cte) deviennent plus commode.

2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

DEFINITION [9]

Soit E un espace de Banach. On appelle semi-groupe dans E une fawille

d'opérateurs G(t) ; t 2 O vérifiant :

(i)' G{t)e gggﬁu,E} {l'espace des opérateurs linéaires continus de E
dans E). ’

(ii) G(0) = X {identité)

{iii) G(t)G(s) = G{(t+s) pour tout £, s 2 O.

Le semi-groupe G(t) est dit fortement comntinu G(t} converge fortement vers

G{t ) lorsque t tend vers t_; t > O.
o o o

G(t) est un semi-groupe de contractions sur E si :

llate}] <1 ; vt 2 O.
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On appelle générateur infinitésimal de G{t) l*opérateur lindaire A défini

paxr :

h-o

la limite étant prise au sens fort.

Cadre fonctionnel

Considérons les espaces fonctionnels suivants :

P = espace de fonctions de puissance p-iéme sommable sur {2 pour

la mesure dii. 3

cg%?z @2 flull = = ”“11L2<n) P u s (ug,uy,un)e (LA(M)°
i=1

2

3
. 2y 3, " v . = 2 3
Bo= (L)% [l ii UuiuLz(Q} Pous (uu,u) e (L2(Q))

2
vo=@i@f x f@ |l = 2 lhall s gy Hlugll 2 g

u = (u,u,u,) € (1.2 (@) FxL2 (¢

Loy 2 ,Ou du _ _»
H(Q)"{upuﬁL(Q)sesay L(Q}}.

PROPOSITION [8]

Soit X un espace de Banach ; si f ¢ LP(O,T;X) et g§~e LP{O,T;X}

{1 <P < alors f est aprés une modification éventuelle sur un en-

semble de mesure nulle de {0,7], continue de [0,7] » X.

D(L(t)) désigne le domaine de 1l'opérateur L(t). On pose :
DL(t)) = {u(t) ¢ BN ulx,y.t) € Bix,y.t) p.p. sur 1}

*
on note par (L (t)) le domaine de l'opérateur L*(t} adjoint de L(t) ;
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D(L*(t)) = {fu(ey e @ )? uix,y,t) € Bf(.x,y,t) p.p. sur [ }

on désigne par w(A)(resp. w(A*)) 1'espace des u € B tels que pour presqgue
tout t ; u(t) € DIL(t)) (resp uft) e g)gn {t)) et tels que les fonctions :

t > L(t) u(t) (resp. t +'L (t)u(t)) et t + %— appartiennent a H ; done

d'aprés la proposition les éléments de w(l) et w(A ) appartiennent a
On désigne par p(Af) {resp. D(A*)) l'espace des u ¢ w(l) (resp. u € w(A¥))
tels que u(0) = 0O (resp. %(T) = 0).

L'opérateur de domaine D(A ) défini par ;
u - ] + L{t)u

at
est positif de domaine dense dans H, 11 est donc fermable 5] . On note

par A sa fermeture et par A" 1'adjoint de A . A¥ est égal & la fermeture
0
de l‘opérateur : - é% + L*(t) défini sur D(A%),

DEFINITION
On dit que A et V-régulier si :
(1) D(A*) nv est dense dans V

(ii) pour tout couple (u,f) ¢ Vv x y° vérifiant :
* #
(u,Av) = (f,v) VW e DAY nv

il exisce une suite {un} © D(A) n V telle que lim uy ='u dans V et

lim A u, = £ dans V',

On démontre dans L2] que 1'opérateur A défini ci-dessus est

L Q) x L(Q) % L%(Q)-régulier.

Nous rappelons un résultat qui nous sera utile dans la suite.
On note par G(H) 1l'ensemble des générateurs infinitésimaux de semi-groupes

de contractions fortement continus sur H.
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THEOREME 2.1.

Soient A € G(H) un opérateur V-régulier et A un opérateur pseudo
monotone et coercif de V dans V', alors pour tout couple

(uO,f) € X V', il existe un {unique} u ¢ V tel que :
. u
(,AV) + (Bu,v) = (£,v)+(u_,v(0)) v en(Aha v

de plus u € %O,‘f ;% et u(0) = u,-

Démonstration [2]

o WO s S o ot 2 st M S S S

Remargues H

{1} Lltunicité de 1la solution est démontrée dans le cas de la stricte mono-

tonie de A.
{2} au sens des distributions u est solution de 1téquation :

~3-E+Lu~§~2\u=f

PROPOSITION 2.1

Leopérateur A ; L3(Q) % LY(Q) x L2(@) ~ 13/%(0) x 13/2(g) x L2(0)

{u,v,h) *‘(wl,wz,w3)
avac
=& ;ST
W, = D Yy ut+via
W =9Juz+v:v
1 D
0 )
w3= oh G, DeL {(QYet G, D >0

est strictement monotone, borné, hémicontinu et coercif.

Démonstration

o s et i e i s o S A gt o sk

- Monotonie stricte : soient X = (ui’vi‘hl)‘ Y = (uz,vz,hz} € {L3(Q)XL2(Q)
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- . . Tad _ ST
on pose : dl /u1+vl . b1 u2+v2
(2.1) (AX-AY,X-Y) = f Siam -bou) (u-u) ta, v b v,) (v, -v,) 1
. RRLTINT BT A1 TR TR R Y TR V) Y

- 2
+ -g‘“hl b,) %40

par simplification et utilisation des inégalités :

- 2,2
uluz 2 2(u1+u2)
- BN .
vlv2 2 2(v1+v2)
on aura :
_ _ 1 c 5 2,2 oy 27
(2.2) (AX-AY,X-Y) 2 5 {}D (a1 bib&ai bz)*aihm h2) ]dQ

- 2 5%y = (a b )2
&al bl)(a1 bl) (a1 bl) fatb) 2 ©
on a donc :

{AX-AY, X-Y)} 2 O d'ot la monotonie de A.

0 on aura d'aprés (2.2) :

it

5i on avait (AX~AY,X-Y)

Si on remplace a1 par b, dans (2.1) on obtient :

1

(ul'v lhl) = (ué’v2'h2) ' {i.e. X = ¥)

1

et A est strictement monotone.

- Majoration de A :

Si on pose : W = (u,v,h) € (L}(@? x L2(Q)

avec :
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“W‘HIWH (1?3 (Q)) 2x1,2 (Q) #Iu“]:ﬁ (Q) ﬂl‘dlL3 Q) ﬂlh”LZ(Q)

C /o C /o
[|av] (L3/2 (Q)) 2XL2(Q)=”5 Vuty \)'“L3/2(Q)+HB Yu?+y v“LB/Z(Q;ﬂ-uh“I?(Q)

= (_/zg VuZivEy) 3/ 24g) 2/3
Q
+(ﬁ§ /u§+vfM)3/2dQ) 2/3+( fiahlde)l/z
Q Qe

On a :

In

J{(%-Vu2+v2]ul)3/2dg x3/2 Ji:Iu]1/2+lv]1/2)ﬂul3/2dQ P (k=S
Q Q ’

d

A

L e Bl a2 2 o
Q

K”"(IIWH3HIMI3/2.IIMI3’2+3IMI5’2-IIWH“2+3leF )

A

A

3/2
8/ 4w
On montre de méme que :

]‘% n/u2+v2’]vl)3/2dQ < 81(3/2“w” 3
Q

J{lahlzde < m? flhIZdQ

Q

< mlwlf 2

et

On a donc :

O A1) 224 i A ) 22, g 212

IA

1280l (1372 0y 2,2 (©)

A

8Kj| W] “+34] ]
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Si Hwn < C1 alors :

P _ 2 _ .te
UAWN(LB/J(Q”ZXLZ(Q) S C{=BKCI+MC,} = C

d'oa : A est borné sur les parties bornées.
- Hémicontinuité de A ;

On montre facilement que : ¥Xx,y,s € V = {L3(Q332 x Lz(Q)
1*application ‘

A ﬁ-(A(x+Ay),z)vxv, j V' dual de V
est continue de R dans R.
- Coercivité de A :

Soit W= (u,v,h) € V

= 1€ /0%y f.c_ 2 2
AW W fb/u +viufag + D./ wvdgtfomdg

Q

2 kjé ju]’ag + kjg; vl + m ‘éghmg

d*on » i
(AW,W) ., Z inf(k,m) jlul"dg + i jv]2ag+ In}%ag)
Q Q

si on prend :

llll, = sup dlull s o, - I, %g» il 2 )2

Conme “M’V est destiné a tendre vers +® on peut supposer que "ﬁ’v 21 d'od

‘Llulf’dgf [Q!vladg" Lh‘lzde 2 [S“P‘“““L’(Q) ’“V“L3U.2) ’“""ﬁwuz

On a donc

(AW, W) o

Ml Tell e ™

et
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ce qui montre la coercivité de l'opérareur A.

DEFINITION

Un opérateur & de V + V' est dit pseudo-monotone si

(i) A est borné

{ii) lorsque uj - u dans V faible et lim sup (A(uj),uj—u) < 0O alors
lim inf (A(uj}, uj~v) z {A{u) ,u~v) ¥v ¢ V

PROPOSITION 2,2

On a 1l'implication :

"A borné, hémicontinu ; monotone® => "p pseudo-monotone® .

Démonstration (cf.[8])

A e . e o . Bl e e s . s

e e o B o i e S S b e i o

Si les hypothéses des lemmes (1.l)et (1.2 sont vérifides et gi

(WO,F) scé%zz V' alors il existe un unique w € V tel que :
" ; %
w, A v)+(aw,v) = (F,v) + (wo,vo) ¥v € D(A") nv

d'autre part w € %O,T;% et vérifie w(0O)

et on a au sens des distributions :

]
=

3w
P + Lw + Aw = P
et formellement :

Bw = 0 sur I

S 1o e o . o . v . i i st

Sous les hypothéses des lemmes (1) et (2) l'opérateur A est V-régulier

(Vv = (L¥(Q)) 2 x L2(9)).

A est borné, monotone et hémicontinu dans V dans Vv* d'aprés la proposition
2.1 ; il est donc pseudo—monotone (proposition 2.2). D'autre part A est

strictement monotone et coercif d'ou le résultat énoncé, en vertu du théo-

réme 2.1.
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Remargue

Si l'ouvert {! est non borné, on reprend le méme raisonnement que dans
le cas borné avec :

v = [L*(Q o L@ 3?

3 - REGULARITE DE LA SOLUTION

Dans le paragraphe suivant on va aborder le probléme de la régularité
de la solution vitesse (u,v). On Aécouple le systéme et oh suppose gue h
est une fonction connue.

On montre l'existence et 1'unicité d’une solution faible pour le cas
non périodique.

' L'existence de solution forte est montrée uniquement dans le cas uni-~

dimensionnel ou 1'opérateur A représente la dérivée (sous différentiel) dtune
fonction convexe vérifiant certaines comnditions.

On note par

wl'p(O,T;x) = {1'espace des fonctions u, absolument continues sux

du

P~ g,
at e L (Ookox))o

[0,7] et

DEFINITION :

Un opérateur A d'un Hilbert H, est dit maximal monotoné s'il est mono—

tone et si ¥x,y ¢ # tels gue :
(y-Az, x-2) 2 O Vz € D(A) ; alors x € D{(A) et y = Ax.

Notions de solutions faible et solutiom forte :

S1 A est un opérateur de H et f ¢ L‘(O,T;H) on appelle solution forte de
du
at
sur tout compact de {0,T[ vérifiant :

1'équation : + Au = [ toute fonction u € C({0,7],H) absolument continue
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* u{t)eD(A)
du »
* E;(t) + Au(t) = £(t) p.p. sur [O,7]

On dit que u ¢ (C{[0,T];H) est solution Faible de l'équation g%—+ Au = £,

s'il existe une suite fn ¢ LYo, T;H) et u € C(fo,1l;H) telles que u
solt une solution forte de l'éguation : Eg% 4 Run = fn et fn + £

dans L (O,T:;H) et u 7 u uniformément sur [o,T].

THEOREME 3.1

8i A est un opérateur maximal monotone de H, pour tout f ¢ L2 (0,T;H)
et tout u, € D{A}, il existe une solution faible unique u de 1'équa-
tion : _
é5-+ Au = £ telle que u{0) = u
ac ks o
Si de plus A est coercif et si on remplace u, par u{T) alors le

probléme {(péricdique) obtenu admet une solution faible.

Démonstration : cf 3]

o o o S i i . .S e

51 X est un espace de Banach de norme {[ l{ et £ un é&lément de L'(0,T;X)
on dit qu'un point t € 10,7 (resp. t € [0,T[) est un point de Lebesgue

{resp. point de Lebesgue & droite) de £, s'il existe x:e X tel que :

1 +h
lim ™y ]lf(x)~xf1ds =0
h»0 t
h#0
1 t+h
(resp. lim 5 ,f |£(s)~x]} as = 0).
h0 t
h>0

Pour le cas non périodique on a un résultat de régularité assez fort [3].

qu'on éncnce dans la proposition suivante :
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PROPOSITION 3.1

Soit A un opérateur monotone ; on suppose que F(A) est fermé et qﬁe
A est borné sur les compacts Qe D{A). Soient f ¢ LP(O,T;B) avec

1 £ p s +° et u € BTKTK=D(A)). Alors il existe une fonction

u € wl’p(O,T;H) unigue telle que : %%@t) + Ault) = £ p.p. sur JO,TL
et u(0) = ue de plus u esgudérivable a droite en tout point de

Lebesgue & droite de f et 3t (t )} = f(t0+0)—Au(t0)a

En vue de ses applications au cas unidimensionnel, on rappelle le résultat

suivant [31].

THEOREME 3. 2.

Soit f € LZ(O,T;H), si A est le sous-différentiel d'une fonction convexe
s.c.i. propre ¢ telle que Min ¢ = O, alors toute solution faible de

d ,
a% + Au = f est une solution forte.

Si de plus A est coercif alors il existe ume soclution forte du pro-
bléme périodique ;

du

3t + Au = f i u(0) = u{r)

du 2
et .d—t. € L(0,T;H).

.

Réqularité de la vitesse V = (u,v) :

3/2

On suppose que h est connu dans L’(Q) et Vh ¢ L (Q)

1 - Cas non périodique :

(P}

On considére le probléme suivant ;

du ¢ Z, 7 = g oh
dt+H Jyu'tvu fv gax
dv  C oh
at H /u+vv fu gay

u(0) v{O) =0
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L'écriture donne :

av
it + AV P
{Pi)
V(o) =V,
avec
- t = g OB = g ob
F = (Fz’Fz) ; tel que FI =-g & et Fz = —g 3y
' t
Vv o= (u,v)
e (o] ~f
A = (Vv ; om =
£ G

On a la proposition suivante {(cf.[31).

PROPOSITION 3.2

e . S WS . e S o .t e S S

Soit V un espace de Banach reflexif de dual V' tel que V ¢ H ¢ V*

avec injections continues et denses. Soit A : V + V' un opérateur uni-

vogue partout d&fini sur V, hémicontinu et coercif i.e. lim a
ot “ li désigne la norme de V et <,> le produit scalﬁggg*géns

dualité entre V et V', aloxrs l'opérateur AH’ restriction de A 8 H
défini par D(aH) ={x e vV, Ax ¢ H} et Ay = A est maximal monotone

dans H.

PROPOSITION 3.3

- . 40 o o 4, S o i . o P

L'opérateur univoque A : {L?(Q))? *'(L3

/2 (02

V > AV = %{!v{}mv

est monotone, coercif et hémicontinu.

<Au,u> _
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Démonstration :

A1+A2 tel que :

w
=
9]
=
i
o]
1]
T
b
i

C - —
BV =S ([vhv et ANV = MV
L L. 3 2 3/2 2
A1 est monotone, coercif et hémicontinu de (L?*(Q)) dans (L {Q))
d'aprés la proposition 2.1.

. B t B ot - t
Soient V1 = (ul,vl) , V2 = (uz,vz) et v {u,v)

<A V,V> (—fv,fu)(u,v)t

2

i

-fvutfuy

d'ou
< - - > = < - - > =
A2V1 A2V2,V1 V2 AZ(VL vzx,(vl Vz) (@]

Donc A, est monotone.
2 <a_V,V>

A_ vérifie la relation : 1lim = Q
2 [[vilee VT

A2 est hémicontinu car il est linéaire.
De ce qui précéde, on déduit que A = AlfA2 est monotone, coercif et

hémicontinu.

Remargue

On a les injections continues et denses suivantes :

Q)2 ¢ w2n? « 13292
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SOLUTIONS FAIBLES DE {Pi} :

‘THEOREME 3.3

Si on suppose que F ¢ LY{0,T; (L2(M)?) ; § ouvert borné de ¥
{représentant le domaine mouillé). Et si Vo vérifie AVQ e (L2{M)Y? ;
alors le probléme (Pi) admet une solution faible unigue.

Si on remplace VO par V{(T) dans le probléme (Pz), le probléme {pério-

digue) obtenu admet une solution faible.

Démonstration :

D'aprés la proposition 3.3, l'opérateur A est monotone, hémicontinu et
coercif de (L3(Q))? dans {LB/Z{Q})z, de plus on a les'injections continues
et denses :

L3j

@ ? e @ion? < w2

d'old d'aprés la proposition 3.2, 1l'opérateur AH restriction de A &

(L2(Q))? a&fini par :

pay = {u e @ON? au e (@)} et =ay
est maximal monotone dans (L2eon) 2.

Par application du théoréme 3.1 on obtient le résultat.:

La nature de l'opérateur A ne nous permet d*établir des résultats sur
l'existence des solutions fortes dans le cas bidimensionnel par contre
¢eld parait possible dans le cas unidimensionnel ofi 1'opérateur A est le

sous-différentiel d'une fonction convexe ¢

Dans le cas unidimensionnel lfopérateur A prend la forme :
3

3/

a3 1)

u *‘lu{u
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Solutions fortes du probléme (P1)

Soit le probléme :
du

~ + Au = F
dc

(r!)
u{0) = u

THEOREME 3.4

Si F e L%(0,T ; L%(Q)) et Auoéi Lz(Q), alors toute soiution faible

du probléme (P!) est une solution forte.

1
Si on remplace u par u(T) le probléme (périodique} obtenu admet

une solution forte et 9—-& L2(0,T ; LZ(Q)).

dat
Démonstration :
L'opérateur A ! L(Q) - L3/2(Q)
u+ fulu
vérifié : A = 9¢ {(sous différentiel)

avec 3 ¢ 5 Ui 3

est convexe, s.c.i. propose sur’ L*(Q) avec Min ¢ = 0.

fiuﬁ”dq»
1im

bl g = T @kl o+ ¢ j’ 2an 7

D’auntre part, A est coercif, en effet : -

(au,u)

= 2' = i
I35+ ekl g gy =+

donc les hypothéses du théoréme 3.2 sont vérifiées d'on le résultat

énoncé.
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ANNEXE 1

Résolution du probléme linéaire
dans un domaine a frontiére libre

1 - Linéarisation du probliéme

On sait que dans les xégions caractérisées par une grande profondeur
de l'eau, les termes advectifs deviennent négligeables. C'est le cas des océans

et des bassins suffisamment profonds.

Dans ce cas le systéme des ondes longues devient

Ju c,2 2 ah
5T + h/ﬁ +v u -~ fv +t g - 1]
{(1.1) v cs 2 2 oh _
5t + hﬁh +v v + fu + g 3y ]
sh ] 9 _
-5—};(\1!1) + -é;-(\lh) = {

at

-

Sous les mémes hypothéses, les temmes de la force de frottement sur le
fond peuvent étre considérés négligeables (ils sont inversement proportionnels

& la profondeur totale).

Si on se place dans le cas des bassins de faible étendue, afin d'éliminer
1teffet de Coriolis et en posant h =H = Cte dans les termes non linéaires

gui restent on aura le systéme suivant

.é}.i + éil = O
3t 9 38X
. dv sh _
(1.2) v + g oy = 0‘
3h 3u Bv)
— [ ——f — =
3t * “_ax 9y 4 0
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Si on suppose que 1'écoulement est irrotationnel ; il existe une foncti

de potentiel -¢ = ~¢(x,y,t) telle que

- 289 - z9¢ =4 L3¢
v ax 'Y ay * ho=+ g 3t

par substitution dans {1.2) on aura :

‘ .2 2 2
aa Lboga(e, D)
ax2 ay?

at?

on retrouve ainsi 1'équation classigue des ondes &

(1.4) 3% _ C2ap = 0
at?

ot C est la vitesse locale de propagation de 1l'onde, avec c? = gH et A désigne

ltopérateur Laplacien.

2 - Formulation du probléme 3 frontidre libre

Si on suppose gue le domaine Ql(t} o on cherche & résoudre (1.2) est’

" caractérisé par :

=13 ; K1
h = g ot > 0 {(i.e. 5t > )
En prenant comme condition aux limites : -

h = g%~= 0 sur Fl(t) frontiére de Q}(t).

on aura a résoudre le probléme unilatéral suivant :

.

Trouver ¢ tel gque

a2
éw? - C%Ap = 0 © dans [o,T] x Ql(t}
at .

(2.1) ¢ = 0 sur Pl(t)

ae ‘
p{x,y,0) = ¢o(x,y) ¢ ggﬂx,Y,O) = ¢1ix,y)
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Le probléme (2.1) peut étre formulé autrement en considérant un ouvert

fixe @ contenant strictement Qn(t)' on note pax I sa frontiére, & = {o0,7} x I

Si on fait .

]

h = o sur ﬂ\ﬂl(t) <mz2 g% Q0 sur Q\Ql(t)

-

le probléme & résoudre peut &tre ramené

s 1]

Trouver ¢ tel que :

a2
4 ey =0

dans fo,?] x @ (t)
atz 1

aM =0 dans [o,T] x 9\Q (t)
t L}

(2.2) ¢ = 0 sur I

$(x,y,0) = ¢0(X.y) pP. p. sur §
)
%%(X:Y:O) = ¢1(x,y) P- p. sur R guﬂa;““~*~“_’_‘,~__,//)

3 - Cadre fonctionnel N

Soit { un ouvert de Hf de frontiére I on rappelle la définition des

espaces suivants

gt = {u ;i v € LZ(Q), %& € Lz(ﬂ) i=1,2}
i

] . 1 ___u =
HO(Q) fu; uen (W, v,u §P 0}

{fu; ueL?W), du 9y

2
HE () 5%, ' Bx ox
i i

4

€ L3(Q) i, =1,2)
b |
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Théoréme [1] 3.1

Si on fait les hypothéses suivantes :

peB® Q) ; $<O sur T

£er2(o,T 1 L2(®) avec = ¢ 1.t ;L2 @)

uQ e H2() n H;(Q) ; Vo € H;(Q) avec vg 2 Y p. p. sur
Alors il existe une fonction unigue u vérifiant ;;

u € Clo,T ; Hj(a)) n L7 (o, ; H2(Q))

5?2 ® '
€ L (o,T ; H;mn . —3-;% L (o,T ; L2(%))

2u
at

1) §%~2 P dans Q ; Q0 = [o,T] x @

2 3w
at ot
3" ou
at ot

2)

i

du + £ dans [o,T] x Q(t)

3)

]

Max(Au + £, o) dans £§§>= 1

4)  u(x,t) =0 sur:

5) u{x,0) = u v ou

o Sg’(x,o) =V_p.p. sur @

En utilisant le théoréme 3.1 on démontre le résultat suivant :

Théoréme 3.2

Si ¢, < H2(Q) n a;(g; P4« 33{93 avec ¢ > 0 p. p. sur Q



Alors, le probléme (2.2) admet une solution unique ¢ vérifiant :

$ € C(o,T ; H;(SZ)) nL (o,T ; B2(Q))

< w0 2 o0
%ﬁe L (0,7 ; H'(Q)) , ,ue L (o,T ; L*(Q))
t 0 at?

(d'od 1l'existence et L'unicité a une constante additive prés du probléme {(1.2)).

4

Démonstration : il suffit d'appliquer le théoréme 3.1, car le probléme (2.2)

tel qu'on 1'a formulé vérifie bien les conditions du théoréme
de Brézis. En particulier 1°égalité (3) est automatiguement

satisfaite-en faisant :

on a directement le résultat.

Remarque 3.1

La démonstration du théoréme de Brézis est basée sur la résolution de

1'inéquation variationnelle suivante 3

Trouver u vérifiant :

+
d du du du du du
3.1 — == et - = - foded . au
t3.1) ac \GeJ ¥ o]t)‘“““'w ac) t e ¢dt)z(f,w at
W e D(¢),
u(o) = u
QE (0) =v
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avegc :

1
D(p) = {u e Hg(ﬂ) : ¢{u) < 4=}

2
du v
alev) =1 o090 o
1 3 1
$lu) = ‘PK(“)

wK est la fonction indicatrice du convexe :

1
K =§ V€ HQ(Q) ;3 Vv2 Y p. p. sur 1 }

Liexistence et 1'unicité de la solution de cette inéquation ont été

démontrées moyennant des techniques des semi-groupes.

Remargue 3.2

Le prcbléme non homogéne (i.e. en tenant compte des forces extérieures)
peut 8tre.traité de la méme maniére si on fait les hypothéses nécessaires sur

le second membre afin de satisfaire aux conditions du théoréme de Brézis.

Remarque 3.3

Il est clair que le théoréme ne donne aucune idée de la fagon dont

évolue la frontiére, mais il montre gue le probléme reste bien posé tout le tem

4 - Résolution du probléme (2.1) dans un domaine'ﬁxe

Scit B un graphe maximal monotone dans R X R ; on rappelle le

résultat de Brézis suivant :
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Théoréme 4.1

Si f ¢ LZ(O,T i LZ(Q)) avec -%% € LE(O,T 3 LZQQ)B
¢

gyt . ' -8 .4
¢, £ B (@ 5 ¢ B (@) avec - L flo)

Alors il existe une fonction unique ¢ ¢ C{lo,7], H;(Q)) n Lm(QaT 5 Mzﬁﬂbb

vérifiant :

3 92 %
2P @) i% € L0, ; L2(Q))
ot

.g%-(g%)» A¢p = £ dans Q

_ 3¢ (3¢

&

$i{x,y,0) = ¢0(X1Y) v %% {X,¥,0) = ¢ (x,y) sur

Remargue : [

La démonstration utilise 1'inégalité {3.1) avec ;

du v, 94 v

afu,v) = IQ dx 9x dy oy ag

$(u) = [jlu)dr
f)

ot j est une fonction convexe s.c.i. p:opte telle que dj = B

I Cas d'une reflexion totale sur la frontiére (Vu = Q)

1) suffit de prendre dans le théoréme précédent :
g =0

pour avoiyx comme condition aux limites :

¥ _y =
an Vn O sur T

ol Vn est la comwposente normale de la vitesse.
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On a donc d'aprés le théoréme 4.1 l'existence et l'unicité de la soluti

dans les espaces considérés.

Cette gituation correspond physiquement & un canal fermé de tous les

cOtés oa 1’onde peut &tre crée par le vent - par exemple -

II Cas d'un débit constant & travers la frontiére (V,h = Ete)

On considére

B :ER:~M~W-9 IR
h p———) T {a > 0)

4 cette fonction correspond la condition aux limites :

Vh =g sur‘ r
n

,on peut prendre comme j(x) la fonction définie par :

- alog~k s x 20
jx} =
+ si x <0

[1] H. BREZIS
Thése -~ Paris VI (1971}
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ANNEXE 11

cobE DELTA

Il se presente sous forme d°un ensemble de'prugrammes FORTRAN écrits par
A. PONCET [1], (2], pour la résolution numérique d’une classe assez large

de problemes aux dérivées partielles par &éléments finis triangulaires.
Les problemes de type évolutif, non linéaire ou & frontiére libre, pauvent

étre traités moyennant 1'écriture des procédures de sauvegarde nécessaires

pour le caleul itératif.

Contexte informatique

Le code DELTA est congu pour &tre utilisé dans un environnement conversa-
tionnel avec utilisation possible des techniques graphiques interactives.
L'utilisation d'un systéme conversationnel permet le dialogus utilisateur/
ordinateur au cours duquel le probléme & traiter se formule pas a pas avec
la possibilité d'accés aux résultats partiels st de reprendre en partie ou

en totalité les étapes n'ayant pas donné satisfaction.

Déroulement du cods

L'activation du code en mode interactif permet 1la formulation et la

résolution du probléme posé en plusisurs étapas "COMMANDES®,

et SRR SR g Wpalihnnhatfonfunyid oot

La formulation du probléme peut Btre scindée en 3 commandes :

1} Commande *DOMAINE"
Elle permet la description et la triangulation du domaine ds 1%2

dans lequel on résout le probléme. Le raffinement ou maillage et
1'applatissement des triangles peuvent &tre contrblés. Si on tra-
vaille avec un terminal graphique on peut afficher la triangula-

tion sur 1'écran.
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2} Commande "FLEMENT” :

Elle décrit le procédé d'interpolatien sur les triangles et
calcule les fonctions de base pour 1'interpolation en vue.
Plusieurs €léments sont prévus en particulier, les éléments de

Lagrange de degré 1 et 2, qu’on a utilisés dans nos calculs.

3) Commande "EQUATION"

Elle décrit la formulation variationnelle du probleme et les

conditions aux limites sur la frontiére du domaine.Pour les pre

blemes elleptigues deux formulations sont possibles.:

al formulation "énergie” dans le cas d'un prableme symétrique

on se raméne a trouver le minimum d’une fanctionnelle.
b} formulation "faible" dans le cas non symétrique.

Les coefficients dépendant des variables d'espace doivent &tre
précisés et tous les paramétrés doivent &tre déclarés. Au nive:
de cette commande on fait appel aux procédurestde sauvegarde
nécessaires pour les problémes évolutifs, non lindaires et a

frontiére variable.

e e e R R ety o aiipunipoimsiaty Al o i eigheb o foaibud

II - Résclution du Erobléme formulé

Deux "commandes" sont disponibles suivant la nature du probléme &

traiter.

1) Commande "RESULTAT”

C'est & ce niveau gue se fait & la fois la résolution {proprem:

dit) et 1l'accés aux résultats du calcul aprés avolr précisé le

domaine, 1°élément et 1’équation.

al Résolution : on précise 1'ordre d'intégration numérique suiy
le degré des fonctions de base précisées dans "ELEMENT”
considéré. On choisit également les points d'intégrations
numériques. La résolution du systéme linéaire obtenu est fa:
par la methode de Gauss fraontale. L’application d'autres

méthodes est en cours.
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b} accés aux résultats.

L.’accés aux résultats se falt par diverses formes :
1- Forme_numériqug pure : résultats dans tous les noeuds du

O b gua Uy Sefiqubdopouuiipumaiper, g BEL i peiigung

maillage ou en des points que 1°on précise.

2- Forme_graphique : Pour celle-ci on dispase (en ce moment)
de trois logiciels :
- logiciel GRIGRI f{de 1°IMAG) : visualisatilen sur écran
- logiciel PLOT 10 : visualisation sur écran st sur tablse
tragante (en direct) A ‘
- logiciel SOFTBEN : visualisation sur table tragante en
difgéré. ‘

L'objet de toutes ces visuallsations peut 8tre 3
- les courbes de niveaux des foncitions calculées
- tracés des vecteurs {vitessa par exemple) conpaissant les
deux composantes.

- domaine triangulé.

21 Commande “SOLUTION"

£lle permet une résolution compléte avec retour pessible au niveau
de la modification de la triangulation si celle-ci s’avére indis-

pensable comme dans le cas des problémes 5 géométris variable.
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-
-

> ~

x DOMAINE . Procédures
procédures t de sauvegard%/
de sauvegarde, g

, 8 ’ :
&
H

RESULTAT

v

v

SOLUTION

N

/
:
:

accés
aux
résultatg

forme
numérique
pire

forme
nmumérique pire

{11 a. poncEp

Thése, Grenoble ;i (1979) o

[2] a. poncer
Delta ; notice d’utilisation {1980)
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ERRATA

page ligne expression correcte’
7 2y la constante d& frottement dy fond
dh oh '
8 8 5{ u .8—)-(-
Ju
8 17 v 5; - fv
ov
8 18 v é? + £ ]
9 4 = f1
~9 5 = f2
3
11 11 v 9-113
J X
17 25 si on dérive (1.7.)
2
17 26 =-2Z2
A%
u ah
55 9 la constante de frdttement
126 7 dans 0,T]x Q
128 4 prés de la solution du probléme (1.2)
129 2

2
=7 53‘1& a0
i=1 3'xi’axi
Q
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