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INTRODUCTION

Certains modéles mathématiques en sciences physiques et
particuliérement en automatique 1ntrodu;sant le probléme de calculer

avec une précision importante la solution du systéme

o _
3¢ X(8) = A x(t)
(1)

X{0) =TI ; £t=20
od A est une matrice NxN 3 coefficlents réels et I la matxice identité NxN.

C'est-d-dire calculer

X k
(2) et -Expaty = ¥ R2E L i:o0

k=0 kit

Il existe un grand nombre de méthodes numériques pour faire le
calcul de l'exponentielle d'une matrice, a4 commencer par le calcul d'une
somme partielle de la série (2), trés instable numériquement, ou une
méthode de type Runge Kuta pour ré&soudre (1), trés onéreuse.

Ce travail porte sur le calcul de 1l'exponentielle d*une matrice
par des méthodes dérivées de la théorie de 1'approximation de fonctions
analytiques et plus particuliérement par des méthodes oii les approximants
de Padé jouent un rdle fondamental.

Dans le premier chapitre, on expose les principales définitions
pour traiter notre probléme. Ensuite, on donne une nouvelle borne de la
norme de l'exponentielle d'une matrice. On pose alors le probléme appelé
par Van Loan [ 32]"sensibilité de 1'exponentielle d'une matrice", en
faisant sur ce sujet un tour d'horizon et l'on finit pour- donner un
nouveau résultat :

le théoréme 4 od l'on étudie la différence e = - ¢ P*B)t

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit les approximants de Padé
de l‘exponentielle. On commence par les travaux d'Hermite [ 21]et Pads [22]
pour poursuivre avec les bornes d'erreur données par Underhill et Gragg [ 26]
On en tire des conclusions sur 1'application des approximants de Padé
au calcul de 1'exponentielle d'une matrice.

Au troisiéme chapitre, on étudie deux méthodes numériques pour
calculer l'exponentielle d'une matrice & 1'aide des approximants de Padé.

Une premiére méthode, dtie & Ward [33], et une deuxiéme originale qu'on appele



"par transformation du spectre”. On expose les deux algorithmes et ses
propriétés. Une étude de l'erreur absolue faite par Ward est reprise,
et une autre, pour la méthode "par transformation du spectre" est
développée.

On présente ensuite des exemples numérigues qu'illustrent les
applications de ces deux méthodes et les avantages que présente la
méthode par "transformation du spectre".

Au quatriéme chapitre, on étudie une méthode qui consiste a
"bloc diagonaliser" la matrice A suivant un algorithme de Bavely et
Stewart [17] et appliquer la méthode par “"transformation du spectre"
sur les blocs. On donne des examples d'application de cette méthode.

Dans un cinquiéme chapitre, on étudie une méthode qui
utilise le développement en série des polyndémes de Chebyscheff de
1'exponentielle pour obtenir, par la méthode de Clenshaw, une somme
partielle.

On détermine les coefficients des termes de la série
nécessaires pour que leur somme donne une approximation théorique d'une
précision voulue. On étudie une borne absolue de l'erreur de notre
approximation. ‘

Dans le sixiéme chapitre, on expose une méthode dfie & Vignes [12]
pour calculer l'erreur commise guand on calcule l'exponentielle d'une
matrice par une méthode de Padé, et ensuite on le met en pratique sur

la méthode de Ward et sur celle par “bloc diagonalization".



CHAPITRE 1

FONCTIONS MATRICIELLES, EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE

1. Fonction de matrice associée @ une fonction analytique

On considére dans ce chapitre des matrices de taille N x N construites sur

le corps des nombres complexes.

On notera cet ensemble M ).

oy (€

Définition : Soit {A i A, € (C) , une suite de matrices, elle est

then 72 €My

dite convergente si :

1) lim a(n) = a

n-ro 13

(n)
aij

i3

ou est le coefficient (i,j) de An' et la limite est la matrice A = (a,,)).

i)

Une série AO + A1 + ... est dite convergente si la suite de sommes partiel-

les converge.

Si on considére maintenant une fonction analytique autour de zéro, on peut

la développer en série de puissance.

Cette série a un rayon de convergence non nul.

Donc, s1 g : € -+ € est la fonction représentée par :
zi; |z| <«

2) g(z) = L a

on considére la série matricielle associée :



2
3) g(a) = ayI + aA + ad + ...

On étudie maintenant le probléme de la convergence d'une série matricielle

ainsi définie.
Théoréme 1 : Soit g(z) une série de puissances convergente dans 1'intérieur du
cercle de centre 0 et rayon R.

Soit g(A) la série matricielle associée.

Alors g(A) converge dans le sous ensemble de M (€) constitué de matrices

(NxN)
qui ont leur valeurs propres dans l1l'intérieur du cercle de centre 0 et rayon R.

Démonstration

On peut écrire A = X J X ou J est la forme de Jordan de A.

4) J = diag (Jk s, i=1,...,1)

i

5) Jk, = Ak, Ik. + Mk_ ol Ak, est une valeur propre de A, Mk. est la matrice
i i i i i i

de taille ki % ki avec des coefficients égaux 4 1 si j = i + 1 et 0 sinon.

Si on note maintenant :

n .
6 g (2) = I a z*
i=0
et
n i
7) g () = L a, A
n , i
i=0
Alors
g i -1
8) g, (&) = 150 a, A" = X diag {gn(Jki) i=1,...,r} X

Si on développe 9, autour de Ak* en série de Taylor on a :
i in)

n g Ai)

= — l — D —

9) g, (2) glh ) + (2 Ak') g (Ak.) o+ (zmA ) —

i i i i



donc

]

10) gn(Jk.) = g(kk.)x + (Jk_—xk I) g'(xk S (Jk.~lk 1)
i i i i i i i

Sinz2k,-1
i
k
k,-1 M
i () ki
11) gn(Jk ) = b g (Ak )y —
i k= i ki
k
i —-—
Car = 0.
Mki
C'est-a-dire que si k <n on a :
i
(ki-l)
g (A )
T g 0 ) ey ) . 2Ky
. 1 i (ki-l)l
12) g (3, (A )) = ‘. :
n ki ki . .
T g'(x )
. n ki
oog (A )
- n ki _
Donc si Ak appartient au cercle de converge de g lorsque n tend vers l'infini
on a : 1
13) lim g(k)(l ) = g(k)(k ) pour tout k > 0 k,-1)
n k k i
ne g (Ak
et g(A ) e s avsessersense I EEEEEEEEES DT
ki (ki—l)!
14) g(J, ) = T .
ki . :

(n)

(0 y)

ni



Donc

-1 P
g(a) =X dig(g(Jk ), 1 =1,...,r)X ol g(Jk ) est définie par la formule
i i
14) si Ak appartient au cercle de convergence de g.
i
De la démonstration de ce théoréme on tire immédiatement le résultat sui-
vant :
/
Théoréme 2 : Soit f une fonction analytique sur un cercle de rayon R.
Soit A une matrice N X N avec des valeurs propres Ak de multiplicité ki
i,
et telles que |Ak | < R.

1

Alors f()\k ) est une valeur propre de f£(A) de multiplicité ki'
i

2.Determination de la fonction d'une matrice par la formule de Cauchy.Smirnov [ 5]

Si on considére encore la série g(z) convergente dans le cercle de rayon R
et la série de matrices associée g(A), ou les valeurs propres de A sont dans 1'in-
térieur du cercle de convergence de g(z), on peut utiliser 1'intégrale de Cauchy

pour représenter g(A).

On verra donc que

1
271

15) g(@) = fr(zI—A)_llg(z) dz
od I' ¢ € est une courbe simple fermée de Jordan de @ qui entour les valeurs pro-

pres de A.

Lemme 1 :

Soit g une série qui converge dans 1'intérieur d'un cercle de centre 0 et
rayon R.

Soit A une matrice N x N telle que ses valeurs propres soient i l'intérieur
du cercle de convergence de g.

Soit I' ¢ @ une courbe simple fermée de Jordan de @ qui entoure les valeurs

propres de A.



Alors :
(A) = —t / (zI-—A)'1 (z) d
9 2ni Ir ‘ g(z) dz
Démonstration
Soit
_ 1 f -t
¢ (p) = o ; (zI-A) g(z) dz

On verra que ¢ (A) = g(a).

Si on écrit A =X g x'l, J forme de Jordan on a que :
(z1-2) ! = mxx7? - xax 17! < xzr-m ! g7t
on
(z1-3) ! = diag {(z1-J, yl - 1,0..,1)

i

Donc on trouve que :

_ . 1 -1 -1
¢ () = X diag {-EFI— IP(ZI'Jk ) " g(z) dz } x

i
Mais
(Z-Ak )-1 S0P eseess0ecasacoaen ee e (Z—)\
i .
(2I - 3 )71 - ..
i .l .
o . .

alors :



(k,-1)
1
g (kki)
g(Ak_)........ ............... M..W
° 1 1
1! -1 . :
16) 5= fP(ZI—Jki) g(z) dz = . :
o) " .
g(Xk‘)
1
donc
s [oer-a )7V gle) 4z = g3 ) et Q) = g(a)
2mi r ki ki ; ¢

Cette formule trés intéressante nous permettra plus tard de déduire des
propriétés de 1l'exponentielle d'une matrice qui n'étaient pas évidentes a partir

de la représentation en série.

3.Forme de Souriau de la résolvante d'une matrice. N. Gastinel [ 4]

On cherche ici & écrire la résolvante d'une matrice sous forme d'une matrice

de fractions rationnelles.

Lemme 2 (Forme de Souriau)
Soit A une matrice N X N. Alors si

- Det(z) = det(zI-a)

- Ay =1
- (ﬁ—k = - trace (Ak_le)/k
-A =A XA-C I k=1, ..., N-1

On peut écrire :



-1 N-1 zN~k~1
17) (21-3) = £ Ak
k=0 pet(z)

La démonstration de ce procédé pour calculer 1'inverse d'une matrice a été

exposée dans N. Gastinel {4 1.

4.La fonction exponentielle d'une matrice

si on considére maintenant la série :

o <t

1

ex = %

i=0

-

convergente dans tout le plan complexe, alors la série matricielle associée,

est convergente dans tout 1*ensemble M(NXN)(E)'

on notera cette série matricielle naturellement : exponentielle de la

matrice A.

| i
ponc, Exp{(A) = eA = L %T
i=0

On remarque ensuite que si on considére le systéme d'équations différentiel-

les ordinaires :
dax
-a*g“(t) = A X(t)
()
X{0) = 1

l'exponentielle de la matrice Axt est une solution de ce prdbléme.

5.Pfopriétés de 1'exponentielle d'une matrice Bellman [1]

La fonction exponentielle d'une matrice présente plusieurs propriétes, qu'

on tire de sa représentation en série ou du fait qu'elle est solution du systéme (I
t
18) HeA l| < eHAH ‘tl, donc eAt converge uniformément.

As _At n (s+
19) e e = eA(s t), on obtient ce résultat directement en tenant compte

de 18).
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A+B A B e—{A,B]/z - B

200 e =& Le . A IaBl/2

»

ot [a,B] = AB-BA  (Crochet de Lie)

Démonstration :
2 3
eA+B = I+ (A+B) + {(A+B) + {A+B) + .
2 31
2 2
= I + (A+B) + émiEE%EAiE_ + e
© k 0 i 2 2 2
eA B A I §~‘= I+ (A+B) + RB + LS N AB_
k! , it 2 2 2
k=0 i=0
Donc :
AB _ A B [pa-asl _ [a,B] _-[a,Bl/2
2 2
pour 19)
B oA ATB _ o [AéB] o [aBl/2 _ -[a,Bl/2
donc :
AYB _ A B e-[A,B]/Z
Il est donc évident que eA+B = eA eB si et seulement si AB = BA.
21) At _ 5%3- r (;33;—1;)'1 eZt dz ; ot I' est une courbe simple fermée de

Jordan qui entoure les valeurs propres de A. La démonstration est tirée directe-
ment du lemme 1.
Ay

Si on considére maintenant le fait que e est solution de (I) et un deu-

xiéme systéme donné par :

d Y(t)

3t = A Y{(£) + BY(t)

(11}
Y(0) =

L)

on a que Y(t) satisfait l'équation intégrale suivante :
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e(A+B)t At

= Y(t) = e + ft eA(t—z)

(A4B) s
0 e ds

22) B
On peut maintenant donner un théoréme classique sur la stabilité de 1'ex-

ponentielle d'une matrice.

Théoréme 3 :
Une condition nécessaire et suffisante pour que eAt tende vers zéro lorsque
t tend vers 1°infini est que les valeurs propres de A aient une partie réelle

négative.

Démonstration : Si on décompose A = XJx“1 ol J est la forme de Jordan de A,

a l'aide de la formule 14) on obtient ce résultat sans difficultés.

Maintenant, on va étudier la norme de 1l'exponentielle d'une matrice.

6.Norme de 1'exponentielle d‘une matrice

On étudiera les normes de eAt de type S e ¢ (d) ot i = 1,2,°, c'est-a~
i

dire : i
P (eAt)
At At) i x o
23) lle Hl, =s (e = Sup o i=1,2,
i fg ] P, x

La premiére remarque que l'on peut faire est que la norme de l'exponentielle
eAt, tend vers zéro lorsque t tend vers l'infini si les valeurs propres de A

ont la partie réelle négative,corollaire du théoréme 3.

Si on note de la méme fagon que Van Loan [32]

a(A) = max {Re(A)/ A € o(a))

on trouve que :
e(x(A)t < |'eAt||

corollaire immédiat du théoréme 2.

La décomposition de Schur nous permet de tirer une borne de la norme de

1'exponentielle d'une matrice.
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Il existe une matrice unitaire Q telle que la matrice A peut s'écrire

23) A =0% (D+T)Q ot Q = (a,.) .
T est strictement triangulaire supérieure et D est diagonale.

Si A est normale c'est-~&~dire si T = 0 on trouve que

[

t * t at
2a) |11, < Ho"lyllel], o*®E =

donc si A est normale l!eAt!lz = ea(A)t.

Maintenant si A n'est pas normale on peut tirer une borne de la norme a

partir de la décomposition de Schur (Van Loan [32])

N-1 k
25y ||ePE|| < 2@t Ty Hrell”

k=0 k!

Démonstration

La formule 22) nous permet d'écrire :

e(D+T)t1

e(D+T)t - eDt + !t eD(t*tl) T dt1
0
. . o . . _(D¥DYE4 .
Si on répéte le procédé N fois (A € M(NXN))' chaque fois sur e on obtient :
N-1
200 PE_ Py r g o + Ry ol
k
k=1
ot ot = D(t-ty), _D(ti-tp) Dtk
21) o (v = [o [t [ e Ve e 2 omekat, ... aty
(D+T) tp,
28) RN(t) _ f? . ftN—l eD(t t1)T .o eD(tn tp) T e at ... dat,
i 0
: D(tj_q~ty) : ‘s ,
Mais e T est triangulaire supérieure stricte donc : RN(t) = 0.
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Alors :
N-1
t tk-1 D(t-ty) Dty
2g) o(D¥DIE _ Dt k§1 fo oo Iy te T...Te Xdt ... dt
et IleDtll = ea(D)t = ea(A)t ; t2 O
Si on calcule maintenant la norme de eAt ;: £t20 ona
At Dt N1 t D(t-t1) Dt
[1e™ 1] < |le™]] + fo -0 lle P el o el He7™ ] Jat, .. at
k=1 B
N-1 k N-1 k
< ea(A)t 1+ I lITtll - ea(A)t 5 Tt
k=1 k! k=0 k!

Ainsi, on a une borne de la norme de l'exponentielle d'une matrice qui est
plus élaborée que 18). On tient compte des valeurs propres de A et de ce que

Van Loan [ 32 ]Jappelle écartement de la normalité, T.

La forme de Jordan de A donne aussi origine a une borne de la norme de l'ex-
ponentielle d'une matrice assez fine car elle tient compte des valeurs propres

de A.

Si a(a) = {Al""'kr} et k; est la multiplicité de A, en tant que valeur
propre de A.
Iy

R (At
300 |le iH S ky el max (tV/31)
0<J<k~1
3
donc si m = max ki
1<i=sr
any [P < m)lx]] [Ix 2P pax  (edsan

0<J<m-1

1'et 1l'intégrale de Cauchy peuvent donner aussi

La forme de Souriau de (zI-A)
origine a une borne de la norme de l'exponentielle d'une matrice qui tierntcompte

de a(d).
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Le lemme 1 nous dit que

1 =zt

At _ 1 ~
e = !F (zI-Aa) e dz

32) LTS

ot I' est une courbe fermée de Jordan de € qui entoure les valeurs propres de A.

La forme de Souriau nous permet d'écrire :

At N-1 r ezt ZN—i—l
33) e = I Ai p) Res —i'————_E . A
i=0 p=1 p (22 )P P
p=1 P
oli 6(A) = {Al,...,kr} et la multiplicité de A, en tant que valeur propre de A
est k,.
3
Donc :
N-1 r 2zt N-i-1
390 1] = 2 a0l £ | Res S )
1=0 p=1 1 (A e p
2=1

On va étudier un petit exemple pour voir plus clair sur les possibilités de
ces trois bornes pour représenter le comportement de la norme de 1'exponentielle

d'une matrice.

Soit A la matrice :

~-1+8 4
A= 5 =107°
0 -1-§
La borne donnée en 25) nous dit que
-1+6
1 [P, < T (1hag, £ 20
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Celle donnée en 32) que :

t -1+8) t
[1ePE]], < 71

2 (4.106) H t20

ii)

et de 34) on peut conclure que :
(-1+8) ¢t -2 t

111) ||eAt||2 < 4,5 10% e (1-e % ;ezo0
t [ ] B i iid
0 1.0E+000 1.0E+00 4.0E+06 4.5E+06
1.3E.01 1.4E-01 2.7E+04 2.8E+00
10 1.8E-03 1.9E-03 1.8E+02 3.6E-03
15 1.8E-05 1.9E-05 1.2E+00 3.6E-05
20 1.6E-07 1.7E-07 8.2E-03 3.3E-07
25 1.3E-09 1.4E-09 5.6E~05 2.8E-09
30 1.1E-11 1.1E-11 3.78-07 1.2E-11

Ces trois bornes ne sont pas évidemment les seules que l'on puisse trouver dans
la litérature. Dans Van Loan {32] on trouve 25), 32) et une multitude d'autres,
Mais les bornes étudiées icl sont celles qui suivent le comportement de la norme

de l'exponentielle d'une matrice avec plus de précision.

7."Sensibilité" du probléme

Pour étudier les performances de certains algorithmes,ipour calculer 1l'ex-
ponentielle d'une matrice on est conduit a étudier le comportement de l'exponen-

tielle de At; A matrice réelle, N x N, t 2 0 quand on perturbe A,
On va examiner tout 4d'abord un exemple que donne une idée claire du probléme.
Soit A une matrice normale, N X N, telle que o(A) c R,
Supposons aussi que les valeurs propres de A sont simples. On les indexe

de fagon & avoir :

Al < Az <i.v <A
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Soit B une matrice telle que les valeurs propres de A+B soient simples et

AN < uN ,(pi € 0(A+B)) alors

At
i) el =||eAt[|2

LI e (A+B) t_eAt I I

At
He™

lorsque t tend vers l'infini.

ii) tend vers 1'infini comme 1l'exponentielle de ct ; ¢ 2 0;

Démonstration :

On étudie donc la différence relative entre 1l'exponentielle de A+B, B une
matrice que l'on suppose la perturbation de A, et l'exponentielle de A. C'est-a~
dire que l'on calcule :

He(A+B)t _ eAtI I )

At
He™ 11,

35)  O(t) =

Si on utilise la forme de Sauriau (Lemme) et le théoréme des résidus

on obtient que

. bt e At
1 N~-1 N ug k-1 e P N-1 Ag'k 1 e P
0(t) = ——— z C X - I Ak
At k 1l I
= = - . = - A
o k=0 p=1 iAp (up pi) 0 i#P (Xp i) 2
(p -2t ' (A -2t
N-1 N uN k-1 p N N-1 AN»# 1 N
=|lz ¢ & -B - I A 14
k=0 =1 1 -u, =0 LRNCNOY 2
P i#p (“p M) i#p P i)
Mais on trouve qu;\al_k_1 (u _AN)t
N-1 N u e P
L C z P tend vers 1'infini lorsque t tend vers
k=0 S p=t 0 (u -y)
ifp "p i 2
(uN-AN)t

1'infini comme e
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N-1 N A At n-1 ANk A
N-k-1 e N
X Ak X Ap T : tend vers L i
k=0 p=1 i#p(xp-xi) 2 k=0 i#p(kp—li) 2

quantité finie.
Donc 0(t) tend vers 1'infini lorsque t tend vers 1'infini.

Cette remarque démontre que, méme dans les conditions 3 priori favorables
d*une matrice normale 3 valeurs propres simples, on ne peut: pas donner une borne
de 6(t) plus petite gque eCt ol ¢ 2 0, sans faire de restriction trés fortes sur

les valeurs propres de A+B, c'est-a-dire sur B.

On va donc étudier ce probléme et donner une porpe de

[l AT - Rt

36) ¢ (t) =

max{| [e P™BYE| |, | 12E|)

Il est évident que si A et B commutent alors :

¢ (t) s tIIBHe“BHt
Van Loan [32] a pu démontrer que si A est normale

(A+B) t At
ooy = —Lle —e 1l tl|Bf], e

e,

ll,e

C'est-a-dire que le probléme est moins "sensible" dans les c¢as d’une matrice
normale.

On va démontrer que ¢(t) est borné par un polynéme en t d'un degré que l'on
peut majorer. Dans le cas ol A a des valeurs propres simples et telle que A, A+B

n'ont pas des valeurs propres communes la forme de ¢{t) donnée est une constante.

Tout d'abord on introduit le lemme préliminaire.
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Lemme 3

Soit f : € X R~+C définie par :

ZE ezt
37) f(z,t) = —————— , A, € C
N i
m (z-x.)
. i
i=1
K zt
Alors f(z,t) = e p(z,t) ou p(z,t) est un polyndme de degré k en t et le
az
.. , 2, N
coefficient de t puissance k est z '/ n (z—Ai)°
i=1
Démonstration
Par récurrence 2
ezt 4
k =0; £(z,t) = N
T (z-2.)
i=1 i
zt n
k=1, 9EZ.0) ('t +2247t - 2 g L)
dz N (z-A.)
n (z=1.) i=1 i
i=1
=1 1 N 1
Si pl(z,t) = (z t + %z -z I —————— ) est de dégré maximal | en t
i=1 (z-)\i)

et le coefficient de t est z2

Supposons maintenant notre affirmation vraie pour k, voyons par récurrence

qu'elle est vraie pour k+1.

& re a & fzb) d zt

e E
R+ 1 " TTa ) T Py (z,t)
dz
(z—ki)
1

==

i

L
ol pk(z,t) est de degré k en t et le coefficient de t puissance k est z .



Mais :
N zt 2t 4 ozt N ﬁ
e®t 1 (z2,t) n (2-3;) (te "p, (z,t)+e az Py (z/t))-e p (z,t) L i#j(z--)\il
a_ k . i=1 j=1
dz N N
il (Z"A.) I - 2
=1 ! i=1 (27Ay)
ezt
SN Py (20
il -
i=1274y)

ol pk+1(z,t) est de degré k+l en t et le coefficient de t puissance k+l est zg.

Donc :
k+1
d
flz,t) = &2t plz,t)
dzk+1
ol p(z,t) est de degré maximal k+1 en t et le coefficient de t puissance k+1
% N
est z / Ii (Z—Aj).
i=1 ]

Maintenant, on démontre le résultat principal de cette section :

Théoréme 4 :

Soient A et B deux matrices N X N et {Al,..., kr}l'enSemble des valeurs

propres de A et A+B.

Soit 21 la multiplicité de Ai en tant que valeur propre de A+B.
Soit k1 la multiplicité de Ai en tant que valeur propre de A.

St m, =k, + Lis soit m = max (m)

1<i<r i

Alors ¢(t) < IIBIlp(t) ol p(t) est un polynéme en t de degré au plus m-1.

Démonstration

D'aprés le lemme 1 on a :

1 -1_ P | zt
38) Pt - (AtBIt = LT fr((zI-A) (2zI-A-B) ") e dz
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ou I' est une courbe simple fermée de Jordan de € qui entoure les valeurs propres
de A et A+B.

On trouve que
zt

. fF(zI—A—B)_l B(z1-a) ! &%t az

At (A+B) t _
e - e = -
2mi

39)

Si on utilise maintenant la forme de Souriau on a :

N-1 N-k-1
1 Z

40) (zI-Aa-B) = % N S— D (D = BA+B)
k=0 Cl(Z) k

ot Cl(z) = det(zI-A-B)

L N1 Neget
41) (2I-a) = I —E-——--———Al
2=0 C2(z)
ol C2(z) = det(zI-A)
Donc :
At _(a+B)E _ 1 %t N-1 N 2N-8-k-2
e e o om0 hBA d
1'% %2 k=0 £=0
N-1 N-1 r ZZN—k—R-Z ezt
= L L D BA p) Res s A
k L r )
k=0 £&=0 p=1 n (z=A)
, i
"\ i=1
Mais si A_ est de multiplicitée m =k + &
P P P b
m -1 Coom
z2N—5L—k-2 ezt 1 a o) zZN—Q—k-Z eZt(z—AD) P
Res - 'kp = TR 5T L
I (r—Ai) P Y 4z r (z-1.)
i=1 ol i
i=1 Z=)
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Donc d'aprés le lemme 3 :

N-1 N-1 r Xpt
Pt - MBIy D BA I e p 0Lt
k=0 l=p p=1 p 1 ' p
1 2N-k-2-2 Bp1
. _ A
ol pg'k(lp,t) ” . (Xp t + 9y % ( p.t))
n (A - i)
i=1,i#p

c'est-a-dire Py k(Ap t) est de degré maximal mp—1 en t.
[ ’

Si on considére maintenant les normes :

At (AMB)t)) < ; IeAptl N-1 N-i
Ile - e || = - : X X D BA p (A _,t)
p=l (m-1)! koo o K 2 Pex Vp

At

Puisque |e P | € Max {“e(A+B)t Il e

AH I](Théoréme 2)

| |eAt _ o(A+B)E]| | r N-1 N-1 o (1 1|
ML) = <|iBflz = x D A Py (2 ,t)l
Max{“eAtH,”e(Mmt“] pel ke o k L Xk p
s i
Maintenant si pzlk(kp't)= ifo.ni t~ on note
5 i
PoxUprt) = 1-—).:0 Ini |t
r N-1 N-1 '
43) et p(t) = p=20 kfo fo HDk” ”Az” Pbk”‘P't)“

Alors p(t) est un polynéme en t de degré maximal m-1.
Donc ¢(t) =< ||B]] p(t)

Ce qui démontre notre résultat.

On va faire quelques remarques sur des cas particuliers.
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Remarques :

1)

2)

-

ou
La
du

3)

Dans la pratigque B est une perturbation de A dile aux erreurs de calcul.
On aura donc que pour t < tO’ Bt est telle que

[1E]] = [|eB*®E

Si a(A+B) < a(A) oi a(C) = Max{Re(A)/A € o(c))}, on aura que :

¥ (a+B)t _ el

RNTEET

p(t) est donné dans le théoréme 4.

démonstration est la méme que pour le théoréme 4, mais on tient compte

fait que :
a(ayt _ At
e < [le™ ]|
Pendant la démonstration du théoréme 4 on remarque que le rdle joué par A

et A+B est tout a fait symétrique.

On peut donc donner un nouvel énoncé du théoréme en écrivant :

Soient A et D deux matrices N X N et {Kl,...,Ar} 1'ensemble des valeurs

propres de A et D.

Soit Qi la multiplicité de Ai en tant que valeur propre de A.

Soit k, la multiplicité de A, en tant que valeur propre de D.

Si m, = ki + Ri ; soit m = max(mi)
1<isr
Alors :
!leAt _ eDttl ,
¢ (t) < ||a-p}| p(t) ol p(t)

max{ | [25[], [ 1e”5][3

est un polyndme en t de degré au plus m-1.

Corollaire 1

S*'il existe Ap telle que mp =m et kp # 0, alors p{t) est un polyndme en

t strictement de degré m-1.



Démonstration

pu lemme 3 et du théoréme 4 on déduit que le coefficient en tm‘1 de p(t)

est :
r . N-1 N-1 [A2N-A-k-2
a4) & £ L -2 o llagH
=t (@D k=0 =0 | 5 (A2 |
m =m i=1
P ip

qui est différent de O s*'il existe AP telle que mp = n et lp # 0 car

D. =1I=et A

o 0 I.

#

- Corollaire 2

Soit A telle que ses valeurs propres sont simples et telle que

g(p) n o(a+B) =@ ; alors ¢(t) < constante.

Démonstration 3

C'est un cas particulier du théoréme 4.

Si on examine la démonstration du théoréme dans les cas particuliers du

corollaire 2 on a :
Y 1 ‘ N-1 N-1
I " L X
=1 A - X k=0 20
P iigi( P i)‘

) !leAt - e(A+B)t ‘l

Mt) < |Isl]
At‘!"‘e(A+§lt'i}

Max{]|e

i#p ' . |
: 2N-L-k~2
Ho 11 Ha il 132

Ce qui met en évidence gue la distance entre les valeurs propres est un
facteur important dans l'étude de la sensibilité de l'exponentielle d°une

matrice aux perturbations numériques de la matrice.
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Exemple :

Si A= ; B =

alors A + B = o) = {1,2} , o@+B) = {1,2}

Si on calcule la forme de Souriau on a :

-2 1

Ay =T et A = A
-1 -1
Dy =1 ; D = 0

Alors d'aprés la démonstration du théoréme :

2-J-k =zt
2 1 1 z e
. >
pt)y < || = z I oA BD) Res 2 5 o < 27 pour t 2 0
p=1 k=0 =() H(z_ki) ®
i N

Mais f{eAtI}w = o2t et ¢ _(t) =3 - 3"t t20
Borne trés grossiére mais qui met en évidence la stabilité du probléme.

= 3et(et-1)

On remarque aussi que lle(A+B)t - eAtH°°

et par la méthode utilisée dans le théoréme on obtient :

“e(A%'B)t~ eAt I‘ < 2782t



CHAPITRE 2

APPROXIMANTS DE PADE DE
L EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE

1. RAPPEL SUR LES APPROXIMANTS DE PI\DE. DEFIHITION r221]

On va introduire dans ce chapitre un outil pour 1'approximation

des fonctions qui est actuellement trés répandu'.

Définition 1

Soit F une série formelle donnée par :
® i
F(z) =1 a,z i a, e C
i i
i=o
On’ appelle approximants de Padé de F de type [p/q] la fraction

rationnelle écrite sous forme réduite :
(z2) = n_ (2)/d_(z)
Ipq pq( /9q
ol
a) le degré de n_ (z) <
g pa P

b) le degré de 4 z) S et 4 o) =1
) g pq() q pq()

g+l

©) & (z) Fla) - n_(2) = o(Pta*,

Cette fraction est bien définie en C, sauf dans les racines de

1'équation dpq(z) = o, méme si le rayon de convergence de F est nul.

I1 est possible d'écrire la caractérisation c) de la définition 1

de la fagon suivante :
Si '

p i
1 n (z) =% n,z t d
) Pq - ©
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on trouve que

q
i) & ak—j di = ~-n si k=0, «coo, p

k

i=o
2)
q
ii) _Z ak-i dl =0 si k=p, «...., ptq

i=o

ol a, =o sii<o
i

Donc l'existence des Approximants de Padé d'une fonction F est
liée & 1l'existence d'une solution du systéme 2), 1'unicité est assurée par

la condition dite de normalisation dpq(o) =1,

Le systéme 2) donne aussi un moyen de calcul deé-approximants de
Padé d'une série Formelle F, mais on trouve les inconvénients et le colt de
calcul d'un systéme linéaire.

M. Bussonnais [ 361 a développé des algorithmes bien plus intéressantes
pour calculer une suite des Approximants de Padé d'une série Formelle F.

On peut remarquer que si F (x) Z o, alors 1l'approximant de Padé

de type [p/ql] de (1/F) est 1'inverse de 1'approximant [p/q] de F.

2. APPROXIMANTS DE PADE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Calcul des coefficients

Etant donné qu'on peut représenter la fonction exponentielle par

une série entiére, de rayon de convergence infini :

[ve)
3) e = I z_

On se pose la question de calculer les approximants de Padé de ex
et d'étudier leur convergence.

Hermite [ 21} a étudié ce probléme et il a réussi i trouver une
formule explicite des coéfficients d'approximants de Padé de 1'exponentielle
de type [p/ql.

M. Hermite et M. Padé [22 ] ont remarqué que si F(t) est un polynéme
en t de degré m et :

(1)
_FE®) L F
Z

©

m+1
2 z

4) (t)
Z
alors

5) Je"tz F(t) dt = -e 2 H¢)

kd
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Si on définit maintenant deux polyndmes en z :
(1)

m-1 (m)

®) #o(2) = Flo) 2"+ F o) 2" L+ ™ (o)
et
7 o (z) =r() 2"+ ¢y 2™ k™

Alors on obtient de 5) que :
+ -
8) ¢o(z)ez - ¢1(z) =z" 1ez Ile ZtF(t) dat
o
Dans le cas des approximants de Padé il faut et il

suffit que
i) Le degré de ¢° solt q

1i) Le degré de ¢l soit p
iii) m doit au moins &tre égal & pt+q

Donc, il faut et il suffit que :

(1)
F (o)

o pour 1l Oy evs, Mm~g-1

et
(1)
Fay

=0 pour 1 =0, ..., m-p-1

Pour que le polyndme F(t) y satisfasse il faut et il suffit que
1'on ait :
9) F(t) = € 4t-1)"Pg(e) on

G(t) est un polyndme en t de degré p+q-m.
Mais m doit &tre au moins égal a pt+q, donc nécessairement, m = p+q
et G est une constante.

Il en résulte, finalement :

F(t) = tP(t-1)T = (-1)T ¢P(1-1)9

et

10) g_(z) = PP () 4 pPYED) (p L B P ()5

11) 8, (2) = FPY) (1) 4 p®YD) (y0 o p(@) (g 0P
Avec .

12) e? - £ (B 4)a gpratl

J 28 ()T qP g

(o]

8,(2) " ¢°(z)



- 28 -

Mais de la formule du développement du bindme on tire :
p q ptq ptq-1 ptq-2 qap

13) F(t) = ¢ (t=1) =+t - q¢t + ﬁfggll-t $oee + (1) 1

Si on dérive on obtient :

(p+g-k) _ )
14) F (0) = {ptazk)! qé? D... (k) K
et

(ptg-k)
15) F (1) = ABra-k)! pé?—l)..,(p—k+1)
Donc ¢O(z) = (pt+q)! dpq(z) et ¢1(z) = (ptq)! npq(z)

Alors on obtient une forme explicite des coéfficients des approxi-

mants de Padé de 1'exponentielle de type [p/ql

jo) k
(p+g-k) ! pl
1) Ppq #) =kzo (p+§)! k!E(p—k)! (2)
et
q k
_ {ptg-k)! g!
17 Ipq (2 'k (p+q)? Kt (@)1 )
=0

On remarque ensuite e d (-2) =n (2).
q qu ap o

3. CONVERGENCE. UNE BORNE D'ERREUR THEBRIQUE DANS LE CAS "SCALAIRE"

On étudiera dans ce paragraphe une borne de 1'erreur commise quand
on approche & par les approximants de Padé, ce probléme a été résolu par
Varga {191 et Underhill et Wragg 26 1.

Si on note :

18) R (z) = ez = ez
q

p " 9pg (2

On tire immédiatement du paragraphe précédent que

_1,9 ptg+l 1 -
19) R (z) =41 ° 2 ; J 218 ()T ¢ Par
O

Pq T (pta) ! dpq(z
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Maintenant, soit x 1la partie réelle de z alors :

1

1

z(1-t) p,. . .q |x|
20) | Ie Cu-n%ae | s el | tP(1-0)? at|
(o] o
Donc, dans le cercle ]zl < Ro
R
x| { {*.p,, _.\q o p! q!
21) e | Iot (1-t)* dt | < e (orat1)T
Alors
pta+l Ro
Pa ET erarD 1 Ta (=)

Donc on a réduit le probléme i 1'étude d'une borne pour |1/dpq(z)|

Théoréme (Saff et Varga I 29])

Soit p 2 1 et q 2 o, alors toutes les racines du dénominateur

de 1'approximant de Padé g

du plan complexe définie par

de la fonction exponentielle sont dans la région

23) (ptq)r < |z| < p+qtda/3

i+r

ol r est l'unique racine positive de r e =1

On peut trouver la démonstration dans [ 29].

Varga a calculé une approximation numérique de r ;

r = 0,278465.

bonc, si z,, ..., z sont les q racines de 4
3 q pq

q q
- {-1)"pt _
24) dpq(z) (prq) ! 121(2 zi)

Si en plus p et q vérifient r(ptq) > RO

alors :
25) - lz-zil > r(ptq) -~ Ro >0

pour i =1, ..., q.

(z) on obtient
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Cette remarque permet d'obtenir trés aisément une borne d'erreur

car :

26) 1!

/ | (p+q) !
a (z)' <
pq( ‘ p! (x(p+q)-R )
pour fz] < Ro et p,q suffisament grands, donc :

R
e © Rop+q+1 q!

27) IR (=z)] <
pd (p+q+1)!(r(p+q)-Ro)q

On a obtenu une borne d'erreur qui nous permet de choisir un
approximant qui nous donnera une précision voulue dans un cercle de rayon Ro.

Par exemple, si on considére le cas p = g on obtient :

R

o 2p+1
28) IR (23] <& B P!
5

(2p+1) 1 (2p.x - R)¥

Cn -17
Pour une précision de 10 ! on a :

R 1 2 3 4 5 6 7
o

p 9 12 15 18 21 23 25

29)

Cette table nous met en évidence que 1'utilisation des approximants
de Padé pour approcher e si !z} est grand nous oblige & calculer la valeur

d'un polyndme de trés haut degré.

’
4. CALCUL DE L'ERREUR SUR LES DERIVEES

Si on note maintenant :

30) Rég)(z) = % - géi)(z) = (ez - pq(z))(j)

On cherche & tirer une borne de R;J) car cette quantité joue un
rdle important dans le calcul de 1l'erreur dans le cas matriciel.
Le paragraphe précédent nous affirme que si un module de z est

plus petit que Ro' il existe p et g tels que qu(z) soit analytique dans
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1°intérieur du cercle de centre zéro et son rayon RO. Alors Réé%z) est
aussi analytique dans ce cercle.

Donc le maximum de R(j%z) sur le cercle fermé |zl‘s Ro est
obtenu sur la frontiére, c'est 4 dire dans un point z, = Ro eiOo ot Oo
appartient a R.

C'est & dire, si lzl <R, on obtient :

6
(3) ) o M(h) 3
31) thm)lslﬁn (R e )|s-:?__

ol M(h) est une borne de qu(z) dans le cercle

|z| < R+h <r(ptq) ; h>o

Donc, on cobtient la borne suivante :

Ro+h ptg+tt
e (R°+h) ql! 3Jji

32) lng)(z)l <
(ptq+1) ! (Jc(xﬂ-q)-Ro)q nd

ol |z| < Ro+h <rlptq) ; h > o et p, q suffisament grands.

Cette borne est celle donnée dans le paragraphe précédent permet

de conclure.
Théoréme

Soit gpq 1'approximant de Padé de la fonction exponentielle de

type p, q. Alors :

33) q(z).tends vers e(z) lorsque p et q tendent vers l'infini.

%

’ p
5. "A-ACCEPTABILITE" DES APPROXIMANTS DE PADE DE L'EXPONENTIELLE

On a constaté que la fonction exponentielle a la propriété d'étre
bornée dans la région du plan complexe définie par Re(z) < O.
C'esg_é dire ;
R (z)
<1 si Re(z) < 0.
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On peut donc voir si cette propriété est retrouvée dans les
approximants de Padé de 1l'exponentielle.
R. Varga [ 19] a étudié ce probléme, il a donné  une définition

et démontré quelques résultats partiels.

Définition 2

Une fonction £ : € ——y @ est dite A-"acceptable” si :
34) If(z)l £1 pour tout z € € et Re(z) <O

On peut donc étudier la A-"acceptabilité" des approximants de

Padé de 1l'exponentielle.
Théoréme (M. Crouzeix et F. Ruamps [ 301)

Si p=gq, p=g9g -1, g-2, les Approximants de Padé gpq de la fonction

exponentiélle sont A-"acceptables"”.

Démonstration

On veut donc démontrer que si p =q ; p = g-1, p = g-2
Sup lgpq(Z)l £1 si z € {z Re(z) < 0}

On fera cette démonstration par induction sur q. .

Si q =0 alors 9, (8 =1, est A-"acceptable".

r’
Soit maintenent

35) B, =|(a/b):(ab) e %Y et r(z) = igl_i___ = % + 022071,

i5Py 2

et a <|b |, b_ #0, irréductibles.
a q q

2
Eq est un convexe donc connaxe de R q.

On démontre maintenant que r(z) est bornée sur 1'axe imaginaire :

2 2q
2 4o vy +....+0 y 2q-1
36) ,r ap| - —2 - 5y = o)
1+ L
Bly qu
Donc on a sip<gqg @ = Bl,....,uq_1 = Bq-l

et o £ B car a? < p?
q q q q
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Alors :
37) lr 4y |? <1
doit
38) F =1{(a,b) ; telle que (a,b) € Eq et r(z) n'a pas de pdles
q

dans Re(z) < o}

Mais on a vu que r(z) n'a pas de pdles en Re(z) = o ; alors :
39) Fq = {(a,b) ; telle que (a,b) ¢ Eq et r(z) n'a pas de pdles
dans Re(z) < o}

En plus Fq est non vide, car par hypothése recurrente on a que

N

g {(z) appartient a F alors :

g-1qg--1 q-1
n - (z)  (z-1)
_ _g-1g-1
40) r(z) = = (z=1)
q-i,q9-1

est définie telle que ses coeffiéients appartiennent a Fq.

Donc F_ est un ensemble ouvert et fermé de Eq donc Fq = Eq'

Alors si r(z) est telle que ses coefficients appartiennent a Eq,
elle est analytique dans un voisinage de Re(z} < o, donc par le principe du
maximum |r(z)|<1 dans Re(z) < o.

Alors les approximants de Padé du type (q.9q), (q—l,q) et (g-z,q)
sont A-"acceptables", ‘ ‘

De cette propriété et du fait que dq'q(z) = nq;q(z) il en résulte
1'utilisation dans les applications pratiques des approximants de Padé

diagonaux.
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6. APPROXIMANTS DE PADs DE L'EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE

Maintenant si on considére les approximants de Padé gpq de la
fonction exponentielle, on appelle 1'approximant de Padé gpq(A) de l'exponentiell

de A, matrice NxN, la matrice

a1) g @ =d @' @ =n a ' @
Pa joie) Pgq qp pPg

On note que npq(—A)—1 existe pour p et g suffisament grands,
corollaire du théoréme de M. VARGA [29]
Théoréme

Soit A une matrice NxN et gpq(A) 1'approximant de Padé de

1l'exponentielle de A.

Alors IleA - gpq(A)l| tends vers zéro lorsque p, q tendent vers
1'infini.
Démonstration
Si on écrit A =T J T + J forme de Jordan de A, alors
A -1 ki
42) e - (A) < T T diag (e - g (J..))
e =g @l < [l l] 1z ] (atae ¥ g @, 0]
. = T + .
Mais Jki Aki Mki ; Aki valeur propre de A,
o 1 o
ki _
et Mki = ; kix ki R Mki = 0
o 1]
o)
Donc on trouve
J . ki-1 A 1
43) e g @ )= 1 (&K _ Vo M
P ki l=0 pd L 1!
Si on note M = diag {Mki i i=1, ...,r} on a que :
J. . A. (Max(ki))-1 2
. ki : i 2 1 M
44) [ldiag (e *" - g (3 .))||< max |e - gt b\.)l z BLIY
pg ki pa 1 01
Ai € o(a) k=0 )

osf<(max ki)-1

D'aprés la borne d'erreur donnée dans la section précédente ;

pour tout € plus grand que zéro il existe p et q suffisament grands tel que
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A
i (L)
- <
max | e gpq (Xi)] €
A, € a(n)
i
o< 2 £ (Max ki)-1
Tki

Donc lldiag(e - gpq(Jki))ll tend vers zéro lorsque p et gq

tendent vers lfinfini.
On remarque que cette borne d'erreur théorique dépend de la taille

des valeurs propres et du conditionement de T.

Plus particuliérement on remarque que dans le cas oi A est

diagonalizable :

A N
A i
45) le" -g @ | s Max e -g_ )| L |¢e]]lp.]
pq A o Pa L Tyl TR
N -1
ot z 'tikllpkjl est le coefficient (i,j) de |T||r l.
k=1

Si on utilise maintenant 1'intégrale de Cauchy et la forme de

Souriau, on obtient :

162 ellghy [ 3 A 2 e “eal|
46) e ~g (A= ———-I L a (e” - g (2))e” ¢z

g 2ni P k=0 k c(z) Pq
ol c(z) = det(zI-A) et I' est une courbe fermée de Jordan de C qui

entoure les valeurs propres de A.

Donc, si Al""" Ar sont les valeurs propres de A on a :

r N-1i

a7) ||e“_gpqm||s”pz I A Res

Z }'4
€ (e -g_ (z))
=] k=0 k P

N-k-1
z

A
2]

=]

(z—li)

i=1
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Si les valeurs propres de A sont simples :

A
eA - A N N-1 e P A N-k-1
U LTI S RN S MUY
"1 S A -]
i=1 P 1
pP#AL

On remarque encore une fois que l'erreur sur les valeurs propres
et la distance des valeurs propres entre eux est un facteur déterminants de
1l'erreur commise quant on approche 1'exponentielle d'une matrice par les

approximants de Padé.

Exemple :
si a=} 1] ; o) = {1,2} alor
o o2} T S
-2 1
A =1 etA, = A, =1 A =2
o 1 o -1 1 ro2
lagll, =1 5 Ila,ll, =

Si on choisit p et g tels que :
1 -8 2 -B
e - (1)} < 10 et e - (2)} < 10
qu l gpq ' ;

ou 10 est la précision machine, on trouve que :

e - g @], 2 1
1 2-k~- 1
= 22l ll, )

IleAlll p=1 k=o

A

-8B

IA

7x10

Si on utilise, maintenant les approximants de Padé pour calculer
1'exponentielle d'une matrice on rencontre plusieurs difficultés.

Tout d'abord, comme dans les cas de la série de Taylor, 1le
calcul d'un polyndme matriciel de degré élevé est affecté des erreurs

d'arrondi
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Si on calcule : npp(-A)_l. npp(A) pour p suffisament grand

on a que :

A/2 e(kmax -~ Amin) /2

2 L]

49) cond [n (-A)—ll = Cond e
pp

Donc, les erreurs d'arrondi, et les mauvais conditionement du

systéme peuvent rendre le calcul non significatif.

Les approximants de Padé peuvent &tre utilisés directement

seulement si IIAII n'est pas tré@s grande.

7."A- ACCEPTABILITE" DANS LE CAS MATRICIELLE

On a déja remarqué gue certain approximants de Padé de la fonction
exponentielle sont "A-acceptables® dans le cas “scalaire", cette notion peut

étre étendue au cas matricielle.

Définition 3

Une matrice H est “A-~acceptable dans le cas matricielle” si ses
valeurs propres sont en module plus petit que un.
On peut étudier maintenant la propriété de “A-acceptabilité

matricielle" de certains approximants de Padé de l'exponentielle d‘une matrice.

Soit H une matrice NxN telle que ses valeurs prépres ont une partie

réelle négative alors les matrices H H ‘ H) sont
g gq'q( ), I9-1,q ), gqu'q( )

“A-acceptables dans le cas matricielle".

Cette propriété est démontrée si on tient compte de :

a) si A est valeur propre de H alors gp q(A) est valeur propre de
’
(H)
qu

b) g 9 __
’

’ sont "A-acceptables" dans le cas “scalaire".
q9.9° "q-1l.q

’

q-2.9
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CHAPITRE 3

e P
USAGE PRATIQUE DE LA METHODE DE PADE POUR LE CALCUL
DE L'EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE

s
1. METHODE DE WARD [332

On a remarqué dans le chapitre précédent qu’on ne peut pas faire
un usage direct des approximants de Padé si le rayon spectrale de la
matrice A est trés grand.
Une premiére méthode pour transformer notre probléme, de fagon
4 ne pas avoir & calculer en approximants de Padé de trés haut degré, consiste

a appliquer une propriété bien connue de la fonction exponentielle :

A o> R oa
1) e = e a.—.(ea)

On peut donc trouver o tel que B = A/a ait un rayon spectrale
plus petit que R, fixe.
' ward [33la choisi une méthode simple pour calculer a
il détermine la puissance de deux telle que ||B|| < 0.5 .
Ce choix présente deux avantages : premiérement;ia est trés
facile & calculer et deuxiémement, les polyndmes matriciaux se calculent
trés aisément si la matrice est de norme plus petite que un.

On va décrire maintenant cet algorithme pas a pas.
a) On calcule la trace de A et on pose A' = A - trace de A

b) On "équilibre" A', c'est-a-dire on calcule une matrice D

1

telle que A" = D = A' D ait la propriété d'étre en nome plus petite que

A' et que les nommes des lignes et colonnes soient semblables.
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c) On calcule m telle gue

B =a" 2" avec ||BH1 < 0.5

d) On calcule n B) est n -B
) pp( ) (-B)

PP
e) On calcule g (B) =n (—B)_1 n__(B)
pp pp Pp
£f) On calcule m
= 2"
2) e = (g__(B))
pp

A .
g) Si on note e 1l'exponentielle de A obtenue par 1l'algorithme,
on calcule finalement :
2 ra X
3) e =e trace/N De D
Ward et Van Loan [ 34Jont étudié cet algorithme pour déterminer
1'erreur théorique.
On peut &tudier l'erreur théorique d'aprés la formule d'erreur

dans le cas "scalaire" donnée dans le chapitre 2.

_1\P 2p+1 _ _
9 |le®-a_m 1], BT L gy B (P (P atll, .
PP ‘ (2p) ! PP 0 '
2p+1 _ _
o Ul Bl it a1 1]] e 0-00P 2 at]], o
(2p) ! pp 0 '
<||B}| Y Ilnpp( B)I‘l,w é (1-t)P P at

-1
Pour borner cette derniére quantité, il faut borner ||npp-(_B)l|1 o
’

Lemme 1 [34]

+ -1+
Sil||B < 1/2 , alors n (~B) < 1,65 et n ~(-B) < 2.9
1311 [In_ |1, s 1,65 ot [ty
Démonstration
. ~ i . +_ .1
5 (+B) _ g (2p-i)! p! (+B)l = I+ g (2p-i) ! p! (—B)l
) nPP B - 2pt (p-i)! i1 - 2p! (p-i)! i!
i=0 i:l
Mais
(20-1)! p! _ p(p=1)...(p=i*1) _ __ p
2p! (p-i)! 2p  ...(2p-i+l) (2p—i+1)i
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Donc
p i i
* p (0.5)
-B 14+ L
llnpp( )III‘,°° 1ot (2p—i+1)i il
P i
s 1+ ¢ 93 <4 -1y <165
i
i=1
et
-1+ P (2p-i)1 p! + 1 =1
- = + - < .
JEv B)'Il,m Xe: 121 e 1T (B s 2.9
Ce lemme nous permet d'en démontrer un autre :
Lemme 2

2
{p!) “B”2p+1
((2p) 1 (2p+1) 1Y)

@ S1/2, alors I'RPP(B)Ill’m <3.78

Démonstration : D'aprés le lemme i, on trouve :

1
_ B 3.78 P .pP 2p+1
= - == 1~
IIRPP(B)||1.m e gpp(B)“l,m 2o (é (1-)" % at) | |s]| :

2
6) < 3.78 (pt) )] | %0+
(2p) 1 (2p+1) |

Le lemme 1 nous permet aussi de donner une idée du conditionnement

du systéme :

7 -B}X = B
) npp( ) npp( )

ce qul nous permet de calculer gpp(B).

w S 0.5 , alors, si on note K(B) le conditionnement du
systéme 7), K(B) est borné par 3.78.

Démonstration

— -1 - -
st K _(B) ~||npp( B)lll,mllnpp( B’I'1,m < 3.78

Ce lemme nous emméne & dire que notre systéme est théoriquement bien

conditionné.
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On va calculer maintenant l'erreur commise théoriquement dans
l'ensemble de 1'algorithme, c'est-a-dire on va étudier la norme relative

d'une matrice E définie par

a. 2" A E
8) (gpp( ;;?) =e e

Pour trouver  1a norme de E, il suffit de remarquer que :
A

( A..... e om eF

9)
pp" m

) =
m
d'oll on obtient que E = 2 P

Lemme 4 [34]

ou

10) JJ~JJ-5 8 {}B{[zp __(ph)

4F 1t ’
[B]] (2p) } (2p+1) !

Si B est une matrice telle que I,Blll w S 0.5, alors gpp(B) =
’

Démonstration

Dans la démonstration du lemme 2, on a remarqué que :

~1yP - -
e g (m = L g2l mlo gy 1 BUSE) P P g
pp (2p)! pp 0
donc
o @ =P o 0P pzn 1 b eaen (1-6)P P at
PP (2p) ! pp 0
Aloxrs, on peut dire que :
' b
-B -B (-1) 2p+t -1 1 B(1-t) p.p
e (B =TI - e —_—i B n (- e (1-t)~ +° 4t
Iop (Zp) 1 pp(™B)/
=1I+H
N B ~1 i -t B P.p
oti i[H[Ilfm S(gp)g l{npp( B) | | l!é e (1-t)° £ at ||
et d'aprés le lemme 2, on trouve gque :
2p+1 (p!)2

3.78

iy |ull,  <lIsl] ot (e T < 172
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F
Mais B et H commutant, on peut dire que I + H = e et

F =1log (I + H), d'od il vient :
1l 1
[Flly o= rogxsm ], | sllall, ST 2| ull, .

et, finalement :

Fil = 2p (P')z
12) TTETT;_; < ({s|p* 8 (2p) 1 (2p+1)1

Une fols ce lemme démontré, il est possible de conclure :

Corollaire 1

Soit A une matrice NxN et m un nombre naturel tel que

2-m||AIl < 0.5 . Alors :

A 0
fa (217 = e® o
pp
' 2
13y HELL (g (all 2 (p!)
“A” ol (2p!) (2p+1) 1
Démonstration

On a déja remarqué que E = 2™ F. De plus, si on note B = 2 p

on obtient :

;: = Jlfil. < a(llﬁllqu (P‘)z
2m

v LEll Il
a1 (2p1) (2p+1) !
Les bornes théoriques 6) ou 13), qui sont exactement la méme,
nous permettent de déterminer i priori le type d'approximénts de Padé &
calculer pour obtenir une précision voulue au résultat.
Il est bien évident que jusqu'ici, on n'a pas &tudié Ylerreur
d'arrondi produite pendant le calcul. La table qu'on propose est donc

valable du point de vue théorique seulement.

€
|| alf> 1073] 1078 107% | 10712] 40715
ig_f :z’g: ::'g; ::'z: :;'2: :2'3; Le couple (p,m) est donné
100 ‘2'1) (4'1) (5'1) (7'1) (3'1) de telle fagon que p est le

' ! ‘ ! ! degré de 1'approximant de

102 (3,5) 1 (4,5) ] (5,5) (7,5) | (8,5) Padé a utiliser et m est la
103 (3,8) 1 (4,8) | (5,8) (7,8) t (8,8) puissance de 2 qui sert de
10 (3,11) {(4,11) {(5,11) | (7,11) {(8,11) facteur & 'échelle.
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2. M[-STHODE PAR TRANSFORMATION DU SPECTRE

Cette méthode utilise la méme propriété de la fonction
exponentielle déja utilisée dans celle de Ward.

Toutefois, on essaie de diminuer le nombre de multiplications
a effectuer dans la partie f) de l'algorithme de Ward.

Pour y parvenir, sans avoir & calculer des polynémes matriciaux
de haut degré, on contrdle seulement 1'erreur sur les valeurs propres
de la matrice A.

Autrement dit, on détermine o et B tels que le rayon spectrale
de A" = a(A-BI) soit plus petit que un et on choisit 1'approximant de
Padé qu'approche avec la précision voulue l'exponentielleides valeurs
propres de A".

Cette méthode permet de faire un nombre plus petit de multiplications

dans le § f), mais elle introduit le probléme du calcul de o et 8 .

On va décrire maintenant 1l'algorithme pas & pas.

Y BY
a) On calcule de fagon grossiére A et . bar la méthode de
max min

Arnoldi ou autre. (Saad [ 20]).

o(A)

>0
>

min max

b) On trouve deux nombres a et b tels que :

o o
i) a £ X . et b > A
- min - max

ii) (b-a)/2 soit un nombre naturel.

Sia=2/ (b~ a) et B = (b + a)/2 , alors le rayon spectrale

de a(A-8I) est plus petit que un.

En plus, on trouve que

o o
: 1 Amax - Amin
15) <= 5 sl|AHLm
c¢) soit A' = a(A~BI) ; on calcule alors :
-1
16) g (A') =n (-A') n__(A")

PP pp pp
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d) On calcule :
- 1/
A 8 a
17) e =e ( (A*))
gPP
Dfaprés 15) on trouve que dans le dernier ras de la méthode, on
fait moins de multiplications matricielles.
On va faire maintenant la méme analyse d'erreur théorique qu'on
a fait pour la méthode de Ward, mais il faut tenir en canpte que la nomme

un ou infinie de A' n'est pas nécessairement plus petite que un.

Soit A une matrice NxN telle que p(A) <1 et Que toutes ses
valeurs propres soient simples ou semi-simples.

-1 -1
Si on écrit A = X D X = et on note Ky (®) =||x|l1,w||x Hl'“o

alors

IIan(fA)llllm S Ky L (X)1,65
18)

Iln;é(tA)lll'm S K L (X)2,9
Démonstration

D'aprés l‘'hypothése, on peut écrire A =X D x-1 ,» D matrice
dlagonale, d'od il vient ; |

+ -1
+ < A
llnpp( A)'Il,m < l,xl|1’m"x l|1,m ?i:O(A) lnpp(.i)l
et
-1 4+ -1 -1
Ho o el o< Hxl, T, L Max In, O
PP 1, i, 1, A, €0 (A) PP d

Mais e(R)P< 1 et d'aprés le lemme 1, on a :

-1
lnpp(xi)| < 1.65 et lnpp ()] s 2.9

D'oll il en résulte ;
+ -1 +
n_ (=A) < K (Xx)1.65 et ||{n ~(-A! < K X)2.9
HnpCarlly o =% Hnopearll < ) oo
Cela démontre notre lemme, qui donne aussi une borne du condition-

nement du systéme :

19) npp(—A JH = npp(A )
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On trouve donc :

1,00

-1 - 2
20) ]lnpp (+A)|l1’mllnpp(—A)llllw <K, (X)° x 4,785

Maintenant, on considére une borne donnée dans le chapitre 2.

Soit A une matrice de taille NxN telle que p(A) < 1

et que toutes ses valeurs propres soient simples ou semi-simples. Alors :

2 N
A 2.9 (p!) '
21) " =95, @1y 5 = ot I [t lpg]
N -1
ol kil Itijllpkjl est le coefficient (i,3) de |X| |X |
Démonstration

-1
Par hypothése on peut écrire A = X D X , D diagonale. D'aprés

la borne d'erreur 45 du chapitre 2), on trouve que :

A A .
- Ml <M < - A T |t, . .
[N C Y P Ajzo(A) le - 9,0 k=1|t13|lpkj'

ol Itikl est le coefficient (i,k) de lx] et kajl le coefficient (k,j)
de IX—ll

Alors, si on tient compte de 1'hypothése p(A) £ 1, on obtient :

2
(A)|i- 2.9 (p!)

A N
° - 3% @teert L eyl Iy

gPP
Cette borne d'erreur montre que cette méthode est fort avantageuse

si les coefficients de |X| IX—1| sont petits.

Maintenant, si l'on revient & la normme un ou infinie, on trouve :

Soit A une matrice de taille NxN telle que p(A) <1 et que

toutes ses valeurs propres soient simples ou semi-simples. Alors :

2
2.9 (p!)
,o 21 (2prD) T K10 X

A
22) e - g @l

Démonstration

Dans le chapitre 2, on a trouvé que, si A est diagonale, on peut

dire que

IleA-gpp(A)Hloo < Max le " - g 0] x
’?



Mais p(A) £ 1, d'ott i1l vient :

2
2.9 (p!)
o) 12p) T K1, X

A ' .
[P [

Cette borne est la plus raisonable gqu'on puisse trouver pour ce
probléme, car elle dépend de la fagon la plus simple du conditionnement de
X et du fait que p(A) s 1 .

— -

Soit A une matrice de taille NxN avec des valeurs propres simples

ol semi-simples. Alors, si a est telle que p(A/a) < 1,

1/,
A a A E
(gpp( /a)) e e
Hell,,. K, o0 9 (pn?
llﬂlll, 1, (2p)1(2pt1) 1

Démonstration

Suivant la définition des approximants de Padé, on peut é&crire :

Mo g A0 = 00/ 2P*hy

donc

/ 2p+1

gpp(a/a) = - 0{(n/x)

. ctest-a-dire

Y4

2p+1 -A
e {(8/a) = I - e
9op /

B/o =1-eM (P - g, ) =

0((a/a)

- A - ‘
X (I - diagfe i (e i gpp{ki}}) x 1 ; xi valeurs propres de A/u

L]

#

X (diag {e-Ai g () )})x'1
pp 1

Mais
=X p,2p+t _
e tg 00 =1 M 0P oy 5ot T a-nPar
P (2p)! 5 T A

i

1+ h(li)
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ou l}\ 2p+1i
i -1 N 1 -t Ay PP
}h(xi){ < G [npp ( Ai)I | é e (1-t)FtPat |
2
< [2g]%PF 4 (p!) <0.5sipz1

(2p) 1 (2p+1) !

On peut donc écrire :
li'f‘ei €, .
g (A) =e ot 1 + h(A,) =e 1~
pp i i

11 vient alors :
2p+1 2
S ey

= I S
leil = |1og<1+h(xi))! < |h(Ai)! oo | R STETE
Clest-~a~dire
e—A/a gpp(A/a) = eF ol
. -1
F = X diag {ei} X
On écrit alors :
][Fll w S Ko (X)) Max [e.l =K, . (X) Ie l
1, 1, 1<isn  * 1, 1o

D'oll on déduit :

el ey |
et < K. (X)) x car ]iA]‘ > |,
[7ally, = 1 ] te = 1y
24 < 9 (p!)2
) < XX T e
Maintenant on considére :
e_A g (A) = eE - eaF
pp
de 24) on tire que :
A E
gpp(A) = e e
D'oli 11 en résulte :
‘!Eiil’m < 5 9 (Pg)2
!lA"l,w T 1, (2p) ! (2p+1) !
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Cela démontre le lemme,

On remarque alors que la méthode par transformation du spectre
garde toutes les bonnes propriétés de la méthode de Ward si la quantité
K(X) n'est pas trés importante, tout en faisant moins de multiplications

matricielles dans la derniére partie de 1l'algorithme.

3. BORNE DE L'ERREUR D'ARRONDI COMMISE QUAND ON CALCULE L'EXPONENTIELLE
- -
D'UNE MATRICE PAR LA METHODE DE PADE

Dans ce paragraphe on va étudier les erreurs d'arrondi qui se
produisent pendant le calcul des approximants de Padé de ‘1’exponentielle
d'une matrice. .

Le premier pas de l1°'"equilibrage® de la matrice A ne produit
pratiquement pas d'erreur, car la matrice D choisie est une matrice
diagonale ol les coefficients sont des puissances de deux.

Le pas de l'algorithme qui produit les permiéres erreurs d'arrondi
est le pas oll on calcule npp(tB).

On peut effectuer ce calcul par la méthode de Homer. On commen-
cera donc pour étudier l'erreur d'arrondi produite quand on calcule un
polyndme matriciel par la méthode de Homer.

Si

25) pi{x) = c i

r

| ]

r=0
est un polyndéme de degré n, la méthode de gorpey mMatricielle pour évaluer

p(B) consiste & utiliser la récurrence suivante :

n+1 =0
26)

B = +

r BBr+1 cr

X = N,e0.,0

et p(B) = BO
S1i on note Er le Br calculé a l'ordinateur, on obtient que :
) n BBn+1 cn BBr+1 cnI + Mn Bn Mn
et B =BB +c¢c ,I=BB +c ,I+BM +M = B + BM + M
n-1 n -1 n n-1 n n-1 n-1 n n-1
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Alors, si on continue par cette méthode, on trouve que :

B =B +8B°M +8° M _ +...+M
n-s n-s n n-1 n-s
et -
- n n-1
e + +o.at
28) BO BO + B Mn B Mn—l M0
Il en suit :
e n n-1
- = + B +ee
29) p(B) p{(B) B Mn Mn__1 + MO

ou Mi est l'erreur commise pendant le i-ié&me pas.

Si on considére négligeable 1l'erxrreur produite dans l'addition de

ciI a BBi+1 + on trouve que l'erreur Mi commise pendant le i~iéme pas est

1l'erreur produite par le produit matriciel Bﬁi

"
B (1< 11811 115, 11 20 8 1 on 8 ! est 1a précision machine.
INIEIEN
s, 11=1s5_ + o xll < |Isl{le_[+]e__,|
13,11 < 11I1 1Isll1e, | + 118l Ie,_,|
0 syl = leglele, | Hsllvers fe | [1a]]"

. . s X
Dans le cas du dénominateur de l'approximant de Padé de e~ , on

trouve alors que :

i

32) e, [ = 18] np (1Bl 2n 8
Donc :

R 6- 1 p+l i

- » <
33) oo @ - n @] <n_(l[s]h2n LRI
Mais, dans la méthode de Ward,!tB(f < 1/2 et npp(!]B}’) < 1,65

alors :

e -t
34) [In_ ) = n__PB)|| < (4n x 1.65) B !

pp PP
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Si 1'on considére la méthode de transformation du spectre, on
trouve que :

s, 1= le,|
-1
ENRTER TR TR [P
' -1
gl 1 5 IxI1 1 Iny, o)

Donc

I 1] < x0? (1.65)20 67"

Alors, on trouve que :

-t
35) [In_ (&) - npp(ia)li < k2 (1,65)2n 8

PP
3
S K{X)™ 2np(1,65) B8

On remarque donc que la méthode de Ward est trés performante
au niveau du calcul de numérateur et dénominateur des approximants de Padé.

La méthode par transformation du spectre dépend du conditionnement de X.

Si 1'on considére maintenant le systéme :

———

B
36) B =n (B
Rop{~Ble = 0, (B)

On trouve, dans la pratique, que le systéme qu'on va résoudre réelement est

— ——
(-B) e =n B)
Rpp {(~B) pp

On a vu que le conditionnement de ce systéme dahé la méthode de
Ward n'est pas important, car si I!Blll o 3 1/2
4

37y ||n2t

oo (~B)I[1'm!!npp{8)l{1,m < 4.785

Dans la méthode par transformation du spectre on trouve que si

B=XD x'l + D une matrice diagonale, alors :

-1+ : + 2
38) [Inpp ,(-B)lli'mllnpp(-a)lli'm <(K(X))“ 4.785
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+
On verra dans quelques exemples que le conditionnement de npp(—B)

peut étre raisonnable pour K(X)} trés grand.

Exemples

On construit A matrice 8x8 telle que A = X D X—1

[~50
-50

— -

On modifie ensuite X de fagon & augmenter le conditionnement de A

et l'on regarde quel est le conditionnement de npp(jB)oﬁ p=29
Soit A telle que :
39) tlAfll !!A‘lltl = 919,2139 x 14,679 = 13493,141

et

| s}

14V]
op (*d(A—BI))llll]npp(*a(A—BI))]ll = 12,04 x 13,35 = 160,734

Si maintenant A est telle que :

[al], x]a™!]], = 3028,47 x 36,32 = 109994,03

et

-1 "
!!npp (—a(A-sx))lfl x}[npp (-a(A—BI))Iil 2 48.86 x.51.81 = 2531.4366

Si encore on change X de fagon & trouver

lall, IiA—i‘li ¥ 6068.66 x 60.601 = 367766.86

Alors

[n !

N
oo (~a(A—61))!tlltnpp(a(a—sx))!ll = 55,469 x 58.335 = 3235.7841

Cet exemple nous montre que le conditionnement réel du systéme
peut &tre trés inférieur aux bornes données.

Si maintenant on étudie le méme probléme par la méthode de Ward,
on observe que les bornes théoriques obtenues sont bien supérieures au

numéro de conditionnement calculé par l‘'ordinateur.
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Soit A la méme matrice donnée en 39). Alors, si m est tel que

[1a/2" |]< 0.5 on obtient

1 n
[Ingg (-A/2m)|l1 Hngg(—A/zm)ll1 = 1.81 x 1.95 = 3,5295

Une fois qu'on a é&tudié le probléme du conditionnement, on

considére le fait que le résultat eB est la solution du systéme :

40) n_(-B)+Q)H = n_ (B)
( pp e pp
+ + (+,-)
Mais on a déja remarqué que n -B) = n -B) + E ol
J q que PP( ) pp( ) | )

llE!ll «» €St donné par 34) dans la méthode de Ward et par 35) dans la
4
méthode par transformation du spectre.

On peut donc écrire ;

- 41) (n_(-B) + ) 4 QH=n (B) + g™
pp PP
Alors
\ n p(-B)eB - n (B = e~ (204 )P
et
TTTRY o -1 - (+) S S (-) —
(B) 9 (B) pp (-B) E npp (-B) (E + Q)QPP(B)
Si 1'on calcule maintenant :
42) llg o =g (8] lln ~p] |
k e ”’II +Hn (B)II(HE"II

Ilq (B)II llg

n,

+ lell, »

I1 ne nous manque qu'a trouverllQll

TR B+F -11B -||F
o @ 11, =[1*F]], 2 e Helly -[1®l]4
ol I'Flll a €té calculé dans le paragraphe précédent.

Alors, si 1l'on suit Wilkinson [ 11], on trouve que :
2 3. 7%
43) ||Q||1 < ((2.005) x N + N ) g 8 ol g est défini comme le
-.tl
plus grand pivot en module et B8 est la précision machine.
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Toujours d'aprés Wilkinson [11], on peut dire que dans la

pratique g est de l'ordre de 8 anp(-—B)H1 :

Donc, dans la méthode de Ward, on trouve que :

2 3 -t
44) [oll, = ((2.005 x 8" + N°) x 8 x 1.65) 8
et pour la méthode par transformation du spectre
2 3 -ty
45) [loll, < ((2.005 x N° + N°) x 8 x 1.65 x K(X))8

Alors, si IlB![i < 0.5 , on peut affirmer que, si 1'on prend p
tel que la précision théorique soit de l'ordre de la précision machine,
on arrive a :

Iig S - g L@ 1 -, , ) 5
(4N x 1.65)x 2.9 x B + 2.9 ((4Nx1.65)+(2.005 N"+N7)
!!g NN

A

8 x 1.65)8
2 3..7H
< (38,280 N + 32 N° + 16 N° )B

Etant donné qu'on note gpp(B) = eB ¢ on peut affirmer que, pour p
suffisament grand, on a :

B B B
60 |le” - e I, lle” -9 _®1]] : -t

. < pp L 4 (38,2808 + 32 N° + 16 &°) B
He™ [, l!g MO

1

~t
(1 + 38,280 N + 32 N2 + 16 N3) 1

A

Cette borne est trés importante par rapport & 1'erreur observée
dans la pratique. »

Maintenant, si 1'on considére la méme borne pour la méthode par
transformation du spectre, on trouve :

Ilg LB - g (8) | | -t
2P Leooxxm?s2ang Y+ 2,002 vrm? + (2.005 8° + 1)

l!g (B)l] -t
8 x 1.65 K(X}8 !

7N

-t
(2.9 x 64 N K(X) ¥ + (2.005 N> + K°). 16 . K(X))B 1

IA
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Alors, en définitif, on trouve que, si B = X D x“l at p(D) < 1,
alors
B B
47 lle™="11, 4 2 3 -
Frm o R S(R(X) + 2.9 x 64 N K(X) + ((2.005)N" + N )x 16 x K(X))8
e 1,
Cette borne d'erreur est aussi trés importante par rapport & la
réalite,.

Mais l'erreur plus importante est en fait celle qui se produit au
dernier pas de 1'algorithme, c’est-a-dire, lors du calcul des puissances
1] .
de eB pour retrouver eA .

Dans la méthode de Ward, le dernier point de l'algorithme consiste

a faire : m
At —2 -1 m
e = (gppB) od B = (D {A~trace (A} /N)D)} /2
et dans la méthode par transformation du spectre :
al ~—~——}/“ -1
e = (gpp(B) ot B = (D (A- BI)D)/a ou p(B) < 1.

Dans cette derniére méthode, on peut prendre o égal & une
puissance de deux, de fagon & minimiser le nombre de multiplications
matricielles a effectuer. Autrement dit, faire a = 2l ol 1 sera plus

petite ou égale & m.

Si on note :

k k

48) I, = gpp(8)2 - g2

pour k = 1 , on obtient :

. R G ————
49) !}Lllll < 2N.B llgpp(B)lt

Il en suit donc :

-t, k-1, -t, k-1 ‘
50) Hedl s v e Sflg ®° |y save © (g ®" [l +[1y D
, -2t
Si on néglige les termes en g on obtient :
“ty 2t 0 o — i 2*
51) Ho s v = dfg " [l]) < 2vs ° |lg )]
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bonc, il en résulte que l'erreur peut étre auvssi importante que
-t k-1
1 —— 2
52) max 2N (|]g_ (B) Ih
0<k<m ' PP
B 2",
méme dans le cas ol B a des valeurs propres négatives et !!(e ) !’ est

trés petite. 1

On remarque ainsi que le dernier pas de l'algorithme contribue
largement & l'erreur totale.

On va maintenant donner plusieurs exemples de l'application de
ces deux méthodes & 1'aide desquelles on remarquera que l'exrreur dépend
fortement du nombre de multiplications matricielles & faire dans le derxnier

pas de 1l'algorithme.

4. EXEMPLE

Maintenant, on va présenter quelques exemples sur 1l'application

de la méthode de Ward et celle de la transformation du spectre.

Soit A la matrice construite de la fagon suivante A = X J Xm1
— -
-3 1
-3 1
-3
-1
-1
7= ~20 1
-20 1

-20

| -




nat. 2
11.7788333333333333
~48.476493506701948¢

13.0188555555555556
~68.5471923420835979

11,79879148462914843
~33.7211619433122589

19.2212121212121212
-49.72419432834629958

“1.50880000800000008
2.94378948253946254

.20000000080000000
~58.4917458736158739

8.67142857142857143
-28.3486394557823129

7.2852142857142857}
-23.8538832199544485

m= 10

résoudre le systéme :

Alors, on trouve

20.400793658793:508
~44.3826821927213644

14.2348452389952138%
~53.5521908048283949

15.4405248917748918
~472.4882985614852297%

14.6371572821572822
~44.1764051044354975

-1, 2500800000080 0008
2,831 944444044040444

12.7500000000804009
~33.1458333333333333

10.2006000000080088
~45.38176485692648493

8.92857142852142857
~21.3411481461416158142

—56_

que A est donnée par :

24.3U93849206349294
~54.3476829384954395

22.6297619047619048
~48.4784764870931538

16.4339890480048881
~43.2123255912763493

12.64287876762624672
=48.1158912344393738

~2.00384000000040008
2.386742424242424242

17.0088800000000000
~30.9494949494949495

12.7560088000008004
~21.9837481962481942

16.2000808880042090
~39.3138411255411255

38.9457736695238995
34.4513808888888889
39.8809565059505050
za.vsz9sas4sos4§4ss

l.l!llllllllllli;lll
27.5000860000900094
18.2500096980000000

14.2500000000800089

~82.18532426726258408

-55.87730869601914848

~49.9248174239971858

~45.5336431921253358

2,39285714285714284

-43.0932537682519482

~32.1195434597936598

-27.9331482385034014

On "équilibre" A, et on obtient A' telle que IIA'III = 262 ,

Ensuite, on calcule m tel que 2™ HA'Hl < 1/2 ; c'est-a-dire

On définit B = 2-m A' et on calcule npp

-B = B).
npp( JH npp( )

m
Enfin, on calcule (gpp(B))2 =

e

A'

(-B) et n
pp

(B), pour



chalrice exp de a
“ 188279839479419937
~.182384958879144321

-

~.127238882127443994
~.161999885541425841

~o118364566515029654
-.128953579983753495

#.97396380815658882644d-91
~.282811547953453812

~.238549279682677855
«372921861992149991

4.2987223831177284534-81
~.395956462435846523

8.24893532270802977 4481
-.28828459168332248948

#.2133731413144473984~01
~.218442478347522814

nat. diff,
8.2442196828556826B43d-14
8.449827349847942148d-14

8.313123848424676198d~14
$.39835B4942346348694d-14

8.2714852275327185543d~14
9.318563344659643334844-14

§.239795794594858229d-14
@.7888228532837467439d-14

§.59287946949911198174~14
9.141275879883551178d-13

8.759493786221462988d-15
B.978588354826241737d-14

9.6383819193464656312d-15
8.6912859988138212144-14

B.5483734567821887548d-15
9.5389854883393511934-14

57 -

R R A
On donne maintenant la matrice e

~$.762516221871146212d~01 -,156632238687051718
~.178394004090449533 -.158873484915443584

-8.3528143521251297914d-81 -, 181366189851903547
= 131498853383664478 =.141977294431258899

-9.8973283689773851984-61-8,793642559288467323d-31
- 121451785923494843 = 1143783355020803742

-§.782187170147937292d-81 -.112549323857294742

~.2683816979467743253 ~.241451284555004438
=.288752871527673472 ~.A98581349199544514

+389419842922325784 <4386787469977238679
#.672125389987688575d-81 . 1#2863485928753418
~.357849478386984489 -.326519698285824948

8.5476577293737999484-81 8.796593044968229491d~51
~.253831464485998299 ~.230784499272721148

8.442308481481528461d-91 #.654344314753559537d-81
= 192158284758924594 = 179674733549133572

calculée par la méthode de Ward

J18616746168086454

+777354287984585919

«487219227374581789 §.8979772809939186224-01
«415919361617512898 $.93415243146158398764d-81
«$25969269974705851¢ -, 1824683587931497514

=#.17422442444464180504-15  1,022458205744621821

+951819155831333244

~.443258364743714358
«34678794375564414459 ~.314827551488314849
«275999579332789743 ~.244982748816243427

Ensuite, on donne la matrice de différences avec e

$.18787194772 1983815414
#.418857114798893714d~14

#.1362279780937382224-14
$.372439709281358856d-14

0.195656479299449237d-14
P.2820417388970068494-14

$.221287858746786256d-14
$.2997885454395283569d-14

0.277612676279344624d-14
#.599B184573787244844-14

£.192636%762498778824-14
§.64427686519868219114-14

§.1912988931774931465d-13
#.1138145239544527484-13

§.594930224475388922d-14
$.1254953172638246534-13

#.2538537414138484014-14
8.8885379961119467484-14

$.146952224782895887d-14
#.883613928553961259d-14

8.135745151291358472d-14
#.4235786795056378754-14

8.197826817886273925d-14
#.5687697491804644124-14

#.1624363258728256454-14
F.4429795865647144844-14

§.114678096662845214d-14
§.4859#959814B2597344-14

§.386420496295558635d-14 0.191567681856443778d-13 $.2706358357904094483d-14
8.3917932713889942564~14

9.258159322510296945d-14 $.169242874922814757d~13 $.2294820388337157494~14
#.349321848458535882d-14

B.1519411748654291977d-13 8.228635198881927548414
l.22934887496106615!d;13 #.2996581572776914294-14

$.174382B444636666804-15 9,2540892084335812877¢-13

3

#.135716891143845583d-13 #.118425991267448627d-13

»

#.902385574987611355d-14 8,7813085115582290404-14

$.676124737794547848d-14 8.6999179321317295194d-14



de la

natrice exp de
- 188278838479422489
-.182384958879150818

-

-.1272388082127847131
-.141989865541429919

=1 18344566315032375
-.1209535788837544246

- B =

A
Maintenant, on va donner la matrice e calculée par

transformation du spectre.

~6.76251462218711850914-01 -.91584322308078545383
= 1728800 004098844714 -.158873484915447589

-$.5520143521251433274d-81 -, 191384149851984952
- 151498853383678377 ~.1419772296431242378

~8.89732836089773273634-01-8.79344255928868469234-01

~.121451785923497795 - 11437833465828048542

$.923945800145904318d-81-0.7821071781479545774-81 -.112546321857297528

=.202011547953464799

~.238569279602483783
«372921861992184128

= 258301497967749697 -.241451284555812418
-.20075264715274686423 - 488681344199534847
+5494198429223882465 «458670769977249998

$.2987223831177359934-01 $.472125389987705220d-01 . 1929563485928756152

=+ 3959584424354876403

§.2489353227000348440-81 §.5476577293730134974-81 £.795659385646864249159d-81

~.2802045914833294601

9.2133731413144727774-01 $.44238B481481539999d-91 0.8543443147535757844-11

~.218442479347528204

=.337849878386092912 -.324519990286835929

~.253031484485914436 ~.238784499272726835

-.197158286758931433 - 179874733549130482

.777364207986585669
.687219227374518629
615919341517528692
-923969249974727988
-$.2148463086599100744-14
.551819155831344826
367879437544423492

«275989579332214534

la méthode

H10814766148049391

§.09797724999394482234-91

0.93415243146198529114-01

-, 18268358793129848469

1.02245823574874362

~.443258364743225381

-.314027551408323851

~-.2449827488156749118

P ‘ A A
Maintenant, on donne la matrice de différences entre e et e

calculée par la méthode de transformation du spectre

nat, diff,

8.909374572172215B444d~12 #.9847955830348443480~17 8.791467585914418237d-17 l.l366l9473733173‘59d 16 8.3185239224178979284-14

0.889845781438113634d-17 9.729125968998581732d-17 #.777915858758349431d~17

9.4422333961502785794-17
#.591443504274545801 417

9.44318753888344993740-17
§.54370851296924462306d-17

0.9485453344831175092d-12
8.2114194235344733454-14

@.78684485758519987154¢-18
0.9548979117822439424-17

9.5536267343254107202d-17
8.5356B00753803246954-17

9.3357638602916044544-17
9.9215710446124787694-18

#.2459793476826488184-17
9.2718595431213761894-18

$.533291943591387493d-17 $.32255814831443254694-127 0.4219968255444916856 17 8.160326394256293946Bd-14

$.4534984287375531454-17 #.4933119604889845170-127

0.4404571325222341768d-17 $.34287893784B5407774-17 #.21884843449710888724-17 8.17157499372958318774-14

$.584154518205759562d-17 §.54692861485548098284-12

B.5131382226797642844-14 0.191101832584273288d-14 #.5983111948678274393-17 §.436391374425415535d-14

$.1848554704087785060~16 #.1826B8054063B374974d-14

#.14638729320855438994~17 §.4878999778184°4995d-18 8.2159393828323955780-14 0.34469446951953814194-12

$.975781955236953991d-17 #.9540979117822439824-17

0.498232999343332848d-17 $.4729031977448813894-17 §.856519716283548503d-17 9.20383998084272748344-14

$.433488B4BYP42017740-17 $.4553649124439118424-17

$.279859485772028832d-17 #.2385244779456810975d-17 #.9432558909623088858d-17 #.1084282172485584434-14

$.156263932587268254465d-18 $.487398977618424995d~18

#.2812558282487621281d-17 9.165340831304039425d-17 $.7155734338494329264-17 #.7697835424647881484-17

$.2718565431213781994-19 $.542181908624275221724-19



Il est donc évident que 1'avantage de la méthode de transformation

du spectre sur la méthode de Ward, est die vraisemblablement au fait qu'on

fait cing multiplications au lieu de dix.

nat. a
34.06256000000808000
-179.083940696649839

34.7172619847619848
~-158.37151892806882.

31.2429202741742742
-141.519761550453515

28.48151515151515
~131.7846658549825

15
24

-5.25000000006000009
12.934827772227272778

26.5000002000000009
~153.522321428571429

22.8714285714265714
~27.0153861224489796

19.2857142857142357
-62.8836451247165533

On étudie maintenant un deuxiéme exemple :

A=xax 7! on

—

-5 1

L

Donc A est donnée par :

49.5119047619847619
-159.938393608784189

36.8937508000008099
-141.1144593253946825

38.765827922877922
-126.37681364846387

1
2

35.2290764790764791
=117.944958695785646

-6.258832809389
2222

2008
11.56347222222222

é
2

9
2

33.7502000000980099
-91.8125000000008008

27.06000900000088800
-118.965097462597483

285714284
39393939

68.5977182539682549
-143.867557269119749

$4.8392857142857143
~127.746144488519431

431.4370892002080809
~114.599203843995511

44.8213646464646445
~187.133975831792304

-9.50000000000800009
18.3598484848484848

A5.80000¢0008000889
-84.1351418181818161

33.7500000000080000
~61.4569885154885195

27.500000000880280000
-188.928571428571429

108.69791566684668647

86.1380505850585051

B88.9454545454545455

$.600000000000900009

77.8000000000600009

51.2580000000380003

39.0000080302920000

-168.3457814648715047

~142.374290837 142594

~1272.474199543781843

-119.783556612038755

16.7767857142857143

=117.8932539468233948

-87.24454345879346548

-71.3831462585934014



obtient
aatrice exp de 3
~4.60851332485445584
4.416739684681981433

-3.94897184782397316
3.52647248428158128

-3.45521852755221527
2.98047270344841321

=3.87120995612431544
~1.14432969288445228

-9.53673641394841489
14.7123084784881262

G A042746819945238957d-92 9.9896228448765793844d-92

-5.558838468152842555

§.3368973499543492144-82 $.7411741698994998224d-82

~3.79755688389994431

$.2887891571837218574-62 #.42544485879589934214-02

-2.78178888942914383

A
e
nit, di1ff.
L2154179612467999850-12
4. 2873083207 489664380-10

B.18588782583.8574829-1
0.1580890464697900056834-1

e
-
“
-

B.1619821756937834844-12
#.1404492841472482214-12

B.1443434876787898864~12
4.5213472882578344914-13

0.258787849421999867d-12
9.68459821145339195%0-12

26B83766961494-14
35388171842884-12

9.11893
8.257272

1
25

$.758632777238578911d-135
8.17184928819850354124-12

$.5819281519486175792d-15
4. 128881288647594683d-12

On "“équilibre" A et l'on obtient A' telle que ila‘lil

-~ 60 -

"
= 670 .

Ensuite, on applique la méthode de Ward pour calculer eA et 1'on

-
-

~4.12837295976458879
J.722939562781421399

-5.249898572318471775
J.04918917144092573

~4.599187146253393484
2.53745416046832913

~4. 8879543527443 1
~1.19784736999892235

-1.37726489168192853

13.9916482933729389

~5.95247938077324245

~3.32827548346384871

~2.92879492347594924

~9.19528413478658743 15.8132792564482832 11.4441855809879139

3.29391806033617842

~2.877228943202594849 13;003l67295918!16| 9.57344448159229875
2.6480189448343877¢

~6.8913454994252387% $2.37107119593463433 8.21489117917621554
2.19495865411957489

~6.13128829154443848 18.5985988471938985 3.98384567682175¢864

-1.21225741569455873

=11.4642125507734915 §.504531457821760310d-14  24.1876125678932944

11.7937857855576394

#.138127913481271571d-91  11.9835841483954543 ~8.176946023235544135

~4.6312326999197227%

§.1878871519853887374-01  7.36985699893438274 ~4.119879569228133214
~3.88925122243822545
$.88355874845133445584-02  5.5401792874197272783 ~3.09118357285343144

-2,31783799358444542

Maintenant, on étudie la matrice de différences entre la matrice

9.2068993831805293344-12
.1773219625896991830-120

§.2459742479143733743-12
#.14332198622345658140-12

#.215529858Y11920489d-12
$.11937412843746859924-12

§.192193483358422412¢-12
$.5483157338954391284-13

#.3420454381844158814d-12
$.6489259179891718327d-12

$.1323319573490393424-14
J2343897445418282544d-12

$.6844453982998429344-15
#.1562983452489994294-12

8.4719348174967331384-15
#.1172126631865368989-12

et l'approximation obtenue par la méthode de Ward.

£.4305757139222832894-12 5.730326!2?03540336id-!2 B.53515804922451 3158412
B.1546172044564197999-12

9.3698528708534947837¢-12 l.6456995666071363‘3d-12 $.448199976147271288d~12
$.12451056448495733184-12

8.32291784032968486640-12 0.5785649?3707784?Q20-!2 9.3848449334985827944-12
.1934148419429643383~12

L2882191813563118348d-12 $.8799977183244589354-12 5.144196423023159383d~12
$.504369185608324614554-13

$.5129993452897453814-12 £.58444472164794611704-14 @, 1122412419499582984- 11
9.548980999548474234d-12

0.194952389909059014d~-14 §.5208975611958827044-12 #.2043758215824919524-12
C2TARVIAZI9918146774d-12

#.1326426498345922194d-18 9.34739485593737748840-12 2,1895514994965997344~12
$.1433824785843618725d~)

F.1818416511684051940-14 $.25085B64911142848684-12 6.‘42!!46!8684!85953d“’f
B.18724734219115341819~12



. A
Maintenant, on étudie la matrice e

< 61

transformation du spectre.

natrice exp de a
-4.60851332485487123
4.41673968642802188

~3.948971967823258
3.576472486281749

39
22
85

-3.45521857755737721
2.98547279364675398

~3.87126995612645982
.= 1.14432969280478415

-5.536738613948467349
14.7123684784088117

9.4042748199451336814-82
~5.50883868152048343

9.3348973499542792944-42
~3.787556868389113432

"9.2887491571936643350-82
~2,78178886842928981

nat. diff,
8.4336808489942017744-16
8.1630840867418198674-15

8.311743425413158893d-16
0.480952083714569767d-15

£.4466912956449278274-14
9.313117587413813681d-15

8.13818426956982685324-14
8.2634811279139275774-15

8.1778891562874227274-15
0.8725659884163339684-15

9.565741775680619739d-14
8.150926942489982217d-15

8.5936988982247479224-16
8.1688956623948488584-15

0.34512730840812618194-14
$.988792381306780044d-16

-

~6.12637705976457
3.77939582791439

FH)
153

~9.24988572316894383
3.64918917144184944

~4.599187156253415843
2.53785415000044879

-4.88795635274458355
~1.19766738999812495

=7.37726449168225885
13.8910482933726419

8.98962284487465444864-82
-9.85247938477347719

9.7411741690994985884d-92
~3.37827544346399214

£.62566658785794082139d-82
-2.52878492337688655

La matrice de différences est la suivante

§.1647987382177966744-14
£.1558914319489184374d-15

§.104983498558588426d-15
#.4380176776B41437%914-15

8.902054287587939669d-16
8.2875304161431557764d-15

8.5298906608172926164d~14
9.2305013818704182434-15

$.2645453300864538824-15
£.8135853182331225274-15

$.4352238088463889996d~14
$.1474514954568206034~15

§.7138577459872387654d-16
#.15352382762394742Bd~15

2.4811293928312198124d-14
§.9584347204771859284-14

~9.19528415478493795
3.29381868833633317

-7.87722894328295988
2.648010944563443244

~6.891308549962555373
2.19695885811967775

-6.131288201545692495
=1.212257415698468612

~11.8642125587734849
11.7937857655581891

#.1381279134812532444-01

~4.63123269991894273

$.1478871519853468683d-41

~3.98925122243834948

#.885558743451239904d-92 5.54179207419798745

~2.31783796358455297

8.503069888933274857d-16
#.126634813746384918d-15

#.1361757928641793574-15
8.3859759734248395794-15

8.116226472898446875d-15
£.2489328188026718184-15

#.4857225732735059864-14
8.2137562323246153824-15

£.4041985699825948534d-15
8.6765421556309547467d-15

.1171294108122191594-15
$.112757825938492461d-15

8.1218359259649559934d-15
§.1249327285323417874-15

S709220404736825674d-14
#.7589415287398531844-14

calculée par la méthode par

15.6137792564489329 11.4401955888834493

13.8031472959198611 9.57349443159274758
12.37182119593469215 8.21489117817710084
18.59859024719474811 3.88384673821764713
~i.73528226938233§&19d-15 24.1876125678944183

ll.l835841483959253 -6.176082682323582879
~4.11987969228152192

7.38985609893845018

-3.891183572853727372

8.453171158965807494d-15 0.1645334536937734814-15

0.681949048163952862d~15 8.643582499587395432d~15

8.317454396183755698d-15 9.451828163753969845d-15

8.3677613769076811840-15 8.3356689926615121734-15

9.7361496311283246224-15 9.130451295393455893d-14

<294982998916857208d-16 B.257486436182555854d-15

#.383576608295941242d-14 9,272351585728358714d~15

8.3299238438557893124-15 5.1656899772824729279d-15



nat. o
-14.2796333333333333
45.481985846 41975399

~11.6954355979345879
48.2198659249811834

-19.45708373815873814
J5.4323889225382914

~R.45909090989450909
1. 43136223344556688

~2.20ed0000090000009

-2.14889890000080009
32.838789482539482%

~5.92857142857142857
17.3189222198843537

~4. 7142851 4208571429
12.9258706848872562

23
4.95783738158734159

- 62 -

Maintenant, on présente un troisiéme exemple.

Soit A une matrice 8 x B telle que A = X J Xul‘d‘oﬁ

-1 1

e

———

10 1

§

Donc A est la matrice suivante

~13.71931730831 74693
41.3815999779541448

-13.965773889523BdY5
J4.519547488489%004

-11.5947781385281388
33 142558539212471 8

-18.48889523688952381
28.4418389173999992

~2.25000800020000309
4.494250000080¢00400

-8.258080080000040809
20, 429924242424 2424

~6.40802000009000000
25.4742955367945368

~5.82142857142657143
TE.5411885161618162

~19,3189454126984127
37.2818775553158553

~16.8383333333333333
32.97330194688935348

-14.194:383838383838
29.9832647814549332

1323600000000 18
25.9378687503687584

~3.50000000009000099
3.96508985098% 9801

-11.00300000800030408
18,4841 011111000418

-8.258838809030¢2004
14.98948412:59841279

~6.10023033008040344
28.42748917224891705

-18.00727976198474173

~15.9856111 0119110141

~14,3244949494949495

~18.97722222220227223

§.000009990000000008

~13. 030049 3d00080890

-8, 75940800 000800008

~6.38803d0008400440040

45.4752343399767 4981

43.93873241244840101

J4.32745438422787844

31.168237246925581 24

/o 04944285714285714

25.79a7480317 480317

19.8221228158738159

14.69685374149:598¢



été choisi de fagon & ce que [tA'/2m§! < 1/2 .

suivante.

watrice exp de a
-38789.188178%219279
143974, 4418987529481

~34179.4269958743824
126954.,122432974844

-

~38883.2843747711761
113547.931133392482

~27787.382864642993468
12, 48.847493088454

~5,26588249331915287
13.5478988917957824

~28948.84B69256524832
121473.151162578644

~28452.942849.7 427844
45541.1868948589457

~7439.75624944237278
29224.7885262974459

par la méthode de Ward est

nat. dirt,
$.15634248292248238430-14 #.192343918578259120d-18 4.2499489344404832454-14 3.33’64??99§33§??6#84 ~18 $.43835149384487498874-10
#.7842899594854313044-18 6.42527749744880881644-19 $.4527.,.7831226335818¢-14

#.2532071774474786714-12 4.3879956187382413444-12
4.1953412585519392684-11 #.99817550455883385934-12
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On "équilibre®™ A pour obtenir A' telle que llA'}]l

~

145.

Ensuite, on calcule l'approximant de Padé gSB(A'/gm) oima

Alors, la matrice eA calculée par la méthode de Ward est la

44439, 2174595765481
TR4261. 702472189475

-40997.4443838328283
127291.946357849 441

-36783,234121B831242
113918.288344159844

~33226. 4253517897454
183086.559492495738

~5.745267074884831818
$2.8515125341946843

~-35241.84846344451499
111854,5993284683228

-24228.7877949824%48
88455,22454175361 81

~$11812.8912958651232
26132.32282034958408

~-58187.9208189883144
137744, 19264890, 4334

~51354,9517849839352
121813.492694188485

~45965.7447885153447
199283.588585991428

~414684.7801418941554
98947.4282783535199

-18.82593475582740841
18.8553450647713642

~45153, 5087264993478
91422,4217181118393

~29735.148215°031816
75877.4354921883143

~13215.3959781899138
45645.1861225879491

~78485.4480934035448

~69239.54675352856419

~819548.9695737904487

-54848.750887522686%

8.558507274322148452d~12

-§3315,085575920887°%

~38538.9248348128879

~14514.3875548388314

145445.1475999288464
128335.282309818648
114B49.730251963244
193947 .899244567300
22.841544143979308!
112692.730528418165

74345,3326419196642

I31467.85225604128953

La matrice de différences entre la matrice eA et celle calculée

B UARBAZ973218315747d-18 $.1644327518754152134-18
$.4865192792448215194-19 §.5343174589517234284-19

G 125091840839545638d-18 9.1474376176782247894~14
£.54185989829084524824-18 9.488733215815283784¢-18

#.113982825394219945d-14 9.1330844544878567854-18
$.40828494B914344848d-19 9.4339995438922471944-19

. 1295319487298862643-19 #.152462457984126950684-19
§.5628919552491513567d-18 §.4894216343915574884~1¢

§.7452545204136279884-11 §.895283847957724802344-11
B.322817%4678B446477484d-14 8.29

$58ASIFII52408180-18

G.330675375585473675d-11 §. 43648499447 1783518d-1
8. 16857&;64849383?69d 18 9.1584929514339692194-149

#.115925647339249
R 2P2TARELERTTTENY

o
. 089734

8.9855227

-
»*

§.2144417974523982344- 18 8‘23?9§t§36§95¥2ﬁ8?56;!§ 8.5479795578181892634-14
#.385964814604886421d-13

F.1914333756344994284-19 $.2591349357312885308d-18 9.4895439449387899284-18
#.34532374695794886984-18

$.172875847618432375d~19 §.23391066856122247814-19 #.442952341472846454d~14
#.31858717552714637814-18

#.394489994224933740d-12 $.5585084069883784744d-12 §.9848968219251128844-10
$.7758989495177898484-12

8.1987388831921608224-18 $.24B5851541173178784~18 4.5854801422197352724- 14
$.344568423444931395d~18

2335d-18 8,155822821952189971d-18 2.2981437319249386384- 1
Fi4d-3K

A48231776~11 B.BBEA6LEBSHBF7 171011 £.1iH19013654225973844-1
744992589580-11



on a

natvice exp de @
~387989.1801789219444
T43776.461898753052

~34179.4289958743145
F28954.1224329741 904

r

~39503.2545747711888
113547.931133392737

~27797.38285846299474
182748.84769389849¢

~5.24588249331939258
13.54799809176467904

~2B940.8484824524943
121473.151162578723

-28452.9428697427941
65541.1868948529742

~F439.75424944237642
29224.7885242979402

celle approchée par la méthode de transformation du spectre est

aal., daff.
4. l&uﬂ@Sti?’?lit?BB
d.1969519646812828052

-
»

12
12
12
-

9. A]Séﬁ]?lﬂiZSﬂlnd 12
ﬂ. 26325441 4588081120-12

8.4973799158329781384-13
#.426325641458d681120-13

#.1329752
@.45526981

JG2250518821484-13
298353532544-13

§.1811683974188255474-12
B.3979939329254561044-12

- h
ro o

395514884165319-12
213676888589934-12

$.5684141806980581494-13
#.5584341885069891494-12

$.1078976924348168334-12
+71B5427357601881860-12

$.718542735

4.

4.

4.
8.

B564785424-12 4.
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Si maintenant on utilise la méthode de transformation du spectre,

~46439.2174595745795
144241.762472189518

~40997. 4445839328447
127291.9653784044855%

-36793.2341218631391
113918.268349159999

~33226.4253517887587
183088.56949249588;

-8,74526787688d01924
12.8515125341954329

~35241.84846344451453
111854.599328663278

-24220.7477069813938
#455.2245417536 452
SEEI12.8512959451278
28132.32282934946748

~SU1B7. 0298109883015
1377:6.10:8480469588

~51354.9517849839547
121813.692494188724

~45985. 7447885153448
199283.580585991044

~41694.7881410941222
98967.4282793538511

~19.8259397550280589
18.8553458847929912

-45153.58872449934678
F1822.4217181118784

-29:35. 1402158831933
75877.4354921883359

-13215.3959781899188
45645.1891225579588

-78484, 448093693579

-69239.5467535284712

~81954.96957379953514

-56940.76008824224297

0.2479742929759487514-13

~43315.9055759299148

-38538.9256848128238

~14514.38755493361394

145495, 142599209204

128335.2823240818743

114869.738251963313

143947.899244847344

22.0415441439042455

112492.733578419214

74345.3326419194943

JI187.9522684122999

La matrice de différences entre 1l'exponentielle de A exacte et

3 §.000000030009000309
$.29B4279498192422784-12

127
625

9237055564881392424-13
A2463256414560681124-12

4881382420-13 8.13580311979441993549-12
25934869855%4345434210

Tedtdditad-14
§.298427939012420734-142

1582588227133441114-13
8.4955931498518144194-13

8976924348189339~12
27768745868881640~12

§.923745

SJHESA2735754 180105414 B, 2842178943948496744- 52 #.1421835415
#.1136848377215158839d-12

-
.

S564381392420-13 4.4121147847498581984- l? 9. 142198541529204324-12
$.326325441454049112d-12

28209324-13

0.1989519668128280524-12 9.511598269747272134d-12 9. 4121147867 408581984-12

#.437488482184890816.74-12

S28A2178943009400743-13 2.24B4899575150350654-12 3,2842179943848 4947 44-13

#.156319481667 202841912

8.1963013085415354918-13 9.247965619358560867d~13 9.4868474987678536294-13

§.4874852558452834894-13

$.156319481867202041d-12 $.481852778244965121d-12 9.3268478584496460844-12

i -

0.6821218263296961784-12

8.1350031197944198353-12 8.3410605131648466894-12 ¢.2557953848736369473-12

#.397903932025656194d-12

9.1755593%

A TihannANArAc e mca=

21888247964~ 12 $.1354031197944196354-12 4.4547473543844441195-10
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Soit maintenant la matrice A, de taille 16 x 16 donnée par :

FLB2LELERZROYLE T IE L~
SYCSCI0ZELEITCI 2Lt~
s sl elelefeirl o fete R A S

LIBPELOIR2YCLSL 261
LBE626596925882°892~

006CQ00C006COCESS°9 ~

L1761678584CLEr 528~
7920120052£247896°6%

082216260295522°427~

S6CB029865741¢€6°09S~

909279550565E545 "2y

£09269506825866°COY~

00£95826220278%9°926~
be84910682076765 7Y

2299965922048 C  eLE~

218.899C2819258° 689~

£17621696908586 655~
2892L2LI26CSL2°9Y~
BES1£22525259997°28

01€2654C7099988°662<=

BSECOYCTILELLC L2268~
2182264565668 L5°5%

£98951290255285° 452~
0651995586191 265~
SELLL898E L9205 82

960020v9499¢2C2° L2~
SLSCrL082685988°922-
876.99682402208£0°€2

2186220859208 7 171w
SLLI2L756276089°L81L~
200020000000030S8 2t

PSII0SL6ELSRIL2 102
£97S2LE7E1EE2L9°262
8000000000000C021 %8

L2ECO7982976R6 %657«
8972257926771 06°519~
eOEY8LEi6d22688L2S

L88LL008571L068 80
£E9SE92229L 1122805~
267082096578 1088 69

0EL¥D1699206129°08%-
422472120686¢906%295~
BOLY229665020L78°9Y

756052208886499° 08k~

4856008268217569%226~
20204020208 02256%2Y

E7929EL9L8S1L 159948
CET6Y646998E1260%229-
6626242191822 4L°5%

£076LL80642292L°7L5=
2E1652211229998%¢61Y-
£21092€05028%624°% 9%

024954409561588%692
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U7L92662£9266828°62

$YPEBROYI2S26LS 122"
797099581 292856°562
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Matrice exponentielle de A calculée par la méthode de Ward.
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calculée par la méthode de Ward

A

tre e

érences en
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X1
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et la valeur exacte.
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La matrice exponentielle de A calculée par la méthode de

transformation du spectre est
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exacte et celle calculée par

A
nces entre e

3

iffér

La matrice de 4

la méthode de transformation du spectre est la suivante.
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On peut conclure que la méthode par transformation du spectre

est supérieure & la méthode de Ward.

Cela est di au nombre plus petit de multiplications effectuées

dans la derniére étape de 1falgorithme.

En plus, on trouve que si la norme de A augnmente, la table

donnée dans le premier paragraphe de ce chapitre perd toute sa signification.
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CHAPITRE 4

METHODE POUR CALCULER L'EXPONENTIELLE
D'UNE MATRICE QUI UTILISE UN ALGORITHME DE BLOC DIAGONALIZATION

1. INTRODUCTION

On & remarqué dans le chapitre 3 que la méthode de Ward et la
méthode par transformation du spectre sont trés sensibles au nombre de
produits matriciels effectués dans la derniére étape de‘l'algorithme.
Il est donc souhaitable de réduire encore le nombre de produits
matriciels et la taille de matrices considérées.

Autrement dit, on va essayer d'utiliser une méthode de bloc
diagonalization pour transformer un probléme de taille NxN en r problémes

r
de taille ki X ki tels que 151 ki = N

Donc, on va trouver une matrice J telle que :

1) A=xadx! od J = diag(s, , i=1,...,1)
i
et
Jk,
2) eA = X diag (e . 1 =1,...,r) X 1

Cette “5100 diagonalization" doit é&tre faite de féqon a ce que
le calcul de eJki soit aisé et le produit 2) n‘intfoduise pas une erreur
supplémentaire. '

Pour que le calcul de eJki « Par la méthode de Ward soit plus
ailsé il faut que la norme de Jk soit petite. Par la méthode par transfor-
mation du spectre on doit avoir kmax - kmin aussi petit que possible.

On va donc utiliser une méthode pour bloc diagonalizer une

matrice die a C.A., Bavely et G.W. Stewart [ 171



- 93 -

2. METHODE POUR BLOC DIAGONALIZER UNE MATRICE A

Il est question dfune méthode pour réduire une matrice A, de
taille NxN , & coefficients réels, a4 une forme diagonale par bloc.
bonc, il s'agit 14 de calculer deux matrices X et J telles que :
-1
3) X AX=J-= diag(Jk i i=1,...,r)

i
ol J est une matrice de taille ki X ki a coefficients réels.

ki

Le mieux qu'on peut faire, du point de vue théorique, c'est
arriver & la détermination de la forme de Jordan de A et de la matrice
de transformations X avec précision.

Du point de vue pratique, on trouve de grandes.difficultés pour
calculer la forme de Jordan de A, car une perturbation numérique de A peut
souder deux blocs originalement séparés et vice-versa. En plus, le calcul
de X et X“1 peut étre trés mal conditionné.

La méthode de Bavely et Stewart pour bloc diagonalizer une
matrice prend le parti de laisser a l'utilisateur un choix relatif du
conditionnement de X, la taille de blocs étant alors une conséquence non
contrdlable de fagon directe. Il est évident que plus grand sera le
conditionnement de X accepté, plus petits seront les blocs de J.

On va faire maintenant une description résumée de l1'algorithme
pour comprendre mieux sa démarche.

Une premiére partie est destinée & obtenir une fbrme bloc
trianqulaire :

LI
4) A' =X le'=

ou les blocs de A' sont de taille 1xl pour les valeurs propres réelles de A
et 2x2 pour les valeurs propres complexes conjugées, de fagon & écarter tout
calcul en nombres complexes.

L'algorithme utilisé pour calculer la forme bloc triangulaire, c'est
un algorithme qui utilise des transformations orthogonales qu'on accumule
dans X'.

Avec des transformations orthogonales on peut aussi changer de
place plusieurs lignes et colonnes pour réordonner & notre guise les blocs

qui se trouvent sur la diagonale.
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Une fois la bloc triangulation finie, on va procéder a la bloc
diagonalization.

On peut écrire :

Ky Nk,
A g
k A A
5) A - 13 11 12
N-k
0 A, 1

ou All esk le premier bloc 1x1 ou 2x2 de AC,

Il s'agit alors de trouver une matrice X telle Que :

A 0
6) x la X = i
0 A

22

Bavely et Stewart se sont bornés a un type de transformation dans

laquelle ils cherchent X. Ce sont des matrices du type :

| ki N--ki
x = k) i1 |} ks
7)
i 0 I N-—ki
et

8) X "=

Alors, le conditionnement de X peut étre contrdlé en posant des

restrictions sur P. Dans notre algorithme, on considére 1la restriction
lpij‘ < R, o0 R est un nombre fixé par 1'utilisateur.

Done, on trouve que si P existe alors

» P By PPy, ta, A1 0
9) x'ax= =

0 A22 0 A22
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alors 1l'existence de P dépend de 1'existence d'une solution de 1'équation

10) All P-P A22 = - A12

telle que lpijl <R

La résolution numérique de ce systéme par la méthode de Bavely et

Stewart est possible si les valeurs propres de A et A, _ sont différentes.

11 22
S'il n'existe pas X qui remplit toutes les contraintes, alors on

€largit le bloc A11 de la fagon suivante :

i) on calcule la moyenne des valeurs propres de All qui n'ont pas

une partie imaginaire négative.

ii) on trouve la valeur propre de partie imaginaire non négative

plus proche de la moyenne calculée en i).

iii) on échange les blocs diagonaux, au moyen de transformations
orthogonales, pour mettre le bloc qui correspond & la valeur

propre calculée en ii) & la suite de A pour créer un

11

au A, ,.
nouveau 11

Donc on sépare un bloc A11 plus grand et qui peut correspondre
a4 plusieurs valeurs propres différentes de A. C'est-a-dire que notre forme
bloc diagonale peut étre trés différente de la forme de Jordan.

Les transformations effectuées & chaque pas de 1'algorithme sont
accumulées dans X et ses inverses en Y.

Le choix d'un paramétre R grand entraine un calcul de P moins
précis, donc un calcul de X et X—1 taché d'erreurs d'arrondi.

Dans un paragraphe postérieur, on fera une étude pratique sur le

choix de R.

3. ALGORITHME POUR CALCULER L'EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE QUI UTILISE LE
PROGRAMME DE STEWART ET BAVELY.

On a présenté dans le paragraphe précédent un algorithme di
4 Bavely et Stewart pour calculer une décomposition & la forme bloc
diagonale d'une matrice.

Maintenant, on va décrire l'usage qu'on va faire de cet algorithme.
C'est-a-dire, on va décrire un algorithme pour le calcul de 1'exponentielle
d'une matrice qui utilise l'algorithme de Stewart et Bavely et la méthode de

Pade.



- 76 -

Etant donnée une matrice A de taille NxN, on obtient A', forme
bloc triangulaire de A. Les valeurs propres de A sont ordonnées par module

décroissant de la partie réelle.

11) A > A =

En fonction des valeurs propres de A, on peut chois;r R tel que
la réduction en bloc diagonale regroupe dans un bloc les valeurs propres
désirées.

On donnera des exemples pratiques du choix de R dans le paragraphe

suivant.
Donc, une fols appliquée la méthode de bloc diagonalization, on

trouve

B 0 7]

kt

12) A" =

-0 Jk -l

r

ou Jk est un bloc de taille kixki qui peut &tre trés différent du bloc
i

de Jordan.
On obtient aussi dans cette étape une approximation de X et x_1

telle que :

A=xarx !
Dans l*'étape qui suit on peut procéder de la fagon suivante :
Jk A
o - "1 i
i) si ki = 1 alors e = @ machine.

ii) si ki > 1 alors on utilise la méthode par transformation du

spectre, c'est-a-dire, on calcule :

J J { F
K ki oMy k

13) e 1=g (—~i)2" avec  P( —E) <1
pp M o
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m N ;
Il faut donc noter que 2 est souvent trés petit, car on a

rassemblé en J les valeurs propres de A voisinnes.

ki
Une derniére étape consiste & retrouver :
Jk-
A . -
14) e =Xdiag (g (—)™ ,i=1,...,0x"
PP oMi

Cet algorithme a l'avantage d'utiliser plus profondément la
structure de A. Mais 1l'algorithme utilisé pour connaitre la structure de A
ou, autrement dit, l'algorithme de Bavely et Stewart introduit un grand
nombre d’opérations, donc d'erreurs de calcul.

Ces erreurs sont diies en grandepartie & l'erreur commise quand
iy 2%

2

1

on a calculé X et X_l et le produit X diag (gp , i=1,...,00X .

On peut aussi utiliser 1'algorithme de Ward pour calculer
1'exponentielle de bloc diagonale, mais 1'algorithme de Stewart et Bavely

ne garantit pas que la norme de J soit petite.

k,
En fait, cela arrive tré; souvent une fols qu'on appligue au bloc
“"l'équilibrage" et on centre les valeurs propres autour de 0.
Le nombre de multiplications faites pendant 1l'exécution de notre
algorithme est l'addition dg multiplications pour calculer A" et X plus

k. R
celles pour calculer g (_iy2m
Pp mi
2
x

Cela donne une estimation de 17 n3 + I

(p+m.+l-)k? multiplications
i=1 i3 i

4. COMMENTAIRE SUR LE CHOIX DE R

Une étude pratique du probléme du choix de la borne donnée i la
transformation faite pour obtenir la bloc diagonalization nous enméne a
tirer certaines conclusions.

Si l'on veut séparer deux blocs on doit considérer la différence :

15) Max Re(Ki) - Min Re(Ai) olu la Ai sont les valeurs propres
des deux blocs que 1'on veut séparer.

Si cette différence est petite, c'est-a-dire, s'il faut faire un
nombre restreint de multiplications dans la dernidre étape de la méthode par

la transformation du spectre, on ne gagne rien en séparant les deux blocs.
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Dans le cas on la différence 15) soit trés grande, c'est-a-dire,

qu'il faut faire un nombre important de multiplications & la derniére

étape de l'algorithme par transformation du spectre, plus de deux, on peut

avoir intérét & détruire le bloc.

Oon va donner ensuite quelques exemples pour éclairer nos

commentaires.

On présente un premier exemple ol le choix d'un R plus important

permet d'augmenter la précision du résultat.

Soit A la matrice triangulaire supérieure de taille 5x5

-42,0000000000000000 1.00000000000000000 .. 33.0000000000000000
15999.0000000000000  0.000000000000000000 " - s

0.000000000000000000 _  -12.0000000000000000 -sz.ouoooooooooouon
63.0000000000000000 0.000000000000000000 .. .. _ . . ... ._ni

0.000000000000000000 = 0.000000000000000000 - - .:20.0000000000000000 '

- 1.00000000000000000 . -* 9,000000000000000000

0.000000000000000000 . 0. ooooouoouooouuoooo‘ ';‘

. 20.0000000000000000 ___ 0.000000000000000000_ :=:

"0.000300000000000000 - "0.000000006000000000 7 ~ 0.000000000000000000 5

*0.000000000000000000 "

" =40,0000000000000000.°

IL'exponentielle de A est égale a :
P 0.61442123533¢820972d-05 0.6044212353328209722d~05: lISIASIOS.tDOIODZBO

“ 0.000000000000000000  0.614421235332820972d~05 ~485165195.409784136
% 0.000000000000000000 - 0.000000000000000000  485165195.409790280 -
0.000000000000000000 ~~ 0,000000000000000000 '0.000000000000000000 -
~ 0.000000000000000600 . 0.000000006006000000 . = 0.0000006000000000000_ .
243067742900.301344° 2.2° 0,000000000000000000
4851565195.409777992 0.000000000000000000
~ " 485165195.409790280 ° . D,000000000000000000 -
485165195.400790280  0.000000000000000000
0.00L000D0D000000000 . 0.626355425529158890d-47

Les valeurs propres de A sont {-20,-20,~-12,-12,-40}
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Si 1l'on pose pour R une borne de 10 on obtient une décomposition

en un bloc 4x4 qui regroupe les deux valeurs propres de multiplicité
deux -20 et -12.

“block structure . - ooz
4 pC 2 U B

aleur propre
0. 0 .0 CEa e

Eprta reel prt.ineg .
20.0000000000000000

£520.0000000000000000 <

-12.0000000000000000

)« 000000000060000000
0.00000000000000,L000
-0.000000000000000000 “°

~6.000000000000000000

La norme de X est égale & : 1,735 et celle de x_l = 1,972

A - - . . .
La matrice e calculée par la méthode de Bloc diagonalization

suivie de l'algorithme par transformation du spectre est la suivante

aat exp . : el ‘ R
" D.586352825848734938d-~05 0.766218857511878016d:d£mm13556§195.&098608&S )
-=0,862519659861060717d~09 0.628986504125350621§?DS?H‘85!65195.60970§98}§£_
";0;261877630691742525d~09'0.13697‘1296508000233:03m"185165]95;‘09790409'*
‘D.5608526976175198800409 0.1&02828502250586059&9§§Q}1tQ&gé??a&}&!g}g?gQgOQ
0.,000000000000000000 © . 0.000000000000000000 0.000000000000000000 »

b

T 243067762900.301861
e o ABS1565195.4097776D9 ;

0.000000000000000000
0.000000000000000000.

 4B5165195.409790646 _0.000000000000000000
<-485165195.409790270" {. 000050000000000004

-0.424835425529158890d

_0.000000000000006000 <17

e mate diff comesr o T T oo bedaen o = L R R
“o;28068&n91840860311&2D6“0;70277673397&5939f6d-6?"ﬁ?73§6§9§36119‘273953105
Z0.8625196598610560717d-09 0,1456526879252964894-040, 15302294054 150581 4d~06 .
T 0.26187276306917425254-09 o:l3497%12@6503000233303“621287553459&0589905df06
- 0.560852697617519880d~09 0.1602828502250486054-06 0.140844926834183279d~06
~ 0.000000000000000000° "~ 0.000000000000000000 10.000000000000000000

0.4738569259663554653-05 0.000000006000000G00

-.f9?§§§§3§§§Z§ﬂlﬁsﬂgéiéiéiiggQQQQQQDQQQDQDQUDDQ"N
0.3640307113528251654-06 0.000000000000000000
0.1018634606598567963d-07°.0,000000000000000000°  °
0.000000000000000000 0.000000000000000000

On observe ici des erreurs trés importantes dies a4 la fomme

triangulaire de A qui est complétement détruite par la bloc diagonalization
et par le calcul approché de X et X-1



- 80 -

Si maintenant, on pose R égal a 1.000 on obtient une décomposition

en deux blocs 2x2 correspondant respectivement aux valeurs propres.

block structure
LT 5 P 3 -I

“pre. reel pre. imag oo
'20.0000000000000000 - - : §.000000000000000000: %

__"20.0000000000000000’ ~0.000000000000000000
Z»12.0000000000000000 -::0.000000000000000000 =
="212.0000000000000000 " D.0000000006000000060
. »40.0000000000000000 = 0.000000000000000000 °

La norme de la matrice de transformation X est 1,732 et celle de

x ! est 1196,59.

La matrice eA calculée par la méthode de Bloc diagonalization

suivie de 1'algorithme par transformation du spectre est la suivante :

=at exp e o o wiE
C 0.6144287822743445624d~05 0.615226976861896808d-05 T 485165195.409790302

0.553990567223981342d-30 0.6135658544691070204-05 -485165195.409784341F :
0.548776683879028426d-10 0.855175121265196223d-08 485165195.409790286
0.260694167247616269d~12-0,102871224378221450d-11 0.318900795572582804d-10

tid

-

0.000000060000000000 o.ououoooonooooooooo o ooooooooooonoooooo
243067762900.30134; _,o.ooooonoooooooooouo
485165195.40977752¢4 - : 0.000000000000000000
485185195.409790740 0.000000000000000000
485165195,409790226. _. - 0,.000000000000000000 :
0.000000000000000000 0.626835425529158890d-17

sat. dift 2 cmEIEs N e EET
0.756696152359056330d~10 0.8037395090?583631 08 0.213622115552625335d-07

T 0.$839905672239813424-10 0.855380863713951423d-08 0.5355104804039001446d~08
 0.548776683879028426d-10 0.855175121265196223d-08 0. $41331246455246887d-08—~
T 0.260696867247616269d-12 0.102871224378221450d=11.. 0-318900795572582804d=10
~ 0.000000000000000000 O, 000000000000000000 0.000000000000000000 L

0.!6093256089!5566384-05 0.000000000000000000
0.4674075171351632804-06 0.000000000000000000 -
™ 0.459607690572738642d-06 0.000000000000000000
0.4332743928856135914~-08 0.000008000000000000
0. 000000000000000000 '0.000000000000000000 _

On remarque que la précision a augmenté, et particuliérement
dans les coefficients de eA dont le calcul, dans le cas précédent, était
trés mauvais.

On constate alors que lorsque la différence A - A est

max min
importante, dans notre cas 32, on a intérét a séparer les deux blocs.

On remarque aussi que R est seulement une borne pour les trans-

formations parcielles, mais le conditionnement de X peut étre plus grand

que R.
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Soit maintenant A la matrice donnée par

= ga;. . sz
06030000@00009933

S F = 71,00000000000000000 © = 3. 3. ou:ooaoaooooooooo
v 9?2?£090000990000003: 0.000000000000000000 - i
~= 0.000080000000000930 .~ =.. 1,00000000000000900

;000900000000000000

£ 07 90%00000%080030990
~1.0000000000000000

3.303003300000003900

0 003000000000000000
;ﬁ;OQﬂOQQﬁQOGOOOOOOODT

0. ononboonoooeuooaaa

: .60000%95050060950
“0.,9000000000006€0000 ~= =

<$.00000000000000000 - »T#i';'ff

La matrice exponentielle de A est la suivante

- ﬂ.t (X R R . . o .. e e §
2. 71325?8?8&5904524 2.7182818284590452¢4 - ;?0 0555369231876678 =
0.000000000000000030 2.71828182845204524 1_ *17.,3672550947286225 -
OfBOUOOODOUUUBUUOJJD 0.000009000000000000 20, 0855369231876678'*"’

~-0.000000000000000220 3.000009030000005000 ;»;13 3002000060000000000 - =

© 0:000000000000000000 0.000002000000000000 ° “’3.00000000000000@009;;f

86850.9244469093823 “ "~ -~0,000000000000000300

14,6489232662695773 - 0.000000000000000000 .
~> 20.0855369231876678 ~ 0.000000000000000000 =

20.0855369231876678  0.000000000000000000

0.000006000000CC000C " 0.673794699908546706d-02
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Si on choisit R = 10, on découmpose A dans un bloc 1x1 de valeur
propre -5 et un bloc 4x4 de valeurs propres {3,1} , c'est-a-dire

block structure . i e
AL Bt B i e

i

- ¢3ract, de valeur propre
=8 0 o0 0 J

prt. reel oprt. iwag

0.3030023320000003230

- - 3,023320005000039330

- - 3,0003000000006009)0 2.9030333)0000000290

..~ 1.00020000000000230 0.003000000000000000 y

T .999999999999999939 8.000002039990903379 -~
3.903003320000000000 -

~ =5.000000000C5000330

La norme de X est 1,7323 et celle de Xh1 est 1,971,

La matrice exponentielle de A calculée par la méthode par

transformation du spectre est la suivante :

mat exo . . ———— T T ia - H L
. 2.71828182845904521 2.71828182845905342 - 20,0855369231876758 -
~0.515923819435529954d-17 2.71828182845904584 '1?;36725509‘72862’7; T et
0.4838356210857163200-17~-2,630893856037526013d-15 20.0855369231876669

0.224575893451391433d-21 0,109097843506353884d-17 1.102999206386122921d~17

0.0000200000000000230 -3.0020020000000032000 3.000000003300000000 . ..
B86850.9244469093811 - - .- 0,000000000000000000
w  14.6489732662695778 - 0,000330000020009500
20.0855369231876705 . -= 0,000900000000003000
20.0855369231876675 =0.000000000000000000
0.000000000000000000 -:- 0.673794599908544706d~02
mat, diff 5 o

~ 0.260238521396521054d-15 1.818138959357561646d~14 3.803523914072457066d-14
0.515923819435529956d-17 3.602814407901940465d-15 1.860422844084496319d=15
0.483835621085716320d-17 1.630873856037525313d=15 1.888178419703125232d~15 -e
0.224575893451391433d-21 9,109097943606353884d-17 1.102999206385122921d-17
0.200000000000200000 0.003001200000000000 J.000000003300000000

0.116529008664656430d-11 0.000200000000000900
- 0.508273978461204479d-15 0.000000000000000000
0.269229083471600461d-14 0.030000000000000200
0.263677968348474678d-15 0.000200300000000000
0.000000000000p00000 0.000000000000000300



-~ 83 -

4
On va maintenant poser R = 10 , cela permettant une décomposition

de A en un bloc 1x1 et deux autres blocs 2x2

block structure. .

25 -1 20 S

caract. de valeur orooro’
B

09

prt. reel prt. imag

3.00000000000000090 -7  0.002000990000000900 -
3.00000000300302220 0.002009323950303290 -
1.00830800090000030 "~ 3.333003333230002300 - -
.999999999999999399 . 3,302002330000003920
-5.00639000000000990 0.0000030209000065320

La norme de X est 1,7320 et celle de x_1 est 11968,897,

La matrice exponentielle de A calculée rar la méthode par

transformation du spectre est la suivante :

matexyl s Eis e
 2.71828182845904524 - 2. 71825182845906332——-;; 22.0855369231876726.
-0.359321387640603394d-17" 2,7182818284 5904723 -17.347255094728625%
0.364539199380023331d~17 3,410688458620421874d~14 20,0855369231876704 -
B.49212972805024 7558d-21-3. 73013374 18301651494-19 7. 537277319343357706d-15"
0.000030000000000939 . -~ 0,000009000000000000-  -3,000000000000000000~ =

__86850 9246669093821 0. 000000000000000000 .
0.000000000000000000 =

:~1¢ CEUB97326626957P0 T

-~ +2040855369231876691 -~ - 0.000000200000000000-
-29. 08553692318?6677'*’ 0.030202230000009900 - .
.Q.ﬂODODOOODOQOOCGODG - 0. 673794699908546706d-02 =

“omat, difF =T e - s R e S

-0, 260208521396521354d -17 0.312987683153115‘20d 14 3 6?9671568?59989681d-1@
0.359321387640603374d-17 0,400157337820949977d~14 <), 2522287934070277523-14

+ 0,364539199380020031d-17 0,413688468520421874d-14 3, ,262290189567693233d-14
T0.692129728060247558d-21 I, 7331337618301661‘9d-19 -3, 5372773193£33‘7706d-18'
_ag,OOODOODOOOOODQODOO'--g 0. 000003000000000000 3 0000003000 )000( =

0;14210854??52020037d-12 0. ooooeooouooaooooootﬁ_
0.256739074444567450d-15 0.00000000000000000 0~
:0:134267597040604869d-14.0.000070000000000000
B.312250225675825277d=16 0. oonanuwouuoooooaDO' '
:0.0000000000000£000C..
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On remarque qu'on n'a pas améliorer la précision, méme si on a

calculé avec plus de précision 1’exponentielle du bloc.

Cela est dd & ce que pour R = 10, le bloc 4x4 a une différence

Amax - Amin trés petite, donc dans la derniére étape de 1'algorithme par

transformation du spectre, il Y a peu de produits matricielles.

5. EXEMPLE DE L'APPLICATION DE LA METHODE DE BLOC DIAGONALIZATION SUIVIE DE
LA METHODE PAR_TRANSFORMATION DU SPECTRE.

Soit A la matrice 8x8 suivante :

-185.050061000000600 —212.005684722222222 . ~301.286226644 44 4444
1134.09130200665267  951.3551251250:6420 . B9G.353630020202020
-395.583263333553333 1256.11230967195762 =~ -~ - - - : o

L =174.2672580529104653 -225.120156034391534. 0 <. . =360.115191259861270 .
1167.605339961431644 . 281:7211121675615943 B90.25521547148 7360 _
-392.962891481481482 1255.35233664527169 o P

“a124.525050753000000 . -213.312171655844154
-1048.775683648264410 . . F82.922075590622950_

313.13238356060 6061 -
891 461090031532809:H

-392.676063681818182  1256.50248502740414 -
L A127.78B190646464666  2217.543555558023088 07.261692491532492 .
1106.25525323354593 . " 154, 515551‘4oa409“‘“::f’301 Snxn47726§55331““
L Th10.570623396464646 1 1279,61146405109488 - . Leemzoc.
. 256.40003000050300u0 - -72.2500400060060908 =108.333393333333333 55
138.083443333355535 . 345.065519245259596 . 315.375356949424949
-150.500000600000000 443.702142341269840 1 - S
1 -55,1000260400600003 . -.~42.900G325000000000 . —81. 750043335333 3333
21.0.750111433338335 . 195.330014381313131 ____ 177.142808949494549
. =78.0020000000000000 . 252.614104321628571 - . © . T
o46.6666666655665667 _ -5S.5355533333835333 . =74, 2300000900000000
269.73321356506060007 243.324733720535721 . ..219.2097927604 2761
~93.3332866666666667 . - 309.756429(29629630, - - R
-8t zsbboﬂidddoouoou | -47.3571428521424571 . -62.0000000000 080000
226.107115357142157 267 .5152165305910631 155.595289096 320346

-74. 9999625000000000 259.65216921268707S

(od on 1lit dans les lignes astérisquées les colonnes 4 et 5).
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La matrice exponentielle de A est la suivante :

Tumati e :
. -2? 216771491}k32504,,

=32.3331126314821532
164 .335144365433957
33.5786218964224049
147.325145003921265
34.1427407204090842
- 149,748368045663767-
=34.6234676333252941 ..
151.825504535084802
161767409721.59.0025. #1852455635958534.19.
= 03255536440650740 I 957352215512509942
25210661307616437439=0120.9865036424940704214=01
72873123857293663 .505349323051030296 -

~130.49082939615 8625
=41.315616346110602360

-18‘2845016369911157
5705835394 313378
-29.190890825242367

Z161.9491360409454842
2263463512291 743561
. 869552311870696642

- -s2. 7643?5?3515210463

' 314 140593‘41725317

.1?? 787089516275288

-53. 853099680?738062;

'":-54 7358870961425438 130 764324383763963

..{,f-ss 5014990023949937m 333 2839933120?833&v

.46972823423713595 .233270579oao9ooss‘f

.245?0&76658?433255 ~.650246265023836061:,A

-34-6421304631364529 _}11.600953943944901“

"_ﬁzr 8414200150205639 i

. 95 6581964255929005.T

AR

Si 1'on pose R = 103 , on obtient une décomposition en trois

blocs ; deux de taille 3x3 et un 2x2.

La norme de X est 2,4266 et celle de X“~1 est 561,5.

Les valeurs propres calculées sont les suivantes :

0.5132772762659674930-05.
0.5137277276245967493d05 .
-6,00000553127230025____ . 0.2690005352520625804=04
w&,00006553127230025 7 - =03269000535262049580a-04
L-~=5499995893245539733_ _ _0.00000000620069000 .
F Z2.0000C0000Q6C00003 - D.637666527626958511d-16.

- .2.00G00000012€0903 ﬁ,_rp.639a0052?é*6955611qt16___

SR1250
_J],??????LSSJC“S?ZZ
FWFFPRITNIZ7ORST22

1334742327394 9747
42.003642599134.6803 _
135.727585622552758
. ~42,59314391527231384 .
=.137.660532156920403 -

40.4622199399324392

-2142208529461451 2224
«438965191025031482-..

=17.2908573520932213, 20.2543934320289317 . _=25.9561194137732632._

PR A54254473053597 3. 15, B2477752016848195. 80.1613680469966278
5.8736447522453824 -18, 5243)34222175711“ . =22.2430404650713998
4ABTE5E3620631023 570 25, 6851322245329312 - . 75.955180724449 9647
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La matrice exponentielle de 2 calculée par la méthode de bloc

diagonalization suivie de la méthode par transformation du spectre est

donnée par :

N3t eanp
~27.7167714221432511
153,270933090442081
-25.5063U07636963643
o 157.U22363042307335
L =28.7845016346931327
159.205a335394515543
S =29 1206908252422520.
161.942146042654309

_.441?5?$u97215904k4 A

. 1.03255636449651251.

_ =0. 75?1ubb130?61>2761d ~01-0.9585036424940761106d-01 -

«302873123557227355%6

. £17.2908573520932340 ..
94. a>42544739555923,“w?
T -18.5243934222173342

~15.8734447529453942 .

-32.8831126214821302
1664,335146545439097
-533.57862189646224330_
147.325142003921410

~34.14274079044691128°
164,
351.325506535084952
~.185245568595854089 -
«¥3735221551257¢418

-2203349323951942632.

.=20.754393432025948Y 55
.. -80.161368C469967033

S -22,82422752914825642

745:63J45003915.“_
.34.6234076388240231.5 .

=22.2430404650714222°F

~40.4672199599824811

130.6908793961548750
~41.3156153461162794
~133447142327394 9897,
~42.003642529184 7244
135.7275456225524890

=42.5931439152728631 ..«
.-137.660532156920537,
~.26846351269124 434057

a869552311870700343
=0 142263529614513169

.a459965191025054290 . _

=25.9561194137732890 =

54 .6470353620651580 75.0851372465330077 75.9351807244510337
~52.7643757351521698 174.140698441725499
~53.8530996807738736 127.787089516275477. .
~54.7358870961626123 180.744324383764188 -

~  =55.5014990023950681 183.283993312078529 ...
| -.469728234737138584 1.23327057906090653 - -

| ~.245708766587435000 | .650246265023840379

| -34.6471004631364918 111.600953948945011_
-27.8414200150203987 95 6531964255930000 "
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La matrice de différences est la suivante :

mat, diff . S L= o T Loz
,.Q,ZUU{;KMASIagé.Z.SZUJ:],i 0a2700017537440073234=13. Ja413276526527527727d=13 .
'0;156735735501456475ar12.Q.1398048343259225323£12”0;124872334694?14482d:§2_
--Ua216244517905 6594954-13 _O.Z&Té_&?.ﬂliiiﬁw%-’aOO.d_;Jj.. Ue43419723262843620 7d=13_
S 71627&3185258&16691dr12j3;35510614931SSU?GbﬁdSJZHO.129923849456758944d911
,,2,_,29,20.5]98043995’39 3az13d 0.235951417730M 7831d=13. 0.44061926239310 9002013,
; ;[3511791933?376406dﬁ12?0;1513543509433?3902dé12'O.1318112285986212106912A
cenla 2_2,;}_2_.&5(1_@ggzzs,élg_i,g 13, O:ZQ_QQI,S_.?,QMSI,SZZJ 40d=13.0.6446364767411625508d=13.
: .1ﬁ3§2]1&326470436#ﬂ51250;1&950326353393&441d1t27ﬂ-133?5411889}71S?S4d2323~

0

= 0:413935719643394213d=-15 0.6695761566722354014-15 0.127914172309839813d-14.
2-Da5103543796317199724714 0,447 688761062714649Td-14 0.370027359447577803d=14
B 4UT31E3776502340120-15. 1. 569517848679479410a15 0.944775723103868564d=15
-0432230%134009797368d=14. 3.333663213532413990d~14 0.280813783634608070d=14"
= 021260695082158294540-13_0,164208924235964560d-13_0,25299207173645754 7d=13
= 03944661016027930071d-13 0:842936331446650103d=13 0.755090434623134592d~13

0411799 589C8359424194=15_0.151371970513736137d=13_0.229469221402212042d=13
S0 B569533921325427050-13 0.76480488403836547124-13.D, 690003609804 534790d-13

0.6520478601531622514-13 0,182409642945913223d-12
0.673905375247470020d-13 0.189182003396126674d-12

0.586036161047174573d

=13, 0.192068583260152081d-12_ .

0.69382000145168 0.194816385246099344d=12

- 0.262691344371512869d=14. 0.597980866212655116g=14

0.174580944319047138d=14 0.431859409344426126d-14

0.389430114826312729¢-

3 0.109995346164737384d-12

0.347381445872388895d=13 0.994898607942218405d-13
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Maintenant, on prend un deuxiéme exemple qu'on va traiter par

la méthode de bloc diagonalization suivie de la méthode de Ward.
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Un R = 103 nous a permis de décomposer A en cing blocs, deux 3x3 ;

un 2x2 et deux 1x1.

BLNCK STRUCTIME
3 -2 -1 1 -2 -1 2 -1 1 1

TARACT, OF VALFUR PROPRE
9 1 2 0 1 2 1 2 0 0

PRY, REFL PRT, IMAN

=30, 000 06D

-30.000 ) 0620%66N=-0N4

=30,000 «04200660=04

=20,009 0.1

-23,.000 0. 78304N-0N%

=20, 000 ~(14 72396D~-05
19,000 N,PRLOLN-NT
10,600 -, BB191N-07
1.0000 D.0

0.10000 0.0
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La matrice exponentielle de A calculée est la suivante
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La matrice exponentielle exacte est

T T o T T 9L96.2190Z €5 10-GI51S0815958.€6 - L9 1Y99 1 %6105~ Clublas9iben®9e~
2301 16991 % 05 €£966981059.9°G¢€ 19224410622 °565€E S1699%620Tes ° €S GelevTevev e ive c61e31968.91% .
o €£L96929 28 E°H2S8E 1995266069 *90S5¢€ 9 8tuvlic9°51Es~ #9E59CuITZ Sk Lum
05 1987500 *50S¢€ LEEBY9EBIOTLLSE CY$B89996968°2E9¢E GES6LYELIUETI9E ~ - L BETu YL EEL L9 ¢ 1CuolE96 9% "ob Yt

. o VibS6E0LB9°28eS~ 969260LET1CL9°92 089 1126C6%°0E0L CO~LLYPTPSHENLTeu’C

T L5¢96.602Y9°HEES~ 1€2051C2€6%%°92 - Z5110€€822°19€5— £5L60%L59.8E°€5 - UPELs6E002 uEls— CILESBECIDO" (b~
L Calv0Y9 62,2125 25906900511°2125~ LBCHLIBEBL *LYuL sLeul62éTu®uE oL

T 099¢SEvLaYLIES~ oloCYerY9 6 9IES~ 9ZT79L099°0 66~ 158 29¢920%°CLES~ 6293901 uiE %295~ YHROETSILE *H b 5=
T TEmToe s T : ) £598980619°1L¥¢ EYE8E212550UE HE~ Y095 1609 *1Tcu~- ¥91s2689€cc1y2

9CSSY9IvY2° 08t 10-LLESTZI2EY 9L056° - H2695566LL%H2SE GI0Y9%t oY LE3Ll 08E i2%albYy® hse LZUSPYHEILLE HE

T e SR T LTI ETEATEETIIT R T T g1, 6669 INLOYGRE 099228 i leveE 0269251(9b*1125- 52UBY298%6° Td iy~
U6EL0OSYYE H25€  TLIES60EBLE°TH6E ~  T16€290.SL9°6SSE 200 90L096 €L o SE Y€ 1916 19E souE 8L09Tvo92 19

TR SRE L FETSEY ST 918908665 1%LEYE £50S6 TE0€E06° 16~ L82.u9%606%L5 15~ 121uvCUIY UPE® 2y -

2°2.9€¢ G0S60BEEBILL LI~ LOEHL06EES°6uYE LB199299869L9€*~ YHLHEEE6L6°Y0sE LUSL8e2975bT %1

AT T EBT1064ESY 02 YE 669 EYLDTIH  HEHE SHO BUELST U9 15~ 19E96 89K 65525~
OY1T8TISHESH2SE 9699010509 °426¢€ 965 LBIBHBS *65SE 997 (e 86520 °CYSK 9LeUbY6L8T %5640
T T VTR OTAITIEIET T i e o 2122201290 E0%E BLLYSZ09STER G~ - Z1S499ESYS 00Ts~ . 09L1.8816822°8L
) Z2TLES2I LEYE  €01929S612ST°SE- ~ 1.00£09LE9°SHE $900€00L €550 51~ B2Z5509028° Tave S64008GLY4498, % -
T ea e T B $SSE058505 *98¢¢ 1620L20129°.€5¢ «1264290.1%0 1y~ 9¢9 1,00l 2LE 2o~
18946 112L0°55%€E 262¢296586°90S€E 2621019 ¢88°68%E 929 1%620L6° 1Y 5¢ L0899 L9140 52SE 8166EYESOE * Ly uE

GX3 iVw



-~ 92 -

On observe une perte générale de deux & trois chiffres signifi-

catifs exacts, ce qui n'est pas important étant donné la taille de A et eA.

En conclusion, on peut dire que cette méthode de bloc diagona-
lization suivie d'une méthode par transformation du spectre ou de celle
de Ward est trés performante. on a ainsi que la méthode de bloc diagonalization
suivie par la méthode par transformation du spectre appliqué au bloc, semble

étre le moyen le plus intéressant de calculer l'exponentielle d'une matrice.
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CHAPITRE 5

DEVELOPPEMENT EN SERIE DE POLYNOMES DE
TCHEBICHEFF

1. Introduction

Si x est un nombre réel tel que [x[s 1, on peut s'en servir du dévelop-

pement en série de polyndmes de Tchebicheff de la fonction exponentielle :

1) e¥=c_ + e, &) 5 x| £ 1

i 8

i=1

ol Ti(x) est le polyndme de Tchébichef £ de degré i défini par :

2) Ti(x) = cos i 0; Xx= Cos O

- Les coefficients sont donnés par :

172

3) c, = fl (l—xz)_ T, (x) e dx
i 1 i

.

Soit o un nombre réel non négatif tel que A = ax et lx’# 1.8 ona

que llt > 1, alors on peut écrire ;

4) et = % = col@) + £ e ) T ()

i=1
Dans Yudell Luke [7] on trouve un calcul de ci(a). Il résulte :

ol Ii{a) sont des fonctions de Bessel.
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On calcule une somme partielle du développement en série de polynSmes de

Tchébicheff de e* définie par :
n
6) Pn(l) = Io(a) + i21211((1) Ti(x); si A = ox

7’
Etudions maintenant une borne théorique d'erreur :

Lemme:

L o
Soit pn(k) définie en 6). Si n est tel quelz(n+1)!< 1, alors :

-1
X o
O N I )
Démonstration :
Me 1t o]
lp ) =& g I I, (o T, (x
n i=n+1 + *
Mais ITi(x)i< 1 et :
a,i :
= o 1.
8) I () = ____:2_.___e 1F1 (-2—+1. 1+21, 2a)
1 P(l+1) 1 1 1 k
o (i) {(=Hi+1) ... (G+itk-1) (zoc)
ol F (3+i 142i, 2a) = X 2 2 2 :
112" ! R (i+1) 1 (1+40i+1) ... (2i+k) k!

k=0

donc I, (@) > o,

< P Y R '
En plus les Ii' i=1, ..., réalisant une relation a trois termes :

2i

9) Ii—l(a) == Ii(cx) + Ii+1(a)
D'olt il vient :
o ~1
10) lp () - e)‘i € I 21 (a) £21_ . (@) |1 ~ S
n =nt1 i n+l 2(n+1)

Donc, pour n suffisamment grand, l'erxreur dépend de In+1(a).

Application au calcul de 1'exponentielle d'une matrice

Si la matrice A a des valeurs propres réelles, on peut s'en servir du

développement en série de polyndmes de Tchébicheff de la fonction exponentielle.
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En effet si on écrit :

Qlp

1 P&
ot on choisi a tel que p(ﬁ? § 1, il est possible de développer 1'exponentielle
de la matrice A en série de polynSmes de Tchebicheff de la fagon suivante :

o

A
= Io(a) + 2 iiili(a) Ti(a?

-
12) &P = &5

Cette expression est valable car, si on écrit A = ﬁani, od J est la for-

me de Jordan de A, on trouve que :
J

o o . k
AL 1
13) Io(a) + 2 151 Ii(a) Ti(a) =X diag{xo(a) + 2 15 Ii(a) Ti( a 1} x

-1
1

et, suivant le méme raisonnement fait dans le chapitre 1, on prouve gue :

J

- i
14) e = Io(u) + 2 120 Ii(a) Ti( a )

si p%) < 1.

En particulier, si J est diagonale, on a :

A
I 7 () xt . .

A . ..
15) e’ =X dlag{IO(a) + 2 N i

ot B

i

otu les Ai sont les valeurs propres de A.

Dans la pratique, on calcule pn(A) définie par :

- - A
16) p,(A) = I (a) +2 iil 1, (@) Ti(a)
oe - ~Q A
= 2e (5- Ipla) + L e I, (a) T, &)

i=1

5i A posséde seulement des valeurs propres simples ou semi simples, l'er-~
reur théorique commise lorsqu‘on approche eA par pn(A) est directement en relatio

avec l'erreur commise sur las valeurs propres.

ey ® - Pl e [ I e g

n () -
eu(A)l Pn ¢
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3. Calcul de pn(A)° Méthode de Clenshaw

On a donc vu que, pour approcher eA, on calcule pn(A). Pour effectuer
cette tache on va utiliser 1l'algorithme de Clenshaw matriciel.
On va introduire l'algorithme de Clenshaw "scalaire" pour aprés le con-

sidérer dans le cas matriciel.

Lemme : Fox [8]

Fox n
Sip(x) = I a_ ¢r(x) ol ¢r(x), r=1, ...
r=0

réalisent la relation & trois termes suivants :

By () + 0 () @ (x) + B,(x) 8 (x) =0

-

Alors

p(x) = b, (x) ¢o(x) + b, (x) {¢1(X) + o (x) ¢0(x)}

avec : br(x) =a - ar(x) br+1(x) ~ 3r+1(x) b_ . (x)

r+2

r=n, n_l' ..-,0
b .(x) = b o) =0

Ce procédé, appliqué au cas ¢r(x) = Tr(X)' polynéme de Chébicheff de de-

gré r, nous donne :

. 0. 1 _ .
pn(x) = Tf'+ 2(b0 b2) oli
18) D41 =Ppp =0
et
b (x) =a_+ 2xbr+1(x) - b 2(x)

Donc, dans le cas matriciel, pour calculer

-~ n .

-0
190 p@ =Z-1@+ I e 1o
i=}
c (o) 1

o . =
+ El ci(d) Ti(D)’ ( D)

I
fote
]
)
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on utilise l'algorithme suivant :

Si on applique ce schéma pour obtenir pn(A) dans un ordinateur on va avoir
un résultat qu'on notera pn(A).

Dans le paragraphe suivant on fera une étude de la différence
e, -2 @I

Erreur d'arrondi dans la méthode de Clenshaw matricielle

On va suivre une étude dde & Fox [91 dans le cas scalaire.

Soit ﬁ; le B calculé par notre ordinateur.

Soit :
= -3 N = —
22) Mr ZDBr+1 42 + arI 2DBr+1 Br+2 + arI
r<n ‘

Autrement dit, Mr est l'erreur d'arrondi commise dans le pas r de la mé-

thode de Clenshaw matricielle.

Alors :
B =al=B +IM;M =(a -a)I
n n n n’ 'n n n
si on note En(n) = I on peut écrire :

B =B + E (n)M
n n n n

Il en résulte : B

2DB +a ,I=2DB +a .I+M
n—-1 n n n

n-1 n~1
I+ E:n_l(nd)mn__1

-1
2D(Bn + En(n)Mn) + an~1
2DB_ + 2DE (n)M_ + a

n n n n

I

1]

I+ E (n-1)M
n-1

-1 n-1

ol En_z(n—l) = I,
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81 on note En(n~1) = 25En(n) on trouve :

B = B + En(nwl)Mn + En~1in“1)mn*

n-1 n-1 1

11 vient alors : B = 2DB -B +a .I=
n-2 n-1 n n-2
= QDBn~ - B + a _21 + I Mn-2

bonc, si on note :

En{n~2) = EDEn(nui) - En{n)

23} et
En~1(n—2) = 2DEnw1(n-1), En_z(n—Z)I

™

B =B % E (n-2)M +E  (n-2)M , +E , n-2)M__,

Donc, dans le cas général, on trouve que :

B, =B_ + el
By = By + E (S)M_ +E (S _ E(S)Hg

S 1

ol les Er(s) sont obtenues & partir de la récurrence suivante :

]

0; E(S) =1

ES(S+1} S

-

2 Es(r~1) - Es(r)

4

Es(r-2)

r=S, S""lg “o e § 0-

On peut réécrire cette relation récurrente et trouver Eg{r) donnée par :

Es(r+2) 2D Es(r+1} - Es(r); r > 8.

24) ES(S~1) 0

it

bed

ES(S) =
pont ‘la solution est donnée par :

25) Es(r} aTr(D) + Bur(n), o et B euAﬁz;«z)

It

It

ot Ur(x) sin(x+1)6/sinB; X = cosb.
Les conditions initiales sont alors :
T (D) + D) =
0T (D) Bu (D) =1
at

aTsmi(D) + BUS~1(D} = 0
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d'od il vient

U . (D)
o= — _§-1 _ _
ug DT, | (D) - T (D)Ug_, (D)
.. T _,; (D)

Ug (D) Ty (D)-Tg (D)U . _, (D)

Alors Er(S) est donnée par :
s-1 P —
6)

u (BT, (B) - T_(B)v

U (D)T,_, (D) - T (D)U

"
f
a
-
e

26) E_(5)
r
5-1

it

_ -1
X diag{ur_s(xi), i=t, ..., r} x

-~

Donc, si D =X J X ', o J est diagonale, on trouve que :
-1 1 -
7 ol ol o I e o001 <llxll o Y s

Ce facteur d'erreur peut &tre trés grand si le conditionnement de X est important
ou, si on prend une somme partielle de tras haut degreé.
Un deuxiéme probléme & éclaircir est celui de la norme de Mt.

5i on néglige l'erreur commise dans les additions de matrices on trouve que :

28) M = 2D

D'aprés wilkinson [11]

-t -
Im, | & 8701 2n 2 EN ] |B* +1' B précision machine.
k=1 :

ou, autrement dit :

lw |« 870 2nlB] |5, « 8701 x| x5 -
On peut aussi écrire :

‘ ~-t+0.1 oy

o lly o € 87 an 15l I,

Maintenant, on calcule ;
n n
— — { — — E(2} M
p(D) - p(D) = 5(B -B,) - (B -B,) = —1 L E (O)M I =i i)
. 2770 72 2 i=0 i i i=0
1 - 1 1
=3 i (Ei(o) Ei(2))Mi + 3 Eo(o)uo + 5 Eo(l)m1

i=2
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Mais, d'aprés 26) on peut en déduire que :
Ek(o) - Ek(2) = Uk(D) - Uk—2(D) = 2Tk(D)

Donc :
n

= - - 1
pn(D) - pn(D) = 122 Ti(D)Mi + M1 + E-MO et

el
= - -1 1
2, @) - o, ® ] e, x| [x7! Glm | + Ry

s(lx| |x7'| 2n 870415 (|| +

M~ 8
T

Si on considére la norme S ou S on trouve :
W T g B
o]

e, ® -p @I <llxl| K oo Bl oY e,
1,00 1,00 1, 1,» . 4

14

I s

[o0]

B, |
1 ',

Cette derniére formule d'erreur nous montre que la méthode de Clenshaw

additionne les erreurs commises & chaque pas de la récurrence.

Exemples numériques

On a donc vu que le calcul de la somme partielle du développement en séri
de polynbémes de Tchebicheff nous donne un algorithme théoriquement stable du poi
de vue numérique.

On doit calculer :

1) o et p tels que p(%-(A-BI)) € 1; Soit B = A - BI

-a n
= 2a%(& ¢ -a B
) p (B) = 2e 5 I o) + 121 e " I,(0) Ti(a))
@
= 2e (—§- + I c,(a) T, (D))
i i
i=1
S —
3) e =&e pn(B)
A

oli e c'est l'approximation de l'exponentielle obtenue avec cette méthode,

Le calcul de o et B est fait de la méme fagon que dans la méthode de trar

formation du spectre. A + )

max min

-

On prend o = (Amax'_ Amin)/2 et B =
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Scit A la matrice dont la forme de Jordan s'écrit

nat. &
13.2738333333333333
A5.8819958441975399

A1.8954365879345879
49.2190659249811034

~18.4578373815873814
36.4323889225302914

~9.45989890989999989
31.4313622334455648

~2.25000000000000004
4.95783739158739159

7.10000800080080000

32.83678968253948235

3.9285714285714285)
17.3188272128843532

-4, 71428571428571429
12.9258784848972842

la
1

mer les 30 premiers termes de la série. On a alors calculé ces 30 premiers termes

I (@) pour a = € , i=1, ..., 30.

=1 1

~13.71431724593174443
A1.3815999229541444

~13.9457738095238495
36.5195474084999084

-11.5947781385281385
33.1425505392124718

-19.4880952388952381
28.6418339173994992

~2.2500898090082800%9
4.40625900000000000

-8.2id00900900000000
21, 4299242424242429

~8.60000900000000004
5. 4740965347945348

~S.B7142857142857143
1H.540148141410614142

¥

10

10

La matrice A est donc :

~19.3189484124984127
37.2818775553158553

-16.9983333333333333
32.9733919488934348

-16.19463383838383838
29.9832647814549332

13,7381t

[Eravy

25.93?86075936.75!0.

~3.508000800900098804
3.94590909294989091

-11.4948880000000304¢
18.48411000 11112000

-8.25000000900000000

14.9894841269841279

~6.10000009904049099
20.4274891724891775

~10.8877976199474198
“15.9861 111111111111
~14.3244949494949495

~18.97222272727222223

0.000090400000000098

-13.0800000000004084

~8.70000d080 08030400

-6.00080090000900000

45.4752398999474 78
49.93679241 2445444
38.32761 39422797884

31.1887377842556124

2.469564285214285714

25.9967460317469317

19.62212391587 38159

14.4948537414965986

On applique ensuite une méthode d'équilibrage pour obtenir A' telle que
= 145.88.
On prend o = 6 et B =

Pour obtenir une précision de 18 chiffres il nous faut théoriquement som-

.
€



mer les trente premiers termes de la série de Tchébicheff,

natrice exp de a
-38789.1801789219378
143976.461898753829

- 34179.4269958743188
126954.122432974885

C2B683.2645747711834
T13547.931133392219

-27787,3828666299428
192708.647693006483

~5.26588249331931939
13.5476986917878194

~28948.84840826524915
121473,151162578784

~20452.9628697427987
45541.1868948589675

~9439.75624944237484
29224.78952629708579

<166657432639816548

.1528514593085050844

«113973612878314594
9.747235717394962794844-81
#.4123789547535188924-91
8.1975185676114683954d-91
9.8318134284751139484-02
9.3115588347658117284-92
#,1048428062215532654-82
8.3197861817508382114-93
9.8998751696544282274-84
#.228217918652234689d-94
B.548761345962263488d-95
9.1191338826732921414-85
9,2451486771133187744-84

Le résultat obtenu,

~46439.21745957465721
144261,702472189515

-40997.4443838328382
127291.9463570484435

-36783.2331215631339
113918.288348159899

-33226.42535170887534
183986.569492495785

-6,74524707688059038
12.8515125341855435

-35241,8484344451597
111854.59932046832480

-24228.,7¢776490208958
88455.2245417536328

~11812.8912958451258
26132.3220283496797

- 102 =~

9.4731086487080448444-97
$.8594342759288317274-98
0.14743721546008821244-08
#.2395672165548834944-89
8.3694885527872029584-149
#.5431133173454954184-11
0.7613867796872684874-12
8.10828277158448746984-12
0.1369753816485463924-13
9.1613317919660396854-14
¢.1909868846776844448d-15
8.217611965698597885d-14
9,238976Y83287961436d-17
8.2532680811432592894-18
8.2593440807586699946d-19
9.256888307648394752d-24

aprés avoir utilisé la méthode de Clenshaw pour som-

-58187.0208199893323
137746.192848860556

~91354.9517849839492
121813.692694198783

-45965.7447885153571
169293.560585991845

-41684.7081418941645
98967.4282783536244

-18.6259387550281789
19.8533650647920442

-45153.50872£4993419
91622.4217181118588

~29735.1482158831887
75877.4354921883238

~13215.3959781899149
45665.1881225579512

~78486.4480936835453

-69239.5467535284593

-6!959.9695737956244

-56848,7488876226202

.

6.183994256964673528d-19

~63315.8855759289044

-38538.9268848128172

~16514,3675546308345

est le suivant :

145405, 147598924942

128335.2823083818684

114869.738251963294

193967.899244567359

22.8613461437891984

112692.73057841819%

74345.33256419195827

33167.65224684121951
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On a aussi calculé la différence entre le calcul de l'exponentielle de

la matrice A et le résultat exact. On a obtenu ;

H.6403306331271385584-1 0.74322278160%0647940-11 2.6682832239988424274-11 $.127255583869844013d-12 4.215152342368158360-14
4.2035636793115835794-19 9.2245210241693199394-19 9.2338580173293128619-19

W G013287612584791470-11 8.4558389451065724724-11 9.7517542144341859974-11 B.1159505744748483504-19 $.1928412984852911984- 19
d.1veR99314229915932d-18 #.2883730514843482524-19 0.2019362455039294733-19 .

¥.5042518592096713629-11 9.5948137278954437550-11 0.4821210263296961789-11 B.1926734253173344774-10 9.1229451018849981850-19
0.1746514844490326260-19 4. 1889941895245215079-18 9.1847411112976269484- 19

S1674478d-11 9.535749222763115548d~11 §.61533809916824674814d~11 0.9173196218662893484-11 8.1534772369241816404-18
$E354862d-19 #.16129320191.7542742d-1¢ 8.1651381317986472834-18

[

A BOABI189447871758410-13 8.3579494594429243704-13 9.923792292661929882d-13 9.1839933894029355394-12 9.193847486155855684-12
B.1834853742211239874-12 8.1189053553843862194-12 B.9384557749345597744-13

0.4629185923477952718-114 9.5442752355922347429-11 0.8636469151999335744-11 $.995166915535840461d-11 9.182714286489062943.4-19
0.188162198769146249d-18 B.1718986982719321254-19 B.1499745172453811394d-18

46264423217¢-11 8.6309519493549489654-11 9. 1135442291794448195-19
21

9.33253400083357268674-11 8.391B64318271695253d-11 @.448352
SUG214937776334~19

4.19308134796B1286474-18 §.129682995082642274d-10 9.1250

4
5

D.16751944995544381949-11 8.1913138316034069 " 5d-11 $.20u9113858937893299-11 $.36020438505656423294-11 8.5258919817262149329-11
0. 482458517581 1988284~ $.4362732397567015144-114 9.79438677857979 2908411

Si on observe la matrice des différences on trouve que la précision obte-
nue varie de coefficient en coefficient entre treize et quinze chiffres.
Cela montre que le calcul d'un polyndme matriciel est trés difficile méme

par une méthode théoriquement stable.

On présente maintenant un deuxiéme exemple :

-5 1
-5 1

Ui
N

A=XJXx° oad

La matrice A est donc :



fat., a
34.0625000080086800
179.993949696649039

34.7172619047619848
-158.3721518928865827

31.2429202, 41762742
“141,0197415584535915

2E. 4815151515
é

51
-131.79466285 82

51
252

1 H
¢ 4

~5.25008000000000080
12.9349277777277778

26.5080000000880000
-153,522321428521429

22.8714285714285714
-77.8153061224489794

19.2857142857142857
-62.8836451247165533

Aprés avoir appliqué le procédé d'"équilibrage" de A, on obtient A' telle

que ']

49.5119847619847419
~159.838393488785169

36.B53750000080090¢
-141,114459325294825

36,765827522p77020
2
7

2
~126.3766136404438

1
2

35.22967647907647291
-117.944958695985666

-6.25000000000008880

11.5834722222222222

33.7580000080080009
-91.812500000080008¢

27.0880000020000000
-118.9658974825974¢£3

22.9285714285714286
-56.2689393939393939

= 666.
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88.5977182539482549
-143.667557269119749

94.8392857142857143
~127.7461444B8519481

43.437560000088008+
-114,599263843995511

44.0214646464646465
-167.133975631702384

~9.50000000080885000
18.3598484848484848

45.0008000000000000
~84.13518101816181461

33.7580000000000080
-61.4569885194865195

27.5080080080080000
-198.92857142857142%

188.497916686666647

96.897222222222020%

66.,13905050585¢5851

80.8454545454545455

6.000000009800008060

77.0800880000000000

91.2580600606030289

19.0000000020000000

~160.3435791648715942

~142.374200837742544

-122.474189549721803

-119.703558612038755

-117.893253968253968

-87.2445436507936548

-71.3831442585634014

Le paramétre o choisi est 26. On a pris 50 termes de la série,

$.786236520408136537d-01
8.7789652456966615814-#1
0.726931561580393337¢-81
8.659129638081214450d-81
8.574B246637893423844-§1
9.48226p50275614184844-91
0.38933985583495146584d-81
8.3025651856529792564-41
8.22642014080564243444-91
8.163229714279795638d~81
8.1134149531973354994-91

- 8.759874425895369537d-82

#.491178B439680422994-42
8.30547B551518215196d-82
#.1847083123693271934-82
0.1875785227917473594-42
4.685884783988494784d-63
8.3306993399316339544~83
0.1741364143855887434-03
@.889873787823572049d-94
$.448779397834820788d~94
8.211751638536155452d-84
0.98719057846303121084-95
£.4468841753717955644-05
£.1965458068184673881d-85
2.8493237816809686484-04

8.349458795723447158d-84
8.141422198233944548d-04
8.507277852375366271d-07
9.213931143377338123d~47
0.806468492259196885@-98
8,2926766593298807294-68
2.1839779069368843774-88
9.3613104225583918484~99
0.1226064582582798494~69
8.486473779638137814d~19
8.13172121004776428304d-19
8.417325777178961344d-11
8,1293476389761536994-11
6.39232678625281299449-12
0.1164968310030980874-12
0.3387746008943451404d-13
9.9651733757958385324~14
8.269493551141511532d-14
8.7377163371237731214-15
8.1986494473438832134-15
8.521605579949464157d-14
9.1348131981487211164d-14
8.342048463837621448d~17
0.8521326643679344314-18
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L'approximation de l'exponentielle de A, calculé par cette méthode nous

donne :

~4.680613224B54846535
4.41673968682081355

-3.94897186782325308
J.57647243628174245

~3.07128995612645581
~1.144302945280470579

~3.036738613948466785
14,.7123884784887954

$.484276819945289867d-82
~5.03E03848152048229

8.3368973499542715644-€2
~3.707056883689113211

8.288769157210366854140-82
~2.781766B6042926691

~6,12837785575488885
3.77939582781438479

-5.24980572318895727
3.84910917144184352

~4.59918716253414448
2.53785415000044384

~4.88795430275457844
~1.19768738999812784

=7.377264691568224297
13.051B482933724268

B.9694220448767121784~82
~5.85247938077347547

B.7411741498993901940-82
-3.37827546344399328

8.62566650785793400084-42
~2.0287849233740838¢4

~9.19528415478492495
3.,29381808833632453

-7.87722894328295828
2.64681894443442518

-4.89138549942554528
2.19895885011942127

-4, 131283281545691958
~1,21225741569968872

~11.8642125687735931
$1.7937857455581746)

#.13B127913481273781d-91
~4.431232699918%4539

§.18780721519853466881d-914
-3.88925122243834525

8.685558748451236865d~92
-2.31783796358455053

15.41327825544892903
13.6831422959198588
12.3718711959349114
18.0985988671947442
0.10497396316296811£d~!4
11.0835841483959646
7.389054869893964254

S.5417928741979821414

La matrice de différencesentre le calcul de 1'exponentielle de

le résulat exact est la suivante :

nal diff,

0.5¥2147858524683192d-14 €,754171031185714884d-14 #.1185539271240881914d-13 $.1392083441068191414d~13

0.88B728084500387467d-14

6.5881872422874856384-14
B.6712512490292255054-14

B.4456504609784417438-14
B.5789639401872593480-14

8.399333344169668993d~14
4.12938195189062125%4-14

#.066127008385830995d-14
B8.1544424318462151364-13

B.1c098369712886858Pd-14
6.96358E218878B474224-15

8.17872578331885475444-14
§.405857931640564457d-14

0.586648101854181841d-14
8.28393045693444398%d-14

$.659758754808879138d-14

§.64566487775B547681d-14
8.5499973418846478404-14

$.5454739510882243524d-14
8.4667273512115599494-14

§.504279046463831151d-14
9.855725473919233682d-15

4
]

B.7615436659533183144d-14
8.1359849732818219284-13

B.1741242241538B7619d-14
8.138694620998497239%3~14

§.1118278387953544940-15
8.3722714579446226924-14

b9201265694278614-17

9.228
£.2688784171358220844d~14

£.8589252330535233 28014

8.9460314476239517494d~14
8.7176984708985845154~14

B.833814213164842767d-14
$.623329513065344208%d-14

8.739512417608912044d-14 B.1728131524768095234-13

9.238654502287589236d~14

0.11358969312049413294-13
$.123113325698073999d-13

§.2172065486447891829d-14
$.2670413844690819815d-14

$.792348588179562789d-18
$.3708598855127523734-14

B.6B5052574882691818d-14
0.2369632246818431849d-14

B.117596984436447753d~13

B 14846056132384B4584-13

#.1048872269890492774~14

262d-14

#.843718818488852

B.761456B697688194740-14

8.008774763622636252d-14

On trouve donc une erreur de l'ordre de 1.0D-13,

11,44019558898841329
9.5734944815%9273418
8.216891178127837%14
3.803844788217464118
24.1824125676943928
~4.17684662323582701
~4,11987¢89220151709
-3.89118357285377422
la matrice A et
€.1521872935474452644-13
0.!275715644233343946713
3.1‘964666329?8557566;13
B.54109819749588B978d~14
9.250!1243!76613694?4-;3
8.1212725888135218584~14

8.465879363999301982d~14

8.333197811648245223d-14
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6. Tables de coefficients

On a va gque, théoriguement, pour obtenir une précision de 18 chiffres si-
gnificatifs, il faut sommer un nombre de termes de la série de Tchébicheff qui
est croissant avec 4. H

On va donner maintenant quelgques exemples de coefficients pour o =1, 2,
3, 4, 8, 10, 13, 16, 20, 32.

Pour ¢ = 1, on trouve gu'il faut une somme partielle de 18 termes.

el 1)=  L465759607593440293
ol 2)=  287918415349788384
ol 3)= 8.4993877689422352294-41
el 4)= §.815538777281429121d-92
Cel 3= B.1884938257337775544-02
el 8)= 8.998465714112086B7584-04
el 7)= 8.82731162146984789214-085
c{ 8)= £.5883195692654943884-04
t( 9)= 8.3664308883112777124-87
t{18)= 8.20351087873468847254-98
c(11)= B.10127529864692084274-89
c{12)= B.459473442163478828d-11
c(13)= G.1911413789570449734-12
c{14)= 4.7341518665628923834-14
t(15)= #.2618854586929534534-15
t{16)= 9.872044622622713341d~17
c(17)= §.2722639861394589154-18
c{18)= 9.808122974647841146484-28

Pour o0 = 2, il nous faut 22 termes.

el 1)= .308234097481484608819
cf )= ,2156877939523587167
€f 3)= B.93156154498553465644-81
el 4)= 8.28765628542399844614~81
el 3)= 8.685926286335485183d-42
el &)= B,13285790889834587464~82
el 7)= 8.216367418435758011d-63
cl B)= #.383745783691185926d-04
el 9)= B.374536985198314291d~85
c{19)= #.4116195532453893846d~84
t(11)= 8.467938727746591524:4-87
c(12)= §.3488825498797781894-88
t{13)= 9.3847922878835684624-39
c{14)= §.2331804419585553434~19
c{15)= 8.1657713347838514854-11
c{16)= B.118057325314298293d-12
c{17)= §.6B53446889484245398d-14
cli18)= #.401B3581146198295824-15
c{19)= @.2225%92945189518777d~14
€(28)= @.1168474277918183724-17
c{21)= §.5828523845758787424-19
c{22)= B.2769504738442238894-28
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Pour o= 3, il nous faut 25 termes.

ol )= .24261334484893546059

cf 2)=  .1946513248813787943

el = . 11160451468408144899

cl )= 8.4778721833356914524-01
cf 5= 9.1619808819382584914d-81
el 8)= $.4533671152144987884-02
¢ 7)= Pp.197784391913584950d-42
el B)= 8.2222990756235898744-03
el 9)= 8.484473328924300945d-04
c(18)= §,6579966863962783274-85
c(11)= B.9675317884538758324-06
c(12)= §.129755472934849736d-04
c(13)= 8.1599157378349494824-07
c(14)= 9.182288244889399458d-48
c(15)= 8.193257319749849891d-49
c{16)= B.1914768456952493014-10
cl17)= #.1788474653808599544-11
c(18)= B.155961328985297621d-12
c(19)= B.129123253865588385d~13
c{28)= 8.1813425378687559354-14
c{21)= 8.756838371750847245d-14
c(22)= B.537421635304949358d-17
c(23)= §.3648082321118154914-18
cl24)= 8.23495615441446305634-19
€(35)= B.1475462008532127984-29

Pour o = 4, 11 nous faut 27 termes.

¢l 1)= [28650878733948978%

cl 2)= .1768318829980143716

el 3)= J1173416927493379348

el = 0.609763376308857860d-91
¢l S5)= 9.25877168598312925884-01
el 8)= B.9221965824547284374-92
el 7)= 8.2822271341761839824-92
cf 8)= B.7551517992641649114-03
ol 9)= 8.17924004433646246244-93
c(18)= 9.38191462191831441674-84
c(11)= 0.7377745704047748234-05
c(12)= 9.138289339887567553d-495
t(13)= §.211832014631532792d-46
cli4)= 9.31981310828647878083d-97
c(15)= B.4473497746942871%664-08
c(16)= 9.58488259085337427824~-09
c{17)= 9.723835154176493928d-18
c(18)= #.8397777192547559234-11
c(19)= 9,9224092889951393964-12
{20)= 8.960936635913046628d-13
c(21)= B.951747687774518646d-14
¢(22)= §.898894813853597311d-15
c{23)= 2.61881332282334469124-14
t{24)= 8.7880158747915708414-17
e(25)= 8.5795066813048444294-18
t(26)= B.4407857226717525494-19
€(27)= 9.3524527964353742834-24
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Pour 0 = 8, il nous faut 34 termes

Pour o = 10, il faut 37 termes.

cl 1=
¢l 2)=
¢l D=
tl 4)=
tl D)=
tl &)=
e 7)=
{ B)=
¢l 9)=
c{1d)=
c(11)=
c{12)=
c{13)=
c{14)=
c{13)=
t{td)=
¢{17)=
c(18)=
c(19)=

tf 1)=
¢l )=
c{ )=
tl 4)=
¢ 5)=
el 4)=
tl 7)=
t{ 8)=
¢ 9)=
c{id)=
t{11)=
¢{12)=
t{1d)=
c(td)=
c{15)=
£{14)=
t{17)=
ciig)=
c{19)=
t{28)=
{21)=
t{22)=
£{23)=
£(24)=
t{23)=
t{26)=
¢{27)=
c{28)=
c(29)=
c(3d)=
- e(31)=
¢{3)=
(3=
t{3d)=

«143431781856858292

T .134142493292698161

189898158533675752
8.791944148258602844d-81
8.5856034881428853794~81
£.2869486681157974674-81
#.14632765499808585454-81
B.6744917761878964814-02
$.2829159416331666114d-82
8.18846598928887632584-82
8.3843118247144928144~83
§.1258193428214085484-93
#.3839858115544132934-44
£.1889361855447655214-84
#.29043208535925347464-95
8.72849556469082488493d-86
8.1724624777874829864-86
§.38645465687274886%0:4-47
8.8218439398386212784~88
8.1662678788397911474-48
8.328715191418133287d-89
#.59182823347245034464-18
#.1042534688378968447d-18
#.1763294743212398854-11
$.286424063625597282d~12
#.447583614588071557d~13
#.6734364588852559414-14
0.977382156465519487d-13
8.1369749519183628474-15
8.183574938933994187d-14
$.243312698315708134d~17
#.3698467197213884714-18
£.38646140531694871224-19
9.4549477185782773124-28

L1278333387163428575 c{28)=

.1212626481384455489 c{21)=

.1035868088846537478 c(22)=
8.7983036182984049814-81 c(23)=
8.556825842686331881d-01 t(24)=
#.3528429361493395454-01 t{25)=
#.283982984653469922584-1 c(26)=
8.10884634483849488374-81 t{27)=
$.5269467891806388724-92 t(28)=
§.2375292284884661808d-82 t(29)=
§.993881922213997587d-93 c(38)=
8.3875283468456666798d-03 c(31)=
#.1413195292893385724~83 t(32)=
#.483614983542734178d-84 c(33)=
#.15579454288219468874-24 t{34)=
#.4738458347258288824-83 t{35)=
8.13464279246444822274-25 €(34)=
8.37276475B8634857564d-26 c(37)=

2.9687986788638455774-87

8.240061171241539546464d-87
8.356786220814521522824-08
8.1285629066067865384-88
#.2789799378346488239d-09
8.581173431873171384d-14
#.1164815874282943974-18
#.2244581141735819834d-11
8.4172538341583486294-12
8.7468453541548485565d~13
8.12988846771847842534-13
8.217498493856937476d~14
B.353555121176851718d-19
#.556542035130644599d-16
§.8499859395052667524-17
#.126822338473122784d-17
#.181585655825%94637774~-18
#.2544560511467415924-19
9.3476020023244663494-26



Pour 4 =

el 1)=
¢l 2}=
¢l D=
¢l 4)=
¢l 5)=
c{ 6)=
el 2=
t{ B)=
¢ =
t{18)=
ti{tt)=
t{12)=
c(id)=
cl(14)=
c{i15)=
c{14)=
t{17)=
c{18)=
t{19)=
t(28)=
e(21)=

Pour ¢ =

¢ V)=
¢ 2)=
¢ )=
e 4)=
¢ 9)=
tl 6)=
tl 7)=
¢f 8)=
cl =
t{1d)=
c{it)=
t(12)=
(1=
c{14)=
tlidr=
e{1é)=

cl172)=

- ¢l{1g)=
c{19)=
€(28)=
e(21)=
c{22)=
(2=
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13, il faut 41 termes'

«111760833815854759
A87372399246987628
8.9524208316247284634-01
8.7806716758468853484-01
8.3921108277569272144-81
B.4162962733583147624-01
§.2718821251797428894-01
8.165328157799765214.4-01
8.9383641678081485384-02
8.4983718330128539324-82
#.2483168485515815514-42
B.1162551244719592374-42
8.3144218834826591784-03
8.214587767151686192d-83
#.848463493794447931d-84
6.318417838727977139d-84
#.1136538967299853604-04
B.3865636985436409894-05
£.125518217261838315d-85
#.3897478928316557384~85
B.1159191836827748704-84

16, il faut 45 termes

JA08544127361251918
8.973496147564679769d-81
£.86375425514669341274-81
8.7520075837729462344-01
#.6815451612520792874-01
£.45178588314690846591d-81
8.3191795342652424674-01
£.2124863524329595904-91
8.1333292259064238264-81
8.798711246526536548424-92
0.4437420856486939864-82
#.2368336582144982594-92
#.1191958855957588804-82
$.57239949624846885764-03
2618088871368412868:4-03
142339733135294574-03
F6281714057443354d-84
B99343058284678424-04
2587045889874664644-6%5
6615404676998540774-45
3734748193613829464-04
!
g

76719744082158324-84

g
g
¢
8
g
g
]
8
B.103658548214545837d-84

t
4
1
7
2
7
3
1

.
-
»
L]

2=
£(23)=
c{24)=
€{25)=
e{26)=
€{27)=
c(28)=
c(29)=
c{3d)=
ci3i)=
t{32)=
(3=
c(34)=
€35 =
£(34)=

c(3?)=

c{38)=
c{39)=
t{4d)=
c{4t)=

«{24)=
£{23)=
¢{28)=
c{27)=
c{28)=
(29 =
t(39)=
c{31)=
t{32)=
t{3)=
t{34)=
t{35)=
t{3s)=
c{37)=
c{18)=
c(3%)=
cldd)=
c{41)=
t(42)=
t{43)=
c{dd)=
c{45)=

9.33873727186884321474-97
B.9865523741895991444-98
B.239841597633370514d-88
0.6871287479151885364-99
8.1487098301853167214-89
B.3516786258784738044-10
8.803837983712751984d-11
B.1777669417440482744-11
8.3807269619984249824-12
B.7904143314602146994-13
8.1592034750691729784-13
B.3113621957477434274-114
B.5917476999745444404-15
B.1893674499143424944-15
8.196712881148021587d-14
8.3445560065427030414-17
8.5881862139719456974-18
8.9787853974650134083d-19
8.158932123761146671d-19
£.2519265489813357554~20

B.3261896681815897844~87
8.9982018412358774674-98
2.2994918981882654314-08
8.8241717964754799424-89
#.2263526425373444994-99
$.6023162791194225644d-1¢8
B.1554194484554460194-14
§.38920778446835824594-11
B.946652919912259452d-12
#.223797782175818436d-12
8.514617912089859881d-13
8.1151789343875156484-13
0.25187440894291757884-14
#.53338882462251240254-15
B.1104979762786997684-15
9.2233486593461375973d-14
9.440726B082046180924-17
#.8494548361624653834-18 .
8.1599979612338544044-1B
8.2946479233896148194-19
B.5387741454386623794-28
8.935682622063379848d-21



Pour O =

cf t)=
¢l 2)=
tf 3)=
t( 4)=
¢l §)=
tl §)=
¢l 7)=
c{ 8)=
¢l 9)=
c{1g)=
c{it)=
c(12)=
c{13)=
cti4)=
c{13)=
ct(18)=
c(17)=
c{i18)=
c{19)=
c{28)=
c{21)=
c{22)=
c(23)=
c(24)=
£{23)=

Pour

tl 1)=
¢l 2)=
¢ 3)=
el 4)=
c( 5)=
tl 4)=
el 7)=
c{ B)=
c{ 9)=
c(ig)=
c{11)=
t{12)=
1=
t{14)=
t(19)=
c{16)=
t{17)=
c{18)=
c(1M)=
c(28)=
cf{21)=
c{22)=
t(23)=
£{24)=
c(29)=
c¢(26)=
c(27)=
t{28)=
£(29)=
c{3g)=
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20, il nous faut 50 termes

#.89788311884825%91374-81
§.87586222183288566854-81
$.8182968966649705824-61
#.7138828424998914934-81
#.596396043915883138d-81
#.4744444249338982414d-01
$.3591738314480580208d-81
$.2589461268465855431d-81
B.779157432825192284-81
8.11660875315838488574-81
§.7296896484978316934-02
$.4363856665325468877d4-62
8.24966541531260859314-82
$.1367871681381617694-92
$.7184209678639564354-83
§.3620823276928786804-63
8.17529747553258385374-83
§.8160636685873694204-¢4
$.3656665187958573604-84
8.1578639344748261744-84
8.6572584291368763124-8%5
8.2641384884745891184~85
£.1025596033404671454-85
8.3850736112561335644-86
B.1399267275149644554-046

= 32, il nous faut 60 termes.

2.7080418931124553504-41
#.69668946545086894434-01
#.6644863015217872594-01
8.61382867774604668354-91
$.5493934244416998774-81
#.4764803216560418454-81
#.4004933239260628444-91
$.32629532517774677984-81
§.2577391191687886324-01
B.1974237655973734824-¢1
6.1466871268122660484-81
8.1857463118397672024-81
B.7396653662246734694-82
B.5825646937285669154-02
P.331532640878212856:3-62
8.2124735586467130471d-62
#.1323380788197778444-82
8.881354798473528252d~83
#.4719413148194546884-23
$.270426819381416727d-83
#.1568145918992223254-63
#.8190007942738882694-84
8.4332273765877449734-04
8.2233131515757388714-04
8. 1122147211176203454-84
8.54991046989930835414-85
8.2629117439995104144-85
$.12267911499387911%4-65
$.5589073744733948054-86
8.24870324456183516794-86

c{26)=
c{27)=
c{28)=
c(293)=
c{38)=
c{31)=
e{32)=
t{33)=
c{34)=
c(39)=
c(3b)=
c{372)=
c{38)=
c(39)=
c{4d)=
cl{d41)=
c{42)=
t{43)=
c{44)=

Tc{45)=

c(44)=
c(47)=
c{48)=
ef49)=
c(58)=

c(3)=
t{32)=
t(33)=
t(34)=
(3=
t{36)=
c{37)=
c(38)=
c(39)=
c{dg)=
c{41)=
c(42)=
c(43)=
c(44)=
c{45)=
cf{d44)=
c(47)=
c(48)=
t(49)=
c{38)=
c{S1)=
c(52)=
c(a3)=
g(54)=
c(o9)=
c{348)=
c(57)=
c{58)=
c{59)=
c(49)=

$.4924946322821887284-67
P.1680386446441727564-97
#.5561497612733955544-08
§.17878289109355954684-08
§.55783966463428746394-09
8.1692876225961615334-89
$.49974619468458036418d-14
B.1436141237417218384-19
8.4819677248452309864-11
8.16944774542794814%4-11
8.2916339939628727534-12
#.75688798462222685094-13
8.191742576628560967d~13
8.474483727261931563d-14
B.114691602618269132d-14
§.2710647788188194934~13
B.6265694282741334894-14
B.1417138522642479753d-16
#.3137468876429191544d-17
8.6882234577792739814-18
B.1444776622063863834-18
§.360739778775351764d-19
8.6137363963724571254-28
#.1228367243229491764-24
8.2412611731828568134-21

0.1881327436171313874-86
8.4593435032822995314-87
#.198961898541860528d-47
$.7761978613857847434-48
6.30871254468979242514-98
#.1281829811276957894-68
$.458124498818898874d-89
17164888895243446184-09
257394310839382384-19
24357748699992878d-19
886743812770558944d-11
718914538072898464-11
21932538895877714464-12
3B51686828561804484-12
74961909336671914d~-13
#.3179357699833867174-11
§.9986755647782177184-14
$.3881654508318691256d-14
$.9343955445986214504-13
$.278467869415848211d-15
$.8158769450706363827d-16
§.235863248885597651d-14
B.666128658025285156d-17
#.1837142954740597474-17
§.5093004626738224443-18
8.137578893216446728d-18
8.3657301724228684324d-19
8.957333286B442769194-26
$.2468818898459477924-2¢
8.6267643615271617164-21

GI
B.6
Bl2
0.7
8.2
8.9
8.3
8.9
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CHAPITRE 6

UNE METHODE POUR CALCULER LE NOMBRE DE CHIFFRES SIGNIFICATIFS EXACTS OBTENUS
PAR UN ALGORITHVE QUI CALCULE L'EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE

1. INTRODUCTION

On peut effectuer une détermination approchée du nombre de chiffres signi~
ficatifs obtenus lorsqu'on calcule 1l'exponentielle d'une matrice par des méthodes
dérivées du calcul d'erreur absolue fait dans le chapitre 3, mais les résultats
obtenus sont souvent trés péssimistes.

On va maintenant présenter une méthbde utilisée par Vignes [127 pour dé-
terminer la dégénérescence d'une matrice A, pour calculer le nombre de chiffres
signficatifs du résultat quand on calcule l'exponentielle d'une matrice par la

méthode de Padé.
2. NOTATION

On note A la représentation en machine de la matrice A, Si a,. est un

i3

coefficient de A, alors a sera la notation de son représentant en machine,

ij

clest-a-dire un coefficigpt de Kl

En plus on note eA la matrice eA calculé par la méthode de Padé et ;

1) B =.(e,

3. ERREUR DE CALCUL

Les opérations d'addition, soustraction, multiplication et division néces~

saires a l'exécution d'un algorithme quelconque sont effectuées sur 1l'ordinateur
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avec une précision limitée. (Dans Vignes[12] et Wilkinson[i1] on trouve une étu-

de du type d'erreur faite dans ces opérations machine).

4. ERREUR SUR LES COEFFICIENTS

Dans un orxdinateur on ne peut pas traiter une matrice quelconque A, sinon
une image A obtenue en faisant correspondre & chaque coefficient aij dg A un
coefficient aij de A par un opérateur d'affectation.

En effet, tout nombre réel peut é&tre écrit de la fagon suivante :

2) a=tmx 2% ngri/2, 1o

ol m est appelée la matrice et e l'exposant, un nombre entier.

On remarque que m peut &tre un nombre d'un numéro illimité de chiffres.

En machine, on ne peut pas représenter la matrice avec tous ses chiffres,
donc on prend un nombre limité de chiffres,

On garde donc un nombre n de chiffres de m, en supposant qu'on ait choisi
sur n chiffres tout simplement en prenant les n premiers chiffres de m. Cela est
une affectation par troncature, cas trés fréquent (Pichat [147).

Donc a est représenté en machine par a = M X 2% ot M est la mantisse tron
quée aux n premiers chiffres.

Alors

3) e

Donc, l'erreur relative 0 de troncature est donnée par :

a-a L -
4) o= ol

a

T

.~
o<
™ £ 0
r ri/ 1retr r-2" " 0
C'est-a~dire, on peut écrireq = ﬁ-oﬁ Me-2 - €l ¢« OF.
On trouve alors que l'erreur possible quand on affecte & un nombre a un

nombre a dans un ordinateur par troncature, est une fraction r/n ol :

1/2 s M < 1
5) -n
-2 £r<so0
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Donc, pour considérer le probléme de coefficients on peut é&tudier trois

cas :
- Premier cas :
Tous les aij sont connus exactement et sont représentables en machine exac-

tement.

- Deuxiéme cas :

Tous les aij sont connus exactement mais ils ne sont pas représentables
en machine exactement, donc A est une approximation de A, 1'erreur provenant de

1'opérateur d'affectation,

- Troisiéme cas

Tous les aij sont connug avec une certaine erreur; c'est le cas quand les

aij résultent d'un calcul préliminaire.

5. ESTIMATION STATISTIQUE DE L'ERREUR

On va maintenant faire une estimation moyenne éij de eij par vole statis-
tique & partir de populationscrées de fagon différente, suivant l'origine de l'er-
reur,

Les €léments de ces populations sont les différentes valeurs numériques

des coefficients de la matrice eA quand on la calcule par une méthode de Padé,

i]
au premier cas cité dans le paragraphe précédent, c'est-ad-dire on considére seu-

Dans une premiére analyse on peut considérer que les a correspondent
lement l'erreur dide au calcul.

Cela donne une méthode pour obtenir la population de différentes valeurs
numériQues de eA appelée par Vignes [12], "méthode de permutation".

Si on considére ensuite que les aij correspondent au deuxiéme ou troisié-
me cas alors on prend en compte les erreurs d'affectation et celles du calcul.

Pour obtenir les différents éléments de la population de valeur numérique

de eA on utilise la méthode dite de "permutation-perturbation”.
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6. METHODE DE PERMUTATION

Cette méthode s'applique lorsque tous les coefficients aij sont égaux

aux aij .

Lors du calcul de eA sur ordinateur, l'erreur eij est die a ltarithméti-
que en précision limitée, donc le résultat obtenu dépend de l'ordre dans lesquel

les sont effectuées les opérations.

Alors, pour obtenir un échantillon de résultats eA, on peut permuter les

lignes et les colonnes de A.

——

Cela nous donne un échantillon de eA qui correspona aux N! permutations
de lignes et de colonnes de A. (A€ MN N N(R)).
En plus, un changement simultané d'une ligne et la colonne correspondante

est une transformation orthogonale et :

papl

6) e = PeAP'-l

alors, une telle manipulation ne change pas théoriquement les valeurs de eA.

7. METHODE DE PERMUTATION-PERTURBATION

Cette méthode s'applique lorsque tous les aij sont connus exactement mais
ne tombent pas juste en machine.
Alors

7 a =a, (1 +a,.)
ij ij i]
ol les aij proviennent de l'erreur d'affectation et apparﬁiennent a la populatic
décrite dans le paragraphe 4.
Donc, aij est une approche au plus prés par défaut de aij; on le notera
a;j. Il existe alors I'approche au plus prés par excés qu'on notera aij' Il est
+ - .
clair que a,, et a, _ sont représentables exactement en machine et a, ¢l a, ., af‘j
ij ij i} 1) 1]
bonc, on aura 2 représentations possiblesde la matrice A qu'on peut si-

muler en machine.
Si, en plus, on considére les permutations pour &tudier les erreurs de
calcul, on obtient : N!2N matrices différentes pour lesquelles eA est théoriqu

ment la méme.
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8. EVALUATION DE LA MOYENNE éij DE L'ERREUR &y

Une fols calculé un échantillon de matrices représentantes de A
sur la machine par la méthode de "permutation-perturbation®, on a un
ensemble {31,...,§r} et donc un échantillon de résultats possibles

i -

(P, ..., ety .
Nous allons donner une estimation éij de l'erreur absolue eij
définie par : ‘
A A
8) eij = eij - eij

Suivant Vignes 712] on fait 1'hypothése suivante :

Lors du calcul de eAi sur l'ordinateur, les erreurs de calcul et

d'affectation ont joué indifférement dans un sens comme dans 1'autre.

‘5 - A ey <
Donc, on peut considérer e comme un élément de l'échantillon

de résultats.

Soit maintenant :

r -
9) R,.. = %’ IX ei%
+J k=1
et
r —
2 _l_ A - 2
10) 6ij =z bX (eij Rij )
k=1
Alors on trouve :
2 Ay A 2
°5 7 (843 T ey ) =
Al A 2
= ~ + - =
(€45 = By ¥ Ry~ ey
Ay 2 A, Ay A2
= o — - + - -
11) (eij Rij) + 2(Rij eij)(e1j Rij) (Rij eij)

. 2
Donc, si on calcule la moyenne de e

ij on a que :
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-

Aq 2 ) ., A 2 .
- L d - - s
a moyenne de (eij Rij) est égale & (eij Rij) r car il n'y a rien

d'aléatoire dans cette quantité,

- La moyenne de Rij - eij est nulle d'aprés 1'hypothése faite par Vignes [12].

~ La moyenne de (Rij - eij )2 est le carré de 1'écart d'un &lément

quelconque de la bopulation & sa valeur moyenne, donc il a par valeur

. 2
moyenne la variance que on note 6ij .

Donc :
2, _ A 2, 52
12) Moy(eij) = (e Rij) + 1
et -
s -/ 2 2/ By 2 2
13) eij = Moy(eij ) = (eij Rij) + 5ij

-

“ . s o A
Donc, & cette etape de calcul, on connait eij et 1 »_alors

on peut obtenir le nombre de chiffres significatifs exacts de eA1 .

9. CALCUL DU NOMBRE DE CHIFFRES SIGNIFICATIFS EXACTS DU RE,SULTAT

Si on note cij le nombre de chiffres significatifs exacts de

chaque coefficient de eA1 + On trouve que :
‘ .. é. .
14) 107%3 = 43
leB1
1]
Alors :
15) C..=1log ™
ij 1041 |
eij

A <
Cela donne un moyen d'assurer & une matrice € , calculée par une
méthode de Padé, une matrice d'estimation de chiffres significatifs exacts

du résultat,
Cette méthode, proposée par Vignes [ 121, présente certains

inconvénients

. A . . .
résultats possibles de e » donc il faut se fixer un nombre assez restreint.
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On utilise trois résultats provenant de A A2, A3 obtenus par la méthode

¢

de permutation-perturbation. 1
Cette quantité trés restrainte d'éléments de 1'échantillon dans la

pratique s'avére suffisante pour déterminer le nombre de chiffres

signjificatife du résultat.

~ Le deuxiéme inconvénient est qu'un procédé semblable multiplie le coit

de notre algorithme par trois.

10. EXEMPLES DE L'APPLICATION PRATIQUE DE LA METHODE DE VIGNES

Le premier exemple qu'on va Présenter a été calculé par la
méthode de bloc diagonalization suivie de la méthode de ward appliquée
au blocs.

Soit un premier exemple :

MAT Aa _ .
-131,0cccooccarcoo 19, 33026€)€000000 18.€C0COCCLCCOE00
~390.0C€C000¢ 00000 56.000€CCICOCI000 54.6€305€CCCO0CEO
-387,0€€€000000070 57.71€C00)C0C0000 £2.€0C09€CEC00000°

NORME UN DE A
0.9C87€0C0OD 93
BLOCK STRUCTURE ) L

R T o

CARACT, CE VALEUR PRCPRE
3 0 0

PRT, REEL PRT. IMAG
-12,2333 0.C
b.6667 C.C
5.6667 C.0



L'exponentielle de A calculée par notre méthode, nous donne :

EXPAL=

(w1, 509644158795744
:*5.63?5?579993x265

=4 91452832 E056€78

2.367R754391102199
1, 47151775 R502041

1.10363931 7339643
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*

0.1352352811754118 .

| 0,406C058435261975 .

B45413411267£28340

La matrice de précision obtenue avec un échantillon de trois

"vermutation-perturbation” de A est

po -

12 12 12

-

Précision de e'l=f12 13 12

12 12 12

b -

-
»

Un deuxidéme exemple ol on a aussi utilisé la méthode de bloc

diagonalization suivie de la méthode de Ward appliquée aux blocs.

T 152¢.300000000000
~£6,4€555559999999

'-3.6C0000000000000

 31.00000000000000 .

p.ececeeeccecacac

U NCRMF LN CE A
_0.81a818400 05
BLCCK STRUCTURE
& =3 =2 =) il .
TCARACTS DE VALEUR PROPRE
. Q Tl C‘ [ Co g c - .0>“ I
" PRY., REEL PRT. IMAG

“30:000 . _0.
... =20.000 G
T e=lag000 T T

1,0000

T 31.135656€6¢59699  =£03.023555$559597
~241,¢8¢6¢€¢¢e56¢66c

© =11.4€00CCC0C00CO0

€L ESCEEEG6LL6GCCE

| ~75958, 77155999998
3426. 468000000000

T 4EVCa CI5EESCCEICST
22€.24CECCERCCCA0 . 147.7200000600000

T -1548,880000000000!
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La matrice exponentielle de A exacte (obtenue par la méme

méthode que A) est la suivante :

135.6140614230095% 3.5VE10€6C25¢60LE ~13€.1765681€C43449 ~6652,734854012389
-« 543€5€3787303004 ~h 4L CEL(LZC2¢ET §334265150617068C12 " 25.75206289058278
. E1EILH01386266080-09-,2201216624€6€611732 4-£573537C11235¢876 -+4414550177733394D~01

2.713231028456952 0. 1(EVICIte1ee26CE ~lase 6218520684463 ~133,05478%4512612°°~

La matrice exponentielle de A calculée par la méthode de bloc

diagonalization suivie de la méthode de Ward sur le bloc est :

135, 5140614 174258 3E.IVEV0ES€TE6154 ~T73L.717¢6€1 4387425 ~6652,734857740312
~+5420563786820781  ~4.43C4<E4CITI3ELS $2,42915CE€€27357 75.7%306298825369

= 816646T8458305TT0-09~u22C 16634 1E22 . 427252 7C1€26476  ~.44145501858211500~01

£T1c281B2E34738C _ Q. TCEIZCTNEC2(3LE4  -14J€CEZ1ESI527400  =133.C547854458147

La matrice de Précision obtenue avec un échantillon de trois

résultats possibles est :

[0 9 o g
Précision de eAl = ks 10 10 9
1 10 10 7
g9 9 9 9

On remarque que la matrice de précision, les chiffres significatifs,
nous donne une idée assez certaine sur la précision avec laquelle on a

calculé l'exponentielle de A.
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On a calculé aussi la matrice de précision & 1'aide d'un
échantillon de quatre et cing résultats et 1'on constate qu'elle est
exactement la méme.

On présente un troisiéme exemple ou l'on a calculé 1'exponentielle

de A par la méthode de Ward.

AT A= o 7
"*ﬁibOLsd:u)cﬁireun ' 31.13999695999 949 -503.0239655549997 f4?5458.771)9456998
.ié§'49§;9?;;§99?99 ,.,-241.ﬁ%9q9)959?v9;W~“”_4;7c.5;§q§999§§977 Ti$£56}468955900400
W;ifpdaaocoﬁqnounLo _ = Heat0a9%3 30300000 ZZC.PGOOCCOOOOOOCA"_‘147f7203099000009\
1”3;.Jﬁeccos§naﬂﬂca 260 1900000000000 —9.55€ﬂ00999c90905 _m_—lﬁée,pacoooocoooé

La matrice exponentielle de A est égale & :

'13:;6140914310095 115, 2781035 750660006 =730.776081 8043449 ~€652.733853012389
_i:%;35363787333036 ~4443045R431232967 93,42315057098012 © 25475306289058279
—}61§31851jnnzno)go-cv—.zza?27a<;43&1752‘ _4.a5733373113557¢ =% 4145531777233940-01
u;.;1R231ﬂ28é53952 470512071613623)0 -14.6C021852668463 F133.0547854512512

La matrice exponentielle de A calculée par la méthode de Ward est

la suivante :

135.9140%14316%47 35.2731935764502% =73)e 7766318198154 ~¢652.734853434252

-e1436583787959334 -4.43049850100053 7 93.429152666700602 25.75306232383928
~3A18433A81107155T0-09-. 73372 76634556011 4.65735373C0511300 44 4145501717792400~01

2e7182818235681203 0.70512C7162319811 “14e626216322899224 ~132.05+473545906665
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La matrice de précision calculée avec un échantillon de trois

résultats est la suivante :

10 10 10 10
10 11 11 10
2 11 11 8
10 10 10 10

Précision de el =

hes

On a aussi dans cet exemple calculé les chiffres significatifs
du résultat obtenu avec un échantillon de quatre et cing résultats possibles

et la matrice de précision est la méme.
On remarque que cet ex mple correspond & la méme matrice A que

1'exemple précédent, mais calculé par une autre méthode. On constate que la
méthode de bloc diagcnélization n'a pas permis de calculer l'exponentielle

de A avec plus de précision que la méthode de Ward.

CONCLUSION

51 on compare, dans les trois exemples qu'on vient de présenter,
la matrice exponentielle de A exacte a l'exponentielle de A calculée par la
méthode de Padé, on remarque que la méthode de Vignes nous donne le nombre
de chiffres significatifs exactes, voire un de moins.

Dans les deux derniers exemples, on obsérve que certains coeffi-
clents de la matrice exponentielle calculée par la méthode de Padé ont un
ou deux chiffres significatifs exactes, cela correspondant & un coefficient
d'ordre 10~% +» quand tous les autres sont de l'ordre de l'unité ou plus
grands. '

La méthode de Vignes nous donne un moyen sir pour
calculer le nombre de chiffres significatifs du résultat obtenu.

Seul inconvénient, il multiplie par trois le coiit de calcul.

Il existe d'autres moyens pour calculer la précision du résultat
obtenu, ceux développés par Ward [33 pour sa méthode, & partir de 1‘estimation
de 1'erreur absolue donnée au chapitre 3. Les résultats obtenus sont trés
pessimistes.

Si on utilise une évaluation statistique de l'estimation de
l'erreur absolue calculée au chapitre 3 on obtient des résultats meilleurs
mais encore trés pessimistes.
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CONCLUSION

On résume dans ce paragraphe quelques unes des conclusions
tirées tout au long de notre travail.
Dans le premier chapitre on remarque que l'évolution de la

distance {feAt - e(A+B}tt[

, lorsque t tends vers 1'infini, dépend &
méme titre de A que de A+B.
On a démontré aussi gue étant données A et D, deux matrices NxN,

alors :
e - |

T CTRTICET

;s [|a-p|| p(t) on p(t)

est un polyndme en t de degré determiné par les structuies des matrices
de A et D.

Le polyntme p{t) est réduit & une constante si les valeurs
propres de A et D sont simples et s'il n'y a pas de valéurs propres
communes .

Dans le deuxiéme chapitre, on.remarque que le calbul de
1'exponentielle d'une matrice & l1l'aide des approximants de Padé est
possible seulement pour des matrices avec un rayon spectral petit.

On observe aussi au troisidme chapitre que la méthode par
"transformation du spectre” améliore sensiblement la méthode de Ward.

L'algorithme par "transformation du spectre" garde toutes
les bonnes propriétés de la méthode de Ward si K(X) est petit.

| L'erreur commise quand on calcule l'exponentielle d'une matrice
par la méthode par "transformation du spectre" ou la méthode de Ward dépend
fortement du nombre des produits matriciels faits a la derniére étape de
1'algorithme.

Donc, du point de vue pratique, on signale que soigner le calcul
du polyndme matriciel est trés important.

On a utilisé la méthode de Clenshaw au lieu de celle d'Horner,
car elle est plus stable du point de vue calcul.

Il est aussi important de donner un procédé pour calculexr
les produits matriciels qui dépendent de la forme de la matrice.

Dans le quatriéme chapitre, on expose une méthode plus élaborée,
que l'on considére la plus compléte et performente du point de vue précision

du résultat obtenu.
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On remarque que le choix du paramétre R doit &tre fait de
fagon 4 ce que le calcul de l'exponentielle des blocs par la méthode
de "transformation du spedtre" soit fait avec précision, c'est-a-dire
tel gue Max(Re(Ai)) - min(Re(li)) < 2, pour Ai valeurs propres d'un
méme bloc.

Dang le chaplitre cing on utilise le développement en série de
polynCmes de Tchébicheff pour calculer l'exponentielle d'une matrics.
Cette méthode semble &tre intéressante dans le cas o} lavquantité

Max (Re(%i)) - min (Re(d;)), A, valeur propre de A, est petite (moins de

32), car, sinon il faut calculer la valeur d'un polyndme matriciel de trés
haut degré. On remarque aussi gque cette méthode a 1° avantage de ne pas avoir

a résoudre un systéme lindaire.
Au sixieme chapitre, on applique la méthode de Vignes pouxr

estimer 1l'erreur commise gquand on calcule 1l'exponentielle d'une matrice
par une méthode de Padé. On remarque que les résultats obtenus sont
satisfaisants, mais le coit de calcul est multiplié par trois.

On pourrait envisager d'autres méthodes, en particulier 1'usage
des approximants de Padé généralisés, Padé Tchébicheff,’ou 1'approximation
par fractions rationnelles au sens de Tchébicheff. Toutes ces méthodes
posent des problémes au niveau du calcul des coefficients de 1tapproximant

utilisé.
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