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INTRODUCTTION

On présente l'é&tude de la résolution de problémes géné-
ralisés de valeurs propres issus de l'analyse de modé&les macro-
économigues. Cette &tude a pour but 1'écriture de modules logi-
ciels numérigques destinés a 8tre intégrés & MODULECO, logiciel
modulaire pour la modélisation macroéconomique, créé& en conjonc-
tion par 1'INRIA, 1'INSEE et la Direction de la Prévision du
Ministére de l1°Economie.

Un modéle macroé&conomique linéarisé et discrétisé est
présenté sous la forme d'un systéme d'équations aux différences :

Mx, + Nx,_, + Py, = 0

t
oll X, est le vecteur des variables d‘'état (expliquées par le
modéle) et Ye le vecteur des variables de contréle.

La stabilité dynamigue d'un mod&le, présenté& sous cette
forme qui caractérise 1'évolution autonome du modéle & la sui~
te d'une perturbation initiala; est déterminée par les valeurs
propres du probléme généralisé& suivant : )

Ax = ABx, X #0

o0l A =NetB =~ M sont les matrices creuses non_symétriques de
grande dimension, N est singuliére et, dans les exemples traités,
M est réguliere.

Un modéle est dit asymptotiquement stable au sens de
Lyapounov, si toutes les valeurs propres de ce probléme sont, en
module, inférieures 3 1.

Pour 1l'étude de la stabilité& dynamique 3 court terme, on
s'intéresse aussi au calcul des vecteurs propres associés aux
valeurs propres dominantes {Cudet (1975)).



Dans le chapitre I, nous étudions le probléme de valeurs
propres déterminant la stabilité dynamigque d'un mod&le macro-
économique, ainsi que l'utilisation des valeurs propres, et vec-
teurs propres associés, dans la formule de décomposition spectra-
le qui détermine la propagation des é&carts, par rapport i une
trajectoire de référence au cours de plusieurs périodes, produits
par une perturbation & une période initiale, aux périodes sui-
vantes.

Dans le chapitre II, on s'intéresse a la ré&solution de
probl&mes de valeurs propres dans le cas de modéles de taille
moyenne ou de maquettes de grands modéles, par la méthode QZ.

En II.2, nous présentons les résultats de l'application i
MINIMETRIC (dans ses trois versions de dimensions 13, 20 et 83).

Dans le chapitre III, nous &tudions le cas des problémes
de valeurs propres correspondant aux grands modéles, avec l'adap-
tation de méthodes itératives du type puissance itérée (III.1)
et itérations simultannées (III.2), au cas de problémes générali~

sés de valeurs propres de grandes dimensions,

a) dans le cas général ol A et B sont creuses mais sans structure
particuliére, A
b) dans le cas ol B a été préalablement permutée pour avoir la

forme cheminée suivante :

N
D]

ol la dimension de D est beaucoup plus petite que celle‘'de B.

En III.1.3. et IIX.2.2. nous présentons quelques résul-
tats de l'application de ces méthodes au calcul des éléments
propres dominants de la magquette MINIMETRIC de dimension 83 et
du modéle METRIC de dimension 751. Au paragraphe III.3 on consi-
dére l'adaptation de la formule de décomposition spectrale au
cas ol l'on n'a gue les &léments propres dominants et en III.4

le conditionnement du probléme généralisé de valeurs propres.



On a essentiellement testé les valeurs numérigues sur

les exemples fournis par ces modéles, afin d'&tudier la préci-
sion numérique des algorithmes proposés. L'interprétation &co-
nomique & partir de nos valeurs numériques ne peut &tre faite
gu'avec une extr@me prudence. En effet d'aprés Malgrange (1980)
un biais systématique sur les caractéristiques du modéle peut
étre introduit par 1la linéarisation, si le mod&le linéarisé
est non stationnaire et s'il n'est pas possible par la normali-
sation choisie de le rendre stationnaire. ‘ _

En particulier la valeur propre dominante 2.37 calculée
pour METRIC ne doit pas entrainer 3 une conclusion trop hiative
d°’instabilité.

En annexe on décrit les détails d‘implé@entation des
méthodes employées.






INDEX DES NOTATIONS

NOoTATIONS GENERALES

A = <aij)”aij élément de la ligne i et colonne j de A
AT matrice transposée de A (réelle)

AH matrice transposée conjuguée de A

H matrice de Hessenberg : hﬁj =0, 1 > j+l
G matrice unitaire : QTQ = QQT = 1
Z matrice unitaire
R, U, T, matrices triangulaires supérieures
L matrice triangulaire inférieure
X valeur propre
. n 2, 172
1x][{, norme euclidienne de x : {{x[}z =Lz (x) 1
i=1

diag(xl,,..,xﬁ) matrice diagonale de dimension n a8 éléments dia-

gonaux iy,..., An respectivement

« signe d'affectation d'une valeur a une variab}e (ex : I « I+1 :

I prend 1a valeur de I, plus 1)

NOoTATIONS DU CHAPITRE []1]

T matrice quasi triangulaire (triangulaire par blocs avec
blocs diagonaux de dimension 2 x 2, au plus}.

Q matrice unitaire de dimension n x v : QT Q =1

2, Y matrices de dimension n x v '

P, 0 matrices de permutation de lignes et colonnes {(respectivement)



P matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres corres-
pondants aux valeurs propres dominantes

Pb matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres corres-
pondants aux valeurs propres non dominantes

n
L la.

AL, = max 5 a g

1 J



CHAPITRE |

LE PROBLEME ECONOMETRIQUE DE BASE

Les modéles macroéconométriques auxquels ‘nous nous
intéressons (par exemple METRIC (INSEE (1977)) ée présentent
apres linéarisation et discrétisation, comme un systéme linéai-~
re d'équations aux différences, de la forme : ’

]
ol

(1) Mxt + Nxt~1 + Pyt

t lg 2§ aao,T

fl

ol xf, xg,.eo, x§ sont les variables d'é&tat endogénes formant

le vecteur Xy 3 yf, yg,,a., y: sont les variables de contrdle

ou exogénes, 3 la Période t, qui forment le vecteur Y

-

M, N et P sont des matrices réelles de taillestrespectivement
égales 3 : n «x N, n xnetn x r, non symétriques‘et trés creuses.

Les variables dites endog&nes sont celles Qui sont expli-

quées par le modéle, les variables exogénes é&tant définies exté-
rieurement au modale.

1. ECRITURE D'UN MODELE LINEATRE SOUS LA FORME (1).

Le modéle sous la forme (1) exprime une récurrence a deux
niveaux quels que soient les retards maximaux des variables in-
tervenant dans le modéle.



Pour mettre le modéle sous cette forme le vecteur Xy
des variables endogénes, comprendra donc, outre les variables
de la période t, celles des périodes précédentes sauf celles cor-

respondantes au retard maximum de chaque variable. Le vecteur

Xi_) aura comme composantes les variahles correspondantes de Xy
retardées d'une période.

Exemple :

Voyons sur un exemple 3@ 3 variables la signification de

cette notation.
Soit le modéle suivant :

a=c+a,; +2 -1 T 0.2 c_

2 a+2c+ b_

1
(s) b

Il

1 + b_

c=0.5a+ 2 C_, tc_3

2

ol interviennent les variables a, b, ¢, de la période t ainsi

que les variables a_y, b_; et c_; de la période t-1, b_, et c,

de la période t-2 et C_3 de la période t-3.

Les retards maximaux de a, b, c sont donc 1, 2, 3 respec-

, t t~-1 .
tivement. On pose : X, = (xi), Xp oy = (xi Y, i=1,..., 6, ol
t t t t t _ t t-1 _
X, = a, X, = Db, Xq C, X4 = b—l' Xg = C_;, Xg¢ =.C et xy = a_yr
t-1 t-1 t-1 t-1 _ t-1_
X, = b—l' X3 = C_ys %y = bwz, Xg = C_pr Xg = C_3 et

-~

.on ajoute a4 S les 3 identités suivantes, définissant la liaison

entre les variables retardées de X, et celles de Xeoy 8
t t-1
b_, = b_,; Xg = X,
c = C <=> xE = xE!
-1 -1 5 3
c = C xt = xt7
=2 ~2 6 5
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Le systéme (S) s'&crit donc & l'’aide des vecteurs x, et

Xp_q 3
—)x? + x§ + xtml + 2 x§-£ + 0.2 xgnl = 0
- x + 2%, + 2 x§ + x§~i + xz“i = 0
-xbr o5t e 21t e xgh =0

§
L

i
>
;e et E- R s T ot
(54
1
e

i
L]

Voyons comment sont déterminées les matrices M et N.

Pour placer dans les matrices M et N les coefficients des
variables retardées b“i, c.y et ¢ o, figurant dans les 3 premié-
res équations on a une ambiguiIté puisqu’ils peuvent fiqurer soit
en M, soit en N. On choisit de les placer en N pour que M soit
permutable en une forme "cheminée" dont on parlefa au chapitre
II1.

Les coefficients des variables b_,, c, ef ¢_, dans les 3
dernidres &quations sont placés en M. -

Alors les matrices M et N d'ordre 6 correspondant a (8S),
avec ces conventions sont :
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M= (-1 |1 . n=[1]2]0.2
2 -1} 2 1 1
0.5 -1 ! 2 1
-1 1
-1 1
-1 1
a b ¢ b_,c,c, a_; b, ey b,c, C_3

En pratique les modéles sont de trés grande taille : METRIC,
dans sa version actuelle a une dimension n = 751, mais une autre

version de dimension supérieure & 1000 est .en préparation.

Pour l'analyse de ces macromod&les, il existe des versions

réduites pour étudier plus précisément certains secteurs de 1'é-
conomie.

Ainsi, le modé&le METRIC (751), que nous utiliserons dans
les exemples & trois versions réduites (MINIMETRIC), de tailles
respectivement n = 13, n = 20 et n = 83 qui correspondent respec-
tivement & une version annuelle calculée (et non pas estimée)
aprés quelques simplifications provenant de résolutions partiel-
les, & une version trimestrielle ol l'on simplifie certains re-
tards ; et 4 une réestimation du modé&le METRIC sans 1'incorpora-

tion du secteur financier.
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2 - STABILITE DYNAMIQUE DES MODELES MACROECONOMIQUES

Nous nous intéressons 2 1'&tude de la dynamique du modéle,
c'est-ad-dire, 1'é&tude de la stabilité, au sens de Lyapounov, gui
caractérise 1'é&volution propre du modé&le, elle résulte des condi-
tions initiales.

Le modéle est dit instable si, donnée une trajectoire de
référence, une perturbation de celle-ci, a3 la période t entraine
un écart croissant de la trajectoire ultérieure. Il est stable
sinon.

La connaissance de 1'évolution des &carts des variables
d'état, par rapport 3 une trajectoire prévue, a la suite d‘'une
perturbation peut dé&terminer la politique &conomique & suivre

d'od 1'intérét de l'analyse de la stabilité du modéle,

. * * * .

Soit xt—l' Riv sees Xi 4N la trajectoire de référence au

cours des périodes’t-1, t, ..., t+N, prévue 3 partir de 1'état
N * : * X *

initial Xy .y €t des vecteurs de commande Yia1r YereeorYegner-

Si on suppose qu'ad la période t se produisent les &carts
Ax, = Xe = t par rapport & la trajectoire de référenae, alors,
1'évolution autonome du modéle déterminera les écarts AX R

tim
m=1,2,...,N dans les périodes suivantes.

A long terme 1'évolution des écarts est déterminée par
les valeurs propres du probléme :

{2) Ax = ABx , x # 0

ol A = N et B = =M,

La critére de Lyapounov donne comme condition nécessaire
et suffisante de stabilité asymptotique, que les modules des va~
leurs propres soient inférieures & 1.
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A court terme, supposant que Ay Az,..,, A, sont les va-

leurs propres de (2) et u; . Uyr...,u, les vecteurs propres asso-

iés, on vérifie par un calcul simple {(cf. Oudet (1975)) que les
écarts & la période t+m, en conségquence de la perturbation initia-

le Axt, sont donnés par la formule de décomposition spectrale sui-

vante :
n
AX = by AX [(r AMu v +
jt+m k=1 kt . L TJf2 ik
+ z 2 pm /p2+q2 cos (md + W)j ’
L 2 4
o U = (ujz)j . est la matrice des vecteurs propres
14
U—l = (le)j,ReSt son inverse
P est la partie réelle de ujz Vik
q est la partie imaginaire de ujz VQk
(si ujz = aj£+ lbjz et ik = o t 182k alors
PT %0 %k T Pyp Bk ot a=ay, By by o)

¥ = Arctg g

6, est l'angle de la ™€ vecteur propre (complexe)
est son module

est une valeur propre réelle.
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"CHAPITRE |1

ETUDE NUMERIQUE DE LA STABILITE DYNAMIQUE
DES MODELES DE TAILLE MOYENNE ET DES MAQUETTES
DE GRANDS MODELES.

On a 38 résoudre le probléme de valeurs propres :
(2) Ax = ABx , x # O

pour étudier la stabilité du modéle lindaire sous la forme (1),
les matrices A et B &tant creuses et non symétriques.

On considére ici le cas des modéles ou maquettes de di-
mension inférieur 3 100,

L'intéréat de résoudre le probléme (2) au lieu de résou-
dre, si B~! existe, le probléme : ”

(3) 71

AX = xx, x #0

qui lui est formellement &quivalent provient du fait que, d'une
pPart le mauvais conditionnement de B relatif 3 1'inversion peut
entralner des instabilités numériques et d'autre part, la matri-
ce B -1 A n'est plus creuse.

Deux méthodes se présentent pour résoudre le probléme
(2) directement : la méthode QZ de Moler et Stewart (Moler et
Stewart (1973)) et la m&thode LZ de Linda Kaufmann (Kaufmann
1974)), on a choisit la méthode QZ puisque LZ est plus particu-
liérement adaptée aux problé&mes de matrices complexes et QZ, uti-
lisant des transf@rmations unitaires est plus stable.



.14,

1. METHODE QZ

1.1. Rappels

Avant de décrire rapidement 1l'algorithme QZ qui générali-
se au probléme (2) la méthode QR, on rappelle les théorémes et
notations de base suivantes (cf. Wilkinson (1965) et Stewart
(1973)).

2 s , . ~ . nxn .
Théorédme 1 : Soient A et B des matrices carrées de T , alors il

existe deux matrices unitaires, Q et Z, telles que
OAZ et OBZ sont triangulaires supérieures.

n

Soient A et B deux matrices carrées de P et U, V
nxn

', alors, les problée-

Théoréme 2

(2]

des matrices inversibles de T
mes généralisés de valeurs propres, suivants, sont

équivalents

(i) Ax = ABx, x # 0
(ii) UAVx = AUBVx , x # 0

De plus, si x est vecteur propre de (i) alors Vhlx

est vecteur propre de (ii).

Ces deux résultats permettent théorigquement de remplacer
le probléme (2) initial par un autre de type QAZx = AQBZIXx, equi-
valent, oli Q et Z sont des matrices unitaires et ¢onstruites de

-

fagon & ce que QAZ et QBZ soient triangulaires supérieures.

Ceci est fait itérativement, en accumulant en Q et 7 des

produits de réflecteurs de Householder.

Définition : On appelle réflecteur de Householder une matrice uni-

taire symétrique de la forme :

_2u u’

, o u e R".
a2 °°
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On dit que ce réflecteur appartient 3 la classe

) stu” = (0,0,...,0,1,% 1 eeuiXy, 1e O,ein, 0)
k-1

* Algorithme de construction d*un ré&flecteur de Householder :

S0it %X un vecteur ae:m?, et QO le réflecteur de Househol-
der 3 construire, Q Q;%??k).

u ul P -
On a Q=1 - —_— = I +vu, siv représente le vec-
HUHZ
teur =~ -w§~§~ . u, alors u et v sont obtenus paf 1'algorithme
el s
suivant :
1°/ R + signe{x) Ik+r~1 2 { « signifiant "prend
iﬁk X3 la valeur de®)
20/ Vj < 6; j = I;cu-gk”ig k*r,.s. n
vy * ~€xk+R)/R

Ve, .= Xi/R’ i = k+lg k+2;»-»yk+r”l

l;;oagk”lf k*r,.«-;ﬁ

(e
#

3°/ u, « 0 '
uk + 1

u; * vi/vi y L = k+1, k+2,... k+r=-1

Propriété& : Q ainsi construit est ﬁn réflecteur de Householder

de la classe-%r(k) tel que si x #¥ 3 Xy €4y alors
i=1
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k-1 n
Qx = r X, e L, e, + z X, e, ,
i=} +o1 k "k i=k+r T 7t
ou k+r-1
S 5 X; et e, est le iéme vecteur de la base
i=k * +

~

canonique de R™. C'est~a-dire, les composantes d'ordre k+1 3

k+r-1 de Qx sont nulles,

En particulier, si 0 eé%ﬁ%l) et si x # l}k[lz e, alors

Ox = ]]xl!z e, .

Si on multiplie Q qé%i?k) par‘une matrice A réelle quel-

conque, on aura
QA = [Qa 192 5, ... Qa nl . {a 3 représentant la colon-

ne j de A) avec

k-1 k+r-1 2 n
Qa .. = b a.. e, - X a’. e+ 1 a,. e,.
- ij “i i=k ij k j=k4p 13 1

On voit donc que la matrice OA ne différe de A que sur les lignes
k, k+1,...,k+r-1.

Si dans la colonne j de A on ar composantes nulles en
lignes k, k+l1,...,k+r-1 :

akj = ak+lj = L., o= ak+r~1j = 0, alors Qg‘j;= a.j
De méme si op multiplie A par z Qé%iik) on aura

AZ Z ;, ol a; représente la iéme ligne de A,

It
Y
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kw) k+r-1 n
et ay Z = I ay . e? - z ai. ei + I aij e§ ‘
. j=1 4 3 j=k 3 j=k+r

donc AZ ne différe de A que sur les colonnes k, k+l,...,k+r-1,
Dans la suite Q désignera les matrices réflecteurs de

Householder dgé%ﬁ?k) prémultiplicatrices et % les matrices de
Cﬁ%??k) post-multiplicatrices.

1.2. Algorithme QZ

1.2.1. Phase_préparatoire

- D e o S o e . e e e

* Réduire B a4 la forme triangulaire supérieure en multi-
pliant & gauche par une matrice @ qui est le produit accumulé de

matrices @ Qé%iisz‘k)’ pour k = 1,2,...,n-1,

On a alors le probléme &quivalent & (2) :

OAx = AQBx , ol QB est triangulaire.

* Réduire QA 3 la forme de Hessenberg (H est une matrice
de Hessenberg si hij =0, Y i > j+1) avec conservation de la for-
me triangulaire de (QB. '

Il existe des ré&flecteurs de Householder Q' et 2 tels que
Q'0A a la forme de Hessenberqg et Q'Q BZ est triangulaire supérieu~
re et, de plus, la post-multiplication par % conserve la forme de
Hessenbergy de Q°'QA. '

Donc le probléme, &quivalent 3 (2),

Q°'QAZ X = X Q'0OBZ x

B T

a des matrices H et T respectivement de la forme de Heésenberg et
triangulaire supérieure.
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1.2.2. Phase itérative

B T R

* Réduire H 3 la forme quasitriangulaire (i.e. bloc
triangulaire supérieure, avec des blocs diagonaux de taille 1 ou

2), en conservant T de la forme triangulaire supérieure.
Supposons qu'a 1'itération k on a le probléme :

Hk X = A Tk X

-

équivalent & (2) et de matrices Hk et Tk de forme de Hessenberg

et triangulaire supérieure respectivement.

Hk est décomposée en QR, i.e., on détermine Qk et Rk tel-
les que Hk = Qk . Rk : Qk est unitaire et Rk est triangulaire
supérieure.

Qg Tk n'étant pas triangulaire supérieure, on détermine
un réflecteur de Householder Zk, post-multiplicateur, tel que

QE Tk Zy soit triangulaire supérieure. La pmmmiéﬁé(p.la explﬂjmala
conservation de la forme de Hessenberg en Qi Hk Zk, car Qk et Zk

sont construites pas & pas, comme produit de matrices de 3(2),
(¢ = n-2,..., k-1 ; X =1,2,...,n-2).

Donc on prend, & 1l'itération k+1, Hk+1 = QE Hk Zk et

Tk+1 = QE Ty %, et on a le probléme équivalent a (2) :

T _ T

Remarques :
1) Cette itération est formellement équivalente & une itération
-1 . 3 -1 _ T
QR sur Hk Tk ; en effet, si Ck = Hk Tk = Rk Qk et
_ T -1 _ .7 T -1 _
Cke1 T Q Ck O alors Hyy Tpoy = (Qp Hy 2 ) (Q Ty 2y) =

T T -1 R _
O Hg Zx Zp Ty Q = Qp Cp O = Cpypy -
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2) Pour accéler la convergence qui est de l'ordre de celle de
{{max ‘%1/31,1;}k} guand k + = , et en méme temps maintenir les
i ,

~calculs en arithmétique réelle on utilise des doubles transla-

tions d'origine.

A chaque itération, on détermine o,y et 625 translations
d’origine, qui sont les valeurs propres du sous probléme de tail-
le 2, du coin inférieur droit de Hk et Tk‘

‘La matrice 3 dé&composer en QR est maintenant
Ck = (§*k - 63‘ Tk) (Hk - 02 Tk} H Ck = Qk Rk' Qk est unitaire et
R, est triangulaire supérieure. )

Le réflecteur de Houselholder Z), est déterminé par les

conditions : Qz T %y triangulaire supérieure et Qz ﬁk 2, a la
forme de Hessenberq.

Alors le probléme ;

of H, 2, x = A Q_ Ty %, X, (itération k+l) est &qui-
valent & (2) et converge vers :

H x = AT x

oF o
)

probléme &quivalent a (2), aussi, ol H_ est quasi-triangulaire
et T est triangulaire supérieure. :

La vitesse de convergence est maintenant de l’ordre de

celle de ’ :
(Ay=ey) (A4 _3=0y) ¢
{[max = 1™} , gquand k + » , donc, quadratique.
i A
: i~2

(Notons que ¢, approche A, et o, approche ki-l}'
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1.2.3. Extraire_les_valeurs_propres_des _blocs diagonaux de H

O At A Sl s Gl R R e b R I R o S Qi gL Y

et T

- -

Quand un bloc 2 x 2 définit une paire de valeurs propres
réelles, alors, on trouve les transformations unitaires (apparte-
nant q;%gﬁi)) nécessaires a@ la triangularisation de ce bloc et
on les applique effectivement a H et T . Mais quand le bloc
diagonal définit une paire de valeurs propres complexes conjuguées
les transformations unitaires (complexes) qui le réduiraient a la
forme triangulaire ne sont pas explicitement appliquées 3 H_ et
T _ et servent seulement 3 calculer les &léments diagonaux qui en

résulteraient sur H et T_.

Donc on transforme, par des réflecteurs de Householder, le
probléme dans le probléme équivalent :
Tl X = RT2 X
ou Tl et T2 sont triangulaires supérieures. On ne calcule explici-
tement que les diagonales respectives de T1 et T2‘ Les guotients
des éléments diagonaux, sont les valeurs propres du probléme (2).

e e R e e M e = me e e v

Les vecteurs propres de Tl X = ATz X sont obtenus par ité-
ration inverse et multipliés par le produit accumulé des réflec-—
teurs Z (post-multiplicateurs).
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Schéma de 1'algorithme (2

A 2 = o\ B 2
. "\
- \ phase
x =
A 2 Y I b 2 | D preparatoire
S T J
( H g % =N t::;] se K: N
Ef X - )& 2 ¢ :" l k.
= QE™ N
¢ .‘
Q}; Tis J‘ysk E,:
\ : phase
- A ? itérativ
& ﬂ: Hk? 2,1 x = A Q;’ W 2& x K+4
i \“““““\r-———-/
H.l =e = )\ Y | l co
] q / Vimite
I iﬁx 2 ' T = bN Q \\Qij 2 | =
M\»-—-—V.__../_ et
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1.3. Caractéristiques numériques

Cette méthode est numériguement trés stable et applicable
méme si A et B singuliéres. Elle est donc particuliérement indi-
quée pour la résolution de (2) quand A et B proviennent de 1'éqgua-
tion linéarisé d'un modéle &conomique, puisque dans ces cas 1la, on
a constaté que A est singulidre et B mal conditionnée pour 1'inver-

sion.

Le tableau suivant donne un ordre de granaeur du nombre

d'opérations 3 effectuer, en fonction de n (dimension de A et B).

érations racines
phases additions multlpllcatloés carrées
phase 3 3 , 5
préparatoire 17/3 n 17/3 n n
phase itéra- 2 2
tive (1 pas) 13 n 13 n 3n

Avec des doubles translations d'origine, la convergence
de la méthode est quadratique et on a en pratique des temps de
calcul de l'ordre de k.n> avec k 22 0.5 si 1'on veﬁt les vecteurs
propres et k ¥ 0.2 sinon (temps de calcul sur unlIBM 360, en
FORTRAN 1IV). |
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2. APPLICATION PRATIQUE DE LA METHODE DEFINIE A MINIMETRIC

On a appliqué QZ sur les versions linéarisées de MINIME-
TRIC de tailles respectivement n = 13, n = 20, n = 83, dont les
coefficients sont donnés en (INSEE (1977)) pour calculer toutes
les valeurs propres et tous les vecteurs propres.

2.1. Résultats Numériques :Comparaison de Q% et OR aprés inver-
sion, pour les maquettes de taille 13 et 20.

N.B. : Les calculs numériques ont &té faits en double précision
de maniére & mieux cerner les problémes d'instabilité numérique,
mais il est clair que la précision demandée pariles économistes
ne nécessite que la simple précision en régle générale.

En comparant les résultats obtenus par QZ avec ceux don-
nés en (INSEE (1977)) on constate qu'iis différent & partir de
la deuxigéme ou troisidme décimale selon les cas.

La méthode utilisée en (INSEE (1977)) consiste i appliquer
QR aprés une inversion de la matrice B. Or celle-ci est difficile
a inverser parce que la décomposition de Gauss, méme avec pivota-
ge, conduit 3 certains pivots trés grands et d'autres trés petits,
Pour vérifier cela on a calculé B~1 en utilisant une procédure
Harwell, de fagon que ||BB™!-I|| soit de 1'ordre de 167 | cette
matrice B“I différe considérablement de celle qui figure en
(INSEE (1977)), ce qui explique les différences obtenues sur les
valeurs propres ( F, d'Almeida et F. Chatelin (1978)).

La comparaison avec la méthode OR, aprés inversion de B
(B étant maintenant calculée avec une précision de l'ordre de
107 ) est résumée dans le tableau suivant :

-1
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Qz QR
précision 410718 4 107/
temps de n=13 = 1.7 s =15
calcul (x) n=20 = 3.6s =3 s
nombre < . 3 3
d'additions phase préparatoire 17/3 n 5/3 n
et multipli- phase itérative 2 2
cations (2 pas) 13 n > 1
nombre de phase préparatoire n2 ' n 
racines e

- phase itérative
carreées (1 pas) 3n n
Tableau 1

(x) temps de calcul sur un IBM 360 en Fortran IV, version H, les précisions
étant mesurées par la nomme euclidienne du vecteur résiduel ||ax - ABx{b

2.2. Résultats économiques : Application de Q% i une maguette
. de taille 83.

Le tableau 2 dbnne les 20 plus grandes valeurs propres
(arrondies & 3 décimales), ainsi que leur module ét période. La
période d'une valeur propre complexe est donnée par le quotient
27/w ol w est l'argument de la valeur propre compiexe considérée
w € 10,27].

Pour n = 83, comme 1l'indiquent les normes des vecteurs
résiduels les valeurs propres ont une précision numérique de l'or-
dre de 10—9, au moins. Pourtant, la plus grande valeur propre est
nettement supérieure & 1 (1.22) ce qui est en contradiction avec
les résultats obtenus par simulation pour le mod&le non linéarisé.
Ayant fait toutes les vérifications possibles i partir des matri— 
ces A et B a notre disposition, il ne reste gque la possibilité

d'une erreur sur les données A et B dans (INSEE {1977)).
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Neanmoins on notera que le module de la valeur propre 2
croit en méme temps que la dimension de la maquette :

%ﬁ13) = 0.838 ; kﬁ20) = 0,996 ; §J83)= 1.22

1
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Distribution des 20 plus grandes valeurs propres
(en module) de MINIMETRIC de dimension 83. Les valeurs propres

nga 383 se trouvent dans 1

¢ cercle hachuré.
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2.3. Chocs de structure

Pour préciser 1l'influence de certaines variables sur les
valeurs propres dominantes on a annulé successivement les colon-
nes des coefficients de chacune de ces variables sur les matri-
ces M et N de la formule (1) et on calcule les nouvelles valeurs
propres (Deleau et Malgrange (1975)).

Sur MINIMETRIC (n = 83) on a testé de cette facon les
variables suivantes . ’
DENS - demandes d'emplois non satisfaites
EF - effectifs des entreprises non financieres non agricoles
OENS - offres d'emplois non satisfaites

X — production interne brute : PIB
PX - prix de la PIB
PC - prix a l1'utilisation

et les variables retardées X 17 PX_ v PX_2, PX_3.

Les différences entre les valeurs propres originales et

celles ainsi obtenues sont données dans le tableau 3.

variables & "annuler" Différences entre les valeurs propres
le_xli 'AZ_Azl |A3—X3| |A4_A4, ,AS_Asl

EP 0.21 0.10 0.00 0.12 0.12
DENS 0.16 0.07 0.00 0.07 0.07
X 0.16 0.00 0.00 0.11 0.11
OENS 0.05 0.00 0.00 0.01 0.01
PX 0.09 0.03 0.17 0.03 0.17
PC 0.09 0.04 0.18 0.02 0.10
X_l , 0.12 0.00 0.00 0.04 0.04
PX_l 0.01 0.00 0.00 0.01 0.01
PX_, 0.01 0.00 0.00 0.01 0.01
PX_3 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00

Tableau 3
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Ceci vient confirmer 1'importance des variables EF, DENS,
X, qui sont les variables de bouclage et qui jouent donc un ré-
le trés important lors de la résolution du modéle.
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cHarITre {11

ETUDE NUMERIQUE DE LA STABILITE DES GRANDS MODELES

Pour résoudre le probléme (2) dans le cas des grands
modéles il est hors de question de calculer tous les &léments
proprés, On s'intéresse au calcul de quelques valeurs propres de
plus grand module et vecteurs propres associés. Ces valeurs pro-
pres sont dites dominantes,

On propose l'extension des méthodes itératives de ré-
solution du probléme (3) au problame généralis& sous la forme (2)
en utilisant explicitement le caractére creux des matrices non
symétriques A ét B,

La généralisation des algorithmes (de la puissance et
des itérations simultanées) au probléme (2) a été faite dans deux
directions :

a) Dans le cas général ol 1l'on ne dispose sur la structure de A
et B d'aucune autre information que leur caractére trads creux.

b) Dans le cas des mod&les macro-économiques od B a la forme
"cheminée", d&ja obtenue pour la résolution du modéle (cf.
Gabay et al. (1978) et Nepomiastchy et al. (1978)).

On suppose les valeurs propres de (2) ordonnées par
module décroissant :

RS T D VY A,



1. GENERALISATION DE LA METHODE DE LA PUISSANCE

Cette premiére approche de résolution du probléme (2)

suppose que |i,] > }Azl.

Supposons donné le vecteur initial X de norme unité

(l{xollz = 1), alors l'itération généralisée est
Y1 = B Xgy
(4) X, solution de : (5) B Xy = Y
x
X = ~k k=1,2,...
1B

Si X n'est pas orthogonal au vecteur propre 3 gauche de B“1 A,

associé a Ay la suite {Xk}ke]N converge vers le vecteur propre

Xk(i)

—————r A, 3 la vi-
Xk—l(l) converge vers 7 la v

associé & Al et le quotient 1

Aok
tesse de convergence est de 1l'ordre de O(l_ig‘ )
1

Cette vitesse peut &tre accélérée en utilisant des
translations d'origine (Wilkinson 1965) pour certaines distribu~

tions des valeurs propres.

Etant donné que la distribution initiale des valeurs
propres du probléme initial est symétrique par rapport & l'axe
réel, on prend des translations d'origine réelles p et on consi~

dére le probléme équivalent 3 (2) suivant :

(6) (A - pB)x = (A- p) B x
n Ny
A A
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si X, = I*;=pl > Ixy=pl + 1 =2,...,n 1a méthode de la
)
puissance conduite sur A donnera la valeur propre 31 et on obtient
. N
facilement ﬁ = Ai + p, la vitesse de convergence étant, maintenant,
Ny
EPY

ikl'"p!

dominée par (

En pratique, dans le cas général de valeurs propres
complexes {(on suppose &1 réelle) 1la détermination de p n'est pas
réalisable que si on connait la distribution approximative des
valeurs propres pour assurer que !Al p} > }k —pl e L =2,...,n.

De plus la méthode de la puissance ne sera pas appli-
cable si on a une paire de valeurs pPropres complexes conjuguées
de plus grand module, ce qu'on n'a pas trouvé fréquemment sur les
exemples Econométriques &tudiés, mais c'est parfaitement possible.

Pour pallier ces difficultés, on présente la générali=-
sation de la méthode des itérations simultanées sur (3) au probla-
me (2) au chapitre III.2.
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1.1. Méthode itérative générale (approche matrices creuses)

Dans le cas ol 1l'on n'a pas d'autres informations sur la
structure de A et B que leur caractére creux, la résolution de
(5) est faite & partir d'une factorisation -de B en L/U (facteurs

triangulaires) en employant des techniques de matrices creuses.

On dit qu'une matrice est creuse si elle a suffisamment
de zéros pour justifier le colit de l'utilisation de techniques
spéciales pour repérer les éléments non nuls et &viter le stocka-
ge et les opérations sur les zé&ros. Evidemment ceci entraine un
accroissement de la complexité de définition de la position des
€léments non nuls qui n'est justifié que s'il &vite beaucoup d'o-
pérations avec des éléments nuls. En général on consid&re creuse
une matrice ayant moins de 10 8 d'éléments non nuls.

Dans le cas particulier des matrices issues de modéles ma~-
croéconomiques, elles sont tré&s creuses ; pour METRIC par exem-
ple, le taux de remplissage est inférieur 3 1 %.

Chaque matrice est codée sur un vecteur réel, contenant ses
€léments non nuls, et deux vecteurs entiers contenant les indices
de lignes et de colonnes respectiffs.

La méthode de décomposition de B en facteurs triangulaires
est une méthode d'élimination de Gauss, adaptée 3 cette structiure,

La matrice B est d'abord permutée pour avoir la forme bloc~
triangulaire

PBQ = B )
11 0
By1 Baa,
Bk}_ Bkz » " % @ 'Bkk “
howen woul
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oll les blocs diagonaux (en nombre de k) sont carrés ; P et O sont
des permutations de lignes et de colonnes respectivement, détermi-
nées par la méthode de Tarjan (Tarijan (1972) , Duff et Reid (1978),

[N.B. : Une matrice de permutation des licnes i et j est de la forme :

P=f1
1.

[

LA R RS EREI EERE N E RN i

-
-

LI B

»
»

-Es s e 0
L]
famy

.
LR R IR I A LB R E R R RS N ERE R ER NN }
*

-

"1

B AN E AR REER TN RN TN 4

e g B s ERERE L.

d+

et P est donc telle que P’ =1 et P! = P]

Ensuite,chaque bloc diagonal est factorisé par la méthode
d'élimination de Gauss avec pivotage complet :

*

ﬁi B,y ﬁiz L, Uy ' ol L; est triangulaire inférieure et

Hi triangulaire supérieure.

On utilise le critére de Markowitz ponryle cﬁaix des pi-
vots, c'est-a~-dire, on prend comme pivot 1°'é&lément non nul pour
lequel le produit des nombres d'é&léments non nuls sur sa ligne
et sa colonne est minimal, & condition que son module soit supé-
rieure a u max {aiji (c£. Duff (1977b).

1,3

Le coefficlent u, a choisir entre 0 et 1, permet 3 1l'uti-

lisateur de choisir entre privilégier le maintien du caractaére

creux (u proche de 0) ou la stabilité numérique (u proche de 1}.
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Soit P le produit des permutations de lignes P et ?i
(i =1,...k) et Q le produit des permutations de colonnes Q et
éi (i =1,...k) alors PB Q = L U et on résoud le systéme :

(5° ) PBQ 2z =Py _
T k k-1
au lieu de (5), dont la solution Ek est obtenue en appliquant la
permutation Q a°zk : §k = Q zy.

La solution Xy de (5) étant obtenue 3 partir de la factori-

sation de B en L/U, on normalise ce vecteur pour obtenir X et on
itére comme en (4).

1.2. M&éthode itérative par blocs (en utilisant la forme “cheminée"
de B).

Nous considérons maintenant le cas oll B a été permutée de

fagon & &tre sous la forme bloc-quasi-triangulaire suivante :

B 0 0 0 o) '2 prologue
1 )
0 .
B2 B B4 0 q .é coeur
3 )
B5 BG B7 0 r -2 bouclage
B B B 0 ¢+ épil
8 9 10 s épilogue
B11

p+qg+r + s =n

Ceci est fait par permutation de la matrice d'incidence du modale
(1) (cf. Gabay et al (1978) et Nepomiastchy et al (1978))

.



.37.

D'abord, le prologue du mod&le est isolé&, en choisissant
les lignes qui n'ont d'autres entrées non nulles que la diagonale
et , en permutant également les colonnes équivalentes. Ensuite,
sur la-partie restante l'épilogue est choisi en prenant les colon-
nes qui n'ont d'autres entrées non nulles que la diagonale pour
les mettre 4 la fin de la partie de la matrice en considération,

et et 1l'on procédera de fagon analogue pour les lignes.

Il reste & séparer les équations de bouclage du coeur du
modéle : on considére le graphe orienté, associéjé la matrice
d'incidence, 3 laguelle on a enlevé les lignes et colonnes corres-

pondantes au prologue et & 1'épilogue.

t

Les noeuds de ce graphe sont les variables Xy i=1,2,...;n

non comprises dans le prologue ni dans l'épilogue du modéle.

t t

On appelle prédécesseur d'un noeud x4 tout le noeud x: tel
t

qu'il existe un chemin de longueur finie allant de xt a Xy i on

J
§ tout le noeud xk tel que x: soit prédéces-~

appelle successeur de x
seur de Xk‘ Alors les variables de bouclage sont celles qui corres-
pondent & des noeuds ayant au moins un successeur qui est aussi son
prédécesseur. Les autres variables de la matrice réduite appartien-

nent au coeur du modale.

Les équations et variables sont renumérotées de fagon 3 ce
gu'une équation définissant un prédécesseur d'une variable du coeur
(dans 1’ordre initial) précéde 1'équation définissant cette varia-
ble.

Les équations définissant les variables de bouclage sont

™

aussi ramenées 3 la fin de la matrice réduite,

Le nouvel ordre des lignes et colonnes de B ainsi déterminé
définit les permutations a appliquer aussi & la matrice A, pour
avoir un probléme &quivalent de valeurs propres, dont la matrice

du second membre 5 la forme “cheminée”
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Les blocs diagonaux sont carrés, Bl B3 et B11 sont
triangulaires inférieurs et tous les blocs non nuls sont trés
creux sauf B, et B7 qui peuvent &tre pleinsad 50 %. A est singulié-

re et creuse.
On itére encore suivant le schéma (4) mais pour la résolu-
tion de (5) on utilise une méthode par blocs adaptée i la structu-

re particuliére de B (cf. d'Almeida (1979)).

Les facteurs triangulaires de B (par blocg sont alors :

B, 0 0 0 I 0 0 0
B B 0 0 0 T C 0
L = 2 3 et U = —
B Bg| Dy 0 0 0 D, 0
Bg | By E | By, 0 0 0 I
ol
=1
C — B3 o B4
D=B, -B B2l . B, =D D
7 6 * 3 ~° P4 1 V2
_ - -1
E =By, ~ By - B, . By

Les matrices C, D et E sont des produits de blocs de B et
de l'inverse du bloc triangulaire B,.

La décomposition en facteurs triangulaires de B se réduit

d celle de la matrice D = B, - B, . Bgl. B, (pleine) dont il fau-

dra trouver les facteurs D1 et D, et dont la taille r est beau-
coup plus petite que celle de B. (Par exemple, pour METRIC dont
les matrices A et B sont d'ordre 751, les blocs diagonaux sont
d'ordre respectivement 37, 284, 29 et 401, donc r = 29),
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Supposons les vecteurs x et y partitionnés a l'aide du par-
titionnement des lignes ou colonnes de B.

—— 4

-

Le systéme Bx y est alors équivalent 3

B, ‘\\q; 6 0 O x} = |yt
: 2 2
B, B I ¢ 0 x y
3 3
Bg B, D I 0 X | Yy
Bg By E By, I x4 y4
>
c'est~a~dire :
B, x! =yt
w2 2 1
83 X° =y B2 X
w3 - 3 1 _ v2
D x¥ =y BS X BG X
N
x2 = xz - C x3
4 _ 4 _ I 2 _ 3
By, =y Bgx~ - Bgx Byp ¥

 La résolution de Bx = y se réduit donc 3 la ré&solution de
1 St Byy
{(par résolution de q syst&mes triangulaires inférieurs de pivots

deux systémes triangulaires de matrices B ; & 1l'inversion
1) de 83 et & la résolution du systéme de matrice D par dé&compo-
sition de Gauss.

-
*

Ceci montre tout 1'intérédt de la forme cheminde pour B
les problémes d'instabilité numérique qu‘'on peut &ventuellement -
rencontrer lors de l'inversion de la matrice B, de taille 751
sont reportés sur le systéme annexe de matrice D de taille 29.

Et cette taille est suffisamment petite pour que le systéme puis-~
se étre résolu avec toute la précision voulue,
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1.3. Résultats numériques

1.3.1. - L'ensemble de modules SPDITER réalise la méthode
de la puissance itérée dans le cas ol A et B n'ont pas de struc-

ture particuliére, suivant la présentation du paragraphe 1.1.

Pour les tests sur un exemple connu ayant toutes les
propriétés structurelles des modéles économétriques on a utilisé
la maquette MINIMETRIC de dimension 83 dont les valeurs propres

ont &té calculées en II par la méthode QZ (valeur de Ay calculée
par QZ : 1.220352249, avec un résidu de 10~9).

Valeur de n 83 : 83

Valeur propre dominante 1.22035 1.22035

Norme euclidienne du résidu 0.7 x 107° 107°

Valeur de n(x) 0.1 0.25

Nombre d'itérations 49 52

Tableau 4

() paramétre traduisant le poids relatif de la stabilité et du

caractére creux dans la résolution des systémes (5), O<u < 1.

Autres résultats

* Les dimensions des blocs obtenus sont comparées avec les dimen-
sions des blocs de la forme cheminée dans le schéma suivant :
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a) forme bloc~triangulaire b) forme cheminée
loe 19 ee 63 lwe 16 a3 ee 63 -
1 4 S D |
-1 S ]
i‘ o
‘ 0
1
0 r1 I ]
Figure 2

* Le temps de calcul total est de l'ordre de 4s sur un IBM 360/67

* Comportement des translations d'origine sur cet exemple test
Valeur approchée de », aprés 8 itérations : 1.15
Translation d'origine obtenue 3 partir de cette valeur :
1.05 (proche de 12) ‘

Valeur proche approchée de la valeur propre vers laquelle
la méthode converge : -0.60 (valeur approchée

de la plus petite valeur propre A\ )

Translation d'origine obtenue i partir des valeurs appro-
chées de A, et k : 0.23 (proche de (A +A )/2)

Valeur approchée de la valeur propre A : 1 21

| A, - 0.23’”
Nouvelle vitesse de convergence ;———— -
lz - 0.23
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Etant donnée la distribution particuliére des valeurs

propres de cet exemple 1l'accélération par translations d'origine
n'est pas avantageuse.

1.3.2. - L'ensemble de modules XAMINE réalise la méthode
de la puissance itérée dans le cas ol B a la forme "cheminée",
suivant la présentation faite au paragraphe 1.2.

x Les résultats des tests effectués sur MINIMETRIC de dimension
83 sont résumés dans le tableau suivant : '

Valeur de n 83 83

Valeur propre dominante | 1.22035 1.22036

Norme euclidienne du -5 -3

résidu 0.9 x 10 0.3 x 10

Nombre d'itérations 51 35
Tableau 5

* Le temps de calcul global est de l'ordre de 11 s sur un HB68,
systéme MULTICS. Les temps partiels &tant :

temps de calcul de C et D : = 0.087 s
temps de décomposition de B

en facteurs triangulaires : 0.004 s

R’

temps moyen de chaque itération : 0.158 s

* Evolution de la norme du vecteur résiduel en fonction du
nombre d'itérations?
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Figure 3

Ces résultats indiquent une vitesse de convergence de

1'ordre de é i = 0.8 ce qui est d'accord avec la vitesse
107"
1 »
théorique de convergence ; Tz = 0.8
1

* Les résultats des tests effectusds sur une version provisoire
de METRIC, de dimension 751 sont résumés dans le tableau 6.

Valeur de -?51
Valeur propre dominante 2}3?11
Norme euclidienne du ré&sidu 0.5 x 1072
Nombre d'itérations : 19

Temps global de calcul » 21s(x)

Tableau 6

(*) Temps de calcul sur un HB BS/MULTiCS . Le temps d'initiali-
sation de C et D et de décomposition de D a &6t& de 2 s et
le temps moyen de chaque itération de 0.9 s



2 - GENERALISATION DE LA METHODE DES ITERATIONS SIMULTANEES

si x| = L&I, la méthode de la puissance ne convergera
pas. On propose dfutiliser alors une extension de la méthode de
la puissance oli 1'on itére sur plusieurs, disonsy, vecteurs, et
on obtient des approximations des v valeurs propres dominantes.

Si[A] = |A2l 2... 2] 2{A |, la vitesse

J Dl sy

Av+2
A

i

de convergences est alors réglée par pour i =1,2,...,v

Pour le probléme de valeurs propres simple (3), il existe
plusieurs variantes de 1la méthode d'itération simultanées (cf.
G. Stewart (1978), V. Stewart (1976)) .

La variante proposée par G.W. Stewart en (Stewart (1978))
qui nous semble la plus performante peut étre adaptée de la fa-

¢on suivante au probléme (2):

2.1. Algorithme

On se donne v vecteurs de départ, orthonormés; ce sont
les vecteurs colonnes de 1la matrice Q0 de taille n x v, Les v
vecteurs itérés, au pas k., forment les matrices Yk ou Qk (ortho-
normale) de taille n x v,

Le passage du pas k~1 au pas k est le.suivant :
1. Calcul de Yk solution de
(7) By =a Qe

2. Orthonormalisation de Yk = Qk Rk' ol Rk est une matrice trian-
gulaire supérieure de taille vV X v

-1
Q < Y Ry
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3. calcul de Z, solution de

(8) B Zk = A Qk

4. Calcul de Ck = Qz Zk, de taille v x v

5. Calcul des €léments propres de Cy par la msthode OR, soit s

QT Ck Q = Ty » T\ quasi triangulaire
G'Qk*ﬂQk'Q

La résolution des v systémes linéaires de n équations 3@ n inconnues
que représentent les &quations (7) et (8) se fait par 1l'une des
deux méthodes exposées pour la ré&solution de (5) au paragraphe 1.1.
et au paragraphe 1.2. de ce chapitre.

Les phases 3, 4 et 5 de calcul de Ck et de ses &lé&ments
propres peuvent ne pas étre effectuées A chaque itération. De

méme pour la phase 2, d'orthonormalisation.

2.2. Résultats numériques

L'ensemble de modules ITERSIM réalise la méthode des ité-~
rations simultanées généralis&e au probléme (2) dans le cas ol
B a la forme "cheminée".

Quelques résultats des tests effectuds sur MINIMETRIC
(dimension 83) sont résumés dans les tableaux suivants :



.46.

Valeur de n 83
Valeur de v . 5
lére valeur propre dominante 1.22035
Norme du résidu 0.9 x 10_5
Nombre total d'itérations 33
Nombre de fois qu'on calcule. 9

les valeurs propres de C

Temps global (HB 68) 15 s

Tableau 7 : Calcul d'une valeur propre dominante

N.B. : Les valeurs propres dominantes, connues par 1'application
de QZ, ayant approximativement les modules suivants :
IAll = 1,22 ; |2 1.03 ; |x3t = 0.97 ; |r,| = 0.97

[}

g = 0.89 ; |x 0.86 ,

6l =
on confirme que la vitesse de convergence de cette itéra-
tion est 0.7 (approximativement).

Valeur de n . 83
Valeur de v : 7
lére valeur propre 1.2203
2éme valeur propre 1.0448
3éme valeur propre 0.9003+0.10411
l1ére norme de résidu 10:;
2éme norme de résidu 10_2
3éme norme de résidu 10
Nombre total d'itérations 41
Nombre de calculs des valeurs 7
propres de C

Temps global

Tableau 8 : Calcul de trois valeurs propres dominantes
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N.B. La vitesse de convergence des 3 valeurs propres domi-
A k A k
nantes est proportionnelle 3 !w%ii_ < k& l *(g'gi)k = 0,88
i 3 *
i=1,3

Les résultats de 1l'application de ce module & une version
pProvisoire de METRIC sont résumés dans le tableau suivant :

Valeur de n 751

Valeur de v : 5
Valeur propre dominante 2.37111
Norme du résidu 0.9 x 19—5
Nombre total d'itérations 13
Nonbre de fois qu'on calcule 4

les valeurs propres de C

Temps global (HB 68) 28.3 s

Tableau 9
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3. DECOMPOSITION SPECTRALE INCOMPLETE

Comme on a vu au chapitre I.2 1'évolution autonome des
écarts des variables par rapport a une trajectoire de référence,
est donnée par la formule de décomposition spectrale faisant
intervenir toutes les valeurs propres et les vecteurs propres

associés.

Dans le cas des grands modé&les, ol l'on ne connait que
les valeurs propres dominantes et les vecteurs;propres associés,
voyons sous quelle condition on peut tronquer cette formule pour
t+m)

conséquence d'une perturbation initiale Axt de la trajectoire de
*

t+N*°

obtenir des approximations des &carts i la période t+m (Ax
P * *
référence Xt-l' Kpreons X

Soient Al,..., An les valeurs propres ordonnées par mo-

=~

dule décroissant et Py «-¢ P, les vecteurs propres 3 droite as-

1

sociés. On a supposé B ~ A diagonalisable et donc, si P est la

matrice dont les colonnes sont les vecteurs pl,..., P, et P_l

1

son inverse, on a B A = P A P—1 ol A est la matrice

diag(xl,...,ln).

Supposons qu'on a obtenu les v valeurs propres dominan-
tes et vecteurs propres associés et considérons les partitions

suivantes :
P = [Pale] od P, = {pl,...,pv] et P = [pv+l,...,pn]
o |
A = [Aalébj’, ol 4, = [Al,,..,AvJ et 5y = [A\H_l,...,)\n]
et 'YT" "YT b
f v I v+1l
pl =] 2 ay, = |yll e v =|: t la matri
=g ], 0 a = Y5 e b ={- , €s a matrice
b i YT
n
LY, L -

-

dont les lignes sont les vecteurs propres 3 gauche.
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I1 est clair que Yapa =1, Ybe = I et pra = Yan = 0,
On a alors :
-1 .m m _~1 \ Ya
(B "A)" =P A" P " = [p_|p ] faalab) {2 =
a''b Yb
I op, My 4+ p,, My i=1
=1 L s = . o0 n
k=1 ik "k “kj K=yt ik "k “kj ’ ' ’

j"l@aeapn

I

m
Pa Ay Y, + Py A, Yy

Dxv  yxy wyxn nX(n—v)(n-v)x(n-v)(n—v)xn
Alors, 1l'erreur faite en remplagant (B~ la)™ par Pa Ag Y, est de

m
1'ordre de EN by Yol

. m
Soit ¢ = ||p_ by Yoll, s

- _
si on remplace dans Ab tous les éléments diagonaux par le plus

: m
grand en module, soit A ., , alors e < Il Py diaghy,, ) Y il

et € 5'AV+llm ['Pbybllm ;

n ) :
d'autre part, si on remplace en A, tous les &léments diagonaux

par le plus petit en module Av ¢« On a

e, ay v [|, llp, diagal Yol
et lfp, a7 v I, EM I AN

L'erreur relative sera donc

e Hag 12 ey v, 1,

m m
e, oy v, 01, I e, v 0,



‘.’5‘0 -

Dans le cas de METRIC, il Y a un ensemble de p valeurs

propres trés voisines de 0 en module, séparées du reste du spec-

tre tel que, si v = n - u, l'erreur relative ; sera
e, a] v_|
a "a "allw

négligeable.

4. LE CONDITIONNEMENT DU PROBLEME GENERALISE DE VALEURS PROPRES

Les valeurs propres et vecteurs propres de (2) calculés,
due aux erreurs d'arrondi et aux erreurs 1nnerantes aux méthodes
numériques sont en fait les &léments propres du probléme perturbé

(A+E)x = A (B4+F)x, X # 0

od ||E|| et ||F|| sont petites.

-~

On cherche & voir les conséquences de ces perturbations
sur la précision des valeurs propres calculées, en particulier

si B est proche de la singularité.

4.1.‘Nombre de conditionnement d'une valeur propre A, simple de (2)

Soit X une valeur propre simple de (2) et pl ey, les

»

vecteurs propres 3 droite et 3 gauche respectlvement correspon-

dants 3 1 et normallses, de fagon 3 ce que {)plfiz = et

H g
}}yliiz . 8ia yl Bp; et B =y, Bp, alors’k = o/ et
v“lA= (Vﬁafz + 13i2)~1 est un nombre de conditionnement de 1,

c'est-a-dire, il mesure 1'influence des perturbations de A et B

sur X (cf. Stewart (1975)).
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-1 l(-
p

Si Bp, # 0, v = ol k est la sécante de l'angle fait par Yy

2 2
et Bp) et o = /||ap,|[2 + |[Bp, || 2.

-

Donc, si le vecteur propre 3 gauche forme un angle petit avec

{Bpl}l (espace orthogonal du sous-espace engendré& par Bpl) alors
A est mal conditionné.

4.2. Influence de 1la presque singularité de B sur le conditionne-
ment des valeurs propres

Si B est presque singuliére, B est mal conditionnée pour
l'inversion et une petite perturbation F de B peut entrainer une
forte perturbation de 1'inverse de B (soit H).. On aurait donc :

(B+F) B! =1 &» 57! = g1, H, 03"‘“||2 peut é&tre

grande.

Résoudre numériquement le probléme (2) avec B presque
51nguliere correspond 3 résoudre exactement le probléme perturbé :

(2') (A+E) x' = A (B+F) x!
ot {tEIlz, t{FlIZ sont petites, B étant presque singulidre.

Les méthodes itératives numériques, consideréesbprécédem-
ment impliquent & chaque itération, la résolution de systémes
d'équations de matrice B+F.

Soit 1A' la valeur propre calculée du probléme (2'). Si

les perturbations E et F ont des normes suffisamment petites
alors :
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H
* * Yy, Epy H H
At = 0 , OO a = Y, Ap, et g = Yy Bp1
B+Y1 Fpl v

o
P ~ _ _ 2
Définition : Etant données Al = al/B1 et Az = 82 3“1'81'a2'82 e T

et (allﬁl) # (0,0), (02,82) # (0,0), la distance

chordale entre Al et Az est :
Ial By = a, Bll

X (A,2,) = =3 5 =5
VO T PR T eyl 2 T, 12

Alors (cf. Stewart (1975)),

H : H
cosé|y; Ep;| + sine lyy Fp,|

x (A, ') <
v~ £

Al
H £p

!2
1 1

oi v = /la[z + IBIZ s 6 = arctg A, ¢ =‘/lylf Ep]_ + iy }2

Donc, si v est grand, ) est bien conditionnée et ne sera pas trés
affectée par les perturbations sur A et B que les erreurs d'arron-

di introduisent.

Si B est proche de la singularité, les erreurs d'arrondi
sur B pourront entrainer une forte perturbation des solutions des
systémes a réséudre a chaque itération, et dans ce cas, la réso-
lution numérique de (2) correspond i la résolutién exacte d'un

probléme

(2") (A+E)x" = A" (B+H)x"

od ||H||, peut &tre non négligeable et dans ce cas, \' ne tend
pas vers i,
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Dans le cas de QZ, ol 1l'on n'a pas de résoélution de sys-
témes de matrice B i résoudre,c'est a la résolution d'un probléme
du type (2') que correspond la résolution numérique de (2), et
donc, si X est bieﬁ conditionnée, la presque singularité de B ne

l'affecte pas.

N.B. ¢ Sur les versions de METRIC et MINIMETRIC connues, le 4é-
terminant de B est différent de 0 :

n déterminant
13 0.47
20 0.90
83 0.83

751 0.60
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CONCLUSION

On peut conclure, en ce qui concerne 1'analyse dynamique
des modéles macroé&conomiques, que pour les modéles réduits il est
possible d'obtenir toutes les valeurs propres et vecteurs propres
avec une grande précision et indépendemment de la singularité

éventuelle des deux matrices, en employant la méthode Qz.

Pour les gros mod&les, on peut obtenir les valeurs propres
dominantes et les vecteurs propres associés par des méthodes ité-

ratives.,

On constate que la forme cheminée de la matrice B est.
bien adaptée & l'application de méthodes itératives de calcul de
valeurs propres du probléme généralisé, car elle permet l1l'utili-
sation de versions par blocs de ces méthodes qui sont plus rapides
plus stables et demandent moins de place mémoire.

Il serait aussi intéressant d'adapter la méthode d'Arnoldi
(Saad (1980)) a ce probléme généralisé, en utilisant la forme
cheminée de B pour résoudre par blocs les systémés linéaires de
matrice B qui y interviennent.
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PLAN

x Caractérisation des sous~programmes FORTRAN correspon-

dant aux méthodes décrites.
A.‘Reutine QZ : méthode QZ (cf. chapitre II)

B. Routine SPDITER : méthode de la puissance dans .1e cas de struc-
ture quelconque pour les matrices A et B (cf. chapitre III.1.1.)

C. Routine XAMINE : méthode de la puissance dans Ié cas ol la ma-
trice B est donnée sous la forme cheminée (cf. chapitre III.1.2.)

D. Routine ITERSIM : méthode des itérations simultanées dans le
cas ol la matrice B est sous la forme cheminée (cf. chapitre
I11.2)

Pour chacune de ces routines on donne les caractéristi-

ques sulvantes :

Fonction
Arguments

o

Messages d'erreur

Blocs COMMON
Sous-programmes appelés
Méthode et bibliographie

<}

(=2 T ¥ R S 7S I S
o
R . L

[}

* Exemples de séquences d'appel de ces sous-programmes .
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A - SOUS-PROGRAMME QZ

1. FONCTION

Calcule toutes les valeurs propres et en option les vecteurs
propres du probléme :

Ax = ABx, A et B matrices réelles carrées quelconques par
la méthode Q%7. ’

2. APPEL ET ARGUMENTS

CALL Qz (ND, N, A, B, EPS, ALFR, ALFI,'BETA, ITER, WANTX, X)

ol
ND est le nombre de lignes de A et B dans la déclaration

DIMENSION du programme appelant.
N est l'ordre du probléme (dimension du vecteur d'état)

e |

est une matrice réelle (celle du premier membre)
B est la matrice réelle du second membre
(A et B sont changés par la routine)
EPS est la précision machine »
- ALFR sont deux vecteurs réels de dimension giqui a la sortie
ALFI contiennent, en position i, la partie réelle (respecti-
vement imaginaire) du numérateur de la idme valeur
propre) .
BETA vecteur réel de dimension N qui contiendra i la sortie
en position i le dénominateur de la valeur propre iéme
ITER vecteur entier qui en position i contiendra le nombre
d'itérations nécessaires pour trouver la iéme valeur
propre
(ITER(I) = -1 si la idme valeur propre n'a pas été trou-
vée au bout de 30 itérations.
WANTX variable logique qui doit &tre TRUE si 1'on veut les
vecteurs propres et FALSE sinon
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X matrice de dimension ND,ND dont la colonne i est le
vecteur propre iéme si ALFI(I) = 0, sinon la colonne i
est la partie réelle et la colonne i+l la partie ima-
ginaire des vecteurs propres associés aux valeurs pro-
pres i et i+l qui sont complexes conjuguées.

Paramétres d'entrée non changés par Q7
N, ND, EPS, WANTX

Paramétres d'entrée changés par Q2% :
A, B

Paramétres de sortie :

ALFA, ALFI, BETA, ITER, Y

3. MESSAGES D'ERREUR

ITER(I) = -1 si en 30 itérations on n'a pas eu convergence
de la iéme valeur propre. :

4. BLOCS COMMON

Aucun

5. AUTRES SOUS-PROGRAMMES APPELES

QZ est une routine d'appel des routines QZHES, QZIT, QZVAL
et QZVEC qui font la réduction préalable de A et B 3 la forme de
Hessenberg et triangulaire, respectivement, l1'itération, la réso-~
lution des sous-problemes de taille 2 et le calcul des vecteurs

propres, respectivement.
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6. METHODE

La méthode employé&e est la mé&thode QZ, généralisation de QR
au cas d'un probléme de la forme Ax =ABx. A et B sont réduites3
la forme de Hessenberg et triangulaire, respectivement, par des

transformations de Householder.

L'itération sur A et B utilise des réflecteurs de Householder
et doubles translations d'origine. Le probléme converge alors vers
un probléme Tlx = Asz ol Tl est bloc-triangulairé avec des blocs
diagonaux de taille non supérieur 3 2.

Les sous-problémes diagonaux sont alors résolus par des trans-

formations de Householder.

Finalement, on peut calculer par itération inverse les vecteurs
propres.
Références : Moler et Stewart
Siam Journal of Numer. Anal.
Vol. 10, n°® 2, april 1973
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B - SOUS-PROGRAMME SPDITER

1. FONCTION

Calcule la valeur propre dominante et le vecteur propre asso-
cié du probléme Ax = ABx, ol A et B sont deux matrices réelles

creuses, par la méthode de la puissance généralisée.

2. APPEL ET ARGUMENTS

CALL SPDITER (N, NZ, BV, LICN, ICN, IRN, AV, LICNA, ICNA, IPA,
KO, MAXIT, XO, EPSD, IOK, LAM},U, XN, Bl, ¥1, W, ICNi, IRNI1,
IW, IKEEP)

ou les paramétres sont comme suit :

-~ Paramétres d'entré :

NZ

LICN

AV

LICNA
ICNA

iPa

MAXIT
EPSD

Ordre des matrices

Nombre d'éléments différents de 0 dans la matrice B
Dimension de vecteur BV, des valeurs de B; qui doit com~
prendre l'espace pour mettre les facteurs de la décompo-
sition eh L/U. De 1'ordre de 4xNZ

Vecteur réel, de dimension LICNA, des valeurs # 0 de la
matrice A .. ,

dimension de AV = nombre d'&léments # 0 de A

vecteur de dimension LICNA, entier, contenant les indices
de colonne des éléments ccrrespondants de AV

vecteur entier de dimension N+1 qui contient en position
i 1'indice de début (en AV) de la ligne i.

IPA(N+1) = LICNA+]

Limite supérieure du nombre d‘'itérations

précision demandée



BV

ICN

IRN

KO

061.

contrdle de la technique de pivotage de Markowitz

0 <U < 1,51 U tend vers 1 la stabilité de la décompo-

sition est privilégiée si U tend vers 0 on évite le rem-

plissage.

vecteur réel de dimension LICN changé& par la routine,

contenant : '

- en entrée les valeurs # 0 de la matrice B (par lignes)
‘et de l'espace libre

- en sortie les lignes des blocs hors diagonaux permu-
tées,en début,et les &léments de chaque ligne de L/U,
pour tous les blocs diagonaux ; les lignes sont dans
1'ordre dans lequel on trouve les pivots.

vecteur entier de dimension LICN changé par la routine

contenant les indices de colonne des €léments correspon-

dants de BV

A la sortie sa structure correspond 3 celle de BV

vecteur entier de dimension 2NZ (au moins) changé par la

routine, qui contient en position i 1'indice de début en

BV de la ligne et IRN(N+1l) = NZ+1l. A la sortie il est

permuté. ‘

entier changé par la routine qui en entrée est 1l'indice

d'une composante # 0 de X0

- Paramétres d'entrée-sortie :

X0

-

vecteur de dimension N contenant & l'entrée le vecteur
de départ de l'itération (donné) et en sortie le vecteur
propre si IOK = 0

- Paramétres de sortie :

IOK

paramétre entier de contrdle
= 0 si tout va bien
= «lsi la décomposition n'a pas été& possible
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i
)

si la décomposition est instable
(changer U)

#i
W

si on a eu MAXIT itérations sans convergence
= 4 si 1l'on tombe sur un vecteur itéré nul
(changer X0) » »
LAM1 réel égal & la valeur propre si IOK = 0

-~ Vecteurs de travail

XN vecteur réel de dimension N,
Bl vecteur réel de dimension NZ

ICNl vecteur entier de dimension NZ gardent une copie
! : de BV, ICN, IRN
V initiaux

IRN1l vecteur entier de dimension N+l
Yl vecteur réel de dimension N, sert 3 garder le produit
de B par X0 3 chaque itération
W vecteur réel de dimension N utilisé dans la décomposition
IW vecteur entier de dimension 8xN ou tableau de dimension(N,8)
IKEEP tableau de dimension (N,5) utilisé dans la décoﬁposition
et résolution, dont les colonnes aprés décomposition ont
la signification suivante :

lére - longueur des lignes des blocs diagonaux

2éme - permutation : la ligne IKEEP(i,2) au départ devient
la ligne i ’

méme chose pour les colonnes

4éme - longueur de la partie en L de la ligne 1 d'un bloc

w
o
&
4]
i

diagonal

L
[l
g
@
}

longieur des lignes du bloc hors diagonal
IKEEP(1,5) =-1 s'il y a un seul bloc.

Note 1 : ces vecteurs sont en paramdtres uniquemént pour avoir des
dimensions ajustables _
Note 2 : dans la version double précision, toutes les variables

réelles sont déclarées en double précision.
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3. MESSAGES D'ERREUR

IOK # 0 indique une erreur comme défini en "Paramétres

de sortie"

4. BLOCS COMMON

I1 n'y a aucun bloc COMMON & déclarer dans le programme
d'appel. '

5. SOUS-PROGRAMMES APPELES

Cette routine appelle les sous-programmes Harwell suivants

-

MC23AD pour réduire B 3 la forme bloc triangulaire inférieure
MA28AD pour décomposer B en L/U

MA28CD pour la résolution d'un systéme dont la matrice creuse a
des blocs diagonaux décomposés en L/U par MA28AD

(cf£. Duff (1977b), Duff et Reid ((1978), Duff (1978a))

6. METHODE

La méthode employée est une généralisation de la méthode
de la puissance itérée, comme décrit au chapitre III.1.1 et qui

suit le sché&ma suivant :

1. copie de B en B1
2. décomposition de B en L/U
3. calcul du produit de A par XO, stocké en Y
4., IT =0
5. itérations :
a) ré&solution de BX = Y

X (k)
X, (k)

¢) calcul de Q!X]’

d) normalisation de X

b) calcul de ) = (k tel que Xo(k) # 0)
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e) test d'arrét et préparation de l'itération suivante
. XO = X ‘
. Calcul du produit de A par XO ; stocké en Y

. Calcul du produit de B par xo ; stocké en Y1

. TESTE = ||Y- AxY1}|
si TESTE < EPSD alors sortie de la routine (solu-
tion 1, Xo)

sinon
si IT > MAXIT alors sortie de la routine
sinon IT = IT+1 ‘
aller a 5)

IT étant le nombre d'itérations ré&alisées,
MAXIT le nombre maximum d'itérations,

EPSD la précision deﬁandée,

X0 le vecteur de départ en entrée, le vecteur

propre en sortie.
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C - SOUS PROGRAMME XAMINE

1. FONCTION

Calcule la valeur propre dominante et le vecteur propre
associé de AxX = ABxX, ol A et B sont deux matrices creuses, B ayvant
la forme "cheminée", par la méthode de la puissance généralisée.

2. APPEL ET ARGUMENTS

CALL XAMINE(N,AV,ICNA,IPA,Bl,B2,B3,B4,B5,B6,B7,B8,BY,
B10,B11,ICN1,ICN2,ICN3,ICN4,ICN5,ICN6,ICN7,ICN8,ICNI, «
ICN10,ICN11,IRNT,X0,LAM} , XN,W,C,D,NB3,NB7,I0K)

- Paramdtres d'entrée

P

N entier &gal a4 l1l'ordre de la matrice A

AV  vecteur réel de dimension Nzé})

des valeurs diffé-
rentes de 0 dans la matrice A

ICNA vecteur entier de dimension Nzélgontenant les indi-
ces de colonnes des éléments correspbndants de AV

IPA vecteur entier de dimension N+1 qui contient en posi-
tion i l'indice de début en AV de la ligne i :

IPA (N+1) = NZA+1 -

Bi est un vecteur réel contenant les é&léments non nuls
du bloc i de B (supposant B partitionnée dans les 11
blocs de la forme "cheminée"),

ICNi est un vecteur entier contenant les indices de colon-
ne des é&lé&ments de Bi,

IRNT matrice entidre de dimension (N,11) dont chague co-
lonne i contient les indices de début des lignes du
bloc¢ Bi,

o S o S0 vt Wi a2 S Bkt SO Sl e S e M At S 408 . A Sh U e S o AR e W ik S U I BN i K e o S S AN S R ok i S SR S TS S S S 4 e U S S

(1) voir en "4 Blocs COMMON™
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- Paramétres d'entrée-sortie

x0 vecteur réel de dimension N, contenant & 1'entrée
le vecteur de départ de 1l'itération et en sortie
le vecteur propre si IOK = 0

- Paramétres de sortie

LAM1 réel égal & la valeur propre si IOK = 0
IOK  entier o
= 0 si la valeur propre a &été obtenue 3 la préci-
sion demandée
= 1 si on a une erreur 3 la décom?osition
= 2 si on trouve un vecteur d‘'itération nul
(changer XO0) ,
= 3 si on a fait MAXIT itérations sans atteindre
la précision voulue (MAXIT défini en 4. Blocs
COMMON) s
- Paramétres de travail

XN vecteur réel de dimension N

W vecteur de dimension N réel

C matrice réelle de dimensions (NB3, NB7)
D matrice réelle de dimensions (NB7, NB7)
NB7 (égal a8 NB(7)) entier

NB3 (égal a NB(3)) entier

Note : Dans la version double précision toutes les variables réelles
sont déclarées en double précision.

3. MESSAGES D'ERREUR

IOK # 0 indique une erreur comme définie en "Paramétres
de sortie",
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4. BLOCS COMMON

XAMINE wutilise un bloc COMMON :
- COMMON/xAM/NZB,NB,NZA,MAXIT, EPSD,KO

ol :

NZB vecteur entier de dimension 11 qui contient en
position i le nombre d'éléments non nuls du bloc Bi

NB vecteur entier de dimension 11 qui contient en po-
sition i le nombre de lignes du bloc Bi

NZA entier égal au nombre d'éléments‘non nuls en A.

MAXIT est le nombre maximum d'itérations permises, en
entrée, et le nombre d'itérations réalisées, en
sortie

EPSD réel &gal a la précision demandée

KO' entier changé par la routine, contenant en entrée
1l'indice d'une composante # 0 de X0

5. ROUTINES AUXILIAIRES UTILISEES PAR XAMINE

1) routines standard (dépendant des bilbiothé&ques mathématiques
dont on dispose) }

~- de décomposition d'une matrice pleine (la matrice D) en
facteurs'triangulaires. Les essais ont été faits avec
FO3 AFF de la bibliothéque NAG sur le HB68

- résolution d'un syst@me linéaire plein, dont la matrice
a été décomposée en L/U. Les essais ont &té faits avec
'FO4AJF de la biblioth&que mathématique NAG, sur le HB 68,

2) Routines construites et jointes au sous-programme

- INIT
qui calcule C = B

et D =

{
jve}
~J
i
w
o
@]
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- MCO09
qui calcule y + Ax, y, x étant des vecteurs et
A une matrice codée sous la forme creuse (cf.
MCO9AD Harwell) '
MC30CF
qui résoud un systéme lindaire traingﬁlaire, infé-

i

rieure dont la matrice est codée sous 1la forme
creuse ’

}

cooL )
qui obtient un vecteur colonne d'une matrice codée
sous la forme creuse

MCO9BL _»
qui calcule le produit de B par unlvecteur, B é&tant

donnée par ses onze blocs codés sous la forme creuse

6. METHODE

La méthode correspondant 3 ce sous—-programme est une géné-
ralisation de la méthode de la pulssance itérée dans le cas ol B
d la forme cheminée, comme décrit zu chapitre 111.1;2., et sult le
schéma suivant

1, Initialisation de ¢

i
W
jev}

et D=B, - B, C

(Pour obtenir C on a m systémes de matxice:friangulaire
inférieure a résoudre, m &tant le nombre de colonnes de 84. Pour
avoir D, on a & faire m produits d'une matrice creuse par un vec-
teur).

2. Décomposition L/U de D : D = D1 .D2
a8 1l'aide d'une routine standard.
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3. Calcul du produit de A par X , stocké en Y

4.
50

IT =0
Itération
a) Résolution de B1 X1 = Y1
b) 2 _ g2yt

c)

d)
e)

£)

g)
h)

Résolution de B3 W=Y

" R 3 _ 3 _ 1
Reso}utlon de Dl Dz XW =Y B5 X B6 W
Calcul de X2 =W - C X3

4 _ 4 _ 1 _ 2 _ 3
Calcul de Bil X™ =Y 88 X Bg X BlO X
_ X(1)
Calcul de LAM1 = £3=1 (I tel que X, (I) # 0)
‘ XO(I) 0

Normalisation de X

Préparation de l'itération suivante et test d'arrét
- X =X
. Calcul du produit de A par X,, stocké en Y

- Calcul du produit de B par Xgr stocké en Y1
TEXTE = ||Y-LAM1.Y1]|]

Si TESTE < EPSD alors sortie de la routine
sinon | (

si IT 2 MAXIT alors sortie de la routine
sinon

IT = IT+1

aller a 5)
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D - SOUS-PROGRAMME INTERSINM

1. FONCTION

Calcule les valeurs propres dominantes et vecteurs pro-
pres associés du probléme Ax = ABx, ol A et B sont réelles, creuses
et B a la forme cheminée, par une méthode des i%érations simultanées

generallsee.

2. APPEL ET ARGUMENTS

CALL ITERSIM(N,NIU,AV,ICNA,IPA,B1,B2,B3,B4,B5,B6,B7,B8,
89,810,811,ICNl,ICN2,ICN3,ICN4,ICNS,ICNS,ICN?;ICN8,10N9,
ICNIO,ICNII,IRNT,IU,U,X,Y,ERR,ITTOT,IOK,V,WM,IM,C,D,W,IC;
iD)

- Paramétres d'entrée

N entier €gal 3 1l'ordre du probléme (dimension du
vecteur d‘'état) o7

NIU entier &gal au nombre de vecteurs sur lesquels on
itére ‘

AV vecteur réel de dimension'NZAi)des valeurs diffe-

rentes de 0 dans la matrice A

ICNA est un vecteur entier de dimension égale au nombre
d'éléments non nuls de A contenant les indices de
colonne des &léments non nuls de A

IPA est un vecteur entier de dimension N+1 gqui contient
en position i 1'indice de début, en AV et ICNA, de
la ligne 1 de A et IPA(N+1) est &gal au nombre
d'éléments non nuls de A plus 1.

S T L SO i o e Wt M e B . OO W . St S s i N 2O S s T 0 e T L M e O o U S BN St S . e i N G

(1) défini en 4 Blocs COMMON
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Bi est un vecteur réel cogtenant les é&léments non nuls
du bloc i de B (en supposant B sous la forme chemi-
née)

ICNi est un vecteur entier contenant les indices de

colonne des éléments de Bi

IRNT est une matrice entiére de dimension (N,11) dont
chaque colonne i contient les indices de début de
ligne du bloc Bi

IU entier &gal a8 la premiére dimension déclarée de
UetV : IU =z N
- Paramétres d'entrée/sortie
U tableau réel de dimension (IU, NIU) qui contient,

en entrée, en colonnes_l,...,Iu les approximations,
données, des vecteurs propres, comme vecteurs de
départ.

Si IS = 0 toutes les colonnes de U sont initiali-
sées par une routine RANDOM, standard.

En sortie la colonne i de U (i=1,...,IRf§ contient
le vecteur propre associé a Ay si Aj est réelle,
sinon la colonne i contient la partie réelle et la
colonne i+l la partie imaginaire des vecteurs pro-

pres associés 3 X, et A qui sont complexes

i i+1’
conjugués.

- Paramétres de sortie

X vecteur réel de dimension NIU qui contient en sor-
tie la partie réelle des valeurs propres dominantes
en composantes X(1),..., X{(IR)}1)

Y vecteur réel de dimension NIU qui contient en sor-
tie la partie imaginaire des valeurs propres domi-
nantes, en composantes Y(1),..., Y(IRfl)

ERR vecteur réel de dimension NIU qui contient en posi-
tions 1 3 IR les résidus des éléments propres cor-

fespondants.

A " - o . S o ke P ot A N T Sob8 e S Bt e e S At e T o T St o e St A S s i Ht s Tt S B i A o Sy G N Sl M T . ok U S o T S Tl W T e S e
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ITTOT entier &gal au nombre total d‘'ité&rations effectuées
I0K entier €gal & 0 si toutes les valeurs propres ont
&té obtenues en moins de MAXIT itérations.

- Paramétres de travail

v tableau réel de dimension (IU, NIU)

WM tableau réel de dimension (NIU, 4*NIU)}
M vecteur entier de dimension 24NIU -

C tableau réel de dimension (IC,ID)

D tableau réel de dimension (ID,ID)

W vecteur réel de dimension ID ‘

Ic entier &gal 3 NB(3)

in entier &gal 3 NB(7)

3. MESSAGES D'ERREUR

I0K # 0 indique une erreur ou instabilité& dans 1la décompo-~-
sition de la matrice D définie en I11.1.2., ou bien non convergence
en MAXIT itérations:

4. BLOCS COMMON

Il y a deux blocs COMMON & déclarer dans le' programme
d'appel de cette routine :
COMMON /PREIN/IR,IS

oll
IR entier &gal au nombre de valeurs propres demandées
(IR < NIU)
Is entier é&gal au nombre de vecteurs de départ qui

approchent les vecteurs propres en entrée
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COMMON /ITXAM/NZB,NB,NZA,TOL,MAXIT,LMAX

ot

NZB est un vecteur entier de dimension 11 contenant
les nombres d'é&léments non nuls de blocs de B

NB est un vecteur entier de dimension 11 contenant
leg nombres de lignes des blocs de B

NZA entier égal au nombre d'éléments non nuls en A

TOL réel &gal & la précision demandée

MAXIT entier é&gal au nombre maximum d'itérations qu'on
veut exécuter '

LMAX entier &gal au nombre maximum d'itération entre
deux résolutions du probléme de valeurs propres
Cn X = ax (cf. IITI.2)

5. ROUTINES AUXILIAIRES

Les routines suivantes sont appelées en ITERSIM

1) Routines standard :
- de décomposition d'une matrice pleine (9) en facteurs
triangulaires L et U. Les essais ont été faits avec
FO3AFF de la bibliothéque NAG sur un HB68

- de résolution d'un systéme linéaire plein, dont la
matrice a été& décomposée en L/U. Les eSéais ont é&té
faits avec FO4AJF de la biblioth&que NAG sur le HB68

2) Routines construires et jointes a4 ITERSIM

INIT - qui calculeC = 85134 et D = B7 - BGC(cf. notations
du chapitre III.1.2.)

MC09 - qui calcule y+Ax, y et x étant des vecteurs et A
une matrice creuse {(cf. MCO9A de Harwell)
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MC30Cr qui résoud un systdme linéaire triangulaire infé-
- rieur dont la matrice est creuse

CCOL.  qui obtient un vecteur colonqe d’une matrice codé«c
sous la forme creuse

MCO9BL qui calcule le produit de B par un vecteur, B &tan
donnée par ses onze blocs cadéé sous la forme
creuse

XAX routine qui calcule la solution de systémes du
type Bx = Ay

6. METHODE
. La méthode correspondante 3 ce sous-programme est une

généralisation de la méthode des it&rations similtanée dans le cas
ot B a la forme cheminée, comme décrit au chapitre IXI.1.
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EXAMPLES DE SEQUENCES D'APPEL

Pour 1'exemple donné au chapitre I on présente ici

la specification des paramétres pour chacune des séquen-

ces d'appel de ces programmes.

-
L)

£330

b

A S0US-PROGRAMNE @z

DIMENSION RCIE,18),B(16,18),X(18,18) ,ALFR(A),ALFI(6),BETACS), ITER(S)
LOGICAL WANTX

LERD=8.8E8
N=é

ND=1@
EPS=18.E-8

SUPFOSANT QU“ON NE VEUT PAS LES VECTEURS PROFRES....

WANTX=.FALSE.
LECTURE DE A ET B

CALL QZ(ND,N,A,B,EPS,ALFR,ALFI,BETA, ITER, WANTX,X)

WRITECS, 1) UITER(D) , I=1, )
o 2 I=1,N

URITE(4,1)1
IF(BETA(I).EQ.8.8E8)G0 TD 4
BET=1./BETA(I)

AI=ALFI(I)

VPI=AI*BET

UPR=ALFR(I)*BET
IF(ABS(AI).GT.0.8EG)G0 1O 3
WRITE(4,5) VPR, ZERD,ABS (VPR)
60 10 2
URITE(4,5)VPR, VPI, SART (UPREVPRVPTHVUFD)
60 10 2

URITE(4,6)

CONTINUE

FORMAT("  VALEUR PROPRE INFINIE *)
FORMAT(IEIB.11)
FORHAT(1814)

sTop °
END
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B GOUS-PROGRAMME SPOITER

DIHENSION BU(4$),IEN(4Q),IRN€?),90615),IENA(!G),IPQ(?);XG(é);XN(é),

§R1C18), ICNTC18),Y1(18), IRN1(7),0(8) , IKEER(6,5),10(6,B)
REAL LAH1

CET EXEHPLE NE SERT QU“A ILLUSTRER LA SEQUENCE D’AFPEL.LES
HATRICES HE SONT PAS CREUSES DANS CEY EXENPLE.

‘DATA Xd/78.,1,,448./
N=4

NZI=13

LICK=44

LICHA=18

EFSD=1.E-3

HAX1T=58

U=8.1

Ki=2

LECTURE DE
AVS(1.,2.,8.2,10,00,20 00,00, 10,10)
1CNA=(1,2,3,1,4,5,4,2,3,5)
1PA=(1,4,6,8,9,18,11)
BU=(1.,=1a,-24, 10,20, =85, 1e 10 0u,10)
1CH=01,2,1,2,3,1,3,4,5,6)
IRN=(1,3,4,8,9,16,11)

CALL SFDITER(N,HZ,BV,LICN,ICN,IRN,AV,LICHA,ICNA,IPA,K8,HANIT, X8,
REPSU, TOK, LANY, U, XN, B, Y1, U, ICNT, IRNT, IW, IKEEP)
IFCTOK.E.OYURITECS, 188) 10K
HRITE(S, 1811 (X8I}, I=1,N)
URITE(S,182)LANI1
FORMATS B ECRITURE

STOF
Edb
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L SOUS-FROGRAMME  YANIHE

DIHENSION AV(T1E), X860, XN(6),U(8),ICHACIE) , HZBCIT) NB(T1), IFAL(Y),
C(2,1),B01,1),B148),B2(5),B3(5),B4(5),85(5),B6(5},87{5),
ABB(S),B9(5),BIA(S),B11(5), ICNT(5), ICN2(5), ICNI{S), ILNALS), IENS(S), ICNS (),
ICNZ(5),ICNB(5),ICNT{S), ICM18(3) , ICNT1(G)  IRNT(4,11)

0 CET EXEWFLE NE SERT QU’A ITLLUSTRER LA SEQUENCE D“APPEL.LES
C  MATRICES NE SONT PAS CREUSES DANS CET EXEMFLE.

COHMON /XAN/NZB,NB,NZA,HAXIT,EFSD,KE

DATA X8/8.,1.,4%8,/
N=6

NZA=18

EPS=1.E~3

HAX1T=58

Kg=2

£ LECTURE DE
 AYE(L 20, 8.2, 10 1, 2uy Tay ey ta, 1)
¢ 1CNA=(1,2,3,1,4,5,4,2,3,5)

£ IPA=(1,4,4,8,9,18,11)

£ NB=(8,2,2,2,1,1,1,8,8,8,3)
€ NIB=(8,8,3,2,8,1,1,8,8,8,3)

L OIRNT={(8 81 1 01 18881

£ (8226228860

> (BB 436086663

¢ (66080065684

L (Geepopa80808a

£ (Bo6860060868)

£ B1=83B2=8;B5=0;B8=0:E9=0;E10=0;

[ ICN1=@;1CN2=0;1CNS=8;ICNB=8;ICKI=0;1CN18=;

£ B3=(1.,-2.,1.) 3B4=(-1.,-2.) }B6=(-8.5) ;B7=(1.)
£ ICN3=(1,1,2) ICMA=(1,1) ICN6=(1) ;ICH7={1)
£ BH=(1.,1.,1.) 3CN11=(1,2,3)

NB7=NB(7)
HE3=NB(3)

CALL XAHINE{(N,AV, ICNA,IPA,B1,B2,83,84,B5,84,B7,88,B9,
RE16,B11,ICNT, ICN2, ICNI, ICN4, ICNS, ICNG, ICN7, ICNE, ICNY,
RICNTB, ICNTY IRNT, XE, LAKT, XN, U,C, 0, NES,NB?, 10K}

IFCIOK.NE.OIURITE(S, 1481 10K
URITE(S, 181 (X8{1),I=1,)
WRITE(&,182)LAN

‘: %%

C FORMAT B’ ECRITURE

Q

870P
ENE

oA et
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p GOUS-FROUGRABKE ITERSIN

DIMENSION B(14,3),0¢18,3),U8(3,12),1N(4),
4X(3),Y{3),ERR(D},
&E42, 10,001,100, BH(5),B2¢5),B3(5),B4(5) ,B5{5) ,B6(5),07(5),
§B8(5),B9¢5),B18(5),BIT(5) , ICN1(S), ICN2{(5), ICN3(5), ILN4(S), ICNS(S) , ICNG(S)
RICN7(S), ICNBCS) JICNT(S)  ICNTB(S) ,JCNTT(SY, IRNTLS,1D)
&,AVULE), IPA(Z), TCNACIE) NBO1T)  NZBCTD) &)

CE¥ EXEthE NE SERT QU-“A ILLKST&ER LA SEﬁﬁENCE b APPEL. ti&

HATRICES NE SONT PAS CREUSES DANS CET EXEHPLE.

CONHOM /TTXAH/NZH,HB,NZA,TOL,HAXIT,LHAX
CONHON /FREIN/IR,IS

N=6
NZA=18
ToL=1.E~3
HAXTT=58
IRk=1
I5=4
NIU=3
LHAX=18
=12
1t=2
=1

LECTURE DE
Au:ii‘,2"&'2’18,‘&’2‘;1"‘03“’*')
16NA=(1,2,3,1,4,5,4,2,3,5)

1PA=(1,4,6,8,9,18,11)

NE= {6,~,~,2,¥,i,3,§,$,9,3)

NIB=(9,6,3,2,8,1,1,8,8,8,3)

IRNT=(8 61 1 6 1180881
(062282282082
Bpa30660883
(6O608060090884)
(6000600660062
(B 68000808044)

Bi=0;B2=p;E5=0;B8=0;B9=9;k18=0;

ICH1=8; 1CNZ=0;1CNS=0; ICNB=0; ICN9=8; ICN18=4}

B3=(1..-2.,1.) SB4=(-1.,-2.) 3B4=(-8.5) :B7={1.) )

ICN3=(1,1,2) ICNA=(1,1) ICNé=¢1) ;ICN7=(1)

B¥¥=(§,,3.,¥ Y JICN1Y1=(1,2,3) ;

CALL I?ERSI&(&,N§H,AU,I€§&,i?R,Bi,B~,BS,B§,B§,36,B?,ES,B¥,
SB1O,E11,ICNT,1CN2, ICNI, ICN4, ICNS, ECNG, ICN7, 1CNE, ICNY, ICNTE,
&IEHX% IRNT IU U,X,Y,ERR,ITTOT, I0K,V, UM, IN,C,D,0,IC,ID)

I%(IQ&.NE ﬁ)ﬁ&ITiiﬁ 1&9}18K

HRITE(S, 100017707

URITECE, 182 (ERR{TD), I=1,1IR)

HRITE(S,184)

BB 1 I=t,IR

HRITE(S,183)3X(1), YD)

URITE(S,185)

g 2 I=1,H

URITE(S,183) (0T, 1, d=1,IR)

FORMATS B7ECRITURE ..

star
END

?
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