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INTRODUCTION

Le travail que nous présentons s'inscrit dans le cadre de la
théorie des processus ponctuels et des mesures aléatoires tels que les
étudlent des auteurs comme KALLENBERG ({20]), KRICKEBERG ([21]),
MATTHES, KERSTAN et MECKE ([28]) et NEVEU ([30]), c'est-a-dire la
théorie des éléments aléatolres & valeurs dans l'espace des mesures de
Radon positives sur un espace localement compact & base dénombrable,
Ce travail s'articule plus particuliérement autour de deux :3bject1fs :
d*une part, proposer une famille de lois binomiales négatives pour les
processus ponctuels, et d'autre part généraliser au cas des mesures aléa-
toires la notion de processus de clustering que les auteurs anglo-saxons

appellent "cluster processes” ou "processes of clustering”.

Le chapitre 1 présente les outils théoriques et 1ntrdduit les proces-

sus de clustering.

Dans la premiére partie nous étudions les lois de probabilité sur
les espaces (M,7M) et (]Mp,mp) des mesures de Radofxi et des mesures
de Radon ponctuelles. Nous définissons les fonctionnelles de Laplace qui
leur sont associées et donnons leurs propriétés élémentaires. Nous présen-
tons les diverses notions de convergence et, pour la convergence en loi
plus particuliérement utilisée nous donnons des critéres en termes de
fonctionnelles de Laplace et de lois cylindriques. Nous faisons ensuite
une place importante 3 1l'étude des sérles de mesures aléatoires indépen-

dantes et a ses relations avec la notion de produit de convolution dénom-
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brable de lois de probabilité sur (IM,7) . Un résultat essentiel ici est

que la somme d'une série de mesures aléatoires est une mesure aléatoire

si la suite des sommes partielles converge en lol ; ainsi, en particulier,

le produit de convolution ile Pi d'une famille dénombrable de probabi-

lités sur (IM,7) est définie si les probabilités igl Pj. convergent &troj-
tement. La fin de cetie premiére partie est consacrée aux notions d‘infinie
divisibilité, de propriété g, et de probabilités de Palm,

Dans la deuxiéme partie nous décrivons les processus de
NEYMAN-SCOTT et de BARTLETT-LEWIS, puis nous donnons la définition
probabiliste du processus de clustering dans le cadre des processus

ponctuels,

Un exemple de modéle de clustering peut &tre décrit sommairement
de la maniére suivante : des particules sont distribudes de manidre aléa-~
toire sur un espace, constituant une premiére génération ; chacﬁne de
ces particules, indépendamment des autres, donne ensuite naigsance a
d'autres particules en nombre aléatoire et distribuées sur l'espace de

maniére aléatoire, constituant ainsi une deuxiéme génération,

- NEYMAN et SCOTT ont, les premiers, proposé un tél modéle en
1952 pour 1'étude de la répartition spatiale des étoiles. De nombreux
auteurs ont ensuite utilisé ce type de modéles dans des démaines divers :
écologie, épidémiologie, études forestiéres, géograph.le,...; Le processus
de BARTLETT-LEWIS concerne une situation ol l'espace de -base est R 4
Le livre édité par LEWIS ([25]) et en particulier l'article de NEYMAN et

SCOTT ([33]) constituent une illustration importante de ce sujet.

Nous reprenons, pour définir un processus de clustering, les idées
de l'école allemande : MATTHES et al. ([28]). Etant donné deux espaces

X1 . X2 et (]Mpl‘

nous appelons générateur de clustering 1 une probabilité de transition

W(pl) , (Mpz.‘/?lpz) les espaces de mesures associés,

sur X, x%’ipz . Le couple (P1 ,m) constitué d'une probabilité P, sur

(M M _.) et d'un générateur de clustering T définit un processus de

pl’ "pl
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clustering lorsque le produit de convolution

m(n,.) = * mix,.)
{xEXl Mx)>0 )

est définl pour Pl-presque tout p . Dans ce cas m peut étre prolongé

en une transition sur IMpl X M et le processus de clustering est alors

p2

un cas particulier de processus de ramification & valeurs mesures.

Nous terminons ce chapitre en montrant que certaines opérations
aléatoires sur les processus ponctuels (amincissements, tfanslatlons,
compositions et mélanges de ces opérations) peuvent étre modélisées par

des processus de clustering.

Dans le chapitre II nous proposons une classe de lois de probabi-
1ité généralisant aux processus ponctuels les lois géométrique et binomiale

négative habituelles,

On rencontre assez souvent dans les applications des situations ou
I'étude d'une distribution de points sur un espace fait appéranre des lois -
cylindriques de dimenslon unité de type binomial négatif (cf. BARTLETT (2],
CLIFF et ORD [8], BLISS [6]). Une des motivations de ce chapitre a &té
de construire une lol de processus ponctuels dont toutes le:s lois cylindriques
solent binomiales négatives. BARNDORFF-NIELSEN et YEO ([1]) ont définl
et étudié sur R" une famille de processus qu'ils appellent binomiaux
négatifs, Ces processus sont en falt des processus de Cox ot l'intensité
aléatoire est définie par un processus de lol gamma, mais les lois cylin-

driques obtenues ne sont pas de type binomlal négatif.

Nous commengons par montrer, en utilisant les modéles de tirage
d'urnes, comment les lois géométrique et binomiale négative usuelles se
généralisent en dimension finle. On obtient alors, par exemple, comme
loi binomlale négative en dimension n , une loi admettant comme fonction

génératrice ;
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p r n
G(sl, e..8_ ) = i p+t L oaq =1,
n =i
1-2 4, s =1 -
j=1 11

Les marginales de cette loi sont, elles aussi, des lois binomiales

négatives.

Généralisant ensuite le modéle de tirages, nous construisons le

N
processus ponctuel § = 27 &,
i=1

res indépendantes et de méme loi \20 , e¢ N est une variable, indépen-

| ou les Ty sont des variables aléatoi-

dante des Ti , et de loi binomiale négative de paramétres r et p .
Ce processus d'échantillonnage mélangé posséde la propriété souhaitée :
toutes ses lois cylindriques sont binomijales négatives, La fonctionnelle

de Laplace qui lui est associée a pour expression :

~f(x) r

p(f) = [ 1+ [ (1-e )V(dX)]—
X

ot VvV est la mesure finie v = % Vo . Or nous constatons que, pour

toute mesure de Radon positive v sur X , @ définit une loi de proces-
sus ponctuel qui posséde encore la propriété souhaitée et:‘lque nous
appelons loi binomiale négative de paramétres Vv et r : 8N(v,r) . Cette
loi ne peut plus &tre considérée comme la loi d'un processus d'échantil-
lonnage mélangé, mais on vérifie qu'elle posséde localemé';:t cette propriété,
Il s'ensuit qu'elle admet une représentation comme‘ loi de f)rocessus de '
Poisson mélangé et nous utilisons ensuite cette propriété de maniére inten-
sive. Elle nous permet, par exemple, de montrer simplement qué les lois
87(v,r) sont indéfiniment divisibles et de fournir la représentation cano-
nique associée,

Nous calculons aussi les moments d'ordre un et deux. Déterminant ensuite
les probabilités de Palm, nous observons que les lois B7(Vv,r) poSsédent

une propriété de stabilité intéressante : la lol de Palm associée & la loi
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BN(v,r) n'est autre que la loi 8N(v,r+l) . Nous terminons en consldérant
le cas particulier ou l'espace de base est R+ : nous calculons la lol
conjointe du vecteur (Tl,..a,'rn) des dates des n premiéres occurrences,
nous étudions le processus binomial négatif stationnaire et enfin, nous

retrouvons le processus de Yule,

Signalons que les processus de Polsson mélangés é&tant des proces-
sus de Cox particullers, il nous aurait été possible d'utiliser les résultats
qul ont été développés pour cette classe de processus (cf. KRICKEBERG {22 ],
GRANDELL _[12]). Nous avons chois! une démarche qul nous a paru plus
naturelle en ce qu'elle permet de fournir une présentation qui se suffit a
elle-méme, BATES et NEYMAN ([5]) et NEYMAN ([361), dans le cas parti-
culier de R+ . ont eu l'idée d'utlliser les modéles de tirages d'urnes de
maniére assez voisine de la n6tre, mais n'ont pas développé 1'étude géné-

rale de la lof du processus ponctuel qui pouvait étre obtenu.

Le chapitre III est consacré a l'étude des problémes de clustering.

Dans 'une premiére partie, utilisant la présentation faite au chapi-
tre I, nous donnons d‘'abord des critéres d'existence du processus de
clustering (Pl‘") dans le cas des processus ponctuels et nous calculons
les moments d'ordre un et deux de la lol secondaire, Nous nous intéressons
ensuite aux problémes d'existence dans le cas particulier ol la loi primai-
re est stationnaire et le générateur de clustering homogéne. A l'exception
des formules donnant les moments d'ordre deux de la loi éecondalre, ces

résultats sont pour l'essentiel ceux de 1'école allemande (cf. [28]).

Nous proposons ensuite une généralisation des processus de clus-
tering dans le cas des mesures de Radon positives quelconques. La loi
n(u,.) est ict définie par la fonctionnelle ¥(u,.) = [¥(x,.) p(dx) ,
lorsque cette formule définit bien une fonctionnelle logarithmique (%.Log.) .

Nous reprenons 13 une idée que JIRINA ([18], [19]) avait utilisée pour
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~

I'étude de processus de ramification & valeurs mesures, mais dans le
cadre de mesures finies et de lois m(x,.) indéfiniment divisibles. Dans
la situation plus générale & laquelle nous nous intéressons nous donnons
une expression de la #.Log. de la loi secondaire et les formules expri-
mant les moments d'ordre un et deux., Des critéres d'existence sont ensuite

obtenus sous l'hypothése d'infinie divisibilité des lois m(x,.) .

Dans la partie suivante, utilisant la méthode des ¥.lLog. dans le
cas ponctuel, nous donnons de nouveaux critéres d'existence des proces-
sus de clustering, Nous montrons aussi, sur deux exempi.es, que la
méthode des ¥.Log. peut étre intéressante pour obtenir assez simplement

des résultats classiques,

Enfin nous présentons deux situations modélisées par des processus
de clustering. La premiére, dans le cas ponctuel, fait apbel aux lois
binomiales négatives définies au chapitre II. La seconde est un exemple

de processus de clustering sur (M, 7) .



CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES SUR LES MESURES ALEATOIRES ET PROCESSUS PONCTUELS.
DESCRIPTION DU CLUSTERING DANS (Mp,?](p) .

Ce chapitre est composé de deux paragraphes : le premier présente
les outils théoriques nécessalres a }'étude des mesures aléatolres et des
processus ponctuels ; le second décrit le modéle de clustering dans
(M _, 7).

P P

§1. -~ MESURES ALEATOIRES ET PROCESSUS PONCTUELS,

Au paragraphe 1.1. nous étudions les probabilités sur les espaces
(M, M) et (Mp,?/lp) des mesures de Radon et des mesures de Radon
ponctuelles ; au paragraphe 1.2. nous présentons la définition et les pro-

priétés élémentaires des fonctionnelles de Laplace qui leur 'sont associées,

Le paragraphe 1.3, est consacré aux notions de convergence des
mesures aléatoires. Nous définissons la convergence en loi et donnons
des critéres de convergence en termes de fonctionnelles de Laplace et de
lois cylindriques. Nous présentons aussi les notions de convergence pres-
que sire, de convergence en probabilité et comparons les trois types de
convergence ainsl introduits. Dans le paragraphe 1.4., mettant a profit
les résultats présentés au paragraphe 1.3., nous nous Intéressons aux
sérles de mesures al8atoires et aux produits de convolution de familles
dénombrables de lois sur (M,%) .

Dans le paragraphe 1.5., nous étudions les lois indéfiniment divi-
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sibles sur (IM,7M) et (lMp!??zp) . Enfin au paragraphe 1,6. nous présen-
tons la classe des processus de Poisson mélangés en liaison avec la
notion de "loi ayant la propriété g, " et terminons par la définition des

probabilités de Palm,

1.1. Probabilités sur les espaces (IM,7) et (Mp,mp)

Soit X un espace localement compact & base dénombrable. X peut
donc étre muni d'une distance pour laquelle il est de type dénombrable et
complet, i,e. X est polonais ; de plus la distance peut é&tre choisie de
maniére & ce que les boules soient relativement compactes;;' Nous notons
% la tribu de Borel de X et @® 1l'anneau de ses boréliens bornés, ctest-a-
dire relativement compacts. Dans le cas particulier de R (resp. Rd) la
tribu de Borel est notée R (resp. Rd) . ¥ désigne l'espace des fonctions

réelles mesurables définies sur (X, Z) .

Soit MM l'espace des mesures de Radon positives sur (X, %) ,
c'est-a-dire l'ensemble des mesures positives sur % qui sont finies sur
B . L'espace M est muni de la tribu 7 engendrée par la famille des
applications p-—pu(A) de MM dans TR+ ., A€X ; cette tribu est aussi
engendrée par la sous-famille obtenue lorsque A parcourt l'ensemble des
ouverts bornés de X ou par la famille des applications p—»[fdp de
M dans R , f décrivant l'ensemble CK des fonctions déntinues a

support compact de X dans R (cf. [ 30], p.26).

Nous utilisons presque exclusivement la topologie vaé;ue sur ™M ,
a savoir la topologie la moins fine rendant continues les apblications
o --»j'fdu de M dans R, f €Cy . L'espace topologique ainsi obtenu
est polonais (cf. [20] , p.95) et sa tribu borélienne n'est autre que
Mct. [17 ], p.157).

Nous désignons par JMp l'espace des mesures de Radon positives

ponctuelles sur (X, %) ;

lMp ={peM,uA)eN, Aex] .
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Une mesure yu appartient a Mp sl et seulement si elle peut s'écrire

sous la forme ) a, 6
1€ 1 i

(xi,ﬁél) est localement finie sur X, Gx désignant la mesure de Dirac

., ou les a, sont des entlers et la famille

au polnt x , IMp est élément de M car, si (Gj,jEI) est une base
dénombrable de la topologie de X formée d'ouverts bornés, on a :

lMp = [MEMM(GB)G N,jef) .

Nous munissons l'espace Mp de la tribu ‘mp engendrée par les applica-
tions p—-pn(A) de Mp dans N , A€%x . Il est clair que lMp est
la tribu trace lMpﬂ M . Remarquons aussi que pour la topologie vague,

]Mp est un sous-espace fermé de M et est donc polonals (cf. [ 17 1,p.200).

Nous notons lM: le sous-ensemble de Mp constitué des mesures sim-
ples :
IM; = {uEMp,p{x}Sl,,XGX} .

*
Pour tout élément u de Mp . u désigne 1'élément de M: défini par :

* :
u (B) =x§3n“'*“°[ mix}) , Bea .

*
L'application p-»p de lMp dans JIMp est mesurable {cf.[ 20],

lemme 2,2,), par suite JM: est &lément de 7l(p

Pour tout A de X , nous définissons l'application H— H de (M,n)
dans lui-méme par :
aH(B) = u(BNA) , Bex ,

et nous notons AP la loi image d'une lot P sur (M,M) par cette ap-
plication, 8i v est une mesure sur (X,%) , Qv désigne la mesure image
sur (M,7m) de v par l'application x-»éx .

Pour toute mesure m , nous notons m(.-lB) . lorsqu'elle est définie, la

probabilité conditionnelle A—-m(a|B) = ﬂ(—?—Q—B) .
m(B)



1.1. Définition

On appelle mesure aléatoire (resp. processus ponctuel) sur X

toute application mesurable € définie sur un espace probabilisé

(Q,a,P) a valeurs dans (M,m) (resp. (lMp,mp)) .

Dans la suite nous identifierons souvent la mesure aléatoire ou le
processus ponctuel & avec sa loi de probabilité, c'est-a-dire la probabi-
lité image de P par & . En effet, la donnée d'une probabilité P sur
(M, ) (resp. (IMp,mp)) peut toujours &tre regardée comme la loi de pro-
babilité d'une mesure aléatoire (resp. d'un processus ponctuel) €& , ne

serait-ce que l'identité sur (M, M) (resp. (Mp,mp)) .

Un processus ponctuel étant une mesure aléataire particuliére, les
définitions ou propriétés qui leur sont communes ne seront énoncées qu'en
termes de mesures aléatoires, la substitution de l'espace "(Mp,mp) a
(M,m) étant laissée au soin du lecteur. Enfin, pour simplifier les énon-
cés, nous permettrons aux mesures aléatoires ou aux processus ponctuels
de prendre des valeurs a l‘extérieur de M ou de IMp sur un ensemble V

de probabilité nulle,

1.2. Définition

On appelle mesure d'intensité d'une mesure aléatoire § de loi P ,

et on note E§ , la mesure définie sur (X,%) par :
ES(A) = [ u(d) P(dp) , Aex .
™M

§ est dite intégrable ou du ler ordre lorsque E& est une mesure de

Radon.

Soit P une probabilité sur (MM, 7) . Les images de P par les
applications de (M ,7) dans (R:,R?_) : u—-»(lJ(Bl),,..,u(Bn))’ '

B .,Bn € @ , sont des probabilités sur (Ri,ﬂ:‘_) notées

10

*
PBl g+ D € N , satisfaisant aux conditions de compatibilité habi-
PR s 1Y

tuelles faisant de la famille des PB B un systéme projectif, Inver-
jreevebn .



ha-

sement on peut se demander sous quelles conditions un tel systéme défi-

nit une probabilité sur (M,Mm) .

1.3. Théoreme ([201,p.31.)

*
Soit (P B ,...,B_ €8,n€N } un systéme projectif de
- BI'“"Bn 1 n

*
probabilités sur {(R'_:,s%'_:) , nEN } . Une condition nécessaire et suffi-

sante pour qu'il existe une probabilité P sur (M, %) telle que, pour
B ‘
n dans # P

*
tout n de N et tout choix des B

15--. Bll...lB
n
soit 1°’image de P par l'application p,——«»(u(Bl), ...,p(Bn)) , n€N*

est que :

d'éléments disjoints de 8 on ait :

1°) pour tout couple BI‘BZ

P us, ({(x,y.2) :x+y=2}) =1

By .By.By

2°) pour toute suite (Bn)nEIN décroissant vers l'ensemble vide

P converge étroitement vers &
B, o

L’interprétation des deux conditions ci-dessus est claire. La premiére
garantit que la probabilité sur R‘i définle par le systéme projectif des

PB B est concentrée sur les fonctions d'ensembles additives, la
1 s o0 0y n

seconde garantit qu'elle est concentrée sur le sous-espace des fonctions

o-additives.

1.2. Fonctionnelles de Laplace

1.4. Définition

On _appelle fonctionnelle de Laplace d'une lol P sur (M, M)

1'application ¢ définie par :

-l fdu
olf) = e "X P(d )
M
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ou f parcourt le céne 3«'+ desg fonctions boréliennes positives sur X .

i § est une mesure aléatoire, on appelle fonctionnelle de Laplace de § ,

~

notée Pz celle associée 3 sa loi Pg .

Soit P une loi de probabilité sur (MM, 7)) de fonctionnelle de

®
Laplace o , Alors pour tout n de N et tout choix Bl"’”’Bn

d'éléments de ® , la fonction chI B définie sur Rr_; par :
FEE IR IR N n
n
QQ ("\ P ) :)‘- ) = Cp ( Z) )' 1 )
Bio... B 1 n =1 1B,
est la transformée de Laplace de PB B probab.ilité:kimage de P
1 A W] n

par l'application p»(p(Bi);.,.fp(Bn}) de WM dans R:’ .

Les deux propositions suivantes concernent en particulier le problé-
me de l'existence d'une loi de probabilité sur (M, %) et sont & rapprocher
du Théoréme I.3. La premiére est donnée dans le cas général d'une probabi-
lité sur (M, %) , la seconde dans le cas particulier d'une probabilité sur

(JM,??(p) .

1.5. Proposition {[30 ]}, Prop. 1.12.)

+ :
Soit ¢ une application de €, dans R telle gue pour toute

K
suite finie f ,...,f dans C+ la fonction o définie sur
ST —— 1 n — K ————— flo-a-,fn R
Rz par :
n )
(kllugn,)\.n)-—-)-cpf"."f (Xl,.oq,xn)"’q}(.z )\ifi)
1 n i=1 ‘

soit la transformée de Laplace d'une loi de probabilité sur RI_; . Il existe

une probabilité unique P sur (M, dont la fonctionnelle de Laplace

Y + ! ¢ 2 i3
restreinte a CK soit ¢ ; de plus pour toute suite finie fl' . .,fn dans
> :

CK epfl,...‘ffn
image de P par l'application p-»(ffldp,...,ffndp) .

est alors la transformée de Laplace de P . loi

fio..0.4,

Notons que cette proposition autorise & ne considérer que la restric-

tion de la fonctionnelle © & l'espace C; puisqu’elle est complétement
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définle dés qu'elle est connue sur cet espace. En fait, on substituera
souvent & ¢ la fonctionnelle § = ~Logg qu'on appellera fonctionnelle

logarithmigue,

1.6. Proposition ({30}, Prop. 1.13.)

Soit B;:e le cone des fonctions définies sur X , boréliennes éta-

gées, positives et nulles hors d'un compact. Si une fonction ¢ de Y

ke
dans [0,1] est telle que :

a) pour toute suite finie Pl" ’”Fn d‘éléments de - @ deux & deux

disjoints, la fonction Pp F définie sur ;R‘i par :
15..01 n
n
()\llcochn)—"mp ’...,P ()\l,...,)\n):'q)(? }\1 IF)
1 n i=1 i

est la transformée de Laplace d'une loi de probabllité sur N" p

b) lim cp(lF ) =1 pour toute suite d*éléments de # décroissant
n .

n
vers l'ensemble vide,

alors il exlste une probabilité unique P sur Mp dont la fonctionnelle

de Laplace Pp vérifie :

wplf) = o) , £€B, .

La condition b) dans l'énoncé ci-dessus permet deivprolonger P
+
k :
et nulles hors d'un compact. On montre alors que la restriction de cette

en une fonctionnelle sur l'espace B, des fonctions boréliennes pbsltives

fonctionnelle & C; satisfait aux hypothéses de la proposition 1.5,

Remarquons que dans 1'énoncé de la proposition 1.5 les conditions 1) et

2) du théoréme 1.3 semblent disparaftre, En réalité, le fait que les

“’fl,...,fn
conditions sont satisfaites.

solent des transformées de Laplace suffit & assurer que ces
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1.3. Notions de convergence de suites de mesures aléatoires.

On s'intéresse maintenant a différents types de convergence de
suites de mesures aléatoires.
La définition suivante est justifiée par le fait que ™M est un espace

polonais pour la convergence vague.

I.7. Définition

On_dit gu'une suite de probabilités {Png neN) sur (M,%n)

converge étroitement vers la probabilité P sur le méme espace si et seu-

lement si :

lim j gl) P (du) = [ gl) Pdu)
M

pour toute fonction g réelle bornée et continue pour la topologie vague

sur ™M . Une_ suite (§n;nel\l) de mesures aléatoires de lois

(Pn‘ neN) est dite converger en loi vers la mesure aléatoire § si et

seulement si (Pn,nelN) converge étroitement vers la loi P de § .

Soit & une mesure aléatoire sur X . Nous notons ﬁg le sous-
ensemble de @ défini par :
Be = {Be®,&c(d3B)=0 p.s.}
ot 3B est la frontidre de B , c'est-a-dire BnB® , si B et B

désignent respectivement la fermeture et le complémentaire de B ,

1.8. Théoréeme. ({201, Th.4.2 p.22.)

Pour que la_suite (§ ,nelN) de mesures aléatoires converge en

101 vers la mesure aléatoire § , il est nécessaire et suffisant que l'une

des trois conditions suivantes soit satisfaite

i) pour tout f de C‘K , la suite de variables aléatoires réelles

positives [ fd §, <converge en loi vers J£dsg ;
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it} pour tout f de c; . la_suite réelie Pg (f) converge vers
9, (6) !
5

1it) (én(Bl), e QR(Bk)) converge en loi vers (g (Bl); cees @(Bk))

pour tout k de N et toute famille B,,....B_ d'éléments

Nous donnons un critére d'existence de la lol limite en termes de

transformées de Laplace,

1.9. Lemme ([30), Corol. 1.17.)

Si la suite (cpn . n€N) des fonctionnelles de Laplace des mesures

] +
aléatoires (gn, neN) sur X converge simplement sur CK vers une
+

fonctionnelle p de CK dans [0,1] telle que linb cp(tf) =1, fe c+ .
t

K
alors la_ suite de mesures aléatoires (%n, ne N) converge en loi vers

une mesure aléatoire § dont ¢ est la fonctionnelle de lLaplace.

Outre la notlon de convergence en loi, on utilise aussi dans la
suite la notion de convergence presque sfre (p.s.) en un sens évident et
celle de convergence en probabilité que nous précisons : rappelons que si

v est un élément de M les ensembles V - (v) défi-
B f g oo c’f ;6 I} ...,6
1 k™1 k
nis par :

Vfl,...,fk;el,.,_,,ek(\’) ={ueM, | [f,du- [t dv| ’<j:ei,1=1,...,kg

*
pour tout k de ™M , f .. f ECK . el,...,ek positifs, constituent

1 4 0 0 k
un systéme fondamental de voisinages de y pour la topologie vague,

Alors la suite de mesures aléatoires (gn,nel\l) converge en probabilité

vers la mesure aléatoire § sl et seulement si :

lim P(l‘rfldén-\rfjdg‘zei41=1:..-.k)=0 fll...,kaCK:

N-

*

el,.'..,ek>0 . KEN
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On constate immédiatement que 1l'on peut donner une formulation plus sim-
ple de cette définition, & savoir : la suite de mesures aléatoires F’n
converge en probabilité vers la mesure aléatoire € si et seulement si
pour toute fonction f de ¢ la suite de variables aléatoires réelles

K
f f d%n converge en probabilité vers la variable aléatoire J‘f d§ .

Les relations usuelles entre les trois types de convergence restent vraies
pour les mesures aléatoires ;
I1.10. Lemme

Soit (§n, n€N) une suite de mesures aléatoires., On a les impli-

cations suivantes :

i) si la suite (%n,nEIN) converge p.s. vers la mesure alatoire

elle converge en probabilité vers § .

ii) si la suite (in’, n€IN) converge en probabilité vers la mesure

aléatoire § elle converge en loi vers § .

Nous donnons ici une démonstration directe de ce résultat, mais il faut
noter que les relations entre les divers types de convergence é&noncées
dans ce lemme sont en fait vérifiées dés que les éléments aléatoires con-
cernés sont & valeurs dans un espace polonais (cf. [16 ] ,.‘ p.304),

Démonstration

Si §n converge p.s, vers § , il existe QO élément de @

vérifiant P(QO) = 0 tel que :

C
vweqa  , vieC, Lim Jfag (o) =jfd§(w) :

Pour tout f de CK . la suite de variables aléatoires réelles ffd §n

converge alors p.s. vers ffd% et donc aussi en probabilité, d'ou :

'uén P(] [fdg - Jfds|>e) =0 , e>0 .

La suite %n converge donc en probabilité vers € .
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Enfin, la convergence en probabilité de la suite de variables aléatoires
réelles Iqun vers J'fd‘; implique la convergence en loi et donc

§, converge en lol vers § (cf. Th. 1.8.).

1.4, Séries de mesures aléatoires et produit infini de convolution

Nous étudions ici la convergence des séries de mesures aléatoires
ou de processus ponctuels parallélement & la notion de produit infini de
convolution de probabllités sur ( M, %) ou (Mp, mp) . Cette derniére

notion nous sera utile au paragraphe suivant.

Dans ce paragraphe, I désigne un ensemble d'lndices infini dé-
nombrable que l'on suppose avoir ordonné suivant les valeurs croissantes

de N :1I={i Ainsi les notions de séries ou

lllzga-eplkgik_‘_l,-o.} L3
limites utilisées sont définies sans ambigulté, mals il est important de

noter que ces définitions restent indépendantes de 1'ordre choisi sur I .
Dans le paragraphe suivant I sera souvent lié a la réalisation d'un

processus ponctuel.,

Soit une famille d'éléments de ™M . Il est naturel de

() ex
définir 23 W, par:
tel

(D u) @) = 5 w® . Aex.
i€l i€]

(n) o

Nous notons u la somme partielle Z)A M
=1

La somme 2; est toujours une mesure mais cette mesure n'est pas

i
i€l
nécessalrement dans M : elle est en fait dans M si et seulement si

la sulte des sommes partielles est vaguement convergente dans ™M ,
Supposons que p(“) converge vaguement vers une mesure g de ™M et
montrons que |4 est alors la somme de la série., En effet on a pour tout

+ . (n) (n)
f de C lim [ £d = [fdu et d'autre part lim | fd = [ fd( )
g Mm [fdu J fdu part lm [ fau™" = [ 2N
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+
ainsi ffdu =ffd( b ui) pour tout fECK . Par suite 25 ui=u .

i€l i€l

L'implication dans 1‘'autre sens est triviale,

Compte tenu de la définition de 3} by si (ii)leI est une famille de
igl
mesures aléatoires, on peut définir 2 ii en tout w en posant :
i€l '

(D g) () =5 g
i€l i€l
la somme 7 f:;i définit donc une mesure aléatoire si presque sQrement,
iel :
pour tout B de 8 §i(B) est finie. On a en fait le résultat plus
i€l :
intéressant qui suit :

I1.11, Lemme ([20], lemme 1.6.)

Soit ('E,i)iEI une famille de mesures aléatoires (resp. de proces-

sus_ponctuels). La somme 75 &  est une mesure aléatoire (resp. un pro-
1€l
cessus _ponctuel) si et seulement si 7 ii(B) est p.s. finie pour tout
i€l -

B Q@. ﬁ -

Soit 11\/1I I'espace des suites de mesures indexées par I et

*/YII la tribu produit habituelle. On note DI le sous-ensemble de ]I\/II
formé par les suites (“1)161 pour lesquelles la somme 7} My définit
iel
une mesure de Radon : :
1 .
= < 4 o

i€l

— 7 “i(B) de 11\/1I dans
1€1

{0,>] est mesurable et donc DI est dans % . En effet, pour une sui-

te convenable (Kn) de compacts croissant vers X on peut écrire :

Quel que soit B de ® , l'application (“i)iEI

i
i
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D =N Yu) e €M, Du(K)<+°°
, n 1€l
Alnsi Vapplication {p ) — ) W, , restreinte & D_ , est mesurable en

tant gqutapplication de (Dlamlﬂ DI) dans (M, 7M) , ce qui permet de

donner la définition sulvante :

1.12. Définition

Soit (Pi)lél une famille de lois de probabilité sur (M ,%)
telle gue (121 Pi) (DI) =1 . On_appelle produit de convolution de la fa-
mille (Pﬁ)xél et on note Z PIl . la probabilité sur (M,;W() image de

iel
® P par l'application (u) M, .
jer ! vier™ gy M

Remarquons que lorsque (Pl)ﬁEI est une famille de probabilités

con_centrées sur Mp , la probabilité « Pi , Sl elle est définie, est

1€l
aussl concentrée sur ™M

La proposition suivante établit le lien entre la loi d'une somme
de mesures aléatoires indépendantes et le produit de convolution des lois
de ces mesures aléatoires. C'est une conséquence du lemme 1.11, et de

la définition du produit de convolution.

1.13. Proposition

Soit (6‘1)161 une_famille de mesures aléatoires indépendantes
de lois de probabilité (PI)LGI . Si la condition du lemme I.11. est véri~-
fiée, le bprodult de convolution =« P est défini et est la loi de la

lel

mesure_aléatoire ¥ &, °
1€l

Lorsque la somme 2; €  définit une mesure aléatoire g , la

ter 4
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suite des sommes partielles converge vers £ p.s. et donc d'aprés le
lemme I.10. converge aussi en loi vers € . La réciproque est vraie et

on peut énoncer :

I.14. Proposition

Soit (%i)iEI une» famille de mesures aléatoires. La somme

> gi définit une mesure aléatoire £ si et seulement si la suite des
iel
sommes partielles converge en loi vers £ .

Démonstration

Posons :

Si la somme } g, définit une mesure aléatoire ¢ , la suite des sommes
iel
partielles g(n) converge p.s. vers g et d'aprés le lemme 1.10. converge

donc aussi en loi vers £

n
(n) converge en loi vers une mesure

Réciproquement, supposons que €
aléatoire § . Alors, d'aprés le Théoréme 1.8, pour tout Cj‘: de @~ la

suite de variables aléatoires réelles Q(n) {(C} converge en loi versE £(C)

et donc aussi presque sfrement car cette suite est croissante, D'autre part tout
élément B de B peut &tre recouvert par une famille finie, d1§0ns [C1 ree .,Cm} '
d'éléments de B> (cf. [20], lemme 4.3.) ; il s'ensuit immédiatement que

la suite des varigbles aléatoires réelles g (n) (B) converge p.s. .

D'aprés le lemme I,11. on peut donc affirmer que la somme 7 E,i définit

. 1€1
une mesure aléatoire.

I.15, Corollaire.

Soit  (P)), une famille de probabilités sur (M, %) {resp.(M ,7 }).
= i'iel : n P P
Le produit de convolution * Pi existe si et seulement si * P
i€l =1
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converge étroitement vers une probabilité sur (M, 7) (resg.(Mp,Wlp)) .

n
Si cette condition est réalisée ( % P) converge étroitement

&:1 lBll...le
vers ( % P} pour toute suite finie de boréliens bornés
iel '&Blaooele
BL"’ ,Bm
Pour terminer cette sectlon, remarquons que dans le cas d'une
famille (51)161 de processus ponctuels de lois (Pl)lél , on peut affai-

blir la condition d'existence donnée dans le lemme [.11. En effet, la

probabllité 121 P1 doit étre concenirée sur l'ensemble :

I I ‘
= < 4>
DI N Mp 3(“1)161 € Mp . 1€2>1 ML(B) +=, B‘e f : .

D'autre part, pour tout B de 8 on peut é&crire :

I - _
(“1)161 € Mp ,lzé‘,l pl(B) < + i = uim inf g(uj)’el,ul(B)—O‘

Le lemme de Borel-Cantelll donne alors immédiatement ;

I.16. Lemme

Solt (&) ¢4

. La somme 27 §

une famille de processus ponctuels indépendants

de lois (Pl)

est un_processus ponctuel si et seu-~

lement si pour tout B de 8 on a:

DR (B3>0} <+ .
i€l

1.5. Infinie divisibilité

La notion d'infinie divisibilité, bien connue dans le cadre des

lois de probabilité sur R" (cf. [9 1] par exemple) se généralise de fa-
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gon naturelle aux lois sur (M, %) ou (Np, ??2;}) .

1.17, Définition

Une probabilité P sur (M ,7) (resp. (Mp,ﬁp}) est dite
indéfiniment divisible sur (M, n) (resp. (Mp,??i’p)} si et seulement si

pour tout entier positif n , il existe une probabilité Pn Csur (M, M)

X
resp. (M _,7M ) telle que P = (P ) n . On dit gu'une mesure aléatoire
p' "o teiie que n a u_u 8

(resp. un_processus ponctuel) € est indéfiniment divisible si sa loi est
indéfiniment divisible sur {(M,7) (resp. (Mp,??iP)) .

1.18. Lemme ([201, p.36 ; [28]1, p.51)

Une mesure aléatoire ou un processus ponctuel est indéfiniment

divisible si et seulement si les lois des vecteurs

(5B, 8B)) L BBy

R ,
€8 , k€N , sont indéfiniment divisibles. .

Les lois indéfiniment divisibles sur R apparaissent comme lois
limites de sommes, g Xnk , de variables aléatoires indépendantas unifor-
mément asymptotiquement négligeables, c'est-a-dire vérifiant pour tout ¢

positif :

li};n sgp P(lxnkl>€)=0 .

La situation est analogue pour des lois indéfiniment divisibles sur (M, %)

(resp. (M _,7M )) . Ce sont des lois limites de sommes, JJ § , de me-
B P k nk

sures aléatoires indépendantes (resp. processus ponctuels indépendants)

vérifiant pour tout B de & ;
lim sup P(§_.(B)>e) =0, ¢>0 [resp. lim sup P(§  (B)>0)=0] .
nk n k nk

On sait {cf. [9], p.425 et suivantes) que la transformée de

Laplace d'une loi P indéfiniment divisible sur R, est caractérisée par

o+
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une décomposition canonique, De maniére préCIse P est indéfiniment divi-
sible si et seulement si 1l existe une mesure positive P sur Jo,=[ ,
finie sur [1,=[ pour laquelle la transformée de Laplace Pp de P
vérifie :
. —tx, 7
¥ (t) = -Log o_(t) =J' (1-e ) P(dx) , t€R
P P 0

+ "

Dans le cas des lois indéfinimentdivisibles sur (M, %) ou (lMp,mp) ,

on a le résultat similaire suivant :

[.19. Théoreme ([20], p.34, th.6.1.)

Il existe une bijection entre, d'une part, les lois indéfiniment

divisibles sur (M, 7) et, d’autre part, les couples (a,P) formés

~ *
d'une mesure de Radon a et d'une mesure positive P sur ™M =M\{0]

vérifiant :

[ . (1-e"B)) Bapy<+s , Bea .
M

Cette bijection est définie par la relation :

-] fd 5 c ot
¥p(f) =fx fda + J'M*(l—e I %) Paw fec,

Le cas ponctuel (P concentrée sur (Mp,m ) et indéfiniment divisible

P
sur_cet espace) est caractérisé par a =0 et P concentrée sur

x
lMp = Mp\{o} .

On dit que le couple (u,i) est la "représentation canonique"
de la loi Indéfiniment divisible P et que a et P sont les mesures ca-
noniques associées & P ., Le lemme suivant donne une interprétation inté-

ressante de la représentation canonique :

1.20. Lemme ({ 20}, p.40)

Soit P une probabilité sur (M, 7) indéfiniment divisible de
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représentation canonique (OL,I’) . Soit (Mn)nE]N une partition de ™M

formée d'ensembles mesurables de P-mesure finie, Supposons gue pour

tout n de N , Zn soit une variable aléatoire de loi de Poisson de

parameétre T’(Mn) et que {gnk}ké N* soit une suite de mesures aléa-

toires sur X de méme loi la loi conditionnelle PX. an) . Supposons

enfin que tous ces éléments aléatoires soient indépendants. Alors P

est la loi de la mesure aléatoire €& définie par :

avec la convention ﬁno =0 pour tout n d N .

Notons qu'en calculant la fonctionnelle de Laplace de la mesure

- Zp
aléatoire o + ¥ T gnk , on obtient immédiatement 1la forme canonique
n=0 k=0

du th. I.15. et le lemme est ainsi démontré.

1.6. Propriété g, et processus de Poisson mélangé. Distribution de Palm.

I.21, Définition

Soit Vv une mesure de Radon sur X , on dit qﬁ‘une probabilité‘

sur (IMp,Wip) a_la propriété 9, si et seulement si pour tout B de

i) P(u(B)>0) >0 === V(B) > 0

k.
) PB) =K) > 0 == PCJuB=k) =, |y .

Si un processus ponctuel § posséde une loi P qui a la
propriété g9, - alors conditionnellement & §(B) =k , k>0, les k points
se répartissent sur B de maniére indépendante et suivent la mé&me loi
v(- |B) . Remarquons que si une probabilité P a la propriété g, . alors

elle a aussi la propriété pour 0<t<w et donc, dans le cas oli Vv

v
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est finle, on supposera toujours que VvV est une probabilité,

La notation Pv sera réservée a la loi d'un processus de Poisson
de mesure d'intensité v , Rappelons qu'un processus € est un processus
de Poisson de mesure d'lntensité la mesure de Radon v si pour tout bo-
réllen A de X , §(A) suit la loi de Poisson de paramétre v(A)

(avec §(A) =+« p.s, si V(A) =+o) et si les variables Q(Al),...,";(An)
associées & toute suite finie de boréliens Al' '°°’An deux & deux disjoints
de X sont indépendantes,

1.22, Définition

On dit gu'un processus ponctuel € de lol P est un processus
u SSus p ae 1ol

de Poisson mélangé basé sur la mesure v de M et sur_la loi de proba-

bilité o sur [0, si et seulement si la loi P vérifie :

w

P(M) = [ P, (M) o(dt) , M €em, .
0

1.23. Proposition ({28 ], th, 1,14.8 et prop. 1.14.11).

Soit P wune probabilité sur (IMp,th) ; une condition néces-

saire et suffisante pour que P ait la propriété g, est que :

a) si v est une probabilité, P vérifie :

o«

K
P=2 P(M(X)=k)QV .
k=0

on dit alors que P est la loi d'un processus d'échantillon-

nage mélangé,

b) si v egst infinie, il existe une probabilité ¢ sur [0,«{

telle que P solt la loi d'un processus de Poisson mélangé

basé sur v et ¢ .

Nous utiliserons dans la suite les probabilités de Palm associées
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4 une mesure aléatoire ou & un processus ponctuel. Aussi, compte tenu de
ce que diverses définitions sont possibles, nous précisons maintenant cel-

le que nous retenons. Nous suivons en cela Kallenberg [ 207 .

Soit € une mesure aléatoire sur X de loi P- et soit 8 1la

mesure de Campbell sur X x M définie par :

6(BxM) = [ u(B) P(dp) , BEB , MEM .
M

Pour tout M de 7 la mesure 6(- x M) est absolument continue par
rapport & la mesure 6(. xM) = E§ , Compte tenu du fait que ™M est
un espace topologique polonais pour la convergence vague ,."si EE est
o-finie, il existe alors une probabilité de transition (x,M) — ISX(M) sur

X x M telle que l'on ait :

6(BxM) = [ P"(M) E§(dx) , BER , MEM .
. \

On pose alors

1.24, Définition

Soit € une mesure aléatoire sur X de loi P et de mesure
d'intensité, E€ o-finie. On appelle probabilités de Palm associées a ¢
les probabilités {f’x ,X€X) sur M définies par la probébinté de

transition sur X x M caractérisée par :

[ wB) Pdw) =[ P*(M) Eg(dx) , Bes M em .
M B |

I1 découle immédiatement de la définition ci-dessus que si f
est une fonction mesurable de X x M dans R , intégrable par rapport

a la mesure 8 , on peut écrire :
[ £(x, 1) pldx) Pldp) = H £(x,1) B*(du) EE(dx) .

Dans le cas o0 € est un processus ponctuel, introduisant le
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processus ponctuel éx définl par 1'identité sur (lMp,Wlp, f’x) , on
montre alors que §x - 5x est un processus ponctuel EE -presque sQre-

ment, La lol Px du processus %x - 6x est définie par :
be _ BX N
PT (M) P (M+6x) , M Elltp .

Il pourra &tre plus Intéressant dans certains cas d'utiliser p* plutét que

E’;X

(c'est-a-dire p.s. a valeurs dans M; ) . la probabilité px peut s'inter-

. Notons que dans le cas ol € est un processus ponctuel p.s. simple

préter comme la loi conditionnelle du processus sachant €{x} =1 .
Signalons enfin que dans le cas d'une loi de processus de Poisson, on a
la propriété remarquable

x

Pv = P\) . EE -presque sdrement.
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§2. - DESCRIPTION DU CLUSTERING DANS (]Mp,??(p)

Envisageons la situation suivante : des points constituant une
premiére génération sont distribués de maniére aléatoire sur un espace,
(R, R2 ou R3 par exemple) ; supposons que chacun de ces points donne
naissance a d'autres points en nombre aléatoire et distribués aussi de
maniére aléatoire, constituant ainsi une deuxidme génération, Nous venons
de décrire sommairement un processus de clustering. Dans ce paragraphe 2
nous donnons a l'aide d'exemples une présentation heuristique de ce tj/pe
de processus et décrivons un modéle général de clustering.'.ains.i, que cer-

tains de ses aspects intéressant la théorie des processus ponctuels,

Nous présentons tout d'abord au paragraphe 2 .lo'. deux situations
dans le domaine des applications pour lesquelles Neymann. et Scott d’une
part, Bartlett et Lewis d'autre part ont été conduits & proposer des modéles
appelés processus de clustering. Les processus de Neymann-Scott et de
Bartlett-Lewis sont en fait des cas particuliers de modéles de clustering :
nous explicitons au paragraphe 2,2, les hypothéses générales du modéle
de clustering. Enfin au paragraphe 2.3. nous montrons que certaines opé-
rations aléatoires sur les mesures ponctuelles (amincissemefxt, translation,

composition et mélanges de ces opérations) peuvent &tre considérées comme

des processus de clustering.

2.1. Les processus de Neymann-Scott et de Bartlett-Lewis'.

Les processus de Neymann-Scott et de Bartlett-Lewis ont en com-
mun le fait que la distribution de la premiére génération est celle d'un
processus de Poisson. On va voir qu'ils différent par contre sur la facon

dont est produite la deuxiéme génération.

2.1.1, Le processus de Neymann-Scott

Le processus de Neymann-Scott est 1'exemple de processus de

clustering le plus souvent cité, Il a été utilisé pour 1'étude d'évolutions
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de populations dans des cadres divers. Citons par exemple la propagation
d'une colonie d'insectes sur une parcelle de terrain ([ 2 ]), 1'évolution
du nombre d'arbres et de leur répartition dans une forét ([ 381]), 1'évolution

d’une épidémie sur un territoire ([ 311), ...

Un cas ol les hypothéses s'introduisent trés simplement est ce-
lul de la modélisation de la répartition des étoiles dans l'espace, Neymann
et Scott ont proposé un modéle basé sur 1'idée que cette répartition résulte
de la superposition de groupes d'étoiles dont la composition et la localisa-
tlon dans l°espace sont aléatoires, Chaque groupe est constitué d'un nombre
aléatoire d'étoiles qui se dispersent autour d'un point particulier appelé
centre du groupe. De maniére précise les hypothéses du mlédéle sont les

suivantes :

1°) Les centres des groupes sont les points d*une réalisation

d'un processus de Polsson stationnaire,

2°) Chaque groupe est constitué d'un nombre aléatoire d'étoiles.
Indépendamment de ce nombre, les étojiles se dispersent
autour du centre selon une méme loi et de maniére indépen-

dante.

3°) Tous les groupes sont constitués selon le modéle ci-dessus
et indépendamment ; i.e. les variables relatives a des grou-
pes différents sont indépendantes et de méme loi. Ces varia-

bles sont de plus indépendantes du processus des centres.

Il est clair que la répartition des étoiles apparaft comme une réalisation
d'un processus ponctuel et que les hypothéses ci-dessus permettent de
caractériser la lol de ce processus,

Notons que ce modéle peut étre enrichi de plusieurs maniéres : on peut
par exemple faire dépendre les lois des variables relatives & un groupe de
la position de son centre. Il arrive aussi qu'on associe & tout point du
processus final une variable de Bernoulli pouvant s'interpréter par exemple
comme la possibilité d'observer ou de ne pas observer le point. Les diffé-

rents processus de clustering ainsi construits ont toujours en commun la
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maniére avec laquelle est constitué chaque groupe associé aux points de
la premiére génération (cf. 2°) ci-dessus). C'est cette propriété qui carac-

térise les processus de Neymann-Scott,

2.1.2, Le processus de Bartlett-Lewis

Le processus de Bartlett-Lewis est un autre exerhple trés connu
de processus de clustering. Il a d'abord &té proposé par Bartlett pour
l'étude de données de trafic (cf.[ 3 1) et a ensuite &té repris par Lewis
sous le nom de "branching-Poisson process" pour la modéli_sation des phé-
nomenes de pannes d'un calculateur (cf.[ 23], [241,...). Il a aussi 6té
utilisé par Verejones pour 1'étude des suites de chocs dans les tremblements
de terre (cf. [ 37 ]). C'est dans le cadre des phénoménes de pannes d'un

calculateur que nous le décrivons.

Les phénoménes de pannes auxquels nous nous intéressons sont
ceux qui se produisent sur des calculateurs importants ; ces calculateurs
ont un grand nombre de composants dont une bonne partie n'est pas utili-
sée fréquemment. L'état de fonctionnement de chaque composant n'est alors
pas suivi en permanence car le fait que certains composants deviennent dé-
fectueux n'empéche pas le calculateur de fonctionner. Le calculateur ne
tombe en panne qu'au moment ou il doit utiliser 1'un de ces composants,
Donc, lorsqu‘un composant devient défectueux, il provoque ':une panne,
appelée panne principale, & l'instant ol le calculateur veut l'utiliser, Lors
de cette panne a lieu un essai de détection du composant responsable,

Si celui-ci n'est pas détecté, & la tentative suivante d'utiIisation on aura
une nouvelle panne appelée cette fois panne secondairé. Si & cette occa-
sion le composant défectueux n'est toujours pas détecté, on aura plus tard
uneé nouvelle panne secondaire et ainsi de suite... Le phénoméne des pan-
nes observées par 1'utilisateur est la superposition des suites de pannes

dues & chaque composant.

Dans cette situation, la connaissance du phénoméne physique
sous-jacent implique donc que les suites d'occurences de pannes doivent

€tre considérées comme des superpositions de groupes, chaque groupe
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étant constitué d’une panne principale et des pannes secondaires qul lui
sont associées., Les hypothéses proposées par Lewis concernant la consti-
tution des groupes et la maniére dont ils interviennent dans le temps sont

les suivantes :

1°) Le processus des occurences de pannes principales est un

processus de Poisson stationnaire.

2°) Dans chaque groupe de pannes, le nombre de pannes secon-
daires assoclées & la panne principale est aléatoire et les
intervalles de temps séparant deux occurences. consécutives
de pannes du groupe sont des variables aléatoires indépen-

dantes et de méme lol.

3°) Tous les groupes de pannes sont constitués de la méme fa-
gon et indépendamment : les varlables aléatioires relatives a
des groupes différents sont indépendantes et de méme loi.
En outre ces variables sont indépendantes du processus des

pannes principales.

Dans le cas le plus simple qui est celui ou l'essail de détection
du composant défectueux a toujours méme probabilité de réussite et est in-
dépendant des essals précédents, la lol du nombre de pannes secondaires

d'un groupe est évidemment géométrique,

2.2, Définition du processus de clustering

Soit (xi,zl) . 4 =1,2 deux espaces localement compacts a
base dénombrable munis de leurs tribus boréliennes. Nous affectons l'in-
dice | aux objets concernant l'espace X1 ; en particulier (lMl,ml)
et. (Mpl 'mpl) désignent les espaces de mesures de Radon et de mesures
de Radon ponctuelles sur l'espace X
(cf. §1.1.) .

| munis de leurs tribus associées



~ 26 -
1.25. Définition

On_appelle générateur de clustering, défini sur (xl,zl) , a

valeurs dans (XZ,ZZ) , toute probabilité de transition 1 sur (X1 X Wlpz) .

Si X1 = X2 = X on dit simplement que ™ est un générateur de clustering

sur X .,

Soit 1 un tel générateur et | un élément de Mp1 . On note :

mu,.) = * m(x, .)*“(x)
{x,u(x)>0}

le produit de convolution défini au §1.4.

Dtaprés le lemme 1.16., m{u,) est définie si et seulement si on a

b M(x) mix, i(B)>0) <+» , BE€ 8, .
{ x, u(x)>0}

Cette condition s'écrit sous la forme

[ mix, nB)>0)u(dx) < += , BER

Xl'

9 *

En outre, si (Kn, n€N) est une suite de compacts croissant vers X2

telle que tout élément de 632 soit inclus dans 1'un des K‘n , la condi-

N

tion est équivalente & :

j‘ TT(X,T](Kn)>0) puldx) <+o , n€N .

%

Lorsqu'elle est définie, m(u,-) est une probabilité sur (Mpz,mp2) qui

coincide, pour H = Gx , avec m(x,.) . Nous allons montrer comment cela
permet de prolonger la transition ™ de Xl a un sous-ensemble de lMp_1 .- ‘
Soit D*rlr I'ensemble des éléments p de IMp_1 pour lesquels Ty, )

est défini :

b
D ={ue M . mx (K )>0)u(dx) <+, nEN] .

51

1

L'application x — 1{x,M) de Xl dans R étant mesurable pour tout M

de szz . il s'ensuit que 1'application p--»fxl n(x,n(.Kn)>0) p(dx) de IMp_1
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dans ﬁ+ est mesurable et donc que D; est élément de 7 {
p

Le lemme sulvant est extrait du livre de Matthes ([281, 4.1.3) : nous
en donnons une démonstration qui utilise un résultat énoncé par Kallenberg
(cf. 200, lemmes 2.1, et 2.,3.}.

1.26. Lemme ([28),p.181)

Soit m un_générateur de clustering défini sur X1 a valeurs

dans X2 . Pour tout M de thz la restriction a Drlr de l'application

g —-a({p,M) de Mpi dans R est mesurable lorsque D_:‘ est _muni

de la tribu trace de Mm .

Démonstration

Nous procédons en plusieurs étapes. Nous observéns tout d'a-
bord qu'il est suffisant de démontrer la mesurabilité des applications
u—>1{u,M) pour M parcourant une sous-classe Cz de mpz . Nous
montrons ensuite que ce dernier résultat est acquls si, pour tout compact

K de X, , les applications gy —n{p,M) , M 602 resireintes au sous-

1
1 S B
ensemble K l\/lp1 n Dﬂ de l\/lp1 constitué des mesures de Dﬂ 4 sup
port dans K , sont mesurables. Enfin nous constatons qu'une application
g —1{u,M) définie sur KlMp}, peut s‘écrire comme la cdmposée d'une

application qui & une mesure y assocle la famille de ses étomes et de
leurs poids (xl,nl ,..,,xk,nk) et de l'application qui, & une telle famil=-

le, assocle le réel ( *1 n(xl, ) 1) (M) ; on est donc condult & montrer
la mesurabilité de ces deux applications,

Soit €

forme :

2 le sous-ensemble de mpz constitué des éléments M de la

= {nempz , n(Bl) =k1,..,m(Bm) =km}

. *
pour tout m de IN , toute famille d'entiers k ‘km et toute suite

11.-.
..B de @, . C est
m

1’ 2 2
une algébre engendrant Wlpz . Supposons que les applications

finie de boréliens deux & deux disjoints B
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p—m(u, M) , M ECZ , soient mesurables, La famille 772;;2 de tous les
M de mpz tels que les applications W —1(W,M) soient mesurables
est stable pour la limite monotone, il s'ensuit donc que 77(' colncide

p2

avec N
p2

Nous supposons dorénavant que M est un élément fixé de Cz . disons :

M ={nemM ,ﬂ(Bl)=k1,“.,n(Bm)=km} ,

p2
ot m,k,,...,k sont des entiers fixés et B ,...,B des éléments
1 m 1 m
de 332 fixés et deux & deux disjoints.
Pour tout compact K de X1 , notons KMpl I'ensemble :

M
K p ={p€]Mp SR \K =0},

1

et KH la mesure sur X1 définie & partir de W par :

KM(A) = u{@ANK) , Aexl .

Soit (Kn, n€INN) une suite de compacts croissant vers X telle que

1
tout élément de ﬁl soit inclus dans l'un des Kn . Le corollaire 1.15,

permet d'écrire

M4, M) = lim 7(, p,M) , p€D. .
n Kn I

Si l'on tient compte du fait que toute application p -——»Tr,(Ku ,_M) de D;

A

dans [0,1] est la composée de l'application mesurable { —» a

KH
valeurs dans K Mp_1 n D:r et de l'application y —1(u, M) de

KMpl N Dé dans [0,1] , on voit que la mesurabilité de l'application

W=, M) de Drlr dans [0,1] sera acquise lorsqu'on aura montré

celle des applications u — 1{,M) de ™M nD dans [0,1] .
K, p1 n :

Nous montrons ci-dessous ce résultat pour un compact K arbitraire fixé.

Rappelons qu'il existe un procédé pour indicer les atomes de toute mesure
de Mpl de telle sorte que les applications =X, et p-—»p(xi) ,

ol X, est le i-iéme atome de u soient mesurables (cf. [20 ], lemmes
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2,1 et 2,3), Soit u‘ une mesure de KMp1 possédant k atomes, c'est-

*
a-dire telle que p*(xl) =n (K) =k (cf, §1.1.) ; nous lui associons dans
* k
Ek = (Xl xIN ) 1'élément (xl,u(xl);,.,;xk,u(xk)) . Nous définlssons

ains! une application, notée g , de Mplﬂ Df; dans l'ensemble

K
* @ k «© x k . o
E =U E"= U X, xN) (avec la conventlon E° = ¢) que nous mu-
k=0 k=0 1 % ® @k @ % @k
nissons de la tribu €  engendrée par U ¢& =kU (Z1®P(1N )) .
k=0 =0

Cette application est mesurable car, pour tout k ,
- *
g 1(l‘.:k) ={u (Xl) =k 1N K Mp1 n D: et d'autre part la restriction de g

a g—l(Ek) est mesurable pulsque les applications p — x

. et i —» “(Xl)

le sont.

*
Considérons maintenant 1'application h de E dans [0,1] qui associe

a (xl,nl;“.;xk, nk) :

k
*

1

*n
k i
(* n(xi,.) )(M) =(
i

AN
mix,. ) ‘) (k. ...,k ).
i=1 B

llovo m

Remarquons qu'elle est mesurable si, pour tout k , sa restriction & FE
est mesurable, Le terme de droite de 1'égalité peut s'écrire en utilisant

uniquement des sommes et des produits de termes de la forme :

*nl
(ﬂ'(xl,u) ) i ({’ll [} ..'Lm)
B.,...,B
1 m

avec Ljskj L3 =14,2,,..,m .

Il suffit donc de démontrer pour tout i de {1,2,...,k]} Ia mesurabilité
de l'application :

cot)

*ni
(xli nl;to-;xklnk)—" ("(xl') )B ('{lll.a P m

i
llnoole

avec Lj £ kj 3 =1,2,,..,m , Ce résultat est lui-méme acquis si l'on

peut montrer la mesurabilité des applications :

( *n

X .

= (nle, ) )y )
1 m
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de E dans [0,1] . Or, constatons que pour tout y de 10,1}, on peut
écrire :

e é
I . =
(e m) , mlx,-) g oo et )<y |
1 m .

G 3x€221 , (n(x,-)*k)

(4, ,....4 )<y§ x {k} .
k=0 ..,B 1 m

Bl" m

L'application h est donc mesurable, et par suite on a le résultat annoncé,

Ainsi le générateur de clustering 1 se prolonge en une probabilité de

transition sur D1 X M .
T P2

1.27. Définition

Soit Pl une probabilité sur 1'espace (]Mpl

,M ) et ™ un
. pi°
générateur de clustering défini sur (xl,xl) et & valeurs dans (XZ,ZZ) .

On dit que le couple (Pl,n) définit un processus de clustering si

m(u,+) est Pl—-presque strement défini,

Donc (Pl,n) définit un processus de clustering si et seulement si
Pl (D;) =1 , Dans ce cas le générateur se prolonge en une probabilité de
transition sur Mpl X Wlpz . L*utilisation du terme processus‘,:de.clustering
dans la définition I1.27, alors que n‘interviennent dans cette': définition que
des 'probabilités se justifie par le fait que la donnée d'une probabilité P

sur (M
p

1
.M ) et d'une probabilité de transition M sur M X7

1 pl P P2
permet toujours de construire un espace probabilisé (Q,G,P) et un

-~

couple d*éléments aléatoires (Qi,ﬁz) défini sur cet espacé et & valeurs

d M xM _, @M tel que la loi de soit la probabilité
ans b1 D2 mpl (p) o €1 p

2

Pl et que pour Pl—presque tout p la loi conditionnelle de §2 sachant

§, =H soit la probabilité m(u,-) .

Nous terminons cette section en définissant la classe des pro-

’ : R d
cessus de clustering homogénes sur R .,

Soit X = Rd et, pour tout x de X , 1'opérateur de translation Tx
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défial sur X par :

‘l‘xy=y-x ., YEX |

Pour tout élément p de Mp , hous notons Txp la mesure lmage de W

par 1’application Tx . Nous définissons ainsi un opérateur mesurable sur
lMp encore noté Tx . Il est immédiat de montrer que la mesure Txu
vérifie :

Txu(A) =uA+x) , A€X .

@« 2}
= 6 = 6
En particuller pour g P ui x, on a Txp 1§1 @ x-x

Si P est une probabilité sur (lMp,W(p) nous désignons par TxP la
probabilité image de P par l'opérateur Tx sur lMp . La probabilité

TxP vérifie alors :

(TxP)A PR - B PA +X,...,A tx
1 n 1 n

*
pour tout n de IN et tout choix des Al""'An dans % .

1.28. Définition

Soit ™ un générateur de clustering défini sur X . On dit que

n  est un générateur de clustering homogéne si pour tout %X de X on a:

mix,.) = T_x n(0,-) .

On dit que le générateur de clustering homogéne sur m est défini par

la_probabilité U si oz

"(01 ‘) = no(') e

On dit enfin que le processus de clustering défini par un_couple (Pl,n)

est homogéne lorsque m est homogéne.

Le processus de Neymann-Scott tel que nous l'avons présenté

dans le cadre de l'étude de la répartition des étoiles n'est autre que le
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processus de clustering homogéne sur R3 défini par le couple (le)
ol Pl est la loi d'un processus de Poisson stationnaire et 1 le géné-
rateur de clustering homogéne défini par la probabilité :

* .
ol les probabilités v, et (pn, n€lN ) sont respectivement la loi de la

dispersion d'une étoile par rapport au centre du groupe et la loi du nombre
d'étoiles d'un groupe. Remarquons que 110 est une loi d'échantillonnage

mélangé (cf. Prop. I1.23) ainsi que les probabilités n(x,»)_ puisque :

w

mx,.) =T_m0,.) =5 p Q () . x&X.

Le processus de Bartlett-Lewis est le processus de clustering
homogéne associé au couple (Pl,rr) dans lequel Pl est la loi d'un
processus de Poisson stationnaire et 7 le générateur de clustering homo-

géne défini par la probabilité no construite ci-dessous :
*
soit (Xn, n€NN ) une suite de variables aléatoires réelles positives indé-
pendantes et de méme loi, et soit N une variable aléatoire & valeurs
* ~ * .
dans IN indépendante de la suite (Xn,nEIN } . Posons :

*
Y = X, . ne€N .

n

I
b—‘w:

i

La probabilité no définissant le générateur de clustering homogéne

est alors la loi du processus :

N
g=10 6, .
j=1 Y

2.3. Amincissements, translations et compositions

Soit (X,%) wun espace du type habituel. Rappelons que ]M;
désigne le sous-ensemble de IMp constitué des mesures ponctuelles

simples (cf. §1.1.)
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2.3.1. Amincissements

Pour tout x de X soit A(x) une variable de Bernoulli véri-

fiant :
P(A(x) =1) = p(x) , P(A(x) =0) = g(x) .

On suppose que l'application x —p(x) de X dans [0,1] est mesura-
ble et que pour toute famille finie (xl, ...,xn) les variables

A(xl), .o ,,A(xn) sont indépendantes. Nous définissons alors une transforma-
tion aléatoire mesurable sur M: appelée opérateur d'amincissement et

notée A , de la maniére sulvante :

A(Y 6 bD A(xi) ax

):
€1 X 1€1 i

Appliquer A & une mesure ponctuelle simple consiste donc a effacer indé-

pendamment chaque point X, de la famille (xl, {€1) avec la probabilité
q(xl) . Si § est un processus ponctuel simple indépendant de la famille

{A(x) , x€X} le processus A(8) est dit processus aminci.

Considérons la classe des générateurs de clustering m sur X vérifiant :

n(x, {0}) +n(x,{6x]) =1, x€X .

Puisque la loi de la transformation A sur IM: est définle par l'applica-
tion x — p(x) , il existe entre la famille des opérateurs d‘b‘aminclssement A
et la classe des générateurs de clustering ci-dessus une bljection donnée

par :
(*) n(x, ) = p(x) 65x + q(x) 60 .

Pour tout x de X mn(x,-) est évidemment la loi de A(&x) et on peut

vérifier que m(u,°) est la loi de A(u) pour tout p de lM: .

Remarquons que le générateur de clustering défini par (*) caractérise en
fait la loi d'une transformation sur l’ensemble de toutes les mesures ponc-
tuelles. Cette transformation consldére’un point x de masse n comme
n points différents qui seront donc effacés indépendamment et avec la
méme probabilité q(x) .
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2,3.2, Translation

Soit P, wune probabilité de transition sur (X, %) et 7 le

8
générateur de clustering défini par :

ﬁ(x,~) = T—x Q (.) .

Pe(x,.)

Le générateur de clustering définit la loi d'une transformation aléatoire
sur }Mp qui consiste a faire subir de maniére indépendante & chaque atome
simple x d'une mesure ponctuelle quelconque une translation aléatoire de
loi PG(X") . Un atome} multiple x de masse n est considéré comme n
points différents qui sont donc translatés indépendamment et avec la méme
loi Pe(y,~) .

Notons que, comme dans le cas de l'amincissement, si on‘se limite aux
mesures ponctuelles simples, on peut définir facilement 1'opérateur de trans-
lation aléatoire de la maniére suivante : pour tout x de X soit 8(x)

une variable aléatoire & valeurs dans X de loi Pe(x;-) ; notons aussi 6

. . S PYTI
I'opérateur de translation sur IMp défini par :

(L 6 )= 1 o .
€ X e %t 8k

On peut alors vérifier que, pour tout x de X , m(x,*) est la loi de

B(GX) et que, pour toute mesure u de JMIS) telle que 8':(;1) soit dans

}M; , (M, +) est la loi de B(u) .

2.3.3. Composition

, Pour tout x de X soit (pn(x),nEIN) une probabilité sur N
On suppose que l'application x—-»pn(x) de X dans [0,1] est mesu-

rable pour tout n de IN , Considérons alors le générateur de clustering :

8

m(x,.) = 2: pn(x) 61’16 , XEX .
n=0 X

Le générateur m définit la loi d'une transformation aléatoire sur IMp

appelée composition. Soit U un élément de Mp ; la composition trans-
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forme Indépendamment la masse unité de chaque atome simple x de u
en une masse n avec la probabilité pn(x) . Tout atome multiple x ,
disons de masse k , est considéré comme k atomes différents dont les
masses unité sont donc transforméesindépendamment et avec la méme loi

(pn(x), n€N) ,

Notons que l'amincissement est un cas particulier de la composition,

2.3.4. Remarque

Remarquons qu'il est possible de définir d'autres transformations
a partir de celles que nous venons de présenter ; par exem_ple le générateur

d®expression :

mx,.) =p,(x) T_ Qp (x“)(-) tqux)6 (), x€x,

6

définit la loi d'une transformation qui est la composée d'un amincissement
et d*une translation. Les lois de ces derniéres peuvent étre déduites de

I’expression du générateur de clustering n

Notons encore que les transformations d’amincissement, de translation et
de composition peuvent &tre définies dans un cadre plus général que celui
utilisé icl : on peut définir ces transformations comme applications de

l'espace Mpl des mesures ponctuelles sur un espace X, dans l'espace

1.

lIvIp2 des mesures sur un autre espace X2 . Cependant le ‘cadre que nous

avons choisl pour notre présentation est plus proche des applications,






CHAPITRE II

UNE CIASSE DE MODELES POUR LES PROCESSUS PONCTUELS :

LOIS GEOMETRIQUES ET BINOMIALES NEGATIVES

L'objet de ce chapitre est de proposer et étudier une classe de -
modéles généralisant aux processus ponctuels les modéles géométriques
et binomiaux négatifs usuels dans les situations expérimentales &élémen-

taires,

Le premlier paragraphe est consacré a la présentation des lois
géométrique et binomiale négative en dimension finie. Nous y décrivons
aussl le type de situations modélisées par cette classe de lois en vue

de justifier la démarche utilisée au paragraphe suivant.

Le paragraphe 2. commence en effet par introduire les lois bino-
miales négatives pour des processus p.s. finis dans le but de modéliser
une situation voisine de celle décrite au paragraphe précééient. Nous pré-
sentons ensuite le cas général des lois binomiales négatives sur (Mp,mp)
et donnons leurs premiéres propriétés : lois marginales, structure de cova-

riance et représentation comme lois de processus de Polsson mélangés,

Au paragraphe 3., aprés avoir montré que les lois binomiales néga-
tives sur (Mp,?&p) sont indéfiniment divisibles, nous donnons la repré-
sentation canonique liée a cette propriété et &tudions les probabilités de

Palm associées 3 ces lois.
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Au paragraphe 4 ', nous nous intéressons au cas particulier b&
l'espace de base X est la demi-droite R+ . Nous donnons la loi con-
jointe du vecteur (Tl,. e 'rn) des dates des n premiéres occurrences
pour un processus de loi bin‘omiakle négative, puis nous étudions le pro-

cessus binomial négatif stationnaire et retrouvons le processus de Yule,

o o s .
Pour des réels positifs r,s, r<s , nous notons (r) la quantité :

(s) N T(s+1)
 P(r+1) T(s~r+1)
n n
Plus généralement, pour (rl, - .,rn) € R+ et r = I, , nous posons :
; _ S : i=1 *

( r ) . T(r+1)
;rl rz e r v r(rl+1)1‘(r2+l),..1"(rn+1)

f?‘+' désigne l'espace des fonctions mesurables positives sur (X, z) .

§1. - LOIS GEOMETRIQUES ET BINOMIALES NEGATIVES EN DIMENSION

FINIE.
1.1, Lois géométiriques et binomiales négatives usuelles.
' I1.1.  Définition

Une variable aléatoire N A valeurs dans IN est dite de loi

géométrique G(p) de paramétre p , 0<p<1l , si 'P(N=k) = qu .

k' =0,1,... ;g=1-p . Elle est dite de loi binomiale négative 87(r,p)

 de paramétres r et p , r>0 , '0<p<1 , si P(N=k) = (ktf—ll) pqu :
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k=0,1,... ;q9=1~-p .

La fonction génératrice de la loi G{p) a pour' expression ;

p
i-qgs

G(s) = . s€eflo,1],

et celle de la loi 87N(r,p} s'écrit :

[y
Gls) =( P ) s 0,11 .
l-qgs

Rappelons que la loi géométrique @Q(p) peut étre 6btenue par exem-
ple dans des situations de tirages de Bernoulli : considérons une urne
contenant des boules de deux types, les types 0 et 1 , en proportions
respectives p et q , et effectuons des tirages successifs avec remise.
La variable N , nombre de boules de type 1 obtenues avant d'avoir
tiré une boule de type 0 , est une varlable de loli gézo)métrlque G(p) .

T

De méme, sl r est un entler positif, la variable N , nombre de bou-
les de type 1 obtenues avant le r-iéme tirage d*une boule de type 0 ,

est une variable de loi binomiale négative 87 (r,p) .

1.2. Loi géométrique en dimension finie

Considérons maintenant une urne contenant des boules de n+l
types ; les types 0,1,...,n , en proportions respectives p , ql‘q2“"'qn '
et effectuons une suite de tirages avec remise. Soit N1 ,Eb=1,2,....n,
la variable nombre de boules de type | obtenues avant le premier tirage

d*une boule de type 0 . Nous notons N le vecteur (N ..,Nn) et

1°°
N la variable temps d'attente du premier tirage d'une boule de type 0 .

On peut alors adopter la modélisation suivante :

si Xj est pour § =1,2,... la variable aléatoire "type de la

boule obtenue lors du j-iéme tirage", on a :
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xw:ﬁijaq,xﬁino}
et pour i ,:.1,(2,‘;.'.,1;1‘

Z)\”}L,‘QX, si N=21

1 est clan* que N est de 101, G{p) et que pour (kl,. "‘kn) eN" on

- a, si k= Z} k
. =1t

| =0 si k=0

?(E i{}" X =k, i= 'f""n;Xﬂ:O),S; k=1

k

p si k=0
= k) kK
- kl .‘. .k p ql R qn Si k P4 1
S\ n ‘

La loi de N est alors donnée par :
k kl- "kn
(II.I) -:. P(Nl:kl, . .U.,an;kn> = kl..,kn . pql coe qn

' Rémarquonéque pour k=21 la loi conditionnelle de N ‘sachant N =k
) ) . . o . S S ql - : An :: nﬂ ‘
est la loi m,ultincmiale’de paramét,res K= oo, ou g

- La srtuatxon que nous venons de decmre est en- faxt un cas part1~

il
7
&2

i
—

i

o

-

culier de la suwante so;t un systeme N Aé n états El“"’Eﬁ qm,
& chaque instant, se trouve mdependamm@nt dans létat E avec la pro-
babxhté P, Supposons d‘autre part que ce systeme est sans vxeillxsse—
ment c ‘est~ a~d1re que, 3 mdependamment de son état, il s ‘éteint avec la

probab;hte’ p . La durée de vxe "N du systeme est donc de loi géomé--
trique ~ G{p) Notons Ni le nombre de passages dans 1'état E et

ﬁ le vecteur (N

» 1,.;.,’1\1&) . La loi de N est donnée par :
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k kK, k k

- - - K 1 2 n
PN, =k, .....N =k ) = pq (kl k, ...kn) Py Py ...P

k ok, k k
_ 1 2 n
"Plrk k. ...k | U 9 9%
172 n

n
avec k = ), kﬂ , (k ..,kn)ENn et q =4ap, . t=1,2,...,n o g=1l-p.

)
=1 1

11 est clair que la situation des tirages dans [°urne peut se ramener 3 celled'un systé-
me L dont les états El‘ ‘es ‘En sont les types de boules 1,2,...,n
et dont 1°évolution s’arréte au premier tirage d‘une boule de type 0 .

La fonction génératrice associée A la lol définie par (II.1) a pour

expression :
(11.2) G (s s) = P (s s)ef0,11"
‘ N ‘otqlN l‘...l n n ! l‘...‘ n ! -
1 n 1-2 q s
=1

On peut, & partir de cette formule, calculer les moments d'ordre 1 et 2

du vecteur (N_,.. "Nn) : on obtient :

1
q
E(N)) = 2
o)
qj
Var(N) = —
i 2
p
a; q,
CoviN ,N) = —— | 1 #j
1 o2

D'autre part, on remarque immédiatement que la fonction génératrice de

1
ple, pour k<n on a ;

toute marginale de (N, ..,,Nn) est du méme type que (I1.2). Par exem-
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G ' ) (S ," .‘..,VS‘ )= G ‘ ‘ . (s ‘l'li;{s 1130-0;1)
‘ Niib .,‘I?Ik l . k I\VII"". n‘lNklaoolan 1 4 k‘ .
P -
- k -
1-22 4 s,
i=1 !
‘ _ , ' q
avec p' = m—-g—-m ;g e i=1,2,...,k .
LIS ok i k .
pt 2 q Pt oq

En ‘paﬁ:icuiiér,' on obtient pour les marginales unidimensionnelles :

p
. pta, * |
Gy (8) = ———i— . se o]
i 1.
ptq

et donc N, ~est-de loi (}(' L

. pour i=1,2,...,n .
Pf‘”qi : ‘

Il est alors naturel de poser :

.2, Définitidn' 8

On appelle 101 geometmque de paramétres P qi, .‘.,q , 

(0<p<l,q20 1—12 .,,n,p-i— L q, l),_e__t__g_x_m_ﬁ_gg;gj[
o=l - ‘ e

G(p; ql, qz,. ..,q ) la Im de probabdite ciéfmle sur. ]N ~ par la fohc~

‘non genératmce s

’ G(Sf""ts )= p “ ; (S r%rc‘ts ) e [Ocl] *
5 ERRO S : M . 1°° n .
- | 1- 2 q,s, S
o i
=1
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1.3. Lol binomiale négative en dimension finie

Dans le cas unidimensionnel, la loi binomiale négative apparaft
comme une généralisation de la lol géométrique. L‘extenslgn dans le cas

multidimensionnel est analogue,

La fonction G définie par :

- n
(1153) G(Slloecasn) 1 (sldaoolsn)e [031] 4

est évidemment, po'ur r entler, la fonction génératrice de la convolution
de r lois Q(p;qg,o..,qn) . Les méthodes habituelles permettent de
montrer que, pour fr positif quelconque, G est encore 1a fonction
génératrice d'une probabilité sur N

Considérons A nouveau le systidéme L & n états E .,En

1 4 & 0
présenté plus haut et supposons que le systéme n’est plus sans vieillis~
sement, mals a une durée de vie N de lol binomiale négative RN(r,p) .
On peut alors montrer que la loi du vecteur N a pour fonction généra-

trice la fonction définle par (I1.3).

Dans le cas ol r est entier on peut aussi donner-.une interpréta-
tion de la loi définie par (II.3) en utllisant le schéma d'urne présenté

au début du paragraphe. La fonction G définle en (II.3) est la fonctlon
()

génératrice de la loi du vecteur (N({), ,.,,N(;)) ou N i

de boules de type i obtenue avant le r-iéme tirage d*une boule de

‘est le nombre

type 0 .

1I1.3. Définition

On appelle loi binomiale négative de paramétres r, p, qll . "’qn '

n
r>0, 0<p<l1l, qlzo 1=1,2,....,n , Pt o qi=1) , et on note
B i=1

BN (r,p; ql,...,qn) , la_loi de probabilité définie sur n" par la fonc-

tion génératrice :
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(11.4) 'G(sl,'..:;,s ) = , (sy,...,8 )€ ‘{0,1}n
, V n 1 n

La f@nct;on generatrme dormee par’ (II 4) permet d'obtemr les

' probabxlites _
e | r"“'k’v - k ) r kl kZ' kn
'P(_Ni =k1f""*Nn=kn) -1 X, kz K P Ay 9y .4y

o o ' n
k) €N et k=D k

il

pour (k. ,.
L
~ On peut d*autre part remarquer que les marginales ‘d'une loi bino-
miale sont aussi binomiales négatives : si (Nl’ .. .,Nn) est un vecteur

..,Nk)' pour 0<k<n |,

de ‘loi B8N(r,p; Vql,...v.,}‘qn) , le'vé'cteur, (Nl"
est de loi B87(r,p'; Q'},.‘.,Q‘k) avec p' = —p— et q; = —
EE e R 22K A RS
=1 ' i=1

La formule (II 4) permet d'obtenir les moments d‘ordre 1 et 2 de

‘lia 101 63‘??(1‘ P ql,.’.'.,qn)"."On obtient :

. ?@Q = =
' Var(Ni). = r 4
9. q

C CovlN N =1 = i) .
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§2. - LOIS GEOMETRIQUES ET BINOMIALES NEGATIVES POUR DES
PROCESSUS PONCTUELS

2.1, Définition de la loi géométrique @((v) pour un processus ponctuel

Remplagons l'ensemble d'états (E .,En] du systéme T pré-

1 4 00
senté au paragraphe précédent par la droite X = R et supposons qu‘a

chaque instant, indépendamment, 1'état est déterminé suivant la loi de
probébilité v, sur (R,R) . On suppose a nouveau que le systéme

est sans vieillissement, c'est-a-dire que, .!ndépendammeng-‘de son état,
il s'éteint avec la probabilité p . On obtient par cette consti'\]uctlon un

processus ponctuel § sur la droite, qui peut s'écrire § = 7} 6T1 .
Coi=1

ol les T sont des vaalables gui sulvent indépendamment la méme loi

i

v, et ol on a posé b5 =0, la varlable N étant, elle, de loi
i=1

G{p) et indépendante des variables L Ce type de processus, appelé

généralement processus d'échantillonnage mélangé (cf. par exemple [20 ]),

i

a évidemment presque sOrement ses trajectoires finies.

Consldérons une partition de la drolté i X = lgl Al' R Aiéﬁ i=1,2,...,n..
Le vecteur (E‘(Al)' ...,F,(An)) donne le nombre de passages du systéme
dans les ensembles Al, .o .,An respectivement. Nous retnpuvons en fait
ici une situation identique & celle de l'ensemble finl d'états El' ""En
décrite au paragraphe précédent, avec P, = VO(AI) . Le vecteur
(E,(Al), ...,Q(An)) est de loi géométrique Q(p;ql, ...,qn): avec
q =ap, = qvo(Ai) i=1,2,...,n . En ce sens, la lol du processus
ponctuel & généralise blen la loi géométrique définie au paragraphe pré-

cédent,

Ce qui vient d'étre dit dans le cas X = R est évidemment encore
valable dans le cas de tout espace X localement compact a base
dénombrable ; nous supposons donc dans ce paragraphe et le suivant que X
est un tel espace. Avec les notations déja utilisées au chapitre I on

peut écrire que la loi P du processus § vérifie :
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=
It

5 PN=k) Q*F
k=0 »\)0

(11.5)

H]

S ps0=k) Q"
k=0 o

On en déduit immédiatement la mesure d'intensité EEf du processus § :

i

EE@) = [ u@) Pdp)
M

p

E(N) VO(A)

I

2@ CAEX .
P o]

Nous notons v = 2 Vo . La mesure Vv suffit & décrire les paramétres
P A

p et vo puisque :

1 et v =1

e S— 0V
1+v(X) °  yXx)

La mesure Vv sera dans la suite utilisée comme seul parameétre de la
loi de § , La relation (II.5) permet aussi d'obtenir trés simplement la

fonctionnelle de Laplace du processus & :

-] f(x) u(dx)
&' P(dp)

soit

e ol = [u—ju-e
X

- flx)y v(dx)] , £e%,

On constate que lorsqu'on permet & la mesure 'V d'étre une mesure de

Radon infinle, la formule (1I.6) définit aussi une fonctionnelle de
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Laplace de loi de probabilité sur (lMp,Wlp) . En effet pour que (II.6)

définisse une fonctionnelle de Laplace, il suffit (prop. 1.6.) que pour

toute suite finie Bl' ) ..,Bn de boréliens bornés deux & deux disjoints,
la fonction Py B de [O,m[n dans [0,11 définie par :
11--01 n .
n n
Pg ..., Ppeeeer) =t B A1) Oy ) VER
1 n i=1 i

soit la transformée de Laplace d'une loi de probabilité sur N et que,

si (Fn, n€N) est une suite de boréliens bornés décroissant vers ¢ ,

alors lim o (1F ) =1 . Ces deux propriétés sont lci vérifiées :
n n ’

I'écriture de %g B (>\1 ). ..,xn) fait apparaftre la transformée de
1,...[ n
Laplace de la loi
i 1 . v(B}) v(By)
1+v(U B) 1+v(u B)) 1+v( U B))
i=1 i i=1 1 i=1 1

et d'autre part ll{lm ~ Fn = ¢ implique l&lm V(Fn) =0 et
bm glip) = ln [ 1+v(F) -] =1 .

Notons qu'en fait on peut démontrer directement que si (X, %, v) est
un espace mesuré, dés que Vv est finie ou que X est localement compact
d base dénombrable, v étant une mesure de Radon, il existe une mesure aléa-
toire entieére § sur (X,X) telle que pour toute suite finie 'Bl’ ""Bn
d'ensembles de mesures finies deux a deux disjoints, la loi du vecteur
(%(Bl), c e ,%(Bn)) solt la loi géométrique ci-dessus. On peﬁt alors montrer
qu'a cette mesure aléatoire correspond la transformée de Laplace . (II.6).

Toutefois on adopte ici ;

I1.4. Définition

On appelle loigéométrique de paramétre la mesure’de Radon v , et on

note G(v) , la loi de probabilité définie sur (]Mp,?/tp) par_la fonctionnelle
de Laplace :

f(x))v(dx)] , f€F_ .

p(f) = [1 + f (1-e
X

La proposition suivante donne les moments d'ordre 1 et 2 de lalol @(v):
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II. 5 Proposition

Soit § un processus ponctuel de loi G(v) ; § a pour mesure

d'intensité la mesure Vv et pour structure de covariance :

Cov(&(a), §(B)) = v(ANB) + v(A) . v(B) , A,Beg .

Démonstration

Logs , s€ Jo,1] , Beg ,

-—-——1-——--) et donc que
1+V(B) :

La formule (II.6) appliquée a f = -1

permet de montrer que §(B) est de loi Q(
E€(B) = v(B) .

Le résultat sur la covariance peut &tre obtenu & l'aide de la fonc-

tion génératrice GA B dont I’expression est un cas particulier de celle

que nous donnons ci-dessous pour la loi cylindr;que la plus générale :

. n
Gsl,,,e,s (Sl””'sn) = [H .z_)l V(Bi)(l-si) - V(BiﬂBj)(l-*si)(l-s}_)
1= i#Fi
+ © V(B.NBNB )(l-s)(1-5)(1-s )+...+(-1)" v(B.NB.N...NB ) n (1-5)]»}
TR R A I

Remarquons que cette formule, obtenue a partir de (I1.6), permet

de retrouver le fait que pour des B, i=1,2,...,n , boréliens bornés

i .
~deux a deux disjoints, la loi de (i‘;(Bl), . .,,§(Bn)) est la loi géométrique
G T n ! n. #o0a N
i1+v( U B) 1+v(U B) 1+v( U B)

i=1

La représentation des lois géométriques comme lois de processus
de Poisson mélangés que nous allons donner ci-dessous permet aussi

d'obtenir les résultats énoncés dans la proposition II.5.

2.2, Représentation de la loi géométrique comme loi de processus de

Poisson mélangé
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Nous avons défini au ch.I §1.6. la notion de probabilité sur
(lMp,’//lp) ayant la propriété g, il s'agit de probabilités dont le com-
portement local est celui de lols de processus d*échantillonnage mélangés.
On a vu (prop. 1.13.) qutune loi P ayant la propriété g, peut étre
considérée, si v est finie, comme la lol d'un processus d'échantillon-
nage mélangé, et si Vv est infinie comme la lol d'un processus de
Poisson mélangé. Dans le cas particulier de la loi G(v) on a le résultat

suivant :

II. 6. Proposition

Pour toute mesure v de M , la loi G(v) a_la propriété g,

et est la loi du processus de Poisson mélangé basé sur la mesure Vv

et la loi exponentielle T'(1,1) .

Démonstration

On vérifie directement que la loi P =(G(v) posséde la propriété g, -

On sait que si v est finie, P a par construction la propriété g, - Nous nous

plagons dans le cas ou v est infinie. Remarquons tout d'abord que, pour

tout B de @ , l'implication :

P(u(B)>0) >0 => Vv(B) > 0
est trivialement vérifiée.

Soit B un élément de @& tel que Vv(B)> 0 . La fonctionnelle de Laplace

de P est alors ;

B
-IX 1B(x) f(x) p(dx) ) 1. (x)E(x) -1
_[' e P(dp) = | 1+ J' (l-e )V(dx)]
M L X
b 1
=1+ ] (l—e_f(x))BV(dx)] ,
3 X

ou la mesure Bv est définie par :

p(A) = Vv(ANB) , Aex
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Il résulte donc que P est la loi d'un processus d'échantillonnage mé-

B

langé de mesure d'intensité v , autrement dit :

B

V *k
PO tuBI=k) = Q) 1)

La loi @{v) a donc la propriété g, - D'autre part si. P désigne la

fonctionnelle de Laplace de la loi P v ° o peut écrire pour tout f de
F s

+

-] -7 T gy

X ,-ewt'd{,

o

p, fle "dt = e

. % [14«{ (1-e"T0)) v(dxﬁ
=[ e " dt

il

-1
[.‘wa {lwe—f(x)} v(éx)} ,
; .,

ce qui fournit la représentation annoncée,

2.3. Lois binomijales négatives #7%7(v,r)

Comme en dimension finie, dans le cas des proc’:éssus ponctuels,
la définition de la loi binomiale négative découle naturellement de celle

de la loi géométrique :

II. 7., .Définition

On_appelle lol binomiale négative de paramétre la mesure de

Radon Vv et le réel positif r , et on note 87(v,r) , la loi de pro-

babilité définie sur (_lMp,?Iip) par_la fonctionnelle de lLaplace :

B -f{x) F
(11.7.) P = [u,f G- van]  , fes, .
: X
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La loi G(v) est donc la loi 87(v,1) , et il est clair que si r
est entier, on peut toujours considérer la loi ®8%(v,r) comme la convo-

lution de r lois G(v) .

La fonction génératrice G associée & la probabilité

Blloooan
PB B pour des boréliens bornés Bl""'Bn peut é&tre obtenue &
'EERRELM
partir de (I1.7) :
n
G (s, ,e..,8 ) = [1 + 7 viB)(1-s) - 3 v(BNB)(l-s)(l-5s))
By ...,B 1 n o A B i j
1 ;- a -
! +
+ 3 BNBNB, ) (1-s)(1-s,)(1-s )+...+-1)" - - ]
B VBB (-s) (-s) (og )b 41TV (BAB0.. 0B,) 1 (1-s)
pour (s s ) € [OI]n
pree Sy ' .
Si les B1 i=1,2,...,n sont deux & deux disjoints, on constate alors
1 v(Bl) v(Bn)
que PB' B est la loi 87 r; H soeay
preee B 1+v(B) 1+v(B) 1+v(B)

En particulier, pour tout B de 8 , PB est la loi 87 (r, ) .
: b 1+V(B)

Comme la loi G(v) , la loi &7(v,r) a la propriété g, et on

peut énoncer :

IT. 8. Proposition

Pour tout v de M , la loi 87(v,r) a la propriété g, et

est la loi du processus de Poisson mélangé basé sur la mesure Vv et

la loi I'(r,1)

La démonstration est similaire a celle de la proposition II,6, Re-
marquons que pour a et B réels positifs, la loi d'un processus de
Poisson mélangé basé sur la mesure v et la loi T'(a,B) est une loi

binomiale négative : la loi @7 %-V,a) .
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La représentation de la loi B87N(v,r) comme loi de processus de

Poisson mélangé permet de démontrer simplement la proposition suivante :

II. 9. Proposition

Soit € un processus ponctuel de loi 87(v,r) ; § a_pour mesure

d'intensité la mesure r.VvV et pour structure de covariance :

Cov (5(A), §(B)) = s[V(ANB) + v(d) v(B)] , ABEH .

<€

En effet, si € est un processus ponctuel de loi P =.f ch(dab) ,
0

on peut é&crire :

EE(A) = E(o) - v(A) , Ae€c#

et Cov(E(A), §(B)) = E(o) V(ANB) + Varlo) V&) v(B) , ABES
ou E(o) = j' Lol{dt) et Var(o) = j ALZ o{dd) ~ E(c)z .
| 0 0

La proposition en découle alors immédiatement,

Remarquons que 1'expression de la covariance montre qu‘un proces-
sus de loi binomiale négative n'est jamais & accroissemé‘nts indépendants,
.Notons aussi qu'un processus & de loi 8%7(v,r) est 'p,s, simple si
et seulement si la mesure Vv est diffuse, En effet, cette propriété est
vraie pour tout processus de Poisson de loi Pv (cf. {28 1 prop. 1.7.6.),
et d'autre part 1'égalité ‘

o

S, _ S
RM) =[Py (M) oldd)

0

montre que P(]M:) =1 sl et seulement si Pv (]M;) =1,
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§3. INFINIE DIVISIBILITE . PROBABILITES DE PALM
Puisque la loi @(v) n'est autre que la loi 87(v,1) , on ne

s'intéresse plus qu'a la loi ®7N(v,r) , les résultats concernant 87(v,r)

étant a fortiori vrais pour G(v)

3.1, Représentation canonique des lois 87 (v,r) comme lois indéfiniment

divisibles

Nous avons vu au ch.I §1.6. qu'a toute probabilité P indéfiniment

. *
divisible sur IM , on peut associer une mesure P sur Mp = Mp\{O]

vérifiant f *(1*e*“(B)) F(dp) <+w , Be€@ , et telle que la fonctionnel-
M
le de Laplace Pp associée a P satisfasse a :

_ . - [fdu, = +
Pplf) = exp [—jm* (1-e J )P(du)] . fEC .

Dans le cas binomial négatif, on peut énoncer ;

II.10. Proposition

La loi ®7(v,r) est une loi indéfinimentdivisible sn-'r (Mp,mp)

et la mesure canonique qui lui est associée est donnée par :

- =
= . e__
P j‘ﬂ Ppy T AL

Démonstration

Si P est laloi 87(v,r) , et Bl""’Bn une sulte quelconque

de boréliens bornés de X , on constate immédiatement que la dlistribution

PB B est indéfinimentdivisible sur an . Cela suffit a affirmer que
peeee B

la loi ®7(v,r) est indéfiniment divisible (cf. lemme I.18.). On peut aussi

*0
voir de maniére plus directe que, pour tout n , on peut écrire P = (Pn)
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ot P estlaloi BNWM,L ).
n n

Rappelons dautre part ([ 28] prop., 2.4.7) que, pour une loi de

processus de Poisson mélangé indéfinimentdivisible p = [ P Lol
0

~

la mesure canonigue § associée &4 P est donnée par P = f; PLVS(d{,) ,
ot ¢ est la mesure canonique habituelle associée & la loi indéfiniment
dlvisible ¢ sur [0,o[ , c'est-a-dire la mesure unique sur ]0,=[
vérifiant o ([1, +o[) <+o et f: e"tx oldx) = exp { -»f:(l »e*tx) a(dx) )

(cf. par exem:ple [ 9] p.425 et suivantes). Compte tenu du fait que si

o est la loii T{r,1) alors o est donnée par a(de) =r .‘?ifd{, , on

obtient le résultat annoncé dans la proposition,

3.2. -Probabilités de Palm associées aux lois 87 (v,r)

Nous désignons ici du méme nom de probabilités de Palm aussi

bien les probabilités B* que les p* (cf, def. 1.24.). Rappelons que

P* et P* sont liges par la relation :

X =
P (M) = P (M-b&x) . Mémp .

La famille des lois 87 {v,r} jouit de I‘intéressaljgte propriété de

stabilité énoncée ci-dessous :

II.11. Proposition

Si & est un processus ponctuel de loi ®7(v,r) , alors les pro-

babilités de Palm associées P* ne dépendent pas de x V-presque

sQrement et P~ est la loi BN(v, r+l) .

Cette proposition est un corollaire immédiat du résultat suivant
démontré dans [20] par une méthode de fonctionnelles de Laplace et

dont nous donnons ici une autre démonstration :

!
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I1.12, Lemme

@

Si € est un processus de Poisson mélangé de loi P =I P{No(dl,) .
0
alors les probabilités de Palm associées Px ne dépendent pas de x

Vv -presque sdrement et sont données par :

Démonstration

St P =‘f PL\) o{dt) ol o est une probabilité sur [0,=][ ,
0 ,

on peut écrire pour tout B de # et tout M de mp -

[ PM) E(o) vidx) = [ PM+5 ) Elo) vidx) =
B B

I 15(x) 1M+6x(u) P (du) E(o) vidx) = JJ1gt 1M+5x(u)'u(dx) P(du) =
IRINEY Ly 010 By @00 = ([[1601,, ;W Py () tv(dx) o(dt) =
I 1g00) Py (M+s ) tv(dx) oldt) = [[1560 Py, (M) tv(dx) o(dL) .

Pour un processus de Poisson de mesure d'intensité v rappelons que

P:(M) = Pv(M) , M 6?7£p , pour v-presque tout x ., Il s‘ensuit que la

derniére intégrale est égale a ;

I 1560 P (M) tu(dx) o(dt) = [ tv(B) P,,(M) oldt) ,

1
E(o)

et donc [ P*(M) v(dx) = v(B) fo P, (M) Loldt) .

B

Par suite PX(M) ne dépend pas de x v-presque sdrement, On peut

alors prendre comme version ;

Lo(dL) , x€X .

PYC) = P, ()
f() E(o)
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§4. - CAS PARTICULIERS DE PROCESSUS SUR R+

4.1, Lois des variables de temps inter-occurrences pour un pProcessus

de loi 87{v,r)

Les processus ponctuels que nous considérons dans ce paragraphe

sont définis sur X = R+ . On suppose de plus que la mesure Vv sur

R + admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue et on note :

»dev(X) : ‘
F,(x) =v(lo,x[) , f ) =—— , xelo=[.
dx
On note aussi :
v{o,xI) d Fy, (x) 1
FV (X) = ——, fV (X) = = fV(X) . XE [oit[
t vilo,t [) t dx vio,tl)

Les variables T1,<7,<,..<7.<,,., désignent les dates d'occurrences de

12 . k
points du processus, On note f . la densité de la loi conjointe
1a°=.-n k
de (Tl""'Tk) et pour k<n , OstIStZSMastk t
fTIH.”Tk(Q.t;tl,,..,tk) la densité au point (tl"’”’,tk) de la loi

conditionnelle & §([0,t[) =n .

Les variables Ui . 121 , désignent les intervalles inter-occurrences

Uy =1y o Uy ST Teee b Uy ST, e

la densité de la loi conjointe du vecteur (Ul‘ ”""Uk) .

. . On note
'»gUllcnojU

k

II.13. Proposition

Soit un processus de loi R7N(v,r) , la mesure v é&tant absolument

continue. Pour tout k=21 , les densités respectives des lois de
) et de (U

(Tl feoasT ,Uk) sont_données par :

k l;soo
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k+r

(s) f, ) s Llktn) (). . £ (E) (————-1——-——- , 0stl. .5t
1k T(r) 1+v([0,tk1)
(I1.9) 9y U (ul, ,u )=M fv(ul)f (u1+u2).,.
14 Uy k T'(r) Y
Kk
by 1 k+r k
f (2 u) '(u1‘°"’uk)€R+ .

~ Y K
=1 N (0, D ou D)
i=1 1

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons le résultat de

théorie d'échantillonnage suivant :

11.14. Proposition ([ 40}, 8.7 .3a)

,T  un échantillon de n variables aléatoires

§_9l.t Tl[TZIO..

positives indépendantes. La loi commune de ces variables est supposée

absolument continue et on note F et f respectivement la fonction de

répartition et la densité associées a cette loi. La statistique ordonnée

associée a (T .,Tn) est _notée ('rl,...,'rn) . Pour k<n et

L
0:;t1'$t2:§ ...Stk la _densité de la loi de (’l’l,...,’rk) au_point
(tl, ...,tk) est donnée par ;

I'(n)

Kk
[1-F(t )1V F £(t,). . . £(t,)
[(n-k +1) k 1 k

Démonstration de la proposition I1.13.

Pour un processus de Poisson de loi Pv , et OstlstzS ...Stk<t

la proposition II.14, permet d'écrire :

n-k
f T (n,t;tl,...,tk) - _Fotl) “‘Pv (tk)] f (tl)...fv (tk)
fpeeee 'k T(n-k+ 1) t t t

et
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£ ( pent ) = 5 £ (o, t:t....t) P(§(T0,t]) =
llo 1 nzk llog.ng 1 k

-5 M [1-? (t)] £, (et () o710t 0.t D
nzk (n-k) vy K Vi Vi ni

Aprés simplifications on obtient :

(I1.10) f . (t ,t )-f (tl)c.,f (t Je v w‘tk[? , OStlstzs tk .

#1000
Tlgcoa; k l

On en déduit l'expression de 9y au point (ul,“ °,uk) € R]_:_

U
l 200 9
Sk » k
| k (00, B D)
(I1.11) gUln » Uk(ul' .o °,uk) =:E\)(u1 )f\)(u1 +u2). . ,fv(iél ui) e
Pour un processus de ‘Poisson mélangé de loi f P c(d«t: et

<t =,,,.5t o °
0 1 K n a alors

e, ety f va(tl) witde Tk eldy
(I1.10)

=£,(t) £ (¢t )j Fem 0D gy

, k
et par suite pour (u1 seoe ,uk) € R+

k
| @ k "'{/\)(.{01.2 ui[
(ulk.,.,u ) = £ (u i, (u uy). . f (121 u)j e =

0
(I1.11) g .
Ulfo . aqu

11 suffit enfin de prendre comme loi ¢ la loi T(r,1) pour obtenir les

expressions annoncées dans le cas des lois 87(v,r) .

4.2, Processus binomial négatif stationnaire

Soit & un processus ponctuel sur R 4+ de loi AN{v,r) avec
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v =am , a¢t R+ et m la mesure de Lebesgue sur R+ . On voit immé-
diatement que ce processus est stationnaire au sens ol pour toute suite

+
(@(Bl+h),...,€(8n+h)) ne dépend pas de h , h>0 ,

finie Bl" ..,Bn de boréliens bornés de R, , la loi du vecteur

Puisque € peut étre consldéré comme un processus de Polsson
mélangé avec comme loi ¢ 1la loi [I'(r,1) (prop.II.6.), on sait

g(fo,tl)

t
1'infini, vers une variable aléatoire de loi I'(r,1) , et donc la loi

(cf. [ 1, ch.6, §4.) que tend, lorsque t tend vers

@N(v,r) n'est, bien sdr, ni mélangeante ni ergodique., On peut donner
de maniére plus précise le comportement asymptotique de la covariance,

On a :

lim  Cov(E(),E(B+h)) = ra mA) m(B) , ABER
h——*oo

o, en fait, la limite est atteinte dés que AN(B+h) = ¢ (cf, prop. I1.9.).
Remarquons que le coefficient de corrélation ne fait pas intervenir r ;

pour h suffisamment grand, on peut montrer :

o(5(B) , 5(B+h)) = —2mBL_ g

1+ am(B)

Déterminons les lois des intervalles inter-occurrences a partir des
formules (II.8) et (I1.9). On a ici pour tout tz 0 , Fv(t) = at , fv(t) =a

et donc on peut écrire :

ktr :
Tik+ 1 .
f . (tl""'tk) = (k+r) ak —_— , 0= tls,,,Stk
Ill‘.cllk | I\(r) 1+atk

et

k+r
_T(k+r) k 1 k
(ull--uuk)— a k 1] (ulo- -luk) e R+ .

k I'(r) 1+a Y u
i=1

i

I1 s'ensuit que les Ui sont des variables identiquement distribuées et

de loi définie par la densité :
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r+l
g(u)=ra(-—1—~—-) , UER
U i+au

+ *
Remarquons qu'il s'agit & une homothétie prés d'une loi B(l,r) et que

le processus binomial négatif stationnaire présente la particularité d‘avoir
presque slrement une infinité de points et cependant une espérance d'in-

tervalles inter-occurrences infinie.

Notons enfin que le résultat obtenu au paragraphe 3. sur les pro-
babilités de Palm s'interpréte ici de la maniére suivante : sachant qu'une
occurrence a lieu en x , la loi conditionnelle du processus est la

loi BN(v,r+1) et donc les lois d'intervalles inter-occurrences ont"

1 r+2
pour densité gU(u) = (r+1) a ( ) ., WER

l+au +

4,3, Le processus de Yule

Considérons maintenant le cas d'un processus § de loi 87(v,r)

At

avec VvV la mesure sur R, définie par v([0,t[) =e -1 , t>0 , A

+
étant un paramétre réel positif.

La définition de la mesure Vv permet d'écrire pour tout t> 0 ,

Fv(t) = e)\t—l . fv(t) =)\e>\t . et les formules (II.8) et (I1I.9) donnent :
k
T(k+r YOt mhkEy
fT T (tllcoeatk) = ( ) kk e i—l e - ¢ Ostl S"'stk 1
170k IN¢Y ]
et '
.. (Wsoouyu ) = Tlk+) xk exp{-A{ru, +{r+)u,+. .. +Hr+k-1)u )}
Ul'”"Uk 1 k T'(r) 1 2 k

k
pour (ul,...,uk) €3+ .

De cette derniére expression, on déduit que les variables de temps

inter-occurrences Ui sont indépendantes et de lois respectives

(1, r+i-1) , C'esf dire, en particulier, que le processus de loi (V)
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n‘est autre que le processus de naissance de Yule (cf. par exemple

Bartlett [ 4 1).

Remarquons que pour le processus de Yule le résultat obtenu au
paragraphe 3. sur les probabilités de Palm s'interpréte de la maniére sul-
vante : si on sait qu'une naissance a lieu & la date x , la lol du
processus éx—éx (avec les notations du ch.I, fin du § 1.6.) est la méme
que celle d'un processus de Yule ou la premiére naissance aurait lieu a

I'instant 0 .






CHAPITRE III

ETUDE DU CLUSTERING

Nous nous proposons dans ce chapitre d'étudier les problémes

d'existence et certaines propriétés des processus de clustering.

Le premier paragraphe, & l'exéeption de 1'étude des moments
d'ordre deux, expose, dans le cadre ponctuel, des résultats classiques
obtenus, pour une grande part, par 1'école de Matthes et al, (cf. [28]).
Nous donnons d'abord, dans le cas général, des critéres d'existence
et calculons les moments d'ordre un et deux de la loi secondaire. Puis
nous nous intéressons aux problémes d'existence dans le cas ol la loi

primaire est stationnaire et le générateur de clustering homogéne.

Au paragraphe 2, , nous étendons le cadre des problémes de clus-~
tering aux espaces (IM,7M) de mesures de Radon positives quelconques.
Pour ce faire, nous utilisons une méthode de fonctionnelles. logarithmiques,
reprenant 1a une idée que Jirina (cf. [18], [19]) avait employée dans le
cadre des mesures finies et de lois indéfiniment divisibles. Les problémes
étudiés sont les analogues de ceux du paragraphe 1. : critéres d'existence,

formules de moments et propriétés de la loi secondaire.

Le paragraphe 3, présente certaines conséquences, dans le cadre

ponctuel de l'approche utilisée dans le second paragraphe, Nous donnons
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en termes de fonctionnelles logarithmiques de nouveaux critéres d'existence
des processus de clustering et montrons que l'utilisation des fonctionnelles

logarithmiques permet d'obtenir simplement certains résultats classiques.

Le paragraphe 4. est consacré 3 l'exposé de deux situations modé-
lisées par des processus de clustering, Dans la premidre nous utilisons
un processus de clustering sur (Mp,mp) fajsant appel aux lois géomé-
trique et binomiale négative étudiées au chapitre II, La seconde est

I'occasion de présenter un processus de clustering sur. (M,7n) .

Tout au long du chapitre, les problémes sont abordés en termes
de probabilités sans faire référence aux mesures aléatoires ou aux proces-
sus ponctuels qui pourraient &tre sous-jacents. Les quantités qui, jusque
1a étalent attachées aux mesures aléatoires sont donc ici associées aux
probabilités. Ainsi, par exemple, nous appelons mesure d'intensité d‘une
probabilité P sur (M,7) , la mesure VvV sur (X,%) définie par :

va) = [ n@) pAn) . A€z,
M

D'autre part, la mesure v(z) sur ~(X2,,z2) associée a la probabilité P
sur (M, M) est définie par : "

(2) =
VA xA) —J‘]MZ 'ql(Al) M, (A,) Pdn) P(dn,) A A €% .

Lorsque v(z) est de Radon sur Xz , la probabilité P - est dite d'ordre 2.
Enfin, lorsque P est d'ordre 2, nous notons A la mesure de covariance
qui peut étre définie sur l'anneau des boréliens bornés de ;Xz a4 partir

de ;

AaxB) =v% (AxB) - v@a). v(B) . ABEB .

Lorsque le prolongement est possible, nous considérons A comme une me-
sure sur (X2 ,}ZZ) .
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§1. - ETUDE DU CLUSTERING DANS (lMp,Wlp)

1.1. Cas général

On considére ici deux espaces du type habituel (xl,xl) . (XZ,ZZ) .

.M ,) sont les espaces de mesures ponctuelles

(]Mpl,//tpl) et (JMpz 02 |
associés et 1 est un générateur de clustering définl sur (xl’xl) a

valeurs dans (XZ,ZZ) .

Soit P, une probabilité sur (lMpl,mpl) . Rappelons que, si la
condition P1 (D111) = 1 est vérifiée, le générateur de clustéring m peut
étre prolongé en une probabilité de transition sur Drlr X mp?. et gqu'on

dit alors que le couple (P1 ,m) définit un processus de clustermg. On

pose :

111.1. Définition

On appelle loi secondaire associée au processus de clustering

P . . —_.—E__-_.“__ A '
défini par le couple (P1 n) la probabilité P2 définie sur. (IMpz W(pz)

par :
(I11.1) P,(M) = [ m(p,M) P (dy) , M €My -
™M ;
pl :
La probabilité Pl est dite loi primaire.
Pour i=1,2 , vi, v(f) s 1\i désignent respectivement la mesure
d'intensité, le moment d'ordre deux et la mesure de covariance de P.l .
I1 découle de (II1.1) que Vy vérifie :
vz(B) = J‘M v“(B) Pl(du) , B GBZ

pl
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D'autre part, d'aprés la définition de m(u, ) , on a :

vu(B) = fx vx(B) p(dx) , BEB, , P -p.s.
1

I1 s'ensuit que la mesure d'intensité de P, a pour expression :

2

(111.2) v2(3)=j'x v BV, (dx) , BeEs, .
1

II1.2, Proposition
Soit ™ un générateur de clustering défini sur }_(l a valeurs

dans X, et P, une probabilité sur (]Mpl,?ﬂpl) tels que :

f vx(B) vl(dx) <+w . BEB, .
Xl

Le couple (Pl‘n) définit un _processus de clustering et de plus la loi P2

.est_du 1°F ordre.

Ce critére d'existence découle trés simplement de la proposition suivante :

11,3, Proposition

Soit 1™ un _générateur de clustering défini. sur Xi a valeurs dans

X, et P, une probabilité sur (Mpl'mpl) tels que :

J mx,n@)>0)v (dx) <+= , BEB, .
X 2
1

Le cougle_ (Pl,ﬂ) définit alors un processus de clustering.
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Démonstration

La condition énoncée peut s'écrire :

f [ mx, n(B) >0) u(dx) P (du) < +e , BEBR, ,

lMpl Xl

et donc on a :

] mx,mB)>0) pdx) <+ P -p.s. , BER, ,
1 2
X
1
i.e :
by
Pl(Dn)_l

Démonstration de la proposition III.2

Pour tout B de 032 ., l'application définie sur lMpz par

N —1(B) est a valeurs entiéres, il s‘ensuit ;
v (B) = [nB) mlx,dn) = nl,n(B)>0) , BESB, ,
d'ou

L'utilisation de la proposition II1.3 assure alors l'existence' du processus
de clustering et le fait que Pz soit du 1°7 ordre résulte de la formule

(I11.2).

On se propose maintenant d'étudier les caractéristiques du 2&me

ordre de la loi secondaire. On commence par deux lemmes :

111.4. Lemme

Soit © un générateur de clustering défini sur X1 4 valeurs dans
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X2 , & un élément de 1Mp1 tel que m(M,.) soit définie. La mesure
(2) ) ,
v“ vérifie 1'égalité :

ay) vPaxe - ) vPaxeuae £V )V B - [ v @)y (B) pidx) |,

X, X
A,B¢ BZ o
Démonstration
Soit P une probabilité sur IMp , vV et v(z) ‘ses deux premiers

moments, A et B deux éléments de B et n un entier. Observons qu'on

peut écrire :
*n @), ’
(111.4) Jn®) nB) P (@) = nv'’ (AxB) +n(n-1) v(a) v(B) .

D’autre part, si (P)) est une famille dénombrable de probabilités sur

1iel

M - telle que % P, soit définie, on a :
P I .

(m.s | nA)n@B) ( * P)dn) =T [n@)nB)P AN+ [n(A)P, (dn) (B)P,(d
> jer 1 .;exf e @j yam [ j

Pour u = 23 di bx » la formule annoncée découle de 1'application
1€l i ’

*®, .
successive de (III.5) et (II1.4) & la famille (PLOLI),eI
. , ; i |

II1.5 Lemme

Soit 7 un générateur de clustering défini sur X

————

X2 . B un_élément de Mpl

(M4, .) est du an ordre si et seulement si pour tout choix de A et B

a valeurs dans

1
tel que m(M,.) solt définie. La probabilité
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Q.
js))
=
w
@

on a [ f Ax(AxB)p(dx)l < +o | Si cette condition est réali-

%

sée, la mesure de covariance de Tm(M,.) est donnée par :

(I11.6) A=) A pax)

Démonstration

Si n(ud,.) est du an ordre, 1'égalité (III.6) est obtenue en uti-
lisant le lemme III.4 et les arguments habituels de prolong’éments d’une

mesure définie sur les pavés mesurables,

Réciproquement, lorsque la condition | IAX(AX B) p.(dx)[ < 4+ est

réalisée pour tout choix de A et B dans Bz , le lemme III.4 permet

~d'assurer que Ti(d,.) est du an ordre et 1'égalité (III.6) est alors im-

médiate.

1II.6. Proposition

Soit 1 un _générateur de clustering défini sur X1 a valeurs dans

_ . _ b
X2 et Pl une probabilité sur “Mpl‘mpl) telle que PI'.(Dn) =1 . la

de la loi secondaire P2 vérifie 1'égalité :

(2) (2) '
(I11.7) v, (AxB) = fx Ax(Ax B)vl(dx) +j'X2 vx(A)vx,(B)vl- (dx,dx') A,BEB2 .
1 1

Lorsque P2 est du an ordre, on a de plus :

(Im.s) A (AxB) = J‘X A_(AXB) v, (dx) +J‘X2 v B)v  (B) A (dx,dx') A,BES, .
1 1
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Démonstration

La définition de la loi P, implique :

2

v =g e
: M
pl

Compte tenu de (II1I.3) et de 1'égalité :

; - (2) .
fM j’XZ V() v, (B) u(dx) u(dx') P (du) = [v_ (&) v_,(B) v'(dx,dx')
pl "1
on déduit simplement(lll.?) et ensuite (III.8) lorsque P2 est du an

ordre,

1.2, Le clustering homogéne de loi primaire stgtionnaife

Dans toute cette partie on suppose que X1 = X2 =X = Rd : }?1

est une probabilité stationnaire sur (lMp,mp) et ™ un générateur de
clustering homogéne sur X dont nous hnotons 110 la loi m(0,.) .

Le processus de clustering éventuellement associé au couple (Pl,rr) est

désigné par (leo) .

Lorsque P est une probabilité stationnaire sur {(Mp,‘”lp) du

1®" ordre, on a, pour tout B de 8 , v(B) = v([0,1 %mE) on m

a
désigne la mesure de Lebesgue sur X ., On pose j‘P ='§?([0,1]d) .

Rappelons d‘autre_ part que :

I ) = lm u(£~t,t{d)

est définie pour P-presque tout p (cf.[28], prop. 6.2.8) et & valeurs

dans R . Elle est appel8e intensité empirique et vérifie 1'égalité :

J o 1w Pldw) =45 .
My
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II1.7. Propositiin ,

Soit m un générateur de clustering homogéne sur X et Pl une

probabilité stationnaire sur (Mp,??lp) . Lorsque le procegsus de clustering

(Pl’no) est défini, la_loi secondaire P, est stationnaire ; si de plus

2
P1 est d'ordre 1 , la mesure d'intengité de P2 est donnée par :
vz(B) = ipl . vo(X) m(B) , B¢ Bz
Démonstration

La stationnarité de PZ résulte de 1'égalité :
Txn(u,.)=n(Txp,.) . XE€EX .

Compte tenu de cette relation, on peut en effet écrire :

T Py, = [T mlu, )P (du) = (T u,.)P (du)
= Jmu, ) T P, (du) =P,

Calculons la mesure d'intensité v2 de P2 :

v, (B) j‘x v (B) v, (dx) = j'xvo(B—x) Ip, m(dx)

i

IPI . VO(X) m(B) R Beg .

ler

Considérons une loi P stationnaire et du ordre et M un

1
générateur de clustering homogéne sur X défini par la lol no ; de la

proposition II1.3 on déduit qu'une condition suffisante d'existence du
processus de clustering (Pl’no) est donnée par :

I m(x, MB) >0) m(dx) < += , Ben ,
X
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soit

(©) [ m (nB-x)>0) mdx) <+= , BEB .
X

Nous verrons que cette condition reste suffisante pour l‘existence du
processus de clustering dans le cas de certaines distributions P1 qui

ne sont pas du 1¢ ordre.

Remarquons que la condition (C) est vérifiée dés qu'il existe un Bo de
# d*intérieur non vide tel que 1'intégrale fno(ﬂ(Bo-xP 0) m(dx) soit finle.
En effet, si B est un élément de & , il existe une suite finie

n
Kiveoo X dans X telle que BC U (B +x) . On a alors :
n , j=1 [¢] 1

(Bo+xi-~x) ,
et on en déduit :

n
L

m (n(B-x)>0) =
o 1=1

no(n (Bo+xi- X)>0) :

par suite l'intégrale . f Tro(n(B-x) > 0) m(dx) est finle,

Nous hotons 1M§ le sous-ensemble de lMp constitué des mesures

bornées.

I11.8, Lemme

Si Tro est une probabilité sur (Mp,??lp) vérlfia’nt la condition (C),

on a alors :

b, _
no(lMp) =1
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Démonstration

Pour tout élément (n,,...,n,) de Zd , soit A le
1 d Ny eeeoiBy
pavé de X :
An seeo D - [nl,n1+l[x...x [nd’nd+1[
1 d
La famille de tous les pavés An 0 lorsque (nl, ...,nd) parcourt

Lree ey
d
/4 réalise une partition de X . Nous pouvons indicer cette famille

sur IN et écrire :

b . o L C
ll\/lp = llmnmf [T](An)—O} = {limn sup[n(An)>0}] .

Observons d'autre part que, pour toute probabilité 'no sur Mp . et

pour tout n , on peut écrire :

n (@A )>0) = [ om (n((-1,1 (%) >0 mdx) ;

A
n

il s'*ensuit

B (A > 0) = [ (-1 [V4x)> 0) midx) .

Lorsque no satisfait la condition (C), le lemme de Borel-Cantelli

permet de conclure no( IMi) =1

Notons que dans le cas ou la mesure d'intensité vo' de no est

une mesure bornée, la relation

fx no(n(B—x) > 0) m(dx) < Jlxv,o(B—x) m{dx) = m(B)vo(X) , BER ,

permet de conclure que . satisfait la condition (C) .
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II1.9. Proposition

Soit Pl une probabilité stationnaire sur (]Mp, 77Ip) telle que

Y'intensité empirique I(t) soit finie pour Pl presque tout u et ™

un _générateur de_clustering homogéne sur X . Le processus de clustering

(Pl,ﬂ‘o) existe si et seulement si ﬁo vérifie la condition (C).

Démonstration

Montrons que la condition (C) est suffisante., La distribution P1

peut é&tre décomposée sous la forme :

(n)
P, = 2 p P
1 nz0 n 1

od p =P (I{)€ [n,nt[) et P&“’(->=PL(-!I(u>€ [n,n1) , nzo0.

Les événements {I() € [n,n+1[} sont invariants par translation et donc
- les distributions P(ln) sont stationnaires et d'intensité finie, Par suite, pour

. () 1. . oo
tout n , P1 (D“)-l et donc Pl(Dn)-l .

Nous renvoyons & [28] proposition 11.2.4 pour la démonstration du carac-
tére nécessaire de la condition (C). Notons qu'évidemment la condition (C)
reste nécessaire pour l'existence du processus de clustering (Pl,no)

lorsqu'on suppose seulement P1 stationnaire.

L'existence du processus de clustering (Pl,.ﬂo) pour toute loi primaire 'E’1

stationnaire demande une condition forte

II1,10. Proposition

Soit m un générateur de clustering homogéne défini par la proba-

bilité U Le processus de clustering (Pl,no) existe pour toute

distribution stationnaire 'Pl 8i et seulement si il existe B de #
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Démonstration

Il est immédiat que lorsqu'il existe B de 8 tel que no = Bno

le processus de clustering (Pl,ﬂo) existe pour toute distribution P1 ,
stationnaire ou pas. Pour tout p de ]Mp et tout B' de & , on peut

en effet écrire :

[ m(x,n(B)>0) wdx) = [ 7 _(n(B'-x)>0) udx)
X X

) fx Mol (BN B) > O)dx) <+e

On a donc D1 =M .
n p

Pour démontrer le caractére nécessalre de la condition énoncée, on montre

que lorsque le support de U n'‘est pas constituée d'un ensemble de

mesures a supports uniformément bornés on sait construire une distribution

P1 sur lMp stationnaire et telle que le processus de clustering (Pl’no)

n'existe pas (cf. [28] prop. 11.2.5).
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§2. - ETUDE DU CLUSTERING DANS (M, 7)

Soit (]Ml‘ml) et (]Mz,,mz) les espaces de mesures de Radon
positives sur (Xl‘x}.) et (xz,zz) . Un générateur de clustering défini

sur Xl a valeurs dans X2 est maintenant une probabilité de transition

sur X1 X ?ﬂz . Nous dirons qu'un générateur de clustering 7T est indéfi-

niment divisible si les lois m(x,.) sont indéfiniment divisibles.

Les notations utilisées dans ce paragraphe sont les mémes que
dans le précédent ; en particulier P1 et Pz désignent toujours les lois

primaire et secondaire.

Pour la commodité d'écriture nous remplagons les -termes fonction-
nelles de Laplace et fonctionnelle logarithmique par #,£, et ¥ . Log.

Nous notons 4!1(.) et @2(.) les %.Log associées & Pl et IP2 et

¥(x,.) celle associée & mn(x,.) :

¥, 9) = ~Log9(x,f) = -Log.[ e "Fnex,an | tec, .
™
| 2

Pour toute mesure W , u(f) désigne toujours par la suite 1'intégrale

J£(x) uldx) .
Remarquons que pour tout f€C

rable de ‘(Xl ,,Zl) dans R

+
2K °¢
, i.e, ¥(.,0) E?’“_ .

V'application x-— §{x,f) est mesu-

+

Il est clair que lorsqu'une mesure u de IM1 n‘est pas une
mesure ponctuelle, il n'est pas possible de définir n‘(u,.) comme nous
l'avons fait précédemment. Nous allons définir m(u,.) par sa

F.Log. ¥(u,.) .

III.11, Définition

»

Soit T un générateur de clustering dé&fini sur X, & valeurs dans




- 75 -

X2 , 4 un élément de ll\/I1 et y(u,.) la fonctionnelle définie par :

+
(I11.9) f(u,f) = j‘x Yo f) uidx) , £EC,

1

Si u est telle que Y(u,.) est une F.log, on définit m(u,.) comme

la loi associée.

SI W4 est une mesure ponctuelle sur Xl telle que le produit
*
de convolution * mi{x,.) Hix) est défini, on vérifie facilement
{x,ux)>0]} :
que la fonctionnelle y(u,.) définie par (II1.9) est la %.Log. assoclée
a cette probabilité, La définition proposée ci-dessus pour m(M,.) est

donc bien cohérente avec celle adoptée dans le cas ponctuel, Posons :

1
Ch = {;,1611\/11 ; V(u4,.) est une ¥#,Log.} .

I11.12. Détinition

Soit 1 un générateur de clustering défini sur Xl 'a valeurs

dans X2 et Pl une probabilité sur (11\/11,71(1) . On dit que le processus

de clustering (Pl,n) existe si le complémentaire de C:" . est un ensem-

ble Pl -néqgligeable.

Remarquons que la restriction de mw a S1 x7/(2 . (_)ﬁ S1 est

sous-ensemble mesurable de CTlI muni de la tribu trace, est une probabi-
+
lité de transition. Cela résulte de la mesurabilité, pour tout f de CZK .

de l'application p—§(u,f) de S1 dans RJr .

Lorsque le processus de clustering (P1 ,T) existe, on a pour la lol se-

condaire le résultat suivant :
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II1.13. Proposition

oit ™ un générateur de clustering défini sur XI. a valeurs

dans X, et P, une probabilité sur (1M1,7721} telle ‘que le processus

de_clustering (le) exigste. Alors la loi secondaire admet comme Z.Log, :

(111610) ‘i’z(f) = *l(*(":f)) ¢ fegz.*_

Démonstration

La relation P, = [ m(u,.) P (du)
2 1
M,

implique :

- ( :f ' ’
9, (f) = ‘fm ¢(u.f) P, (du) =I]M e ¥ )Pl(dp.) i
| 1 1
et donc
- ¥, fu(dx)
_ X
¥yl ='L°9-fM~e ? P (du) =4, (4.8, fes, .

1

1

n :
Notons que pour f= 2 X 1p , B.,...,B_ étant des éléments

de 32 et xl,....xn des éléments de R, . la relation (III.10) s'écrit :

(111_.11) ' ‘foBl ,‘“”Bn(xl..;.,xn} = “’1(‘”3

lacn‘B(qixli‘..’kn)).
1 R o

Cela fournit les transformées logarithmiques des lois cylindriques associées

a la loi P2 .

Comme dans le cas ponctuel la mesui‘e d'intensité de la loi P2

s'exprime simplement en fonction des mesures d'intensité de Pl et des

m(x,.) . Pour ce faire nous démontrons le résultat préliminaire :
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I111.14. Lemme

Soit ¢  une mesure de C:‘ , la mesure d'intensité vu de la

loi m(W,.) est donnée par :

(111.12) v, (®) =J v (B v@x) |, BES,,

%)

les deux membres de cette égalité pouvant &tre éventuellement infinis.

Démonstration

Nous démontrons (III.12) en montrant que la relation

WB(p,X) = J‘wB(x,)\)p.(dx) ., A2 0 , donne par dérivation en \ :

[ [}

blhh) = [ ) p@dx) , vz 0.

Pour alléger les écritures nous supprimons dans la suite l'indice B .
Rappelons tout d'abord que la transformée de Laplace @ d'une loi sur R+
et y = -Logy sont de classe c sur J0,»[ . De plus la fonction @
est complétement monotone sur [0,o[ et ses dérivées vérifient les
inégalités

@ P ™) , ()

=T Zcp(n*l) o)

(IT1.13)

La premiére de ces inégalités implique que ' est décroissante ; d'autre
part {‘' est une fonction positive, A
Montrons en premier lieu que pour tout A >0 , J'W'(x,)\) u(dx) est finie

et égale a {y'(4,r) .

Soit >0, 0<h<\ , on a :

y(x,\) - y(x,\~-h)
h

z §'(x,A) 20

d'ou
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[ ¥ (x,0) uix) = .}1; [ et M uidx) - [§(x,A=h)p(dxn)] < +=

D'autre part pour tout X >0 , on peut majorer V' (x,\) par \V'(x,)\l)
pour un )‘1 vérifiant 0<X1 <X . La fonction X**‘i"(x')tl) étant

M-intégrable, le théoréme de dérivation sous le signe somme de Lebesgue

donne :

$' ) = [, pidx) .

Enfix;, on a :
¥ (u,0 = lm @) = lm [ §'(x,)) u(dx) = f ¥*(x,0) u(dx) ,
AN 0 A0 |

la derniére égalité étant obtenue par convergence monotone.

On a donc dans le cas qui nous concerne :

¥px.0) = [y (x,0) uidx) ., BEg,

%)

c'est-a-dire :

v, = [ v, (B) v, (dx) . BER, .»

X

.Compte tenu du lemme III.14 et de la définition de la loi secondaire
on obtient, pour la mesure d'intensité v2 , un résultat analogue & celui.

~ obtenu dans le cas ponctuel (cf, (I11.2) ).

v,(B) = v (B) P, (du) = b v (B)u(dx)P (du) , BE€B, ,

2 IIM " 1 IIM fx X 1 2
1 17

soit. :

(m.14) VB =] v® v , Ben

!
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Pour les mesures de covariance, nous commengons également par
montrer, pour une loi vi(Md,.) associée & une mesure d de C:r , une
relatioh analogue & (II1.12) entre la mesure de covariance Ap et les
mesures de covariance Ax des lois 1(x,.) . Nous montrons tout d'abord

le résultat partiel :

111,15, Lemme

Soit |  une mesure de C:[ telle que m(M,.) solt du 1€F ordre

et_que pour tout B de ﬁz . f vy.Bz(x,O) pdx) < +o On a _alors :

4

(1I1.15) A (BxB) =) A (BxB)u@x) , BER, ,

%)

les deux membres de cette égalité pouvant &tre éventuellement infinis.

S8i m est indéfiniment divisible (II1.15) est vraie sans 1'hypothése

J‘ 41;32 (x,0) p(dx) < +=

%)

Démonstration

Nous nous replagons dans le cadre de la démonstration du lemme

III.14 et nous allons montrer que, sous l'hypothése fﬁ 2(*‘0) pdx) < +=

la relation y'(u,2) = [§'(x,X) u(dx) , A2 0 , donne par dérivation en A\ :

P A) = [yt x ) wdx) =z 0,

Remarquons que (" est négative et que les inégalités III,13,

impliquent que -{y"+ ‘2 est une fonction positive décroissante.

Nous commencgons par montrer que pour tout A\ >0, I-W"(x,k)u(dx)

est finie et égale & ~-y{"(u,)\) .
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Solt >0, 0<h<\ , on peut écrire :

¥’ (x, A-h) - §*(x,))
h

= -y (x,l—exh) pour un Sx-, Osexsl

et :
a8 02 11 52
-¥ (x,A) + ¥ T(x,A) =~y {x,Ar- 6_h) +¥ (x,x-exh)
28 ' ] 02
- ¥ (x,A) s -§ (x, A~ exh) +§ (x,)\-—ex h)
W E13 ' 32
- ¥ (XA = -y (x, A- exh) +¢ “(x,A-h) .
Intégrant cette derniére 'relatzon et utilisant l'expression de ~{ (x, k-—exh) .
on a :
113 3 & : 02
J-¥ ) uax) < i— J O xa=h) =¥ (e A uldx) + [ ¥ “(x, A-h)p(dx) <+=
]
compte tenu de 1'hypothése ‘H z(x,O)u(dx) <+ , On peut aussi affirmer

maintenant que pour tout A > 0 . j‘(-q; (x,\) +¥ 2(x,,)\)) pm(dx) est finie,

Pour 0 <)\1 <\ , on peut é&crire :

e 1 2o s e e + 1 2 m)
Sy ) = -y (x, M)+ %az(x,kl) .

Le second membre de cette inégalité est p-intégrable, Par suite, on peut

appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme de Lebesgue a

eﬁf‘(u,k) =[ -«Qx'(x,k) H(dx) . On a donc :
S = -y ) pdx) Ao .

Montrons enfin que cette relation est vrale en A\ =0 , Par convergence
monotone, on a :

lm FOv" 0 +4 200,00 ) = J (-4 (x, 00 +4 2(x, 0) p(dx) |,
AN
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soit

Hm o[-y (A udx) + [y 20, 00pidx) = [l-§ (x.0)+y 2(x, 0)uldx)
ANO

Pulsque “'Z(x,o) p(dx) est finie, on en déduit :
¥ (1,0) = [y (x,0) uldx)

ou les deux termes peuvent éventuellement é&tre infinis.

Pour tout B de 32 , sous l'hypothése J' sz(x,O) pu(dx) < += , on a
donc : Xl

g (1,00 = [ oy (x,0) uldx)

%)

et par suite (III.15).

Lorsque 1 est un générateur de clustering indéfiniment divisible, pour
tout x de X1 et tout B de 32 , la loi mw{x, ')B est Indéfiniment
divisible., Il s'ensuit que les fonctions X ——»wg(x,)\) sont complétement
monotones,

Reprenant la démarche utilisée dans la démonstration du lemme 1II.14.,
on peut alors montrer sans 1'hypothése f \'Bz(x,()) i (dx) <+4= , BE€ ﬁz .

X
la relation : 1

) = —e ) wdx) L Az 0
St

Du lemme III1.15. on dédult :

II1.16. Lemme

Soit M une mesure de 0111 telle que m(W,.) soit du zéme

ordre et que pour tout B de Bz , _f \i;sz(x,O) u(dx) < +=» , On a alors :

!
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(I11.16) A (xB) =J A _(axB)u(dx) . A BEB,

%

lorsque ™ est indéfiniment divisible, (III.16) est vraje sans 1'hypothése

[ 2,0 u@n) <+e

=1

Démonstration

Considérons tout d'abord les pavés A x B ol A et B sont des

éléments disjoints de 32 . On a :

, AH(AX B) = Covu(n(A), n(B) )
z l -——- -.
5 [Varu(n(A) + 1(B) Varu(n(A)) Varu( n(B)) ]
1
= = - - A
2 [ Au((AU B) x (AU B)) AH(AXA) “(B X B) ]

En appliquant (III.15) & chacun des termes du membre de droite on

obtient (II1.16)
lLorsque A et B ne gont pas disjoints, posons :

A' =A\B , B*' =B\A et C' =ANB,
On a pour toute mesure kn de MZ :

n(A) = n@a*) +n(C') , n(B) = n(B') +n(C') ..

Compte tenu de la relation :

Cov(X+Z,Y+2Z) = Cov(X,Y) + Cov(X,Z) + Cov(Y,Z) +VarZ ,
on obtient :

AxB) = A (A*'xB*) + A (A'XxC') +A (C'xB') +A (C'xC') .
A,(BxB) = A (A'xB') + A ( )+ A ) +A )

.On en déduit que la relation (III,16) est valable pour tous les pavés
AXB , A,Béﬁ2 "
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On déduit alors immédiatement un résultat analogue & la proposi-

tion (I1II.6) du cas ponctuel :

I11.17 . Proposition

Soit ™ un générateur de clustering défini sur X, & valeurs

1
dans X2 et P1 une probabilité sur (1M1,7Ill) telle que le processus
de clustering (Pl,n) existe et que l'on ait f #;32 (x,0) p(dx) < 4= , BEBZ 0
X
1
(2)

2

pour Pl—presque tout p ., La mesure vz

de la loi secondaire P

vérifie 1'égalité ;

(2) _ (2 \
(II1.17) v, (AxB) —jx A (AxB) v, (dx) + J“Xz v () Vv, (B) v 1)(dx,dx) ., ABEB, .
1 1

Lorsque PZ est du zéme ordre, on a de plus :

(I11.18) Az(AxB) = J‘ Ax(AxB) vl(dx) + sz vx(A) vx,(B) Al(dx,dx') , A,Beaz .

Xl 1

lorsque ™ est indéfiniment divisible, ces résultats sont vrais sans

1'hypothése de finitude des \f \k‘g(x,O) pdx) .

%)

Nous nous intéressons maintenant & l'existence du processus de

clustering (Pl,n) .

Rappelons (cf. Th. I.19.) qu'une loi P sur (M,7) est indéfi-
niment divisible si et seulement si sa %.Log. y(.) peut se mettre sous

la forme :

+

o =a@ + [ a-e ") pan |, recy
]M*
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~ *
oi o est un lément de M et P une mesure sur ™M = M\ {0}

vérifiant pour tout B de 8 f *(1_3-1}(8)) I’(dp) < 4o
M

Lorsque 1 est un générateur de clustering indéfiniment divisible, nous

~

notons o, et Px les mesures canoniques associées & la représentation

de mix,.) .

111,18, 'Progosition

Soit T un générateur de clustering indéfinimentiidlvlsible défini

sur X1 3 valeurs dans X2 et tel que les ‘agpncations de X1 dans R + ¢
(I1I1.19) X — a.x(f) et X —> PX(M)

+ *
soient mesurables pour tout f de cZK et tout M de 7 .

Une_condition nécessaire et suffisante pour que le processus de clustering

(Pl,n') existe est que l'on ait pour tout f de C;K :

(111.20) - ¥, D) = [ ¥(x,f) u(dx) < +>  pour P

| ~Presque tout u .

{i,.) est alors pour P, -presque tout u une loi indéfiniment divisible.

1

La démonstration demande le résultat préliminaire ‘suivant :

111,19, Lemme

Soit X un espace localement compact 3 base dénombrable. Il

existe un sous-ensemble dénombrable Iio de C; tel que :

+
A4 .
gECK Elfé'ﬁo, gsf .
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Démonstration

En utilisant une base dénombrable de la topologie de X , on

peut construire une suite d'ouverts (Gk) vérifiant

X=U G . G < G pour tout k ,
+
KEN k k k+l
et telle que tout compact de X soit inclus dans un Gk . Pour tout k ,
+
. i — < <
cholsissons une fonction fk de CK vérifiant lG fk IG et
k k+1
posons :
uo={nfk , n€IN , kKEN } .
+ .
Si g est une fonction de CK , on a alors g = ntk pour un k tel que
le support de g soit inclus dans G et un entier n vérifiant

k
nz Sup g(x)
x€X

Démonstration de la proposition I1I.19.

Nous allons montrer tout d'abord que le processus de clustering
(Pl,n) exliste si et seulement si : )

P (luemM

LD = [y B udn < 4o, feC) ) =1,

Nous verrons ensuite que le lemme III.19. permet d'assurer que cette
condition est équivalente & celle plus intéressante énoncée dans la propo-
sition.

+
Pour tout f{ de CZK , posons ;

1 _ .
E .= (neM ;y(uf<+e)

et soit

E = N E ={u€lMl;\!(u,f)<+°°,fEC+]

2K
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Le lemme III.19. permet d'affirmer ]31 = N El . I1 s'ensuit que E1
: it nf m
fe€x,
est élément de ml . Remarquons d'autre part que 0111 est Inclus dans B; .

Nous allons voir qu'en fait E:r = C1_1T , ce qui permet d'affirmer que

P1 (E:r) = 1 est bien une condition nécessaire et suffisante d'existence du

processus de clustering.

Soit 4 une mesure de E:‘ , on a alors pour tout f de C;K :

Wt =] venue =] fame] 0" 0] e
1 1 2

=J" J' f(s)ax(ds)u(dx) +vf f *(l-e_n(f.);’x(dn)p(dx) .
X % X M, -

~o

Notons au et Pu les mesures définies par :

o, @) = J"X a (A) udx) . A€x,
| 1

P,(M) = jX1 P(Mu@x) , MEm

On peut alors écrire :

- _ -0, 2
¥(u, ) IX fdo +] ,-e )P (an) .

2 M,
Le fait que ¢(u,f) soit finie pour tout f de C;K assure que «
est élément de }Mz et que §u satisfait a j'(l—e-n(B)) '13(dn) < 4o
pour tout B de Bz . La fonctionnelle §(u,.) est donc une %, Log.

et c'est la F,Log d'une loi indéfiniment divisible.
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Montrons enfin que la condition Pl (E;) =1 est équivalente 3 celle

énoncée dans la proposition : pour tout f de CZK . PI(E:lf) =1

1 1 _ 1,
Pour tout f de C2K A E CE f donc P (E ) =1 Impuque Pl(Enf) 1,

Inversement si, pour tout f de CZK . P (E )—1 , alors
1

1
PE)=P( N E)=1
1" 1f€n0 Tif

III.20., Proposition

Soit 1 un générateur de clustering indéfiniment divisible satisfal-

sant aux hypothéses de mesurabilité de la proposition III.18 et Pl une

lol indéfinlment divisible sur (lMl,?f(l) telle que le processus de

clustering (Pl,n) existe. La loi secondaire P2 est alors indéfiniment

divisible.

Démonstration

La ¥.log de P1 s'écrit

- -#(f), 5 +
b0 =a @+ )P d) , f€C
IM1

+
Pour tout f de C , on a donc :

2K
O = (D =] Yeney @ ] (e e Y f’)P (dh)
1 1
- [ax(f) +f =T p (dn)] a, @)+ ] (-, )P, (du)
X1 IMZ lMl

_—_‘J“ J f(s)ax(ds)al(dx)Jrff (f))P (dn)p(dx)
X, X, X, IM;

M .f x f (1 _e-n(f))n(p,dn)EI (du)
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Posons :

a, () = ‘fx a () a, (dx)
1

et - ~ ~ '
P ()= fx P (-)a, (@x) + fm* mu, ) P (@) .
1 1

Puisque wz(._) est une ¥,Log. , il s'ensuit que «a est nécessairement

2
_ -n(B), 3, .
une mesure de Radon et que f(l—e ) Pz(d'ﬂ) est finie pour tout B

‘comme loi indé-

de ﬁz ..On a donc la représentation canonique de P2

finiment divisible.

Nous donnons maintenant un critére d'existence qui est un corollaji-

re de la proposition II1.18,

I11.21.  Proposition

Soit m un générateur de clustering indéfiniment divisible satisfai-

sant aux hypothéses de mesurabilité de la proposition III.18. et Pl une

loi du 1€r ordre sur (IM1,77£1) . Une condition suffisante pour gque le

processus de clustering (Pl,n) existe est que l'on ait :

[ ¥x,0 v @x) <+= , fec)
1 2K
X
1
Démonstration
On a :

J v v =[ [ g0 udx) P (),
M, X

%

et donc la condition assure que f y(x,f) p(dx) est finie pour P

X

| ~presque

tout u .
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Nous allons donner un autre corollaire de la proposition III.18.

dans le cas particulier ol X1 = Rd . Dans cet énoncé nous utiliserons

I'espace 8§ des fonctions indéfiniment différentiables telles que :

lim |xlk Pfx) =0 , kKeEN, pGlNd
| x|~ 0
d
— 2 2
ol x—-(xl, ,xd) et |x|° = El X, .

Nous notons d'autre part 8' le sous-espace de IM constitué des

mesures tempérées, c'est-a-dire des mesures g de WM vériflant :

d
lkeN , | _ widw) <tw

X (1+|x|2)k

111.22. Proposition

Soit T un générateur de clustering indéfiniment divisible défini

sur Xl = Rd a valeurs dans X2 et satisfaisant aux hypothéses de

mesurabilité de la proposition III.18, . Supposons en outre que pour tout
Wt

f de C , l'application x — §(x,f) est dans 8 . Une condition suf-

2K
fisante pour que le processus de clustering (P1 ™) exlstel’egt que P

1
soit concentrée sur 8' .

Démonstration

La condition énoncée a pour conséquence que, pour tout f de

-presque tout M .

L+ .
LZK , y(u,f) est finie pour P1

Nous présentons maintenant un autre critére pour l'existence du

processus de clustering.
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I11.23, Proposition

Soit ™ un générateur de clustering indéfiniment divisible défini
sur Xi a valeurs dans Xz et tel que pour tout f de G;K 1'applica-
+

tion x-— y{x,f) soit élément de clK .

(Pl,n) est alors défini pour toute loi primaire P

Le processus de clustering

. De plus, lorsque P

1 1

est indéfiniment divisible Pz l'est aussi.

Démonstration

Montrons que pour tout f de IMl . U, ) est une ?,Log.‘ .
Nous le faisons d'abord dans le cas ot u est bornée et déduisons

ensuite le résultat dans le cas général.

Pour toute mesure W bornée, il existe une suite de mesures bor-

nées (un) 3 supports finis qul converge vaguement vers u (cf. par ex.
.i..

Bourbaki, Integ. ch.IIl, §2, n°3, cor.3). On a donc pour tout f de CZK :

Um [ yoe 8w ax) = [ y6eD uldx) = v :

D'autre part il résulte de l'infinie divisibilité des lois 7(x,.) et du
fait que les p_ sont & support fini que les fonctionnelles j’w(x,.)un(dx)
sont des %,Log. .. De plus on a : )

lm y(p,t) = Um [yl tH udx) = [ Lim §(x,t) uldx) =0,

tN0 t~0

car pour tout x., y(x,tf) N\ 0 lorsque t\ 0 . Il s'ensuit (cf. lemme 1.9.)

que §{M,.) est une ¥, Log.

Considérons une mesure de Radon non bornée et (Kﬂ) une suite croissante

de compacts de X, telle que ‘)(1 =y Kn et que tout compact K de
n

1

Xl soit inclus dans l'un des Kn . Pour tout n , notons N la mesure

définie par :

un(A} = wu(@An Kn) . Ae:a:i .
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La suite de mesures bornées (pn) converge vaguement vers | et donc :

+
l:}m w(un,f) = y(u, ), feC, .

La fonctionnelle y(u,.) est limite simple de %.Log. . Le méme argu-
ment que dans le cas des mesures bornées permet de conclure que ¥(u,.)

est une ¥, Log.

Lorsque P. est indéfiniment divisible, pour tout n notons

1
sa racine n-éme de convolution. P(?)

P(?),ﬂ) existe et la ¥,Log. ide sa loi secon-

(n)
P 1
admet comme ¥.Log. associée % tl(») .

Le processus de clustering (

daire P(g) est donnée par

(n) 1 -
Vo, 0 = — ¥, (b(..0)) =

S

On en déduit que la loi secondaire P2 associée au processus de clus-

tering (Pl,n) admet une racine n-éme de convolution qui n'‘est autre que

la loi associée & la #.log. v(g)(-) . P2 est donc indéfiniment divisible,

Remarquons que le fait d'imposer aux applications x — {y(x,f)

d'étre dans CILK signifie que, pour un élément B2 de 82 . la lol de
la masse n(BZ) pour la probabilité mni(d,.) ne dépend que de la masse

de M sur un compact de X. , mais ce compact peut dépendre de BZ .

1
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§3. - FONCTIONNELLES LOGARITHMIQUES ET CLUSTERING DANS (Mp,mp)

Nous examinons quelques aspects de l'utilisation des ¥*.log. dans
I'étude des problémes de clustering pour les processus ponctuels., Signalons
tout de suite que le fait déterminant est que les probabilités m{u,.) qui
interviennent ici sont des produits de convolution dénombrables de lois
m(x,.) . Nous nous limitons ici au cas ol les lois m(x,.) sont des

lois sur (Mpz,mpz) bien que, tous les résultats énoncés, a l'exception

du théoréme III,30., sont valables dans le cas de I'espace (}MZ,WLZ) .

Nous commengons par donner pour les mesures de 11\&1 , un cri-

tére d'appartenance a Di en termes de ¥%.Log. .-

1I1.24, Lemme

A

Soit m un générateur de clustering défini sur X & valeurs

1
dans X, et pour tout x de .X}t , ¥(x,.) la F.log. associée & la loi

2
m(x,.) sur (Mpz,mpz) . Pour toute mesure yu de M la_probabilité

*ux
= * o omlx,.) Mix) est définie si et seulement si l'une des
{x,ux)>0} | )

deux conditions équivalentes sulvantes est réalisée :

pl
ﬂ(ul *)

1) f y(x,f) pldx) < += . i E(.‘;;K
X .
i N
i) [ gl px)<+e 20 , BEBR, .

!

Lorsgu'elle est définie, m{u,.) admet comme %.Llog. :

(") ==‘fx blx.0) uldx) , f€5, .
1
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Démonstration
@ « *0(.1
Soit p = 25 a, 8,. une mesure de ™M, . Si n,.)= *x nu(x,.)
. i i 1 i
1::1 £=1
n *Qy
est définle, alors m(un,.) est limite étroite des probablilités 1*1 n(xi,.)
et par suite, pour tout f de C;K , sa #,Log. vérifie :
¥(u, ) = lim 2 % ¥ 6) —J‘ ¥(x,£) uidx) .
n
1
L'égalité se prolonge ensuite aux fonctions de 5‘2+ par un argument de
classe monotone, et donc i) est vérifiée,
Supposons maintenant que i) soit vérifiée et posons pour tout f
de 3‘+
2 L]
b D) = [ yx, 0 pldx) .
X
1
La fonctionnelle ainsi définie est nécessairement une ¥.Log. car elle est
limite de la suite de ¥.Log,. Z} a \Hx .+) et vérifie, pour tout f de
el (ef. 1 1.9.) o
ZK ‘ Cct, emme . N
Um  y(u, tf) = lim [ y(x, tf) puldx) =
tN0 tx0 X1
La probabilité associée a la %.Log. §(M,-) est donc limite étroite des
a *aj Nita *aj
probabilités '*1 1‘1(xi, .) ; c'est dire que la probabilité l*ln(x . o)
i= ) =

est définie et admet {(u,.) comme Z.Log.

L'équivalence de i) et ii) peut étre montrée simplement, Si f

+
est une fonction de CZK , on a :

) ou a = Sup f(x) et K. est le support de f ,

(c,£) < §(x,al
¥ix Kf x€X i
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d‘ou :
Px,f) < WKf (x,a) .

D'autre part si B est un élément de Bz , il existe une fonction f

+
de cZK telle que IBSf ., I1 en résulte :

#B(x, A) = *(x.)\lB) =§x, ) , Az0 .

On a comme conséquence de ce lemme, la proposition :

I11.25. Proposition

1

Soit 1 un générateur de clustering défini sur X1 a_valeurs dans

X2 et Pl une probabilité sur (]Mpl'mpl) . Le processus de clustering

(Pl,rr) existe sl et seulement si l'une des deux conditions équivalentes

Suivantes est réalisée :

+

(1.21) 1) pour tout f de €, , P ({ [ ¥(x,f) pldx) < +e}) =1
A
(I1.22) i) pour tout B de B, ettout Az 0, P ({[ ¥ (x,\)u(dx)<+e])=
X

-1

Lorsque le processus de clustering (Pl,n) existe, la loi secondaire P2

admet comme F.log, :

_ +
(111.23) ll!z(f) = wl(w,f)) , f€5,

Démonstration

Remarquons que l'application directe du lemme III.24. donne en

falf le critére

PULS WoeDuln <ve fecy d) =1

1
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En utilisant une famille dénombrable HO de fonctions de C;K (cf. lemme

II1.19.) comme nous l'avons fait dans la démonstration de la proposition

II1.18. , on montre qu'on peut se ramener au critére i)

De méme, 1'utilisation d'une famille dénombrable de compécts (Kn) crols-

sant vers X2 et telle que tout compact de X2 soit inclus dans 1'un

des Kn permet de remplacer ;

P ({ fx bgx A uldx) , 120 , BER,)) =1
1

par le critére ii)

La formule (II1.23) est un cas particulier de (I11.10).

Observons que la transformée logarithmique V d'une probabilité
sur R+ vérifie, pour tout A >0 et a=z1, y(ar) say(d) . 11 s'ensuit

que le critére suivant est équivalent & celul donné par (III.22) :

(111.24) iii) pour tout B de BZ . Pl({f Vo(x,1) udx) <+=}) =1 ,
X B
1

Les deux corollaires suivants sont les analogues des propositions

II1.22, et III.23, données pour le clustering dans (IM,W()‘i.

If1.26. Corollaire

Soit 1 un générateur de clustering défini sur X1 a valeurs dans

X2 tel gue, pour tout f de C;K . l'applicatlon x — {(x,f) soit &1é-

+
ment de clK . Le processus de clustering (Pl,ﬂ) est alors défini pour

toute Joi primaire Pl sur (Mpl,mpl) . De plus si Pl est _indéfiniment

divisible IP2 l'est aussi.
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Dans 1'énoncé qui suit 8 et 8 désignent les espaces qul ont
été définis pour la proposition II1.22, .
II1.27 . Corollaire

Soit ™ un générateur de clustering défini sur X, A& valeurs

- 1

dans XZ tel que, pour tout { de C;K . 'application x -— {{(x,f) soit

élément de 8 . Une condition suffisante pour que le processus de cluste-

ring (Pl,‘n) existe est que P

soit _concentrée sur $' N M .
1 _ pl

Le critére donné en (I11.24.) fournit le corollaire suivant :

111.28. Corollaire

Soit ™ un générateur de clustering défini sur Xl a valeurs dans

X2 et Pl une probabilité du 1€¥ ordre sur (]Mpl’mp}.) . Une condition

suffisante d'existence du _processus de clustering (Pl ,7) est alors don-

née par ;

(111.25) Joowgtx1) v, (dx) <+= , Be@

%)

2 ©

Il est Intéressant de comparer ce critére avec lesl:'critéres de
méme type, c'est-a-dire utilisant la mesure d'intensité de Pl , donnés

dans le paragraphe 1 (propositions II1.2, et III.3) .

Puisque, pour tout x de X, , l'application )\“’"WB(X:“ est concave,

1
on a :

¥px.1) < W'B(x,O) .

soit .
bpix.1) s v (B)

et donc :
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Jougten)vi@x) s [ v (B v(dx) |, BER

X1 Xl

Le critére donné en (II1.25) est donc plus fin que celui de la proposition

1.z,

Le lemme suivant nous permettra de montrer qu'il est par contre moins fin
que celui donné dans la proposition III.3,
I11.29. Lemme

Soit (pn) une probabilité sur IN de tranggforniée de Laplace ¢ .

nzg
la fonction § = -loge vérifie 1'inégalité :
(I11.26) (1) 2 (l—po) (1-e_)‘) s A20 .

Démonstration

Pour P, = 1 , I'inégalité (1I1.26) est évidemment vérifiée. Suppo-

sons donc po< 1 et posons q = l—po . On a:

-~ P, _
e() = p +2’)pen>‘=1-q+q E*en)‘_,
© pz21 B nzl
- p -{n~
=1-q+qe>\2 _ﬂe(nl))\
nzl g
Or :
P (- P p
z}——ne(nl)ksz’)——g—etz—ﬂ=l
nzl 4d nzl 9 nzl 9

On en déduit :

o) < 1-q(l-e™)

¢0) = ~Log(l-q(l-e ™) = qli-e™)
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Il découle du lemme 111,29, que, pour tout x de Xl et tout B

de R, , ona :

2

bplx.1) = nle,u®) > 0) (-eh)

et par suite :

f QB(x,l) vl(dx) <+4+w imph‘.qixe j’ m(x,4(B) > 0) v, (dx) < +=

Xl Xl

‘L'utilisation des #,Log. permet dans bon nombre de situations de
retrouver de maniére assez simple des résultats classiques de la théorie
des processus de clustering. Nous en donnons deux exemples. Le premler

est celul du "théoréme de clustering” (cf, [28], th. 4.3.3.) :

111.30. Théoréme

—

Soit P1 une loi indéfiniment divisible sur (]Mpl,??zpl) de

mesure canonique associée P1 t m un générateur de clustering défini

—

. sur X1 & valeurs dans X2 . Une condition nécessaire et suffisante pour

que le processus de clustering (Pl ,T) existe est que *n'(u, .} soit défi-

~

nie pour P -presque tout u et que la mesure P’Z définie par :

(I11.27.) Pple) = o mlu, . \{o}) P, (du)
M
pl
, -n(B),
vérifie la condition [ , (1-e )P,(dn) < += , BER, . Alors P, est
p2 ~
indéfiniment divisible et de mesure canonique associée P, .

Démonstration

Observons tout d'abord que, si P est une loi sur 'I"i+ de trans-
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formée logarithmique {(X) = -Logg(\) = —Logf e_xxP(dx) , 1'exis~
[0,=(
tence d'un X >0 tel que y(\) == Iimplique que P n'est autre que

6 et y(A) == ,xz0 .
Lorsque le processus de clustering (Pl,n) existe, la %.Log.

associée a ‘#2 est donnée par ;

_ - -y, 6) T
b =y (b(.D) =] (-e )P, (du) = P, (M) ,

My

ol 1\/1f = {pE]I\/ll , ¥, f) == } ., Compte tenu de la remarque ci-dessus

on peut écrire pour tout A z 0

My = {pemM | ydp,1) ==} = {peM, , §lur) ==} =M

f AT

Par suite, on a, pour tout A\ = 0 , \bzf()\) = wz(kf) 2 Pl(Mf) .

On en déduit que lorsque Pl(Mf) =a>0, 1’2{(') ne peut pas étre une
transformée logarithmique. On a donc P1 (Mf) = 0 et l'utilisation de la

classe B du lemme I.19. permet de conclure P( U Mf) =0 .

1
fECZK

L'ensemble des ¢ pour lesquels §(u,.) ne définit pas une %, Log.

est un ensemble de Pl-mesure nulle ; de plus on a :

- ( lf) 7 . - '
o0 =]  u-e VA B ) = J, (-0l 0P, ()
1

- %

—_-f J’ . (l—e—n(f))n(p,dn) l:l(dp) , fec+

On constate que la mesure P2 donnée par (II1.27.) est bien la
mesure canonlque associée a la représentation de P2 comme loi indéfi-

niment divisible.

Réciproquement supposons les conditions de la proposition vérifiées et
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considérons la %,log. wz(.) définie par :

4, (6 = f(1~e~n(f))52(dn) =] *(1-e‘”(ﬂ) n(g.dn)?l(du)

IMZ Ml

= J‘(l-—e““u’ﬂ);’l(dp) = -Logfe_‘”“'f)Pl(du)- 2 -Log (l—PI(Mf)) .

Si Pl(Mf) = a>0 , on en déduira de la méme fagon que ci~dessus que

wzf(e) ne peut pas étre une transformée logarithmique, On a donc

- +
Pl(Mf) =0 ,feC

2K ¢ et l'existence du processus de clusterihg (Pl'")

est assurée,

Nous nous intéressons maintenant & la continuité des générateurs
de clustering.
Un générateur de clustering m définl sur X, & valeurs dans X2 est

1

dit continu lorsque l'application x-— n(x,.) de X1 dans l'ensemble

des probabilités sur (]Mpz, Wlpz) est continue pour la topologie étroite.

Nous donnons en utilisant la méthode des %.Log. une démonstration simple

du résultat classique suivant (cf. par exemple [28], prop, 4.7.1.) .

III.31. Proposition

~

Soit ™ un_générateur de clustering continu défini sur X a

1
PN
. S'il existe un élément B de &

valeurs dans Xz ,(P(;l)) une suite de probabilités sur (M pl

convergeant étroitement vers P

1
tel que :

1

P(f)([u(XI\BPO}) =0 ,n€EN,

., , n€N , existent

(n)
1
et la suite de lois secondaires (P(zn)) converge étroitement vers P2 .

alors les processus de clustering (Pl,n) . (P
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Démonstration

(n) sont concentrées

1
(n) )

sur un ensemble de mesures finies, les processus de clustering (P 1 T

Remarquons tout d'abord que, puisque les P

existent. Montrons qu'il en est de méme pour (Pl'") .

Il est possible de trouver un ouvert borné G tel que BC G et de

montrer que Pl(u(aG)>0) = 0 , Il s'ensuit alors que les probabilités

P(n) = P? convergent étroitement vers (cf. [28],3.1.11.), ou,

1 G
rappelons-le

ch

, GP désigne la loi image de P par l'application —-»Gu

et cH est la mesure définle par :

G;,1(.1\) = W(ANG) , AeXx ,
On a donc Pl = GP1 et par suite l'existence du processus de cluste-
ring (Pl,ﬂ)

Remarquons que la continuité du générateur de clustering m est équiva-

lente a la continuité des applications x—-y(x,f) , f parcourant C;K .
D'autre part le fait qu'une loi P satisfasse & P = _P implique que

G
sa &,Log. vérifie :

Vo =41 -0, fEF

+
On a donc, pour tout f de CZK :

w(zn)(f)=w(;l)(w(.'f)) = *(?)(IG(')*(’lf)) ‘

(n) (n)

ol, pour tout n , “‘1 est la ¥ ,Log. associée & P1 .

ILa fonction x — lG(x) y(x,f) est bornée & support compact et n'a de
points de discontinuité que sur 3G . Il s'ensuit (cf. [20] lemme 4.4.)

que w(;‘) (1G(.) y(.,f) converge vers wl(lG(-)w(-,f) = *1‘“"”’ = qz(f) .

La convergence étroite des

P(g) vers P2 est donc assurée,
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La méthode des &,Log, présente un intérét dans un certain nombre
d'autres situations. En particulier, elle apporte parfois des solutions
simples dans les problémes liés aux opérations d'amincissement, de com-
position ou de translation, Signalons par exemple que 1"invariance des
processus de Poisson mélangés stationnaires pour 1l'opération de translation

homogéne est obtenue, par cette méthode, de maniére immédiate,
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§4. - EXEMPLES

Nous présentons ici deux modéles de clustering, le premler dans

le cadre de (]Mp,??(p) , le second dans le cadre de (M, 7R) .

4.1, Lle processus de clustering Poisson-géométrique

Considérons la situation ou, sur la droite réelle X = R , une
premiére génération de particules est distribuée selon la 101( d'un proces-
sus de Poisson stationnaire de paramétre a . Supposons qﬁe, dans une
deuxiéme étape, chaque particule de la premidre génération donne nalssan-
ce & un certain nombre d'autres particules distribuées selon la loi d'un
processus ponctuel de loi géométrique Q(yx) (cf, def, 11.4.) dont la

mesure d'intensité Y, dépend de la position x de la particule mére par :
- o=l ‘
Y = e .Y . X € X ¢

ol y est une mesure de Radon fixée, Ce choix est une modélisation
possible dans le cas ou une particule de la premiére génération a une

descendance d'autant plus faible que sa position est éloignée de l‘origine.

La situation que nous venons de décrire peut &tre représentée par

un processus de clustering admettant comme ‘#.Log. associées a P1 et

mni{x, ) :
¥

y, (0 = J‘(L—e’f(”)) ady , fec

.

o A

V¥ (x,f) = -Log [l‘rj‘(I—e‘f(Y))Yx(dy)]"1 . f€C

Le critdre du corollaire II1.28 permet de montrer que le processus de

clustering (Pl,n) est bien défini., On a pour tout B de @8 :

4o

Joagle1) vy @x) = f Log[1+(1—e_1)e-lxly(B)]adxs 2a(1-e ") y(B) < +w .
X

-0
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Observons que le critére de la proposition ITI.2. s'applique aussi. En

effet, pour tout B de 8 , on a ;

40
v_{B) v, {dx) = e_lx‘ v(B) adx =2avy(B) ,
X X 1 e

on en déduit de plus que le moment d'ordre 1 de la loi secondaire est

donné par :

vz(B) = 2avy(B) , Beg .

Calculons la %,Log. associée a la loi secondaire :

Wz(f) = ‘lll(‘l!(-,f)) = f (l-eﬂk(x"ﬂ) adx
X

‘ -f(y)
+es - (- ) v(dy)
€ || I ° A adx

- J

o el [ (1-¢"fV v(dy)

2a

-tog 1+ fa-e My T fecl

Il

et donc la loi P2 n'‘est autre que la loi 87(vy,2a) dont les caractéris-

tiques ont été étudiées au chapitre II.

4.2, Un modéle de clustering dans (M, N)

Le modéle de clustering suivant peut &tre considéré comme une
tentative pour donner une approximation de certains phénoménes de diffusion.
Sur un premier espace Xl = R , nous considérons une mesure

aléatoire presque-sidrement égale 3 la mesure de Lebesguék m , i.e. de

loi P1 vérifiant Pl({m}) =1 Nous nous donnons ensuite un générateur
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de clustering construit & partir de 1'idée intuitive suivante :

une “"masse élémentaire" située en x engendre une masse aléa-

toire, de lol Qx sur R+ , qul se répartit de manliére uniforme sur

1'intervalle Ix = [x-a, xtal de XZ = R , a étant un réel fixé.

Le générateur de clustering est en fait défini par :

(o]

mix,.) = fo 6me(') Q, @y}

ou m désigne la mesure sur X, définie par m (A) = 1 m(ANI ) , A€EX, .
X 2 X 2a X 2

Nous nous plagons dans le cas particulier ol Qx est la lbl exponentiel-

le de paramétre b et donc ne dépend pas de x . Il s'ensuit que le

générateur de clustering © est homogéne.

La %.£. associée a la loil m =n(0,.) est donnée par :

J\ P (f) be“by dy =‘r e"ymC‘(f)be“by dy
0 ym 0

i

¢ (f)

b
b+m (f)
o

Il est immédiat de vérifier que ﬂo est indéfiniment dlvlslb'le ; par suite

le générateur 7m l'est aussi. D'autre part, pour tout x de Xl , la

%.Log. associée a m(x,.) est donnée par :

= 1 o,

et on montre facilement que, pour tout f de C V'application

+
2K

x — §(x,f) est continue & support compact,

L'existence du processus de clustering (Pl,ﬂ) est donc assuré par la



~ 106 -

proposition I1I1.23. et la loi secondaire P, admet comme %, Log. :

2
. N 4o
b0 =4 (4, 0) = J"“m ¥(x,fdx = j—w Logli+m (fldx

Notons que P2 est d’ordre 1 et de mesure d'intensité

+
v(8) = [ v ®) v (@x) = |
X, -

m(B) .

ol Ran

mx(B) adx ==

ol -

fect
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