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INTRODUCTION

Le travail que nous présentons est consacré a 1'étude des principes généraux
de coustruction d'indices mesurant 1%existence et le depré de liaison entre

deux &léments aléatoires (scalaires ou vectoriel).

Historiquement la recherche des corrélations est née de 1'étude des covaria-
tions naturelles observées sur des &chantillons d'individus , dans les
sciences du comportement et biologiques, au début de ce sidcle (GALTON,
PEARSON, YULE). Cette d&marche s'est essentiellement développde dans le
cadre de 1'analyse de données non expérimentales, de simples observations,
issues d'enquétes, contrairement aux techniques d'analyse de variance qui
furent développées un peu plus tardivement dans le domaine agro-biologique

(FISHER) sur des données expérimentales.

L'unité de ces techuiques fondées sur le modéle lindaire explique la place
prépondérante accordée au coefficient de corrélation lindaire et au rapport

de corrélation dans 1'indifférence quant au bien-fondé de leur utilisation.
Cette situation privilégiée pose cependant deux questions, la premiére sur
1'utilisation du modéle linéaire pour 1'analyse de données de structure plus
pauvre telles que les données ordinales, la deuxi@me sur la 'possibilité de
développer des techniques mieux adaptées d la nature des données et conser-
vant une flexibilité comparable & celle du modéle linéaire.:Ces deux questions,
a 1l'origine de ce travail, nous ont conduits 3 mener une réflexion préalable
sur la structure des données et d €tudier la worphologie des indices

d'association existants.

Le chapitre 1 consacré i 1'étude des systémes relationnels introduits par
SUPPES et ZINNES[ 73 1 nous permet d'étudier la structure des données.
Toute variable est une manifestation chiffrée de propriétés des objets
étudi@s. De telles propriétés sont caractérisées par un ensemble de relations
définies sur les objets et appelé systéme relationnel empirique auquel nous

associons un systéme relationnel numérique,
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La variable apparait comme un homorphisme liant ces deux systdmes relationn
c'est-a-dire un codage particulier d'une classe d'homorphismes de méme
structure, Cette classe est :appelée une &chelle de mesure., Les principales
échelles de mesure utilisées dans la suite de ce travail sont rappelées

ainsi que les théor@mes d'existence dus a SUPP.ES

Cette présentation nous semble préférable a 1'introduction classique des
variables aléatoires puisqu'elle n'implique pas d'hypothéses sur la distri-

bution en termes d'absolue continuité par exemple.

Nous définissons alors la notion de statistique pertinente, en termes

d'invariance par rapport au groupe des recodages de la variable observée.

Ces notions nous permettent alors de montrer que & tout tableau de données,

sont associés trois schémas de dualité (complémentaires) :

~ le schéma "individus-catégories'" qui permet de reconstruire la distri-
bution des individus suivant les valeurs distinctes de la variable (eri

i plat)
- le schéma "individus-variables" usuellement traité en analyse des données

~ le schéma "catégories-variables" qui contient la méme information que le

précédent sous forme condensée.

L'analyse conjointe des deux schémas de dualité "individus-catégories"
associds a deux variables permet de reconstituer le tri croisé de ces
variables. On montre ainsi que 1'8tude conjointe de deux variables fournit
trois informations complémentaires qui interviennent dans l'analyse de

1'association entre ces deux variables :

~ les marges du tri croisé permettent de comparer les distributions respec—

tives des individus selon chaque variable
~ le tableau de contingence fournit la distribution du couple

~ les codages ou encore les &chelles de mesure de chaque variable.
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L'utilisation ou non de ces différents types d'informations nous permet de
distinguer entre indices de liaison et indices de dépendance. Le chapitre 2

étudie 1a notion probabiliste de dépendance, dans le cadre de 1l'eusemble
2

by (). '

On montre tout d'abord la relation existant entre la notion de monotone

dépendance et les bornes de FRECHET { 32 |}

Nous définissons une relation d'ordre partielle sur les lois de probabilités

bivariées liée 3 la notion de "quadrant dépendance"” et montrons qu'elle
implique une relation d'ordre partielle sur les covariances. Cette propriété

est 8tendue aux recodages des variables initiales par des couples de fonctions

concordantes et est d& la base de la définition des indices de concordance

présentés au chapitre 4.

Les notions iantroduites dans ce premier paragraphe nous permettent de montrer
que 1l'on ne peut mesurer que 1l'écart 3 1'indépendance si on dispose comme
seule information du tableau de contingence. Nous introduisons alors la
notion de divergences entre lois de probabilité donnée par ALI et SILVEY |3}
définie comme l'espérance d'une fonction convexe de la dérivée de Radon~
Nikodym de 1'une part rapport & 1l'autre, Cette définitlon générale nous permet
de donner une présentation unifiée des différentes divergences classiquement

. utilisées.

Les chapitres suivants &tudient les indices de liaison qui uﬁiiisent les
codages, Nous reprenons la distinction de GINI|34 ]| entre les indices mesurant
*1%@cart 3 la situation de dépendance compléte d'une variah1e1§ en une

variable X, appelés indice de connexion et les indices mesurant 1'dcart a la

-

situation mutuelle dépendance compléte, appelés indice de concordance.

l.a dépendance compl&te de la variable Y en la variable X est interprétée dans

le chapitre 3 en termes de prédiction. La logique P.R.E, (Proportional
Reduction of Error) due 3 COSTNER est alors proposée comme principe général

de construction d'indices de connexion. Sa mise en oeuvre nécessite la défini~-
tion de la notion d'incertitude qui généralise la variance comme mesure d'erreur
de prédiction., Nous définissons done 1'incertitude comme une fonction concave

de la loi de probabilité nous inspirant en cela des travaux de FERON | 311 .,
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L'incertitude doit €tre une statistique pertinente. Lorsque la variable Y
est d'échelle nominale, 1'incertitude est mesurée en termes d'entropie,

et apparait comme optimum d'une fonction d'inexactitude.

Nous montrons dans le paragraphe suivant que cette approche peut &tre
étendue a d'autres &échelles de mesure ; en effet le concept de 1 -moyenne
di & BRONS et alii[ 14 ] est interprété dans ce cadre comme un indice

de position centrale auquel nous associons une dispersion.

L'indice P.R,E. associd 3 une incertitude I s'dcrit alors

1) ~ B 1D
I(Y)

La logique P.R.E. permet donc de généraliser le probléme de 1l'analyse de
variance aux cadres d'hypoth&ses emboitées, puisque la concavité des
fonctions d'incertitude nous assure de la monotonie de 1'incertitude par
rapport & 1'inclusion des sous-espaces. Il faut cependant remarquer que
1'on a pas toujours une décomposition additive de 1'incertitude,

Nous donnons divers exemples d'indices connus qui respectent cette logique,

La mutuelle dépendance compléte entre les variables X et Y est interprétée
dans le chapitre 4 en termes de concordance. Elle se traduit par 1'exis—

tence simultanée de deux fonction £ et y vérifiant presque siirement

i

Y=f£f(X) , X=g(y

Les résultats expos&s au chapitre 2 sur les fonctions concordantes nous
permet de donner une présentation unifie des indices de concordance
associés a la géométrie de la covariance définie sur les codages dérivés

construits 34 1'aide de fonctions concordantes.

Alors que les indices P.R.E. sont bornés par O et 1, par construction,
1'utilisation de la covariance nécessite une normalisation permettant alors
une interprétation de la valeur de 1'indice dans une &tude concréte,

Nous distinguons deux types de normalisations fondées sur deux probléma-

tiques distinctes.



Le premier type proposé par KENDALL [ 46 ] est de nature probabiliste et
utilise les propriétés des permutations, Sans hypoth@se d'absence de
liaison, l'appareillement observé de n valeurs de X et de Y est considéré
comme équiprobable parmi les n ! appareillements possibles. Cette logique
est utilisée par LERMAN [ 57 1 , LECALVE [ 54 | qui construisent 1'indice

normalisé.:

b [ LoV [ £(X), §(Y)}~ My

avec ¢ 1la fonction de répartition de la loi normale 94V10,1), et pet O
respectivement la moyenne et la variance de la variable alé&atoire covariance

sous 1'hypothé&se d'absence de liaison.

Le second type de normalisation est de nature géométrique utilisant 1'in-
terprétation en termes de produit scalaire de la covariance. lLa concordance
entre les variables X et Y est mesurée par le cosinus entre les codages

dérivés,

Nous donnons dans ce paragraphe plusieurs exemples correspondant a des
coefficients connus en dagageant pour chacun le principe de construction en
termes de concordance,

n

La définition d'indices de concordance 3 l'aide de fonctions concordantes

définies sur les paires (resp. les k-uples) conduit alors i Etudier la

dualité 'paires (resp. k-uples) d'individus-variables".

1.e chapitre 5 est cousacré a la généralisation des notions de liaison au
cas vectoriel, La variance du vecteur aléatoire X est alors un opérateur

et on doit définir une fonctionnelle sur 1l'espace des opérateurs de rang
déterminé afion de définir un indicateur scalaire de la variance. Nous
proposons trois fonctionmelles particuliéres qui s'interprétent toutes
trois dans le schéma de dualité associé au tahleau X et définissant de plus
un cosinus. Nous montrons qu'il n'y a pas d'extension unique de la concor-

dance, bien que toutes s'expriment comme fonction des corrélations canoniques.
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L'étude de la liaison entre plus de deux variables conduit a définir la notion
de corrélation partielle que nous distinguons de la corrélation conditionnelle.
La premifre est associée au schéma linfaire de la régression, alors que la
deuxiéme correspond & la notion de conditionnement probabiliste. Si ces

deux notions coincident dans le cas gaussien, les exemples que nous donnons
rappellent la non-8quivalence de ces deux notions.

Nous montrons que la covariance partielle fait intervenir deux informations
distinctes, la covariance partielle intra mesure la covariance des résidus

a X3 constant, la covariance partielle inter mesure la covariance des centres
de gravité des sous—nuages résiduels définis par les modalités de X3.
Cette décomposition est utilisée pour montrer ad 1'aide d'un exemple que la
corrélation conditionnelle n'est pas la m@me suivant qu'on travaille sur

les individus ou sur les paures,.

L'étude des variables de types ordinales nous a conduits & mettre en évidence
le rSle des ex aequos, par suite nous nous sommes limités parfois i une
écriture adaptée a un ensemble de cardinal fini, afin d'attacher une mesure
non nulle aux ex aequos. Par suite nous n'avons pas donner d'expressions de
concordance théorique, et renvoyons & GOODMAN et KRUSKAL [ 37 ] pour 1la

définition des indices théoriques.

Nous présentons en annexe des tableaux simulés permettant d'étudier le
comportement de certains des indices présentés. Le cas des tableaux 2 x 2
est étudié plus particuliérement sur une simulation de 500 tableaux générés

au hasard a8 l'aide d'une analyse en composantes principales.



"~} - ETUDE MORPHOLOGIQUE DES DONNEES.

L'enscmble d'arbitraires qui préside & la construction d'un tableau
de données impose au statisticien le choix de méthodes d'analyse, tout
autant que les buts poursuivis. L'objet de ce chapitre est de caracté—
riser les Gtapes suivies dans le processus de mesurage, qui conduit a
des données chiffrées. Notre présentation des travaux de SUPPES et
ZINNES [ 73 ] et TORGERSON | 74 | est limitée 3 1'exposé des concepts

nécessaires a4 la suite de ce travail.

La notion de systéme relatiommel.

Toute observation d'un ensemble d'objets empiriques, &tudie leurs
propriétés dont elle mesure les différentes manifestations. De telles
propriétés n'existent que par rapport aux objets empi?iques étudiés qui
déterminent leur structure par des relations empiriques (c'est-a-dire
les constations subjectives de relation par 1'observateur) qu'elles éta-
blissent entre eux. De fagon symétrique, un objet empirique est caracté-
risé par un ensemble de propriétés. Ainsi un son peut-il &tre caractéri-
s& par son intensité, sa hauteur, son timbre et la hauteur d'un son per-
met a 1'observateur de constater la relation empirique selon laquelle

un son est plus aigii qu'un autre.
Toute observation conduit donc 3 la définition de systémes relationnels
empiriques s.r.e traduisant les propriétés observées des objets empiri-

ques étudiés.

Définition I ,

On_appelle systéme relationnel empirique s.r.e. le doublet

A= <A, (Rj;jeJ)>

ol A est un ensemble d'objets empiriques et { Ri ; 3 €J } un ensemble

de relations définis sur A.

Si Rj est une relation kj~naire, nous dirons que (kj 3 1 € J) est le

type de A.



Exemples

Exemple | . A = ensemble des sons

R = la relation d"équivalence (notée usuellement ]
par (a,b) € I ssi a et b ont la méme hauteur.

R = la relation d'ordre strict (notée usuellement
définie par (a,b) € P ssi a est strictement

plus haut que b

it

d'oll le systéme empirique A = <A ; { I, P} >

ensemble des C.S.P.

i}

Exemple 2, A
R

it

la relation ternaire associée & l'opération
de concatération o (al,az,a3)e R ssi

3¢

L'observation d'un s.r.e.se heurte & deux difficultés : d'une part le lar
gage courant ne permet de distinguer qu'un faible nombre de manifesta-
tions d'une propriété, car limité par le nombre de mots, ainsi distingue-
t-on un faible nombre de couleurs d'yeux ; d'autre part le langage courar
utilise différentes mesures des manifestations d'une méme propriété, ains

mesure—~t—-on la distance entre deux points, en métres en lancé de javelots

en heures de marche en randonnée, etc...

Aussi est-on amené i définir la notion d'échelle de mesure qui permet de
construire une mesure chiffrée d'une manifestation d'une propridté et
d'étudier 1'unicité d'un tel processus de construction. Une telle mesure
chiffrée est construite pour des s.t.e, irréductibles, dont la défini-

tion fait 1l'objet du paragraphe suivant.

Définition 2.

Une relation d'&quivalence sur A est une congruence sur le s.r.e.

B
u

< A,{ Rj » 1 €J.}> de type kj’ j €J) si pour tout j de J on a
kj

a = (a}, e akj) € A

a'= (a'

. "‘a'kj) € AkJ

tels que a; et a'i sont équivalents pour tout i=1 .., kj

1 R. = R, '
alors R, (a) i (a")



théoréme | (PFANZAGL 1651 page 21).

Pour tout s.r.e., il existe une unique relation de congruence la plus

grossiére.

La relation de congruence associe de fagon canonique a chaque relation Rj
la relation Rj définie sur 1'espace quotient A. On notera [A le s.r.e.

/K = <&; (R‘j‘;jer

Théoréme 2 (PFANZAGL [ 65] page 22).

Le s.r.e. /A a pour congruence la plus grossiére 1'identité.

Remarque :

Un tel s.r.e. est dit irréductible.

Sauf indication contraire, nous supposerons, dans la suite, sans perte de

généralité, que tous les systémes relationnels &tudiés sont irréductibles.

Codages et Echelles de mesure.

L'analyse statistique d'un s.r.e. nécessite le recours a des observations
chiffrées des propriétés des objets étudiés. Pour cela, on construit un
systeme relationel numérique s.r.n. respectant les relations du s.r.e.
L'observation des manifestations est alors codéc par uﬁ ensemble de

valeurs. Ces notions sont étudiées dans ce paragraphe.

Définition 3.

Soienc[A=<A,(Rj;jeJ)> _g[B=<B;(S.;jeJ)>deux

systémes relationnels de méme type. L'a ppllcatlon h définie sur /A 3

valeurs dans /B est un homomorphisme de /A dans /B ssi pour tout j, h

est un homomorphisme de (A, R ) dans (B, S. )

Ou note J(/A, /B) 1'ensemble des homomorphlsmes de /A dans [B.

Isomorphismes, automorphismes, endomorphismes de systémes relationmnels

se définissent de fagon analogue.



Exemple

< IR, (<, #) >

= < R,(<, x) >

R > IR

x * h(x) = exp(x)

T B W

est un isomorphisme de /A dans [B.
Remarque

L'ensemble des automorphismes de /A, noté [ ([A), forme un groupe pour la

composition des applications.
Remarque

Soit h &lément de J(/A, [B) oii [A est un s.r.e. irréductible et /B un
s.r.e. quelconque, alors h est injective.

Les concepts précédents introduits par SUPPES puis &tudiés par PFANZAGL
nous permettent de donner une définition algébrique aux notions de
codages et de recodage employés en analyse des domnées. Nous utilisons
alors les résultats de PFANZAGL pour définir la notion d'unicité d'um

codage.

Définition 4.

On appelle codage r-dimensiomnel d's.r.e. irréductible /A = <A,(Rj >

dans un s.r.n. [B = < )", (Sj ; j €J) > de méme type tout Elément h de

([, [B).

Pour tout &lément a de A, h(a) est appelé valeur de a, note de a, code

de a ou encore score de a.

La propriété d'homomorphisme nous permet de tirer des conclusions sur
les objets a a partir des relations entre les codes puisque

. L B ] . ¢> . LR B ) .

R] (aI, s ak_]) sj(h(al)’ h(akj)

Par suite, plus on prend en compte de relations Rj dans la définition
du codage et plus celui-ci est porteur d'information sur les objets

empiriques.



Remarque

Si /A est le s.r.e. irréductible associé i /A ; le diagramme suivant

définit sans ambipguité l'application h'
A pp

[XA h [B
s h' = hos
[A

ot h est un élément de 3({(/A, [B) et s la surjection canonique de [A dans

[A. W' est alors un homomorphisme que 1'on notera encore h.

La contrainte imposée 3 h en termes d'homomorphismes; ne suffit pas en
général, a définir de fagon unique un codage, puisque tout élément de
d(/A, [B) définit un dodage admissible pour [A. Cependant les propriétés
internes de [B nous permettent de définir une notion d'unicité d'un

codage.

Définition 5.

Soient /A = <A, (Rj 3 1 € J) et [AO = <A, (R? 3 3 €J) > deux s.r.e.
tels que Ao est inclus dans A et que Rj est la restriction de Rj a A

o?

on appelle ensemble d'endomorphismespartiels de /A 1'ensemble

"oy = wm o

Théoréme 3 (PFANZAGL [45] page 26)

-

Soit /A un systdme relationnel irréductible et /B un systéme relationnel

quelconque de méme type que [A. Soit h0 un_élément quelconque de
A, M) alors »
. r
om, By ={go h, s g € [B(h (8)) }

Lorsque /B est un s.r.m., h = g o h0 est un codage r~dimensiopnel, obtenu

par un recodage g qui respecte par construction la structure de A

A hy hO (A) CB
h 4
B

~



Définition 6.

Llensemble (/A, /B) des codages numériques de /A est appelé une &chelle.

Ainsi il suffit pour décrire une échelle de connaltre un de ses représen-
tants h0 ; alors toute transformation appartenant au groupe r.[B(hO(A))
définit un codage appartenant a 1'dchelle et donc équivalent & ho pour
mesurer les propriétés de [A. Les &léments de r2B(ho(A)) sont souvent

appelés des transformations admissibles de 1'échelle.

Remargues

. La notion d'échelle proposée par SUPPES et PFANZAGL correspond 3 ce

que nous appelons un codage. Notre changement de terminologie correspond
d la nécessit@ de mettre en évidence 1'importance de la notion de recodag
I1 permet de plus de retrouver, dans le cadre du calcul des probabilités,
le théoréme de factorisation, nécessaire a la définition de 1'espdrance

conditionnelle.

. L'exemple 2 montre que 1'unicité d'une échelle n'existe que lorsque le
s.r.n. /B est fixé. Le choix de /B reste arbitraire sous contrainte d'&t:
une image hormomorphe de [A - par suite le choix d'une &chelle de mesure

est affaire de convenance.

L'€tude des systémes relatiomnels empiriques est enjgénéral limitée 3 des
systémes simples, correspondant a des procédés d'oﬁservations simples et
limités. Les exemples d'échelles qui leur correspondent sont présentés
ici selon les termes proposés par STEVENS [72]. Nous renvoyons le lecteu
4 SUPPES et ZINNES [73] pour la démonstration des théordmes d'existence

des échelles présentées.

Soit I une relation d'équivalence définie sur /A et /A le s.r.e. associé

au s.r.e. [A= <A, I >

Définition 7.

On_appelle échelle nominale 1'ensemble #{(/A, [B) oi




SUPPES montre qu'une telle &chelle existe ssi /A a au plus la puissance
du continu. Elle donne alors comme information :

- la catégorie (classe de I-équivalence) 3 laquelle appartient 1'objet a,
- le fait que aj et ay, éléments de A soient ou non équivalents pour I

(c.a.d. le graphe de I).

Proposition 1,

([N, [B) est 1'ensemble des fonctions injectives de A/I dans [R.
Soient /A = <A,(I,P) > un s.r.e. tel que I-(resp. P) est une relation
d'équivalence (resp d'ordre strict) définie sur A, alors le s.r.e.

irréductible /A = <A/I, P > est un ensemble ordonné.

Définition 2.

On_appelle &chelle ordinale 1'ensemble #(/A, /B) ol
B = < R, <>

avec < une relation d'ordre strict sur /R.

SUPPES et ZINNES (I [62] théor&me 7 page 28) montre qu'une telle échelle
existe ssi il existe un sous-ensemble de A/I au plus dénombrable, et

dense dans A/I pour la topologie d'ordre.
Elle donne comme information : .
- la catégorie (classe de 1-équivalence) & laquelle appartient un objet,

- le graphe des relations d'ordre P et P.

Proposition 2.

S((/R, /B) est 1'ensemble des fonctions monotones de A/I dans /R.

Remarque

La définition 8 est restreinte & 1'&tude des relations des préordres sur
A. La notion d'échelle ordinale s'étend sans difficulté a des structures
plus pauvres. Ainsi définit-on de méme les &chelles quasi-ordinales

assocides & des relations d'indifférence I.



Exemples

. Echelle de Moh de dureté des minéraux.

. Echelle de BAPKAR de santé des bébés i la naissance.
. Echelle de vitesse de sédimentation du sang.

. Echelle de Beaufort de la force du vent.

Cependant la notion d'échelle ordinale ne permet pés de prendre en compte
des pratiques statistiques telle que le recours aux statistiques de rang,
qui impose aux intervalles entre deux valeurs consécutives d'8tre de
longueur égale. Cette notion contenue dans le concept de systéme empiriqu
d'égale différence finie introduit par SUPPES nécessite 1'introduction de
deux nouvelles relations : ‘
- la relation binaire R d'adjacence pour P définie par la proposition :
(a,b) € R ssi (a,b) €EP et (a,c) €P = I(b,c) ou P(b,c) ¥a, b, c, €A

- la relation quaternaire D d'équiespacement D définie par les cing
propositions :
dy : transitivité (a,b,c,d) €D et (c,d,e,f,) € D = (a,b,e,f,) €D
d

.

connexité forte (a,b,c,d,) € D ou (c,d,a,b,) €D

2
d3 : (a,b,c,d,) €D = (a,c,b,d,) €D
d, : antisymétrie (a,b,c,d) € D = (d,c,b,a ) €D
d5 : équisespacement (a,b) € R et (c,d) € R = (a,b,c,d,) €D et

(C’d’a?b’) €D

Définition 9.

Le systéme relationnel /A = <A, (I,P,R,D) > est dit d'égale différence

finie et J(/A, /B) est une &chelle hyperordinale si /B =< B, <> oii B es

s . T P .
un_sous—ensemble fini non vide de LR™ tel que 1'Ecart entre deux valeurs

adjacentes pour <est constante.

Exemple

Le codage par les rangs est un &lément d'une échelle hyperordinale pour

lequel B est une section commengante de /N et < 1'ordre naturel sur [R.



Proposition 3 (SUPPES [73] page 39)

'—m“‘u’ [R) est le groupe des_transformations linéaires sur /B.

Le caractére fini imposé 3 A assure l'existence du systéme relationnel /B
(SuPPES [}, théoréme 15, page 39). Une échelle hyperordinale apporte pour
information

- la catégorie a laquelle appartient 1l'objet a,

- le groupe des relations d'ordre P et P,

- le positionnement des catégories définies par I en -des points équivalents

°

de la droite réelle.

L'ensemble des systémes relationnels précédents est en général étudié a
1'aide de techniques statistiques qualifiécs de non métriques, qualitatives
ou encore non paramétriques. Les échelles de différencé, de rapport ou
d'intervalle étudiées ci-dessous sont souvent regroupées sous les termes

de variables numériques ou quantitatives, marquant ainsi qu'elles sont
définies par la seule donnée de!—/B(ho(fX) car elles correspondent a des

s.r.e. pour lesquels les relations Rj sont des opérations.

Définition 10,

J(/K, /B) est une &chelle d'intervalle (resp. de différence, de rappore,

absolue) ssi r[B(ho(ﬁ—\) est le groupe des transformations affines (resp.

des translations, des homothéties, réduit_a l'identité&) sur /R.

La définition 10 utilise implicitement la structure de groupe additif de
(R, +). Celui-ci est isomorphe au groupe ([R+, x) qui permet une
représentation équivalente de [A. Cette non unicité fonde par exemple le
recours arbitraire aux modéles log-linéaires, logistiques et méme gaussiens
dans 1'étude des tableaux de fréquence. On dé&finit ainsi une nouvelle
échelle par une transformation définie sur /B et A valeurs dans un S.r.n.

[B' distinct de [B.

Recodage Transformation des données
h h
A B A >B
f g f! p
B B'



Cette notion de transformation des données est 3 distinguer de celle de
codage dérivé introduite par SUPPES qui consiste a associer = /A le

s.r.n. associé a 1'une de ses puissances cartésiennes.

Définition 11.

Soit A' une puissance cartésienne de A et /A' le systéme relationnel

induit par /A. On appelle codage dérivé rout codage de A'.

Statistiques pertinentes. .

L'analyse des systémes relationnels empiriques perﬁet de délimiter le
champ d'application des techniques statistiques usuelles, puisqu'elles
sont fondées sur des codages des objets et nécessitent donc de connaitre
la structure des homomorphismes formant une &chelle. Ainsi deux observa-
tions notant une différence de température 1'un en degré Celsius, 1l'autre
en degrés Fahrenheit, seront toujours d'accord sur le jugement J, et non

1

sur le jugement J2

: >
J] : t(wl) t(wz)
: >

J2 :ot(wy) + t(mz) t(w3)
puisque les codages de la température en degrés Celsius t® et en degre
. . f .
Fahrenheit t~ se correspondent par la relation

el = 1,8 c¢ 4 32
c'est-a~dire que la proposition J2 définit une relation non pertinente

pour une relation non pertinente pour une &chelle d'intervalle.

Définition 12.

Soit /A un s.r.e. irréductible et /B un s.r.n. de méme type que /A tels

qu'il existe un_ élément ho de H(/X, (B). Une relation § k-naire sur [B

est pertinente pour /A ssi pour tous h, h, &léments de ¥(/A, [B) et pour
tout a = (a;,..., a,) &1ément de A" on a
€=3) ¢ :
((hy(ap),..., hyta) 8) # (hy(a)),..., hy(a))) €8)

c'est-a-dire h;](S) = h;](s)-

Tout codage h de J{(/A,/B) définit sur A la relation h—l(S) associé i la
relation S de /B qui est une interprétation de S dans A, on a le critére

de pertinence :



N\

51 b est un codage fixé de J(/A, [B). La relarion S définie sur /B est

J«/A,/B) = at<<A.((RE, 1€1L), n'(s) >, <3, ((5,, 1€ L), §)>)

La définition 12 nous permet de caracLerlser les relations pertinentes en
termes de codage. En pratique il est Lependant plus important de donner un
critére en termes de recodage. .

On pose donc B B et!— (8,) et:l_'[B les groupes d' endomorphlsmes de
B_(resp B) dans B et g, un élément de F?B(B ).

Définition 13.

La_relation k-naire S définie sur B est &, -invariante ssi

S“B§=g (s)

. . L P
Plus généralement, un ensemble de relation J définies sur B gg;rkB(BO)—

. 13 . ) . - - ..
ilnvariant ssi tout S de J est g-invariante pour tout g élement de

rkB(Bo)'

On en déduit immédiatement le critére.
Critére 2 (PFANZAGL [ 65] théoreme 223 page 36)

Soit /B = < B, (Sl’ 1 € L)> un s.r.n. de méme type_que le s.r.e. /A.

[B(h (A)) - invariante pour un Loddge h donne dans d([A [B)

La notion de relation pertinente est utile i la définition d'une statis-

tique pertinente.

Exemgles :

. On considére sur /R la relation ternaire S :
3 € <« >

(sl, 8,5 33) S X, + x, Xq

alors si 3((/X, /B) est une échelle d'intervalle, S n'est pas

pertinente pour /A.



si J{(/K, /B) est une échelle de rapport, S est pertinente pour /A,

. On considére sur fR 1la relation 2k~naige S
1 i

. es e ¢ & © L > A
(x5 > X5 X'y, ,xn) S niix! =

alors si JU/A, /B) est une &chelle d'i;éervalle}

%

¥
X .
1

é est pertinente pour

[ e =]

» On considére sur /R la relation binaire S souvenﬁ utilisée en statistiq
y = log x + QO oi o mne dépend ni de x ni de y
8i h est d'échelle hyperordinale et h' d'chelle de rapport alors
h(a) + n

]

Log Bh'(a) + o + n - log k
Log Bh'(a) + a'

1]

La relation S est donc pertinente — il n'en est pas de méme si (par

exemple) h' est d'@chelle d'intervalle.

Définition 14.

On appelle statistique scalaire (resp vectorielle) toute fonction définie

sur B" a valeurs dans [R (resp /R).

Définition 15.

Une statistique f définie sur B" est pertinente pour. /A ssi la relation S

2n-naire définie sur B par

(b, b') €5 ssi £(b) = £(b') pour tous b et b’ léments de B®

est pertinente pour /[A.

Proposition 5 (PFANZAGL [65] page 42)

Soit /B un s.r.n. de méme type que le s.r.e. /A et f une statistique
définie sur B. Alors les trois affirmations suivantes sont &quivalentes :4
i) f est une statistique pertinente ;
ii) si hD est un codage fixé de J{(/A, /B), la relation n=-aire sur B
définie par f_] o £ (b) estIMKB(BO(LA))invariante pour tout b de Bn;
i1i) la relation R 2n~paire sur [A définie par
(a, a') €R @ foh(a) = foh(a') ¥ a, a' € A"

ne dépend pas du codage h.



1.4,
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Exemgles

- La moyenne arithmétique est pertinente pour des codages d'échelle
d'intervalle puisque

—l-‘ =.l_ '\'?..l_ -
n ? bi n ? b’y n ? (B bi voa) ot

=l P

]
1 ? (B b i v a)
1 1 1
mais n'est pas pertinente pour des codages d'échelle ordinale puisque
l - _ l [] - l - i ] o 1]

n % hi T Lb i.f n % f(bi) T ? £(b i)

i i .
si f est monotone,

Dans ce dernier cas par contre la médiane est une statistique pertinente.

- Pour des codages d'échelle d'intervalle, la statistique

. T —--.]_ ‘2 =..l_ _—2
Ei®p b)) > (® =2Ib,s°@p) =4 f (b, - )

. . . - S
est pertinente mals le coefficient de variation —é&l ne l'est pas.
b

Mesurage et tableau de données.

8i le s.r.n. /B, de wéme rype que le s.r.e. /A &tudié est de dimension P,
on notera le codage h élément de J(/A, /B)
1 2
h(a) = (h (2), h°(a),..., h¥(a))

oi ! est un codage unidimensionnel ou scalaire.

Le mesurage de h se traduit par un cube de données assdcié au multigraphe
d'incidence
i:JIxAxI » {0,11
l si hj(a) = X
(i, a, x) >
0 sinon
ol J représente l'ensemble des p codages hj de-A, appelé aussi variable,
caractéres observés et J( 1'ensemble des valeurs prises par les hj sur A,
c'est-d-dire le sous-ensemble de /R :
X = UM o =nig
i=n
Nous étudions dans la suite les relations algébriques existant entre J,

A, x. I1 convient cependant de remarquer que lorsque 1l'ensemble des objets



est regardé comme échantillon d'une population Q, le procédé d'échantillor
se traduit par la construction d'une probabilité sur Q. De méme les erreu,
de mesure se traduisent par un processus d'échantillonnage sur les valeurs
enfin les problemes de fidélité des varlables, rencontrés en psychométrie
(LORD et NOVICK[}8 et 1! analyse factorielle classique ont recu une interpré
tation rigoureuse en termes d' échantillonnag sur les variables (MULATZ

[ 621) que 1'on retrouve aussi en analyse de la variance & effets aléatoire
On est alors conduit 3 regarder h comme un élément aléatoire défini sur un

espace probabilisé (Q,a , P).

L'objet de ce travail n'était pas de nature confirmatoire, nous ne ferons
qu'aborder les problémes d'inférence, posés par 1'étude des indicateurs de
liaison, dans 1'annexe 1 ; c'est pourquoi nous considérerons indifféremmer

que la population mesurée est la population entidre ou est un échantillon.

Du point de vue algébrique, chaque élément j de J permet de mettre en
dualité les objets &léments de A et les catégories &léments de A, a 1'aide
de 1°' appllcatlon
iJ = A XBQ + {o0,1}
/1 si hj(a)
(a, x) -

20 sinon .
que 1l'on traduit par le tableau des données Hj disjonctif complet associé
a la relation de congruence I est correspondant a 1a strate j du cube de

données (on note ¢ la catégorie (hJ) l(x).

bjet tri a plat codage
B a ¥ - ¥
catégori .

\\ aik
- i

O 0 —~0 0
]
.

\

Le tableau fournit trois' informations, ind pendamment de la structure
algébrique de 1'échelle étudide :

- les lignes de H) sont associées aux indicatrices des catégories, ou



encore modalités 3

[ : A~ [0,1]

a -+
0 sinon

1 si hJ(a) =

j

; clest-a-dire a € c;

-~ le tri & plat, ou marge du tableau, fournit la distribution des objets

de A dans les catépories

-

- le codage h3 fournit de plus la valeur xg affectée 3 chacune des

catégories ;o

]

En faisant intervenir les qj valeurs x5 prises par h? sur A on a :

=z (1,
1 1

Rema rque

i=1...4q. 1}
1 qJ

Le tri & plat obtenu 3 partir du tableau ci-dessus suppose implicitement

1'équipondération des objets a. Il représente alors dans ce cas la

distribution image par wl dans x.

L'interprétation linéaire du tableau HJ, usuclle en analyse des données

(CAILLES et PAGES [15], d'AUBICNY {7 1) est traduite par le schéma de

‘dualité.
m9 =g nd P .
& Vj = 1" N I
1 i
si N = E-In alors V = diag (tri a
V. M W. ) plat)
1 i £ J
1% . =
E‘] VF WJ 0 M H<
tyd

qui ne prend pas en compte l'ensemble des valeurs x). Celui-ci intervient

dans la définition de la dualité "individus-variables". Le codage h! est

traduit par le vecteur des valeurs 5? associé a la forme linéaire x

J

définie sur E'.On définit ainsi l'application coordonnée (identifide au

codage hJ) par :
x} =




. . * 1

de vecteur associé dans les bases canoniques de E et F, le vecteur xJ

. . éme
qui forme la j

X est l'interprétation linéaire du codage h.

ligne du tableau de données X usuellement traité.

Ainsi dans la dualité "individus-variables", on associe i chaque codage

bd une droite A dans E, et a chaque indicatrice 1 %, la fibre d'équation

] - . 1
h- (.) X,

lieu des points de coordonnées constante sur AJ, égale a xi (D'AUBIGNY,

BON, ROMIER [6 ]). Ceci donne une visualisation de 1'échelle. Toute

lecture utilisant la position relative des fibres ne peut étre fondée que

sur des relations pertinentes pour fA.

1.5. Mesurage et tri croisé.

L'étude du tableau X nécessite de croiser les variables XJ deux 3 deux .

Cette opération se traduit algébriquement de deux facons

= la dualité "individus-catégories” nous conduit & traiter le probléme

classique de 1'analyse des correspondances, traduit par le schéma de

dualitée

. ] * k .
gl M F H g
A
AR Il Fl M
n
£’ H E
0 7 ~
ty3 tHk

On fait donc l'analyse du tableau de contingence ij défini comme le tri

-

croisé

1
ij T

de terme général
1
Vidiir =3

Tableau de
contingence

Z 1 j(a) {Jg,(a)
a€A
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~ la dualité "individus-variables" se traduit dans le croisement des

variables X! et Xk par

< ﬁé, 5& >| = %- b xJ(a) xk(a)
I - aCA
n
sl nd@ s o nta
acr i1 ? it !
- ik
? ? Xp X0 Vi .

. k.

Cette expression montre que la statistique < x°, x> n'est pertinente
H 20 2

1l
que pour des échelles absolues. )

Remarque

Comme toute analyse canonique, l'analyse des correspondances du tableau
V.! construit les codages optimaux hi et hi des catégories définies par
I et h-, lus sur le premier axe factoriel, en ce sens qu'ils maximisent
la valeur de< E}, §F > 11/ " hi et hi sont construité comme d'échelle

dfintervalle.

Le tri croisé des variables XJ et Xk fournit trois informations qui

interviennent dans 1'étude de 1'association entre ces deux variables :

- les marges du tableau de contingence permettent de comparer les
distributions respectives des &léments de A dans les catégories définies

j k . . e e e gwe g s P .
par bt ec h (information associée & la dualité "individus-catédgories") ;

~ le tableau de contingence nous fournit la distribution conjointe du
i gk . -
couple (X3, X©) que 1l'on compare au produit des marges dans 1'analyse
des correspondances, sans faire intervenir les valeurs des codages

(information associée a la dualité "individus-catégories") ;

- 1'&tude du tableau de données X conduit 4 prendre en compte les codapes
i k . . .

! et b des lignes et colonnes du tableau de contingence, ce qui

distingue 1'analyse en composantes principales de 1'analyse des

correspondances (information associée a la dualité "individus-caractéres"™.

La définition d'un indice d'association entre variables est confrontée i

deux problémes :



- doit -on raisonner 3 marges fixées ? ceci référe & un mod&le d'échantil-
lonnage (multinominale, hypergéométrique...). Les marges sont-elles
connues ? Autant de questions qui interviennent dans lesproblémes

d'inférence ;

- doit-on prendre en compte les codages des marges ? si oui, on définit
un indice de liaison - dans le cas contraire, on définit un indice de

dépendance.
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2 - INDEPENDANCE ET ASSOCIATION

Les axiomes du calcul des probabilités permettent de donner
une définition non ambigue de la notion d'indépendance de deux &léments

S

aléatoires X et Y sous la forme :

Pxy = PxmPy

Nous montrons dans un premier paragraphe, qu'a 1'opposé, la
notion de dépendance parfaite rec¢oit une définition amﬁigﬁe puisqu’elle
fait intervenir explicitement le codage des variables X et Y. C'est pourquoi
les indices d'association &tudiés dans le deuxiéme paragraphe, qui n'utili-
sent que 1'information apportée par le tableau de contingence, ont pour
point de mesurer l'écart entre le tableau observé et le tableau traduisant

la situation d'indépendance.

L'utilisation du formalisme du chapitre précédent montre les
liens entre ces indices et le choix d'un modele d'analyse de la structure
d'un tableau de contingence en termes de pertinence.

2.1. Indépendance et probalilités

Intuitivement, la variable Y est compl&temént dépendante de la
variable X si Y est parfaitement prédictible par X. C'est ce que LANCASTER[44!
formalise en termes probabilités en posant : '

Définition 1 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur

1'espace probabilisé (Q, A, p), Y est dite complétement dépendante de X ssi

il existe une application borélienne g vérifiant
p =g ]=1

X et Y sont dites mutuellement complétemnet dépendantes si chacune des

\variables est complétement dépendante de 1'autre.




Une telle notion fonde 1'emploi de la Sup-correlation
‘XY = Sup{p(ED, B(D): Felh (2), gely (R
pour mesurer le degré d'association de deux variables de carré sommable.
On a noté Li (Q) 1'ensemble des fonctions boréliennes de X de carré somms

ble et p le coefficient de corrélation de BRAVAIS et PEARSON.

Ces notions justifient 1'emploi de 1'analyse canonique dans

LiY et donnent un critdre d'optimalité aux codages f et g obtenues par le
premier axe en analyse des correspondances. Elles sont cependant mises en
défaut par des arguments de convergence puisque KIMELDORF[48] construit un
suite de couples de variables aléatoires mutuellement complétement indéper
dantes dont la limite en loi est un couple de variables indépendantes. Cet
auteur introduit alors une notion de dépendance qui ne présente pas cette
faiblesse :

#

péfinition 2 :

La variable aléatoire Y est monotone dépendante de X s'il

existe une fonction monotone g vérifiant :
ply = g(®¥)] =

les variables aléatoires X et Y sont mutuellement monotones dépendantes si

chacune est monotone dépendante de 1'autre.

Remarque :

Cette définition de la dépendance plus éatisfaisante du point
de vue probabiliste suppose des variables d'échelle ordinale. On notera
cependant que les echelles nominales sont 1nvar1antes par permutation et
donc la relation de monotone dépendance est pertznente pour de telles

. échelles.

La définition de KIMELDORF est justifie par les travaux de
FRECHET [32]qui montre que la fonction de répartition de la loi conjointe

du couple (XY) vérifie :

2
H (x,y) € H(x,¥) < H(xy) ¥ &9, (57e iR
la borne supérieure (resp. inférieure) de FRECHET, notée ' (resp. H ) est

la fonction de répartition bivariée singuliére qui affecte la probabilité
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a 1l'ensenble {(x,y) : F(x) = G(y)} (resp{ (x,y) : F(x) + G(y) = 1}),

F et G étant les fonctions de répartitions marginales de X et de Y. Alors :

i

B (x,y) = Min (F(x), G(»)) % (x,y), (x,y)eR>

[

B (x,y) = Max (0, F(x) + G(y) - 1) ¥ x,y), (x,y)'e 2

La fonction de répartition

2
HO(X,Y) = F(x) G(Y) ¥ (X,Y)» (X’}') e R
correspondant a 1'indépendance du couple (X ,Y) définit deux familles de

loi bivariée, de marges F(x) et G(y) données,
¥+
5"

(o Malx,y) ¢ H(x, V) g H+(X,y), ¥(x,y), (xy) 8)R2

{2 0 (xy) ¢ HEx,Y) ¢ Holx,¥), ¥(x,¥), (x, v) e K- |

Définition 3 (LEHMANN [56]) :

La loi de fonction de répartition bivarife H est dite positive

(resp. négative) quadrant dépendante (notée PQD (resp. NQD) ssi H est un

o -
&lément de‘S (resp. ¥ ).

Egmargue :

La notion de quadrant dépendance ne peut s'appliquer aux varia-
bles d'échelle nominale, puisque la notion de fonction de répartition suppose
définie une relation d'ordre partiel sur 1l'ensemble des ‘valeurs et n'est

pas invariante par permutation.

Cependant dans le cas d'un couple de variables dichotomiques,
pour tout ordre choisi sur les modalités, la fonction de répartition corres—
. et L .
pondante appartient 33 ou 3T selon le signe de P11Pog = PoyPyg -

Exemples :

N\ . . . - . . . .
- La loi normale bivariée de coefficient de corrélation positive

est P.Q.D,
- soit U et V deux variables indépendantes, alors la loi du
couple (U, U + V) est PQD
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- soient U et V deux variables ind8pendantes de loi absolumen
continue alors la loi du couple (X,Y) est PQD si
L0 A<l ,X=UetY=2u+/1 -A2y
=~ toute loi de fonction de répartition
H= (1 -X) He + XH+ avee 0 A <1
est PQD

La relation qui lie la notion de monotone dépendance aux borm
de FRECHET est donnée par le théor&me suivant di a KIMELDORF [4) ]dans le

cas d'une loi absolument continue et Etendu au cas discret par AHMET et

allii [ 2
Théoréme 1 :

Soit (X, Y) un couple de variables de fonction de répartition

P + .
&élément def; et absolument continue (resp. quelconque). Une condition

nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction g strictement croi

sante (resp, croissante) telle que P (Y = g(X)) = | est que H soit égale &

+
H .

Ce théoréme montre que le concept de monotone dépendance tra-
duit la situation la plus "&loignée" de la situation d'indépendance. On
notera cependant que sa définition prend en compte le codage des variables
puisque ce théoréme montre que la borne supérieure de FRECHET est atteinte
pour une distribution de 1§+, lorsque X et Y appartiehnent d la méme échel

ordinale.
P . -~ o e
Entre les deux situations extrémes que constituent dans ]
1'indépendance et la monotone dépendance, la quadrant dépendance nous perm

o +
d'ordonner les Eléments de ' :

Définition 4 :

Soient P, et P, deux lois de probabilité de fonctions de répa

.. o 2t . o, . -
tition H1 EE-H2 appartenant a :F > Py est dite positivement quadrant dépen

dante que P, (not@é P, » Pl) ssi

B, ) e HGry) 3 (x,y)
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Remarque :

Lorsque H. (x,y) est égale au produit des marges, on retrouve

I
la notion de positive quadrant dépendance. -

Lorsqu'on se limite & 1'étude de couples (X,y) de variables
aléatoires de carréd sommable, la définition ci-dessus se traduit en termes

PP 2 . . . . .
géométriques dans L., ceci fait 1'objet des propositions suivantes.

XY

Définition 5 :

Deux applications [ et g Qg_an dans [R sont dites concordantes

ssi lorsque n - 1 quelconques des n coordonnées sont fixées, f et g sont

des fonctions monotone de méme sens de la coordonnée restante,

Lemme de HOEFFDING

Soit H (resp. F et G) la fonction de répartition conjointe

(resp. marginales) de la loi du couple (X,Y) de variables carré sommables,
alors cov (X,Y)=~f , (B (x,y) - F (x) G(y)) dx dy
11

si_1'intégrale du deuxiéme membre existe.

-

1 si ug x

Notons I (u’x) = 10 sinon

Démonstration [
soit (Xl, Yl) et (XZ’ YZ) deux couples indépendants de méme
loi que (X Y)
1, - _
cor (X‘, Y‘) =5 g [(XI XZ)(YI an
=Y Rl . e LX) - TLX )Ty, y)<I(y,y,)) dv dy
2 $R2 1 2 1 2

en utilisant FUBINI, on déduit le riésultat,

Proposition 1

Soit P et I, deux lois de probabilité tellesque L > P

Soit { X, Yi) 3 1 =1.. n} un échantillon aléatoire de loi

Py

fonctions concordantes alors si X et y son
covz(X,Y) > covl(X,Y).

ou ', on pose X = f(xls-"’ xn)‘ et Y = g(¥ ,o.u, Yn) ou f et g sont deux
t

1
de_carré intégrable
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Démonstration (par récurence)

Pour n = 1 le lemme de HOEFFDING permet d'écrire
cov, (X,, Y} = cov,(X,¥,) =f 2(HZ(X, y) - H (x,y) dxdy;
R

Le résultat s'en déduit par le changement de variables :
(XI’ Y]) > (X,Y)

par suite pour (Xi’ yi) fixé (i = 2... n) le résultat est acquis puisque
f et g sont concordantes :
cov, [f(X], Xopens xn) g(Y], Ypsvers yn)] - covlﬁif(Xl, XZ""”Xn)
g(Y], Y23~~~s Yn)]; 0
il en résulte que :
E, [ f(X], Kyuono xn) g (Y], Voseers yn)} - El[f(X],xz,...,xn)g(Y],yz,...,
> EZ [f(X], Xpseres xn)} Ez[ Yl’ Yoseers yn)] - El[ f(X], XZ"'“’Xn)]

El [ g(Y]’ y?_,"“’ yu)]

Les fonctions Ei {f(X], Xyyeees xn)} nst Ei[ g(Y], Vpseees ynﬂ G =1,2)
sont des fonctions concordantes sur R par suite en prenant 1'espérance
de deux termes de 1'inégalité, 1'hypothé&se de récurrence nous assure du

résultat,

Corollaire |

Sous les hypothéses de la proposition 1 :

i) (cov, (XY) =cov, (X)) ., (B, =P,)

ii) cov (X,Y); O, 1'8galité ayant lieu ssi X et Y sont indéper

dantes.

Remarque :
Le résultat ii) généralise aux lois quadrant dépendantes, un

résultat connu dans le cas d'un vecteur gaussien bivarié.



Corollaire 2

Soit P, et P
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z P

1
soit [(Xi;, Yi:) s 1=

9 deux lois de probabilité telles que P

2 pon

l... n,} un échantillon aléatoire de la loi p, (k = 1,2)

. . n
soit f et g deux fonctions concordantes sur (R .

k k

On note Q la loi_du couple (f(X?, Xysooo Xﬁ), g(Y?, Yyreres Yi)) alors

Q > Q
2 pep !
Démonstration
»
fx (x],g.., xn)

vl
by (yl""’ yn)

]

i

si f(x!,..., xn) < X

sinon :
si g(¥sever YD S Y

sinon

. : n .
sont deux fonctions concordantes sur R pour tout x et tout y. Par suite

les propriétés liant probabilité et espérance conditionnelle d'une indica-

trice assure le résultat comme conséquence directe de la proposition 1,

Exemples

~ Notors S{x)

t si x >0

0 si x

=0

I si x <0

alors les coefficients & de KENDALL, rs de SPEARMAN, q de

BLUMQUIST sont des fonctions croissantes de la loi de probabilité pour

1tordre

b3 . ' tm e
uisqu'ils s'écrivent
pop PS4

G = cov(S(X‘~X2), S(Y‘— YZ))

i

¢

s

H

1

2.2, Indice d'indépendance

cov(S(X!"Xz) , S(Y!“Y3))

cov(S(X~me(X)), S(Y-me(Y))

ot m, représente la médiane.

AN Nous avons vu que la notion de 1l'association entre deux

variables fondée sur la seule connaissance du tableau de contingence ne

peut s'exprimer qu'en terme de non-indépendance. La construction d'une

mesure d'association dans unitel cadre nécessite alors de mesurer 1'écart

entre la loi donnée P et la loi P, correspondant i la situation d'indépen-
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dance. Les principales mesures proposées sont issues de la théorie de

1'information et ont une structure commune que nous étudions.

2.2.1. Divergence entre lois de probabilité :

Soit Pl et ?2 deux mesures de probabilité définies sur un es-—
pace probabilisable (E, I )dominées par une méme mesure ) , on notera f1 et
des dérivées de RADON-NIKODYM des probabilités‘?1 et PZ par rapport i A.
I1 est demandé 3 une mesure 1'&cart entre P, et P, de vérifier les quatre
propriétés de base suivantes
la mesure doit @tre minimum (resp. maximum) lorsque P, et P2 sont confondu
(resp. singulidres).
la mesure de 1'écart ne peut augmenter par transformation des variables
de loi Pi et PZ et doit €tre invariante par recodage, ce qui nous assure
qu'elle ne dépend que du tableau de contingence, et diminue avec tout re-
groupement en classes (ce principe recouvre la notion d'exhaustivité
étudiée par DEVILLE [26)).
dans un processus déchantillonage, la mesure de 1'écart entre les lois
image augmentent avec la taille de 1'é&chantillon.
enfin lorsque la mesure de 1'écart entre deux lois est considérée comme
un probléme de discrimination, cette mesure doit €tre une fonction décrois
sante du taux de mal classés, encouru dans le probléme de décision associé
aux deux hypothéses :

He @ la loi de X est la loi P; i= 1;2

il résulte du théoréme de BAYES que

p(H,) £, (x)
e U Y (I A ORI A

[
"
—

-
o

on en déduit que p(H]/X) p(H)) f](x)
p(H,/x) Py  I,(x)

une telle relation montre que l'évidence en faveur de H, mesuré par le
1 P

rapport des probabilités a posteriori augmente ou diminue par rapport a
£,()

£, (x)
rieure ou inférieure a3 1. L'&tude de ce rapport de vraisemblance conduit

ALI et SILVEY[ 3 ]a poser la définition,

1'évidence en faveur de Hl a priori selon que le rapport est supé-
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Définition 6 :

« . - . e s +
Soit c une fonction réelle convexe continue définie sur |R .

on _appelle divergence entre les lois P et P

fl(x) 1 — 2
P, P) =g e
d(Fys Py) Ez[c(fz(xﬁ]
oit Ez est 1'espérance mathématique par rapport i la loi Pé

la quantité

Remarque :
Si on choisit la fonction ¢ telle que c(l) = 0, alors une

divergence nulle implique que P, est égale a P,.

Remarque :
Cette définition suppose que P, est absolument continue par
ALI et SILVEY généralisent cette définition au cas oii P, a une

2 1
composante singuliére par rapport a P2.

rapport i P

La divergence d{p‘,pz) vérifie les quatre propriétés citées

ci-dessus. Cela fait 1'objet des propositions suivantes :

Proposition 2 :

Séit X une variable al&atoire i valeurs dans (E,Z), de lo

' pea

P., et T une fonction mesurable définie sur (E,y) de loi P! = (i = 1,2
L 1

alors
A}, P3) § d(P,By)

1'égalité ayant lieu si T est exhaustive

Démonstration :

| , ‘ .
(i = 1,2) sont absolument continues

Les probabilités P{ = PiT~
par rapport a la mesure )\' = AT~!. Si les p; sont absolument continues

¥
par rapport a ) ; leurs dérivées de Radon-Nikodym g; = dp; vérifient alors
dx’

Ele gyt [fl'(X)j s
= 2 LE Py p.s.
T . L ‘ . .
oll EZ (. ) est 1'espérance conditionnelle en T pour la loi P2 par suite
il résulte de 1'inégalité de Jensen :
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f

f
} T 1
AT, B = By [eG (D) 1= K, [E, (e(z (0N

&1 v P
> E2 [‘(—é‘z— T(X))] = d(l 1°* Pz)

si T est exhaustive alors il résulte du théoréme de factorisation que
£
g f p. °
2 2
Remarque _
ALT et SILVEY montrent que cette propriété est encore vérifié

dans le cas ou 1) n'est pas absolument continue par rapport a P2.

Corollaire 3

d(P},Pz) est minimum si P . est égale a P2

1

Démonstration £
N 1 o ]
Si P1 P2 alors fz 1 d'ot d(Pl’ PZ) = (1)
\j

Soit T 1'application mesurable constante alors Pl est égale a

L

py d'aprés la proposition 2 d(P;,PZ);> a(p!, Pé) = c(1) pour tout P, et"P2

Corollaire 4

éme.

Soit an_lg puissance tensorielle n' . de la loi Pi (i=1,2

n n . . ’
alors d(Pl R ?2 ) est une fonction croissante de n,

La démonstration est immédiate en consid@rant 1'application

qui 4 1'élément (xl, Xyeeos Xn) associe (x], Xpeoons m) ol men

Remarque

Soit f une fonction réelle, définie sur IR, croissante, alors
si d est une mesure de divergence, f(d) vérifie les propriétés d'une
divergence. On appellera donc encore f(d(Pl’Ib)) une divergence entre Pi

et Pé.



28

2,2,2, Exemples de mesure de 1la divergence

°

La notion de divergence entre lois de probabilité a &té

introduite par KULLBACK, & partir de 1'information de SHANNON

Définition 7

On_appelle information discriminante de KULLBACK et LEIBLER

de P! contre P2 1'expression

£,()
(P, D)) = fE log | Gy | F1 00 dr (o

l(pl,Pz) est la divergence associée & la fonction

c(t) = t logt

on remarque que I(P:,PZ) n'est pas une distance.

Nous étendons alors la définition précédente 3 des formes plus générales

de la mesure de l'information.

Définition 8

On appelle information discriminante d'ordreq , d'espacef
pp » B

de P, contre P, 1'expression

B -
£, (n) a = |
s by o] - (BP0 dan }
Tag (P10 = 7B fﬁ(fzcx)r ?

Proposition 3

I(!B(P , PZ) est une divergence sia et B vérifient les condi-

tions o >1 ou g < ! et <l

La démonstration résulte de la remarque ci-dessus

~ lorsque g et § tendent vers | on retrouve l'information
discriminante de KULLBACK et LEIBLER ’

- lorsque =8 =2 .
f%(X)

_ ol dx(x) - 1]
Lylps B) =2 J 00
E
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(r., P ) est la diver ence agssociée 3 la fonction
1 g

c(t) = (£ - I)

. . 2 . .
qui permet de retrouver la distance du ¥ centrée sur la loi Py
L'importance accordée 4 cette information discriminante en analyse des
données est justifide par le fait que 1'on retrouve une distance hilbertier

ne.

~ lorsque a = B = %

L2 172

(2,,P,) = —ﬁ»{-f— [ - fE B G £, (0 dA ()]

Il/Z l/Z(PI’ PZ) est la dlvergence associée a la fonction

ct) = (V5 - 1?2

On retrouve la distance de MATUSITA [53] qui, elle aussi, est hilbertienne

associée au produit scalaire

1? 7

<P f /f ) £, x) dr (%)

appellé "affinité de BHATTACHARYA"

La méthadd d'analyse sphérique proposé& par DOMENGES et VOLLE [27 ] utilise
les propriétés géométriques de cette divergence tout comme l'analyse des

2
correspondances utilise celles de la distance y .

Soit A (resp. A) 1la région d'acceptation de la loi Pli(resp° pz) dans le
probléme de discrimination de ces deux lois, 1'erreur totale de discrimi-

nation

e(A) = PI(K) + P (8)
est minimum pour £
A¥ = {x / ¥i{x) > 1}
2
on vérifie alors :

/ fllxs f?(x)
< PI’ P2> = j; ”EETET- fz(x) a4 x(x) +.j‘z f (X) £ (x) dx (x)

5 B, (A%) + p (AD)
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par suite la distance de MATUSITA est une fonction monotone décroissante

du taux optimal de mal classés,

Ces exemples montrent que le concept d'information discriminante permet
de construire des mesures de divergence. On peut cependant construire
des mesures de divergence respectant la définition 6 bien que n'étant
pas une information discriminante IQB . Tel est le cas de la "distance

en variation" proposée par KOLMOGOROFF et &tudiée par ADHIRARI et JOSHI [ 1]
1
ace ey =3 [ £,60 - £,60 | ax

cette divergence est associdée & la fonction
c(t) = l t - ll

elle est relide a 1l'erreur ¢ (A¥) par la relation
1= d (2,0 =e (&%)

Notons de plus la divergence proposde par RAO sous le nom de "distance
de l'erreur minimum commune’ et &tudie par ADUIKARI et JOSHI ne respecte

“pas la définition 6 tout en vérifiant la proposition 2, Son expression est :

d(p,p) =1 -a, a= Inf { Pl(K) : A tel que P'(Z) ==p£(A)}

2.2.3. Indices de dépendance

Nous avons vu que les indices de dépendance mesurent 1'écart
a4 la situation d'indépendance, leursconstructions reposent alors sur le

concept de divergence appliquée aux deux distributions P . et Px;;PY données

XY
par la table de contingence.

Cette pratique se heurte a 1'absence de normalisation des

indices ainsi construits.

Deux types de normalisation sont possibles : la premiére
s'applique lorsque 1'ensemble E d'objets &étudi&s a Eté construilt comme
échantillon, Dans ce cas, on calcule la quanté& suivante comprise entre

Oett:
2
Ply > d(Pys Py gBy))
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puisque toutes les dlvergences respectant la définition 8 ont pour loi
asymptotique la loi X (r 1y (c=1) (BERKSON [ 117 ). Le plus souvent une
telle interprétation n'est pas admissible ou bien encore les conditions
d'approximation de la loi de 1'indice par un X2 ne sont pas remplies, on
doit donc normaliser 1'indice utilisé suivant une argumentation non proba-
biliste qui dépend de son expression. Ce probléme est illustré ici par les
exemples suivants choisis parce qu'ils sont calculds dans S.P.S5.5. [ 79 ]

et figurent donc dans les tableaux simulés qui illustrent ce travail.

Exemple 1 : la statistique du ¢2
Pof ot
¢ = i=1 j=1 —2d 1
Pi-P-j

CRAMER [18] montre que ¢2 varie entre O et q-] ol q est le minimum du
nombres de lignes r et du nombre de colonnes c¢ du tableau de contingence

€tudié. Il propose 1'indice :

2\1/2
V=(¢_)
-

une telle normalisation semble plus fondée que celle proposée par PEARSON,
fondée sur 1'étude du cas partlculler de variables gaussiennes. Il propose
le "coefficient de contlngence '
. =( )1/2
1+ 2
qui n'attend jamais la borne supérieure 1.
Une troisiéme normalisation, proposée par TCHUPROQV sera justifiée par la

suite :

¢2 1/2
V{(r=1) (c-1)

Exemple 2 : 1'information minimum discriminante de KULLBACK et LEIBLER

¥ ; ' pij
. .. lo
1 j=1 Pij *°8 Pi*Py
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¥

= X ° +
i=1 PirloB Pyt 4

[ Raelp)

r
- .2 X
i Rj log Rj is1 35 p:. log pij

Le coefficient d'incertitude normalisé MDI de fagon & mesurer
la réduction d'entropie H (au sens de SHANNON) qui est gagnée par la connais-—

sance du tri croisé par rapport i la seule connaissance des tris & plat

£y Py logp
% v P ..
y =y L1 H } MDI
E Py log P, + E p. log p. “(PX) + i (PY)
i=1 j=l J ] ,

BELL [ 1Jpropose deux autres normalisations

u = MDI
1 Min (H(px), H(pY))

- MDI
2 = Max (H(px), H(pY))

UI (resp. U2) égale 1 lorsqu'il existe une inclusion (resp.

€galité) entre les partitions induites par X et Y sur E

Exemple 3 : distance de MATUSITA

c 1/2

r
d, = ¥ I ¢ '/p- - »/p..p‘.)zy
A i=1 j=1 1] t

est un indice naturellement normalisé i /2 prés, puisque toute loi de pro-

babilité somme a 1.

Le comportement des indices calculés par S.P.S.§. est présenté
dans les simulations données en annexe. La comparaison des tableaux 33 i
42 est particuliérement centrée sur 1'effet de regroupements en classes,

et des normalisations.,
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L'étude des tables de contingence obtenues par croisement de
deux variables nominales au moins, a fait 1'objet d'une trés vaste 1itté-
rature, axée sur la recherche de modéles assez complexes pour ajuster con-
venablement la loi observée Pl’ mais assez simples pour permettre 1l'inter-

prétation,

Les méthodes proposées, sont en général axés sur la recherche
d'interactions dans des modéles construits par analogie avec 1l'analyse de 1

variance.

lLes fréquences observées dans les cases d'un tableau de contir
gence somt interpré&tés comme les valeurs d'une variance ré&ponse d’échelle
de rapport, qu'il convient d'expliquer 3 l'aide des interactions et effets
principaux de facteurs qualitatifs dont le croisemenﬁ définit la table
de contingence. Le recours 3 un mod&le linéaire (CARLIER [16], DAUDIN [24 ]
log-linéaire (HABERMAN [40], BISHOP et alli [12 ], COLOMBIER [18 ] ) ou
autre est par une large part arbitraire dans la mesure ol chacun définit
un systéme relationnel numérique associ8 au systéme de relationnel empiriqu
Le choix d'un modéle est alors fonction de la simplicité de sa résolution
mathématique 1iée & la pertinence de la divergence choisie pour juger de la
plus ou moins grande adéquation du mod&le, traduite par une “"formule de
décomposition de la divergence" analogue & la décomposition de la variance.
Ainsi le modéle log-linBaire est associé& au MDI et modéle linéaire au @2.
L'analyse de la divergence apparait donc comme un équ{valent non paramétrig
de 1'analyse de la variance GARNER et MAC GILL [33] montre que la variance
‘et la divergence ne mesure pas exactement les mémes465ractéristiques puisqu
la divergence dépend du nombre de catégories observéeé:alors que la varianc
dépend aussi des codages de ces cat@gories, par suite certains termes d'int

actions significatifs pour un des modéles peuvent ne pas l'étre pour 1l'autr
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3. INDICES DE CONNEXION

Nous avons montré dans le chapitre précédent que la compléte dépendance de la
variable Y en la variable X se traduisait par le fait qué Y apparaissait
comme une fonction de X. Les indices d'association mesurant 1'écart 3 la
situation de dépendance compléte sont appelés indices de connexion selon

une terminologie due d GINI [34]} lorsqu'on ne recherche pas une mesure de

la mutuelle compléte dépendance,

Péfinition 1.

Soient X et Y deux variables al@atoires définies sur une méme population,

Y est dite connexe & X s'il existe une fonction f telle que Y= f(X)

Cette définition accorde un rdle dissymétrique aux variables X et Y traduit
dans le langage courant par des dénominations distinctes attribuées a X et

4 Y. Suivant le domaine d'application X sera appelée facteur, variable
indépendante, explicative ou encore prédictive alors que Y sera appelée
variable réponse, dépendante, expliquée ou prédite., Le probléme de prédiction
de Y par X ainsi posé peut se formuler de la fagon suivante : connaissant

la valeur affectée 3 un objet donné par le codage X, peut-on prédire la

valeur de cet objet pour le codage Y ? La réponse i cette question nécessite

de définir deux choses :

- la nature de la velation liant Y 3 X, traduite par la
donnée d'un modé&le structurel de liaison, de nature algébrique,
~ upn procédé de prédiction définissant des régles de recodage

adapté& au modéle,

aussi ces deux points interviennent-ils dans la définition d'un indice de

connexion,

Indice de connexion et logique P.R.E.

En 1954, GOODMAN et KRUSKAL[37], dans un souci d'interprétabilité des
valeurs de la mesure de liaison ont développé une procédure de construction
d'indices de connexion @ partir de régles de prédiction, pour 1'étude des
tableaux de contingence, le succés de prédiction étant alors mesuré en
termes de probabilité d'erreur. Cette logique P.R.E. (Proportional Reduction
of Error) a été formalis@e par COSTNER qui étend la mesure de 1'erreur de

prédiction 3 des variables d'échelle quelconque.
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La procé&dure P,R.E. de COSTNER repose sur la donnée de :

1. une régle (C) de prédiction li€e au codage Y lorsque X est connu
2. une régle (I) de prédiction liée au codage Y lorsque X est inconnu
3. une définition de l'erreur de prédiction dans le cas (C) et (I) et

une définition de sa mesure.

1'indice P.R.E. correspondant est alors donné par le rapport.

erreur selon (I) - erreur selon (C)
erreur selon (1)

qui mesure donc la Proportion de Réduction de 1'Erreur de pré&diction de Y

due 3 la connaissance de X,

Exemple 1.:

Le coefficient A de GUTTMANN présent& par GOODMAN et KRUSKAL [37] comme un
indice associé & une prédiction optimale.
X et Y sont deux variables d'é&chelles nominales.

la procédure P.R.E. consiste alors en :

1. on prédit pour Y le mode de la distribution conditionnelle

2. on prédit pour Y le mode de la distribution marginale

3. l'erreur est dans les deux cas la probabilité hors-mode 1'indice
‘P.R.E. correspondant s'écrit :

c -
- 1y (1~ i P-J
(1 Max p.)-( i§I p.i Max p.i)
A = J J
Y/X

i

Exemple 2,:

Le rapport de corrélation n?
Soient X et Y deux variables d'échelle d'intervalle supposées de variance
finie.
La procédure P,R.E, consiste en :
1. on prédit pour Y la valeur de l'esp8@rance conditionnelle notée EX(Y)
au point X = x
2. on prédit pour Y son espérance

3. 1'erreur selon (C) est égale a :

E[ (Y- EX(¥))?]
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1'indice P.R.E. correspondant s'écrit :

_EI-n))? - B LO-EN(1))?)
E (Y - E()?]

2
Ty /x

1'interprétation P.R.E. du rapport de corrélation est fondée sur une double
interprétation de la variance. D'une part, celle-ci mesure la dispersion de
la loi de Y en termes de moment centré d'ordre 2 ; elle apparait donc comme
une incertitude sur Y due au caract@re alatoire de cette.variable. D'autre
part, elle mesure 1'erreur quadratique moyenne commise en remplagant la
valeur prise par Y sur tout objet par la valeur moyenne = cette derniére
interprétation privilégie le rdle des codages. ‘

Nous &tudions dans la suite la notion d'incertitude suivant les voies de

FERON [27] pour en déduire une famille d'indices de connexion.

3.2, La notion d'incertitude

3.2.1.

La définition d'un indice P.R.E. que l'on ait toujours une réduction
positive de l'erreur. Dans les deux exemples précédents, cette propriété

résulte de concavité de la mesure d'erreur. On pose donc la

Définition 2.

On appelle incertitude de X notée I(Px), toute fonctionnelle positive,

concave, continue, définie sur le simplexe des lois de probabilités sur E.

Entropie et incertitude

La partition induite sur @ par une variable d'échelle nominale

nous permet d'utiliser les concepts de la théorie de l'information.

L'entropie de SHANNON définie par ;
¢
H(P) = ~ % p; log p;
i
vérifie la propriété
H(P) = Min(-

p; log q; ; Qes }

i

4

..

ol Sc est le simplexe des lois de probabilités

Sc"‘{P:(P!, P23'~°; p(.‘.) ;s «p.=1,p :}0}

cette propriété d'optimalité est généralisée, par SHARMA et GUPTA [0 | dans
les termes présentés ci-dessous,
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Définition 3.

Soit ¥ une fonction réelle, continue, strictement monotone, définie sur R

et W une fonction poids telle que :

z Wip,) =1 ¥(pyse.ep) € 5)
1

on appelle inéxactitude la fonction réelle F(P,Q) définie sur 8 x § par

. c
F(P,Q) = Uf ! [E W(Pi) \b (F(pqul))]

1=]

Remarque

La définition de F(P,Q) généralise la notion de moyenne pondérée.

Définition 4.

On appelle entropie de la loi P, la valeur de la fonction F(P,Q) en son

minimum (resp. maximum) lorsque Q décrit Sc’ si F est convexe (resp. concave

Remarques

Lorsque ¥ et W sont 1'identit&, on retrouve l'entropie de SHANNON pour :
F(Pi’qi) = - log qi

SHARMA et GUPTA [61 ] montre que 1'on retrouve les entropies :
g-1
-8, ~1 —_—
1e,0,8) = =277 1 - @pMET a k1 L4
i "

ainsi que les cas limite (o ! , B »1 , o > ®) comme optima associés 3

des fonctions d'inexactitude non additive.

Exemples 3.
Nous donnons quelques exemples que nous reprendrons par la suite.

(nous conservons abusivement la notation I(P,0,B8) pour les cas limite).

il

3.1. I(P,1,1)

3.2. 1(P,2,2)
cette entropie est &gale 3 1'erreur de prédiction proportion
nelle associe au coefficient T de GOODMANN et KRUSKAL B7 ]

3.3. 1(P,3,3) = A=/D7'[ T/, - 1] (associée 3 1'affinité de
i

= p; log p; (entropie de SHANNON)

i}

2 (1 - Epi l (entropie quadratique)

BHATTACHARYA)
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3.4. I1(P,0,0) = m~1 si m valeurs p; sont strictement positives
(associé au ¢2)
3.5, I1(P,=,2) = | - Max Py
i
Cette entropie mesure le pourcentagede mal classés quand

on décide dfaffecter tout individu a la classe modale (cf.

exemple 1).

Pl I(P,a,B) est une fonction continue et symétrique en PysPysnP,
P2 : I(P,0,B) est une fonction soit concave, soit convexe de P
P3 : 0 < 1(?,0,8) < I(m,a,B) Va , B, ol W est la distribution

uniforme de S
I(r,a,B) = 0 Eii il existe i, tel que P = Sio {(distribution
de Dirac)

P4 I(PT~I,Q,6) < I(P,0,B) pour toute application mesurable T

avec égalité@ si T est exhaustive.

Démonstration

Pl est évidente. La continuité assure la convergence des estimateurs de
maximum de vraisemblance. La démonstration de P2 est donnée par VAN der PYL|75}.
Les propriétés 4 et 5 sont des conséquences immédiates des propriétés analo-

gues démontrées sur les divergences dans la proposition 2 du chapitre 2.

Remarque '
Dans le cas ¢ = 2, EFRON [ 28] retrouve certains des exemples donnds a

1'aide de la fonction d'inexactitude.
F(P,Q) = Zp, f(aj)
i
oli f est une fonction continue, décroissante, et telle que :
F(P,P) = Inf{ F(P,Q) ; Q€ S,} (%)

1'extension de ce procédé a c 23 ne vérifie la relation (*) que si f(x)= ~log :

contraivement 3@ ce que sous—entend cet auteur,

Proposition |

Soit S, la distribution de Dirac de S, au point i, et 1la distribution

uniforme de S, Alors tout &lément p de §  vérifie :
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d(Pe,my 2> d(P,m)

pour toute mesure de divergence vérifient la définition 2.6

Démonstration

C
d(p,m) = %~ C(pic) < %— z Py c{c) ¢ Cic}
i=1 i
i
a@o,m = L E e = YD LD g
i=}

d'oll le résultat.

La loi observée se situe donc toujours entre deux situations extrémes
correspondant respectivement & une variable constante, et donc parfaitement
prévisible, et & une variable &quidistribuée, et donc parfaitement imprévi-

sible.

Proposition 2

Soit X une variable de la loi PX appartenant 8 S, alors la quantité

D(Py) = d(Po,m - d(Py,m)

est une incertitude.

Cette proposition nous permet de donner une interprétation simple des

indices présentés ci-dessus.

3.1. (C(t) = t log t) =>(D(Py) = 1(?X,1,s}>
3.2. (C(t) = (c=1)?) =% (D(®y) = —g_- 1(2;,252))

‘ : 11
3.3. (C(t) = (/& = D) =>®PY)= Yq(1-V2) 1(Py,5,5)
3.4. (c(t) ={é :i ‘é '; g —>(D(Py) = q 1(4;0,0)

Remarque 3
A notre connaissance, il n'existe pas de divergence permettant de retrouver
1'exemple 3.5. Elle regoit cependant une interprétation en termes de

codages au paragraphe suivant.

L'incertitude de variables d'édchelles nominales a &té définie dans ce
paragraphe en termes d'entropie. Cette approche peut 8tre &tendue i des
variables appartenant 3 d'autres &chelles. Ainsi la généralisation de la
notion d'entropie, proposée par RENYI- l6d permet de mesurer 1l'incertitude

dans le cas de variables d'échelle d'intervalle.



3.2.2.

Exemple 4,

Si X est une variable gaussienne de loi #(m,0) alors

L(Py,1,1) =1 + log(/27 o)
1(2,,2,2) = 1 - .
2/n ©
N 1
L(Px, %,5) = Kg =1 avec K> O

On remarque que dans ces trois cas, l'entropie est une fonction croissante
de la variance, et traduit done bien une notion d'incertitude.

Cependant 1'hupoth@se gaussienne, suppose que les variables sont d'échelle
d'intervalle et pas plus que la variance, ces trois incertitudes ne sont

des statistiques pertinentes.

Dispersion et incertitude

L'interprétation de la variance en termes de prédiction met en
relief le rdle particulier jou& par la notion de moyemne pour mesurer la
dispersion d'un codage. Nous montrons que la notion de moyenne généralisée
introduite par BRONS et aliifl2 Jpermet de construire une large classe
d'incertitude s'interpretant en termes de dispersion d'un codage unidimen-
sionnel,

Soit ¢ (.,.) une fonction définie sur IR x IR & valeurs dans IR telle que

- ¢ (x,8) est croissante en 6 pour tout x
- ¢ (x,0)2 0 pour 8 >x ety (x,0)¢ O pour O < x

~ ¢ (x,0) est une fonction borélienne en x pour tout 0 ,

On note qu'alors ¢ est une fonction borélienne du couple (x,6) et que la
fonction de 8

v(8) = [@‘(x,e) P(dx)
X

vérifie (lorsqu'elle est définie)

(8}*: 8,) =—=> (’Y(Bi)& Y (62))

Définition 5

Le nombre réel ji est une ¢ wmoyenne de PXAgi s
y(0)< O pour B <y et y(8) >0 pour § >y

on note M(PX,¢) l'ensgmble des ¢ moyennes de Px.

40
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Exemples 5

8 -x alors u=E X

5.1. Si lﬁ(X,e)

. % pour 0O >x

5.2, si ¢(x,8)=y{ O pour 8 = x pour 0 < p <1 alors
-1
Ny pour ©§ < x

W est un p- fractile de Py.

5.3. si ¢(x,8) = syn (6-x) alors, p est une médiane de PX.

Proposition 3 BRONSet alli [14])

- sia >0 alors M(anil = M(aPX,¢)

- M(PX,¢) est un intervalle fermé

- si y(u) = 0 alors y e M(PX,@) et réciproquement, si 8 est un point

intérieur de M(PX,¢) alors y(8) = O

- M(PX,¢) est vide_ssi ou bien y(8) est définie, non nulle et de signe

constant pour tout O , ou bien y(8) n'est pas définie pour deux valeurs au

moins de 0.

- si pour tout O et 6' vérifiant 8 < @' , on a :
P AL (X,0) < &(x,6")} 1> 0

alors M(PX,¢) contient au plus un point.

~ $(X,0) est constante PX pp en O dans l'intérieur de.M(PX,§Q:
Corollaire _
Si PX est finie sur un intervalle de support I et si ¢ est bornée sur

I x I alors M(PX,Q) £ 0.

Définition 6 :

Soit X une variable 3 valeurs dans 1'ensemble {xl,...,xn} inclus dans IR

de loi PX vérifiant

l n
P (B) = — il ’ﬂB (xk)

alors ! est une ¢ - moyenne des valeurs X.,, X,,...,X ssi
P27 ===

® est une ¢ - moyenne de PX'
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11 résulte de cette définition que si ¢ est bornée, alors tout ensemble

de valeurs LIRS FEERTE N inclus dans IR admet au moins une ¢ -moyenne et
d'apré@s la proposition elle est unique si ¢(x,0) est une fonction stricte-
ment croissante de 6 pour tout x. Lorsque (xl,xz,..,,xn) sont issus d'un
processus d'échantillonnage, on parlera de {¢~moyenne empirique.

Le théoréme suivant généralise la propriété d'optimalité de p = E [ X}

Bl x-1)! < E[(X-8)?] pour tout 6

au cas de fonctions¢ .(X,8) plus générales.

Théoréme 1.(BRONS et alii [12])

Soit A une mesure borélienmeg finie , si la fonction ¢ vérifie de plus

$(x,x) = 0 pour tout x, si Y appartient & M(Px,gy et si y(p) est définie

alors la fonction ® définie par

;
F!q{x,u) } A {(du) si 8 >y ousi B=yu et y(u)> o0
Ix,60 U 1a,x [

.

¢ (x,0) = ,
f¢{x,u) { A {du) si 8 <pu ousif=1uet y(u)<o
hlx,ﬁ} Ule,sd

alors p
J‘I‘(x,u) Px(dx) RS I O (x,8) Px(dx) pour tout 0

1'6galité est réalisée ssi on a

- soit [‘Mx’“) Py(dx) = =

~ soit Y(u) = 0 X p.p. sur 10,u {Ulp,ol  (resp.lo,plVipgl)

si  y(u) >0 (resp. < 0)

Remarques :

- dans le cas oll A est non atomique, la dé&finition de ¢ (x,0) devient

® (x,0) = {|t(x,w)] A (4w pour tout O
Ix,0f U1 6,x1

nous nous limiterons & ce cas dans la suite.
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Définition 7.

On appelle dispersion de P, le nombre réel positif

X’

D, (X) =f@ (e u) Pp(dx)

oli I est une ¢—moyenne.

Remarque
La définition de la notion de dispersion est bien cohérente puisque

d'aprés le théoréme | Qp(x) est indépendante du représentant choisi dans

M(Py,9) -

Proposition 4

La dispersion D, (X) est une incertitude.

¢

Démonstration :

Soit Pl’PZ’P trois lois de probabilités de $-moyenne Hp» Hysl vérifiant

P = PI + (1-q) P2 avec 0 d < 1.
D, (X) =[®(x,u) P(dx) = afé (x,u) Pi(dX) + (l~u)[® (x,1) P,(dx)

> af® (x,u P (dx) + (i~a)f® (x,u,) P, dx

d'aprés le théoréme !, ce qui assure le résultat.

Remarque :

Cette propriété de concavité indispensable & la définition d'indice
d'association, nous a conduit A restreindre la définition d'une dispersion
au cas oti la mesure sur les paramétres est non atomique. Dans le cas contrai
on montre par exemple que la dispersion associée 3 la moyenne arithmétique

peut ne pas &étre concave lorsque 1'on choisit ) =5.u.

Proposition 5

- D¢(X) >0
- (0, = 0)<===> (X € M(Py, )

Les propriétés de forte consistence de la ¢-Moyenne empirique, &tudides

par BRONS et alii[l2] sont rappelées en annexe.



bh

Exemples 6
6.1. si dest la mesure de Lebesgue,
si p(x,0) = 2(0=x)
alors p=E[X] et D) = V(X), ot V(X) est la variance de X.

6.2. si A est la mesure de Lebesgue
st ¢(x,0) = kl x —(ﬂknl sgn (x~0)
alors | est le moment typique de Fré&chet d'ordre k et la dispersion

associée est égale 2 E[[X ~p{k] appelé écart moyen d'ordre k.

6.3, si A est la mesure de Lebesgue
si¢ (x,8) = sgn(x-0) (k=1)

alors i est la médiane et D(X) est 1'Ecart absolu moyen.

6.4. silest la mesure de Lebesgue
si p(x,0) = log6—- logx pour 8 et x>0
alors j est la moyenne géométrique, d'expression }i = expl E [1og x1}

D(X) = E[ X]- u=E [exp {10g X}] - exp {E[ log XI] }

6.5. si)est la mesure de Lebesgue

si p(x,8) = % (% - %) alors U est la moyenne harmonique

p= @ xipT! et
D(X) = — - ] - Elx 1)y - @l 2!
u? E(x?) §

Remarque :

Les moments typiques d'ordre k ont &t& &tudiés sous le ném de "r-means"
par HUBER [44]dans le cadre de la statistique robuste. De plus dans le cas
discret, les cas limites k = 1 et k = ® correspondent respectivement au
mode et au mid~range de la distribution.

Tls ne respectent cependant pas exactement notre définition d'une ¢-moyenne

puisque la fonction ¢ n'est pas dérivable au sens des fonctions.

- si k=1 on puse

¢ (x,0) = !sgu(x ~0)l
et donc
E [0(X,8)]=1 - P(X = 0)

D(X) = Min [1 - P(X = )] =1 - Max P(X = x;) = I(P,®,2)
6 i
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alors la "{¢-moyenne" est égale au mode et la dispersion a la fréquence
hors—-mode.
- si k = ® on pose :

?(x,0) = Max ixi - 8]
i

Ef ¢(X,0)] = Max !xi - 8]
i

Min E[ ®(X,0)] = Min Max |x. -6]
8 ) i :

la solution explicite de ce probléme est donnde par le mid-range
1 . '
U=z (M;n Xi + Mix xi)

1 .
D(X) = 5—(M§x X, - M}n Xi)

i i
D(X) est donc &gale & 1'étendue au coefficient %-prés{‘

3.2.3.Entropie et dispersion

La notion de dispersion s'interpréte directement en termes d'entropie,
dans le cas d'une variable dichotomique. Celle-ci définit en effet une
partition de 1'ensemble des objets en deux classes C et‘a de probabilités
respectives p et l-p. De facon 8quivalente, elle définit les variables
indicatrices ﬂC et’ﬁa qui se correspondent par dédoublement.

Le paramétre p s'interpré@te donc comme une probabilité& sur 1'ensemble des

objets mais aussi comme moyenne d'un codage.

Soit @ (x,©) une fonction réelle définie sur[ 0,1] x [0;! ] vérifiant

0, = ¥1,1-0)
alors
Ef¢(X,8)] =p2 (1,0 + (1 = p) & (1,1 -6)

il suffit alors de poser

F(pi’qi) =¢ (laqi)
pour obtenir
Efe (X,8] = F(P,Q) on
P={p, I-plet Q={6, 1 -6}
ainsi par exemple 1'entropie quadratique I(P,2,2) est égale 3 la variance

de 1'indicatrice ﬂc :
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1(r,2,2) = Var(l,) = p(1-p)

A 1'opposé, il n'existe pas de codage numérique canonique d'une variable
polychotomique permettant d'associer directement dispersion et entropie.

Les q modalités de la variable fournissent trois informations :

- la partition induite sur 1l'ensemble des objets A
-~ la relation d'équivalence R sur A x A associée & la partition

-~ le vecteur aléatoire des q indicatrices des q classes de R-Equivalence.

Chacune d'elles permet de définir des incertitudes qui pour certains choix

de codage s'interprétent a4 la fois en termes de dispersion et d'entropie.

Exemgle 7

~ codage de la relation d'équivalence

Ao sixe =k =i
Pi.

Z2{k,1) =
- 1 sinon

alors P(Z = L 1) = p%
Ps. 1

D(X) = Var(Z) = C ~ 1 = I(PX,O,O)

nous montrons de plus que cette incertitude s'exprime dans le cadre
multivarié défini par le vecteur des q indicatrices comme la trace de

1'opérateur de covariances.

Notion de gain d'incertitude et indice de connexion

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme ensemble d'objets

a valeurs dans IR. On note PX une version de la loi conditionnelle de Y

Y
sachant X, et S le simplexe des lois de probabilités.

Définition 8

Soit T une incertitude définie sur §, on appelle gain d'incertitude la

quantité

o o X
AT(Y/x) = 1(Py) fo[(PY)l

L'étude de variables de carré s.ommable montre que si on n'a pas toujours
la reldtion.

Vad v/% = x | £ Var (V) pour tout x
par contre X
E Var(nl € var (1)

plug généralement 1'inégalité de JENSEN permet de démontrer.



Proposition 6

Soit f une fonction réelle positive concave et continue définie sur S.

Alors
£(Ry) > EXI f(Pﬁ)I

Corollaire
AI(Y/X) > 0

Ce corollaire montre que le gain d'incertitude mesure la réduction de
1'erreur de prédiction de Y apportée par la connaissance de X. Bien que cet

prédiction se fonde sur un modéle d'association, on vérifie la proposition.

Proposition 7

Si X et Y sont indépendantes, alors AI(Y/X) = 0. La réciproque est vraie

si I est une fonction strictement concave.

Démonstration

X et Y sont ind@pendantes ssi

X
PY = PY PX PP

Par suite, 1'inégalité de JENSEN &tant stricte, du fait de la stricte

concavité de I, le résultat est immédiat.

Définition 9

On appelle indice de connexion de Y 3 X la quantité
AT (Y/X)
>
I(lY)

C(Y/X) =

Il résulte des propositions précédentes que :

o 0 C(Y/X) €1
o C(Y/X) =1 si le modele de prédiction est vérifié
o C(Y/X)

3 1'indépendance lorsque l'incertitude choisie est strictement concave.

]

0 traduit 1'absence d'association. Celle-ci &quivaut
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Exemgles}i
8.1. I(PY) = Var(Y)
dans ce cas C(Y/X) = nz(Y/X)

(CO/X) = De==>Qg : Y = g(X))

(C(Y/X) = 0 n:xmbE§<£ c P p.p.
B, (VEe(1))

N2y =1 - S

Var(Y)

8.2. T(Py) = E[[Y - med(V)|]

on obtient ainsi un indice de connexion de Y & X utile en régression L!

pour laquelle :
(CE/X) = 1<=>(Fg : ¥ = g(X))

oli g(x) est une médiane de Y conditionnelle 3 X = x, puisque le modéle
de prédiction consiste 3 coder chaque objet par la médiane med(Y).

X
(CY/X) = O0=>(Med(Y) = ¢ Px PepPs)

8.3. I(PY) =1 - Max p.i
i :
dans ce cas, C(Y/X) est &gal au c:()efficientJ\Y/x de GUTTMAN étudié dans
1'exemple 1 de ce chapitre.
C(Y/X) = 0 ssi la loi de Y conditionnelle 3 X = n, est une Dirac dépendant
de x :
C(Y/X)

la distribution marginale

Hi

0 ssi les distributions conditionnelles de Y ont méme mode que

8.4, I(Py) =1 - ? Py

dans ce cas, C(Y/X) est 8gal au coefficient Ty/x de GOODMAN et KRUSKAL |- |

pour lequel le modéle de prédiction est le suivant :
-si X = x; on prédit Y = yj avec la probabilité p?

- si X est inconnu on prédit Y = yj avec la probabilité p.j

N ‘1
DI |
i 3 pi-(plj pi.p'j)
1 - X p..
i ]

C(Y/X) =1 ssi 1la loi de Y conditionnellement i X'.“xi est une Dirac:

dépendant de X
C(Y/X) = 0 ssi X et Y sont indénendantes.
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dans ce cas

By/x =

C(Y/X)

C(Y/X)

Les indices
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I(P.) = -2 p.., lo ..
( Y) ; p i 8 Pey

C(Y/X) est &gal au coefficient d'"incertitude"

Z p. , +2 p.. e, — X XD, . ..
- p;. log p; j p.; log p., ? ip13 log P 5

Z p.. lo ‘.
] p i 4 p']

[}

1 ssi Y est une fonction de X

0 ssi X et Y sont indé&pendantes.

de connexion présentés ci-dessus font intervenir dans leurs

modéles de prédiction, les codages des objets. Une telle démarche ne permet

pas de prendre en compte des régles de prédiction portant sur des variables

d'échelles ordinales. Dans ce cas, le formalisme mis en place s'avére

fécond sur les codages dérivés définis sur les paires d'objets. On définit

ainsi le coefficient proposé par KIM [47]obtenu en construisant les codages

dérivés Z(resp. T) défini par la signature du préordre induit sur 1'ensembl

des objets par la variable X (resp Y)

Z(k,1) = sgn (X1 - X
T(k,1)

»
»)

il

sgn (Yl - Y

On montre dans la suite que :

Var(f) =1 - X p%j

Var (T/Z = 1) = Var (T/Z = =1) = (P(C)?+ P(D)) (1 - Z pi )"1
s ; B N

PC) =2 Z z z pi; Py PM=XX ¥ Z p..p
O T A I 1= iji%ijpy

Var (T/Z = 0) = % pi - ; S op.A(Zp2 )
i i

B,(Var(1)) = P(C) + P(D) + 3 p, - L T p.
it i

le coefficient de connexion est alors :

a2
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L'utilisation des codages dérivés Z et T définis sur les couples d'objets,
prend en compte 1'information ordinale portée par la variable X. Il n'en
est pas de méme de la statistique de WALLIS[77] qui utilise pour codage
dérivé de Y la statistique de rang T et s'exprime comme

X2
n? (Y/X) = n? = —F—
T/X n(r-1)

ot X2 est la statistique de Friedman utilisée en analyse de variance non
r

paramétrique qui s'éerit :

2 12 s 2
X2 = —— Z ry - In(ptl)

nr{r+l) i=l

bt 4

Ces deux indices permettent de montrer l'existence d'une connexion monotone
de Y a2 X mais pas de la décrire. Ce probléme de régression est pris en
compte par la définition de 1'indice de corrélation monotone proposé par

1 N o - x
d'AuBTICNY] gl . Ex{ Var (Y)]

vI(Y/X) =1 -
Var(Y)

qui vaut 1 ssi Y est une fonction monotone de X qui réalise la borne de
FRECHET et O si les variables sont indépendantes. Cependant cet indice
nécessite une extension de la définition de 1'incertitude au cas du
conditionnement par rapport & un O-treillis. Cette démarche équivaut a
définir 1'incertitude comme un minimum de la fonction E [ ¢(X,08)] sous

la contrainte de monotonie du recodage m de la variable X, on impose donc

a la y-moyenne de Y d'appartenir au cdne des fonctions monotones de X.
L'utilisation des indices d'incertitude sans contrainte fonde le recours

au mod&8le lin8aire et au coefficient de détermination (p?) comme indice de
connexion de Y a X associé a la variance lorsqu'on contraint 1'espérance
conditionnelle de Y a &tre une fonction affine de X (il est connu que les
deux notions coincident dans le cas gaussien). La logique P.R.E. premet
ainsi d'étendre la logique du modéle lindaire au cadred'hypothéses embofitées
quelconques ; cette possibilité est exploitée par exemple dans 1'@tude des
tables de contingence suivant le mod&le log-~lindaire en terme d'entropie de
SHANNON (BISHOP et alii [ 12]), suivant le modéle linéaire sur les indicatrices

(MARCOLIN et LICHT [60]).
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4 - MESURE DE CONCORDANCE

Les indices de connexion étudiés dans le chapitre précédent mesurent
1'6eart 3 la situation de compldte dépendance, traduite par 1'existence
d'une fomction liant Y & X. Cette transformation des données permet alors
d'associer le systéme relationnel numérique [BY image du systéme relation-
nel empirique [A par Y en systéme relationnel numérique £BX. Les différents
indices proposés se différencient suivant la structure d'homomorphisme
imposée A cette transformation par une hypotheése d'échelle de mesure de Y.
Lorsqu'on étudie la situation de mutuelle compléte dépendance, traduite
par 1'existence d'un isomorphisme liant £BX et [BY, on utilise alors des

indices de concordance, selon la terminologie de GINI f341.

péfinition 1.

X et Y, deux variables aléatoires définies sur une méme population sont

dites concordantes ssi il existe deux fonctions f et g telles que

Y = £(X) et X = g(¥)

Remarque

‘Le fondement intuitif de la notion de concordance de deux variables est
que les deux &chelles définissent une méme relation sur les objets, et
mesurent donc un méme facteur sous—jacent, ou les mmes propriétés.
L'isomorphisme liant [BX et [BY nous autorise a parler‘abusivement de

recodages pour désigner les transformations f et g.

L'étude de l'existence des fonctions f et g trouve un cadre naturel

dans 1'espace des variables de carrés sommables, puisque dans cet espace

la compléte dépendance mutuelle impose au coefficient de sup. corrélation
¥, = Sup (o (), YD) 54 € Lh, ¥ 17}

oil Li (resp Lg) est 1'ensemble des fonctions de X {resp. Y) et p 1le

coefficient de corrélation de Bravais et Pearson, d'@tre égal a 1.

Cette étude peut alors &tre mende en termes géométriques puisque le

produit scalaire défini sur LZ(Q, a, p) colincide dans 1l'orthogonale de

la droite des constantes avec la métrique de la covariance. On notera

ce produit scalaire



<X%, Y° > = COV (X,Y)
Lorsque l'on résonne 3 marges fix8es, le terme de Hoffding présenté au
chapitre 2 nous permet de construire une relation d'ordre partiel sur le
couples d'éléments de LQ(Q, AP ) puisque
(PXIY1 = PX2Y2) = (< X, Y2 = <Xy, o> )

P.Q.D.

De plus la proposition I chapitre 2 nous assure qﬁe cette relation d'ord
est conservée par tout couple de transformations concordantes des varia-
bles. Par suite la construction d'indices de concordance repose sur
1'utilisation de telles transformations qui devront de plus &tre perti-

nentes, ainsi que des outils permettant une interprétation des codages

dérivés dans la métrique de la covariance.
Cette étude doit cependant €tre complétée par une méthode de normalisati:
des indices ainsi construits afin de faciliter 1'interprétation de leurs

valeurs dans une application donnée.

Dualité et métrique de la covariance.

L'expression de la covariance des variables Z et T, définies sur une

population finie Q, dépend de la dualité utilisée.

Lorsqu'on étudie le croisement des variables Z et T, indépendemment des
valeurs affectées aux catégories définies par celles—ci, la dualité

"Individus-catégories" permet uniquement de reconstituer le tableau de

contingence.
T D T SO
1 J
V., == L 1 1 .(w)
iy o i(@) ]

et ne permet donc pas de mesurer la covariance de Z et T. La ndcessité
de recourir aux codages peut €tre traitée de deux fagons. Soit on
utilise ceux fournis par lés coordonnés des catégories sur le premier
axe d'une analyse des correspondances, qui réalisent la sup—-corrélation
de Z et T (LANCASTER | 52]), soit on utilise la dualité "Individus-

variables" afin de mesurer une covariance 4 l'aide des codages observés.

Notons z et t les moyennes observées respectives de Z et T. On calcule :
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1 — _
Cov{z,t) = 'n“ X (zw - z)(t:w - t) 8)
W
z= <£o’ _o >
My

ou plus généralement < 2°, Ef >n.. lorsque la loi P définie sur { est une
pondératrion pas sculement unifor&e. Cette expression montre que 1l'on
s'intéresse aux relations entre codages Z et T, observiées sur les
individus. Elle doit &tre comparée a 1'expression suivante, dont

1'Gquivalence a (1) est démontrée au chapitre I

S 1.2
cov(z,m) = L L hg htv., (2)
i=1 j=1 34

. . . . . . . . 1
qui utilise la dualité "catégories-variables" associe aux codages h et

2 . . . . -
h° des valeurs prises par Z° et T°, de fagon classique V s'interpréte
. . * * . .
comme matrice, dans les bases canoniques, de E2 et E], d'une explication

;e e 1 2 .
lindaire. De méme les codages h et h™ définissent le tenseur

O= 0-0 ’ *®
©;i=1... Fig= heensC

de terme général
0., =h n
1y ]

* . -~ v Il
élément du dual de £ (E‘, E, ) . Cette dualité permet d'interpréter
la covariance ¢

< 0, V>» = Trace (‘o V) = Tr(%0 V) < (3)

]

Dans cette optique, on croise sur 1'ensemble des cases du tri croisé,
la variable "loi conjointe de (Z,T)" avec la variable "codage conjoint
de (Z,T)". On donne ainsi une interprétation géométrique aux indices

proposés par HILDEBRAND et al. [42].

La correspondance entre les formules (1), (2) et (3) permet d'étudier
la concordance, en termes de covariance dans 1'un de ces trols espaces.
La structure vectorielle de ces espaces, ainsi que la structure
euclidienne induite par la métrique de la covariance, conduisent A
identifier deux variables définissant un méme sous-espace vectoriel

comme deux codages d'une méme &chelle d'intervalle. Cette contrainte



4.2,

54

de représentation nécessite de recourir 3 un recodage des domnées a
1'aide de fonctions concordantes pour étudier la mutuelle dépendance

de niveau d'échelle quelconque.

Définition 2.

On appelle indice de concordance de X et Y, d'ordre k toute fonction

monotone de COV (Z,T), oi

Z = (X[, Xppeees X5 T = g(Y ), Yopuue, )

et f et sont des fonctions concordantes définies sur le k—8chantillon de
(X,Y).

On méne alors une analyse linéaire de la concordance entre les tableaux ?
et T d'une part en étudiant la dualité "unités statistiques-variables"

associde aux tableaux Z et T des données recodées, a laquelle correspond

le schéma
*
G1 Z Fu T G2
N = cardinal (U)
m b k oo
1 1/N m, U = A®, ensemble des unités
* _

GI - >Fu < - Y GZ statistiques

Z T

d'autre part en étudiant la dualité, "unit@s statistiques—catégories"

associée aux tableaux Hy et H, des indications des .catégories de Z et T.

Les hypoth&ses sur le systéme relationnel empirique s'expriment en
termes de relations k-naires sur les objets qui se traduisent par le
choix de fonctions concordantes d'ordre k. Ainsi 1'étude d'une relation
binaire nécessite d'utiliser des fonctions concordantes définies sur

les couples.

Normalisation

Les résultats du chapitre 2 font de la covariance un indicateur monotone
décroissant de 1'écart a4 la situation de dépendance compléte. Cependant,

si elle s'annule dans le cas extr@me de l'indépendance,
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1'interprétation de la valeur prise dans une &tude concréte reste
difficile, puisqu'il n'existe pas de valeur de référence caractérisant

la situation de dépendance compléte.

Deux types de normalisation sont utilisés, fondés sur deux problématiques

distinctes.

Le premier type, proposé par KENDALL |46 ] pour les coefficicnts de
corrélation ordinaux, généralisé par DANIELS [23] est de nature probabi-
liste, fondé sur les propriétés de permutations.

On note Hl (resp H2) le tableau disjonctif complet bloc diagonal associé
a la variable Z (resp. T). Le tableau H

!
(resp. H2) par une permutation g, (resp. 02) des colonnes, de matrice de

(resp. H2) se déduit de H,

permutation gy (resp. 02)
H; = ﬂi o, i=1,2
le tableau de contingence V s'écrit alors
| t

_ -1 t t
vV = N H "H, = N ﬁl g, g fi

] 2 1 2

et la covariance entre Z et T s'écrit
COV (2,1) = COV_(2,T) = Tr(tov) = %—Tr(toﬁ,otﬂ
I

m.rbyy €
-ﬁh(ﬁzonzo)

5)

]
—ﬁ)lz
u

u t0(\:)

Les distributions marginales de 2 et T étant données, le tableau de
t
1 %2 ¢
KENDALL [ 46] propose de traduire 1‘'hypothi&se de non-relation entre Z

contingence est entiérement caractérisé par la permutation ¢ = ¢

et T par 1'hypothése d'équiprobabilité sur 1'ensemble des permutations
définies sur les N unités statistiques. La normalisation consiste
alors a calculer 1'indice de concordance en terme de vraisemblance de

la covariance sous 1'hypothése de non-relation.

L'indice COVO(Z,T) définit une U-statistique, dont on peut calculer la
moyenne et la variance permettant d'obtenir la loi asymptotique sous
1'hypothé&se de non-relation en utilisant le théoréme de WALD-WOLFOWITZ
[ 76] . HUBERT [45], LERMAN {57}, LECALVE |54] donnent le calcul des

deux premiers moments lorsque Z et T sont des fonctions d'ordre 1 ou 2.
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L'indice de concordance s'écrit :

cov{Z,T) - E {COVO(Z,T) ]

C(X,Y) = F [

v Var Icovg(z,r)

oii F est la fonction de répartition de COV&(Z,T) sous 1'hypothdse de non-

relation.
Remarques :

+ Un tel indice calculé@ sous 1'hypothése de non-relation est donc constri
pour mesurer 1'écart & la situation d'indépendance. Son interprétation

comme indice de concordance est donc ambigue.

. Un tel indice vérifie bien notre définition, du fait de la monotonie de¢
F. Le second type de normalisation, de nature géométrique, utilise la
structure de produit scalaire de COV (Z,T). On définit alors pour
mesurer la concordance entre X et Y, une classe de cosinus dont
1'interprétation varie avec les différentes transformations Z et T

CK.T) = CovV (Z,T)

vy COV(z,2) COV(T,T)
Cet indice prend la valeur | (resp. 1) lorsque Z et T décrivent une méme
droite dans F, c'est-a-dire si X et Y sont les codages d'une méme
échelle. .

Proposition (LE CALVE [5%4])

L'indice centré réduit coincide avec le cosinus lorsque les fonctions Z

et T sont de degré 1.

Applications.

Le choix des transformations F et G dépend naturellement de 1'hypothése
d'échelle a laquelle appartient chaque variable et donc du systéme
relationnel correspondant. La covariance mesurant une proximité entre
les codages dérivés, cette proximité doit pouvoir s'interpréter comme

proximité entre les codages ou les relations empiriques. Les indices
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présentés dans la suite sont ordonnés suivant le niveau d'échelle des

variables.

4,3.1. Echelle nominale

4.3.1.1. Variables dichotomiques

Nous avons montré le statut particulier des variables dichotomiques.
En effet la relation d'équivalence qu'elles définissent, est totalement
décrite par la donnée de l'indicatrice de 1'une de ses modalités. Les
deux duvalités "individus—-catégories", "individus-variables" colncident
alors et le choix des fonctions concordantes devient immédiat :

~ 1'ensemble des unités statistiques est 1l'ensemble des objets ;

- Z(u) = (resp. T(u)) est 1'indicatrice d'une des deux modalités.

Le tableau de contingence s'écrit

T
T : H
7?\\ 0 : b,
' : : L L
0 poo : pol : po. P
1 plo : pll : pl. | H
’ H H O P >
p.o : p.l ¢ 1 ¢ 1 yA

nuage des individus

On lui associe la représentation des individus (telle que 1'épaisseur

des points est proportionnelle & la fréquence des cases).

On obtient 1'indice de degré 1 (diifdrence des lois cbnditionnelles) :
o = 11" PP _ PiiPoo T PioPor _ P _ Pio
Py ?.0

V' py P P P
Y. 17,070, /p.lpl‘p.opo.

la mutuelle compléte dépendance de X ou Y se traduit par la comstruction

des deux fonctions de recodages, linéaires :

_covz,m) _ P T PPy
T/z " COV(T,TY " p 5 b ,

Z T ot B

= By



on retrouve alors

2 _
e = BT/z 8Z/T

cet indice vaut + | ou -1 ssi Z est une fonction linéaire de T, et O ssi

————

Z et T sont indépendantes,

4.3.1.2. Cas _des variables nominales 3 plus de deux modalités

Les variables X et Y définissent les relations d'équivalence R et
sur l'ensemble A dont les classes d'équivalence sont les catégories. On
décrit alors cette relation binaire & 1'aide des codages définis sur les

paires.
Exemple |

LERMAN propose un codage des paires 3 1'aide de 1'indicatrice de la
relation 61 :
1 osi X(a]) = X(a

® - z(a,, a,) = i
i 2 .
.0 sinon

9)

alors 1'indice proposé est obtenu en contrant et en réduisant le produit
scalaire

<Z, T > = X Ip
ij

2
Dl/N

1]

qui mesure la proximité entre les deux relations, en mesurant la

probabilité de leurs intersections.
Exemple 2

L'indice précédent est un indice différent de la statistique de TCHUPROW

de carré ; c 2

r pij
prA oy o2

gz _ iiPiPj _
Y r=-1V ¢ - 1 Vr-1v ¢ - 1

associée au codage des paires

1 si X(a,) = X(a,) et appartiennent 3 la classe C.
ni i (R 2 1
Z(al, al) = :

.0 sinon
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alors

£2 . CovV(Z°®, T°)

Yoo (z°®,2%), cov(T®,T°)

on vérifie aisément que 1la distance entre les deux variables Z et T

construite 4 1'aide de ce produit scalaire s'éerit (CAILLEZ et PAGES [13]):

T c p(C. & C))
i=1 j=I P(Ci)P(Cj)

oil Ci A Cj est la différence symétrique entre les classes Ci et Cj et

mesure donc une proximité entre les deux relations.

4,3.2. Echelles ordinales

4.3.2.1, Indice de depré |

Lorsqu'on &tudie la concordance entre dcux variables d'échelle ordinale
on définit un indice d'ordre 1, qui calcule le degré de quadrant dépendance
de (X,Y) en comparant les codages des objets & une valeur de position
centrale. On choisit généralement la médiane qui fut proposé par

BLUMQUIST | 13], dans la construction de 1'indice
= - - o > - P (X - -
q Pl sg(X me,) (Y mey) 0] - P [sg(x me ) (Y mey) <0 ]

Soit Z et T les codages :
Z = sg(X - mex) » T = sg(Y - mey)

alors
cov(Z,T)

v/ CoV(Z,2).C0%¥(T,T)

Y
m ‘ . | .
. . | .
N s 0 e T
- - mej—- - = - = — - 4 - - -
ies T
L ' 5
' 0 — {tl —- -0 3
. | 1 i
‘ ! . ' r
> -+ rd
{
0 nie X o 0 Tl 7
3&_,-.._ .. O 5
. “. . . ° 11}
Dualité individu-variables -

. - . - . . . 1"
Dualité"unités statistiques—variables



4 .3.2.2, Indice de degré 2

Dire que les variables X et Y sont concordantes, c'est dire qu'elles
appartiennent & la m8me &chelle et donc qu'elles se déduisent 1'une de
1'autre par une transformation monotone. Cela se traduit sur les
relations de préordre induites, & et Y induites sur la relation

((a,, a,)) €E®) = ((a}, ap) € ¥ )
On utilise alors le codage dérivé des paires a 1l'aide des fonctioms
concordantes

£(x), %) = sglx) = x,), glyys yy) = sgly; = ¥,)
les codages dérivés Z = f@g(al), X(az)), T = g(Y(gl), Y(az)) permettent

d'associer deux tableaux disjonctifs complets de la forme :

___________ (al’a2) ————e——e | < paires
I B B 1
0 0 © (2ay, a,) =+ 1)
codage | -1 0

dont le croisement permet de comptabiliser dans le tableau de contingenc

sous les symboles respectifs C, D, EZT" EZT’ les nombres de
T : : : %-C = X Zr X )X Pis Pirss
?;\\ -1 : 0 N : marge iji'™i 3'>] ] J
: C * I ‘
: : : =D=ZIL I L P.. Pea:
| ] 1 2 g stae i oi'3!
-1 |5 T R : i1 <
1 ) C ) D : 1 371 11°<]
1 : o :
= E.—: E : =B, = o :
Oz 87 Bgr izl By tp_-351 x Pe: Dot
| S— : : : 2 ZT L apra>s ij Ti3
Xy iz oLl i3'ji'?]
2 22T D2 : 2
~ A . ) E =L X P .
marg : ET : : ZT i ij

paires concordantes, discordantes et exaequo, selon la terminologie de

KENDALL [461].
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Remarque

Le calcul des formules suppose que les incides i et j sont dans le méme

ordre que les catégories.

Dans la dualité "individus-variables" associée i ces codages, correspond
]

o

le nuage des individus,

1/2 £
A
1/2 e ol/2 C
E L
) 1/2 Z',I: 1/2 ¢ T
L4 A4 >
-1 0 1 Z
1/2 Ch——- =74 o 1/2D
1/28
VAN

Lorsque les relations 8 et '8 sont des relations d'ordre, les lignes
Z=0etT=0 sont vides, on construit alors a partir de la covariance
un indice qui pour les deux normalisations coincident, c'est 1'indice

de KENDALL [4¢]
¢ - E=D
n
T, est égal a | (resp. 1) ssi les deux ordres sont identiques (resp.

inverses).

Lorsqu'il y a des exaequo, les indices se différencient suivant le trai-
tement qu'ils leur accordent. On définit alors une série d'indices de

concordance de préordres :

L'indice Y de GOODMAN et KRUSKAL [ 37] est construit en ignorant les
effectifs correspondants aux lignes et aux colonnes. On travaille donc

conditionnellement 3 1'ensemble des non~exaequos
C-D -
Y=t
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Ceci correspond & ne retenir que les quatre sommets du carré dans 1'analx

du nuage des individus. On obtient alors les coefficients de régression
Barr = Pryz =Y

Dans le cas particulier de variables dichotomiques on retrouve le

coefficient Q de YLE (cf. BISHOP et al.l 12Dqui traite les variables

dichotomiques comme &tant ordonnges. L'8tude des valeurs de Y est pour—

suivie dans 1'amnexe 1.

Pour tenir compte des exaequos, KENDALL [46] propose une modification de

son indice Ta en construisant

c -1 _ COV(Z,T)

T = =

b
V= E)( - By VCOV(Z,2). COV(T,T)

T, ne peut atteindre les bornes 1 ou =1 sur des tableaux rectangulaires

B
puisque le modéle méme de concordance est déji violé, une telle situation
traduisant 1'existence de deux systémes relationnels, définis sur A.

KENDALL propose une normalisation a |

{(C - D)m

. r -~ 1
, m = nin(r,c) , i Max-Var{z)

T =
¢ nz(m - 1)

Les indices de régression

d __C-D 4 _C-D
Z/T 1 -8B, * "1/z 1 - Ez

sont appelés les coefficients d de SOMERS. 62 1.

.

On remarque encore que Ty = dZ/T . dT/Z
Remarques

. L'indice de LERMAN [ 571, calculd dans le cas de préordres ne coincide

pas avec l'indice T .

. Tous ces indices s'expriment en fonction de la différence C - D
valeur du produit scalaire associé& d la distance de la différence
symétrique, qui définit une géométrie euclidienne dans 1'espace de

relations.
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4,3.3. Echelle hyperordinale
L'un des indices les plus utilisés en pratique, du fait de 1la
simplicité des calculs est le coefficient de Spearman

r, =1 - 2

n
6 b (Ri - Si)

n(n2 - 1) i=l

Ri(resp. Si) est le rang de a parmi les X(a) (resp. Y(a).Cette expression

montre que le coefficient est 1'indice d'association calculé a 1'aide des

fonctions concordantes :

: = _n+ 1
A(ai) = Ri(xl’ XZ’ ooy Xn) 3
oy, _ _n+ 1
l(ai) = Ri(xl’ XZ’ ceey Xn) 5

pour la normalisation du cosinus.

On veillera cependant d& ce que l'affectation de rangs a des objets
définit une relation ternaire sur A. Le coefficient de Spearman suppose
une information ordinale plus riche que celle traitée par les indices
ordinaux précédents. Ceci justifie le rappel de la proposition 3,
chapitre I. L'expression correcte de cet indice est donc donnée en termes
de fonctions concordantes d'ordre 3 :

f(xl, Xys x3) = 58 (x; - X5)

£(y1s ¥95 ¥9) = sg (y; = yq)

La classe des indices de concordance hyperordinaux est trés vaste puisque
les fonctions scores utilis@es en statistiques non paramétriques pour
définir des statistiques linéaires de rang (HAJEK et SIDAK [ 41]) sont des
fonctions concordances ; ainsi toute fonction score p définit un indice

de concordance hyperﬂrdinale

—
[

C (£,Y) = E
P ¢ ho+ 1

2

h
)} pz(i - )

oti h définit le degré de l'indice et ¢ est la distribution de probabilité

définissant la fonction score p.
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Remarques (POON [57])
*

- 81 h=2etp=sg(x), on retrouve le 7 de KENDALL ;

- 51 ¢ est la loi (0,1) et b = 3, on retrouve le coefficient de
corrélation associé au test de Fisher-Yates ;

-~ sih=1etp=sgl[x- %{n + 1)], on retrouve le q de BLUMQUIST.

3.3.4. Les échelles d'intervalle

Lorsque les variables X et Y sont d'échelles d'intervalle on retrouve
le s concepts usuels de L2 appliqués a une population finie. On définit
alors le coefficient de corrélation lindaire comme coefficient de
concordance d'ordre 1 associé aux fonctions concordantes

f(x) = x - x

gy) =y-3%

La grande sensibilité de cet indice aux valeurs extr@mes, conduit 3

retenir d'autres fonctlions concordantes.

Exemple |
£(x) = g(x) = |x|%sgx; a>o0
C,(1) = cov [ (=T, g(T—D |
o D(X)l 2 D(Y)llz

définit un indice de concordance associé aux valeurs des caractéristiques
de position (resp. de dispersion) a et b (resp. szet Dy).Plus o tend vel
0, et moins Ca dépend des valeurs extrémes, le cas limite o = O redonnent

le g de BLUMQUIST.
Exemple 2

Le méme souci de construire des indices robustes aux valeurs extrémes

conduit 3 la définition du coefficient w insorisé de corrélation

c () =coveET2y, o &=b 4
w,k D(X)]/z D(Y)llz

ol k est un réel 2 0 fixé et
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k si x>k
£(x) = g(x) = x si x €=k, +k |

-k si x < -k

Les simulations faites par POON [66] montrent que 1'influence des valeurs

sur Cw k(X,Y) diminue comme de juste avec les valeurs de k. T'idée

»
intuitive conduisant au choix de la fonction.

f(x) = g(x) = x 1 {*k +k}(X)

conduisant 3 un coefficient de corrélation " trimmed"  ne définit pas

un indice de concordance parce que f et g ne sont pas monotones.

Dualité et concordance.

Les indices présentés dans le paragraphe précédent, en termes de cosinus
apparaissent comme des coefficients de corrélation lingaire sur les
codages dérivés Z et T. Ils mettent ainsi en dualité 1'espace des
variables avec 1'espace des objets. Cette propriété est fondée sur
1'expression de la covariance donnée en 4.1. L'étude de relations
k-naires définissant un systéme relationnel empirique /A nécessite une
édcriture plus adaptée de la covariance. A titre d'exemple, nous étudions

le cas binaire et ternaire.

COV(X,Y) = L q,(x, = x)(y, =y) 5 Lq, = I
a » a
| _
== L L q q, (x, -x_ )&, ~y_ ). (4)
Za, e, 1% T % TR TR
de méme vérifie~t—on _
cov(x,y) =% L I q q, q (x -x )y, -vy,) (5)
a, a, ag i 2 3 1 2 1 3

De telles expressions permettent de mettre en dualité les paires d'objets

(resp. les triplets d'objets) et les codages dérivés.

Soit A la matrice d'incidence

th=1 ®% % ©J
1 -1 11 n

n—
.

et les codages dérivés définis sur les paires par

Z(al, 82) =X, T X , T(a!, az) =t =t

1 2 2 )
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alors

Z=AX et T = AY

Plus généralement si X (resp. Y) est un tableau de données p X n
(resp. q x n) correspondant a4 1'observation de p (resp. q) variables
Xl,..., xP (resp. y'... Y9) alors le tableau Z (resp. T) des codages
dérivés zb... 2P {(resp. Tl... 1) s'éerit

Z = AX (resp. T = AY)
la transformation linéaire A permet de construire le nouveau schéma

de dualité.

X * A * A * Y
B e e Fo) 5 ¥ >E)
4 A
' i
v Ml Dq N 42 Vy
"1 > s F2)e P e 1 Ey
tx £A €A “y
si on choisit pour métrique N
N =D D
q® “q
il vient que
1 2 1 -1 2 -2 1 2
<z oz >y = 2 <x =-x gn,.g -x J, 2 Dq = 2 COV(X', X%)

par suite la géométrie définie sur 1'espace des variables centrées par
la dualité "objets—variables" est identique a celle‘définie par la
dualité "paires d'objets-variables", de plus la matrice A assure que
le sous—espace de F(z) engendré par Z est identique au sous—espace de
F engendré par X. La correspondance qui existe entre les deux schémas
de dualité associé 3 X et a Z est dll au fait que les fonctions »

concordantes utilisées dans le calcul de COV(Xl, XL)' vérifient

Eiir= 8= P
A 1'opposé dans le calcul du coefficient de Spearman on a fii # gy 0 et
fii‘ = fi“i ce qui interdit,semble-t-il,de construire un schéma de

dualité liant les triplets d'individus aux variables recodées associé 3
1'indice de Spearman ; on utilise donc.le recodage monotone par les rang:

pour mettre en dualité individus et variables.

Les propriétés de la différence symétrique, comme métrique euclidienne

dans 1'espace des relations, assure la pertinence du schéma du dualité
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associGe au tableau Z liant les paires d'objets aux variables. Elles
justifient 1'analyse en composantes principales sur matrice de corréla-
tion de KENDALL et donnent un moyen d'interpréter les résultats en repérant

non pas les objets mais les paires d'objets contribuant a 1'inertie.
J I}

Dans 1'étude des variables nominales, la fonction de concordance définis-

sant les codages des paires

" . _ ] o
;; si X(al) = X(az) Li
A(a‘, az)
o sinon

justifient de m@me la pratique de 1'analyse en composantes principales
: ‘ 2 . -
sur matrice de concordance de Tchuprow €{'“) encore appelée M-analyse

optimale (ef. CAZES et al. [171]).

Toutefois dans les deux cas, la fonction de concordance n'étant pas

linéaire, on ne peut représenter les individus.
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5 CENERALISATION AU CAS VECTORIEL

Les méthodes usuelles d'analyse linéaire des données relévent de deux
grandes classes de problémes distinguant les analyses des liaisons
internes a un paquet de variables, telles que 1*analyse en composantes
principales, et les analyses des interrelations entre éléments de deux
paquets de variables. L'@tude de ce deuxiéme probléme fait 1'objet de
ce chapitre. On notera cependant que la mesure de la qualité d'une
représentation en analyse en composantes principales reléve du deuxiéme
probléme. De tels problémes sont rencontrés en pratique dans 1'étude du
modéle lin@aire multivarié, les problémes de régression et d'analyse en

composautes principales de paquets de variables qualitatives par exemple.

Les problémes de dépendance &tudiés dans le chapitre 2, regoivent un
traitement identique, en termes d'information discriminante dans le cas
mulrivarié, lorsque 1'on travaille de fagon globale. lLes problémes de
description de modéle de dépendance partielle étudiée par exemple par
DAUDIN [24], BISHOP et al. [12], HABERMAN, COLOMBIER [18] seront évoqués

dans le cadre de la mesure d'une association partielle.

Dans un premier paragraphe nous distinguons les problémes de mesures de
connexion et de concordance, dans 1'étude d'une association dans le cadre
multivarié. La description de vecteurs aléatoires de ﬁimension supérieure
ou égale 3 trois pose le probléme de mesures d'une association partielle
ce point fait 1l'objet du deuxiéme paragraphe, ainsi que sa généralisation
aux cas multivariés, nécessaire, par exemple, en régression pas a pas sur

variables qualitatives.

Liaison entre deux vecteurs aléatoires.

La définition d'indicateurs de liaison dans le cadre multivarié se
heurte 3 la difficulté de généraliser a ce cadre les notions de -
moyenne, d'incertitude et de covariance. Nous rappelons dans la suite
les principaux résultats démontrés a ce sujet dans 1l'ensemble des
vecteurs de L2 et on étudie ensuite les géométries associées aux
opérateurs trace et déterminant qui leur correspondent dans le cas de

population finie.
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5.1.1. Notions de dispersion d'un vecteur aléatoire

Soit X = (X], X2,..., XP) un vecteur aléatoire défini sur (Q,A,P).

* . e e
Soit £ une forme linéaire sur 1l'espace des individus E, elle définit la
variable aléatoire :

* *
<X, f > :w~> <Xw, £ >

Définition 1.

Le_vecteur de E noté E[X] et défini par

X * * *
(¥ f €EE) <EX), f > =E(K X, £ >)

. . * . *
existe si < X, £ > est P-intégrable pour tout f .

On _1'appelle espérance de X ou moyenne de X.

Remarque :

Si {94, €orenns Sp} est une base de E, les coordonnées de E(X) dans cette
base s'@crivent :

E(X); = E(<X, 3; >) = E [x1]
ol g;(resp. X') est le iéme élément de la base duale de (resp. la iéme

coordonnée de X dans la base-{e,,..., e }).
1 P

Définition 2.

. * * * . . . .
Si pour tout f élément de E ,< X, £ > est de variance finie, la fonctio:

*
de f définie par

Var (£%) =Bl (<X, £ > - <E®, £ >)7]

est appelée variance de X.

. * *
Soit a élément de E

P . .
BlC 2 a (x -]
i=1

<
ju5)
b

"

—~

e
*

~

I

PP
L a a, V_(i,§)
i=1 j=1 © 3 %
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" 3 e - * . * *
définit la forme quadratique sur E de matrice dans la base {gi,...,gp)
V, = (V (1,3, .

X ( X(l’3»1=l,..p,3=l.,.p

v, (i,§) = cov(xt, x

R e & .. c % *
Soit M un élément de L(E,E ), alors la dualité de L(E,E") et £(E ,E) nous
permet de définir le produit scalaire

<M, V, » = Tr(V, M)

Lorsqu'on dispose d'un tableau de données X mettant en dualité@ 1'ensemble
. 1 . . L L .

des p variables X ,..., XP est un ensemble fini d'objets (Q,A,P) 1'analyse

classique du schéma de dualité qui suppose les matrices des applications

écrites dans les bases canoniques.

P =k X B
4 t
Vg = X DX
vl U EN =ty Mx-
*
E F = "
tx

permet de montrer que

. 2
M 5T Ny = T, (W Dp)

1
T.OgM =35 L p;p, M

1,-]

Cette inertie du nuage des individus dans la métrique M s'interpréte
. i . . o x
comme la somme des variances des X lorsque M est la matrice identité,

et les variables X' centrées.

On peut donc retenir cette quantité comme indicateur de dispersion qui

dans le cas p = | redonne la variance.

Remarque :

\IX M(resp. W Dp) est la matrice du projecteur sur l'espace engendré EX

(resp. F_) par les vecteurs colonnes (resp. lignes) du tableau X.

X
L'ensemble autodual des automorphismes de E (resp. F) permet comme
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précédemment de définir le produit scalaire entre projecteurs :

(Vg M, Uy M) =T (Vy MVy M)

X: 2 i 2

(resp ((W, D> Wy Dp)) = T (W, D, W, Dp) )’

Ce produit scalaire doit 8tre distingué du précédent qui &tait associé
4 la norme euclidienne de X

\ N _ 2
T (v =Bl x-E® 1

Le produit scalaire ((.,.)) est associ& au coefficient R.V. d'ESCOUFIER
[29].

L'utilisation de la trace pour mesurer une dispersion est fondée sur
1'inertie du nuage des individus autour de leur barycentre, cette
généralisation exprimée dans 1'espace des variables présente. {parfois!)
1'inconvénient de ne pas tenir compte des corrélations entre ces variables

On peut remarquer que la variance s'écrit aussi dans le cas unidimension-

nel
2 _ 1. _ 2
o, =3 E [, - Y, I
| I 1
=sEll Yy v, |]
ol Y, et Y2 sont deux variables de méme loi que Y et : indépendantes,

et |A] est le déterminant de la matrice A.

Cette propriété de U-statistique de la variance s'étend dans le cas multi-

varié 3 la quantité

Teoe 1 Tooo 1 1
2 1 i :
[] | 1

X"+ D! P! |
Xyeen Xp+l X, xp el x]

| 1

9]

ol Xi”"’ X sont des vecteurs aléatoires de méme loi que X dans

+1
1'espace despindividus, ]VXI est 8gal proportionnel a la somme des

carrés des volumes de tous les parallélotopes construits sur p vecteurs
x; choisis par les n(les variables &tant supposées centrées) dans 1'espace
des variables, [VX] est proportionnel au carré du volume du parallélotope

~ . i
de coOtés principaux les x .



72

Remargue 3

Du point de vue algébrique, le Jdéterminant définit un cosinus lorsqu'on
1'interpréte dans 1'algdbre extérieure dlordre p définie sur ¥ {cf,
CREUR {35]) 2 si on note (X} le déterminant de W Qp et {X,Y) le détermi~
nant du projectaur sur L f&f alors |

_ D
cog B Y]

Cette définition suppose que X et Y soit de mime ordre.

Cette définition tient compte de 1'orieuntation des sous-espaces ?X et §¥
et vérifie

- cos B =1 ssi Fy = F, en tant gqutespaces orientés j

Rikeahe ¥ )
-~ gos & = ~1 ssi Fo = Fy et les orientarions sont opposfes 3
- = : Ny
cos & = O gsi ¥ F? # 0 -

La norme de Banach de 1Topérateur de variance covariance permet de définix
une autve généralisation de la dispersion. Dans 1'espace des individus,

coette norme est égale 3 1'ivertie expliquée sur le premier axe priacipal.

5.1.2. Indices de linison multiple

L'3tude des indices de comnexion d'un vecteur aléatoire ¥ = (Yigw*,* v
au vecteur al@atoire X s'est essentiellement dév&impyéé dans la cadre

des variables d'@chelle d'inrervalle de variance finie. Nous suivons

jei cette voile afin de déterminer les arbitraires conduisant aux nombreux

indices proposés.

Le cas le plus 8lémentaire correspond 3 p = g = 1. En ce cas le modéle do

prédicrion de ¥ consiste 3 ceder 1'individu o par la valeur §{w), oi
¥

est 1a variable fonctlon lindaire de X obtenue dapns une régression au

)

gens des moindres cargés.

s« COV(X,Y) X
Var{X} .

les variables &tant supposes cenirdes.



L'indice P.R.E. associé a la variance s'écrit :

On retrouve le carré du coefficient de corrélation lindaire du fait de

2——

_Var(y - §) _ Var(y)

Var(y)

Var(y)

1'additivité de la variance.

On

On

Le
la

carrés de la variable y sur le sous—espace linéaire engendré par X.

vérifie alors

2

r =

I, matrice unité, D, Vy

Tr(I - D)

E]

D

A

1

-1

v
y -

vérifie tout aussi aisément

2 .
r =

cas intermédiaire q = | p > | conduit & prédire pour 1l'individu w

|T - pj

vl 19,

-1

V(y -

5 sont des matrices scalaires,
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valeur §(w) obtenue en construisant la projection au sens des moindres

L'indice P.R.E. s'écrit alors

"On retrouve le coefficient de corrélation multiple que 1'on peut écrire

R” =

Ry xh, . %t

de facgons équivalentes.

Proposition | :

. . . . 2
Les expressions suivantes du coefficient R

VXY

sont équivalentes

2
) Hull?
Py = Sup 5 3
Houtl
...1 i
'Y1= yX X Xy -
vl
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Y3 = )
T (V ~ V
( Y-y vy
o -1
Y4 = ’1r(Vy V§)

pf est donc la norme de Banach dJe 1'opérateur V;l V?
ey, utilisent la décomposition de la variance.
Y5 s'exprime en fonction du rapport des normes des opérateurs de variance
covariances lorsque la métrique sur 1'espace des individus est la

métrique de Mahalanobis définie sur les résidus.

Dans le cas q > 1 et p > 1, on prédit pour w le vecteur §(w) obtenu dans

la régression linéaire multivariée de Y en X.

Les généralisations de 1'expression précédente se différencient soit par
le choix de la norme, soit par le fait qu'on norme V? ou Vy - § Nous
Jdonnons leurs expressions dans une base quelLonque ainsi que dans la base
des composantes canoniques. Le coefficient p (HOTELLING 1936) est égal

a4 la plus grande corrélation canonique.

- Les expressions utilisant le determlnant construites & partir de |V |

- - q
|v v vy '| =0 (HOTELLING 1936)
x Xy y .
i=1
Yo =YY (HOOPER 1959), moyenne géométrique des p%.
Les expressions utilisant le determlnant, construites a partir de |V _a
Y=a-lv vl =1-uw - ¥ ) (HOTELLLING, 1936 [43]).

Le test d'analyse de variance proposé par WILKS utilise | - Y,

q q
Yo =1 - /1 - Y, = 1 -V H(I - p%) (CRAMER et NICE WANDER 1979 [21])
vV v
X Xy
} vyx Vy 1 2
1(1,2) = - 5 log Vo5 = -7 legn(l - p;) (KULLBACK 1958 {50])
o v |

y



Cet indice est construit & partir & l'information discriminante, &tudiée
dans le chapitre 2, calculée dans le cas de verténe gaussien. On vérifie

que

v v
X Xy

= val lvy - yl
yx ¥
Cette partition en deux classes d'indices est due a la non additivité du
déterminant. C'est pourquoi la généralisation de la statistique F, due

3 BARTLET 1948 [¢ ]
-1
= |V .||V ~ = T

1 - pi

n'est pas réductible aux indices précédents.

Les expressions utilisant la trace se différencient parce que
Tr{AB) # Tr(A) Tr(B)
-1

3 Te(VV "~ ) P
v = 4 Y_} 9 = | = ——————  (COXHEAD, 1974 [20])
Tr(Vv._V n P
y vy-F 5
i=1 1 - o>
Py
. 2
Y4 est la moyenne harmonique des (I - pi)
r_ 1 -1 1 2
= — Tr(V ' V.) =—2ZL pS
Y6 = g ¢ y y) g Fi

76 est la moyenne arithmétique des pi utilisée dans le test de PILLAIL
de méme LAWLEY 1948 [53] utilise,la statistique de test

_ -1 Pi
Yg = Tr(V? v

y-9 " T2
i
qui est équivalente & la statistique proposée par KULLBACK.
J(1,2) = Yg ~ 4 ‘
le coefficient RV d"ESCOUFIER 1973 [29 ]

-1
T (V. V
r y ¥ ) B N p%
p— 1
V'pq Vpq

est le cosinus entre les projecteurs WIDp’ szp'
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Proposition 2 (RAMER ct NICEWANDER [21])

2 2
Y, SPLSA, ST S Y ST SPYST,

1
oii pé est la plus petite corrélation canonique.

Ltcnsemble de ces indices est 1ié 3 1'analyse canonique bien que traduisant
une notion de connexion. Ceci résulte d'une logique linéaire de prédiction.
On peut ¢.,.adant définir dans ce cadre des indices plus directement liés

a une logique de régression tel que 1'indice de redondance

Fo
o

p 3 |
2% |lw, b
“il”l

it

i 2
vl

P

]

qui mesure 1'inertie du nuage projeté.

La logique linéaire sous-jacente @ la construction de ces indices limite
leur utilisation aux variables d'échelle d'intervalle — puisque les
opérations de projection sur les sous—espaces canoniques ne définissent
pas en général des relations pertinentes — pour un systéme relationnel
plus pauvre. Les variables d'échelle nominale peuvent cependant étre
analysées en termes de connexion puisque 1'ensemble des indices associés
4 unc entropie sont calculables dams le cas multivari& a partir de 1la
partition produit,définic par chaque paquet de variables. Une telle
'prutique est cependant limitée aux traitements d'un grand nombre d'objets

de fagon a assurer un effectif minimal dans chaque case.

De la m@me Fagon le calcul d'une incertitude dans chaqhe classe de la
partition induite par les catégories du vecteur X, permet de généraliser,
avee la méme contrainte sur les effectifs,le calcul des indices de
connexion associé a une dispersion. On étend ainsi la iogique de 1'analyse
de la variance. On peut ainsi vérifier la pertinence d'hypothéses d'appar-
tenance d'une ¢-moyenne d un sous—espace vectoriel donné de E. Un cas
particulicer de cette approche a été développé par NELDER et WEDERBURN [63 ]
dans un modiéle lindaire sous hypothéses de structure exponentielle, de

- . . . b .
plus 1'utilisacion de la régression L a des fims de robustesse est une

technique récente qui reléve de ce principe ARMSTRONG et FROME [51.

La définition d'indices de concordance, rencontrés dans 1'analyse de
données cubiques nécessitent la donnée d'un produit scalaire entre deux

tableaux. De tels exemples ont &té donnés plus haut.
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5.2. Notions de liaison partielle.

L'étude de l'association de deux &léments aléatoires choisis parmi p se
rencontrent dans de nombreuses méthodes d'analyse de vecteurs alatoires
telles que 1l'analyse discriminante pas & pas, la sélection de variables

en régression, la description de tables de contingence multidimendionnell
La distinction entre étude de la dépendance et &tude de la liaison est 13
encore nécessaire. Le probléme est compliqué par le fait qu'il n'est pas

indifférent de travailler sur les objets ou sur les paires d'objets.
Nous rappelons tout d'abord la distinction entre association partielle et
association conditionnelle et montrons alors l'insuffisance des méthodes

linéaires usuelles pour traduire la notion de liaison partielle.

5.2.1. Liaison conditionnelle et liaison partielle

X
1
Soit X un vecteur aléatoire p-dimensionnel, décomposé en X =[ ], de
matrice de variance-covariance : XZ
le 212
v o=
Z21 222
ol 222 est supposée inversible, Posons alors
-1
Tiea = Iy 7 2o Byp By

Définition 3.

On_appelle coefficient de corrélation conditionnelle des composantes
i j . - . ; ces s
2. p
Xl_gy X1 de Xl sachant X2’ la variable aélatoire le/Z définiepar

Pijra =
cu‘ . @
C;11/20‘33/2

ou Gij/Z est le terme (ij) de la matrice de variance covariance conditio

nelle de X, sachant X2.

1

Dans le cas d'un vecteur gaussien la matrice de variance-covariance
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copditionnel le est constante et égale a 2!1.2 (cf. GRAYBILL [381). Le
coefficient de corrélation conditionnelle s'interpréte géométriquement
comme le cosinus de l'angle formé par les facteurs résidus obtenus dans
la régression linéaive de Xt (resp. X{) sur XZ‘ Cette interprétation
géométrique simple conduit 8 définir un indice en termes de moindres
carrés sane référence a 1'hypothése gaussienne, obtenu par analogie au

CAS PAUSS ..

Déefinition 4.

2

gVec X%,

i
1
la quangite pij 9 définie a partir de la matrice le 5 PAr

On_appelle coefficient de corrélation partielle de X iXx, controlé,

a..
ij.2

L'équivalence entre ces deux notions est limitée aux distributions de
probabilicés pour lesquelles pij/2 est une variable p.s. constante,
associce i une fonction de régression linéaire. De nombreux contre-
exemples ont été proposés afin de montrer 1'originalité de chaque notion.

Nous rappelons ici ceux donnés par GOKHALE [37].

|

C.E

. 3
soit X = (x1, X%, X)), X, = !, %2
On suppose que Xl = X'ZX3 et que X2 et X3 soﬁt centrées et indépendantes ;

on obrient :

“13: = # 2 3:
p(xt/x x,) = %y E [x°/x x3]
Pyoy(xg) = selxy)
dfautre part
= s} = 0

Plg = P13 = Poy 12.3

Remarvque

La pratique usuelle consistant a résumer 1'information portée par la
variable pij/9 par son espérance, ne suffit pas & identifier les deux
notions, puisque on peut rendre E {pij/Z} aussi proche de £ 1 que 1'on

veut par le choix d'une distribution fortement dissymétrique.
f



C.E. 2 :

st 2
Soit X = (X!, X

, X3) et X, = (', X9
On suppose que
= z(X3) + U

z(XB) + V

s e
fl |

ot z(.) est une fonction non linéaire et X3, U, V sont des variables
indépendantes, de variance finie. Alors

Pras3(xy) =0
cependant

_ 3 2 3
Plp.5 = (V) V) = cov?(z, x%))+D
peut &tre rendu arbitrairement proche de 1 en faisant tendre vers O les
variances de U et V puisque ‘
2 _ 3 2 3 3 2 3

D = [ V(XY (Z) + V) - covi(z, XHIVE) V() + V() - CovVo(Z,X
Lorsque X}, X2, X3 sont observés sur une population finie, ces deux
notions distinctes se traduisent par des manipulations distinctes des
tableaux de tri croisé de X, et X,. La mesure de la corrélation condi~
tionnelle conduit en effet 3 construire une famille de tableaux de tri
croisé conditionnel i X3, indexée par les valeurs de la variable filtre
X3, cette opération est fort distincte des transformations nécessaires
4 la mesure de la corrélation partielle ; dans ce cas en effet le tableat
de contingence reste inchangé, et les codages des lignes et colonnes

. o s ~ . P 2
deviennent ceux des résidus de la régression linéaire de x! et X° sur X3.

5.2.2, Décomposition de la corrélation partielle

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que la métrice de variance
covariance conditionnelle est constante dans le cas‘gaussien s en
1'absence d'une telle hypothése, on doit distinguer les éléments de la
partition de 1l'ensemble des individus A induite par le vecteur qui
conditionne. Celui-ci joue donc un double rdle dans 1'analyse comme
indicateur qualitatif de cette partition et comme vecteur explicatif

dans la régression. Ces deux aspects sont &tudiés dans ce paragraphe.

1
2
dualité 3

X
L'analyse linéaire du tableau X = |X est associée aux schémas de
p.4
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*
e 5 I
1 €
V. =X. D °x,
-1 i 1 p ¢ i
' Vv, D V..=X. D °X
i i P 1] 1 p 1
= 1 > =
U D Diag(p)), p, > 0, 2 p, = I
‘L‘* F
1 ———3

X3 définir sur A la partition {Aj,j = 1,... J} de poids
qj=2 P, 3 = 1...d

aCA .
]

a
et dans Ei(i = 1, 2) la partition en nuages d'individus

P

3. Ta c o C
)(l {(}‘ld, q])’ a A_] ’ ]} l...J, 1 1,2}

de barycentres respectifs
i Pa

):-l= Dt
-5l L qj Xia
fC—;A.
0
et de forme quadratique d'inertie
is oy S B
Vi L PaZia Zja qj £ &

a€a.
] .
1 st alore 1a mati 4 4 ide J
— Vi est alors la matrice de variance associée au nuage}fi.

. . . w g e
La matrice de variance intra-classe Vi est alors définie par
W - ] -
vwWo=x vl
1 L

0

=

note D la matrice diagonale des poids qj et Gi le tableau

oL J
(‘:i = ({-zi_’ oo ey g-i)

1

.

a forme quadratique d'inertie des centres de gravité est associée a la
matrice de variance inter—classe :

W6 p fc,
i i q i

On retrouve la formule de la décomposition de la variance

v, = v e
L 1 1

De la wmime fagon, on obtient la décomposition de la matrice des covariances

croisées



Définition 5.

On appelle matrice de variance covariance partielle de x! avee X% 3 X3

—

contrdlé, la matrice
-1
V2.3 V12 " Vi3 V3 Vg

dont les &léments sont les covariances partielles & X3 contrdlé.

Proposition 3

Les éléments de la décomposition de V]2 3 ont pour expression
W W :

Via.s =V

b b -1

Vie.3= V2 " V3 V3 Vg
Remarque :

Le codage du vecteur X3 n'intervient que dans 1'expression de 1'é&lément

inter—classe.

Démonstration :

La régression de X, (1 =1,2) en X3 permet de construire les tableaux de

résidus (resp. barycentres).

- X, - -1 |
Y. = X, Vi3 V3 X3 (resp. E&) ]
et les matrices de variance-covariance associées :
j - t _ A3 tad -
Viks L PaYia Yo~ 95 B B B ET L2
a€A.
i
R B S -1 jt
Vik T4 Loy x, B3 V3 ~VigVy g3 Xt e
dEAj
-1 jt 3 ~1 _ A1t
oo tay Via Va3 B3V Vg T 95 B B

en exprimant le dernier terme de la somme en fonction des gi on obtient

le résultat aprés sommation.

)

b " -3t ]
v, =G, D = L q. B:
ik.3 e =
- j t 3 _ it -l _ -1 .3t
Do &Yy E BV VaTi Vst AT



R I 1
PRy Vig Yy sy ey Yy Yy
J

Jeio_ . 1 ioe 3 o_ § 9
Py By By TRy Romey g, Txg, = Vg (0=0,2,3)
j i tadj

d'oi

oo —vo vy

ik.3 ik i3 "3 "3k

Dans le cas o on étudie la corrélation partielle entre deux variables

x' et x2a x° contrdlée, la matrice des covariances partielles s'écrit :
w -1
. =V, + V. -V, _V
Yices T Vit Vi T Vis Vg Vi
v =

12.3 = 24y T4
j
W« cov. G, ¢)
12 7 WPV by
sy COV(X;X,) COV(X;X,)
i3 3 32 Var(X3)

on en déduit les Goefficients de corrélation partielle.
12,3

Py o =~
12.3 N RRTER

11.3V22.3

totale :

W
. W - VIZ. W
Pra.3 — Pia2
/vI Vs

Vb

12.3

b b
YVits Va3

Intra

Inter : pl2 3

auxquels sont associés les coefficients de régression partielle.

w b
o ) Via ¥ Vi,
12.3 "] b
Voo * Vo
W b
L & . V92,3 g
T w b Pi12.3 W b 12.3
Vo * Voo Vo * Vao.3
w b
Bw = Xlg Bb = Xlz'3
12, 7w 12.3 7 1B



Le coefficient de régression partielle s'écrit donc dans le cas général
fomme une moyenne pondérée d'un terme qui s'interpréte comme une
"moyenne" des pentes dans chaque nuage et d'un terme qui s'interpréte

comme la pente de la régression des barycentres des résidus.

Trois cas particuliers nous intéressent. Tout d'abord lorsque toutes les

valeurs de X3 observées sont distinctes (cas de l'absolue continuité):
_ b
Bla.3 " Bl2.3

Lorsque la variable contr8lée est dichotomique :
\'}

B12.3 812

Dans ce cas la covariance conditionnelle coincide avec la covariance

partielle., Lorsque les trois variables sont trichotomiques et de distribu

tion symétrique, on obtient le méme ré&sultat. Une telle situation se

rencontre en particulier dans le croisement des codages dérivés de trois

variables ordinales.

Le calcul de la corrélation partielle peut €tre faite dans le modéle
linéaire associé& A la dualité "individus-variables", ou bien encore 3

celui qui est associé & la dualité@ "paires—-variables".

Nous reprenons ici l'exemple donné par DAUDIN [24] dans le but de montre
la distinction entre mesure d'une corrélation partielle et mesure d'une

liaison conditionnelle.

Les calculs que nous présentons montrent que 1'étude de la répartition
des individus définit une notion d'interaction disﬁincte de celle qui es!
mesurée par des comparaisons par paires. Plus que le recours a la géomét:
du modéle linéaire, c'est cette distinction qui fait de tout indice de
corrélation partielle utilisant le codage des paires un indicateur inadaj

i 1'8tude de 1'indépendance conditionnelle.



Exemple :

Tris croisés de X,, X, fileré par X3

12 72
X. X
210 | 21 o i
X X
1\ i
0 3 i 10 0 2
Xy =1
{ 0 2 i 3 i

Tables marginales assoclées

X;] 0 | N X0 1 ) X, [ 0 |
i ] 2
0 3 3 0 4 2 0 3 | 3
| 3 3 | 2 4 I 3 3
) 2 1 2
Piy =0 Py =3 Pyy =0

Remargue

Dans le cas du tableau 2 x 2 :

2 ap =1
pe o=y b

Soit Zj le codage dérivé de Xi défini sur -les paires par la fonction

concordante sg(x), i =1, 2, 3.

On obtlient les tableaux conditionnels suivants ¢

[ { B
> |- o | N |- 0 |
- 3 110 |3 |6 -1 6 | 4 6 |16
Z, =
0 6 | 4 |e |16 0 6 |28 6 |40
| ol 4 |o 4 ! 6 4 6 |16
9 118 |9 |36 18 |36 [18 |72




Le tableau Z3 = - 1 s'obtient A partir du tableau Z = 1 par symétrie par

rapport & la ligne Zl = 0,

T _ . =T _ . =T - _.=0
12/z3 =1 12/23 = 1 12/23 1

La corrélation conditionnelle sur les paires est donc constante et nulle

par suite la corrélation intra-classe est nulle.

Puisque le codage est trichotomique, la corrélation partielle, égale &

la corrélation intraclasse, est donc nulle.

Lorsque 1'on raisonne mon plus i partir des paires mais sur le codage pa

X3 des individus, on obtient les tris croisés :

| ] ~
;><, -1 o i ;}3\\ -1 0 !
-1 6| 2 0 8 -1 ol 2 6 8
0 3| 14 3] 20 0 3] 14 31 20 X,
1 o] 2 6 8 1 6 2 0 8
9! 20 9 | 36 9 | 20 9
T = [% T WD e Q
b~ 3 b )

Ces calculs montrent que la critique faite au coefficient de Tchuprow

partiel fondée sur la remarque que

f%xz.s =0

alors que on a par exemple

) = | P(X, =X, = 0) P(Xy = X3 =0) ,
== # . ==X
2 - ~ 3

#

p(X! = X

s'applique a tout autre indice fondé sur un codage. Le paradoxe réside
en effet dans la volonté d'étudier la structure de dépendance a 1'aide

d'indices mesurant la liaison en termes de concordance entre les codages
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La décomposition proposée de la corrélation partielle, si elle permet
4'éelaiver la nature des probldmes rencontrés dans 1'utilisation du modile
linéaire, ne prétend donc pas résoudre le probléme di 3 1'emboitement des

espaces

4

.5 ®1n, CL, .
KooKy 13

B OS]

-

. . 2 - . :
La connaissance du projecteur sur L X X nécessaire au caleul de la sup

corrélacion, permet scule d'Gtudier les structures de dépendance.
s | 2

Lorscue 1'on veut étudicr la concordance partielle entre codages mulei-
dimensionnels, 1'étude de la concordance entre résidus issus d'une
régression multivariée, utilise la proposition 3 et les résultats du

aragraphe 5.1 pour construire des indices de corrélation partielle.
grag 1






ANNEXE

Cette annexe présente un ensemble de tris croisés construits artifi-

ciellement en collaboration avec Messieurs F, BON et G. d'AUBIGNY

dans le cadre de 1'école d'Informatique et Mathématiques en Sciences

Sociales du C.N,R.S. . Leur traitement, 3 1l'aide de S$.P.S.S. illus-

tre les différents concepts d'association présenté@s dans ce travail.

Les chapitre précédents nous permettent de classer les indices d'asso-

ciation calculés par ce logiciel selon le tableau ci-dessous.

ASSOCTATION
ECHELLE DEPENDANCE
LTIAISON
CONCORDANCE CONNEXION
NOMINALE U symétrisé (x) X v/x de GUTTMAN chi deux X2
A symétrisé (x) U y/x incertitude | V de CRAMER
C de contingence
ORDNALE 2 et T de dY/X de SOMMERg de PEARSON
KENDALL
"1 v de GOODMAN et
KRUSKAL
DYINTERVALLE | r de BRAVAIS n i/x rapport de.
et PEARSON corrélation

les indices marqués de (%) sont une forme symétrisée des

indices

de connexion correspondants, ajustés pour mesurer une liaison mutuelle.

I1s s'expriment comme une combinaison connexe de ceux-ci

(e
Az

Xroo ,2)

A

(e

X’m ’2) + I(I)Y’m ’2)

I(PY,oo

»2)

A

y/x *

Iy, 2% L(B,= ,2)

X/Y



A.2

I(P,1,1) (P

U
u o= Y/X o+
TR, 1,1 + 10, 1,T) /

g1 1)
I(Px,l,l) + I(PY,I,l)

U

Xy

ils réalisent donc un compromis entre les deux prédictions dissymétri-
ques possibles pondérées par la précision relative de chacune des pré-
dictions. Cette normalisation ne semble pas présenter de justification
interprétable du point de vue statistique, contrairement aux indices

de concordance qui s'expriment en termes de moyenne géométrique des
2

b ? rz,'gz de Tchuprov,qui n'est pas

coefficients de régression ( ©

calculé par S5.P.S.S.).

L'étude des tableaux ci-joints utilise comme ré&férence le numédro de

la page figurant sur le listage S$.P.S5.S. .

Le tableaux 63, 64, 65 montrent une situ—ation d'absence de liaison

fonctionnelle assocife 3 un fort &cart de 1'indépendance. Ceci traduit
le fait que les tris croisés présentés contiennent trois informations
dictinctes portant sur les marges, les codages et le tableau de con-
tingence. Ces trois &léments interagissent cependant : ainsi la compa
raison des tableaux 3 et 4 montre que la liaison fonctionnelle mesurée

2 ~ P . .
par o peut &tre augmentée par un jeu sur les effectifs.

Les tableaux suivants permettent d'&tudier 1'influence des codages :
les tableaux 3 et 19 qui se correspondent par la permutation des
lignes | et 3 et des colonnes 2 et 3 traduisent éﬁ recodage bijectif
laissant invariant les indices de dépendance, et les indices de liai~-
son entre échelles nominales - alors que la permgtation permettant de
passer du tableau 23 au tableau 24, change sensiﬁiement les indices

ordinaux.

Les tableaux 4, 16, 72 d'une part, 29, 33 d'autre part, qui se corres-
pondent par une transformation monotone croissante de codage des ligne
laissant invariants les indices d'indépendances, et les indices de

liaison entre &chelles nominales et ordinales.
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les tableaux 16 et 17 d'une part et 29, 3] de 1'autre qui se corres-

pondent par jecodage linéaire laissent invariants tous les indices .

Le tableau 4 et ses d8rivés montrent en plus une relation de carac-
tére dissymétrique traduit par 1l'écart entre les valeurs des deux

indices de connexion de méme type.

Les tableaux 14 et 27 se correspondent par une permutation sur les
cases qui ne s'éerit pas comme un produit de permutation des lignes
ct des colonnes. Tous les indices bougent, en particulier 1'indice A

est nul dans le tableau 27 malgré des indices de dépendance non nuls.

On présente dans les tableaux 33 3 42 une série de regroupement des
lignes et, on colonnes, montrant 1'influence d'une transformation
non exhaustive : on retrouve que le xz diminue. Les tableaux 23, 24,
25 et 26 montrent des situations de liaison symétrique (tableaux
carrés ) ou dissymétriques (tableaux rectangulaires) . Les tableaux
54, 55 et 78 montrent trois situations oid 1'indice de liaison mone-
tone 7y, ne tenant pas compte des exaequos, est &gal 3 | alors que

v

les autres indices de liaison monotone ne sont pas maximum.

Les tableaux 109 et {11 sont obtenus & partir du tableau 107 en con-
ditionnant par la variable sexe, afin de montrer la difficulté de

1'interprétation de 1'indice y partiel.
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A.40
ANNEXE 2

Nous présentons dans cette annexe une analyse en composantes princi-
pales d’un tableau constitué@ de 1'observation de 23 indices d'asso-
ciation calculés sur 500 tableaux de contingence 2 x 2 similés selon

une méthode de congruence multiplicative.

m
un+1 = g u {mod 2)

avec ici m = 36 , a = 64 155 708 247 et u

#
B

Cette étude s'inspire d'un article de WEISBERG [ 78] qui propose
d'effectuer un classement des indices selon le modéle de relation
parfaite pour lequel ils sont maximum et le moddle de non relation

pour lequel ils sont nuls.

Nous distinguons deux mod&les de relation parfaite suivant que la
variable dépendante est une fonction monotone stricte ou non de la
_ variable indépendante , appelds modéle 1 et 2.

Nous distinguons quatre mod&les de non relation .

le mode conditionnel est constant .

we

b : 1'effectif sur la diagonale principale est ggal a

1'effectif sur 1l'autre diagonale ,

as

1'indépendance statistique .

[T

les distributions conditionnelles sont uniformes (c'est le

modéle le plus strict) .



A4

Les différents indices sont :

Modéle Indices Formule
2
I ¢ ¢
I ¢ v /¢2
I a LAYX A Y/X de GUTTMAN
I a LAXY r X/Y de GUTTMAN
1 a LAMD ) symétrisé
ALPH p P.
L appelé odd ratio
P2 P2y |
o = 1
2 ¢ Q H'TT— = Y(YULE)
2 ¢ Y Vam 1 (YULE)
Ya + 1
I e KAPP 2(p 1Pyy = Py Pyy)
Py, Py P Py,
b © [-pyy * Py =y 2yl
bd 0 Py = vy g/ P P,
bb ce b =4 mpy) (pyp + pyy)
2 d CmA Max ('pll—pZI |/p.‘)| Py~ p22/p.2)
. 1 _ -
2 d Cmo LRSI Y 1o |+l ey, Py 1/ Pyl
9 PR | -
2 d TET 2 [ Max (pll’ p21) + MaXLKPIZ’pZZ)] 1
2 ¢ AR sin(g-Y) (approximation du tétrachorique)
2 c DYX coefficient dY/X de SOMERS
2 ¢ DXY coefficient dX/Y de SOMERS
2 c uXy
2 ¢ uYX coefficients d'incertitude.
I ¢ U
I ¢ LOGA log «

LAV /£ LIS, g



L'étude du listing montre que ces indices d'inégales sensibilité,
se classent du plus sensible : Q d'écart-type . 659,au moins
sensible : CC d'8cart—type .043 ; ce dernier indice étant toujours

fort puisque sa moyenne est de .933 &

Les indices @ et logybien que non comensurables sont fortement sensi-
bles - cette comparaison doit &tre lue avec prudence puisque certains
indices varient entre O et 1 alors que d'autres varient entre -1 et +I1
(il nous semble 3 postériori nécessaire de transformer les donnges
afin de faire disparaitre ce facteur d'hétérogénéitd) . L'étude de la
matrice de corrélation met en évidence 1'existence de deux grands
groupes d'indices peu corrélés 1'un 3 1''autre. On retrouve le parta-
ge donné par WEISBERG entre modéle 1 de stricteumonotonie et modéle 2
de monotonie faible ; on trouve un troisiéme groupe moins homogéne,
mais distincts des deux grands groupes contenant les trois coefficient
qui testent la relation nulle d'uniformité des conditionnelles (TET,

CmA, Cmo) - le coefficient KAPPA reste trés particulier.

Ces regroupements sont présentds dans le tableau suivant

2 .

e 2. 980 v . UY/X’ UX/Y’U ¥,Y,AR
z. 960 BY/X’DX/i
>. 940 V,A | Log A
=,
>. 920 AX/Y
>. 860 A X/Y CmO,CmA,TE?A
=. 780 0
=, 700 G
2. 600 K
2. 500 CmA,Cm0, TETA cC

I.a_. NIVEAU DE REGROUPEMENT RETENU POUR r :

- TABLEAU DES REGROUPEMENTS
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L'analyse centrée réduite montre que la dichotomie précédente détermine
les deux premiers axes. Le groupe associé au modéle 1 différencie les
tableaux suivant le premier axe : les tableaux bien représentés sont
caractérisés par 1'existence d'une diagonale fortement domiunante.: Le
groupe associé au modéle 2 différencie les tableaux suivant le deuxi&me
axe : les tableaux bien représentés chargent soit trois cases, soit
une diagonale qui est alors déséquilibrée. Le troisiéme axe traduit
1'opposition entre le groupe bien représenté CmA, CmO, TET & l'indice O
les tableaux bien représentés présentent une forte ligne ou colonne,
1'opposition se faisant suivant le degré d'équilibre entre les €léments

@ N
de cette ligne ou colonne, parce que O est une moyenne géométrique.

Les tableaux bien représentés sur l'axe 1| (resp. 2) sont caractérisés

par un coefficient o« faible (resp. fort) montrant ainsi que le modéle

de monotonie fort peut &tre.interprété en.termes d'écart a 1'Indépendance

alers que le modéle de monotonie faible nécessite 1'utilisation du coda-

ge pour étre modelisé et est donc interprétable en temps que modéle de

liaison,
Nous donnons dans cette annexe quelques uns des tableaux les mieux
représentés.

A @ sur 1'axe |

A, : sur 1'axe 2

A.. ¢ sur l'axe 3

Ainsi que le listage des résultats.

On a signalé par :

C.1. les tableaux ayant une forte contribution i 1l'inertie

de 1'axe précisé,

- -

C.0. les tableaux fortement corrélés a 1'axe spécifié.
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