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INTRODUCTTION

Le probléme qui sert de point de départ a 1'étude de
1'ensemble des questions, que 1'on regroune sous le nom de "théorie
des perturbations" est le suivant :

On considére un opérateur de la forme A(e) = A+e Il (1)
et 1l'on étudie

(a) la convergence lorsque € + 0O des fonctions pronres et
des valeurs propres de A(e)

(b) la localisation des valeurs propres et des fonctions propres
de A(e) a partir de celles de A

(c) le calcul des valeurs propres et des fonctions propres de
A(e) a partir de celles de A

On demande alors & [ d'@tre dominé en un certain sens
par A . De nombreux résultats ont &té obtenus dans cette direction
par Rellich, Nagy, Weyl, Kato,...

Mais la dépendance (1) de A(e) par rapport 3 e est
assez arbitraire et se préte mal i 1'&tude Je nombreux problémes, en
particulier ceux intervenant en analyse numérique.

Une solution est alors de se contenter d'imposer certaines
conditions sur le camportement de A(e) considéré comme Fonction
de €& , lorsque e ~» O . Cette manidre de procéder est appelée approxi-
mation spectrale en analyse numérique. Elle est bien adaptée a 1'étude
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de la convergence (point (a)). Par contre, 1'établissement de localisa-
tions (point (b)) est plus difficile. Une seule des méthodes développées
pour le probléme A(e) = A+e H reste disponible : celle des fonctions

de transrormation (cf. Kato [1]) , dans laquelle il est difficile de
tenir compte des particularités de H . Quant au point (c) , il disparait.

Aussi, notre intCrét se portant principalement sur les points
(b) et (c), nous avons préféré considérer H comme un paramétre et &tu-
dier par les techniques développées par Nagy et Kato (résolvante et inté-
gration dans le champ complexe), une famille du type A(H) = A+H .

Dans les chapitres 1 et 2, nous avons nrécisé 1'ensemble des H

pour lesquels les points (b) et {c) sont possibles.

Dans le chapitre 2, nous donnons un algorithme pour le calcul
d'un sous-espace invariant de A(H) a partir d'un sous-espace invariant
de A (et réciproquement). C'est une généralisation de la procédure de
Rayleigh et Schrédinger, c'est-d-dire du calcul des développements en

série de perturbation des valeurs propres et fonctions propres.

Dans le chapitre 3, nous proposons une extension des inégalités
de Kato-Temple : nous donnons des formules permettant la localisation d'une
valeur propre a partir d'une fonction propre “approchée“. Les résultats
démontrés au chapitre 1 interviennent de manidre essentielle dans 1'obten-

tion de ces résultats.

Dans le chapitre 4, nous montrons que les conditions que 1'on
impose au comportement de A(e) lorsque e+ 0 en apprbximation spectrale,
font que la perturbation H(e) (A(e) = A(0)+H(g)) appartient a4 1'ensemble
des H précisé dans les chapitres 1 et 2 pour lesquels les points (b) et

(c) sont possibles.
On obtient ainsi tout un catalogue de méthodes pour lesquelles il

est possible de calculer des corrections et d'obtenir des bornes d'erreur.

Dans le chapitre 5, les conditions imposées & A(e) sont moins
strictes que dans le chapitre 4, mais 1'on montre cependant que, modulo le
partitionnement de 1'opérateur A(e), les points (b) et (c) sont encore
possibles.



INTRODUCTION AU PREMIER CHAPITRE

L'exemple suivant permet de comprendre assez bien le contenu

du premier chapitre.

Soit T une application linéaire de (€% dans (€2 ,
€ é&tant le champ complexe, définie par la matrice (8 g .
T posséde deux valeurs propres : AO =0 et A‘ =2 .
On se propose d'étudier le comportement de A, relativement i des
perturbations H de T, H appartenant & 1l'ensemble [ des matrices

du type (2 g b,c e R .

Pour celd, on se donne un cercle T' de centre O et de rayon 1 , tracé
dans le champ complexe et 1'on considére la perturbation analytique

F3

kg
k4
ey

suivante de T

T(x) =T+xH x el
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La théorie des perturbations analytiques développée par Rellich et Kato
. . + .
notamment nous assure qu'il existe r ¢ R tel que si

D=1{xe€ , |x| <t} , ona les résultats suivants :

. ¥ x € D, aucune valeur propre de T(x) n'est sur 1 ,

. ¥xebD, il yaal'intérieur de T une et une seule valeur propre
A(x) de T(xX)
. 1'application x € D + A(Xx) ¢ € est analytique sur D ,

. 1'application x ¢ D » P(x) est analytique sur D ,
P(x) étant la projection spectrale associde 4 A(x) , c'est-a-dire
la projection sur le sous-espace propre associé a * A(x) suivant
1'hyperplan orthogonal au sous-espace propre associé 3 la valeur
propre A(x) de 1'application T* adjointe de T (7" est repré-

sentée par la matrice transposée conjuguée),

¢ Les séries de Taylor en 0 des applications Xx ¢ D » A(x) et
X € D > P(x) sont convergentes en tout point x de D .

Supposons que r soit supérieur 3 1 » c'est-a~dire que
1 €D . Nous avons T(1) =T+ H . '
Les résultats précédents nous donne alors 3 la fois une localisation des
valeurs propres de T + H (ou majoration d'erreur) et un moyen de calcul
de la valeur propre de T +H 3 1'intérieur de r . La localisation,
~C'est-a-dire 1'estimation de |A(1) - Agl  se fait par 1a majoration des
coefficients du développement en série de Taylor en O de 1'application
XeD»A(x) e € a l'aide des inégalités de Cauchy.
Le calcul de A(1) se fait de manidre itérative en estimant les coeffi~
cients de la série de Taylor. Ce calcul fait 1'objet du chapitre II.

Nous allons maintenant examiner la condition r » 1 , (@2

sera muni de la norme associée au produit scalaire usuel.



La valeur de r , donnée par la théorie des verturbations est
= (max |H R(z)")_' avec  R(z) = (T-z I)_I » Z €T
Zef .

et la condition r > 1, est traduite par

] < (max |R(z)Ip™" .
zel

A tout W appartenant 3 E : (0 b b,c ¢ R nous pouvons

faire correspondre un point de R? » d'abscisse b et d'ordonnée ¢ .

Soit Wp = {Hl ¢ E, tels que |jI|| < max HR(z)II"}
zel

Wo est représenté dans R? par 1'intérieur du carré unité

r

N

le calcul et la localisation des valeurs propres i l‘alde de la théorie
des perturbations peut donc se faire si la perturbation est de "norme
assez petite" (]l < 1 dans notre exemnle). Or heaucoup de méthodes
d'approximation utilisées pour le calcul des valeurs propres d'opérateurs
différentiels et intégraux ne correspondent pas d des perturbations de
norme petite (méthode des projections, méthode des quadratures appro-
chées,...) .
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L'objet de 1la premi€re partie de cette th&se est de montrer que 1'on
peut augmenter 1'ensemble WP de facon a inclure dans la théorie des

perturbations des situations qui ne semblaient pas en relever.

Dans notre exemple, le nouvel ensemble Up obtenu, est caractérisé .

par :

Up = {l ¢ E, tels que ma§ rayon spectral (H R(z)) < 1}
Z€

Un simple calcul donne que sa représentation dans R? est l'ensemble
des points tels que |bc| <1

N

&

AN

— N\
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Nous avons les résultats suivants (conséquence des résultats du

chapitre )

. ViHeU, , T+Il n'apas de valeurs propres sur p ,

. VH e UP , T +H aune et une seule valeur propre a
1'intérieur de TI' ,

° Si e UP , on désigne par A(l}) 1a valcur propre de T + U
a 1'intérieur de T et P(H) 1la projection spectrale associée.
Alors, les applications H - A(ll) et 1l » P(I) sont dévelopnables
en série de puissance de H convergente pour M ¢ UY ,

e VHe UP » 11 est possible d'estimer {A(O)—x(u)l: et de

calculer A(H) par itération.

On remarquera que nous avons A{(H) = A(0) pour tout H . U, se trou-

vant sur 1'un des deux axes de coordonnées. Ainsi la suite (lln)nEN

0 vn
H o= définit une approximation Tn =T+ H de T présentant
0

toutes les caractéristiques souhaitables pour &tre une "bomne' approxi-

o |-

mation de T vrelativement au spectre de T i l'intéricur de 1
les valeurs propres convergent et la distance entre les sous-espaces
propres tends vers zéro. Et cependant la perturbation n'est pas de norme

petite : “un” ++00  po> o Nous avons méme

"(T+Hn~z I)"H r+° L oprw . Vz el |, clest-d-dire que Ao

n‘est pas stable relativement a (”n)ne:N au sens de Kato [1] p. 437.!

Nous sommes ameng€s dans ce chapitre d considérer des applications d'un
espace de Banach complexe E a valeurs dans un espace de Banach comnlexe F.
Nous emploierons les définitions classiques suivantes (cf. Nachbin [1],
Hille et Phillips [1] , Sattinger [1] par exemple).



DEFINITION 1

Un polyndme P continu homogéne de degré m de E dans% F
est une application P : E - F telle qu'il existe une
application A m-linéaire continue de

B =g x ..., xE (m fois) dans F vérifiant

P(x} = A(x,...,X) ¥VxeE .

DEFINITION 2

Une série de puissance de x , de E dans F est une série
(e ]

de la forme I Pm(x) , Ph étant un polynSme continu homo-
mn=0 :

géne de degré m appelé coefficient de la série.

DEFINITION 3
Le rayon de convergence d'une série de puissance de x est le

plus grand r , O < r <« tel que la série soit uniformément
convergente sur toute boule fermée de centre O et de rayon p

avec O <p<r

DEFINITION 4  (Concept de Weierstrass)

Soit U un ouvert de E ,une application f : U~ F est dite
analytique sur U si ¥ X, € U , il existe une série de nuis-

o<

sance de X=X, I P (xx.) de @ dans:~F et un nombre
m=0 ° -

p > 0 tel que la boule ouverte de centre X, et de rayon p
O

soit incluse dans U et que f£(x) = I Pm{x—koj uniformément
m=0 :

en X appartenant i cette boule.
Cette série de puissance est appelée série de Taylor de f

€n XO.



RIMARE
Le théoréme de Goursat assure 1'@quivalence de la définition

de Weierstrass et de la définition suivante de Cauchy-Riemann

£ : U~ F est analytique sur U » 31 pour tout x e U, il existe
une application linéaire continue A telle (que
+ - I -
“f(xo h) - £(x)) - A)||

Iim - = Q
h0 [

c'est-d-dire si f est Fréchet-différentiable en tout point x_de U .






CHAPITRE 1

DEPENDANCE ANALYTIQUE
D'UN GROUPE DE VALEURS PROPRES ISOLEES. ET
DE LA PROJECTION SPECTRALE ASSOCIEE PAR
RAPPORT A L'OPERATEUR DE PERTURBATIOjN
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§ 1 - INTRODUCTION

= omoam oo mm o ==

Soit X un espace de Banach sur €

T un opérateur linaire fermé de domaine de définition
DeX,

p(T) 1'ensemble résolvant de T , c'est-a-dire
p(T) = {z « €, tels que T-z 1 soit une bijection de D sur X} ,

4 o(T) le spectre de T , c'est-a-dire le complémentaire

dans € de 1'ensemble résolvant de T ,

B(X) 1'algébre de Banach des opnérateurs linéaires continus
de X dans X , '

I' une courbe simple, fermée, primitive d'une fonction
réglée, orientée dans le sens trigonométrique et tracée dans 1'ensemble
résolvant de T , (cf. Dieudonné {1] pour ces définitions). Une telle
courbe sera appelée pvar la suite circuit, ,

R(z) la valeur au point z ¢ p(T) de 1'application
résolvante : R(z) = (T-20)"' ¢ B(X),

B(Z,Y) 1'espace de Banach des opérateurs lindaires continus
du Banach Z dans le Banach Y.

On définit alors P ¢ B(X) par :

P=- ?%? fP (T—zI)*] dz (au sens de 1'intégration des fonctions réglées
ou intégrale de Cauchy pour des fonctions d valeurs dans B(X)).
P posséde les propriétés suivantes (cf. Lorch [1] ou Kato [1])

2 _ " . .
P* =P : ondit que P est une projection

PP < TP : TP est une extension de PT .

De plus, enposant M=PX , N = (I-P)X , on obtient deux sous-espices
vectoriels fermés, invariants par T :

T™) < M

X=MON
T(N) « N
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Soit Ty M ~>M défini par TMX = Tx
TN : N> N défini par TNX = Tx

On a alors le théordme suivant de s€paration du spectre :

Le spectre de Tﬁ coincide avec la partie du spectre de T
a 1'intérieur de T

Le spectre de TN coincide avec la partie du spectre de T
a8 1'extérieur de T

On se,pfopose d'étudier le comportement d'uné partie du spectre
de T, situé a 1'intérieur d'un circuit T » lorsque 1'opérateur T
subit une perturbation. |

La structure de 1'espace des opérateurs fermés de X dans X
€tant pauvre (structure d'espace métrique), nous avons choisi d'étudier
des variations de T par 1'intermédiaire d'un espace d'opératéurs de
perturbation ayant une structure d'espace vectoriel. Cette fagon de pro-
céder (par opposition a la définition d'une famille d'opérateurs fermés
dépendant d'un paramétre (Cf. Rellich {11, Kato [1]), se retrouve i plu-
sieurs reprises dans la littérature pour des réalisations particulidres
de X et T :

Sinon [5] pour la perturbation de 1'opérateur de Laplace par des poten-
tiels de type Rollnick et Friedrichs [1] : définition de-la classe des
"gentle operators'. '
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§ 2 - ETUDE DE LTANALYCITE D'UN GROUPE DE VALBURS PROPRES

-:;:—‘:ﬁ‘“‘.-.“-‘_-—‘--—Q-———l—w—-._-.——.—_‘.—“o——————-—.—-

2.1. RAPPEL SUR L'ADDITION DES OPERATIMRS LINEAIRES,

Soit T’ un opérateur linaire de domaine de définition by,

Tz un opérateur linéairc de domaine de Jdéfinition b, .

Alors T]+T2 est défini sur Dy oD, par :

(Ty#Ty)x = Tyx+T,x

2.2. NOTATION

(X) désigne 1l'espace vectoriel des applications linéaires
) 8 P Pl

définies sur un s.e.v. de X contenant D et A valeurs dans X .

Soit :
r 1l'opérateur restriction qui & u € Lﬂ(X) fait correspondre sa
restrictiona D,

~

D le domaine de définition D de T wuni de la nome du graphe :

i lll = fxll + x|

D est un espace de Banach ( cf. Kato [1})

RIMARQUE
Soit z e p(T). Alors R(z) ¢ B(X,D) et

P=- ?%?’fr R(z)dz e B(X,D) .
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2.3. DEFINITION

H e |(X) sera appelé perturbation de T ssi 1'opérateur

T + i de domaine de définition D est un opérateur fermé
de X dans X .

REMARQUE

Notre définition est motivée par le fait que T+H &tant
ferm&, il nous est possible de parler du spectre de T+l .

Nous avons la caractérisation partielle suivante des perturbations de T

2.4. DPROPOSITION

Si H est une perturbation de T , alors r(H) ¢ B(ﬁ,X) .

Démonstration

T + v(H) est un opérateur fermé de D dans X . de domaine

de définition D car |||l > Ik .
D'aprés le théor@me du graphe fermé , T + r(H) « B(ﬁ,X) .
Oor T e BMD,X) . Donc r() e B(D,X) . |

2.5. CONSEQUENCE

Nous pouvons donc nous limiter aux éléments de- B(D,X).

Nous allons maintenant essayer de déterminer les &léments de B{ﬁ,X}

tels que :
. T + H soit fermé

. I' ¢ p(T+H) ensemble résolvant de T+ .
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2.6. DEFINITION

Une partie U de X sera dite équilibrée (par rapport

i 1'origine) si :

Vipe@ , Jul <1 , ¥xeclU , ux U,
2.7. NOTATION

Soit Z um espace de Banach complexe.

Pour A € B(Z) , rs(A) désignera le rayon spectral de A

rs(A) = tim /"

n-oo

. (ct. Kato [1] par exemple).

2.8. REMAROUE

PRGOS, S

Soit H ¢ B(D,X) et z o p(D).
R(z) appartenant i B(X,ﬁ) nous avons

H R(z) € B(X)
R(z) Il ¢ B(D)

2.9.  PROPOSITION

H

rs(it R(z)) = rs(R(2)H) , V z g p(1)

Démonstration

rs(H R(z)) B(X)

Lim | i R(z)"u1/n
ni*e .
R/

< dim T e
X B(X,D)

e B(D,X)

”1/11
B(D) -
<rs (R(z)H) .

On démontre de méme que :

rs(R(z)ID < rs(ll R(z)) .
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2.10. PROPOSITION (Vesentini [11)

Soit D un ouvert du champ Comélexe. Soit £ : DX une
fonction analytique dans D 2 valeurs dans une algébre de Banach com-
plexe X . Alors :
la fonction z - rs(f(z)) est sous-harmonique dans D .

2.11. COROLLAIRE

Les applications z e p(T) + rs(H R(z)) et
z e p{T) > rs(R(z)#) sont sous-harmoniques. En particulier, elles

admettent un maximum sur toute partie compacte de p(T).

Démonstration
On utilise le fait que p(T) est un ouvert et que 1'appli-
cation z ep(T) » R(z) € B(X,ﬁ) est analytique. L'existence du maximum

est due a4 la propriété d'une fonction sous-harmonique d'8tre semi-

continue supérieurement.

—X

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer un résultat de
caractérisation des perturbations de T . ’

2.12. THEOREME DE CARACTERISATION

Soit Un = {H ¢ B(D,X) tels que max rs(H R(z)) < 1}

Alors : zel .

U. est la plus grande partie A é&quilibrée de B(B,X) telle que :
¥VHe A , T+H soit un opérateur fermé de X de domaine D

VHe A , T c p(T*H) ensemble résolvant de T+H .
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REMARQUL

Les parties A équilibrées de B(ﬁ,X) sont les seules
qui présentent pour nous un int&rdt. kn effet, pour H e A, nous
aurons besoin de considérer {xil , x ¢ { » |x| < 1} pour pouvoir
obtenir des estimations d'erreur et la possibilité de calcul du

spectre de T + Il a 1'intérieur de T

Dénonstration

1) T +H, défini sur D est un opérateur fermé de X si
max rs(ll R(z)) < 1 . En effet :
zel

si rs(llR(z)) <1 , alors I +H R(z) est une bijection biconti-
nue de X . Soit alors :

A=R(z) (I+1HR(z))"!
A ¢ B(X,D) est inversible

A"']
.."

[}

(I + HR(z)) (T-zT)
A

T+HH-2z1
Donc T+t -z I admet un inverse ¢ B(X,ﬁ)
= T+H est fermé .

De plus, nous avons montré que :

M -z =R v HRE)T L
2) T c p(T+) : inmédiat d'aprés (1) .

3) UF "maximal'
Soit Vi €quilibré tel que Voo U
Soit Il ¢ VP , H{ HF . Alors

dz el tel que rs(ll R(ZQ)) > 1

r

Soit X, = rs{H R(zo))
-1 -1
x, R(zo) € VP et rs(xo H R(zo}) = ]
Donc & ped@ , |p) =1 tel que :
..] ’
T a(xo i R(zo))

_." ] - .
W= x U R(z) = (T - 21 - (x 1) ’H)R(zo)
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-1
Ponc Z € G(T-(xop) H)

Donc T ¢ p(T“(Xou}_TH) avec —(xou)_TH € VF

UF est donc "maximal'’.

Nous allons maintenant nous limiter au cas ol le spectre
de T & 1'intérieur de ' se réduit i un nombre fini de valeurs

propres isolées de multiplicité finie, ce qui est équivalent 3 dimen-

sion PX < + o avec P = - ?%T‘IF R(z) dz . (cf. Katé [t .

Nous avons le résultat suivant sur la caractérisation du spectre de

T+H 4 1'intérieur de T

2.13. THEOREME

Soit H e UP .

On suppose que dim PX = m < + « . Alors
dim P(DX = m , VHeUp

(P(H) = = ie S (T+H =27 dz ) .

(Donc le spectre de T + H & 1'intérieur de I' est composée de m

valeurs propres, comptées avec leurs ordres de multiplicités).

Démonstration

On considére la famille d'applications fz , Zel
10,11 » B(X)
x > £ () = (T +xH - zr)"1 e B(X)
fz , est une famille d'applications équicontinues :
Nous avons montré précédemment que :
£,00) = £,(x ) (I + (x=x) HR(z))"

d'ou



-2 _
"Ez(xj—fz(xo)ﬂ < Kfx-x ] avec :
max |1 R(z) ||

K = max |Jf (x )} 2e
zer  ° ° -] x-x  Jmax |l R(2) ||
zeT

si |x~xoi < (max |jn R(z)ﬂ)‘l
ze

1

Soit P(x 1) = - e f (T+xH-21) " dz

Ltapplication x ¢ 10,1{ » P(x H) est donc continue et il est facile
de voir que lorsque '

X +0 Px) » P

X + 1 P(x th) - P

On en déduit alors de maniére classique que dim PX = dim P(H) X
(cf. Kato [11 p. 34).

—

Nous avons donc montré que sur U, , il est possible de
définir 1'application suivante : '

H e UP ——s A(H) = moyenne des m valeurs propres
de T+ H al'intérieurde T ,
UP est la plus grande partie équilibrée de B(E,X) pour laquelle
les applications A(Il) et P sont définies. '
Nous sommes donc amends 3 étudier la répularité de ces fonctions.
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2.14. PROPOSITION

Up est un ouvert de B(ﬁ,X) .

Démonstration

On utilise le résultat suivant {cf. Bonsall et Duncan [1] »n. 260).
Si A e B(X) et si U est un ouvert contenant o(A) , alors il existe
un voisinage V de A tel que B ¢ V implique o(B) < U .
Soit H e Up

Soit z eI . @ nzo e R’ ¥ C e B(X) , ipik(x) f.nzo

rs(H R(zo)+C} < 1.
D'autre part :

N,
s, RV er ezl <u, o HR@RE) g <~
Donc

nZ
VCeBOO | [Cllgy <= » Vzel, lzz] <u,

o
rs(HR(z}) +C) < 1.

I &tant compact, on en conclut :

&n e R ¥CeBX, nan(X) <mn, rs(HR(z) +C) <1 , ¥zeT
Soit D e BO,X) , D]l . < nmax RGP «

B(D,X) zeT B(X,D)
alors rs((H#DIR(z)}) <1 , ¥z T

clest-d-dire H+D ¢ UP et UF est ouvert.
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2.15, TEOREML

On suppose dim PX =m < + o
-On considére les applications suivantes définics sur l'ouvert UF
de B(D X) :

HelUp - a(ll) e ¢ moyenne des valeurs propres de T +H 3

'intérieur de T s

Weup > ean = - oL Speraiean Tlaz e BOGH)

Alors
Ces applications sont analytiques sur 1'ouvert Up-

Leurs séries de Taylor en O sont convergentes en tout point H

de UP

Le rayon de convergence de ces séries est supérieur ou égal nour 1'appli-
cation H + A(ll) au supremum des rayons des boules fermées de centre O

incluses dans UF et est minoré pour les deux applications par

(md)( R(Z) ug()\ D))—l

zel

REMARQUE:

Les séries de Taylor en 0O de A1) et P correspondent
a ce que 1'on appelle en mécanique quantique "séries de Rayleigh-
Schrédinger' dans le cas o le spectre de T & l'intéricur de I' est

~

réduit 4 une seule valeur propre.

Démonstration

a) Analycité de M e B(D,X) + P(H) « B(X,D) sur Uy

Soit l% e U, , nous avons pour z ¢ I

r
Ry(@) = Ry (2 (I+(lklg)kﬂ ()"

: 1
si NN (z) ~
! 0!&( %) Wg, lk(x )

avec lﬁv(z) = (T+H—zl)_]
R” (z) = (f+H —Zl)
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Du fait que (I+(H-H )R(z)) est développable en.serie de
puissance uniformément convergente sur toute boule fermée de B(D X)
de centre O et de rayon 1 tel que

1

T < , on en déduit 1‘'analycité sur Ur de 1'appli-
max |R(2)|| =~
zel’ B(X,D)

cation H- P(H) = - wr /. R (2)dz .

b) Analycité de H e B(D,X) » A(ll) ¢ € sur Uy
Nous avons A(H) = % trace (T+H) P .
Considérons 1'application définie sur UF

HeBMX) -2 (T+H) P(H) « B(X)

Cette application est différentiable, sa différentielle Gﬁ en HO

étant 1'application :
Ve B(D X) » (T+H )P‘ V+V P{HO) e B(X)

Pé étant la différentielle de H -+ P(H) en HO

. - 1 (z) VR, (2)dz ¢ B(X,D)
P{“o Ve BBX) » - o 1y RHO Rno

En intégrant autour de chacune des valeurs propres de T+H a 1'intérieur
de T et en développant en sé€rie de Laurent Ry , on obtient que

P .. . Q. :
Pé V est un opérateur de rang fini et qu'il existe une constante

ko € N telle que rang P V<k o, ¥ Ve B(D,X)
(8] :

Ltapplication G é&tant différentiable, nous avons :

GQH) - G(H) - Gy (H-H) = e(H-H) 1[1{410}113 R
O

*

avec e(i-H)) + O si -t .~ ~0 ; 11 est alors facile
(0,X)

de voir (en utilisant 1'existence de ko )} qu'il existe k1 e N tel



que rang e(tl-1l ) < k VIl e B(D,X)
)2

" H
On en déduit que :

Itrace G(I1) - trace G(HO) - trace G (H-I%)] <
o

< Ky lle @) Ny xy 'h'—"""xa(f),m

D'od 1a différentiabilité sur UP de 1'application

He BOD,X) » A(I) € €

c) Convergence pour H ¢ UP , des séries de Tuxlbr en 0 des
applications H + A(ll) et H-> P> .
Llle provient inmédiatement de 1'analycité de ces applications sur
'ouvert U, et du fait que U, est équilibré (cf. flille et
Phillips (11) .

d) Rayon de convergence en 0 des séries de Taylor de P(ll) et

() .

L'application H -+ A(H) est évidemment bornée sur toute boule incluse
dans UP - Il s'en suit (cf. Nachbin [1] ) que la série de Taylor
en O de H > x(H) converge uniformément sur toute boule fermée de

centre 0O incluse dans UP . Toute boule de centre O et de rayon

inférieur 3  (max |R(z)|| . )~] est évidemment incluse dans U, et
: I
zeT B(X,D) |

oo

P(H) = - 7%7 IP R(z) & (N R(z))ldz est bornée sur une telle boule.

i=0

D'oi le résultat.



§ 3 - ESTIMATIONS D'ERREUR ET RENVERSEMENTS DES ROLES

bE T ET T + H

Les développements en série de Taylor en O des applications
H>A(H) et H- P(H) permettent le calcul pour H e UF de A(H) et
P(H) & partir de 1la donnée de A(0) et P(0O) (cf. chapitre 2), ainsi que
1'obtention d'estimation d'erreur & partir des inégalitées de Cauchy qui
permettent de majorer les coefficients du développement en série de Taylor.
Il est intéressant de savoir dans quelle mesure, il est pbssible d'échan-
ger les r6les de T et T+H a la fois pour le calcul et les estimations
d'erreur. Pour ces derniéres c'est le probléme d'obtenir des bornes
d'erreurs a priori et a postériori.

Nous avons le théoréme suivant :

3.1, THEOREME

Soit H ¢ UF » Z e T . Alors RH(Z) = (T+H~z)“T € B(X,ﬁ) existe

rs(H R(z))
et rs(H &1(2)) =

1-rs(H R{z))

Démonstration

H ¢ UP nous avons

R (2) = R(z) + R(2) — R(z))1
! i=1

d'ol - )
HR,(z) = ¢ (RN
gl i=1

Soit 7y un cercle tracé dans € , de centre O et de rayon 1 avec

s HR(z) < r < 1 . Nous avons :

_ 1 A -1
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et (cf. bowson [1] ) 1le spectre de |l lﬁt(z) est 1'image par 1'application

ﬁ du spectre de H R(z).

3.2, COROLLAIRE

Soit ”DE B(f),)() tel que max rs(li{) R(z)) <%— . Alors les
, zel
séries de Taylor au point “o des applications définies sur UF
H -+ X)) et H ~»P>@l) , sont convergentes au point =0

MO) = MH)Y + E X, (-1)
0 i=1 .1,!10 o
P{0) = P(}!O} + 3: Pi,ii (-1
1=1 o

o )\j y et Pi gy sont les coefficients de ces séries-~de Taylor en ”o .
» - » .

Démonstration

Il suffit de remarquer que, d'aprés le lemme précédent,

-l eU = {H <B(D,X) , max rs(iI R, (z)) <1}
o I‘,I!O ’ 2T {”0

et 1'on applique alors les théor@mes précédemment démontrds en remarquant

que la norme du graphe de T + ”o sur D est &quivalente a celle de D .

———— X
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3.3. THEOREME

Soit H e UF
On a les estimations d'erreur suivantes pour les valeurs propres :

Soit r = max rs(H R(z))
o}
zel
1
py =max fz - = 5 .|
Vooer o=yt
Si T est convexe, alors :
n rn+1
A - ¢ Ki(l‘l)lf_p] o Vnel
i=0 1—r0 '

ol Ai(H) est la valeur en H du polyndme continu homogéne de degré i
du développement en série de Taylor en O de 1'application H - AH) .

Démonstration

On utilise les inégalités de Cauchy (cf. Hille et Phillips [1] )
par exemple) et 1'on remarque que [A(n - A(0)] est majorer par o,

si I est convexe.
———X

En ce qui concerne les projections spectrales, la différence
P(H)-P n'est en général pas petite (cf. 1'exemple introductif). Aussi
est-on conduit a estimer (P(H)-P)P et (P(H)-P) PO . -
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3.4. THEOREME

Soit H ¢ UP

Soit ¢ 1la longueur de la courbe T

Hd

= max IR (2)
o Wl

R R(*) o
) IIR(z N;;(x)

]

g, = max |R(z) ~ HR (2}
2 rer i "B(X,D) "ﬂg hn(x)
Alors

. 2 )
fieean - _P)PNB(X 5 <o Pyl “is(X)

lean - peapll . < p, lhwanll

B(X,D) ~ 2 B(X)
l)énonst ration
PAn-P = 2%‘-1‘ Ip Ry(2) 11 R(2)dz
et donc (P(I1)-P)P = 3,1‘?; I Ry(2) 1P R(z) de

de méme

(POD-P)P(IN = «2% fp R(2) 1PQN R (2) de

On en déduit alors le résultat énoncé.
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REMARQUE

Les estimations d'erreur 3.3. sont domnées en fonction de
=max rs{H R(z)) . Nous serons amends dans les chapitres suivants

o
zeT
H et T particulidres 3 expliciter cette

et pour des applications

quantité.
Nous avons &tudié 1'application H » A(H) |, A(H) é&tant 1a

moyenne des valeurs propres de T + H 3 1'intérieur de T

m
AH) = %- by xi T D'autres applications peuvent s'avérer intéres-

i=1 "
L Nous avons la proposition

A

o B

santes, notamment H > 1
, M=

suivante :

3.5. PROPOSITION
Soit £ une fonction 2 valeurs dans € , définie et analy-

tique sur un ouvert contenant I et son intérieur.

L'application définie sur UF
. { W
H ¢ B(D,X) +~Af(H) == ifi f(Ai’H)
est analytique sur UP et sa série de Taylor en O estfconvergente
en tout point He U, .
De plus, si 1'on pose :

py = max  max if(z}-f(xi){

i.:},-o‘,}n Z€F

T, = max rs(ll R(z))
zel

On a 1'estimation d'erreur suivante pour H ¢ UF :
| ; oy

Ae(H) = % &, )] < p VneN
£ i=0 LI =T

QO
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ott Aj f(H) est la valeur en H du polyndme continu homogéne de

?
degré i du développement en série de Taylor en Ode 1 > A (H) .
Démonstration

Il est possible de faire agir 1l'application f sur
1'opérateur (THI) P(I) € B(X) :

FTHHPUD) = - "z“:ri“ o EQ (T4 P - w7V du
Les valeurs propres de E((T+HP(H)) sont égales 4 (A,

. i 10
i=1,...,m .

11 suffit alors de reprendre les démonstrations précédentes.
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INTRODUCTION AU DEUXIEME CHAPITRE

Les notations employées ici ont &té définies dans le
chapitre 1. On supposera dans tout ce chapitre que dim PX < + « ,

On considére le probléme suivant :

Est-il possible pour M e U de calculer
les temmes du développement en série de Taylor en O .des applications
H->A(ll) et H~ P(H).
Si oui, nous aurons un algorithme pour calculer le spectre de T + Il

a8 1'intérieur de T ainsi que 1la projection spectrale assocife.

Les relations vérifiées par [P(l1) sont :

I

P(H) (T+H1) = (T#D) P(ID

(M

]

P(H) P = P(H)
La méthode des coefficients indéteminés qui consiste éfieporter
1'expression de P :

Py =P+ & P.(ID)
j=1 1

1
dans (1) permet de construire un tel aleorithme.

Cependant, cet algorithme n'est guére intéressant car il nécessite des
Calculs trés complexes dus au fait que le calcul de P(Il) implique le
Calcul des sous-espaces invariants de T + H et de son adjoint.
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~

On est donc conduit a envisager le calcul d'une projection Q(H) dont
1'image soit un sous-espace invariant de T + H et dont la direction
de projection soit choisie librement. Une telle projection vérifie les

équations

(I-Q(D) (T+H) Q) = 0
S

(2)
oan qun = aun

Encore une fois, la méthode des coefficients indéterminds fournit un

algorithme.

Si le spectre de T a 1'intérieur de I est réduit é;ﬁne valeur nropre

simple A et si 1'on prend comme direction de projection pour Q(H)

celle définie par la projection spectrale associée & A , 1'algorithme

obtenu est le méme que celui fourni par la procédure de‘Schrﬁdinger (1}

qui consiste 3 appliquer la méthode des coefficients indéterminés au

Systéme

[

(T+xt) u(x) = A(x) u(x)

2
= + + + ...
U(X) u X U} X UZ

Ax) = A +x )\]+x2)\2+...

[}

u(x) &tant le vecteur propre de T(x)
associé a A(x) et normalisé par
P(u(x)-u(0)) =0

P etant la projection spectrale associde 3 A

Le choix possible de la direction de projection, que nous avons
mis en évidence se révéle en pratique trés utile : ainsi il est en général
préférable d'utiliser comme direction de projection, 1'hyperplan orthogo-
nal au vecteur propre associé a X » dans le cas d'une valeur propre
simple , X étant un espace de Hilbert.

La possibilité de pouvoir calculer une projection Q(H) associée 3 plu-
sieurs valeurs propres est aussi intéressante (cf. la différence entre la
méthode de la puissance itérée et 1la méthode de la puissance itérée simul-
tanée) et méme indispensable pour des raisons de mauvais conditionnement

des projections spectrales dans le cas de valeurs propres voisines.
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L'étude de la convergence de notre algorithme se rameéne i
1'érude de 1'analycité de 1'application

N e BD,X) ~ Q) e BX,D) .

Nous ferons cette €tude en reliant Q1) et P(11) , et mettrons cn
évidence un ensemble ouvert Vi &quilibré, sur lequel 1'application
est définie et amlytique.

L'enscmble VF bicn que contenu dans UF se réviélera assez grand en

pratique.

Sur le plan de la mise en ocuvre de 1'algorithme, nous avons
mis en €vidence la possibilité d'utiliser & chaque pas;de 1'algorithme
une itération de type point fixe. Ainsi 1'algorithme obtenu est de type
prédiction-correction, la correction &étant due & la présence d'un groupe

de valeurs propres.

Il est possible de déduire du systéme (2), A 1'aide du théoreme
des fonctions implicites, une &quation de type point fixe pour Q) .
On retrouve alors une &quation &tudiée par Rosenblomm [1] , Bloch [1] ,
Friedrichs [1] . Cette équation de type point fixe est intéressante dans
la perspective d'études de problémes de valeurs propres non-lindaires.
Par contre les conditions de convergence scmblent plus restrictives que
dans le calcul du développement en série de puissance de Q) , le

contrdle de 1'erreur semble aussi plus délicat.






CHAPITRE 2

ALGORITHME POUR LE CALCUL D'uN
GROUPE DE VALEURS PROPRES [ISOLEES ET
DU SOUS-ESPACE INVARIANT ASSOCIE
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§ 1 - INTRODUCTION ET DEFINITION DL

AN OO O ULTIARNMNORSNEIR SRS T e on S el e e e

LYAPPLICATION H > Qi)

At T

Nous reprenons les notations employées dans le chapitre 1.
Nous supposerons duns tout ce chapitre que dim X = m< +
Soit Xp k=1,...,m une base de PX .
On se donne m vecteurs de 1'espace adjoint de X , lindaircment
indépendants :

tels que {xk,ej) = ak,j ,  K,j=1,...,m

e k=1,...n

ekeX

On note QD la projection définie par :
m

Q.= L {°,e,)x
0 ke KK

Qa est une projection dont 1fimage est le sous-espace invariant asso-
cié aux valeurs propres de T & l'intérieur de T' . Elle vérifie
(I-Q) T Q, = 0.

Nous allons étudier le probléme suivant :

A quel ensemble équilibré Vp < U. doit appartenir 1,
pour qu'il existe des vecteurs xk,ﬂ , k=1,....m formgnt une base
de P X, et tels que (xk‘n,ej) = §j,k , k,j=1,...,m , ct pour
que l'application H ~» Qi) définie par ’

i1
QM) = & (+,e) x
Bt S ST

soit développable en série de puissance de [ convergente ?
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§ 2 - DETERMINATION D'UN OUVERT EQUILIBRE Vf c U ou

L'APPLICATION H - Q(H) EST DEFINIE ET ANALYTIQUE

Soit H ¢ Up . Alors P(H) est bien défini et nous pouvons
considérer (P(H)-P)QO comme un opérateur de B(X).

Soit vy le cercle de centre O et de rayon 1 tracé dans le
_Champ complexe.

2.1. PROPOSITION

Soit Vp = {H ¢ Uy | max rs (P()-P)Q, < 1}
Mey

Vi est un ouvert €quilibré non vide.

Démonstration
a) VF est non vide car O ¢ VP
b) V. est ouvert : la démonstration est analogue 2 la démonstration

2.14 du chapitre 1.
c) Vp est équilibré :

Soit H e V. . L'application u > rs(P(H)-P)Q, défini sur
un ouwert de @ contenant le disque unité est sous-harmonique
(cf. proposition 2.10).

Elle vérifie donc le principe du maximum et paf conséquence :
rs(PH)-P)Q, <1, Vued , |ul <1
Soit xeC , |x] <1 . Alors

rs{P(ux H)-P)QO <1 , Yuuey

Donc x H e Vi et VP est équilibré.
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2.2, THEOREME

VP est un ouvert &quilibré ncn vide sur lequel 1'application
H e B(ﬁ,X) + Qi) € B(X,D) est définie et analytique. En particulier,

la série de Taylor en 0 de cette application est convergente V I ¢ Vp-t
w
) =(%)1.i=] Qi(H)
Qi » 1=l,..., é&tant les coefficients du développement en série de
puissance.

Démonstration :

L'hypothése Il Ve et le fait que (% = Q, cntrainent que
rsﬂ{xP(H)—P)Qo) < 1. |

L'opérateur Q (P(I1)-P)Q, induit un opérateur de PX dans PX
gue nous noterons SO(H) .81 e Vi, (I+SO(H))—] existe dans B(PX).
L*application ¥~ P(ll) étant analytique sur Up 11' en est de
méme de 1'application I - SO(H). ‘ar composition d'apﬁliations diffé-
rentiables, on en déduit que 1'application |l ¢ V. » (I+SO(H))~] e B(PX)
est définie et analytique sur \i
I1 ne nous reste plus qu'a montrer que 1'onérateur P(H)(I+§£H))"ul) est

1'opérateur cherché : Q) .

En effet, I+SO(H) est 1'opérateur de PX induit par QOP(H)QO .
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Nous avons :
P(H) (T+5 (1) ™' 0, = PO (QP(/PX) ! Q, = V()
Vb(H) vérifie :

IAGEERAC
vV, an (1-q)) =0
V (DX = P(H)X

Ces trois équations montrent que Vb(H) est bien la projection Q(I)

que nous avons définie dans 1'introduction.

Qo
L x PCH) X

PCH)

QcHIx

X

ox (@ FLH)/px) " Qux
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§ 3 - ALGORITHME DE CALCUL DU SOUS-LESPACE INVARIANT

E N A T N N N I N R S SN NN RN NN SRN RS m RS e s o e AR

ASSOCIE AUX VALEURS PROPRES DE T + H A

PR — i = g R R R R I

e R

QU  vérifiant QDX = P(I) X , le calcul du sous-espace
invariant peut s'effectuer par 1'intermédiaire du calcul des termes de la
série de Taylor en 0 de 1'application H - Q(ll) .

L'algorithne s'obtient par la méthode des coefficients jhdéterminés

appliquée au systéme (1) :

(I-QUn) (r+nQ(y =0
(1)

Qun =Q ¢ T QD
i=1
Qi , 1=0,1,... é&tint les coefficients de la série de Taylor.

Nous ~avons la proposition suivante importante sur le plan pratique des

calculs.

3.1. PROPOSITION

Soit H e VP fixé.
VielN-I{0} , il existe m vecteurs Wy oo k=1,....,m ,
b k€ (I-Q)D tels que : a
n
Qi(”) = ki‘i{. ’ek) ui,k .
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Démonstration

Q(1) vérifiant Q, QU =0,
Q) Q, = o
0 ieN

Q; (1)

ii

On en déduit que Q0 Qi(H)
9 (1) Q,

i

ce qui se traduit par

m
Qi(H) = ki} (.’ek)ui,k ) ui,k € {I"QO)D

3.2. PROPOSITION

Soit H e VP , On pose QO(H} = QO .

Nous avons la formule de récurrence suivante :

(I-Q) T () - Q) TQ, =B,  ,  i=1,2,...

i-1
- avec B, () = -(I-Q)) H Q_(1) + 523 QD) H Q;_jq(H) +

i-1
+ I

Démonstration

Ce résultat se déduit immédiatement de (1) .

REMARQUE
I1 est important lorsque l'on examine 1'équation 3.2. de se
rappeler que

Qi(H)X c (I-Q,)D et Qi(H}Qo = Qi{ﬂ) > i=1,2,...



3.3 NILOREME
Soit N ¢ VF , fixé.
L= a1t | ( ‘] - = s . a 1= )
L'équation (1(%)[2 Z TQO Bi(H) admet pour i 1,2,... une

solution et une seule du type :

m
Zj = kf] ( ’ek)“i,k avec ui,k . (I*QO)D
De plus, Q) = (%)-* ~ L Zi la série étant convergente dans B(X,ﬁ)
i=1 '

Démonstration

Puisque 1l eV 1'existence d'au moins une solution est
| r
assurée.

Supposons qu'il existe deux solutions 7. et 7

1 2

Posons Z = Z] - Z2 . Nous avons :

(I-Qo) TZ-2T QO = 0

m

Z est du type kf] ( »e Juy , th € (l—‘%) D
Donc

m n

ki:] (-,ek)(I~QO)[' u - kf] (1 QO-,ck)uk =0
en particulier :

n g
(I-QO) Tu, - E (r Qb xi,ek)uk =0 R T=1,...,m.

k=1

L'espace vectoriel E engendré par les vecteurs U k=1,...,m ,

est donc un sous-espace invariant E de(I~Q0)T . Soit P, une projection

E
de B(X) sur E . Nous avons alors 1'équation :

PE(I—QO) T PE -1 Qo T Qo =0
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Pp et Q) étant des projections de rang fini, cette &quation induit
une équation matricielle qui n'admet (cf. Gantmacher {11) que la solu-
tion triviale Z = 0 si le spectre des matrices induites par

_ . R . .
PE(I QW) 1 Pp et QT @, est disjoint. C'est le cas, la premiére
matrice ayant son spectre a 1'extérieur de T (cf. démonstration du

théoréme 3.6) et la seconde a 1'intérieur.
Le théoréme est donc démontré.

3.4. EXIEMPLE 1

Supposons que X soit un espace de Hilbert de dimension
finie n . ‘

Soit (ek)k=1,...,n et (Xk)k=1,...,n » deux suites biorthogonales

d'éléments de X : < Xp,e; > = 6k,i > k,i=1,...,n .

Soit T un opérateur linéaire de X , admettant comme sous-espace

invariant 1'espace engendré par les vecteurs (Xk)k=l .
seees

avec m<n ,

Soit ' un circuit entourant les valeurs propres de T associées 3

ce sous-espace .
Soit H une perturbation de T que 1'on supnose apparténant a Vf .

On se pose le probléme du calcul du sous-espace invariant de T + H
associ€ aux valeurs propres de T + H 3 1'intérieur de T .

Dans la base (Xk)k=1

’
RN o}

T est représenté par la matrice T = (t..). .
I ! ( 13)1,J=1,...,n

= . . >
| E R
H est représenté par la matrice H = (hij)i,j=1,..e,n

hj,i =< H xi’ej >
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On considére les découpes suivantes des matrices T et

1] n-m it n-in

g " N—-‘—T-m
l, Fz ] ll1 ll2 m
T = il =
{ 0 1h n-m lI3 'lh n-m
m

Prenons Qo = El (',ek)xk .

L'algorithme du théoréme 3.3. consiste alors i résoudre 2 chaque pas

1'équation matricielle suivante :

(1) Tﬁ Zi - Zi T1 = Bi . 1=1,2,...
Zi et Bi étdnt des matrices n-m 5
Bi étant donné par :
Bj = ‘lls Si j=1
i~2 i-1
Bi = ~H4 Zi—l + R Zj H2 Zi~j-1 + Zi—l H] + § ZJ 12 Zi-] si i>2
j=1 =1 ,
m
1 0
1 m
® R 0 1
Posons 2 = L 7 et 17 =

Alors les vecteurs colomes de la matrice 7 forment une base du

sous-espace invariant de la matrice T + If .

La résolution d'une équation de type (1) est classique : cf. par exemple
Bartels et Stewart [1] : ‘“Algorithme 432, solution of the matrix

equation AX + XB = C''. cf. aussi Rose et Willoughby [1] n. 19,
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3.5. EXEMPLE 2

Supposons qu'il n'y ait a 1'intérieur de I' qu'une valeur
propre simple X ( m=1) et que la direction de projection soit choisic
telle que Qo = P projection spectrale associde a )

On pose QO = < %6, >u, . L'algorithme devient :

i-1
+ I < Hu, |, >u

(I‘P) (T“A)Ui = —(I_P)“ Uj._. i=1 l_J_'I 980 J

1
Ce qui donne, si S est la résolvante réduite de T au point X :
§ = [(I-P)(T-N) (I-P) / (1-P)X17"(1-P) |
i-1
Up T SHuy e 2 < Ui o108 > Uy
j=1
On retrouve la procédure de calcul de Rayleigh [1] et de Schrédinger [1].
On trouvera une &étude et des expériences numériques sur cet algorithme
dans Redont {1].

—_— %

Nous allons maintenant donner une méthode de résolution de
1'équation (I—Qo) TZ-2T Qo = Bi(H) , dans le cas ol les valeurs
propres de T a 1'intérieur de ' forment un groupe en un sens que
nous préciserons. On rappelle que Aj > J=l,...,m spnt les valeurs
Propres de T & 1'intérieur de T

-~ ’I m
On pose A = = LA
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3.6.  TIHEORIME
max Ay - A
i=1,...,m

Soit a

]

b = inf |x - X|
Xeo(T)-{Ai,i=l,...,m}

Si a<b , l'équation (1) (I-Qy) TZ -7 7T QO = Bi(n)
du théoréme 3.3. peut se résoudre par: 1'itération de type point fixe

, i=1,...
sulvante :
Lyt =55 Ty * S B, (1 ’ k=0,1,...

otl IO = (1—A)Q0 |
S0 est 1'inverse de 1'opérateur de (I%%QX induit par

(1-Q) (T-1) (1-Q,)

m
Z0 est du type & ( ,ej)uo,j s uo,j € (I—QO)D
m
Zk est alors du type j£1 ( ’ej)uk,j , k=1,2,...
m
Soit Z= L ( ,ej)uj la solution de 1'équation (1). La vitesse de
j=1 '

convergence des vecteurs N j vers les vecteurs uj , convergence qui

> ‘
a lieu dans X ,est réglée par le rapport g .

1
ol - enscuble
/23:1225 ‘résolvant de T
/
x>

¥ » points du
¥  spectre de T

— e
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Démonstration

A la décompositionde X : X = QO X6 (I«Qb) X
correspond la décomposition de T

QOX (I—\O)X
T1 T2
T = avec T1 X = QO Tx V¥ x ¢ Q0 X
0 T = -
3 TZ X = QD'TX ¥Vx e (I QO)X

Ty x = (I-Q) Tx V¥ x e (I-Q)X

Nous avons o(T) = G(T]) U G(TS) .

Il suffit pour s'en appercevoir d'observer que pour z e p(T)
nous avons : :

A A
-1 1 2 -1
(T-z1) ' = avec A1 = (T}uzI)
0 A -1
3 Ay = (T;-z)

D'autre part, O(T}) est &gal au spectre de T 3 1'intérieur de T
car be =PX .

Montrons que O(TS) est égal au spectre de T i 1'extérieur de T
I1 nous suffit de montrer que 0(T1) n G(TS) =@

soit A e o(Ty) . D'aprés 1'hypothése sur la nature du spectre de T
a l'intérieur de T , &Hpe € tel que A ¢ o(T+uP) . Comme
QOX =PX , T+ uP admet la décomposition suivante :

QX (1-Q)X

I 15
T + up = —
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L'égalité o(T+ul) = G(Ti) U U(TS) nous assure que A £ o(T3) .

Nous avons donc montré que  o(Ty) n o(T;) = §

En considérant 1'opérateur , les résultats que nous
0 T

venons de montrer sur le spectre de T} et 'l‘3 nous nermettent d'uti-

liser un théovéme de Holmes [1] (cf. aussi Iooss [1] ) :

¥e>0, il existe sur X une norme équivalente a4 la norme d'origine
telle que : .

er-0Qx]l < (ave3lio x| Vx eX

NT-Q) (-2 (1-Q)xll > (b-&) (10, )x]| VxeX

Considérons maintenant 1‘application F suivante :
: F_ . _
Ve B(QOX,(IwQO)X) —> S,V T, = 5 Bi(1) ¢ B(QX,(I-Q)X)
Nous avons :

ate

”F(Vﬂ“"("z)"B(Qox,(I«QO)X) < pe Vv, B(QX, (1-0,)X)

ce qui temrine la démonstration, 1'application étant contractante pour
une norme corespondant 4 un € assez petit.
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3.7. EXEMPLE

Nous reprenons 1'exemple donné en 3.4. oll nous avons 1'équation

matricielle :

Tp2; -2, T =B

Jous les hypothéses du théoréme 3.6., elle peut se résoudre par 1'itéra-
tion de type point fixe :

- ral . -1
Vk+1 = (T4 gn trace 11)1) Vk T1 + Ci

1 ~1
avec Ci = (T4 - Qﬁ trace T1)I) Bi

et Vk €tant une matrice n-m, m .
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§ 4 - ALGORITHME DE CALCUL DE LA SERIE DE TAYLOR EN O

DE L'APPLICATION H - ) (1)

Le développement en série de puissance de H - A(ll) :

&

A =’%—trace TP+ 3 Ai(n) qui est convergent si |l ¢ UP , s'obtient
i=1

a partir du développemant de I + Q(Hf) , développement qui veut se

calculer dés que M ¢ UI‘ mais qui n'est pas nécessaireient convergent.

4.1, THEOREME On pose Qo(u) = (_)0

Soit Il ¢ U, . Alors :

r
o m pom _ .
)‘i(”) == § (i Qi_](ll)xk,ek) o ): (T Qi(“)xk’ek) , 1=1,2,...
k=1 k=1
1 m [
La série — % (T x_,e, ) + I X.(l) est convergente dans € , de
ey KK

somme A(H) moyenne des valeurs propres de T + H a 1'intérieur de T
y prop

Démonstration

On utilise 1'€galité trace AB = trace BA :

() = Ltrace (run pe

- % trace (T+H) Q(l) P(H)
= % trace (T+I) Q)

bonc A; (1) = - trace H Q;_y (1) + L trace T o, (1)

1
m
Or trace ll Q_-l_|(H) = trace QO 1 Q-j,-](”) A

trace T Qi () = trace QT Qi (H) Qo

d'oli le résultat.
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4.2. EXEMPLE

Nous reprenons l'exemple 3.4. On obtient alors

1) =L | 1 -
A; (H) o trace H, it 5 trace T, Z, 1> 2
k](H) = % trace H1 + f?T trace TZ Z]

Z1 étant la solution de '1‘4 Z1 - Z] ’1‘1 = - H3
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INTRODUCTION AU TROISIEME CHAPITRE

Nous allons utiliser les résultats du chapitre 1 pour

établir des localisations de valeurs propres.

Soit X un espace de Banach complexe
* - « g s e
X" 1'espace de Banach des formes semi-lindaires
continues sur X .

On se dome une projection P de rang 1

p=Lay)y avec xeD,yeX et (x,y) #0
(x,y)

On étudie le probléme suivant :

Le nombre complexe %§5§¥l~ appelé quotient de Rayleigh est-il

"proche" d'une valeur propre de T ?

REMARQUE :

(Tx,y)

TX,Y = trace TP .

-

Une réponse partielle a cette question est donnsc par 1'inégalité de

Temple [1] :

Si

X est un espace de Hilbert

T est un opérateur autoadjoint de domaine D , borné inférieurement :

8§Ce R, < Tx,x > >C<x,x > VxelD,

Ay est la plus petite valeur propre de T supposée isolée du reste

p =

d

du spectre

< e,X >

XX X avec xeD , x#0

, . < Tx,x > . Lo
est la distance n = ;—}j§53- au spectre de T diminué de A]
>



- 56 -

Si n - A1 <d alors

al

ny <+ Axenft
— e

REMARQUE : Le théoréme du minimax assurc que n > A1
L'inégalité de Temple a &té généralisée par Kato [2] aux

autres valeurs propres de T : A7,A3,...

Les démonstrations de ces inégalités font un usage essentiel du caractére

autoadjoint de 1'opérateur. Nous naus proposons de trouver des localisa-

tions de mé@me type, mais sans 1'hypothdse T autoadjoint et X espace

de llilbert.

Pour celd, nous avons considéré la situation de perturbation suivante :

fi

TO + H avec T0

H

PTP + (I-P)T(I-P)

PT(I-P) + (I-P)TP

ce qﬁi, dans la décompositionde X : X = PX 0 (I-Pp)X ,

se représente schématiquement par :

PX  (I-P)X PX  (I-P)X -
T, 0 0 V

TO = I-I =
0 T, U 0

n = (Ix,) est une valeur propre de T, -

X,y

Nous pouvons alors utiliser les résultats du chapitre 1 pour estimer la

distance de n au spectre de T : il suffit de montrer que
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HeUp = (Ve BMD,X) | max rs V R(z) < 1}
zel

en évaluant rs (H R(2)) pour z ¢ I' |

Nous obtenons ainsi une localisation qui est une généralisation
des inégalités de Kato-Temple. Nous 1'avons notamment appliquée a la
localisation des valeurs propres d'une matrice presque triangulaire.

Tous ces résultats peuvent 8tre &tendus au cas de projections de rang
m < + < : on localise alors un groupe de valeurs pronres
{cf. Lemordant [y .






CHAPITRE 3

LOCALISATION D’UNE VALEUR PROPRE :
EXTENSION DES INEGALITES DE TYPE

KATO - TEMPLE
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§ 1 - INTRODUCTION

Soit X un espace de Banach complexe

T un opérateur linéaire fermé de X , de domaine

de définition D

X" 1'espace de Banach des formes semi-linéaires
continues sur X
l) = L"_X_)_

& % x avec X e D, y e x* , (x,y)_# 0

X est décomposé par I en somme directe de deux sous-espaces vectoriels
fermés : X = PX ® (1-P)X

T admet la décomposition suivante schématisée par :

TP vV l
T = soit z e D, z = Z2y *2y » Zy€ PX
U T
I~P[ z) € (1I-P)X
Tz = Tp zy + U zy * v zy + TI—P z)
avec :

Tp opérateur linéaire continu de PX définit par Tpzy = PTz,

i

U opérateur lincaire continu de PX dans (I-P)X définit par Uz1 (I~P)Tz]
TI—P opérateur linéaire de (1-P)X dans (I-P)X définit par“TI*pzz = (I~P)Tz2

V  opérateur linéaire de (1-P)X dans PX définit par sz'% PTz,

Nous somnes amenés a faire 1'hypothése suivante :
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1.1. HYPOTHESE

L'opérateur linéaire V de (I-P)X dans PX défini
sur (I-P)D est borné : sup Vzlly < + =

1.2. PROPOSITION

Sous 1'hypothése 1.1., 1'opérateur T
fermé de (I-P)X de domaine (I-P)D .

[-p ©st un opérateur

Démonstration

Soit une suite (un)négN » U, e (I-P)D , tglle qQue u >u

et TI-P u, *v.

Alors, TI~P u +vu =T u, -

V étant borné V u, *Vu et T u *Vu+v. Mais T est fermé,
donc ueD et Tu=v+Vu.

I-P étant linaire continue, on obtient que u ¢ (I-P)D et donc

= ! -3 -d1i X =)
T;_pu=v c'est-a-dire Ty p est fermé .

—_—X

Concernant la vérification de 1'hypoth&se T.T.; NOUS avons

la proposition suivante :
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1.3, PROPOSTTION
Si D est dense dans X de telle sorte que l'opérateur T*

adjoint de. T , de domaine D* soit définit.

Si P = %%i%%-x avec X e D, ¥y e D" , (LYY #O

alors V est borné.

Démonstration

11 suffit de s'apercevoir que V est la restriction a

(I-P)D de 1'opérateur linéaire continu de X : (T'P9)* .

—
1.4. COROLLAIRE
Si X est un espace de [lilbert
T est autoadjoint de domaine D
v (X)) 0
l —()*(‘:’)ET X » X ¢ D ) X #
alors V est borné.
e i

Sous 1'hypothése 1.1., nous sommes dans le cadre d'étude

employé au chapitre 1.

0 0 Vv

Tb + 1] avec ?b = I
0 TI—P u 0

i

[EURUR S—

ou T0 est un opérateur fermé de X de domaine D

H est un opérateur borné de X définit sur D .
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§ 2 - LOCALISATION D'UNE VALEUR PROPRE A PARTIR DE LA

o
.
it

THEOREME

* On suppose que V est borné et que n = %%Z§%1~ appartient 3
b

1'ensemble résolvant de TI—P ;

3

-1
On pose S = (Typ-nD s s =S|
> On suppose avoir déterminé a et e e R', a>s tels que :
k
VS Ul gy < aFe VkEN- {0}

alors si t =4 a2 ¢ < 1

1) Le spectre de T 3 1'intérieur du cercle de centre n et de
rayon 1/2a est réduit 3 une valeur propre simple X telle que :

A - nl< :'—“;‘? fvs U”B(PX)
2 ,
Don - SR < ¢ e VS Ul
1 ~-2—+ v 1-t :

2) Soit v 1le vecteur propre de T associé a )\ tel qhe

(v-x,y) =0 . Alors :

xlly < —2— s Ju xjj,
1T+ /1=t

bx +suxly < 2

sa*e |u X”X
/ 1 -5+ /T
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I I
IVSul= sup [VSUuf, = +L3UxE
. DX

u e X "X”
fluli=1

2.2, REMAROUE SUR L'OPTIMALITE DES LOCALISATIONS

Les localisations obtenues dans le théordme 2.1. sont optimales

au sens suivant
a partir de nombres Jdéfinis comme précédenment

4,6, |Vst]l pour les valeurs propres

u,c,s,”UxHx pour les vecteurs propres ‘
il n'est pas possible de trouver des fonctions de ces nombres qui majorent
les quatre différences étudiées et qui soient, pour un jeu de valeurs
données, inférieures aux ndtres.

2.3.  REMARQUEE SUR LA MAJORATION D TYPE ak £

a) La plus simple majoration de |l SkU“ s'obtient en posant :

a =S|l . e = Ui v
On retrouve alors une localisation établie par Fiedler et Ptak [1] dans

le cadre d'opérateurs lindaires continus ;

b) Nous pouvons aussi poser

a= sl . e=max SUL LSUL vl

On retrouve alors unc localisation établie par Redont [1]. Elle est
intéressante notamment dans le cas od [|S UJ| est "petit" comparativement

a |isi ol

c) Nous utiliserons, au paragraphe 3, un choix de a et e trés
différent des deux précédents et adapté 3 la situation traitée,
c'est-a-dire tenant compte du fait que la matrice T étudide est
presque triangulaire. Dans ce cas, ni | , |V ni Jjsufl , |vS|| ne
sont petits, de sorte qu'aucun des deux choix précédent de a et e ne

permet de vérifier la condition t < 1 ,
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Nous allons maintenant énoncer un corollaire du théoréme 2.1.,
montrant que nous avons obtenu une généralisation des inégalités de

Kato-Temple (cf. 1'introduction & ce chapitre).

2.2. COROLLAIRE

Soit X un espace de Hilbert complexe

T wun opérateur autoadjoint de domaine D

< e,X >
P=— X , xeD , x#0
<X,X >

= <Tx,x >
< X,X >

d 1la distance de n au spectre de Trp -
On suppose d > O

S = (T;_p-nD)"~'
2l

U* 1topérateur adjoint de U

[}

t

Si t <1, il existe une valeur propre simple de T , isolée, telle que :

™ s ul|

2
[A-n] < —=—o
T 1+ /T

o en majorant [U* S U||l par ||| (U] 2

2 1 |mx-nx]]®

[A-n| < :
!“1+/17-°t‘d 2

inégalité du type de celle de Kato-Temple.

2.3. DEMONSTRATION DU THEORBME 2.1.

~

1)  Nous allons eommencer par montrer que le spectre de T i

1'intérieur du cercle (n, é%) est réduit a une valeur propre simple.
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Le spectre de Tb est composé de m et

du spectre de T qui lui-méme se

I-pP
N trouve & 1'extérieur ou sur le cercle de

centre n et de rayon s7! .

L'hypothése a > s nous assure que le

cercle P(n,«£§) est tracé dans 1l'ensemble

N
\\\\\\__’///// - résolvant de TO

D'aprés le chapitre 1, il nous suffit donc de savoir a quelle condition

It e UF avec
Up = (W ¢ B(D,X) | max rs(W R(z)) < 1)
Zer

oll 1'on a posé R(z) = (Tb—z I)_] .

Etudions rs(ll R(z)) en tenant compte du fait que P commute avec R(z)

et que 1l vérifie :

AP = (I-P) H P
H(I1-P) = P U (I-P)

rs? (11 R(z)) = rs( N R(z) 1l R(z))
Or PX et (I-P)X sont des sous-espaces invariants de {i R(z) H R(z). Donc
rs(H R(z) 11 R(z)) = max [rs(ll R(z) H R(z) P),rs(il R(z) H R(z)(I-P))]

En utilisant la fonmule de commutation :
rs (AB) = rs (BA) ,

on trouve

rs(H R(z) I R(z) P) = rs(ll R(2)P H R(2))

i

rs(l R(z) It R(z) (I-P))
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Posons x = ﬂiﬂ‘ .
0

11 nous suffit donc d'étudier la quantité

rs(H R(z) 1l R(z) P)

1

[ R(z) 1 R(z)x ||

2a |1 R(z) 1 XOH

I1 nous faut &liminer =z . Pour cela, on développe R(z) en série de

Laurent au point n

R(z) = - 1 p zo(z—n)i gi*1
1:

et 1l'on obtient :
rs (HR(2) HR@P) < 22 T (X [ KT iy
T k=0 <@ ©
or I s$¥TH )= v sy

En utilisant 1'hypothdse du théoréme : [V sk uj| g_ak e on obtient la

condition suivante pour que HO € UF
4 a%e <

2)  On pourrait pour établir les localisations, utiliser comme au

chapitre 1, les inégalités de Cauchy. ‘
Mais €tant donné les propriétés de H , elles‘he seraient pas

optimales. |
Nous allons pour estimer A-n employer la méthode dite énumératrice
(c£. Bloch [1]) qui consiste tout simplement a compter le nombre de
termes intervenant dans les formules explicites du dévelonpement en série
de Taylor de 1'application H - A(ID) valeur propre de TB +H .

* On observe tout d'abord que les polyndmes du développement de degré
impair sont identiquement nuls :
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d'aprés Kato [1] p. 79, nous avons ( on note tr pour trace ) :
, \n
LI Gl § R n
A“(HJ = o IF tr(lt R(z))" dz

tr (U Rz)H™ P+ e (1 RE)D (1-P)

n

tr (1 R(z))"

tr P (1 RN P+ otr (1-P) (1 R(2))™M(1-P)

oit 1'on a utilisée la propriété trace AB = trace BA et P2 = P .

Les propriétés HP = (I-P)IIP et H(I-P) =P U (1-P) , le fait que P
commute avec R(z) entrainent que si n est impair P(H R(z))n P=0
et (I-P)(1I RENHM(I-P) =0 d'od le résultat cherché.

i

Etudions les termes d'ordre pair du développement :

k k

Mo = 2= X trace HS ... 1§ 2"
- ko+. .4k, =2n-1
1 2n
k; >0 ; i=1,...,2n
ol 1'on a posé S° = -P en tenant compte de :
w = (r-py n p H(I-P) = P II(I-P)
ki
s1p=o k, > 1
S°(I-P) = 0 . trace AB = trace BA
On obtient : ,
1 kl :k
Ay (1)~ 5 trace HS "HS® ... HS"HS®
n ky*...+k =2n-1
n

kilz 1

1 n ki
Ao = = b) T trace HS * H §°

" oko+ootk =2n-1 i=]

1 n
k. > 1

1._
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n k.
Calculons le nombre de termes du type T trace HS ' H S°
i=1

intervenant dans 1'expression de A n

c'est le nombre en facteur de x“"! dans le développement de
(x4 ) (xax+. 00 oo (xx2e L)
\\‘""“““"“‘\v— S
n fois
o encore le nombre en facteur de X"~ dans le développement de
- (2n-2)!
(-:I—:—-—) 3 C'&St-ﬁ-dire .
x (n-1)!(n-1)!
Montrons maintenant que :
1 (2n-2)! ) A o
n ‘1/2
m-N!'m-11 2
En effet :
n-1
-1

Clyz = 51— G G = Ve X G =0+ 1)

¢l .3 %5 x...%2n-3 _ 2 (2n-2)!
1/2 M n M nl (1)

11y 1A T +A
d'ou 1'égalité. n X.

En remarquant alors que chaque temme 1 trace HS ! [ S° contient un
i=1 :

€lément trace I S 11 S° , on obtient :
n
4 n 2n-2 n-1
lAZH(H)l 5.72. c1/2 a £ v s ul

Mgn0) < =Yy 4 a® o™ Vs

d'oli
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Dea] < gy (1= /T=Ta78) |V s U

c'est la localisation cherchée.

En prenant 1'expression de AZ(H) , on obtient la seconde localisation.
3) Il nous reste & &tudier la majoration de 1'angle entre x
et v le vecteur propre de T tel que (v-x,y) = 0 d‘aprés Xato {1]
p. 92 nous avons :
v-x = =S(E-P) (I+1 S(1-P) - (A-n) S (1-P))~} N x.
comme Hee-ry = p u(i-p)
on a v-x = -S(1-P) (I-(A-n)S) ! 1t x

on dédait facilement de cette égalité, les localisations énoncées.

4)  Optimalité des localisations

0 - B
Il suffit de considérer la matrice T =
B
1 1
et x = y =
0 0

Les inégalités données dans le théoréme deviernnent alors des égalités

si1'on prend a =y' et €= R



§ 3 - LOCALISATION DES VALEURS PROPRES D'UNE MATRICE

3.1. EXEMPLE

1 1 1.6
Soit T = 0 5 1

_0.001 0.001 9

On se propose de localiser une valeur propre de T 4°'l'aide de la

0
projection P = e, eg avec e, = 1
O-.
En reprenant les notations du paragraphe 1, nous avons :

o1
Tp = (5] U =
| 0.001
B 1.6 ]
T, . = V=00 1]
Pl o001 9 |
- 1.677"
S:
0.001 4

On observe que ni U , ni V ne sont "petit" au contraire de V S U

qui est le nombre se trouvant 3 la base des localisations du théordme 2.1.

I1 nous suffira donc de déterminer a et ¢ tels que

vsku)<ake viken- (o)
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REMARQUI:
Pour démontrer le théoréme 2.1., nous avons considéré la

sitvation de perturbation suivante :

1 0 1.6]
T = 16 + I avec TO = 0 5 0
0.001 0 9 |
0 1 0]
I = 0 0 1
.0 0.001 O |

On voit que la perturbation H n'est pas de nomme “petite". Elle
appartient cependant a 1'ensemble U, défini au chapitre 1 (pour un
circuit convenable).

Jour trouver la majoration de type akez du théoréme 2.1. nous

aurons bhesoin du lemme suivant :

3.2, LIMME

Soit X un espace de Banach

T un opérateur linéaire fermé de domaine D tel que
0 € p(T) 1'ensemble résolvant de T

Il un opérateur linéaire continu de X
On pose s = 'an“ »oogp =g, €, = s ey / (1—615)
Alors si g 5 < 1

0 e () et Jjeran Kok g_k(s+ez)k“ c, VkeN
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Démonstration

I1 suffit d'utiliser les développements suivants :

(1~x)“1 = T4x+x?+. .,

ak-bX = (a-b) (a¥ T4k Zpe. bk Ty

—

3.3. LOCALISATION DES VALEURS PROPRES D'UNE MATRICE PRESQUE
TRIANGULAIRE

n
L'espace X = €' est muni de la norme ||| = [xif .
i=1

La norme d'une matrice A est définie par :

n
IAll = max z Ja, |
j=1,...,n i=1 1]

On €tudie la localisation d'une valeur propre d'une matrice T carrée

b

de taille n , & éléments réels, 3 1'aide du théoréme 2.1.

On se donne une projection P définie par la matrice antiscalaire
' t - . .8

e. e. , e. étant le i°
i i

i fixé € (1,...,n) .

MC vecteur de la base canonique,
Nous avons alors, dans les notations du paragraphe 1

ii ,
Ty_p matrice obtenue & partir de T en enlevant la colonne

et la ligne 1 .
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t.' i
t. .
- i-11 . .
R N V=t aty by e oty )l
i+l i
ni -
On note R, ,, la partie triangulaire supérieure de TIwP
i-1 n
w= 1 |t .} e = ¢ |t. .| 0 = ute
j=1 Ji u j=i+1 i u
vV = max !ti.l € = max |t .} v = V+ev
j=i+l,...,n Y Voog=1,...,i-1 1)

y = gy - tiil)—1"

™
|

1 - ”Tl_p - R]_p“

: . . . k
Nous allons maintenant rechercher la majoration de type a € de

v s¥u |

~K P - -k " . _ _k‘ _ -~k ,‘ _ -k
5% = (T _ptyy) [Ty pty) "=(Ry_p-ty3) 71+ Ry p-ty5)

le pranier temme se majore a 1'aide du lemme 3.2.
1! nous reste i étudier V(R]_p~tji)"k U en tenant compte du fait que

(RI_P—tii)"k est une matrice triangulaire supérieure. On obtient
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.)‘kUH Elsﬁ(u e, * € V)

”V(RI—P_til u

1 «
IV L _p-tyy)

_ _ -k k-1 n
(RI~P tii) ]U|’§‘k(5;+€2) €, U-V

Soit en regroupant

| vskuj<ake V keN- {0}
avec a =2 (s,+e,)
7 1752

€ =g u v (S]+EZ)_1 + §~(u et €, V)

v
CONSEQUENCE
si e, 5, <1 et 4a’e<1

le théoréme 2.1. nous fournit une localisation d'une valeur propre de T
dans un voisinage de tii .
Ces deux conditions sont vérifides si la matrice T est "presque

triangulaire'.

3.4. EXEMPLE

Nous reprenons 1'exemple 3.1. Nous obtenons

u =1 e = 0.001 u = 1.001

u
v =1 € = 0 v =1
-1 " -0.25 0.1
Ry _p-t.. 1) =
I-P i 0 0.25
s, = 0.35 €, = 0.001 e, = 0.00012
d'oi a=0.52 e = 0.001

t =4 a®>e =0.00108
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Le théoréme 2.1. nous assure alors l'existence d'une et d'une
seule valeur propre de T se trouvant 3 1'intérieur ou sur le cercle
de centre 5 et de 0.0005 . Elle se trouve donc, puisque T est a
~81éments réels et que les valeurs propres sont nécessairement complexes
conjuguées, dans l'intervalle [4.9995,5.00051 (Elle est en fait égale
a 4.99969).

3.5. APPLICATION AUX ALGORTTIMES DE CALCUL DES VALEURS PROPRLS

Dans le cas de matrices non symétriques, les méthodes stables
de calcul des valeurs propres fournissent des matrices de forme presque
triangulaire.

I1 est cependant nécessaire, pour pouvoir utiliser le theoreme 2.1. de
calculer "la matrice erreur'. Il est possible de procéder ainsi
{cf. Wilkinson [1]) pour 1'algorithme OR :

Soit ~ uane matrice carvée dtordre n
L'algorithme QR de calcul des valeurs propres de A fournit une matrice
triangulaire R & blocs diagonaux 2 x 2 non consécutifs et une matrice
orthogonale X tels que :

AX - XR = E
Ltanalyse d'erreur assure que E est de 1'ordre de la précision machine.
Chaque &élément de la matrice E peut 8tre déterminé en accumulant le
produit scalaire impliqué, en double précision avant d'arrondir.
Ssi F=xX"E alors :

XVAX=R+XTE=R+F

La matrice calculée X étant presque exactement oxth0ﬂonale on peut

calculer la matrice erreur F par X E .

REMARQUIE

Les blocs diagonaux 2 x 2 correspondant & des valeurs vropres
réelles ne posent pas de probléme car ils peuvent €tre 81iminés par des
transformations orthozonales avant le calcul de la matrice erreur. Dans le
cas de blocs correspondants a des valeurs propres complexes, il est possi-
ble de triangulariser le bloc & 1'aide d'une transformation unitaire. On

obtient alors une matrice 3 deux lignes et deux colonnes d €léments comnlexes.
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INTRODUCTION AU QUATRIEME CHAPITRE

Le probléme que nous allons étudier ici se trouve formulé dans

le traité "the theory of sound" de Lord Rayleiph [1] publié en 1877 :

"The rigorous detemmination of the periods and types of vibration of a
given system is usually a matter of great difficulty, arising from the
fact that the functions necessary to express the modes of ‘'vibration of
most ¢ ' ous bodies are not as yet recognised in analysis. It is
therefore often necessary to fall back on methods of approximation, refer-
ring the proposed system to some other of a character more amenable to
analysis and calculating corrections depending on the supposition that

the difference between the two system is small'.

A la suite du développement du calcul sur ordinateur, un grand
nanbre de méthodes ont &té proposées pour obtenir une approximation 'I‘n ,
neN , d'un systéme représenté par un opérateur T : méthode des &1é-
ments fFinis si T est un opérateur aux dérivées partielles, méthode des

quadratures approchées si T est un opérateur intéagral,...

Le probléme de calcul de corrections n'est anparu que plus récemment.
p H

C'est ce dernier probléme que nous allons étudier.

Nous allons montrer que si T est un opérateur linéaire compact
ou 8 résolvante compacte, si 1'approximation (Tﬁ)ne N ©st une approxi-
mation au sens habituellement utilisé en théorie spectrale , il est pos-
sible si 1'on considére la situation de perturbation suivante :

T=T +q1 . PR,
N ) avec !nl T In
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d'utiliser 1'algorithme développé au chapitre 2 pour calculer les &léments
propres de T & partir de ceux de Tn . Le contraire est également pos-
sible, c'est-d-dire le calcul des éléments propres de Tn a partir de
ceux de T , et correspond & la perturbation suivante :

Tn =T ~ ”n avec Hn = T—Tn

Pour obtenir ces résultats nous seront amends i caractériser les approxi-

mations d'un opérateur compact et i résolvante compact.

Nous donnerons une définition de la (Tn) stabilité& du spectre
de T qui correspond 3 une propriété nécessaire pour avoir une approxi-
mation convenable : qu'une valeur propre isolée de rultiplicité m soit
approchée par m valeurs propres.

Enfin, nous terminerons ce chapitre par deux exemples numériques.



CHAPITRE 4

CORRECTION D'ELEMENTS PROPRES PROVENANT D'UNE
APPROXIMATION D'UN OPERATEUR COMPACT OU

A RESOLVANTE COMPACTE
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§ 1 - INTRODUCTION

Soit X un espace de Banach complexe
T un opérateur linéaire fermé de X de domaine
de définition D
o(T) le spectre de T
p(T) 1'ensemble résolvant de T
R(z) , z € p(T) 1la résolvante de T au noint z

D 1'espace de Banach obtenu en munissant D de la

norme du graphe.

rs(A) le rayon spectral de A ¢ B(X) .
1.1. DEFINITION

4§l

n

)

ne N €St une suite d'approximations de T ssi

*V¥neN, ’l‘n est un opérateur linéaire fermé de X de domaine de
définition l)(’l’n) = 1)

"Vxebd , |-Txlly 0 , now
*Vzep(T) , & no(z) tel que Vn > no(z)

zep(T) et ¥xeX , "R“(z)x—R(z)x[& 0, nove,

REMARQUE

Ces hypoth&ses sont classiques (cf. Chatelin~Lembrdant [2],
Kato [1], Vainikko [1] par exemple) .et vérifiées par la phjpart des
méthodes d'approximation utilisées en analyse numérique. (cf. para-
graphe 6 exemples numériques).
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1.2. NOTATIONS

Nous avons T = Tn + (T—Tn) . Nous noterons T - Tn par Hn .
D'aprés la proposition 2.4. du chapitre 1 nous avons -Hn ¢ B(D,X).
Soit z e Q(Th) . Rn(z) désigne la résolvante de Tn au point z .

1.3. PROPOSITION (Kato [1] p. 427)

Soit K une partie compact de p(T) .

& noe N tel que ¥n > n,os Rn(z) existe ¥ z ¢ K et la conver-
gence de Rn(z)x vers R(z)x , x e X est uniforme sur K .

1.4. DEFINITION

Le spectre discret de T est formé de 1'ensemble des noints X
isolés de o(T) , tels que, si I' est un circuit isolant X du reste
de o(T) , et tracé dans p(T) :

. ) . o
dim PA X=m<+ avec Pk = §ﬁf~f? R(z) dz .

Tout point X du spectre discret est une valeur propre de multiplicité
finie m .

1.5. DEFINITION

Le spectre discret de T est dit (Th)-—stabié si pour tout
circuit T tracé dans p(T) et a 1'intérieur duquel o(T) est rédduit
a une partie finie du spectre discret de T , & n, telique ¥n i_ng
le spectre de Tn a 1'intérieur de T est discret et le.. nombre des
valeurs propres comptées avec leur ordres de multiplicité, de T et

Tn a 1'intérieur de T , sont égaux.
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REMARQUI:

~ 1
5 " . At . e } I e e
Pour n assez grand, [ &tant compact, ln i fF Rh(z) dz

existe et nos hypothéses entrainent que V x ¢ X , ﬂpnx«Pxﬂx >0, n+
avec P = - ?%? [, R(z)dz . Et donc (cf. Kato [11) dim P X > dim PX .

La (Tn)-stabjlité du spectre discret de T consiste donc a4 demander que
dim P X < dim PX .

1.6. PROPOSTTION (Kato [1] p. 438).

Jn suppose que le spectre discret de T est (Tn)-stable.
- Soit ' en circuit tracé dans p(T) et a 1'intérieur duquel o(T) est

réduit 3 une partie finie du spectre discret de T .

. - _ 1 _ 1
Soit P = ZﬁT'fF R(z)dz , Pn = _'QET'IP Rn(z)dz
Alors
“(1’,]4’)1)"3()() + 0 n -+«
NP -2l gy ~ O n -
REMARQUE

La proposition 1.6. permet de montrer (cf. Kato.[1] p. 436)
la "convergence' des sous~espaces invariants. On est d'autre part,
assuré de la convergence des valeurs propres de T, a 1'intérieur de T ,
vers celles de T .
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§ 2 -~ APPROXIMATION D'UN OPERATEUR COMPACT

Soit T e B(X) un opérateur lindaire compact de X .
(Tn)ne:N » T, € B(X) une suite d'apnroximations de T .

Ho=T-T e BX) .

2.1. RAPPEL

Le spectre d'un opérateur compact est composé d'une suite au
plus dénombrable de points de @ ne pouvant admettre que O comme point
d'accumulation. 3
Tout point # O du spectre appartient au spectre discret.

Nous avons les caractéristiques suivantes d'une suite d'approxi-

mations (%JHEN de T :

2.1. THEORIME

Une candition nécessaire pour que le spectre discret de T soit
(Tn)—stable est que rs(Hn) 0 , n~ o,

2.2. COROLLAIRE

Si X est un espace de Hilbert complexe
T est un opérateur compact autoadjoint

Tn est, ¥ne N, un opérateur autoadjoint
alors : '
une condition nécessaire et suffisante pour que le spectre discret de T

soit (Tn)~stable est que :

“Hn”B(X) + 0 s
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Démonstration

On raisomne par 1'absurde.
Supposons que rs(T—Tn) £ 0 , n~>w,
- I1 existe alors une suite (An)ne;N de points du spectre de 1~Tﬁ ,
tels que ]Anl = rs(T—1h) . Plus encore (cf. Dowson [1] p. 9), ces points
sont dansle spectre ponctuel approché de T—Tn
VneN , u (xp)pE N lkpu =1 , lim M(T—Tn~k x |l =0

)
p—)m n I
Par conséquent, il existe une suite (un)ne-N telle que :

o e -
(=T )y -2u ~0 > avec | fj =1

(M

lknl >c >0 V¥neN ¢ @étant une constante

Le théoréme de Banach-Steinhaus nous assure que les opérateurs T—Th

sont uniforméments bornés. Il existe donc M ¢ R tel que.
!Anl <M , ¥neN . Nous pouvons donc supposer que An >l » Mo

Soit ;
(2) (1%1h)un—koun +0 , npnroe avec Ao #0

Deux cas peuvent se présenter ;

a) A, e o(T)

Alors T étant compact et AO non nul,  -A, est une valeur
propre isolée de multiplicité finie m . Soit T wun circuit tracé dans
p(T) et isolunt —AO du reste du spectre de T . '

Soit z ¢ I' . D'aprés la proposition 1.3., 4 n, tel que Vn>n_,
Rn(z) existe et Vx e X, Rn(z)x + R{(z)x uniformément sur T .

Rn(z) peut s'écrire (cf. Kato [1] p. 181 )



moP o s(i) D? .
R (z) .z}[ 2 + _E} e 1 Rn 0(2)
SR T {z”ki,n)
ol
Ai o sont les valeurs propres de Tn da l'intérieur de 1
3
P, = les projections spectrales assocides
¥
Dy n les opérateurs nilpotents associés
b4

Rn,o(z) vérifie Rn,o(z) = R,n(z)Qn = Q, Rn(z) avec

Qn = I-Pn et Pn zaw-fr R (z)dz
[Tn}nE N étant une approximation de T nqus avons :
R.n(z)Qn x > R(z)}{(1-P)x n -+ o soit
R ’O(Z)X 4'Rb(z}x n-> o avec :
p Sk
R(z) =ﬂ_z+ko - kil E;:;~§R+l + R (2)

Nous avons encore

zir fp @) TR (2)xdz » s () TR (z)xd”

avec Zﬂl fF (z+k )" R (z)dz = § = résolvante réduite de- T au point
Calculons = J (z+X )h1RA (z)dz
2my T o n,o '

Soit Sn(z) 1'inverse dans (I-Pn}x de 1'opérateur induit par
(I~Pn)(Tn~zI)(I~Pn) .

Nous avons (pour z+k0 assez petit} :

8$,(2) = S (A )T + z‘ (242 ) 5, (- }
1_

-\

o
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On en tire
g £ (2! Ry o@) dz = 8 (-3} (1-R)
Nous avons donc montré que :
(3) Vx eX , Sn(~A0)(I—Pn)x -+ Sx N -+ o

T Etant compact, on déduit de (2), qu'il existe une sous-suite (uk(n))neN

de (“n)neN et v e X tels que

(4) Tk(n) Uk(n) + AO Uk(n) - VO + 0 1l » o
en utilisant (3) , on obtient :

k() 1 Uiy Aoy =5V » 0 n>e
soit
(5) (I_Pk(n))”k (n) - S VO + 0 n -+ o«

Nous allons maintenant montré qu'il est possible d'extraire de
D y Q \PITE . ‘
lk(n) Ug(n) Une sous-suite convergente :
D'aprés Kato {11 p. 439, Pn peut s'écrire :
m n :
Y= 5 (e .fMp - 5
b kil ( "k)[n X ou {x],...,xm} est une bgse de P
, n n x Uk ..

est une base de PX et {t],...,fm} est la base de P X adjointe

de 1a base (P «x SPox )l de PX .
n n m n

100

-n . - P
De plus les f sont uniformément bornés (cf. Kato (1.

k
DPonc :
mn
- k(n
Pen) Yy = o Mk 55 Py 4
e +> N -k(n)
avec Pn xj xj et l(uk(n)’ij )' < M1 », ¥neN.



- 90 -
On en déduit 1l'existence d'une sous-suite uj(n) telle que
b. u. >V n > o
jm Tjm) "1
En utilisant (5) et en posant vV, =S v, + vy
](1’1) —;-0 n > o
En reportant dans (2) et en utilisant le fait que
T x~>Tx n - o
n
on obtient :

AO u](n) n -+ o

ce qui est impossible car A #0 et ““;(a)“
I1 nous reste 3 examiner le cas —AO £ o(T) .

b) —KO e p(T)

Pour n assez grand, Rn(~ko) existe et d'aprés le théoréme
de Banach-Steinhauss, il existe M ¢ R tel que

R (A<M ven.

En multipliant (4) par Rn (—AO), on obtient :

Uk (ny = Rigny (RodVo 7 0 n>e
En reportant ce résultat dans (1), on obtient :

IR(-A v -2 u

(T-Ty () k) ~© n e

soit Ao Uk(n) +0 , n->wo,ce qui est impossible car Ao #0

et byl = 1
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2.3, THHORLME

Une condition nécessaire et suffisante pour que le spectre

discret de I' soit (_'l‘n) stable est que :
rs(Hn R(z)) » O n >
uniformément sur toute partie compacte de p(T) .

Démonstration

la condition suffisante est une conséquence immédiate des
résultats du chapitre 1 . Nous nous limitons donc 3 la démonstration
de la condition nécessaire. Soit K une partie compacte de p(T)

I1 nous faut montrer que :

Ve>0 , &n, e¢eN tel que ¥n>n

0 0

r:;(lln R(z)) <e VzeK

Nous allons faire un raisonnement par l'absurde et nous ramener d la

démonstration du théoréme 2.1.. Nous supposerons donc que :

-

ae >0 tel que Vno , .'sn>no tel que :

rs(nn R(zn) > € Z, € K.

Soit An un point du spectre ponctuel approché de Hn R(zh) tel que
A = e '
2= rsa Rz

IL existe une suite (u ) telle que :
nneN

m ‘ (’!"-T“)R(zn)uu - Anun + 0 n~> e

avec Hunﬂ =1, A >e VneN
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Nous pouvons supposer (voir la démonstration du théoréme 2.1) que
An + AO £0 .
Nous avons :
T R(z) =1+ z R(2z)
1

D'oi R(z) = 27T+ K(z) avec K(z) =z ' T R(z)
K(z) est un opérateur compact.
En se reportant 4 (1) , on obtient :
~1
(2) T Rn(z)un - Tn K(zn)un *z, Tn u, - AO u, +»O n - o

Z, @appartenant a une partie compacte de p(T) , nous pouvons supposer
ue z_ - = K . :

a n ZOCK

Nous pouvons aussi supposer que Zs #0 car si 0 ¢ p(T) 1'espace X
est un espace de dimension finie et la démonstration du théordme devient
triviale.

Nous avons :
”K(Zn)‘K(ZO) ”B(X) +0 n -
”R(Zn) -R(ZO)“B(X) >0 n-+®
T(z) et K(z) étant compact, nous pouvons supposer que
r Rn(z)un - T K(Zn)un > vy n > o
En utilisant (1), on obtient :
(3) (T-Tn)R(zo)un - Ao u 0 n >
En utilisant (2) , on obtient :

4 T u -X2 z u + >0 + o
() n n O 0O n ZOVO n
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Deux cas se présentent

« p(T)

En opérant comme au théoréme 2.1. on arrive i

a) AO Z,

u +RA z)z v +0 n - o
n o o

(o}

ce qui en reportant dans (3) donne une absurdité

b) AO z, € a(T)
On définit Sn(z) comme au théoréme 2.1. et en faisant agir sur (4)

Sn(AO z,) on obtient :
-~ oo
(1 ln)un * oz, S v, > 0 n -

puis toujours comme au théordme 2.1., on montre 1'existence de v ¢ X

tel que

uory n o

ce qui dome une absurdité en se reportant a (3) .



- 94 -

§ 3 - CORRECTION DES ELEMENTS PROPRES APPROCHES D'UN

On suppose que le spectre discret de 1'opérateur linéaire
Pp q pe P

compact T est (Tn)stable .

On considére un circuit T tracé dans p(T) et entourant une partie
finie du spectre discret de T .

@n e«N tel que ¥n 2mn, , R (2) existe Vzerl .

On pose alors :

UF = {H ¢ B(X) l max rs(H R(z)) < 1}
zel

UP,n = {H ¢ BX) | max rs(H Rn(z)) < 1}
zel

On se donne une projection Q de noyau quelconque et d'image PX

Soit P = - 7%? fP R(z) dz .

. __ 1 -1
Soit P(H) = ?%T'IP (T+H-zI} ~dz , H e UF
On pose :
y={uel, u=e » 0<8<2m

Vp={leU | max rs(PuH)-P)Q < 1}
Hey

Vp ={H € Up | max rs(P_(uD)-P )0 < {}
o ' ey D)
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avec :
. Qn une projection de noyau quelconque, d'image P, X et telle
qu'il existe M eR | ”%Jhi(X)-f M , ¥neN
v P = - Fp R (2)dz
n

P ‘ o = —1
. l)n(}l,!l) = = fI‘ (}nﬂjﬂ zI) ' dz

3.1, THHOREME

Pour n assez grand , ”n e Upn UPn
I1 est donc possible d'utiliser 1'algorithme décrit au chapitre 2 pour
calculer la moyenne des valeurs propres de T ou de Tﬁ a 1'inté-

rieur de T

Démonstration

Le théoréme 2.3 nous assure que pour n assez grand,

Hn € Up , et en utilisant le théoréme 3.1 du chapitre 1, on obtient
que H e Up .
n ,0

On rappelle que
PX est le sous-espace invariant de T associé aux valeurs propres
de T & l'intérieurde I , '
Pn X est le sous-espace invariant de Th associé aux valeurs

propres de Tn a 1'intériewr de T .
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3.2. THEOREME

On pose TLn =T +11Hn s Wel

Si Vne €, (Tun)

(définition 1.1) alors pour n assez grand, Hn ¢ ¥ f Vrn,' IL est

neN €St une suite d'approximations de T

donc possible de calculer P X 4 partir de PX et PX a partir de
Pn X & l'aide de 1'algorithme décrit au chapitre 2.

Démonstration

Comme u Hn e Up pour n assez grand, le spectre discret

de T est (Ihn) stable et nous pouvons appliquer la proposition 1.6 :
“(p(u H}})-P)ptbcx) +> 0 y n -+ w

y &tant compact et 1'application p - P(p Hn) définie sur un ouvert

contenant le disque unité, &tant analytique (cf. chapitre 1), la conver-

gence est uniforme en U ey .
Comme de plus :

rs(P(u H)-P)Q < {|(P(u H)-P)Pl ey IR (xy

on en conclut que Hn e V) pour n assez grand.

Montrons maintenant que Hn € Vf pour n assez grand .
n

Nous avons Tu—i,n = Tn +44Hn .
La proposition 1.6 nous donne alors :

(1) P, (i Hn)~P)PUB(X) >0, nwe

Nous avons :

s(B (e H)-P)Q, < M IR, (u H)=PIP g

< M IR, Gu H ) - (P =P +PP ) g )
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Comme d'aprés la pronosition 1.6 : H(Pn-P)l"n{h(X) >0 , N+,

on obtient :
rs{(P(p Iln) -P Q) <My H(l”n(u l’!n)—l’n)P[k(X) + g(n)
avec en) 0 , nore

Comnme “(I’n-d’)!’nﬂ(x) 0 , n~+o | on obtient :
es((PQr 1) -P Q) < My IR, (0 1) -P)Plly gy + €Cn)

la compacité de y et 1'analycité de u - .Pn(u Hn) entraine alors
avec (1) que rs((P(u ll“) -Pn)Qn) +0 , n-=* uniformément par
rapport 8 U e Yy .

Donc Hn e Vi pour n assez grand.
n

3.3. EXEMPLE

. Si (Tn)n e N est une approximation collectivement compacte

de T (cf. Anselone {11 ) , c'est-a-dire
Tnx-*'l‘x , nre = Vx X

Un “n Bl est relativement compact

(Bl €tant la boule unité fermée de Xj,

ANy N 3 P .
Les théorémes 3.1 et 3.2 s'appliquent car (Tn)ne N

(et donc (Tu 'n)ne N ©st une suite d'approximation au sens de

la définition 1.1. (cf. Anselone [1]) .
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Des résultats numériques sont donnés en 6.1.

§ 4 - APPROXIMATION D'UN OPERATEUR A RESOLVANTE COMPACTE

R N R O N TN N N T T N N O o N E N T T S e T S e

Soit T un opérateur linfaire fermé de X , de domaine de
définition D , 3 résolvante compacte :

8z ep(T) tel qué R{(z) ¢ B(X) soit un opérateur compact. Le spectre
de T est réduit au spectre discret.

Nous avons les caractérisations suivantes d'une suite d'approximations
(Tn}n%:N de T :
4,1, THEOREME
Une condition nécessaire pour que le spectre de T
soit {Tn) stable est que :

Vzep(D, rs(Rh(z) -R(z)) ~ 0 n-+wo

4.2. COROLLAIRE

Si X est un espace de Hilbert complexe
T est un opérateur autoadjoint 3 résolvante compacte
Tn » N ¢ N, est un opérateur autoadjoint
une condition nécessaire et suffisante pour que le spectre de T
soit (Tn) stable est que :

¥zeop(D, HRn(z)—R(z)HB(X) >0 n-+owo |
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4.3. THEOREME

Une condition nécessaire et suffisante pour que le spectre

de T soit (‘I‘n) stable est que :

- . _ -1 |
v Z, € o(T) , r:t,(R_n(zO) R(ZO))(R(ZO)—-ZI) 1-0 n -+«
uniformément sur toute partie compact de 1'enscmble résolvant de R(zo) .

Démonstration

Vu la correspondance entre le spectre d'un opérateur et celui
de sa résolvante (cf. Kato [1]) , et les résultats démontrés au para-
graphe 2, il nous suffit de montrer que (Rn(zo))nE N z(') e p(T) est
une suite d'approximations de R(zo) , c'est-a-dire :

Vze p(l'{(zO)) , 8 no(z) tel que V¥ n > no(z)

z e p(R (z))) et VxeX R (z)-2) 'x - (R(zo)~zl)“'xnx +0 now

Nous avons formellement :

§

gy - — - .’1
(ln ZOI)(I z(T*:Hn zOI))

z z+1  _
o N 1

(R, (z,)-zD) !

li

. 1 .. .
(R, (z)-21) =g (T -z, DT -

z z+1
1 - o
z (rn ZOI)Ru ( z )

K

-1
m (l{n(zo)~zl)
(1) nous assure K no(z) tel que V¥ n _>_n0(_z) , Z € p(lln(zo)) .
L'équation résolvante nous donne :

(R (z)-zD 7RGz )-21) 7 = -(R (z)-2D 7 (R (z,)-R(z)) (R(z ) ~2D) "
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I1 nous suffit de montrer que V z ¢ p(R(zO)) s

-1
&M e R tel que H(Rn(zo)—zI) !b(X) <M , ¥neN

Considérons le domaine de définition D de T muni de la norme || A n
Iill, = Dl + Iim xlly X D

D est alors noté ﬁn .
Nous avons Rn(z) € B(X,ﬁn)

T e B(D_,X t Tl . <1
n € h ) € ” n”B(Dn,X) =

Il nous suffit, d'aprés (1), de montrer que

aM tel que [R (2)]| . <M ¥neN
" UBGD)

soit X € X ;

IRy @xll, = HIR (2)xlly + Ifr, R (2)xlly

1

IR, C)xlly + lx+z R (2)xlly
et le théoréme de Banach-Steinhaus assure que &M ¢ R R
IR, (2)llp iy < M VneN

donc &M' tel que sup HRn(z)Xml< M' ¥neN

XeX
[ixl}=1
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§ 5 - CORRECTION DES ELEMENTS PROPRES APPROCHES D'UN

Soit 2, € p(Ty .
D'aprés ce que nous avons montré au cours de la déwonstration des théo-

rémes du paragraphe 4, si 1'on considére les transformations :

T R(z,)

1n - R“(ZO)

“n * R(zo)—Rn(zo)

on est ramené au cas de 1'approximation d'un opérateur compact et les
|

résultats du paragraphe 3 s'applique avec

-
1t

R(z )
Rn(zo)

n R(Zo)"Rn(Zo)

i
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§ 6 - EXEMPLES NUMERIQUES

mDDooSoS oSS OomTommes

Nous reprenons ici les exemnles développés dans Chatelin-
Lemordant [2].

Nous calculons chaque fois les corrections de premier ordre pour les
valeurs propres, prises individuellement, c'est-d-dire que le circuit T’
ne contient qu'une valeur pronre.

La projection Qn (voir paragraphe 3) est prise égale a Pn .

6.1. LA METOMDE DE NYSTROM

Nous sommes dans un cas ofl (Tn)n est une suite d'approxi-

N
€
mation d'un opérateur compact T .

X = C{0,1) ;k]L}= max |x(t) |
t
T x(s) = /3 k(s,0)x()dt
ol k est continu sur {0,137 .

n ,
Tn x{(s) = 51 wnj k(s,tn .) x(tn j) ot O 5'tn j-i 1

J

. X{t. .
REALE

[ e B B M

et les poids W 3 sont tels que ) fg:x(t) dt , VX

]

Le probléme de valeurs propres approché peut-&tre écrit
(nj estnoté par j) :

| A
]
i

W k(s,tj) qh(tj} =\ %, (s) 0

B
[y

Ty %, (s) = ;

Les vecteurs propres qh(s) sont domnés par :

n v
1 .
¢ (s) =— I w, k(s,t.) ¢ (t.) ,
n n j::'} J ( ’ J an J
Xn et qn(ti) ,» i=1,...,n , &tant les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice An dont 1'élément (i,j) est égal a w; k(ti’tj)
i,j=1,...,n . i
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La premiére correction correspondunt a 1'utilisation d‘une projection

Qn= Pn est domée par :

™D

Mo =trace TP =
fl n

o * ; *
j 1 qh(tj) ¢ Qh(tj) ol qh(tj)

. t . . -
J=t,...,n , est le vecteur propre de An associée avec A tel que

X Y . * = ]
j q*"(.tj.) QJn(tJ) I .

EXIMPLE

Tx(s) = 15 10 &S x(t) a
[0,1) est divisé en n intervalles et on utilise la formule de Gauss
a deux points sur chaque segment . An est d'ordre 2n . T 4, est

calculé avec 50 intervalles.

A = 13,530... A, = 1,050... Ay = 3,560 1072
n 4 12 20
Y 6.4 x 1074 8 x 1070 | 1070
1 i,n .
X, - 1.1 x 1070 1ax10719 35 10712
1 1,n :
Ao - A 2.9 x 1073 3.7 x 1070 4.7 x 1070
2 2,n i
5 -9 ) -1
}\2 - uz’n ] 9 X ]O 3.3 X ]O . 5.7 X 10
Ay - Ay 3 x 1073 4 x 107> 5.3 x 1070
N
A - 1.7 x 107> 6 x 1072 1.1 x 10710
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6.2. LA METHODE DE GALERKIN

X = L2%(0,1)

Dans ce cas mo= A, et 1'on calcule la correction donnée par le

deuxiéme terme de la série de Taylor.

EXIMPLE

i

il

v, = trace T(Pn"sn T)Pn

gé K(s,t) x(t) dt
(1-s)t  si

(1-t)s si

La base orthonormale de L2%(0,1) choisie est :

31(53 = 1

ek(s) = 21/2 cos(k-Dws , k=2,3,...

La matrice de Galerkin de 1'approximation Tn est :

An = (Te ,ei) ,» i,i=1,...,n .
A 12 20
\ 9 x 107 2 x 1070 3.9 x 1070
s 4.2 x 1070 1.2 x 1077 2.2 x 1078
A 1.7 x 1073 1.7 x 107° 3.5 x 1070
4.3 x 1074 1.1 x 107 9.8 x 1078
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INTRODUCTION AU CINQUIEME CHAPITRE

A coté de la théorie des perturbations analytiques, a été
développé la théorie des perturbations asymptotiques. Cette derniére

pemet de traiter des situations du type suivant :

X = L%(R) (oscillateur anhammonique)
N d? 2
" = me

oi W £ B(D,X) .

Ce type de perturbation que 1'on peut anpeler faiblement singu-
liere(cf. Simon [4]) intervient couramment en mécanique quantique et a
donné naissance au calcul et 4 la localisation des valeurs'propres d'un
opérateur 2 l'aide de la technique du partitionnement (cf. Lowdin [1])
qui permet de se ramener au cas ot H ¢ B(ﬁ,X) .
Nous allons wontrer que les hypothéses faites sur la pertufbation H
pour obtenir des développements asymptotiques des valeurs propres
(cf. Kato [1] p. 439) assurent aussi que la technique du'bartitionnement

peut &tre mise en oeuvre.

On obtient alors pour ces types de problémes :

° un moyen pour obtenir des localisations de valeurs propres notamment
a1’ du théoréme 2.1. du chapitre 3,
* un moyen pour calculer les valeurs propres & 1l'aide de 1'algorithme

décrit au chapitre 2 ,
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* un moyen pour montrer la stabilité d'une valeur propre relativement
4 la perturbation H . Un théoréme et un exemple allant dans ce

sens se trouve dans Simon [4] p. 33.

La technique du partitionnement pour calculer les valeurs
propres d'un opérateur a &té reprise en analyse mumérique dans le cadre
matriciel (cf. Saad {11 par exemple). De nombreux algorithmes peuvent
&tre batis autour, 3 1'aide d'équations de type point fixe notamment.

“

Cependant, la méthode qui consiste 3 associer au partitionnement de T+H :

T T,
T+ =
I, | I

la situation de perturbation suivante

et 3 employer 1'algorithme du chapitre 2, présente les avantages suivants:
conditions de convergence de 1'algorithme assez large et surtout bien
précisées
bon contrdle de 1'erreur

possibilité de traiter le cas d'un opérateur non-autodadjoint

possibilité d'un calcul simultané de vecteurs propres (calcul d'un
sous-espace invariant) '

Les localisations obtenues peuvent aussi étrérutilisées pour
estimer les ordres de convérgence dans les méthodes d'approximation
utilisées en analyse numérique. Ainsi nous traiterons 1‘exemplé de la
méthode de Galerkin.



CHAPITRE 5

PARTITIONNEMENT D'UN OPERATEUR SOUMIS A UNE

PERTURBATION FAIBLEMENT SINGULIERE

LOCALISATION ET CALCUL DES VALEURS PROPRES .
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§ 1 - TINTRODUCTION

Soit X un espace de Banach complexe

T un opérateur fermé de X de domaine de

définition D .

1.1. DEFINITION (cF. Kato [ 11])

Un noyau € de T est un sous-espace vectoriel de D tel
que {(u,Tu) , u ¢ C} est dense dans le graphe de T .

A défaut de pouvoir considérer un espace de perturbation qui
ait une structure assez riche, nous allons considérer des suites de
perturbations et étudier le comportement relativement 2 cette suite
du spectre de T situé & 1'intérieur d'un circuit [ tracée dans

1'ensemble résolvant de T .

Soit € un noyau de T.

Soit P = - 7%?'1P R(z)dz 1la projection spectrale associée .
On suppose dim PX =m < + o et PXcC.

Nous allons considérer une suite (Hn)n N d‘opérateurs
€ ,
linéaires de X de domaine contenant C , tels que les opérateurs 'l‘+Hn
définis sur C admettent une extension fermée de domaine de définition

Dn et vérifient :
-, xlly ~o0 n e VxeC

© o Vzel , R(2) = (Pl -zD)”! e BX)

existe pour n assez grand et HRn(z)x—R(z)xﬂx +0 n+e VxelX

On posera T =T+ H .
n n
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REMARQUE
Ces hypoth&ses sont celles prises par Kato |17} pour établir

1'existence de développements asymptotiques nour les valeurs propres
et vecteurs propres d'une famille T(x) =T + x H .

1.2. DEFINITION

Le spectre de T & 1'intérieur de T est dit (Tﬁ} stable,
si et seulement si il existe n e N tel que ¥n > n, le spectre de
T + Hn 4 1'intérieur de T est composé d'exactement m valeurs propres,
ctest-d-dire si dim Pn X=dimPX=m<+

N 1
avec P o= - 2ﬁI‘IP Rn(z)dz .
§ 2 ~ ETUDE DE LA CONVERGENCE DES SOUS*ESPACES INVARTIANTS

2.1. NOTATION

-~

Dn désignera le domaine de définition D, de T + &n muni

de 1a norme du graphe notée ||. || N

xeD o Ikl = el + erenyxll

2.2. NOTATION

6n("') désignera la distance définie sur 1'espace des sous-

espaces vectoriels fermés de D, par :

i

?sn(v,W) max (8_(V,W),6_(W,V))

avec 5n(V,W) = %gf ”v~w”n

vafllllEnX--i vel, | “Xﬂ
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Il nous faut, avant d'étudier le partitionnement de 1'opéra-
teur T + Hn » €tudier la convergence des sous-espaces invariants

-~

considfrés comme sous-espaces vectoriels fermés de Dn

2.3, TUHLEORIME

Si le spectre de T & 1'intérieur de p est (Tn) stable
alors : |

“(P ‘P)P” - + 0 n > o
. B(X,D )
n
”(_l’n-l’)[’n” ~ -0 n - o
B(X,D )
n
5n(l'nx,i>X) + 0 n + o

REMARQUE

Ce théoréme qui Fait appel & la norme || . l, est un renforce-
ment des résultats énoncés dans Kato [1] p. 438 .

Démonstriation

Elle .se fait en plusieurs Gtapes.
Soit C =f{ueX tels que |R(z) u ¢ €}

C est dense dans X car C est un noyau de T

a) Nous allons montrer que : & M] e R, tel que ¥neN,Vzer,

IRyl <M,
BCX,D )
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”Rn(Z)HB( a = su§ [mh(z)xf& + !ﬁh R (2)xl

D) xe
e

- sy IR @l ¢l R Gl
el

Comme d'aprés nos hypoth&ses et le théordme de Banach-Steinhaus & M
tel quue ¥n,V¥zel |, *mh(z)!h(X) <M > M, €R tel que

¥neN »y ¥z eTl N an(Z)” N _<-M1
B(X,D.)

b) Nous avons HPnu-Pan ~0 , n+e | Vu ¢X.

Démonstration

Soit u ¢ C , alors

Pou-Pus - (R (2)-R(z))u dz

1
= - 7%I'ff Rh(z) Hn R(z)} u dz

I1 est facile de montrer (par utilisation de 1'équation résolvante)
que Hn R(z) u >0 lorsque n + « uniformément par rapport 4 z ¢ T .

On en déduit & 1'aide du résultat précédent que

“Pn u-Puf >0 , nee |, Vue C

D'autre part :

sup IRl + [T Pully < sup [pull + [frealy + ler-T_ypully
llull=1 [lull=1

Donc P e BX,D) et GM, e R tel que Pl . <M, , ¥neN
n 2 -2
B(X,D )
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Etudions maintenant || | -
TB(X,D,)

"P"}“B(X,ﬁ ) i ::l:sr() “Pnu "X ¥ "[‘“ Pnz ""X
T e

Nos hypothéses sur la suite (”n)ne N entrainant que

"Pnu-l)uux +0 , n+w , VueX

donc 4 M; ¢ R tel que sup “Pn ufl < M, VeN

tieX
flefi=1
3 — } i — - ]
'l“ Po=- T f[, "ln Rn(z)dz a3 frz Rn(z)dzb

donc @M, e R tel que :;xg ”Fn P ully <M, , ¥n € N

llull=1

Finalement U M. € R tel que :

ll"n*PH ~ <M VneN

L
B(X,D )

-~

C étant dense dans X , on en déduit le résultat cherché :
lll‘n u - Pulln*(} , n>®  VueX

c¢) Etudions P et Pn .

m o

4} ~tA v ¢ = - . .

P peut s'écrirve : P k§1 ( ,ek)xk avec (xk)k=7.-.-,m
base de PX et (e )., p basc adjointe dans P*X* ‘(cf. Kato [1]

ye ooy

p. 439).
Mais P peut aussi 8tre considéré comme un opérateur linéaire continu
de ﬁn dans Bn et il s'écrit alors :
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i1
P= 3 (-,e;:)nxk o (%),
k=1

-~ -~

L - N - :
désigne la dualité entre D_ et D et od el eD* .
n n k n

Supposons qu'il existe une suite (un}n n telle que
€+ .
n
*(un,ek}nl > n » «
bl =1
alors | (u ,e )| >« avec bl <
ce qui est impossible.
n
Donc @M. e k, tel que Hek!fﬁ* <M VineN
n
n n
LI P . = . £ v . . -
Pn peut s'écrire : Pn qu ( ’fk)n Pn X, car pour n assez grand

(Pn xk}k=1 . forment une base de Pn X .

Montrons qu'il existe M, ¢ R, tel que HEQHA* <My ¥neWN.
Dn : v
) * . . . oo
Nous avons {Pn désigne l'adjoint de P e B(Dn,Dn))

m
* n ” 1 11
(M o= s () xel), £
k=1
n n
Or {Pn xk,ej)n - (P Xk’ej)n + 0 n-+> e

~ n - o0
car ”ej Hﬁ* <M et fpu-rul >0 n~
n
n, n, _ -
De plus (P Xk’ej)n = (xk’ej)n (xk,ej) 6j,k

Donc (Pn Xk,e?)n > Sj,k n > o
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De (1), on est en mesure de déduire que :

i
N N+ N .n
lk jfl Bk,j !n eJ avec Bk,j > 6k,j

Or ||

- < M3 + M
n B(D:) -

LR ’

B(X,D )

n
t k. <M.
€ I j “l");: )

Nous avons donc obtenu le résultat cherché :

@M, ¢ R tel que Vn eN “fﬁl%* <M,

n

d) Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme, il suffit pour cela

de montrer (ue

M m%wwn . 0 n+w
B(X,Db )
n
et (2) Jx-»yrfl _ so n e
n n B(X,Dn)

(1) se dé@wontre en considérant le schéma

P pP-p -
> X n., l%

1

et en utilisant

“P“P"”B(X 0 <M et “Pu—P"u”n + 0 n+oeo  VyeX
*n

Pour démontrer (2), on remarque gue

m
hee-eoe dt < = el iiee -p)p. x
n n B(X,Dn) — k=1 K D;" n ''n k"n
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et (P -P)B x = (P -P)P xq + (P -P) (P, -P) x, .

D'autre part (1) et (2) entrainent que En(PnX,PX) >0 , no>w,

._ﬁ___.__..._X__
Au cours de la démonstration du théoréme précédent, nous avons montré
ue X "x-P x|i - O n > o
que ¥V x € X, ”D“n'k

P et Pn pouvant &tre considérés comme des ondrateurs lindaires continus

-~

de X dans Dn » on est amené&, au vue de la convergence des sous-esnaces

invariants, a se demander si [P-P || . -0
B(X,D )

Nous allons voir qu'il n'en est rien :

, N >

2.4. THEOREME

3

Si le spectre de T 4 1'intérieur de I est (Tn) stable
alors :

“[P-P(P-Pn)(I—P}]—PnH . =0 n+ oo,
B(X,D,)

REMARQUE

1'opérateur P-P(P*Pn)(I~P) est une projection de B(X)

° A la décomposition de X en X = PX 8 (I-P)X est associé le partition-
nement suivant de P-P_ : '

PX (I-P)X
8]’n Zn
P—Pn = avec HEi n” ~ >0 , nr=e |
20 | %30 ©OBX,D) i=1,2,3

Ceci explique le comportement quelque peu étonnant de P~Pn

HP“Pn“ - 0 , n-ow
B(X,Dn)

Sn(an,PX) + 0 n-
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Démonstration

-p = .. ) M pLp P L3 DD -
P l“ (P-P P + P(1 in)(I Py + (I-P)(1 In)(I P
Nous avons dénontré dans la pronosition précédente que
H(P—!’n)PH . =0 , n -+
B(X,D,)
Il nous suffit donc de montrer que :

H(]’—P)(P—Pﬂ)(I~P)H . 0 , now
B

»

Nous allons raisonner par 1‘absurde :

On supposc & Wlpen » Y e X, ”un")( =1 tel que
“Nn“n ¢y 5 ¥neN

avec ¢, ” 0 et W, o= (1-p) (P—Pn)(I-~P)un

Nous avons :

wo=p uﬂ-Pn u, - (I’—l’n)[’ u, - P(P~Pn)(I-P}u

n n

D'aprés le théoréme préciédent :
Nee-poyplf o >0, now
n B(X,D,)

8, (P X,PX) > 0 , nve

Donc & (z ), _y » Z,¢€PX, telle que Hzn-wnnn 0, nre

Comme [lPl . . <M , VneN daprds la démonstration du théoréme
B ,D ) '
n’'n

précédent, on a :

l(1-p) (wn-z,gnn >0 , n*o
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Comme (I-P)(wn—zn) =W, on obtient [h%}% + 0 lorsque n -+« et

nous avons la contradiction cherchée.

§ 3 - ETUDE DU PARTITIONNEMENT DES OPERATEURS Tn , N € N

X est décomposé par P en some directe de deux sous-espaces
vectoriels fermés : X = PX & (I-P)X |

T admet alors le partitionnement suivant :

n
TnAP Vn
Fn = : soit z ¢ Dn , Z = ZT+ZZ
Un Tn I-p Zy e PX
Z5 € (1-P)X
Tz =Thp 2+ U zp + V) + Ty 2y
. avec

Tn p opérateur lindaire continu de PX défini par T p 2= PTnz}

n

U, opérateur lingaire continu de PX dans (I-P)X défini par

Un21‘= (I~P)Tnzi
T, 1.p opérateur lindaire de (I-P)X défini par
Ty 1pzy = (DT 7,

v opérateur linéaire de (I-P)X dans PX défini par Vz, = anZE

Nous sommes amenés, pour avoir un partitionnement "correct" A faire

1'hypothése suivante
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3.1, IVPOTHESE

Vn e N, l'opérateur linéaire Vn de (I-P)X dans PX ,

défini sur (I—P)Dn est borné : SUQ |an|k <+t
Ze(I-l)l}l

lklk =1

5.2. PROPOSITION

Sous 1'hypothése 3.1., 1'opérateur Th [-p ©st un opérateur

fermé de (I-PYX de domaine (I—P)q\.

Démonstration

La démonstration est identique a celle de 1la proposition 1.2.

du chapitre 3.

L*hypothése 3.1. est classique : cf. Kato {11 p. 447.
La proposition suivante permet de la vérifier :
3.3. PROPOSITION

S50it n € N .

Si D“ est dense dans X de telle sorte que l‘bpérateur T:
adjoint de T, » de domaine D; soit défini.

Si P* X* ¢ D alors :

V_ est borné.

n

Dé&nonstration

I1 suffit de s'apercevoir que Vn est la restriction 3
(I-P)b  de 1'opérateur lindaire continu de X : (T; Py* .

—x
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§ 4 - CARACTERISATION DE LA STABILITE DU SPECTRE DE T

Le théoréme suivant est i la base de la possibilité d'uti-
liser le partitionnement de Tn pour &tablir des localisations et cal-
culer les valeurs propres. IL peut aussi &tre utilisde pour montrer la

T ystabilité du spectre de T a 1’intérieur de T
n) P

4.1. 'NOTATION

Q@ désigne 1'ensemble des points du champ complexe se

trouvant sur T et 3 1'intérieur de T

4.2. THEOREME

Si les opérateurs Vn. sont uniformément bornés, une condition
nécessaire et suffisante pour que le spectre de. T & 1'intérieur de T
soit (Tn) stable est que ¥V z e O |, & n, et M tels que ¥n> n,

-1 -
Z e Q(Tn I-'P) et ”{Tn I_P"ZI) "B((I—P)X) < M
4.3. REMARQUE

On trouvera dans Simon [4] p. 33-34 un théordme et un exemple
correspondant d 1'utilisation de la condition suffisante du théoréme 4.2. :

X = L2(RY n > 1

T=-A+W o0 W estune fonction 3 valeurs réelles
et W(x) >0 lorsque |x| + o '

Ho= £ | BeC Re 8> 0

t A - '-1 M . A Yo
L'hypothése H(Tn 1-p~2D “BC(I—P)X)-5'4 est remplacée par Tn 1-p est

~sectoriel, de secteur S, = {z,]arg 7| <8< g-} et TnS =29
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WX ///

Mais un tel opérateur vérifie (cf. Simon [1) p. 292) :

-1 . -1
]KTh -p-zD mRKI-P)X) < [distance (z,So)]

Le théoréme 4.1. peut donc aussi s'appliquer.

Démonstration du théoréme 4.1.

Nous allons commencer par démontrer la condition nécessaire.

La démonstration fait appel aux résultats obtenus au cours des démonstra-
tions des théorémes 2.3. et 2.4, '

1) Condition nécessaire

a) 15 1-p~2l est injectif pour z ¢ 2 , n assez grand:

Supposons % (xn)ne N X, € (I-D)X, Ikn"n =1 tels que :
(,'l‘n I"P_ZI)X]] = O .
Alors

(I~P)[(Tn—zI)(I«P“)xn+(1h—zl)(Pn-P)xn] =0
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En utilisant le théoréme 2.4. et le fait que :

}Hh—zl}g(ﬁn’x) <1+ z]

on obtient

(C-PY (T ~2D) (T-P )X +(T 2 D)P(P-P ) (I-P)x Mk O, n o w
d'od
HCT-P) (T, -21) (1-P )x [l + O n o
ICL-P,) €T -2 1) (1P ), + (PP (T =21 (1-P yx [l > 0 n e
H(I—Pn)(Tn—zI}(I~Pn}xn + P(P-Pn)(I~P)(Tn~zl)(I~Pn)anX-+ 0 n->

Comme 3n(PnX,PX} -0 lorsque n~>® _ona
ﬂ(I«Pn)(Tn—zI)(I~Pn)xn+VﬁHX +0 , n->® avec v, e PX
En multipliant par I~Pn , On obtient :

- ) (T 2D (T2 x lly >0, 0o

ce qui n'est pas possible car Rn(z)(I~Pn)xﬂ+ R(z}(I-P)x , n-»w {cf.
démonstration du théoréme 2.17. chapitre 4) et donc Rn(z)(I~P } est uni-
formément bornéd dans B(X) . "

b) Tn 1-p~z1 est surjectif pour z ¢ Q et n assez grand :
puisque nous avons montréd que Ty 1-p—2I est injéctif, il nous

suffit de montrer que (I»P){Tn~zI)(I-P) défini sur Dh; est un opérateur
de X d'indice nul (cf. Kato [1] p. 229 pour la définition d'un opdrateur
a indice).

Nous avons :

(I-P) (T -21) (I-P) = 2+ +(I-P ) (T -21) (I-P,)

avec Zn = (I-P)(Tﬁ»zl)(?n~P)
Wn = (Pn-—})) (Tn—z D(1-p)
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L'opérateur (I—Pn)(1h~zI)(I—Pn) est un onérateur de X d'indice nul
d'aprés les hypothéses faites sur la sutie (Il ) et d'aprés 1la
1 ne N
(T“) stabilité du spectre de T .
D'autre part, le théoréme 2.4. nous assure que

sy » 0 n >
et que W, =, v, n  avec W, "|£(D 0 +0 , N
n’
W, ., Opérateur compact de D dans X
“» n

Les théorémes de stabilité de 1'indice (Kato 11 n. 236—238) nous

donnent alors que 1'opérateur (I—P)(Tn~zl)(I~P) est d'indice nul.
c) 11 ne nous reste plus qu'a montrer que
I i 1 _] 4 b
VzeQ , 8Me R tel que ]KTh I_P-ZI) '&M(I-P)X):-Pd’v neN

Si ce n'était pas vérifié, il existerait une suite (xn)n N Xp © Dn ,
€

”xll"X =1 telle que (I_l)) (Tn_ZI)([_p)Xn + 0 , N o
Xn

: 5t PR ie QYR vt -9 =

En posant xn Ik on cbtient une suite (xn)n N “xn"n
nn

vérifiant :
(I—P)(Tn—zl)(I—P)xﬁ -0 , noow

et 1'on retombe sur la démonstration faite en a) qui permet d'aboutir
a une contradiction.

2) Démonstration de la condition suffisante

On pose T = PT P+ (I-P)T (I-P)

'knl = P TB(I—P) + (I-P) Tn p

et 1'on considére la situation de perturbation suivante

KN

u 0 I
n

rOﬂ on

'ﬂl 1-p




- 124 -~

Le spectre de Tn p a 1'intérieur de T est composé d'exactement m

valeurs propres car nous avons :

”Tn P—T P”B(px) >0 10r5que n -» o

ce qui nous assure, en conjonction avec notre hypothése que T est
inclus dans 1'ensemble résolvant de Tb pour n assez grand et
n

que le spectre de Tbn a l'intérieur de T est égal & celui de T

npP’-
D'aprés le théordme 2.13 du chapitre 1, il nous suffit pour conclure
de montrer que pour n assez grand :
H, ¢ Up ={H eB(Dn,X) | max rs(HRon(z)) < 1}
n zel
o -1
avec Ron(z) = (Ton—zI)
Nous allons montrer que g(n) = max rs(H R (z)) >0 , n>w
zeT
la démonstration est analogue a la démonstration du théoréme 2.1. du
Chapitre 3 :
On observe que PX et (I-P)X sont des sous-eshaces invariants de
H on on) et a 1'aide de la formule de commutation rs(AB) = rs(BA)
on arrive 3 ; '
2 = . ; 2p
g (n) rs((Hon Ron(z)) )
On évalue alors g®(n)
- oy 1
(lon On(?D p V (T I-p zI) (Tnp zT)
* Les opérateurs (Th P—zI)_1 sont uniformément bornds car
T -~ TP||, .. % y
]lnp, ”B(PX) +0 , n-»> et z e o(TP)
< v ”B(X) 0O , n>> Jd'aprés nos hypoth@ses sur la suite (Hn)ne N

° JVﬁ et (Tn I_P—zI)J sont supposés uniformément bornds.

Nous avons donc montré que gn) » 0, n~+>e ce qui termine 1a démonstration.
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§ 5 - LOCALISATION DES VALEURS PROPRES

5.1. NOTATION

N ) N
On nose u xc;up I (1- I)anl&

x| =1

V.= sup P x|
N (I-P) p " X
Il - 1

5.2. THLOREME

Si les opérateurs Vn sont uniformément bornes et si le spectre

de T a l'intérieur de T est (l ) stable, alors pour n assez grand :

A- A _‘_ . <
| + — trace (IH‘P) l__ Cq u. v

n n

H(P Soell : lu P
BOGD, ) “2 {‘(X)

on -° X“ et A désignent la moyenne des valeurs propres de T et T

a 1'intérieur de T

¢ et ¢, sont deux constantes indépendantes de n .

1 2

Démonstration

On utilise le théoréme 3.4. du chapitre 1 et 1'estimation de

rs( R.(2)) , z eT , obtenue a 1a fin de 1a démonstration du

1
théoréme 4.1.

Nous pouvons a 1'aide du théoréme 2.1. du chapitre 3, préciser la

constante cl intervenant dans le théoréme 5.2.
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5.3. THEOREME

On suppose que dim PX = 1

Si les opérateurs Vn sont uniformément bornés et si le spectre de T

d D'intérieur de ' est (Th) stable, alors pour n assez grand :

‘A”An + trace {HnP>} 2 kt Vh Sn gn HB(?X)

/s

v - xlly < 215, llg oy Wx 1

: = « . 3
avec M A+ trace }%11

f

S

n (T

~1
nip - M, D

et ol X et An désignent les valeurs propres de T et de T a2

1tintérieur de T .,

v est le vecteur propre de Tn associée a kn tel que
Plv-x) =0 , xePX , x#0.

Démonstration

I1 suffit de vérifier les conditions d'application du théoréme
2.1. du chapitre 3 : i’
' Pour n assez grand n, est a l'intérieur de T etle
théoréme 4.2. nous donne alors que n, e p(Tn I»P) .
On pose alors a_ = HSHH, , €, = mﬁﬁﬂhaﬁ
Le théoréme 4.2. nous assure que EMe¢ R tel que anﬁi_M , ¥ne M.

Comme )K&J}*-O , m >« et les opérateurs V_ sont uniformément bornds,
pour n assez grand, t =4 a> € < 1 et le théoréme 2.1. s'applique.
e, ppliq

—
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Nous allons montrer que ces localisations peuvent s'employer
pour étudier la vitesse de convergence des méthodes d'approximation uti-

lis€ées en analyse numérique.

5.4. EXIMPLE

Méthode des projections appliquée & un opérateur compact

autoadjoint
Soit T un opérateur compact autoadjoint

(ﬂn neN une suite de projections orthogonales vérifiant :
mX - X +0 , n-a+eo [, ¥xeX

Onpose T =q7T
po n_ "

(ﬁn~I)!

it

Soit A une valeur propre simple de T , P 1la projection spectrale

associée.

On se propose d'utiliser le théoréme 5.3. dont les hypothéses sont véfi-
fides puisque : HHHI%(X) >0 , n+eo,

Nous avons
no= An - trace ((1~“n)TP) = An - A"(1"ﬂn)P"BiX):
"Vn Sn Un" - Hp(u“~I)T Sn(“n_I)TP“B(X)
WV, s, Ul < Klipem =Dy il DT IICE-m )Pl
d'oil

2 . -
”vn Sn Un”-ﬁ €a "(I""n)P”B(X) avec € *0 , n>
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On obtient finalement :

A~ A
gﬂw~ﬁfmg4 © Pn H(I‘ﬂn)Pfg(X) avee oy ? > e

On trouvera dans Chatelin-Lemordant [1] des exnériences mumériques

=) A
montrant que le rapport —————— > 1 | n > w
(T )P ig3x,)

§ 6 - CALCUL DES VALEURS PROPRES A L'AIDE DU PARTITIONNEMENT

T o N S R S NS T T N S NS T s oSN sSs s mso o= e

6.1. THEOREME

Si les opérateurs Vn sont uniformément bornés et si le
spectre de T 3 1'intérieur de T est {Tn) stable, il est possible,
pour n assez grand, d'employer 1'algorithme décrit au chapitre 2 pour

calculer le sous-espace invariant associ€ aux valeurs propres de Tn 3
1'intérieur de T©' , en considérant la situation de perturbation suivante :

Ton +H,, avec Ton = PTP* (I~P)TH(I~?)
an = P Tn(I~P) + (I—P}TnP )
PX (I-P)X PX (I-P)X PX (;_p)x

TnP Vn Thp 0 0  Vn

T = -3 + .
n

- . O
Uy T 1-p O hop Uy |

Ton ¥ Hop

i
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Démonstration

5 avons dé€ja montré que H e U avec
Nous avons dé&j q on -

U = e B(D,,X) | ?2§ rs IR (z) <1}

D*aprés le théoréme 2.2. du chapitre 2 , il nous suffit de montrer que :

H, « Vi, = {t ¢ U, | ﬁiﬁ rs(Pn(ui)~P)Qo <1}

avec y={ped , n el'G , 0<86 < 2q}

[

PLOMDY = = b fu (T vul - 2D dz

QO une projection d'image PX de noyau quelconque.

Nous avons montré, dans la démonstration du théoréme 4.1

2 .
o, R, @) Pl 10, n e
Comme PX et (I-P)X sont des sous-espaces invariants de

¢ Ion R

On(z))2 etque H R _(z)(I-P) =P HOn Ron(z)(le) ,

on on
on en conclut que

NS I o
(“on Ron(z)) »O , n-~»

Comme pour z ¢ I' et n assez grand :

, -1 > i, i
(Toy ¥ # Hyy = 2D 7 = R (2) + R (2) 151 (1) 70 Ho, Ry (2))
on obtient en intégrant et en tenant compte du fait que

I, Ron(z)P“B(X) >0, nee

H(l”l-}(u ”an)‘*’)P"B(X) >0 , norw,
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L'application u + Pn(u Hon) étant analytique dans un

voisinage du disque unité et vy &tant un comnact de (@ la convergence
est uniforme par rapport & p .

Comme — xs(P, (u H  )-P)Q, < [|(P_ (u Hond “PIPllg iy 10, My ey

Hy e an pour n assez grand.
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