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Les "problémes de la cité@" constituent un champ d'applications privilégides
de la recherche opérationnelle. L'approche scientifique des problémes de

prise de décision y trouve un support pratique et théorique favorable a un
échange dialectique entre 1'interprétation des phénoménes et 1'dlaboration
de techniques mathématiques. Nombreux sont les exemples oii, a partir de

problémes concrets, cette approche a permis un enrichissement de.la recher-
che cpérationnelle. Sans prétendre faire partie de ce cas de figure, no-re

travail vise deux objectifs majeurs :

. Le premier consiste & faire le point sur les outils dont dispose le
chercheur opérationnel pour aborder les problémes posés par 1'organi-~

sation des transports en commun dans une agglomération;

. Le second tente de combler une lacune et d'apporter une contribution
& la résolution d'un probléme spécifique : celui du roulement des agents

de conduite dans un réseau.

Dans cet esprit, s'agissant d'un ensemble complexe de problémes,'notre pre-
miére démarche a &té d'effectuer une analyse d'existant afin de faciliter
la description des difficultés que produit la gestion opérationnelle d'un

réseau réel. C'est 1'objet du chapitre I. Vient ensuite un tour d'horizon

des techniques math&matiques susceptibles d'aider & 1'exploitation d'un

réseau de transport., Cet exposé&, qui constitue le chapitre 11, comporte

certaines contributions ou adaptations personnelles que nous signalons au

passage.
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Sans 8tre la partie centrale de cette th&se, ces deux premidres parties n'en
constituent pas moins une phase importante au double plan de 1l'analyse et de
la compréhension de la problématique des transports en commun. On peut cepen-

dant se contenter du paragraphe 5 du chapitre I pour aborder les chapitres 111

et IV dans lesquels nous nous intéressons essentiellement au probléme du rou-

lement des agents de conduite,

Notre analyse bibliographique (11), (18), (221 a mis en &vidence le manque de
publications apportant une réponse satisfaisante au probléme. C'est donc une
approche et une formulation originales des problémes de roulement que nous pro-

posons dans le chapitre III. Le modéle que nous avons construit et qui appa~-

rente le probléme & celui du voyageur de commerce (15) se formule comme un

programme lin8aire en nombres entiers de grande dimension.

La résolution de la relaxation continue de ce programme linaire entier nous
a donné ~ dans le cadre spécifique du probléme - d'excellents résultats parce
que la solution continue &tait dans la majeure partie des cas également celle
du programme entier. Nul doute que la structure particuliére du probléme et

des donndes contribue & ce phé&noméne.

En revanche, pour des données quelconques, la résolution est loin d'&tre aussi
aisde. Ceci n'est pas surprenant si l'on remarque que le probléme contient dans

son formalisme des problémes NP-durs.

Comme dans la plupart des problémes combinatoires, une procééure S.E.P. {20)
pour laquelle on dispose d'un bon minorant de la valeur optimale converge géné-
ralement en un nombre faible d'étapes; la résolution du programme lingaire

continu apparailt comme intéressante.

Malheureusement, la grande dimension du programme lin&aire nécessite 1'uti-
lisation d'un gros calculateur, et, bien que 1'on ait obtenu par ordinateurs
des résultats au moiﬁs aussi bons que ceux obtenus manﬁellement, la construc-—
tion automatique des tableaux de roulement ne justifie pas 1'emploi de moyens

aussi importants.



Notre objectif a donc &té de mettre en oeuvre une méthode de décomposition
(6), (173, (23) qui tienne compte au mieux de la structure particuliére du
probléme et qui permette une résolution sur mini (voir micro) ordinateur.

Ceci fait l'objet du chapitre IV.

L'annexe 1, qui contient deux parties, fait état de deux approches diffé-
rentes du probléme. Dans la partie I, nous exprimons le probldme de roule-
ment comme un programme linéaire en variables binaires et fonction quadra-
tique (24). La méthode de résolution est basée sur une technique d'énuméra-
tion implicite (4) dont les tré&s faibles performances algorithmiques tradui-
sent la difficulté du probléme. Ainsi, contrairement 3 ce quli se passe dans
le formalisme du chapitre IIT, le temps de calcul est trés forfement dépen~

dant de la dimension du probléme.

Dans la partie II, nous proposons une approche interactive fondée sur un
algorithme d'optimisation (8, § 5, chapitre 10) trés simple visant 3@ appor-
ter une aide plutdt qu'une réponse définitive. Ceci a donné lieu & la réa-
lisation du produit~programme CITAR (Construction Interactive de TAbleaux
de Roulement) dont 1'implémentation sur mini ordinateur ne pose pas de dif-

ficultés.
L'annexe 2 contient les schémas explicatifs.

L'annexe 3 décrit une variante paramétrique de 1'algorithme de Moore dont

nous ferons usage dans le chapitre IV.

L'annexe 4 donne les résultats numériques de l'algorithme dual du chapitre 1V.

oQo






Chapitre I

L'EXPLOITATION D'UN RESEAU
DE TRANSPORT EN COMMUN







INTRODUCTION

Le probléme du transport des habitants d'une ville d'un point 3

un autre de leur cité s'inscrit au rang des questions politiques,
organisationnelles et sociales dont 1'acuité est vivement ressen-
tie par le citoyen anonyme que 1l'on qualifie "d'usager". L'époque
est révolue oii, sur 1'agora 3 Athénes, les membres de la cité résol-
vaient en "temps réel" les problémes de leur ville. L'autorégula-
tion (par la richesse) des problémes de circulation que 1l'on a pu
connaitre 3 la naissance de 1'&re industrielle est, elle aussi,
révolue. Les décideurs, qui ont quitté 1l'agora pour s'asseoir i la
Chambre des Députés ou au Conseil Municipal..., doivent tenir compte

de 1'impact politique de ce fameux usager.

Se pose donc la question de savoir comment, et 3 moindre cofit, mini-
miser la désutilité globale des habitants de la cité lorsqu'ils
sont confrontés aux 'multiples embarras' (de circulation par exemple)

causés par le milieu urbain ?"

Cette question est & la source d'un nombfe impressionnant de probleé-
mes modélisables, On peut citer, bien sfir, celui des transports

en commun, mais aussi celui du plan de circulation dans 1'aggloméra-
tion, de la collecte des ordures ménagéres, de 1'implantation des
€quipements (hOpitaux, parkings...), du découpage en districts "homo-
génes" pour assurer une répartition harmonieuse des votes, de la

coordination des feux, ...

La "fonction désutilitd" sous-jacente dans 1'ensemble des problémes

de la cité est trés difficile 3 appréhender du fait de son aspect



multicritére. A 1'inverse, les critéres sont ailsés i définir en
termes d'utilité. On pense, par exemple, au temps d'attente, au
taux d'encombrement... mais 11 est déji plus ardu de définir

une échelle commune 3 1l'ensemble des critdres que 1'on va
retenir comme &€l&ment constitutif d'une certaine fonction
objectif représentative du probléme considéré. Lorsqu'on cherche
3 déterminer 1'ensemble des contraintes, la question qui semblait
claire se transforme en un probléme plutdt mal posé, puilsque ce
qui peut paraitre contraignant pour un &lément de population ne
1'est pas pour un autre., A titre d'exemple, la mise en place de
couloirs de circulation en contresens, réservé au;franqurt en
commun, modifie la fluidité de la circulation automobile privée.
Elle est donc ressentie de fagon négative par 1l'usager qui
emprunte son propre véhicule et de fagon positive par ce méme

usager qui emprunte le réseau de transport en commun,

Cette complexité&, ajoutée 3 1l'aspect impondérable de certains
éléments, place le chercheur opérationnel devant une réalité :
les modélisations ne peuvent pas apporter une solution rigou-—
reuse et universelle aux problémes posés mais constituent

plutdt un outil d'analyse et une aide i la décision,

Par ailleurs, les activités humaines n'ont pas attendu la
découverte des techniques de modélisation et 1'invention de
1'ordinateur pour se développer. ‘

C'est donc bien souvent un systéme déj3 installé qu'il convient
d'optimiser, mais sans en modifier les structures fbndamentales,
Les réseaux de transport n'échappent pas 4 ce phénoméne. C'est
la raison pour laquelle 1'analyse des différentes techniques
mises en oeuvre pour assurer l'exploitation d'un réseau de

transport en commun apparait comme centrale dans ce chapitre,



L'EXPLOITATION D'UN RESEAU DE TRANSPORT EN COMMUN

Le terme exploitation contient implicitement 1'idée que 1'"entre-
prise de tramsport" définie par un ensemble de moyens matériels et
humains est déj3 structurée et implantée sur le site qu'elle doit
servir. Ceci nous place bien dans le cadre d'un systéme installéd
dont il convient d'assurer le fonctionnement. Cependént, bien que
le dessin d'un réseau constitue une opération tré@s complexe i
interviennent des aspects politiques, sociaux et financiers; il
parait souhaitable de mentionner les deux points fondamentaux que
1'on doit prendre en compte pour mettre en place un réseau de

transport.

Concernant le premier point, il faut citer 1la collecée des e@léments
statistiques qui vont permettre de cermer 1'environnement du futur
réseau, tels que la demande prévisiomnelle de transpért aux différen-
tes heures de la journée et pour différentes périodes (du mois, de
1'année) et aussi tels gue les conditions de circulation pour divers
itinéraires au double plan de la durBe et des dissymétries des tra-
jets. Ces &léments vont permettre d'appréhender, de concevoir une

géométrie pour le futur réseau,

Pour ce qui est du deuxidme point, il s'agit, au vu des sondages,

du fichier population, compte tenu de l'implantationjaes centres
d'activité, de déterminer la flotte de véhicules 2 affecter sur 1l'en-
semble du réseau (voire sur chaque ligne), la nature (type de propul-
sion, accorddon, puissance...), la capacité des véhicules par ligne
du réseau, les fréquences de passages des autobus sur chaque itiné-

raire, 1'effectif du personnel.

Mais une fois que le réseau de transport est configuré, il faut en

assurer l'exploitation., Doit €tre résolue alors une séquence de pro-
blaémes ol la présence de "feedback" complique la recherche d'une solu-
tion (voir i ce sujet réf, {3 ). Cette séquence se décompose de la

maniére suivante :



2,2

2.3

CONSTRUCTION DU GRAPHIQUE DE LIGNE, afin de définir pendant la durée
de fonctionnement de 1'unité d'exploitation (i.e. la ligne considé-
rée), les horaires, la nature, le numéro d’exploitation (affectation
nominative) des véhicules mis en oeuvre (voir schémas n° 1 et 2,

annexe 2),

HABILLAGE DE L'HORAIRE 3 partir du graphique de ligne. La durée de
rotation de chaque véhicule affecté 3 la ligne pendant le temps de
fonctionnement de 1'unité d'exploitation est découpde en services.
On génére ainsi une partition des horaires conforﬁes aux conditions

statutaires de travail (voir schéma n° 3, annexe 2),

Confection du TABLEAU DE ROULEMENT afin d'affecter les agents
(conducteurs de bus) sur les différents services (définis par
1'habillage des horaires) en respectant une régle du jeu double-
ment contrainte par les nécessités de l'exploitation visant 3 assu~
rer 1'intégralité des services pour chaque jour du calendrier, et
par les demandes et les statuts du personnel concernant 1'attribu—

tion des congés et des jours de repos (voir schéma n° 4, annexe 2),.

Cette séquence, si elle représente le corps du probldme, n'assure

pas le fonctionnement automatique du réseav au plan du quotidien. Il
faut tenir compte des aldas de toutes natures qui viennent en pertur-
ber la bonne marche : indisponibilité du personnel, variation ponc-

tuelle du trafic...

La direction de 1l'exploitation &tablit donc quotidiennement une

feuille de service qui prévoit, avec précision, 1l'utilisation du

personnel et du matériel.



Nous allons reprendire en détail dans la suite de ce paragraphe les
différents points que nous venons d'évoquer car chacun d'eux présente

des particularités. De plus chaque réseau posséde sa.propre "personnalité"
et c'est 3 partir d'un cas réel pris comme exemple que nous donnons une

rapide analyse de 1'existant.

CONSTRUCTION DU GRAPHIQUE DE LIGNE

INTRODUCTION ET DEFINITIONS

Dans le cadre du réseau &tudié trois &léments apparaissent comme

fondamentaux :

+ 1itinéraire et point d'arrét

. Fréquence

o Amplitude (que l'on définit précisément ci-dessous)
Ces trois points constituent les données de base 3 paffir desquelles on
fonde la construction du graphique de ligne dont on donne ci-aprés

un exemple récapitulant la terminologie utilisée,

Définitions et notations

On appelle :

Ligne : 1'unité d'exploitation (dans son sens le plus large) permettant
d'assurer la desserte des usagers sur un site donné,

X : ensemble des arréts de la ligne

U : ensemble des arcs reliant deux arrsts adjacents

G = (X,U) est 1'itinéraire dont les sommets sont les points d'arréts

et les arcs les voies routidres empruntées par les bus de la ligne.



Fréquence : On appelle fréquence la durde A(t) qui sépare le passage
de deux bus consécutifs, Cet abus de langage &tant utilisé couramment
dans les transports en commun nous avons décidé de le conserver, Si

1'on note d(t) = le taux de départ des autobus au temps t, la fréquence

s'exprime par la relation
A(t).d(t) =1

Amplitude : c'est l'intervalle de temps (tl’ t2) correspondant 3 la
durée du service maximum que doit assurer la ligné dans une journée,
(La journée peut &tre de plusieurs types : jours.ouvrables (J0o),
dimanches et fétes (DF), samedi...). ty (respectivement tz) correspond

au début (respectivement 3 la fin) de fonctionnement de 1la ligne,

Plage horaire : la journde est elle-mdme décomposée en plusieurs

catégories : normale, heures de pointe, hors pointe, qui définissent

diverses plages horaires (PH),

Trajet = chemin de G = (X,U) allant d'un terminus i 1'autre. Si

A et R sont les deux terminus de la ligne, on notera :

Ao 2Dy %Gy vee x ()0 B

le trajet du terminus A au terminus R. Notons que les trajets peuvent
varier en fonction des plages horaires ou du sens de déplacement. Les
trajets sont notés iA si le sens de déplacement sur 1'itinéraire est
du terminus A vers le terminus R et iR dans le sen§ contraire (i

représente le numéro du trajet considéré), Les trajets sont numérotés

par ordre croissant en fonction du temps t:£(t1,t2).

Rotation : Voyage aller-retour d'un bus donnéd sur 1'itindraire corres-

pondant 3 un couple (iA’ ig)e

Battement : temps minimum séparant deux trajets consécutifs. On le notera

B(iA) s'il se situe aprds le trajet iA et B(iR) s'il se situe aprés le

trajet iR'



Train : Ensemble des rotations qu'effectue un bus donné, pour une
amplitude compl&te, sur une ligne (un train correspond au service d'un

bus donné sur une journée et sur la ligne considérée).

Charge : On note c(u,t) le nombre de voyageurs par unité de temps,
au temps t, sur le trongon u., Et on définit la charge c(t) au temps

t de la manidre suivante :

c(t) = max c¢(u,t)
ué&lU
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3.2 LISTE DES DONNEES, CONTRAINTES ET RESULTATS DU GRAPHIQUE DE LIGNES

Données et contraintes

. le trajet :
- terminus,
- arréts fixes et facultatifs

- longueur de 1l'aller-retour,..

. la durée du trajet :
- selon les régimes de demande {(point hors ﬁointe, normal...)
- selon l'importance de la circulation

- les battements nécessaires pour la régulation du trafic
. la fréquence :

- selon les jours (semaines, dimanches, jours fériés...)

- selon 1l'horaire &té-hiver

. les variations tolérables de celle-ci

. la durBe de déplacement de véhicule du dépdt vers le point de °

départ et vice-versa

« 1les horaires obligétoires et sens de déplacement 3 respecter

(départ de ligne, sorties d'usines...)
. la typologie des véhicules, capacité, possibilité de baralisation
Résultats

. tableau de passage des véhicules aux différents points de la ligne

durant une journée type .,  HORAIRES

. trains de véhicules nécessaires au fonctionnement de la ligne
NOMBRE DE BUS MINI
PREVISIONS D'ENTRETIEN
AMPLITUDE DU SERVICE PAR TRAINS
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ANALYSE DE LA CONSTRUCTION MANUELLE

Le graphique de ligne est un schéma (n” 1, en annexe 2) dans le plan
distance/temps. En ordonnée, figurent ies deux points extrémes de la
ligne (terminus) 3 1'intérieur desquels se placent les arréts inter-
médiaires. Leur &cart respectif traduit la distance kilométrique
réelle via 1'échelle adoptée. En abscisse figurent les heures comprises
dans 1'amplitude. La durée moyenne de trajet est représentée par un

segment dont la pente est la vitesse moyenne de trajet.

L'obtention de la durée moyenne résulte d'une saisie de donnée. Le

- :

principe consiste 3 faire tourner & vide un bus sur la ligne dans les

~ différentes plages horaires (PH) considérées pendant plusieurs journées.

Pour chaque PH on obtient une durée moyenne de trajet d'oli une durée
moyenne sur toute l'amplitude. Si 1'&cart type n'est pas trop &levé
on adopte cette dernidre {c'est le cas de la ligne n° 18) sinon on
recherche 3 regrouper les PH qui ont des durées moyennes homogénes.
Dans le premier cas cela se traduit par un schéma sur lequel toutes
les pentes sont identiques dans le second il y a variation des pentes

en fonction de 1'heure.

Sur la ligne &tudide ici 1'amplitude correspond a la période 5 h 25 -~

22 h 35, Ceci définit les deux points de transport extrémes pour les

-~

usagers. Le battement est de 1l'ordre de 5 minutes & chaque terminus

et atteint 15 minutes lorsqu'on veut &tablir une pause. Pour gérer la
régulation du trafic le battement peut devenir important : 21 h 35 -
22 h 15 pour le bus J ou 12 h 35 - 13 h 35 pour le bus I (ce dernier

battement autorisant 1'implantation d'un repas pour le chauffeur).

La premidre démarche consiste 3 implanter le train qui devient
opérationnel 3 5 h 25 (bus A) coantraint par l'horaire et le point de
charge obligatcire (5 h 25/Grand Place). La deuxiéme démarche est
relative 3 la fréquence nominale (PH normale). En se calant sur le
premier train, on trace dans la élage horaire 8 h/12 h un ensemble

de segments de pente &gale 3 la vitesse moyenne qui définit 1'ensemble
des trains nécessaires pour satisfaire la fréquence nominale ; dans
cette méme PH on place des battements de 1'ordre de 5 mn sur 1taxe

centre ville et de 1'ordre de 10 mn sur l'axe Grand Place.
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On s'intéresse eﬁsuite aux heures de pointes par exemple 7 h / 8 h.

La charge correspondante sera résorbée par 1'adjonction d'un bus
supplémentaire (le bus E) sachant que le déplacement global des usagers
s'effectue de la périphérie vers le centre ville. Cette augmentation
du nombre de bus implique donc une amé&lioration de la fréquence, En

ce qui concerne l'horaire de départ des trains, on tient ccmpte du
temps de préparation des véhicules, mais il est difficile de donner
une régle précise 3 cet &gard du fait de 1'interaction du module
découpage des services, En effet, on s'autorise une modification de
1'horaire de départ pour approcher au mieux 8 h de travail pour chaque
service., Par contre le point de départ des trains résﬁlte de points de
ramassage obligatoires (i.e. le train A i partir de Grand Place, le train

C 3 partir du centre ville).
La création du graphique se poursuit dans 1'optique que 1'on vient
de définir pour toutes les PH de 1'amplitude en respectant l'ensemble

des contraintes.

3.3.1 Découpage en trains de véhicules

Le graphique de ligne est ensuite découpé en trains de véhicules ce qui
permettra de déterminer la quantité minimum de bus nécesszire. Ce
découpage en traimsest loin d'€tre trivial car il convient de raccorder
entre eux les différents trajets en adoptant les battements d'une durée
suffisante pour assurer une certaine régulation des flux de véhicules
sur la ligne. L'ensemble des trajets (y compris les battements retenus)
que 1l'on décide de raccorder va constituer le service. d'un bus donné

34 1l'intérieur de 1'amplitude (tl, t2) pour la ligne considérée. Le
nombre de combinaisons possibles est extrémement éleva et i1 faut
surtout compter sur l'expérience des techniciens du bureau des horaires

pour réaliser cette opération.
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HABILLAGE DE L'HORAIRE

DEFINITIONS

Le graphique de ligne fournit un certain nombre de trains que 1l'on
peut noter TR(1), TR(2), ... TR{q) (q correspondant au nombre d'autobus
nécessaire au fonctionnement de la ligne). Reste 3 définir le nombre
et les caractéristiques des services, qu'il faut prévoir pour assurer

la rotation des véhicules sur la ligne.

On appelle service 1l'emplol du temps d'un agent defconduite dans la
journée, Par exemple un service peut consister pour un agent donné 3
conduire un autobus pendant un certain temps, s'arr€ter, puis reprendre
la conduite d'un nouveau véhicule, ou bien encore conduire pendant

8 h 00 d7affilé. Cette définition fonctionnelle du service n'est pas
suffisante pour caractériser formellement les services. Pour ce faire

nous avons besoin de la notion de points de reléve possibles,

Un point de reldve est 3 la fois le lieu (dép6t, terminus, ...) et le
temps 3 partir {ou i compter) desquels un chauffeur en remplace un

autre.

Bien entendu, &tant donnéd un train TR(i) un certain nombre de points
de reléve sont possibles (au maximum aprés chaque trajet, au minimum
compte tenu des conditions statutaires tous les n trajets). Les parties
du train TR(i) séparant deux points de reléves possibles consécutifs
sont appelées des "trongons horizontaux", en revanche lorsqu'on passe
d'un point de reldve possible d'un train TR(i) au point de reléve
possible d'un train TR(j) on définit un "trongon oblique". Dans ce
contexte, un service s'exprime comme une suite de trongons compatible

avec la réglementation et les contraintes d'antériorité,
BUT DE L'HABILLAGE

La nécessit® d'un découpage des trains en plusieurs services est
évidente si on se rappelle que le train est défini comme &tant la
rotation d'un bus sur une ligne pendant toute l'amplitude, La démarche
actuelle du découpage des services est fondée sur le respect aussi
absolu que possible de la contrainte : "continuité du travail d'un

chauffeur sur une durée voisine de 8 h'.
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Dans une premidre phase le graphique de ligne est décomposé suivant
1'ensemble des trains (cf n® 2 annexe 2). Sur chacun des trains on
procéde par tidtonnements a4 un découpage en services homogdnes au

sens "@tre voisin de 8 h"., (voir n° 3 annexe 2).

La difficulté de la démarche manuelle est assez claire d'autant plus

qu'il faut :
+» minimiser le nombre de repas
. ne pas créer de discontinuité dans les services; 
« Dne pas provoquer des dépassements abusifs au-~deld de 8 h

« placer les points de reldve au terminus et au méme endroit que

la prise de service
. minimiser le nombre de services dont 1'amplitude dépasse 12 h
etc,.
En fait les conditions statutaires de travail sont telles qu'une
modification du graphique de ligne via 1'amplitude ou les battements
s'avére souvent nécessaire.

LISTE DES DONNEES, CONTRAINTES ET RESULTATS DU DECOUPAGE DES SERVICES

Données et contraintes

. trains de véhicules de la ligne considérée

. troncons obliques et horizontaux

« réglementation, souhaits du personnel

Pl >
» couts des services
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Résultats

. les postes de travail sur la ligne, ia dure de ces postes
. nombre de personnes minimum et maximum nécessaires au fonctionnement

. 1le cofit du choix effectud.

LE PROBLEME DU ROULEMENT DES AGENTS DE CONDUITE

POSITION DU PROBLEME

La construction des tableaux de roulement deé agents de conduite du
réseau routier constitue un probldme typique d'exploitation. En effet,
il s'agit d'affecter les agents de conduite sur les différents services
pour chaque jour calendaire (exploitation de la ligne), mais aussi

de définir un cycle de travail hebdomadaire pour chaque agent (gestion

du personnel),
Ainsi les données du probléme sont elles réparties en?deux groupes 2

a) Du point de vue de l'exploitation

I1 faut assurer aux usagers du réseau un service conforme 3 la
demande. Nous avons défini la stratégie visant 3 ‘satisfaire cette
demande en déterminant un ensemble de t3ches (résultats de

1'habillage des horaires) 3 effectuer quotidiennement.

Pour faciliter 1'exposé, considérons l'ensemble des services qu'il
faut‘impérativement accomplir pour assurer la desserte de la ligne
18 et ce conformément aux indications portées sur le tableau
"découpage des services" (échéma n°® 3 en annexe 2), On veérifiera
sans peine que le temps global nécessaire 3 la stricte réalisation
des tiches indiquées dans le tableau '"découpage de services"

totalise 745 h 00, Si 1'on affecte un groupe de 18 agents de



b)

conduite 3 la ligne considérde, le temps moyen de travail est
d'environ 41 h 23, en revanche avec 19 agents de conduite ce

méme temps moyen passe 3 39 h 13, Ces deux temps moyens
hebdomadaires sont inacceptables, le premier au plan du personnel
roulant, le deuxiéme zu plan de 1'exploitation., On résoud cette
difficulté en assurant une r8gulation du roulement qui permettra
d'absorber les difficultés ponctuelles qui ne manquent pas
d*apparaitre lors de la gestion quotidienne telle que 1'absence
inopinée d'un agent de conduite. Ainsi en rajoutant deux pseudo-
services (affectables i une ligne quelconque suivant les besoins)
dont la dure est fixEe pour la convenance initialement 3 7 h 40
nous obtenons une charge hebdomadaire de 760 h 20 é.laquelle
correspond pour 19 agents une dure moyenne de travail d'environ
40 h Oi. Voicl donc déterminé le nombre N d'agents de conduite
qu'il faut affecter 3 la ligne pour en assurer le fonctionnement
quotidien tout au long d'une semaine civile (i.e., lundi # dimanche).
La méthode opératoire que 1'on vient de décrire a 1l'aide de notre
exemple peut €tre &tendue facilement 3 toutes les lignes et c'est
sans perte de généralité que nous considérons le nombre d'agents
N comme une donnée du probléme de roulement. Et par conséquence,
connaissant le nombre de services s(j) & effectuer chaque jour j
de la semaine civile considérée, nous en d&duisons immédiatement
le nombre r(j) = N - s(j) de repos affectables dans le tableau
de roulement pour le jour j en question., On vérifiera sans peine
cette relation sur la grille de roulement (n° 4 anne#e 2) donnée
d titre d'exemple et construite 3 partir du tableau "découpage
des services", (Cette affectation des services constitie une
contrainte technique que nous appellerons dans 1la sﬁite de cet

exposé : contrainte de recouvrement).

Du point de vue du persounel roulant les contraintes statutaires

s'assortissent de souhaits et desiderata dont il convient de
tenir compte autant que faire se peut. Avant de décrire ces
contraintes, nous allons définir un certain nombre de points utiles

a la bonne compréhension d'un systéme de roulement,
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DEFINITIONS ET NOTATIONS

K= (1,2, .. 7) ensemble des jours de la semaine civile de lundi 3

dimanche

s(k) = nombre de services 3 effectuer le jour k sur une unité

d'exploitation (ligne) donnée.
N = nombre d'agents affectés & 1'unité d'exploitation
r(k) = nombre de repos affectable au jour k du roulement.

planning de travail :

On le définit relativement 3 une durée (ie une semaine, une quinzaine...).
I1 représente la succession des jours de travail (avec les services ou
postes 3 effectuer) et des jours de repos que doit faire un agent donné

pendant la durée que 1l'on a choisie,

Séquence travaillée :

I1 s'agit de la succession des jours de travail compris strictement
entre deux jours de repos directement consécutif., Cette notion n'a un

sens qu'ad 1'intérieur d'un planning de travail.

Configuration : planning de travail pour une semaine civile comprise

entre le lundi et le dimanche. Si 1'on s'intéresse simplement 3
1'affectation des jours de repos et des jours de travail, on peut
représenter une configuration comme un vecteur de (0,1)7, par exemple
Y= (0110001) qui exprime le fait que lundi, jeudi, vendredi, samedi
sont les jéurs travaillés (coordonnées nulles), les autres jours de
la semaine &tant chomés, Ainsi Y(k) = 1 si le jour k est travaillé,

0 sinon.
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Grille de roulement :

C'est une matrice (N,7) ol l'on trouve en colonne les jours de la
semaine civile (lundi 3 dimanche) et en ligne N configurations
correspondant aux N agents, La grille de roulement se parcourt de maniére
cyclique, chaque agent effectuant successivement les N configurations

de la grille, Le planning de travail est donc défini pour chaque agent

sur une durée N semaines civiles.

5.3 CONTRAINTES ET OBJECTIFS PARTICULIERS AU RESEAU ETUDIE

5.3.1 Pour l'exploitation

(1) Les contraintes de recouvrement qui sont typiquement des contraintes
d'exploitation impliquent que chaque colonne de 1la grille de
roulement du lundi au dimanche doit posséder tous les services

que doit assurer 1'unité d'exploitation (la ligne) pour chacun

des jours en question,

(2) La durée du travail 3 effectuer sur chaque configuration (c'est-a-
dire le temps de travail pour une semaine civile) doit &tre aussi
proche que possible de la durée moyenne hebdomadaire de travail
sur la ligne. Il s'agit en effet pour 1l'exploitation de diminuer
1'absentéisme en réalisant un meilleur équilibre duftemps de

travail,

5.3.2 Pour les agents de conduitex

(1) Chaque configuration doit posséder au moins un jour de repos et

au plus trois jours de repos,

(2) Les agents ne doivent pas assurer un service deux dimanches de

suite.

(3) La grille de roulement ne doit pas comporter de sé&quences travaillées
d'une longueur supérieure 3 six jours ou d'une longueur inférieure

a deux jours.

% Ces régles peuvent varier d'un réseau 3 un autre.[1C)]
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(4) Les services sont répartis en deux catégories : matin et soir,
Les s&quences travaillées dolvent contenir les mémes services ou
a défaut des services de la méme catésorie pour’ assurer un rythme

de travail aussi homogZne que possible.

(5) En revanche pour augmenter le nombre de demi-journeés de repos,

certains agents souhaitent effectuer un service de matin avant

les périodes de repos et recommencer une nouvelle séquence travaillée

avec un service du soir.
Notons que les contraintes (4) et (5) sont contradictoilres.

(6) Le nombre de jours de repos accolés (par paire, par triplet, ...)

doit &tre aussi &levé que possible,
DIMENSION DU PROBLEME DE ROULEMENT

Il existe C§(k) maniére d'implanter les jours de repos dans une colonne
d'indice k € K, donc &tant donné r(k), pour k € K,et N il est possible

de générer

Pr = 01 Cr(k)
kek N

tableaux de roulement relatifs au planning des jours dé repos. Si ce

planning est donné, il existe alors :

Ps = 11 (S(K)!)
k€K

tableaux de roulement relatifs aux services. Donc le probléme général
du roulement & N agents avec s(k) services 3 assurer pour k € K

correspond 3 :

Pg = II (s(k)1).cEE) o 1 Ar(®
k€K N keK &

tableaux de roulement. Dans 1'exemple donné en annexe (schéma n° 4)
Pg = 2.10100 c'est-3-dire plus d'un milliard de fois le nombre estimé
d'atomes dans 1l'univers (le nombre de solutions n'est pas toujours
caractéristique, mais dans le cas présent, ce probléme appartient 3

la classe'des problémes réputés difficiles ).



CONCLUSION

L'analyse des trois points centraux de 1'exploitation d'un réseau de

transport en commun ¢
» construction des graphiques de ligne
» habillage des horaires
» confection des tableaux de roulement

montre la difficulté@ d'envisager une approche globale 3 travérs laquelle

un modéle mathématique méme trds simple permettrait de connaltre 1'incidence
sur les performances du réseau 4'une variation du potentiel matériel (autobus)
ou humain (agent de conduite), d'une modification de la charge, du coiit de
transport... En revanche, les mé&thodes qui sont actuellement utilisées (pour
la plupart manuelles) n'apportent aucun moyen i la direction de 1'exploitation
de connaltre rapidement 1'influence de la variation de paramétres fondamentaux
comme ia fréquence, ou le nombre d'agents de conduite. De plus, les méthodes
utilisées qui reposent pour l'essentiel sur 1'expérience et le tatonnement

des techniciens spécialis&s ne permettent pas de prendre en compte facilement
plusieurs hypothéses ou méme d'apporter des éléments de réponse face aux

critéres d'optimisation.

Par exemple, on considé&re la fréquence (c'est-i-dire le taux dé départ des
autobus) comme une donnée du graphique de ligne, or il semble plus réaliste
de déterminer en premier lieu (quitte 3 l'estimer dans un premier temps) la
charge de la ligne pour en déduire la fréquence. Les spécialiétes déterminent
le découpage du graphique de ligne en train par tatonnements et essais
successifs. Or une variation des temps de battement peut faire apparaitre

d'autres solutions plus intéressantes.

En ce qui concerne 1'habillage des horaires, qui constitue apparemment un
probléme typiquement combinatoire, 1'utilisation d'un moddle mathématique
devrait conduire 3 une meilleure analyse que l1'approche manuelle. Quant aux
tableaux de roulement, il est clair qufun outil d'aide 3 la décision

permettant un dialogue rapide et 1'étude de situations variées avec les
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agents. de conduite, permettrait 8 la direction de 1'exploitation

d'assurer une meilleure gestion de son personnel,

C'est pour répondre 3 cette argumentation, que nous proposons dams le
chapitre suivant un tour d'horizon des différents moddles et techmiques
mathématiques qu'il est possible d'utiliser pour aider 1'exploitation
(Ce dernier aspect est en fait non négligeable cay géur une vingtaine
de lignes i1 faut construire chaque année environ soixante graphiques
de ligne, deux cents habillages d'horaires et une centaine de tableaux

de roulement).

oo
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Chapitre II

TOUR D'HORIZON DES MODELES
ET TECHNIQUES MATHEMATIQUES D'AIDE
A L'EXPLOITATION
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INTRODUCTION

Ce chapitre est destiné 3 présenter quelques modéles et fechniques
mathématiques qui peuvent apporter des outils d'analyse a la direc-
tion de 1'exploitation. L'aide 3 la décision qui est proposée s'in-
téresse a des domaines précis de 1'exploitation et ne permet nas
une analyse globale (m€me simple) ainsi que nous 1'avons .souligné
préalablement. En revanche, on peut s'attendre, 3 travers 1'&tude
des modélisations proposées, 3 une meilleure compréhension des pro-

blémes et des solutions envisageables,

Bien que l'on s'intéresse essentiellement 3 1'aspect opérationnel

(les problémes d'exploitation stricto sensus), on peut difficile-
ment passer sous silence la question fondamentale (située.en aval)

de savoir comment définir la géométrie optimale d'un réseau de trans—
port. Dans cet esprit, nous présentons un modéle (§ 2) qui permet, 3
partir d'un réseau déjd structuré, d'ajouter une nouvelle'ligne et
d'en définir la géométrie. Nous donnerons ensuite un modéle relatif

d un probléme connexe au précédent : 1'implantation des arréts sur la
ligne d'autobus (§ 3). Nous avons indiqué au chapitre I qﬁe les arréts
constituent une entrée du graphique de ligne, d'oii 1'intérét d'en op-

timiser 1'implantation.

Concernant la gestion de la flotte d'autobus, on propose une méthode
d'analyse (§ 4) qui permet, & partir de la charge des usagers, de
déterminer le meilleur taux de départ des autobus. Nous donnons en-
suite une méthode (§ 5) permettant d'optimiser le découpage du gra-
phique de ligne en train de véhicules. Notons que tous les modéles

énoncés jusqu'3d présent s'intéressent au graphique de ligne.
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Dans la suite du chapitre, nous proposons une méthode basée sur
la programmation linéaire {(§ 6) permettant d'assurer un habillage

des horaires,

Au sujet du probléme du roulement, nous donnons (§ 7) une
analyse bibliographique critique mettant en évidence-1'absence
de publications qui permettent d'aborder la construction automa-—

tique des grilles de roulement de mani&re satisfaisante.

GEOMETRIE OPTIMALE D'UN RESEAU DE TRANSPORT EN COMMUN

APPROCHE GENERALE

Dans [22] P.H. Pargier présente une &tude sur la détermination
d'une configuration optimale d'un réseau de transport. Dans
la pratique, le choix d'un réseau implique la définition de la
géométrie des voies ou lignes nouvelles., Cette détermination
faif intervenir des €léments tels que les lois de demandes de
trafic sur les sites 3 desservir, les cofits des divers investisse-~
ments nécessaires, 1'influence du débit sur le temps de parcours
etec. Dans ce type de probléme, il est fructueux de préﬁdre en
compte le phénoméne du rendement croissant des arcs. Lé rapport
du gain marginal pour une unité supplémentaire transportée 3 la
perte marginale impliquée par le transport de cette ugité
supplémentaire est considéré comme supérieur i un, Cew§hénﬁméne
est dii, en particulier, 3 la présence de cofits d'investissements
fixes. Aussi, ce modéle est-il bien adapté aux implantations
d'équipement lourd (infrastructure routidre) mais il n'est pas
exclu de l'adapter au cas d'un réseau de transport em commun.
En effet, la mise en fonction d'une nouvelle ligne (voir d'un.
réseau) entraine des colits fixes d'acquisition d'autobus, par
exemple, ou d'équipement de 1'unité d'exploitation en ligne

8lectrique haute tension.
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DESCRIPTION DU MODELE

Le phénoméne central pris en compte dans le modéle proposé par
consiste 3 répartir, sur chaque arc appartenant 3 l'extension
envisagée du réseau, les colits fixes qui résultent de la modi-

fication prévue.

La contribution d'ua arc sera effective s'il est retenu dans la

solution optimale.

Pour résoudre le probléme, on génére l'ensemble des liaisons pos-
sibles sur l'extension proposde. Une liaison représente, en fait,
dans le modéle, un ensemble de chemins reliant un couple de termi-

nus possibles,

On écrit ensuite le probl&me comme un programme linéaire en nombres
entiers oi 1l'on cherche 1'affectation (en terme d'arcs) qui permet
d'écouler i moindre colit (y compris les charges fixes) le trafic.
En effet, la fonction objective est composée de la somme des coflits
fixes et des cofits d'usage de chaque arc., Notons que les cofiit
d'usage sont supposés croitre de maniére linéaire avec 1'intensité

du trafic.

Pour résoudre le probléme, on utilise une méthode S.E.P.;;ce qui
implique 1'obtention rapide d'une évaluation fine de la solution
optimale du programme linéaire. Pour ce faire, on cherche une

bonne solution du programme dual, en utilisant (compte tenu de la
structure particulidre du probléme) une méthode de décomposition

basée sur une technique de sous-gradient,

PRINCIPE DE LA METHODE

Le programme dual permet de définir, en fixant certaines variables,
un systéme.de p8age sur chaque arc. On interpr@te ce systéme en
disant que chaque liaison qui veut passer par un arc donné doit ver-
ser 4 cet arc, un certain péage, de telle sorte que la somme des péa-
ges versés par l'ensemble des liaisons passant par l'arc en question

soit égale au colit fixe nécessaire 3 la construction de cet arc,
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La résolution du dual a p8age fixé passe par la recherche (pour
chaque liaison) du chemin de colit minimum sachant que le cofit de
passage sur un arc est égal & la somme du cofit d'usage et du

péage. Du point de vue primal, cela signifie que le trafic aura

'écouler par les chemins de moindre cofit. C'est jus-

tendance 3 s
tement grice i une comparaison des solutions primales et duales
effectuée en utilisant le théoréme des &carts complémentaires,
que 1l'on peut soit affirmer que la systdme de péage utilisé nous
a conduits 3 l'optimum du dual (et par 13 méme du primal) soit
déterminer une directicn de déplacement qui va permettre de défi

nir un nouveau systéme de péage.

En conclusion, les techniques mathématiques présentées dans [21
sont tré@s intéressantes et méritent, 4 ce titre, d'étre &tudiées;
en revanche, il convient d'&mettre des réserves sur 1'adaptation

du modéle 3 rnotre cas,

ADAPTATION DU MODELE AU RESEAU DE TRANSPORT EN COMMUN PAR AUTORUS

Dans le cadre des transports en commun par autobus, il est diffi-
cile de prendre en compte un coiit fixe de construction d'un arec
contrairement & ce qui se passe pour le métropolitain ou un réseau
routier ot les colits d'infrastructure sont importants et d'évalua-

tion relativement aisée,

Cependant, nous proposons une approche qui, sans prendre en compte
la notion de cofit fixe de maniére totalement réaliste, n'en présente

pas moins un certain intérét;

« Au niveau des cofits fixes :
Pour assurer une fréquence A sur un arc u donné, de lon-

gueur L(u), sur lequel la vitesse est V(u), il faut :

L(u)
V(u) . A
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autobus en rotation sur cet arc., On peut considérer que le

colit fixe de "création'" d'un arc est proportionnel i la lon~
gueur de l'arc et inversement proportionnel i la fréquence., On
peut d'ailleurs, gri3ce i ce formalisme, imaginer de créer un mul-
tigraphe associé au réseau dans lequel les arcs entre chaque car-

refour recevraient des fréquences différentes.

. Au niveau du colit d'usage :

Dans c= contexte, le cofit d'usage d'un arc est proportionnel au
temps global passé sur cet arc, y compris le temps d'attente
nécessaire pour emprunter l'autobus si on utilise celui~ci a
compter de 1'extrémité initiale de l'arc., On constate qu'il y

a 13 une difficulté provenant de ce qu'un usager ﬁeut fort bien
parcourir plusieurs arcs de suite dans le méme autobus, Par ail-
leurs, on ne prend pas en compte le phénoméne deé correspondan-

-~

ces d'une ligne 3 1'autre;

IMPLANTATION OPTIMALE DES ARRETS SUR UNE LIGKNE

DESCRIPTION DU PROBLEME

Dés lors que la géométrie d'une liaison du réseau de transport est
définie, le probléme se pose de savoir oli placer les arr@ts de bus
sur la ligne. A 1'é&vidence, un certain nombre d'emplacements (compte
tenu de la largeur des voies, du sens de circulation, dés possibili-
tés d'installation d'abris...} peuvent &tre retenus comme possibles.
En revanche, le nombre d'arréts peut €tre considéré comme donné (con-
trainte budgétaire, distance minimale entre deux arréts...). Ces dif-
férents éléments ne suffisent pas, & eux seuls, pour déterminer
1'implantation précise des arr@ts d'autcbus sur la ligne. Pour répon-

dre a cette question, nous proposons ici une approche originale du

probldme en le considérant comme un probléme de localisation.19]
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FORMULATION

Pour pouvoir prendre en compte la désutilité (ou dééouragement)
ressentie par 1'usager du fait du trop grand &loignement de 1'ar-
rét par rapport i son domicile, on définit une "zone d'influence"
de la ligne constituée par une certaine surface S entourant
géographiquement la liaison considérée; S est ensuite quadrillé,
et chaque carré de population en résultant représenté par le cou=-
ple {(u,v) de ses coordonnées est numdroté de 1 3 n pour consti-
tuer un ensemble I. On note de la méme manidre (i) la densité de
population du carré i€ I, J 1l'ensemble des arréis‘possibles et
d(i,j) 1la distance minimale séparant j ¢ J de i€ I, Pour la
convenance, on considére la population du carréd i €I comme un

usager,

On note y(j) 1la variable d'existence de 1'arrét j et x(i,j)
la variable de décision positionnée & 1 si 1'usager (au sens défini

ci-dessus) se rend 3 l'arré@t j, positionnée & O sinon,

Appelons b(j) 1le coiit fixe d'installation de 1'arrét j et

exprimons par D(i,j) = &) . d(i,j) 1la désutilité ressentie

par l'usager 1 lorsqu'il souhaite se rendre de i vers j.

Enfin, rappelons que 1 est 1l'ensemble des usagers de la zone §
et J 1'ensemble des arr@ts possibles sur la ligne.
PRESENTATION DU MODELE

La détermination de 1'affectation optimale des arréts sur une

unité d'exploitation domnée se formule comme suit :

Z x(1,3) +y(3) =1 Vie I (1)

jed

i# j

x(1,5) L y(3) VHE,D ITxJ, 1i#] (2)
PR y@ =0,1

x(i,j) =0, 1

D (i,3) x(i,3) + Z b(3)y(§)=z(Min)
i€1 &€ je J
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La relation (1) exprime le fait qu'un usager doit se rendre 3 un
arrét et un seul (le plus proche possible de son lieu d'habitation).

La contrainte (2) signifie qu'un usager ne peut se rendre 3 un arrét

que s'il existe,

EXEMPLE :
Légende Ligne
0O Arréts de bus possibles
) Usager ‘
Notations = (1,2,3,4,5,6) ensemble des uségers

Cu
I

= (3,4,6,7) ensemble des arréts possibles

DN
W

- 1
la contrainte 3 Ih\\\\
7
x(1,3) + y(1) =1

1% 5 ] 4
JET ‘

Vi €I sgignifie pour l'usager 1 :

x(1,3) + x({1,4) + x(1,6) + x(1,7) =1
car aucun arrét est constructible en 1, donc y{(l) = O,
En revanche, pour l'usager 3 on peut &crire soit :

.

x(3,6) + x(3,7) + x(3,4) =0 siy(3) =1 et alors
x(3,3)

f

y(3) = 1 (voir la contrainte (1) ci-~dessous)

3

soit x (3,6 + x(3,7) + x{(3,4) =1
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Si y(3) =0 et alors 1l'usager 3 ira emprunter 1'un des arréts 4,

ou 7, Notons au passage que si I NJ = ¢ les contraintes du type

4,1

ci-dessus n'ont pas lieu d'&tre.

La solution optimale du programme linéaire en nombre entiers Pm
définit donc 1'ensemble X des arréts de la ligne considérée

(voir définitions, chapitre I, § 3.1).

Le probléme Pm présente une structure particulidre, et de nom-
breuses Etudes ont &té& faites sur les techniques matﬁématiques a

mettre en oeuvre pour le résoudre [19] .

TAUX OPTIMAL DE DEPART DES AUTOBUS SUR UNE LIGNE

REMARQUES PRELIMINAIRES

A cette &tape, on suppose la géomé&trie de la ligne parfaitement
définie. En particulier, on connait 1'ensemble des arréts dont
les terminus constituent deux points particuliers. Pour simpli-
fier, supposons la ligne parfaitement symétrique en notant bien
que cette restriction diminue grandement la complexité du pro-
bléme que 1l'on doit résoudre en présence d'itinérairetdissymé—
trique ou comportant des bifurcations. Cette hypothdse de Symé~
trie est tout & fait centrale dans le modéle que nous:allons
décrire. Pour déterminer la fréquence de passage des‘éutobus
sur la ligne, on suppose connaltre comme entrdes la courbe c(t)
de charge sur la ligne (voir chapitre I, § 3.1) estimée ou
mesurée, le temps de rotation, et l'intervalle [O,T] corres~
pondant a tout ou partie de 1l'amplitude. Notons que le temps de

rotation est supposé constant sur l'intervalle d'é&tude [O,T] .
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DEFINITIONS ET NOTATIONS

c(t)

courbe de charge de la ligne

d(t)

1

taux de départ des autobus

intervalle de temps compris dans 1'amplitude

[o,7]

r = durée de la rotation suppos&e constante dans [O,T]

.

nombre de véhicules ayant circuléd sur la ligne pendant

Lo,t]

D(t)

A(t) : temps minimum séparant le passage de deux autobus consé-
cutifs 1ié au taux de départ par la relation A(t).d(t)=1
: trafic maximum supporté par la ligne
% max pp p g

g{t,r): trafic enregistré sur la ligne & partir de la date t

et pendant une rotation

F . (res F :
mln( Pe max)
nombre minimum (resp. maximum) de bus & mettre en circu-

lation sur la ligne,

ETUDE DU MODELE

Nous donnons une rapide description du moddle proposé dans [ 21]} .

Notons tout d'abord deux points :

a) s t
)/~c(u)du = Mazx J/‘c(u)du = 1(s,r) =1
. max

S-r t€[0,T]  ‘t-r

correspond au trafic maximum sur la ligne considérée, puis-
qu'il s'agit de la masse maximum de passagers transportés
pendant la durée r d'une rotation qui dé&bute au temps opti-

mal s C[O,T].
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b) ‘ t
Mazx d(y).du = D(s'+r) - D(sf) = Fmax
te[o,1] “t-r

correspond au nombre maximum de bus mis en circulation sur
la ligne pendant la durde d'exploitation EO,T] considérée,
puisqu’il s'agit du nombre maximum de vBhicules circulant
pendant une rotation sur l'intervalle [O,T]. On enregistre

ce nombre maximum 3 compter de la date s',

Au temps t, le nombre de passagers c(t) passanf-par le point
de charge maximum divisé par le nombre d(t) de bus qui les y

am3ne correspond au facteur de chargement (toujours limité par la

capacitd B des bus, c'est-i-dire : gg;% £ B),

Si sur l'arc de charge maximum les bug sont toujours saturés, il
est clair que la flotte de bus affectée 3 la ligne est minimum,

Cette considération s'exprime plus synthé&tiquement par la relation

Fmin = xgax dans laquelle Fnin est la quantité minimum de bus

3 mettre en circulation sur la ligne, Evidemment, cette approche

satisfait (en terme de cofit fixe) pleinement la direction de 1l'ex~-
ploitation, & l'inverse elle risque d'avoir de ficheuses ré&percus~-
sions sur le temps d'attente des usagers. Le second critére va

done consister 3 minimiser ce temps d'attente,

Si A{t) est le temps qui s'8Bcoule entre le passage de deux bus
consécutifs, on a d{(t).A(t) = 1. Pendant A(t) le nombre de passa~
gers qui s'accumule est c(t).A(t) avec un temps msyéa d'attente de
A(t)/2. Sur la duréde d'exploitation de la ligne, le temps moyen

dfattente est :

T
W =_1_ T C(tz dt
2 d(t)

0

Sur la période {s-r,s] qui détermine T . ©f qui correspond
d une période de pointe, il n'est manifestement pas possible de

minimiser w, compte tenu de la politique Fmin = fmaX/B qui
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implique tout simplement c¢(t) = B.d(t). En revanche, sur la
période [O,s—r} (ou [S,T] ), il est possible de pratiquer une
optimisation en cherchant la fonction d(t) solution du probléme

variationnel suivant

S-r
Min .1'. _C...(_t_).. dt
2 0 D'(v)

(V)
goumis & :
D(t+r) - D(t) € Fmin, 0t Ls-r - (3)
t+r
oi D(t+r) - D(t) = " d(t) dt.

La relation (3) exprime le fait que, hors pointe, la capacité de
transport peut &tre inférieure sur la durée d'une rotation a la
capacitéd maximale de transport, & savoir Fmin. On résout le pro-
blaéme variationnel (V) en utilisant la relation d'Buler qui
permet de montrer que, hors pointe, d(t) = q. c(t) ol q est
inversement proportionnel au facteur de chargement. De plus,
lorsque la relation (3) est serrée, on a D'(t+r) =D'(t), c'est-

d~dire d{t+r) = d(t) ainsi que le systéme suivant

ty ftz _
c d(t+r) =_ 4 J, #c(t)

1 1

d(t +r) = q .\Jc(t )
1 1
d(t2+r) = q .Vc(tz)

dont la solution est un triplet - non nécessairement unique - gui
détermine sur l'intervalle (0,s-r) le type de relation qu'il
faut choisir entre d(t) = g \LZZ;;, d{t) = d(t+r) = c(t+r) et
d(t) = d(t+r) = q. c(t+r),

Ces diverses considérations permettent de dé&finir le nombre de bus
i affecter & la ligne ainsi que les horaires de départ et le nom-
bre probable de passagers 3 bord sur l'arc de charge maximum pour

chaque autobus de la ligne,
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La connaissance de la fonction d(t) ne suffit cependant pas pour
construire le graphique de ligne, En effet, avec d{(t)} on est
simplement capable de trace? des trajets obliques reliant entre
eux les terminus de la ligne, Reste alors & réunir les trajets en
tenant compte des temps de battements pour former les divers
trains de véhicules appelés 3 circuler sur la ligne, Ce n'est
qu'alors que le graphique de ligne sera considéré comme acquis.
Nous proposons, dans le paragraphe suivant, une technique mathé-

matique visant i assure le découpage en trains de véhicules.

Le mod&le que nous indiquons est inspiré de 1'article 18] .

DECOUPAGE DU GRAPHIQUE DE LIGNE EN TRAINS DE VEHICULES

LA NOTION DE REGULATION

Hormis la remarque formulée 3 la fin du paragraphe pré&cédent,
notons que la connaissance du taux de départ des autobus et,
corrélativement, la taille optimale de la flotte de bus & mettre

en circulation sur la ligne ne suffisent pas du poiﬂtfde vue de
l'exploitant 3 définir ce qu'il est convenu d'appeler le graphique
de ligne, dans le sens oli 1'exploitant en question ne:posséde aucun

moyen pour assurer une régulation du trafic.

En effet, de multiples perturbations peuvent survenir. lors de 1'ex~
ploitation d'une ligne, par exemple un embarras excessif de circula-
tion (ou, & l'inverse, une fluidité anormale), une panﬁe mécanique,
une défaillance humaine... Ces diverses perturbations- peuvent &tre
absorbées en définissant autour des points de départ optimaux des
autcbus, un temps de battement dont il convient de déterminer la

durge idéale.
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5.2 LES DONNEES DU PROBLEME

On se reportera au chapitre I, § 3.1, en ce qui concerne les dé&fi-
nitions et les notations, Pour préciser davantage les choses, on

consultera avantageusement le schéma suivant :

Distance

, , )
Terminus R T

Terminus A =Temps

On note Bmin et Bmax la dure minimum et maximum des battements

B(iA) ou B(jR) pour tout i et tout j.

Ces notations permettent de caractériser un train de véhicules donné,

disons TR(k), par la sdquence :

100= [ 300,08 WD,),3 D BG Do @,G (@), 301, ]
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FORMULATION -

Considérons le graphe G =" (X U Y, V) oi X représente 1'ensemble

des trajets iA de A vers R et Y 1'ensemble de trajets JR

de R vers A, Nous aurons v = (iA,jR) € V si, et seulement si

IR A
est sans circuits. Cette remarque, bien qu'évidente, joue un rdle im-

peut suivre i Bmin &tant positif, le graphe G = (X U Y,V)

portant dans la m&thode de ré&solution.

On peut associer 3 chaque arc v = (iA,jR)QZV une fqnction cofit
p(v) qui pénalise les battements de faible durée, c'est-a-dire
ceux qui assurent une régulation de la ligne insuffisante. Dans

ces conditions il est clair que les chemins du graphe G sont

en bijection avec les séquences de la forme TR. En éonséquence,
toute décomposition de G en chemins disjoints correspond & autant
de séquences TR(1), TR(2), ..., TR(q) représentant les q trajets
de véhicules nécessaires a4 1l'exploitation de la ligne. On peut donc
dire que la construction des trajets avec un nombre minimal de bus
(voir¢un nombre donné si la flotte d'autobus affectde 3 la ligne est
identifiée) revient 3 décomposer le graphe G en un nombre minimal

(voireun nombre donnéd) de chemins disjoints.

Exemple de graphe G conforme au schéma précédent
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Pour ce faire, on construit le réseau de transport défini par

R = (5,T,V',c,p)

oi S = XUY, P=XUY et V' est l'ensemble

des arcs du graphe biparti construit en dupliquant XUY. A titre

-

d'exemple, voici le réseau R construit 3 partir du schéma précé-

dant:

1A o

2Aq

3A0

4A0

1R &

2R

3Ro”

4Ro

oA

02A

thi?F?'
03F.

04~

On sait qu'il y a bijection entre un couplage parfait de R et une

couverture de

G

en sommets disjoints. Le probléme de la décomposi-

tion en trains optimisant la somme des colits des battements se raméne
done 3 la recherche d'un couplage parfait de poids minimum dans un

graphe biparti.
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Les sommets S représentent les départs et ceux de P les arri-
vées des trains de vBhicules, Un couplage donné de R définit um
ensemble de trains de véhicules (i.e. le¢ couplage constitué des

arcs (1A,2R), (IR,ZA), (ZR’3A)’ (BR,4A} correspond aux trains sui-

vants ¢
TR(D) = 1, B(L), 2, B(2), 3,}
TR(2) Lo B, 2, }

30 B(3Y), 4, |

‘g }

Initialement, la cardinalits du couplage est nulle et 1'on a autant

b~

3

P2y’

-

(&S

Nonef et
i

=1
b
L
o

]
PR tutaed

]

de trains que de sommets de S. D&s qu’on ajoute un arc au couplage
courant, le nombre de traine diminuve d'une unité, Pour un couplage

donné M le nombre de trains vaut :
card {8} -~ card (M)

Plus généralement, le nombre de trains correspond au nombre de sommets
de S non saturés par le couplage. En outre, les sommets non saturés
de S (resp. P} correspondent aux trajets terminaux (resp. initiaux)
des trains. 5i la flotte de bus est donnée, on arr8tera la recherche
d'un ccuplage M de coft minimum d&s que card (8) - card (M) a at-

teint cette valeur, sinon on poursuivra jusqu'a 1'optimum,
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HABILLAGE DES HORAIRES

Le probléme d'habillage des horaires [13] ,[14] est certalnement celiui
qui a donné lieu au plus grand nombre de publications sur les problé-
mes d'exploitation de lignes. Aprés avoir rappeié la formulation généd-
ralement adoptée pour ce type de probléme, nous décrivons quelques
méthodes de résolution dont une mdthode personnelie bas&e sur une

heuristique.

LE PROBLFME DE L'HABILLAGE DES HORAIRES

La construction du graphique de ligne, et plus particulidrement la
résolution du probléme de la régulation du trafic sur la ligne, nous
ont permis de d&composer le graphe G = (XUY,V) en un ensemble dis-

joint de séquences de la forme TR(1), TR{2), ... TR(q).

Etant donné un ensemble de trains de véhicules TR(1), TR(2), ... TR{q},
comment découper le temps de travail pour affecter 3 des agents de con-
duite un service conforme aux conditioms statutaires et d'exploitation,
Ainsi disposant de g trains de véhicules, on pourrait définir q ser-
vices. Mais la durée de ces services serait ggale 3 celle de 1'amplitude
ce qui est impossible statutairement., Il faut donc &taler la charge de
travail, Ainsi, connaissant la durée globale de fonctionnement de la
ligne sur une journée et la durée moyenne d'un service; on en déduit le
nombre M de services nécessaires. Reste alors i répgftir ces M ser-
vices sur l'ensemble des trains de véhicules : c'est 1}objet de 1'ha-

billage des horaires,

Contrairement & la modélisation précédente, nous allons définir cha-
que battement comme &tant un sommet et chaque trajet comme &tant un
arc. Dans ce contexte, on peut représenter TR(j) par le chemin sui-

vant, donné a titre d'exemple :

9 h 51 10 h 59 12 h 05 12 h 48 14 h 07

o b % O -0
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Les horaires indiqués donnent les dates de départ de 1'autobus
considéré, Chaque sommet correspond altermativement 3 un terminus.
En fonction de la nature de l'exploitation, il est possible de dé-
finir sur chacun de ces chemins un ensemble de ''points de reléve
possibles" (dans le sens ol un chauffeur peut en remplacer un au-
tre), Cet ensemble est constitué de sommets priviiégiés notés

mi’ i = 1,2...R reliés entre eux par des arcs appelés trongons.
{(veir 3 ce sujet les définitions donnges au § 4.1, chap. I).

Exemple :
1 2 3 4

TR(1) 2 ° ° 9

5 6 7 3
TR(2) o o o o

g 10 11 12 13 14

TR(3) or m oS T o L. SR - SN 0

15 16 17 18 19
TR(q) o 0 o ) o

Dans cet exemple {1,2,3,4} et { 5,6,7,8 } constituent des
points de reldve possibles. Les arcs (1,2), (2,3), (S,é) ven
représentent des trongons horizontaux, alors que les ércs du type
(7,12) sont des trongons diagonaux qui correspondent.au fait qu'un
conducteur d'autobus est susceptible de changer de vEhicule sur la

ligne.

On peut, 3 présent, définir précisément un service comme &tant une
succession de points de reléve et de trongons conforme aux condi-

tions statutaires et aux impératifs de l'exploitation. Par exemple
{(9,10,11,18,19), (11,12,13,14) et (15,16,17,18) peuvent constituer

des services,
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FORMULATION DU PROBLEME

L'idée de base (qui parait trés fructueuse dans la plus grande par-
tie des problémes combinatoires) consiste 3 générer automatiquement

un ensemble JK = w(l),w(Z),...w(K)} de services réalisables

au double plan de 1'exploitation et des conditions statutaires du
personnel roulant, On affecte, lors de la génération, a4 chaque ser-
vice w(j) un colit p(j) représentatif de la dé&sutilité ressentie
par l'agent qui se le verrait confié. Bien entendu, 1'Znumération

proposde ci~dessus peut ne pas €tre exhaustive,

Noton U = {w(l), wW(2), ese, w(n)} 1'ensemble des services retenus
et p(1), p(2), v.o p(xr) les poids qui sont attachés a chaque ser-
vice, Par ailleurs, on note w(i), i =1, 2, ... m tous les tron-

gons possibles sur la ligne considérée.

I1 est alors aisé de définir la matrice boolienne représentative de

la converture des trongons par les services de la maniére suilvante :

1 si le troncon (i) appartient au service w(j)
a(i,j) =

0 sinon
Notons, %x{(j) 1la variable de décision positionnée a i si le ser~
vice w(j) est retenu dans la solution, & O sinon, ﬁe plus, si
un service w(j) contient un troncon oblique (ou diagonal) équi~
valent 3 un changement de véhicule, on peut lui associer un temps
de tramsfert t(j)> O. Enfin on déduit 3 partir des conditions
d'exploitation, telles que la durée moyenne de travail hebdomadaire
sur la ligne, deux types d'information privilégi&s : le nombre KN
de services 3 effectuer et le temps maximum D que l1'on peut répar-
tir sur les divers temps de transfert., On peut, 3 présent, formuler
le probléme de l'habillage d'une ligne comme un probléme de parti-

tionnement (PAR) :
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6.3,1

byl

2, ald, ) x() =1, vigl (13)
jed
2 k() = w ’ (14)
j€ |

(PAR) & D t(Px(H) & D | as)
igd
x(j) = 0, 1 , vi€Jd (16)
D pMxE) = z (in) 17
j¢d

La relation (13) signifie qu'un trongon t(i) ne @eat appartenir
qu'a un seul service - disons w(j) ~ a la fois. Les contraintes
(14) et (15) indiquent Que 1'on souhaite sélectionner exactement
M services parmi les card (J) possibles et que le temps global
de transfert en résultant ne doit pas excéder D. La contrainte
(16) force les variables x(j) 3 O ou l. Enfin (17) décrit la
fonction objectif qui consiste 3 minimiser le colit global des M

services sélectionnés.

METHODE DE RESOLUTION

Principe général

Une des approches classiques possibles, lorsqu'on tréite des problé-
mes d'optimisation du type (PAR), conmsiste 3 mettre en oeuvre une
méthode S.E.?. [IJ [2@} dans laquelle la recherche d'une bonne
évaluation est primordiale. Cette &valuation sera d'éutant mellleure
que son &cart avec la solution optimale entidre est minimum. Une
maniére de faire consiste 3 résoudre le programme linéaire ®)
obtenu en relaxant les contraintes d'intégrité de (PAR), Bien en-
tendu, le temps passé a rechercher 1'é&valuation de (PAR), s'il

est trop élevé, va pénaliser globalement les performances de 1'algo~
rithme S.E.P. mis en oeuvre, méme si 1'évaluation est bonne. Si le
programme linaire (P) présente un grand nombre de contraintes et
posséde une structure favorisant la mise en oeuvre d'une méthode de
décomposition, on pourra utiliser une technique de relaxation lagran-
gienne [6] , sinon pourquoi ne pas adopter une heuristique de réso-

lution du dual,
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6.2.1 Résolution du programme linéaire continu (P) : méthode duale du

simplexe avec variables bornées

Dans le probléme (P), la relation d'int8grité (16) de (PAR)
devient 0L x(j) £ 1, Vi€ J. Par ailleurs, 1'équation (13)

peut &tre transformée en posant n(j) = a(i,j), n{j) étant

i€1
en l'occurrence le nombre de trongons couverts par le service
d'indice j. Notons m le nombre total de trongons. Dans ces
conditions, on peut remplacer les m &quations du type (13) par

les m + 1 équations suivantes :

Z a(i,Nx{d) ¢£¢1, vVvie€l
je€d

Z a(Nx@G) > o

jed

et mettre en oceuvre trés facilement la méthode duale du simplexe.

6.2.2 Recherche directe d'une bonne &valuation

La méthode proposde s'inspire des procé&dures utilisées dans [53.
Considérons un trongon (le premier dans la logique de la procédure,
le idme pour la convenance de l'exposé)., A ce iéme troncon, est

associée la contrainte suivante :

D atnx@ = 1

jed

et l'ensemble noté J(i) = { j/a(i,3) = 1} . Posons-: p(jo) =
Min {p(jﬂ, ce qui permet d'écrire la fonction objectif sous la
JEIW —
la forme : z = p(jo) + :id p'(j)x(j) avec

j€J
p'(j) = p(3)-a(i,j).p(jo) 2 0 (A noter que, dans le probléme (PAR)
les colits p(j) sont supposés non nédgatifs sans perte de généralité,
3 défaut on écrirait x'(j) =1 - x(j)). Aprés n itérations, on
fait apparait&g m cofits réduits de valeur nulle et une &valua-

1

tion z(0) = igo p(ii) de la fonction objectif qui s'écrit alors:
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z = z(0) + ZP'(j)X(j)

ied

Si 1l'on se fixe comme but la recherche d'une solution réalisable,
on peut imaginer une recherche par énumération d'un ensemble de
M wvariables, parmi les m ayant un colit réduit nul, satisfaisant

la condition (15).

Résolution du-probldme (PAR) 3 l'aide d'un algorithme d'énumération

implicite

Le probléme (PAR) consiste i rechercher, dans une famille de servi-
ces acceptables, un sous-ensemble (des services) de coit minimum

qui constitue une partition de 1'ensemble des troncons,
P ¢

On a vu que la matrice A = {(a(i,j)) comprend en ligne les tron-
gons et en colonnes les services, Si 1'on adoptait une méthode
booleenne de recherche directe des solutions, on affecterait suc—
cessivement les poids 0 ou ! i l'ensemble des variables (plu-
sieurs milliers dans un probldme d'habillage), or les contraintes
sont en nombre bien inférieur (200 environ), c'est pourquoi dans
[ 4} on cherche principalement a saturer les contraintés. Cette
démarche est facilitée en réorganisant la matrice ‘A en listes

clags€es par la relation d'ordre :

liste(i) & liste(k) ==>Z a(i,j) € Z a(lg;j)
’ jed jed

Les contraintes seront donc saturées par ordre croissant des
listes. On va donc d'abord recouvrir les trongons pour lesquels
le choix est faible, puisque la premiére liste correspond & la
ligne de A possédant le plus petit nombre de 1., A l'intérieur
d'une liste, on choisira les services de plus faible coiit margi-
nal, Ainsi, puisque la liste (i) comprend les numéros des servi-
ces qui couvrent en premier (lorsqu'on descend (les colonnes) le
trongon 1, on est assuré qu'aucun des trongons précédant i

ne seront couverts par des services figurant dans la liste (i).
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Des expériences numériques ont 8té effectudes sur ces modéles

£ 13, (167, [13], qui ont montréd une certaine complémentarité,

Ainsi, lorsqu'un probléme n'dtait pas résolu par une de ces tech-
niques, une autre en venait géndralement 3 bout, Mais dans tous
les cas, ces approches ne sont pas suffisamment interactives pour
laisser aux techniciens du bureau des horaires le sentiment d'ap~
porter une contribution personnelle i 1'élaboration de la solution.
Ils s'opposent donc & 1'implantation définitive de telles techni-

ques,

CONSTRUCTION DES TABLEAUX DE ROULEMENT

POSITION DU PROBLEME

L'habillage des lignes fournit un découpage optimal des services
(voir, a titre d'exemple, le schéma n° 3, annexe 2) 3 partir

duquel il convient de réaliser le tableau de roulement (schéma n°® 4
annexe 2). Il s'agit, en fait, d'attribuer au personnel chargé de
la conduite des autobus un cycle - disons hebdomadaife - de travail
permettant d'assurer la charge des services 3 effectuer sur la
période considérée, tout en respectant les contraintes d'exploi-
tation et les conditions statutaires de travail. A 1‘inverse des
points €tudiés précédemment, ces contraintes peuvent ‘varier de
facon notable d'un réseau de transport 3 1'autre, ce qui rend
malaisé une approche globale du probléme de roulement (voir 3 ce
sujet [Mﬂ o 1l'on fait une &tude comparative et analytique sur
plusieurs réseaux de tramsport aux Etats Unis et en Europe). De
plus, les objectifs de 1'exploitation vont i l'encontre des con-
traintes statutaires. Enfin, les souhaits du personnel roulant,

que 1l'on cherche bien sfir 3 prendre en compte, sont bien souvent
eux-mémes contradictoires. Aussi peut-on dire que parmi 1'ensemble
des problémes que pose 1'exploitation d'un réseau de transport en
commun, celui de la confection automatique des tableaux de roulement
est le plus flou, le plus difficile & cerner. La tentation est donc
grande de présenter le probléme comme non modélisable et juste sus-

ceptible d'une assistance purement informatique | 3] .
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ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUE

Le probléme du roulement des quarts dans les entreprises a feu

continu

Dans [20Y, R, TrémoliBdre &tudie le probléme du rdulement des quarts
dans les entreprises i feu continu. Il s'agit d'un problé&me voisin
de celui de ltaffectaticn des jours de repos. En effet, 1'unité
d'exploitation dispose d'un certain nombre de postes sur lesquels
doit 8tre affectd en permanence un opévateur. Cesfpostes peuvent
8tre compards aux autobus sur 1l'unité d'expleitation que constitue
la ligne, puisque, pendant sa durée d'utilisation, tout bus doit gtre
affecté en permanence 3 un agent de conduite. Dané le cas du roule~
ment par quarts, ov affecte en général cing opéraﬁeurs 3 chaque poste,
bien que 1taffectation d'un nombre fractionnaire d'opérateurs soit
possible si 1'on admet 1'intervention de briseurs de quart (multi-
valence), ce qui reviendrait 3 autoriser un agent (polyvalent) &
travailler un certain temps sur un poste, puis le reste de son
temps de travail sur un autre poste. Ceci &tant, il faut signaler
que la charge est identique pour chaque jour calendaire, puisqu'il
faut effectuer invariablement un service de nuit, de matin et de
soir. C'est i partir de quelques considérations de ce type qu'on
&tablit un certain nombre de relations arithmétiqués, relatives 3
la longueur des cycles de planning, le nombre d'opérateurs, les
débuts de cycles dans le planning, etc. Fort de ces remarques, on
met en oeuvre dans £203 un algorithme de type explg;atoire qui per-
met d'obtenir, aprés un nombre limité de descentes et de remontées

dans 1l'arborescence des plannings possibles, 1'ensemble des tableaux

de roulement de quarts réalisables.

La méthode proposée dans[20]1, si elle est applicable dans les entre-
prises & feu continu ol l'on dispose systématiquement de trois ser-
vices 3 assurer chaque jour, ne peut E€tre envisagée dans notre cas
puisque nous disposons d'un nombre variable de services 3 assurer
chaque jour. De plus, la dimension du probléme est bien plus impor-
tante puisqu'il nous faut compter de 5 & 20 services par jour pour

une ligne de moyenne importance.
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7.2.2 Implantation des jours de repos et des Jjours travaillés dans

‘une grille de roulement

a)

b)

Les données et les hypothdses

Le probléme que l'on cherche 3 résoudre dans {11} est le su
" .. . , : Ce 1l
vant : "comment choisir des configurations de type | 0,1}
(voir 3 ce sujet la définition §5.2 chapitre 1), de facon i
respecter les contraintes d'exploitation : couverture des’
services, et les contraintes statutaires : séquencement des

configurations retenues 7"

On fait dans {11] une hypothése trd&s forte : "les configura-
tions comportent systématiquement deux jours de repos accolés.
On peut ainsi représenter par une matrice carrée P = (Yij}
les configurations possibles :

1111100
011111
0011111
(Yij): lootli111
1100111
1110011
1111001
Formulation

~

On raméne le probléme i celui du niveau de la main-d'oeuvre
de caisses enregistreuses dans une grande surface, ou bien

de postes de péage sur une autoroute. Ainsi, &tant donné :

. s(i), i=1,2,...7 le nombre de jours de services qu'il

faut affecter au jour i des tableaux de roulement,

« (y1ij), la matrice des configurations possibles,
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trouver x{(j} le nombre de personnes qui doivent commencer
a4 travailler le jour i pour finir 3 la date (j+5) mod (7)
tel que le nombre total de personnes affectées & la ligne

goit minimum,.

Il est trés important de couligner que, dans cette formula-
tion, on cherche un niveau global de la main-d'oeuvre mini-
mum, c¢'est-3i-dire le nombre mimimum d'agents 3 affecter au

roulement. Le probléme se formule comme suit :

7 v :
Jzi Yij « x(3) 2> s(d), i=1,2, 0007 (18)
(PLE) x(i) > 0, entier
7
Z1 x{(j, = v (Min) . (19)

ot la contrainte (18) exprime que le niveau de la main-~d'oceuvre
a la date 1 doit &tre suffisant pour gérer la ligne et la fonc~
tion objective (19) signifie que 1'con minimise 1'investissement

global en main-d'oeuvre,

On trouve dans [il] un algorithme tenant compte de la structure
spécifique du probléme pour résoudre PLE. A titre d'exemple,
on obtient pour s = (15, 15, 17, 15, 15, 15, 5); le vecteur

x = (8, 0, 7, 0, 8, 0, 0) qui assure le recouvrement des services
sous réserve d'affecter 22 agents sur le roulement (3 comparer
avec le roulement figurant sur le schéma n® 3 en’'annexe 2).

Ce résultat implique de choisir 8 canfigurationsAdu type
{(1111100), 7 configurations du type (00 1 111 2), et
8 configurations du type (1 10011 1), Malheureusement, il
ne sera plus possible d'effectuer un séquencement des configu-
rations compatible avec les conditions statutaires. De plus,
ﬁi] n'indique aucune méthode rigoureuse sur la fagon d'effec-

tuer ce séquencement. Cette approche pose donc deux difficultés:

(1) le niveau minimum de main-d’'ceuvre obtenu est trop élevé

(ceci est provoqué par 1'hypothése indiquée en a)
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(2) 1la résolution du probléme PLE (recouvrement des services),
puis du probléme de s@quencement, peut conduire 3 une infai-

sabilité,

7.2.3 Planning de travail en milieu hospitalier

a)

b)

Position du probléme : les données et les hypoth&ses

On trouve dans ES] une approche trés différente;qui consiste

d considérer les roulements comme non cycliques. On détermine
ainsi, pour chaque agent, le d&coupage du travail sur une

période de longueur fixe (i.e., une quinzaine, voire un wois).
Puis, on effectue un nouveau découpage pour la périocde suivante
tout en tenant compte de l'histoire du systéme, c'est-i-dire du
planning précédent. Cette succession de plannings pose un pro-
bléme majeur qui est celui du séquencement des différentes pério-
des, Notons que le mécanisme adopté est intéressant pour les
agents car on recueille, pour chaque période, le planning désiré
et 1l'on tente de s'y conformer au mieux compte tenu des contrain-
tes d'exploitation. A signaler enfin qu'on ne s'intdresse pas 3
1'affectation des services mais simplement 2 1'implantation des

jours de repos.
Le modéle et la méthode de résolution

Dans un premier temps on génére tous les plannings statutai-
rement possibles sur une durée donnée (i.e. 15 joﬁrs). Cette
génération ne tient compte que des contraintes obligatoires
(i.e. ne pas avoir une séquence travaillde de plus de 6 jours,

ou du moins de 2 jours...).

On définit ensuite un ensemble de contraintes non obligatoires
dont la violation n'entraine qu'une pénalité. Par ailleurs, on
pénalise pour chaque jour de la période considérée 1'écart entre
le taux réel et le taux désiré de la main-d'oeuvre. Les poids

sont en fait des fonctions 3 1'allure suivante :
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Poids

Niveau de la main-d'oeuvre

Niveau souhaité

ol 1'on pénalise trés fortement les &carts négatifs.

En outre, si un agent a &té satisfait sur la période précé-
dente {le degré d: satisfaction est inversement. proportion-—
nel 3 1'écart entre le planning qu'on lui a affectd et celui
qu'il avait proposé&), on attache moins d'importance 3 le satis-
faire sur la période donnée, Ces différentes considérations
permettent de ramener la probléme 3 la minimisation d'une seule

fonction multicritdre 3 variable bivalente que 1'on résout grice

3 un algorithme de descente (voir & ce sujet [18]).

CONCLUSION

Les techniques et modéles mathématiques que nous avons. présenté
dans ce chapitre ne constituent en aucun cas une panacée permet—
tant de résoudre, via 1'informatique, l'ensemble des problémes

que rencontre l'exploitant d'un réseau de transport en commun.

En revanche, ils constituent une panoplie d'outils d'analyse

dont 1'objectif se veut modeste : permettre de tester des hypo-
théses, assurer une meilleure compréhension des phénoménes et méme
déboucher sur un dialogue mieux construit entre 1'exploitation

et les agents de conduite du réseau, En ce qui concerne ce dernier
point, il va sans dire que la construction automatique des grilles

de roulement appnrterait un &lément important. Malheureusement, on
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a pu constater la pauvreté de la contribution de la recherche Opé-
rationnelle dans ce domaine. C'est pourquoi nous avons décidé de
construire un modéle et une méthode de résolution qui fépondent a
nos objectifs de maniére aussi satisfaisante que possible. Aprés
une premiére tentative infructueuse, qui ramenait le probléme a
un programme quadratique & variables bivalentes (voir i ce sujet
1'annexe 1), nous avons pu formuler le probléme du roulement

comme celui de la recherche d'un circuit hamiltonien de cofit
maXimum avec des contraintes supplémentaires dites de reccuvre—
ment, L'étude de ce modéle est détaillde dans les chapitres sui-

vants,

Pour faciliter la prise en compte du probléme, nous avons limitd
notre &tude 3 1'implantation des jours de repos et des jours de
travail dans les tableaux de roulement, L'affectation des servi-

ces se fait dans une phase suivante. Cette sé@paration du probléme

en deux phases en réduit trdés fortement la combinatoire comme nous
1'avons mentionné au chapitre I, paragraphe 7. De plus,l'affecta~
tion des services, une fois 1'implantation des jours de repos effec-

tuée, parait €tre un probléme de résolution assez aisé.

o0o
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Chapitre III

AFFECTATION OPTIMALE DES JOURS DE REPOS
DANS UN TABLEAU DE ROULEMENT
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INTRODUCTION

Dans notre premié&re approche du probléme de roulement, nous avions
adopté comme démarche, de traduire 1l'ensemble des contraintes direc-
tement sous la forme de relations mathématiques (voir partie I, an-
nexe 1). Cette fagon de faire s'est révélée inefficace d'un strict
point de vue algorithmique mais aussi trés rigide car nous savons
{101 que les conditions de travail, les souhaits et les contraintes
statutaires varient beaucoup d'un réseau de transport en comnun 3
1'autre. En conséquence, méme si l'algorithme que nous avions proposé
s'était révélé performant, le prcgramme n'aurait eu aucune portabilité.
Nous avons donc tenté de formuler le probléme de maniére aussi géné-
rale que possible, de telle sorte que les entrées nééessaires 3 sa

résolution puissent €tre générées automatiquement,

Dans une note de travail (12] on propose une approche qui nous a mis

sur la voie du modéle définitif,

On suppose disposer d'un ensemble de configurations -

r = (Yl’ Y2’ eoey Yn) représentant toutes les seméines civiles
possibles, compte tenu des contraintes statutaires.-A chaque confi-
guration est attaché& un poids pj pour j = 1,2,...,n. A partir de
T on sait construire un graphe valué G = (I' , U, ¢). En effet,

il n'est pas toujours possible de faire suivre Yi par Y3j mais

si oui, on peut définir un arc u € U entre Yi et Yj et on
sait &valuer un coflit de séquencement c(ij) correspondant 3 la fonc-

tion ¢ de U dans R.
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Ceci &tant défini, on peut lire dans (12]: 'De bons roulements cor-

" respondent, dans le graphe G ainsi valug, 3 des circuits de N

" arcs et de valeurs faibles (N &tant le nombre d'agents de roule-

" ment), La difficulté de cette formulation réside cette fois dans

" la prise en compte des contraintes de partitionnement. Pour les

" intégrer 3 la méthode, il faut en effet construire un algorithme

" nouveau et spécifique dont la mise au point exigera sans doute un
" important travail ... et dont on ne peut garantir a priori les

" performances'", Notre objectif a donc &té de mettre en oeuvre 1'al-

gorithme spécifique dont il est question 3 partir d'une formulation

entidrement neuve du probléme.

CONSTRUCTION DU GRAPKY VALUE G = (I[,U,c)

Le générateur qui doit comstruire G = (I',U,c) constitue 1'inter-
face qui permettra de prendre en compte sans difficulté la plus
grande partie des contraintes statutaires. Ainsi, lorsqu'on passe
d'un réseau 3 un autre, il conviendra simplement de modifier 1'in-
terface, Dans notre cas, on &dite 3 partir de toutes les combinai-
sons possibles de 1 & 3 jours de repos sur une semaide civile 1'en-
semble I', en &liminant les configurations qui contiennent le
schéma : Repos - Travail - Repos. A la génédration, chaque configu—
ration regoit un cofit qui tient compte du nombre de jours de repos
global mais aussi du nombre de jours de repos accolés., Bien entendu,
il est aisé de prendre en compte d'autres critdres pour 1'évaluation
des poids attachés 3 chaque configuration. Reste 3 définir les arcs

u =(Y5}Yj)eU, c'est-3~dire déterminer si le sommet ?j peut suivre
le sommet Yi, Ceci revient 3 &tudier le planning résultant de la
concaténation de la configuration correspondant 3 Yj & la configu~
ration correspondant 3 Yi, Le planning créé correspond 3 une durée
de 14 jours. Si le planning ne vérifie pas les contraintes (2) et (3)
du paragraphe 5.3.2, chapitre I, alors l'arc ( Yi, Yj) n'appartient
pas @ U. En revanche, l'arc (Yj, Yi) peut fort bien exister, de

méme que la boucle (Yi, Y1),
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Exemple : Considérons les trois sommets Yi.Yj,Yk de T corres-

pondant aux trois configurations suivantes :

Yi = (OORROOR)
Yy = (ROOOORO)
Y« = (RROOOOO)

ot les O correspondent 3 des jours de travail et les R & des

jours de repos.,

A partir de ces trois sommets, on peut construire six plannings,

dont les trois suivants

. (Yi,Yj) = (OORROORROOOORDO) possible

. (Y3, YK ROOOORORROOODODO) impossible car il

faudrait travailler deux dimanches de suite et effectuer une

séquence R O R

. (Yk,Yi) = RROOO0OO0O 00 ORROOR) impossible car il

faudrait travailler plus de six jours consécutifs.

Le graphe valué correspondant 4 Yi, Yj, Yk peut &tré défini

(3 déterminer avec l'exploitation) par :
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On dispose d'une routine qui assure le calcul des cofits c(i,i)
pour tous les couples (Yi?Yf en affectant =~ si l'arc (¥i,Y§) ne
peut exister ou une valeur finie non nigative si le séquencement
(Yi,Yj) est possible. En outre c¢(i,j) tient compte de la qualité
du séquencement dans la mesure oli une bonne succession des confi~-
gurations peut entrainer une augmentation du nombre de repos ac-

cordés,

ETUDE PRELIMINAIRE

NOTATIONS ET DEFINITIONS

T ={Yl, Y2, ...,'Yn} ensemble des configurafions
p(3) = poids de la configuration Yj
c(i,j) = coflit de sdquencement (yi,Y3)

1 si la configuration Yi est retenue dans le tableau

x (1) = de roulement

0 sinon

1 si la configuration Yj suit la configuration VYi
y(i,]) = dans le tableau de roulement

0 sinon

1 si la configuration Yj pos&de un jour de repos le
a(j,k) = jour k

0 sinon
G = (I',U,c) graphe valu@ construit 3 partir de I’
u(s) = ensemble des arcs du sous-graphe partiel de G construit

sur S
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fi = nombre maximum d'occurrences autorisé de la configuration
Yi dans le tableau de roulement (par défaut fi = N, dans
tous les cas fi £ N)

N = Nombre d'agents du tableau de roulement

r(k) = nombre de repos le jour k

FORMULATION

Pour présenter au mieux la démarche que nous avons suivie, il con-

vient de noter que le probléme de roulement présente deux aspects

dont le formalisme et la structure différent trés fortement.

a)

b)

D'une part, il s'agit de résoudre un probléme de recouvrement
visant 3 sélectionner parmi 1'ensemble des configurations

o x -~ -~
I' = {Yl,\Z, ceey Yn} un sous—-ensemble I' assurant 3 coiit

minimum la couverture des services.

Notons bien que Px peut contenir plusieurs occurrences d'une
méme configuration, c'est-3d-dire que, parmi les N configura-
tions (puisqu'il faut N agents) un certain nombre peut cor-
respondre 4 la méme configuration répétée plusieurs fois. Par
exemple, il faudra 7 configurations Y7, 3 configurations Y41

5 configurations Y et 4 configurations Y

21 7 ‘pour ua rou-

2

-~

lement 3 19 agents,

Pour la convenance, on duplique les configuratiéns de r* qui
sont répétées plusieurs fois en autant de sommefs qu'il y a
d'occurrences afin de construire un ensemble X de sommets.
A partir de 1'exemple précédent, on obtiendrait X = { 7 7

cees gy bly, Alg, 4lg, 21y, was 215, 27, .., 271)} .

A’ B’

D'autre part, il s'agit de chercher dans le graphe GX=(X,U(X))
un circuit hamiltonien de colit maximum. (U(X) représente ici
1'ensemble des arcs qu'il est possible de construire 3 partir

de X).
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Mais comme nous l'avons déj3 signalé au chapitre II, paragraphe
7.2.2, page 51, ces deux aspects ne doivent pas Etre dissociés.

C'est donc globalement qu'il faut formuler le probléme,

Pour ce faire, on numérote de 1 3 fi chaque configuration ¥y, de

facon & obtenir uun nouvel ensemble = Yi’ e Yfl,‘¥;, -

f£2 i f p N e as
Yor wees Yo s wes th +« Numérotons d& nouveau tous les indices et

posons ' = Yl’ Yés coe Yﬁ .

Ceci &tant, le probléme de roulement & N agents peut se formuler

comme le programme lin€aire en variables bivalentes PR, suivant :

1
q -
> aled x@) =, k12,7 )
3=1 |
q
Z x(3) =N 2)
=1
q
Z‘ v(i,3) = x(i), 1=1,2,...q 3)
o1 ‘
q |
PR, >, ovwn ==, L. @)

i=1 ‘
D, yED €D x() - max x(1), VSOX )
(1,1 e u(s) i€s ie$S Is] £ N-1

x(j) = 0,1 3=1,2, 4049 (6)
Y(i’j) = 091 i=1;23'°*<§s j=132$“*q (7)
q Q q

: 2 y(1,7) e(i,i) +Z x(3) p(i) = Z(Max)  (8)
i=1 i=1 =1
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La relation (1) exprime le fait qu'il faut assurer le recouvrement

" des services pour tous les jours de la semaine, 1'égalité (2) im-

plique que 1l'on doit sélectionner N agents, les contraintes (3),

(4), (5) qui sont centrales dans ce modéle servent 3 relier le pro-
bléme de recouvrement et celui du séquencement. En effet, lorsque

les variables =x(i) sont positionnées pour i=1,2,...n, les contrain~
tes (3) et (4) dans lesquelles x(i)=0 ne tiennent plus et seules sub-
sistent celles pour lesquelles =x(i)=1., Par ailleurs, dans la contrainte
(5), si l'ensemble S ne contient que des sommets non sélectionnés

(c'est-3d-dire tels que x(i)=0, i€s), alors :

x(i) - max(x(i)) = O

i€s

et la relation (5) ne tient pas. En revanche, si S contient des

sommets positionnés 3 1, pour 1'ensemble des indices i€ IS CcSs

tel que x(i)=1, iég& Is nous avons trés exactement :

Ex(i) - max(x(i)) = z x(i)-1 = IISI- 1

ies iEIS

Donc & x fixé, notons I 1'ensemble des indices tel que x(i)=1,

pour i ¢ I, on peut alors écrire :

E y(ij) =1, Vi€ 1
jel

(TSP) E y(ij) =1, Vje1
iel

(ij)<1sl -1, Vsc1
i,3) €U(S)

ce qui correspond trés exactement au probléme du voyageur de commerce
sur N sommets (en effet, g%% x(1)=N). Nous avons donc &crit avec
les contraintes (3), (4), (5) une espéce de généralisation du voyageur

de commerce, Notons, en outre, que la relation (5) peut s'écrire :
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E }r(i,j) < x{(1) - x(k), Vk €S, VS C X tel que |StgN-1
1,5) €Uu(s) Z:L S

en conséquence, les contraintes (1) & (5) dé&finissent bien un polyé-
dre convexe et on peut &crire le probléme PRC1 correspondant 3 la
relaxation continue de PRI’

Si la solution optimale de PRC, est entidre, nous aurons effecti~

1
vement obtenu une solution au probléme d'affectation des jours de

repos dans le tableau de roulement.

DIMENSION ET COMPLEXITE DES PROBLEMES PRI

Soit n 1le nombre initial de configurations distinctes généré et

fi le nombre maximum d'occurrences de \eL On a alors :

n
card (') = igl fi = g

qui définit le nombre de variables de type x(i) et qz variables
de type y(i,J). PR1 comporte donc g{g+l) variables., En revanche,
le nombre de contraintes s'exprime par la relation :.

Le programme PR1 est done un &norme programme }inééire, pulsque q
vaut environ 200 et N de 5 & 30 en moyenne, Quant 3 la complexité de
PRI’ disons que s'agissant de résoudre une extension du probléme du
voyageur de commerce auquel on a rajouté des contraintes supplémen-—
taires de recouvrement, nous sommes en présence d'un probléme NP
dur. D'ailleurs, 3 ™ fixe il s'agit précisément d'un probléme de

voyageur de commerce,
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RELAXATION DU PROBLEME : METHODE DE RESOLUTION ET RESULTATS NUMERIQUES

BUT DE LA RELAXATION UTILISEE

Supposons que PR, nous ait donné la solution suivante pour un pro-

1
b]_\ a d' t M = = = = = = = = =
eme & dix 8gents X)X pTX1cT*7a™X¥78™X10" %214 %218 *21¢ ¥ 210"
Xj=0 partout ailleurs, et le circuit hamiltonien HlO correspondant

ci-aprés (déterminant d'ailleurs de mani&re unique le tableau de rou-

lement : (1, 1, 7, 21, 21, 7, 10, 21, 21, 1),

10
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N'ayant que quatre sommets non nuls, on peut contracter le circuit

hamiltonien ’HIO -pour obtenir le circuit 04 suivant :

Cette contraction permet de passer de manidre unique de H}0 i C

Par contre, A partir de C&’ il est possible d'obtenir plusieurs

L
circuits HIO’ i.e. le tableau de roulement suivant :
(10, 21, 7, 21, 21, 21, 1, 1, 1, 7)

correspondant au graphe :
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L'avantage de C4 par rapport i H10 est qu'il permet d'éditer plu-
" sieurs solutions, ce qui présente un caractdre intéressant pour 1'ex-

ploitation, dans une optique de discussion avec les agents de conduite,

C'est ce type de résultat que nous obtiendrons si nous formulons le pro-
bléme comme un programme en nombres entiers et non plus en 0-1 (pour no-
tre exemple nous aurions x(1)=3, x(7)=2, x(10)=1, x(21)=4, x(j)=0 par-

tout ailleurs). Dans ce contexte nous obtiendrons comme solution un cir-

cuit qui passe x(i) fois exactement par la configuration Yye

Ceci ne change pas le formalisme, excepté pour la contrainte de connexité.

n
-2- a(ksJ) X(j) = r(k), k=1,2,...7
j=1
n
E x(3) =N
j=1
n
y(i,3) = x(1), 1=1,2,...n
j=1
n
Y(iyj) = X(j)a j=172,>°°'n
(PRZ) i=1 (9)
E v(i,j) > min {x(i),l}/VSCX
i€S jeX-S ies |
x(j) 20 entier , 1i=1,2,...n
y(i,j) 20 entier , 1i=1,2,...n, j=1,2,...n
n n n

Z Z y(1,9) c(1,9) +Zp(j> x(3) = Z(Max)  (8)

i=1 j=1 j=1
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On constate que la dimension du probléme a fortement diminué en passant

-~

de q{q+l) & n(a+tl) variables, Malheureusement, la contrainte de con-

nexité (9) rend problématique la résolution de PR, comme un programme

2
linéaire puisque sa lindarisation implique un nombre démesuré de con-

traintes, En effet, il faut écrire i la place de (9) les relations sui-~

z §y(i,j)zbs , VS CX
i§

i X5

vantes ¢

RS , Vs CX
€ x(1) , Vi€s, Vs CX

et introduire :

221
W3

dans la fonction objective, ol M est un nombre trés grand. Dans ces

conditions nous aurons @

b = min (x(@i), 1)
8  1¢s

Nous avons donc supprimé la contrainte (9) du programmé” PR2 et nous

avons décidé de résoudre le probléme (P) continu {c'est-d-dire en

relaxant les contraintes d'intégrité). Ce probléme (P) s'écrit :

n
/ 321 a(k,3) x(j) = r(k)
n
55 x@ =N
n

L]

®) < jgl y(1,3) x(1) , i=1,2,...n
n

5 YED =x( , 371,2,...m

x(1) >0 yVi ’ Y(i,j)ZG ,V(i,j)

n n I3
\ 15 E @D el v E p() x(G) = 2 (Max)
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L'objet de cette relaxation est de tester la finesse de 1'&valuation
qui résulte de la résolution de (P). kn effet, si les solutions opti-
males de base sont souvent entidres, ou i défaut trés peu fractionnai-
res d'une part, et si le graphe correspondant 3 1é solution optimale
de base (dans le cas ol elle est entiire) est souvent connexe d'autre
part, il devient alors intéressant de résoudre (PRZ) en utilisant une

méthode S.E,P.

LA METHODE DE RESOLUTION ET LES RESULYATS NUMERIQUES

Méthode de résolution

La routine de génération de configuration nous fournit les 41 confi-
gurations possibles (voir schéma n° 5, annexe 2) ainsi que les poids
qui leur sont attachés, par ailleurs, la routine de séquencement nous
fournit 700 valeurs d'arcs (voir schéma n° 6, annexe 2)). A partir de
ces données, la résolution de (P) comme un programme lindaire s'effec-
tue sur une structure tré&s voisine de celle d'un programme de transport,

A savoir, sous forme matricielle :

L x 7 v A . x = b
_ , ]
Al 0 b .
------ — - -Ix + By = 0
i o .
B Y R X By = 0
Ir B x20, y>»O0
-1 ! B :
P2 ° <P)X> +<C,y>=Z (Max)
Lp I <] [Z]

od : Ax = b représente le probléme de recouvrement;

B
[ %] la matrice d'un programme de transport.

et I 1la matrice unité.,
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Cette structure particuliére du probléme en deux blocs distincts dont
un, le probléme de transport, est facile 3 résoudre pour x fixé&, sera
exploité utilement par la suite. Néanmoins, le programme linéaire (P)

passe assez facilement sur un gros calculateur.

Nous 1'avons utilisé avec succd@s sur un IRIS 80 et un HP 66, mais

comme 1l'occupation mémoire atteint 250 K octets, il n'est pas envisagea-
ble de le faire passer sur un mini ou micro ordinateur. On peut remar-
quer que nous sommes en présence de 90 contraintes et de 1812 varia-

bles lors de la phase I du simplexe,

On aurait pu imaginer utiliser une méthode révisée du simplexe adaptée
3 notre probléme et ne garder en mémoire que l'inverse de la base cou-
rante, ce qui aurait entrainé un gain considérable en occupation mé-
moire; malheureusement, il aurait alors fallu stocker la structure ci-
dessus sur mémoire de masse et y faire un nombre considérable d'accés,
ce qui se serait traduit par un temps de résolution excessif. D'ail-
leurs, cette remarque est une régle générale suivant laquelle le pro-
duit de 1l'occupation mémoire par le temps de résolution est une coas~

tante,

Nous avons traité 1l'exemple qui nous a servi de base dans tout ce tra-
vail a savoir le roulement donné en schéma n° 4, annexe 2, En outre,
nous avons testé 1'é@volution de la solution lorsque le nombre d'agents
varie, Dans tous les cas, le temps CPU est voisin d'une:ﬁinu:e sur
IRIS 80 et de deux sur HP 66, On constate donc que notre formulation
diminue fortement 1'influence de la dimension du tableau de roulement
(c'est-a-dire le nombre d'agents N) alors que cet Elément -apparait

comme central pour 1'énumération implicite (voir partie I, annexe 1),
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Analyse des résultats

Tous les résultats sont donnés & la fin de ce chapitre sous la forme
de pseudo-circuits hamiltoniens dont on a tird un exemple de roulement

possible.
Le premier résultat est tré&s significatif pour trois raisons :

a) la solution optimale de base de (P) pour le roulement i 19 agents
(qui constitue notre exemple comparatif) est non seulement entidre

mais aussi connexe;

b) la fonction objectif mesurant le¢ nombre de repos accolés est meil-
leure de 4 points par rapport 4 la solution donnée par 1'énuméra-

tion implicite (amélioration de 33 % par rapport i 1'énumédration);

c) le tableau de roulement obtenu par ordinateur est "meilleur" que
celui obtenu & la main (ce qui est relativement rare dans ce type
de probléme combinatoire) puisqu'on a une 8valuation de 16 au lieu
de 13 en ce qui concerne le nombre de repos accolé&s (amélioration

de 23 7% par rapport 3a la solution manuelle).

De plus, 1'intégrité de la solution a &t& obtenue dans la plupart des
essals numériques effectués et, lorsque ce n'est pas le cas, la solu-
tion comporte une faible quantité de variables fractionnaires. Les
essals de séparation sur les variables non entidres s'avérent par ail-

leurs satisfaisants,

Contrairement 3 ce qui se passe pour le probldme du voyageur de commer-
ce, la relaxation adoptée parait excellente, Ce phénoméne est probable-
ment di 4 la structure particulidre du probl&me : on peut évoquer par
exemple 1'aspect dissymétrique du cofit des arcs. Par ailleurs, le pro-
bléme de recouvrement devrait rendre (P) trés fractionnaire, or il n'en
est rien, On peut penser 3 cet &gard que les données qui impliquent un
choix plutdt rigide des configurations pour assurer le nombre de repos
nécessaires au dimanche doivent jouer un rdle non négligeable. En outre,

le bloc de contrainte relatif au probléme de transport ne doit pas &tre

étranger 3 ce phénoméne,
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Dans ces conditions il est clair que la mise en oceuvre d'une procédure
S.E.P. nous permettra 3 1'aide de la résolution de (P) fournissant i la
fois une évaluation et un moyen de sé@paration soit sur les variables
fractionnaires soit sur les ensembles non connexes [20] de résoudre(PRz).
1.'8tude détaillée d'une telle procddure ne présente pas un grand intérét

technique puisqu'il s'agit d'une méthode bien connue.

En revanche, il est un probléme plus dé&licat qui consiste 3 trouver un
moyen de résoudre le probléme sur des petits calculateurs ! mini ou
micro~ordinateurs. ¥n effet, la simple résolution de (P) nécessite
250 K octets, ce qui interdit &videmment le développemeni d'une méthode

S.E,P, sur un petit systéme.
Nous avons donc décidé d'orienter la suite de notre &tude sur une des
diverses méthodes de décomposition qui pourraient &tre utilisées pour

résoudre (P), [153, (6], (71, (8].

Dans cet esprit nous nous servirons au mieux de la structure particu-

1i8re du probléme.

o0o
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TABLEAU DE ROULEMENT DES AGENTS
AVEC s(k) = 15, 15, 17, 15, 15, 15, 5
et N =19

Le séquencement obtenu est par exemple :
(421,77 7.20,4141,7,7,24 27,7 24,27 7,40, 23)

ce qui donne le roulement suivant :

Lundi Mardi |Mercredi| Jeudi [Vendredi|Semedi |Dimanche
R
R R ‘
R Nombre total de repos 36
R Nombre moyen de repos 1,89
B =) R par semaine civile
R R R
R R R
R
R
R
R R R
R R B
R
R R R
R R R
Jad
R R It
R ~

La fonction objective qui mesure le nombre de repos accolé vaut76 , celle qui
mesure la valeur du roulement vaut 82
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TABLEAU DE ROULEMENT DES AGENTS
AVEC s(k) = 15, 15, 17, 15, 15, 15, 5
et N =18

Le séquencement obtenu est par exemple ¢
(17,7.7,2521,7,7,22,16,3, 27, 22,23,9,21,7.7.7 )

ce qui donne le roulement suivant :

Lundi Mardi |Mercredi| Jeudi Vendredi|Samedi |{Dimanche
R
R N
R Nombre total de repos 29
R R R Nombre moyen de repos 1,61
B g ' par semaine civile
R
R R
R R
R
R R
R R
R R
R R
R R
R
R
R

La fonction objective qui mesure le nombre de repos accolé vaut 7 , celle qui
mesure la valeur du roulement vaut 55
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TABLEAU DE ROULEMENT DES AGENTS
AVEC s(k) = 15, 15, 17, 15, 15, 15, 5
et N =17

6 23

Le sé&quencement obtenu est par exemple :
(77521775167771124716,6,23)

ce qui donne le roulement suivant :

Lundi Mardi |Mercredi| Jeudi {[Vendredi|Samedi |Dimanche
R
R o
R Nombre total de repos 22
R Ig Nombre moyen de repos 1,29
= par sema_ine civile
B -
R R
R
R
[ad
a4
R R
R
R R
R
R R
15 15 17 15 15 15 5 Nombre de services

La fonction objective qui mesure le nombre de repos accolé vaut 2 , celle qui
mesure la valeur du roulement vaut 39






-75-

Chapitre IV

UNE METHODE DE DECOMPOSITION
DU PROBLEME D'AFFECTATION
DES JOURS DE REPOS

. vy
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PRESENTATION DU CHAPITRE

La relaxation (P) du probléme de roulement que nous avons étudié
au chapitre précédent a donné d'excellents résultats. Mais comme
nous l'avons vu la résolution du probléme (P) implique, pour &tre

intégrée dans une procédure SEP, l'usage d'un gros calculateur.

L'objet de ce chapitre est d'étudier une méthode de décompo-

sition visant 3 faciliter la résolution du probléme (P) sur un
mini(voire un micro) ordinateur. Nous nous intéressons, dans un
premier temps, & l'analyse formelle du probléme. Puis nous don-
nons une description détaillée de l'algorithme dual que nous avons
utilisé en insistant sur l'aspect duval de la méthode qui permet
d'interrompre & tout moment les calculs tout en &tant sfir d'obtenir

une évaluation utilisable dans une procédure SEP,

ETUDE DU PROBLEME (P)

Nous reprencns les mémes notations que celles du chapitre précé-
dent mais, pour la convenance, les indices jusqu'3 présent paren-
thésés seront positionnnés sur 1'interligne inférieur (exemple :

c(i,j) devient cij’ x(j) devient Xj)°



2.1 ENONCE DU PROBLEME

On rappelle que le
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(P) ET DE SON DUAL (D)

probléme (P) s'énonce de la maniére suivante :

n-

Z akj XJ = rk, k = }., 2, ao:? {:}.}

j=1

It

DI @

=1

n

yij = xig 1= 1, 2, o.n?' Ti (3)

(P) j=1

n

D Yy = Ep j=1,2, «eern )

j=1

X:)}/O’ yij>‘/0 1"}., 2, s eally j=§., 2’ ...,‘E‘l

31 n 1
B Sy Do o

Associons aux contraintes (1), (2}, (3), (4) les variables duales
suivantes : £ = (A, p , u, v), Le probléme primal ne comportant

que des égalités, les variables duales sont non astreintes. Le

problédme dual (D) s'énonce :

M e o + B o (uj + vj);; pj,vj =1, 2, ++o n (6)
k&K v
(D) , , ,.
u, + vj > Cij’ i=1, 2, veen, =1, 2, «au, u (7)
E :k R N =W (Min) {(8)
k€K
ol K = 1, 2, wuey 7} (voir § 5.2 chapitre 1)
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NOTATIONS ET FONDEMENTS

On considére le probléme initial (P) et 1'on note X = ( lk), k€K,
et p les variables duales associées aux contraintes (1) et (2).

Nous allons utiliser une technique clazsique de relaxation
lagrangienne [6] qui permet d'absorber la résolution de (P) de
fagon duale. On multiplie les contraintes (1) et (2) par (ML) et
1'on retranche la valeur obtenue, 3 la forme (5). On obtient ainsi
un probléme paramétré en A\ et p que l'on note P(A, p1 ) et qui

s'écrit de la manidre suivante :

P(A,p)

Notons que ( A, 4 ) sont non astreints puisque les relations (1) et

(2) correspondent 3 des égalités,

On appelle Ko 1l'ensemble convexe des couples (x,y) non négatifs

qui vérifient les contraintes (3) et (4).

En réordonnant les termes en x le probléme P (2, p) s'écrit :

PQAA,u) : Max Z (Au)
(x’-}') € KO

~

n

7
i=1 j= =
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On remarque alors que le dual (D) s'écrit :

(®) : Min (Max z(M,n) = Min zx(k,p)
) &,y K, up

ol z*(%,p) est définie par (xx,yx)EZKo une solution
optimale de P(\n).

Dans cette formulation, on constate que la fonction

Zx()ap) = Max z(\,u) est convexe linéaire par morceaux et que
la résolution du dual (D) consiste 3 rechercher le minimum de
cette fonction convexe en (M,p). Nous allons utiliser une
méthode fondée sur celle des sous-~gradients, mais la étructure
trés particuliére de Ko va nous conduire a mettre en oeuvre
une technique quelque peu différente, le paragraphe suivant
nous donne, 3 travers 1'étude du probléme P(),u), les bases

de la méthode,

ETUDE DU PROBLEME P(},})

Posons @ = (x,y) et notons S la matrice définie par les con-
traintes (3) et (4). De plus, pour faciliter 1l'exposé&, om notera

pour j=1l, 2, see, n

7 o
Pj@ W) = Py * ké-l}‘kakj *ret wl,p) = (e, p(hy) )
n(n+l) . <
comme un vecteur de R . Dans ces conditions, le probléme
p(A, 1) s'éerit :
s.¢ = o0 , @CrR™™

PQ.,p) g >0
<w(}"vp‘)a ¢> = Z »,p) Max
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Remarque 5 : L'ensemble des solutions réalisables du programme
linéaire P(A,1) est un cdne K, de sommet O. En effet, =0
est une solution triviale et si § > 0 est solution, alors 0 ﬁ

(oi ¢ est un scalaire positif ou nul) 1'est aussi,

Remarque 6 : La matrice S est la matrice d'incidence aux arcs
d'un graphe biparti. Ce graphe biparti que 1'on notera par la suite
G¢ correspond au graphe G = (I', U, ¢) (voir chapitre III), dans
lequel on a dupliqué les sommets. Nous indiquons ci-aprés comment

construire ‘G¢.

Définition 1 :

On considére le graphe G = (I', U, c¢) associés au probléme (P)
et 1'on duplique chaque sommet Yj pour j=1,2,...n de facon &

définir deux ensemble disjoints Xl et X correspondant respec-

2
tivement & I'. Les arcs du graphe biparti dont on vient de cons-

truire 1'ensemble des sommets, disons X = X1 U XZ’ sont définis

de la maniére suivante :

a) §'i]1 existe un arc (i,j) de U, reliant les condigurations
Y4 et-yj, alors on définit un arc (iz,Jl) de G¢, tel que

126 X2 et jlé.Xl. Notons UG 1'ensemble des arcs ainsi cons-

truits.

b) Pour tout indice j=1,2,... n, on définit un arc (jl’ j2) de

G . o c . r )
) avec 326 X2 et JIC.X1 Notons QP 1'ensemble des arcs

de G ainsi défini.

¢

Notons que les variables x et y du probléme P(A,) cor-

et U,

respondent respectivement aux arcs UI1 G

On affectera aux arcs de U les poids p(\,u) et aux arcs de U

r G

les coiits c,
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Exemple :

1
2
3
4
5
Graphe Gz (P, U) Graphe bipart : G@ deduit
les poids attaches aux de G, avec les poids p(0,0)

sommets sont cercles .

Proposition 3

Les rayons extré€mes du cOne Ko sont en bijection avec les cir-

cuits €lémentaires du graphe G¢ :
Preuve :

a) Par définition, toute solution du programme linéaire

S« # =0, >0 est un flot 3 composantes non négatives.,

b) Comme les composantes de @ sont positives ou nulles, on
peut dé&composer ce flot sur 1'ensemble des circuits &1émen—
taires de G¢, de vecteurs représentatifs Ml’ M2, cess Mg'
Appelons fj le flot élémentaire parcourant le circuit P%.

On peut alors écrire :



c)
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g
¢=P__:1/fj.Mj, fj)O , (12)

relation dans laquelle ¢ s'exprime comme une combinaison 1i-
néaire des vecteurs représentatifs des circuits de G¢. Ceci
montre que les rayons extrémes du cdne Ko sont des circuits

élémentaires du graphe G¢.

Un flot positif sur un circuit €lémentaire étant indécomposa-
ble (en flot positif), tout circuit élémentaire'est un rayon

extréme,

Théoréme 1 : Le probléme de maximisation P(A,l) admet une solu-

tion optimale et bornée ¢*,) 0 si, et seulement si tous les cir-

cuits de G¢ ont une longueur non positive et dans ce cas

wt()\,p') = 0,

Soit C(M) = <wd,p, M > la longueur du circuit M. Le mon-
tant w(i,p) de P(),p s'écrit :

a)

b)

1M o3

g
winp = v(,p, j§1 4> =

’ fj.C(Mj) : (13)

351

Si tous les circuits de G¢ ont une longueur négative ou

nulle, on déduit facilement .de (13) que les fl@ts €lémentaires

fj ont une valeur nulle sur les circuits de longueur stricte-

ment négative et ont une valeur positive quelconque sur les

circuits de longueur nulle, On a donc z*(k,ujig 0.

S'il existe un circuit Mj de longueur strictement positive,

on peut y faire circuler un flot fj arbitrairement grand, et,

donc _Z*(A,p) est non borné,

Proposition 4 : Pour le systéme de poids

p.(\,p) = -Max(c,.), VieJ |,
| i€Iij ,

P (A1) est bormé.
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Preuve : On remarque que tout circuit de G¢ emprunte alternati-

vement un arc de UI’ puis un arc de U_, donec le systéme de
poids p(\,p) mnous assure qu'il n'existera pas de circuit de lon-

gueur pcsiﬁive dans G¢.

CARACTERISATION DES SOLUTIONS OPTIMALES DE (P)

ENONCE D'UNE CONDITION SUFFISANTE D'OPTIMALITE
Le dual de P(%,p) s'éerit :

%jViCL Viea

P."‘Z)\ a . tp
A

J
Z r, +p .N= v(A,p) Min
kek Kk

+ v,
ui i

u, + v,
J

Vv oWV

D(h,p)

Condition :

%
Soit ﬂx = (xx, yx) une solution optimale de P(Kx,u ) et

(k*,px) les variables duales correspondantes,

Si ¢x vérifie les contraintes (1) et (2) de (P), alors ¢* est

une solution optimale de (P).

Preuve :

5* = (kx, p*, u*, v*) est une solution réalisable de (D) et la

condition assure que ¢x est solution réalisable de (P). De plus,
on vérifie facilement 1'égalité des fonctions objectifs, ce qui

assure l'optimalité,
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ENONCE D'UNE CONDITION NECESSAIRE

La condition précédente n'est que suffisante car, si une solution
optimale particuliére ¢* de P (Kx, Px) e vérifie pas les rela-
tions (1) et (2), cela ne signifie pas pour autant que le thdoréme
des &carts complémentaires ne peut pas &tre vérifié pour (K*, ux)
fix&, En effet, on peut fort bien trouver une solution optimale de
P()?, px) permettant de le vérifier. On va donc chercher parmi

1'ensemble des solutions optimales de P(K*, px) celle, ou la

combinaison d'entre elles, qui permet de vérifier les relations
(1) et (2). ’
Ceci permet de donner un caractdre nécessaire 3 la condition suf-~

fisante d'optimalité indiquée précédemment.

VERIFICATIOR DE L'OPTIMALITE DE P

1° 72
nissant les solutions optimales du programme P(A,p). On appelle

Soit M., M ceny Mﬁ les gq circuits de longueur nulle défi-
B la matrice dont 1'élément courant est caractdrisée par :

1 si le circuit de longueur nulle Mk contient
b = 1'arc (jl, j2) de UP
0 sinon

Le probléme consiste alors 3 déterminer parmi les”-Ml, M2, sees Mq
les circuits permettant de vérifier les contraintes de recouvrement
(1) et (2). Notons f. 1le flot parcourant le circuit M, dans la
solution du probl&me ée recouvrement, c'est-3i-dire la quantité de

circuits Mj qu'il faut sélectiomnner pour assurer le recouvrement

des services,

Le probléme de recouvrement se formule alors de la manidre suivante:
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L.
[ (3:1 akj bg) . £ = rk, k K
o3y
(By) 21 (g% b o £y =N
f£>/ 0 . = l,2,...,q
Si (P,) admet une solution réalisable, ¢ = ;E: f. « M, est
A j€J 7 hj

une solution optimale de (P)., Cela signifie que le couple (X,u) qui
nous a servi a définir le probléme P(A,p), donc a générer les cir-

cuits Ml’MZ""’ Mq, correspond 4 une solution optimale du probléme :

Min z*(),p)
) {
(g

On en déduit que ($,£ ) constitue un couple de solutions opti-

males de (P) et (D).

Si (PA) n'est pas réalisable, il faut modifier (A, 1), Le théo-
réme des alternatives va nous permettre de trouver une direction
admissible de déplacement d qui nous permettra d'effectuer cette

modification.

SOUS—-GRADIENT OPTIMAL

DETERMINATION D'UNE DIRECTION DE DEPLACEMENT

D'aprés le théordme des alternatives, le systéme (PA) n'est pas
réalisable, si et seulement si le systéme (DA) suivant admet une

solution :

n . n .
J J
de'(zak-ﬁbg) - dO Z bls 0, 2'=152’--qu (14)
k—éK j=]_ J j:l
(DA) (do’dk) n.a., k€K

N .a4 0
kz(“:K i dk i °? (5)



Une solution de (DA), si elle existe, fournit une direction de
déplacement pour le couple (A, p). Il s'agit d'une direction admis-

sible de descente pour le probléme : Min 2* (A1), On peut en effet

(:;\,p)
constater que ¢

L (g o0 0= Q_a, (Ta x5-
P kek © j=1 9

- (dON + :E:: dkrk) £ 0, compte tenu de (14) et (15),
ke K
avec £. >0

En pratique, pour vérifier le théoréme des alternatives, on peut
résoudre le programme linéaire dérivé de (DA) oi on minimise
(15). 35i 1'optimum est égal 3 O, (PA) a une solution donnée

par le programme dual, sinon on trouve une direction de descente,

DETERMINATION DU PAS DE DEPLACEMENT

Il faut déterminer précisément le pas maximum px= max P >0 3 ef-
fectuer suivant la direction d, & partir du vecteur (\,p) pour
que le nouveau probléme P (K+pxd ,p+pxd O) soit bérné. C'est-3~
dire, étant donné& un ensemble de poids pj(X+pd, pfpdo) sur les arcs
de G¢, trouver px = max p>0 tel que G¢ n'admet;e pas de circuit

de colit strictement positif,

Ce probléme a un sens puisque, pour p = O, G¢ n'a pas de circuit
de longueur positive., Pour résoudre ce probléme, oﬁ;construit un
réseau obtenu en ajoutant un noeud source s 3 G¢ et en le re-
liant par des arcs 3 colit nul 3 tous les sommets de Xl’ I1 est
facile de voir que le probléme des plus longs chemins de s &
tout sommét de ce .réseau est borné si et seulement si G¢ n'admet
pas de circuit absorbant. On utilisera une forme paramétrique de
1'algorithme de Moore [201 pour déterminer la valeur maximum de

p qui assure cette propriété., Cet algorithme est décrit dans

1‘'annexe 3.
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4.6 CONVERGENCE

On sait [23] , [8} que les méthodes de sous-gradient optimal,
dans le cas de la programmation lindaire, converge en un nombre

fini d'étapes,

5. MISE EN OEUVRE DE L'ALGORITHME DUAL

Pour obtenir une direction de déplacement d, il coavient de

résoudre le programme lindaire dérivé de (DA)'

La difficulté provient de la nécessité d'exhiber touézles circuits
de cofit nul qui définissent 1'ensemble des solutions de PG,
Pour éviter cet aspect combinatoire, nous avons donc’édopté une pro-~
cédure voisine, dans son esprit, de la méthode de Benders E?J .

En effet, pour chaque probléme P(\,p), on détermine un seul circuit
de longueur nulle (le premier qui est donné par la variante paramé-
trique de l'algorithme de Moore)., On introduit ainsi 3 chaque &tape
une seule nouvelle contrainte dans le probléme (DA). Cette procé-
dure, si elle ne garantit plus de faire & chaque itération un pas

px » 0 est certainement trés efficace pratiquement, Notons 3 cet
égard que le nombre de contraintes serrées, 3 chaque ?as, dans (DA)
est, au plus, égal a card (X), on pourrait donc imaginer une procé-
dure qui conserverait, & chaque itération, au plus card (K) circuits

de longueur nulle,

ENONCE DE L'ALGORITHME DUAL

(0) initialisation : poser r=0, gq=0 (car on ne posséde aucun circuit ini-

tialement), px=0

Pour j=1, ..., n, poser :

8, = - Max (¢,
| ( 13)
i=1,2,c00e, 01



(1)

(2)

(3)
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déterminer (KE ,Hr) sclution du systéme suivant :
\ 0
Z;\kakj + s gj - pj, J=1,2, 006 ,n
kekK

r

" . - T r .
En déduire pj = pj + KEX Akakj + H pour J=1,2,.s.,01

Chercher le vecteur :

(dj (@, d_(q)

une solution optimale de base du mrobléme (DA) dans lequel on maximise
z ='_Zr d, + N d

RE ZA > 0 aller en (2) sinon terminer; on a obtenu une solution opti-

male du probléme (P).

Calculer :
5 7
f = g;i d Kk akj + d o’ 3=1,2,e0.,n
En déduire :
r+] _r x
p— = .+p 6
J pJ J

Déterminer 3 1'aide de la variante paramétrique de 1'algorithme de Moore

x .
le pas p maximum,

. : . i s x .
Soit Cq le circuit de longueur nulle ainsi obtenu et()r le nouveau

pas de déplacement.

Poser r = r+l, q = gq+1 (on introduit une nouvelle contrainte dans

(DA)). Aller en (1).
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CONCLUSION







IMPLEMENTATION DE L'ALGORITHME DUAL SUR MINI—ORDINATEﬁR

L'algorithme proposé au chapitre IV a &té programmé en Fortran sur
mini-ordinateur (systé@me Mini 6/53 de la CII-HB). La procédure que
nous avons développée s'est avérée extrémement performante au plan
algorithmique. En effet, dans la plupart des exemples numériques,
les résultats ont &té obtenus avec un temps CPU inférieur au temps
demandé par 1'algorithme du simplexe sur IRIS 80 (voir i ce sujet

le chapitre III).

Nous analysons dans l'annexe 4 les résultats obtenus sur 1'exemple
a 19 agents (voir Annexe 2, schéma n°® 4). On peut, d'ores et dé&ja
mentionner que le tableau de roulement a 19 agents est résolu en

59 s et 39 itérations avec notre méthode.

La structure du probléme nous a conduits 3 séparer la procédure en

deux phases :

a) Une premiére partie dans laquelle on génére les configurations

possibles ainsi que les cofits de s8quencement, et ol 1'on dé-

termine le couple (A,H ) de départ ainsi que 1'arborescence

initiale A(X,V,c,0) ; voir 3 ce sujet 1l'annexe 3).



Ol

b) Une deuxiéme partie, constituant 1'algorithme dual proprement
24 prop

dit (voir 1'énoncé de l'algorithme au § 5, chapitre IV).

L'occupation mémoire de la partie ! est d'environ 18 K octets, celle

de la partie 2, d'envirom 23 K octets.

=

Notre objectif visant 3 réduire la dimension du problZme est donc

parfaitement atteint.

Notons enfin que nous avons testd la réalisation du probléme (By)

avec une précision de 1 %Z.

PROLONGEMENTS POSSIBLES DE L'ETUDE

Dans un premier temps, il conviendrait de mettre en oeuvre une pro-
cédure S.E.P, puisque nous savons que, dans son formalisme, le pro-
bléme contient des problémes NP durs, et, qu'en toute géndralité

les solutions du probl8me (P) ne sont pas forcément entidres.

Une extension directe du probléme consiste 2 générer non plus des
configurations en [0,1[7 mais des configurations comportaht les repos,
les services du matin et les services du soir (voire de ﬁuit si cette
notion existe). Nul doute que 1'on augmente la taille du‘probléme,
mais le formalisme reste le méme. A cet &gard, on peut remarquer que
les configurations,dont le sommet correspondant de G = (T,U,c) pos-—
sdde un degré intérieur nul,peuvent &tre &limindes (cf. les colonnes

entidrement positionnées & -99 dans le schéma n° 6 en annexe 2).

I1 convient ensuite de réaliser l'affectation des services dans le
tableau de roulement en tenant compte des contraintes et des objec~-
tifs décrits au paragraphe 5.3, chapitre I. Si 1'obtention d'une af-
fectation r&alisable est un probléme facile, en revanche la prise en

compte de 1l'objectif 5.3.1(2) du chapitre I reste un probldme ouvert.
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Partie I
FORMULATION DU PROBLEME DYAFPFECTAYION

DES JOURS DE REPOS :
UN PROGRAMME QUADRATIQUE

INTRODUCTION

On s'intéresse seulement 3 1'implantation optimale des jours de repos

dans une grille de roulement. Les données sont les suivantes :

On dispose de n agents numérotés de 1 2 n et constituant 1'ensemble

I = { 1, 2, ccey n} des agents affectés a la ligne considérée. Sachant
que J = {l, 2, eoe 7} représente l'ensemble des jours de la semaine
civile (lundi 3 dimanche), le probléme comsiste i répartir les r(j)
jours de repos, pour tout j de J, en respectant les contraintes d'ex-

ploitation et les contraintes statutaires.

NOTATIONS

1

L]

{1, 2y oas n} ensemble des agents de la ligne
J = {1, 2y osec 7} ensemble des jours de la semaine »
¥(i,3) : variable d'état positionnde 3 1 si l'agent i de I bénéficie d'un

jour de repos le jour j de J & O sinon.

Pour exprimer le caractdre cyclique du roulement, on pose U(k) = y(i,j)
si 1$k=i+j'(n—l)\<n et u(k)=u (k-n) sin Lk £2n, car
toutes les contraintes peuvent s'exprimer dans 1'intervalle [}, 2 é}

avec la variable u (k).



K = {1, 2y e, 7,n% ensemble des "cases" d'une grille de roulement
kS
a

n  agents
K =140, 7, i4, ..., 7,n}
K(7) = {1, 7, 14, ..., 7,:1}

K1(7) = {7, 14, sa0y 70n

card(K)= 7.n = nm

FORMULATION

Le probléme de 1'affectation optimale des jours de repos dans le tableau

de roulement s'énonce comme suit :

Z u+p) = r(3) , Vi€J (D)
pG_‘KO
k + 7
S ue 21, Veer@) (2)
P = k
k + 7
Z ulp) < 3, VKER(D) (3)
P =k

PR k + 6 B
Z ulp) > 1, VKER() L)
PT k. '
wp) +u(+n) 21, VRER (7) - BNG)
u(p-1) - u(p) + u(p+l) < 1, VpcCK C(6)
wk) = 0, 1, YkEX 7)
Zu (k) . wk+l) = z (Max) 8)

k € K
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PR est donc un programme linéaire 3 variable binaires et fonction objec—
tive quadratique dans lequel les relations (1) sont les contraintes
dites de recouvrement ol r(j) est le nombre de jcurs de repos 3 placer
le jour 31€J, 1les relations (2} et (3) correspondent aux contrain-
tes § 5.3.2(1l), chapitre I, la relation (4) exprime le fait que l'on
ne doit pas travailler plus de 6 jours par semaine civile et la relation
(6) traduit 1'impossibilité d'avoir une succession "101" (c'est-3-dire
Repos ~ Travail - Repos). (4) et (6) correspondent aux contraintes

§ 5.3.2(3), chapitre I; enfin les contraintes § 5.3.2(2) s'expriment

par la relation (5).

En ce gui concerne la forme quadratique (8), on note qu'elle crolt ef-
fectivement en fonction du nombre de jours de repos accolés, ce qui
traduit l'objectif cherché lors de la construction manuelle des tableaux

de roulement.

Remarquons que la forme quadratique (8) n'est pas semi définie positive.
En effet, la diagonale de la matrice représentant la forme quadratique est
nulie,donc elle ne peut avoir toutes ses valeurs propres de. m&me signe.

Le programme (PR) est donc de résolution difficile @4] .

Tout d'abord relaxons les contraintes d'intégrité (7) pour obtenir un

programme PRC continu que nous allons linéariser.

Linéarisation dePRC

Remarquons que & (k) . u(k+l) = min (y(k),u (k+1)), on peut donc poser :

t(k,k+1) L u (k)
t(k,k+1) éu (k+1)

et chercher 3 maximiser

:E: t(k,k+1)

k €K

au lieu de i{:u(k). ulk+l).
k €K
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On peut donc envisager i'emploli d'une procédure SEP pour résoudre (PR).
Malheureusement, 1'&valuation ainsi obtenue est trds médiocre : sur
1'exemple r = (1,1,2,2,1,1,4), une solution réalisable est donnée par
le tableau suivant., Elle conduit 3 une &valuation de 3,6, alors que

1'optimum vaut 5. Cette tendance i "&taler" dans le tableau la solu-

tion est d'ailleurs une caractéristique de ce type de linéarisation.

Exemple :
Lundi Mardi Mercredi Jeudi Vendredi Samedi Diménche
A 1/5 2/5 2/5 2/5 i/5 1/5 475
B 1/5 1/5 2/5 2/5 1/5 1/5 4/5
c 1/5 1/5 2/5 2/5 1/5 1/5 4/5
D 1/5 1/5 2/5 2/5 1/5 1/5 4/5
E 1/5 1/5 2/5 2/5 /5 1/5 4/5
r(i) 1 1 2 2 1 1 4

METHODE DE RESOLUTION ET RESULTATS NUMERIQUES

Les résultats peu encourageants obtenus au paragraphe précédent nous
ont incités 3 tenter d'aborder le probléme (PR) en utilisant une pro-
cédure "d'énumération dirigée". La méthode mise en oeuvre constitue

une extension de 1'algorithme d'é&numération implicite di 2 Balas [9}.

FONDEMENT DE LA METHODE

La procédure débute 3 partir d'un point pour lequel la fonction objec-
tif (i.e. Z = u Nu t) est maximum avec ue’.[O,l]m. Puis en se dépla-
cant suivant la coordonnée (ou une des coordonnées) de u qui permet de
se rapprocher le plus du domaine réalisable, on perd progressivement sur
le montant de la fonction objective en augmentant le plus possible la
"réalisabilité" du probléme. C'est donc 1'irréalisabilitd qui mesure la

distance du point courant(ie.fo,i]n]au domaine réalisable.
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MISE EN OEUVRE DE L'ALGORITHME

L'algorithme est en fait une procé&dure exploratcire dirigée. Le point
Ho & &),ﬂIﬂ de départ est counstitué du vecteur unité&. A chaque pas
d'indice 1 on tente de positionner une coordonnée de ui d zéro en
cholsissant celle pour laquelle l'augmentation de réalisabilité est
maximum. Cn crée ainsi une pile correspondant & la solution courante
dont les variables positives indiquent un positionnement 3 zéro et les
variantes négatives en positionnement & un. Le backtracking (ou remon-
t3e dans l'arborescence) s'effectue trés simplement en dépilant les
variables négatives du haut de la pile et en forgant la premiére varia-
ble positive rencontréde 3 devenir négative., Par exemple, si 1'état de la
pile avant backtracking est pil = (1,21,15,16,17,3,4,5,-6,-7,-8), on
obtient ensuite pil = (1,21,15,16,17,3,4,~5). La remontée dans 1'arbo-

rescence s'effectue dans les cas suivants :

, on a détectd un sommet qui conduira, si on continue 3 le faire

pousser, 3 une irréalisabilité;

. 1'8valuation associBe au sommet considéré est inférieure au
montant de la meilleure solution réalisable trouvée jusqu'l

présent;

. On a trouvé une solution réalisable et on va essayer en

dépilant d'en trouver une meilleure,

RESULTATS NUMERIQUES

Si le principe de la méthode parait séduisant, en revanche les per-
formances algorithmiques sont tré&s faibles. Ainsi n'a~t-il pas &té
possible de résoudre le probléme 3 19 agents, donné i titre d'exem-
ple (Schéma n° 4, annexe 2), en un seul passage. Il a donc fallu
fragmenter le probléme initial en trois sous-problémes (dont les

résultats sont donnés ci-aprés) pour obtenir la solution suivante ¢



Lu Ma Me Je Ve Sa Di

i R R 0 0 ¢ R 0

2 0 0 0 R 0 0 R

3 0 0 0 0 R 0 0

4 0 0 R 0 0 0 R

5 R 0 o 0 O 0 R

6 0 0 0 0 0 0 R

7 0 0 0 0 0 0 R

8 0 0 0 R R R R

9 0 R 0 0 o R R

Agents de 10 R R 0 0 0 R R Montant du
conduite 11 0 0 0 0 0 0 R probléme Z=12

12 0 0 0 18] 0 0 R

13 0 0 | 0 R R R 0

14 0 0 R 0 0 0 R

15 R 0 0 o 0 o R

16 0 0 0 0 0 0 R

17 0 0 0 0 0 0 R

18 0 0 0 R R 0 0

19 0 R 0 0 0 R R

Nombre repos r(j) 4 4 2 4 4 4 14

Ces résultats sont trés problématiques, En effet, parmi les sdts~
problémes traités, celui 3 quatre agents implique le positionuement
de quelque 23 000 variables, en revanche, il en suffit de 79 pour
1'un des sous-problémes 3 cinq agents. Les performances varient donc
beaucoup avec les données r(j). On peut dire qu'elles se dégradent
trés vite dés que le probléme devient quelque peu difficile a résou-

dre 3 la main !

o0o
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Partie II

PRESENTATION DU PRODUIT PROGRAMME
CITAR

INTRODUCTION

les résultats médiocres que nous avons obtenus précédemment avec la mise
en oeuvre d'une technique d'&numération implicite nous ont incités d aban-
donner la recherche de 1l'optimalit& d'une solution au profit de 1'aspect
interactif d'un module 3 composante fortement informatique dans lequel on
adopterait une technique de recherche 2, 3 ou 4 optimal d'un circuit hamil-
tonien. En effet, supposons construite une grille de roulement quelconque.
En explorant systématiquement tous les cycles d'ordres 2, 3 ou 4 possibles
sur les lignes, puis sur les colonnes, il n'est pas impossible de trouver
une permutation qui améliore le montant de la fonction objectif (voir 1la
relation (8) dans la partie I de 1'Annexe 1), C'est dans ceflesprit qu'a

été congu le programme CITAR.

PRESENTATION DU PRODUIT-PROGRAMME CITAR

Le programme CITAR est un outil de Construction Interactive de TAbleaux
de Roulement dont le but est de guider le technicien du bureau des ho-
raires vers une solution presque optimale du probléme d'affectation des
jours de repos, CITAR est un programme Fortran, congu pour utiliser un
écran de visualisation géré par un mini (voire un micro) ordinateur.

Si 1'on dispose d'un buffer d'écran suffisant, on peut construire, de

maniére interactive, des roulements & 30 agents.



[
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UTILISATION DU PROGRAMME

Aprés avoir lu le nombre d'agents et la quantité de jours de repos
affectée a chaque jour de la semaine, le programme CITAR affiche une
grille sur 1'écran de visualisation correspondant au roulement i
traiter. Un ensemble de commandes permet 3 1l'utilisateur de comnstruire
une premigére &bauche du tableau de roulement. A chaque modification,
la grille est réaffichée automatiquement sur 1'8cran. CITAR détecte
les erreurs de frappe ou méme les incohérences, et, dans ce cas,
demande 3 1'opérateur de réintroduire sa commande. Lorsque 1'utiiisa-
teur estime sa grille suffisamment &laborée, il peut (qualie soic
réalisable ou non), décider de l'optimiser en choisissant un niveau

2, 3 ou 4, Le module d'optimisation est fort simple : au niveau 1
(i=2,3,4), on cherche parmi tous les cycles d'ordre i (i;e. toutes
les permutations circulaires d'ordre i) s'il existe une (ou plusieurs)
permutation(s) sur les lignes et/ou sur les colonnes, permettant d'amé-

liorer la fonction objective tout en maintenant (voire en assuraant) la

r8alisabilité,

LES FONCTIONS DE CITAR

Sui&ant le type de fonction demand&, CITAR affiche, supprime, restore
ou compléte les phrases du questionnaire tout en maintenanﬁ’l‘affi~

chage constant de la grille d'&cran, Hormis les fonctions de vérifica-
tion destinées & détecter les erreurs de frappe et les fautes de vrai-

semblance, 1l'utilisateur dispose des commandes suivantes :.
. 1 : liste l'ensemble des commandes de CITAR;

« R.N1,J1.(%) : permet d'afficher un jour de repos pour l'agent Kl
le jour J1 (si l'option % est présente, la case marquée est indé-

-~

1ébile jusqu'd la fin de la cession);

. $.N1,J1 : efface la case marquée R en (N1,J1);
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. &N1,J1,N2.J2 : transfére la case marquée R de (N1,J1) en
(N2,32);

o« F#eo(N) : permet la vérification de la grille courante. L'option
(N) permet (&ventuellement) d'optimiser au niveau N si le ni-
veau d'erreur sur la grille est faiblej;

. ! : retour au point d'entrée de la cession;

. NO : demande l'arrét du programme CITAR,

2.3 EXEMPLE D'UTILISATION DE CITAR

(Voir pages suivantes),

o0o
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Ge travais deen cgeuree effective
a) bour fg ggigiNES chagque semaine de roulement
= 1,9 Repos/semaine
b) MAXI : 6 jours de travail consécutifs
MINI : 3 jours de travail consécutifs
¢) Semaine civile MAXI = 48 h 00
MINI = 28 h 00

d) 2 "DISPOSITIONS" destinées 3 équilibrer la durée de travail
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ANNEXE 3
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UNE VARIANTE PARAMETRIQUE DE L'ALGORITHME
DE MOORE '

POSITION DU PROBLEME

On considére un graphe G = (X,U) et s un sommet de X tel qu'il
existe un chemin de G = (X,U) reliant s 3 tous sommets » x de X.

Le sommet s est alors racine du graphe G,

Soit une fonction ¢ de U dans R qui associe 3 chaque arc u un

coltc(u). On admettra que G = (X,U) est un graphe simple sans boucle.

Dans ces conditions, 1'algorithme de Moore {20 ] permet soit de cons-
truire 1'arborescence des plus courts chemins de s 3 x, soit de

détecter un circuit absorbant.

Le probléme que nous allons &tudier est quelque peu différent. On dis-
pose d'une fonction supplémentaire d de U dans R associant & cha-
gue arc de U une direction de déplacement, Ainsi, 3 chaque arc u

de U est associé un couple (c(u), d(u)).

De plus, on fait 1'hypothése que G = (X,U) ne contient pas de cir-
cuits arbsorbants. pour les colts initiaux c(u). On cherche alors 3
déterminer la valeur maximum p* de P30 tel que le graphe G = (X,U)
affecté des colits c(u) + p d(u) conserve la propriété d'étre sans cir-
cuits absorbants, En outre, si px est borné&, on construira un des

circuits de longueur nulle, qui devient de cofit positif pour ;>>px.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

On notera : A(X,V,c,p) l'arborescence (de racine s)des plus courts
chemins de s 3 x dans G = (X,U) pour les cofits ¢ + pd (on est

assuré de l'existence de A(X,V,c,0)).

Définition 1 - Soit te une fonction de X dans R qui associe 3

chaque sommet x 1la longueur du chemin de s 3 x dans A(X,V,c,p).

-~

Définition 2 -~ Soit h une fonction de X dans R qui associe i cha~

que sommet x la longueur différentielle du chemin de s d x dans

A(X,V,c,0), défini par la relation :

h(x) = 2 : d(v) . (1)

V €L (x)

~

o L(x) est l'ensemble des arcs du chemin de s 3 x. En effet, si

les arcs u de U sont affectds des colits c(u) + ed(u), on a :

tp (x) = 2 :C(V) *pd(v) =t (x) + ph(x) (2)
VEL(x)

ETUDE DU PROBLEME

Les propositions qui suivent donnent les relations fondamentales 3 par-

tir desquelles on met en oceuvre la variante paramétrique de 1'algorithme

de Moore :

Proposition 1

~

‘Soit A(X,V,c,p) l'arborescence des plus courts chemins de s i x,

Alors, pour tout arc u = (x,y) de U-V, on a la relation suivante :

tp(x) + c(u) + pd(u) > t(y) (3)
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Preuve : Si la relation (3) n'est pas vérifiée pour un arc quelconque

u = (x,y) de U-V, tp(y) ne représente pas le plus court chemin de s

avy.

Proposition 2 :

'S4 un arc u = (x,y) €& V vérifie la relation suivante

n(w) = h(y) - h(x) ~d(uw) < 0 (4)
alors Vp>0 1a felation (3) sera vérifiée :
Preuve : Elle se déduit directement des relations (2) ét (3).

Définition 3 :

On pose to(y) - to(x) - c(u) = 6w
Théoréme 1

La valeur 9 = Min {:-é-gu—)-} od U = {uéU -V tel que 7 (u)> 0}
weT 7 (w)

permet de détecter dans G = (X,U) (si T est non vide) :

a) ou bien un circult et dans ce cas le circuit détecté est de lon-

gueur nulle dans 1l'arborescence A(X,V,c,p);

b) ou bien un cycle qui n'est pas un circuit et dans ce cas l'arc

u® = (Xx;yx) pour lequel le minimum 5 est atteintentre dans
1'arborescence A(X,V,c,0) & la place de l'arc v = (x,yx)

dont l'extrémité terminale est la méme que celle de u.,

Preuve : Evidente d‘'apré&s ce qui précéde,
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ENONCE DE L'ALGORITHME

x .
(0) Poser p” = 0, déterminer 1'arborescence A(X,V,c,0) en utili-

sant

1'algorithme de Moore.

(1) Si 1l'ensemble T est non vide, calculer :

ot

B Min { - 5 (w ?
u= (x,y)e 0 n (0 ;

* *x ~ . . . .
poser p = p + {, aller en (2), sinon, terminer; la direction

d ne conduit pas i un circuit absorbant,

(2) Soit

b)

FINITUDE

* * = . . . .
U" = (x",y") un arc pour lequel le minimum est atteint.
' - . 3 3 x - .
Si 1'on détecte un circuit dans u® U V, terminer,

Sinon U™ crée un cycle qui n'est pas un circuit. Soit

vE - (x,yx) 1'arc de 1'arborescence d'extrémité yx. Poser
Vv u{ut - V), c=c+pd, tx) = tx) +9h(x),
aller en (1),

A chaque fois qu'on passe au pas b, la somme des h(x), x € X, dimi-

nue strictement quand on modifie 1'arborescence., On ne peut donc

retrouver deux fois la m@me arborescence au cours de 1'algorithme, ce

qui assure la finitude,
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éf/")(emp/e J\]fijmé,ﬁ/’qua

! .. : i
L. arborescence iniliale  des plus /0:33.3 chemins A (X, V,c, 0]

est o svivanle (en fraif e'r.va;s )

O valeur de h

D valeur CJ‘- b

'\ valevr de d

&R

= {(48),(4,2) . (53), [64),(6,2)}

Lo

= Min {2,4,0,2,3} )

On en dedvil Ja novvelle arborescence : . A (V, X, e, 0)
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‘= {bo, (64), (¢,2)
g - Min {z,i, 45}:4

On en deduil A (X,V,U,i)

(]

@

oo W) e, (6))
So M { % W} A

On en dedul A (X,V e, 4.3%3 )

Circulr de (onsueur nolle .
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ANNEXE 4







1.

~131-

RESULTATS NUMERIQUES

MISE EN OEUVRE DU PROGRAMME

a)

b)

Le programme PINIT réalise l'initialisation et stocké les résultats
sur un fichier de sauvegarde. C'est ce méme fichier qui sera réu-
tilisé quel que soit le probléme traité. La génération et la déter~
mination du cofit de séquencement des configurations sont réalisés
par les routines GENL et SEQU. La routine TRAIL donne XD correspon~
dant au couple (A,u) de départ. Enfin, les routines TINIT et INIT
déterminent l'arborescence initiale des plus longs chemins. Cette
arborescence est stockée sous forme de liste dans PERE. XTAU et XH
correspondent respectivement 3 t et h (voir annexe 3). XP et
XDELTA représentent les colits p(A,u) et la direction & (voir

chapitre IV).

Le programme BENDER, aprés lecture des paramétres et des données,
appelle la routine MOORE qui détermine un circuit de'longueur
nulle (stdcké dans le vecteur CIRCUI) ainsi que le pas de déplace-
ment maximum XRAU. On utilise ensuite la forme révisde du simplexe

faisant

pour d&terminer une nouvealle direction de déplacement. en
rentrer en base le cirzcuit que J'on vient de détecter. C'est 1'ab-
jet de ls routine PLAUX. On arréte les calculs lorsque la forme

d'irréalisabilité de PLAUX est nulle.
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ANALYSE DES RESULTATS

On constate numériquement que le cofit réduit des circuits candidats
a rentrer en base est non positif et correspond 3 l'augmentation
marginale du cofit de ce circuit suivant la direction XDELTA (voir
3 ce sujet la relation (14) § 4.1 chepitre IV). De.plus, le mon-
tant de la forme d'irréalisabilité de (PA) peut rester invariant
pendant plusieurs itérations (mais d'une itération & 1’autre on a
toujours des circuits différents candidats & rentrer en base).Ce
phénoméne signifie que la pente de la fonction Z% (A ) (cfs. p.80)

reste constante pendant les itérations en gquestions

EXEMPLE NUMERIQUE

On résout le probléme de roulement & 19 agents avec les données

fournies dans l'annexe 2 schéma n° 4.
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TABLEAU DE ROULEMENT DES AGENTS
AVEC s(k) = 15, 15, 17, 15, 15, 15, 5
et N =19

Yircuit Cig

Le séquencement obtenu est par exemple :
(7,7,747,7,7,7,37,41,4,21,8,27,23,8,27,23,37,41)

ce qui donne le roulement suivant :

Lundi Mardi |Mercredi| Jeudi |Vendredi|Semedi {Dimanche
R
B
R
R
R
R
R
R R R
R R R
R

R R

R R
R R R
R R

R R
R R R
R B

R R R

R R R

La fonction objective qui mesure le nombre de repos accolé vaut 146, celle qui
mesure la valeur du roulement vaut 82,



Lo

1]

20

i0

1352

Valeur de ‘a _Farme, é,[rr:’a“:n““‘*':

'ZA en Fond‘c'on du nombre d7ike.

rabions niler

40 N 2o 30 nifer
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ORGANIGRAMME DU PROGRAMME RENDER

Lecture données
et paramétres

Aﬁ',

ROUTINE MOORE

INPUT : XP,KMI,YTAU,XEPS,XH,
SEQ,XDELTA,PERE

OUTPUT: CIRCUI,XRAU,YTAU,XH

SEQ : colit des séquencements
KM1 : nombre de configuratioms

XEPS: précision des calculs

oul
> terminer Pb non borné
non
Calcul des nouveaux XP
avec XRAU
* XTAB : inverse de la base, 2e
membre et vecteur entrant
ROUTINE PLAUX SOLRE: liste des circuits en
INPUT : CIRCUI,XAP,Il1,KMI, base
XTAB,KM]1,XD XD : inverse des multiplica-
teurs du simplexe (cor-
respond 3 la variation

de A, w)

terminer SOLRE,XBBAR donne
la solution optimale

ROUTINE DELTA
INPUT : XAP,XD,IkMI DELTA: Calcul de XDELTa

OUTPUT: XDELTA

ROUTINE MODXH MODXM: Détermination des nou-
INPUT : PERE,XDELTA,KMI Zeaux XH en fonction
OUTPUT: XH e XDELTA

-3
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SUBROUTINE MOORE

Initialisation XVAR(u) = correspond
J a s :
1 .
Réinitialisation XETA(u) = correspond
T a n(u) (cf. annexe 3)

Calcul de UTILDA
ensemble des arcs
‘candidats & pivoter

yd
~N

oui RETURN] =~
probléme
non borné

UTILDA
=@

pour
pour

Déterminer

_ i o XVAR(u)
XTILDA = Min (-jrmes)
uel
u* 1'arc correspondant Faire UTILPA

= UTILDA-uX*

A

Poser

XRAU = XRAU + XTILDA

Non

Pivotage sur
PERE

Mise & jour
XTAU,XH

on détecte
un circuit

Réordonner le cir-
cuit=routine TRANS

Le
circuilt
candidat
est en base
(SOLRE)

On a détect& un circult de
longueur nulle, suivant
XDELTA pour un pas XRAU

‘ 7RETURN
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SUBROUTINE PLAUX

On détermine le vecteur
représentatif du circuit
entrant

On 1l'actualise en le multi-
pliant par 1l'inverse de la
base

On le rentre dans le tableau
forme révisée du SIMPLEXE
XTAB

On détermine le pivot

v

On effectue le pivotage

On renvoie dans BENDER Z,,
et XD = - (les multipli-
cateurs du simplexe)

; RETURN




1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7
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