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INTRODUCTION

=

Ce travail est consacré & 1'étude des itérations conduites sur

une fonction a valeurs dans un ensemble fini. De fagon générale. nous étudie-

rons les Ztérations paralléle et série, définies par :

* Itération paralléle :

r+4 r r
Y.] - f1{y13--~: yn)
r+1 = F( r r]
Yn n¥qereee Yy

* Itération série :

r+t _ r r
y@ - f1[y1,--n‘ yn]
r+t _ r+1 r+1  r r
yi = 'Fi(y,] smewy yi_,‘a yi,....yn]
r+i r+1 r+1 r
= > & 2% p Fd 3
yn fn(y'l yn~1 yn

r=0,1,2,...; ¥ e g"

ot B" est un ensemble fini [dans la plupart des cas B =.{G.1}]et chaque fi une

acplication de B" dans B.

Dans cette optigue F. ROBERT 3 caractérisé, & 1'aide d'une notion
de rayon spectral booléen, une classe de fonctions pour lesquelles une procédure

itérative série ou paralléle aboutit toujours & un point fixe unique [21,22].



itératif. De plus, ceci permet de démontrer que,pour cette classe des fonct
la longueur des cycles est faible par rapport au nombre (') des dtats, rée
- obtenu expérimentalement par le pbiologiste A. KAUFFMAN en 1970, grace a une
mulation & l'ordinateur [16].

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions le comportement cycligis

des fonctions & seuil. Plus précisément. &tant dopnée une matrice réelle sy
trique [aij), n X n, et un vecteur n-dimensicnel 5. on s'intéresse au compo
ment, .en régime stationnaire, de 1'itération paralléle conduite sur une appl:
tion A, de {0,1}" dans 1ui-méme, o chaque composante est une fonction a seu

n
avec séparateur qu A5 Yy < 4 ly; e {0,11).

Dans ce contexte on démontre que 1'évolution est trés simple :
convergence vers un point five ou vers un cycle de longeur deux

(pas de cycle de longueur supérieure & deusx)

On applique ce résultat & une classe d'automates cellulaires uniformes (ce qui
permet de généraliser certains résultas obtenus dans £26,283) et 3 un modéle,

assez simple, de dynamique des groupes [11,15].

Le chapitre III correspond & une généralisation du résultat préc%

dent, dans le cadre d'un ensemble fini de cardinalité guelconque et une exten

sion naturelle des fonctions & seuil.

De méme, le chapitre IV est consacré & 1'stude des applications a
seuil, avec des poids symétriques, guand on fait une itération avec k pas déE 
ménoire, et l'on démontre la convergence, quelque soit l'ensemble des vecteur
inttiqur, vers un cycle dont la période divise k+1.

On voit donc que le comportement cyclique exhibé au deuxieéme

chapitre, est un cas particulier (pour k = 1).
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Au cinquiéme chapitre, nous montrons que ['itération série con—
duite sur b (avec composantes d seuil et poids, o 55 symétriques)a un compor-
tement simple (convergence vers un point fize, quelque soit le vecteur initial)
ou assez complexe (existence de cycles treés longs) selon le signe d'un certain

paranétre.

Il convient de signaler que le comportement "2-oyclique” avait été
déja exhibé pour certains automates cellulaires 3 seuil [26,28] wais, comme
ces démonstrations s'appuyaient essentiellement sur la structure particuliére
de 1l'espace cellulaire considéré, il était impossible de les généraliser. Par
contre, la généralité des résultats presentés ici, a été possible grace a la
nature algébrique des démonstrations qui fait abstraction de la structure du
graphe d'incidence associé 3 la matrice des poids [aij}. Grosso modo, notre
démarche a consisté en la détermination d'un opérateur invariant des fonctions
ad seutl, qui prend en compte le type d’itération et les connexions définies
par la matrice {aij)° Supposant alors 1’existence d'un cycle de longueur supé-
rieure a deux (ou & 1 dans le chapitre V, ou ne divisant pas k+1 au chapitre IV},
on parvient & une contradiction avec la propriété d'invariance de 1'opérateur

introduit dans la formalisation.

Finalement, ce travail trouve son intérét dans le fait que 1l'ana-
lyse mathématique faite, éclaire et compléte des applications dans divers do-
maines : dynamique des groupes [11,15], réseaux de Mc Culloch et Pitts [4.11.
17,18,26], automates cellulaires uniformes [11,26,281, stratégies itératives

pour trouver un minimum local d'énergie dans le probléme des verres de spin

£6,10,24] et certains modéles génétiques [2,13,14,29,30,31,32].
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COMPORTEHENT ITERATIF DE CERTAINES
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I - COMPORTEMENT ITERATIF DE CERTAINES APPLICATIONS ISOTONES

Nous étudions icl le comportement itératif des fonctions booléennes
isotones. En particulier celles de t&pe linéaire (chaque composante

est un "ou" logique) et produit (chaque composante est un "et” logiquel.
Ceci nous permettra de connaitre de maniére partielle le comportement

itératif pour d'autres fonctions isotones.

Le formalisme adopté est celui de la théorie des matrices non-négatives
[3, 7, 20, 33], de maniére & ramener le probléme de 1'itération a
1'étude,déjd classique,des puissances d’une matrice booléenne, ce qui
permet d'obtenir certaipes propriétés de 1°'itération au vu d'un matrice

n X n.

Finalement, les résultats obtenus démontrent le fait é&tabli de maniére
expérimentale par Kauffman 161, que la longueur des cycles est faible

par rappart au nombre (2"] d’'etats possibles.

(1.1.) RESULTATS GENERAUX DANS LA CLASSE DES FONCTIONS ISOTONES

On dira qu'une application F de {D.1}n dans lui-méme est isotone si :
x £y =>Fx £ Fy

ol "<” est 1'ordre partiel dans {0.1]“, induit par la relation d'ordre 0 < 1.

LEMME-1
S'il existe :
x? ¢ {0,117 tel que Fx® < x° (resp. Fx” > x”), alors 11 existe

p € IN tel que :

p+1 DO
Fx® = Fx  (convergence vers un point fixae).
Démonstration :

Comme F est isotone, alors pour chaque k € IN

ﬁ S eee S xk = Fkx0 < xk_1 £ ... £ x1 = FxO < xD

donc, comme {0.1}n est fini, 11 existe bien p € N tel que xp+1 = xP,



LEMME -2

Soit F isotone alors :

(i) F admet au moins un point fixe.

(i1} Les éléments (appelés aussi états) appartenant a un cycle
de longueur supérieure & un, ne sont pas comparables entre
eux. ‘ [g]

{(iii) La longusur des cycles est inférieure ou égale & Cn et cette

borne peut étre atteinte.

Démonstrations :

¥

(i) et (ii) se déduisent directement du lemme-1.
(iii) La borne est obtenue de (ii) et du fait que 1'ensemble maximal des

vecteurs non comparables dans le treillis booléen est de cardinalité
Cfn/Z]
n

Pour vérifier que la borne est atteinte, il suffit de prendre, pour

{théoréme Sperner [5]).

n donné, un cycle maximum des vecteurs non comparables et d'envoyer

—

- 2 (3 3 -~ g 3 ~ » -~
la partie supérieure du treillis & 1 et 1'inférieure & O.

{(F ainsi construite est évidemment isotone).

EE%TEI? n=4, C4 =6
qux] = XoXg + Xy Xg * X Xo 3 Fz(x} = XX, + X3%, + x2><3
fS[x) = X, X, + x2x4 + ><3x4 ; ¥4(x} = XyXg + qu + X X,
Graphe de_1'itération
0 6fg 0 1 1(} 1
ODU% 0010 0100 1000 1110 1101 1011 0111

060611 -0110 1100

1 l

0101 =41001 «~+1010



(1.2.) FONCTIONS ISOTONES LINEAIRES ET DE TYPE PRODUIT

Soit M{0,1) 1l'ensemble des matrices n x n & coefficients dans {0,1}.
On définit la somme et la multiplicatien des éléments de M(D,1) selun
les opérations booléennes "ou”, "et" usuelles.

On dira que F est linéaire affine si :
Fx = Ax + b ; A e M(D,1) et b e {0,1}"
L’'application F est de type produit si pour chague i € {1,....n} :

fi(x) = I X, + b

jeSi J t

by € {n,1}, S; ¢© {1,...,n})

{si S, =B onpose T x, = 0).

i JESi J

I1 est clair que les fonctions ainsi définies sont isotones. D'autre

part, ces deux classas sont en dualité, c'est-a-dire : F est de type

produit si et seulement si sa duale, Fﬁ (F*x = FX),est linéaire affine.

De plus, comme :

y = Fx <=>y = F'X

pour étudier les applications de type produit, il suffit de préciser

le comportement itératif des linéaires affines.

(1.3.) RAPPELS SUR LES MATRICES NOM-NEGATIVES

Ftant donnée A ¢ M(0,1) on appellera G(A) le graphe orienté d'incidence

associé 3 la matrice A. On dira que A_est réductible s'il existe une

matrice de permutation P € M(0,1) telle que :

A1 A2
P'AP = (P' transposée de P et A11, A.., carrées)

0 A22

dans le cas contraire, on dira que A est irréductible.
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D'autre part, on peut toujours écrire A sous "forme normale”

ﬁH1n"‘ ﬁnk
PrAP = 7\“"A1k (P matrice de permutation et Aii carréeec

‘A

ol chaque Aii est irréductible ou bien nulle de taille 1, [37]. Bien
entendu, si A est irréductible, la "forme normale"” est triviale puisgue

A = Aqq. I1 est important de signaler gqu'une matrice A est irréductible

si et sesulement si G[{A) est fortement connexe {371,

Pour A ¢ M{0,1) on définit :

Ay - ppem {n(Aii)/n(Aii} 2 1}
0 si n(Aii] = 0 pour 1 € {1,...k}

ol n(Aii) est le plus grand commun diviseur (pgcd) des longueurs des
circuits é&lémentaires du graphe G(Aii) ou zéro si le graphe n'a pas de

circuits.

Evidemment si A est irréductible (cas ol la forme normale est triviale)

on a

p(A) = pged (longueur des circuits élémentaires de G(A))

et 1 £ pfA) £ n

(1.4.) ETUDE DE L'ITERATION PARALLELE POUR F LINEAIRE

Dans la suite on vea étudier 1l'itération paralléle sur Fx = Ax. Dans le
cas Fx = Ax+b les résultants sont analogues [8].
Dans le cas Fx = Ax l'itération prend la forme :

: KV AT S0 Pt

Il est elair que 5 = {0,...,0) € {D,1}n est toujours un point fixe de F.
On va voir dans quelles conditions F admet des points fixes non triviaux

-y
{différents de O et Z].



.

PROPOSITION-1 : (caractérisation des points fixes)

Fx = Ax admet au moins un point fixe non trivial, si et seulement

si A est réductible :

et de plus A n'a pas de lignes nulles.

1"

Démonstration : résulite directement des définitions.

Remarques :

~

* 51 la partition des indices associée & la matrice de permutation P,
dans la proposition -1, est I,J, avec I associé a A11 et J & A22,
alors le point fixe non trivial correspondant est

*

x* e {0,1)" tel que x; =1 si 1€ 1 et 0 sinon.

* Si la matrice A € M(0,1) associée & F n'a pas de colonnes nulles,
alors F admet au moins un point fixe non trivial si et seulement si

A est réductible.

#+Si A est irréductible alors les uniques points fixes de F sont 5 et T.

PROPOSITION-2 :

£tant donnée A € M{0,1) alors : 1'itération paralléle conduite
sur Fx = Ax n'a pas de cycles de longueur supérieure a 1, si et

seulement si p(A) < 1.
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DEMONSTRATION

1) A irréductible :

Si p(A) = 1, alors il existe p < n2 - 2n+2 tel que AP > 0 131, done

11 n'y a pas de cycles de longueur supérisure a 1.

Si F n'a pas de cycles, supposons p(A) = p > 1, donc il existe une

matrice de permutation P telle gue :

P'ADP = . Ui matrice carrée, irréductible avec

. o ,
0 Up pl i} 1, 17,331,

doenc & partir de la proposition-1, FP admet des points fixes non triviaux
et comme A est irréductible, ils ne le sont pas de F, alors 1’itération
paralléle conduite sur F admet des cycles de longueur supérieure & 1.

Ce qui est une contradiction.

2) A réductible

p{A) £ 1 => n{AiiB < 1 done, comme chaque Aii {dans la forme normale
de A) est nulle ou irréductible, il existe s € N tel que Aii devient

une matrice pleine des uns ou nulle, c'est-&-dire pour g =2 s :

s
A9 = AT, e {1,000,K)
ii ii
Il est facile de voir, par récurrence sur le nombre k de blocs, gue
si Aii sont stables par rapport au produit par elles-mémes, alors il
existe r ¢ N tel gue, & une permutation prés,Ar+1 = A" {97, donc F

rnn'a pas de cycles.



.13.

Si F n'a pas de cvgles, supposons p(A) = p > 1. I1 existe donc Aig
{dans la forme normale de A} telle fque n[Aii) =r >1 avec p = ar.
Sans perte de généralité, posons 1 = 1.
Alors comme A11 est irréductible, 1l existe Q, matrice de permutation,
tel que :

v 0

21 Q = , V, carrées et irréductibles

0 v

Q' A

si on prend la matrice de permutation P1

On a :
v p T \Y 0
Q A11Q 1._~
. 0o v
\\ r
.
'rz * - r
P1A P1 () \\ A22
' \
A}
r \
Akk \\
\
() \
\
\
\
N,
A
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Soit maintenant {3§}§:1 la partition d'indices associée aux blocs
r
V

. r I : r
1,...,v?, et soit {Ji}i=2 la partition associde aux blocs AZZ""’AKK’

Ny n ny % ny % %
Prenons X € {0,1} tel que X = {XJQ srans er, XJ v was XJ ]

1 1 2 Kk
a4, Y "y Y
qu yeous XJK sont sous-vecteurs de X avee qu = (1...1) et tous les
autres nuls. !

" ",

&)
On a bien P} A" P, X = X, donc P.X e {0,1}" est tel que :

r.. N v
F iqu} = PTX’

ctest-a-dire P1§ est point fixe de Fr,

Mais comme A11 est dirréductible, elle n'admet pas de points fixes non

triviaux, donc :

- ’h —— aad _1
Q'R0 1 %50 = VA0 ! ® X1
1 . e 1
. 1 .
n" 3] .
. "
-in' : L X ;o
.0 1
N Ny r
Prenons ¥y = {X.4 ,«.», X. ), donc on a
A v v
N Q 5 n y Q A@1Qy y
. Ay
_ * _ 0 h]
PAAR X = 27 XJ2 B . * :
o - ¥ ; 5
Ak Jy
ny Ny

Donc F(P X} ¢ P X, c ‘est-a- dlre P3X n'est pas point fixe de F, donc

comme F© (P X) = P X, alors P X appartient & un cycle de longueur

supérieure & 1 ce qui est une contradiction.
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PROPOSITION-3 :

Les cycles de l1*itération paralléle conduite sur Fx = Ax sont
de longueur inférieure ou égale a p(A).

De plus, si A est irréductible, 1’'itération paralléle condulte

sur F admet un cycle de longueur p si et seulement si p divise

p{A),

Démonstration :

z ' rréduc g : si A est irréductible et
p(A) = k > 1 alors A2 pour £ € {2,..., k-1)} est irréductible si et
seulement si pged (k,2) = 1. De plus si pged (k,2) = d > 1, alors le
graphe G[AQ) est décomposable en d composantes fortement connexes
indépendantes 7], c’est-a-dire, 11 existe PgM(D,1), matrice de permu-

tation, telle que :

P'AP = . 'Ui : carrée, irréductible
donc, de la proposition-1, les cycles de longueur & > 1 sont associés
a la puissance A2 telle que pged (k,2) > 1.

Prenons maintenant £ ne divisant pas k, mais tel que pged (k,2} = d > 1,

alors on a :

r
V1 () V1 ()
d . L .
P'AP = . et P'AP = .
o - 0 .
Vd Vd

avec £ = rd et les matrices Vi' Vg irréductibles. Donc (cf. Proposition-1)

tout point fixe de F2 1'est de Fd ce quil impligque la non existence des

cycles de longueur 2.



Maintenant. soient 1 = pm < 31 < ... < ps = k,les diviseurs de kK.
On va montrer gque pour chaque p € {pm,,,., pS} il existe au moins un cycle

de longueur p.

Soit a{pi) le nombre des cycles de longueur Py On va montrer par récur-
rence que a{pj} > 0. En effet, pour P, = 1, a€po} = 2 {deux points fixes

e
gdet? et pour p, on a :

U
P, L ¢
P'A P = Y. Ui bloeos irréductibles
0 ‘g
P?
P

donc les points Tixes de F Y sont composés de bloes de zéros et de uns

selon la partition des indices {Iq,t;,, Ep } définie par P, alors :
1

atp) =2 1 - y =21 -
Py oz[pG = 2 2>0

Supposons a{pj} >0 pour j € {D,..., i-1} et démontrons-le pour i. On a :

P
a{pi} =2% - 3 a(péi (p/gq : p divise g}
P3/Py
ce nqui est égal a :
Py By
a€pi} =2~ E 22+ I b afpk}
Ps/P P./P, P /P,
J jJ 1 K3

P. P
alpy) > 2 iy o
P3Py
en particulier :
p, Pyl
apy) > 2 * - ik
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ce qui implique que :

P Py+1
a[pi] > 2 oo . + 2 >0

donc F admet un cycle de longueur p si et seulement si p/p{A).

Si A est réductible avec p{A) = r > 1 (le cas p(A)

la proposition -2).
Soit P'AP la forme normale de A :

App oo Pk
PIAP = -
Akk

~
<

1.0n 1'a vu dans

Comme p(A} = ppcm {n[Aiil/n[Aii) > 1} = r > 1, alors 1l'ensemble

I=1{1 e{1....,n}/n[Aii] > 1} est non vide. De plus, pour chaque i € I,

soit “(Aii) = &

est irréductible, alors on a :

‘ (i)
2, % .~ 0
[ 1 = .,
0 Aix Oy ...
() . Bii]
i
ot chaque B;il est irréductible et p(Bgi]] = 1.

Mais, comme r = 8121 pour 1 € I, alors :

(1)
. C4 0
Q'AiiQi = . oll

() '.C[i) et n (C

Ly

(1)
C
J

i > 1; comme, par construction de la forme normale, Aii

est irréductible

(1)
J

)

=1

j=1.....0

i
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Donc il existe § € M(0,1) telle que

D11 LI ) D15

o
*
.
[ eeane

=3<]

Cette matrice est telle que chague Dii @st irréductible ou bien une

matrice nulle & un élément, et si Dii est irréductible alors p[Dii] = 1.

Donc, il existe pe IN tel gue :

0'A"™Pg = g AT

Q f13l
donc, on a
A = A° pour s 2 rp
alors pour tout x € {D,?}n on aura
sStr ]

Ax = ATX

Danc, s'il y a des cycles, ils doivent 8tre de longueur plus petite

que plA) = r,

Remarques :

1) Dans le cas A irréductible, avec pf{A) = 1, 1la convergence vers le
point fixe 1 est assurée en au plus n2—2n+2 pas {37.

2) Si A est réductible et p(A) = 0, la convergence vers le point fixe i
est assurée en n pas [9]

3) Si A est réductible, on peut borner p(A), donc la longueur des cycles,

par :
K ot =
0(A) < [D‘R“] < 28Ln2 ﬁiz2.

K + +

ot k est le nombre de blocs dans la "forme normale” de A et raj, le plus

petit entier supérieur ou égal 3 q. [97.
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Résumons le comportement de 1'itération paralléle sur des fonctions

booléennes lindaires ou de type produit, par le tableau suivant

TYPE DE o(n)  |EXTSTENCE DE |EXISTENCE DE|MAJORATION O1) BORNE DF
MATRICE POINTS FIXES | cvoies | FONGUEURS DE CYCLES

> >
0, 1 points il n'y a

w 1 fixes pas de 1
m
b uniques cycles
O
xr D
£ o >
= & E. 1 points il y a des
L
p{A) > 1 fixes cycles . p(A} £ n (atteinte)
uniques
-3
0 unique

si p(A} = 0O il n'y a-

p(A) <1 D et d'autres pas de

si p(A) = 1 cycles

MATRICE
REDUCTIBLE

6 et des il y a des n
plA) > 1 autres cycles p(A) < [zeLnZI]+

{majoration)

On voit donc que la longueur des cycles est faible par apport au nombre
des états possibles (2. S1 1a matrice A est irréductible, la longueur
est inférieure ou égale 3 n et dans le cas réductible elle est de 1'ordre
de la racine carrée du nombre d'états possibles. Ce qui permet de préciser,

le résultat expérimentale obtenu par Kauffman. [16].
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(1.5.) QUELQUES RESULTATS SUR L'ITERATION “SERIE" ASSOCIEE A F

Etant doné Fx = Ax, 1'itération série sur F est éguivalente & faire

une itération paralléle sur la fonctian G, gui dans ce cas, est donnde

par :
Gx =OS"><,»8€ M@e,1)
N RINE L™ Ty
U
ol L,U sont données par : A = [8]

On s’'intéresse & la comparaison de 1'itération paralleéle, conduite
sur F avec 1'itération paralléle conduite sur G, c'est-a-dire aux rela-
tions qu'il peut y avoir entre 1la longueur des cycles, convergence vers

un point fixe, etc.

PROPOSITION-4

Etant donnée Fx = Ax, A ¢ M(0,1) alors

1) Si A est irréductible
i) Si“&?est irréductible alors p(A) = p&%) = 1
ii) pﬁgﬁ < n-1

-5
1i1) si diag(A) = 0 => p(A) = p€8) = 1
2) 31 A est réductible
i) éﬁ est réductible
ii) si p(A) = 0 =» p&%) =0
-
1i1)  si diag(A) > 0 = p(A) = pE&) = 1
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Démonstration :

(1) 1)

i1)

iii)

Si-%est irréductible alors nécessairement agq = 1, sinon
la premiére calonne de & serait nulle, ce qui contredit
1'irréductibilité de-g.

Donc p(A) = 1.

De plus, par définition de G, g1(x] = f,‘(x] donc si '8= (2.
alors 9,11 = 1, donc p[-gl = 1,

Si'g gst irréductible, de (i) on a p[& = 1 donc pkg) =1 < n-1.
518 est réductible, alors il existe P ¢ M(0,1) tel gue :

'811 -@12
pr&p - (1)
0 822
avec p[g“] = 0 et 52 irréductible [ 8 }. Donc par défini-
tion de p on a :
058) = “['822)

Mais n(;gzz) est inférieure a la taille de'@zz. done pfg] < n-1.
-+ -+

Si diag(A) = 0, p(A) = 1 et de plus diagﬁgl # 0, par définition

de G.

Donc 518 irréductible on a p(@) = 1

Si& est réductible, de (1), et comme nég]1] = 0 alors

diag [—(611] = g. donc nécessairement :

>
diag [322) # D donc n (-822] = 1, alors :

o @) = n[-8’22) = 1.



(2) 1}

ii)

iii)
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Si A est réductible et A a au moins une colonne nulle alors
x aussi, doncsé est réductible.

Si A n'a pas de colonnes nulles, alers Fx = Ax {voir
proposition-2} admet un point fixe non trivial. Donc comme F

et G ont les mémes points fixes & est réductible.
Démontré dans [87.

- >
Si diag(A) > 0, alors diag(@) > 0O
donc p(A) = p@8) = 1.

PROPOSITION-5

Etant donnée Fx = Ax, A € M(0,1) alors :

1) 8i A est irréductible

i) pour tout x € {0,137 11 existe s ¢ IN et p e IN tel que :

5+p

62 Py = %« 1<p<n1

ii) Si est irréductible alors 1'itération paralléle conduite

sur F et G n’a pas de cycles.

-3
iii) Si diag(A) # 0 alors 1'itération paralléle conduite sur F

et G n'a pas de cycles.

2} Si A est réductible

i} Si p(A) = O alors 1'itération paralléle conduite sur F et G

n‘a pas de cycles.

ii) Si diagl(A} > 3, alors 1'itération paralléle conduite sur F

et G n'a pas de cycles. .
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Démonstration :

Découle directement de la proposition précédente ct du théoréme-1

appligué a Gx =i§x.

Remarque :

On verra dans les exemples qu'en général le fait que 1'itération paralléle
conduite sur F n'ait pas de cycles, n'implique pas la méme propriété pour

1’itération paralléle conduite sur G.

l.es résultats exposés ci-dessus pour 1'itération "série” peuvent étre

généralisés aisément aux itérations du type "série-paralléle” {8, 23].

(1.6.) EXEMPLES

Exemple-1 - Itération paralléle (x)

Matrice A irréductible,p(A) = 1, n = B
f1[x} =Xyt Xy, fz{x) =X, 0+ Xq Fs(x] = Xyt X, F4(x] = Xg ot X
fs(x] = Xg» fB(x] = X4»

A

GIA)
\44

(%) chaque ",” représente yn_vecteur hoolée
n,e r
vaentorir hnnldon aqqnnig A mAa rﬂnr%gﬂnfating ﬁ??ggﬁgﬁcmb~e entier le

(0]
O




.
2 (255)
&)
@) @
o &
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Exemple-2 - Itération paralléle

Matrice A irréductibile, p{A) =

] =
, Fz[x, x3 + x7,

fB(xJ = Xg ot X F7[x] = Xgs

G{A) : 4

'V
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Exemple-3 - Comparaison des itérations série et paralléle

Itération paralléle

.‘)
Matrice A irréductible p(A) = 1, dilag(Aj; =0, n =5

f1(x) = Xy + X fz(x] = Xq, f3[x] = Xy f4(x] = Xg» FS[X] = %y

G(A) : 1

»
[Sa}

Itération série

Q, -»>
Matriceo irréductible pPgh = 1, diag [é%] z 0

g1[x] = %, + Xos g2(x) = Xg, gg(x] = X4 g4(x] = Xgs g5(x] = X, + X

o
=

G(é%] : 1

A
82
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Exemple-4 - Comparaison des itérations série et paralléle

Itération paralléle

Matrice A irréductible p{(A) =1, n =5

fq(x} = Xo» szx) = Xa, fa{x} = Xg» f4(x) = Xg» fS{x)‘= X, + X
1 2 3
G(A) A i ‘

»

Itération série

Matriceiﬁ réductible D[é% ] = 2,

gq{x) = X gz(x} = X3, gBEx) = Xg g4{x) = Xg, gS(x} = X * X

1 2 3

A4
h 2

G(5)




Exemple-5 - Comparaison des itérations série et paralléle

Itération paralléle

Matrice A réductible, p(A) = 6, n = 9

f1[x] = Ko fz(x] = Xgs f3[x] = Xy + X4 f4(x) = Xgo fS(x) = Xg
fB(x] = Xy, f7[x] = Xg» fB(x] = Xg» fg[x) = %,
6
2 5 > - > 7
A Y
GCA) P - .
T+ 3 7 4 7 g 8

Comme le graphe assoclé & l'itération est trop grand, on donne seulement

le nombre et la longueur des cycles.

cycles de longueur 6 : 16
cycles de longueur 3 : 8

cycles de longueur 2 : 1

points fixes : 3
1tération série
Matrice-5 réductible o063 = 10.

g1[x] = X5» gz[x) = Xg, ga[x] = Xy * X, g4[x] = Xgo gS(x] = Xg
gslx] = X, g7(x] = Xg» ga(x) = Xg» gg(x) = Xg

Gﬁé?) : ¢

v

<
}!’
<
-
'S

[{a)
L 3
<)

cycles de longueur 5 : 6
cycles de longueur 2 : 1

points fixes : 3
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Exemple-6 : Comparaison de 1'itération conduite sur F et F* (duale de F)
Matrice A irréductible, p{A) = 1, n = 4

’F,{[X] = X, + X

Fz(x] =Xyt Xa.

2 37

G{A}

GRAPHE DE L’ITERATION PARALLELE SUR FX = AX :

0100 00601

0
0000 ‘\\N

a1 11 1100 1101

‘\\\\\\ilif/,/:::’wﬁw_,ﬂu—~ 1110

3 1011

c101—1010-—>1111

GRAPHE DE L'ITERATION PARALLELE SUR F*x. (duale de F)

1001 014140 006180

* *
Fq[x] = Fz[x) = X, X X

* *
4 Xgs F3[x] = X, X, , f4{x} = X

XX 14 1%3

11 1110
111 K/S/1 10 1001 1104
1000 0011 o010
l 00601
1010—>0101—>0000 01080
1100

1111 10
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(1.7.) FONCTIONS ISOTONES IRREDUCTIBLES

11 est facile de voir que toute fonction isotone F admet un minorant

F“ (de type produit) et un majorant F_ (linéaire), ce qui permet d’'écrire,

L
pour tout p e N

P, « P, <« P
F“x < Fx < %:x 1

Evidenment la matrice associée & FE est celle d'incidence de F : qu'on

appellera B(F) = [bij] :

1 si fi(x] dépend de x

by * J
0 sinon
Exemple :
f1(x] = XoXg * X,
Fz(x] = x4x3 + x2
fa(x] = Xa%y + Xy%g
f4(x) = X, X5Xg

On a alors :

B(F) =

_ e D -
- ed el
- oad
D20

et 1'inégalité (1), pour'p = 1, se traduit par :

[ X4 XoXq 7 —f1(x]- B R ]
XXX, < fz(x] < Xo¥XgtX,

X4 XoX g%, fs[x] X4 XXXy

| Xq4%X2%3 ] _'F4(x)4 ! X ¥XgtXg |
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En général, étant donnée A ¢ M(0,1) posons

E;{A) = {F isotone/B(F) = A}

il est clair que (5§A3, <) est un treillis avec &lément maximal F x = Ax

et minimal F;x {duale booléenne).

Exemple :
0011 E;
) _ 0010
Spit A = 1100 alors (A)
1100
(x3+x4,x3,x1+x2,x1+x2)
[x3+x4,x3,51x2,x1+x2] [x3x4,x3,x,+x2,x1+x2} fx3+x4,x3,x1fx2,x1x2}
(x3x4,x3,x1x2,x?+x2) (x3+x4,x3,x1x2,x1x2) (x3x4,x3,x1+x2,x1x2)

Ex3x4,x3, 1X2’X1X2}

Spit S{F) 1'ensemble des cycles de 1'itération paralléle conduite sur F.

Alors on a le résultat suivant :

Proposition-6 :

Si A € M(0,1) est irréductible aldrs :

NS(F) = S(Fy)
FeYTA)
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Démonstration :

Notons les composantss de Fz et Fi de la maniére suivante :

h,{x) g1(x]

3 FPX = .
v

2 88 2

hn(x] gﬂ[x]

P
D'autre part, comme A est irréductible alors sz = x si et seulement si

i1 existe P € M{0,1), matrice de permutation, telle que :

P'AP = ‘e avec Ui irréductible 1 € {1,...,d}
o Ug st d = pged (p(A), d)

Appelons J, 1'ensemble d’indices associé au bloc Uz, Le{1,...,d}

L
ce qui implique :

hi(x) = I xj, ¢ ® Si c JR ; pour 1 ¢ JQ
Jesi

de plus, comme Fi, F; sont en dualité on a :

gi(x] = 0 Xy $ #S; <

h,(x} = & x,, $ #S4 <
1 ses, 3 2% <> ; jes )
pour 1 € J2 pour 1 € J2

et du fait que le cycle défini par pr = x est équivalent a :

Y. o %3,

. X
o ° Jyq
Ud XJd

i

P'AP(P'x) bloc des O ou des 1

on a bien hi(x] = gi[x] = X;.C'est-a-dire, si A est irréductible, les

cycles de F" et FZ {particuliérement les points fixes) sont les mémes.

Donc, comme pour tout F eg(/\] oh a :

Fix < FPx < pr
alors [ng = X <==> sz) =3 FPx = X
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]

D'autre part, si g divise p, tel que F% x, cela implique

q >
%:x z X
donec, par isotonie, il existe r ¢ IN tel que
rg+g _ T
FEQ FZQ

donc x appartient & un cycle de longueur inférieure ou égal & g, ce qui
n'est pas possible si x appartient & un cycle de longusur p (Fix = x

pour tout 1 = spl.

COROLLAIRE :

Soit F isotone ; si B(F) est irréductible et si p est un diviseur de
p{B(F)) alors 1'itération paralléle conduite sur F admet au moins un

cycle de longueur p.

Démonstration :

Se déduit directement des propositions 3 et 6.

Remarque :

La proposition et le corollaire précédents montrent que, étant donnée F

isotone,avec B{F) irréductible, 1'étude de cette matrice permet, au moins

partiellement, de connaitre le comportement de 1’itération paralléle

conduite sur F.

Exemples :
{1) Prenons les applications isotones :

F, (Xq,XZ,X T e '

1 3°%4 3XgrXqXgsXg TRy Xyt X )

4°72 73

F2 : (X1’XZ’X3‘X4} +’(x3x4 ,x1x4,x2x4,x2+x3]
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On a alors :

FZ : (x1.x2.x3.x4] -+ (x3+x4.x1+x4.x2+x4,x2+x3]
0011
_ 1001 - _
et B(rF) = 0101 p(B(F)) =1
01180
Graphe de 1'itération paralléle :
(i) F. :
L 0¥
0001
4 0101
0010-+1001+1110+1111«0011«0100+~1000
+
1101 1011 01141
|
4 4 4

1010 0110 1100

(11) F,
@ Q
1111 0000
} "
1011«0111«1101 1000
+
D100 1100 ‘ —
Ngo1 1 0010 0D0D1+«1010
11107 \ N0 101 ~
0110
+
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(iii) F

2
11(}1
DO(%D-&’!UOD
1109 1100 * 1010
0110 F0001&
1011 «— 0111 1110 s 0010
0100
+
100 1
4
0011
4
0100

On voit dici gue une fonction isotone peut avoir des cycles gue ne le

sont pas de F

T -

(2) Fz : (x1’X2’x3’x4] - (x3.x3+x4,x2,x1+x2]
Fn : [x1,x2,x3.x4] > [x3,x3x4,x2,x1x2)
F1 : [x1,x2.x3,x4] - [x3,x3x4,x2,x1+x2)
F2 : [xq.xz,xs,x4} > (x3,x3+x4,x2,x1x2]

Pour ces fonctions, on a les graphes d'itération suivants
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CHAPITRE 11

COMPORTEMENT PERIODIQUE

DES FONCTIONS A SEUIL BINAIRES
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IT - COMPORTEMENT PERIODIQUE DES FONCTIONS A SEUIL BINAIRES

N

Le comportement itératif des fonctions a seuil a été étudié dans plusieurs
domaines [4, 17, 18, 25, 26, 28),en particulier 1l est intéressant de signaler
le modéle neuronal immaginé par Mac Cullech et Pitts [ 48], un des premiers
travaux importants dans ce contexte. Ils ont développé, 2 partir des pro-
priétés électriques des neurones, un modele formel d'évolution qui consis-
tait en un réseau d'unités ou modules (neurones formels) inter-connectés.
Chague module regolt des terminaisons d'autres unités, au moyen de con-
nexions appelées synapses et qui peuvent 8tre excitatrices ou inhibitrices.
Le modéle fonctionne en paralléle, avec une échelle temporale discréte,
par tout ou rien, c'est-a-dire que & 1'étape t, chaque module peut Btre
actif ou en repos (1 ou 0). Finalement, la réponse de chaque unité est
fonction d'un seuil o, % 1'unité sera active a 1'étape t si et seulement si
la somme réelle des excitations qui lui arrivent & 1'étape t-1 est égale

AY
ou supérieure au seuil 8,

Ce qgui se traduit par 1*itération en paralléle :

yr+1 = Ay » T = U,1.a.-5 yoé{o"q}n

ol A est une application de {0,1)" dans lui-méme et chaque composante b,
est définie par : n
0 =i 2; “ij yj<ei
¢,y = =1

1 sinon

ief{1,2,...,n}

81, o eR s vyef{0,1}"

flans ce contexte, une inhibition correspond a aij <0 et une excitation a
a,, >0.

1]

La propriété fondamentale de ce modéle est la suivante :

Le comportement de tout automate fini peut 8tre reproduit par un réseau

neuronal de Mac Culloch et Pitts construit de maniére adéquate [1].

Propriété qui établit la grande complexité du point de vue comportement

itératif, de ce modéle.

I1 semble donc trés difficlile, étant donné un réseau de Mac Culloch - Pitts
quelconque, de construire un outil mathématique psrmettant de caractériser
son comportement itératif (longueur des cycles, nombre d’'états stationnai-

res, etc).
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Dans ce chapitre, nous étudions ce comportement dans le cas de poids
gzmétrigues (aij = aji)’ cas certainement particulier, mais de grand
intérét dans plusieurs domaines {automates cellulaires uniformes [ 25,
26, 281, modiéles de psychologie de groupes ﬁ1,1526‘3, physique statis-
tique [ 6], etc)] o0 les résultats obtenus jusqu'a présent (méme dans

ce cas) sont assez pauvres.

(2.1) ENONCE DU PROBLEME

Seit B.= {0,1} et prenons 1'application :
A : B"B"
y = (yq,...,yn)->(¢1{y},...,¢ﬂ{y}}

ou chague ¢i, est une fonction a seuil définie par :

n
Dsi I o., vy.<0,.

. ; i
¢i[y1,...,yn] = J=1
1 sinon
avec O, ., 0. eR et a,, = o,, pour tout i,je{1,...,n}.
ij i ij Jji

On s'intéresse & 1'étude de la longueur des cycles de 1'itération paral-
igle :
o_ N
y = Ay, r=0,1,2,... ;3 y°B

On démontrera que en fait le comportement cyclique d'une telle itération

est décrit par le théoréme suivant :

THEOREME-1

Pour tout yeBn, il existe seMN tel gue :

C'est-a-dire que 1'itération parallele sur A n'a, en régime stationnaire,
que des points fixes ou des cycles de longueur deux (pas de cycle de lon-

gueur supérieure 3 Z).

Pour démontrer ce résultat 11 nous faut quelques définitions et lemmes

de base.
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(2.2) DEFINITIONS ET RESULTATS DE BASE

Comme 8" est un ensemble fini, au bout d’'un nombre fini de pas, 1'itéra-
tion conduite sur A, aboutit & un régime stationnaire, c'est-a-dire pour
chaque y € Bn. il existe 5, TeEN, T>0 tel que :

p5tT - Ay et AT # A pour 0<r<T

Ceci nous permet de définir, pour tout y ¢ B, la matrive des &tats en

régime stationnaire :

x1(D]...., x1(T-1]

X(y,T) i . TSI AL AL

X [D]J.lll X (T"1]
n n

I1 est évident que, pour tout i € {1,....n} :

xi(D] = ¢i(x1[T—1],...,xn(T—1)]

xi[2+1] = ¢i(x1[2],..., xniQ]) 2 e{0,..., T-2}

appelons X4 la i-éme ligne de la matrice X(y,T) et Yi’ le plus petit divi-

seur de T, tel que :
xi[R*Yi] = xifﬁl Le {0,..., T-1}
On dira que Yi est la période associée a X

Soit maintenant S = {x1.....xn} 1'ensemble des lignes de la matrice X(y,T)
et definissons 1'opérateur :

L: xS~

T-1
i Xj] > aij 120 (x,f2+1) - Xj(l'1]] Xi(?]

ot les indices ¢ z Y0,...,T-1} sont pris modulo T

{(x

|emme=-1

(i) L(xi. xj] + L[xj,xi) = 0 pour i,je {1,...,n}

(i1}  Si Yy <2 alors L(xi,xj] =0 pour je{1,....n}
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Démonstration : découle directement de la définition de L et du fait que

A, . = A, ..
1] 31

Etant donnée une ligne X, € S, tel gue Yi = 3, notons

suppixi} ='f£ e {0,.... T-1¥/ xifﬁ) =1}

et construisons les ensembles suivants

@ s'il n'existe pas 2, e{0,..., T-1} tel que ’{20,20+1,...,Q0—2} < supp{x.

g, 2.+2, Lotd, ..., 274, 2-2} ginon.

e}

= {21+25 € supp[xi]/s = 0,1, ..., q1}

avec 21, 1'indice le plus petit gqui vérifie xi(£1—2] = 0

et a, tel gue xi(21+2q1+2] =0

Pour kK > 1

= ? = . = =
Ck {£k+hs e;supp(xi]/s D,...,qk} k=2, «ev, P

avec R, = % + w {modT) ¢R£1,.‘.,£ } 1le premier indice qu'on trouve

k k=1 k-1
QJ - = 4 i = .
tel que xi( K 2] 0 et 9y 1'entier tel que xi(lk+2qk+2] 0

Comme Y, = 3, il existe toujours Qﬂ € supp(xi} tel que xi[£1—2} = 0, ce

qui permet de construire les ensembles CK' k e{1,....p}. En plus, il est

facile de voir que {CD, C e, CD} est une partition de supp(xi].

,1)

Exemples :

2 10 1 2 3 4 1.5 B 7 8 ES 10 M 12 13

X i 1 10 i (O o T T T O T OO N B T AN O O 4 T 1 1 1
o ={0,2,4,6,8,10,12}

C, = {5,7}

C. ={11,13}



c, =2

c, = (4,86}

C, = {5,7,9,11,0}
c3 = {12}

te résultat de base pour la démonstration du théoréme est donnée par le

lemme suivant :

Lemme-2 : soit Xy € S tel que Y > 3, alors:

n
T Lix,,x,) <0
IEEE

Démonstration : de la partition du supp(xi}, on déduit

n n
¥ oL{x..,x,) = I «a L (x,(2+1) - x.,(2-1)}
3= SRR FORRE e supp (x ) J J
n p
= X a s 3 ¥ [xj(2+1] - x,.{2-1))
j=1 k=0 peC, ]
p n
= T T a,, I (x,12+1) - x (21))
k=0 j=1 I v, 3 J
appelons
n
y = L a L (x,{2¢1) - x,(2-1))
Wy e 3 3
K
de la définitionde C ={2 ,2 +2,...,2 -2}, on a
o o' o o
T o(x, (2+1) - x,(2-1)) =0
_ J 3
ReCO

{si CD est vide, la somme est nulle par définition), ce qui implique : wio
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Prencns donc k > 0. Du fait que 2 3, 11 existe bien Ck # 0, comme

c, =44, QK+2, cees 2k+2qk}, an peut écrire
n qk

= g - 2 -
Wik f Gij a {xj( k+25+1] Xj[ k*ZS 1)}

Ce qui est égal 3

n n
= . %, (8 +2 - . X, -
Wik jj; aiJ xJ{ k+?qk+1} jj% Gij xJ[J&K 13

mais par econstruction de CK on a

xi(2k+2qk+2} =0 et xiiﬂk] = 1

donc, par définition de ¢i

n
© Q/ a
R Gij xj( K+2qk+1) < Oi
J=1
n
La,., x.(ﬁk~1} > 8,
321 ij 3 i
Ce qui implique wik < 0
donc on a bien
n p
b3 L{xi,x.] = T W,K < 0
3=1 b kg 1

(2.3) DEMONSTRATION DU THEOREME

Soient y e B" et X{y,T) sa matrice associée.

suppessons T 2 3. Soient

[
1]

{i é{1,...n}/yi < 2}

[}
1

={i e{1,...n}/7i > 3}

Comme T 2 3, il existe au moins une ligne ><i tel gue y&

J3 est non vide.

>

3, donc l'ensemble



En plus :
n
Lix..x.} =0 pour ie {lemme-1)
. i) 2
J=1
n
jj% L(Xi'xj] <0 pour i e J3 (lemme-2)

On a donc :

n n n

) Lo Lix,.x,} = T ¥ oLix,.x,} <0
) . 1°73 coa sl 177
{631U32 j=1 i=1 j=1

mais, comme L est antisymétrique :

n n

I ¥obix,,x.,) =0
i=1 j=1 J

Ce qui est une contradiction. Donc, nécessalrement, ‘E < 2 pour tout id1,...n},

ce qui implique T < 2.

Remarques
T S N A=
1} Si les composantes de 1'application A sont des fonctions
du type :
n
A.. V.
1 sl 35113 Vie [a;.b]

(pi(y,lpantgyn} _:

0 sinon

le comportement itératif est, en général, beaucoup plus complexe.

Par exemple, prenons l'application A :

1 si VioqtVy *vy. € [1.2]

a sinon
avec les indices i ¢ {1....,8} pris modulo 8 .

Prenons la configuration (0,1,1,1,1,1,1,1,) ¢ B® . alors :
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(0,1,1,1,1,1,1,1) —2+(1,1,0,0,0,0,0,1) -2+(0,1,1,0,0,0,1,1)

N B

D,O,1,1,D,1,1,U]*l;'[0 001110 DJ+£L'(1 1711011 1)

qui est un cycle de longueur six.

2} L'hypothése de symétrie n’est pas une condition nécessaire. Prenons

par exemple 1l'application A de {0,1}4 dans lui-méme, définie par :

{D si y3<? {D si y1+y4<2
¢1(y}= 1 sinon i ¢2{y]: 1 sinon

i < i <

¢, 3;{[351 Vet y={0 SRCECH
3y 1 sinon ? 4y 1 sinon

Malgré le fait gue Oy £ Q 1'itération paralléle conduite sur A, n'a

21°
en régime stationnaire que les points fixes, 0 et 1, et un cycle de lon-

gueur deux.

En géneral, pour n guelcongue, on peut exhiber des fonctions associées

a une matrice des poids, A = [aij), non symétrique, telles gue ses cycles
soient de longueur inférieure ou égal & deux. I1 suffit de reprendre les
applications linéaires du chapitre--I {cas particulier des applications &

seuil avec 0i==1 et aije{0,1}] telles que plA)<2.

D'autre part, il suffit de tres peu d'asymétrie, en fait un seul couple
de poids non symétrigues bien choisi, pour obtenir des cycles trés longs,

comme on le verra dans le paragraphe suivant.

(2.4) FONCTIONS A SEUIL "PRESQUE" SYMETRIQUES

Etant donnée la matrice des poids A = (uij] et le vecteur des seuils gui
definissent 1'application A de 8" dans lui-méme, il est intéressant de

se demander comment 1l faut choisir les coefficients de A et les poids ei
pour obtenir un comportement fixé & l1'avance. (du théoréme précédent ré-
sulte que si A est symétrique ce comportement est connu). Plus précisé-
ment comment faire pour avoir au moins un cycle de longueur supérieure

ou égal a trois, en imposant encore que Oy s = aij pour tout couple (i,j)

J
sauf un. Dans ce contexte, on a le lemme suivant :
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LEMME-3 : Une condition suffisante pour que A ait au moins un cycle de
longueur supérieure & k, ke{3,4,...,n+1} est qu'il existe k-1 lignes de
A:(aij}, {supposons 1les a1.,...,ak_1.) et des poids 81""'8k-1 tels
que

1) Pour 2{2,...,k-2}

aj£-+a3'<83 Jel1,. o k=118{2+1})

Ogarg ¥ gaq = 8p

&
2) ajk—f aj <8y jela, ..o k-1 181}

3) oej1 + a‘f«:ej je{1,...,k-1}
J

4) cxj*<ej je{1, ..., k=11s{2})

03 262

. -
avec da. s X a, 3o, = % a je{1,.0.,k-1)

J rzk 9T 3y T

ujr>0 ajr<0

Démonstration :

Le systéme des inégalités est compatible ; 11 suffit de se donner, pour

n)eﬁRn'k+1 quelconque et ensuite choisir

chaque je{1,...,k-1} ’{ajk""'aj
[81""‘6k-1)€ Rk~1 selon la condition (4). Finalement, comme chaque
uij s 1,3e{1,...,k-1}, n'apparait que dans une inégalité, on peut les

choisir sans probléms.

D*autre part, soit eie{0,1}k-1 1'i-éme vecteur de base, alors il résulte
directement des conditions du lemme que :

}n“k*’l

Pour tout vy = €yk,...,yn)e{0,1 on a

* Pour 2e{2,...,k-2}
A(ez,y) :'{92r1’¢k(ei‘y]""’¢n{82'y}} {condition-1)
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* A{ek_1,y} (81’¢k{ek~1’y)""‘¢n[ek—1’y]] (condition-2)
* Ale,Ly) = [5,61)&[81,5/),...,q‘)n(e,i,y]) (condition-3)
* A(D,y) = fez,cpkré,y),...,¢n("é,yn (condition-4)

BDonc, 1'itération paralléle conduite sur A a, au moins, un cycle de lon-

gueur supérieure ou égale 3 K.

Remarque : Il est facile de voir que sous les conditions du lemme :

8.<0 ; Q23<D

> et o,.>0

32

De plus, on peut choisir, pour tout couple (i,j) # (2,3),i#j3, aij =aji‘
donc A est "presgue symétrique” et pourtant 1'itération admet des cycles

assez longs.

Exemple : (A :B5 - BS]
-3 0 1.8 1 - 1.1
A=f-3 2 2 4.2 - B = | -1
3 0 1.95 1 3
1.8 -1.2  1.95 0O o 1.8
-1 1 0 1 Lo
10101 10100 11101 11111
0 0
111\? T Daj11 10110 Dsiwq 10111
00110 —> 10010 ~2 10000 ——"> 00000 €— 10001 <— 10011
00101 ——3 00010 01000 € 00004
01010 z:::::ZPD1DU € (1111
\ \
01010 Ri\\\\\\ 11000
01100 11001
01101 1010
01110 11011

01001
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Finalement, le fait que sgn[azaéaqzl = -1 pourrait faire croire que pour
avoir des cycles de longueur inférieure a trois, il suffirait d'imposer

soit ajj = aji' soit sgn[uij aji] = 1, Malheureusement, on peut toujours

trouver un contrexemple (et méme une famille de contrexemples !)

0 0.5 1 0.6

A=l 1 o0 0.4 %= {o.s

0.9 1 0 1.0

Graphe de 1'itération :
100 110
7\ VAN
011 <+ 010 101 +— 011
111 000

)

présence de deux cycles de longueur 3.

(2.5) APPLICATION A UNE FAMILLE D'AUTOMATES CELLULAIRES UNIFORMES

Plusieurs auteurs [25,26,281 se sont intéressés & décrire le comportement
cyclique des automates cellulaires uniformes & seuil. On montre dans ce
paragraphe que certains résultats, concernant le comportement cyclique, obte-
nus dans (26,281 dépendant fortement de la nature de ‘la space cellulaire
(pavé régulier infini) sont généralisables & des graphes plus-complexes de
maniére directe grace au théoreme précédent.
Soit 1'automate cellulaire défini par la donnée [Zn,V,{U,1},D,¢) ol
est 1l'espace cellulaire
-V un voisinage symétrique guelconque :
n
V = z Ry ’ » 2o 0, » A ’ .-—!"51— stiy l, e ne,
{ p 2_412002, zp] zg€? jel-p 1,0,1 p}

- 0 1'état de repos

- ¢ 1la fonction locale de transition, définie par :

¢ : (0,1¥°P* > {0,1)
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o.a, <b

oM

P
0 sioa + LI o .a +
o o N

¢{a_p,‘..,ao,...,ap} = j=1 fJ J j

1 sinon

avec , 0., 0 . R,6 >0, oo . =0, our j “Drseerl,enn,
6, 05, O ey P jel-p p}

Exemples des voisinages dans Z2

Z,_ ‘ .
i 2_2 Z,l
z @ éo L&
-1 ®Z
b
2 e e
Zq 2
Voisinage de J.V. NEUMAN Voisinage en étoile

Posons maintenant C ={c : z"» {0,7}}. Un élément ¢ ¢ C est appelé une

. . Py PP
configuration sur Z ', et son support est défini par

suppe = { z € Zn/c(z) = 1}

On dira que ¢ ¢ C est & support fini si fsuppcf est fini.

Soit A : C =+ C, la fonction globale de transition, obtenue par application
simultanée (en paraliéle) de la fonction lecale . On dira que A est "pon-

expansive"” si pour toute configuration ¢ ¢ C, & support fini, on a

supp(ésc} < Hl{c) pour tout s ¢ N

ot H(c) est un ensemble fini ne dépendant que de c.

Il est tacile de voir qu'une condition suffisante pour que A soit "non-expan-

sive", est que
Yoo, <8 avee 3 ={3 el1,....pla. > 0}
jeld J J
dans ces conditions, on a le corollaire suivant

COROLLAIRE : soit 1'automate cellulaire & seuil (z“,v,{0,1}, 0,9 défini
ci-dessus, tel que A soit "non-expansive". Alors pour toute configuration

¢ e L, a support fini, il existe s ¢e N tel que




Démonstration : découle du théoréme précédent du fait qu’on se raméne au

cas d'une itération sur 1l'ensenble fini H(c).

Exemples : Prenons {ZZ, v, {D,T}, 0, ¢} avec le voisinage de NEUMAN, et la

fonction locale de transition

¢: (0,1)° + {0.1)

0 si ao+a~2+a_1+a1*a2 < 3

T sinon

Dans les schémas d'évolution gui suivent, les cellules & 1°'état 0 ne figurent

pas, et celles a 1'état 1 sont représentées par "¢" .

cycle de longueur 2

point fixe

Y Boe- $——— paint fixe

—d
Prenons maintenant, pour le méme voisinage :
0 si + +a + < 2
si a_,+a , a,*a,
¢{a_2,a_1,ao.a1,az} =
1 sinon
Tci, A est aussi "non-expansive”, malgré le fait gue T, aj = 2.
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pr— A —
13

A
<&
ay
A

On peut obtenir des résultats similaires sur les deux .autres espaces cel-

lulaires uniformes possibles :

\VAVAVAVA
K22
\AAAN

(2.6) APPLICATION A LA DYNAMIQUE DE GROUPES

Considérons un ensemble d'individus X = {1,....n} avec des relations
d'amitié, inimitié ou indifférence entre eux. On peut représenter cette
structure au moyen d'un graphe (non orientg) ¢ = {(X,Y,s) ol Y est 1'en-

semble des arcs et s une application :

s Y**{—1,+1}

+1 si 1 est ami de j
{i,3) »s(i,3) =

-1 si i est ennemi de J

On suppose ainsi que s(i,j) = (s(J,1), c'est-a-dire que la relation d'amitieé
est symetrique.

L'absence d'un arc entre i,J € X représente 1’indifférence entre les deux

individus. B3] .
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Exemples :

+1

A partir de cette structure fixe, on peut se demander quel sera le com-

portement dynamique de la population par rapport & la prise d'une déci-
sion entre deux courants d'opinion, appeldng les +1 et -1.

Un modéle de comportement, assez simple, pourrait étre le suivant :
Soit V{i), le voisinage de i e X dans le graphe G. On peut écrire :

VIi) = V(i) u V (i) avec V(i) nV (i) = @

o V' (i) est le voisinage des amis et V (i) celui des ennemis du sommet i.

On notera |V(i)]| la cardinalité de VI(i).

Soit xi(k] l'avis de 1'individu i & 1'étape k, pris parmi les éléments de
B = {-1,+1}. Nous nous intéresserons a la famille suivante des régles de

comportements (regles de maijorite) :

+1 sl Lo x (k) - L xj(k] 21
jeviii) 4 jev (i) I si |v(1)]
est impair
-1 sinon
x; (k*1) = +1 si oaxg (k) + Lo ox. (k) - L x.(kK)z1
jevtei) d jev (i) J si V()|
est pair
-1 sinon

avec Q€ {-1,0,1}

c'est-a-dire qu'un individu va prendre 1'avis +1, dans le cas IV(i]Iimpair.
si le nombre de ses amis avec l'avis +1 plus le nombre de ses ennemis avec
1’avis -1 est majoritaire dans son voisinage. Par contre, dans le cas

|V[i)| pair, et ae¢ {-1,1}, il prendra compte de son propre avis pour pren-

dre une décision.
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Exemples :

Dans les exemples qui suivent, les individus.gqui ont 1'avis -1 sont re-
présentés par "o” et ceux qui ont l'avis +1 sont représentés par "e" .
En plus, on notera les arcs marqués -1 par "-" et A l'application glo-

bal, simultanée, de la régle de comportement.

1) Pour o = 1

{ii)

On peut voir ici que le sommet central (”le président”) reste stable
tandis que la population change d‘'avis & chaque coup. Par contre, si

on ajoute une relation d'inimitié :
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o @ ? @ «;

On aboutit & un point fixe ol chaque individu a ses avis définitivement

arrétes.
O L g O
{iv)
O—e O ®
\ A
FonY ™
‘-Aaw -
& L S
it FaN A )
19 @ 9 @ 19, 9
cycle de longueur 2
2) Pour @ = -

(i) A
cycle de longueur 2
A ‘

Cette fois-ci le sommet central ("le président”)} change systématiquement

d'avis & chaque pas.
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A A A
‘ <~
(i1}
4
A

cycle de longueur Z

® Q—e O -
A
(1ii) ) *O-e
O *—( O ——0-

7\
cycle de longueur 2 p |

Q

On voit bien que ces régles de comportement sont des cas particuliers
des fonctions & seuil. On peut donc conclure gu'avec ces reégles d'évo-

lution, on parvient & un régime stationnaire dans leguel :
* ou bien chaque individu a son avis définitivement fixé {point fixel,

* ou bien certains individus (sinon tous) oscillent constamment entre
deux opinions (clignotement), les autres ayant leurs avis définitive-

ment fixés.

* I1 ne psut y avoir de comportement plus cohplexe (i1 n'y a pas de

cycles de longueur supérieure & deux]).

* 51 on suppose que s(i,j) # s(j,1i), c'est-a-dire que la relation
d'amitié n'est pas symétrique, 1'évolution est plus riche, mais, en
général il est difficile de donner des résultats théorigques sur le

comportement en régime stationnaire.

Pour conclure, le théoréme présenté ici établit de facon générale le
comportement cyclique de divers modéles pour lesquels existaient des
résultats particuliers : certains mod&les en dynamique des groupes
[15,24], des réseaux neuronaux symétriques du type Mc. Culloch etPitts

(17518 1 et une classe d'automates cellulaires [26,287).

Cette généralisation a été possible du fait de la nature aleébrique de

notre démonstration, gui fait abstraction de la particularité du réseau

gssocié & l'itération.




.57.

CHAPITRE II1

COMPORTEMENT PERIODIQUE DES

FONCTIONS A MULTISEUTL
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ITT - COMPORTEMENT PERIODIQUE DES FONCTIONS A MULTISEUIL

Nous nous intéressons ici au comportement cyclique d'une classe des

fonctions définies de 1la maniere suivante :

Soit B {81.,,.. ep} tel que 8, € R, .

pour i ¢ {1,...,p}, considérons 1'application :

A B" "

y = (y1.....yn] -> (¢1(yl..... ¢n(y)]

ot chaque ¢i ast une fonction définie par :

L 1
%1iq %1 s %3 Yy B
¢.ly) = 6. 51 Bi < ; a,, VY, < 31
i i k=1 75 137 | K
. i n
i <
Oig; % Bsy-1 ° 351 %13 Y3
avec :
(1 oy € IR, I aji pour i,j e {1,....n}
i i i
81 < 82 < ve. < BS 7 Bi e R, 2 ¢ {1,....51—1}
(2) i '
6. <06. < ...<06, ,0, e€B, e {1,...,8,]).
i i, 1Si 11 i

On dira alors que A est une "fopctiop & multiseuil, symétrique et

croi .
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Remarques :

1) La propriété (2) implique les relations suivantes :

n n
* d.(y) < ¢.(2) => ¥ a,.,vy,. < I a..z.
i i 5=1 Y 3=1 NN
n n
* I e VY.< I oa,,z, = ¢,{y) < ¢,(2)
521 ij 73 joq 1373 i i

mais la réciproque n'est pas vraie, dans le cas d'égalité.

Cette propriété, pour B = {0,1}, a été essentielle pour la démonstration

du théoréme (1.II).

2) On voit bien que ce type des fonctions est une généralisation directe

du cas binaire étudié avant.

Dans ce chapitre, on va montrer gue le comportement de 1'itération

paralléle sur A est décrit par le théorgme suivant

THEOREME-1. :

EN

Etant donnée une application A & multiseuil, symétrigue, croissant
alors )
pour tout y ¢ Bn, il existe s < pn tel gue

As+2y - Asy

Donc 1& encore, on a, soit stationnarité, soit convergence sur un cycle
d'ordre au plus deux, ce gul montre en fait que le comportement itératif

est indépendant d i ité de 1l'ensemble B des états.

D'ailleurs, la démonstration repose sur la menipulation, non &vidente,
des suites périodigues associées au régime stationnaire de 1'itération

issue d'un vecteur v ¢ B".
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(3.1.) DEFINITIONS ET RESULTATS DE BASE

De fagon similaire au chapitre précédent, on associe & chaque y € 8",

la matrice des états en régime stationnaire, définie par :

x (0) ..o x, (T-1)

1 s8+T-1

X(y,T) = = (a%y,a%" 'y, .. y)

L N S .Y
LI I Y

Xn(D) . xn[T*1)

N s s . n —
ou T est la période associée au vecteur y € B en régime stationnaire.

I1 est évident que pour i ¢ {1,...,n} :

- %, (0) = ¢i€x1{T-1},...,xn(T-1)l

. xi(£+1} = ¢i(x1(£3.....xn(2)} pour 2 ¢ {0,...,7-2}

Appelons X5 la deme ligne de X(y,T) et Yyq la période associée a Xy

{nécessairement Y4 divise TJ.

Soit L 1'opérateur définie au chapitre-II, rappelons-nous que L est
antisymetrique est qu'il est nul pour tout X4 tel que Yy < 2. Propriéiés

que nous utiliserons aussi pour montrer le théoréme- 4.

n
Soit ¢(x.) = ¥ Lix,,x,) pour 1 ¢ {1,...,n}
i 3=1 173 .

I1 est facile de voir que :

T-1
wfxi) = I (oi(£+1}-01{£-1)) xi(ﬁl
L=0
n
ol ciiﬂl = I aij xj[ﬁ}
i=1



.62,

Notation :

Etant donnés deux vecteurs

a = (a(0), al2), ..., a(2K))
b = (b(~1), b(1),..., b(2k+1))
k
On note [a s b] = ¢ a(2s)(b(2s+1)-b(2s-1))
s=0

de méme, si on écrit a = (a(1), al3),..., al2k+1))

et b =-(b(0), b(2),..., b(2k+2)), on note :

fa ; bl =
5

al(2s+1) (b(2s+2)-h(25))

n o™ x

0

Nous nous intéressons au signe de w(xi] lorsque Yy = 3. Pour cela, on
décompose w(xi], a l'aide de la notation introduite ci-dessus, de la

maniére suivante :

[[xi(O],xi(zl,...,xi(T~ZJ) ; (gi[T—1],gi[1),...,Oi(T-SJ,Oi[T—1
+[(xi[1],xi(3],...,Xi[T—1]] 5 (01(03,01(2],...,gi[T-ZJ,gi[O]]]
w[xi1 = si T est paj
[(xi[U),xi(2),...,xi(T—1],xi(1),xi[3],...,xi(T—Z]J ;

(0.(T—1],c.(1),....0.(T—2),0.[D),c.[2],...,G.(T—BJ,O.(T—1J)]
i i i i i i i

si T est impai

On va étudier le cas T pair, le cas impair se traite de facen analogue.

Remarques

(1) On va donner guelques propriétés de 1'opérateur [ ; 1,
appligué au vecteur [xi[DJ,..., xi(T—Z]] (pour le vecteur

[xi[1],....xi(T—1]] 1'étude est la méme).



(2}

(3]

(1)
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Si le vecteur (xi(D]‘°“°’xi(T~2) est constant
{(x. (22} = x,{22+2), 2 € {O,..., I;Z}],

i i 2
alors il est évident que :

f[xi(U],inZJ,..,,xi(T-le H (Gi[T-1],..a,Ui(T~3], Gi[T-1])1 =0

Sinon, on peut toujours supposer, sans perte de généralité, que deux
termes consécutifs sont différents. En effet, s°11 existe

£ e {0,2,..., T-2} tel que x; (28 = x,(22+2), alors :

Fix, (D), o0 (T-23) 5 (0, (T-1),e0u,0,(T-3),0,(T-1))1 =
i i i i i

= f{xifﬂ),....xi{223, xi{2£+4}.....xi(T~2)} s

(0, (T-1),...,0,(28-1),0.(22-3),...,0,(T-1))1
i i i i

En plus, on peut toujours supposer 3 une permutation circulaire preés,

que oi(T-1} 2 01[28+1) pour s ¢ {0,..., %—- 2}, ce qui revient a dire

que

| N T-2
x;(0) 2 x,(28) pour s ¢ {1,.... ~§—}

Dans la suite, on va représenter le vecteur (xi(O},.... xi(T*2))

pour une ligne polygonale :

’xi(G}

..........................

TZ0 (modT)

Nt
N AT EEEE LR
-

o
N

I Y
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LEMME-1 :

Soit le vecteur (xi[DJ, xi[2),...,xi(2m]) tel que :
x,(0) > x.(2) > ... > x.(2r) < x.(2r+2) < ... < x.(2m)
1 1 1 1 1
avec
ci[T—1) > Ui(QJ pour % ¢ {1,...,2m-3}
oi(2m—1] > ci(ﬁ] pour & ¢ {1,...,2r-3}
alors :
[(x,(0),...,%x,(2m-2)) ; (0, (T-1),..., 0.(2m-1))] <
i i i i
< [x;(0) 5 (o,(T-1), o,(2m-1))7 =
i i i
= %, (0)(0,(2m~-1) - 6.(T-1)) < O
i i i

Ce gue 1'on peut représenter par :

%, (0)
i

: \\\\\ ///// X (2m)
i
X, (2) . :
D :

X, (2m-2) .-
1

- _xi(2r+2]
xi(2r—2J: :

Cx.(2r)
: 1 .

0 2 e L 2r-2 20 2r+2 ., ....... 2m-2  2m
DEMONSTRATION DU LEMME :

par récurrence sur m.

n
Pour m = 2 ; soit x = (x.(0), x.(2)), & = (06, (T-1), 0.(1), 5.(3))
1 1 1 1 1

avec x_ (0) > x.{2) < x,(4) et 0. (T-1) > 6.(1), 0.(T-1) > 0.(3)
i i i i i i i

x. (0]
Lo
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4" N

{x ; ol = xi(O}{cif1)*01(T-133 + xi{2](ci{3]-ci(1)}
mais X1[4) > xi(2) implique (par définition de ai} 01(3] > 01(1)

on a donec :
Fi {\,_
M ; ol < x, (0o, (3)-6 (T-1)) < O
i i i

Supposons que le lemme soit vral pour m, et démantrons-le pour m+1,

Un a donc :

xi(D} > xi{z] > .. > xi{Zr} < xi{2r+2} < va. < xi{Qm} < xi{2m+2)
avec o, (T-1) > ai(R] pour 2 € {1,3,...,2m-1}

oi[T—1] = ai(2m+1) et oi(2m+1) > oi(ll

pour £ e {1.,3,...,2r-3}.

Prenons k € {0,...,r-1} 1'indice le plus grand tel que :

oi(Zk-1} > ai(2m~1]

(i1 existe puisgue oi(T—1] > Gi(2m~1]

alors le vecteur [xi(2k}, x1(2k+21,.... xi{Zm-Z}) vérifie les

hypothéses du lemme :

x, {0}
1

?\\\\xi(Z)

%, {2K]
i

: \\gi(2k+2) :
: : - x; (2r-2) '“"fxi{Q?QZ)

;\\\\\\ylf/,fxi(ér+2]
XI{P)

0 2 .. 2k 2k+2 ... 2r-2 2r 2r+2 ..... 2m-2 2m

x. {2m]
Al
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D'autre part :

f[xi(D),...,xi[Zm]] ; (Gi(T—1]...., ci[2m+1])] =

[t}

x.(2m) (o, (2m+1) -0, (2m-1)) +
i i i

+

F(xi(D),..., xi[2k—2)) ; [oi(T~1],..., ci(zk—1))1 +

+

r(xi(Zk),..., xi(Zm—2)] ; (ci(2k—11,..., ci(Zm—1]]]
et par hypothése de récurrence :

F(x,(0),...,x.(2m)) ; (o, (T-1),...,0.(2m+1)})] <
i i i i
< f[x_(D],...,x.[ZK-Z)] 5 (0, (T-1),...,0.(2k-1))] +
i i i i

+ x, 2k} (0, (2m-1)-0, (2k-1) + x {(2m) (o, (2m+1) -0, (2m-1))
i 1 i i i i

comme ci(2k-13 2 ci(Zm—1], alors xi(2k] 2 xi[Zm) et du fait que

o,.(2m+1) > o.(2m-1), alors :
1 1

M(x,(0),..., x,.(2m)) ; (o, {T-1),...,0.(2m+1)) ] <
i i i i
< I(x,(0),..., x,(2k-2)) ; (0.(T-1),...,0.(2k-1))] +
i i i i

+ %, (2K) (o, (2m*1) -0, (2k-1))
1 1 1
mais comme x,(2) > x,(4) > ... > x,(2k-2) > x.(2k) alors :
i i i i

F(x,(0),...,x.(2m)) ; (o, (T-1),...,0.(2m+1))] <
1 1 1 1

< %, (0)00,(1)-0,(T-1)) + x,(2K) (0, (2k-1) - ¢.{1)) +
1 1 1 1 1 1

+ x, (2k){o, (2m+1) - o, (2k-1))
1 1 1



ce gui entraine :

f(xiiﬂl.....xi(Zm]) 5 foi(T’1},...,Oi{2m+1}]T <

< xi{D}(ci{i}—Ui(T*13) + xi(2k)(01{2m+1) ~ 01(13)

gt comme xi{O) > xi(2k] et oi£2m*1] > 01{1) alors :

f(xi(D],.,.,xi(2m]} ; (oi[T—1}..,.,oi(2m*1}]} <

< xi{O)&)i[2m+1) - 01{1}} <0

Dans le cas plus général

x. (0}
1
L(2)
el x; (2K}
: Y X (9
51\\\K ‘ iIZm]
D (2ke2) ;
: S ox (2m-2)
xi[?r}
) 2k 2K+2 ...2r-2 2r 2r+2 ... 2m-2 2m

On déduit une borne du f ; ] en utilisant le lemms:-4 pour le vecteur

(xi{EK},...,xi(2m33, ce qul donne le résultat suivant :

LEMME-2 :

Spit le vecteur [xi[D],...,xi[Zm]] tel que :
xi(o) > xi(Z} > L., > xi{2r) < hea < xi(2m]
avec ci(T-1) > 01[2} pour £ € {1,...,2m-3}
et a,{T-1) 2 o, (2m-1)

i i :
alors il existe k € {0,...,r-1}, le plus grand entier tel que :
f{xi{ﬂ)....,xi{2m-2)) ; {oi[T-1),...,oi{2m—1)]1 <
< I[Xi[D],...,Xi[2k)] 3 (Ui(T-1]p-:‘-;oi[2k_1]: Oifzm""])] < D
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DEMONSTRATION :

directe du lemme-1, en 1'appliquant au vecteur (xi[ZK},...,xi(Zm}].

Prenons maintenant le vecteur complet (xifD],...,xi[T-Z)) et supposons

qu'il ait p maxima locaux :

{x; (07, xi(2k1),...,xi{2kp“1]}

xi(Zkzl

' - i 3 N N

o 2 =
2k1 2k2 ......... zkp_z ZKD_1 T=0 (mai

LEMME-3 :

Si le vecteur [xi(D},...,xi(T—Z}) admet au moins un maximum

local, alors :

[(xi[D),.‘.,xifT~2}] 3 (Gi(T~1)....,Gi(T—B],Gi(T~1]]] < B
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DEMONSTRATION :

Par récurrence sur le nombre p des maxima.

Pour p = 1, i1 n'y a qu'un maximum local qui est donc xi(G} :

: xi(2)

xi(D)
;xi{D}

-

" "
—

] 2 ... 2r-2 2r 2r+2 ... T-2 TED (modT)

»

On obtient le résultat directement du lemme-1.
Etant vrail pour p, on le démontre pour p+1, en éliminant le maximum

local xi(2k1} par utilisation du lemme-2 :

xi{2k2)

i(ZK) xi[2k1}

:\X

[

i " i n
+

i 4 N
L 1] *

3 L "
¥ - L] A E]

0 2 ... 2K ch ot st s s ecase s 2&1 s e e s 2&2
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Dans la figure on élimine du [ ; 1 le sous-vecteur [xi[2k+2),...,xi(2k1~

donc on se raméne & la ligne polygonale :
x.(0)
i

gx.(Zk] - x.{2Kk,)
| ;““_~"-"‘”‘““*--~_-w_w~““ i 1

‘xi[ZKZJ

0 NP 2K 2k1 s na s ZKZ

et le nouveau vecteur, {xi(D},...,xi(ZKE,xi(2k1},...,xi{T—Z)), n'a que

p maxima :

{Xi{g}'xi{ZKZ}""’Xi[2kp—1]}

ce gui démontre le lemme.

Maintenant, en utilisant les propriétés de [ ; 1 , on peut énoncer le

lemme de base pour la démonstration du théoréme :
LEMME-4 . :

Soit i € {1,...,n} tel que v, 2 3, alors

LI e B

W(xi] =

L(x,,x.) <O
j B

1
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DEMONSTRATION :

Supposons T pair (pour T impair, la démonstration est analogue), alors

on peut écrire :

W(xi) = F[xi(D],...,xi(T-Z)] : (oi(T~1],,..,ci(T-Bl,ai(T—1)]] +

+ f{xi(1}....,xi(T~1)} 3 {ci(O].....oi(T-Zl,oi(D]]]
Comme Y 2 3, alors au moins un des deux vecteurs
[xi(D}.....xi{T—Z)). (xi(1)....,xi(T—1)) n‘est pas constant.
Supposons [xi(D),...,xi[T~2]) non constant, donc du lemme~3 :

Fix,(0),...,x, (T-2)) ; (o (T-1),...,0,(T-3),0.(T-1))1 < O
i i i i i

De méme, si (xi(1}...., xi(T~1)} n'est pas constant, de facon similaire

aux lemmes 2, 3, 4, on a :
f(xi[1),...,xi(T~1]) : (ai(ﬂ),...,oi{T—2l, aifﬂ})} <0

Si par contre [xi[1].....xi(T~1]) est constant, 11 est clair que :
f{xiiﬁ)....,xi(T~1)) 5 {ai{D}..,.. aitT-2), ai{D]}} = 0

donc on a bien W(xi] < {1,

(3.2.) DEMONSTRATION DU THEOREME

11 suffit de remarquer que les lemmes précédents ont servi pour montrer
la propriété :
non
P Llxg,x,) <0 s'il existe vy 23
i=1 j=1 J

dont on peut appliquer la m@me démenstration du chapitre précédent.




72,

Remarques

1) Si on enléve 1°'hypothése de symétrie [aij = aji)’ on psut exhiber
des fonctions qui ont, sous 1'itération paralléle, des cycles de
longueur supérieure & deux. Prenons, par exemple, B = {0,1,2} et

1'application A définie par :

0 si y2 + By3 < 9

¢, 0y} = Teitlsy, + 3y, < 3
281 3 < Yo * 3y3
0 si ye ot Vg < 1
¢2{y] = 1811 < Yyt vg <3
2 s8i 3 <« y1 + ya
0 si 220 Vo < 0
¢3(y] = 1

si 0 < ~y1 + y2 < 2
2

On a donc le cycle suivant :

A
(1,1,1) — (2,1,1)

N

(2,2,0)

2) Le théoréme reste valable si 1'application A est "décroissante”,

c'est-a-dire : pour chaque i ¢ {1,2,...,n} :
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La démonstration est similaire en changeant le sens des inegalités.

Par contre, sl A n'est ni croissante, ni décroissante. on peut avoir

des cycles plus longs. Par exemple :
2 si Yo + Yy < 4
o (y) - 1 81 1 < y2 + Vg < 3
1 89 si 3= Yo * ¥g < 5
3 515 < Yo * ¥q

]

si Y4 + Yy < 1

¢2(y) = 181 1% Vit ¥y < 3 ‘
2 si 3 < y1 * Yq
0 si Yy + Yo <

¢3(y] = 181 0 < Y, + Y, < 2
2

si 2 < Yq + y2

On a donc 1le cycle suivant :

A A
(0,2,2) —— (0,1,2) — (0,1,1)

A\ /A
(1,1,2) +—=(1,1,1)
A

(3.3.) EXEMPLES

Seit 1’automate cellulaire “"multiseull” défini par 1la donnée
{Ttn.n), V1{0.1,2}. 0,¢} (cf. paragraphe-5, chapitre-II}, ot T{(n,n)

est une 1gre n X n :

- - e -
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N

et la fonction locale de transition ¢, est "a multiseuil”, définie
sur le voisinage V. Dans les exemples ci-dessous, on considére seulement

le voisinage de Neuman :

Exemple-1 :
0 si y_2 + y_q * y1 + y2 < 2

OLY_ouY_4aVqsY5) = 1812

2581 4 <y 5 + y_1 + y1 ¥ yZ

A
el
N
+
b
A
+
Y
RN
N‘<
A
£

On a 1'évolution suivante :



(1)

o = 0O

O -

o o o -

01
10

101

jou]

- 0O 0O O

10

000
020
000
0 DlD
010
101
010
000
0 1 Dl1
0 D
0 1
1 0 110
1 020
0 202
1 020
0 \\\* 101
20 Zﬁ;//
0202
2020
0202
g‘; é.;
2020
0202
2020
0///21 F\\\Z 02
1 gz2a0
o 201
1 020
1 0 ZID
0 201
0 010
0 100
2 010
020
D00
000

o o O Q

0O 0O - 0O o o0 o o

O = O =

= 0O N DO

O 0O 0O -

o o 0o o

l75‘

cycle de longueur 2.

T I A L



(1
ii) 17110 .76.
1110
1110
000Q0
17111
1211
1111
17110
2221
2222
2 2 1
12142
22272
2222 point fixe.
2 2 2
2222
2211 12 21
2222 22272
2211 1221
1111 1111
17111 7111
2211 12 21
11 11 1111
17100 000D
1100 0110
17111 1111
11800 0110
B00O0 000QO0
1100 000D
17100 0220
0011 0000

0o0co0ooO 0o0Oo
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Exemple-2
0 si y_2+ Y4 * ¥, + Yy < 4
¢[y_2.y_1,y1.y2] = 18i 4 < yi2+ y~1 7z vy, < 8
2818Sy‘2+y_1+y1+y2
(i) 2000 010 1010
0200 10104 0107
—__.). \
0o0za0 0101 sy 1010
000 2 1010 0101
2022 1212 2021 0202 2020 0202
2202 2021 0202 2020 0202 &4 2020
2122 714212 72021 0202 '2020.70202
2222 2122 1212 2021 0202 2020
1222 2121 1212 2121 1212
2222 1222 2121 1212 &9 2121
—_ — e
2222 2222 1222 2121 &yp1212
2222 1222 2121 1212 2121
cycles de longueur dsux.
(ii) 0212 1111 0010 0000 000D
2101 0111 000D 0000 0oo0ooO0
— R —
1020 0101 0010 ooo0o0 00DO
0212 1010 0101 oo10 000D
2222 2112 1111 1111
2112 1111 1111 1111
—_— —_— B —
2222 2112 1111 1111
2222 2222 2112 1111

points fixes.
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CHAPITRE 1V

COMPORTEMENT PERIODIQUE DE FONCTIONS
A SEUIL BINAIRES AVEC MEMOIRE
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IV - COMPORTEMENT PERIODIQUE DE FONCTIONS A SEUIL BINAIRES AVEC MEMOIRE i

Nous étudions ici le comportement périodique d'un réseau symétrigue

de fonctions & seuil binaires o 1'état de chaque cellule, & 1'étape
t+1, deépend des K derniers états du réseau (cas particulier d'un modéle
proposé par Caianells [4]). Dans ce contexte, nous démontrons comment
la longueur des cycles dépend du nombre de pas de mémoire. Plus préci-

sément que 1’itération avec k pas de mémoire aboutit, pour une condition

initiale yuelconque, a un cycle dont la période T divise k+1. De plus,

étant donné k,n ¢ IN, on peut toujours exhiber un réseau symétrique

de n fonctions a seuil, tel que la borne supérieure, k+1, scit atteinte.

On va illustrer la dépendance de l'itération par rapport a la mémoire
par l'exemple suivant:
Frenons 1'application A définie par :
4
0si Z y.(2) <9,
. J i

3=1
b, 0y) = J#1 ie {1,2,3,4)
1 sinon

qu’on peut représenter sur le graphe sulvant :

1 2

4 3
ol chaque composante dépend de ses volsins selon 1l'application précédente.

Si on prend par exemple 8, = 3 pour 1 € {1,2,3,4}, il est facile de voir

i
qu'il n'y a gque deux points fixes et 7.

D'autre part, si on prend, pour la méme fonction, trois pas de mémoire :

4
0 si j§1 {yj[2]+yj[2‘1)+yj(2~2}} < 81
y, (241) = B

1 sinon
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avec ei = 3 pour tout i e {1,2,3,4}, on a le cycle suivant

] OO0 1

Donc 1’itération avec Kk pas de mémoire (bien entendu k 2 2) permet

d'avoir un comportement cyclique moins trivial que dans le cas k=1

(ot 1'on a au plus des cycles de longueur 2 (cf. Chapitres [ et])).

(4.1) ENONCE DU PROBLEME

Soit B = {0,1} ; considérons 1'application :
a : BN—g"

y = [y1,...,yn) -> (¢1[y],...,¢n(yJJ

avec :
n
0si I oy LY. < 61
¢.ly) =
i .
1 sinon
ei‘aij e R, 0;5 = @y Pour 1,3 e {1,....n}

Soit kK € IN, kK 2 1, on va étudier le comportement cyclique de 1’itération

avec k pas de mémgire :

2-k+1
V) = A Y, Vir))
r=g

avec ?[1),...,;(k] e B" donnés.
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Ceci est équivalent & écrire :

0 si (L)+...+y

n ™3

aij(y (2-k+1) < ei

J J

i=1

vy, (2¢1) =
i .
1 sinon

T1 est intéressant de remarguer gque le fait de prendre k pas de mémoire
simule "1'expérience” mémorisée par chaque composante du réseau. Par
exemple, pour un réseau d'amitié (voir Chapitre II), chaque individu,

avant de réagir, se souvient et prend en compte ce que lui et ses voisins

ont fait aux Kk étapes précédentes.
Exemples :
(i) n=3, k=6
0 si y2+y3 <5

¢1(y) = 3 ¢2(y] = 3

1 sinon

0 si y1+y3 < 5

1 sinon
0 si y1+y2 <4

¢3[y] ) 3 1 sinon

Alors on a le cycle de longueur k+1 = 7 :

100 »~ 100 -+ 010

N

010

e

001 < 001 « 0O

(i1) n=3, k=3

0 si ¥y < 1 ; 0 si Y3 < 2

¢1(y) = 3 ¢2(y) =

1 sinon 1 sinan

' 0 si y1*y2 < 3
¢3(y) =

1 sinon
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OUn a le cycle de longueur k+1 = 4

100 w100

f &

001 g 100

Ces deux exemples montrent d'une part qu'on peut avoir des cycles plus
longs que deux (& la diFférencé du cas ol k=1) et d'autre part qu’il
peut y avoir des configurations qui restent invariants pendant un
certain nombre d’'étapes et qui changent ensuite (situation gui, dans lg
cas k=1, est impossible). Plus précisément, il est facile de voir
qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une configuration
reste stable (sous 1'itération avec k pas de mémoire) est qu’'elle se

répete k+1 fois consécutives.

(4.2) CARACTERISATION DE LONGUEUR DES CYCLES

Du' fait que k et n sont deux entiers finis, 1'itération avec k pas de
mémoire aboutit nécessairement & un régime stationnaire. C'est-a-dire
que pour tout ensemble de k vecteurs de départ {901, ..,9(K)}, 11

existe 8,T € IN tel gue la suite des itérés
{ﬁ(s),...,V[s+T~1J}

se répéte indéfiniment avec sa période T :
K
Vis) = 8L L F(s+T-r (mod T)))
r=1

k
§(s+£} = AL T V(s+2-r (mod T))) % e {1,...,7T-1}
r=1

d'ol l'cn peut définir, pour chaque ensemble de Kk vecteurs de départ

{1}, ...,9(K)}, la matrice des états en régime stationnaire :

xq(D}...xT(T-Q}
X(Y(1), .0, YIK);T) = : : = (Y(8),V(s+1), ..., Y(s+T-1))

x (0)...x (T-1}
n n
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Comine au chapitre-I1, soit X4 la i-eme ligne et x(&) la %2-éme colonne
de la matrice X{§(1],....§(k};T}. 11 est donec clair que pour

ie {1,....n1} ¢

K
xi(D] = ¢i( r x{T-r)}
r=1
k-1
x. A2+1} = ¢ (T x(2-1r)) £ e {0,...,7T-2})
t * r=0

{les indices sont pris modT7).

Soit S = {x1,....xn} 1'ensemble des lignes de la matrice X et v, la

période de la ligne X4 (Yi divise TJ.

Soit L 1l'opérateur :

T-1
(x,,x; ) v/—> a.. L (o,(2*1,...,8+Kk)}-0 {2-1,...,2-k)]Ix.(2)
i3 g=g 3 3 i
K
ot o.(2,,...,2 ) = I x.(% ) et les indices sont pris module T.
i k g=q J 8

LEMME=-1

(i} L{xi.xj) + L(xj,xi) = 0 pour tout 1, € {1...n}

{(ii) si Y4 divise kt+1 => L{xi.xj} = 0 pour tout j e {1...n}

Démonsiration :

{1) immédiat.

(ii) Si Yy divise k+1 on a k+1 = eyi.e € N et comme Yi divise T

on a aussi T = 3yi, 8 ¢ IN.

Prenons les ensembles d'indices :

C, = {s.y;+s, 2 yi*S,...,{8~1)y1+s} i S € {D,....yi -1}

»

gn a donc :
¥l
Lix..x.) = a, . y , (o (241, ..., 0¢k) -0, (-1, ..., 2~ L
(xgoxg) = oy SZ gﬁ o2+ )-0,(x-1 2-K1) x, (2)

=0
8
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Si on écrit

wis = 5 (gj[g+1,,..,2+K)-cj(2—1,...,Q-KJ] xi(ZJ
fLeC
s yi*1
on a L(xi.xj] = % Z wis

- On va donc étudier chague terme wis’

Comme xi est une ligne de période Yi» xi(ll est une constante pour tout

L e CS. Si xi(s] = 0, alors wis = 0. Supposons donc xi(sJ =1,

Si on décompose wis :

V.

o.(s+1,...,s+k]—c.[s—1,...,s—k] +
is j j

+ oj[yi+s+1,...,yi+s+k]-oj(yi+s—1,...,Yi+s—k) +

+

cj((8—1]yi+s+1,....[B—1]Yi+s+kl—cj[(B~1)yi+s—1,...,(B—1]yi+s—k).

Il suffit de démontrer que, etant donné r17i+s € CS, il existe

ryY;*s € CS tel que

Oj[r1yi+s+1,...,r1yi+s+K] = oj(rzyi+s-1.....r yi+s—k).

2

e {0,...,8-1}, de prendre r. = r +8 {mod B)

Ca suffit donec, étant donné r 2 ’

1
ce qui implique wis = 0.

Soit 1 € {1,...,n} tel que Y; ne divise pas k+1, et définissons :
supplx;) = {2 € {0,...,7-1} | x;(2) = 1}

et construisons la partition {C§}2=U’ de supp[xil, suivante
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0
1°) Construction de Ci :

* S'il n'existe pas £ € {0,....T-1} tel que :
{2,2+k+1,242(k+1),...,2-k-1} < supp(x,)
on fait C? = .
* Sinon, soit & e {0,...,7-1} le premier indice tel que :
{QU.ZO+K+1,....RD~k—1} c Supp[xi]

et construisons les ensembles suivants :

A = {2 ,0 *k+1,...,2 ~k-1}
Q o’ "o o
AL = (2,8 *k#1,eend -k-1) 5 T e {1,....9}
- r-1
ol & € {0,....T-1} ~ ;30 Ag s 2o = R gtw (mod T)

est le premier indice gu'on trouve tel que :

{RF,Qr+k+1....,QP—k—1} c supp(xil.

Finalement, on fait

q

0 _

;= U A
r=o

Comme Y; ne divise pas k+1, il est facile de voir qu’'il existe toujours

L € supp[xi] tel que xi(ﬁ-k~1] = 0.

. . s . ,
Construisons donc les ensembles {Ci}s>1 de la maniére suivante :

1
C; = {R1+[k+1]r € supp(xi]/r=0,...,q1}

avec £, € supp[xi). 1*indice le plus petit qui vérifie xi(z -k-1) = 0

1 1
et q, le premier qu'on trodve tel gue x4(21+(k+1][q1+1]] =0

Pour s > 1 : .

- i . )
Cy {£S+(K+1]1 € supp(xi]/r D....,qs}, s e {2,...,p}
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avec & = £ _+w {modT) € {2,,...,2
s s~ 1 s~

tel que xi(za-k-1) = 0 et A tel que xi(ls+(K+1][q8+1]) = 0.

}, le premier indice gu'on trouve

Exemples :

AO = {1,5,9,13}
A1 = {2,6,10,14}
cg = {1,2,5,6,9,10,13,14}
¢t 3.7,11)
i » d
k =4 :

{5,10,2.,7}

N R O

3 _
;= {11,3}

LEMME=2 : Soit i € {1,...,n} tel que Y; ne divise pas k+1, alors :

™M 3

L(xi,xj) <0

3=1

Démonstration : De la partition du supp(xi], on déduit :

n p
L[xi,x.] = 3 @ . % ZIS (o.(28+1,40e,2%Kk)-06.(2-1,...,2-Kk)]
1 J =1 *J g=p 2eC J

¥ oM

J
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Appelons wis = ji1 aij EAS {Uj[£+1,,,.,2+k)—dj(l-1,....2~k]}
el
i
11 est immédiat, par la construction de C?. que wio = 0. Prenons dunc
s > 0
Du fait que Y; ne divise pas k+1, au moins 1’ensemble C; est non vide.
On peut donc écrire :

f
L o g

n
bpg = Eoayy 0 Ba ot g v () k) - L 113 %

J

aij[xj(ls+qs(k+1)P1]+...+xj{28+qs(k+1}+k)} -

aij[xj(28-1)+...+xj(28~K]]

H
Mo

Mais, par construction de Ci, on a
xi(15+qsfk+1}+k+1) =) et xi{ls) = 1

donc, de la définition de ¢i et de l'itération on tire :

Hn M3

aij[xj(£8—13+...+xj(QS*K}} > ei

j=1

[T ng Bion |

i aijlxjfﬁs+qs{k+1]+1)+...+xj(ﬁs+qs(k+1}*k}} < 81
ce qui implique wis < @.

n
Donc, on a bien T Li{x..,x.) < 0,
=1

(£ -1,....2 -k}
) s
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Maintenant, en utilisant les lemmes un et deux, nous sSOmMMes en mesure

de caractériser la longueur des cycles

THEOREME-1 : Etant donné les vecteurs de départ V(1),...,V(k) ¢ B"
quelconques, 1l'itération & k pas de mémoire conduite sur A, aboutit

a un cycle dont la période T divise k+1.

Démonstration : Supposons que T ne divise pas k+1, alors il existe une

ligne de X(V(1),...,¥(k);T) telle que sa période ne divise pas k+1.

Le reste est analogue, via lemmes 1 et 2, & la démonstration du Théoréme

{1, Chap. II}.

(4.3) UNE FAMILLE DES FONCTIONS QUI ADMET DES CYCLES DE LONGUEUR k+1

On va voir ici que, étant donné n et k ¢ IN, il est toujours possible

de construire une application A de " dans lui-m8me telle que 1'itération
avec K pas de mémoire conduite sur A admette au moins un cycle de
longueur k+1. Ceci montre donec que la borne, k+1, donnée par le théoréme

précédent, est atteinte.

LEMME=~3 : Soient n,k € IN alors

(i} Si k=an+tr, a 21 ;3 r e {0,...,n-1}, alors 1l'application a

seuil définie par :

n
0si ¥ vy, < k-g

j=1 7

3#1

it

¢i(y) ie {1,...,7}

1 sinon

n

0si ¥ y. < k-a+1
=1 7
J#1

(y) ie{rs1,...,0-1}

.y

sinon




0
¢ (y) =
n 1
admet, sous l'itération
k+1.

fii) Si 1 £ k <

o
¢i[y] =

1

0
¢i(yJ =

1

admet au moins un cycle

L9,

sinon

avec k pas de mémoire, au moins un cycle de longueur

alors l'application a seuil deéfinie par :

n
si ¥ y. <Kk
£

j=1
jAi
ie {1,...,k+1})
sinon
n
si L yj < k+1
3=1
j#i
i€ {K+2,noa:n}
sinon

de longueur k+1.

Démonstration

(i) Il suffit de prendre les vecteurs :
B ereosBys EprenisBos nens BoresaBls B aueeesB g eees IR
m\_{/\,\_’mm—w
atl fois a+1 fois atl fols a foils a fois

est 1'i-éme vecteur de base, pour avoir le cycle de longueur k+1 :

ol e.
i
a+t1l fois atl fois atl fois
o ——— g ———— . @
€ s B, P B FeeaTBy P searesass T B TR
1 1 2 z I‘\
€ terenes® B  teiaaens ¥ + Lees ¢ B + e € L..¢ B
n n r+2 r+2 r+1 r+j
—————— J e
v
atl fois a fois a fois




.82,

(1i) I1 suffit de prendre, comme vecteurs initiaux ByseensE

pour avoir le cycle

e +82+...+ek_1—>ek—>ek+1

Exemples :

1) n=7, k=11 ; k=7+4

1000000 ~ 1000000 -+ 0100000 - 0100000 -~ 0810000 - 0010000

T

0000001 « 0000001 « 0000010 < 0000100 « 0001000 <« 0001000

cycle de longueur 12

2) n=4 ; k=17 ; k=4x4+1

1000 - 1000 -~ 1000 - 1000 - 1000

4 '
0001 0100
4 v
0001 0100
A ¢
0001 ’ 0100
4 '
0001 0100
4 v

0001 <« 0010 <+ 0010 <+ 0010 < 0010

cycle de longueur 18.



3) n=6, k=4

100000 » 010000

001000

600001 < 000100

cycle de longueur 5,

(4.4) FONCTIONS A SEUIL NON SYMETRIQUES

Comme dans les chapitres précédents du moment od 1'on enléve 1°hypothése
de symétrie, le théoreme n'est plus valable. Une famille de contre-exemples

est la suivante :

Soit kK 2 1, ke IN ; considérons A définie par :

ie {2,...,Kk}

i

0 si Yioq < i
¢i(y}

1 sinon

i

0 si yk <1
¢1{y)

1 sinon

Si on prend 1'itération avec k pas de mémoire sur A, on peut exhiber
des cycles assez longs. Plus précisément, il existe au moins un cycle

de longueur

(k=1)(k+2)
2

+ 1
Pour ceci, il faut prendre les k vecteurs de départ comme ci-dessous i

Soit AK = (aij] € kak{0,1} telle que :
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*ag, = 1 pour i ¢ {1,...,k}

{ 0 si i« 5
* a,, =
1]
1 sinon
Exemples :
- . (180 -
A1 = (1), A2 = [1 U] AS <
1000 100
1000 100
Aol 1900 ) A5 110
1100 10
110

PO L

OCoooo

OO0 00

et on prend les k vecteurs de départs

par exemple pour k=4 :

1000 » 1000 - 1100 -~ 1100

0 ¥
0001 0100
4 ¥

0010 « 0010 < 0110 < 0110

{1,...

o0 o

K}

Je{2,...,k}

[w)}
(NN N SN
NP O e Rl e )
-~ OO oooo
CoOocoo
oOocococoo
OO0 oo

cycle de longueur 10.
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CHAPITRE V

ITERATION SERIE CONDUITE
SUR UNE FONCTION A SEUIL
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V - ITERATION SERIE CONDUITE SUR UNE FONCTION A SEUIL

Soit B = {0,1} et 1'application A :
Asog" > gt
y (¢1[y],...,¢n(y]]
ot chague composante ¢i est une fonction & seuil définie comine dans les

chapitres précédents (poids aij symétriques, aij et Gi réels}.
On va étudier ici le comportement de 1'itération "série” conduite surl :

y1[2+1] = ¢1(y1(Q],.............yn[R]]

y2(2+1] = ¢2 (y1[£+1].y2[£),....yn(kll

¢i[y1(Q+1]..

[E+1),yi(£),....yn(2]]

yi[2*1] "lyi_1

Y (1) = Ly, (B )y 01D,y ()

2=0,1,2,...; J(0) eB"

I1 est important de signaler gue chaque permutation des indices {1,....n}
définie une itération série différente, donc i1 y a en fait n! procédés

série passibles.

Il est évident que dans l'itération série on obtient les mémes points
fixes que dans 1l'itération paralleles, mals ceci mis a part le comporte-
ment itératif de 1'une et de 1'autre est, en général, assez différent.

On va illustrer ceci par 1'exempls suivant :

4 L.
Prenons A de B dans lui-méme avec

0 si y1+y2+y3< 2 0 si y1+y3+y4< 2
¢1(y) = H ¢2(y] =
1 sinon 1 sinon
) 0 si y1+y2+y4< 2 0 si y2+y3+y4< 2
¢3[y] = ¢4(y) =
1 sinon 1 sinon
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On obtient pour chacune des itérations le graphe d’'évolution suivant

Itération Parallele :

8000 1111

ZANZAN

8001 D010 01060 1000 1110 1101 1011 0111

081138101 0110 gﬂ)D’i 1010 :1100

Itération Série :

0101 =000 ~—1001 1100 mmeet} 1} |1 010

0001 0010 0100 ?DDO 1110 1101 1011 011?
D11D 8011

On voif, sur cet exemple, que sous 1'itération série il vy a un éclate-
ment de toutes les composantes cycliques de 1'itération paralléle, phé-
nomene que n'est pas généralisable & beaucoup de fonctions booléennes
[273.

D’autre part, le comportement exhibé ci-dessus n'est pas toujours le

méme (du point de vue états stationnaires), par exemple si :

0 si -2y1+y2+y3+y4~<0 . g si —2y2+y1+y3+y4~<1
¢1{yl = i doly) =

1 sinon 1 sinon

0 si —ZyB*y«;*y2+y4<2 0 si ‘2y4+y1+y2+y3<2
¢3[y] = ¢4(y] =

1 sinon 1 sinon
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On a 1'évolution suivante

Itération Parallele :

1011 0010
 d N g
1110 ~¥ 1UU1‘*VD11D 1100 0001
P AR 4
11 1111
0101
D
1010 - 0111 = 1000 0100
PN 4
1101 0ooa

Itération Série

o 1011
1111 @ 1100 «= 0111
0000 ™ o011 |
1001 + 0110 + 1000 + 1110« 0001
0100
4’
1010 < 0101
1101
’
0010

On voit donc que 1'itération série peut avoir des cycles, méme de lon-

gueur supérieure a deux.

11 faut remarquer que dans ce dernier exemple les poids de la diagonale

sont négatifs (aii=-2], fait qui sera assez important, comme on verra

ci-dessous, pour que l'itération série ait des cycles.

Dans le contexte précédent, nous donnerons une condition suffisante
pour gue 1'itération série conduite sur A n'ait que des points fixes et
nous illustrerons ce résultat par des exemples inspirés du probleme de

verres de spin £6,11,28].
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{(5.1) COMPORTEMENT CYCLIQUE DE L'ITERATION SERIE CONDUITE SUR A

Avec les notations précédentes, 1'itération série conduite sur A peut

s'écrire :
i-1 n
R <
0si I uijyj{£+1} + .Z. aijyjfﬁ} Gi

v, (8+1) :{ J=1 J=1 ie{1,...,n}

1 sinon

Comme Bn est un ensemble fini, pour tout vecteur initial ?iO)ean, il

existe s,TeN, s21, T>0 tel gue :

- ->
y(s+T) = y(s), ol T est la période.

Cecli permet, comme aux chapitres précédents, d’écrire la matrice nxT :

= [3(8),§(s+1]....,§£5+T-q3)

xq(D],..xq(T~1]
X{V(0);T) = ( . . )

xn[D}...xn(T-1}

On a donc, pour ie{1,...,n} :

i-1 n
0 si % ui.x.(D] + % ai.x.[T—1) <ei
x, (0) = j=1 T j=1 M
1 sinon
et pour 2¢{0,...,T-2} :
i-1 n
0si % ai.x.(£+1} LN ui.x.(23‘<81
x, (2+1) = j=q j=i
1 sinon

Si S dénote 1’ensemble des lignes de X, soit 1'opérateur :

L:Sx$S > R

{x.,x,) » Lix.,x.)
1] 173

T-1
a . Zox (RI(x, (R+1)-x, ()] si j<i-]
1 o 1 j j
Lix,,x,) = 0 sij =1
o T-1

Ay Z0ox (R Ik, () =%, (R-1)) si 52441
13 gg 1 3 i
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En notant Yi la période de la ligne Xy (nécessairement Yi divise T) on

a le lemme suivant :

LEMME-1 ¢ (i) L(xi,xj] + L[xj,xi]=D pour tout i,jel1,...,nl}

(ii) Si Yi=1 alors L[xi,xj}=0 pour tout je(1,....n}

Démanstration :

(i) Si j<i (pour j>1 est pareille), on a :

T-1
L L e A = B
[xl J) aij QED xi[l][xj(2+1] XJ(Q])
1 T-1
= a, . Z Q."'l A 23)- Z 2 9
13[2=o x; (=11, (L) 5 x; (Lx, (]
T-1
5 %5 QED xj(Q](xi(R)-xi[g_1]]
= _L[xj:xi)

(ii) est évident.

Etant donnée une ligne X4 telle que‘yiz 2, notons :

supp(x,) = {26{0.....T—1}/xi(ﬂ)=1}

et construisons la partition de sup[xi] : .

C, = {2145/Q1+se supp(x;J, s=0,....q1}
ol 215 supp[xi]. est le premier indice qu'on trouve tel que x1[21—1] =0
et q1 le premier tel que xi[R1+q1+1) = 0.

De maniére analogue, pour re(2,...,p}

Cr = {2r+5/2P+5 esupp(xi]. s=0,....qr}

ol 2r=an1fm(m0d T) ¢ supp(xil\{QP_1,...,Q1}. est le premier indice qu’'on

trouve tel que xi(ﬁr—1]=D et q. le premier tel que xi(2r+qr+1]=0.

I1 est évident que cette partition existe du fait que yiz.Z.
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Exemple :

C, = {1,2} , C, = {4}, Cy = {6,7,8,5}

LEMME-2 ¢ Soit x, € S tel que v, 22, alors, si a,.20 :
——— i i ii

n
L Lix,,x,)<0

J=1

Demonstration : De la partition de supp(x,) on déduit :

n i-1 p 0
L Lix,wx,) = Z a,., X X (X, (R+1)-x . (1) + Lix4%,) +
=t b = M ey fec_ Y J *
n p
+ Y% o,, X % {x, (L)-x.(2-1))
j=i+1 T p=q gec_ J
comme C_ = {QF,QF+1,...,£r+qr} :
n p i-1 9
X L[xi,x.) =z I a, z (x.[2r+s+1) - x.(2r+s}J +
j:’i J r=1 j:'] J =0 J J
p n
+ 5 Lo, x, (L +q ) - x_ {2 -1))
r=1 j=i+q 0T T 0T
p i-1 n
=L { Z a,, x (2 +q+1) + I o, x.(L +g ) -
re1 =1 ij "3 r Tr j=1+1 j r r
i-1 n
- I o . x.{ir) - L, . x.(ir~ﬂ3

comme on a x_, (& +g ) = 1 et x.{2_-1) = 0, alors :
Jr r i
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n p i-1 n
L bix,,x.) = £ { 2 a , x, (& +q+1) + L o . x. (2 +q) -
21 i r=1 =1 ij J ro1 =1 ij "j - r 'r
i-1 N p -
- % oa,, x. () - & oa,, x. (2 -1} - L a . x (2 +q )
321 ij "3 or =1 ij j r =1 ii " r 'r

. ; b : P .
et cumme, par construction de {q”}r=1 :

xitﬁr*qrr1] = 0 et xi[ZP) = 1 alors ; pour r € {1,...,p}

i-1 n

Yoo, x (R +q +1y v+ X oo, x, (2 +q ) < O
=1 ij "j r'r =i iy "j r r i
i-1 n

L o« x.[ﬂrl + L xJ[Rr-1] 2 0,

J:'l J j:1

de plus, comne a, . > 0 et xj[ﬁr+qr] =1, pour tout r € {1,....p}, on a :

n
L oL(x,,x,) <0
i )

J=1

Des lemmes 1 et 2 on peut énoncer le résultat'principal de cet

chapitre :
THEOREME-1 ¢ Si o, 2 0 pour tout i e {1.....n}, alors :

>
Pour tout y{0) € Bn. il existe s € N tel que, pour 1l'itération

série conduite sur A, on & :

- >
;(s+1] = y{s) (convergence vers un point fixe)

La démonstration résulte immédiatement des lemmes 1 et 2.
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Remarques : 1) L'hypothése uii 2 0 assure donc que, dans le passage de
1'itération paralléle & 1'itération série, tous les cycles (gqui étaient de
longueur au plus deux, cf. chapitre II) ont disparu. Donc, en régime statio

naire 1'itération série n'a que des points fixes (on peut y avoir plusieurs.

2} Si les poids aij ne vérifient plus 1'hypothése de symétrie or
peut avoir des cycles. Prenons par exemple :
0 siy., +vy. <1 0siy, <1
3 5
¢, (y) oly) - !

1 sinon 1 sinon

8 si yj+1 <1

1

¢j(y) pour je {2,3,4,5}

1 sinon

On a, fonctionnant en série, le cycle :

(1,1.6,1,0,1) (0,0,1,0,1,0)

3} Si les o, ne verifient plus 1'hypotheése de non négativité, c

peut avoir des cycles (cf. exemple dans 1'introduction).

(5.2) EXEMPLES SUR UN TORE

On considére un tore T(n,n) (cf. chapitre III) ol chaque ardte
représente une liaison d'amitié (+) oud’inimitié (-). A chaque sommet on asso
cie une régle de majorité (cf. Chapitre II), de maniére a ce que, étant
donnée une configuration initiale de zéros et uns ,elle évolue selon les regl
de transition locale de chague noeud. De plus, on fait cette évolution en

serie, c'est-a-dire un fixant un parcours particulier du réseau.

L'étude de 1'itération série conduite sur un tore, est inspirée

du probléme de verres de spins [6,27]. Dans ce cadre, chague sommet représer

un spin qui peut prendre deux orientations, symbolisées par l1la variable
y; € {0,1} et chaque aréte une interaction entre deux spins, qui peut étre

positive ou négative.
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Le probleme physique est de trouver une configuration de spins

(un marquage du réseau) qui minimise le nomhre d'interactions frustrées, oi

1'interaction (1,j) est frustrée si :

{ y; = yj et (i,3) est négative

y. # ¥y et {1, 1) est positive.

Anglés d'Auriac, Maynard, Robert [6,27] ont proposé un algorithme
qui au moyen d’une certaine regle de majorité locale (voir réseaux d'amitié,
chapitre II), converge, en itération série, vers une configuration de spins
(point fixe de la fonction de transition globale) qui est, un minimum local

du nombre de frustrations.

D'autre part, on peut constater que pour d'autres choix de la
regle de majorité, 1'itération série converge vers un cycle (famille pério-

tlique des configurations de spins].

Dans le contexte précédent,. ce qui nous intéresse ici est -de voir dans

quelles conditions (par rapport au choix de la régle de majorité) 1'itération

série admet ou non des cycles.

Prenons donc un tere [(n.n) avec des interactions aije {+,-} :

1 .

01
02 03
2 D 3

“04

seea

.
sessssassoes N
[

4
Les regles de majorité considérées sont les suivantes :
4
0si « + c {y.} <3
¥p L yJ

;- =1
ma.] {yﬂoy1:y2:y3oy4} j

1 sinon
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Bmaj[yo,yq,yz,ys,y4)

avec o e [0,+= [ , C[yj} =y, si o, =+;1-y, sinon.

Pour la premilre régle, A maj, le spin "0” essaie de prendre
1'orientation majoritaire entre ceux de ses voisins qui interagissent avec
"+” et le contraire de ceux qui intéragissent avec "-".S'ily a égalité, il

essale (selon le poids « gu’il donne &son orientation) de rester invariant

Exemples : ( A : orientation 1 ; ¢ orientation 0)
<]
+ +
A maj e — = —
¢ 2+ “ +
V4
qn +
P s
e

Pour la régle Bmaj, la transition est semblable, sauf dans le cas d'égalité, c
le spin "0" essaiera (selon le poids o gu'il donne & son orientation) de che

ger d’orientation {spin fou):

{o>0)

kfmg:,__42:;7 :gf
&

51 nous faisons 1'’itération série par lignes, on a
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#5i 1'opn utilise dans chague sommet la regle Amaj, alers pour toute configu-

=

ration initiale on aboutit & un point fixe (pas nécessairement unigue 1)

#51i 1'on utilise dans chaque sommet la régle Bmaj avec o€ Y,+<[ la conver-

gence vers un peint fixe n'est plus_assurée (il peut y avoir des cycles |)

Pour le vérifier il suffit de voir gue l1la régle Amaj & des poids
a, = 20, et que, par contre, la régle Bmaj a oy = o < 0, donc les deux
points ci-dessus résultent directement du théoreme~1.

Exemples :{tore 3X3}, itération série par lignes

(i) aij = + pour chaque argte {i,j):
g+1+0 0+0+0
+ + + + + +
1 e 0+ el g Amaj, point fixe
+ + + + + +
0+ 1+ 0 0+ 0+0
0+1+40 1+ 0+ 1
+ + + ‘ﬂ‘.“r + + +
1+ 0+ 1 0+ 1 + 1 Bmaj, cycle de longueur 2
+ + + ‘Iggga' + + +
g+ 1+ 0 1+ 0+ 1
(ii) aij = - pour chaque aréte {1,]3) :
60-~-1-0 0~-1-~-20
1 -0 -1 ool 1 -0 -1 Amaj, point fixe
0-1-40 0-1-~-0
6g-1 -0 1T -0 -1
1 -0-1 0-1-20 Bmaj, cycle de longueur 2

L L My - -
—y
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{1idi} aij = + pour chague aréte horizontale ; aij = - pour chague aréte
verticale

0+1+ 0 0+0+0

1T+ 0 + ] ool | &+ 1 + 1 Amaj, point fixe

0+1+0 8+ 0+0

0+ 1+ 0 1+ 0+ 1

1+ 0+ 1 O0+1+0 Bmaj, cycle de longueur 2

g+ 1+0 1T+ 0 + 1

I1 est intéressant de remarquer que pour certaines valeurs du pa-
rametre «, l'itération série, avec la régle Bmaj, a des cycles assez longs.

Par exemple

{i) a > 2, Bmaj :
1-0-0 6-1-0
+ + + * + +
1T -0 -0 el g -1 -0
+ + + + + +
1-0-0 0-1-0
) ¥
0-0-0 0-0-1
+ + + + + +
0-0-0 <fomusm g.g -1
+ + + + + +
0-0-0 0-0-0

(ii) Prenons maintenant le tore avec tous les aij négatifs. Alors, selon les

valeurs du paramétre O on exhibe des cycles assez longs.
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; Bmaj ; cycle de longueur 4

<

o

IA

; Bmaj ; cycle de longueur 4

0 -0 1-0-0
;—;_-.b-t_)—ﬁ;~{;
- 0o
t \(

o-1 1-1-0
1a<ﬂ-—11~o
0o 00
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& >2, Bmaj: cycle de longueur 14
0-1-20 17 -0 -
L0 0 0 1 -
0-0-0 Vg

t \
1-0-20 0-0 -
oo oo
o oog-

v
D—?—’l 1 -1 -
0ot o
‘-g-a oo

)  (
1T-1-0 a-0-
o oo
0-g-1 -

) ¥
6-0-0 1 -0 -
- o1 -
oo q -0 oo -

t \
0-1-1 0-1-
11 o
g .

) ¥
1-0-20 0-0 -
o
0-0-0 n-a -
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& > 2 ; Bmaj ; cycle de longueur 5

0n-1-1 0-0-20 1-1-40

On voit donc que, pour des valeurs différentes du paramétre o,
on obtient des cycles de longueurs asssz différentes. Il serait donc intéres-
sant d'approfondir, méme dans ce cas particulier,d’'un réseau torique, le
comportement de 1'itération lorsque 1'on utilise la Bmaj pour différentes va-

leurs du paramétre.
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CONCLUSIONS

Les résultats présentés ici, établissent ls comportement oscilla-

toire de divers modéles pour lesquels n’existaient que des résultats assez par-
ticuliers (automates cellulaires uniformes & seuil, dynamique des groupes, etc.). |

Malgré ceci, il y a encore certains problémes a résoudre

1) Dans le premier chapitre, 1l serait intéressant (en tenant compte des appli-
cations biologiques [2,16,29)) de faire le rapport entre la connectivité du
graphe d’incidence associé & la matrice et le comportement de 1'itération pa-
ralléle. On sait que si la matrice est creuse ou trop pleine, le comportement
est assez pauvre (un ou deux points fixes en tout), mais il est difficile,
sauf au niveau des simulations a l'ordinateur, de déterminer une connectivite
telle que 1'évolution soit riche (beaucoup des états stationnaires, cycles de

longueurs diftérentes, etc...).

2) Dans le deuxiéme chapitre, nous conjecturons que le nombre de pas nécessaires
pour parvenir au régime stationnaire (point fixe ou cycle de longueur 2} est
inférieur 4 n (nombre des composantes de A). De plus, on peut exhiber des
exeinples ol on attent n-1 pas |.D'autre part, une étude des réseaux d'amitié

serait souhaitable dans le cas d'une relation d'amitié non symetrigue.

3) Finalement, au cinquiéme chapitre, 11 serait intéressant de caractériser le

comportement de 1l'itération série avec des poids, négatifs, et de géné-

Qi1
raliser le résultat obtenu dans le cadre des itérations "série-parglliele”.
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