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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte du travail

La programmation par contraintes, carrefour de diverses disciplines — I'intelli-
gence artificielle, la recherche opérationnelle, la réécriture, le calcul formel, ’analyse
numérique — a montré son intérét dans de nombreux domaines d’application tels que
les problémes combinatoires, I’ordonnancement, ’analyse financiere, la simulation
et la syntheése de circuits intégrés, le diagnostic de pannes, 'aide & la décision ...
La programmation par contraintes offre une réelle efficacité pour la modélisation
et la résolution de systémes complexes. De nombreux systémes opérationnels sont
commercialisés: Prologlll [Colmerauer, 1990] et maintenant ProloglV de la société
PrologIA, CHIP [Dincbas et al., 1988] de la société Cosytec ou encore Solver [Puget,
1994] de la société Ilog.

De nombreux problémes réels interagissent avec leur environnement : le systéme
de contraintes les définissant n’est donc pas figé. Par exemple, une interface gra-
phique doit maintenir une certaine cohérence suite aux modifications provoquées
par 'utilisateur. On peut aussi citer les problémes d’emplois du temps (lorsqu’un
professeur a un empéchement, un nouvel emploi du temps est reconstruit), les pro-
blémes d’ordonnancement en ligne (lorsquune machine tombe en panne, il faut
ré-ordonnancer), les problemes de cao ... De tels problémes sont qualifiés de dyna-
miques !

Les évolutions d’un probléme dynamique doivent étre prises en compte tres ra-
pidement pour refléter 1’état réel du systeme. Traiter un systeme dynamique de
contraintes consiste donc & résoudre successivement une suite de problemes (sta-
tiques) résultant des évolutions. Les systémes commerciaux actuels de program-
mation par contraintes ne sont pas adaptés au traitement de ces probléemes dyna-
miques. En effet, toute modification conduit & la définition d’un nouveau probléme
qui est traité par réexécution (sans tenir compte de la résolution du probleme pré-
cédent). Lorsque le probléeme & résoudre est particulierement difficile, ou lorsque
de nombreuses modifications interviennent, une telle réexécution devient tres vite
rédhibitoire.

Une facon élégante (introduite par Fages et al. [1995]) d’aborder la dynami-
cité des problémes est de les considérer sous I'angle des systémes réactifs [Harel
et Pnueli, 1985]. De tels systémes n’ont pas pour but de produire une solution 2
partir de données en entrée (systémes transformationnels) mais plutét de maintenir
une relation avec I’environnement. Un systeme réactif, en relation permanente avec
Ienvironnement, est capable de réagir & des stimuli externes (ici ajout/retrait de

1. La notion de probléme dynamique a été introduite sur les CsP (problémes de satisfaction de
contraintes) par [Dechter et Dechter, 1988].
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contraintes) et de maintenir une certaine propriété au cours de la résolution. Cette
approche nous parait parfaitement adaptée pour prendre en compte la dynamicité
des systémes de contraintes.

Enfin, la prise en compte de modifications successives du systéme de contraintes
dans un probléme dynamique peut conduire & un systéme de contraintes contradic-
toire. Il est alors nécessaire de relaxer manuellement ou automatiquement certaines
contraintes.

1.2 Problématique

Dans le traitement des systémes dynamiques de contraintes, le maitre mot
est 'incrémentalité. Il vaut éviter le phénomene de «thrashing»: le recalcul d’in-
formations déja découvertes?. Les travaux dans ce domaine traitent majoritaire-
ment des csP (Constraint Satisfaction Problems — domaines finis®). Ces travaux
se fondent principalement sur un mécanisme d’«apprentissage *» que cela soit par
I’échec ([Schiex et Verfaillie, 1994; Verfaillie et Schiex, 1994; Sannella, 1993]), ou
par enregistrement de calculs passés ([Bessiére, 1991; Debruyne, 1995]).

Dans un probleme dynamique, il existe un aspect important qui n’a jamais été
pris en compte. Lorsque les modifications successives sur le systéme de contraintes
d’un probléme dynamique conduisent & une contradiction® (on parle alors de pro-
bléme sur-contraint), les systémes usuels ne peuvent que répondre qu’il n’existe
pas de solution. Cette réponse n’est pas satisfaisante. Il peut arriver qu’il soit in-
dispensable® de fournir une solution (ou de rétablir la propriété) quitte & ne pas
respecter certaines contraintes. On parle alors de relaxation de contraintes.

Les méthodes proposées pour résoudre les problémes sur-contraints ([Freuder,
1989; Wilson et Borning, 1993; Fowler, 1993; Jampel et al., 1996]) traitent conve-
nablement les systémes statiques mais ne nous paraissent que peu adaptées a une
utilisation dans un cadre dynamique. En effet, ces méthodes supposent que:

— d’une part, le systéme de contraintes est complétement connu avant la re-
cherche de solution ;

— d’autre part, les préférences associées aux contraintes du probléme sont toutes
connues au moment de la résolution.

La premiére hypotheése n’est pas totalement incompatible avec un systéme dy-
namique. En effet, lorsqu’une contradiction est identifiée, le systeme de contraintes
en cause est complétement connu. Le processus de recherche de solution relaxée ne
sera donc pas perturbé par une modification du systéme de contraintes. Mais, si plu-
sieurs contradictions se produisent successivement, le passé (informations recueillies
au cours de la résolution des contradictions précédentes) ne peut étre utilisé pour
«apprendre». De plus le cout des résolutions de problémes trés proches indépendam-
ment les unes des autres devient vite prohibitif.

2. Par exemple, ce recalcul partiel se produit lorsqu’on recommence une résolution en ne modi-
fiant que quelques hypothéses (contrainte ajoutée ou retirée), ou lorsqu’on réalise un backtrack et
que l’on revient dans une portion de 'espace de recherche déja explorée auparavant.

3. Nous utiliserons indifféremment les termes domaines finis et CSP selon le contexte du discours.
Si nous nous trouvons dans un cadre PLC nous parlerons plus de «domaines finis». Au contraire,
si nous nous trouvons dans un cadre général, nous utiliserons plus «Csp».

4. Il ne s’agit pas ici d’apprentissage au sens [A du terme mais plutét de la capacité a enregistrer
des informations pour soit conserver une trace des calculs effectués, soit ne pas retomber sur des
échecs passés.

5. Il n’existe pas de solution ou la propriété maintenue n’est pas vérifiée par le systéme de
contraintes courant.

6. C’est le cas pour un ordonnancement de production ou encore pour les emplois du temps.
Nous avons rencontré une telle situation [Boizumault et al., 1994; Guéret et al., 1996] et c’est
d’ailleurs ce qui nous a mené a ces travaux.
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La deuxiéme hypotheése est plus génante. En effet, il parait illusoire de demander
a 'utilisateur de pouvoir classer toutes les contraintes d’un probléme donné : d’une
part, le nombre de ces contraintes peut étre trés grand et d’autre part, ce genre de
classement étant nécessairement subjectif il peut dépendre fortement du contexte
ou il se fait.

A notre connaissance, il n’existe pas de systéme permettant de lever les deux
hypotheses citées précédemment. Il n’est donc pas possible de traiter de maniere ef-
ficace et incrémentale des problémes devenus sur-contraints dans un environnement
dynamique.

1.3 Notre theése

Nous avons tout d’abord pris conscience de 'existence d’un besoin réel de sys-
témes capables de traiter les problemes dynamiques. Puis nous avons constaté 1’ab-
sence de systemes capables de prendre en compte les différentes problématiques
spécifiques a la résolution des problemes dynamiques. Notre travail est une contri-
butation au traitement des problémes sur-contraints survenant dans un cadre dyna-
mique. Pour cela, nous proposons un cadre général pour la relaxation de contraintes
dans un environnement dynamique.

Nous proposons le cadre relax(D, C, P) permettant de maintenir une propriété
P pour un ensemble de contraintes C sur le domaine D dans un environnement
dynamique. Nous proposons ainsi un schéma algorithmique permettant de traiter
de maniére totalement incrémentale retrait et ajout de contraintes méme lorsque le
probléme devient sur-contraint. Nous portons une attention toute particuliére & ce
dernier cas.

Notre approche permet de déterminer une configuration (partition des contrain-
tes d’un probléme entre contraintes actives et contraintes relaxées) vérifiant la pro-
priété P et satisfaisant au mieux les préférences de I'utilisateur sur les contraintes du
probléme. Cette recherche est réalisée a ’aide d’une exploration en meilleur d’abord
de Despace des configurations.

Nous présentons trois instances de ce schéma général : une instance concernant
les contraintes linéaires sur les rationnels avec maintien de la réalisabilité du systéme
de contraintes et deux instances concernant les classes de probléemes résolus par des
algorithmes de réduction (les domaines finis et les intervalles) avec maintien de cohé-
rence partielle voire de solution (uniquement pour les domaines finis 7). Pour les deux
derniéres instances, nous montrons comment un mécanisme d’«apprentissage» 2 peut
étre utilisé pour résoudre un probléeme sur-contraint et capturer la dimension dyna-
mique du probléme traité.

Nous validons notre proposition par des résultats expérimentaux, tant sur des
problémes aléatoires que sur des problémes réels. Nous montrons de plus comment
les 1dées développées dans cette thése peuvent étre utilisées pour d’autres problé-
matiques comme, notamment, le traitement de la disjonction. Nous utilisons pour
cela une nouvelle contrainte (la contrainte one-of) qui utilise pleinement les pos-
sibilités de la recherche en meilleur d’abord que nous proposons pour la relaxation
de contraintes.

7. Le concept de solution en tant qu’instanciation de variables n’a pas de sens sur les intervalles.
8. Comme précédemment, il ne s’agit pas de 'apprentissage au sens IA du terme mais d’un
mécanisme d’enregistrement. Ici, nous utilisons un systéme de maintien de déduction.
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1.4 Contributions et organisation de la these
Dans cette thése, nous montrons:

1. Comment un systéme de relaxation de contraintes peut étre vu comme une re-
cherche en meilleur d’abord dans 1’espace des configurations. Nous proposons
un cadre général pour la relaxation paramétré par le domaine D du calcul, un
ensemble C de contraintes et une propriété P a vérifier.

2. Comment une instance directement déduite pour D = Q) et pour des contrain-
tes linéaires peut étre obtenue.

3. Comment une utilisation raisonnée d’un systéme de maintien de déductions
(Deduction Maintenance System - DMs) permet de présenter une instance
efficace et réaliste du schéma général pour des domaines de calcul résolus par
réduction de domaines (domaines finis et intervalles). Nous proposons de plus
différentes 1mplémentations permettant de proposer un laboratoire d’études
des ¢sp sur-contraints.

4. Comment un systéme de relaxation de contraintes peut étre utilisé pour
d’autres problématiques: nous proposons une nouvelle technique de traite-
ment de la disjonction basée sur notre recherche en meilleur d’abord. Nous
donnons ainsi des premiers résultats qui nous paraissent ouvrir de nombreuses
perspectives.

Plus précisément, la suite de ce document est organisée de la facon suivante.
Dans une premiére partie (chapitres 2 et 3), nous présentons le contexte général
de notre étude. Nous introduisons chapitre 2 un certain nombre de définitions de
base indispensables lorsque 'on parle de relaxation de contraintes. Nous présentons
ensuite un état de ’art dans le domaine de la relaxation et du traitement (lié & la
relaxation) des systémes dynamiques de contraintes (chapitre 3).

Dans une deuxiéme partie (chapitres 4 &4 9), nous présentons notre systéme de
relaxation de contraintes depuis une vision abstraite jusqu’a 'implémentation. Nous
proposons 4 niveaux d’abstraction. Le premier niveau (chapitre 4) présente le cadre
général de notre méthode. Le deuxiéme niveau (chapitre 6) décrit I'utilisation d’un
systeme de maintien de déduction lors d’une utilisation de notre approche avec un
solveur procédant par réduction de domaine. Le troisiéme niveau (chapitres 5, 7 et 8)
décrit les instances de ce cadre pour traiter, respectivement, les contraintes linéaires
sur les rationnels, les contraintes sur les domaines finis et les systemes de contraintes
résolus par propagation d’intervalle. Enfin, le quatriéme niveau (chapitre 9) traite
de I'implémentation de notre approche sur les domaines finis.

La deuxiéme partie s’organise de la facon suivante: nous présentons dans le
chapitre 4 le cadre relax(D, C,P) un cadre général pour la relaxation de contrainte.
Ce cadre général est caractérisé par une méthode de recherche en meilleur d’abord
paramétrée par trois fonctions:

— explique-contradiction qui permet, a partir d’une configuration ne véri-
fiant pas la propriété P, de déterminer un sous-ensemble de contraintes dont
la conjonction provoque & coup sur une contradiction. C’est ce qu’on appelle
une ezplication de contradiction ;

— meilleure-configuration qui permet, en tenant compte des préférences
données par I'utilisateur, de déterminer la meilleure configuration® ne conte-
nant aucune explication de contradiction connue. La détermination de cette

9. Cette meilleure configuration n’est pas nécessairement unique, mais par simplification nous
nous référerons a ces configurations optimales de maniére unique dans la suite de ce document.
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meilleure configuration nécessite la donnée par 'utilisateur d’un comparateur
de configurations;

— maj-configuration permet de passer d’une configuration de départ donnée
a une configuration d’arrivée (elle aussi donnée) en utilisant les informations
recueillies jusqu’a présent pour réaliser les mises a jour nécessaires.

Toute instance de notre cadre général doit préciser ces trois fonctions afin de
donner les modalités de réalisation des spécifications annoncées. Nous présentons
une instance directement déduite de ce cadre pour le traitement des contraintes
linéaires sur les rationnels dans le chapitre 5.

Nous nous attachons ensuite (chapitre 6) & une spécialisation de notre méthode
pour les systémes de contraintes résolus par réduction de domaines (les csP et les
csP numériques). Nous utilisons pour cela un systéme de maintien de déduction
(DMS) qui permet d’enregistrer le savoir-faire du solveur utilisé et ainsi de garder
une trace des responsabilités quant aux retraits de valeurs dans les domaines des
variables. Nous présentons une utilisation raisonnée du DMs permettant d’éviter une
consommation prohibitive d’espace mémoire.

Dans les chapitres 7 et 8, nous décrivons deux instances de cette spécialisation.
Ainsi, dans le chapitre 7, nous montrons comment notre systéme de maintien de
déduction peut étre utilisé pour mettre en ceuvre notre cadre général de relaxation
sur les osp. I’énumération est alors traitée comme un cas particulier d’ajout/retrait
de contraintes d’égalité entre variable et valeur. Cette vision «dynamique» de I’énu-
mération permet un traitement uniforme de toutes les contraintes. De plus, nous
détaillons dans ce chapitre les complexités tant spatiale que temporelle associées
a notre approche. Nous montrons ainsi que ’on peut réaliser une implémentation
d’autant plus efficace de ce systéeme que le comparateur utilisé a de bonnes proprié-
tés.

Dans le chapitre 8 nous montrons comment un systéme de maintien de déduction
peut étre simplifié pour proposer une instance allégée de notre approche dans le but
de traiter les ¢sP numériques i 1’aide de la B-consistance d’arc [Lhomme, 1994].

Enfin, nous présentons les principes généraux d’une mise en ceuvre sur les CSP
dans le chapitre 9. En particulier, nous décrivons ’architecture générale de toutes
nos implémentations désignées par le terme générique DECORUM (Deduction-based
Constraint Relaxation Management). Nous détaillons quelques aspects d’une im-
plémentation réalisée en langage CLAIRE '°.

Dans une troisiéme partie (chapitres 10 et 11), nous présentons nos premiers
résultats expérimentaux. Dans le chapitre 10, nous étudions le comportement de
DECORUM sur des instances aléatoires de ¢sp. En particulier, nous montrons que ’'on
retrouve des résultats de transition de phase [Prosser, 1994b] méme dans le cas de la
recherche de solutions relaxées pour des problémes sur-contraints et nous montrons
que notre approche se comporte de maniére favorable par rapport a 1’algorithme
MAC [Sabin et Freuder, 1994] sur des problémes «structurés».

Nous montrons (chapitre 11) I'intérét de notre méthode de recherche en meilleur
d’abord pour le traitement des contraintes disjonctives. Nous proposons ainsi une
nouvelle contrainte : la contrainte one-of. Cette contrainte utilise notre méthode
de recherche et ses propriétés pour «arbitrer» des disjonctions. En particulier, nous
nous sommes intéressés a la classe des problémes d’ordonnancement appelés Open-
Shop. Ces problémes ont la particularité d’étre purement disjonctifs. Par ailleurs,
Christelle Guéret, en intégrant notre approche dans ses travaux sur I’Open-Shop a
résolu pour la premiére fois un probléme ouvert dans ce domaine [Guéret et Jussien,

1997].

10. Il existe actuellement trois implémentations du systéme: en MIT SCHEME, en CLAIRE et en

C++.
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Enfin, dans une quatriéme partie (chapitre 12), nous dressons une conclusion
et ouvrons des perspectives.

Schéma de Lecture

Ce document peut étre lu de maniére non linéaire. En effet; le coeur de cette
theése (chapitres 4 & 9) peut étre abordé de différentes fagons:

— Le lecteur intéressé uniquement par les domaines finis ou les CsSP peut se
contenter des chapitres 4, 6 et 7. Les implémentations étant détaillées cha-
pitre 9.

— Le lecteur intéressé uniquement par les applications aux intervalles peut se
contenter des chapitres 4, 6 et 8. Une implémentation sur les intervalles obéis-
sant aux memes principes que pour un CSP, le chapitre 9 peut étre considéré
comme décrivant une implémentation dans ce cadre.

— Le lecteur intéressé uniquement par les contraintes linéaires sur les rationnels
peut se contenter tout simplement des chapitres 4 et 5. Ce dernier chapitre
montre comment en reprenant différents travaux de la littérature on obtient
tres facilement une instance de notre schéma général.
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ANS CE CHAPITRE, nous présentons les notions de base utilisées tout au long de
D cette these. Nous définissons ainsi la notion de systéme de contraintes, puis
nous introduisons les notions relatives & la dynamicité. Nous introduisons ensuite
des notions de préférence sur les contraintes permettant de définir une solution pour
un systéme de contraintes contradictoire. Enfin, nous fixons précisément le cadre de
notre travail.

2.1 Problémes de Satisfaction de Contraintes

2.1.1 Systéme de contraintes

On se donne un domaine de calcul D. 1l s’agit d’un ensemble quelconque (fini
ou infini, dénombrable ou indénombrable) de valeurs.

Exemple 1 (Domaine de calcul) :

Si les valeurs que I’on considére sont discrétes, on peut alors prendre D = N.
Si les valeurs considérées sont continues, on peut prendre D = IR ou encore
D = (). Les valeurs peuvent trés bien étre symboliques, ainsi on peut avoir
D = {passable, assez bien, bien, trés bien }.

On se donne un ensemble V = {vy,...,v,} de n variables prenant chacune
leurs valeurs dans Pensemble D. A chaque variable v de V est associé un ensemble
D, appelé domaine de v qui contient I’ensemble fini ou infini des valeurs possibles
pour la variable, i.e. D, C D. Le domaine d’une variable peut évoluer au cours de
la résolution. On emploie alors les termes domaine originel et domaine courant. On
note le domaine originel d’une variable D8,

Par souci de généralité nous allons étendre la définition usuelle de I'instancia-
tion!. On appellera instanciation d’une variable le fait de lui attribuer un sous-
ensemble de son domaine. En particulier, ce sous-ensemble peut étre un singleton
et on retrouve alors la notion habituelle d’instanciation.

On se donne un ensemble C' de e contraintes portant sur des éléments de V.
Une contrainte est une relation devant étre vérifiée par I'instanciation des variables
concernées.

Exemple 2 (Contrainte) :

Soient deux variables « et y. 2 = y + 1 est alors une contrainte. Si & vaut 2
et y vaut 3, la contrainte est vérifiée.

z > y~+ 1 est aussi une contrainte. Si x > 2 et y < 0 la contrainte est vérifiée.
C’est un exemple d’instanciation par un ensemble de valeurs.

Soient deux variables = et y, ¢ : {(1,2),(2,4), (4,8)} est aussi une contrainte.
On dit qu’elle est exprimée en extension. Soit (a,b) € ¢ (dans le cas d’une
contrainte exprimée en extension, on identifie la vérification d’une contrainte
et Pappartenance a la relation — Pensemble — la définissant). Si x vaut a et y

vaut b alors la contrainte est vérifiée.

On note var(c) I'ensemble ordonné des variables concernées par la contrainte c.
Le cardinal de var(c) est appelé I’arité de la contrainte c.

Définition 1 (Systéme de Contraintes)

On appelle systéme de contraintes la donnée d’un domaine de calcul D, d’un
ensemble V de variables, de 'ensemble D de leur domaine associé et d’un ensemble
C de contraintes sur V.

1. Usuellement, il s’agit d’affecter une valeur unique & une variable. Ici, pour pouvoir capturer
différents domaines comme, par exemple, les intervalles, nous étendons cette définition. Dans le
reste du document, nous utiliserons donc cette définition de 'instanciation mais, la plupart du
temps, 'acception usuelle sera respectée.
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Définition 2 (Solution)

Une solution pour un systéme de contraintes est la sélection d’un sous-ensemble du
domaine (instanciation) de chaque variable de telle sorte que toutes les contraintes
soient vérifiées.

2.1.2 Satisfaisabilité d’un systéme de contraintes

On se donne une propriété P définie sur ’ensemble de contraintes et sur les
domaines des variables concernées.

Définition 3 (Propriété)

Une propriété représente un degré de consistance devant étre respecté par le systéme
de contraintes : il s’agit d’une condition nécessaire pour la consistance du systéme
de contraintes considéré. Ainsi, si celui-ci n’est pas consistant, la propriété P n’est
pas vérifiée.

Exemple 3 (Propriété) :

Un csp [Tsang, 1993] est un systéme de contraintes dont le domaine de cal-
cul D est 'ensemble des entiers (ou tout ensemble dénombrable) et dont le
domaine pour une variable est un ensemble fini de valeurs. Pour de tels pro-
blemes, on peut ainsi considérer comme propriété, la k-consistance [Freuder,
1978], la consistance de pivot [David, 1994] ou bien encore la consistance
globale. Sur les csP numériques (intervalles), on pourra considérer la 2B-
consistance [Lhomme, 1993].

On définit alors la notion de satisfaisabilité d’un systéme de contraintes suivant
une propriété P.

Définition 4 (P-satisfaisabilité d’un systéme de contraintes)

Un systéme de contraintes est dit P-satisfaisable si et seulement si la propriété P
est vérifiée pour les contraintes du probléme et les domaines courants des variables
concernées.

Rappelons quelques définitions de propriétés connues.

Définition 5 (k-consistance — [Freuder, 1978])

Un csP est k-consistant si et seulement si pour toute instanciation consistante de
k — 1 variables, il existe dans le domaine de toute variable non instanciée une valeur
prolongeant cette instanciation en une instanciation consistante de k variables.

Définition 6 (B-consistance d’arc)

Soient P un €SP numérique, v une variable de P et D, = [a,b]. D, est B-consistant
d’arc si et seulement si ces deux bornes a et b vérifient la 2-consistance. Un CSP est
B-consistant d’arc si et seulement si tous ses domaines sont B-consistants d’arc.

Nous utiliserons par la suite diverses propriétés. Nous proposons ici une notation
pour les trois principales.

Définition 7 (Propriétés — Notations)
— II existe une instanciation consistante des variables avec le systéme courant
de contraintes. Nous noterons cette propriété: Pg,;.

— Le filtrage par arc-consistance (2-consistance) ne vide aucun domaine. Nous
noterons cette propriété: Py..

— Le filtrage par consistance aux bornes ne vide aucun domaine. Nous noterons
cette propriété : Ppe.
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2.1.3 Instances du schéma général

Considérons quelques exemples d’instances usuelles du schéma général que nous
venons d’introduire.

Exemple 4 (CSP) :

Pour un csP, la propriété P & vérifier est bien souvent I'arc-consistance (Pac).
Notons que dans le cas ou toutes les variables du probléme considéré sont
instanciées, ’arc-consistance implique la consistance globale. Dans ce cas, la
seule vérification de la propriété P, suffit a assurer I’existence d’une instan-
ciation consistante (choix pour chaque variable d’une valeur de son domaine
telle que toutes les contraintes soient vérifiées).

Exemple 5 (Problémes linéaires) :

Lorsque le domaine de calcul est I’ensemble () des rationnels et les contraintes
sont linéaires, la propriété usuelle est la consistance globale (Psol). Les sol-
veurs utilisés sont alors des algorithmes type simplexe et/ou Gauss (pivot)
[Colmerauer, 1990].

Exemple 6 (CSP numériques) :

Dans le domaine des grandeurs physiques ol on s’intéresse plus aux domaines
de variation des variables plutot qu’a leur valeur exacte, on utilise I’arithmé-
tique et les techniques de réduction sur les intervalles. Le domaine de calcul
est alors aussi IR mais les contraintes définies sont le plus souvent non li-
néaires. La propriété P utilisée dans ce cas est souvent la B-consistance d’arc
[Lhomme, 1993] (¢cf. définition 60 page 107) ou la boz-consistency [Benhamou
et al., 1994].

2.2 Systemes dynamiques de contraintes

2.2.1 Probléemes dynamiques

Comme nous ’avons rappelé en introduction, de nombreux problémes réels se
modélisent aisément sous forme de contraintes. Mais, bien souvent, ces problemes
sont amenés a évoluer au cours de la résolution. Par exemple, une interface gra-
phique doit maintenir une certaine cohérence suite aux modifications provoquées
par D'utilisateur [Freeman-Benson et al., 1990]). On peut aussi citer les problémes
d’emplois du temps (un professeur a un empéchement, ...), les problémes d’ordon-
nancement de chaines de montage (une machine tombe en panne, ...), les problémes
de CAQ, ...

Ces modifications doivent étre prises en compte immédiatement pour refléter
I’état réel du systéme. L’ensemble des contraintes peut ainsi évoluer tres rapide-
ment. En fait, on peut trouver différents types d’interventions: au cours de la ré-
solution (on parle alors de réactivité car il s’agit plutot de répondre a des stimuli
externes? plutot que de fournir une solution) et aprés la résolution (on parle alors
plus d’incrémentalité).

Pour formaliser ces interventions externes sur le systéme de contraintes, nous
introduisons la notion de configuration.

Définition 8 (Configuration)

Une configuration (A, R) est une partition des contraintes du probléme en deux
sous-ensembles complémentaires: l’ensemble R des contraintes «inactives» (non
prises en compte dans le systéme courant de contraintes) et l’ensemble A des
contraintes actives (appartenant au systéme de contraintes).

2. Ajout/retrait de contraintes.
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A partir de cette notion de configuration, on peut exprimer simplement les
opérations d’ajout et de retrait de contraintes.

Définition 9 (Ajout/retrait de contraintes)
Soit un probléme dont la configuration courante est {A, R).

N

— L’ajout d’une contrainte ¢ consiste a passer de la configuration (A, R) a la
configuration (A U {c}, R\ {c}) si ¢ € R et & la configuration (A U {c}, R)

sinon.

— Le retrait d’une contrainte ¢ consiste a passer de la configuration (A, R) a la

configuration (A \ {c}, RU{c}).

On peut maintenant définir un probléme dynamique.

Définition 10 (Probléme dynamique)
Par analogie avec la définition d’un ¢sP dynamique [Dechter et Dechter, 1988], nous
définissons un probléme dynamique comme étant une suite de problémes différant
P'un de Pautre par I’ajout ou le retrait d’une contrainte.

C’est donc une séquence de configurations déduites les unes des autres par les
opérations présentées dans la définition 9.

Pour «résoudre»> un probléme dynamique, une simple réexécution parait diffi-
cilement envisageable. En effet, la plupart des problémes réels sont des problémes
difficiles et une réexécution peut étre rédhibitoire®.

(’est pourquoi il parait plus raisonnable de mettre a profit 'information accu-
mulée au cours de la résolution du probléme précédent pour prendre en compte une
modification du systéme de contraintes. On peut identifier deux avantages supplé-

mentaires a cette approche :

— la solution que ’on obtient a alors plus de chances d’étre proche de la solution
originelle. En effet, a prior: seules des modifications utiles seront réalisées sur
la solution courante permettant de la modifier le moins possible ;

— les parties de la solution précédente qui n’ont pas lieu d’étre modifiées ne sont
pas recalculées inutilement. Le phénomeéne de «thrashing» est alors évité.

2.2.2 Systeémes réactifs

Nous considérons les systémes servant a résoudre des problemes dynamiques
sous I’angle de la programmation réactive [Harel et Pnueli, 1985; Fages et al., 1995].
Dans une telle optique, un probléeme n’est jamais résolu compléetement puisque ses
spécifications peuvent changer a tout moment. Il est ainsi naturel de chercher a
maintenir une propriété donnée.

Notre notion de P-satisfaisabilité pour un systéme de contraintes s’inscrit alors
parfaitement dans ce cadre. En effet, on ne cherche alors plus une instanciation
vérifiant les contraintes (solution au sens de la définition 2 page 17) mais plutot a
maintenir la propriété P quelles que soient les modifications apportées par ’envi-
ronnement extérieur.

3. On entend ici par résoudre: le maintien de la propriété.
4. En termes de temps de calcul une telle option peut rapidement devenir prohibitive. D’autre
part, la dimension dynamique du probléme traité est complétement perdue dans ce cas.
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2.2.3 Problémes sur-contraints

Dans un systéme réactif, les contraintes arrivent indépendamment les unes des
autres et peuvent étre créées par des événements totalement indépendants. Bien
souvent le systéme de contraintes devient sur-contraint.

Définition 11 (Probléme sur-contraint)
Un probléme est dit sur-contraint pour une propriété P si le systéme de contraintes
le définissant ne vérifie pas la propriété P.

Lorsqu’il est confronté & un probléme sur-contraint, un solveur classique répond
a I'utilisateur qu’il n’existe pas de solution. Cette réponse est vraiment trés pauvre
et souvent préjudiciable. Par exemple, si dans le cadre d’un ordonnancement dyna-
mique, une nouvelle tache est & prendre en compte et qu’aucune solution n’existe,
il n’est pas acceptable que le systéme de résolution réponde simplement : il n’existe
pas de solution. Il est plus intéressant d’étre capable, par exemple, de dire quelle
contrainte ne doit pas étre prise en compte pour permettre ’existence d’une solu-
tion.

Lorsque certaines contraintes d’un probléme ne sont pas prises en compte dans
une solution proposée a l'utilisateur, on parle de relaxation de contrainte. Il s’agit
d’un retrait de la contrainte considérée au sens de la définition 9. D’un point de vue
opérationnel, tous les effets passés de la contrainte relaxée doivent étre supprimés.

Dans la plupart des cas, on ne peut pas simplement relaxer la derniére contrainte
introduite (celle qui a provoqué la contradiction). Dans une application réelle, une
telle contrainte ajoutée au dernier moment est souvent un impératif que 1’on vient de
découvrir et qui ne peut étre écarté. Dans d’autres applications, comme par exemple
la cao, 'ajout de contraintes peut correspondre a une stmulation permettant de
voir évoluer le résultat en fonction de nouvelles contraintes: une telle contrainte ne
peut donc étre simplement ignorée.

Il faut donc étre capable de connaitre 1’avis de 'utilisateur sur les contraintes
ajoutées. C’est pourquoi, on peut introduire des préférences sur les contraintes pour
pouvoir faire des choix de relaxation pertinents du point de vue de "utilisateur. C’est
Putilisateur qui définit ses préférences. Le systéme de résolution se chargera, lui, de
déterminer les contraintes & relaxer pour rétablir la P-satisfaisabilité.

2.3 Prise en compte de préférences

2.3.1 Préférence et hiérarchie

A chaque contrainte du probléme est associée une préférence [Wilson et Bor-
ning, 1993] fournie par I'utilisateur et qui qualifie son souhait de la voir vérifiée.
Ainsi, il y a des contraintes qui sont requises (par exemple, dans un probléme
d’emploi du temps, un professeur ne peut faire cours dans deux endroits au méme
moment) et il y a des contraintes plus ou moins importantes (par exemple, pas plus
de 6 heures de cours dans une méme journée).

Cette préférence peut s’exprimer de maniére symbolique (la préférence est un
élément d’un ensemble prédéfini de symboles) ou numérique (on peut alors parler de
poids ou de force d’une contrainte). L’ensemble des valeurs pouvant étre prises par
les préférences est muni d’une structure d’ordre et éventuellement d’un opérateur
d’agrégation. Plus formellement:

Définition 12 (Préférence)
Soit un ensemble P,.; ordonné. Soit une fonction p : C = P,.;. Pour une contrainte
¢ € C, p(c) est appelé la préférence associée a c.



2.4 Résolution d’un systeme de contraintes sur-contraint 21

On peut définir un opérateur @ permettant d’étendre p aux ensembles de
contraintes de la fagcon suivante:

vCec, p(0)=Pre)

ceC

Le regroupement des contraintes par niveau de préférence définit ce que Wilson
et Borning [1993] appellent une hiérarchie de contraintes.

2.3.2 Solution pour une hiérarchie

Une H-solution, pour un probléme et une hiérarchie donnés, est une instancia-
tion de chacune des variables apparaissant dans les contraintes de la hiérarchie. Une
telle solution respecte plus ou moins les contraintes du probleme. Notons que dans
les travaux de Wilson et Borning [1993], ne sont considérées que les H-solutions
vérifiant les contraintes requises®.

Il existe différentes facons d’apprécier la vérification d’une contrainte. On peut
prendre une approche simple (c’est celle que nous conserverons tout au long de ce
travail) et dire qu’une contrainte est vérifiée ou qu’elle ne I’est pas. On peut aussi
définir une notion de distance entre 1’état courant des domaines des variables et
I'idéalité que représente la vérification de la contrainte permettant ainsi de forma-
liser une notion de contrainte plus ou moins vérifiée.

2.3.3 Préférences et Interactivité

Il n’est pas toujours possible de connaitre a priori toutes les préférences que
I'utilisateur accorde aux contraintes du probléeme. En effet, il peut y avoir un tres
grand nombre de contraintes ou bien une préférence peut dépendre totalement du
contexte de résolution. La préférence accordée a une contrainte peut ainsi étre mo-
difiée au cours du temps®.

C’est pourquoi, un systéme interactif 7, ne faisant appel a I'utilisateur qu’en cas
de nécessité, a son intéret. Ainsi, il serait possible de demander a 'utilisateur de
définir ses préférences sur de petits sous-ensembles de contraintes® ce qui parait
plus raisonnable que de toutes les demander avant de démarrer la résolution ou a
chaque fois qu’une nouvelle contrainte est introduite.

2.4 Résolution d’un systeme de contraintes sur-
contraint

La résolution d’un systéme de contraintes sur-contraint suppose la recherche
d’une configuration vérifiant «au mieuz» la propriété P.

2.4.1 Configuration et propriété maintenue

A une H-solution correspond une configuration. Pour un systéme de contraintes,
nous nous intéresserons en fait plus au concept de configuration qu’au concept de

5. Nous revenons sur ces travaux dans le chapitre 3.

6. On peut considérer le cas d’une contrainte donnée comme peu importante au début de la
résolution pour se rendre compte en cours de résolution qu’elle doit étre impérativement vérifiée.

7. Résolution réalisée en lien permanent avec l'utilisateur.

8. En particulier, des sous-ensembles provoquant une contradiction. Cela permet ainsi de cir-
conscrire la demande d’information aux contraintes pertinentes.
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H-solution de la méme maniére que nous nous intéressons plus a la vérification d’une
propriété P donnée plutot qu’au calcul d’une solution au sens usuel du terme.

Définition 13 (P-satisfaisabilité d’une configuration)
Une configuration (A, R) est P-satisfaisable si et seulement si la propriété P est
vérifiée par ’ensemble A des contraintes actives de la configuration.

Exemple 7 (Pqc-satisfaisabilité) :

Pour un csp donné, une configuration (A, R) sera Pq.-satisfaisable si apres
filtrage par consistance d’arc des domaines des variables par les contraintes
de A, aucun de ceux-ci n’est vide.

Une configuration qui n’est pas P-satisfaisable est dite P-contradictoire.

2.4.2 Comparateurs

En utilisant la hiérarchie de contraintes définie par les préférences de 'utilisateur,
on peut vouloir comparer deux configurations pour préciser celle qui est préférée.

Nous étendons la notion de comparateur de solutions de Wilson et Borning
[1993] & la notion de comparateur de configurations.

Définition 14 (Comparateur)

Un comparateur C,,, est une relation d’ordre partiel sur les configurations. On
notera Cop, (C1, Cs) si la configuration C est préférée & la configuration C'y selon
le comparateur Copp.

On pourra faire correspondre un opérateur infixé & un comparateur donné pour
faciliter la lecture des comparaisons.

Notons que si le comparateur n’est défini que sur 'une des deux parties de la
configuration, une connaissance partielle des préférences suffit.

On a les propriétés suivantes :

— la configuration (C, @) pour un probleme dont I’ensemble des contraintes est
C' est I’élément maximal pour tout comparateur Coppp 1.6

VCOWP ’ V<A’ R>’ Comp(<c’ ®>’ <A’ R>)

— I’élément minimal pour tout comparateur C,p,p est bien évidemment la confi-
guration (&, C'Y pour un probléme dont ’ensemble des contraintes est C' i.e.

YComp, YA, RY, Comp({A, R), (3, C))

Nous donnons trois exemples de comparateur : Crpp et Copp définis par Wilson
et Borning [1993] et Chint un comparateur défini par Schiex [1992].

Pour ces exemples, nous considérerons que plus le poids est faible, plus la
contrainte est importante®. Ainsi, les niveaux de la hiérarchie sont décroissants
en importance. Pour un ensemble 12 de contraintes, on notera Ry la restriction
de R aux contraintes de niveau ¢ dans la hiérarchie. Soient C; = (A1, Ry) et
Cy = (As, Ra) deux configurations.

9. Cette position sur le poids des contraintes est celle choisie par Borning et al.. Nous préférons
utiliser une vision inverse qui rend bien la notion de poids. Ainsi, pour nous, plus le poids est
faible, moins la contrainte est importante.
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Exemple 8 (Comparateur LPB) :

CLpp est un comparateur utilisé par Wilson et Borning [1993]. Cest le com-
parateur locally-predicate-better. Ce comparateur est défini de la fagon sui-
vante :

Définition 15 (Comparateur CrLpp)

dk > 0 tel que
CLPB(Cl,CQ) = Vi < k, Rl[z] = RQM
Ry & Ry,

Dans le cas de CLpp, la comparaison se fait donc contrainte par contrainte.

Exemple 9 (Comparateur GPB) :

Cgpp est un comparateur utilisé par Wilson et Borning [1993]. C’est le com-
parateur globally-predicate-better. Ce comparateur est défini de la fagon sui-
vante :

Définition 16 (Comparateur Capp)

dk > 0 tel que
Caprp(C1,C2) = | Vi <k, |R1[l]| = |R2[l]|
|R1[k]| < |R2[k]|

La différence par rapport a Crpp tient dans le fait que la comparaison entre
les deux configurations ne se fait plus contrainte par contrainte mais niveau
par niveau en considérant le nombre de contraintes relaxées par niveau.

Exemple 10 (Comparateur MM) :
Il s’agit d'un comparateur défini pour traiter les csp possibilistes [Schiex,
1992] (M M pour maz-min) et que nous utiliserons par la suite.

Définition 17 (Comparateur Chin)

dk > 0, tel que
Cum(Cr, C2) = | ViSh, By = Ropy = @
Ry =GN Ropyy # @

Le critére de ce comparateur peut s’exprimer: la plus importante des
contraintes relaxées dans () est moins importante que la plus importante
des contraintes relaxées dans Cs.

Proposition 1
Cnvim est un comparateur.

> Preuve : Il s’agit bien d’une relation d’ordre partiel. <

Proposition 2

VC1, Cy, Cam(Ch, Cs) = Crps(Ch, C)
VCh, Cy, Cvim(Ch, C2) = Capr(Ch, Co)

> Preuve : C’est une conséquence directe des définitions des trois compa-
rateurs. <
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2.4.3 Solution pour un probléme sur-contraint

On peut maintenant définir une notion de solution pour un probléme sur-con-
traint.

Définition 18 (C-solution)

Soit un comparateur C et une propriété P donnés. On appelle Cp-solution
d’un probléeme sur-contraint, une configuration P-satisfaisable maximale pour le
comparateur C'.

10

Dans la suite de cette thése, nous nous intéressons donc a la recherche d’une
C'p-solution pour un probléme donné.

2.5 Le cadre du travail: un systeme de relaxation
de contraintes

Nous définissons un systéme de relaxation de contraintes comme un sys-
teme capable de trouver une Cp-solution a partir d’une configuration P-contradic-
toire pour un probléme donné.

Nous désirons lutter contre le «thrashing» en cas de relaxation de contraintes et
nous nous proposons de ne pas supposer I’ensemble des préférences complétement
défini lors de la mise en place des contraintes.

Définition 19 (Systéme de relaxation de contraintes)
Soit un ensemble C de contraintes. Soit une propriété P définie sur les contraintes
de C. Soit un comparateur Cop,p donné.

Soit Cy une configuration P-contradictoire. Un systéme de relaxation de con-
traintes (SRC) peut alors étre défini comme un opérateur sur les configurations tel
que : SRC(C) soit une configuration P-satisfaisable, maximale au sens du compa-
rateur Comp 1.€. une Compp—solution.

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous présentons un cadre général pour
les systémes de relaxation de contraintes dont nous étudierons trois instances: ré-
solution de contraintes linéaires sur les rationnels, résolution de contraintes quel-
conques sur les domaines finis (CSP) et résolution de contraintes quelconques sur les
réels par propagation d’intervalles («CSP numériques»).

10. ou plus simplement C-solution lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur P.
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ANS CE CHAPITRE, nous présentons un état de ’art recouvrant diverses pro-
blématiques. Dans un premier temps, nous nous intéressons a la résolution
des problemes dynamiques. Ensuite, nous présentons une synthése des travaux sur
la relaxation de contraintes pour les problémes statiques et nous concluons sur la
relaxation de contraintes pour les systémes dynamiques.
Nous supposerons le lecteur familiarisé avec les concepts généraux concernant
la Programmation Logique avec Contraintes (PLC) et les Constraint Satisfaction
Problems (csP).

3.1 Systemes de Maintien de Déduction

Le maitre mot du traitement des probléemes dynamiques est ’incrémentalité. Le
but est d’éviter autant que possible le phénomeéne de thrashing. Pour cela, la plupart
des méthodes que nous allons discuter sont basées sur 'utilisation d’un mécanisme
d’enregistrement : les systémes de maintien de déduction (DMSs).

La plupart des DMS sont basés sur les systemes de maintien de vérité Truth
Maintenance Systems (TMs). Ils ont été introduits par Doyle [1979]. Les T™Ms sont
utilisés dans différentes situations [Forbus et de Kleer, 1993]:

— identifier les suppositions réalisées ou les faits introduits ayant conduit aux
conclusions faites par un solveur de problemes;

— se sortir d’une impasse lors d’une recherche ;

— maintenir un cache des inférences réalisées pour éviter un phénomene de thra-
shing ;

— guider le backtrack pour éviter de partir dans des branches non productives
(que I’on peut identifier grace aux informations enregistrées) ;

— faire du raisonnement par défaut.

La philosophie TMS vise & partager le travail d’un solveur de probléeme en deux
parties (cf. figure 3.1): une partie inférentielle et le T™Ms & proprement parler qui
prend en charge tout ce qui concerne la véracité des faits considérés et gere les
hypotheses tenues.

Pendant la résolution, le moteur d’inférences et le TMS interagissent continuel-
lement suivant un protocole bien défini. Chaque inférence réalisée est transmise au
TMS en tant que justification. Ces justifications enregistrées par le TMS permettent
alors de:

— générer des explications en les tracant ;

— remonter le systéme de justifications pour identifier la source d’une contra-
diction ou d’une inconsistance ;

justifications

hypotheses
—’-
Moteur
TMS
d’inférences
-~

croyances

contradictions

Fra. 3.1 — Fonctionnement d’un TMS
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— controler la recherche de solution en tenant compte du passé.

Une chose difficile & réaliser avec les TMS est ce qu’on appelle le changement
de contexte i.e. faire évoluer au moindre cout la véracité des déductions réalisées
lorsqu’une ou plusieurs hypotheéses sont remises en cause. C’est pourquoi ont été in-
troduits les ATMS (Assumption-based Truth Maintenance Systems) [de Kleer, 1986a;
de Kleer, 1986b; de Kleer, 1986¢]. Dans un ATMS, on associe non seulement des jus-
tifications & des déductions mais on utilise aussi la notion d’étiquettes: ’ensemble
des conjonctions d’hypotheéses permettant de déduire une déduction donnée.

Le probleme de ces approches est leur trés grande consommation en espace
puisque toutes les informations pouvant étre tirées d’un probléme donné sont conser-
vées.

Citons les travaux de Roos [1994] qui proposent un mécanisme d’enregistrement
d’informations dans le cadre d’une résolution et qui vont dans le sens de ’adaptation
des techniques ATMS pour la résolution de csp.

La plupart des systémes que nous verrons dans la section suivante utilisent des
versions simplifiées des TMS ou des ATMS. Ces simplifications permettent d’obtenir
des systémes d’enregistrement utilisables pour la résolution de problémes consé-
quents. On parle alors plus de systémes de maintien de déduction : ils permettent
de conserver des justifications pour des informations déduites au cours de la réso-
lution (échecs, retrait de valeur, ...).

3.2 «Apprentissage» pour les problemes dynami-
ques

Pour produire un systéme efficace de résolution de probléemes dynamiques et
en particulier pour étre incrémental et éviter le thrashing, 1l faut étre capable de
déterminer des responsabilités pour les actions réalisées lors de la résolution (retrait
de valeur dans le domaine d’une variable, suppression d’une portion de I'espace de
recherche, ...). C’est ce que nous appelons ici «apprentissage».

3.2.1 Une premiere approche: les oracles

Van Hentenryck [1989] propose d’utiliser ce qu’il appelle un oracle pour réaliser
un systéeme incrémental de satisfaction de contraintes.

L’idée est de stocker lors de la résolution, le chemin emprunté pour faire la
démonstration.

— Lorsqu’une contrainte est ajoutée, définissant ainsi un probleme P; déduit du
probléme précédent P;_1, la méthode consiste & utiliser 'oracle calculé pour
le probleme P;_; pour résoudre le probleme P jusqu’a ce qu’une contradiction
soit rencontrée. Ainsi, la résolution ne recommence pas au début évitant ainsi
une partie du thrashing.

— Lorsqu’une contrainte est retirée, on utilise ’oracle ayant servi a résoudre le
probleme P; (probléme le plus récent ne contenant pas la contrainte retirée).
On peut aussi utiliser un oracle heuristique, 1’oracle du probléeme précédent
mais des précautions doivent étre prises car cet oracle peut laisser passer des
solutions.

Cette approche ne propose pas une analyse fine lors de la réexécution. Il s’agit
plus d’une démarche heuristique.
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3.2.2 Maintien d’arc-consistance

Les algorithmes DNAC4 [Bessiere, 1991] et DNaAC6 [Debruyne, 1995] sont des
extensions des algorithmes classiques d’arc-consistance Ac4 [Mohr et Henderson,
1986] et AC6 [Bessitre et Cordier, 1993; Bessicre, 1994] qui permettent de gérer des
systemes dynamiques de contraintes.

Pour mener & bien un retrait efficace de contraintes, ces deux algorithmes en-
registrent des informations au fur et & mesure de la résolution pour connaitre les
effets d’une contrainte. Ils utilisent la notion de justification : la contrainte qui a
un moment donné est responsable du retrait d’une valeur dans le domaine d’une
variable.

Ces informations sont alors utilisées pour déterminer quels sont les retraits de va-
leur qui dépendent directement ou indirectement (par propagation) de la contrainte
retirée. Ensuite, de tels retraits étant susceptibles d’étre réalisés (justifiés) d’une
autre maniere, 1l faut rétablir la cohérence.

Citons l’algorithme Ac|DC proposé par Neveu et Berlandier [1994] qui n’utilise
pas de systéme d’enregistrement et donc ne travaille que sur les contraintes du
probléme. Cette approche a été proposée pour réduire la complexité des autres
algorithmes (DNAC4 et DNACB). En fait, ce gain en espace se paye par une complexité
en temps sensiblement augmentée.

Le tableau 3.1 donne les complexités spatiales et temporelles de ces trois al-
gorithmes (n variables de domaine de taille maximum d sur lesquelles portent e
contraintes). On trouve une comparaison expérimentale de ces trois approches dans

[Debruyne, 1995].

DNAC4 DNAC6 Ac|pc
Complexité spatiale O(ed? +nd) O(ed+nd) Ofe+ nd)
Complexité temporelle O(ed?) O(ed?) O(ed?)

TaB. 3.1 — Complexités au pire pour des algorithmes d’arc-consistance dynamiques

3.2.3 Diagnostic d’échec

Sans parler de relaxation de contraintes,; il existe un certain nombre de travaux
sur le diagnostic de systéme sur-contraints comme par exemple les techniques de
backtrack intelligent [Sola, 1995; de Backer et Béringer, 1991b; Prosser, 1993] dans
le cas général ou les travaux de Béringer et de Backer [1990] ou de Chinneck et
Dravnieks [1991] sur les systémes de contraintes linéaires sur les rationnels.

Dans un cadre général, Sola [1995] recommande de maintenir une structure per-
mettant de définir la notion de graphe de dépendance des liaisons qui enregistre des
informations liées a chaque unification réalisée dans un systéme de programmation
logique. Ces informations permettent alors d’identifier avec précision des liaisons
(unifications) responsables d’un échec et par la-méme de réaliser un backtrack in-
telligent.

Dans d’autres cas [Holzbaur et al., 1996), le solveur lui-méme est capable de
fournir les explications nécessaires a un backtrack intelligent. C’est le cas lors-
qu’on utilise un algorithme de type simplexe pour résoudre des systemes linéaires
de contraintes sur les rationnels. Nous y reviendrons dans le chapitre 5.

3.2.4 PLC réactive sur les domaines finis

Fages et al. [1998; 1995] ont proposé un cadre général pour la PLC réactive
sur les domaines finis. Ce cadre général est basé sur la transformation d’arbres de
résolution CSLD permettant ainsi d’utiliser le plus possible les calculs réalisés. Les



3.2 « Apprentissage» pour les problémes dynamiques 29

opérateurs de transformation définis permettent ainsi de traiter de I’ajout/retrait
de contraintes et de I’ajout/retrait d’atomes dans un programme PLC.

D’un point de vue opératoire, Sola [1995] présente une méthode de backtrack in-
telligent et de maintien de déduction dans un cadre PLC(FD). La méthode proposée
ne permet pas de résoudre des probléemes sur-contraints. Elle permet par contre de
prendre en compte efficacement des opérations d’ajout et de retrait de contraintes.
D’ailleurs, si le systéme de contraintes obtenu est contradictoire !, la méthode pro-
posée permet de revenir & un systeme satisfaisable et & ne recommencer un calcul
que sur des contraintes devant étre remises en cause.

Sola associe & chaque variable, un ensemble de contraintes responsables des
modifications sur le domaine de cette variable définissant ainsi un graphe de dépen-
dance entre contraintes. Ces informations permettent de reconstituer I’historique
des modifications du domaine. Ainsi, lorsqu’un domaine devient vide a cause d’une
contrainte donnée, il est facile de déterminer a partir des valeurs retirées par cette
contrainte quelles informations remettre en cause.

D’autre part, les informations recueillies par le systéme présenté dans [Sola,
1995] permettent de ne pas recommencer complétement la résolution lorsqu’une
contrainte est remise en cause. En effet, il n’y a pas besoin de défaire ce qui est
indépendant de la contrainte supprimée. Lors d’un retrait, les informations enre-
gistrées (le graphe de dépendance entre contraintes) permettent de connaitre les
points de choix qui peuvent étre conservés. En particulier, sur les domaines finis,
ces informations permettent de déterminer des valeurs qui avaient été écartées et
qui peuvent revenir dans le domaine des variables. A ce stade, Sola propose de
rétablir I’arc-consistance en activant les contraintes sur les domaines ainsi élargis.
Il signale que son implémentation ne tirerait pas profit de la connaissance précise
des valeurs réintroduites comme savent le faire des algorithmes comme DNAC4 par
exemple (ef. section 3.2.2).

D’une maniére générale, les idées présentées dans [Sola, 1995] nous paraissent
fondamentales pour la relaxation de contraintes : pouvoir identifier un ensemble de
contraintes responsables d’un conflit et pouvoir ne pas recommencer la résolution
au début lorsqu’une contrainte est retirée.

De notre point de vue, cette approche est améliorable selon trois axes:

— La limitation de la recherche de responsabilité a un sous-ensemble des valeurs
retirées? (sur la variable provoquant la contradiction) ne nous parait pas adap-
tée a la relaxation de contraintes. En effet, des retraits de valeurs beaucoup
plus anciens peuvent étre dus & des contraintes peu importantes dont la re-
laxation permettrait alors de libérer le domaine de la variable considérée. Il
est possible de ne pas se limiter aux derniéres opérations sur un domaine pour
rechercher des causes de conflit.

— Dans le cas de la relaxation, i1l nous semble qu’il est nécessaire, d’une part,
d’enregistrer des informations plus précises (au niveau des valeurs retirées et
non pas simplement au niveau des variables) et, d’autre part, d’utiliser ces
informations pour réaliser une relaxation de maniére plus efficace.

1. Dans un systéme PLC le systéme de contraintes n’est pas unique: il peut y avoir des points de
choix sur la mise en place des contraintes. Ainsi, il est possible obtenir un systéme de contraintes
contradictoire et d’en trouver un autre qui soit satisfaisable. Par contre, il n’y a pas de notion
de préférence sur les contraintes: toutes les combinaisons de contraintes acceptables pour le pro-
gramme sont équivalentes.

2. En effet, Sola [1995] limite la recherche de responsabilités sur le «clash sous-domaine» : sous-
ensemble des valeurs de la variable dont le domaine est vide qui ne sont pas compatibles avec
la contrainte ne pouvant plus étre vérifiée. Le but étant de trouver une affectation satisfaisant
toutes les contraintes, cette recherche sur un sous-ensemble suffit. Notons qu’en pratique, du fait
du systéme d’explication employé, la recherche de responsabilité sera réalisée sur toutes les valeurs
retirées dans le domaine de la variable concerncée.
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— L’approche proposée ici ne prend pas en compte les préférences de 'utilisa-
teur et se contente donc de trouver un ensemble de contraintes réalisables. A
notre avis, il est possible de prendre en compte ces préférences dans un cadre
dynamique tout en conservant les propriétés de cette approche.

3.3 Relaxation de contraintes sur les problemes
statiques

Comme le signale Jampel [1996], il existe plusieurs fagons d’affaiblir (relaxer) un
probléme sur-contraint pour qu’il devienne soluble. Il est ainsi possible de modifier
la structure méme du probléme en introduisant par exemple des préférences sur les
contraintes. C’est I’approche choisie par des systémes tels que HOLP (Hierarchical
Constraint Logic Programming) [Borning et al., 1989] (section 3.3.1).

Une autre possibilité est de modifier la sémantique des contraintes. 1l s’agit
alors d’ajouter des possibilités a une contrainte : on parle alors d’affaiblissement de
la contrainte plutot que de relaxation.

Exemple 11 (Affaiblissement d’une contrainte) :
Considérons les variables X et Y sur lesquelles porte la contrainte X > Y.
Une facon d’affaiblir cette contrainte est d’ajouter un couple (z,y) tel que
y > x a la liste des couples autorisés pour la contrainte.

Ce genre d’affaiblissement est pris en compte dans le schéma pcsp (Partial
Constraint Satisfaction Problems) [Freuder, 1989] (section 3.3.2).
Il existe d’autres approches que nous présentons brievement sections 3.3.3 et 3.3.4.

3.3.1 Hierarchical Constraint Logic Programming

L’approche Hierarchical Constraint Logic Programming (HCLP) joue un role cen-
tral dans la communauté PLC [Jampel, 1996].

Le cadre général

L’approche HcLP ([Borning et al., 1989; Wilson et Borning, 1993]) est une ex-
tension du cadre de la PLC aux expressions de préférences sur les contraintes.

Nous avons déja vu dans le chapitre précédent les principaux concepts de cette
approche : préférence, comparateur et H-solution.

D’une maniere plus formelle, Borning et al. définissent deux ensembles de solu-
tions : ensemble Sy des solutions pour les contraintes requises et I’ensemble S des
solutions pour la hiérarchie définie a partir de Sy et d’un comparateur donné better.

S={01]6 € Sy A¥Yo € Sy, ~better(c, )}

Sémantique opérationnelle

Une clause HCLP est de la forme:

p(t) - (h(t)’ : "an(t)allcl(t)’ : "alncn(t)'

ol t est une liste de termes, p,q1, ..., ¢m sont des symbole de prédicat et l1¢1 (1),
<o Inen(t) sont des contraintes étiquetées par leur préférence. Un programme HCLP
est une liste de telles clauses et une requéte est un multi-ensemble d’atomes.

Les requétes sont exécutées comme en PLC excepté que les contraintes non re-
quises ne sont pas prises en compte et simplement accumulées 3. Une fois la requéte

3. Les contraintes ne servent alors qu’a posteriori, ce qui n’est pas totalement compatible avec
la philosophie PLC.
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complétement exécutée, la hiérarchie des contraintes non requises accumulées jus-
qu’a présent est utilisée pour raffiner les domaines des variables.

Mise en ceuvre

L’approche HCLP (D, C) est paramétrée par le domaine de calcul D et par le com-
parateur C' utilisé pour résoudre la hiérarchie ¢.e. renvoyer un élément de ’ensemble
S des meilleures solutions.

Un interpréte trés simple pour HCLP (R, Cppp) est proposé par Wilson et Borning
[1993]. Cet interprete fonctionne en deux phases : dans un premier temps, seules les
contraintes requises sont introduites dans le systéme et les contraintes de préférence
sont accumulées. Dans un second temps, la hiérarchie de contraintes ainsi obtenue
est résolue. Plus précisément, les contraintes sont introduites par niveau d’impor-
tance (de la plus importante & la moins importante) lorsque cela est possible jusqu’a
ce qu’il n’y ait plus de contraintes ou que celles qui restent soient vérifiées (par les
domaines courant des variables) ou contradictoires* avec les contraintes actives.

Cet interprete ne fonctionne donc que si le comparateur utilisé est le compara-
teur Cpp et que les préférences associées aux contraintes du probléme sont connues
a ’avance. En effet, seul le comparateur Cppp peut étre ainsi optimisé incrémenta-
lement par parcours de la hiérarchie et sans retour arriere. Notons que ’ajout d’une
nouvelle contrainte (si elle provoque une contradiction) remet en cause la solution
courante et demande une nouvelle résolution (pouvant reprendre complétement de-
puis le début ®). De plus, on doit savoir aprés chaque introduction de contrainte si
le systéme obtenu est soluble et donc I’approche proposée n’est réalisable que pour
des solveurs garantissant la consistance globale aprés chaque ajout de contraintes
(c’est possible sur les réels ou les rationnels en prenant en compte des contraintes li-
néaires). Ainsi, de Backer et Béringer [1991a] proposent une implémentation efficace
du cadre HCLP pour les rationnels.

Limitations

Les approches de type HCLP présentent donc trois types d’inconvénients :

— Elles demandent la connaissance compléte du systéme de contraintes et des
préférences associées a celles-ci avant la résolution.

— Elles ne sont pas adaptées au cas dynamique. Elles ne savent pas tirer profit
du passé.

— La plupart des mises en ceuvre proposées n’utilisent pas de maniére active les
contraintes de préférence. Celles-ci sont simplement utilisées en guise de test.
Ceci ne nous parait pas vraiment compatible avec la philosophie contraintes.

3.3.2 Partial Constraint Satisfaction Problems

Le cadre général

Freuder [1989] a proposé un cadre pour le traitements des CSP sur-contraints.
Un Partial Constraint Satisfaction Problem (PCsP) est un triplet :

(P, (PS5, <), (M, (N,5)))

4. Cette contradiction est constatée sans calcul. L’état courant des domaines des variables ne
permet pas de vérifier la contrainte testée.

5. Considérons le cas de I’absence soudaine d’un professeur pour un probléme d’emploi du temps,
cette derniére contrainte est une contrainte requise puisqu’elle ne peut étre relaxée. Une résolution
utilisant les techniques d’'HCLP demande donc de tout reprendre au début.

6. Dans le cas des domaines finis, il faudrait alors nécessairement énumérer. On résoudrait alors
a chaque étape un probleme difficile.
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ou:

— Pestun osp i.e. un triplet (V, D, C) ol V est un ensemble de variables, D I’en-
semble des domaines associés a ces variables et (' un ensemble de contraintes,

— PSS est un ensemble de problémes (cspPs) et «<» un ordre partiel sur PS,

— M est une métrique sur PS5,

(N, S) sont des bornes nécessaires et suffisantes sur la distance entre un pro-
bleme P-satisfaisable dans PSS et le probleme donné P.

Une solution pour un PCSP est un probléme P’ de PS possédant une instan-
clation satisfaisant toutes ses contraintes et tel que la distance de P & P’ selon M
est inférieure & N. Une solution sera dite suffisante si la distance est inférieure ou
égale a S. Ces bornes sont utilisées lors d’une recherche arborescente. Une solution
optimale est une solution pour laquelle la distance & P est minimale.

Recherche de solution

La relation d’ordre la plus utilisée est celle qui consiste & compter le nombre de
contraintes vérifiées. Une telle instance de PCSP est appelée MaxCsP.

De nombreux résultats ont été publiés concernant MaxcspP [Wallace et Freuder,
1996; Wallace, 1996]. Les méthodes utilisées sont basées sur une recherche arbores-
cente dans l'espace PS.

On constate dans ce dernier cadre ’absence du traitement des préférences. Sinon,
comme pour HCLP on retrouve la nécessité de connaitre a I’avance a la fois ’ensemble
des contraintes du probléme et les préférences associées a ces problemes. De plus, 1a
encore, les démarches retenues ne sont pas adaptées au cas dynamique: elles sont
peu incrémentales.

3.3.3 Cadres généraux pour la relaxation

Dans le domaine des csP, les approches proposées étendent toutes d’une cer-
taine maniere le cadre classique que ce soit en intégrant des préférences sur les
contraintes, des couts ou des probabilités. Chaque extension utilise des opérateurs
mathématiques particuliers (4, max) pour agréger les violations de contraintes en
vue de comparaisons ultérieures.

Deux cadres généraux permettant de généraliser toutes ces extensions ont été
proposés : 'un basé sur les semi-anneaux [Bistarelli et al., 1995] et I'autre basé sur un
monoide commutatif totalement ordonné [Schiex, 1992; Schiex et Verfaillie, 1995].

Dans le dernier cas, il s’agit du cadre dit des csp valués (vcsp). Dans [Schiex
et Verfaillie, 1995], les auteurs présentent des extensions aux vcsp des algorithmes
classiques (backtrack, forward-checking, ...) de résolution de csp.

Les liens entres les deux approches ont été présentés dans [Bistarelli et al., 1996].

Ces approches nécessitent que ’ensemble des contraintes soient connues a ’avan-
ce, de meéme que les valuations associées. Elles ne sont pas non plus incrémentales.

3.3.4 Autres approches

Les travaux de Fages, Fowler et Sola [Fages et al., 1994; Fowler, 1993; Fages,
1993] utilisent une recherche arborescente en intégrant les contraintes de préférences
dans la fonction objectif cherchant ainsi a optimiser cette fonction.

On trouve dans [Jampel ef al., 1996] une récapitulation d’autres approches.
Citons en particulier Bouquet et Jégou [1996] qui utilisent des 0BDD (Ordered
Binary Decision Diagrams) pondérés comme structure de donnée permettant de
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coder 'aspect dynamique d’un probleme mais la complexité spatiale obtenue est
exponentielle.

3.4 Relaxation de contraintes sur les problemes
dynamiques

Dans cette section, nous nous intéressons aux travaux liés aux ajouts/retraits
de contraintes dans les systémes dynamiques de contraintes.

3.4.1 Instance «incrémentale» de HCLP : le systéme IHCS

Le systéme 1HCS (Incremental Hierarchical Constraint Solver) proposé par Me-
nezes [Menezes et al., 1993; Menezes et Barahona, 1996] a pour but de fournir des
solveurs de hiérarchie incrémentaux en vue d’une utilisation dans le cadre HCLP.
En fait, il ne s’agit plus vraiment d’un systéme HCLP puisque seuls les concepts
de base sont utilisés et que la vision opérationnelle proposée par Borning n’est pas
respectée.

L’approche proposée par IHCS est une technique d’exploration d’un espace de
configurations. Une configuration” est un triplet (AS ¢ RS @ US) de contraintes
actives (AS), relaxées (RS) et a traiter (US). Les contraintes ne sont pas alors trai-
tées forcément selon leur ordre d’arrivée dans le systéme. Le choix d’une contrainte
a intégrer depuis ’ensemble U S est laissé au libre choix de I'implanteur.

Afin, de limiter ’exploration de 1’espace de recherche & une petite partie, Me-
nezes et al. utilisent la notion de dépendance entre contraintes®.

Définition 20 (Dépendance entre contraintes)
Une contrainte ¢, dépend d’une contrainte ¢, si et seulement si ¢;, a retiré une valeur
dans le domaine d’une variable qui apparait dans c,.

Lorsqu’une contradiction est identifiée, c’est qu’au moins une contrainte n’est
plus vérifiée. Ainsi, on peut limiter la recherche d’une configuration optimale aux
configurations définies a partir des contraintes dont dépend la contrainte en échec.

Plus précisément, un ordre total est défini sur les configurations déterminées a
partir du sous-ensemble des contraintes du probléme dont dépend la contrainte en
échec. Ensuite, la recherche est réalisée suivant cet ordre jusqu’a ce que soit trouvée
une configuration satisfaisante.

Le changement de configuration est en fait réalisé par backtrack standard. Tout
ce qui a été calculé entre I'instant d’introduction de la contrainte relaxée et 'instant
de sa relaxation est compléetement remis en cause. Il n’évite donc pas le phénomene
de thrashing pendant le traitement d’un retrait de contrainte.

Cette approche, bien que nommée incrémentale, ne I’est pas totalement. Pour les
retraits de contraintes, on ne retrouve pas 'incrémentalité que ’on a pour I'ajout.
En effet, le retrait est réalisé par backtrack sans tenir compte de ce qui s’est passé
entre 'introduction de la contrainte & relaxer et 'instant de sa relaxation.

De plus, on peut d’ores et déja constater que la notion de dépendance entre
contraintes pourrait étre rendue plus précise permettant ainsi de circonscrire la
recherche & un plus petit ensemble de configurations. On peut en effet préférer
travailler sur les valeurs des variables permettant alors de préciser finement les liens
entre les contraintes et les variables.

7. Notre notion de configuration n’a pas besoin de tenir compte des contraintes & introduire.
8. C’est le méme systéme de dépendance que celui utilisé par [Fages et al., 1995; Sola, 1995] (cf
section 3.2.4).
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Néanmoins, signalons les travaux récents de Holzbaur et al. [1996] qui proposent
une adaptation efficace (nous proposons quelque chose de trés similaire chapitre 5)
de la philosophie 1HCS au cas des contraintes linéaires sur les rationnels.

3.4.2 Propagation locale

Si on se limite aux contraintes dites fonctionnelles?, on peut appliquer des tech-
niques de propagation locale [Trombettoni, 1997). Les modifications sur les valeurs
des variables sont alors propagées simplement en utilisant les méthodes.

L’utilisation de telles techniques permet alors de proposer des systémes incré-
mentaux capables de résoudre des probléemes sur-contraints dans le cadre d’HCLP.

Ainsi, Palgorithme DeltaBlue [Freeman-Benson et al., 1990] permet de traiter
par propagation locale des systéemes de contraintes fonctionnelles simples (variable
de sortie unique) dont le graphe de dépendance est sans circuit. Depuis, une ex-
tension a été proposée : ’algorithme SkyBlue [Sannella, 1993] qui permet de traiter
les contraintes fonctionnelles a sorties multiples et dont le graphe de dépendance
contient des circuits. Ces deux algorithmes sont congus pour fonctionner avec le
comparateur C1pp.

Le systtme Houria [Bouzoubaa et al., 1995] permet de calculer une solution
respectant d’autres comparateurs. Par contre, le systéme de contraintes résolu doit
étre sans circuit.

L’utilisation de la propagation locale pour des contraintes non fonctionnelles a
conduit au systéme Indigo [Borning et al., 1996]. Ce systéme permet de traiter des
contraintes d’inégalité (# < y) en utilisant une sorte de propagation d’intervalles.
Malheureusement, les auteurs signalent qu’ils n’ont pu proposer une version incré-
mentale de cet algorithme. Ceci est du au fait que jusqu’a maintenant il n’existe
pas de proposition de systéme incrémental sur les intervalles dans la littérature.

Citons enfin les travaux théoriques présentés dans [Haselbock et al., 1993] qui
proposent un cadre formel pour les techniques de réparation de solution dans le cas
d’une solution ne respectant pas I’ensemble des contraintes d’un probléme.

3.4.3 «Précurseurs» de la relaxation de contraintes

Pour résoudre les ¢sP, une phase d’énumération est nécessaire. Une recherche
utilisant le backtrack standard n’est pas efficace, c’est pourquoi différents algo-
rithmes ont été proposés pour "améliorer. Ces algorithmes utilisent un mécanisme
d’«apprentissage 1V».

Nous présentons ’algorithme Dynamic Backtracking [Ginsberg, 1993] de re-
cherche de solution dans un ¢sp. Pour introduire cet algorithme, nous utilisons,
comme le font Verfaillie et Schiex [1995], deux autres algorithmes précurseurs (Con-
flict Directed Backjumping [Prosser, 1993] et Nogood Recording [Schiex et Verfaillie,
1994] version étendue de [Schiex et Verfaillie, 1993]). Dans leur article, Verfaillie
et Schiex proposent des versions dynamiques de Nogood Recording et Dynamic
Backtracking. Tout simplement, les informations enregistrées sont conservées d’une
résolution a ’autre car ces algorithmes se prétent bien & ce partage. Nous nous
contenterons d’une présentation des versions statiques de ces algorithmes.

9. Définies par l'intermédiaire de méthodes permettant de calculer la valeur d’une variable
connaissant les valeurs des autres variables. Il s’agit des contraintes bijectives au sens de [David,
1994]. On trouvera un état de I’art sur la propagation locale dans [Trombettoni, 1997].

10. 1l ne s’agit pas la de 'apprentissage au sens IA du terme mais plutét de la capacité d'un
systéeme de résolution a se souvenir de ce qu’il a fait pour soit ne plus le refaire, soit analyser cette
trace pour décider la suite a donner a la résolution.
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Définitions

Conflict Directed Backjumping [Prosser, 1993], Nogood Recording [Schiex et Ver-
faillie, 1994] et Dynamic Backtracking [Ginsberg, 1993] sont des extensions de I’al-
gorithme standard dit de backtrack.

Un tel algorithme est tel que:

— dans tout état, I’ensemble des variables est divisé en variables affectées (affec-
tation courante) et variables non affectées ;

— dans I’état de départ, aucune variable n’est affectée (affectation vide);

— une transition consiste a étendre 1’affectation courante en choisissant une va-
riable v non affectée et en lui affectant une valeur val choisie parmi les valeurs
non encore explorées ;

— g1 Paffectation courante devient de ce fait incohérente, un retour est effectué
sur le choix fait pour v ; si toutes les valeurs de v ont été explorées, un retour
est effectué sur le choix de variable immédiatement précédent ;

— il y a arrét si une affectation cohérente de I’ensemble des variables est produite
(solution) ou s’il est constaté que I’affectation vide!! ne peut pas étre étendue
en une affectation cohérente de I’ensemble des variables (non existence d’une
solution).

De Conflict Directed Backjumping & Dynamic Backtracking

L’algorithme Conflict Directed Backjumping est une amélioration de ’algorithme
backtrack. Cette amélioration porte sur le mécanisme de retour dans le cas ou toutes
les possibilités d’extension d’une affectation courante sur une variable v ont été
explorées. Soit V' I’ensemble des variables affectées, ordonné selon ’ordre d’affec-
tation ; soit v’ la derniére variable de V”; soit v’ la derni¢re variable de V' dont
Paffectation est un élément de D’explication de 1’échec constaté sur v. Une telle
explication de ’échec est appelée un nogood.

Définition 21 (Nogood)
Un nogood est une affectation partielle contradictoire. L’arité d’un nogood est le
nombre de variables concernées par I’affectation partielle considérée.

Alors que l'algorithme backtrack revient systématiquement sur v’, I’algorithme
Conflict Directed Backjumping, s’appuyant implicitement sur la notion de nogood,
revient sur la derniére variable, selon 'ordre d’affectation, dont 1’affectation est un
élément de I’explication de ’échec constaté sur v : la variable v''. C’est un mécanisme
de backtrack intelligent.

L’algorithme Nogood Recording peut étre vu comme une «simple» amélioration
de lalgorithme Conflict Directed Backjumping. Cette amélioration consiste a mé-
moriser les nogoods produits au cours de la recherche et a les réutiliser pour réduire
I’espace de recherche restant.

Le nombre de nogoods produits au cours d’une recherche pouvant croitre expo-
nentiellement en fonction de la taille du probléme, une limitation pratique, analogue
a celle qui est utilisée pour le filtrage, consiste & limiter ’arité des nogood mémori-
sés 12,

L’algorithme Dynamic Backtracking [Ginsberg, 1993] propose un autre méca-
nisme de retour dans le cas ol toutes les possibilités d’extension d’une affectation
courante sur une variable ont été explorées.

11. Affectation cohérente du départ de la recherche.
12. Nous verrons section 7.3.3 que ce probléme peut étre résolu d’une autre maniére.
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Alors que 'algorithme backtrack revient systématiquement sur o' (nous repre-
nons les mémes notations que précédemment), Ialgorithme Dynamic Backtracking
revient sur la variable v/ comme le fait Conflict Directed Backjumping mais sans
désaffecter les variables suivant v'' dans V.

La figure 3.2 représente les différences de traitement entre le backtrack stan-
dard, Conflict Directed Backjumping, Nogood Recording et Dynamic Backtracking.
Sur cet exemple, concernant la recherche d’une instanciation pour huit variables,
nous considérons le moment de la résolution ou les trois premiéres variables étant
instanciées, I'instanciation de la quatriéme provoque une contradiction. Nous sup-
poserons qu’un nogood peut alors étre calculé concernant les variables V; et V5 ce
qui signifie que V3 et V4 n’ont rien a voir avec ’échec courant.

L’algorithme de backtrack standard ne peut tirer profit de cette information et
revient donc sur 'instanciation de la variable V. Ainsi, toutes les possibilités pour Vs
et Vy vont devoir étre explorées avant de revenir au point intéressant V5. Par contre,
les algorithmes Conflict Directed Backjumping et Nogood Recording utilisent cette
information et reviennent eux directement sur l'instanciation de V5 en remettant
en cause Vs et Vi. La différence entre les deux algorithmes tient au fait que Nogood
Recording va conserver le nogood identifié pour ne pas retomber sur une condition
d’échec déja connue. L’algorithme Dynamic Backtracking, quant a lui, utilise au
maximum 'information extraite de I’échec courant : il remet en cause 'instanciation
de V5 mais sans modifier ni V3 ni V; puisque ces deux variables n’ont rien a voir
avec I’échec courant. Aucun calcul n’est donc nécessaire pour retrouver de bonnes
instancations pour V3 et V4 contrairement aux trois autres algorithmes.

variables instanciées variables a instancier
Vv’ %
Vil Vo Vg V4| | V5| Vgl V7| Vs

Affectation courante contradictoire

Vi| Vo V3| |Va|Vs| Vg| V7| Vs

backtrack standard

Vil | Vol V3 |Va| Vs Vgl V7|V

Conflict Directed Backjumping et Nogood Recording

Vi| V3 Vy| | Vol Vs | Vg| V7|V

Dynamic Backtracking

Fia. 3.2 — Comportement des différentes techniques d’énumération

L’espace de recherche résultant de ces transformations n’est plus un arbre mais
un graphe. On peut aussi dire que I’arbre de recherche (originel) est exploré d’une
maniére non triviale: il s’agit d’une approche par sauts.

Pour réaliser cette recherche et assurer sa complétude, 'algorithme Dynamic
Backtracking utilise la notion d’eliminating explanation qui est une variante de la
notion de nogood.

Définition 22 (Eliminating explanation selon [Verfaillie et Schiex, 1995])
Soit v une variable; soit val une de ses valeurs; soit A une affectation partielle
n’impliquant pas v; A est une eliminating explanation pour la valeur val de v
si et seulement si AU (v, val) est un nogood.
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Dynamic Backtracking et la relaxation de contraintes

L’algorithme Dynamic Backtracking fonctionne comme un véritable systéme de
relaxation de contraintes sur des contraintes spécifiques : les contraintes d’affectation
de valeur & une variable. En effet, considérons I’affectation d’une valeur & une va-
riable comme un ajout de contrainte d’égalité et de meéme, la désaffectation comme
un retrait (une relaxation) de cette méme contrainte. Ainsi, lorsque 'affectation
partielle est incohérente c’est que le systeme de contraintes courant est inconsis-
tant ; I'algorithme détermine alors la meilleure (plus utile) contrainte (d’égalité) a
relaxer (désaffectation) sans modifier I’état des autres contraintes (aucune modifica-
tion des autres affectations). Ceci étant répété jusqu’a ce qu’une affectation partielle
cohérente soit trouvée pour pouvoir continuer.

On peut récapituler les caractéristiques de ces trois algorithmes dans un tableau
(cf. tableau 3.2) présentant leur comportement par rapport & l'identification d’un
point de choix pertinent a remettre en cause, la capacité a éviter le thrashing et
I'utilisation d’un DMS.

CBJ NR DBT
Identification oul oul oul
Pas de thrashing | non  oui (en partie)  oui
DMS non oul oul

TaB. 3.2 — Caractéristiques des algorithmes de recherche

Comme on le voit sur le tableau 3.2, ’algorithme Dynamic Backtracking est 1’al-
gorithme qui répond le mieux aux critéres d’un systéme de relaxation de contraintes.
Il manque en fait & Dynamic Backtracking la gestion de la propagation des af-
fectations & chaque instanciation & la maniére de ’algorithme Mmac (Maintaining
Arc-Consistency — [Sabin et Freuder, 1994]).

3.5 Motivations

Comme nous ’avons fait a I'instant pour les algorithmes d’énumération, on peut
récapituler certaines techniques utilisées pour résoudre les probléemes sur-contraints
dans un tableau (¢f. tableau 3.3). Nous n’avons conservé que la référence HOLP et
celles capables de traiter les systemes dynamiques de contraintes. Nous reportons
dans ce tableau I'utilisation ou non d’une technique d’identification de contraintes
responsables d’une contradiction, la capacité a éviter le thrashing et I'utilisation ou
non d’un DMS.

HCLP THCS Sola et al.
Identification non  oui (améliorable) oui (améliorable)
Pas de thrashing | non non oui (en partie)
DMS non oul oul

TaB. 3.3 — Comparaisons de certaines techniques de relazation

Comme on le voit sur le tableau 3.3, aucun des systémes proposés jusqu’a présent
ne présente toutes les caractéristiques nécessaires a un systeme de relaxation de
contraintes dans un cadre dynamique.

Nous pensons que 'identification de points de retour (contraintes & relaxer) peut
étre améliorée en considérant non plus le graphe de dépendance entre contraintes
comme THCS ou les travaux de Sola, mais plutot une information précise sur la res-
ponsabilité précise des contraintes concernant le retrait des valeurs. Ces informations
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permettraient d’ailleurs un traitement véritablement incrémental de la relaxation
évitant le thrashing. En fait, on peut songer a une généralisation de 1’algorithme
Dynamic Backtracking en considérant non plus plusieurs valeurs possibles pour une
variable mais deux états possibles pour une contrainte (active ou relaxée) et en
évitant le thrashing de la méme facon.

Par ailleurs, I’une des conclusions du projet ESPRIT CHIC (Constraint Handling
in Industry and Commerce) [Chamard et al., 1995] sur les problémes sur-contraints
montre 'importance de notre théme de recherche et confirme 'intérét de la techno-
logie pressentie (ATMs maitrisés):

With CLP, the user should have a way of reconsidering the constraints
wmposed to the solution. Unfortunately, there is no general method for
explaining failures and detecting which constraints have to be relared.
If technologies like dependency-based backtracking or ATMS were better
mastered and worked at a reasonable cost, perhaps something might be
done in terms of finding the latest decision causing a gien failure. But it
is apparently not the case (see the implementation by ECRC of an Intel-
ligent Backtracking library in ECLiPSe, based on [CERT IBT 93], for a
non-conclusive attempt to implement intelligent backtracking methods).
Methods like that proposed e.g. in [De Backer and Beringer IJCAI 95:
p-300] for the detection of minimal inconsistent sets are resiricted to
linear programming.
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DANS CE CHAPITRE, nous définissons le cadre général relax(D, C, P) qui montre

comment certaines contraintes de ’ensemble C portant sur le domaine D
peuvent étre relaxées si la propriété P n’est pas vérifiée. Nous montrons alors que
la relaxation de contraintes peut étre modélisée par une recherche de type meilleur
d’abord sur D’espace des configurations. Cette recherche est paramétrée par trois
fonctions (explique-contradiction, meilleure-configuration, maj-configu-
ration) qui devront étre spécialisées suivant le domaine de contraintes D et la
nature des contraintes de C. Un soin tout particulier sera porté aux changement de
configurations afin d’éviter le phénomene de thrashing. Enfin, une classe de com-
parateurs particuliers permettant de maitriser le nombre d’explications enregistrées
sera étudiée. Ce chapitre présente et étend les concepts présentés dans [Jussien et
Boizumault, 1997a; Jussien et Boizumault, 1997b].

4.1 L’espace de recherche

Nous cherchons la C-solution d’un probléme donné dans ’espace des configura-
tions. Cet espace de recherche peut se représenter a 1’aide d’un arbre binaire dont
les sommets (nceuds) sont les contraintes du probléme et les arétes 1’état possible
de la contrainte associée (active ou relaxée). Pour une contrainte cq, on notera a
I’état actif et a’ I’état relaxé. Les sous-arbres correspondant & deux états différents
d’une méme contrainte sont identiques.

Un tel arbre est construit dynamiquement au fur et & mesure de 'introduction
des contraintes'. Notons que sa taille est 2¢ ol ¢ est le nombre de contraintes du
probléeme.

Exemple 12 (Arbre de la recherche) :
On trouve figure 4.1 un exemple d’arbre binaire pour 3 contraintes cq,cp et
Ce.

c/ N
sy S

Fia. 4.1 — Arbre binaire de recherche pour {c,, cp, c.}.

Un chemin de la racine a une feuille représente une et une seule configuration.

1. Le cas d’un retrait de contrainte est considéré comme une relaxation définitive et ne conduit
donc pas a une modification de ’arbre de recherche: les sous-arbres correspondant a 'activation
de la contrainte seront simplement écartés de la recherche.
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Exemple 13 (Relation configuration - branche) :

La feuille marquée par * sur la figure 4.1 (ou de maniére équivalente, le chemin
indiqué en gras de la racine vers cette feuille) correspond a la configuration

({ev, ce}s {ea})-

Une configuration est représentée par le chemin qui lui est associé dans I’arbre
de recherche.

Exemple 14 (Notation d’une configuration) :
Sur la figure 4.1, la configuration ({cs,c.},{ca}) peut étre représentée de
maniére équivalente par le chemin a’be.

La recherche d’une C-solution pour un probleme donné correspond a la recherche
de la meilleure feuille P-satisfaisable, pour un comparateur C' donné, sur ’arbre de
recherche associé au probléeme traité.

4.2 Une approche de type meilleur d’abord

4.2.1 Un exemple

Nous utiliserons le probleme de I’exemple 15 pour illustrer notre approche.

Exemple 15 (Probléme traité) :
Soient 4 contraintes: cq, ¢y, cc €t cq Introduites dans cet ordre. L’arbre de
recherche associé a ces quatre contraintes est dessiné figure 4.2.

Fia. 4.2 — Arbre de recherche pour {c4, cp, cc,calt-

Supposons que les préférences de I'utilisateur soient représentées par une valeur
numérique dans ce probléeme. Nous conviendrons d’affecter les poids 1, 2, 4 et 8 aux
contraintes cq, ¢p, ¢c et cq respectivement. Nous noterons p(c) la préférence associée
a la contrainte c.

Le comparateur utilisé sur ce probleme est noté < et est défini de la fagon
suivante :

Soient Cy = (A1, Ry) et Cy = (A3, R2) deux configurations.
C1<Cye= > ple)< > ple) (4.1)

cERy cERs

Soit une propriété P quelconque, nous supposerons que P est vérifiée pour
{ca, b, cc.} mais qu’elle ne I'est plus pour {e4,cp,ce,eq}. Nous sommes donc en
présence d’un probléme sur-contraint car le systéme de contraintes actives est P-
contradictoire. La configuration de départ est la configuration ({cq, cp, ¢c, cq}, ).

De plus, nous supposerons que les ensembles de contraintes {cp, cq} et {ec, cq}
sont P-contradictoires. Ces ensembles sont minimaux pour 'inclusion i.e. tout



44 Chapitre 4. Un cadre général: relax(D, C, P)

ensemble de contraintes n’en contenant aucun des deux est P-satisfaisable. Ces
informations ne sont bien str pas disponibles au démarrage de la résolution.

Nous présentons dans cette section un algorithme de recherche de C-solution
dans ’arbre de recherche associé a4 un probléme donné. Cet algorithme conduit a
une exploration en meilleur d’abord de ’arbre de recherche.

4.2.2 Notions de base

Nous introduisons les notions d’explication de contradiction et de configuration
prometteuse avant de présenter notre algorithme de recherche.

Explication de contradiction

Notre méthode repose sur la notion fondamentale d’explication de contradic-

tion 2.

Définition 23 (Explication de Contradiction)
Soit (A, R) une configuration. Soit E. C A un ensemble de contraintes.

E. est une explication de contradiction si et seulement si ’ensemble E. ne
vérifie pas la propriété P.

Ainsi, par définition de la notion de propriété (définition 3 page 17), E. est une
explication de contradiction si E. est un ensemble de contraintes inconsistant.

Exemple 16 (Explication de contradiction) :

Soit un csP pour lequel: V. = {vi,v2,vs}, Vi, Dy, = {1,2,3} et C =
{c1,c2,c3,ca} avec ¢1 1 v1 > v2, €2 1 vs > Vi, c3 i v1 =2 ebca i vs < v2. La
propriété P choisie est P,.: ’arc-consistance est vérifiée.

La configuration (C, @) est P-contradictoire. L’ensemble C' est une expli-
cation de contradiction mais {c1,c2,cs} aussi. D’ailleurs, cette dernitre est
plus intéressante car plus précise : il ne sert a rien de relaxer uniquement la
contrainte c3, de toutes fagons la contradiction restera.

Pour un probléme donné, nous appelons &, ’ensemble des explications de contra-
diction déterminées & moment donné de la résolution. Cet ensemble est important
car 1l réunit les informations accumulées pendant la résolution. L’idée est d’essayer
de ne pas retrouver une sous-configuration contradictoire déja explorée.

Nous verrons plus tard que nous recherchons en fait les explications de contra-
diction les plus précises possibles. En effet, pour une configuration (A, R) P-con-
tradictoire, A est toujours une explication de contradiction mais bien sur ceci ne
nous apprend rien comme nous 1’avons vu dans ’exemple 16. C’est pourquoi nous
nous intéresserons plus aux explications de contradiction minimales pour I'inclusion
(il s’agit des explications les plus précises possibles).

Configuration prometteuse

Une configuration prometteuse® est une configuration qui ne contient pas de
sous-ensemble de contraintes P-contradictoire.

2. Nous préférons ne pas employer le terme nogood [Verfaillie et Schiex, 1995] qui bien qu’ayant
la méme signification générale ne capture pas entiérement notre vision des choses.

3. Notre notion de configuration prometteuse est différente de celle du systéme 1HCS [Menezes
et Barahona, 1996]. En effet, une configuration prometteuse au sens IHCS est une configuration qui
ne conduit pas a une contradiction i.e. qui vérifie la propriété P. Ceci ne peut pas étre vérifié sans
calcul tandis que notre notion ne nécessite pas de calcul supplémentaire.
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Définition 24 (Configuration prometteuse)

Une configuration (A, R) est prometteuse relativement a & si 'ensemble A des
contraintes actives ne contient pas de sous-ensemble qui soit une explication de
contradiction i.e.

VE €&, E¢ A (4.2)

Exemple 17 (Configuration prometteuse) :
Pour V'exemple 16, ({c1,¢2,ca},{ca}) est une configuration prometteuse avec

gc = {{Cl7 C2, 04}}.

Proposition 3 (Configuration prometteuse et Recouvrement)
Une configuration (A, R) est prometteuse si et seulement si :

VEE€E, RNE+0 (4.3)

> Preuve :

— Supposons que la condition de I’équation 4.3 soit vérifiée. Comme les en-
sembles A et R sont complémentaires, A ne peut contenir d’explication
de contradiction déja connue. (A, R) est donc une configuration promet-
teuse.

— Inversement, si (A, R) est une configuration prometteuse, chaque élé-
ment F de £. contient un élément dans R car sinon A contiendrait une
explication de contradiction déja connue. La condition de I’équation 4.3
est donc vérifiée.

<

En d’autres termes ’ensemble R «recouvre» I’ensemble &£, des explications de
contradiction. Rappelons ce qu’est un recouvrement.

Définition 25 (Recouvrement — [Gondran et Minoux, 1990])
Un recouvrement des sommets d’un hypergraphe H = (S, £) est une famille F C &£

telle que :
U Bi=s
E;eF

Exemple 18 (Configuration prometteuse et recouvrement) :
Considérons le probleme de ’exemple 15. Considérons 'ensemble d’explica-
tions de contradiction suivante :

Ee = {{ca, cv, ca}, {ca,cc,cal, {cv, cal}

Si les sommets du graphe associé sont les différentes explications de contra-
diction et que les arétes sont étiquetées par les différentes contraintes et
relient les explications de contradiction concernées celles-ci (voir figure 4.7
page 52), la configuration {{ca,ca},{cs, cc}) est une configuration promet-
teuse puisque lensemble {cp,c.} recouvre Uensemble &.. ({cq,cs,cc}, {ca})
est une aussi une configuration prometteuse.

Ainsi, lorsqu’on connait un recouvrement de ’ensemble d’explications de contra-
diction &., on peut en déduire une configuration prometteuse associée. On peut
noter qu’il est inutile de rechercher une C-solution parmi les configurations non
prometteuses.

Proposition 4 (Caractérisation d’une C-solution)
Une C-solution est une configuration prometteuse.



46 Chapitre 4. Un cadre général: relax(D, C, P)

> Preuve : Soit ¢y = (A, R) une C-solution. Supposons que Cy ne soit
pas une configuration prometteuse. Alors, il existe un élément E de &, tel que
E C A, ce qui implique que Cy est P-contradictoire ('ensemble des contraintes
actives contient une explication de contradiction connue). Ceci est en contra-
diction avec le fait que C est une C-solution. <

Nous pouvons donc dans la suite nous contenter d’explorer I’espace des configu-
rations prometteuses.

4.2.3 Algorithme de recherche de (C'-solution

Nous introduisons trois fonctions définies & partir des notions d’explication de
contradiction et de configuration prometteuse qui vont nous permettre de proposer
une méthode simple de recherche de C-solution.

— explique-contradiction({A, R)) fournit, & partir d’une configuration P-
contradictoire (A4, R), une ou plusieurs explications de contradiction. La défi-
nition de cette fonction dépend du domaine du calcul.

— meilleure-configuration((4, R),&:) calcule, & partir des explications de
contradiction connues au moment de 'appel & cette fonction, la meilleure
configuration prometteuse selon le comparateur donné par 'utilisateur. Cette
fonction dépend donc du comparateur utilisé. Dans un souci de proximité des
solutions proposées, on peut choisir de se baser sur la configuration précédente
pour donner la meilleure configuration, c’est pourquoi la configuration cou-
rante (A, R) est un des paramétres de la fonction meilleure-configuration.

— maj-configuration(Cy,C) permet de transformer la configuration Cy en
la configuration C%. Cette fonction modifie ’état courant du systéme de telle
sorte qu’il soit comme si la configuration Cy était la configuration de départ.
En particulier, les domaines des variables sont modifiés afin de rétablir, si
possible, la propriété P. Si on ne le peut pas, les modifications s’arrétent.
Cette fonction dépend elle aussi du domaine de calcul.

L’algorithme de recherche est le suivant:

Algorithme 1 (Recherche en Meilleur d’Abord)

% On part d’une configuration prometteuse C; devenue
% P-contradictoire & la suite d’une modification
(1) début
(2) tant que Oy est P-contradictoire faire
(3) ajouter explique-contradiction(Cy) a &,
(4) maj-configuration(Cy,meilleure-configuration(Cy,£.))
(5) fintantque //C; est une C-solution //
(6) fin
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Exemple 19 (Exemple de fonctionnement) :

Reprenons l’exemple 15 page 43 qui porte sur un ensemble de quatre
contraintes {cq, cs, cc, cq} dont les poids sont respectivement 1,2, 4, 8 et pour
lequel, par hypothese, {cs, ca} et {cc,cq} sont deux ensembles de contraintes
‘P-contradictoires.

— La premiére configuration testée abed est P-contradictoire. Supposons
que l'on ait: explique-contradiction(abed)= {a,b,d}, la fonction
meilleure-configuration fournit alors la configuration a’bed c’est la
meilleure configuration prometteuse selon le comparateur défini pour
ce probléme.

— Cette configuration est P-contradictoire car elle contient ’ensemble
{cp,ca} que nous avons supposé P-contradictoire page 43. Suppo-
sons que explique-contradiction(a'bed)= {b,d}. On a alors & =
{{a,b,d}, {b,d}}. La fonction meilleure-configuration renvoie alors

— Cette

configuration

la configuration ab’cd.

est

elle-aussi

sons que explique-contradiction(ab’cd)=

P-contradictoire.
{c,d}. La fonction

. . . . : U
meilleure-configuration renvoie alors la configuration ab’c'd.

— Cette configuration est P-satisfaisable. C’est donc une C-solution.

(6\
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Fia. 4.3 — Ezploration réalisée en meilleur d’abord

Suppo-

La figure 4.3 représente la portion de ’arbre de recherche qui a été effectivement

explorée par cette méthode pour I'exemple 19. Les feuilles sont numérotées dans

leur ordre d’exploration. Le tableau 4.1 permet de constater 1’effort de calcul réalisé
pour effectuer cette recherche.

Configurations Introductions Changements d’Etat
Observations 4 4 4
Total 4/ 16 4 4

TaB. 4.1 — Effort de calcul pour Uexploration en meilleur d’abord

Cette méthode fonctionne sans retour arriere. On est en présence d’un algorithme
d’exploration que I’on peut qualifier de type meilleur d’abord (Best First). Lors-
qu’une contrainte est relaxée ou réintroduite, c’est la fonction maj-configuration
qui se charge des modifications a4 apporter au systéme sans provoquer un retour



48 Chapitre 4. Un cadre général: relax(D, C, P)

arriere.

Proposition 5 (Terminaison et Correction)
L’algorithme 1 termine et est correct.

> Preuve :

— L’algorithme termine parce que:

1. Le nombre total de configurations existantes est fini: il y en a 2° ol
e est le nombre de contraintes du probléme courant.

2. On ne peut passer deux fois par une méme configuration. En effet,
comme les configurations testées sont toutes prometteuses, elles ne
contiennent pas d’explication de contradiction déja connues, ainsi,
seules de nouvelles explication de contradiction sont produites, per-
mettant alors d’explorer des configurations non encore testées.

3. Il existe au moins une configuration P-satisfaisable : la configuration
(&, C.) ol toutes les contraintes du probléme sont relaxées.

— La correction de I'algorithme est une conséquence directe de la proposi-
tion 4 page 45.

<

Cette méthode peut étre utilisée dans le cadre HCLP pour déterminer une solution
pour une hiérarchie donnée. Il s’agit alors d’une utilisation dans un cadre statique.

Pour illustrer I'intérét de notre approche par rapport 4 des approches classiques,
le tableau 4.2 récapitule le nombre de configurations testées, le nombre d’introduc-
tion de contraintes et le nombre de changements de statuts pour une contrainte
réalisés pour trois techniques: notre recherche (algorithme 1), un backtrack stan-
dard et un backtrack intelligent utilisant les informations recueillies par la fonction
explique-contradiction mais réalisant les relaxations par retour arriere. Notons
que les deux derniéres techniques nécessitent une étape de preuve d’optimalité que
nous avons prise en compte dans le tableau proposé.

Backtrack Backtrack Intelligent Meilleur d’Abord
Configurations 8 6 4
Introductions 14 12 4
Changements 12 8 4

TaB. 4.2 — Comparaisons des techniques d’exploration

Notons que P’algorithme d’énumération Dynamic Backtracking ([Ginsberg, 1993]
et section 3.4.3) peut étre considéré comme un cas particulier de notre algorithme
pour un type précis de contraintes: les contraintes d’affectation de valeur a une
variable apparaissant au cours de I’énumération. Nous y reviendrons section 7.3
ol nous présentons un modele d’intégration de ’énumération dans le cadre des
domaines finis.

4.3 Sémantique opérationnelle de maj-configura-
tion

Dans cette partie, nous présentons une sémantique opérationnelle du change-
ment de configuration utilisé dans notre méthode d’exploration i.e. pour la fonction
maj-configuration. Cette sémantique [Jussien et Boizumault, 1997c] permet de
bien observer un des points clés de notre approche: la réutilisation des données
collectées au cours de la résolution pour éviter le thrashing.
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La figure 4.3, illustration graphique de notre approche, ne met pas 'accent
sur la réutilisation. Nous donnons maintenant une sémantique opérationnelle du
changement de configuration qui illustre les différentes propriétés de notre approche.
Cette sémantique est basée sur la transformation* de I’arbre de recherche. En effet,
comme dans [Fages et al., 1995] arbre de recherche est modifié pour identifier les
parties qui sont réutilisées lors d’un changement de configuration.

4.3.1 Mise a jour de la configuration courante

Le changement de configuration que nous préconisons comporte trois étapes :

— identification des portions de la branche courante (configuration courante) qui
ne seront pas modifiées dans la prochaine configuration et qui sont indépen-
dantes des contraintes relaxées ;

— relaxation des contraintes sélectionnées et propagation de ces relaxations®;

— réintroduction des contraintes relaxées dans la configuration courante mais
qui ne le seront plus dans la prochaine.

4.3.2 Modification de ’arbre de recherche

L’idée des transformations repose sur cette constatation: si les contraintes re-
laxées avaient été les derniéres introduites, un backtrack simple aurait suffit. Comme
I’ordre d’introduction des contraintes ne modifie en aucune fagon ’ensemble des so-
lutions du probléme, I’arbre de recherche peut étre transformé de telle sorte que
toute contrainte dont le statut change (d’active & relaxée et vice-versa) soit placée
a la fin de arbre (la partie du calcul qui est réexécutée).

Ces modifications permettent alors, d’une part, d’expliciter le comportement
opérationnel du changement de configuration, et d’autre part, d’expliciter la partie
réutilisée du calcul précédent.

Les opérateurs de transformation

Comme on travaille & chaque instant sur une seule configuration, nos opérateurs
de transformation sont définis sur une branche de I’arbre (grace & I’équivalent entre
une branche et une configuration). Ceci nous permet de ne pas gérer explicitement
I’arbre de recherche surtout, qu’a partir d’une branche donnée, ’arbre complet est
complétement défini.

Exemple 20 (Branche et Arbre) :
La branche abed définit completement I'arbre de la figure 4.2 page 43.

Soit e 'opération de concaténation sur les portions de branches : ab e cd = abed.
Nous avons trois opérations de modification de base :

— Ajout de Contrainte: Opérateur @
L’ajout d’une contrainte ¢. dans I’arbre de recherche courant dont la configu-
ration courante est la branche A est défini par:

ADc.=Aec (4.4)

4. Ces opérations de transformations sont similaires & celles présentées dans [Fages et al., 1995]
mais elles sont simplifiées puisque dans notre cas nous n’avons pas a gérer les opérations sur les
atomes car nous sommes sortis du cadre de la programmation logique.

5. C’est a partir de cette étape que les nouveaux calculs ont lieu. Par exemple, dans le cas des
domaines finis, cette propagation consiste a réintroduire dans les domaines des variables les valeurs
qui n’ont plus de raisons d’étre supprimées.
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— Relaxation de Contrainte: Opérateur ©
La relaxation de la contrainte ¢. dans la configuration courante est définie
par:
Aol siz=c

(zeA)oc. = (4.5)

e (A o Cc) sinon
Cet opérateur peut aussi s’écrire :
P P

AeceBoc. = AeBecd (4.6)

— Réintroduction de Contrainte: Opérateur ©
La réintroduction de la contrainte ¢, dans la configuration courante est définie

par:
Aec siz=c
(red)®ee= ze(AGc.) sinon (4.7)
Cet opérateur peut aussi s’écrire :
Aec’eBOc.=AeBec (4.8)

Lorsqu’on veut réaliser un changement de configuration, la comparaison entre la
configuration de départ (branche A) P-contradictoire et la configuration d’arrivée
(fournie par meilleure-configuration) permet d’identifier deux ensembles: un

ensemble de contraintes & relaxer (cg,,...,ck,) et un ensemble de contraintes &
réintroduire (eq,, ..., ¢s,,). La nouvelle configuration est alors définie par:
AScey, - Oceg, Oc, - Oey,, (4.9)

Dans I’équation 4.9, il est impératif que les relaxations soient réalisées (opérateur
©) avant les réintroductions (opérateur ®) pour obtenir des propriétés pour ces
transformations sur lesquelles nous reviendrons section 4.4.3 page 54.

Illustration

La résolution de ’exemple 19 page 46 conduit aux transformations successives
suivantes.

- A partir de la premiére configuration abed P-contradictoire, la fonction meil-
leure-configurationdonne la configuration a’bed. Il n’y a qu’une contrainte
relaxée (¢q) dans cette configuration et I’ensemble des contraintes réintroduites
est vide. La transformation est alors:

abed & ¢g = bedd’ (4.10)

Cette nouvelle branche définit un nouvel arbre de recherche (ef. figure 4.4).
Notons qu’une partie de ce nouvel arbre a déja été explorée (en gras sur le
dessin de droite).

Sur la figure, on peut aussi voir quelle partie de ’arbre a pu étre réutilisée
sans modification.

— La configuration suivante est ab’cd. La transformation est :
beda' & cp © ey = edba (4.11)
L’arbre obtenu est représenté figure 4.5.

— ab’c’d est la configuration suivante, c’est aussi la derniére. La transformation
est:

edba s e. = dbac (4.12)

L’arbre obtenu est représenté figure 4.6.
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Fia. 4.6 — Transformations de Uarbre de recherche — Transformation 4.12
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4.3.3 Conclusion

La sémantique opérationnelle présentée ici permet de bien identifier les différents
apports de notre méthode :

— exploration originale de I’arbre de recherche (les points remis en cause ne sont
pas forcément les plus récents) ;

— réutilisation d’une partie du calcul déja effectué : tout ce qui est indépendant
des points remis en cause (relaxations de contraintes) ;

— simplicité du changement de configuration apportée par la modification de
I’arbre de recherche a 1’aide des opérateurs définis.

4.4 Spécification de meilleure-configuration

Lafonction meilleure-configuration dépend étroitement du comparateur uti-
lisé. Cette fonction est chargée de déterminer la meilleure, selon le comparateur
utilisé, des configurations prometteuses par rapport a un ensemble £, d’explications
de contradiction. Comme on ’a vu dans la section 4.2.2, cela revient & trouver un
recouvrement (c¢f. définition 25) de ces explications, le meilleur possible au sens du
comparateur utilisé.

4.4.1 Le probleme de recouvrement

Précisons I’hypergraphe pour lequel doit étre calculé un recouvrement dont nous
avons parlé section 4.2.2.

Définition 26 (Hypergraphe #)

On appelle hypergraphe H associé a un ensemble d’explications de contradiction &,
un hypergraphe dont les sommets sont les éléments de &. et dont les hyperarétes
sont les contraintes intervenant dans les explications de contradiction &.. Ainsi une
hyperaréte associée a une contrainte ¢ répertorie les explications de contradiction
dans lesquelles ¢ apparait. Dans cet hypergraphe, les boucles sont autorisées.

{ca. Gy, G4}
N

{Co Cy} {Cas G0 Gy}

Fia. 4.7 — Hypergraphe pour le recouvrement

Exemple 21 (Exemple d’hypergraphe) :

La figure 4.7 représente un tel hypergraphe pour I’ensemble d’explications
de contradiction {{cq,cs, ca},{ca, cc, ca}, {cs, ca}} (voir exemple 18 page 45).
Sur cette figure, les sommets sont les explications de contradictions identi-
fiées jusqu’a présent, et les hyperarétes sont les contraintes. Ainsi, nous en
trouvons deux d’arité 2 (cq et ¢p), une d’arité 1, (la boucle c.) et une d’arité
3 (ca).
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Le probleme général de recouvrement de cout minimum dans un hypergraphe
est un probléme N P-complet [Gondran et Minoux, 1990]. Le recouvrement que 1’on
recherche dans le cadre de notre approche est un recouvrement optimal au sens du
comparateur. Pour des comparateurs précis, ce probléme peut devenir facile. Nous
y revenons dans les sections suivantes.

Pour induire le moins de modifications & prendre en compte pour la fonction
maj-configuration, nous préconisons d’implémenter une version incrémentale de
meilleure-configuration 7.e. qui, partant d’une configuration prometteuse pour
un ensemble d’explications de contradiction &, en calcule une nouvelle lors de I’ajout
d’une nouvelle explication de contradiction.

4.4.2 Utilisation d’un comparateur quelconque

Lorsqu’on utilise un comparateur quelconque, il est nécessaire de conserver
toutes les explications de contradiction déterminées jusqu’a présent. Le nombre
d’explications de contradiction que 'on peut déterminer est potentiellement expo-
nentiel. L’utilisation d’un comparateur quelconque pourrait donc conduire a une
occupation en espace prohibitive.

Par ailleurs, I'utilisation d’un comparateur quelconque conduit, comme nous
I’avons vu, a la résolution d’un probléme NP-complet. On peut envisager deux
possibilités :

— Utiliser des heuristiques pour calculer le recouvrement optimal cherché. Le
cadre général que nous avons défini ne permet alors plus de déterminer la
meilleure configuration P-satisfaisable mais une configuration d’autant «mezl-
leure» que ’heuristique utilisée sera bonne. Par exemple, la meilleure heuris-
tique connue pour un probleme de recouvrement de cout minimal est présentée
dans [Caprara et al., 1996]. 11 s’agit d’une méthode basée sur la relaxation la-
grangienne .

— Utiliser un comparateur pour lequel la détermination d’un recouvrement op-
timal devient un probléme facile.

Nous nous intéressons dans la section suivante a la deuxiéme possibilité et pro-
posons une classe de comparateur garantissant en plus de la «facilité» de résolution
du probléme de recouvrement d’autres bonnes propriétés.

4.4.3 Les comparateurs contradiction-local

On définit une nouvelle classe de comparateurs: les comparateurs contradic-
tion-local.

Définition 27 (Comparateur contradiction-local)
Soit Comp un comparateur. Soit £ un ensemble d’explication de contradiction et
(A, R) une configuration prometteuse optimale pour Copmp. Soit E,, une nouvelle
explication de contradiction (E, C A).

Comp est dit contradiction-local si et seulement si toute configuration (A’, R')
optimale pour Copmp recouvrant £, U {E,} est telle que:

ANR=o

6. La relaxation lagrangienne n’a rien a voir avec la relaxation de contraintes au sens ou nous
I'entendons. En effet, les méthodes basées sur la relaxation lagrangienne relaxent temporairement
des contraintes en les prenant en compte dans la fonction objectif car elles permettent d’obtenir
un probléme plus simple. On peut se reporter & [Minoux, 1983] pour plus de détails.
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Autrement dit, 11 n’y a jamais de retour de contrainte si on utilise un comparateur
contradiction-local.

On peut donner une premiére propriété intéressante pour un comparateur con-
tradiction-local.

Proposition 6 (Localité des relaxations)
Lorsque le comparateur utilisé est contradiction-local, les seules nouvelles contrain-
tes relaxées appartiennent a la nouvelle explication de contradiction.

> Preuve : Soit Copmp un comparateur contradiction-local. Soit (A, R) une
configuration optimale pour Copmp recouvrant un ensemble &, d’explication de
contradiction. Soit F, une nouvelle explication de contradiction. Soit {A’, R')
une configuration optimale pour Cgpmyp recouvrant £ U {Ey}.

Comme Copp est contradiction-local,on a A’ M R = &. Supposons que Jc,c ¢
En,c € R'nA. Autrement dit, il existe une contrainte ¢ nouvellement relaxée

et n’appartenant pas a F,. Alors, comme il n’y a aucun retour de contrainte
(A'N R = @), la configuration {A'U{c}, R'\ {c}) recouvrirait aussi & U{FEy}.

On peut donc remplacer {A’, R'Y par (A’ U {c}, R\ {c}) car, intuitivement,
cette derniére configuration ne peut étre «moins bonne» que la premiére (moins
de contraintes sont relaxées). Notons qu’elle ne peut pas non plus étre «stric-
tement meilleure» que la premiere car si tel était le cas, 1l y aurait une contra-
diction. Les deux configurations sont donc équivalentes.

La propriété est donc montrée.

<

Avec un comparateur contradiction-local, on peut donc garantir la pérennité des
relaxations de contraintes (il ne sert & rien de réintroduire une contrainte relaxée
auparavant) et assurer que la connaissance de la derniére explication de contra-
diction suffit & garantir le calcul d’une configuration prometteuse optimale. Cette
derniere propriété est intéressante car elle permet de ne pas conserver I’ensemble
des explications de contradiction.

On peut énoncer le résultat suivant sur les opérations de transformations de la
section 4.3.

Théoréme 1 (Propriétés des transformations)

Pour tout comparateur contradiction-local, I'utilisation des transformations d’arbre
permet d’assurer que si la configuration courante est P-contradictoire, la prochaine
configuration explorée sera & droite de la configuration courante dans ’arbre de
recherche courant.

> Preuve : Comme un comparateur contradiction-local garantit, par défini-
tion, que le retour d’une contrainte n’apporte rien au niveau du comparateur,
toute configuration explorée sera de la forme :

Aec' e B

ou A est composé uniquement de contraintes actives et B de contraintes re-
laxées. Ainsi, toute position & gauche de la configuration courante (passage
d’un élément de B & un état actif) ne peut conduire qu’a une configuration
‘P-contradictoire si la configuration courante est P-contradictoire. Sinon, il
existe une configuration équivalente au regard du comparateur a droite de la
configuration courante : il suffit de laisser cet élément relaxé car cela ne change
rien au regard du comparateur. <
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(est en vertu de ce théoréme qu’une partie de la figure 4.6 page 51 est marquée
comme 1mplicitement explorée.

Parmi les comparateurs que nous avons déja présenté, il en est un qui est
contradiction-local : Cyiyi. Pour le montrer, nous allons caractériser une solution
optimale pour Cyy.

Rappelons qu’une configuration optimale pour Cyy est une configuration pour
laquelle la plus importante des contraintes relaxées est la moins importante possible.
On introduit une nouvelle notion : le minimum d’une explication.

Définition 28 (Minimum d’une explication)

On appelle minimum d’une explication E et on note min(FE) la contrainte la moins
importante de Pexplication E. Si celle-ci n’est pas unique, on sélectionne indifférem-
ment une des candidates.

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant qui permet de caractériser
une configuration optimale pour Cyy et recouvrant un ensemble d’explications de
contradiction.

Théoréme 2 (Caractérisation d’une solution optimale pour Chy)
L’ensemble Sol = {c € AUR | 3IF € &,¢=min(E)} est un recouvrement optimal
pour Cyim de ensemble &...

> Preuve :

Sol est bien un recouvrement (chaque explication de contradiction contient
un élément de Sol). Nous allons montrer par récurrence qu’il n’en existe pas
de meilleur selon le comparateur Ch.

- S1 & =9, (C, @) est bien la meilleure configuration au sens de Cvum
(¢f. section 2.4.2).

- Si & = {F}, il est indispensable de relaxer au moins une contrainte, on
ne peut trouver mieux (au sens de Cyiy comme au sens de n’importe
quel comparateur) que de relaxer min(E).

— Supposons que & = S et que le théoréeme soit vérifié pour S i.e. Rg =
{c€e AUR|3E € S,¢c = min(E)} est un recouvrement optimal au sens
de Cvn. Soit Ey, une nouvelle explication de contradiction. Montrons
que Rs U{min(Ey)} est un recouvrement optimal pour S U{E,} selon
Cun- Soit & le niveau de la contrainte relaxée la plus importante dans
Rs. Soit £ le niveau de min(En). Deux cas se présentent :

1. £ est moins important ou d'importance égale a k. Le recouvrement
obtenu est donc bien optimal pour S U {E,} car la relaxation de £
on ne peut pas espérer ne pas avoir a relaxer la contrainte de niveau
k du fait de la relaxation de min(En) car Rs est un recouvrement
optimal de S.

2. £ est plus important que k. On ne peut pas faire mieux car pour
ne pas relaxer la contrainte de niveau £, comme il est impératif de
recouvrir F,, on serait obligé de relaxer une contrainte encore plus
importante ou d’importance égale (£ est le niveau de min(Ey)).

Le théoréeme est donc démontré par récurrence. <

Théoréme 3 (Cvm est contradiction-local)
Le comparateur Cyiv est contradiction-local.
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> Preuve : Soit (A, R) une configuration optimale pour Cyy recouvrant
&c. Soit F, une nouvelle explication de contradiction. Soit ¢ = min(En). Par
le fait du théoréme 2, (A\ {c}, R U {c}) est une configuration optimale pour
Cym recouvrant £ U{E,}. On a bien (A\ {c¢})N R = &. Cvum est donc bien
contradiction-local. <

Les comparateurs contradiction-local sont intéressants parce qu’ils permettent
de rendre facile le probleme de recouvrement de la fonction meilleure-configu-
ration. En effet, la détermination d’une solution optimale ne dépend que de la
derniere explication de contradiction recontrée. Ils permettent a notre mécanisme
de transformation d’arbre d’avoir de bonnes propriétés et ils assurent la pérennité
des relaxations.

Un comparateur contradiction-local parait tout a fait adapté & un fonctionne-
ment réel d’un systeme de relaxation de contrainte. En effet, 1l s’accommode d’une
connaissance parcellaire des préférences associées aux contraintes d’'un probléme.
Ainsi, un comparateur contradiction-local n’a besoin de connaitre & un moment
donné que les préférences associées aux contraintes de la derniére explication de
contradiction. Mieux encore, dans le cas de Cypy 1l lui suffit d’étre capable d’iden-
tifier la contrainte la moins importante: il s’agit alors d’une connaissance relative
des préférences.

La force de ces comparateurs (localité de la comparaison) est & double tranchant.
En effet, cette localité ne permet pas d’avoir une vision globale de la solution obtenue
et peut conduire & des configurations peu satisfaisantes pour I'utilisateur meéme si
elle sont optimales pour le comparateur considéré. Ainsi, dans le cas de Cym, on
peut étre amené a relaxer toutes les contraintes d’un niveau de la hiérarchie avant
de se rendre compte qu’il suffisait de relaxer une seule contrainte plus importante.
(C’est le phénomene de «noyade».

4.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode générale de recherche en
meilleur d’abord de C-solution. Cette recherche est basée sur trois fonctions: ex-
plique-contradiction, meilleure-configuration et maj-configuration.

Nous avons donné une sémantique opérationnelle de la derniére en terme de
transformations de ’arbre de recherche. Nous avons spécifié le fonctionnement de la
deuxiéme fonction et plus particulierement fourni des résultats pour les compara-
teurs contradiction-local. Nous avons de plus exhibé les bonnes propriétés de cette
classe de comparateurs.

Dans les chapitres suivants, nous allons montrer comment spécifier les fonctions
explique-contradiction et maj—configuration de maniére plus précise pour les
domaines de contraintes dont la résolution utilise un algorithme de point fixe. Nous
introduirons pour ces spécifications un nouvel outil: le systéme de maintien de
déduction. Mais avant, nous présentons une instance directe de notre approche:

relax(Q, Lin, Psq).
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ANS CE CHAPITRE, nous présentons ’adaptation de notre méthode de recherche
D au cas des contraintes linéaires sur les rationnels. De tels systémes de con-
traintes peuvent étre résolus en utilisant des méthodes classiques de résolution de
problémes linéaires (simplexe, Gauss, ...). Nous présentons ici brievement le lien
entre algorithme du simplexe qui est une méthode d’optimisation en programma-
tion linéaire et la réalisabilité d’un systeme de contraintes linéaires sur les ration-
nels. Ensuite, nous montrons comment les fonctions explique-contradiction et
maj-configuration peuvent étre spécialisées en rappelant brievement les travaux
de de Backer [1995] et de Jaakola [1990]. Ce court chapitre se présente donc comme
un exemple illustratif de I'intérét de notre approche et de la facilité avec laquelle on
peut obtenir une instance pour traiter les contraintes linéaires sur les rationnels.

5.1 Présentation

5.1.1 Définitions

On se donne un systeme S de contraintes linéaires composé d’inégalités A-z < b.
A est une matrice rationnelle m x n de plein rang'.  est un n-vecteur de variables
rationnelles quelconques et b un m-vecteur de constantes rationnelles. Tout systéme
de contraintes peut se ramener a ce cas par 'introduction de nouvelles variables.
On s’intéresse a la solubilité d’un tel systeme.

Définition 29 (Solubilité)
Un systéme S de contrainte linéaires A - ¢ < b est dit soluble s’il existe un vecteur
u de Q™ tel que A -u < b.

Dans notre cadre général, on a donc

— un domaine de calcul : Q) I’ensemble des rationnels;

un ensemble de variables regroupées dans le vecteur z

dont les domaines sont ’ensemble Q@ lui-méme;

et un ensemble de contraintes représenté par S.
La propriété P devant étre satisfaite par toute configuration est alors Pyq (cf.

définition 7 page 17), on parle aussi de réalisabilité.

5.1.2 Réalisabilité d’un systéme linéaire

Pour un systéeme S donné, on introduit m variables dites variables d’écarts

(Zn41y .-, Lnym) toutes positives permettant d’écrire S sous la forme:
n
Zaijxj + Tpgi = b; (51)
J=1 iefl..m}

On peut écrire alors cet ensemble de contraintes de la facon suivante, dite sous
forme standard.

1. Le rang d’une matrice est défini comme étant la taille du plus grand sous-déterminant non
nul extrait de cette matrice. Une matrice est de plein rang si son rang est le méme que la plus
petite de ses dimensions. On peut toujours se ramener & une matrice de plein rang en supprimant
les lignes (colonnes) redondantes.
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n

Tnyi = bi — Z aij T (5.2)
J=1 iefl..m}

D’apres [’équation 5.2, si les b; sont positifs, alors ¢, 41 = b; pour tout 7 € {1..m}
et 2; = 0 pour tout j € {1..n} est un élément de .S qui est donc non vide.

On appelle base toute sous-matrice carrée réguliére? m x m extraite de A*. A*
est composée de A a laquelle on accole la matrice identité m x m correspondant aux
variables d’écart introduites dans la forme standard (équation 5.2).

En permutant les colonnes de A*, on peut toujours mettre A* sous la forme
A* = (B, N) ot N désigne les colonnes de A* qui ne sont pas dans la base B. De
méme, on partitionne z en (zp,zN).

On appelle solution de base le cas ou 1’on considére zx = 0 et ainsi on peut
écrire® 25 = B™!-b. S B~! - b est positif alors S est non vide.

Pour étudier la solubilité d’un systéme de contraintes, dans le cas oli au moins
un b; est strictement négatif, il faut trouver une base B permettant d’obtenir B~'-b
positif (pour les lignes correspondant & des variables d’écart) ou de montrer qu’il
n’en existe pas.

Pour cela, on se propose d’écrire un programme linéaire déduit de S tel que la
structure de la solution optimale permette de savoir si S est vide et dans le cas
contraire, exhiber une solution réalisable de S.

Soit I’ensemble S’ déduit de S ainsi:

Zaijxj — X < bl (53)
j=1 ie{1..m}

xo est une nouvelle variable rationnelle. Soit le programme linéaire ming;¢s/7 Zo.
Soit z la valeur a 'optimum de ce programme linéaire.

Lemme 1
S non vide — 2 <0
> Preuve : Soit (z1,...,2,) € S. En choisissant xo = 0, (x0,%1,...,2n)
est un élément de S’. z étant la valeur minimale de 2o, on a: z <0. <
Lemme 2
Svide = 2z>0
> Preuve : Supposons z < 0, prenons (z,21,...,%,) un élément optimal de
S'. D’aprés les systémes de contraintes traités et comme z < 0, (21,...,25)
est élément de S ce qui est contradictoire d’ou le lemme. <

Proposition 7

Svide «<—=2>0

> Preuve : C’est une conséquence des deux lemmes précédents, c’est aussi
un résultat classique de programmation linéaire. <

2. Réguliére est équivalent a inversible. Une telle matrice existe puisque A* est de plein rang.
3. B~! existe puisque B est carrée réguliére.
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On a donc trouvé le programme linéaire que ’on cherchait. En utilisant la mé-
thode du simplexe, si I'optimum obtenu est négatif ou nul, S n’est pas vide; sinon
le systéme S est contradictoire.

Nous avons montré jusqu’ici qu’il existait un programme linéaire permettant de
décider de la réalisabilité d’un systéme de contraintes donné. Nous utiliserons par la
suite un autre programme linéaire obtenu a partir du probléme initial : le quasi-dual.
Nous pourrons ainsi passer d’un probléme a ’autre sans aucune difficulté.

5.1.3 Vérification de P,

Ecrivons le programme dual du programme linéaire défini sur S’ (équation 5.3).

max y o Aib;
{2 aijhi = Oljeqimy
= 5.4
SN = 1 54
Vi€ {1.m}\

IN
o

Ce qui peut aussi s’écrire :

—minzznzl /\zbz
{202, aihi
D iz A
Vie {l.m}x

On obtient au signe des A; prées le quasi-dual de S':

()
—
.,
m
—
e
3
e
—_
(@2}
[S2}
=

WVl
o

Définition 30 (Quasi Dual)

On définit le polyédre @ (quasi dual) a partir de S : {Z;_l a;jx; < bi} o) de
- je{l.n
la facon suivante: -
2ot agh = O}je{l..n}
2imi A 1 (5.6)

On a le théoréme suivant (rappelé dans [de Backer, 1995] et dans [de Backer et
Béringer, 1991b]) :

Théoréme 4 ([Lassez, 1990])
Soit M =min ;- biA; avec A € Q. Alors:

- 851 M >0, S nest pas vide.
— 81 M <0, S est incohérent.

> Preuve : Cela découle directement des résultats classiques de dualité
[Minoux7 1983]. En effet, on a: — min Z:Zl Aib; = z = —M. D’ou1 le théoréme.
<

Ce nouveau programme linéaire est équivalent a celui de la section précédente,
comme on vient de le voir mais, il va nous étre plus utile dans le cadre d’une
utilisation dans notre systéme de relaxation de contraintes.

5.2 Instance du schéma général de relaxation

Pour instancier notre schéma général de systeme de relaxation de contraintes, il
suffit de spécifier les deux fonctions explique-contradiction et maj-configura-
tion. En effet, rappelons que la fonction meilleure-configuration est indépen-
dante du domaine de calcul.
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5.2.1 Fournir une explication de contradiction

Lorsque S n’est pas cohérent, M (du théoréme 4) est calculé en méme temps
qu’un sommet du quasi-dual @ sur lequel le minimum M < 0 est atteint, et de
coordonnées A = (Ay,..., Ap).

Théoréme 5 (Explication de contradiction pour S)
Un sous-ensemble de S désigné par ses indices I C {1..m} est une explication de
contradiction® si et seulement si il existe un sommet A = {Ay, ..., A,} du polyedre

Q tel que:
ZbiAi<0etAi¢0¢>iEI

i=1

> Preuve : Ce théoréme présenté dans [Béringer et de Backer, 1990] est
complétement démontré dans [de Backer, 1995]. <

Ainsi, pour une valeur optimale de M atteinte au sommet A de @), les contraintes
correspondant aux coordonnées non nulles de A forment une explication de contra-
diction.

On peut également identifier une explication de contradiction & partir du pro-
bléme primal®. Si S est de la forme {A - 2 < b}, la propriété Py, est testée en
résolvant le programme linéaire défini sur S’ (¢f. équation 5.3). Comme on I'a vu
ce probléeme est le dual du quasi-dual au signe pres. On a minzg = —minA - b.

En ajoutant les variables d’écart s = (s1,...,5m) le probléme devient minxzg
sur A-x+1-s—1-xy = b. Dans ce cas, chaque \; du quasi dual correspond &
un s; du probleme primal. Quand S est insoluble, z; atteint une valeur minimale
positive. Le fait qu’un A; soit non nul correspond alors au fait que la variable d’écart
s; correspondante est hors-base (donc nulle). On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 6 (Probléme primal et explication de contradiction)

St minzg sur A-x — 1. xy < b est strictement positif, alors les contraintes dont
les variables d’écart associées sont hors-base dans la solution optimale forment une
explication de contradiction.

> Preuve : cf. [de Backer, 1995]. <

Nous venons donc de voir deux fagons de spécifier la fonction explique-con-—
tradiction.

5.2.2 Effectuer la mise a jour de configuration

Comme D’outil de résolution utilisé est le simplexe, il faut, ici, étre capable d’ajou-
ter ou de retirer incrémentalement des contraintes. C’est ce que font les simplexes
incrémentaux traditionnellement employés dans les langages de programmation lo-
gique avec contraintes.

Nous ne rentrerons pas ici dans les détails d’un simplexe incrémental. En fait, un
simplexe incrémental représente les contraintes comme le fait un simplexe classique.
En particulier, a une contrainte donnée correspond une unique variable d’écart dans
le tableau simplexe correspondant.

On a déja vu comment il était possible de savoir si un systéme de contraintes
linéaires était réalisable. L’intégration d’une contrainte ne pose probléme que si
le tableau simplexe obtenu apres I'intégration de la nouvelle contrainte n’est plus

4. Ce théoréme a été adapté & nos définitions, dans [de Backer, 1995], une explication de contra-
diction est appelé incohérent.
5. Origine du dual.
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réalisable (la propriété P, n’est pas vérifiée par la solution de base courante). Il
faut essayer de retrouver une base réalisable: on se retrouve en fait dans le cas de
départ.

Pour supprimer les effets d’une contrainte, on applique tout simplement la tech-
nique employée pour réaliser un backtrack dans un simplexe incrémental : si la va-
riable d’écart associée & la contrainte & supprimer est «en base» il suffit de supprimer
la ligne concernant la contrainte (la contrainte est ainsi tout simplement relaxée),
sinon, on change de base pour la faire entrer en base (il faut bien str enlever la
contrainte implicite de positivité associée & cette variable d’écart afin qu’il n’y ait
plus de contradiction).

Pour plus de détails, on pourra se reporter a [Jaakola, 1990] qui explique com-
plétement comment réaliser I'implémentation d’un simplexe incrémental dans le cas
de cLP(R).

Notons enfin que les travaux de Holzbaur et al. [1996], spécifiant une version du
systéme 1HCS [Menezes et al., 1993] pour les contraintes linéaires sur les rationnels,
apparaissent comme une instance de notre approche au cas des contraintes linéaires.
(est d’ailleurs le seul cas ou le systéme THCS et notre approche ont des performances

similaires ©.

5.3 Conclusion

Nous avons montré ici combien il était facile dans le cadre des contraintes li-
néaires sur les rationnels de proposer un systeme de relaxation de contraintes basé
sur notre approche. De plus, on constate que cette intégration a notre approche
se fait sans surcout car toute I'information nécessaire est contenue dans le tableau
simplexe maintenu au cours de la résolution.

6. En effet, notre mécanisme d’explication dans le cas des domaines finis est plus précis que
celui d'HCS (cf. chapitre 7).
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ANS CE CHAPITRE, nous nous intéressons a la spécialisation des fonctions ex-
D plique-contradiction et maj-configuration lorsque le solveur utilisé tra-
vaille par réduction de domaines (domaines finis, intervalles, ...). Les domaines des
variables considérées sont ici des ensembles finis de valeurs?®.

L’1dée principale d’une telle spécialisation est d’enregistrer une «f{race intelli-
gente» des calculs effectués. Cette trace permet d’expliquer I’état de chaque domaine
a chaque instant et de défaire les effets passés d’une contrainte en cas de relaxation.
Nous appelons I’ensemble des informations ainsi enregistrées et le mécanisme de
gestion associé un systeme de maintien de déduction.

Plus précisément, nous présentons dans ce chapitre un algorithme 2 général de ré-
duction de domaine [Jussien et Boizumault, 1996a; Jussien et Boizumault, 1996b;
Jussien et Boizumault, 1996c]. Nous présentons ensuite notre systéme de main-
tien de déduction?® et précisons les informations enregistrées. Enfin, nous montrons
comment ce systéme de maintien de déductions peut étre utilisé pour spécialiser les
fonctions explique-contradiction et maj-configuration.

6.1 Techniques de résolution par réduction de do-
maines

On cherche dans cette partie a généraliser les techniques de réduction employées
pour les ¢sp [Tsang, 1993] et les ¢sp numériques [Lhomme, 1993]. Nous définissons
ainsi un cadre général pour les problémes définis par des contraintes et résolus par
un algorithme de point fixe.

6.1.1 Présentation

Nous introduisons d’abord le cadre général d’un algorithme de point fixe pour
résoudre des osp. Nous utilisons pour cela un cadre déja utilisé dans [Benhamou et
Older, 1992]. Dans la suite nous appellerons indifféremment relation ou contrainte
toute relation n-aire.

Nous présentons les notions de fonction d’approximation et de fonction de ré-
duction. La premiére permet de donner un sur-ensemble d’un ensemble donné et
la deuxiéme permet de retirer d’un ensemble donné, les valeurs ne vérifiant pas
une relation. Ce sont les briques de base de l'algorithme de réduction que nous
présenterons ensuite.

Approximation

Soit un ensemble D. On note P(D) ’ensemble des parties de D. Une fonction
d’approximation est définie de la fagon suivante:

Définition 31 (Fonction d’approximation)
Soit apx une fonction définie de P(D) dans P(D). La fonction apx est une ap-
proximation sur D si et seulement si les 4 propriétés suivantes sont vérifides :

1. apx(@) =@

1. C’est le cas aussi pour les intervalles puisque les représentations machines utilisées sont basées
sur les nombres flottants. Nous y revenons chapitre 8.

2. Les algorithmes que nous proposons dans ce chapitre sont adaptés & des propriétés comme
Pac (consistance d’arc) et Pp. (b-consistance d'arc). Ces algorithmes peuvent se généraliser en cas
d’utilisation d’une autre propriété.

3. Le lecteur averti constatera que différentes notions présentées dans ce chapitre ont leur équi-
valent (sous un autre nom) dans le domaine des TMS [Doyle, 1979] ou des aTMs [de Kleer, 1986a).
Nous avons fait le choix de ne pas réutiliser ce vocabulaire. Nous avons préférer définir un voca-
bulaire plus proche de celui de ’algorithme Dynamic Backtracking [Ginsberg, 1993] pour mettre
en évidence les liens existants.
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2.¥p e P(D),p C apz(p)
3. Vp,p' € P(D),p C p' = apx(p) C apz(p')

4. Yp € P(D), apz(apx(p)) = apx(p)
Une fonction d’approximation permet de donner une «wvaleur approchée» d’un
ensemble donné.

On peut étendre une approximation sur un ensemble D a D" de la facon suivante
(reprise de [Benhamou et Older, 1992]) :

Définition 32 (Extension de 1’approximation)
Soit apx une approximation sur D). Soit p une relation sur D". Alors, une fonction
d’approximation étendue, notée apz., est définie de la facon suivante :

apze(p) = apr(mi(p)) x ... x apx(my(p))

ot m;(p), la i®™¢ projection de p, est définie de la facon suivante :

mi(p) ={ei € D | (Awy, ... 01, Tig1,...,Tn) € D"_l), (Z1,...,20) € p}

Une telle extension est bien une approximation [Benhamou et Older, 1992].

Par souci d’allégement des notations, nous noterons, dans la suite de ce chapitre,
de la meéme fagon une fonction d’approximation et son extension lorsque le contexte
permettra de faire la différence.

On peut composer deux relations en utilisant la proposition suivante.

Proposition 8 (Composition)

apz(pU p') = apz(apz(p) Uapz(p')) (6.1)
apx(pNp') C apz(p) Napz(p)

Réduction

Une fois défini le concept de fonction d’approximation, on peut introduire la
notion de fonction de réduction.

Soit une relation p sur un ensemble D). On définit une fonction de réduction de
la fagon suivante:

Définition 33 (Fonction de réduction)
Une fonction de réduction rdx, pour la relation p est une fonction de P(D")
vers P(D") vérifiant les propriétés suivantes pour tout élément v € P(D"™) :

1. rde,(u) C u Contraction
2. rde,(rdz,(u)) = rdz,(u) Idempotence
3. u C v = rdx,(u) C rdx,(v) Monotonie
4. rde,(u)Np=unp Correction

Proposition 9 (Réduction et Approximation)
Soit apx une fonction d’approximation. La fonction suivante est une fonction de
réduction pour p:
rdz(u) = apx(unp)
On la notera p,,, .

> Preuve : cf. [Benhamou et Older, 1992]. <

Une fonction de réduction pour p permet de retirer d’un ensemble donné les
valeurs non compatibles avec p.
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6.1.2 Un algorithme de réduction

Nous proposons maintenant un algorithme utilisant les fonctions de réduction
associées aux relations. Ces relations sont définies sur des variables de ’ensemble
{v1,...,v,} prenant leurs valeurs chacune dans D. On note var(p) les variables
concernées par la relation p. Nous ne nous préoccupons pas ici d’arc-consistance ni
d’aucune autre propriété pour I'instant. L’algorithme que nous proposons ici est en
fait une généralisation de I’algorithme AcH [Van Hentenryck et al., 1992] qui était
déja un cadre général pour le maintien de ’arc-consistance. Nous ’avons simple-
ment repris en remplacant les références & ’arc-consistance (fonctions ARCCONS et
LocALARCCONS) par des références & une propriété quelconque*

Considérons ’algorithme suivant :

Algorithme 2 (Algorithme basé sur la réduction)

Soit A un ensemble de relations et @) une file. D, ..., D, sont les domaines des
variables.

point-fixe(in A; inout {Di,...,D,})
) début

(1

(2) initialiser (Q))

(3) pour tout p € A faire

(4) A« prop(Di,...,Dpn,p)

(5) pour ¢ de 1 & n faire

(6) si A; # & alors

(7) enqueue (), (1,A;, p))

(8) Di = Di\ A,

(9) finsi

(10) finpour

(11)  finpour

(12)  tant que @ # J faire

(13) (2,5, p) « dequeue (Q)

(14) pour tout p' € {6 € A\ p|vi € var(8)} faire
(15) A « localprop(Di,...,Dn,p',1,5)
(16) pour j de 1 a n sauf: faire

(17) si Aj # & alors

(18) enqueue (Q,(3,2,,p'))
(19) Dj < Dj\ A

(20) finsi

(21) finpour

(22) finpour

(23) fintantque

(24) fin

avec les primitives usuelles sur les files initialiser, dequeue et enqueue.
Les fonctions prop et localprop sont définies de la facon suivante :

— prop(Dy,...,D,,p) est effet provoqué par la relation p sur les
domaines D" 1.e. les ensembles de valeurs retirées des domaines par
Popération de réduction. On a:

prop(D1,...,Dn,p) = Dy x ~~~><Dn@ﬁapx(D1 X ... x Dy)

pour une fonction d’approximation apx donnée®. Notons que les

4. L’algorithme que 'on obtient alors est parfaitement adapté 4 toute technique de réduction
basée sur 'exploration des «arcs» (contraintes) d’'un systéme de contraintes comme pour l'arc-
consistance ou la B-consistance d’arc. Lorsqu’on veut maintenir une propriété plus forte, on peut
redéfinir l'algorithme & utiliser de la méme maniére qu’on le fait ici pour AC5.

5. L’opérateur © correspond ici a un différence ensembliste si les produits cartésiens sont repré-
sentés par I'’ensemble des tuples présents.
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modifications sont limitées aux variables concernées par la fonction
prop.

— localprop(Dy,..., D, ,p,i,5) est Peffet provoqué par p sur les
domaines D™ suite au retrait de S de D;. On a SN D; = &. On
définit deux ensembles A’ et A’ qui donnent un certain degré de
liberté sur la réponse de localprop. A’ correspond aux réductions
réellement dues au retrait de S, alors que A" correspond & une plus
forte réduction ne tenant pas compte de S. Plus précisément, on

pose :
A’:ﬁapx(Dl,x...xDiUSx D) © Pape (D1 X ... x Dy)
et
A" =Dy XXX Dy © Bgpe (D1 XX D)
On a:

A’ Clocalprop(Dy, ..., Dy, p,i,5) C A"

Notons qu’ici aussi, les modifications sont en fait limitées aux variables
concernées par la fonction localprop.

Proposition 10 (Propriétés de 1’algorithme 2)
1. L’algorithme termine.

2. L’algorithme atteint un point fixe pour les relations considérées :
Vp € AVu € P(D"), Pape(u) = u
ou u est la sortie de point-fixe i.e. D1 X ... x Dy.

> Preuve :

1. Les domaines des variables sont des ensembles finis. Comme une fonction
de réduction est contractante, I’algorithme termine.

2. — Dans le cas ot1 localprop renvoie I’ensemble A" cette propriété est
évidente car:

A"=0 =7, (D1 x...xDp)=Dix...x Dy

Ce qui prouve aussi que la propriété est aussi vérifiée pour prop
puisque cette fonction renvoie en fait I'ensemble A”.

— Dans le cas oll localprop renvoie I’ensemble A’ et si on note p ¢
la projection de p sur sa composante £. On a:

VA" Le= DS (B, (Dix. .. X D) Lo Mo (D1x. . xSx...xDn) L)

A'=3 = YU#T (Ppe(D1x...xDy)len
Pape(D1 X .. X S x o x D) de) = Dy
Dix ..o X Dn CPape (D1 x ... x D)

=
= Dape(D1 X ... X Dp)=Dix...x Dy
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A partir de ’algorithme précédent, on obtient facilement une version incrémen-
tale permettant d’ajouter dynamiquement une relation.

Algorithme 3 (Ajout de relation)
Soit A I’ensemble des contraintes actives d’un probléme donné. Soit p une nouvelle

relation et Dy, ..., D, les domaines des variables considérées.
point-fixe-ajout (in p; in A; inout {Di,...,Dxs})
(1) début

(2) initialiser (Q))

(3) A« prop(Di,...,Dpn,p)

(4) pour ¢ de 1 & n faire

(5) gi A; #£ & alors

(6) enqueue (), (1,7, p))

(7 D; « D\ A

(8) finsi

(9) finpour

(10)  tant que @ # J faire

(11) (2,5, p) « dequeue (Q)

(12) pour tout p' € {6 € A\ p|vi € var(8)} faire
(13) A « localprop(Di,...,Dn,p',1,5)
(14) pour j de 1 a n sauf: faire

(15) si Aj # & alors

(16) enqueue (Q,(3,2,,p'))

(17) Dj < Dj\ A

(18) finsi

(19) finpour

(20) finpour

(21) fintantque

(22) fin

Théoréme 7 (Filtrage et Point fixe)

Si pour une propriété P donnée, on peut trouver une approximation apz telle que
le point fixe pour la réduction corresponde a la vérification de la propriété P alors
Palgorithme 2 (algorithme point-fixe) permet de faire un filtrage pour P.

> Preuve : C’est exactement le comportement d’un algorithme de point
fixe. <

6.2 Maintien de déduction pour la réduction

Maintenant que nous avons donné un algorithme de réduction permettant de
restreindre les domaines des variables d’un probleme de telle sorte qu'une propriété
donnée soit vérifiée (a I’aide du théoreme 7), nous pouvons définir notre systéme de
maintien de déduction.

Le systeme de maintien de déduction va nous permettre, d’une part, de spécifier
les fonctions parameétres de notre recherche en meilleur d’abord (explique-contra-
diction et maj-configuration) dans le cas des propriétés proposant un filtrage
par réduction et, d’autre part, de généraliser les algorithmes de maintien dynamique
d’arc-consistance.

On se propose d’enregistrer (de maintenir) un certain nombre d’informations
au cours de la résolution. On peut ainsi facilement définir et spécifier la fonction
explique-contradiction. Ces informations seront utilisées pour une premiére spé-
cification de maj-configuration.

Dans la suite, nous appellerons domaine de la variable i 1’élément D; renvoyé
par 'algorithme point-fixe (algorithme 2).
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6.2.1 Concepts de base

Définition 34 (Déduction)
On appelle déduction le retrait d’une valeur dans le domaine d’une variable.

On notera 6,2, le retrait de la valeur a du domaine de v. On utilisera aussi une
fonction §(v, a) définie sur le domaine originel de v (DS"8 ) et renvoyant la déduction
associée au retrait de a du domaine de v, si celui-ci a été réalisé. Cette fonction sera
utilisée dans la section 6.2.4 pour étendre la notion de déduction.

Nous notons A l’ensemble des déductions réalisées lors de la résolution d’un
probléme donné. La taille de A est bornée par n x d ou d est la taille maximum
d’un domaine et n le nombre de variables.

Le retrait de valeur est I’opération de base réalisée par un algorithme de réduc-
tion de domaine tel que I’algorithme 2 (aux lignes 8 et 19). C’est pourquoi la notion
de déduction est la notion de base de notre DMSs.

En fait, nous ne cherchons pas a enregistrer les déductions mais plutot la raison
de leur réalisation. C’est pourquoi, nous introduisons la notion d’explication pour
une déduction reposant sur les contraintes responsables du retrait et sur d’éventuels
retraits précédents causes du nouveau retrait considéré.

Définition 35 (Explication)
Une explication pour une déduction § est un couple (E¢, Ep) ott E¢ et Ep sont
deux ensembles définis de la maniére suivante :

— E¢ C C, c’est un sous-ensemble des contraintes du probléeme ;
— Fp C A, c’est un ensemble de déductions;

— soit D" tel que
Vi, Di" = D{™8\ {a | 6y, 24 € Ep}

Soit D% = point-fixe(Ec, D™). On a alors, si 6 = Supsta, a ¢ DIUE.

En d’autres termes, ’application de ’algorithme de réduction sur les contraintes
de E¢, les domaines ne contenant aucune valeur concernée par les déductions de
Ep, conduit a la réalisation de la déduction § i.e., a la fin de I'algorithme, la valeur
concernée par § n’apparalt plus dans le domaine de la variable concernée.

Exemple 22 (Explication de déduction) :

Soient v; et vz deux variables de domaine {1,2,3}. Soit ¢1 : vi > 2 et
Co I U] = V2.

L’utilisation d’un algorithme de réduction établissant |’arc-consistance
conduit, entres autres, au retrait de la valeur 2 de v;. Une explication pour
ce retrait est alors (c1, ).

De méme, ’arc-consistance demande que la valeur 2 soit retirée du domaine

de vz, 'explication est ici: (c2,d(v1, 2)).

Il peut y avoir plusieurs explications pour une méme déduction 4, lorsque c’est
le cas, on les regroupe dans un ensemble noté Exg.

L’ensemble des explications enregistrées pour tous les éléments de ’ensemble A
permet de définir la notion de systéeme d’explication.

Définition 36 (Systéme d’explication)
On appelle systéme d’explication la donnée d’un ensemble de déductions et de
leurs explications associées.
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Du fait de la modification possible du statut (active, relaxée) de chaque con-
trainte au cours de la résolution, il faut introduire la notion de validité pour les
déductions et les explications.

Définition 37 (Validité)
— Une déduction § est valide dans une configuration (A, R) si et seulement si
FExs contient au moins une explication valide,

— Une explication (C, D) est valide dans une configuration {A, R) si et seule-
ment si:

-CCA

- V¥d € D ¢ valide. (Si D= @ la propriété précédente suffit a prouver la
validité)

Exemple 23 (Explication valide) :
Ainsi, dans I'exemple 22, explication (cz,8(v1,2)) est valide dans la confi-
guration ({c1,cz2}, @) mais ne lest plus pour la configuration ({c1}, {c2}).

Comme nous utilisons un algorithme de réduction, une fois qu’une valeur est
retirée d’un domaine, elle ne peut bien sur plus I’étre ultérieurement sauf si elle a
été réintroduite a la suite d’une relaxation de contrainte. C’est pourquoi on peut
énoncer la proposition suivante.

Proposition 11 (Une seule explication valide)
Lorsqu’aucune contrainte n’est réintroduite (passage du statut relaxé au statut ac-
tif), il y a au plus une explication valide par déduction.

> Preuve : En effet, on ne peut ajouter une explication nouvelle que s’il
n’y en a pas ou si I’ensemble de valeurs concerné est inclus dans le domaine
considéré (la déduction était invalide jusqu’a présent). Et comme il n’y a pas
eu de retour de contrainte, les explications invalides le sont restées. <

Bien sur, ces définitions de validité ne sont valables que si le systéeme d’explica-
tions ne produit pas de «boucle» : on dit alors qu’il est bien fondé. Pour définir cette
notion, nous devons introduire la notion de graphe de dépendance des déductions
qui permet de représenter les liens qui existent entre les déductions, permettant
alors de déterminer leur validité.

Définition 38 (Graphe de dépendance des déductions)

On peut associer un graphe de dépendance de déduction (X,U) a un systéme
d’explication. L’ensemble des sommets est I'ensemble des déductions du probléme
(X = A). Un arc a entre 0, et 02 appartient a U si et seulement si :

A(C, D) € Fas,, 60 € D

Un tel graphe permet de donner une representation graphique des dépendances
entre les déductions (par leurs explications associées).

Exemple 24 (Graphe de dépendance de déductions) :
Considérons le systéme d’explications suivant.

Soient v et vz deux variables de domaines D1 = D, = {1, 2,3}.
Nous supposerons ’existence des contraintes ci, ¢z et c3. Nous
avons répertorié dans le tableau 6.1 les déductions et leur expli-
cation associée (dans lordre d’apparition).

Le graphe de dépendance des déductions associé a ce systéme est représenté
figure 6.1.
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Déduction Explication
d(vi,1) ({ar}, @)
6(ve, 1) ({es}, {0(v1, 1)})
6(v2,2)  ({e2}, {0(v1, 1})
6(vi,3)  ({es}, {0(v2,2)})
6(v2,2)  ({er}, {0(v2, 1)})

TaB. 6.1 — Déductions et explication associée dans ’ordre d’apparition

d

(v,.1)

8,3

(v,.2)

Fia. 6.1 — Ezemple de graphe de dépendance de déduction

Définition 39 (Systéme d’explications bien-fondé)
Un systéme d’explication est dit bien fondé si et seulement si son graphe de dé-
pendance de déduction associé est sans circuit.

Si le systeme d’explications utilisé est bien fondé, la définition récurrente de la
validité ne pose pas de probleme. Dans le cas contraire, on ne peut plus décider de
la validité de certaines déductions.

Exemple 25 (Systéme d’explication mal fondé) :

Le systeme d’explication de ’exemple 24 est bien fondé comme on peut le
voir sur la figure 6.1. Par contre, si on y ajoute I'explication ({cs}, {6(v1,3)})
pour la déduction d(vz,1), le systéme d’explication n’est plus bien fondé.
Le graphe de dépendance associé est représenté figure 6.2. On ne peut plus
déterminer la validité des déductions §(v1,3), 6(vz, 1) et §(v2, 2).

S, 1)

8,3

(v,.2)

Fia. 6.2 — Exemple de systéme d’explications mal fondé

A partir d’un systéme d’explication, on peut définir la notion de systéme de
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maintien de déduction.

Définition 40 (Systéme de Maintien de Déduction — DMS)

On appelle systéme de maintien de déduction, la donnée d’un systéme d’explication
et des procédures de modifications et d’accés sur les données de ce systéme : ajout
d’explication, test de validité, ...

6.2.2 Conditions fondamentales de bon fonctionnement

Nous nous proposons ici d’introduire des conditions de fonctionnement pour
notre systéme qui nous permettent d’assurer le caractére bien fondé du systéme
d’explication utilisé. Elles sont au nombre de deux.

Définition 41 (Condition de fonctionnement C1)

Lorsqu’une explication est ajoutée au systéme d’explications celle-ci doit étre valide.

Définition 42 (Condition de fonctionnement C2)
Si pour une déduction donnée, une nouvelle explication est déterminée, celle-ci ne
sera prise en compte que si:

— la déduction n’a pas encore d’explication;

— ou bien 'explication courante n’est pas valide et la nouvelle explication rem-
place alors ’ancienne.

Lemme 3 (Unicité de I’explication)
A tout instant, sous la condition de fonctionnement C2, il y a au plus une explication
associée a une déduction.

> Preuve : Par définition de C2. <

Proposition 12 (Condition de validité)
Sous la condition de fonctionnement C2, si une déduction § est invalide, tous les
éléments de la fermeture transitive des prédécesseurs de & sont invalides.

> Preuve : C’est une conséquence de la définition de la validité (défini-
tion 37 page 70) et du fait qu’il n’y a qu’une seule explication associée & une
déduction sous la condition de fonctionnement C2 (lemme 3). <

Ces quelques résultats nous permettent d’énoncer le théoreme fondamental sui-
vant :

Théoréme 8 (Systéme d’explication bien fondé)
Tout systeme d’explication vérifiant les conditions C1 et C2 est bien fondé.

> Preuve : Soit un systéme d’explication bien fondé. Soit £ = (C, D) une
nouvelle explication pour une déduction § donnée. Supposons que F sous les
conditions de fonctionnement C1 et C2 rende le systéme d’explication mal

fondé.

La prise en compte de la nouvelle explication introduit alors un circuit dans
le graphe de dépendance des déductions. Soit §' un élément de D tel que I’arc
(8,4") soit un élément du circuit.

Comme la condition C1 est vérifiée, (C, D) est une explication valide, donc 4’
est valide. De plus, comme (4, 8') est un élément du circuit, §' appartient & la
fermeture transitive des prédécesseurs de 4. Or, la condition C2 est vérifiée,
donc:

— soit il n’existe pas d’explication associée & §. Alors § n’est pas valide,
ainsi §’ non plus (proposition 12);
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— soit 'explication déja associée & & est invalide, 8’ ne I’est donc pas non
plus (proposition 12).

On a donc une contradiction, la nouvelle explication ne peut donc pas rendre
mal fondé le systéme d’explication de départ. <

Ces conditions de fonctionnement seront reprises plus tard. Elles nous permet-
tront alors de constater leur adéquation avec un comparateur contradiction-local et
leur intérét pour les résultats que ’on peut alors obtenir sur la complexité de notre
approche (cf. section 7.4). De plus, elles nous seront aussi trés utiles pour proposer
des simplifications dans I’enregistrement proposé.

6.2.3 Simplification

On définit la notion d’environnement qui permet, & un instant donné de la
résolution, de capturer synthétiquement toute I'information contenue dans une ex-
plication. Nous supposerons que le systeme d’explication considéré est bien fondé.

Définition 43 (Environnement)
On appelle environnement d’une déduction §, déterminé a partir d’un élément
(C, D) € Fxs, un sous-ensemble des contraintes du probléme noté Fc p)y tel que:

P B { C siD=g
(¢,p) = CUU&’eD,(C',D')eExg E(cipry sinon

Un environnement pour une déduction donnée est donc calculé a partir d’une expli-
cation possible pour cette déduction. L’opération d’union de la définition est donc
réalisée sur la sélection d’une explication pour chaque élément de D.

Exemple 26 (Environnement) :
Considérons le systéme d’explications donné dans ’exemple 24. I.’ensemble
{c1,¢2,c¢s} est un environnement pour la déduction 6(v1,3).

On peut noter que si E est un environnement associé 4 une déduction 4, (F, @)
est une explication pour §. L’ensemble des environnements existants pour une dé-
duction ¢é sont regroupés dans son étiquette qui est notée Ej.

On peut maintenant voir d’une autre fagon la validité d’une déduction.

Définition 44 (Validité — nouvelle version)
— Un environnement I (un ensemble de contraintes) est valide dans une confi-
guration (A, R) si et seulement si £ C A.

— Une explication est valide dans une configuration (A, R} si et seulement si
un environnement qui lui est associé est valide dans cette méme configuration.

— Une déduction § est valide dans une configuration (A, R) si et seulement
si il existe un environnement valide pour la configuration (A, R) dans son
étiquette.

Théoréme 9 (Explications statiques et Systéme bien fondé)

Soit un systéme d’explication bien fondé. Soit une explication (C, D). Soit un envi-
ronnement I de (C, D). Le systéme d’explication défini en remplacant (C, D) par
(E, &) est bien fondé.

> Preuve : L’ajout d’une telle explication ne créé aucun arc dans le graphe
de dépendance des déductions, le systeme d’explication est donc nécessaire-
ment bien fondé. <
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On peut qualifier le systéme ainsi obtenu de statique. En effet, une modifica-
tion sur ’ensemble des explications associées & une déduction & ne peut plus étre
répercutée sur les autres déductions dépendant de . Nous proposons le parametre
statique.

Définition 45 (Paramétre statique)
Lorsque le paramétre statique est on les transformations proposées dans le théo-
réme 9 sont effectuées systématiquement.

Lorsque le parameétre statique est off, ces transformations ne sont pas effec-
tuédes. Dans ce cas, les conditions de fonctionnement C1 et C2 doivent étre vérifiées
pour garantir la pertinence de ’approche (caractére bien fondé du systéme d’expli-
cation).

6.2.4 Extensions de la notion de déduction
Gestion de retraits groupés

Lorsque les conditions de fonctionnement garantissent 1’unicité de I’explication
du retrait d’une valeur d’une variable (condition C2 — ¢f. lemme 3), on peut étendre
la notion de déduction au retrait de plusieurs valeurs avec la méme explication.

Définition 46 (Déduction étendue)

On appelle déduction étendue le retrait d’une ou plusieurs valeurs dans le do-
maine d’une variable. On utilisera une fonction 6°(v, a) renvoyant la déduction éten-
due associée a v concernant la suppression de la valeur a.

d°(v, a) est définie sur le domaine originel DS™8 de z et renvoie, si elle existe,
la® déduction étendue dont le retrait concerne a.
Nous avons aussi besoin de ’explication du retrait d’un ensemble de valeurs.

Définition 47 (Explication d’ensemble)
On appelle explication du retrait de I’ensemble S de la variable v la réunion des
explications associées aux déductions de chacun des éléments de I'ensemble SNDg™®.

Rappelons que comme la condition de fonctionnement C2 est vérifiée, il existe
une unique explication de retrait de valeur pour toute valeur du probléeme.

Cette extension permet alors de compacter les informations collectées lors du
traitement d’une contrainte (plus particulierement le retrait de valeurs consécu-
tives). On verra de plus leur intérét particulier dans le chapitre 8 pour une instance
de notre approche sur les problémes numériques (utilisation des intervalles).

Explication de retrait de contrainte

On peut étendre la notion de déduction dans une autre direction. On peut asso-
cier une explication & chaque retrait de contrainte. Le retrait de contrainte devient
donc une déduction lui aussi.

Définition 48 (Déduction et Relaxation)

On appelle déduction de relaxation le retrait d’une contrainte de I'ensemble des
contraintes actives dans le cadre de la fonction meilleure-configuration.

On note §(c) la déduction de relaxation associée a la contrainte c.

6. Cette déduction est bien unique car on ne retire qu’une fois une valeur (la condition C2 est
vérifiée). On ne peut donc avoir le cas olt une valeur a été retirée de deux facons différentes.
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On peut donner une explication pour cette relaxation.

Définition 49 (Explication de relaxation)
Soit ¢ une contrainte. Soit S = {E € & | ¢ € E}. L’ensemble {E \ {c} | E € S}
constitue un ensemble d’explications pour le retrait de la contrainte c.

Notons que cette explication ne correspond pas aux critéres de la définition 35
(cf. page 69) car ’ensemble des contraintes d’une explication ne suffit pas, ici, &
assurer la relaxation de la contrainte associée. Par contre, lorsque le comparateur
utilisé est contradiction-local les critéres de la définition sont vérifiés. Par exemple,
lorsqu’on utilise le comparateur Cyn, on peut donner une explication simple pour
cette relaxation.

Proposition 13 (Explication de relaxation pour Cyn)
Soit ¢ une contrainte. Soit E € & tel que ¢ = min(FE).
(E\ {c}, @) est une explication pour §(c) lorsque le comparateur Cyiv est utilisé.

> Preuve : En effet, lorsque le comparateur Cyy est utilisé, ¢ doit étre
relaxée puisqu’elle est le minimum d’une explication de contradiction. Ainsi,
si £\ {¢} C A pour une configuration (A, R), alors ¢ € R car E est une
explication de contradiction. La proposition est donc vraie. Cette explication
de relaxation est unique. <

Nous utiliserons ’explication de relaxation dans les chapitres 7 et 8 car elle
permet de gérer ’énumération et les contraintes dites disjonctives.

6.3 Intégration du Maintien de déduction dans la
recherche

On peut maintenant utiliser le systéme de maintien de déduction pour définir
un systéeme de relaxation de contraintes.

6.3.1 Fournir des explications

Pour intégrer un systéme de maintien de déduction permettant de mettre en
place les fonctionnalités d’un systéme réactif de traitement des csp, il faut modifier
le fonctionnement normal de ’algorithme 2 de réduction (présenté page 66) de telle
sorte que:

— les opérations sur les domaines (retrait de valeur, accés au domaine courant) ne
sont réalisables que par 'intermédiaire du systéme de maintien de déduction.
Celui-ci connait ’état courant du domaine d’une variable en examinant (et
maintenant) la validité des déductions associées & cette variable;

— Dalgorithme utilisé est modifié pour fournir des explications pour chaque re-
trait de valeur demandé.

Ainsi, les explications pour les retraits de valeurs des lignes 8 et 19 de 'algo-
rithme 2 sont simplement définies de la facon suivante.

Proposition 14 (Explication de retrait) .

Le couple ({p},{d(vj, a) | vj € vars(p) \v,a € D;"®, a ¢ D;}) est une explication
du retrait de A; du domaine de la variable v effectué lignes 8 et 19 de 'algorithme 2
et aussi lignes 7 et 17 de la version incrémentale de I'algorithme 2 : ’algorithme 3.
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> Preuve : La connaissance de ces informations suffit pour les fonctions

prop et localprop telles que définies jusqu’a présent. <

Lorsqu’on connait la sémantique des contraintes traitées, on peut, a la maniéere
d’Ach, spécialiser le contenu des explications. En particulier, pour les retraits pro-
pagés (ligne 19 de I'algorithme 2) des explications plus précises peuvent étre alors
calculées.

En intégrant ces fournitures d’explication, l'algorithme de réduction devient
alors (nous avons repris la version incrémentale de algorithme — algorithme 3

page 68):

Algorithme 4 (Ajout de relation et DMS)
point-fixe-ajout (in p; inout {Di,...,Dxn})
(1) début

% Initialisations

(2) initialiser (Q))
(3) A« prop(Diy,...,Dn,p)
(4) pour ¢ de 1 & n faire
(5) si A; # & alors
(6) enqueue (), (1,7, p))
(7) dms-retrait (1,A;,explication de retrait)
(8) finsi
(9) finpour
% Propagations
(10)  tant que @ # J faire
(11) (2,5, p) « dequeue (Q)
(12) pour tout p' € {6 € A\ p|vi € var(8)} faire
(13) A « localprop(Di,...,Dn,p',1,5)
(14) pour j de 1 a n sauf: faire
(15) si Aj # & alors
(16) enqueue (Q,(3,2,,p'))
(17) dms-retrait (j,A;,explication de retrait)
(18) finsi
(19) finpour
(20) finpour
(21) fintantque
(22) fin

La fonction dms-retrait enregistre la nouvelle explication apportée pour ex-
pliquer le retrait des valeurs spécifiées pour le domaine considéré selon la proposi-
tion 14L’implémentation de dms-retrait dépend de I’état courant du paramétre
statique.

Algorithme 5 (Ajout d’explication dans le DMS)
On peut définir la fonction dms-retrait de la fagon suivante :

dms-retrait (1,A;,explication)
1) début

(

(2) retirer les éléments de A; de D;

(3) pour tout a € A; faire

(4) si statique alors

(5) explication < (environnement d’explication,d)
(6) finsi

(7) si explication est valide alors

(8) remplacer l'explication courante de 6(i,a) par explication
(9) finsi

(10) si non statique alors

(11) propager la nouvelle information si nécessaire
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(12) finsi
(13)  finpour
(14) fin

Proposition 15 (Conditions de fonctionnement)
Les conditions de fonctionnement C1 et C2 sont vérifiées.

> Preuve : L’algorithme 5 en est expression directe. <
On peut donc utiliser indifféremment les deux valeurs du parameétre statique.

Théoréme 10 (Systéme bien fondé)
Le systéeme d’explications utilisé jusqu’a présent est bien fondé.

> Preuve : Comme les conditions C1 et C2 sont vérifiées, par application
du théoréme 8, le systeme d’explication utilisé est bien fondé. <

6.3.2 Spécification de explique-contradiction

On peut en fait étendre le concept de déduction a la notion de P-contradiction.
Selon les définitions d’une explication de contradiction (définition 23 page 44) et
d’une explication (définition 35 page 69), on peut affirmer qu’une explication de
contradiction est bien une explication de la déduction de la contradiction.

Une contradiction est identifiée sur les asp (classiques ou numériques) lorsque
le domaine d’une variable  devient vide i.e. les déductions associées a toutes les
valeurs possibles de la variable (les éléments de D) ont toutes une explication
valide.

On peut déterminer une ezplication de contradiction de la facon suivante.

Lemme 4 (Fournir une explication de contradiction)

Soit v la variable cause de la contradiction (dont le domaine est devenu vide).
(@, {dv24 | @ € Dy}) est une explication pour la contradiction et un environnement
associé est une explication de contradiction.

> Preuve : Un domaine vide provoque bien une P-contradiction. <

La fonction explique-contradiction fournit I’environnement mentionné dans
le lemme 4. Si la condition de fonctionnement C2 est vérifiée, par application du
lemme 3, cet environnement est unique.

6.3.3 Spécification de maj-configuration

La fonction maj-configuration qui se charge d’effectuer les mises & jour liées
au changement de configuration doit faire en sorte de réaliser ce changement de
maniere incrémentale. Le but est en fait de rétablir la vérification de la propriété
P apres un retrait de contraintes comme si I’ajout ainsi remis en cause n’avait pas
eu lieu. Il s’agit en fait du «pendant» de l'algorithme 4 qui cherche un point fixe
en cas d’ajout de contrainte. Ici, nous cherchons un point fixe en cas de retrait de
contrainte. Nous calquerons notre présentation sur celle habituellement proposée
pour présenter DNAC4 [Bessiere, 1991; Debruyne, 1995].

La fonction maj-configuration que nous proposons est une mise en ceuvre pour
un algorithme de réduction de la sémantique opérationnelle présentée section 4.3.
Plus précisément, nous définissons exactement la partie réutilisation de la séman-
tique proposée.
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Le changement de configuration est réalisé en deux temps:

— dans un premier temps, le changement de statut des contraintes a relaxer est
propagé. 1l s’agit d’effacer les effets passés de la contrainte ;

— dans un second temps, le changement de statut des contraintes a réintroduire
est propagé. 1l s’agit alors de rétablir la propriété P dans le probléme traité.

Nous présentons d’abord l'algorithme lié & la suppression (relaxation) d’une
relation. Ensuite, nous présenterons un algorithme lié a la réintroduction d’une
relation.

Bien qu’un algorithme d’ajout de relation ait déja été donné (I’algorithme 4),
ici, comme il s’agit d’une réintroduction, et que la relation a déja été traitée par
cet algorithme, nous donnerons un algorithme légérement différent puisqu’il peut
arriver que des informations puissent étre réutilisées.

Relaxation de contraintes

Nous utilisons ici un algorithme de type DNac4 (cf. section 3.2.2 page 28). Nous
utilisons pour cela la notion de dépendance entre une déduction et une contrainte
(relation).

Définition 50 (Déductions dépendant d’une relation)
On note a(p) les déductions dépendant d’une contrainte p.

alp) ={0 e A|VE € Es,p€ E} (6.3)

Chacun des éléments de a(p) devient invalide lorsque p est relaxée. Pour rétablir
la propriété P, il faut alors tenter de trouver une autre explication pour chacune
de ces déductions”. Le fonctionnement est alors similaire & celui de algorithme
DNAc4. La différence essentielle vient du fait qu’aucune propagation des retours de
valeurs n’est & envisager. En effet, I’ensemble «(p) réunit tous les retraits devant
étre reconsidérés suite a la relaxation de la relation p.

On obtient alors I'algorithme de relaxation suivant:

Algorithme 6 (Retrait de relation)

point-fixe-retrait (in p; inout {Di,...,Dyn})
(1) début
(2) initialiser Q)
(3) pour tout &,,¢s € a(p) faire
(4) autre-explication(v;, S, D1 X ... x Dy, Q)
(5) finpour
(6) propage-retraits (Q))
(7) fin
ou

— autre-explication ajoute le retrait (vs,a, p) dans Q pour tout élément a de S pour
lequel il existe® une explication valide pour un retrait du domaine de v;. Sinon, les
valeurs S sont réintroduites dans le domaine de v;.

— propage-retraits réalise les opérations présentées entre les lignes 10 et 21 de ’al-
gorithme point-fixe-ajout (algorithme 4 page 76).

7.1l ne s’agit pas d’une explication existante mais bien de propager les contraintes concernées
pour voir si cette déduction peut étre retrouvée.

8. Pour cela, les contraintes portant sur v; sont testées. Si on utilise un algorithme de type AC4,
les contraintes sont passées en revue pour voir si un compteur associé a la variable concernée est
nul (comme dans DNAC4). Si on utilise un algorithme de type AC5, la sémantique des contraintes
peut étre utilisées pour déterminer rapidement (en fait, dans le méme ordre de complexité que
Dalgorithme considéré) si une valeur peut étre retirée d’une autre facon ou non.
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Les algorithmes 4 et 6 permettent de généraliser I’algorithme DNAC4 pour toute
méthode de réduction utilisée sur les domaines des variables d’un probleme dyna-
mique.

Réintroduction de contrainte

La problématique est ici différente. I faut bien sur relancer le solveur pour
rétablir la propriété P. Mais auparavant une part du travail peut étre facilitée
par le fait que des explications (et donc des déductions) invalides peuvent redevenir
valides et ainsi une partie du calcul pourrait étre évitée ; cela peut étre le cas lorsque
statique est off (définition 45 section 6.2.3 page 73).

Pour cela, on étend la relation de dépendance entre une déduction et une con-
trainte.

Définition 51 (Dépendance déduction—contrainte étendue)
Soit (A, R) la configuration avant réintroduction. On note 3(p) ’ensemble des dé-
ductions invalides susceptibles de redevenir valides si la relation p est réactivée.

ﬁ(p) = {6 € Ainvalides | VNS Eéa ENR= {p}} (64)

ot Ainvalides Teprésente la restriction de A aux déductions invalides.
Les éléments de 3(p) redeviennent valides lorsque p est réintroduite. Les retraits
de valeurs associés sont donc rétablis et on peut alors relancer I’algorithme utilisé

pour établir incrémentalement la propriété P sur un ajout de relation (algorithme 4).
On obtient ’algorithme suivant :

Algorithme 7 (Réintroduction de relation)

point-fixe-retour(in p; inout Di,...,Dy)
(1) début

(2) pour tout d,,¢s € B(p) faire

(3) D; + apx(D; U S)

(4) finpour

(5) point-fixe-ajout (p,Di,...,Dy)

(6) fin

Changement de configuration
On peut maintenant spécifier complétement la fonction maj-configuration.
Algorithme 8 (maj-configuration)

maj-configuration(in (A,R); in (A',R'); inout Di,...,Dy)
1) début

—_

)  finpour
11) fin

(

(2) pour tout p € (R'\ R) faire

(3) considérer p comme inactive

(4) finpour

(5) pour tout p € (R'\ R) faire

(6) point-fixe-retrait (p, D, ..., Dy)
(7) finpour

(8) pour tout p € (A'\ A) faire

(9) point-fixe-retour(p,D1,..., D)
(10

(
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6.4 Discussion

Nous souhaitons aborder ici un point qui n’a pas encore été évoqué: pourquoi
affiner le systéme d’explication jusqu’au niveau des retraits de valeurs?

Nous avons pris parti d’affiner le plus possible notre systéme d’explication. C’est
pourquoi, la déduction de base est le retrait de valeur dans le domaine d’une variable
et non pas simplement la modification d’un domaine comme dans d’autres approches
[Menezes et al., 1993; Sola, 1995].

Cette précision se justifie par le fait que, surtout lorsque la sémantique des
contraintes est utilisée pour fournir des explications, un systéme d’explication précis
permettra de ne pas noyer la responsabilité de maniére diffuse & de volumineux
ensembles de contraintes. Le champ de responsabilité d’une contrainte est donc
clairement identifié.

Nous avons besoin de cette précision dans deux situations:

— le retrait d’une contrainte (opération courante dans un systeme de relaxation
de contraintes) doit pouvoir étre réalisé & moindre colt i.e. en évitant le
plus possible le thrashing, c’est pourquoi une extension de DNAC4 est utilisée
permettant de fournir un systéme précis dans ces modifications suite au retrait
d’une contrainte ;

— la recherche de la meilleure configuration prometteuse gagne elle aussi a étre
précise car on ne sait pas si la configuration vers laquelle on se dirige va
étre P-satisfaisable (contrairement a ’approche proposée par [Menezes et al.,

1993]).

6.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment utiliser un systéme de main-
tien de déductions pour la spécialisation des fonctions explique-contradiction
et maj-configuration en vue de proposer un systéme de relaxation de contraintes
pour les problemes résolus avec des techniques de réduction de domaine.

Les deux chapitres suivants détaillent ces propositions dans le cas du traitement
des domaines finis (chapitre 7) et dans le cas des intervalles (chapitre 8).
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ANS CE CHAPITRE, nous présentons une instance compléte de notre approche
D pour traiter les csp. Pour cela, nous présentons tout d’abord une instance
de Dalgorithme de réduction présenté dans le chapitre précédent spécialisée pour
traiter les domaines finis: nous rendons plus performantes les fonctions génériques
prop et local-prop en les adaptant a différents types de contraintes.

Ensuite, comme la propriété vérifiée par les configurations déterminées par notre
approche est une consistance locale (I’arc-consistance), il est indispensable de pas-
ser par une phase d’énumération qui est susceptible de modifier notre méthode
de recherche. Mais, nous montrons comment I’énumération est intégrée de fagon
totalement transparente dans notre cadre général de relaxation. Pour cela, nous
introduisons un nouveau type de contrainte : une contrainte de disjonction appelée
contrainte one-of qui nous permet de considérer I’énumération comme une séquence
d’ajouts et de retraits de contraintes d’égalité.

Avant de dérouler un exemple complet, nous présentons différents résultats de
complexité montrant que notre proposition (soumise & certaines conditions de fonc-
tionnement) peut étre implémentée sur les domaines finis de maniére tout a fait
raisonnable sans tomber dans les travers habituels des méthodes basées sur ’enre-
gistrement d’informations.

7.1 Le cadre général des csp

Nous rappelons quelques définitions sur les problémes de satisfaction de con-
traintes (Csp).

Définition 52 (CSP)
Formellement, un probléme de satisfaction de contraintes (CsP) est défini par
un triplet (V, D,C') ou:

— V est un ensemble de n variables;

— D est 'ensemble des domaines associés aux variables de V. Un domaine est
un ensemble fini discret de valeurs possibles pour la variable concernée. Pour
une variable &, on note D7 le domaine qui lui est associé. On note d la taille
maximum des domaines des variables du probléme ;

— (' est un ensemble de e contraintes portant sur les variables de V.

Nous nous limiterons ici aux CSP binaires i.e. les contraintes du probléeme font
entrer en jeu au plus 2 variables. On peut d’ailleurs montrer que tout CSP peut se
ramener a un CSP binaire. Nous noterons c;, une contrainte entre les variables x et

Y.

7.2 Spécialisation de P’algorithme de réduction

7.2.1 Fonction d’approximation pour un CSP

De maniere habituelle, nous choisissons comme propriété P a vérifier ’arc-
consistance (Pgyc : 2-consistance).

Définition 53 (k-consistance — ¢f. définition 5)

Un csP est k-consistant si et seulement si pour toute instanciation consistante de
k — 1 variables, il existe dans le domaine de toute variable non instanciée une valeur
prolongeant cette instanciation en une instanciation consistante de k variables.
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Considérons la fonction identité sur P (D). Cette fonction est clairement une ap-
proximation au sens oll nous ’avons définie dans le chapitre précédent (définition 31
page 64). Nous noterons ¢p son extension sur P(D") (c¢f. définition 32 page 65).

On peut montrer le résultat suivant [Benhamou, 1995].

Théoréme 11 (cp et arc-consistance)
Soit D un ensemble. Soit w C D? et p une relation binaire sur D. p est arc-consistant
pour u si et seulement si:

ﬁcp (u) =u

Nous sommes exactement dans les conditions d’application du théoréme 7 page 68
qui nous permet de dire que ’algorithme 2 fournit un algorithme de filtrage pour
I’arc-consistance puisque lorsqu’on a un point fixe, la propriété associée est vérifide.
On peut donc utiliser les résultats du chapitre précédent pour proposer un systéme
de relaxation de contrainte sur les csp.

7.2.2 Différents algorithmes d’arc-consistance

L’algorithme de réduction proposé dans le chapitre précédent (algorithme 2
page 66) étant une généralisation de l’algorithme ach de Van Hentenryck et al.
[1992], on peut le modifier simplement pour qu’il se comporte comme les algorithmes
d’arc-consistance AC3, AC4 ou ACH.

— Ainsi, en spécialisant les fonctions prop et localprop en fonction des contrain-
tes traitées comme présenté dans la section suivante, on obtient 1’algorithme
ACH.

— En modifiant la ligne 14 de cet algorithme (¢f. page 66) pour passer de

plel{feA\p|v €var(f)}

pe{beAlv €var(d)}

et en ne spécialisant pas les fonctions prop et localprop, on obtient I'algo-
rithme Ac4.

— Enfin, en remplacant I’appel & localprop par un appel a prop ligne 15 pour
ce méme algorithme et en ne spécialisant toujours pas la fonction prop, on
obtient le fonctionnement de I’algorithme Ac3.

7.2.3 Spécialisation des fonctions parametres

En pratique, les fonctions prop et localprop sont spécialisées suivant le type des
contraintes traitées. Cette spécialisation conduit & une définition plus précise des
explications. Nous utilisons ici les spécialisations utilisées pour 1’algorithme d’arc-
consistance ACH [Van Hentenryck et al., 1992].

Les algorithmes 4 (ajout de relation) et 6 (retrait de relation) sont modifiés
pour intégrer I'appel & dms-retrait (algorithme 5) & Iintérieur des fonctions prop
et local-prop puisque les explications fournies sont spécialisées pour ces fonctions
en tenant compte du type de contrainte traitée. Nous donnons ici les explications
que 'on peut définir pour des contraintes monotones, bijectives et anti-bijectives.
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Contraintes monotones

Définition 54 (Contrainte Monotone)
Une contrainte ¢ est dite monotone [Van Hentenryck et al., 1992] sur un domaine
de calcul D si et seulement 5’1l existe un ordre total < sur D tel que:

Y(a,b) € D?  cpyla,b) = V(d',b') €D d' <a,b <V, cpy(d,b)

Pour la fonction prop, on posel: vy = max{a | a € D} et wy = max{b|b ¢
Dy}. On pose aussi, far(w) = max{a | coy(a, w)}.

On pose de méme: v, = min{a | a € Dy} et wy = min{b | b € D, }. On pose
aussi, fr(v) = min{b | cpy(v,b)}.

Proposition 16 (Explication de retrait — contrainte monotone)
({e}, {oyz | b € D;rig, b > wpr}) est une explication pour le retrait des valeurs de
Vintervalle | far(war), var] du domaine de la variable x dans le cadre de la fonction
prop pour la contrainte monotone c.

De méme, ({c},{6s24 | @ € D8 a < wy, }) est une explication pour le retrait
des valeurs de lintervalle [, fm(vm)[ du domaine de la variable y dans le cadre
de la fonction prop.

> Preuve : Montrons-le pour les retraits sur . Pour ceux sur y le raison-
nement est le méme. Toutes les valeurs supérieures a fM(wM) doivent étre
supprimées du domaine D, si la contrainte ¢ est active. fas(war) ne dépend
que de ¢ et du maximum wjs du domaine courant de y. Cette derniére va-
leur ne dépend que du fait que les valeurs supérieures a wys dans Dy, ont été

supprimées. Ainsi, on a bien une explication. <

Exemple 27 (Exemple de contrainte monotone) :

Solent = et y deux variables de domaines (respectivement) {2,3,4,5} et
{1,2,3,4}. Supposons que l’on ait une contrainte y # 4 (4 est donc reti-
rée du domaine de y).

Soit ¢ : ¥ < y une nouvelle contrainte. ¢ est une contrainte monotone. Dans
le cadre d’un appel a prop(D;,D,,c), on est amené a:

— supprimer les valeurs 4 et 5 de z avec lexplication ({c},{6(y,4)}).
Dans le cas de 5, il s’agit bien d’une explication méme si on pouvait
faire mieux avec ({c},d);

— supprimer la valeur 1 de y avec ’explication ({c}, @). En effet, aucune
valeur strictement inférieure a 2 ne fait partie du domaine de .

La figure 7.1 illustre ces calculs pour les retraits sur la variable z.

fM(‘WM) vy
X 23@
y 12 3

Y

Fia. 7.1 — Ezemple d’explication pour une contrainte monotone: z <y

La fonction localprop appelle la fonction prop.

1. Les relation max et min sont relatives & I'ordre total < considéré.
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Contraintes bijectives

Définition 55 (Contrainte bijective)

Une contrainte ¢ sur z et y est dite bijective? sur D si et seulement si pour tout
v € Dy (resp. w € Dy ) il existe au plus un w € Dy, (resp. v € D) tel que ¢py(v, w)
est vral.

On note fpy(v) la valeur w telle que cyy(v, w) et fyu(w) la valeur v telle que
Cay (U, W).

Proposition 17 (Explication de retrait — contrainte bijective)
({c}, {dy#s.,(v)}) est une explication du retrait de toute valeur v telle que f.y(v) &
Dy du domaine de la variable x dans le cadre de la fonction prop.

De méme, ({c},{do2f,.(w)}) est une explication du retrait de toute valeur w
telle que fyz(w) ¢ D, du domaine de la variable y dans le cadre de la fonction

prop.

> Preuve : Comme f;,(v) est la seule valeur permettant de conserver v
dans z si la contrainte ¢ est active, il s’agit bien d’une explication. Ces deux
seules informations suffisent & montrer le retrait de v du domaine de x. Le

raisonnement est le méme pour les retraits sur y. <

La proposition suivante découle directement de ce dernier résultat.

Proposition 18 (Minimalité)
L’explication fournie dans la proposition 17 est minimale pour Iinclusion.

Proposition 19 (Explication de retrait propagé — contrainte bijective)
({e}, {0y=£w}) est une explication du retrait de fy.(w) du domaine courant de la
variable x dans le cadre de la fonction localprop.

({c}, {0s20}) est une explication du retrait de f,,(v) du domaine courant de la
variable y dans le cadre de la fonction localprop.

> Preuve : Conséquence directe de la proposition 17. <

Proposition 20 (Minimalité)
L’explication fournie dans la proposition 19 est minimale pour Iinclusion.

Exemple 28 (Contrainte bijective) :

Solent = et y deux variables de domaines (respectivement) {1,2,3,4} et
{1,2,3}. Soit ¢ : * = y une contrainte entre x et y. ¢ est une contrainte
bijective. Dans le cadre d'un appel a prop (D, D, ,c), on est amené a retirer
la valeur 4 du domaine de z avec Pexplication ({c}, @) car elle n’appartient
pas au domaine originel de y.

Supposons qu’une contrainte donnée vienne a retirer la valeur 1 du domaine
de y. Ce retrait conduit au retrait de 1 du domaine de x avec I’explication

({e}, {6(y, D).

La figure 7.2 illustre ces deux situations.

2. functional constraint dans [Van Hentenryck et al., 1992].
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f (W) v
X %2 3
y K 2 3 4
w f (V)
Xy

Fia. 7.2 — Exemple d’explication pour une contrainte bijective: x = y

Contraintes anti-bijectives

Définition 56
Une contrainte ¢ sur x et y est dite anti-bijective? sur un domaine de calcul D si
et seulement si —¢ est une contrainte bijective.

On note fry(v) la valeur w telle que —egy (v, w) est vrai et fyo(w) la valeur v
telle que —egy (v, w) est vrai.

Pour les contraintes anti-bijectives, les fonctions prop et localprop sont définies
de la méme maniere.

Proposition 21 (Explication de retrait — contrainte anti-bijective)
Si Dy est réduit au singleton {w}, ({c}, {dy2a | a € D;rig \ w}) est une explication
du retrait de fy,(w) de D, dans le cadre de la procédure prop.

De méme, si D, est réduit au singleton {v}, ({c}, {ds24 | @ € D28\ v}) est une
explication du retrait de fy,(v) de Dy dans le cadre de la procédure prop.

> Preuve : C’est une conséquence directe de la proposition 17. <

La proposition suivante découle directement de ce dernier résultat.

Proposition 22 (Minimalité)
L’explication fournie dans la proposition 21 est minimale pour Iinclusion.

Exemple 29 (Contrainte anti-bijective) :

Soit x et y de domaine {1,2,3}. Supposons que les valeurs 1 et 3 aient été
retirées de x. Soit ¢ : & # y une nouvelle contrainte. ¢ est une contrainte
anti-bijective. Un appel & prop provoque le retrait de la valeur 2 de y avec
Pexplication ({c},{6(z,1),4(=,3)}).

La figure 7.3 illustre cette situation.

f (v)
Xy

Fic. 7.3 — Ezemple d’explication pour une contrainte anti-bijective: x # vy

3. anti-functional constraint dans [Van Hentenryck et al., 1992].
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7.3 Enumération sur les CSP:
la contrainte one-of

La phase d’énumération est une phase essentielle lorsque 1’on traite des csp.
En effet, dans la plupart des cas, les consistances employées étant locales, seule
une phase d’énumération permet de construire une instanciation consistante des
variables.

Nous allons montrer comment on peut considérer I’énumération comme une
séquence d’ajout et de retraits de contraintes d’égalité permettant ainsi de gérer
I’énumération de maniére «transparente» dans notre systeme. Cette gestion passe
par 'intermédiaire d’une nouvelle contrainte permettant de modéliser une disjonc-
tion : la contrainte one-of.

7.3.1 Intégration de la phase d’énumération

Classiquement, 1’énumération se réalise par backtrack : une variable est instan-
ciée par une valeur dans son domaine courant, cette instanciation est propagée jus-
qu’a ce qu'une contradiction soit rencontrée (auquel cas instanciation est remise
en cause) ou bien une autre variable est instanciée ...

En fait, lorsqu’on réalise une énumération sur un CSP jusqu’a présent arc-
consistant, lorsqu’on rencontre une contradiction, on ne sait pas si le probléme
est sur-contraint ou si c’est simplement ’affectation courante qui n’est pas valide et
qui doit étre remise en cause.

Une facon élégante de contourner cette difficulté est de simplement considérer :

— Daffectation d’une valeur & une variable comme ’ajout d’une contrainte d’éga-
lité;

— le retour sur une instanciation comme le retrait de la contrainte d’égalité
associée et I’ajout d’une autre contrainte d’égalité.

Ainsi, une contradiction rencontrée lors de I’énumération peut étre traitée dans
le cadre de notre systéme de relaxation de contrainte. En effet, si I’explication de
contradiction ne contient aucune contrainte introduite par le processus d’énuméra-
tion alors le probléeme est sur-contraint et doit étre relaxé. Sinon, une des contraintes
d’égalité introduite par ’énumération est supprimée et une autre est ajoutée.

7.3.2 Modifications pour le traitement de I’énumération

L’idée maitresse est de modéliser 'appartenance d’une variable & un domaine
comme la disjonction exclusive de contraintes d’égalités variable/valeur. C’est la
contrainte one—of *.

Définition 57 (Contrainte one-of)
Une contrainte dite one-of sur un ensemble C, de contraintes est vérifiée pour une
configuration (A, R) si et seulement si une seule des contraintes de C, appartient

a A

L’importance associée & une contrainte sur laquelle porte une contrainte one-of
doit étre neutre vis-a-vis du comparateur utilisé. De plus, une contrainte one-of

4. La contrainte one-of n’est pas limitée aux contraintes d’égalité. Nous avons choisi de la
présenter ici ainsi pour illustrer I’aspect dynamique de I’énumération. En effet, nous verrons dans
le chapitre 11 qu’elle peut étre utilisée pour traiter les contraintes disjonctives en général.
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doit toujours étre vérifie (elle n’est pas relaxable) lorsqu’elle est active.

Proposition 23 (Association domaine-one-of)

Une spécification de domaine peut étre réalisée par la déclaration d’une contrainte
one-of. Ainsi, au domaine D28 d’une variable x correspond une contrainte one-of
sur l'ensemble: C, = {c,—, | a € D8},

Il faut s’assurer qu’une contrainte one—of est toujours vérifiée. En particulier, si
le processus de relaxation conduit au retrait d’une contrainte permettant de vérifier
le one-of, il faut aussitot activer une autre contrainte de ce méme one-of.

Notons que la fonction meilleure-configuration doit étre modifiée de telle
sorte que si plus d’une contrainte provenant d’un méme one-of sont actives dans
la configuration réponse, un certain nombre d’entre elles soient relaxées afin qu’il
n’en reste plus qu'une active. Remarquons que cette modification dans la réponse
fournie n’entraine pas de modifications vis & vis du comparateur puisque de telles
contraintes sont neutres vis a vis de ce dernier.

Lorsqu’on relaxe une contrainte d’énumération p (i.e. lors d’un appel 4 maj-con-
figuration({A, R), (A", R)), p € R’ \ R), il est nécessaire de s’assurer qu’une
autre contrainte p’ du one—of concerné est dans A’.

Deux cas se présentent :

— A’ contient déja une contrainte du one-of, il n’y a rien a faire;

— A’ ne contient pas de telle contrainte, il faut alors en trouver une dans le
one-of qui n’appartienne pas a4 R’. Une telle contrainte, si elle existe, n’a
Jjamais été introduite et doit donc étre ajoutée a A’.

Lorsque la contrainte p/ n’existe pas, cela signifie que toutes les contraintes
du one-of considéré sont relaxées et ne peuvent étre réintroduites. Il y a alors
une contradiction, non pas parce qu’un domaine est devenu vide mais parce qu’un
one-of ne peut étre vérifié. On a donc un nouveau cas de contradiction®.

Pour pouvoir définir une notion d’explication de contradiction pour traiter ce
nouveau cas, on utilise ’extension de la notion de déduction au retrait de contrainte
(cf. section 6.2.4 page 74). On associe donc un ensemble d’explication & chaque re-
trait de contrainte liée & I’énumération : il s’agit des explications de contradiction re-
couvertes par la contrainte concernée (en retirant bien siir cette méme contrainte) .

p' est donc choisie parmi les contraintes dont la déduction de retrait n’existe pas
ou est invalide. On constate ici que quel que soit le comparateur utilisé, on ne peut
pas considérer une relaxation de contrainte d’énumération comme définitive. Si p/
n’existe pas, on a le résultat suivant :

5. En fait, on peut ne pas créer cette nouvelle condition de contradiction. En effet, on peut
considérer le retrait d’'une contrainte d’'un one-of comme la suppression de la valeur associée a la
contrainte de la variable concernée. Ainsi, il ne reste qu'un seul cas de contradiction: le domaine
d’une variable devient vide. Nous avons préféré conserver le nouveau cas de contradiction, car,
comme nous y reviendrons chapitre 11, la contrainte one-of peut étre utilisée pour modéliser une
disjonction plus générale entre contraintes quelconques et donc ne plus offrir cette similitude entre
retrait d’une contrainte et retrait d’une valeur.

6. Ces explications ne contenant qu'une partie contrainte n’ont pas besoin de vérifier les condi-
tion de fonctionnement C1 et C2, le systéme d’explications obtenu sera toujours bien fondé. On
peut noter que cet ensemble peut étre assimilé aux ensembles Alt (Alternative Backtrack points)
des méthodes de backtrack intelligents [Sola, 1995]. Pour ces méthodes, comme pour la nétre,
ces ensembles assurent la complétude de la recherche effectuée. Notons que losqu’on utilise Cyp,
comme on l’a vu proposition 13 page 75, on se contente d’une seule explication de retrait de
contrainte: ’explication de contradiction dont la contrainte relaxée est le minimum.
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Proposition 24 (Explication de contradiction)
Lorsqu’une contrainte one-of portant sur un ensemble C, de contraintes ne peut
plus étre vérifiée, une explication de contradiction est :

{2,{6(p) | p € Co}}

Une contrainte one-of ne pouvant étre relaxée, elle n’apparait pas dans ’explica-
tion.

Comme dans le cas d’un environnement pour un retrait de valeur (définition 43
page 73) il peut exister plusieurs explications pour un retrait de contrainte. Une
explication de contradiction dans le cadre d’une contrainte one-of est alors définie
a partir d’une sélection d’une explication pour chaque contrainte du one-of.

Proposition 25 (Explication de contradiction)
L’explication de contradiction proposée précédemment peut s’écrire aussi:

{ U E$5(c), 1%}

ceC,

L’algorithme de mise & jour de configuration (algorithme 8 page 79) doit étre
modifié pour tenir compte des spécificités d’une contrainte one-of. Lorsqu’on gere
les contraintes one-of, la relaxation d’une contrainte permettant de vérifier une
contrainte one—of pouvait conduire a d’autres relaxations ou d’autres ajouts de
contraintes. Ainsi, la configuration d’arrivée fournie jusqu’a présent a la fonction
maj-configuration ne garantit plus que la configuration courante effective a la fin
de D’exécution soit bien la configuration attendue.

(’est pourquoi dans le nouvel algorithme de mise a jour que nous proposons,
la configuration d’arrivée est calculée en interne. Le nom de la fonction peut donc
étre changé en quitte-configuration ce qui reflete mieux son fonctionnement.

Algorithme 9 (maj-configuration pour I’énumération)
quitte-configuration(in (A, R); out (A',R'); inout Di,...,Dy)
(1) début

) (A’ R") « meilleure-configuration((A,R),&.)

) pour tout p € (R'\ R) faire

) considérer p comme inactive

) si p est une contrainte d’énumération alors

) trouver p' contrainte introduisible du méme one-of que p
7) si p' n’existe pas alors
)

)

0

1

L]

3
4
5
6

(

(

(

(

(

(
(8 calculer une explication pour la contradiction
(9 Pintégrer a 'ensemble &,
(1 retour ligne 2
(1 sinon
(12

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

ajouter p’ & A’

)
)
)
13) finsi
14) finsi
15)  finpour
16)  pour tout p € (R'\ R) faire
17) point-fixe-retrait (p, D, ..., Dy)
18)  finpour
19)  pour tout p € (A'\ A) faire
20) point-fixe-retour(p,D1,..., D)
21)  finpour
)

fin



90 Chapitre 7. Instance sur les CSP: relax(FD,C,P,.)

7.3.3 Propriétés de la solution proposée

Lorsqu’on prend en compte des contraintes de type one-of, ’arbre de la re-
cherche de C-solution n’est plus un arbre binaire. En effet, on n’a plus le choix
entre D'activation ou la relaxation d’une contrainte mais entre plusieurs membres
d’une alternative.

Exemple 30 (Contrainte one-of) :

Considérons un CSP concernant au moins une variable v de domaine initial
{1, 2,3}. Considérons I'introduction d’une contrainte c, puis d’une contrainte
cy et enfin d’une contrainte one-of sur I'ensemble : Cy = {cy=1,Cv=2,Cv=3}.
L’arbre de recherche sur lequel s’applique la méthode présentée dans le cha-
pitre 4 est présenté figure 7.4.

/ /\
o /6b\

(C)

%4 4
b \ b’ b b’
|one-of | |one-of |one-of |
1/2 \3 1/2 \3 1/2| \3

NN

F1G. 7.4 — Arbre de recherche pour {cq, cp, one — of (C,)}.

Le théoréme suivant s’applique dans le cas général.

Théoréme 12 (Complétude)
La méthode de gestion de I’énumération est compléte et correcte.

> Preuve : Comme les contraintes membres d’un one-of sont neutres vis
a vis du comparateur utilisé, la méthode de recherche employée permet de ne
pas laisser passer de solution. Si une contrainte membre d’un one-of peut étre
réintroduite, elle le sera. La méthode est donc complete.

Les explications de contradiction étant toutes conservées, la méthode est aussi

correcte. En particulier, il ne peut y avoir phénomene de bouclage. <

Théoréme 13 (Complétude et non conservation)

Si

— les relaxations de contraintes normales (i.e. non membres d’un one-of) sont
définitives (c’est le cas avec un comparateur contradiction-local) et qu’on se
contente alors d’une seule explication de retrait par contrainte d’énumération ;

— en cas d’égalité pour le critére utilisé pour déterminer une contrainte a relaxer
pour une explication de contradiction on choisit la contrainte la plus récente,

alors la méthode reste compléte et correcte.
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> Preuve : Le seul probléme posé par rapport au théoréme précédent est
qu’un certain nombre d’informations ne sont pas conservées. Ainsi, il pourrait
y avoir bouclage. Nous allons donc montrer que cela ne peut étre le cas sous les
hypothéses du théoréme 13. Nous allons faire une démonstration par I’absurde
en montrant que si le bouclage est possible alors le probléme contient un
nombre infini de contraintes.

1. Supposons que l’on ait un phénomeéne de bouclage lors du traitement
de I'énumération. Il n’y a donc pas d’ajout de contrainte «normale» au
systeme.

Soit €}, = (Ap, Rp) une configuration déja explorée. Soit ¢ = (A, R) la
configuration courante postérieure a Cj, telle que A = A,.

2. Nécessairement, les explications de contradiction identifiées entre Cj, et
la configuration courante contiennent toutes au moins une contrainte
d’énumération (liée & un one-of). En effet, si ce n’est pas le cas, au
moins une contrainte «normale» a été relaxée et comme toute relaxation
est dans ce cas définitive, on ne peut avoir A, = A.

3. Soit £ une explication de contradiction pour Cp. Ona £ C Ap. Soit pla
contrainte d’énumération sélectionnée dans E pour relaxation. Comme
Ap C A, p doit revenir dans I'ensemble des contraintes actives. Il faut
donc que FE \ p devienne invalide. Il existe donc une contrainte c¢; €
E \ p relaxée postérieurement. Comme ¢1 € Ay et ¢1 € A, ¢1 doit aussi
revenir postérieurement. c; est donc aussi une contrainte d’énumération.
De plus, p est plus récente que c¢; car sinon p n’aurait pas été relaxée

dans F.

4. Soit Fp explication de contradiction dans laquelle ¢; a été sélectionnée
pour relaxation. Comme ¢; doit revenir, F1 contient une contrainte cs
qui doit étre relaxée plus tard. ¢z ne peut étre une contrainte «normales.
En effet, on aurait alors cx € A et c2 € Ay ce qui est contradictoire avec
Ihypotheése (A, = A). ¢z est donc une contrainte d’énumération. Deux
cas se présentent alors :

— Soit c2 € Ap. Dong, si co doit partir, c2 doit aussi revenir. Il existe
donc ¢s dans FEbz, 'explication de contradiction dans laquelle ¢z a
été sélectionnée. On se retrouve alors dans la méme situation que
pour ¢;. (point 4)

— Soit co € Ap. Clest possible a condition que ¢, ait été introduite
apres Cp, et que ¢y soit repartie postérieurement mais avant C. Si
c2 a pu étre introduite, cela signifie qu’il existe une contrainte c
appartenant & A, du méme one-of que c2. ¢4 doit donc partir puis
revenir. On est donc dans le méme cas que pour ¢z dans le point
précédent. On se retrouve donc la aussi dans le méme cas que pour
c1. (point 4)

5. On peut donc créer ainsi un ensemble infini de contraintes d’énumération
toutes plus anciennes les unes que les autres. Il y a donc une contradiction

puisque ’ensemble des contraintes du probléeme est fini. On ne peut donc
boucler.

<

On peut remarquer que cette fagon de faire (ne conserver que peu d’informations)
peut conduire bien sir & explorer des configurations que 1’on saurait implicitement 7
conduire & une P-contradiction si on conservait toutes les informations. L’avantage
indéniable de cette approche est que 'occupation en espace peut alors étre forte-
ment améliorée. C’est donc un choix a faire. Nous nommerons dans notre systeme
ce paramétre enregistrement. Lorsqu’il est activé (on), on enregistre toutes les

7. En effet, ces configurations n’ont pas déja été explorées.
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informations (toutes les explications de contradiction et de retrait) et lorsqu’il est
off, on enregistre le minimum d’informations.

On peut aussi noter que si les relaxations de contraintes «normales» sont inter-
dites i.e. on cherche une solution respectant impérativement toutes les contraintes,
I'utilisation de la contrainte one-of pour réaliser I’énumération ne dépend plus du
comparateur utilisé. On peut méme aller plus loin :

Proposition 26 (Dynamic Backtracking et notre approche)
La gestion de I’énumération proposée revient en fait a une extension de ’algorithme
Dynamic Backtracking [Ginsberg, 1993].

> Preuve : Nous ne donnons pas ici une preuve formelle. Néanmoins,
rappelons que lalgorithme Dynamic Backtracking (cf. section 3.4.3 page 35)
adopte une technique d’exploration similaire a la notre. La différence tient
aux faits que:

— mnous avons une étape de propagation apres chaque affectation de valeur.
Cette propagation a des effets qui doivent étre défaits en cas de remise
en cause ;

— nous gérons les affectations de valeurs comme des contraintes quelcon-
ques.

Notre approche est donc plus générale que celle de Dynamic Backtracking. <

En ce qui concerne Palgorithme Nogood Recording que nous avons évoqué sec-
tion 3.4.3 page 35, on peut voir ici que la limitation proposée pour I’arité des nogoods
enregistrés peut étre ici levée et remplacée par la limitation que nous nous fixons
sur les explications de retrait de contraintes.

7.4 Complexité

Nous détaillons ici les résultats de complexité associés a la présentation théo-
rique réalisée jusqu’ici. Nous conviendrons de ne pas préciser les valeurs exactes des
complexités lorsqu’elles sont exponentielles.

7.4.1 Données de base

Nous noterons n le nombre de variables dans le probléme, e le nombre courant
de contraintes (sans compter les contraintes dues & I’énumération) et d la taille
maximum d’un domaine pour une variable.

Le nombre effectif de contraintes du probléme est au plus: ¢ = e + n. En effet,
pour chaque variable on ajoute une contrainte d’égalité (associée & la valeur courante
de la variable).

Le nombre maximum de déductions valides dans le systéeme est: a = n x d cas
qui se produit lorsque toutes les valeurs des domaines des variables ont été retirées

une a une®.

7.4.2 Complexité spatiale

L’occupation en mémoire de notre approche est due au stockage des explications
(de déduction, de contradiction, de retrait de contrainte).

Il faut donc déterminer le nombre maximum d’explications associées a une dé-
duction donnée et la taille de celles-ci.

8. Nous considérons ici la condition de fonctionnement C2 qui garantit 'unicité d’explication
pour un retrait de valeur (cf. lemme 3): les retraits de valeurs consécutives ne peuvent donc se
chevaucher.
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Taille des explications

Quel que soit 1’état du paramétre statique?, une explication est constituée
dans le pire cas (que ce soit pour une explication de contradiction ou de retrait)
d’au plus ¢ contraintes i.e. 'occupation en espace d’une explication est en O(n+e).

Nombre d’explications

Dans le cas général, il peut y avoir un nombre exponentiel d’explications de dé-
duction sauf si on est dans I’état de fonctionnement C2 ou il y a unicité d’explication
pour une déduction (cf. lemme 3 page 72).

Le nombre d’explications de contradiction et donc d’explications de retrait est lui
aussi exponentiel dans le pire cas (il est quand méme borné? par 26+(d_1)xn). Par
contre, avec un comparateur contradiction-local (comme Cy), il y a unicité pour
les explications de retrait de contrainte et pour les explications de contradiction
conservées. Plus exactement, comme les relaxations de contraintes normales sont
définitives, il est inutile de conserver une explication pour ces retraits; seuls les
retraits de contraintes provenant d’un one-of doivent étre expliqués.

Ainsi, en tenant compte de I’énumération et sous la condition de fonctionnement
C2, le nombre de d’explications stockées est en ¢ = O(n x d).

Taille de la file de propagation

La file de propagation ne concerne que des retraits de valeur, il y en a donc au
plus @ dans la file puisque I’on se trouve dans un algorithme de réduction. Bien sur,
deés que la configuration courante est modifiée, il faut vider la file de propagation
des retraits qui ne sont plus valides.

Complexité spatiale

— Sous la condition de fonctionnement C2, en utilisant un comparateur contra-
diction-local et avec le parametre enregistrement off, la complexité spatiale
de notre approche est en O(c x a) = O(n x d x (n +¢€)).

— Sinon, la complexité spatiale est potentiellement exponentielle.

7.4.3 Complexité temporelle

La complexité temporelle globale de 'approche reste exponentielle (on résout
un probléme NP-Complet). Nous donnons la complexité temporelle des algorithmes
principaux de notre systéme en termes d’opérations de base.

Nous considérons comme opérations de base :

— ’association d’une explication a une déduction ;

— la consultation d’une étiquette (’environnement associé & ’explication) pour
une déduction ; on suppose alors que cette étiquette est bien en acces direct.
Cette structure doit étre maintenue malgré d’éventuelles modifications — prin-
cipalement remplacement d’une explication lorsque le parameétre statique est
off.

9. définition 45 section 6.2.3 page 73.
10. C’est I’ensemble de toutes les explications que I’on peut déterminer: c’est le nombre de sous-
ensemble de contraintes.
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Ajout de Contrainte

La complexité de I’ajout de contrainte (algorithme 4 page 76) est dépendante
de I'implémentation et de 'utilisation faite des fonctions prop et localprop de
I’algorithme 3.

Comme nous ’avons vu, on peut modifier cet algorithme (on I’a montré pour
I’algorithme 2 dans la section 7.2.2) pour obtenir un fonctionnement identique aux
algorithmes Ac3, Ac4 ou ACH.

La complexité d’un tel algorithme est exprimée en nombre de tests de consistance
sur une contrainte. Notons s cette complexité.

Lorsqu’un test de consistance échoue, les valeurs correspondantes sont retirées
du domaine de la variable concernée : il s’agit d’un appel a la fonction dms-retrait
(algorithme 5). Soit r la complexité de cette opération de retrait.

La complexité a. de I’algorithme d’ajout de contrainte (algorithme 3) est donc en
O(sxr). On suppose ici que I’ajout de contrainte ne conduit pas & une contradiction.
Nous verrons plus loin la complexité du traitement d’une contradiction.

Complexité de I’algorithme 5 Lorsque statique est on, 'algorithme 5 (algo-
rithme dms-retrait), est en O(d x d). Une boucle ayant au plus d pas et un calcul
d’environnement & chaque pas (au plus d opérations).

Lorsque statique est off. Il y a une étape de propagation qui peut nous
conduire & parcourir le graphe de dépendance des déductions (au plus a opéra-
tions). La complexité est alors en O(d x a) = O(n x d?).

En fait, lorsqu’on ajoute une contrainte, le nombre total des suppressions de
valeurs pour une méme variable est au plus d, compter d pas a chaque suppression
conduit & une sur-évaluation de la complexité dans le pire cas réelle. On divisera donc
les complexités précédentes par d pour obtenir une complexité marginale unitaire.

Complexité de I’ajout de contrainte Le tableau 7.4.3 récapitule les complexi-
tés temporelles obtenues pour ’ajout de contrainte en fonction de diverses valeurs
de parameétres.

Algorithme simulé  Complexité classique | statique on statique off

s sXr sXr
Acd e x d? ex d? exnxd
ACH exd e x d? exnxd?

TaB. 7.1 — Complexité temporelle de ’ajout de contrainte

Notons que la complexité temporelle donnée lors de I'utilisation de 1’algorithme
ACH est vraiment la complexité au pire: lorsqu’il n’y a que des contraintes mono-
tones. Lorsqu’il n’y en a pas, la complexité du retrait (lorsque statique est on)
est en O(1) car les déductions utilisées n’ont qu’une partie déduction réduite & un
singleton.

Traitement d’une contradiction

Nous ne traiterons ici que des appels aux fonctions explique-contradiction
et meilleure-configuration. Nous considérons la fonction maj-configuration
comme une opération indépendante du traitement d’une contradiction.

La fonction explique-contradiction est chargée de fournir une explication de
contradiction. Comme nous ’avons vu dans la section 6.3.2, il s’agit ici de déterminer
la réunion des explications associées a chacune des valeurs du domaine de la variable
provoquant la contradiction. Il y en a au plus d. La réunion se fait donc en O(d)
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si on considére les ensembles représentés par des tableaux de bits (les opérations
élémentaires étant réalisables en O(1)).

La fonction meilleure-configuration dépend principalement du comparateur
utilisé. Dans le cas de l'utilisation d’un comparateur contradiction-local (comme
Cwvmu), il suffit de déterminer une contrainte parmi celles de la derniére explication
de contradiction calculée: cette opération se réalise en O(e) (e taille d’une expli-
cation de contradiction) dans le cas de Cyum (détermination de la contrainte la
moins importante). Sinon, c’est un probléme difficile, il n’existe donc pas a priori
d’algorithme polynomial.

La complexité du traitement de la contradiction sans compter le changement de
configuration est donc en O(d+¢) = O(n+e+d).

Changement de configuration

— Retrait de contrainte Nous reprenons la définition de la fonction point-fi-
xe-retrait selon ’algorithme 6 page 78.

La fonction retrait-possible peut étre implémentée en O(a), le nombre de
contraintes. Il faut en effet tester toutes les contraintes portant sur la variable
traitée.

La fonction propage-retrait équivaut en fait & un appel a la fonction d’ajout
de contrainte. La complexité de propage-retrait est donc la complexité de
I’algorithme d’ajout de contrainte: O(s x r).

— Retour de contrainte Un tel retour (cf. algorithme 7 page 79) est réalisé
en deux phases :

— une premiére phase de rétablissement des déductions redevenues va-
lides!''. Il y en a au plus a;

— une deuxiéme phase correspondant & un ajout de contrainte. Sa com-
plexité est donc en O(s x r).

7.4.4 Récapitulation

Le tableau 7.2 récapitule les résultats sur la complexité lorsqu’on utilise le com-
parateur Cyim. Rappelons que lorsque le parameétre enregistrement est & off,
seule la derniere explication de contradiction est conservée. Rappelons de plus que
lorsque la condition de fonctionnement C2 est vérifiée, le parameétre statique est
on.

7.5 Discussion

Nous donnons ici quelques parametres réglables pour le fonctionnement de notre
systeme dans le cas des ¢sp. Nous commengons par traiter le cas ou les conditions
C1 et C2 ne sont pas vérifiées.

Vouloir pouvoir ajouter des explications de retrait non valides au moment ou
elles sont recherchées (i.e. ne pas respecter la condition C1) nous parait totalement
déraisonnable car cela nous conduirait a rechercher toutes les explications possibles
a la maniére d’'un ATMS ce qui conduirait immanquablement a une explosion com-
binatoire de ’approche proposée.

11. En effet, méme dans le cas de la condition de fonctionnement G2 qui supprime de fait certaines
explications invalides, il peut en subsister car celles-ci ne sont pas supprimées dés qu’elles le
deviennent mais simplement remplacées s’il y a lieu. Dans une implémentation pratique, il n’est
pas utile de tenir compte de cette étape (car beaucoup d’informations ont potentiellement disparu)
et considérer tout simplement le retour d’une contrainte comme une premiére apparition.
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Complexité Spatiale

enregistrement off enregistrement on
O(nxdx(n+e)) exponentielle.
Complexité Temporelle
Opération Algorithme simulé statique on statique off

ajou.t de contraipte rod O(e x &) O(end?)

retrait de contrainte 9 9

retour de contrainte ACS Ofe x &%) Ofend”)
Traitement contradiction On+e+d)

TaB. 7.2 — Complexité de l'approche — Récapitulation

Par contre, on peut vouloir ne pas respecter la condition C2 i.e. mettre non seule-
ment le paramétre enregistrement (présenté section 7.3.3) & on en ce qui concerne
les explications de retrqaits et de contradiction mais aussi autoriser ’enregistre-
ment de plusieurs explications pour un méme retrait. Ainsi, toutes les informations
connues sont conservées pour prévoir le retour d’une contrainte. Cette fagon de faire
suppose alors que:

— les valeurs sont retirées une a une des domaines des variables?;

— le parameétre statique (présenté section 6.2.3) doit rester & on car sinon le
bien-fondé du systeme d’explications ne serait plus garanti.

La non vérification de la condition C2 peut entrainer trés rapidement une ex-
plosion dans 'occupation en espace pour le stockage des explications. Il faut donc
réfléchir & des mécanismes de simplification de l'information enregistrée. Il faut
supprimer '3 Pinformation qui a le moins de chance de nous servir.

7.6 Exemple complet : la conférence

Nous présentons ici un exemple que nous traitons entierement. Il s’agit d’une
adaptation du probléme de la conférence proposé par Cousin [1991].

7.6.1 Enoncé et modélisation du probléme

Considérons la scéne suivante, événement quotidien dans un laboratoire de re-
cherche dynamique.

Michel, Pierre et Alain se rencontrent inopinément dans un couloir. Mi-
chel interpelle les deux autres et leur rappelle leur promesse de se ren-
contrer pour se présenter leurs travaux. Pierre et Alain doivent présenter
leurs travaux & Michel qui lui méme doit leur présenter ses travaux. Il
v a donc 4 exposés: de Pierre a Michel, d’Alain & Michel, de Michel &
Pierre et enfin de Michel a Alain.

Ils conviennent de bloquer 4 demi-journées pour faire ces exposés. Un
exposé prend une demi-journée.

Des le début, Michel signale qu’il lui parait important d’avoir vu ce
qu’ont a dire Pierre et Alain avant de faire ses présentations. Ensuite,

12. En effet, on ne peut plus supprimer un ensemble de valeurs en une seule fois, car ceci suppose
que C2 soit vérifée (cf. section 6.2.4).

13. Dans le pire, elle sera recalculée. On n’évitera alors pas complétement le phénoméne de
thrashing.
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Michel intervient pour signaler qu’il aimerait autant ne pas venir la
quatrieme demi-journée. Enfin, Michel signale qu’il ne veut pas présenter
ses travaux a Pierre et Alain en méme temps.

Ce probléme met donc en jeu 4 variables: Pp,, Ay, M, et M, chacune repré-
sentant un exposé devant étre réalisé. Les préférences (que 'on peut identifier en
italiques dans le texte) sont données de maniére qualitative. Nous donnerons dans
la présentation des contraintes un poids ' & ces contraintes. Le comparateur utilisé
sera Cvim -

Le domaine initial de ces 4 variables est le méme: {1,2,3,4}, chaque valeur
représentant une demi-journée.

Les contraintes du probléme sont alors les suivantes (dans leur ordre d’appari-
tion) :

— Contraintes d’intégrité
Une personne ne peut étre a la fois auditeur et orateur. Ce qui peut s’exprimer

par: Mo, # Ay, Mo # P, My # Apy et My # Py,

Une personne ne peut assister a4 deux exposés a la fois, ce qui s’exprime par :
c1: Apm # Pn. Clest une contrainte requise de poids 100.

— Contraintes d’antériorité
Le fait que Michel souhaite entendre les présentations de Pierre et Alain avant
de faire sa présentation peut s’écrire!® ainsi: ¢o : My > Am, c3 1 My > Py,
cq : Mp > Ap et cs : Mp > Pp,. Ces contraintes sont importantes, elles ont
toutes un poids 3.

— Contraintes de la quatriéme demi-journée
Le fait que Michel ne veut pas venir lors de la 4°™¢ demi-journée peut s’écrire :
et Mo #£4,c7: My #4,c8: Py #4 et co: Ay # 4. Ces contraintes sont
accessoires, elles ont un poids 1.

— Contraintes de non-simultanéité
Le fait que Michel ne veut pas présenter ses travaux a Pierre et Alain en méme
temps, s’écrit : ¢io : My # Mp. Cette contrainte est relativement importante,
elle a un poids 2.

Nous allons donc introduire ces contraintes dans leur ordre d’apparition puis
déclencher une énumération (& I’aide de la contrainte one-of) si les variables ne
sont pas instanciées.

7.6.2 Résolution

Le tableau 7.3 rappelle pour chaque variable quelles sont les contraintes concer-
nées.
Ajout des contraintes

— L’ajout de la contrainte ¢; (An # Pm) ne provoque aucune modification
dans le systéme de maintien de déduction. En effet, une telle contrainte anti-
bijective n’a d’effet que si I’une des variables concernées a son domaine courant
réduit & un singleton.

14. Rappelons que plus ce poids est fort, plus la contrainte est importante.

15. Ces contraintes «impliquent» les premiéres contraintes d’'intégrité. C’est pourquoi nous ne
tiendrons pas compte de ces derniéres lors de la résolution. Cela nous permettra d’alléger la
présentation de ’exemple. C’est aussi pour cela qu’elles ne sont pas identifiées par un numéro.
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Variables  Contraintes
P, c1,¢3,C5,C8
A C1,C2,C4,Cy
M, €4,Cs5,C7,C10
M, C2, €3, C6, C10

TAB. 7.3 — Associations Variables / Contraintes

— L’ajout de la contrainte ¢y (Mg, > Ap,) conduit, d’aprés la proposition 16 sur
le traitement des contraintes monotones (cf. page 84), aux retraits 1® suivants.

(Ma’l’({CZ}ag)a{CZ}) (7.1)

(Am’4’ ({CZ}ag)a{CZ}) (7.2)

Le retrait 7.2 n’a pas besoin d’étre propagé sur la contrainte ¢; car le domaine
de A,, n’est pas un singleton.

— L’ajout de la contrainte ez (M, > Pp,) conduit au retrait suivant :

(Pm’4’ ({63}’®)a{c3}) (73)

La contrainte c¢; n’est pas réveillée par le retrait survenu dans le domaine de
P,

— L’ajout de la contrainte ¢4 (M, > A,,) conduit au retrait suivant :
(Mp, 1, ({cat, @), {ca}) (7.4)

— L’ajout de la contrainte ¢5 (M, > Py) ne conduit & aucune modification dans
les domaines des variables.

— L’ajout de la contrainte cg (M, # 4) provoque dans un premier temps le

retrait suivant :
(Ma,4, ({cs}, @), {cs}) (7.5)

Dans un second temps, les contraintes co et c3 sont réveillées. Le réveil de la
contrainte ¢5 conduit au retrait suivant :

(Am’3a({CZ}a{é(Maa4)})a{‘32,‘36}) (7.6)

Le réveil de la contrainte ¢z quant & lui conduit au retrait suivant :

(Pm’3’({63}’{6(Ma’4)})a{C3ac6}) (7~7)

Le réveil des contraintes cq, ¢4 et ¢5 ne provoque aucune autre modification.

— L’ajout de la contrainte ¢r (M, # 4) conduit au retrait suivant:

(MP’4’ ({67}’®)a{67}) (7~8)

Le réveil des contraintes ne conduit a aucune autre modification.

— L’ajout des contraintes cg (P, # 4), ¢o (Am # 4)et c10 (M, # M,) ne conduit
a aucune modification.
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Variable Valeur Explication Présente? | Variable Valeur Explication Présente?
Py, 1 1%} oui A 1 1%} oui
Py, 2 1%} oui A 2 1%} oui
P, 3 {cs,ce} non Am 3 {c2,c6} non
P, 4 {ca} non Am 4 {c2} non
M, 1 {ca} non M, 1 {c2} non
M, 2 1%} oui M, 2 1%} oui
M, 3 1%} oui M, 3 1%} oui
M, 4 {c7} non M, 4 {ce} non

TAB. 7.4 — Etat des domaines avant énumération

Le tableau 7.4 représente 1’état courant des domaines et récapitule les explica-
tions associées & chacune des suppressions dans les domaines des variables concer-
nées.

La figure 7.5 représente les dépendances entre retraits.

temps
Am %24 = _— Am ;523
M, #1 M, #4
Cy Cs ) S
Pm 7&4 T Pm i 3
3 €
M, #1 M +4
p Cy p [

Fia. 7.5 — Dépendance entre retraits avant énumération

Les variables de notre probleme n’étant pas complétement instanciées (domaines
non réduits & un singleton), nous passons & la phase d’énumération.

Enumération

Nous choisissons de débuter I’énumération sur la variable A,,,. Les contraintes
C A = 1,68 Ay = 2, ¢ 0 A = 3 et ef™ 0 A = 4 sont créées et

regroupées dans une contrainte one-of ¢*”.

cf™

— La contrainte ¢{™ est donc ajoutée. Cette contrainte provoque le retrait sui-

vant :
(Am, 2, ({ei™}, 2), {ei™}) (7.9)
Les contraintes ¢y, ¢y et ¢4 doivent étre réveillées.
— Le réveil de la contrainte ¢; provoque le retrait :
(Prs 1, ({e1},{0(Am, 2),0(Am, 3),8(Am, 4)}), {ei™, e1, e0,¢68) - (7.10)

Les contraintes a réveiller sont maintenant les contraintes c¢a, ¢4, c3 et cs.

— Le réveil des contraintes c¢s et ¢4 ne provoque aucune modification. Celui de
la contrainte cs provoque le retrait suivant :

(Ma’ 2, ({63}’ {6(Pma 1)})a {C(llma €1, €2, €3, 66})

16. Un retrait est un quadruplet (a,b, c,d) précisant le retrait de la valeur b du domaine de la
variable a avec I’explication ¢ dont I’environnement associé est d.

(7.11)
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Les contraintes a réveiller sont maintenant les contraintes cs, ¢o et cqg.

— Le réveil de la contrainte ¢s conduit au retrait suivant:
(My, 2, ({5}, {6(Pm, 1)}), {ei™, e1, €2, ¢5, ¢ }) (7.12)

Les contraintes a réveiller sont maintenant les contraintes co, ¢1g et c4.

— Le réveil de la contrainte ¢ n’introduit aucune modification. Par contre, le
réveil de la contrainte ¢1o provoque le retrait :

(Mp, 3, ({610}, {6(Ma, 1), (S(Ma, 2), (S(Ma, 4)}), {C(llm, c1,C2,C3,Cqg, 610}) (713)

Le domaine de la variable M, est vide. Il y a donc une contradiction. Le
tableau 7.5 représente la situation des domaines lors de cette contradiction.

Variable Valeur Explication Présente?
P 1 {ef, e1, e, c6} non
P, 2 I} oul
P 3 {es, c6} non
P, 4 {es} non
A 1 I} oul
Am 2 {ef™} non
A, 3 {ea, c6} non
Am 4 {ea} non
Mp 1 {64} non
M, 2 {e§™ 1, ca,05,¢6} non
M, 3 {e§™, ¢e1,¢9,¢3,¢6, 10} non
Mp 4 {67} non
M, 1 {ea} non
M, 2 {c8™ ¢y, 2 ¢3, ¢, c10} non
M, 3 I} oul
M, 4 {cs} non

TaB. 7.5 — Etat des domaines a la premiére contradiction

Traitement de la premiére contradiction

— La fonction explique-contradiction fournit & partir des informations de
Iensemble {§(Mp, ) | i € [1,4]} Pexplication de contradiction suivante :

{el™, 1,00, 3, ca, ¢5,¢6, 07,10} (7.14)

— La fonction meilleure-configuration choisit alors de relaxer la contrainte
c$™ puisqu’il s’agit de la moins importante!” de ’explication 7.14. Son expli-
cation de retrait est alors {c1, 2, ¢s, ¢4, c5, s, €7, C10}-

— La fonction maj-configuration rétablit la cohérence comme si la contrainte
ef™ n’était jamais apparue. On se retrouve donc dans la situation avant énu-
mération.

17. Rappelons qu’une contrainte d’énumération est neutre vis a vis du comparateur quel qu’il
soit.
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— On peut identifier le retrait d’une valeur du domaine d’une variable et le
retrait de la contrainte d’énumération qui lui est associée. Ainsi, le retrait de
la contrainte ¢§™ conduit au retrait suivant :

(Ama L ({Cla C2, C3, C4, C5, Cq, C7, 610}, @)’ {Cla C2, C3, C4, C5, Cq, C7, 610}) (715)

Il faut propager les contraintes ¢1, o et ca.

— Le réveil de la contrainte ¢; provoque le retrait :

(Pma 2a ({Cl}a {6(Ama 1)a 6(Ama 3)a 6(Am’ 4)})a {Cla C2, C3,C4,Cs, Cq, C7, 610})

(7.16)
Il faut alors propager les contraintes ¢y, c4, c3 et cs5.
— Le réveil de la contrainte ¢s provoque le retrait :
(Mg, 2, ({ea}, {10(Am, D) }),{c1, c2, 3, ¢4, €5, ¢, €7, C10}) (7.17)
Il faut propager les contraintes c4, c3, ¢5 et c10.
— Le réveil de la contrainte ¢4 conduit au retrait :
(Mp,2, ({ca}, {0(Am, 1)}), {c1, 2,3, ¢a,¢5,¢6,¢7,¢10}) (7.18)

Les contraintes a propager sont : cs, c5 et ¢1p.

— Le réveil des contraintes cs et ¢; ne modifie rien de plus. Le réveil de la
contrainte cyg provoque le retrait :

(Mpa 3a ({610}, {6(Maa 1)a 6(Maa 2)a 6(Ma’ 4)})a {Cla C2, C3, C4, C5, Cq, C7, 610})
(7.19)
Le domaine de la variable M, est vide. Il y a donc une contradiction. Le
tableau 7.6 récapitule 1’état des domaines a la deuxiéme contradiction.

Variable Valeur Explication Présente?
P, 1 {cS™ ey, co, 06} oul
P, 2 {e1, ¢a, ¢3,ca, 5, 6,07, C10} non
P, 3 {es, c6} non
P, 4 {es} non
A, 1 {e1, ¢a, ¢3,ca, 5, 6,07, C10} non
Am 2 {cdmy oui
A 3 {ea, c6} non
Am 4 {ea} non
M, 1 {ca} non
M, 2 {e1, ¢a, ¢3,ca, 5, 6,07, C10} non
M, 3 {e1, ¢a, ¢3,ca, 5, 6,07, C10} non
M, 4 {e7} non
M, 1 {ea} non
M, 2 {e1, ¢a, ¢3,ca, 5, 6,07, C10} non
M, 3 I} oul
M, 4 {cs} non

TAB. 7.6 — Etat des domaines a la deuriéme contradiction
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Traitement de la deuxiéme contradiction

— La fonction explique-contradiction fournit & partir des informations de
Iensemble {§(Mp, ) | i € [1,4]} Pexplication de contradiction suivante :

{e1, ¢, 03,4, ¢5,¢6, 07, C10} (7.20)

— La fonction meilleure-configuration choisit alors de relaxer la contrainte
c7 la plus récente des moins importantes de ’explication de contradiction 7.20.
Son explication de retrait est alors {e1, ¢, ¢s3, ca, ¢35, ¢, c10}-

— La fonction maj-configuration rétablit la cohérence comme si la contrainte
c7 n’avait jamais été introduite. On se retrouve alors dans la situation dépeinte
dans le tableau 7.7.

Variable | Domaine Courant
P, {1,2}
A {1,2}
M, {2,3,4}
M, {2,3}

TaB. 7.7 — Situation apres relazation de cq

— Depuis la premieére contradiction la contrainte one-of ¢ n’a toujours pas été
réveillée. Son réveil provoque le retour de la contrainte ¢§™ car son explication
de retrait n’est plus valide.

— On peut ainsi rétablir la suppression de 1 depuis le domaine de P, puisque
I’explication associée redevient valide. On peut aussi rétablir le retrait de 2
depuis le domaine de A,, pour la méme raison .

— La propagation du retour de la contrainte ¢§{™ provoque les retraits suivants:

(Mg, 2, ({3}, {0(Pm, D) 1), {e§™, c1, 09, ¢3, c6}) (7.21)

(Mp’ 2’ ({65}a {6(Pma 1)})a {C(llma €1, C2, Cs, 66}) (7'22)

(Mp, 3, ({610}, {6(Ma, 1), (S(Ma, 2), (S(Ma, 4)}), {C(llm, c1,C2,C3,Cqg, 610}) (723)

— Le tableau 7.8 récapitule la situation finale pour les domaines des variables.
Toutes les variables sont donc instanciées et bien sur le ¢sP obtenu est arc-
consistant. On a donc montré plusieurs choses.

— le csP originel est sur-contraint, il n’existait pas d’instanciation vérifiant
toutes les contraintes. On I’a montré lorsqu’on a découvert ’explication
de contradiction 7.20;

— relaxer une unique contrainte (en I'occurrence e7) parmi les moins im-
portantes du probléme permet de trouver une solution;

— la configuration proposée est la meilleure suivant le comparateur Chhy.

18. Dans I'implémentation que nous utilisons présentée dans le chapitre 9, nous ne recherchons
pas ces explications non valides qui redeviennent valides, nous laissons le solver s’en charger.
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Variable Valeur Explication Présente?
P, 1 {cS™ ey, co, 06} non
P, 2 {e1, ¢a, ¢3,ca, 5, 6,07, C10} oul
P, 3 {es, c6} non
P, 4 {es} non
A, 1 {e1, ¢a, ¢3,ca, 5, 6,07, C10} oul
Am 2 {e$™ non
A 3 {ea, c6} non
Am 4 {ea} non
M, 1 {ca} non
M, 2 {ef™, c1,c9,05, 6} non
M, 3 {ef™, ¢e1,¢2,¢3,¢6, €10} non
M, 4 {e7} oui
M, 1 {ea} non
M, 2 {ef™, e1,¢2 ¢3,¢6, c10} non
M, 3 I} oul
M, 4 {cs} non

TAB. 7.8 — Etat des domaines a la fin de la résolution

7.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une spécialisation compléte de notre ap-
proche pour traiter les ¢sp. Nous avons ainsi pu constater qu’une utilisation rai-
sonnable (ce qu’attestent les complexités données) et raisonnée (les conditions de
fonctionnement proposées) d’un systéme de maintien de déductions était possible.
Nous en montrerons une justification expérimentale dans les chapitres 10 et 11.
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ANS CE CHAPITRE, nous montrons comment notre modele général peut s’appli-
D quer aux €SP numériques munis de la consistance aux bornes : relax(Interval,
C, Pre).

Nous présentons tout d’abord brievement le cadre général des ¢sP numériques
et nous montrons comment spécialiser I’algorithme de réduction proposé chapitre 6.

Comme dans le chapitre précédent, nous montrons ensuite comment le systéme
de maintien de déductions peut étre adapté pour ce cas particulier et évoquons le
cas des contraintes disjonctives (provoquant des trous dans les intervalles).

Ce chapitre est, a notre connaissance, la premiére véritable proposition de sys-
teme de relaxation de contraintes sur les intervalles et par la méme une version dy-
namique des algorithmes de réduction d’intervalle. Nous présentons ici les grandes
lignes d’un tel systeme et nous ouvrons la voie & une implémentation.

8.1 Le cadre général des CSP numériques

Cette présentation est basée sur les travaux d’Olivier Lhomme [1994].

8.1.1 Présentation

Les problémes provenant du monde physique font fréquemment intervenir des
contraintes numériques non linéaires, des données imprécises ou des parametres mal
définis. Les valeurs numériques traitées sont donc souvent des intervalles de réels.

8.1.2 Réels et domaines finis

L’implémentation des nombres réels en machine repose généralement sur une
représentation en virgule flottante munie de mécanismes d’arrondis qui garantissent
la correction des opérations.

Olivier Lhomme propose la notion de valeur numérique abstraite (vna) qui per-
met de rester indépendant de la représentation des nombres manipulés et de 'im-
plémentation en machine des fonctions mathématiques.

Définition 58 (Valeur numérique abstraite — [Lhomme, 1994])
Soit F = {fo, f1,..., fn} un ensemble fini ordonné permettant de représenter les
nombres réels. Une valeur numérique abstraite est un élément de I'ensemble A :

A= {] _OO’fo[afoa]foafl[afla]flafZ[afZa"'afna]fna+oo[}

Une valeur numérique abstraite est alors un objet représentant un ensemble E
de valeurs:

~ E={f}avec f€F.

— E={xz|z€]f, f[} avec f et f+ deux éléments de F consécutifs.
- E={x]x€]-oo, fol}

- E=A{x]x€]fa,+ool}.

Une vna correspondant & un ensemble infini de réels est considérée comme une
valeur unique. Ainsi, les vna dénotées par | — oo, fo[} et ] fn, +00[} représentent sous
un meéme nom, non seulement les infinis mathématiques mais aussi, respectivement,
toutes les valeurs plus petites que fy ou plus grandes que f,.
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On se donne une fonction d’approximation a4 qui a tout réel associe une vna.
On peut alors définir une extension des relations et fonctions réelles sur les vna de
maniére tout a fait intuitive (cf. [Lhomme et Rueher, 1996] ou [Lhomme, 1994]).

Ainsi, on peut considérer le domaine d’une variable réelle comme un ensemble
fini tout en préservant la continuité du domaine. Un ¢SP numérique peut alors
étre vu comme un CsP «classique». Les mécanismes mis en ocuvre dans le chapitre
précédent peuvent alors étre utilisés pour traiter les csp numériques. Il faut tout
de méme noter que les domaines des variables concernées peuvent étre de grande
taille!. Il parait donc illusoire de les traiter de la méme facon que les csP. Clest
pourquoi nous proposons de spécialiser 'algorithme de réduction et le systeme de
maintien de déduction pour les CsP numériques.

Pour les subtilités propres aux problémes numériques, comme la précision, les
problémes de cycle, ... on se reportera aux travaux d’Olivier Lhomme [Lhomme,

1993; Lhomme, 1994; Lhomme et al., 1996; Lhomme et Rueher, 1996].

8.2 Spécialisation de I’algorithme de réduction

Nous donnons ici la définition d’une consistance partielle pour les intervalles: la
consistance aux bornes. Nous définissons ensuite une fonction d’approximation (au
sens de la définition 31 page 64) pour les intervalles qui nous permettra d’appliquer
le théoréme 7 liant notre algorithme de réduction (algorithme 2 page 66) et la
propriété que 'on désire maintenir pour un probleme donné.

8.2.1 Consistance aux bornes

Les domaines originaux des variables pour un C¢SP numérique sont la plupart
du temps constitués de vna consécutives. Ils peuvent donc étre représentés par un
intervalle:

Définition 59 (Intervalle — [Lhomme, 1994])
Soient vy et vo deux vna, un intervalle [v1, vs] représente I'ensemble des vna com-
prises entre vy et vy :

[v1,v2] = {aa(z) [z € R, v < aa(x) < va}
Z(A) représente I’ensemble des intervalles définis sur A.

Cette notion d’intervalle est intéressante car, dans le domaine des grandeurs
physiques, il est souvent plus intéressant de connaitre les domaines de variation des
variables d’un probléme plutot qu’une instanciation permettant de vérifier toutes
les contraintes du probléeme.

Exemple 31 (Intérét des domaines de variations) :

Nous reprenons un exemple présenté dans [Lhomme et Rueher, 1996]. Soient
trois variables réelles liées par une contrainte: U = R x I. Si I varie entre
1 et 2 (domaine : intervalle [1,2]) et que R varie entre 10 et 11 (domaine :
intervalle [10,11]), il est plus intéressant de connaitre le domaine de variation
de U (i.e. intervalle [10, 22]) qu’une solution (par exemple, R =10.53, [ =1
et U = 10.53).

Comme le signale [Lhomme, 1994], on peut limiter I’arc-consistance aux bornes
des domaines traités. C’est ce qu’on appelle la B-consistance d’arc.

1. Pour donner un ordre de grandeur, le nombre de flottants entre 0.0 et 1000.0 est approxima-
tivement de 4.6 x 10'® en double précision. Il peut donc y avoir 9.2 x 10'® vna.
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Définition 60 (B-consistance d’arc)
Soient P un csp, v une variable de P et D, = [a,b]. D, est B-consistant d’arc si
et seulement si:

Ve,var(ec) = {v,v1,... 05}
daj...ap € Dy, X ... x Dy, | ¢ vérifiée pour {a,aq,..., ar}
by .. .bg € Dy, X ... X Dy, | ¢ vérifiée pour {b,by,... by}

Un csp est B-consistant d’arc si et seulement si tous ses domaines sont B-
consistants d’arc.

8.2.2 Fonction d’approximation pour un CSP numérique

Considérons la fonction hull sur P(D). Cette fonction calcule la couverture
convexe d’un élément de P(D) i.e. le plus petit intervalle fermé de vna contenant
I’élément considéré.

Proposition 27 (hull est une approximation)
La fonction hull est une fonction d’approximation.

> Preuve : Reprenons la définition 31. Par définition de la couverture
convexe, on a:

1. hull(@) = @

2. Yp e P(D),p C hull(p)

3. ¥p,p' € P(D),p C p' = hull(p) C hull(p")
4. ¥p € P(D), hull(hull(p)) = hull(p)

hull est donc bien une fonction d’approximation. <

On note aussi hull extension de hull & P(D") telle que précisée par la défini-
tion 32 page 65.
On peut montrer le résultat suivant [Lhomme, 1994].

Théoréme 14 (hull et B-consistance d’arc)
Soit D un ensemble. Soit w C D™ et p une relation n-aire sur D. p est B-consistant
d’arc pour u si et seulement si:

Phun(u) = u

Nous sommes donc exactement dans les conditions d’applications du théoreme 7
liant le point fixe de 'algorithme de réduction et la propriété a vérifier. L algo-
rithme 2 pour lequel la fonction d’approximation utilisée est hull fournit donc un
algorithme de filtrage par B-consistance d’arc. On peut donc utiliser les résultats
du chapitre 6 pour proposer un systéme de relaxation de contraintes sur les Csp
numeériques.

8.3 Spécialisation du systeme de maintien de dé-
duction

L’utilisation des intervalles dans le cadre des ¢sP numériques conduit & diverses
adaptations par rapport aux résultats présentés dans le chapitre 6. Ainsi, 1l est
possible de simplifier le mécanisme d’enregistrement, ce qui conduit d’ailleurs a
certaines modifications dans les traitements proposés. De plus, les intervalles pré-
sentent des caractéristiques spécifiques devant étre prises en compte comme, par
exemple, les contraintes dite «disjonctives» et I’«énumération» sur les intervalles.



8.3 Spécialisation du systeme de maintien de déduction 109

8.3.1 Simplification du systéeme d’enregistrement

Un systeme de résolution de ¢SP numériques utilisant la B-consistance d’arc
comme mécanisme de filtrage ne tient compte que des valeurs extrémes des domaines
des variables concernées (la B-consistance d’arc ne s’intéresse qu’aux bornes des
domaines des variables).

(’est pourquoi nous proposons de ne conserver que ces bornes pour spécifier
le domaine d’une variable d’un csP numérique. Ainsi, pour une variable x dont
le domaine originel est Iintervalle [a, b], nous noterons DS™& = {a,b}. a sera noté
mo(x) et b, M,(z).

Ainsi, le domaine courant D, d’une telle variable sera lui-aussi un couple de
valeurs {m(x), M (z) }représentant les valeurs extrémes de I'intervalle approximation
du domaine effectif de la variable .

8.3.2 Modifications induites

Cette simplification induit un certain nombre d’autres modifications pouvant
étre réalisées pour le systéme de maintien de déduction.

— Tout d’abord, ’algorithme de réduction ne s’intéresse qu’aux explications per-
mettant d’obtenir les valeurs extréemes du domaine courant d’une variable. On
peut donc stocker I’explication permettant de déduire que d’une part le maxi-
mum du domaine d’une variable # est M(x) et que le minimum est m(z).
Ce sont les seules explications intéressantes. On I’a, en effet, vu pour 1’algo-
rithme de réduction, mais, pour la fonction explique-contradiction cela
suffit aussi (il y a contradiction lorsque 3z, m(x) > M (z)). Cette information
peut se calculer de maniére incrémentale.

— On peut stocker les retraits successifs & gauche (sur le minimum) et & droite
(sur le maximum) dans des piles. En effet, supposons qu’une relaxation de
contrainte provoque l'invalidation d’un retrait de valeur concernant un des
extrema d’une variable. Comme le domaine d’une variable est représenté par
ces extrema, les retraits de valeurs subséquents sont, quoi qu’il arrive, remis
en cause. Il faudra donc tout dépiler. Ainsi, on peut convenir d’expliquer en
partie une modification d’extremum par ’explication de 'extremum courant.

Exemple 32 (Gestion simplifiée sur les intervalles) :

Soit une variable z dont le domaine originel est 'intervalle [Min, Maz]. Sup-
posons qu’apres plusieurs modifications des bornes, on arrive a un retrait
(noté ry sur la figure 8.1 — en blanc apparaissent les valeurs faisant partie du
domaine) dont I’explication contient la contrainte ¢ et plus tard & un autre
retrait (rp sur la figure) ne dépendant pas de c. Supposons enfin que 'on
doive relaxer la contrainte c.

Le retrait de la contrainte ¢ conduit a I'invalidation de la déduction r; et donc
au retour des valeurs correspondantes. Lorsqu’on réalise ce retour de valeurs,
un «trou» apparait alors dans le domaine de la variable (cf. figure 8.1). Notre
représentation des intervalles interdit une telle situation, il faut donc aussi
invalider le retrait rs.

Pour ne pas avoir & gérer la détermination des retraits & invalider mais ne
dépendant pas de la contrainte relaxée (comme rz), nous proposons d’ajouter
a Dexplication d’un retrait 'explication du retrait précédent réalisé sur la
borne. Ainsi, dans notre exemple, si ’explication de r; est ajoutée a celle de
r2, la relaxation de ¢ invalide le retrait r2 ce qui nous donne le comportement

désiré.
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Min rn r, m M Max

Invalidation : suppression de déduction invalide

m vl
Invalidation : suppression des trous
m M

mise & jour borne du domaine

Fra. 8.1 — Gestion des invalidations de déduction dans un intervalle

8.3.3 Le cas des contraintes disjonctives

Définition 61 (Contrainte Disjonctive — [Lhomme, 1994])
Une contrainte est disjonctive sur une partie de ’espace si la projection de I'en-
semble des solutions sur une variable au moins n’est pas un intervalle.

Exemple 33 (Contrainte disjonctive) :

La contrainte z° = y n’est pas disjonctive sur D, =[-2,2] et D, = [0, 4] car
les projections sur x et y de I’ensemble des solutions sont des intervalles.
Par contre, cette méme contrainte est disjonctive sur D, = [—2,2] et D, =
[1,4] car la projection sur  de I’ensemble des solutions est [—2, —1] U [1, 2].

On se rend compte que lorsqu’il y a des contraintes disjonctives dans le systéme
de contrainte des trous peuvent apparaitre dans les domaines. Il y a trois facons de
traiter ces trous.

1. Utiliser toute 'information numérique disponible mais en ne considérant que
des intervalles. Ainsi, un probléme comportant une contrainte disjonctive sera
transformé en une disjonction de sous-problémes pour lesquels la contrainte
est non-disjonctive. On décompose alors les domaines de telle sorte que la
contrainte soit non disjonctive pour chacun des éléments de cette décomposi-
tion.

On peut donc poser des points de choix pour chacun des éléments de cette
décomposition. Cette approche introduit une tres grande combinatoire dans
le probleme.

2. On peut aussi utiliser toute I'information numérique disponible et traiter les
unions d’intervalles disjoints en tant que telles.

Malheureusement, plusieurs problémes peuvent se présenter : d’une part, une
fonction appliquée & une telle union peut donner une union d’intervalles quel-
conques qu’il faut alors simplifier pour obtenir de nouveau une union d’in-
tervalles disjoints, et d’autre part, ces unions d’intervalles peuvent conduire &
une combinatoire élevée puisqu’il faut examiner la situation pour chacun des
intervalles.

3. On peut enfin appliquer le principe de la B-consistance : on se contente de
travailler sur les valeurs extrémes. Il n’y a donc pas de points de choix ni
de décomposition: seulement, une partie de 'information est perdue. Mais,
comme les contraintes sont conservées, lorsque des informations plus précises
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seront demandées, celles-ci pourront alors se réveiller et nettoyer convenable-
ment les domaines des variables concernées.

Dans INTERLOG [Lhomme, 1994] I'approche utilisée par défaut est la troisieme
approche. La premiére est proposée a la demande et est mise en ccuvre a 1’aide de
points de choix PROLOG. Quant a la deuxiéme, elle n’est pas envisagée.

L’utilisation de notre cadre général pour la relaxation de contraintes spécialisé
pour la réduction de domaine envisage implicitement la troisieme approche. Pour
modéliser la premieére approche, on peut utiliser une contrainte one-of sur le dé-
coupage en intervalles disjoints. En effet, si un choix conduit & une contradiction,
une part non négligeable du travail réalisé entre temps pourra étre conservée, c’est
un des avantages de notre approche qui évite autant que faire se peut le thrashing.

8.3.4 Enumération pour les intervalles

Des techniques d’énumération sur les intervalles sont habituellement envisagées
pour préciser les réponses apportées & un probleme donné. L’approche retenue en gé-
néral passe par une exploration dichotomique du domaine des variables considérées
jusqu’a ce qu’une précision fixée au préalable soit atteinte pour le résultat.

Nous proposons de modéliser cette recherche dichotomique par une contrainte
de type one-of. Il ne s’agit pas véritablement d’une contrainte one-of au sens
présenté jusqu’a présent.

En effet, lors d’une recherche dichotomique sur le domaine d’une variable z de
domaine D, on commence par découper ce domaine en deux: les sous-domaines
complémentaires DL et DZ. Ce découpage peut étre modélisé par une contrainte
one-of usuelle. Par contre, lorsqu’ultérieurement on redécoupe le domaine courant
(par exemple D!) en deux autres sous-domaines DLt et D12 le fait que la variable
z est dans D} est toujours vrai et donc ces nouvelles contraintes (les nouveaux
sous-domaines) ne peuvent provoquer le retrait de la contrainte concernant DY. On
ne peut donc gérer ce découpage au méme niveau, il faut donc créer un nouveau
one-of.

De plus, il faut non seulement conserver les deux niveaux de découpage mais
aussi conserver leurs liens de dépendance. En effet, on peut imaginer qu’une contra-
diction qui dépend du premier découpage puisse étre découverte apres le deuxieme
découpage. Nous proposons donc de donner un nouveau type de contrainte one-of :
une contrainte one-of-dependant relaxable. Ce one-of-dependant défini pour un
niveau de découpage k+1 dépend d’une contrainte élément d’un one-of-dependant
défini au niveau k. Ainsi, lorsqu’une contrainte de niveau k est relaxée, toutes? les
contraintes de niveau k + 1 dépendant de celle-ci doivent aussi étre relaxées. Un
one-of-dependant au niveau 0 est alors un one-of classique.

Pour une contrainte one-of-dependant, lorsqu’une contradiction est levée (plus
de possibilité d’activer une contrainte du one-of), le traitement habituel d’une
contradiction est déclenché. En effet, si la responsabilité de cette contradiction
incombe & la contrainte de niveau supérieur ayant généré ce one-of-dependant,
I’explication de contradiction en tiendra nécessairement compte. Ainsi, grace a la
simple particularité de la relaxation systématique des contraintes induites par un
découpage dichotomique, on peut utiliser le mécanisme habituel de traitement des
contradictions.

2. En fait, il y en a au plus une active a tout moment.
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8.4 Complexité

La complexité de 'approche instanciée sur les intervalles est la méme que 'ap-
proche sur les ¢sp, car la réorganisation du systéme de maintien de déduction n’in-
flue pas sur son occupation mémoire, ni sur sa complexité temporelle. A ceci pres
que les opérations de fournitures d’explication sont facilitées par la limitation des
consultations aux bornes des domaines des variables considérées. Ainsi, la gestion
des ajouts et retraits de contraintes avec un DMS ne modifient pas la complexité
originelle du solveur utilisé.

8.5 Conclusion

L’utilisation des résultats présentés dans les chapitres précédents nous a permis
de proposer dans ce chapitre un cadre dynamique sur les intervalles qui, & notre
connaissance, n’existait pas encore. Ainsi, on peut penser qu’il est maintenant pos-
sible de donner une version incrémentale efficace des algorithmes utilisés dans le
systeme Indigo [Borning et al., 1996] (cf. section 3.4.2 page 34). De plus, les pro-
positions que nous faisons pour la gestion de ’énumération, dont 'implémentation
est en cours, devraient apporter des résultats intéressants.



Chapitre 9

Implémentation pour les

CSP

113

Sommaire
9.1 Architecture générale . . . .. ... ... .. . . ... 114
9.1.1 Schéma de fonctionnement . . . . . ... ... ... .. 114
9.1.2 Composants . . . . . . . . . e 117
9.2 Implémentation en CLAIRE .+ « ¢ v ¢ v ¢ 4 o v o 0 o s o o & 119
9.2.1 Le langage et ses spécificités . . . . . .. . ... ... .. 119
9.2.2 Leswvariables . . . .. ... ... 0. 119
9.2.3 Lescontraintes . . .. .. .. .. ... ... 120
9.2.4 Adaptation de approche . . .. ... ... ....... 121

9.3

Conclusion . . . . . . ¢ i i i i it it ittt oo e 122




114 Chapitre 9. Implémentation pour les CSP

ANS CE CHAPITRE, nous présentons les grandes lignes d’une I'implémentation
du schéma relax(FD,C,Py¢) tel que nous I’avons présenté au chapitre 7.

Nous nous situons dans les conditions! d’utilisation C1 (ajout d’explication
valide) et C2 (déduction associée unique) nous permettant d’obtenir une complexité
raisonnable pour I"approche (ef. section 7.4 page 92).

Nous regroupons toutes les implémentations de notre systéme de relaxation de
contraintes sous le nom générique de systéme DECORUM (Deduction-based Cons-
traint Relaxation Management) [Jussien et Boizumault, 1996¢]. A ce jour, 1l existe
quatre implémentations de notre systéme, trois maquettes (en MIT SCHEME, en
CLAIRE — langage développé a I’Ecole Normale Supérieure [DMI, 1996] — et en
STK — un SCHEME graphique [Gallesio, 1996]) et un prototype (en ¢+, porté en
collaboration avec David Fraszko pendant son stage de DEA). Ces implémentations
sont adaptées aussi bien au cadre relax(FD,C,Pyc) qu’au cadre relax(Interval, C,
Pee) comme on I’a vu dans le chapitre précédent.

9.1 Architecture générale

Nous présentons ici ’architecture générale d’un solveur interactif utilisant une
méthode de recherche de C-solution lors de 'obtention d’un systéme de contraintes
P-contradictoire.

9.1.1 Schéma de fonctionnement

La figure 9.1 présente le schéma général d’organisation d’un tel solveur. Les
diverses implémentations de notre méthode de recherche utilisent :

— trois modules principaux (représentés par des rectangles aux coins arrondis) ;
— deux files de propagations (représentées par des rectangles);

— trois espaces de stockage (représentés par des ovales).

La figure 9.1 représente les flux de données entre les différentes entités du sys-
téme.
Les trois espaces de stockage concernent :

— les contraintes du probléme, permettant ainsi de connaitre leur état courant
(active ou relaxée). Cet espace de stockage contient aussi les explications de
relaxation des contraintes concernées ;

— les explications pour les réductions déterminées par le solveur et maintenues
par le DMs;

— les explications de contradiction déterminées par le module de recherche
de C-solution par la fonction explique-contradiction et utilisées par la
fonction meilleure-configuration. Rappelons que sous les conditions d’uti-
lisation C1 et C2, seule la derniére explication de contradiction nécessite un
stockage.

Les deux files de propagation sont :

— La file des contraintes
Cette file contient les contraintes du probleme. Il s’agit de contraintes en
cours de prise en compte. Elles ont été intégrées au systeme et vont étre
propagées. Pour cela, on utilise I’algorithme d’ajout dynamique de contrainte
(algorithme 4 du chapitre 6 décrit page 76). Le réveil d’une contrainte demandé
par le module de recherche provoque son ajout dans a cette file.

1. Ces conditions sont présentées dans le chapitre 6 section 6.2.2 page 72.
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Fia. 9.1 — Schéma de fonctionnement d’un solveur interactif de problémes
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— La file des déductions
Cette deuxieme file contient les réductions & effectuer sur les domaines des
variables. Les réductions & prendre en compte sont calculées par 1’algorithme
de résolution et envoyées dans cette file. Elles seront traitées par le systéme
de Maintien de Déductions (algorithme 5 du chapitre 6 décrit page 76).

Notre systéme possede trois modules principaux :

— Module de recherche de C-solution
Ce module, lors de I'identification d’une contradiction par le DMS, est chargé

de:

— Calculer une nouvelle explication de contradiction (fonction explique--
contradiction) stockée dans le module. Il faut pour cela demander,
pour la variable dont le domaine est vide, I’état courant des explications
au DMS qui consulte ’espace de stockage des explications.

— Calculer la prochaine configuration prometteuse a explorer a I’aide de la
fonction meilleure-configuration. On utilise pour cela les explications
de contradiction. Il serait ici possible de faire appel a l'utilisateur pour
arbitrer sur un ensemble de contraintes (lien en pointillés entre le module
de Recherche et un module d’interface sur la figure 9.1).

— Effectuer le changement de configuration (utilisation de la fonction maj--
configuration). Il ’agit d’invalider les déductions du DMs touchées par
la relaxation d’une contrainte et d’intégrer de maniére préemptive (en
téte) des nouvelles contraintes dans le cas du traitement d’une contrainte
dans la file des contraintes ou de provoquer le réveil d’autres contraintes
dans le cas d’un retour de contrainte. On modifiera 1’état courant des
contraintes. Ce module se charge aussi de nettoyer la file des actions
d’éventuelles déductions en attente devenues invalides (lien en pointillés
entre le module de Recherche et la file de déductions sur la figure 9.1).

— Solveur de Contraintes
Ce module, ayant accés a I'intégralité du systéme de contraintes, est chargé
de mettre en ceuvre algorithme de réduction (algorithme 4). Ce module
doit consulter 'espace de stockage des explications de réduction pour pou-
voir connaitre I’état courant des domaines pour réaliser le calcul de point fixe.
Ce module a acceés a la file des contraintes en attente pour mettre en ceuvre
leur traitement.

— Systéme de maintien de Déductions
Le DMS est chargé de maintenir ’espace de stockage des explications. Il doit de
plus prendre en compte les modifications d’état des contraintes. Enfin, il est
chargé de gérer les nouvelles réductions stockées dans la file des déductions.

On voit apparaitre sur la figure 9.1, 'utilisateur du systéme qui peut, a tout
moment, par I'intermédiaire d’un module d’interface :

— ajouter une contrainte a la file des contraintes;
— retirer une contrainte ;
— intervenir dans le choix de la meilleure configuration suivante lorsque ce méme

module ne peut se décider seul. Nous considérons ici que le comparateur im-
plicite utilisé par 'utilisateur est contradiction-local.
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9.1.2 Composants

L’architecture présentée dans la section précédente suppose ’existence de com-
posants de base ayant un comportement minimal que nous présentons ici.

La figure 9.2 reprend les informations fournies dans la suite. On pourra s’y re-
porter pour avoir une vue d’ensemble des «objets» du systeme. Une fleche représente
sur cette figure un lien de dépendance? alors qu'une simple aréte représente un lien
d’utilisation.

Tout d’abord nous avons les composants normaux d’un systéme de résolution
de contraintes :

— Variables
Les variables sont les constituants basiques d’un systéeme de résolution de
contraintes. Une variable doit avoir acces :
— aux contraintes la concernant ;
— a la contrainte one-of modélisant I’énumération de cette variable;
— a son domaine.
— Contraintes
Les contraintes sont bien évidemment trés importantes. Elles doivent savoir :
— se propager & linitialisation (i.e. fonction prop);

— se propager en cas de modification (i.e. fonction localprop).

Une contrainte doit avoir acces a un certain nombre d’informations:

la préférence qui lui est associée (ou un indicateur de demande & I'utili-
sateur) ;

— Pexplication qui lui est associée en cas de relaxation;
— son one-of d’origine s’il existe ;

— la liste des retraits de valeurs dont elle assure la validité.

On distingue deux types de contraintes: les méta-contraintes qui, comme
leur nom lindique, sont des contraintes sur les contraintes (c’est le cas de
la contrainte one-of) qui ne sont pas relaxables® et les contraintes basiques
qui elles sont véritablement les contraintes du probléme et sont relaxables.

— Domaines
Les domaines représentent le troisieme élément constitutif fondamental d’un
¢sp. C’est le point de liaison entre CSP et systeme de maintien de déductions.
Un domaine doit connaitre :

— P’ensemble initial de ses valeurs;

— P’ensemble courant de ses valeurs;

— la liste des suppressions de valeurs.

On peut maintenant présenter les éléments permettant de prendre en compte le
systeme de maintien de déduction :

— Retraits de valeurs
C’est une information concernant une variable et un ensemble de valeurs dans
le domaine de cette variable. A une suppression est associée une unique expli-
cation fournie par le solveur. Une suppression doit étre capable de calculer sa
validité.

2. Le concept de départ dépend du concept d’arrivée.
3. Sauf dans le cas des contraintes one-of-dependant pour les CSP numériques.
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— Explications
Une explication est composée de trois informations: la partie contraintes; la
partie déductions (i.e. d’autres retraits de valeur) et ’environnement associé.
Une explication doit étre capable de calculer sa validité.

— Environnements
Un environnement est un ensemble de contraintes. Il peut étre valide ou in-
valide. Par un simple test d’inclusion, un environnement est capable de tester
sa validité.

— Explication de contradiction
Une explication de contradiction est en fait un environnement (c¢f. définition 23
page 44).

9.2 Implémentation en CLAIRE

Nous présentons ici brievement une implémentation réalisée avec le langage
CLAIRE [DMI, 1996]. Ce langage créé par Yves Caseau a I’Ecole Normale Supérieure
a été utilisé pour traiter de nombreux problemes combinatoires avec des techniques
de type csp (problémes d’ordonnancement, probléemes de placement, ... cf. [Caseau

et Laburthe, 1996]).

9.2.1 Le langage et ses spécificités

CLAIRE (Combining Logical Assertions, Inheritance, Relations and Entities) est
un langage fonctionnel & objets utilisant un mécanisme de régles de propagation. Il
a été congu pour permettre d’exprimer des algorithmes complexes en peu de lignes
et d’une maniere lisible et élégante.

Un des avantages principaux de CLAIRE est la possibilité de définir des régles
de propagation qui sont caractérisées par une entité dont toute modification, si elle
satisfait certaines conditions, provoque 'exécution du corps de la régle. Cela permet
de déséquentialiser les traitements. C’est le principal apport de CLAIRE que nous
avons utilisé.

CLAIRE fournit un mécanisme d’allocation dynamique de mémoire et utilise un
ramasse-miettes. Le compilateur CLAIRE géneére du code ¢4+ mais 1l existe aussi
un interpréte.

L’implémentation en CLAIRE obéit bien stur aux grand principes évoqués précé-
demment dans ce chapitre. Les spécificités du langage ont été utilisées principale-
ment pour faciliter ’expression des traitements.

9.2.2 Les variables

Une variable d’un probléeme est un objet CLAIRE décrit figure 9.3.

Une variable est en effet une entité portant un nom, pour laquelle on connait le
min, le max, le min initial, le max initial, la taille et I’ensemble définissant le domaine
de la variable. On reconnait 14 le modéle d’implémentation proposé par Diaz [1995]
pour clp(£d).

De plus, on a accés aux retraits concernant cette variable (Ddel) et la réunion
d’explications permettant d’expliquer le minimum courant (Dwhy-min), le maximum
courant (Dwhy-max) et ’état courant du domaine (Dwhy).

D’autres part, pour la propagation, on a acces a la liste des contraintes de-
vant étre réveillées en cas de modification du minimum (Dete-min), du maximum
(Dcte-max) et pour toute modification (Dcte).
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[ Dvars <: thing( Dnom:string, Dmin:integer, Dmax:integer,
Dmin-init:integer, Dmax-init:integer,
Dsize: integer, Dset: set[integer],

Ddel: list[Retraits],
Dwhy-nmin:set[Contraintes],
Dwhy-max:set[Contraintes],
Dwhy:set[Contraintes],

Dcte-min:set[Contraintes],
Dcte-max:set[Contraintes],

Dcte:set[Contraintes],

Dcte-enum:Contraintes_Enumeration )]

Fia. 9.3 — Code CLAIRE définissant une variable

Enfin, on a accés a la contrainte one-of modélisant I’énumération sur cette
variable (Dcte-enum).

9.2.3 Les contraintes

La version de base de 'implémentation en CLAIRE permet de traiter les con-
traintes unaires, binaires et ternaires bijectives, anti-bijectives et monotones. Le
traitement de ’énumération est bien entendu pris en compte.

Contraintes de bases

A titre d’exemple, la figure 9.4 présente le code CLAIRE se chargeant de la pro-
pagation d’une contrainte de type X > ¢. Lorsqu’on propage une telle contrainte,
il faut retirer du domaine de la variable X (Ct.X) les valeurs entre la borne infé-
rieure courante de X (Ct.X.Dmin) et ¢ (Ct.C). L’explication est alors un singleton :
set(Ct).

[ propage_contrainte(Ct:Contraintes_X>c): void ->
if (Ct.Cetat = CT-IN) ; La contrainte est active
remove_values (Ct.X,Ct.X.Dmin, Ct.C,set(Ct)) ]

Fia. 9.4 — Code CLAIRE propageant une contrainte X > c.

Extensions
Nous avons ajouté le traitement d’autres contraintes :

— Ainsi, le traitement d’une contrainte de type all-different en utilisant les
travaux de [Régin, 1994] repris dans sa these [Régin, 1995] demande environ
250 lignes de code CLAIRE.

— Le traitement des contraintes disjonctives dans les probléemes d’ordonnance-
ment en s’inspirant des travaux de [Carlier et Pinson, 1990; Carlier et Pinson,
1994] sur le probléme de Job-Shop demande lui environ 100 lignes de code
CLAIRE.
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On voit ainsi la puissance d’expression du langage CLAIRE. Pour I'illustrer nous
donnons le code CLAIRE (figure 9.5) permettant de vérifier une des conditions*
des ajustements proposés par [Carlier et Pinson, 1994]:

min r; + Z;pi +IZ%1}1QZ' +p. > UB
S

[ condition(c:Taches, J:set[Taches], UB:integer): boolean ->
min({ri(t) | t in J}) +
(let s :=0 in (for t in J s :+ pi(t), s)) +
min({qi(t) | t in J}) +
pi(c)
> UB ]

Fia. 9.5 — Code CLAIRE vérifiant une condition ensembliste

On voit donc que 'intégration de nouvelles contraintes & notre implémentation
en CLAIRE peut étre réalisée trés simplement et treés efficacement.

9.2.4 Adaptation de ’approche

La propagation des contraintes et le traitement d’une contradiction se font grace
aux régles de propagation permettant de rendre totalement indépendants les diffé-
rents modules de notre architecture générale.

En effet, dés qu’une modification est réalisée sur le domaine d’une variable, le
déclenchement de la propagation des contraintes concernées se fait par une regle de
production CLAIRE.

En CLAIRE, ce fonctionnement peut étre garanti en utilisant le code de la fi-
gure 9.6. L’instruction event permet de signaler au systéme CLAIRE que toute mo-
dification sur les bornes (Dmin et Dmax) d’une variable doit étre signalée. Ensuite,
la régle propagation modif min est chargée de propager la nouvelle valeur NMin de
la borne inférieure du domaine de la variable V sur toute les contraintes devant étre
propagées pour une modification de cette borne (ensemble V.Dcte-min).

event (Dmin,Dmax)
[ propagation_modif_min(V:Dvars)

exists (IMin, V.Dmin = NMin)

=> for ¢ in V.Dcte-min propage_contrainte_min(c,V,NMin) ]
[ propagation_modif_max(V:Dvars)

exists (IMax, V.Dmax = NMax)

=> for ¢ in V.Dcte-max propage_contrainte_max(c,V,NMax) ]

Fia. 9.6 — Code CLAIRE assurant la propagation des contraintes

De méme, lors d’une telle modification de domaine, dés que celui-ci devient vide,
les conditions de déclenchement du module de recherche de C-solution sont réunies
et ainsi la recherche de C-solution est provoquée. La figure 9.7 présente le code
CLAIRE correspondant a cette régle.

4. Nous ne donnons pas plus d’explications, le but est simplement de montrer I’avantage du
langage.
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event (Dsize)
[ domaine_vide (V:Dvars)
(V.Dsize = 0)
=> mode(15), handle_contradiction(V) ]

Fia. 9.7 — Code CLAIRE identifiant une contradiction

L’instruction event demande au systéme CLAIRE de signaler toute modification
sur la taille du domaine d’une variable. La régle domaine_vide se déclenche si le do-
maine de la variable V est devenu vide (Dsize = 0) et déclenche alors le traitement
d’une contradiction. L’instruction mode permet de donner une priorité plus élevée
a cette régle. Ainsi, si plusieurs régles peuvent étre déclenchées, le systéme choisira
celle de plus grande priorité en premier.

La figure 9.8 présente le code CLAIRE correspondant au traitement d’une contra-
diction. Cette fonction récupére Iexplication de la contradiction (la réunion des ex-
plications des retraits sur la variable concernée : V.Dwhy), puis choisit une contrainte
a relaxer et la relaxe en donnant comme explication de retrait: ’explication de
contradiction (sans — opérateur but — la contrainte concernée).

[ handle_contradiction(V:Dvars): void ->
let Explication := V.Dwhy in
( if valide?(Explication)
let ToRelax := choose_relax_cte(Explication) in
retrait (ToRelax,Explication but ToRelax)) ]

Fra. 9.8 — Code CLAIRE de trattement d’une contradiction

L’implémentation réalisée représente environ 800 lignes de code CLAIRE. Ce lan-
gage s’est donc avéré étre un outil trés adapté au prototypage de solveurs.

9.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les grandes lignes d’une implémentation
de notre approche sur les csp. Pour des raisons d’efficacité et pour pouvoir contro-
ler plus finement tous les mécanismes mis en jeu, nous avons préféré réaliser un
prototype de DECORUM en C++ plutot que d’utiliser le compilateur de CLAIRE. Ce
portage a été réalisé avec I’aide d’un stagiaire de DEA [Fraszko, 1997].

La version ¢++4 de DECORUM apparait comme un ensemble de composants
logiciels pouvant étre utilisés pour programmer un systéme interactif utilisant la
résolution de contraintes. [Fraszko, 1997] décrit en détail 'implémentation réalisée.
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ANS CE CHAPITRE, nous étudions de maniére expérimentale le comportement
du systéeme DECORUM. Pour cela, nous ’avons soumis a différents ensembles
de tests.
Nous reportons ici les résultats obtenus dans les quatre situations suivantes :

— Mesure de la pertinence de I’approche. Nous avons cherché & comparer
notre approche (recherche d’une C-solution dans le cas d’un probléme sur-
contraint) sur des problémes pour lesquelles I’énumération n’intervient que
lorsque toutes les contraintes du probléme sont intégrées. Ce procédé nous
permet de nous comparer aux résultats obtenus avec des systemes usuels (qui
g’arrétent s’il n’y a pas de solution). En particulier, nous montrons que DE-
CORUM respecte bien la transition de phase (section 10.2).

— Problémes dynamiques. Il n’existe pas de problémes de référence pour les
cspP dynamiques. Nous avons donc opté pour une étude de DECORUM en fonc-
tion du moment choisi pour I’énumération (depuis «avant que les contraintes
ne sotent introduites» — approche maintien de solution, jusqu’a «aprés in-
tégration de toutes les contraintes» — approche maintien d’are-consistance).
Ceci permet de faire en quelque sorte varier la propriété maintenue au cours
de la résolution. Nous montrons ici que la différence n’est pas significative
(section 10.3).

— Problémes de grande taille. Nous montrons que DECORUM peut étre utilisé
sur des problémes de grande taille (section 10.4).

— Comparaison avec 1’algorithme mMac. Nous comparons DECORUM en ver-
sion «énumération» (arrét dés que le probleme est identifié comme étant sur-
contraint) avec l’algorithme Mac (Maintaining Arc-Consistency — [Sabin et
Freuder, 1994]) considéré comme un bon algorithme de résolution de csP (sec-
tion 10.5). Nous étudions ainsi la pertinence de I'utilisation d’un pms dans le
cadre de notre approche.

10.1 Génération de cspr aléatoires

Les csp aléatoires sont habituellement générés en fonction de 4 parametres:
le nombre n de variables, la taille uniforme d des domaines de ces variables, la
densité ! p; du probléme et la dureté? ps des contraintes du problémes. Nous utili-
sons le générateur vraiment aléatoire proposé par Bessiere, Dechter, Frost et Régin
(cf http://www.ics.uci.edu/~dfrost/csp/generator.html et [Bessiére et Ré-
gin, 1996]).

L’approche habituelle adoptée sur ces instances aléatoires est de trouver une
solution vérifiant toutes les contraintes ou de prouver qu’il n’en existe pas de la
maniére la moins couteuse possible. Ce codt est souvent mesuré en nombre de tests
de consistance réalisés sur des paires de variables [Prosser, 1994a). Les résultats
obtenus sur I’étude de csP binaires aléatoires [Smith, 1994; Smith et Grant, 1995;
Prosser, 1994b] montrent qu’en maintenant n, d et p; constants, il existe une petite
région de valeurs pour ps 2 ou le cotit moyen de résolution connait un pic d’activité,
pendant qu’au méme moment le nombre de problémes solubles?® devient proche de
zéro. C’est ce qu’on appelle la transition de phase [Prosser, 1994a].

1.pp = n(Tel)ﬁ ou e est le nombre de contraintes du probléeme.

2.p0 = ;—; ou ct représente le nombre de couples autorisés dans une contrainte binaire exprimée
en extension.

3. Plus exactement, autour de po = 1 — d=2/(n=1)P1 Clest ce qu’on appelle la valeur critique
de po.

4. Problémes pour lesquels il existe une affectation vérifiant toutes les contraintes.
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10.2 Conservation de la transition de phase

Nous montrons ici qu’en utilisant le systéme DECORUM (qui relaxe des contraintes
en cas de probléme sur-contraint) la transition de phase est conservée au méme en-
droit alors que ’on continue le calcul apres I'identification d’un systéme de contrain-
tes contradictoire. De plus, nous montrons que 1’utilisation de DECORUM n’entraine
pratiquement pas de surcout lorsqu’au lieu de signaler qu’un probleme trés sur-
contraint® n’a pas de solution, une solution relazée est calculée.

10.2.1 Protocole expérimental

Nous avons généré 100 instances de problémes (n,d, p1,p2). Nous avons utilisé
le comparateur Chyy et considéré que toutes les contraintes® étaient d’importance
équivalente.

Pour chaque série de problémes, nous avons recueilli les informations suivantes :

— le nombre moyen d’affectations de valeur a une variable testées et remises en
cause : on peut parler en quelque sorte du nombre de backtracks”

— le nombre moyen de tests de consistance réalisés® ;

— P’espace moyen occupé pour stocker les informations du bms. L’unité choisie
ici est la contrainte. En effet, les seules informations enregistrées sont des
explications, qui ne contiennent que des contraintes ;

— le temps cpu moyen passé pour la résolution.

Ces informations sont recueillies & deux instants précis: lorsque la premiére
contrainte du probléme ? est relaxée i.e. lorsqu’on vient de montrer que le probleme
était P-contradictoire et a la fin de la résolution ¢.e. lorsqu’une configuration P-
satisfaisable a été déterminée.

10.2.2 Premiers résultats

Les premiers résultats présentés concernent des problémes (10, 10,0.5,ps) avec
po variant de 0 & 1 par pas de 0.01. Pour ces problémes, la valeur critique de ps est
0.63. Dans nos tests, les premiers problemes P-contradictoires apparaissent pour
pPo2 = 0.57.

Les figures 10.1 &4 10.4 représentent 1’évolution, en fonction de la valeur de ps, du
nombre moyen, respectivement, de tests de consistance, espace occupé, backtracks,
temps cpu en ms, nécessaires pour résoudre les problémes étudiés. La courbe en
gras représente les résultats pour obtenir une Chyp-solution et ’autre les résultats
obtenus pour trouver une solution ou montrer que le probléme est sur-contraint.

En ce qui concerne le nombre de tests de consistance (cf. Fig. 10.1) et le nombre
de backtracks nécessaires (cf. Fig. 10.3), on constate trés nettement un pic d’activité

5. Un probléme trés sur-contraint est un probléme dont il est facile (rapide) de prouver l'insa-
tisfaisabilité.

6. Nous ne tenons pas compte des contraintes d’énumération qui conservent leur poids négli-
geable par rapport aux contraintes vis a vis du comparateur utilisé.

7. La notion de backtrack utilisée ici est celle de la communauté programmation logique i.e.
nous comptons un backtrack pour chaque désinstanciation ou changement de valeur pour une
variable.

8. L’algorithme d’arc-consistance utilisé est ’algorithme Ac4. On appelle test de consistance, le
test d’appartenance d’un couple de valeur a la liste des couples possibles définissant une contrainte.
Dans le cas d’utilisation d’AC4, nous comptons aussi chaque incrémentation et décrémentation des
compteurs utilisés dans I'algorithme car ce sont les opérations de base.

9. On ne tient donc pas compte des contraintes liées a I’énumération.
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Fia. 10.1 — Evolution du nombre de tests de consistance pour des problémes

(10,10, 0.5, ps).
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Fia. 10.2 — Evolution de Uespace occupé pour des problémes (10,10,0.5, pa).
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Fia. 10.3 — Evolution du nombre de backtracks nécessaires pour des problémes

(10,10, 0.5, ps).

autour de la valeur attendue aussi bien pour les valeurs correspondant a I'identifi-
cation de la premiére vraie contradiction que pour I’obtention d’une solution. Il est
intéressant de constater la persistance du phénomene de transition de phase malgré
le fait que 'on calcule une configuration P-satisfaisable au lieu de se contenter de
signaler la non existence de solution. Ces résultats montrent que DECORUM présente
un comportement comparables aux systemes usuels sur les csp aléatoires.

Notons que méme au niveau de la consommation cpu '°, on retrouve la transition
de phase (¢f. Fig. 10.4). Apparemment, le systéme DECORUM ne présente donc pas
un «overhead» démesuré lorsqu’il s’agit de relaxer des contraintes.
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Fic. 10.4 — Evolution du temps cpu consommé pour des problémes (10,10,0.5, pa).

Enfin, notre utilisation raisonnée de I’enregistrement d’information dans le DMS$
conduit a un comportement spatial parfaitement maitrisé de DECORUM. Ainsi, sur

10. Mesurée en ms sur une Sun Sparc 20.
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la figure 10.2, ’espace occupé obéit aussi au phénomeéne de transition de phase.
Les résultats présentés ici nous ont permis de confirmer I'idée intuitive qu’en
utilisant un systeme de relaxation de contraintes :

— les problémes peu contraints (faibles valeurs de p;) restent aisément résolus;

— les problémes trés sur-contraints (grandes valeurs de ps) sont eux aussi aisé-
ment résolus ;

— les problemes tangents (valeurs de ps autour de la valeur critique) sont quant
a eux aussi difficiles a résoudre qu’avec une approche classique.

Il faut noter que la facilité de résolution des problémes tres contraints est en
grande partie due a la réutilisation que permet notre approche. Ainsi, une méthode
demandant une réexécution compléte en cas de relaxation (comme le fait le systéme
HCS— cf. section 3.4.1) n’obtiendrait vraisemblablement pas de tels résultats. En
effet, pour trouver une solution I’approche utilisée aussi bien par DECORUM que par
IHCS conduit a relaxer a chaque étape une unique contrainte pour voir si cela suffit &
trouver une solution. Si la méthode employée ne profite pas du passé pour effectuer
les calculs, la résolution de problémes trés sur-contraints (pour lesquels une bonne
partie des contraintes doit étre supprimée) conduit trés vite & une explosion du
temps de calcul et de I’espace nécessaire.

Il est rassurant de constater que DECORUM respecte le phénomeéne de transition
de phase. Ainsi, notre systéme de relaxation de contraintes présente le méme com-
portement global qu’un systéme classique alors qu’il offre en plus la relaxation de
contraintes.

10.3 Etude sur des problemes dynamiques

Il n’existe pas de problemes de référence pour les csp dynamiques. Nous pro-
posons donc d’étudier le comportement de DECORUM dans différents degrés de dy-
namicité. Pour cela, nous mesurons 'influence (en espace occupé et en nombre de
tests de consistance) de la position de ’énumération dans le systeme de contraintes:
depuis I’énumération avant tout ajout de contrainte (en quelque sorte maintien de
solution) jusqu’a ’énumération apres tous les ajouts de contraintes (en quelque
sorte maintien d’arc-consistance).

L’approche que nous avons utilisée jusqu’a présent dans nos expérimentations
ne déclenche I’énumération que lorsque toutes les contraintes du problémes ont été
introduites, il s’agit donc d’un maintien d’arc-consistance. Dans une approche ré-
active, le but est plus de maintenir une solution. Ainsi, dans cette approche, une
instanciation cohérente est maintenue au fur et 4 mesure de ’ajout de nouvelles
contraintes. Une telle approche peut étre beaucoup plus cotteuse. En effet, lors-
qu’une contrainte est ajoutée, il y a peu de chances que la solution courante la véri-
fie, il faut alors modifier (par relaxation) certaines valeurs attribuées aux variables;
tandis que I’ajout d’une contrainte dans le cadre du maintien d’arc-consistance ne
conduit qu’a des réductions supplémentaires dans les domaines des variables.

Nous introduisons donc un nouveau parameétre noté ps qui représente, pour
un probléme donné, la proportion de contraintes introduites avant I’énumération.
Nous présentons ici des résultats sur des problemes (10,10, 0.5, ps) avec la dureté
p2 qui varie entre 0.01 et 0.99 par pas de 0.01 et en considérant le parametre ps
prenant ses valeurs dans ’ensemble {0,0.25,0.5,0.75,1)}. ps = 1 correspond donc
a un comportement classique de maintien d’arc-consistance et ps = 0 correspond a
une approche maintien de solution. Ce parametre permet en quelque sorte de faire
varier la propriété maintenue par le systeme.
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Pour présenter les résultats nous avons choisi une représentation graphique qu’il
faut interpréter de la maniére suivante:

— pour chaque valeur de ps, nous avons mesuré la quantité observée (tests
de consistance, espace, backtracks, temps) pour des instances de problémes
(10,10,0.5, p2) et pour chaque valeur de ps;

— nous avons alors reporté les valeurs maximum et minimum de la quantité
observée en faisant varier ps, c’est ce que représente la bande gris foncé sur
chaque schéma. De plus, dans la partie inférieure du graphique, nous avons
indiqué la valeur de p3 responsable du minimum (courbe en pointillés) et res-
ponsable du maximum (courbe pleine). I’échelle de cette partie du graphique
se trouve a droite du schéma;

— enfin, pour comparaison, nous avons reporté les valeurs correspondant a ps = 1
qui nous donne les résultats de la section précédente. Ces valeurs nous donnent
la courbe en gras représentée dans le schéma supérieur.

Ainsi, sur ce modele, la figure 10.5 représente les résultats obtenus pour le
nombre de tests de consistance.

240000
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Fia. 10.5 — Résultats pour le nombre de tests de consistance pour des problémes
(10,10,0.5, p2) en tenant compte de ps.

On constate que pour les problémes trés peu contraints (p2 < 0.4) ou pour les
problémes fortement sur-contraints (p2 > 0.85), la valeur de ps n’influe pratique-
ment pas sur le nombre de tests de consistance. Pour les problémes situés autour
de la transition de phase attendue (pz = 0.63), il est intéressant de constater que la
responsabilité pour les valeurs maximum observées est partagée entre les différentes
valeurs de ps < 1 alors que le nombre minimum est pratiquement toujours observé
pour ps = 1.

Pour les autres problémes, c’est ’approche maintien de solution (ps = 0) qui est
la plus couteuse. Une observation trés importante peut étre faite: Iamplitude de
variation des résultats est faible. On retrouve ce constat sur les figures 10.6 & 10.8
mais I’amplitude est plus forte dans les deux derniers cas.

En ce qui concerne 'occupation en espace (cf. Fig. 10.6), on peut tout d’abord
noter la faiblesse des valeurs observées qui confirme encore I'intérét de notre ap-
proche raisonnée du maintien de déduction. Sinon, comme pour ’espace occupé,
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I’approche maintien d’arc-consistance est la plus cotteuse pour les problemes tres
peu contraints mais est la plus économique au fur et & mesure que les problemes
deviennent tres sur-contraints. D’autre part, on observe encore le flou autour de la
transition de phase et I’étroitesse de la bande de variation des valeurs observées.
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Fi1Gc. 10.6 — Résultats pour Uespace occupé pour des problémes (10,10,0.5,ps) en
tenant compte de ps.

La figure 10.7 présente les résultats obtenus pour le nombre de contraintes re-
laxées' . 1l est intéressant de constater ici que ’approche maintien d’arc-consistance
est I’approche la plus «radicale» (plus de contraintes relaxées) alors que le maintien
de solution est la plus «économique» (moins de contraintes relaxées). Ceci est assez
normal, car lorsqu’une contrainte est ajoutée dans le cadre du maintien de solution,
comme on cherche & obtenir une solution, les contraintes relaxées le seront pour
en obtenir une. En revanche, lors d’un maintien d’arc-consistance les relaxations
effectuées ne sont peut étre pas suffisantes pour trouver effectivement une solution,
le systéeme n’ayant pas assez d’information, il ne relaxe alors pas forcément tout de
suite les «bonnes» contraintes'?.

Pour les systémes de contraintes trés peu contraints ou trés sur-contraints (va-
leurs extrémes pour pz), toutes les approches se valent.

Enfin, lorsque 'on considére le nombre de backtracks effectués (c¢f. Fig. 10.8),
on constate que le fait de maintenir I’arc-consistance et donc de n’énumérer que sur
des systémes de contraintes arc-consistants conduit, sans surprise, & un nombre de
backtracks moins élevé et ce, quelle que soit la valeur de ps.

Par contre, la méthode la plus chére n’est pas forcément celle maintenant une
solution (ps = 0). En effet, méme si c’est le cas pour la plupart des problémes, autour
de la valeur attendue pour la transition de phase, on retrouve un certain flou. Cette
observation mériterait une étude plus poussée. Notons qu’ici la bande de variation
est un peu plus large que pour les observations précédentes. En fait, ce résultat est
assez normal puisqu’un maintien de solution demande de nombreuses modifications
sur la valeur d’une variable car I'information apportée par les contraintes ajoutées
ne peut évidemment pas étre prise en compte dés le début de la résolution.

On retrouve, sans surprise, pour le temps cpu (figure 10.9) les observations

11. De tels problémes contiennent 23 contraintes. Notons qu’elles ne sont jamais toutes relaxées.
12. Notons tout de méme que comme nous utilisons le comparateur Cyyr, les solutions sont
toutes équivalents au regard du comparateur.
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Fia. 10.7 — Résultats pour le nombre de contraintes relaxées pour des problémes

(10,10,0.5, p2) en tenant compte de ps.
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Fig. 10.8 -
(10,10,0.5, p2) en tenant compte de ps.

Résultats pour le nombre de backtracks pour des problemes
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réalisées pour le nombre de backtracks, car celui-ci est une bonne mesure de I'effort
en temps a consentir pour résoudre un probléme.
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F1G. 10.9 — Résultats pour le temps cpu (en ms) pour des problémes (10,10,0.5,ps)
en tenant compte de ps3.

Pour conclure, on peut synthétiser ces résultats en signalant que :

— maintien de solution comme maintien d’arc-consistance sont bien traités par
le systéme DECORUM;

— pour la résolution de problemes trés peu contraints ou au contraire trés con-
traints, les deux approches sont similaires et ne conduisent pas a des différences
significatives;

— en ce qui concerne les probléemes plus tangents il est souvent plus couteux de
maintenir une solution, mais la différence avec le maintien d’arc-consistance
n’est pas exagérée.

Les performances du systéme DECORUM ne dépendant que peu de la valeur de
ps, il apparait comme un outil fiable et stable pour une approche réactive.

10.4 Résolution de problemes de grande taille

Nous avons porté notre attention sur des problemes dont les parameétres sont
grands pour voir comment se comporte DECORUM. Nous ne proposons pas icl une
étude exhaustive et parfaitement significative!®) de tels problémes mais plutot
quelques résultats ponctuels pour certains problémes.

Ainsi, le tableau 10.1 présente quelques résultats pour des instances de probléemes
(50,25,0.2, p2) qui sont déja assez grands pour montrer 'utilisation pratique de
DECORUM sur de grandes instances.

Voici quelques exemples de probléemes et les résultats obtenus:

~ Un (700, 2,0.05,0.5) qui comporte donc 12500 contraintes est résolu en 27s

13. En effet, le nombre d’instances pour une méme combinaison est inférieur & 35 — nombre
d’éléments dans une population a partir duquel on peut faire des hypothéses de normalité qui
permettent de réaliser des tests statistiques.

14. Les temps donnés sont pour une résolution effectuée sur une station Sun Sparc Ultra 1 avec
64 Mo de mémoire.
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P 0.16 0.32 0.96
Tests de consistance | 501625 595189 14990
Espace occupé 12270 22236 4820
Relaxations 0 0 191
Backtracks 0 46 1

TaB. 10.1 — Résultats sur quelques (50,25,0.2, pa).

lorsque ps = 1. Il s’agit d’un probléeme de satisfaction booléenne puisque
les domaines sont de taille 2. Les résultats complets sont répertoriés dans le
tableau 10.2.

ps | Temps Tests de consistance Espace Backtracks Relaxations
1 27s 211320 18024 0 5967
31s 220424 17368 1192 5911

TaB. 10.2 — Résultats pour un (700,2,0.05,0.5)

- Un (120, 5,0.32,0.6) comportant donc 2300 contraintes est résolu en 250s pour
ps = 1. Les résultats complets concernant cette résolution sont présentés dans
le tableau 10.3. Pour ce probleme, la détection de l'incohérence est réalisée
avant I’énumération.

On observe une grande différence sur le nombre de contraintes relaxées pour
les deux valeurs de p3. En fait, énumérer avant I'intégration des contraintes
permet de recueillir plus d’informations en cas de contradiction car toutes les
variables ont une valeur, comme on ’a vu dans la section précédente.

ps | Temps Tests de consistance Espace Backtracks Relaxations
1 250s 963503 54144 5193 1738
0 51s 172070 49581 1240 1397

TaB. 10.3 — Résultats pour un (120,5,0.32,0.6)

— Larésolution d’un probléme (50, 10, 0.49,0.75) comportant donc 600 contrain-
tes est résolu en 260s pour ps = 1. Les résultats complets concernant cette
résolution sont présentés dans le tableau 10.4. Pour ce probléme, la contra-
diction est identifiée avant ’énumération.

D’une maniére générale, on peut réaliser les mémes remarques que pour les
problémes précédents.

10.5 Comparaison avec ’algorithme MAC

L’algorithme MAC est un algorithme de résolution de csp [Sabin et Freuder,

1994] qui a la particularité de propager les contraintes du probléme apreés chaque
nouvelle instanciation >. Pour pouvoir réaliser une comparaison avec DECORUM,
nous ’avons implémenté avec les mémes structures '%. Il ne s’agit donc pas forcément
de la meilleure implémentation possible mais elle permet de donner un sens a nos
comparalsons.

15. Ce principe de propagation systématique aprés chaque instanciation est celui choisi par tous
les systémes de PLC.
16. Nous avons aussi utilisé la méme base pour la propagation: I’algorithme ac4 [Mohr et Hen-
derson, 1986].
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ps | Temps Tests de consistance Espace Backtracks Relaxations
1 260s 927587 31229 1980 517
588s 2555450 38579 25904 362

TaB. 10.4 — Résultats pour un (50,10,0.49,0.75)

De plus, DECORUM a été modifié pour arréter la résolution des que le systéme de
contraintes initial est montré comme étant contradictoire (découvert d’une contra-
diction ne pouvant étre invalidée par la relaxation d’une contrainte liée a I’énumé-
ration). Ainsi, DECORUM se comporte comme une intégration de la propagation &
I’algorithme Dynamic Backtracking (cf. section 3.4.3 page 34) comime MAC est une
intégration de la propagation au backtrack standard.

Nous présentons les résultats moyens obtenus pour des séries de 35 probléemes
aléatoires (15,10, 0.47, p2) pour lesquels py varie de 0.4 4 0.65. Ces probléemes mettent
en jeu 50 contraintes. La dureté (ps) critique a pour valeur 0.49.

10.5.1 Problémes aléatoires et DECORUM

Pour chaque série de problémes, nous avons recuilli le nombre de tests de consis-
tance réalisés, le nombre de backtracks!” réalisés et le temps cpu!® nécessaire a la
réalisation en ms.

Les figures 10.10 & 10.12 représentent graphiquement les résultats obtenus.
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Fia.10.10 - Moyennes du nombre de tests de consistance réalisés pour des problémes
(15,10,0.5, p2) pour DECORUM et MAC.

On constate que DECORUM présente de moins bons résultats que MAC. Mais, le
surcott observé reste limité: rappelons que la complexité dans le pire cas de ’ajout
de contrainte est modifié par un facteur d (10) alors que le surcott est bien inférieur :
ici de l'ordre de 4 dans le pire cas (autour de la transition de phase).

Le surcout observé sur le nombre de backtracks peut surprendre pour une mé-
thode censée améliorer les recherches par backtrack. Ceci s’explique par le fait que
dans un csp aléatoire peu ou aucune information pertinente ne peut étre obtenue
pour identifier de bons points de backtracks lorsqu’il existe une solution. En effet,

17. Au sens PLC.
18. Les tests ont été réalisés sur une Sun Sparc Ultra 1 avec 64 Mo de mémoire.



10.5 Comparaison avec ’algorithme MAC 137
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Fi1G. 10.11 — Moyennes du nombre de backtracks pour des problémes (15,10,0.5,ps)
pour DECORUM ef MAC.
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Fia. 10.12 — Moyennes du temps cpu en ms nécessaire pour résoudre des problémes
(15,10,0.5, p2) pour DECORUM et MAC.
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de tels problémes n’ont pas de structure. DECORUM n’est donc pas utilisé au maxi-
mum de ses possibilités. Ceci explique pourquoi le surcout naturel de 'utilisation
de DECORUM n’est pas compensé par une recherche améliorée.

10.5.2 Problémes structurés et DECORUM

Pour introduire une structure dans les problémes étudiés, nous avons choisi de
procéder de la facon suivante. L.’idée exploitée est de résoudre des problemes décom-
posables en plusieurs sous-problémes complétement indépendants. Ainsi, lorsque
nous générons un probléme aléatoire, nous le dupliquons autant de fois que néces-
saire.

Ensuite, I’énumération commence par les premiéres variables pour chacun des
problémes imbriqués, puis les deuxiémes variables...

Notons que 'utilisation d’une heuristique pour ordonner I’énumération, qu’elle
soit statique et basée sur la structure du probléme résolu (taille des domaines,
nombre de contraintes incidentes, ...), ou dynamique et basée sur la taille des do-
maines ou la structure du graphe de contraintes, conduirait quasiment au méme
ordre puisque toutes les n-éme variables de chaque probleme sont parfaitement
équivalentes pour ces critéres. En ce qui concerne une éventuelle heuristique dy-
namique, nous considérons les problémes ne provoquant presque pas de réduction
dans les domaines aprés les instanciations d’une bonne partie des variables.

Ce processus de résolution pour les problémes étudiés conduit dans le cas de MAC
non pas a une croissance linéaire des statistiques observées mais 4 une croissance
exponentielle. En effet, leurs variables étant imbriquées, les problemes ne sont pas
résolus successivement mais simultanément ainsi un retour sur une variable d’un
probléeme défait en partie ce qui a été fait pour les autres problémes. Notons qu’un
mécanisme utilisant le Backtrack Intelligent souffre du méme défaut meéme si c’est
dans une moindre mesure. Par contre, dans le cas de DECORUM, ce découplage
interne des problémes sera pris en compte par le mécanisme utilisé pour la relaxation
de contrainte qui évite le thrashing.

Les figures 10.13,10.14 et 10.15 représentent graphiquement les résultats obtenus
pour les mémes séries de problémes que dans la section précédente mais avec 2
problémes imbriqués. Les problemes étudiés sont donc des (30,10, 0.23, po).
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Fia. 10.13 — Moyennes du nombre de tests de consistance réalisés pour des séries
de 2 problémes (15,10,0.5, pa) imbriqués pour DECORUM et MAC.
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Fia. 10.14 — Moyennes du nombre de backtracks pour des séries de 2 problémes
(15,10,0.5, p2) imbriqués pour DECORUM et MAC.
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Fia. 10.15 — Moyennes du temps cpu en ms nécessaire pour résoudre des séries de
2 problémes (15,10, 0.5, pa) imbriqués pour DECORUM et MAC.

Les résultats montrent trés nettement avantage de DECORUM sur MAC. En fait,
DECORUM devrait en toute logique multiplier par 2 dans le pire cas les résultats
obtenus en terme de nombre de backtracks pour les instances de la section précé-
dente alors que, MAC peut voir ses performances étre portées au moins au carré.
Le tableau 10.5 présente les facteurs multiplicatifs minimum, maximum et moyen
obtenus pour les deux algorithmes entre les deux séries. De méme, le tableau 10.6
présente les facteurs exponentiateurs minimum, maximum et moyen obtenus pour
les deux algorithmes.

Ces tableaux montrent parfaitement I’excellent comportement de DECORUM par
rapport a MAC. En particulier, on voit que MAC peut aller jusqu’a porter les résul-
tats de la premiere série & la puissance 2.60. Autour de la transition de phase, le
coefficient multiplicateur varie entre 1.4 et 2 pour DECORUM alors qu’il varie entre
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TaB. 10.5 — Coefficients multiplicatifs minimum, mazimum et moyen entre la série

DECORUM MAC
Tests de Consistance 1.07 -2 1.03 — 42.05
Moyenne 1.42 11.95
Backtracks 1-2 0.85 - 54.7
Moyenne 1.37 15.82
Temps cpu 0.96 — 1.87 1-62.12
Moyenne 1.30 17.35

originelle et la série avec deux problémes imbriqués.

DECORUM MAC
Tests de Consistance 1-1.06 1-1.34
Moyenne 1.02 1.16
Backtracks 1-1.37 0.93 - 2.60
Moyenne 1.07 1.60
Temps cpu 0.99 - 1.09 1-1.60
Moyenne 1.02 1.29

TaB. 10.6 — Coefficients exponentiateurs minimum, mazimum et moyen entre la
série originelle et la série avec deux problémes imbriqués.

18 et 31 pour MAC. Le coefficient exponentiateur, quant a lui varie entre 1.04 et 1.05
pour DECORUM et entre 1.6 et 1.84 pour MAC. C’est la partie la plus intéressante
a étudier. On voit que sur ces problémes difficiles les résultats de MAC évoluent
beaucoup plus vite que pour DECORUM.

On voit ainsi que lorsque de I'information peut étre utilisée, le systéme DE-
CORUM compense largement le surcout lié au DMS par une exploration améliorée.
L’information utilisée ici concerne les liens entre les variables du probleme, nous
verrons dans le chapitre suivant que lorsque I'information peut étre obtenue sur les
contraintes le gain est du méme ordre.

10.6 Conclusion

Les résultats que nous avons présentés icl nous permettent de constater que :

— le systéme DECORUM respecte la transition de phase sur les ¢sp aléatoires.
(’est donc un systéme aussi fiable qu’un systéeme usuel, on peut identifier des
classes de probléemes particulierement ardus a résoudre ;

— le systéeme DECORUM montre sa stabilité quel que soit le degré de dynamicité
utilisé;

— le systéme DECORUM montre qu’il peut étre utilisé pour des problémes de
grande taille;

— enfin, le systéeme DECORUM montre sa supériorité sur des algorithmes clas-
siques deés lors que le probléme & résoudre est un tant soit peu structuré, ce
qui est le cas d’un trés grand nombre de problémes réels. Il montre aussi que
I'utilisation d’un DMS n’induit pas de dérives lors de la résolution de csp.
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A CONTRAINTE ONE-OF (SECTION 7.3.3), traduit I’appartenance de la valeur
d’une variable & un domaine comme une disjonction (exclusive) de contraintes

d’égalité entre la variable et les valeurs de son domaine. Ainsi, # de domaine {1, 2,3}
se traduit par one-of(x = 1, # = 2, # = 3). Dans le chapitre 7, la contrainte one-of
nous a permis de modéliser I’énumération comme une succession d’ajouts/retraits
de contraintes d’égalité.

Dans ce chapitre, nous montrons comment la contrainte one-of peut étre effi-
cacement utilisée pour traiter la disjonction exclusive de contraintes quelconques.

L’idée maitresse est la méme que pour I’énumération. Les contraintes one-of
tentent chacune d’installer leur premiére contrainte. Lorsqu’un échec se produit, un
point de retour est identifié et la contrainte one—of incriminée installe sa contrainte
suivante (le travail indépendant entre les deux n’est pas défait).

Dans ce chapitre, nous avons choisi comme domaine d’application privilégié les
problémes d’ordonnancement purement disjonctifs appelés Open-Shops.

11.1 Traitements de la disjonction

Les probléemes définis par une disjonction de contraintes introduisent une forte
combinatoire [de Backer, 1995]. Ces disjonctions de contraintes se rencontrent par
exemple dans les problemes d’allocation de ressources! oll une ressource ne peut
étre partagée & un instant donné.

Différentes approches pour la résolution de tels problémes sont envisageables :

— considérer une disjonction comme un simple point de choix et laisser le back-
track standard faire son office. Une telle approche construit un nombre expo-
nentiel de systémes de contraintes a résoudre. De plus, on est souvent amené
a explorer toutes ces possibilités pour déterminer la meilleure ;

— reporter le point de choix jusqu’a ce qu’une décision puisse étre prise. Ce
mécanisme peut étre mis en ceuvre, par exemple, en utilisant le mécanisme
de démon de cuip [Dincbas et al., 1988] ou 'opérateur de Cardinalité de Van
Hentenryck et Deville [1991] qui permet de borner le nombre de contraintes
devant étre vérifiées dans un ensemble donné. Une telle approche n’a d’intérét
que si les autres contraintes du probleme permettent de prendre assez vite des
décisions et est donc peu intéressante lorsqu’il y a beaucoup de contraintes
disjonctives ;

— utiliser des cas particuliers de contraintes globales (comme la contrainte cumu-
lative de cuiP [Aggoun et Beldiceanu, 1993]) lorsque la disjonction s’y préte
bien. On pourra se reporter & [Varnier et al., 1993; Boizumault et al., 1995;
Boizumault et al., 1996] pour des exemples d’utilisation. Il faut noter que 1’uti-
lisation de la contrainte cumulative est subordonnée au fait que la disjonction
traitée provient d’une utilisation dans un cadre «allocation de ressource?»

— enfin, on peut utiliser la disjonction constructive [Jourdan et Sola, 1993] qui
extrait immédiatement 'information commune aux membres de 1’alternative.
Bien sur, lorsque les contraintes prises en compte sont mutuellement exclu-
sives, la disjonction constructive n’apporte que trés peu d’information.

En conclusion, les techniques utilisées ont principalement le défaut d’utiliser de
maniére passive les contraintes faisant partie d’une disjonction. Ce n’est pas le cas

1. ¢f. le Hoist Scheduling Problem [Varnier et al., 1993], ou plus simplement les problémes
classiques d’ateliers: Job-Shop, Open-Shop et Flow-Shop.

2. On peut trés bien imaginer une disjonction, par exemple, entre les contraintes z = 2 et
y < z 4+ 3 qui ne peut pas s’exprimer a l'aide de la contrainte cumulative.
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lorsqu’on utilise des contraintes globales mais celles-ci ne sont pas adaptées a toutes
les situations.

Dans le cadre des contraintes linéaires sur les rationnels, différents résultats sont
présentés dans [de Backer, 1995]. Il en ressort plusieurs points intéressants :

— on peut se rendre compte du non intérét de membres d’une alternative. Les
techniques alors employées sont plutot adaptées aux contraintes linéaires sur
les rationnels car elles font appel a une interprétation géométrique qu’il est
difficile de retrouver dans le cadre général qui nous intéresse ;

— utiliser des techniques basées sur le backtrack intelligent permet de rendre in-
téressante 'utilisation d’un point de choix standard pour modéliser la disjonc-
tion car alors les contraintes sont utilisées de manieére active et 'intelligence
du backtrack permettra de remettre assez vite en cause un mauvais choix ;

— 1l est intéressant non seulement d’utiliser des explications sur un échec pou-
vant identifier un point de choix pertinent a remettre en cause, mais aussi de
conserver ces explications pour éviter de retomber dans une sous-configuration
déja explorée et que 'on sait conduire a une contradiction.

On reconnait des idées & la base de notre proposition pour un systéme de relaxa-
tion de contraintes. C’est pourquoi, nous proposons d’utiliser la contrainte one-of
pour modéliser les disjonctions.

11.2 Notre proposition

L’utilisation de la méta-contrainte one-of dans le cadre de notre systéeme de
relaxation de contrainte permet :

— d’étendre le backtrack intelligent & un mécanisme qui n’est plus du backtrack
mais une technique basée sur la réutilisation: on identifie un bon point de
choix a remettre en cause et on ne défait pas le travail indépendant fait depuis
I'intégration de ce choix;

— de ne pas retomber dans une sous-configuration contradictoire déja rencontrée.
Cette propriété est assurée par notre méthode de recherche et de conservation
des explications de contradiction (méme dans le cadre restrictif des conditions
de fonctionnement C1 et C2).

Cette proposition améliore une approche basée sur le backtrack intelligent (de
Backer, 1995]) de deux maniéres complétement distinctes :

— d’une part, c’est le plus visible, les explications conduisant & la remise en cause
d’une possibilité pour I’alternative, sont utilisées pour ne pas défaire les calculs
réalisés entre temps et complétement indépendants de ce choix malheureux ;

— d’autre part, contrairement par exemple & I’approche proposée dans [de Ba-
cker, 1995], lorsque tous les membres d’une alternative ont été rejetés, on ne
passe pas au nceud pére mais on utilise plutot les explications de retrait de
contraintes pour identifier un point de remise en cause intelligent. Notons que,
Thierry Sola [1995] utilise aussi cette amélioration.

11.3 Etude sur un probleme purement disjonctif

Pour tester I'intérét des contraintes one—of pour modéliser une disjonction, nous
avons choisi de nous intéresser & une famille de problémes d’ordonnancement pure-
ment disjonctif: ’Open-Shop.
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11.3.1 Le probleme d’Open-Shop

Le probléme d’Open-Shop fait partie des problémes d’ateliers®. On considére
un ensemble M de m machines {M;, My, ..., M} et un ensemble N de n jobs
{J1,J2, ..., Jn} & exécuter sur ces machines. Chaque job J; est composé de m taches
015, 03j, ..., Opj. Chaque tache O;; a une durée entiere p;; et doit étre exécutée sur
la machine ¢. Les contraintes du probléme sont les suivantes :

— une machine ne peut exécuter qu’une seule tache a la fois;
— plusieurs taches d’un méme job ne peuvent étre exécutées en méme temps.

Il s’agit de trouver un ordonnancement (donner une date de démarrage & chaque
tache) se terminant le plus tot possible.

Contrairement au Job-Shop ou au Flow-Shop, le séquencement * des taches pour
chaque job n’est pas imposé. Ce probléme ne contient donc pas de contrainte de
précédence.

Le probleme d’Open-Shop est uniquement spécifié par des contraintes de res-
source. Ces contraintes peuvent étre définies simplement par des disjonctions entre
toutes paires de taches (I, .J) sur un méme job ou sur une méme machine: one-of (/
avant J, J avant ).

Il s’agit donc d’un cadre i1déal pour tester notre proposition pour le traitement
des disjonctions. En effet, comme il n’y a aucune autre contrainte, les techniques
basées sur la mise en attente des disjonctions sont peu efficaces. Il serait possible
d’utiliser une contrainte globale comme la contrainte cumulative de CHIP, mais nous
cherchons a montrer 'intéréet de la contrainte one-of d’une maniére générale.

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que le probleme d’Open-Shop est tota-
lement symétrique: les roles des machines ou des jobs sont interchangeables. En
pratique, on considérera la vision permettant d’avoir le plus petit nombre de ma-
chines. Dans la suite, nous considérons des probleme d’Open-Shop pour lesquels
n>=m.

Gongzales et Sahni [1976] ont montré que 1’optimisation d’un ordonnancement
de type Open-Shop est un probléme N P-difficile au sens fort® dés que m > 2. De
plus, les problémes carrés (n = m) sont considérés comme plus difficiles que les
problémes rectangulaires (n > m) [Guéret et Prins, 1998].

Ce probléme est plus difficile que le probleme de Job-Shop ou de Flow-Shop car
il n’offre que peu de prise: il n’y a pas de contraintes de précédence auxquelles se
raccrocher. De plus, jusqu’a trés récemment, 11 n’existait qu’une borne inférieure : la
borne inférieure classique (la charge ® maximum pour les jobs et pour les machines).
De bonnes heuristiques ont été récemment proposées pour I’Open-Shop [Guéret et
Prins, 1998]. 11 ressort des expérimentations qui y sont présentées que :

— plus le probléme est grand (dés m = 9), plus les heuristiques donnent de treés
bons résultats car il v a trés peu de problemes difficiles 7 ;

— les problémes & grand gap (différence entre 'optimum et la borne inférieure
classique) sont les plus difficiles. De plus, les problemes & grand gap sont

3. Comme le Flow-Shop et le Job-Shop.

4. Pour le Job-Shop on donne un ordre de passage sur les machines pour chaque job. Pour le
Flow-Shop cet ordre est le méme pour tous les jobs.

5. Un probléme d’optimisation est N P-difficile si le probléeme d’existence qui lui est associé
(existe-t-il un ordonnancement de durée inférieure ou égal & K) est N P-complet. Un probléme
d’optimisation est N P-difficile au sens fort si le probléme reste N P-difficile pour un codage unaire
des données.

6. La charge est la somme des durées des opérations concernées— opérations du job ou opérations
de la machine.

7.Un probléeme est difficile lorsque le nombre de solutions optimales est faible et lorsque les
solutions non optimales les plus proches en valeur sont trés éloignées (toujours en valeur).
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souvent ceux dont les charges sur les machines et sur les jobs sont toutes
égales. Ceci confirmait la conjecture de [Brucker et al., 1994].

Nous avons donc choisi de réaliser notre étude sur des petits problemes carrés
(n =m =3 et n=m =4) & grand gap dont les machines et les jobs ont une
meéme charge: 1000. Nous cherchons simplement a résoudre un probléeme d’exis-
tence : existe-t-il un ordonnancement terminant avant une valeur donnée, en ’occur-
rence I'optimum? Ces problémes (méme d’existence) sont considérés comme parmi
les plus difficiles.

11.3.2 Premiers résultats

Nous modélisons donc les problemes a traiter a ’aide d’une contrainte one-of
pour chaque couple de taches en disjonction. Il y en a en tout n*(n — 1) pour un
probléeme carré de taille n x n.

Les contraintes en jeu ne travaillant que sur les bornes des domaines (& la maniére
des intervalles), une solution réalisable est obtenue sans énumération en affectant
le minimum de son domaine & chaque variable (cela correspond en fait & la notion
de date au plus tot).

Méthodes comparées

Nous avons cherché & comparer DECORUM avec un backtrack intelligent et un
backtrack standard. En effet; dans un probléme d’Open-Shop toutes les variables
sont liées entre elles. Il est donc intéressant, d’une part, de voir si un backtrack
intelligent apporte quelque chose et, d’autre part, voir si la lutte contre le thrashing
menée par DECORUM apporte quelque chose de plus.

Nous avons donc trois méthodes : une basée sur DECORUM (decorum), une basée
sur le backtrack intelligent (bckint) et enfin une basée sur le backtrack standard
(bckstd).

Il est bien évident que les problemes d’Open-Shop ne sont pas traités aussi
simplement. Nous avons donc choisi d’intégrer quelques améliorations qui, malgré
tout, restent limitées.

Pour cela, on utilise les résultats suivants (r; est la date au plus tot de la tache
i, pi son temps d’opération et ¢; sa durée de latence®).

Ainsi, pour une tache i, la quantité r; 4+ p; 4+ ¢; représente une borne inférieure
de la durée d’un ordonnancement contenant la tache ¢. Pour deux taches i et j, la
quantité r; + p; + p; + ¢; est une borne inférieure d’un ordonnancement pour lequel
la tache @ est placée avant la tache j.

Si les deux membres de lalternative (i avant j et j avant ¢) sont disponibles
alors:

— si r; + p; € r; alors nécessairement ¢ est avant j. On peut méme signaler (en
ajoutant une explication de retrait de contrainte) que j avant ¢ n’aura pas a
étre testée (’explication est donnée par I’explication des retraits des valeurs
de i < r; et celles de j < 7)) ;

— sl 7; +p; < r; alors nécessairement j est avant ¢, c’est la proposition duale de
la précédente ;

8. Lorsqu’on considére le graphe conjonctif (prenant en compte les précédences entre taches) du
probléme (au démarrage il n’y a que les précédences relatives a la fin de I'ordonnancement) pour
lequel la source (tache fictive origine de toutes les autres) est notée o et la fin de I'ordonnancement
est notée *, si on note {(7,7) un plus long chemin entre 7 et j dans le graphe conjonctif alors:
r; = l(o,t) et g; = l(i,*) — p;. Notons que [(z,x) peut étre calculé & partir de f; la date de
démarrage au plus tard de ¢ en utilisant la formule I(i, %) = f¢;, — fi. Enfin, les dates au plus tot
et au plus tard sont directement accessibles sous la forme des bornes des domaines des variables
concernées.
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—sir+pi+pi+q >UB 9 alors nécessairement j est avant ¢. C’est un résultat
de Carlier et Pinson [1989] applicable & 1’Open-Shop. On peut 14 aussi spécifier
que 7 avant j n’aura pas a étre testée en ajoutant ’explication de retrait de
contrainte déterminée & partir des valeurs de ¢ < r; et j < 7y ;

— sirj+p;+pi+q > UDB alors nécessairement 7 est avant j. C’est la proposition
duale de la précédente.

La prise en compte ou non de ces améliorations nous donnent donc en tout 6
méthodes : decorum et decorum*, bckint et beckint* et bckstd et bekstd*. Une
méthode décorée d’une * représentant la méthode avec les améliorations.

Il faut signaler que nous utilisons cette facon de résoudre le probleme uniquement
pour présenter I'intérét de la recherche en meilleur d’abord et de son utilisation pour
les contraintes one-of. Il est bien évidemment qu’on aurait tout intérét a utiliser
le fait que des ensembles de taches sont en disjonction et non pas uniquement deux
par deux, en utilisant, par exemple, des résultats sur le Job-Shop [Carlier et Pinson,

1994].

Résultats expérimentaux

Nous avons relevé le nombre de contraintes introduites puis rejetées 1% (membres
d’une disjonction) pour chaque méthode jusqu’a obtention de la solution pour des
Open-Shop carrés de taille 3 x 3.1' Notons que le nombre maximum de backtracks
est, pour ces problemes, théoriquement de 218.

Les tableaux 11.1 et 11.2 synthétisent les résultats obtenus.

3 x3 1 2 3 4 5 6

1 - 9% 100 55 83 100
2 10 -~ 99 38 60 98
3 0 1 - 0 2 61
4 45 62 100 - 100 100
5 17 40 98 0 - 100
6 0 2 39 0 0 -

TaB. 11.1 — Nombre de problémes dont la recherche est améliorée par la méthode
en ligne par rapport & la méthode en colonne. Les méthodes decorum* (1), bekint*
(2), bekstd* (3), decorum (4), bekint (5) et bekstd (6) sont considérées.

Ces tableaux nous permet de constater que ’effort consenti pour résoudre ces
problémes en utilisant notre proposition (que ce soit avec la méthode decorum ou
decorum#) est bien moindre que pour une méthode basée sur le backtrack intelligent.
Ceci est tout a fait compréhensible puisque I'information qui a permis d’identifier
le point de backtrack est, dans notre proposition, utilisée au maximum, permettant
ainsi de ne modifier que ce qui est nécessaire.

A partir des résultats présentés dans le tableau 11.2, des tests de comparai-
sons de moyennes '2 montrent que les résultats obtenus avec les améliorations sont
significativement '3 meilleurs que les résultats sans améliorations excepté pour les

9. UB est une borne supérieure de I'ordonnancement (on peut prendre la borne supérieure de

la variable correspondant & la fin de I'ordonnancement).

10. Nous appelons ce nombre, le nombre de backtracks. C’est le nombre de disjonctions arbitrées
dans le mauvais sens.

11. Rappelons que méme et surtout les petits problémes sont difficiles.

12. Attention, on est dans le cas de séries appariées, il faut donc comparer la moyenne des
différences a zéro et non pas les deux moyennes directement.

13. Les tests sont réalisés & 5% ce qui signifie que I’'on a 5 chances sur 100 de se tromper lorsque
I'on conclut que les différences sont significatives.
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3x3 1 2 3 4 5 6
Moyenne 55.96 114.37 3134.86 64.7 136.69 9280.4
Variance 1369.18  5142.19 9.27668e 407 1792.03 8020.15 2.76654e 4 08
Minimum 14 34 74 15 33 153
Maximum 188 486 88794 230 421 66322

TaB. 11.2 — Statistiques élémentaires sur 100 Open-Shop carrés pour les méthodes
decorum* (1), bekint* (2), bekstd* (3), decorum (4), bekint (5) et bekstd (6).

méthodes basées sur DECORUM pour lesquelles les résultats ne sont pas significati-
vement différents. De plus, toutes les différences sont statistiquement significatives
pour tout couple de méthodes. Quelles interprétation pouvons-nous déduire des
résultats présentés?

— Notre proposition (avec ou sans améliorations: méthodes decorum* et deco-
rum) améliore significativement les résultats des autres méthodes. On gagne
ainsi un facteur 2 par rapport au backtrack intelligent et un facteur 100 par
rapport au backtrack standard.

On fait souvent le reproche aux techniques basées sur le backtrack intelligent de
demander trop de temps pour simplement remonter plus haut dans I’arbre de
recherche alors que souvent, un backtrack simple irait plus vite. Dans le cadre
de notre approche un tel reproche semble plus difficile a faire: en effet, non
seulement les enregistrements d’informations réalisés permettent d’identifier
un bon point de retour mais aussi ils permettent de ne pas tout reprendre :
ils évitent le phénomene de thrashing ™.

— L’utilisation des améliorations, intéressante pour les méthodes basées sur le
backtrack, n’apporte rien dans le cadre de notre proposition.

Ceci est du au fait que faire un mauvais choix lors d’une alternative n’est pas
trop pénalisant pour nos méthodes puisque celles-ci permettent de corriger un
tel choix sans tout remettre en cause.

— Notre proposition présente une variabilité des résultats beaucoup plus faible
que les autres approches. Ceci peut s’expliquer par le fait que notre proposition
est beaucoup plus indépendante de la position de la solution dans 1’arbre
de recherche que les autres méthodes: en fait, quelle que soit la position de
la solution dans I’arbre, une méthode basée sur le backtrack doit explorer
(explicitement ou implicitement) toute la partie de ’arbre située & gauche de
la solution. Dans notre approche (par sauts) ce n’est plus vrai et c’est aussi
un point intéressant car les résultats restent stables quel que soit le probleme
traité.

Nous avons cherché & savoir si ces résultats étaient dus aux probléemes étudiés.
(’est pourquoi nous avons réalisé des tests sur des problémes plus grands: des
Open-Shop 4 x 4 choisis de la méme maniére que les 3 x 3.

Les tableaux 11.3 et 11.4 récapitulent les résultats obtenus.

On constate au vu de ces résultats, que:

— notre proposition est bien meilleure que le backtrack intelligent ;

14. Nous ne proposons pas de comparaison en terme de temps de calcul car les simulations
effectuées pour les backtrack standard et intelligent utilisent DECORUM ce qui pénalise les retours
arriere. A titre d’information, en utilisant les simulations, le temps moyen de résolution d’un 3 x 3
est de 300 ms avec decorum*, 800 ms avec bckint* et 2 min avec bckstd#* sur une station Sun
Sparc Ultra 1 disposant de 64 Mo de mémoire.
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4 x4 1 2 3 4
Moyenne 8673.95 49095.6 8515.94 37852.9
Variance | 6.09692¢+ 07 1.50614e + 09 8.55807e + 07 1.07438¢e + 09
Minimum 166 841 185 1673
Maximum 44027 198949 50807 163048

TaB. 11.3 — Statistiques élémentaires pour les méthodes decorum* (1), bekint* (2),
decorum (3) et bekint (4) sur 100 Open-Shop 4 x 4 difficiles.

4 x4 1 2 3 4
1 - 100 38 &7
2 0 - 15 28
3 62 8 - 100
4 13 72 0 -

TaB. 11.4 — Nombre de problémes dont la recherche est améliorée par la méthode
en ligne par rapport a la méthode en colonne.

— l'utilisation des améliorations apporte peu pour notre méthode. Par contre,
étonnamment, elles ont un effet négatif sur la méthode basée sur le backtrack
wintelligent ;

— le gain par rapport au backtrack intelligent n’est plus d’un facteur 2 mais d’un
facteur 5 & 6.'°

Les résultats obtenus sur les 3 x 3 sont donc confirmés.

11.3.3 Résolution de problémes plus faciles

Nous nous sommes intéressés a la stabilité des résultats lorsqu’on fait varier la
difficulté du probleme. Pour cela, nous avons cherché une solution non plus inférieure
ou égale a 'optimum mais plutot inférieure ou égale a "'optimum multiplié par une
constante (strictement supérieure a 1).

Ainsi, nous avons calculé le nombre de backtracks pour chacune des méthodes
en utilisant les coefficients de facilitation!® 1.1, 1.2, 1.3 et 1.7. Le tableau 11.5
récapitule les statistiques élémentaires sur le nombre de backtracks pour chacune
des 6 méthodes et pour chacun des coefficients utilisés pour résoudre les 100 Open-
Shop 3 x 3 qui nous servent de référence. De méme, les tableaux 11.6 récapitulent le
nombre de problémes dont la résolution est améliorée comme dans le tableau 11.1.

17 suivantes :

On peut faire les observations

— meéme si le probleme étudié devient facile, la méthode decorum#* reste la plus
performante que ce soit en terme de nombre de backtracks ou en terme de
variabilité des résultats ;

15. En ce qui concerne le temps de calcul, avec les réserves que nous avons déja présentées et
uniquement a titre d’information, une résolution avec decorum* demande 1 min 20 tandis qu’'un
résolution avec bckint* demande 14 min sur une station Sun Sparc Ultra 1 disposant de 64 Mo
de mémoire.

16. 1l est intéressant de signaler ici qu’il a été démontré [Williamson et al., 1992] qu'il n’existait
aucune heuristique polynémiale permettant d’assurer le calcul d’une solution & moins de 5/4 de
l'optimum. De plus, aucune heuristique fournissant a tout coup une solution a moins de 2 fois
I'optimum n’a encore été trouvée.

17. Dans la suite, lorsqu’il est dit que deux méthodes donnent des résultats différents (ou le
contraire), cette affirmation n’est pas simplement faite sur la base des résultats présentés mais elle
est confirmée par un test statistique montrant la significativité de la différence.
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Coeff. 1.1 1 2 3 4 5 6
Moyenne 34.72 64.77 1561.08 49.24 93.76 3079.12
Variance 615.262 1723.62 1.84921e 4+ 07 1422.06 4543.04 3.75931e + 07
Minimum 5 6 8 8 15 27
Maximum 107 194 32260 232 338 45747
Coeff. 1.2 1 2 3 4 5 6
Moyenne 29.34 45.73 682.68 45.99 75.18 1569.23
Variance 435.364 1434.42 1.46616¢e + 06 844.53 2478.27  4.49006¢e + 06
Minimum 0 0 0 7 7 7
Maximum 101 169 8211 128 227 16409
Coeff. 1.3 1 2 3 4 5 6
Moyenne 22.53 26.96 357.92 41.36 59.17 1351.52
Variance 323.369 988.658 621326 1093.07 3457.2 6.4496¢ 4+ 06
Minimum 0 0 0 3 3 3
Maximum 116 203 6035 137 273 12882
Coeff. 1.7 1 2 3 4 5 6
Moyenne 10.52 18.89 82.11 10.95 15.53 66.93
Variance 339.73 1153.96 45703.4 171.147 371.529 16455.6
Minimum 0 0 0 0 0 0
Maximum 168 305 1737 56 81 601

TaB. 11.5 — Statistiques élémentaires pour les 6 méthodes sur les 100 Open-Shop
carrés 3 x 3 facilités par les coefficients 1.1, 1.2, 1.3 et 1.7 (de haut en bas).

1.1 1 2 3 4 5 6 1.2 1 2 3 4 5 6
1 - 82 98 66 86 100 1 - 68 92 72 85 96
2 18 - 100 39 65 98 2 32 - 100 59 68 95
3 2 0 - 8 16 70 3 8 0 - 19 26 65
4 | 34 61 92 - 100 100 4 28 41 81 - 99 100
5 14 35 84 0 - 100 5 15 32 74 1 - 100
6 0 2 30 0 0 - 6 4 5 35 0 0 -

1.3 1 2 3 4 5 6 1.7 1 2 3 4 5 6
1 - 54 92 73 78 92 1 - 97 97 46 53 60
2 46 - 100 66 73 91 2 3 - 100 34 40 51
3 8 0 - 29 36 63 3 3 0 - 29 34 46
4 27 34 71 - 95 100 4 54 66 71 - 100 100
5 22 27 64 5 - 100 5 47 60 66 0 - 100
6 8 9 37 0 0 - 6 | 40 49 54 0 0 -

TAB. 11.6 — Nombre de problémes dont la recherche est améliorée par la méthode
en ligne par rapport a la méthode en colonne pour les problémes facilités par le
coefficient 1.1, 1.2, 1.3 et 1.7 (de gauche a droite puis de haut en bas).
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— on constate que le gain apporté par notre proposition s’amenuise pour les
problémes que nous qualifions de tangents: ni trop faciles, ni trop difficiles.
Par contre, pour les probléemes trés faciles, le gain est encore significatif. On
peut noter ici I'influence trés forte de la position d’une solution dans ’arbre de
recherche sur la recherche elle-méme, sauf lorsqu’on utilise notre proposition ;

— les améliorations proposées pour le choix d’un membre de I'alternative pour
une disjonction présentent un intérét qui s’amenuise au fur et 4 mesure que
le probléme devient plus facile pour n’apporter aucune différence significative
quel que soit la méthode pour le coefficient 1.7.

11.4 Conclusions

Les résultats que nous avons présentés ici permettent de tirer les premieres
conclusions suivantes :

— Notre approche semble une alternative intéressante au méthodes classiques
basées sur le backtrack standard ou sur le backtrack intelligent car elle diminue
de manieére significative le nombre de backtracks nécessaires pour trouver une
solution.

Ces résultats peuvent ainsi réhabiliter les systémes de maintien de déduction
qui ne servent qu’a 'identification d’un point de retour lorsqu’ils sont utilisés
dans les méthodes de backtrack intelligent alors qu’ils peuvent étre utilisés
aussi pour éviter le thrashing.

— Notre approche est beaucoup moins dépendante de la position de la premiére
solution dans I’arbre de recherche que les autres approches qui balaient cet
arbre de la gauche vers la droite. Cette relative indépendance est montrée
par les variances des résultats nettement plus faibles que pour les approches
basées sur le backtrack.

Ceci montre un des intéréts majeurs de 'approche par saut qui tout en restant
compléte permet de s’affranchir en partie de la structure utilisée a priori pour
représenter I’arbre de recherche.

— Notre approche comparée a des systémes commerciaux devient vite compéti-
tive lorsque la combinatoire est grande et que les problemes considérés sont
composés de sous-problémes peu interconnectés. Nous avons mis en évidence
ce résultat en appliquant la méthode utilisée sur 1’algorithme MAC dans le cha-
pitre précédent : la résolution en paralléle de plusieurs instances d’un méme
probléme. Ici, nous avons utilisé le probléme du pont [Van Hentenryck, 1989]
dont nous avons modélisé les disjonctions & 1’aide d’un point de choix avec les
systémes CHIP et Tlog Solver (une contrainte one-of dans DECORUM). Les
résultats obtenus montrent que dés trois problémes imbriqués DECORUM est
meilleur que Solver et CHIP méme lorsque les problémes ne sont pas comple-
tement déconnectés.

L’utilisation de la contrainte one-of avec le systéme DECORUM présente donc
de nombreuses pistes de travail futur sur ’amélioration de recherche arborescente
et sur P'exploitation de I'indépendance face & la position de la solution dans I’arbre
de recherche.
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Chapitre 12

Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous sommes intéressés a la définition d’un systéme de relaxa-
tion de contraintes permettant de maintenir une propriété donnée dans un environ-
nement dynamique. Nous avons mené ces travaux depuis une présentation abstraite
d’un tel systéme jusqu’a son implémentation.

Plus précisément, nous avons présenté un schéma algorithmique général abstrait
de la recherche d’une solution & un probléme sur-contraint basée sur ’exploration
en meilleur d’abord d’un espace de configurations.

Nous avons présenté trois instances de ce schéma algorithmique: une instance
directe pour traiter les systemes de contraintes linéaires sur les rationnels, une ins-
tance traitant les systémes de contraintes sur les domaines finis (CSP) et une instance
traitant les systémes de contraintes résolus par propagation d’intervalles.

Pour les deux derniéres qui fonctionnent a1’aide d’un algorithme de point fixe par
réduction de domaine, nous avons proposé 'utilisation d’un systéme de maintien de
déduction dont la maitrise raisonnée nous a permis de donner une implémentation de
ces instances ayant une bonne complexité: le systéme DECORUM. Il s’agit en quelque
sorte d’une réponse a une des conclusions du projet ESPRIT CHIC rappelée a la
fin du chapitre 3.

Nous avons aussi réalisé un certain nombre d’expérimentations sur des pro-
bléemes aléatoires permettant de valider notre approche. Nous avons ainsi montré
que l'utilisation de DECORUM pour résoudre des problémes quelconques (en particu-
lier sur-contraints) permettait de retrouver les résultats classiques sur la transition
de phase. D’autre part, nous avons montré la stabilité de notre approche en fai-
sant varier la propriété maintenue (entre le maintien de solution et le maintien
d’arc-consistance). Des expérimentations conduites sur des instances aléatoires de
grandes tailles ont permis de confirmer 1’utilisabilité pratique de DECORUM. Enfin,
nous avons montré que DECORUM, par son utilisation d’informations retirées du
probléme traité, permettait d’obtenir de meilleurs résultats que 1’algorithme MaAcC
sur certains types de problémes.

Enfin, nous avons proposé la contrainte one-of permettant de modéliser une
disjonction. Cette contrainte tire profit du mécanisme d’exploration de DECORUM et
permet, d’une part, d’utiliser activement les contraintes provenant d’une disjonction
avant leur arbitrage définitif, et d’autre part, d’intéger simplement 4 DECORUM le
mécanisme de I’énumération dans un ¢sp. Nous avons validé 'intéréet de la contrainte
one-of sur des problémes d’ordonnancement : les Open-Shop.

Nous pensons que ces travaux ouvrent la voie vers de nombreuses applications
et extensions possibles. Nous proposons ici quelques pistes prometteuses suivant
quatres axes:

— les diverses extensions de notre approche;



154 Chapitre 12. Conclusion et perspectives

— les applications potentielles du systéme DECORUM ;
— les applications potentielles de la contrainte one-of ;

— D'interaction avec 'utilisateur.

12.1 Extensions de notre approche

A court terme, il nous parait intéressant d’envisager 'implémentation de notre
approche dans:

— le cadre relax(Q, Lin, P;o) qui traite des contraintes linéaires sur les ration-
nels. Nous avons présenté chapitre b les résultats fondamentaux nécessaires a
une telle instanciation ;

— le cadre relax(Interval,C,Pyp.) qui traite des contraintes numériques sur les
intervalles de flottants. Ici, le travail est plus avancé puisque cette instance,
comme nous ’avons montré chapitres 6 et 8, profite pleinement du systeme de
maintien de déduction utilisé dans le cadre relax(FD,C,P,.) présenté chapitre 7
et base du systéme DECORUM.

Ces implémentations ouvriraient alors la voie, a plus long terme, vers une co-
opération non seulement entre les différents solveurs comme le font par exemple
Béringer et de Backer [1995] mais aussi entre les différents mécanismes d’explica-
tions. On pourrait alors fournir un véritable systéeme générique de relaxation de
contraintes.

D’autre part, pour résoudre des problémes réels, il nous semble indispensable
d’intégrer au solveur de contraintes utilisé une plus grande déclarativité au sein
des contraintes. Ainsi, le concept de contrainte globale [Beldiceanu et Contejean,
1994] nous semble parfaitement illustrer cette possibilité. En effet, une contrainte
globale permet d’exprimer et surtout d’utiliser une connaissance de haut niveau
sur les variables d’un probléme: comme, par exemple, la contrainte cumulative
qui permet d’exprimer des notions complexes d’ordonnancement avec ressources
[Aggoun et Beldiceanu, 1993].

L’intégration de nouvelles contraintes dans DECORUM se fait en deux étapes: la
définition d’un mécanisme de filtrage adapté a cette contrainte puis la fourniture
d’explications précises (& défaut d’étre minimales) pour ce filtrage afin de I'intégrer
a notre systeme de maintien de déduction.

La tendance actuelle dans le domaine des contraintes globales est a 1'utilisation
de résultats obtenus en Recherche Opérationnelle pour des problémes spécifiques.
Ainsi, I'utilisation des résultats de Carlier et Pinson [1994] sur le Job-Shop a conduit
a la proposition de mécanismes puissants de traitement des contraintes disjonctives
[Caseau et Laburthe, 1996]. Le but est alors d’utiliser ces résultats pour fournir des
explications intéressantes pour notre systéme.

Nous avons commencé a intégrer a DECORUM diverses contraintes dites globales:
la contrainte all-different telle que proposée par [Régin, 1994] et sa généralisa-
tion global cardinality comstraint [Régin, 1996]. De plus, nous avons aussi
intégré les travaux de Carlier et Pinson [Carlier et Pinson, 1994] pour définir une
contrainte de disjonction sur plusieurs variables.

12.2 Applications de DECORUM

DECORUM est un systéme générique de résolution de problémes dynamiques.
Ses domaines privilégiés d’application nous semblent étre la planification et 1’or-



12.3 Applications de la contrainte one-of 155

donancement dynamiques ou de maniére plus générale tout probleme d’allocation
dynamique de ressources.

Une premiere application [Fraszko, 1997] a été réalisée pour un probléme de
planification dynamique dans le domaine du militaire.

Le domaine des réseaux et des télécommunications est lui aussi riche en pro-
bléemes d’allocation dynamique de ressources. Une thése en collaboration avec le
CNET Lannion débutera en octobre 1997. Ce travail étudiera les extensions de DE-
CORUM pour la résolution de problemes de réservation et d’allocation de ressources
dans les réseaux.

Enfin un troisieme axe d’application de DECORUM qu’il nous paraitrait intéres-
sant d’explorer est la classe des problémes d’ordonnancement dynamiques que ’on
trouve en particulier dans le domaine du temps-réel.

12.3 Applications de la contrainte one-of

Les 1dées développées dans ce mémoire ne sont pas spécifiques & la seule re-
laxation de contraintes. En effet, comme nous ’avons vu, notre approche permet
de généraliser ’algorithme Dynamic Backtracking [Ginsberg, 1993] qui est une mé-
thode d’énumération améliorant le backtrack standard et le backtrack intelligent.
L’idée fondamentale est, en cas de contradiction, non seulement de remettre en
cause un point de choix plus pertinent que le plus récent, mais aussi de ne pas
défaire, & cause de cette remise en cause, toute la partie du calcul réalisé qui est
indépendante du choix reconsidéré.

Cette idée trés générale dont nous avons montré la réalisabilité dans le cha-
pitre 11 sur le traitement de la disjonction, peut étre utilisée, par exemple, pour :

— Améliorer les recherches arborescentes usuelles (par exemple, en Recherche
Opérationnelle) pour ne plus utiliser simplement un backtrack standard. Tl
s’agit en quelque sorte de la démarche inverse de la proposition de la section
précédente : il s’agit ici d’adapter notre approche & une utilisation dans un
cadre classique.

Ainsi, Christelle Guéret, en intégrant une partie de notre approche dans ses
travaux sur ’Open-Shop a résolu pour la premiére fois un probléme ouvert
dans ce domaine [Guéret et Jussien, 1997].

— Améliorer le traitement de la disjonction. Nous I’avons abordé dans le cha-
pitre 10. Nous avons, en particulier, montré I'intérét de I'utilisation du concept
de contrainte one-of pour gérer la disjonction. Cette voie est & explorer, en
particulier pour étudier le comportement de la contrainte one-of sur d’autres
types de probléemes ...

12.4 Interactivité

Nous pensons aussi qu’il existe de nombreuses voies d’amélioration et d’utilisa-
tion de nos idées dans le cadre d’une résolution de problémes vraiment interactive.
On peut ainsi citer :

— L’utilisation de notre systéme de maintien de déduction dans pour faire du de-
bugging d’application par contraintes. Ainsi, lorsqu’un systéme de contraintes
ne présente pas de solution, notre systéme est capable de présenter un sous-
ensemble de ces contraintes qui explique 1’absence d’une solution. On peut
alors restreindre la recherche d’une éventuelle erreur de modélisation & ce
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sous-ensemble. Dans cette optique, nous avons présenté le systéme DECO-
RUM lors d’un séminaire de I’Association Frangaise de Programmation en Lo-
gique (AFPL) en Janvier 1997 sur les environnements de programmation par
contraintes.

La définition de mécanisme de fraduction des explications pour qu’elles soient
compréhensibles par I'utilisateur final. En effet, bien souvent, une contrainte
exprimée au niveau de l'utilisateur par une expression simple, est représen-
tée dans le systéme de contraintes par un ensemble (agrégat potentiellement
conséquent) de contraintes de bases. Dans ce cas, les explications fournies sont
exprimées en fonction de ces contraintes de bases et ne sont pas trés explicites
pour 'utilisateur.
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