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INTRODUCTION GENERALE @

De nombreuses méthodes ont &té proposées ces derniéres années pour
1'&tude conjointe de plusieurs matrices de données, quantitatives ou quali-
tatives, afin de généraliser & plusieurs tableaux les principales techniques
de 1'Analyse des Données,

Le but de ce travail n'est pas d'ajouter une nouvelle méthode a
celles déja existantes, mais de les présenter de maniére homogéne, afin de
pouvoir les comparer. Une comparaison est faite, en particulier, entre les
approches “fFrangaise”et “Américaine" du probléme, qui sont assez différentes.

- Dans un premier chapitre, on expose quelques résultats bien connus
en Andlyse des Données, qui seront utilisés tout au long de ce travail, et
on met en place les notations employées par la suite. Les résultats sont pré-
sentés sous la forme la plus générale possible (introduction de métriques
quelconques sur tous les espaces considérés, méme si habituellement on n'uti-
lise que la métrique identité).
Les démonstrations ne sont données que pour les théorémes plus généraux que
ceux habituellement utilisés.

- Dans le deuxiéme chapitre, on montre & quels types de situations on
peut étre confronté, et comment caractériser ces situations.

- Le troisiéme chapitre est consacré & un exposé synthétique des
méthodes le plus couramment employées en France pour 1'étude conjointe de
plusieurs matrices de données. On dégage la structure commune de ces métho-
des, et on compare leurs différentes propriétés, ce qu'elles mettent en évi-
dence. Des justifications nouvelles seront ainsi apportées & certaines prati-
ques. lLes parties les plus nouvelles concernent la comparaison des"compromis”
enll1-3, ainsi que 1'exposé des propriétés des différentes “intrastructures"
en [11-4-1, ol une nouvelle méthode ayant d'autres propriétés optimales est
suggérée.

- Les chapitres 1V et V seront consacrés 3 la présentation des métho-
des utilisdes essentiellement aux Etats-Unis et en Grande-Bretagne pour
étudier les mémes situations : on met en évidence les propriétés mathématiques
de ces méthodes, et on les compare aux approches précédentes.



- Au chapitre IV, aprés avoir exposé 1'utilisation classique des
modéles INDSCAL et IDIOSCAL, on montre dans quelles conditions ces modéles
sont applicables et on propose (en 3-2) un nouveau moyen, inspiré des métho-
des précédentes, pour tester leur validité, aprés avoir montré 1'inexacti-
tude d'une autre pratique,

- Au chapitre V, on résout le probléme procustéen orthogonal dans un
cadre plus général gque celui existant (tableaux n'ayant pas le méme nombre
de variables), et on montre que ia solution rejoint des pratiques habituelles
et permet de les justifier. '

L'Analyse Procustéenne Généralisée est présentée de fagon & pouvoir
établir immédiatement Te paralléle entre les méthodes Procustéennes et 1'ap-
proche "Interstructure-Compromis-Intrastructure" décrite au chapitre III.

En outre, 1'Analyse Procustéenne permet d'apporter une justification supplé-
mentaire & la méthode "STATIS", montrée en 3-3.



NOTATIONS

- e e e s ¢

Les notations utilisées seront celles, assez généralement em-
ployées, du livre de F.CAILLIEZ et J.P.PAGES (4) .

Le triplet (X,M,D) :

Seit X un tableau de données résultant de la mesure de p varia-
bles réelles sur n individus (tableau & p lignes et n colonnes) .

Soit £ = RP , muni de la base canonique {e;,e,,...... ,ep } .
Soit F = R" » Muni de la base canonique {f,,fz,,...i.,fn } .

Le dual de E .E% , a pour basa . canonique {e¥,eX.....e* 1.
Le dual de F ,FX » @ pour base canonique {ff,fﬁ e e an ?,f: }.

Le tableau X est assimilé a la matrice de ]'app]icaiion linéaire:

R . R
fj "]
ng ]
(jeme colonne du tableau X)
| *pi ]

On notera aussi X cette application Tinéaire.

De fagon plus générale, on notera de maniére identique, lorsqu®il
n'y a pas de confusion possible, une application 1inéaire d'un espace vec-
toriel réel dans un autre et sa matrice dans les bases canoniques.

Une métrique euclidienne sur un espace vectoriel réel E est dé-
finie par :

- la donnée d'une forme bilinéaire symétrique définie positive
f; on note alors M la matrice pxp des f(ei'ej)

- ou par la donnée de l'application linéaire g :

X

E———E

Xt (Y bt (x,y))

M est ausst la matrice de g dans les bases canoniques.



Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, on notera indifférem-
ment M :

- la forme f

- 1'isomorphisme g

- la matrice symétrique définie positive M .
f(x,y)
fxsx)

1

On notera aussi XYy

, pour tout x et tout y dé E.
1112,

i

La donnée du tableau X va de pair avec celle de deux métriques
euclidiennes : '

- T'une,de matrice M, px p, permet de mesurer les proximités en-
tre individus,considérés comme &léments de E = Rp .

- T'autre, de matrice N, nxn, permet de mesurer les proximités
entre variables, considérées comme &léments de F = R" .

Généralement on a N=D, matrice diagonale définie positive, dont
les éléments diagonaux sont les poids affectés aux n individus.

X est centré pour D si XD1 =0, 001 = i .

1

Le schéma de dualité :

On a le schéma suivant :

E = P F*

m
»
v

XG

t P . ' * =
X' est la transposée de X ; X (ei)j Xij -

Les variables peuvent étre représentées :

i .
- dans F par les vecteurs x = X:1 ,valeurs prises par la va-

riable pour les n individus . .

Xin



- dans E par les vecteurs e,
- dans E* par les vecteurs e?.

Les individus peuvent &tre représentés :

- dans E par les vecteurs xj = xlj , valeurs prises par les p

variables sur 1'individu j .

xpj
- dans F par les vecteurs fj
- dans F* par les vecteurs f; .
On définit V et W par :
V= XDX* et W=X'M X

W est la matrice des produits scalaires entre individus de E .
V est la matrice des produits scalaires entre variables de F .

Si X est centré, V est la matrice des variances et covariances

entre les p variables du tableau X .






[ : RESULTATS PRELIMINAIRES :

A e S e A T s v W s W g G S A W A SR o e T St S, A Bk b

1 / THEOREME DE DECOMPOSITION :

Soit El un espace vectoriel euclidien réel, de dimension Pys de
métrique M1 , et soit E2 un espace vectoriel euclidien réel, de dimension
Pos de métrique M2. Soit X la matrice d'une application linéaire de Eg
dans El’ de rang r .

X‘M1 XM2 est M2-symétrique,positive;ses valeurs propressont:positiveg;
on les note Alzkzg....gxr>xr+1=..=xp2 = 0 .Soit {vl,vz,...,vp} un sys-
téme Mz-orthonorma1 de vecteurs propres associés. On pose :: 2

V=(V; Vp..... V.3
A = \/XI 0
A2
0 /Ir
_ -1
U=XMV A~
E X %

X =UAV' ,avec U'M

S

Theoreme 1 :/

1U =1 V'MZV =1 ,A est une ma-
7 roo r ‘

f trice diagonale positive.

v .....Vp ), V' est une matrice carrée

Démonstration : Soit V = ( V,....V )
V est 1'inverse deV' donc szg‘ = Ip

telle que V sz 2 IPQ, M2
D'autre part, pour tout ir , X'MIXMévi =0 , donc

2 - : -
]}xmzvi an =0 ,et XMV, =0 .



P2

r o
= = V! o=y, - - Yo A
Donc X = x1p2 Xt, IV XM, I viv! XM21§1 ViVi= XM, W' = uay
is] ‘
) _",11 [] -1_ -ll 2-1_
et U'MU = ACYIMX Mlxmsz = A V'MNVATATT = L. .
Conséquence : Les colonnes de U : ul,uz..a,ure sont un systéme Ml—ortho:
normal de vecteurs propres de XM2X‘M15 associés a Al,kz,...,xr, et
Vo= x'myus”!
En effet :
1 1 1 ,
XML X'M UL = XMOX'M, (= XM M.) = = XM (A V) =X (= XMV,) =2l
27 14 271 /xi 271 A FAME Mt i 271’ i
i i
et
cmua™ = vaumuat <y,

2 / PRODUIT SCALAIRE DE MATRICES OU D'APPLICATIONS LINEAIRES :

Soit (EI’MI) et (EZ,Mé) deux espaces vectoriels euclidiens dé-
finis comme précédemment. Soit dtp 1'espace vectoriel dgscmatricegnplx.pz
isomorphe .4, 1 espace vectoriel dégg;pp]ications linéaires de sz’t dans
RPI
i

ol - .-

L'applicati ;
pPplic on YMI’MZ (/:C;xpz X plxpz - ) R
( AB ) vy Tr (A“MIBMZ)

est bilinéaire, symétrique, définie positive .
(Tr désigne la trace de la matrice ) .

BRSNS NS

Démonstration : La bilinéarité et la symétrie résultent des propriétés
de la trace.

Soit A € oﬁE&pz ;(fkl’MZ(A,A) - (i)

. - ) - . - , .
Si Ml LlLl , Ot L1 est une matrice P1XPy de rang Py et M2 L2L2 » 00
L2 est une matrice PyXP, de rang Pys ON a :

1 [} [ [ [} [] [} pl p2 [} 2
Tr(A'MAM,) = Tr(A'LILIAL,LS) = Tr(LiAL, LiA'L)) = 151 jil (LiAL)G > 0



et

Tr(A'MlAMZ) =0 <=> AL, =0<=>A=0

172

‘P est définie positive .
MlMZ ‘

Donc pouk tout choix de métriques M1 sur El’ et M2 sur Ez,on
peut définir un produit sca]aire‘f’m M, sCe qui .permettra de définir la
norme d'une application lindaire ou A'Ene matrice, ainsi qu'une distance
euclidienne. Nous verrons au chapitre 111 comment utiliser ce produit
scalaire, selon les espaces et les métriques considérés.

Remarque :oﬂﬁé «p. €st isomorphe a Rp}xpz spar 1'isomorphisme qui, a

p
toute matrice 1A 2,associe le vecteur A = Ay obtenu en juxtaposant

les colonnes de A. .
ADZ‘
\f MM peut alors &tre considérée comme une métrique sur RplXp2,de

172
matrice :

(M) My (M) M e (M) 15,1 ]
My @My =1 (MM (My)o0M)  weennne, (MZ)ZPZMI

(M) My (M) M -

2"27p, 171 2/p2 ' Ll M,) M.

(Produit de Kronecker des matrices M, et Ml) .

3 / THEOREMES D'APPROXIMATIONS ¢

Les theéorémes ci-dessous seront donnés sans démonstration . On
peut les trouver dans (24) ou (9) .

/ Soit (E,M) un espace vectoriel euclidien réel, de dimen-
sion p. Soit A une application linéaire de E* dans E,

Théoréme 2 :

- woa ” ——

SN

NS

symétrique,semi=définie positive. Soit (el,ez, ..... ,ep)
une base M-orthonormale de vecteurs propres de AM , asso-
ciés aux valeurs propres Ap2h,2 el > Ap >0 .



p
% Ona A= 121 Al e‘el . Alors , pour tout r < p ,parmi
g les applications linéaires de E* dans E , symétriques ,
é semi-définies p051t1ves » de rang inférieur ou &gal a r ,
7 1e minimum de ||A - B est atteint pour B = E r.e.el
//
4 0 11111
f ce minimmm vaut I kg
i=r+l
Théoréme 3_: f B, définie comme précédemment, réalise le maximum de
f<AB>
7 fm
4 3 ce maximum vaut /XZF ..... 2
7 el
7 MM
Théoréme 4 _: s Soit A une application linéaire de E; dans El; ou (El‘ml)

et (E2,M2) sont .deux espaces vectoriels euclidiens. Soit
r le rang de A On a selon le théoréme 1 '
A= UAv' = ): /T‘UV'.
i=1 i
Alors l application linéaire B de E2 dans E1 ,définie par

B = 7 /"“ U,v; réalise le minimum de |[A - B[ﬁﬁ » parmi
i=1 M

les appl1cat1ons lingaires de rang <s<r . (Ce min1mum

N N e T I N T e NN

vaut Z i .
=541

Une démonstration trés compléte de ce théoréme est donnée dans (9).

Soit X = UAV', avec les notations du théoréme 1.

Théoréme 5. : /
g Alors Uy est le vecteur normé de El réalisant le max imum
? de J|X'M u“ m, » et ce maximum vaut X, .
7 2
? Pour i < r , U est le vecteur normé de El’ M1 orthogonal
/A
/! a U0y, et U, , .‘real1sant Te maximum de' ||X'M u}lM
é et ce maximum vaut Ai .
Démonstration : |[X'M,uf| ﬁ = u' (M, XM,X"M, )u est maximum, avec la contrainte
2

u‘Mlu =1, pour MIXMQAfMIu = leu, ou XMZX‘Mlu = ku, avec k maximum;
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donc u mUl , vecteur propre normé de XM X,‘M1 associé'é la plus grande
valeur propre. De méme, || X'Mlullz est maximum, avec les contraintes:

M
3 — ] —~ ] — 2 —pp . P
u Mlu =1, u Mlu1 = u MIU2 RIREREEEE =y Mlui-l = 0 ,pour u ”Ui .
. 2 R 2
X Mlu [ = 1] Aivifi = Rg

Cas particulier : Si MzVest diagonale , d'éléments diagonaux QysGps--59

p b ]
p ~ 2
[ X'Myu t!z = Ezqi <X ,U> 2 ,00 x. est la i°M¢
. i i
M, =1 M
2 1 )
colonne de X. Les U, réalisent donc dans ce cas le maximum dé :
p
Ezqi <xi,u>§ .
i=1 1
Remarque : Etant donnée la symétrie du pr0b1émé, les Vf réalisent de méme
te maximum de || XM,V !iz , sous contrainte d'orthonormalité
des solutions v . 1
De méme, si M, est diagonale, d'éléments diagonaux Flaceslp s
les Vi réalisent le maximum de : 1
: p . s -
\ 21 rj <x3,v>2 ,ol xJ est Ta jeme ligne de X .

3:1 Mz

4 / ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES :

Nous allons appliquer les théorémes du paragraphe précédent au
triplet (X,M,D) , ce qui nous permettra d'introduire des notations uti-
lisées fréquemment dans la suite de ce travail. }

On a le triplet (X,M,D) ,o0 X est une matrice de données pxn ,
M une métrique sur £ = Rp ,D une métrique diagonale sur F = Rn 3 X
est centrée pour
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£ < X F*
MJ vy “xj[ D Wy= XMX
£* >F ' V= XDX'
XI

Avec les notations du théorémel , on a X = UAV'
~ Les colonnes de U sont les vecteurs propres normés de VXM » qui réali-
sent ,sous contrainte de M-orthonormalité, le maximum de || X'Mu llg .
- Soit ¥ = AV' = U'MX ; les lignes de Y sont les composantes principales,
vecteurs propres de W,D de norme &gale 4 la racine carrée de la valeur
propre correspondante . ;
- Soit A = A2 » matrice diagonale des valeurs propres de wxo ou de VXM,

AI.AZ,...,Ar .

. &me

u ' (Ylest 1a i¥™1igne de )

On a X = UAV' 5 UY =
i )

i

B o B 1

- Selon les théorémes 2 et 3 » une approximation optimale de W,
de rang s < v ,au sens de [| ||y, est fournie par :

s
X YiY% ; on représente les individus par les premiéres lignes de Y, en
i=1 '

tenant compte, dans 1'interprétation , des poids affectés aux individus .

Les lignes de Y = U'MX sont les coordonnées des individus dans la
base M-orthonormée des colonnes de U .Un individu supplémentaire ,vecteur
x de E ,sera représenté par U'Mx . '

- On représente de méme les variables par les premiéres colonnes

de 7 = UA 172 # XDY‘A”I/Q , coordonnées des variables dans la base D-

-1/2

orthonormale des colonnes de V =Y'A .Une variable supplémentaire,y ,

vecteur de F , sera représentée par y'DY'I\"-l/2 .

- On est aussi dans le cas particulier du théoréme 5 puisque D est
diagonale , les colonnes de U réalisent donc le maximum de :

n
L Pj < Xyeu >ﬁ »inertie du nuage des individus par rapport aux

i=1
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espaces vectoriels orthogonaux @ ceux engendrés successivement par les U 3
les U engendrent les axes pr1nc1paux d'inertie du nuage .

A part cette derniére propriété,tous les resu}tats d'Analyse en
Composantes Pr1nc1pa]es sont conservés quand D n'est pas diagonale , mais
est une métrigue euclidienne que?conque sur F .

NOTATIONS :

. - -

Dans toute la suite on utilisera les notations ci-dessous:

- A partir du triplet ( Xk,Mk,Dk) on construit :

W, o= X

Kk = KM

K Xy et | \lk = Xka Xé

- A est la matrice diagonale des valeurs propres non nulles de W E& ou
de VkMk » rangées par ordre décroissant Al IREE ,Ark
- Yk est la matrice P Xy dont les lignes sont des vécteurs propres de
kak ,aSSOCTBS aux Ay »de D, -norme égale 3 /X; .

- 7, est la hatrice pixry dont les colonnes sont des vectéur&_preéres de
VkMk ,8SSOCiBS aux A i ,de Mk-norme égale a JX; .

- Uk est défini par :

-1/2

=7 Ak

Uy

L'indice k sera omis lorsque la matrice cons1deree est la méme
pour tout k . '






.

IT @ LES DONNEES - CARACTERISATION DES SITUATIONS RENCONTREES :

On dispose de K tableaux de données, quantitatifs ou qualitatifs,
obtenus a différentes &poques ou dans différentes occasions, et que 1'on
désire comparer.

£

Nous allons voir quelles sont les situations que 1'on peut ainsi ren-
contrer, et comment dans chaque cas assocler 3 chaque tableau un &lément ca-
ractéristique, '

1/ LES SITUATIONS :

Situation 1 : K matrices de données quantitatives concernant les mémes
individus, munis des mémes poids. On a donc K triplets (Xi My sD)» od Xy est

une matrice Pyxn. centrée pour D, et My une métrique sur}{pk; On pose
wk = X‘ka. }

Sttuation 2 : K matr1cés de similarités, de dissimilarités, de distan-
ces entre les mémes individus, munis des mémes poids (matrice diagonale D).

On substitue alors & chaque tableau une matrice wk symétrique, semi-définie
positive, centrée pour D, de fagon & pouvoir comparer les différentes “visions®

-des n individus fournies par les K tableaux, au moyen des Nk._

- St on a des matrfcés dé similarités Sk’ on censtr&ft

§k = (1-11'D) Sk(I~D}3') ;S §k est semi-définie positive, on pose W = Sp»

sinon, soit §§ = §k+[xm[1. od km est la plus petite valeur pfbpre de §k'

On pose alors W, = (I-11'D) §§(P-Dl£'). On montre que §: est éemi-définie po-

sitive, W, a bien les propri&tés cherchées (Voir par exemple (4) chapitre VIII
ou (22)).

. A
- 51 on a des matrices de dissimilarités, de distances : Soit Dk la
matrice dont les éléments sont les carrés des dissimilarités données ; on
construit :
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- A J

S - %»(1-11‘0) D, (I-D11'), et on procéde ensuite comme précédem-
ment pour obtenir Nk
Pour la situation 2), on constderera par 1a suite qu'on a uniquement des
(wk,o) ol wk est une matrice nxn symetrlque, semi-définie positive, centrée

pour D.

Situation 3 : K matrices quantitatives résultant de 1! observat1on des
mémes variables. On a K triplets (Xk,M,Dk), ol Xk est une matrice pxny > cen-

trée pour Bk’ et M une métriqué sur Rp,

Situation 4 : K matrices de var1ances~covar1ances entre les mémes p
variables. On a donc des (Vk’ ), ol vk est une matrice pxp, symétrique,

semi~définte positivé, et M une metr1que sur{{p

Situation 5 : K matrices de donnees quant1tat1ves résultant de 1'ob~
servation des mémes variables sur les mémes individus ; 3 ce sont souvent des
données chronologiques.

On est a la fois dans la situation 1) et 3).

On peut vouloir s‘intéressér 1'&volution des pcs1tions relatives des indivi-
dus, & 1'&volution des posxtxons relatives des variables, ou bien a 7 évolu-
tion d'un individu ou d'une variable.

On a K tr1p}ets (Xk,M,a), X, matrice pxn.

Situation 6 : K variables qua?itativés mesurées sur les mémes indivi-
dus, munis des mémes poids. On a alors des triplets (Xk’DI/p ,D) ‘ol X, est

1a matrice des indicatrices des modalités de a kiéme variab?e Dpk Ta matri-
ce diagonale des poids des différentes modalités (Dpk = XKDX‘k),
e |

On veut ici pouvoir représenter d' une part toutes Tes varlables d ‘autre part
toutes Tes modalités des différentes variables.
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Situation 7 : K tableaux de continggnce, ou de probabilités, ou
d'échanges, Xk’ entre les deux mémes variables qualitatives.

On considérera alors plutét les tableaux de Burt B, = » ol

Xé Dq(k)

Dp(k) et Dq(k) sont les matrices diagonales des poids marginaux déduits de

X .
k
On va donc s'intéresser & des situations trés variées ; mais nous
allons voir que les méthodes exjstantes pour &tudier ces sttuations sont
souvent trés semblables.

Remargue $

Lorsqu’on a un mélange de varfables duantitatives et de variables
qualitat1ves mesurées sur les mémes individus, la pratique habitue]le con-
siste 4 rendre qualitatives les vartables quantitatives, et ainsi 4 se ramener
3 la situation 6.

2 { EQUIVALENCE ENTRE TABLEAUX DE DONNEES - ELEMENT CARACTERISTIQUE
D' UNt ETUDE

Disposant de K tableaux de données du méme type, on veut pouvoir leg
comparer. Pour cela, nous allons d'abord définir dans quelle mesure on peut
considérer que deux tableaux sont &quivaients, et donner un &lément caracté-
ristique de chaque classe d'équfvaléncé. L'équivalence retenue dépend en
grande partie de la situation considérée, mais aussi de 1’0ptique de 1'étude.

2.1 / Opérateurs

Si on est dans la situation 1, 2, ou 5, on veut comparer les liaisons
entre les individus, d'un tableau & 1'autre, c'est-i-dire comparer les matri-
ces W, . L'Elément caractéristique d'une &tude sera ici W
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Equivalence 1) : (Xl’Ml’D) et(Xz,Mz,D) sont équivalents si WD = WD .

51 on fait 1'analyse en composantes principales des deux triplets,
on aura la méme représentaion des individus : Yy = Yo, A1 = A2 (avec les

notations de I-4).

Equivalence 1') : (X{sMp,D) et (X5,Mp,D) sont équivalents si il existea > 0,
tel que WD = BNZD.

Si on fait 1'analyse en composantes principales des_aeux triplets, on
aura des représentations des individus homothétiques : Yy =;M§ Y2’ Ay =ah,.

NN = g g

Proposition : % Si P1 > Pos (NID =aW,D) <=+ (3H, P1XP, / H'MiH = Mo, Xy =
7 .

/
/ /o HX,).
Démonstration :
2 sT X =0 HXys X{MyXg = oszZ"H'MlHX?_ = dXé My Xp ¢ WyD = OUyD
* si Nl = OLNZ, Yl = Yo YZ’ A1=-mA2

Soit U, une matrice p2xp2; Mo-orthonormale, obtenue enh complétant le

systeme M,-orthonormal des vecteurs colonnes de Us.

Soit Bl une matrice P{XPy» M;-orthonormale, obtenue de fagon simi-
laire. "

[on: R N o

Y,
Soit Y la matrice poxn : =< 0 ].
V& U Y
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S{ on se restreint aux métriques identité I, 1'&quivalence 1) si-
gnifie que les deux nuages de points se déduisent par des rotations et des
symétries, 1'équivalence 1') par des similitudes.

2.2 / Projecteurs

pans le cas d'études portant sur'kﬁn@mes individus (situations 1, 2,
5, 6) on peut s'intéresser, non pas, comme ci-dessus, aux positions des in-
dividus les uns par rapport aux autres, mais plutdt au sous-espace vectoriel

de R". %?k’ engendré par les variables initfales. Cela revient & comparer les

&tudes au moyen des projecteurs D-orthogonaux sur %?k : Ak.

' 5 s e | "
34 X, est de rang p,, A, s'écrit X (X, DX,) ~ X,D.
Avec les notations de (I,4), comme les composantes principales forment une

base de %?k. on a, quelque soit le rang de Xk, Ak = Yi Agl YkD.

Equivalence 2) : (X,.D) et (X5,D) sont &quivalents st Ay = Ay.

Cette équivaléncé est 1ndépéndante‘dé M et Mo. Elle peut &tre aussi

considérée dans la situation 2) : & partir de W, = Y Y on construit :

_ oy
A = YK

."f(l ¥yD.

St i1 existe Ml et My tels que (Xl,Mi.D) et (X2.M2,D) sont

P N

&quivalents au sens 1 ou 1', ils le sont au sens 2).
Inversement, si (X;,D) et (X,,D) sont équivalents au sens 2),

et si,X1>est de rang py et X, de rang pp (ici py = pp),
a1ors'(xl.(XIDXi)’1. D) et (Xz,(XZDXé)—I. D) sont &quivalents

au sens 1). >
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En effet : si WD = al,D, Y1 = Vo Yo, Ay = ahy, Ay =

aYz Y20 = A2

] -1 .
AL YD

. . s g"l - 5—1
ST Ay = Aps X{(X;DX]) XD = X3(%,DX3) L,

-1/2 ~1/2

Si Ay = Ass A ; Ypeta 5 Y2 fournissent {en lignes) deux bases

- D-orthonormées du méme sous-espace vectoriel de -F,

alors que si N1=cxw2, ces bases sont égales.

Cas particulier : données qualitatives (situation 6)

Si X, est le tableau des variables indicatrices des Py Modalités

d'une variable qua}itative,éfk est 1'ensemble des variables quantitatives
que 1'on peut reconstruire a partir de la variable qualitative. Chaque élé&-
ment de‘%l\est de la forme Xé(a), ol a est un codage de la variable.

1

Si X, n'est pas centrée, on a toujours {1/ = 1 dansg;( (1= Xi

1
Soit A, la droite de F engendrée par 1. %gk

1'espace vectoriel engendré par les variables de Xt

1]

X L%
ifk ® Ang ou??k est
Xk(I D11'), c'est-a-

dlre 1! ensemb]e des var1ab1es quantltatwves centrées que 1'on peut recons-

truire & partir de la variable qualitative.

Soit Ak le projecteur sur‘gl} et Ai le projecteur sur%?: :

*
(A = Ap) <= (A] = A3).

Dans ce cas, le fait de centrer ou non les tab?eaux n 1nf?ue pas sur 1'équi-

valence.

Comme ici on ne considéfe que les triplets :(Xk 'Dl/Pk’D) ol Dl/p

(XKDX&)“I, les &quivalences 1), 1') et 2) cofncident.

k

1
1
1

).
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2.3 / Matrices de vartances-covariances

Dans le cas d'@tudes résultant de 1'observation des mémes variables
(situations 3,4, 5),on prendra comme €lément caractéristique la matrice Vk

de variances-covariances : Vk = kaka,

Equivalence 3) : (XI*M’DI) et (X,,M,D,) sont équivalents si Vg =V,

Si on fait 1'analyse en composantes principales des deux triplets,
on aura la méme représentation des variables : 7, = 1o, Ay = A2 (avec les

notations de I<4),

Equiva1encé 3') ¢ (XI'M’DI) et (XZ’M’DZ) sont équivalents si.11 existea > 0
te} que Vl = QVZ. ‘
Ict on aura des représentations homothé&tiques des variables ;

21 = ﬁ‘.—ZZ) Al = (lAz.

2.4/ Tab]eaux de Burt

Pans }é cas de la situation 7, on a des tableaux de contingence.

On sait que faire 1'analyse des correspondances d'un tableau de
contingence revient & faire 1'analyse en composantes principales du tableau

(%) obtenu en juxtaposant les tableaux de variables indicatrices des moda-

1ités des deux variables qualitatives. La matrice de variances-covariances

' o 4 . n(k)xk‘
de cefte étude est alors le tableauy de Burt : Bk‘= ? , ot
Xk Bq(k)
Dp(k) = XDX
= YDY'.

Dy (k)
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Equivalence 4) : (X1 = Xy) <= (B1 = B,)

Pour comparer les tableaux de contingence, on comparera les
tableaux de Burt correspondants. C'est ce que fait T. FOUCARD (13).

2.5 / Cas de la situation §

On a les mémes variables observéessur les mémes individus : on
peut a la fois comparer les wk, les Ak; les Vi. Selon }’optique de 1'étude,
on pourra étre amené & préférer 1'une ou 1'autre des équivalences correspon-
dantes, selon que 1'on désire étudier 1'évolution des liaisons entre les
individus, ou entre les variables.

Soit (XI,M,D) ét(XZ,M,D) deux études portant sur les mémes

Proposition : / ,
# individus et les mémes variables. Si il existe o >0 tel
/ ¥ - i [ .
é que X{M;Xy =aXoMX,, et 8> 0 tel que X;DX; = BX,DX,,
? alors : o = B, X1 = \/&‘X2 (au signe prés)
/] .

En effet ; si Wy = W, Y, = Voo Y, et Ay = ab,

E (X:B

it

_ -1/2y 1 ,-1/2 1 -1/2,
X1 = /&'Xz.
Equivalence 5) : X; = Xy (on a & la fois 1‘éduiva1ence 1 et 3)

Equivalence 5') : X1=t Vo X, (on a a la fois 1'équivalence 1' et 3').

Donc si 1'on veut étudier a& la fois les liaisons entre individus et
les Tiaisons entre variables, on comparera directement les tableaux 1n1t1aux.
C'est ce que fait P.A. JAFFRENOU (15).
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BILAN

contingence

pPxp

Situations et dimensions Eléments Equivalences
des tableaux caractéristiques
1/ (Xk,Mk,D) Py X0 wk ou Ak 1) :wl=w
1 ):w1=aw2
ou 2) :A1=A2
2/ (wk.n) nxn Nk ou A, 1) ,:1') ,ou 2)
3/ (xk’Mk’D) pXn, Vk 3) :Vl-—-v2
ou 3 ):V1=av2
4/ (Vk.M) pxp Vk 3) ou 3°)
5/ (Xk,M,D) pxn Nk P Ak s Vk 1) 91“.) s 2) »
ou Xk 3), 3‘), ou:
5) X =X,
5 ):X1= a X2
6/ (Xk.Dl/pk,D) PP Nk=Ak 2)
variables indicatrices
7/ Xk tableaux de Bk 4) :B1 = 82
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111 : APPROCHE " INTERSTRUCTURE -~ COMPROMIS - INTRASTRUCTURE”

e e e, P s, s e

On regroupe ici plusieurs techniques récemment développées en
France pour 1'étude des situations évoquées dans le chapitre précédent.

Ce sont :
: - La méthode "STATIS" de H. L'HERMIER DES PLANTES et
Y. ESCOUFIER (18) appliquée a diverses situations (19 et 20), et com-
plétée par la méthode "STAVA" de M.C. PLACE (23)..
- La méthode de T.FOUCART (13) .
- La méthode de P.A.JAFFRENOU (15) . ,
Le point commun de ces techniques est qu'elles sont constituées
de trois étapes trés semblables . Nous allons voir d'abord le schéma gé-
néral de ces trois é&tapes, puis la facon dont chaque &tape est condui-
te, selon la méthode considérée.

1 / SCHEMA GENERAL :

Représentation _globale : On d&sire avoir une représentation glo-
bale de tous les tableaux. Pour cela, on va définir des distances entre
élements caractéristiques de chaque tableau, puis représenter graphique-
ment ces distances. Cette étape sera appelée, comme dans la méthode

“STATIS" (18), 1'étape de "1'interstructure" .

s

Compromis_: On cherche a résumer les K tableaux en un seul
(ou en un petit nombre de tableaux) qui soit le plus représentatif de |
1'ensemble. On aura donc un compromis, optimal selon certain critére .
Selon les types de situations considérées, et selon le critére retenu,

on obtiendra plusieurs sortes de compromis .

B O i e L i St gt v )

Représentation détaillée : On cherche a représenter simultané-
ment tous les individus, ou toutes les variab}és utilisées, de fagon a -
pouvoir visualiser, et ceci est particuliérement utile lorsqu’on a des
données chronologiques, 1'évolution des variables ou des individus.Cette

€tape sera appelée, toujours par référence & la méthode “"STATIS" , 1'éta-~

pe des ™ fntrastructures”
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2 / INTERSTRUCTURE :

Pour comparer globalement les K tableaux, on construit une
matrice Y? » Kx K , de produits scalaires entre objets caractéristiques
des tableaux. Les vecteurs propres de € fournissent alors une représen-
tation globale, analogue & une représentation d‘Analysé en Composantes
Principales. Deux cas seront alors & envisagér, selon qué 1'on considére
les études comme des “individus" ou comme des "variables" .

2.1 / LA MATRICE © :

Les objets caractéristiques des étudés, définis au chapitre
précédent, sont : ’

-s0it. des matrices wk de produits scalaires entre individus

~-soit des projecteurs Ak
-soit des matrices de variances-covariances V
-soit des tableaux de Burt B

k
-s0it les tableaux initiaux Xk'

k

Dans tous les cas, ce sont des matrices d'applications linéai-
res d'un espace vectoriel euclidien dans un autre. On va pouvoir les com-
parer grace au produit scalaire défini en 1.2 . 6 sera la matrice Kx K
dont 1'&lément G K] sera, selon les cas :

- Tr(W,04,D)
- Tr(AkA])

- Tr(V, VM)
- Tr(X,0X:M)

Plus précisément on a :

a)  Tr(W0DW D) = Tr(X:M X, DXiM,X,D)
Proposition_: / Tr(W DW,D) > @
g ( Tr(,DUiD) = 0 ) <> (X,DX; = 0 ) ,dans ce cas les

7 variablesdeg deux tableaux sont non corrélées.
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Démonstration : Mk=LkLé et M] = L}Li , ol Lk(respectivement L])

- — - —

est une matrice carrée de rang Py (respectivement p]).

o nvr p oty Pk P1 oy nen (2
Tr(W,DW;D) = Tr(L X, DXiLyLiX DXL, ) =I5 I (LX DX LG 2 0
ot i=1l j=1
Tr(kaN]D) =0 <=> LékaXiL] =0 <= XkDX§ = 0‘

———————— :-§;_ﬁk =1 etM =1, Tr(wkﬁw]n) _ ok S}COVZ((Xk)i,(X])j)
Py Py i=1 j=1
- SiM o= Dl/ci et M, = 01/0% s matrices diagdgales des in-

verses des variances,

P, Py L
TrWow,0) = =X zleor?((x,)7,(x.)9)
P = B ko

b} Si Xk est de rang P, et X est de rang p;, on a
-1 -1

- . t ¥ ]

Tr(AAY) = Tr(Xg (X DXE)X, DX; (X,DX1) X,D)

sinon,on a toujours :
-1 -1

Tr(AA)) = Tr(Y&Ak Y DY1h, Y,D)

Proposition_: / Tr(AA)) >0 |
§TrAA) =0 <> XX =0

Demonstration_: Tr(AA;) = Tr(n v ovia lypvs) = £k 5! ¢ 2((\(’)’i (v;)9)
-------------- Py M TP G0 i1 a1 O At U
somme des carrés des coefficients de corré}atipn entre les composantes
principales des deux &tudes. Donc Tr(AA)) 2 0

- et

1

Fr(AA)) =0 = YDY;=0.

Or comme Xk = UkYk et X] = U]Y] ,

Y DY =0 = XDX! =uU0Y,DY!

kDY Xy = U Y DYquy = 0,

1

et comme Yk = UéMka et »Yl = U%M]X1 .
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XkDX] =0 = YkDYl~= U&MkaDX]M1 1= 0
Donc
[ - - [ -
YkBY‘ = 0 <= kax1 0

Ceci signifie que les sous-espaces vectoriels de F.z?k et E?‘}sont D-or-
thogonaux si et seulement si les variables des deux tableaux sont non
corrélées. '

Cas particulier : Situation 6 ( variables qua]itativés ) ¢

Tr(AA)) = Tr(XéDl/kakDX]DIIPIX])
_1 . . ‘a1a M
SiD==1_, X, DX! est 1a matrice P , d'élément P.. = —= ,
nn k1 2 _ ij n ( 2
p, Py PSS P, Py (P -P(1)P(3))
raA) =k ot MW gkopt 214 + 1

i=1 j=1  P(i)P(J)  i=1 =1 P(i)P(J)

: 2
= 92+ 1 = %~ + 1

Si on préfére considérer Tes tableaux céntrés, et Az = Ak~AA >
, 3

%k, .2 _ x?
TY‘(Ak A-') = ¢° = -ﬁ—*

€} Tr(V,MV,M) = Tr(X,D,X:MX D XiH)

On montre de fagon analogue a ce qui a &té fait en a) ceci i

Proposition_: / Tr(V, MV M) > 0
7 2
f Te(V MVM) = 0 ¢ XM = 0, dans ce cas les indivi-
g dus engendrent des sous-espaces vectoriels de E M-ortho-
/
/

gonaux.
d) On a de méme :

Tr(B,B,) >0 si B et By sont des tableaux de Burt.

Proposition : La matrice € est semi-définie positive .

P T T T T
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éme .

Démonstration : Soit Ok 1'objet caractéristique de 1la k étude, et

Y% le produit §ca1aire entre objetsé E?k} = <Ok’01><P ).K

K
Soit a' = (al ...... mk), u‘%?a= I I oy ay <0, ,0

k=1 1=1 k*

2
]>gf = “kil O‘kok”{f, >0

2.2 /DESCRIPTION DES ETUDES-"VARIABLES"

Chaque Ok est une matrice P1XPs » d laquelle on peut associer
le vecteur 5& de Rp1p2 ‘obtenu en juxtaposant les colonneSfdégk. On
note ¥ 1a métrique M2 ® M% » ol M1 est la métrique sur Ey = Rpl , et
M, 1a métrique sur E, = RPZ . _

s0it X0 le tableau Kx (plpz) X =/ Y .On a le schéma :

4

5
K N X X
R" « RP1P2
I l]ﬁ? e
R 5 RP1P2
x /

On a %? =CX§<9‘33/, € est analogue & une matrice de variances covarian-
ces entre les K "variables” Ok € =YY", o0 ¥ est la matrice‘Kx r (r=
rang de € ) dont les colonnes sont vecteurs propres de'6 , de norme éga-
le & la racine carrée de la valeur propre correspondante . N '

Les lignes ﬁe Y fournissent une représenfation des K &tudes analo-
gue 4a celle des variables en Analyse en Composantes Principafes; chaque
étude est'représentée par un vecteur qui, s'il est bien représenté, a
pour norme || 0 {kp ; deux vecteurs bien représentés auront un angle
proche de celui de 0k et 0} selon ¥ . En particulier, si 0k est de la
forme wk ou Ak » deux vecteurs seront orthogonaux si les variables de Xk
et celles de Xy sont non corrélées. Deux &tudes &quivalentes au sens 1,
3' ou 5' seront représentées par des vecteurs colinéaires.

Si on veut représenter de facon identique des objets propor-’
tionnels (équivalence 1',3',5'), on diagonalisera plutdt la matrice G
des cosinus entre objets :
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R . %Oy
AT

(o 110y
Cela revient & normer toutes 1es“variables“0k .
Linterprétation de la représentation obtenue est analogue

a celle d'une Analyse en Composantes Principales sur matrice de corré-
lation ; une étude sera bien représentée si son point représentatif est
proche du cercle de rayon unité. Les cosinus d'angles entre vecteurs as-
sociés & des études bien représentées sont alors proches des valeurs
thl -qui seront selon les cas considérés de la forme suivante :

- 51 0k est de 1a forme Nk .

Tr(W,DW,D)

® .- k1 = Ru(M,D,W,D) .
Kl - . kDo

/Tr(4,0)“Tr (WD)

- Si 0k est de la forme Ak »

o . _TAAY) . Tr(AA;)
k1 Y —
JTe(A ) Tr () Y

oi i et ry sont les rangs ds Xk eth1 .

Cas particulier : situation 6 (variables qualitatives) :

Ona vu que :
2 2
= &2 = X x .x = 62 = X
Tr(AA) = 02 1= X4 1 et Tr(A} A]) = o2 = X
On a auss Tr(A%) = p, " et . Tr(A*%)p, -1
e . R k pk . ‘ k ._k
, , )
donc R, - £ ou & .= ¢ .

k1™ K1
/Py / (b =1)(p)-1)
cette derniére expression étant le coefficient de Tchuprov,noté T2 R
permettant de mesurer le degré d'association entre deux variables qualita-

tives,qui est nul Yorsque les deux variables qualitatives sont indépendan-
tes. ‘ '
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- Si Ok est de la forme Vk s

8 . Tr (Vi MV M)
‘! P (0 Tr(vym)?
= 57 0y est de la forme Xk >
R . Trixqdm Tr(X,DX{M)

H

k1

/ Tr(x X e, 0x3m% /' In(x,) In(x;)

ol In(X) représente 1'inertie du nuage des individus par rapport .au
Centre de grayité, '

Remayrques : 1/ Si 0y est de la forme wk,%>= D@D ;si 0 est de la forme
Ag>'P =1; Pest donc une matrice diagonale de poids,et chaque
"variable" Ok est centrée pourtp(si Xk est centrée):
nXn

T L pip; (W)..=0.
j=1 g=1 KA

%? est véritablement une matrice de variances-covariances
etobune matrice de corrélation.Il en est de méme si Ok est
de laforme X et siM=1 (Alors @ = D ®1l).

2/ Si on est dans la situation 5 (mémes variables,mémes indivi-
dus),on peut envisager de comparer les &tudes de trois fagons:

a/ & partir de) : (51)k] = Tr(W WD),
b/ & partir de @, : (gz)k] = Tr(V,MV,M),
¢/ & partir de®, . (83) ) = Tr(XDXjM) .

Les trois représentations obtenues par diagonalisation des f?i peuvent étre
trés différentes,car elles mettent en &vidence des liens de nature diffé~
rente entre les études.On peut seulement remarquer que:

- Deux études sont colinéaires pour ¢/ si et seulement si elles le sont
pour a/ et pour b/ ..

- S1 deux études sont orthogonales pour a/ (XkDXi = 0) ou pour b/ (X&MX]:O),
elles le sont pour c/.

- %?1 et %?2 ont la méme diagonale : Tr(ka

Tr (X,X, DXLMX, D)
Tr (X, DXLMK, DX M) =Tr (v, M) .

1]

)2

it
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2.3 / DESCRIPTION DES ETUDES-"INDIVIDUS":

La matrice &E),Symétrique et semi-définie positive,peut 8tre
considérée comme une matrice de produits scalaires entre K individus.
Cependant ,pour pouvoir 1'assimiler & une matrice du type "W" du schéma de
dualité,on la centre par rapport & la matrice diagonale des poids,DK,que
I'on peut affecter a priori aux études.On remp}acet?;mrf

E x =(1-11'Dy) ff(I—D 11°) ,00 1 est le vecteur % de RK_
% K KE2 ~ 1
R !

%3* engendré les mémes distances entre études que ?f ,mais fournit une re-
Présentation centrée.On a le schéma:

Rp‘}Pz Y

¢
Y © ] Dy
> RK

RPiP§

ra ,

¢ =1}‘f’9’ 00 =% (-1 - (81....0,()(1-0,&3") X

Centrer g? revient a re@glacer chaque objet 0k par Gk - k§1 kok.,oﬂ q, est
le poids affectd & la k'™ &tude.

Les premiers vecteurs bropres de ?fokde norme &gale a la racine ﬁarrée de
la valeur prOpré correspondante,fournissent une représentation des K &tudes
telle qué les distances entre points représentatifs des 0, soient les meil-

leures approximations possibles des distances dz(Ok,O}) = ]lOkeQ‘]L;.

. 3 / COMPROMIS :

On veut résumer les K objets 01’02""’0K par un seul,considéré
comme “"représentatif"de 1'ensemble.

Compromis n2l :

Si Qy59ps--.,0y sont des poids affectés a priori aux différentes
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études,on peut choisir comme compromis 0 =‘§ 90y c'est 1'étude-"indi-
Yidu" par rapport & laquelle 1'inertie du nSage des études-"individus"
est la plus faible:

_ e oa ) e K K
Proprieté : 0 realise le minimum de kflqk!}0k~]§?¥0}

En effet: K K 2 K - 2 - K 2
1ol 10, o0y 7= oy (0= 0+ 11052 o0y )

est minimum pour ®1=qy pour tout 1. LK
En général,on a = = pour tout k,donc 0 = I O :on prend comme
objet compromis la moyenne des objets caractér%g%iques de toutes les

études .

Compromis n22 : K ' !1
Un autre compromis possible est donné par 0 = & ]kek 00 }a(:

est un vecteur propre deti,normé,associé a la plus grandek§§¥evr propre, Tk

Al ; 0 est la premiére composante principale de 1‘analyse de (93,1,(f)de 2-2 .

Propriétés : Pour tout vecteur o'= ( Ay Q... aK) tel que a'a =1, on a :

K 2 2
1 Ze0 o < THolls =y
« ko ro 0 f K
- 7 . v _

Démonstration :

Ces proprigtés sont 1‘'application a (IC,I,¢) des résultats
du théoréme 5 de 1-3,et de la remarque qui suit ce théoréme:

1 réalise le maximum de }}333u}h§ 2qui vaut Ay.
. K K . -,
1 0 réalise le maximum de I < I Bkok,ok >2 ,avec I Bi = 1 et e maxi-
/o k=1 k=1 ¢ k=1
Ay 1
K K 2 K o
mum vaut kl, donc O réalise le maximum de I < % akO ,0, > avecZ a = 1,
k=1 k*-k k

et ce maximum vaut A? . k=1 T k=l
Si on désire avoir plusieurs compromis,on peut prendre d'autres
composantes principales de (X0 ,I,{),mais les compromis obtenus n'ont pas

toujours un sens .
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En effet,il est préférable d'avoir,comme compromis des Ok,un objet du.
uéme type qui puisse &tre considéré comme 1'objet caractéristique d'une
étude.

= Cas des W, :

Comme tous les éléments dle sont positifs,les composantes de .
1 sont toutes de méme signe(théoréme de Frobenius);on peut les choisir
toutes positives.0 (ainsi que 0 ) est une combinaison linéaire a coeffi-
cients positifs de matrices semi-définies positives,les deux compromis
sont semi-définis positifs,et centrés pour D,on a bien des comprom1s du
type "W". '

De plus,achaque choix de coefficients ul.az,.u. " positifs,on
peut faire correspondre,si on a au départ des &tudes ( Xk,Mk,D ).1e schéma
de dualité:

>F = R
xl
@My
M= a2M2 0
0
My
K K
WsX'MX = 2 o X°M X =L a. W, .

Lo Xy M

La deuxiéme composante principale de CIL.I,(P) est une combinaison 1iné-
aire des Nk dont certains coefficients sont forcément négatifs.Eile n'est
donc pas toujours semi-définie positive.Ce “compromis"” n'aurait alors pas
beaucoup de sens ici.
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- Cas des Ak :

En général,une combinaison linéaire de projecteurs n'est pas
un projecteur.Les compromis obtenus ne sont donc pas vraiment de type
“A",mais seulement “W". "
En Analyse Canonique Généralisée (référenées (5) ou(16)),0n
est conduit,pour caractériser les positions relatives des K espaces vec-

toriels%?k engendrés par les lignes des xk,a diagonaliser & Aka
k=1
Ceci généralise1'gnalyse canonique de deux tableaux qui peut étre consi-

dérée comme 1'Analyse en Composantes Principales du triplet:

(( xl) ’ (X,DX;) 0

- D)
X Y
2 0 (XZDXZ) ’
Les vecteurs propres normés de I Ak réalisent successivement le maxi-
K 2
mum de I [lAkxllD,pour x 'Dx=1,sous contrainte d'orthogonalité entre
les x .k=l K

S x est un vecteur propre de I Ak,associé a la valeur propre k,il se
trouve dans 1'intersection de tous 1es%§k .

Cette technique,appliquée a la situation 6,donne 1'Analyse des Corres-
pondances Multiples,permettant de décrire les liens entre K variables
qualitatives mesurées sur les mémes individus.

On peut,pour cette méme situation,utiliser le compromis n22,qui a d'au-
tres propriétés optimales.Cela revient & effectuer I'Ana]ysé des Corres-

pondances du tableau Vo, Xl (Voir (8)).
/&E XK

- Cas des X

P.A JAFFRENOU (15) étudie le cas ol on considére comme "“compro-
mis" toutes les composantes principales de (IC,I, ¥);ce sont des éléments
decﬁﬁpxn,donc des tableaux du méme type que les Xk,centrés pour D .
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X ,
Ces compromis forment une base deﬁl'(RK },dans laquelle on peut repré-

senter tous les tableaux initiaux .

- Cas des Bk : -
, - _ K
Si B;,B,,...,B, sont des tableaux de Burt, B = 1y Bk en est
n.{Cela revient a faire la moyenne des tableaux de cont%née%ce
K
Mais I 1 Bk n'est pas un tableau de Burt.
k=1 K
T.FOUCART {13) propose comme compromis B = Kl b TkBk . Ce compromis
1, k=1
ki1 K

n'a pas les propriétés optimales des compromis déja vus,mais i1 revient
& prendre le compromis n=1,en affectant & chaque étude un poids égal a

1 : A
q, = R“E' ,d'autant plus faible que 1'@tude considérée est loin des au-
1
k=1 k tres.
Remarque :
K Dans le cas des Bk on est amené a se restreindre a des compro-

mis L &kgk ,tels que ay+ oy +....+ oy =1,alors que pour les propriétés
k=1 ~
2 2 2

[}
optimales du compromis n=2 ,on a la contrainte : o+ o+ ...+ O =1.

Proposition : 5 K

4
............ / ) > - .
4 Le maximum de || ¥ a0, |],,avec o, >0et % a, =1,est
% k=1 K K¢ k k=1 K
i 2 2 |
7 atteint par 0, tel que 1o, [l =max)]]0 ]| }1=1 K i
/ a p k q k (P Z -! (f’ s ey .
Démonstration : !!K t? K K K K
L a0 LZaoa, <0, ,0,> < %%Logoall0 0
kel kk @ ke11=1K 1 K “P'»"k;ml“” Hq;“ﬂlq,
stmax !I k{Lf e
2 K 2

:(mizl,. X fiokfl k§1a'<) = miil “ Kllok‘l
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Donc si on veut conserver les propriétés optimales du compromis n22
avec la contrainte agtast. < otoy =1 ,i1 faut prendre comme compromls 1
objet de norme maximale .La méthode proposée par T. FOUCART semble pré-
férable & cette solution extréme .

- Pratique habituelle dans le cas de la situation 5 :

Disposant de K tableaux de données concernant les mémes
variables et les mémes individus,de nombreux auteurs se contentent de
réaliser 1'Analyse en Composantes Principales,

K
-Soit de X =/ %1 .en diagonalisant WD = I WD ,
| X, k=1
kK , V) X0X5 .. xlnxk
. ou VX : : " s
XKL L. Ve

ce qui revient a diagonaliser,pour étudier 1'ensemble des variables,le
o
compromis “moyen" (n=1) entre les W

k
K
-Soit de Z = (X; X5 ...X,) .en diagonalisant Vp =kilvk ,
. ; WlD XIXZD e XiXKD
ou NZ(O‘.D) = : :
X, X.D WD

k%1 Cireeeean K

ce qui revient,pour étudier 1'ensemble des individus,a diagonaliser (& ]
prés) le compromis "moyen" entre les matrices de variances-covariances K
v ,

k k]
~-Soit de X = e L Xk scompromis "moyen" entre les tableaux initiaux Xk’
k=1
K K
ce qui conduit a diagonaliser WD = l D (Xéx D).
Kok=11=1 K1
1 KK
ou v == LI (X DX') .
K™ k=11=1 1

L'exposé ci-dessus au sujet des compromis et de leurs propriétés a permis
d'apporter quelques justifications a ces pratiques,et de proposer des
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pratiques optimales dans un autre sens.

- Liens avec 1'"Interstructure" :

Pour visualiser les positions des &tudes par rapport aux com-
promis,on peut projeter ceux-ci dans le plan principal de 1'Interstructure:

- 0 sera projeté au barycentre des points représentatifs des
études,affectés des poids q, - Dans le cas des études-"individus” , U se
trouve au centre,en 0,et la norme du vecteur joignant 0 au point repré-
sentatif d'un individu 0k est une approximation de la distance entre 0 et
0k ) .

- 0,premiére composante principale,est projetée sur le pre-
mier axe,a une distance /X,. Le premier axe de 1'Interstructure permet de
voir quels sont les tableaux qui sont le plus “corrélés” (au sens'y) avec
0.

4 / INTRASTRUCTURE :

La diagonalisation du compromis nous donne,dans le cas des wk et des Ak s
une représentation des individus "intermédiaire® entre les représentations
que pourrait nous fournir chaque étude ; de méme,dans le cas des'Vk, on a
une représentation “moyenne" des variables .

Dans le cas des Bk ,1'Analyse des Correspondances de 8 donne unelfepré~
sentation “"moyenne" des modalités des variables . '

On aimerait,en plus de ces  résultats spouvoir représenter dans un
méme plan tous les individus,ou toutes les variables,ou les modalités de
toutes les variables qualitatives . Nous allons voir comment résoudre ce
probléme .

4-1 / CAS OU ON A LES MEMES . INDIVIDUS :

On est dans la situation 1 , 2,5, ou 6 .0k est de la for-

me wk »ou A . Tout ce qui suit sera développé dans le cadre de la situ~

k
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: K
= Nk s W =Z:akwk,mais on verra que c'est encore valable
k=1

pour les autres situations,et pour Ok = Ak .

ation 1 ,avec 0k

On a vu que 1'étude du compromis revenait a considérer le
schéma de dualité:

K
I.;p
k21Pk
R ] F*
M 1 W In
n
£ > F =R
X'
X, My .
X ={. s M= .0 , les o étant des nombres positifs.
Xy 0 om

4-1-1 / Représentation des variables :

Si on effectue 1'Analyse en Composantes Principales du tri-
plet (X,M,D),une représentatibn des variables est donnée naturellement
par 7 = Xpy'p /2 00 Y est la matrice contenant en lignes les composan-
tes principales,et A = YDY' . ‘ !

. -1/2 B} - . iéme

Zk = XkDY'A représente les variables de Ta k-
etude,dans la base D-orthonormale des lignes de A'U2 Y. ,
Dans cette méme base,on peut représenter les composantes prihcipa}eé de

chaque étude par:

v 1 "1/2
(On peut en effet considérer que W = Z a, W, = ¥ a Y'Y ,on a les mémes
k'k k=1 k'k'k
k=1 -
Y et A que pour 1'analysede -Yl' agl
( YK R “aKI s D) ).

Si on garde Y en entier,on a ainsi une représentation
exacte de toutes les variables et de toutes les composantes principales,
les covariances entre variables &tant conservées:

ZkDZk = Vk et YkDY' = Ak
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S1 on ne garde que les deux premiéres lignes de Y ,pour avoir une repré-
sentation plane,on a la meilleure représentation plane simultanée de
toutes lYes variables.

Remarque : Cette représentation plane est celle utilisée dans 1a méthode

STATIS (18) ,mais elle y est présentée uniquement comme 1la
représentation de points supplémentaires.En fait,on a montré
ici que 1'on a plus: quand on prend Y en entier,la représen-
tation est exacte .

Dans le cas de la situation b {Xk tableau de variables iﬂdicatéices).an

peut ainsi représenter simultanément toutes les modalités des variables
qualitatives considérées . "

4-1-2 / REPRESENTATION DES INDIVIDUS :

On voudrait pouvoir représenter simultanément les nK indi-
vidus,vus par les K &tudes,de facon & pouvoir suivre 1'@volution des
individus au travers des études. '

On va voir quelles méthodes on &té proposées jusqu'a pré-
sent,et en présenter une autre qui n'a pas les mémes propriétés.

iére

1 méthode : M.C. PLACE utilise dans sa thése (23),pour représenter

tes individus,les colonnes de :

v, = Y vy = vt ATy

Cela revient & projeter toutes les composantes principales sur le méme
espace vectoriel ,celui engendré par les lignes de Y .

La proposition ci-dessous peut permettre de mieux comprendre ce que si-~
gnifient les §k :

:

1/ Si on garde pour Y toutes 15& camposantes de WD , -

-

R o v

L

s eeS



- 38 -

2/ Si on ne garde pouf Y que les s premiéres composantes de WD
(s inférieur ou &gal au rang de WD), la matrice:

3| | 8

Y B
réalise le minimum, parmi les matrices B =| :

Y By

K
de rang s, de E ak }!Yk k*hp

(Les oy sont }es coefficients du comprom1s cho1s1

W= ulwl ..ot NK ) .

N e e T e e e S I I I e,

Démonstration : Cette proposition n'est que 1'application des théorémes

1 et 4 du chapitre I au triplet (Zi,M,D ) 200 M est dafi-
ni comme ci-dessus et EP (Y] Y5 -0 V) '
En effet : %ME-—- Y'Y et YDY' = A .

1/ Selon le théoréme de décompOSition, ona :

-

e Y A I USRS I '
1}-21\ Yﬂj,DYA Y ydonc Y, = Y, DY'ATTY = ¥, pour tout k}.

2/ Soit Yo la matrice des s premidres lignes de Y et A = YODYé
1

Selon le théoréme 4, 1a matrice B ?éfDYOAO YO réalise le minimum de

"E} Bl!?) parmi 1esAapp1ications de rang inférieur ou é&gal a s, et
MD ’ :
- - K
2 _ _py! - I BROY'M (Y .
!!’j“ Blip = Tr (4 -8)'M(Y-8)D) - T TG By ) M (4,-8,)D)

2 ~ S
oy }!Yk-Bk{( , »avec By = Y, DYy A7Y, = Y, obtenue
_ MkD
en ne gardant que les s premiéres lignes de Y .

k

oMo

1

Avec cette méthode il semble difficile de donner une inter-
prétation de 1'évolution des individus,d'une &tude a 1'autre,ainsi que
des liens entre individus et variables au travers d'une représentation
conjointe .
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218Mme athode : C'est celle utilisée par H.L'HERMIER DES PLANTES pour
STATIS.On représente les individus par les colonnes de :

-

~1/2 000 (172

Ceci est just!fxe par le fait que les lignes de A~ /ZY for

) L

ment une base D-orthonormée du sous-espace vectoriel de R engendré par
les lignes de E},c'est-a-dire par les lignes de tous les Yk .

=1/2 1/2

A YDYkAk

regrésente les cosinus entre les variables du tableau Yk

et celles de Y . Yk représente donc les variables de Yk dans un espace

qui englobe toutes les composantes principales de toutes les études.
Nous verrons au chapitre V (Analyse Procustéenne) une autre

Justification de cette méthode.

S1 on représente conjointement les individus et 3és varia-
bles{composantes principales)de Yk,on obtient,pour chaque tableau les
mémes positions relatives des variables et des individus que ce11es de
la représentation conjointe résultant de 1'Analyse en Composantes Prin-
cipales de (Xk k,D).,é condition de garder toutes les composantes de Y .

Remarques : 1/ Si Y est pris en entier,

“12y pyipn/2y

- yial/2 ;172 |
= YA 7Y DAY R MUN Wi T

= Vb YD AV ALY

k=Y

—YkYk= W

Les produits scalaires,et donc les distances,entre individus d*un méme
tableau sont exactement représentés,

-

2/ Si on est dans la situation od 0 k ,on a: Y /2YA' :

les lignes de ¥, sont les projections sur E’ des vecteurs de ¥a base or-

thonormée Y*a~ /2 (vecteurs colonnes).dans ce cas,
K = K
P oy, = K/ YT A - A 2ypyey= AM2y
k=1 k=1

Aux Ai prés,1'individu “compromis” est au barycentre des représentations
de cet individu au travers des K études,affectées des poids oy .

4
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3leme méthode : On peut représenter les individus par les colonnes de:

X, = 072 you

k -
Dans le cas ol 0k=Ak’ Xk =Yk ,cette méthode revient 3 la

précédente . Sinon on a dans tous les cas :

K .
Propriétés : 1/ ¢ aka= A lle
k=1

*n'\ [ "'1
2/ Tr (XX, D) = Tr (WD Y'A”'YDH,D) = Tr (W, DW, D)

L'inertie dunuage représentant les individus de Xk est égale
au carré de la norme de 1'opérateur correspondant . On a de méme:
3/ Tr (X0X) = Tr (W, DH,D) |
Les distances entre ik et i] au sens (?ID sont &gales aux
distances entre opérateurs correspondants pour‘PDD,cfest~é’dire qufon
peut reconstituer la distance entre tahleaux i partir de la somme pon-
dérée(gar D )des distances au carré entre les points homologues de X

et de X].

k

Remarque5:1/0n peut aussi,en tenant compte du fait QUe la représentation
~ des individus "compromis" et celle des variables résultent de
1'Analyse en Composantes Principales de (X,M,D),projeter les individus de
Xk en “individus supplémentaires",en assimilant le tableay iné

0

. K
Xk ,de dimensions ( & pk) xn ., Onaalors:
0 0 | ‘
v - A~1/2 3, - y _ -1/25, oy -1
Xk = A (Z1 ce ZK) M ?k = akA Zk Mka -akA YDWk .
0
K .
Ici & Xk =Y , mais on n'a plus les proprigtés 2/ et 3/ ci-dessus .
k=1
2/ WD étant 1'opérateur de R" qui a toute variable y fait corres-
pondre

‘Zk (Xk)s cov( (Xk)J,y),Xé correspond aux valeurs de cet opérateur sur

les variables de v'A~1/2 )
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Conclusion : On peut envisager différentes méthodes de représentation
de tous les individus ,lorsqu'on dispose d'@tudes portant

sur les mémes individus . Cependant,lorsque les variables différent d'une

8tude a 1’'autre,il parait difficile de comparer,pour un individu donné,

les différentes valeurs que prennent les variables pour cet individu .

On ne peut envisager que d'étudier 1'évolution,non pas de 1'individu tui-

méme ,mais de ses liaisons avec les autres individus . C'est pourquoi il

iéme .

semble préférable d‘utiliser la 3 méthode ,qui ne fait intervenir que

les wk,et pas les Xk ni les Yk .

4-2 / CAS OU ON A LES MEMES VARIABLES :

On est dans la situation 3 , 4 , ou b5 . C'est le cas dual

du précédent : ici on considére ()(1 X2 XK),avec 0192 0 comme
matrice des poids . 0 .p.
K
~Les individus sont représentés par :
v K
= A—l/zz'MX ,o0 Z est tel que V=25 V, =7 1I' et ZI'MI = 4.
k k k=1 k

-Pour la représentation des variables,on a les mémes diffi-
cultés que pour Ta représentation des individus dans le cas précédent.
On peut utiliser les trois méthodes duales des précédentes .

4-3 /CAS OU ON A LES MEMES INDIVIDUS ET LES MEMES VARIABLES:

On est dans la situation 5 ou 7 . On est dans 1esideux cas
précédents : Une “bonne" représentation des variables est fournie par les
Zk ,une “"bonne" représentation des individus est fournie par les}}k .

Cependant il ne parait pas y avoir de lien entre les deux,

X
1'une résultant de 1'&tude de (/:1:) ,1'autre de celle de (Xl... X

Xy

K -

Remarque : Si Ok = Xk ,c'est-a-dire si on considére comme élément carac-
téristique de Xk le tableau lui-méme,et si on se raméne au
schéma de 1'Interstructure,
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RK‘L S . an
I l © Y=DoM
* 1
RK / ;_an
X5

- La diagonalisation de € donne 1a représentation des K "va-
riables" dans la base de tous les compromis {qui ici ont tous un sens);
mais on peut aussi représenter les "individus",c'est d dire 4 la fois
les variables et les individus de tous les tableaux,a V' aide des vecteurs
propres de JG'XC P .0n a ainsi ‘un sorte de représentation "moyenne" des
variables et des individus tenant compte de p1us1eurscompromxs et pas
seulement du premier .

-On peut aussi effectuer 1'Analyse en ComposanteS‘Principales
du premier compromis(premiére composante principale de X; ),puis projeter
les variables et les individus de tous les tableaux en éléments supplé-
mentaires.

-Dans le cas particulier de la situation 7 (tableaux de Burt)
Une représentation "moyenne" des modalités des deux variables qualitati-

ves est fournie par 1'Analyse des Correspondances du compromis :
K B
B =12 aB . Enprojetant,de méme que précédemment,en &léments supplémen~
k=1
taires,les lois conditionnelles de chaque tableau de contingence on a

une représentation des modalités telles qu’ ‘elles sont vues par toutes les
études .
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CONCLUSION :

L*approche “Interstructure-Compromis-Intrastructure" permet
d'étudier des situations trés diverses,de fagon relativement homogéne.
Les différences entre les différentes "variantes" de cette approche tien-
nent essentiellement & la nature des données auxquelles on veut 1'appli-
quer,

Extepté pour 1a situation 5 (mémes variables,mdmes indivi-
dus) le choix du type d'Interstructure,du type de Compromis,et du type
d’Intrastructure est imposé par la nature des données.

Pour la situation 5 on peut choisir entre 4 options :

-comparaison des Kvisions des individus

-comparaison des espacesfk

~-comparaison des K visions des variables

~comparaison des tableaux eux-mémes . )

Ces options donnent des résultats tous & fait différents,car elles met-
tent en évidence des aspects différents des données .
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IV i LES MODELES INDSCAL ET IDIOSCAL :

Dans ce chapitre et dans le suivant nous allons présenter des méthodes
utilisées surtout dans les pays anglo-saxons pour 1'étude conjointe de plusieurs
matrices de données.

Les méthodes envisagées ici consistent & postuler un modéle, puis &
estimer les paramétres de ce modéle & partir des données. Nous allons exposer
rapidement Tes grandes 1ignes de cette approché, puis montrer comment 1'appro-
che décrite au chapitre IIl peut rejoindre celle-ci.

1/ LES MODELES :

Ces mode]es ont été proposes princ1pa}ement par CARROLL et CHANG (6),
ainsi que TUCKER (30) pour comparer les jugements fournis par K juges sur les
mémes n objets, c'est-a-dire pour comparer K matrices de similarités ou de
dissimilarités entre n objets.

Soit D la matrice diagonale des poids des n objets.

On est dans 1a situation 2) du chapitre IT, seule étudiée ici ; & partir des
données, on a K matrxces wk, symetrxques, semi définies pos1t1ves, centrées
pour D , de dimensions nxn .

Le modéle INDSCAL suppose qu'il existe une matrice X, pxn, et des
matrices diagonales posxtlves Dl” D2, cees DK’ telles que, pour tout k,
W, = X B, X.

Le modéje IDIOSCAL suppose qu'il existe une matrice X, pxn, et des

matrices symétriques (semi)-définies positives Mps Mo ooes M¢» telles que,

pour tout k, wk = X MkX.

Pour certains auteurs, les Mk ou les Dk doivent étre seulement semi-

définies positives, alors que pour d'autres, elles doivent &tre définies posi-
tives, et définissent donc véritablement des métriques euclidiennes sur RP.
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2 / SOLUTIONS DE CARROLL-CHANG et TUCKER

2.1 / Pour INDSCAL

Pour estimer X et les Dk’ J.D. CARROLL et J.J. CHANG (6) utilisent

1'algorithme suivant :

= On choisit XG(O) et XD(0>, matrices pxn arbitraires, et on estime,

par la méthode des moindres carrés, Dk(l), diagonale positive, telle que XG(O)

Dk(l) xD(O) soit proche de Nk’ pour tout k .

- Puls, conservant X (0) et les D (1), on estime X (1).
G k D

-~ Puis, conservant XD(I) et les Dk(l). on estime XG(I), toujours par
la méthode des moindres carrés, et ainsi de suite : on a ainsi une suite d'ap-
proximations de plus en plus adéquates de W, - B

S : § - ]

Soit Xg» Do Xy les solutions finales, et W, = X3 D, Xp-
La symétrie du probléme implique qu't} existe une matrice diagonale A, telle
que XG = AXD, Qk = Xé:ﬁDR‘XD : on peut donc prendre finalement comme résultat :

,,X = XD.

Dk B ADk.

L'inconvénient de cette méthode est qu‘on ne peut pas.étre sir d'arriver
a un optimum global. De plus, selon DE LEEUW et PRUZANSKY(1G),'cet algorithme
est en général trés lent 3 converger.

2.2 [ Pour IDIOSCAL

L.R. TUCKER (30) propose la méthode suivante : Pour tout k,
ﬁO@tYk une matrice PN de vecteur propres D-orthogonaux de ka. de

norme égale & la racine carrée de la valeur propre correspondante :

W = Y& Y- ( py est le rang de W, )
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Soit Ak =Y DY K

k
. . Yl -
Soit C la matrice ; | : » qu'on peut décomposer, selon le théoréme 1
Yk U,
du chapitre I, sous la forme : C = Uy, oa U = é est une matrice de
K

dimensions( I pk) X r, de rang r, et Y est une matrice rxn, de rang r,

od r est le rang de C.

On a donc pour tout k : Yk = UkY.

=
]

K YéYk = Y'(Uiuk) Y, ol U;(Uk est symétrique, semi—définie positive.

Si on n'impose pas aux matrices Mkrd‘étre non singuliéres, on a ainsi une

solution exacte pour IGIOSCAL : X = v, Mk = UéUk

J. DE LEEUW et S. PRUZANSKY (10) proposent, pour résoudre le probléme
INDSCAL, un algorithme qui prend comme point de départ une solution de
IDIOSCAL, obtenue comme précédemment. Par une généralisation de la méthode de
JACOBI pour diagonaliser une matrice symétrique, ils chercheht une matrice T
orthonormale telle que la somme des carrés des &léments diagonaux de tous les
T'MkT soit maximale : chaque T'MkT est e plus proche possible d'une matrice
diagona]é.

On a alors comme estimation de Dk : ﬁk = diag:(T?MkT), et coﬁme estimation de

X : X =T,
(ST T'MT = D, diagonale, on a We = Y'MY = YT(TM T)TY
| 8.7, )

]

fi
>y
>

e

Cet algorithme, appelé SUMSCAL, converge plus rapidement que celui
proposé par CARROLL et CHANG. Sur les exemples traités par DE LEEUW et
PRUZANSKY, les deux algorithmes convergent vers des valeurs de X et des Dk
trés semblables.
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2.3 / Représentations graphiques

. Pour les deux modéles, X représente un compromis entre les k &tu-
des, et fournit donc une représentation “moyenne" des objets.

. Pour représenter chacune des K matrices de similarités ou de dissi-
milarités, CARROLL et CHANG utilisent les éléments diagonaux des
Dk de INDSCAL, et représentent ainsi les K juges par des vecteurs

de f{p.

. Pour représenter les n objets “tels qu'ils sont vus par le ké“juge",
on utilise la matrice (nk)lfzx, puisque W, = (X‘Dkllz) (Dkl/zx)s

3 /> SOLUTION ALGEBRIQUE POUR IDIOSCAL ET VALIDITE DU MODELE

Une partte dés-résu]tats de ce paragraphe et du suivant se trouvent
dans (12, chapitre XIV)et(25), cependant nous y avons apporté des précisions
et rectifications. |

3,1 £ Solution pour IDIOSCAL
On a vu en 2.2) la solution proposée par TUCKER :

Soit Nk = YéYk, YRDY' = A

k =M
L1 K
c=1: J.cc= £ W =YY, avec YDY' = A
Y, k=1 K

] [] "‘1
On a W, =Y (Ukuk)Y, avec Uy = Y, DY'A

On notera par la suite Q, = U.U, é,A'lYDNkDY‘A"I P =YY,

ol Qk est symétrique semi-définie positive.
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Toutes les autres solutions de wk = X‘MkX, ol X est de dimension rxn

(r = rang de W) sont de Ta forme X = AY, ol A est une matrice inversible
quelconque, et M = (A')—1 Qk (A)"l°

K
-1 -1
Remarque : kil Q = A YDWDY' A = A‘lypyjygy}A'l =1

3.2 / Yalidité de IDIOSCAL

Jusqu'a présent, on a supposé que le modéle pouvaitfs‘app]iquer aux
données, et qu'il suffisait d'estimer les paramétres du modéle. Cependant, il
peut &tre génant de postuler ainsi un modéle a priori, et on peut se demander
dans quelle mesure un modéle est applicable aux données, et s'il existe une
solution exacte au probléme.

* 51 on ne cherche que des Mk semi-définies positives, on a vu qu'on -

peut toujours trouver X et des M telles que Wi = X'MpX.

¥ Cependant, pour que les Mk soient véritablement des métriques eucli-
diennes, i1 faut qu'elles soient non singuliéres. Le probléme est
alors de savoir si on peut toujours trouver X et des Mk définies
positives telles que W, = X'MX.

Eroposition : /1y existe une matrice X et des métriques M, , telles que W, =

ka'X pour tout k, si et seulement si les 1fgnes des Yk engen-

RTENI

AN
Q. >

rent le méme sous-espace vectoriel de Rn.

- % 51 Nk = X'MKX = YéYk, les lignes de chaque Yk engendrent le méme

sous-espace vectoriel de ;? que les lignes de X.
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Y
1 «
% SoTt C ={ : = Y'Y : les lignes de Y engendrent le méme sous espace
Y
k

vectoriel de -R™ que 1a réunion de toutes les lignes de tous les Yko Donc si
les lignes de Yk engendrent le méme sous-espace vectoriel de Rn. c'est aussi

celytl engendré par les lignes de Y : rang Y = rang Yk pour tout k
& r o

On a alors wk\= Y'QuY, et Qy est définie positive (&inon W serait de rang < r).

Remargues :

1) Cette proposition signifie qu'on ne peut trouver des solutions M

définies positives que si les é&tudes (wk.D)sont équivalentes au sens 2) :

_oyipl _ s 41
pour tout k, Ak = thk\Ykp = Y'A ?D,

2) Pour vérifier si les projecteurs A = YéA;lYkD sont &gaux, P.H.

SCHONEMANN (25) propose de calculer Y'4™1 YDY, et de le comparer a Yy

Cependant, quelsque soient les tableaux NK” on a toujours Y“A“lYDYé = Yi.

puisque les lignes de Y engendrent le méme sous-espace vectorié) de]}" que
la réunion des lignes de tous les Yk.

Les différences constatées par SCHONEMANN sur un exemple, entré'Yé et

k
dire sur le calcul des valeurs propres et vecteurs propres de W.

Y‘A”IYDY', ne correspondent qu'aux incertitudes sur le calcul de Y, c'est-a-

Par contre, les A sont &gaux si et seulement si ALY = Y' pour tout k.

3) Les Ak sont égaux si et seulement si W a le méme rang que chacun

des wk~ (Sinon le rang de W est supérieur).
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3.3 / Liens avec 1'approche “Interstructure-Compromis-
Intrastructure"

- Pour tester 1'égalité des Ak, on peut réaliser 1'"Interstructure”
des K études, sur la base des produits scalaires Tr(AkA ). On peut ainsi
visualiser les proximités entre les Ags et éventuellement voir si le modéle
IDIOSCAL, avec des Mk définies positives, peut s'appliquer a un certain nom-
bre des wk.

- On a vu qu'on pouvait construire des solutions (Y,_Qk) a partir de

K .
W= Xl Nk Cependant tout ce qui a été fait aux paragraphes précédents est
k=
Kk

conservé si W= f oy wk = Y'Y, ol ays »+s Oox SONt des nombres positifs non
k=1 -

nuls quelconques. Le "compromis" Y peut donc résulter de la diagonalisation de
n'importe quel compromis (au sens du chapitre III) entre les wk, & condition
qu'aucun o ne soit nul. Si 11 y a des. ay nuls, on ne peut reconstituer wk
sous la forme Nk Y QKY que pour les indices k tels que ak.est non nul.

- 0n a Wy = Y'qY = Yty ovathy. |
S pour représenter la vision "moyenne” des n objets, on se limite aux premié-

res lignes de Y (notées Y ) on a alors une reconstitution approchee des wk
sous la forme :

= (Y‘A IYODYK) (YeDY, A 1YO) = Ykka ol Yk est la representation des indivi-

dus dans Irintrastructuré. selon la lére méthode décrite en I11-4.1.

- Si wk = Y‘QkY pour tout k,
Tr (Nka D) = Tr (Y'QKYDY’QKYD) = Tr (QRAQQA) = Tr (Mk”g)’ en posant, pour

tout k, Mk = A 1/2 Qk 172 : réal?sér"}'Interstructure“ des K &tudes, sur la

base des produits scalaires Tr (wkowgn), revient & comparer les matrices Mk‘
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Comme Nk = (Y'A—l/z) Mk (ﬁllZY), cela revient a considérer qu'il y a, pour

les k jugements, une partie commune donnée par A-I/ZY (vecteurs propres
normés de WD), et que Mk représente la fagon dont le kiéme juge a noté les

n objets, et est caractéristique de sa “vision" des n objets.

4 / SOLUTION ALGEBRIQUE POUR INDSCAL ET VALIDITE DU MODELE

4.1 / Solution

On suppose qu'il existe X, matrice pxn de rang r, avec r ¢ p gn, et
des matrices diagonales définies positives Dl’ 02‘ cees DK’ telles que

Nk = X‘DkX pour tout k.-

On a d'autre part, comme au paragraphe précédent : wk z‘Y'QkY, ol Y est une
matrice rxn, de rang v :

“k = Y'QkY = X'DkX. Donc 11 existe H, matrice pxr, telle que pour

tout k,H‘DkH= Qk’ et X =HY,

K
Comme ¥ Q, = [ par construction (voir remarque de 3.1), en posant
k=1 '
K N
A= g Dy» on a H'aH = L.
k=1
On a donc X = A~1/2(A1/2H)Y, avec (H’AI/Z) (A1/2H) = 1.

rang de W = rang de

i

Si on se limite aux X de dimensions rxn (r
chaque Nk)’ toutes les solutions sont alors de la forme : W, = x*okx,

-1/2

avec X = A TY, o0 A est une matrice diagonale définie positive quelconque,

et T est une matrice orthonormale telle que Q = T’ (gl/zﬂkgl/z) T; 7T est .
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donc formée de vecteurs propres orthonormés. de Qk‘

Remarque :
On pourrait étre tente, pour resoudre INDSCAL , d'estimer les matrices
Dk diagonales, telles que Y DkY soit proche de Nk, pour tout k, par la méthode

des moindres carrés :

i

e - Y'ﬁKY&L;bD f!Y'(ijﬁk)Yfkién = Tr (9 (QeBy) YU (@B, vor!)

"

. r . ’
Tr (0D M) = . ((Qk)11 (Dk>,1> B+ x (ak>13

i#a j

N

le minimum est atteint pour (Dk)ii = (Qk)ii‘: b, a pour éléments diagonaux les
éléments diagonaux de Qk’

Cependant, méme si le mod&le INDSCAL est exact, on peut avoir ainsi des résul-
tats trés différents de la solution exacte : ‘ '

la matrice Q = T* (&~1/29€&~x/2

)T péut &tre trés différente d'une matrice

diagonale.

4.2 7 Validité du modale

Si on ne cherche que des Dy semi-définies poSitiVes;LOn peut toujours
trouver X et des Dy telles que wk X! D X5 en prenant par exemp]e
Y1 0
X ={: et D, = 1
v k p, 0O
Y A
. ) O

Si on se limite aux Dy définiés positives, le probléme est de savoir

st on péut toujours trouver X et des Dy telles qué wk = x'nkx.
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_________ IT existe une matrice X et des métriques diagonales Dkn telles
que W, = X'D X pour tout k, si et seulement st les lignes de
Yk engendrent e méme sous-espace vectoriel de Rn, et si

les matrices Qk ont un méme systéme orthonormal de vecteurs -

propres (c'est-a-dire si elles ont les mémes sous-espaces
vectoriels propres). ;

N N N T N I N AN R

-4 b ii-gmp g g

¥ S'11 existe X et des Dy diagonales définies positives telles que

W= X'D X, les A 1

k Kk k
de TOIOSCALY, Les wk sont donc tous de méme rang, celui de Y {r. On peut

sont &gaux, et valent Ay, = Y*A"'YD (on a un cas particulier
Y

alors, sans perte de généralité, considérér»que X est de dimensions rxn, de
rang r. En construisant en 4.1 les solutions du probléme, on a vu qu'il
existe alors une matrice T orthonormale telle que ¢

20 1/2) T, les Qk ont tous un méme systéme orthonormal de

Q = (Y WA

yecteurs propres, fourni par T.
¥ Inversement, si les Ak~sont égaux, wk = Y'QKY, et les Qk sont
définis positifs, Si de plus 11 existe H, matrice orthonofma]eide vecteurs

propres de chaque Qk' on a Qk = H‘DkH, ol Dk est diagonalé définie positive :

W, = (Y'H') D (HY).

Application :
Pour tester la validité du mod&le, on peut d'abord comparer les A, .
Si les Ak sont égaux, 11 reste a trouver T orthonormale telle que T‘QkT soit
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diagonale pour tout k. IT1 ne semble pas y avoir de moyen simple de connai-
tre l*existence ou la non-existence d'une telle matrice T. On a seulement
le résultat suivant :

Si les Qk‘n'ont que des valeurs propres simples, il existe

L] SR p-g

*s
NN

" un systéme orthonormal de vecteurs propres pour tous les Qk

~s1 et seulement si pour tout k et tout 2, QKQ£ = Qng-

IR

x Si Qk = H'DkH, o H est orthonormale, Qng = H'DkDQH = ngk
% Si QkQQ = ank’ soit u un vecteur propre de Qk'
Qku = AU = QQQku = Qk(qu) = A(Qzu) : qu est vecteur propre de Qk pour A,

donc 11 existe un nombre u tel que Qzu = Qu ! u est aussi vecteur propre de

Qz . De fagon identiqde, on voit que si u est vecteur propre de Qg 11 est

vecteur propre de Qk' Donc Qk et Qz ont les mémes vecteurs propres .

Remargué :
St on a n'a que deux matrices Wy et Wy, on a Wy = Y'Q;Y, W, = Y'Q,Y,

avec Q1 + 02 = I. Soit H un systéme orthonormal de vecteurs?propres de Ql :
Q = HDJH' 5 Q, = H(I-Dy)H'.

- Donc dans le cas de deux “juges", INDSCAL a une solution si et seulement si
IDIdSCAL"éﬁ)é'uﬁgiﬁc'ést-é—dire si et seulement si les deux &tudes sont éaui-

valentes au sens 2) .
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4.3 / Liens avec 1'approche "Interstructure-Compromis-

Intrastructure"

Comme INDSCAL est un cas particulier d°IDIOSCAL, tout ce qui a &té
dit en 3.3 est encore valable.
x La comparaison des Ak par Tfinterstructure est utile, mais non

suffisante, pour connaitre la validité du modéle.
x pour le compromis : mémes remarques qu'en 3.3.

x 51 W = X'DX, Tr(WD WyD) = Tr(D XDX'D,XDX').

"CARROLL et CHANG réalisent une sorte d'“"Interstructure” des K juges
en les représentant par les vecteurs de R" obtenus en prenant les &léments dia-

gonaux des Dk’ et justifient cette représentation par le fait que si XDX' est

prés de 1‘Tdentité.Tr(wkpNQD)est proche de TerDQ, Cependant, on a vu en 4.1

que X est de la forme X = Anlfsz@vach = T'(ZI/ZDRA"I/Z)T : XDX' =

Awl/zTAT°A"1/2, a priori rien ne permet d‘assimiler XDX' & une matrice identité,
ni méme & une matrice diagonale, a@ moins que les Qk soient proches de matrices

diagéna)esh

CONCLUSTON

La méthode IDIOSCAL, bien que formulée au départ de fagon trés diffé-
rente (modéle postulé a priori, et paramétres estimés ensuite) de 1‘approche
“Interstructure-Compromis-Intrastructure”, rejoint celle-ci sur bien des
points.

La méthode INDSCAL, bien que comportant aussi les 3 étapes : représen-
tation globale (par les &léments diagonaux de Dk)’ compromis (X), représenta-

tion détaillée (par Dé/ZX), condult & des résultats sensiblement différents.
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Cela vient du fait que ce modéle n‘est applicable,méme approximativement,
que si les données ont une structure trés particuliére.Il vaut mieux dans
ce cas rechercher une méthode algorithmique de résolution,comme celle pro-
posée par J.DE LEEUW et S.PRUZANSKY.

L'intérét de la méthode INDSCAL est que, si le modéle s'applique
approximativemént, les résultats sont facilement interprétables. Les K juge-
ments sont basés sur la méme matrice X, les différences proviennent unique-
ment de la différence de pondération des axes.
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V1 LES METHODES PROCRUSTEENNES :

Lorsqu'on dispose de plusieurs matrices de données résultant de v
1'observation des mémes individus, on peut comparer les liens entre les in-
dividus, d'une étude & 1'autre, en comparant les "ka“ associés, comme on 1'a
vu au chapitre III,

Une autre approche, appelée dans la littérature américaine "Procrustes
Analysis" consiste & rechercher comment transformer les matrices initiales
pour les rapprocher, tout en conservant les positions relatives des individus
pour une méme étude.

Nous allons voir d'abord comment on peut procéder dans le cas de deux
tableaux de données, puis pour K tableaux, et comparer cette approche aux pré-
cédentes. '

1 / CAS DE DEUX MATRICES DE DONNEES

1.1 / Le probléme et sa solution

Soit deux triplets (Xys Mp» D) et (xZ,vMZ, D), o0 X; et X, sont de
dimensions pyxn et PoXn, avec py 5 Py, xl et X3 centrées pour D. Ml-et MZ sont

deux métriques euclidiennes sur Rpl et [{pz
2
4 On cherche H réalisant le minimum de ||X,-HXsllb> ., parmi les
/ R ¢
? v
é matrices H, P{XPys telles que H‘MIH = M2.

Probléme

-

Cela signifie qu'on veut remplacer (Xo, My, D) par (sz} My, D),

étude équivalente au sens 1 (méme W), et qui soit le plus proche possible de
X1 pour la distance induite par*PMlD, c'est-a-dire telle que la somme pondérée

: p
(par D) des carrés des distances entre points homologues (individus de R 1)
soit minimale .

Solution : Ce probléme est résoly dans (26), & 1'aide de la technique des mul-
tiplicateurs de tagrange, pour le cas particulier od Py = Pps
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Et,MI =

“P.BOURGEOIS (2) Te résout d'une fagon plus immédiate, mais toujours
dans le cas od Py = Py . on peut cependant le résoudre directement

dans le cadre général de 1'énoncé ci-dessus :

w oy 112 2 2 . "
(;xlﬁungj = Hxg e+ finzlf - 2 <XpaHXp> = TeW D+ TelyD - 2Tr(X DXyH'M,
MyD M,D ?ﬁln M,D

Le probléme revient & chercher H, tel que H'MIH = Mé, maximisant :
Tr(X;DX3H'M;) . |
XlDXé est une matrice Py X Pp» Que 1'on peut décomposer; seton le théorémerl
du chapitre I, sous la forme : |

XyDX5 = UAV', avec U'MU = T, VMV = I, 8 = ( 7, )s Ay > o pour

!

t=1, ..r, U= (Up...u) v =(Vy...V,), o0 r est Ye rang de X{DX5.

: r
Alors  Tr(X;DX;H'M)) = Tr(UAV'H'M)) = Tr(AV'H'MU) = £ Ay <HV,,U, Py

i=1

A

&
N i

it ™=
ot

g Hivg !ll HUiHM1 = I A 1[vi1;sztu11L1 -

e
s
oy
sl
it 2~
Faney

1

' Cr
Le maximum est atteint pour tout H tel.que HV = U, et vaut Z;Ai = TrA.
A , i=1

% St X1DX5 est de rang po, H est défini de fagon unique par HV = U.

(U et V étant fixas).

(V'Mp)V = T'=2 V(V'My) = I => H.=.UV'M,, et on a bien :

H'MIH = MpVU'M UV My = My
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x Si XIDXé est de rang inférieur a P,» H'n'est pas unique :

Soit V = (V V

r+1...Vb2) telle que V‘MZV =1, Toute-solution H est

définie de fagon unique par ses valeurs prises sur la base §V1'°°-'Vr’Vr+1'~~-

VPZ} :

~

HY = (HV H.V 1...Hv ) = (U Uy}, et H doit verifier : H'MH = My,
r+
P2

ce qui est équivalent & : V‘H'MIHD = Q‘Méo : g
| UMY UM,
= , 0Ou =1 : H est

UOMIU UoMluo

solution si et seulement si U = (u Uo) est M;-orthonormale. Alors HV = U,

H = UV M2

Donc toutes les solutions sont de la forme H = ﬁV‘Mz, 00 U et V sont deux

matrices M1 et M,-orthonormales obtenues en complétant U et V, de fagon quel-

conque.

Remarque : Si XIDXé est de rang p,, H = UV‘M2 = UAV‘M2 (VAfIV‘MZ),

Ly 12 2., 2,0 -1
et (VATTV'M))T = VATV, = (VASVIM,) T

= [} [ ‘ "1/2

2 , o 1 1/2
et || X)Xy | © = TryD + TrilyD - 2Tr((X,DX{M,X,DX3M,) /%)
My

o

Proposition :/ Une condition nécessatre et suffisante d'optimum est que X,DXJH'

soft symétrfqué et semi-définie positive.

SISO
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En effet

=~ 3 = 1 i AO ~| ~~| o 0 ~l ]
* & Voptimum X,DKH' = (U (5 5) V') (DV'My)* = U (2 9) U'= vavy

symétrique et semi-dé&finie positive.

* Si XlDXZH’ est symétrique et semi»définie positive, les valeurs
propres de XIDXZH M1 sont positives, soit A la matrice diagonale de ces
valeurs propres : Tr(x DX‘H'M ) = Tra.

A2 est la matrice dxagonale des valeurs propres de (XIDXZH M )
X10X2H MIHXZDX M., (puisque XIDXZHI est symétrique)

(X DXJ H M )2 = (X DX, ) M (X20X1) Ml’ dont les valeurs propres sont les

éléments diagonaux de A2 ; Tr(A) Tra @ on est & 1'optimum.

Remarque : ‘
Lorsque p; est supérieur a Pos GOWER (14), ainsi que SCHONEMANN et
‘ X
CARROLL (26), se raménent au cas Py = pz, en remplagant X2 par X2 = (02)

On se limite ici au cas M1 = I et M2 =T,

X,DXs. = UAV"', avec U'U

I, V'v = I, XIDXé

U:H péut &tre obtenue en complétant de fagon quel-

= UA(Vf 0) ,avec (Vfo) (ﬁ) =1,

i}

H est défini par H (X)
- conque H0 tel qué HOV,= U, solution du probléme précédent, et on a Hiz = H X2‘

Cette méthode, consistant & aJouter des zéros", conduit au resultat du pro-
bléme precedent et est donc beaucoup moins arbitraire qu 'il ne le parait au
premier abord. ’

1.2 / Probléme "Oblique Procrustes™

Pour traiter le cas ol Py est supérieur a,pz, on cherche & résoudre
ici un probléme différent : On cherche une matrice T, telle que diag (TT') =1,
et lle—szllz soit minimale : cela revient a chercher successivement py combi-

%1D
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naisons linéaires des P, variables de XZ' Bien que nomné "Oblique Procrustes
Problem", ce probléme est fondamentalement différent de celui de “Orthogonal
Procrustes Problem" résolu précédemment.

% La solution exacte de ce probléme, assez complexe, ést donnée par
TEN BERGE et NEVELS (28).

x La pratique généralement employée est la suivante :

2
four chercher ii tel que l‘xf"tilein soit mﬁnimum. avec t{Dtt =1, on

"enléve" la contrainte t%ti =1, on trouve t; = xiDXé(XZDXé)-I, et on normalise
les ti obtenus.
Sans cette normalisation, ona : T = (XZDXé)flxzDXi : 1a recherche de T revient

a effectuer 1'analyse en composantes principales de xz par raﬁbort a Xl‘

(Voir (24) et (12) par exemple}.

1.3 / Extension de la méthode

Probléme : (Xl’Ml”D) et (X5.M5,D) étant définis comme précédemment, on

cherche une matrice H, p1xpo, telle que H'M)H = My, un scalaire
¢ » 0, et un vecteur t de RP , tels que : '

!lxl—(cﬂx2+t}’)l[2 soit minimal.
%)M.IB

Cela signifie qu'on veut rémp}acér Xp par cHXp + t1', translaté de

cHX,, équivalent a'xz au sens 1' (W proportionnéls).

Solution :
x Etant données les propriétés du centre de gravite, || Xq~cHXp-tl' ||
est minimum lorsque les centres de gravité de X, et de cHX, co¥nci-

dent, ce qut est le cas ici puisque X; et Xy sont centrés, donc t = 0.
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2

2 N
X || X mcHXo | = ¢ Tri,D - 2c»<x1,Hx%§ + TriD.
Mlﬂ
) <X1.HX2> <X1,HX2>2
Le minimum est-atteint pour ¢ = ——5_ | et vaut TrNID -
TrWZD TrWZD
H doit rendre maximum <X1,HX2> : on a les mémes valeurs de H que pohr le
(?MlD probléme exposé en 1.1.
: 2
2
Mors ¢ = T et [pxp-cing| - Trigp - Ira)
Tri,D Tri,D

Py

Remargue :
Quand py = p,, et M; = M, = M,
Si on veut approcher de 1a méme maniére Xy de X,, au lieu d'approcher
X, de X, on trouve H f)x'?. ) 4
VUM = M HfM = (H)

R'-TrA
TerD

¢

¢ / MESURE DE L'AJUSTEMENT - "INTERSTRUCTURE"

_ 2 -
On a vu en 1.1 que : min HXp-HXol | = Tr(WyD)+Tr(W,D)~2tra,
H'MH = M M0
00152 est 1a matrice diagonale dont les &léments diagonaux sont les valeurs

propres de XlDXéMZXZDXi Mp» c'est-a-dire les valeurs propres de W;DW,D.

Si on disposé (situation 1 du chapitre II) de K &tudes (xk’Mk’D)

portant sur les mémes individus, ob Xk est une matrice PgXn centrée pour D,



- 63 -

on peut définir, pour tout couple (k.%),

dis® (WM ) = Tr(WD0) + Tr(i D) - 2Tr (), o Ay, est la matrice diagonale

dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de NKD WRD,

On montre facilement ((2), ou (14)) que dis définit une distance sur 1‘ensem-
ble des W, mais que cette distance n'est pas euclidienne. |

~ ‘ 2
D'autre part on a vu en 1.3 que min |§X1~cHX2”2 = Trwlb - Ara
. (F‘ Trwzﬂ
H'MH = M, MyD
¢ ro

cet indice n'étant pas symétrique, on préfére utiliser }'indice de dissimila-
rité :

K wg‘ . TY‘Akg
y =2 (1- Y. ou de fagon &quivalente, 1'in-

T 0 Tri D ST D gD

W
dis2

TrAk2

v Trwkp TrigD

LINGOES et SCHONEMANN (21). Cet indice est compris entre 0 et'1. I1 est nul si

dice de similarité : » noté cor (W,D, W D), utilisé par
k 3 4

et seulement st Tr (wkpwxn) = 0, c'est-a-dire kaXA = 0. Il est égal a 1 si

W Wg : ‘
et seulement si —K = » C'est-d-dire si et seulement si (X, M s D)

Tri, D TrwgD

et (Xp, My, D) sont équivalents au sens 1') (W proportionne?é).

On peut réaliser 1'"interstructure” des K études sur la base des
distances dis2 (wk, Wg), ou des similarités cor (ka, NQD), en diagonalisant

la matnTce&f. KxK, symétriQué, semi-~dsfinie positive, construite a partir de
la matrice des dis® (wk, W) ou des cor (WD, NzD). selon la méthode décrite

au chapitre Il.] (situation 2)
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Si on décrit des "études-variables" (Voir chapitre III¥2.2), on diago~ -
nalise une approximation semi-définie positive de la matrice??, KxK, d'éie-
ment%%& = Tnéﬁg,

- Trakg
kL ‘
/ TriD Trit, D

“ou bien = cor (WD, ;D).

Cette méthode est comparable & 1'%Interstructure" de la méthode STATIS, oi

T;an diagonalise 1a matrice des Trf(wKD W, D)

1

Tr (Akg)z, ou bien la matrice

2
Tr(d K& )

des Rv (WD, WD) =

5
Tr(W,0)% Tr(WyD)

0 <=> cor (W,D,W,D)

On remarque en particulier que : Rv(NkD,ﬁgﬁ) = = 0
Rv(wka,wzn) = 1<=> cor (WD,WD) =1

2 . 2
w > =

o

Cependant, la méthode STATIS présente 1'avantage de fournir directement une
matrice %?semi-définie positive, et une image euclidienne exacte des K &tudes.

3 / ANALYSE PROCUSTEENNE GENERALISEE

3.1/ Le probiémé'ét sa solution

On dispose de K triplets (XgsMsD), ot les Xg sont des matrices pxn,
centrées pour D, et M une métrique sur RP. On est dans 1a situation 5) du
chapitre II.

On associe & chaque triplet un poids Py tel-que kz} P = 1.
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On cherche Hl‘ Hz. cens HK réalisant e minimum de

Probléme : /
- 7 |
é\ K K 2
C R Lopp, | IH X H X
b1 0oy (k'R k™ e
/
/A ,
? sous les contraintes : HLMHK =Mopour k = 1,...,...,K.
(C \ _ .

Cela signifie qu'on cherche & remplacer chaque triplet par un triplet &quivalent
au sens 1) (méme W), de telle sorte que les tableaux obtenus sofent globalement
le plus proches possible les uns des autres, '

Solution :

. 2 2 2
% On remarquera d‘'abord que :llH$xk—H£Xd%9 =Lt + g
M

D fup (Pmo
B (PhD
P 2 E XL 1 pk L)
L L pp Hy Xy ~Hy X =2 (/L pgliX =t p H X
LA UL xﬂJ?MD. e k‘ktﬁm &y L)
K K ¢
= g - e
=2 Lop [ EopgHa Xl L
k"‘l £’=1 3
N K
Le probléme revient ainsi a chercher des H, tels que I Pkaxk soit d'inertie
k=1

K K -2
maximum, ou tels que kXI Pk ]]Hkxk~ L opHgXel|  soit minimum.
= $=1

K
b

pkaXk joue le réle d'un “compromis" entre les K &tudes ; c'est le compro-
&=1 S
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mis n® 1 (du chapitre III) des tableaux Hka. chaque tableau Hkxk étant con-

sidéré comme le plus représentatif de Nk.

% 11 ne semble pag y avoir de solution algébrique au probléme. Toutes
les méthodes de résolution actuelles sont des méthodes algorithmiques.
On a les deux résultats suivants, démontrés par P. BOURGEOIS (2), ainsi que
J.M.F. TEN BERGE (28) :

1) Une condition nécessaire d'optimum est que chaque Xk soit & distan-

ce minimale, au sens "dis", de la moyenne des autres X , c'est-a-

k
dire que chaque H X, D ( & p H,X }' soit symétrique et semi-défini
k™k erk ¥ AR .

positif. Cette condition n'est pas suffisante.

2) La condition nécessaire ci-dessus &tant remplie, une condition
suffisante d'optimum est-que la matrice :

S “Viy. .=V
L 12Tk |
Hj = . : soit symétrique et semi-définie positive,

+

o8 Vg = PPy (HXDX* Hy)

S = IV Cette condition n'est pas nécessaire.

P BOURGEOIS et J.M.F. TEN BERGE donnent deux algorithmes itératifs
1égérement différents, convergeant vers une solution qui vérifie la condition
nécessaire d'optimum, et qui ne correspond pas forcément & 1'optimum -global.
Cependant, selon P.BOURGEOIS, la condition suffisante est vérifiée trés fré-
quemment en pratique, et sert a tester si la procédure itérative converge vers
1'optimum global.
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. 3.2 / Extensions de la mé&thode

x J.C. GOWER (14) cherche simultanément Hl, HZ""’ HK’ 'TI’T2“

. CK’ minimisant

ceey TK et Cl’ CZ""
K K )
kil 121 [ HX AT, - (cﬁugxﬁ+rﬁ)thf, o HMH, = M, ¢, > 0, et
MD
o . K 2 2 K »
T, =t 1", translation, avec § Cy ‘!in' = g I]Xk!l
k=1 k=1 |

De méme qu'en 1.3, 1'optimum (pour les Tk) est atteint lorsque les

centres de gravité des CkaXk coincident, ce qui est le cas ici puisque les

Xk sont centrés,

donc tl = t2 = .. = tk = 0,

GOWER recherche les Hk’ et les Ck’ a]ternati#ement, par une procédure
itérative. La recherche des Hk se fait de 1a maniére ci-dessus, mais, ainsi que

le souligne J.M.F. TEN BERGE (28), celle des Ck n‘est pas correcte.

Recherche des Ck :
Supposons que les Hk soient connus, et soit ik = Hkxk.

Kok - K2 o2
On veut minimiser £ & l{Cka—CQXQ}[ = 2K L. C t|xk{1 -2
k=1 '

K .
. CC <X, X ,
k=1 2=1 kel Koy

=1

[ we B

K- 2 2 _ K 2
sous la contrainte : X C [|X %= =[x ]I
k=1 1

-

En posant d' = (C||X{|]... Ckf}XK{l), on doit maximiser d'Rd, sous la contrainte

<X, ,X
k ‘E : d est vecteur
AN ,

K o
d'd = ¢ !(Xk!lz, ol R est la matrice KxK des
k=1

v k /K
propre de R, associé & la plus grande valeur propre, de norme v % l]Xkllz.
k=1
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| 1 K. | X
On remarque alors que L C, X, est le compromis des k >
k1 K Xl
K ' k
L

2
RN

au sens du compromis n® 2 défini en 1II-3,

Donc, selon que 1'on recherche uniquement des Hk’ ou bien des Hk

et des Ck, on obtient & 1'optimum, comme compromis, le compromis n° 1 entre

MXx
Tes Hka, ou bien le compromis n® 2 entre les .

%[

- {ou entre les Hkxk si on modifie la contrainte imposée aux‘ck, en remplagant

2
¢ = 1).
1

o=
it

K K
R ATk -k 1% 1% par

On peut aussi &tendre 1'analyse procustéenne généralisée au cas ol les
Xk n‘ont pas le méme nombre de variables, et ol Mk = ip pour tout k :

: K .
- X
on remplace chaque matrice Xk‘par ok » matrice pxn, ol p = max { pk}
8 k=1,2,..., K

3.3 / Représentations détaillées :

Lorsqu'on dispose de Hl,Hz,...,HK réalisant le minimum de :

DX pkp‘Q{Hka~ H]X;ytz » pour toute matrice H telle que H'MH=M,les
k=11=1 1 o |

HHi sHH, ,...,HHK réalisent aussi ce minimum. En particuliér,on peut ainsi
représenter simultanément les individus de tous les tableaux en rapportant

les coordonnées de tous les Hkxk au repére formé par les axes factoriels
K
du compromis %

. pH.X
k=1 K

k"k -
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De plus les H X, sont a distance dis(W, ,W') du compromis ,od
k7k K Kk

WD est 1'opérateur associé au compromis : & I pkp]XéHQMH]X]D(condition

nécessaire d'optimum) . k=11=1

WD est tel que ¢ disz(w
k=1

" W ) séit minimum,

On a vu au chapitre 111 la méthode utilisée dans STATIS pour 1!

Intrastructure: ;k = A'I/ZYDYQA;I/ZYk . Pour tout k,

v, ove a2 a2 oy 2y prat2 est symetrique et send definie
positive, ?k est donc a la distance dis(NkB,ﬁD)de A2y o

W= ( A%y Yy < vy

=

Yk'est donc un tableau,équivalent & Yk au sens 1) (méme W),3 distance

1/2

minimale de A /Y .,

CONCLUSION :

Nous avons tenté de mettre en évidence,dans la description des mé-
thodes procystéennes,les liens qui existent entre ces méthodes et 1'appro-
che décrite au chapitre I11 . “

On retrouve toujours les trois grandes étapes:représent?tion glo-
bale (des distances dis(ka,wlD»,compromis {qui sonten fait les. compromis

*VUS - gu chapitre I1l,mais utilisés aprés transformation des données ini-
tiales),et représentation détaillée de toutes les données,apréSftransfor-
mation.

Cette approche a permis aussi d'apporter une justification supplé.
mentaire a 1'utilisation de §k dans la méthode STATIS .

On peut aussi voir qu'il existe une certaine dualité entre les
méthodes procustéennes et les modéles INDSCAL et IDIOSCAL:

- Pour ces derniers ,on suppose que les individus occupent une

position donnée,et que chaque juge évalue les distances entre individus
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en fonction d'une métrique qui lui est propre .
- Pour le modéle Procuste,la métrique M est commune a toutes

les études,mais la position des individus dans 1'espace Rp est différente
d‘une étude a 1'autre . '
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CONCLUSION GENERALE :

Nous avons présenté plusieurs techniques d'analyse conjointe
de plusieurs matrices de données,en montrant les liens existant entre
elles . A part le modéle INDSCAL qui ne semble applicable que si les
donnees ont une structure trés particuliére,ces méthodes s'appliquent
a une trés grande variété de situations,décrites au chapitre I1 .

Cependant,Torsqu'on dispose de données chronologiques(données
obtenues & des instants différents),le temps n'intervient ici que comme
un outil d’interprétation des résultats:on parle d‘évolution des vari-
ables ou des individus au cours du temps;on ne tiemt pas conmtedans 1
analyse de la chronologie des observations.

On peut cependant citer le travail de M. TENENHAUS et B. PRIEURET(SI).
ainsi que la thése de J.M. BOUROCHE(3),o00 le temps est utilisé de fagon
plus explicite.Mais cette approche est assez limitée:on suppose que le
temps n'intervient que sur 1‘@volution des centres de gravité des ta-
bleaux.Il serait intéressant de chercher comment mieux exploiter des
séries chronologiques multidimensionnelles par des méthodes générali-
sant les techniques classiques d'Analyse des Donndes.

D'autre part,nous n'avons pas envisagé 1'étude de la situation
5 (mémes variables,mémes individus) du point de vue de 1'analyse d'un
cube de données,dont les trois arétes joueraient des rdles similaires,
par une généralisation de dimensionB du schéma de dualité;cette appro-
che,appelée "Analyse Triadique" par P.A. JAFFRENOU dans sa thése (15},
a été aussi abordée par L.R.TUCKER (30) .
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