N

N

Méthodes numériques pour I’étude de la dynamique des
phénomenes critiques: application aux verres de spins
Jean Christian Angles d’Auriac

» To cite this version:

Jean Christian Angles d’Auriac. Méthodes numériques pour ’étude de la dynamique des phénomeénes
critiques: application aux verres de spins. Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier -
Grenoble I, 1981. Francais. NNT: . tel-00294241

HAL Id: tel-00294241
https://theses.hal.science/tel-00294241
Submitted on 9 Jul 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00294241
https://hal.archives-ouvertes.fr

IHESE

[" Université Scientifique et Médicale de Grenoble

pour obtenir le grade de
DOCTEUR INGENIEUR

Mathématiques appliquées

par

Jean-Christian ANGLES d’'AURIAC

odn
METHODES NUMERIQUES POUR L’'ETUDE DE LA

DYNAMIQUE DES PHENOMENES CRITIQUES.
APPLICATION AUX VERRES DE SPINS.

O

These soutenue le 17 Février 1981 devant la commission d’examen

GASTINEL Président

EBERHARD

MAYNARD Examinateurs
RAMMAL

ROBERT

TOURNIER

PRER> 2






UNIVERSITE SCIENTIFIQUE ET MEDICALE DE GRENOBLE

Monsieur Gabriel CAU
Monsieur Joseph KLEIN

: Président
: Vice-Président

MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE L'USM.G.

PROFESSEURS TITULAIRES

MM.

Mme
MM.

Mme
MM.

Mme
MM,

AMBLARD Pierre
ARNAUD Paul

ARVIEU Robert
AUBERT Guy

AYANT Yves

BARBIER Marie-Jeanne
BARBIER Jean-Claude
BARBIER Reynold
BARJON Robert
BARNQUD Fernand
BARRA Jean-René
BARRIE Joseph
BEAUDOING André
BELORIZKY Elie
BARNARD Afain
BERTRANDIAS Frangoise
BERTRANDIAS Jean-Paul
BEZES Henri
BLAMBERT Maurice
BOLLIET Louis
BONNET Jean-Louis
BONNET-EYMARD Joseph
BONNIER Marie-Jeanne
BOUCHERLE André
BOUCHEZ Robert
BOUSSARD Jean-Claude
BOUTET DE MONVEL Louis
BRAVARD Yves
CABANEL Guy

CALAS Frangois
CARLIER Georges
CARRAZ Gilbert

Clinique de dermatologie

Chimie

1.S.N.

Physique

Physique approfondie
Electrochimie

Physique expérimentale

Géologie appliquée

Physique nucléaire

Biosynthése de la cellulose.
Statistiques

Clinique chirurgicale A

Clinique de pédiatrie et puériculture
Physique '
Mathématiques pures
Mathématiques pures
Mathématiques pures

Clinique chirurgicale et traumatologie
Mathématiques pures
informatique (1.U.T. B)

Clinique ophtalmologie

Clinique hépato-gastro-entérologie
Chimie générale

Chimie et toxicologie

Physique nucléaire
Mathématiques appliquées
Mathématiques pures

Géographie

Clinique rhumatologique et hydrologique

Anatomie
Biologie végétale
Biologie animale et pharmacodynamie



MM.

Mme
MM.

CAU Gabriel
CAUQUIS Georges
CHABAUTY Claude
CHARACHON Robert
CHATEAU Robert
CHIBON Pierre
COEUR André
COUDERC Pierre
DEBELMAS Jacques
DEGRANGE Charles
DELORMAS Pierre
DEPORTES Charles
DESRE Pierre

DODU Jacques
DOLIQUE Jean-Michel
DREYFUS Bernard
DUCROS Pierre
FONTAINE Jean-Marc
GAGNAIRE Didier
GALVAN! Octave
GASTINEL Noél
GAVEND Michel
GEINDRE Michel
GERBER Robert
GERMAIN Jean-Pierre
GIRAUD Pierre
JANIN Bernard
KAHANE André
KLEIN Joseph
KOSZUL Jean-Louis
KRAVTCHENKO Julien
LACAZE Albert
LACHARME Jean
LAJZEROWICZ Janine
LAJZEROWICZ Joseph
LATREILLE René
LATURAZE Jean
LAURENT Pierre
LEDRU Jean

LE ROY Philippe

Médecine iégale et toxicologie :

Chimie organique
Mathématiques pures

Clinique ot-rhino-laryngologique

Clinique de neurologie
Biologie animale

Pharmacie chimique et chimie analytique

Anatomie pathologique
Géologie générale
Zoologie
Pneumophtisiologie
Chimie minérale

Métallurgie N
Mécanique appliquée (LU.T. 1)’

Physique des plasmas
Thermodynamique
Cristallographie
Mathématiques pures
Chimie physique
Mathématiques pures
Analyse numérique
Pharmacologie

Electroradiologie

Mathématiques pures
Mécanique

Géologie

Géographie

Physique générale
Mathématiques pures
Mathématiques pures
Mécanigue
Thermodynamique

. Biologie végétale

Physique

Physique

Chirurgie générale
Biochimie pharmaceutidue
Mathématiques appliquées
Clinique médicale B
Mécanique (L.U.T. 1)



MM.

Mitie
MM.

Mme
MM.

LLIBOUTRY Louis
LOISEAUX  Jean-Marie
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LOUP  Jean

LUTZ Elisabeth
MALINAS Yves
MARTIN-NOEL Pierre
MAYNARD Roger
MAZARE VYves
MICHEL Robert
MICOUD Max
MOURIQUAND Claude
MOUSSA  Andsé
NEGRE Robert
NOZIERES Philippe
OZENDA Paul

PAYAN Jean-Jacques
PEBAY-PEYROULA Jean-Claude
PERRET Jean
RASSAT André
RENARD Michel
REVOL Michel
RINALD! Renaud

DE ROUGEMONT Jacques
SARRAZIN Roger
SEIGNEURIN Raymond
SENGEL Philippe
SIBILLE Robert
SOUTIF Michel
TANCHE Maurice
VAILLANT Frangois
VALENTIN Jacques
VERAIN Alice
VERAIN André
VEYRET Paul
VIGNAIS Pierre

Géophysigue

Sciences nucléaires
Physique nucléaire
Géographie

Mathématiques pures
Clinique obstétricale
Clinique cardiologique
Physique du solide
Clinique Médicale A
Minéralogie et pétrographie
Clinique maladies infectieuses
Histologie

Chimie nucléaire
Mécanique

Spectrométrie physique
Botanique

Mathématiques pures
Physique .
Séméiologie médicale (neurologie)
Chimie systématique
Thermodynamique

Urologie

Physique

Neuro-Chirurgie

Clinique chirurgicale B
Microbiologie et hygiéne
Zoologie s
Construction mécanique (LU.T. 1)
Physique générale '
Physiologie

Zoologie

Physique nucléaire
Pharmacie galénique
Physique biophysique
Géographie

Biochimie médicale



PROFESSEURS ASSOCIES

MM, CRABBE Pierre
SUNIER Jules

PROFESSEURS SANS CHAIRE

Mile AGNIUS-DELORS Claudine

ALARY Josette

MM. AMBROISE-THOMAS Pierre

ARMAND Gilbert
BENZAKEN Claude
BIAREZ Jean-Pierre
BILLET Jean
BOUCHET Yves
BRUGEL Lucien
BUISSON René
BUTEL Jean

COHEN-ADDAD Jean-Pierre

COLOMB Maurice
CONTE René
DELOBEL Claude
DEPASSEL Roger
GAUTRON René
GIDON Paui
GLENAT René
GROULADE Joseph
HACQUES Gérard
HOLLARD Danie!
HUGONOT Robert
IDELMAN Simon
JOLY Jean-René
JULLIEN Pierre
Mme KAHANE Josette

MM. KRAKOWIACK Sacha

KUHN Gérard

LUU DUC Cuong

MICHOULIER Jean
Mme MINIER Colette

CERMO
Physique

Physique pharmaceutique
Chimie analytique
Parasitologie

Gég gaphie ,
Mathématiques appliquées.
Mécanique ’
Géographie

Anatomie

Energétique {1.U.T. 1}
Physique (LU.T. D)

 Orthopédie

Spectrométrie physique
Biochimie médicale
Physique (LU.T. [)
M.LA.G.

Mécanique des fluides
Chimie

Géologie et minéralogie
Chimie organique .
Biochimie médicale
Calcyl numérique
Hématologie

Hygiéne et médecine préventive
Physiologie animale
Mathématiques pures
Mathématiques appliguées
Physique

Mathématiques appliquées
Physique (LU.T. 1)
Chimie organique - pharmacie
Physique (LLU.T. 1)
Physique (LU.T. 1)



MM.

Mile
MM,

Mme
MM,

Mme
MM,

PELMONT Jean v
PERRIAUX Jean-Jacques
PFISTER Jean-Claude
PIERY Yvette
RAYNAUD Hervé
REBECQ Jacques
REYMOND Jean-Charles
RICHARD tLucien
RINAUDO Marguerite
SARROT-REYNAULD Jean
SIROT Louis

SOUTIF Jeanne
STIEGLITZ Paut
VIALON Pierre

VAN CUTSEM Bemarcf.

Biochimie

Géologie et minéralogie
Physique du solide
Physiologie animale
M.I.AG.

Biologie {CUS)
Chirurgie générale
Biologie végétale

Chimie macromoléculaire
Géologie

Chirurgie générale
Physique générale
Anesthésiologie

Géologie

Mathématiques appliquées

MAITRES DE CONFERENCES ET MAITRES DE CONFERENCES AGREGES

MM.

Mme
MM.

Mme
MM.

ARMAND Yves
BACHELOT Yvan
BARGE Michel
BEGUIN Claude
BERIEL Héléne
BOST Michel

- BOUCHARLAT Jacques

BOUCHE Liane
BRODEAU Frangois

BERNARD Pierre
CHAMBAZ Edmond
CHAMPETIER Jean
CHARDON Michel
CHERADAME Hervé
CHIAVERINA Jean
COLIN DE VERDIERE Yves
CONTAMIN Charles
CORDONNER Daniel
COULOMB Max
CROUZET Guy

Chimie {LLU.T. 1)
Endocrinologie
Neuro-chirurgie
Chimie organique
Pharmacodynamie
Pédiatrie

Psychiatrie adulites
Mathématiques (CUS)

Mathématiques (1.U.T. B) (Personne étrangére

habilitée A é&tre directeur de thése)
Gynécologie

Biochimie médicale _
Anatomie et organogénése
Géographie -
Chimie papetiére

Biologie appliquée (EFP)
Matbématiques pures

Chirurgie thoracique et cardio-vasculaire

Néphrologie
Radiologie
Radiologie



MM.

Mme
MM,

Mme
MM.

CYROT Michel
DENIS Bernard
DOUCE Roland

.DUSSAUD René

ETERRADOSSI Jacqueline
FAURE Jacques

FAURE Gilbert
GAUTIER Robert
GIDON Maurice

GROS Yves

GUIGNIER Miche!
GUITTON Jacques
HICTER Pierre

JALBERT Pierre

JUNIEN-LAVILLAVROY Claude

KOLODIE Lucien

LE NOC Pierre
MACHE Régis
MAGNIN Robert
MALLION Jean-Michel
MARECHAL Jean
MARTIN-BOUYER Michel
MASSOT Christian
NEMOZ Alain
NOUGARET Marcel
PARAMELLE Bernard
PECCOUD Frangois

PEFFEN René
PERRIER Guy
PHELIP Xavier
RACHALL Michel
RACINET Claude .
RAMBAUD Pierre
RAPHAEL Bernard
RENAUDET Jacqueline
ROBERT Jean-Bernard
ROMIER Guy

SAKAROVITCH Michel

Physique du solide
Cardiologie
Physiofogie végétale
Mathématiques {(CUS)
Physiologie

Médecine légale
Urologie

Chirurgie générale
Géologie

Physique {LU.T. 1}
Thérapeutique
Chimie

Chimie

Histologie

O.R.L.

Hématologie
Bactériologie-virologie
Physiologie végétale

Hygiéne et médecine préventive

Médecine du travail
Mécanique {LU.T. I}
Chimie (CUS)
Médecine interne
Thermodynamique
Automatique (L.U.T. 1}
Pneumologie

Analyse (LU.T. B} (Persannahte étrangére

habilitée a &tre directeur de thise)

Métallurgie (1LU.T. 1)
Géophysique-glaciologie
Rhumatologie
Médecine interne

Gynécologie et obstétrique

Pédiatrie

Stomatologie
Bactériologie (pharmacie)
Chimie-physique

Mathématiques {L.U,T. B) (Pefsonnahte étrangére
habilitée a étre directeur de thése)

Mathématiques appliquées



MM. SCHAERER René
Mme SEIGLE-MURANDI Frangoise
MM. STOEBNER Pierre

STUTZ Pierre

VROUSOS Constantin

MAITRES DE CONFERENCES ASSOCIES
MM, ' DEVINE Roderick
KANEKQ Akira
JOHNSON Thomas
RAY Tuhina

MAITRE DE CONFERENCES DELEGUE

M. + ROCHAT Jacques

Cancérologie
Crytogamie
Anatomie pathologie
Mécanique
Radiologie

Spectro Physique
Mathématiques pures
Mathématiques appliquées
Physique :

Hygiéne et hydrologie {pharmacie)

Fait & Saint Martin d'Héres, novembre 1977






Je nemencie,

Mons.ieun GASTINEL de presdider mon funy,
Mons.teun TOURNTER et Monsdeur ROBERT d'y panticipen,

Mons.ceun EBERHARD des consedils qu'il m'a donnes et des
programmes qu’ i€ m'a fournis,
Mons.ieun MAYNARD et Monsiewr RAMMAL de m'avoin beaucoup aidé

dans ce travadil et inténessé a La physique,

Madame HOTTELLIER et e service de neprographie pour La frappe
et Le tinage de cette theése.






SOMMAIRE

INTRODUCTION

CHAPITRE [ : LE PROBLEME PHYSIQUE ; LES MODELES ; LES MENIODES.

. Les différents modéles
. les problémes

. les méthodes.

CHAPTTRE T @ LA METHODE D MONTE-CARLO

1) Présentation du cadre

11} Simulation

I111) Chaine de Markov

1V) Méthode de Monte-Carlo

V) Utilisation de 1'algorithme de Monte-Carlo pour la recherche
du fondamental

VI) Résultat et interprétation.

Conclusion

CHAPITRE TTT : 1A METHODE B.K.L.

I)  Lla relaxation d'un verre de spins : un probléme de file
d'attente

1T) L'algorithme B.K.L. ,

ITf) Comparaison entre la méthode B.K.L. et la méthode de
Monte-Carlo

Conclusion



CHAPITRE 1V : ETUDE DU BRUIT

I} La fonction d'autocorrélation

IT) Calcul de la transformée de Fourier de la fonction
d'autocorrélation

IIT) Générateurs de bruit

IV) Résultats numériques des générateurs de bruit

CHAPITRE V. : PRESENTATION DES RESULTATS

I} Modéle d'Ising
IT) Verre de spin

Conclusion

CHAPITRE VI : CALCUL DE FONCTION DE PARTITION

1) Aspect théorique
IT) Calcul pratique

ANNEXE : LES LOIS D'ECHELLES.




INTRODUCTION

Un des problémes dans 1'étude des verres de spins réside dans les
trés grandes difficultés pour réaliser les expériences physiques.
Les trés basses températures, les mesures trés fines, etc. sont

autant d'obstacles. C'est pourquoi, la simulation ﬁumérique peut

&tre un précieux recours.

Ce travail consiste en 1'€criture d‘un code de simulation numérique
d'une expérience de relaxation d'un verre de spins et d'analyse des
résultats (notanment spectye de pulssance du bruit de différentes

fonctions de réponse du systéme : aimantation ou énergie).

ILes programmes ont &té écrit sous forme trés conversationnelle, de
maniére a rapprocher le plus possible l'utilisateur physicien des

conditions habituvelles d'expérience.

Une méthode est enployée ici pour la premiére fois déns ce type de
probléme, qui améliore trés sensiblement les perfornénces de 1'algo-
rithme traditionnel, accélérant les processus de reléxat.ion par un
facteur variant de 10 a 10,l suivant la température. On peut alors
envisager des relaxations asymptotiques c'est—-é—direqu temps longs,
et s'interroger sur 1l'existence d'un ralentissemcnt critique, d'un

gel de basses tenpératures, d'une transition de phase.

En particulier, l'exposant critique ;; du pouvoir spectral et 1'exposant z

de 1'&volution en taille sont calculés.






CHAPTTRE I

s s

LE PROBLEME PHYSIQUE ;
IES MODELES ; LES METIODES

Ie nom de “Verre de Spins" a &té donné, il y a quelques années aux
alli ages'dilués d*inpuretds magnétiques dans une matrice métallique,
typiguement Au Fe, Cu Mn, ..., etc. Les impuretés sont réparties au
hasard dans le cristal, et leurs moments magnétiques. (spins) sont
couplés par des intéractions du type Rudermann-Ktnel {(R.K.). Cette
intéraction varie en fonction de la distance et peut étre de deux
sortes, c‘est-a-dire que deux spins auront tendance 3 pointer dans
la méne direction {configuration paralléle} lorsque 1°intéraction est
positive (ferromagnétique), ou bien & se disposer antiparallélement
lorsque 1'intéraction est négative (antiferromagnétique). C'est cette
alternance de signe qui fait que 1'intéraction entre les spins

présente un aspect aléatolve et conflictuel, incompatible avec une

" mise en ordre conventionnelle ferromagnétique ou antiferromagnéticue.
Plus précisément, on peut considérer différents modéles, représentant
plus ou moins fidélement, mais aussi noins ou plus sinplement, diffé-

rents Verres de Spins.

LES DIFFERENTS MODELES

Tous ces moddles sont constitués d'un maillage conportant des liaisons
et des noeuds. Ies liaisons sont affectées de valeux mu‘néfique , et

3, de IR2 ou
un élément de {-1, +1}, indiquant que le spin est “up" (1) ou “"down"

{-1).

les noeuds porteﬁi: un spin qui peut &tre un vecteur de IR



— Tous les modéles étudiés ici sont 3 spins binaires.

- Les points importants sur la géométrie du mod&le sont les suivants :

. Dimensionalité : le maillage est en général plan ou dans IR3°

. Forme de la grille : en général, le réseau est carré a 4 voisins

ou "en tomettes” & 3 voisins.

. Condition de bord : le maillage peut &tre 3 bord libre, ou sur un

tore, ou antisymétrique.

,\
D

LY R P

- - . —

i
-1»-{- - o

C

Maillage carré 3 x 3 torique.

- Il faut enfin connaitre, pour préciser un modé&le le type des liaisons :

ex 1 : toutes les liaisons & +1 ;

ex 2 : toutes les liaisons i -1 ;

ex 3 : chaque liaison 3§ +1 avec probabilité p ou i -1 avec probabilité
I-p ;

ex 4 : chaque liaison est affectée 3 un réel choisi uniformément
entre -1 et +1.

ex 5 : chaque liaison est affectée & un réel choisi suivant une loi

G/;'/)(O, l) .



Un modéle sera donc précisé par la connaissance de quatre
facteurs,
o/@ : (Dinmensionalité, forme du maillage, condition de bord,

type des liaisons).

Un modéle qui a été entiérement étudié est le "Modéle d'Ising" ainsi
défini :

(2, mailage carré, torique, liaisons a +1).

Deux autres modéles sexront souvent cités ici :

Modele "+ J" = (2, malllage carré, torique, Ji.’ = ) *1 avec proba 1/ 2)
] -1 avec proba 1/2

Modéle “J unifonme” = (2, maillage carré, torique, Jjj uniforne
dans [~1, +11).

LES PROBLEMLS

Soit une liaison J i3 qui joint le spin 0; au spin aj', on définit

P = s - L] = —
1'énergie de cette liaison par E(Jij) Jij o5 o5
L'énergie E(o) du verre de spin dans 1'état de confiyuration de spin o
est la sonme des énergles de ses liaisons ; 1l'aimantation est alors

la sonme des spins.

Soit S 1'ensemble des confiqurations de spin ¢ sur une grille donnée
(une grille & N spins donne ?.N confiqurations) la fonction de parti-
tion est ;

72(J, 8) = L o RE(0)

geS
ot J représente la confiquration des liaisons Jij et B = L
KT
k : constante de Boltzmann ;

T : température.
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Un état fondamental est une configuration de spin d'énergie minimum.

-

Un état non fondamental est un &tat excité. Un verre de spin & toujours
au moins deux fondamentaux. (Deux confiqurations dont les spins sont
Opposés 2 a 2 sont de méme énergie), s'il en a plus de deux, il est

dit dégénéré.

Les problémes posés sont de deux types :

- Problémes statiques : Recherche des fondamentaux ; effet de la

géométrie du modéle, de taille ; probléme de percolation.

- Problémes dynamiques : évolution du systéme dans le temps depuis

un état vers un autre.

Le systéme évolue en effet dans 1'espace des configurations en retour-
nant un spin a la fois. Ainsi, si 1'on a N spins (valant O ou 1),
chacun peut étre associé de maniére &vidente & un sommet de 1'hyper-
cube de TRV ; le systéme &valuera d'une confiquration 3 une autre
(c'est-a-dire d'un sommet & un autre) par les arétes de 1'hypercube.
Cette évolution se fera suivant "l1'équation maitresse" (Master equation)
camme étudié aux chapitres suivants. (Modéle de GLAUBER 1963) .

L'existence de transition de phase magnétique (transition ordre-désordre)
lors de ces é&volutions est un point particuliérement discuté depus
longtemps. En effet, le modele d'Ising (défini plus haut) étudié par
Onsager en 1944 [I] fait apparaitre une transition de phase Ordre-

désordre :

Un systéme d'Ising est un systéme ferromagnétique, c'est-a-dire qu'a

la température O °K il se trouve dans une phase magnétique ferramagné-

tique, ol tous les spins sont paralléles (qui est bien siir un fondamen-
tal). L'aimantation par spins, pour un tel systéme, est donc égale i 1
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3 la tempfrature nulle. Or on constate que la courbe représentant
1'aimantation par spins M(T) en fonction de la température (1) a

1'allure sulvante :

A HM(T)

Ce qul signifie qu'a T = O il existe une corrélation a longue portée
des spins (pararﬁétre d’ordre), que celle-ci diminue quand T augnente,
jusqu*ad s'annuler définitivement a Ty Warquant la transition entre
une phase ordonnée ferromagnétique a T < T et une phase désordonnée
parasymétrique a T > T.. \

C AN
De plus, une telle transition de phase s'accampagne de singularités
sur d*autres fonctions de réponse du systéwe telle ue la susceptibilité,
la chaleur spécifique, etc.

Quittons maintenant le modéle d'Ising. On a observé‘ides pics de suscep-
tibilité 3 une tenpérature Tg sur des verres de spins se rapprochant
des nodéles 1+ J et J uniformel qui sembleraient indiquer 1'existence
d'une phase mwagnétique a basse température en opposition & une phase
paramagnétique 3 haute température. C'est 1'é&tude de tels phénoménes
gqul est 1'objet des chapitres suivants.
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LES METHODES

Pour résoudre ces problémes, différentes méthodes sont proposées,

avec chacune leurs points forts et leurs faiblesses.

Les méthodes de simulation proposent de simuler sur un calculateur

le comportement d'un verre de spin représenté par un roddle judicieux
du type de ceux décrits précédemrent. Il s'agit en somme de faire
faire & 1'ordinateur 1'expérience que 1'on ne peut réaliser physique-
ment. On pourra donc se rapprocher aussi prés que désiré de conditions
physiquement inaccessibles (par exemple T = 0) et aussi connaitre
n'inporte quelle fonction de réponse du systéme. Les limitations appa-
raissent cependant avec les questions de taille, et de durée de simu-
lation. A l'origine, ces méthdoes étaient employées pour des problémes
de types statiques ([II]) mais elles s'avlrent inefficaces (voir
chapitre II). Cependant, elles trouvent un intérét pour les problémes
du type dynamique (chapitre III, IV). ‘

On peut se représenter 1'évolution d'un verre de spin come une file
d'attente : les "clients" sont les spins, qui attendent d'éGtre retournés
(c'est-a-dire servis !). Cette remarque fait apparaitre tout de suite
que 1l'on pourra traiter le probléme de 2 manidres :

- de maniére discréte (ou période par période) c'est la méthode de
Monte-Carlo ;:

- de maniére continue (ou événement par &vénement), c'est la méthode
B.K.L. (Bortz, Kalos et Leibowitz).

Cette derniére est extrémement avantageuse (pour des raisons exposées
dans les chapitres suivants). Quelques unes des trds nonbreuses &tudes
déja faites par la méthdoe de Monte-Carlo sont refaites ici de maniére

beaucoup plus poussée par la méthode de Kalos.
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partition, pour en déduire les fondamentaux ainsi que 1'existence
ou 1'inexistence de transition de phase.
Une méthode de calcul de Z par résolution d'un déterminant est propo-

sée au chapitre VI,

R e i Lk SR e D PSPy S puipnpuiipinp-o i by biiaiaipuibahp il

trés efficaces pour les problémes de type statique (recherche du

fondomental ...).
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CHAPITRE T1

LA METHODE DE MONTE-CARLO

I - PRESENTATION DU CADRE

La méthode de M.C. a beaucoup été employée jusqu'ici, pour simuler
des expériences sur des verres de spins. les principaux intéréts sont
sa souplesse et sa simplicité.
On peut 1'enployer sur des modeles quelconques avec des algorithines
relativement simples. Cependant, pour des facilités.de notation, on
présente ici le cas des nodéles du type :

(2, maillage carré, quelconque, guelconque).
Le cas d'une dimensionalité plus grande et d'un maillage quelconque
n‘apporte aucune difficulté de plus pour la justification de la
néthode, sinon un alourdissement des notations.
Référence pour la présentation de la méthode de Mont'(é*Carlo (11,

1T - SIMILATION

Partant d'une configuration initiale p, nous allons simuler son

évolution au cours du temps vers un état d‘'é&quilibre.

Remarque fondamentale : Etant donnée une répartition de liaisons a X

2
fixé, 11 existe 2N configurations yp possibles qui correspondent aux
deux orientations possibles pour les N2 spins. Donc, 1l'ensenble des

&tats par lesquels le systéme peut évoluer est fini !
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1. Equation maitresse :

Considérons notre systéme de spins et un processus aléatoire décrivant
son évolution au cours du temps. Soit (Xt) £50 la famille de variables
aléatoires associées : Xt = "&tat du systéme 3 1'instant t" et soit

Wij la fonction de transition de 1'6tat i a4 1'é6tat j. Entre un instant t
et un instant t + dt, on a la relation :

P(X = i} dt

et = i) - P(X, =i) = z [wij P(Xt = 3) -~ WL PX

=i J t

cqui n'est pas autre chose que la loi de conservation -au

noeud 1 du graphe des &tats.

On en déduit par passage & la limite 1'é&quation maitresse :

aP R oy - .
— X_ =1) = ¥ W.,.PX_=13) -W,.PX =1i)).
st t’ jei i3 t ij t

2. Principe du bilan détaillé

Supposons qu'au bout d'un temps suffisamment long un::régime station-
naire se soit établi, Alors 1'équation maitresse devient, puisque

P(Xt = 1} = cste (x).

z 1.. PX=3) -W,. PX=1)) =0
2 Wy PS5 - W PO = 4)

Ecrivons cela autrement, considérant le fait que I W.. # O (sinon

on resterait toujours en place car wi j > 0) en po%ant Pij = }———i—l—,
il vient : 3 Wij

PX=1) = Pij P(X = 3j) (1)

)
3
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On reconnalt 13 une propriété des chaines de Markov. Nous allons donc
chercher un jeu de probabilités de transition Pij .

Celles-ci forment une matrice de transition P d'une chaine de Markov
howogéne qui vérifie alors 1'&quation maitresse d’&volution de notre

systéme de particules.

mamargge :

En fait, nous allons construire une chaine de Markov vérifiant une
condition plus forte que (1) qui est :
ki
(2) vi,j P(x=1) P:.Lj = P(X=]) Pji
qui est appelée principe du bilan détaillé (detailed balance). On a,
bien sir (2) => (1) come il est démontré dans I1Y, c¢).

3. Application de la distribution limite de Boltzmann :

En mécanique statistique, un résultat trés important est que P(X = i)
est proportionnel & exp (- Energie (i) /kBT) ol kB est la constante
de Boltzmann c'est-a-dire que notre distribution limite doit vérifier :

P(X = 1) /P(X =3J) =exp ((+ E(i) - E(])) / kT

4. Conclusion :

Ces considérations physiques wous raménent au probléme suivant

Trouver une chaine de Markov hamogéne, “suffisamnent réguliére"
dont la distribution limite est celle de Boltzmann.
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Renargge :

(en "suffisamvent réguliére" nous entendons la chose suivante :

partant d'une configuration (d'un état) initial quelconque, on doit
aboutir au bout d'un temps plus ou moins long (mais fini) & une confi-
guration d'énergie minimale (quitte & cycler ensuite entre plusieurs

états de ce type).

Les conditions nécessaires 3 ceci sont précisées dans III) :
inéductibilité et apériodicité et tous les &tats positifs.

ITI - CHAINE DE MARKOV :

Ici, le temps est discrétisé en intervalles réguliers et 1'on parlera
de 1'instant n pour n € N. Rappelons d'abord quelques définitions
et le théoréme de base sur les chaines de Markov gue nous invoquerons

plus tard.

1. Rappels sur les chaines de Markov :

Soit un systéme S évoluant au cours du temps entre un nombre fini

d'états 1,..., m. Soit (Xn)neﬂﬂ la suite de variables aléatoires

X = "état de systé@me a3 1'instant n". Soit a, le vecteur de camposantes
i - - .

q P(Xn i).

=

o]

Définition :

On dit qu'on a une chaine de Markov homogéne si il existe une matrice

P = (Pij)i,an telle que ¥ n 2 1, q, = p 9y -
»+ P doit de plus vérifier : Vi, » pij =1 et Pij.z 0,V c'est-a-dire P
doit étre stochastique. On appelle P la matrice de transition et les

Pij les probabilités de transition.
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Propriété 1 :

Considérons le graphe associé 3 la matrice P (i +» j <=> Pij > 0).
S5i celui-ci est fortement connexe on dit que la chaine associ€e est

irréductible.

- e oo s e o o o

(n)
m) »
Pii # O seulement pour n multiple de d, alors 1'état i est dit

Notons P le terme 3 la it ligne et a la je colonne de P, si
périodique de période d. (dans le graphe associé, il existe des
cycles de longueur d passant par i et ce sont les plus courts).

Dans le cas d = 1, i est dit apériodique. La chaine de Markov est dite
apériodique si tous ses &tats sont apériodiques.

—— B -

. (n) _ s . ()
Posons £y = PXp =3 X b 3o X t-n = Fii
la probabilité de retrouver 1'état i aprés n instants ol il n'est

pas apparu. Si & f:{r;) = 1 alors 1'état i est dit récurrent. Dans ce

z 3, X est

n
cas, 1'état i est dit récurrent positif (ou tout simplement positif -

X ) _ (n) . .
si 1B (fii) = ;E:} n fii existe. )

Théoréme de base sur le comportement asymptotique d‘une ohaine de Marlov

hcm:x:!éne : Si P est la matrice de transition d'une chaine de Markov

irréductible hanwogéne apériodique, alors :
5'il existe un vecteur ligne w tel que » > O, £ #j =1 et wP = u alors
' 3 ;

I) » est unique
IT) tous les états sont positifs

IIT) (1im P.(r.d = 5., Vi) (c'est-d-dire lim P =
1) J n-re "

" " see K
1 2 m

N



2. Construction d'une chaine de Markov homogéne apdriodicue irraduc-
tible ayant pour distribution limite un vecteur v donné tel que

T > 0, § my =1 par la méthode de Métropolis :

Soit P* une matrice stochastique symétrique ; construisons P de la
fagon suivante :

.
* 3 s
Pij ,TriS}.*;rj/"{ri<l
Pij= sii=zj
* ] ‘
Pij Slﬂj/'ﬂizl

* *

et P,, =P.. + Z P.. (1 - w./n,)
ii ii jtq“j/"iq i]j J 1

a) P_est une matrice stochasticque :

——

. Sii=7j; P,

ljz'OetS:Ll=j,P.

ii T Piy

donc Pij z O

.51 1e{1,...,m} : b Pf. =P,, + 2 P;j(l-—'nj/ﬁi)

ij ii
+ :E: P,

3 tan < +

[ ;L,_x.
(]

J
+ Z P..=ZP..==1
i jtgver'ni J .

b) On a, de plus, la propriété :

Vi, j " Pij = ’ITj Pji car :

PRSIy M Piy Ty Py T M5 Py Ty Py
- P symétrique
. m. .
. si 7. wi,Pi.=Pl.-—l= 'i—l=Pi—l
J J J L J LY J LN
P symétrique

c) On_en déduit :

TP = % car, Vi :

EP, . u, =YP.. 1, =9, L P., = 7.
i 13 1 ijlj ji Ji J
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d) la chaine de Markov hamogéne engendrée par P est irréductible et

apériodique

On considére P’ camme la matrice de transition d'une chaine de

Markov homogéne sur les états 1 = 1,..., n. Supposons que 1'on

soit & 1°instant courant dans 1'&tat i. On utilise P pour choisir

un état j avec la probabilité de transition P;j. On calcule "'j/"i'

Si nj/zri 2 1 alors on passe a 1'état j sinon, on passe a 1'état i
avec la probabilité nj/u i et on reste dans 1'état i avec la
probabilité (1 - nj/n i Si "j > 0, Vj alors P sera irré&uctible
apériodique si P 1'est : car le graphe de P ne ;différe du graphe

de P* gue par le rajout de boucles du type : @ P ¥ @

se transforme en

¥ ‘¢
donc Q‘Mi)htv 1’)/".‘ P.;-t P‘; @

le passage de P* & P conserve les caractéres d'irréductibilité
et d'apériodicité si n > O.

c) Par application du théoréme de base rappelé dans III-1. on en
déduit que :

PrOPUITONONEREIR Npus

® est 1'unique distribution limite de la chaine de Markov hawgéne
irréductible apériodique engendrée par P et tous les états sont
positifs. '

(c.q.f.d.)
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IV - METHODE DE MONTE-CARLO

Appliquons les résultats du IT et du IIT 4 notre probléme de

simulation :

1. Si 1'on considére la convergence : il nous faut comme distribution
limite la distribution de Boltzmann afin de converger vers un &tat
d'équilibre. On doit donc avoir "y = p (configuration j) =k e"E(j)/T

d'aprés II) (en prenant E,T en unité tq kB =1,etk tel que I '“j =1
' S A4 - 1 . J
c'est-a-dire k = T EGI/T ).

Nous n'avons pas besoin de connaitre k, il suffit d'avoir
i o (E()-E())/T
e,

dg bilan détaillé c'est-a-dire entre deux configurations i et j :
Pij LI Pji 'rrj.

Tout ceci nous sera donné dés 1'instant ol nous aurons trouvé une

. I1 nous faut d'autre part vérifier le principe

matrice P* stochastique, symétrique et telle que la matrice P associée
ap" par la méthode de Métropolis engendre une chaine de Markov irré-
ductible apériodique.

2. C'est dans le choix de P* gue 1'on applique une méthode de Monte
" Carlo dans la mesure oi 1'on effectue un tirage au hasard : soit i
une configuration et J(i) 1l'ensemble des configurations j qui ne dif-
ia ]
férent de i que par la valeur d'un seul spin i. On voit 'que Card (J(i))=N“.
Posons alors :
1 . .
= si j e J()
* N2
P.. =
13
O sinon

c'est-a~-dire que 1'on tire de fagon uniforme dans J(i) (Monte Carlo).
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Montrons que P est I) stochastique, II) symétrique et III) irréductible.

1) vi,J, o}

Pij 2

*

Vi, I Pl

oD a2
.= —‘-—2-——1
j M jeaad) N

i) Soient i, j acquis :

: . ) : 1 o
. 81 3 e J(i) alors 1 ¢ J(3) et Pij = N2 Pji
.si3 /J(1) alors i £ J(J) et p;j =0 = pgj

m) Soit G* le graphe associé & P ; montrons que G" Vest irréductible
(fortement connexe). Si i et j sont deux configurations guelconques
différant 1'une de 1'autre par la valeur de m spins. Partant de i
en tirant successivement chacun de ces m spins on aboutit a j. 11
existe donc bien un chemin (de longueur m) dans G* joignant i a j.

3. Prenons maintenant la matrice P associée 4 P° comme dans IIT avec

les L de Boltzmann. On sait que c'est la matrice de transition d'une
chaine de Markov homogéne, irréductible dont la distribution limite
est u (car « > O). De plus d'aprads III-b) le principe du bilan détaillé

est vérifié, Il nous reste seulement i vérifier que P est apériodique.

Il nous suffit de montrer qu'il existe des cycles de longueur 1 passant
par n‘importe gquelle configuration i. Ceci résulte du fait que 1l'on
passe du graphe G* au graphe G de P par 1l'adjonction de boucles autour
de chaque point i :

";w&ubi&'h./ p oldEso
P.oene,'ﬂil?'+pm'AF$g(:) dans G

alors que 1'on avait :
s ot (D)
simplenent, dans G ° 4

donc Y est le diviseur cammun 3 tous les cycles passant par i, donc G

Py
P iggard

est apériodique.
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CONCLUSION

Par ce procédé, nous avons engendré une chaine de Markov hamogéne
irréductible apériodique dont tous les &tats sont positifs. Ia
distribution limite est celle de Boltzmann.

Partant d'une configuration quelconque, nous devons aboutir a une

configuration d'équilibre.

Explicitons la transition :

Nous sommes a4 1'&tat i ; tirer au hasard i configuration j ¢ J(i),
c'est tirer au hasard un spin de la configuration i. Soit j la confi-
guration cbtenue & partir de i par retournement de ce spin.

sildoe” (Ej_Ei)/k BY > 1 autrement dit si AE = E; - E; < O, on passe
a 1'état j. 5i ;;3— < 1 c'est-a-dire si AE = Ej - E; > O on passe a
1'état  avec la probabilité p = € “/*BT et on reste dans 1'état i
avec la probabilité 1-p. Supposons T exprimé en unité telle que kB =1,

on a finalement :

AR

avec p = e |

1 Configuration i

l

Tirage de (i,3j) au hasard d'ol-:

configuration j ¢ J(i)

configuration j configuration i
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‘Soit encore, et cette fois dans un cas quelcorxue.

Algorithme de Monte-Carlo pour un nodéle du type (quelconque,

quelconque, quelconque, quelconque).

%
-

{

Tirer un spin au hasard
unifome

Envisager son retournenent :
1l'énergie du verre de spins
diminue ?

e

our \

le retourner

slirement

le retourner

~AE

avec probabilité e T

A

v
S
A
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V - UTILISATION DE L'ALGORITHME DE MONTE-CARLO POUR LA RECHERCHE
DU FONDAMENTAL

La nature entrainant les verres de spins vers un état stable :

(un fondamental) & température nulle, la méthode de Monte~Carlo
devrait entrainer le moddle vers un forndamental. Mais le calcul
de exp (- 5‘,‘—?) en machine, et la génération des nombres aléatoires,
n'étant qu'approximatifs, on ne converge pas en général vers un
fordamental . Plus précisément :

PR - RaipnievipuAiryheguimp s SERIREE RS L

Pour les modéles tels que Vi, ‘Jijl < 1, ce sont les plus
courants, on a max {|AE|} < 8 et, d&s que T est tel que exp-8/T = 0

en machine, c'est-a~dire :

2

3B o 7 < 9.185107° = 0,1.

exp (- 8/T) < 1,510
1'algorithme change : on ne retournera un spin que si 1l'on fait,
ainsi, diminuer 1'énergie. On ne pourra donc programmer 1'algorithme
de Monte-Carlo, mais un "algorithme de Monte-Carlo approché" qui, 1ui,
est sensiblement différent 3 température faible, c'est-d-dire infé-
rieure a O,1.

Algorithme de Monte-Carlo ré&el & basse température : algorithme de
majorité

¥

Choix d'un spin

au hasard

Y

A le retournement fait—il

diminuer 1'énergie ?

¥ oui non

retoumement

de ce spin y

f

A
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Il s'agit d'un automate cellulaire qui a été &tudié en tant que

tel {Ii, XTI}, Remarquons tout d'abord que sur un maillage & quatre
volsins, il peut se produire un conflit : 2 des 4 voisins entrainent
le spin interrogé a "up", tarndis que les 2 autres le sollicitent

a “down® :

Exemple de situation conflictuelle

Différentes solutions peuvent &tre envisagées pour résourdre ce

conflit :

- le site interrogé ne sera pas, en cas de conflit retourné, c'est-a-

dire que 1'on a en fait :

() ey = M3 (4 0550, () ) . (I
j voisins ‘

de i

ol & 1j désigne la liaison du spin i au spin j et ol j désigne

les spins x, . qui sont voisins de 1.

i3

- le site interrogé sera, en cas de conflit, retourné : (avec les

notations nrécédentes).

3

;) = maj “"ij (Xij)n , &;')n) (IT)

ntl
j voisins
de i
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- le site sera forcé a O en cas de conflit :

(X }n+1 = maj (le (Xij}n: 0)
3 voisin
de i

i

~ on peut encore forcer le site § loutirer son retournement avec
probabilité p etc.,.

Tous ces cas conduisent au méme type de ccmportemerit&

e e s bt o s i e o s Bt o T S R e it S 0 e Ak e e S o et RO S W0 At o T s e o

Soit N le norbre de spins (cellules). A chague configurations de
spins, associons un N-uplets XP = ((xl‘)p, veos (xN)p)
ot () O si le spin i est down

P 1 si le spin i est up

A chaque configuration, nous avons ainsi associé un samet de
1'hypercube de IRN. L'algorithme consiste donc & se déplacer de

sommets en sammets le long des arétes, en diminuant 1'énergie a

chaque changement de sammet. Cet algorithme sera donc convergent
vers un point fixe pour 1l'algorithme correspondant E\i-: (1), ou vers

une classe de configurations de méme énergie pour les algorithmes
correspordant 8 (II) ou les algorithmes ou le confligi n'‘est pas
résolu de maniére déterministe ; dans ce cas on itéfei‘a de maniére
erratique dans la classe de ces états de méme énergie (&tats de méme
niveaux). Les spins dont le retournement n'affecte pas 1'énergie sont

dits "spins fous".

Cependant, l1'algorithme ne convergera pas, en général vers un minimum
global de 1'énergie, mais vers un minimm local, au sens des voisins
de 1‘hypercube de R". L'automate est piégé dans des poches d'énergie,
pour sortir desquelles il devrait augmenter son énergie.
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énergie A

- configurations
- voisines

Exemple de configuration d'énergie localement minimum sur un modéle

du type : (2, carre, tore"Jij = -1).
A K o e x o % ;‘.
e o K %X . % . %
kX Kk o o X o & e
s o Kk % e & e %
minimum local E = -16 minimum global E = ~32

ot * signifie “spin up" et -+ “spin down".

Remarcm& :

On peut ch‘oisj.f aussi, pour éviter les situations conflictuelles,
imaginer des modéles oll chague spin a un nambre impair de voisins :
maillage en tomettes & 3 voisins. On aura alors toujours convergence
vers un point fixe (et non vets une classe) . Les expériences numériques
montrent alors une convergence plus rapide et "meilleure", c'est-ad-dire
que le minimm local dbtenu est plus proche, en valeur relative, au

minimum global (quand on peut déterminer ce dernier !).
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VI - RESULTATS ET INTERPRETATION

1°. Résultat et interprétation A basse température

On a donc vu que la limite pour les températures inférieures 3 0,1

de l'algorithme de Monte—Carlo donnait 1'algorithme de majorité que
1'on pouvait assortir de différentes variantes. On a towjours conver-
gence, vers une configuration, ou vers une classe de configurations.
Cependant, ces configurations ne sont pas en général des fondamentaux,
c'est~d-dire des &tats stables, mais des é&tats nétastables.

L'utilisation de la méthode de Monte-Carlo pour la recherche des

fondamentaux est donc un é&chec.

Ceperndant, 1'impossibilité que 1'on a, numériquement d'applicuer le
véritable de Monte-Carlo, qui est lui Capable, au bout de temps trés
long, de sortir d'un état métastable (minimum local), pour tarber
dans un état de moindre énergie (minimm local "meilleur"), traduit
une tendance qui a la nature, de geler les verres de spins dans un

&tat excitd, et pour un temps trés long.

2°. Résultat et interprétations aux moyennes tempdratures

Moyennes températures, '%‘est-é-dire 1 xJ < T <3x Jien particulier
pour le modéle d'ising —5‘3 = 2,269) .

Les expérimentations effectuées a 1'aide de cet algorithme ont surtout
été qualitatives, et relatives i l'apparition du gel : &volution de
la forme des amas de spins gelés (spins jamais retournés pendant un

temps de simulation donné), évolution de la proportion de spins gelés.
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Il n’apparait nettement pas de température de blocage, & partir de
laquelle, les amas de spins gelés (Cluster) "explosent”.

Cependant, on peut constater que sur le nodéle d'Ising, les amas de
spins gelés se déplacent sur le tore en se déformant, alors gue sur

les modéles *J uniforme®, les amas restent accrochés a des noeuds i

)

tel '
S que (j voisin de 1

d ce noeud soit grande en valeur absolue (c'‘est le "pinning").

J 13 grand) la soime des 4 liaisons adjacentes

Dés que l'on désire faire une &tude plus quantitative, on est confronté
pour des températures moyennes au prcbléme du coiit de 1'algorithme qui

devient prohibitif comme il est expliqué au chapitre suivant.

3°. A haute température

Pour les hautes températures, on a préféré, par soucis d*hanoyénéité,
utiliser la méme méthode, qu'aux moyennes et basses températures, qui
est exposée plus loin. Notons toutefois que dans ce cas, Monte-Carlo

n‘est pas moins efficace.

CONCLUSION

, ; _
L*utilisation que 1'on peut faire de la méthode de Monte-Carlo pour
étudier, par simulation, un verre de spins se préserite ainsi ;

- a haute tepérature, la méthode est satisfaisante; mais les prablémes
phiysiques peu intéressants ; '

- noyenne température, la méthode ne permet pas une étude quantitatives
assez profondes, car son colit est trop important ;

~ a trés basse tenmpérature, 1l'échec de la méthode traduit un phénomdne

physique : le gel du verre dans des &tats non exactement fondamentaux,
mais légérement excités.
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CHAPTTRE ITI

LA METHODE B.K.L.

La faiblesse de la méthode de Monte-Carlo 3 basse température

résidant, en fait, dans toutes les tentatives échouées de retourne-
ment, on peut employer une méthode, jamais employée jusqu'ici dans
ce type de problémes, qui it&rera non pas sur les tentatives, mais

sur les tentatives réussies.

I - LA RELAXATION D'UN VERRE DE SPINS : UN PROBLEME DIF FILE I ATTENTE

On peut se représenter la relaxation d'un verre de spins de la maniére

sulivante :

Les spins sont des "clients”, qui attendent d'étre "servis" ; le service
consistant en un retournement. Une telle interprétation conduit 2
prendre pour modéle un processus aléatoire a temps continu : c'est la
méthode B.K.L. (Bortz, Kalos et Leibowitz) [I1, en épposition au modéle
du processus aléatoire a tewps discret qui est la méthode M.C.
(Monte—Carlo) [II]. '

Ie processus engendre une famille {X ) + ol Xt € :(O,I}N, N nombre

) t telR
de spin. )(t représente la configuration de spin & 1'instant réel t ;

- ~ & ~
on a numéroté les spins ; la i e camposante de X, représente le

t
spin i (O = down, 1 = up).
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On aura :

(1) P(Xt =3 | X, =i th—1 =L greeee X = i) =PX =73 xtn:
pour toute séquence t, < t2 < aee <'tn < t
on j e {0,131V

et aussi :

1

i, < ,11" k e [0,1]

(I P, =3 | X, =) =P& =3 | X5 = 1) V(sj»,t) p m”

Le processus est un processus continu markovien homogéne

Une file d'attente se caractérise par une séquence de six symboles
(conférence internationale sur la standardisation des notations dans

la théorie des files d'attente 1971) qui désignent respectivement :

le processus d'arrivée ;

le processus de service ;

le nombre de sexveurs ;

!

la borne supérieure du nambre de clients dans le systéme ;

1'intéraction entre nombre de clients dans le systéme et

processus d'arrivée ;

i

la discipline.

~ Processus d'arrivée

Notons 8 le temps pendant lequel le systéme va rester dans 1'état i.
Si e R, On a :

(X11) P(ei > t+xtei > t) = PX,=1; t<1<tix xs =3i, Oss st)
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or d'aprés (I), i1 vient :
P(Xr = i ; tﬁst«t»x'Xs = 1 Ossst) = P(XT = 1 ; t<esxtt ]xt = i)
puis, d‘aprés (II), il vient :
P(X =1 ; tsfsmx]xt =1) =PX_ =1 ; Os.mclxo = i).
Donc, en veportant dans (11T}, il vient :
(Iv) P(o; > t+x|01>t) = P(8; > X).
On reconnait ici une loi exponentielle (la dénonstration détaillée

du théoré&me qui affirme que (IV) est une caractérisation des lois
exponentielles est dans {II11).

1 - e*‘)\t
e—-lt W)

fi

On en dé&duit P(t)i < t)
d'ot P(ei >t}

i

Or P(9 1 t) = P (aucun spin ne soit retourné avant t)
= I P (le spin j ne soit pas retourné avant t)
spin j
= I e HE
spin 5
~(AE) 4 .
ol P] =1nf (¢ T ., 1) en accord avec la distribution de Boltzmann.
-((Z . PJt
Plo, > tire P13 )
Posons = [l P. Si est la vitesse d'évolution du systéme dans 1'état
spin j
-5.t

Il vient : P(ﬂi >t) =e “it
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Donc le paramétre de la loi exponentielle est Sivitesse d'é&volution
du systéme dans 1'état i.

I1 est clair que ce paramétre change de valeur 3 chaque &vénement !

La loi d'arrivée est une loi exponentielle de paramdtre S; : M(S4)

— Le_processus de _service est trivial : on admet que le retournement
est instantané :

C'est donc une loi déterministe de durée nulle : D(0).

- Le nonbre de serveurs est 1

On n'aura donc jamais le retournement simultané de 2 spins. Cependant
la durée entre 2 retournements consécutifs pourra &tre aussi courte

que l'on voudra.

- Le nombre de clients dans le systéme est fixe et vaut N.

- I1 n'y a pas d'intéraction entre le nonbre arrivée des clients

et le processus d'arrivée.

- Comme le traitement est instang, il n'y a pas de probléme de

discipline :

En résumé, la file d'attente est :

M(83),D(O), 1, N, », indifférent).

”
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IT - L'ALCORTTIIME B.K.L.

Simultanément, (en pratique, ce sera consécutivement) on calcule la
date du prochain événement, et le spin qui "fera 1'événement",
c'est-d-dire qui sera retourné. La durée de 1‘'&vénement est tirée
suivant la loi exponentielle de paramdtre Si’ on en déduit aisément
la date ; le spin & retourner est choisi conformément 3 sa propre

probabilité de retournement par rapport i celle des autres.

Initialisation
choix de la grille

< ¥ >

choix
Y du spin
\'
\ Calcul ’ Retournenent

de la date

v

l Réactualisation de S

Y
A

<
g

Examinons chacun de ces points un & un.
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Initialisation, choix de la agrille

Sur le principe, cette méthode peut s'appliquer 3 des modéles du
type : ’
(quelconque, régqulier, quelconque, quelconque).

En pratique, on a choisi le modéle d'Ising, le moddle + J et le

modéle J uniforme, c'est-~d-dire :

1
(2, maillage carré, torique, +1 )
[

Calcul de la date

On utilise une procédure standard du CII-HB qui génére un nombre
suivant une loi exponentielle de param@tre 1, soit T. t = T/S suit
une loi exponentielle de paramétres. En effet :

PTSX) =1~¢e %= P(T/S<x =P(T=<xS) =1~ cqfi

I1 y a de plus nécessité d'accorder les échelles de temps entre B.K.L.
et M.C. :

Comparaison entre temps B.K.L. et temps M.C,

soit une relaxation de M.C.

on appelle pas M.C. l'action : choix d'un spin
retournement éventuel

On appelle step M.C. N pas ol N = nonbre de spins.

Plagons-nous dans un état fixé, c'est-a-dire les liaisons, le

maillage, les spins. Envisageons en moyenne dans combien de temps 3
aura lieu le prochain é&vénement effectif (c'est-d-dire retournement
effectif d'un spin) d'une part en unité M.C. (nombre de pas), d'autre
part en unité B.K.L. Il n'y aura qu'a égaler ces 2 quantités pour avoir

la correspondance entre 1 unité M.C. et 1 unité B.K.L.
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1°. en B.K.L.

Soit 8 la vitesse d'évolution du systéme 1 = fg us e*Su du = —me ude
a‘od 1 = % unités B.K.L. (VI)

2°. en M.C.

Soit Pi la probabilité que 1'événement arrive au pas i.

P, = Z P (tirer le spin i) x P (flipper ce spin)
tous les
spins i
. 2
or P (tirexr le spin i) =

n~ = N = ponbre de spins

P {flipper ce spin) =
il est clair que p; = - ——5) X % (irndépendance,
donc n

o _ S5 s _s o . _ 58,11
E =1= % i 2) X =5 =5 L i1 2)

i=1 n n n i=

On reconnait une série dérivée

o=k =L gihy =L Ay - L
1 dk 1 dk  1-k (1-k)
2
donC'r=-82—x 1S 2=P—~ unité M.C
n (1-14+=5) S
n
2
1 = unité M.C.

(VII)
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3°. Rapprochons (VI) et (VII) il vient :

pas M.C.

wiz

d'od 1 u. B.K.L. =N pas M.C. = 1 step M.C.

finalement 1 u. B.K.L. =1 step M.C. = 1 pas M.C./spin
Remarque :
En pas M.C. 1 = g»z constante en N puisque S croit en N ! Donc le

temps moyen de retournement exprimé en pas M.C. est indépendant de

la taille. La vérification numérique est trés satisfaisante.

En conclusion pour calculer la durée de 1'&vénement, on tire

D -+ exp (1) ; la durée jusqu'au prochain &vénement sera D N/S.

et e, e e S e e et e

Chaque spin i se voit attribuer un intervalle de [0,1] d'amplitude
proportionnelle & sa probabilité d'&tre retourné par rapport a la
somme des probabilité de tous les spins. Un nombre est tiré au hasard
uniforme entre O et 1 (on utilise encore une procédure standard
C11-HB), il tambe dans un des segments de la partition : le spin
correspondant sera retourné ! |

* le retournament

C'est 1'opération la plus triviale : il suffit d'inverser sa valeur.

* réactualiser S =y B

Seule la contribution du spin i et de ses 4 voisins aura changé, il
n'y a donc pas lieu de recalculer toute la somme. De plus, chaque
exponentielle n'est pas calculée par la procédure standard qui serait

trop coliteuse et d'une précision superflue :



Une fois pour toutes les valeurs suivantes :

-10 -20 -30 -90 -1 -2 -9 -0,1 = -0,4
e ,e ,e  ,..., € ;e ,e ,...,e” ;e )€ ;

e_O’Ol, cooy e.—1 sont calculées. Puis le nombre (bien sir négatif)
dont on veut calculer 1'exponentielle est décomposé de la maniére

suivante ;

X=-ab, cd ... = {(-10 a) + {-b) + (0,1 ¢} + (-0,01 d) d'ol :

X -10a ~b . e—O,lC N e—0,0ld

e = x ;

bien siir si X est de valeur absolue trop grande eX sera dit nul.

le calcul de }’exponentielle coiltera donc 4 adressages & un tableau
et trois multiplications. L’erreur commise sera alors, (sachant gu'au
pire X - ab, cd = 0,009) inférieure a :

-ab,cd9 -ab,cd ~-ab,cd -0,009 -ab,cd
je - e | = Je X e - e |
. _ —ab,cd _ —0,009)
d‘on €hs = © (1L ~-e '
donc e = 1 —(3—0'009 =0,9 %
rela
111 - COMPARAISON ENTRE LA METHODE B.K.L. ET 1A METHODE M.C.

La correction d'échelle de temps entre B.K.L. et M.C. ayant été
faite (voir plus haut), on va pouvoir conparer ces deux méthodes :
la méthode B.K.L. qui est une sinulation événenent par événement et

la méthode M.C. qui est une simulation période par période.

L'enchainement des configurations sera le méme dans les deux méthodes ;
c'est-a-dire que l'on ne pourra pas plus avec B.K.L. espérer un fonda-
mental qutavec M.C. En effet, la limite a température nulle de ces
deux algorithmes donne le néme algorithme de majorité, qui ne donnera

gqu'un minimum local de 1l'énergie : un état métastable.
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Cependant le colit ¢ de ces 2 algorithmes c'est-d-dire le rapport
du temps simulé T au temps de simulation t sera trés différent

c = t/T.
1° en M.C.

Une tentative pour retourner un spin cofitera le méme temps d'ordinateur t,
que la tentative soit réussie ou ratée : en effet, le temps d'inverse-
ment du signe d'un entier est parfaitement négligeable devant tout le
travail préalable : choix du spin, évaluation de 1'influence de son
retournement sur 1l'énergie. Donc, dans le rapport c = t/T, ¢ est indé-
pendant de la température (en particulier, sur un IBM 360, l'algorithme
écrit donnait t = 1300 x N x T uS).

2°. en B.K.L.

On a vu que le temps moyen de retournement (simulé bien sfr !) par
la méthode B.K.L. valait 1 =

.

U

S variant en fonction de la température (rappelons que }

S = g min (e”—(—é-:f——)i, 1) ol 8 est la température) alors que bien sr
le tc%x;ps d'ordinateur de retournement d'un spin (temps de simulation)
est indépendant de la température, il est clair que jie colit ¢ va

dépendre aussi de la température plus précisément :
- a trés haute température :
8= 3z (P))} ol Vi PizldonCS=N

d'od T = unités B.K.L.

1
N
c'est-a-dire que pendant le méme temps de simulation M.C. fera
autant de pas que B.K.L. d'événements : les algorithmes sont

équivalents, ce que 1'expérience confirme.
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Ramarquons que ce résultat n'est pas du tout étonnant car avec
M.C., a trés haute température, chaque interrogation correspond a

un retournement .
- a basse tenpérature

Plus la tesmpérature diminue, plus pour une méme configuration S augnente,
donc T augmente et le rapport ¢ diminue : la méthode sera de plus en
plus avantageuse. Ainsi, pour une étude asywptotique a basse tempéra-
ture, on pourra, pendant un faible temps d'ordinateﬁr, simuler des

tenps gigantesques.

CONCLUSTON

La méthode B.K.L. qui consiste finalement 3 aller directement aux
tentatives de retournement réussie, en sautant les tentatives ratées,
est d'autant plus efficace par rapport a4 M.C. que la température est
faible. A trés haute teampérature, elles sont de méme efficacité, a
§° ¢ [1, 31 B.K.L. est de 6 a 10 fois plus efficace, et i T/J = 0,1

de 100 & 1000 fois plus rapide.

Le code a été écrit de la maniére la plus conversationnelle possible.
L'utilisateur est constamment tenu au courant de 1‘'évolution des
différents param@tres (aimantation, énergie, et des namreuses données
statistiques), et peut en conséquence orienter différemment le cours
du calcul. On a essayé de rendre 1'utilisation de ce programme aussi

proche que possible d'une véritable expérience.
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CHAPI'TRE 1V

ETUDE DU BRUIT

En résultat de 1l‘algorithme B.K.L., on obtient deux enregistrements :
les fluctuations d'énergie en fonction du temps et les fluctuations
d*aimantation en fonction du temps, qui sont deux fonctions en
escalier. Ce chapitre présente 1'outil qui va servir i 1'analyse de
ces résultats. On ne fera pas de différence entre l'énergie et

1taimantation : ce sera "1'aobservation”.

I - LA JTONCTION D'AUTOCORRELATION

1°. Présentation

Appelons o 1l'observation, o est une fonction en escalier du temps :

aft) /\

=
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On ne connait, bien slr, ¢ que sur un intervalle fini [0, TI1.

Rappelons qu'a haute température, les marches sont toutes sensiblement

de méme longueur 1 ; et qu'a basse température, elles peuvent &tre

trés courtes ou trés longues. Une présentation des différents motifs

de ses fonctions est faite au chapitre V.

La fonction d'autocorrélation pour‘ 1'observation o est définie par :

(1) af{r) = lim % fO a(t) o(t+1)dt pour les fonctions suffisamment
Ty ' . )
non croissantes
et par :

(I1) afr) =—,}~, f(") UT(t) GT(t+T) dt pour les fonctions de période T.

a(r) est la valeur moyenne de d(t) o{t+t) sur RY ou sur une période.

Rappelons quelques propi*iétés de la fonction a :

On montre {{I)] page 54, 55 :

VreIR alr) £al) (I1T)

a{0) = o? valeur moyenne du carré de 1'observation

lim a(r) = 5 2 valeur moyenne deml'observation au carré

a est continue. En effet ,},3‘33%— Iy o2(t) dt < M’ existe.

On sait alors que a sera continue partout si elle continue i
1l'origine [T] page 56. Montrons donc que a est coni:inue a l'origine

soit e(r) = |a(r) -~ a(0)] = a(0) - a(r) cf. (IIT)

e(r) = l:im% fg o2 (t) dt - lim -%,— fg o(t) o(ttr) dt
T30 Tyoc0
N T PR
e(r) = lim T fo o(t) (o(t) - olittr)) dt
T :

soit Byreeer Byess les points ol o présente une discontinuité

(infinité supposée dénambrable) .

-
-
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uo(t) x o(t+r), conme fonction de t, sera nulle en dehors des seguents

de la forme :jai - 1, ai'l.
1 n a;
e(r) = lim — ¢ /. gt} (a(t) - afttg)) dt
a a.
n o i=1 i
e

soit M / vt |o(t)] s M

n a. 2
e(r) £ lim 1 2 M2 f,l dat = lim 272n
a . a, _

n i=1 i-2 n:

o0 N ,

(Iv)

soit §, =a - a, c'est la persistance de 1'é&vénement n. On sait

ntl
(chapitre 1V § IT) que P(Gn <X) =e S“x. Sn est & choisir dans un

ensaible finl de parawmétre :

e ) - -8 X
(Gn > X) =1 - e
soit a = min {ai)
i=1,n
Pla > X) = P(Vi € f1,n) g, > X)
n n i
Pla > X) = 11 P(§; > X)
n i=1 i
n _Si X
P(an>X)=H (1 - e )
i=1
donc Play > X) 2 (1= )" on s = min (5))
i=1,p
finalenent P(mn <X) <1 - -e )
en particulier P(an <0) =1
d‘on P(an =0) =0
soit a = min (an) P(a =0) =0

IN
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(v) donne aussi Pla_ > X) = (1 - &> %P on §* = max 55
' j=1,p

d'od Pla <X 21~ (1=-e° X0

donc , VX e R Pla<X) 1

c'est-d-dire Pla < X) =1

Nous savons donc presque siirement que :

min {ai'} =g %0 on a alors :
ielN

a ~-a =z o
n+l n

a - a P
n n-1 o

a - a za
1

donc par addition de ces inégalités :

{(n+l)a que 1l'on re;z)orte dans (1IV)
YA

an+1 2
2
i1 vient e(r) < lim 2¥2n _ M-
> no o

d'oll 1'on déduit a est continue 4 l'origine donc a est continue
que

sur IR

i G e B s T S B e S o B T D e G B o T T W S e o T TR Ah A e e T W S o o e WS o " . oo o S e S

a) les bornes de 1'intégration

On ne connait la fonction ¢ que sur l'intervalle fini [0,T], et pour
calculer 1l'intégrale fg o{t) o(t+r) dt il faut connaitre ¢ jusqu'a
T + 1, on est donc amené & poser :

1 f(l~a)T

e (1) = o(t) o(t+2) dt (V1)

o,T
a e [0,1]

il faut alors répondre 3 la question : dans quelles conditions
Ca,T est une "bomne approximation” de a ?
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€ . ne pourra &tre calculé pour des valeurs de 1 2 oT posons alors
a,'l

Ty = aT. Deux politiques sont alors possibles :

Politique 1 :
Déterminer a priori T,y Pousser le calcul de 1'observation jusqu‘a

une valeur T la plus grande possible, en tout cas supérieure & 10 T

puis, pour toutes valeurs de ¢ on intégrera sur [0, T ~ Tm], c'est-a-

dire que 1‘on calculera :

Cplt) = g
' o

o(t) a(t+t) At

Ainsi, pour toutes valeurs de 1 on moyennera sur le méme intervalle
(o0, T~ Tm], mais pour t < T OD perdra la moyenne sur [T—-rm, T-1]

c'est-a-dire gue 1‘on perdra un peu d'information.

Poli tique 2

Pour chaque valeur de  on intégrera sur le segment le plus grand
possible c'est-a-dire [0, T-1]:

cle) = 2 M) o) dt

T-1 0
remarquons cependant que chaque valeur de t sera calculée par une

moyenne sur un intervalle différent.

En pratique, la proximité des résultats de la politique 1 et des
résultats de la politique 2 sera le critére de validité ; c'est-a-dire

la confimation que 1'on a choisie T assez grand et T, assez petit.



b) 1'intégration

La fonction de t o(t) est une fonction en escalier. Soit m son nonbre
de marches. La fonction de t o(t+t) est aussi une fonction en escalier.
Soit p son nambre de marches. La fonction de t o{t) o(t+t) sera une
fonction de t en escalier & au plus mtp marches. Son intégration se
fera de maniére exacte, comme somme d'aires de rectangles. Donc, pour
chaque valeur de t, on calcule la fonction de t o(o) of{t+r), puis

on 1'intégre facilement.
c) un calcul préliminaire : la concentration

Cependant, il peut se présenter que l'on ait jusqu'd N = 500 000
événements, c'est-a-dire que pour chaque valeur de ¢, la fonction

de t of(t) o(t+r) peut avoir jusqu'd 1 million de marches. Les
calculs seraient alors trop onéreux et d'une précision superflue.
C'est pourquoi on effectue une "concentration" des données par moyenne,

c'est-a-dire que 1'on remplace les p &vénements suivants "entre la

date t a et la date ta+l’ 1'observation vaut Ua", ..., " entre la date
1 : wo. Hr —
ta +p-1 et la date ta +p’ 1'observation vaut o, +p-1 par le seul événe

ment "entre la date t_ et la date t_, , 1'observation vaut
a atp ,
1 p-1 (t

. ’ N
St - "o, =z 3 = —
o=t P aritl” tagi) © +i 7 etcecidea O aa E(P)‘

Cette opération ne doit pas, évidemment, modifier la moyenne, ce que
numériquement 1'on vérifie trés bien. Typiquement, pour une variable
- centrée, la moyenne de 1'observation pour 40 000 évéhgments vaut

- 1.72577010™°
concentration par 25,

avant la concentration et - 1.72576680°° aprés une
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Remarquons que 1'on noyenne sur des intervalles de longueur différente

en unités de temps, wais égaux en unités d'événements.

o (L) j\

avant concentration

MJ : eemee-  aprés concentration

les calculs sont alors p fois moindres, mais on ne pourra plus avoir
une définition plus fine de la fonction a(r) que At = max { ta+p~ta}’
Dans la pratique, on a souvent pris p = n2 ’ c'est~é~direaque 1'on

ramenait "aux &vénements par spins®.

a1 - CALCUL DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER DE LA FONCTION D'AUTOCORRELATION

ILa derniére &tape de 1l'analyse des résultats, en particulier du bruit
dans 1'observation, consiste en une analyse de Pourier de la fonction
d*autocorrélation pour examen du spectre de puissance.. Pour cela,
1talgorithne P.P.T. (fast Fourier transform) écrit par.M.A. EBERIARD (EL )
a été utilisé ; 11 s'agit de 1'alg’oritl‘s¥xe de Cooley et Turkey avec
interpolation lindaire. L'autocorrélation &tant une fonction réelle,

on a utilisé la possibilité, qui était offerte, de calculer la trahSw
fomée de 2 échantillonnages avec un seul appel 3 1l‘algorithme, conme

il est précisé au chapitre V, 1 de (I II]).
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IIT - GENERATEURS DE BRUIT

Afin de tester ces programmes, on utilise un "générateur de bruit”,
capable, a 1'aide d'un générateur de nonbre aléatoire, de produire
numériquerment un bruit “presque blanc", un bruit "presque brownien",

un bruit “presque en 1/f".

1°. Le modale

Il s'agit du modéle choisi pour générer le bruit. On verra qu'un modéle
' simplifié pour 1'étude de 1'aimantation 3 haute température, rentrd
dans ce cadre.

Le bruit est constitué d'une suite de notes. Chaque note persiste
le méme temps T5* Une note est en nombre entier dans un intervalle
choisi {-a, bl :

/N
b

TO" 21 3t 416 5 0 6'["0

ey F

g: IR ~»[-a, bl »
t = olt) = o(E(t) to} = Op(t)

o E(t) tel que E(t) ¢ N
E(t) € t < E(t) + 1

et ot 1'on désigne nar o; les valeurs de o & 1'instant’i 14.
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2°. Calcul de la fonction d'autocorrélation

Soit a(r) la fonction réelle de la variable réelle, qui est la fonction
d'autocorrélation de la fonction o .

H

a(e) = lim — J
Ty 2T

A7
o\

a{t) o{ttr) dc

a(c) = lim 2nl [““0 o{t) olt+r) dt

e Mo g
n-1
a(y) = lim 21 L I(iﬂ")TO a(t) ofotr) dt
. n'l'o s
nre 1=-n llo
1 n-1 (t+1) 1
d'ol a(r) = 1im e L i Ii- ol{t+g} (At -
N ”o i=-n fo
(i+}) ¢
posons a; (r) = ’i'fo oftte) dt et « = pig + 8 6 € [0, 1,]
(i+ptl) 44

a(t+e) At

i TO

= [i+)) g v -
u‘l.([) = J o(t+p -(OH)) at = I(-’HP)TO

a (1) = J“"*I”“To*ﬂ s (t)dt = I‘“F’*”“o o (t)ae + I‘“P*”"O‘”"(t)dt

(i+p) 1gt6 (i+p) 1pto (i+ptl)1g
dron ai(T) = ai+p (TO~O) + ai+pH (8)
+n

a(r) = lim L a; (a;, (ig=8) + a ~.8)

e 2ntg  i=-n tooup Lptl

+n ' +n

a(r) =[ lim Y a;,a, ) (1,~0) + lim I a,a, 0

e 20y is-n toup 0 e 2nT, i=-n . .l+p+ !
alr) = {1g-8) < a, a, >+ 6 <a,, a,, . .>

i Titp 1 i+ptl
T=pig+ 0 8 ¢ [0,15]

a(t) = ¢(< a,, a >~ < a,, a, >) + ¢

i’ Yaptl i’ Yip 0 <8, 2|0

itp




- 54 =

La fonction d'autocorrélation est donc de la forme :

a(r)

3°. Spectre_de puissance

Soit b o la fonction ainsi définie -

_ . {alp) P Ty < [TI < (p+l)
bp(T) - {O sinon 1 o

t it =b -~
et soi cp(T) o {1 pTO)

a(q) =

g‘)(w)

pfobp('r)
Z pr (w)
g (w) = COs (m'n’p‘ro) q’ (w)

d'ou ga(“’) = ¥ (ump'ro) C«j‘;\(w)
p=0 P

AN/
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0. g, >
_ i itptl i Tidp <
or cp(l) = ‘ T+ Oixoi+p>
‘0
<g.x0., > sin wr
A'on %?; (w) = ——2PH o 9
P 13 m'ro
< g.Ag, > — <0,%0, > slnm—T—Q
41 itp i “iptl 1, 2
2n “win
2
d'on finalement :
T sin wr o
C&(«») -+~ r % Tpapn” €O, ]
(AHO O -
. Yo \2
TO sin —2‘-
+ — ] — £ (<o,x0,, > ~ <o.x0_  .>) cos APTT
o 9_1—9 [P‘—O i itp i i4pHl :
2

(1I1)

4°, Générateur de bruit "presque blanc'

Le bruit blanc est défini par son spectre blanc. Soit ab(r) la fonction

d'autocorrélation d'une observation de bruit blanc : -

C'd)'ab(m) =k = ab(r) = SO(T)

approchons cette fonction par la fonction suivante ;-

A
e 3
TS o 4
A(-t41.) si0 < <1
© 0 (1T1)
a(r) = A('r+'ro) si g < T < 8]

0 sinon
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La transformée de Fourier deviendra (grace a (I1))
wT
T sin ——
2T

WTy
2
wT

qui, pour des petites valeurs de -597 donne bien un spectre plat.
(absence de terme en w dans le D.L.).

Le procédé qui engenvra un processus ayant pour fonction 4'autocorré-
lation (III) est le suivant : chaque a; est tiré au hasard uniforme
dans [~a, +é).

a ,
On a alors A = 2 3 12 =1 2 a (atl) (2a+1)
2atl i=1 2a+l 6
d'otl A = Eiéill
6

(Remarquons que ces résultats correspondent bien 4 1'intuition :
pour des valeurs de t < Tor donc des fréquences f > iLy le bruit ne

9,
sera certainement pas du bruit blanc, puisque la corrélation est totale).

En effet, soit P la matrice de transition du processus :

I1 est clair que P = E
2at+]
1....1 7
oi E={: : puisqu'il y a 2at+l &tats possibles correspondant
1....1
a a; = -a, a; = -at+l, ... a; = a.

* 1'&tat stationnaire II vérifie P =7

L oa,...,n

il est clair que 11 = ol
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, P
« p® e B L i T R R
2a+l (2a+1) (2at+l) 2a+l
d‘on P(l) o
) 5]
* soit ¢kP(l) = M Péi)
¢ P _ 1
ke (2a+1)2
+a a p
pour p # O <a;, a, > = ¥ bX ke ¢
17 Tivp keea k=a ke
N a +a

4o <ai, ai+ > = 5 L b ko

P (2at1)® k=-a g=a

N +a 2
<a,, a,, > = ——————x L k =0 <a,, a > =0
i’ Titp (2a+1)2 K=-a 17 Tip
1ta +a
pour p = 0O <a; a;> = I L ke e Jk
k=-a =-a
2 1 a2 2 a(arl) (2at1)

donc a; > = by kW = _

2at+l  k=-a 2atl 6
d'od <ai2> _ afatl)

3

5°. G8nérateur de bruit "presque brownien'

Nous voulons trouver un processus engendrant un spectre de puissance

“de la forme"

2
Q§hﬂ == __~g§__§
n (2k) Tt
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donc nous voulons un rocessus générant une fonction d'autocorrélation
P

de la forme :

a(r) = qi e_TkITI

voir [I] (page 38).
Le processus suivant :

- g, tiré au hasard uniforme sur [-a, +a]

-a + 1 Ssi g, = -a
94
- g. = a-1 si g, =a
i+l G1
o, + g, si
i €4 non

ol €; Vvaut -1 avec probabilité 1/2 et 41 avec probabilité 1/2,

c'est-d-dire 1'on engendre une pramenade aléatoire avec paroi réfleé-

chissante sur [-a, +al, qui génére, avec certaines restrictions, une

fonction d'autocorrélation du type cherché,

La probabilité d'atteindre une barriére en partant de 1'état z vaut
z(2at+l-z) z € [0, 2a+1] [IIT)] page 318. '
donc, soit P, le nombre moyen de pas avant d'atteindre une barriére :

2atl

RO = Z Hz 22 (2a+1-2)
2=0
on vérifie facilement que @I = 1 (1, 2,..., 2, 1)
4a+2

Ies états O et 2a+l donnent O pour 22 (2a+1-2)
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On peut &crire :

) 2atl
PO = - L z  (2a+1-2)
2atl z=0
atl y 2L 3 aar) (A1) 1 A(A+1) 2
PO = ¥ z - b A - = plod Sl B
z=0 2a+l  2=0 6 A 2

avec A = 2a+}

_A(L) (2a11) A+ _ A@AH) (a-L)
6 4 12

%o

_ (2a+l) (atl)a

d'ot P
0 3

ainsi, dans la limite p < Py On aura exactament du bruit brownien.

Le calcul exact des <a, a., >, a reporter dans les formules (I) et (II)

i Titp
ne peut se conduire, de maniére simple jusqu'’au bout. Citons seulement
que: soit Pr(u?\) la probabilité de passer de 1'état n 3 1'état men n
coups :
@ 1A o ki wka
an =N L cos” — n -— cos ~——
k=0 N N N
oinm=0,..., N il y a N#l états (IV]
donc nous aurons ;
A A 2A-1 .
a;j, a;, > = L % . — {i-a) (j-a) iy L oos BRIl o 2L g
E i=0 j=0 A(A+1) k=0 N A
. 1
avec I, = si j ¢ {1,A) et My =M = —

2at] 4a+2

ki

A
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En accord avec [V], nous admettons que le processus suivant génére

du bruit "presque en 1/f" :

. =a, + b, \ -
244 a; bl + ¢y 10
— 8 —
Xgi41 a; + bi + H 10
L = + b! PR
X4540 a; bl + c§ 10
P . + : + N —
¥pi43 =33 T by t 0" -10
ol a;, bi’ Cyv c_;.L, c:'{, ci" sont tirés au hasard uniforme entre O

et 6. Le facteur de translation -10 sert uniquement & centrer 1'obser-
vation, de maniére 3 ce que %ﬂ* a(rt) = <ai>~2 = 0. Le fait de ne pas
centrer introduit un terme constant dans 1'autocorrélation, qui induit
un pic de Dirac & 1l'origine sur la transformée de Fourier.

S e B T A AT i e T sk . e Rt 2 e Bt e O e 2o i s Tt vt A on o e S A e e

A haute température, tous les états ont pratiquement la méme énergie,
donc la méme vitesse d'&volution donc chaque &vénement voit sa persis-
tance suivre la loi exponentielle de paramétre S (égal pour chaque
configuration). Donc en moyenne et avec une dispersion —é—, chaque état
durera 1/S unité de temps.

Admettons que chaque &vénement dure, de manidre déterministe 1/S unité
de temps. On est alors dans le cas du moddle proposé, avec o = 1/8.

Supposons pour simplifier les notations que nous ayons un nombre N
pair de spins N = 2n. L'aimantation peut valoir -N, M2,..., 0, 2,..., +N

a =, donc i

=
2

Soit E, 1'état défini par une aimantation de 2i, i de ~
"de -n a +4n.
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pPlacons dans un &tat E i’ soit alors n, le nambre de spin valant +1

et n_ le nanbre de spin valant -1 on a :

n, +n =N n, = 21
. v -

. d'oi -+ N-—221

n - n~ = 21_ n~ = __-...2

Ia probabilité de passer a 1'état &£ est la probabilité de tirer

i-1
un spin valant -1 d‘ou :
P(Ei > Ei“l) = E:.?_{ = _1_ - _]:
2N 2 N
done P(Ei -+ Ei-]) =11
2 N
ide nan

1 i
P(E, »E. ) ==+~
i i+l 5 N

On reconnait ici "le modéle dfEhrenfest ' {{why

c'est-a-dire une pramcnade al&atoire du type du §.5 o0 la particule
est rappelée a l'origine avec une "force" proportionnelle 3 la dis-
tance dont elle est éloignée de O. -

On peut alors calculer les <o i 94 +p>

1°. L'expression de P}g:) , c'est-a-dire probabilité de passer en p

coup de 1'Atat k a 1'écat ¢ est donné par [VI] qui avec nos notations

devient :
2+ :
N e NN G | B LS N
kg 2N j=n ntk ) )
o -n<k<n N = 2n = narbre de spins
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da Di = coefficient de zk dans le développement de (1+z)R+3 (1-—2)R+j
donc :

. k
i RN T -0
Dk a}=:O (-1) CrH-j n-3j
et ou Aj=% -n £ j<n
d'oll :
_yL 4n ko by a8 o Jrl-a B +j-8 . (p)
ko = -—(-——§l——-—-— z z pX (=1) Cn+j 'Clr.r:j Cn—k mk I
2N j=n a=0 =0
-n-<k £ 4n
“n s £ £ +n
, _ - . )
remarquons que P]%Lz 0 = PIEZ = Ppig = P}Ezﬂ =0

2°, On peut aussi expliciter 1'&tat stationnaire I [IITI] page 359

_ 1 n#j _
HJ—-~2NCN n<ijs<n

+n +n '

. ke _ntk (p)
3°. On en déduit <o, g, > = ¢ L = C p

i Titp k==n f=-n 2N N - ke

n +n :

1 ntk _(p) -

o, O, == I z k2 CN P (ITII)
i it+p 2N kK=—n  f=-n ke

On peut alors calculer numériquement (ITI), puis le reporter dans la
formule (II) pour obtenir le spectre de puissance du bruit d'aimanta-
tion 4 haute température.
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= RESULTATS NUMERTQUES DES GENERATEURS DE BRUTT

Les tableaux et les courbes suivants montrent les résultats obtenus

nuneriquement.

On peut faire les remarques suivantes ;

10

20

3°.

On obtient bien les décroissances attendues, dans les zones

attendues ;

Le bruit blanc apparait "moins correlé&" que le bruit en 1/f, qui
est lui-néme "woins correlé" que le bruit brownien. Ce qul est

aussi. traduit par la double inégalité :

_ ga‘o)___ 22,44

35,83
(t ), . = =0,935 < (1), ,. =283 -3 9y
e'blanc ) 24,00 CLE 42
193,6
< (1) = 3235 - 0,0
c’ brow 18,8

La fonction d'autocorrélation du bruit en 1/f ne tend pas exac-

taement vers O, mais oscille autour d'une valeur de 1'ordre de 0,6.

Ceci prouve du fait que le générateur produit des “notes” entre

=7 et +8, dont la moyenne n'*est donc pas nulle, or lim a(r) = <Gi>2

. T
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CHAPTTRE V

PRESENTATION DES RESULTATS

T - MODELE D'1SING

Tous les résultats de ce paragraphe sont relatifs 3 un modéle du

type (2, maillage carré, tore, Jij = +J).

Pour ce modéle (voir introduction) la température critique TC(m)
est bien définie et calculée ‘I'C(uo) = 2,269 J, pour une grille

infinie.

Or, des hypothéses de scaling, (voir annexe), on peut déduire, entre
_aulres résultats ; pour l'aimantation : 'rC(L) = AL et S(w) « w ¥

e i ?
et pour l'énergie : T(\(L) = BL? et Sw) «w ¥ .

Les résultats numériques présentés ici confimment ces hypothéses et

proposent des valeurs pour A, B, z, p et p'.
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a) 1'aimantation

*# calcul de A et 2z

Temps tgtal C(0) en 3.75] T, en
L T, d'enregistre~ | S en MCS c(o) /L™’ ,
ment en MCS/spin MCS/spins CIMCS/spin
2 2,68 19 739 6,58 12,056 0,896 31,02
4 22 984 4,597 94,51 0,522 56,56
5 23 387 4,677 269,46 0,6446 101,77
6 2,405 23 216 4,643 589,54 0,712 182,68
7 | 2,386 22 934 4,587 1090 0,74 224,17
8 2,3 13 &68 4,623 1932 0,793 306,16
9 2,365 13 622 4,541 3787 0,716 232,5
10 2,36 22 944 4,57 4913 0,87 425
15 2,35 8 858 4,53 21571 0,838 652

ol - TC(L) = Tc(w) (1 +£¥%§) (voir annexe sur les hypothéses de scaling)

- S est la persistance oyenne d'un événement, dont on vérifie qu'elle

est indépendante de I, ;

-~ C(0) est la yg}eug_de la fonction d'autocorré

voir aussi la courbe T, en fonction de L est présenté ci-aprés

C(0) =M

2

2

- M =M

Les points déja connus [II] ont &t& portés sur le dlagranne

Le point To (15) est hors-courbe, ceci est dfi 4 un temps da'

trop court

Le point Tc(z) est aussi "hors scaling".

Toutes ces valeurs numériques conduisent & :

x spectre de puissance

2

ZC(L) =4,25L

lation & 1'origine

: courbe (I

enregistrement

La présentation de toutes les valeurs numériques S(w) étant trop

volumineuses, seules quelques tailles sont présentées :
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.78461790E+405
L13805340E 406
72255696106
996521 40E 495
J6186120E 88
L BE506542E+09
LB 1 39E408
171578226405
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L51123784E 485
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puis les résultats sont reportés dans le diagramme (IT) qui

représente S(w)/L5’75 en fonction de sz dans le domaine critique,

il vient :

b) énergie

Sy ()

1,78 10~

6

L5,75 (mL2)

2,875

1
w > —

T

C

(voir annexe pour interprétation) .

* Calcul de B et z

En reprenant les mémes notations, les résultats deviennent :

Temps total S C(0) énergie [P

L Tc d'enregistre~ en moyenne

ment en MCS/spinf  MCS MCS/spins| par spin |MCS/spin
6 2,405 4600 4,59 176,9 -1,36 11,5
7 2,386 6640 4,43 247,1 -1,34 15,5
8 2,371 3030 4,85 372,57 - 1,39 13,842
9 2,365 4305 4,465 470,97 - 1,414 18,28
10 2,36 3519 4,4 631,9 -1,4 20,4
13 2,85 6781 4,5 1081, 25 ’Z- 1,35 35,89

On trouve bien que 1l'exposant z est le méme et 1'on a :

(

)= (1)
"lener = 30 Te’ aim

voir diagramme ( II)

ce qui explique que 1'on a pu procéder 3 des simulations beaucoup plus

courtes.

* Spectre de puissance

On présente le méme tableau que pour 1l'aimantation.
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Puis les résultats sont répartis dans le diagramme (III) qui représente
S(w)/L4 en fonction de mL?“ il vient : ‘

S (w) 0,265 !
1 2.2 w7
L {wL") c

(voir annexe pour interprétation)

IT - VERRE DE SPIN

Les calculs ont été faits sur des modéles du type (2, maillage carré,

tore, J.. tiré au hasard uniforme sur [~-1, 11) et n'ont porté que sur

ij
1'aimantation. Les programmes continuent d'@tre exploités sur 1'énergie.

On peut dresser les résultats suivants :

Temps S (o) Aimantation| T
L T d'enregistre- en en moyenne en
ment en MCS/spin MCS MCS/spin M/n MCS/spin
5 Tg 56 139 11,2 0,983 10,018 3265
15 Ty 8 969 8,97 0,82 | 0,002 447
24 Tg 2 077 9,23 1,08 - 0,017 207
33 Tg 2 072 9,21 0,96 " 0,02 39
15 0,2 20 680 ! | 45,9 0,1 0,0078 2027

avec Tg =
(on présente, pour mémoire, un échantillon froid).
On constate, qu'a la différence du modéle d'Ising 2, est une fonction

décroissante de L.

e e b e s e e S o W o o S

Les tableaux suivants présentent les différents spectres de puissance.
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Le diagramme (IV) présente S(w) en fonction de w, il apparait :

CONCLUSION
Ising

1°. a T, détermination du pouvoir spectral :

Sy fw) 1,78 108

LS,?S (wL2)2’875

2°. Vérification du "Scaling Statique" pour AM2 ou la susceptibilité.

3°. Détermination numérique de :

- 2 = L
(Tc)aim = 4,25 L7 et (Tc)em T 20 (Tc)aim

Verre de spin

1°. @ Tg détermination du pouvoir spectral ;

-2
S(w) = §—:)9—— Bruit en 1/f

'2°. Pas de dépendance critique en taille pour T .

n croit.

To décroit quand
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FLUCTUATIONS D'AIMANTATION A TC
(MODELE D' ISING)
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CHAPTTRE VI

CALCUL DE LA FONCTION DE PARTITION

Cette partie présente un procédé trés simple de caicul de la fonction
de partition sur des modéles d'un type particulier : les modéles du
type : (2, carré, bord libre, quelconque). ’

I - ASPECT THEORIQUE

l. Cas gpénéral

On se propose de calculer la fonction de partition 2 sur un maillage

du type cité plus haut : .
2 () = % exp (- *I:“-.(-Pg*)-) (1)
{o} : :

ob ¢ est une configuration de spins, E(c) son énergie, T la tenpérature,

et ol 1'on same sur toutes les configurations.

in

1 <IN

1
Yosons X, . = th - i< N

ij T 1

|74

ot J i3 est la valeur de la liaison entre le spin i et le spin j
proches voisins.
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On montre [I] que 1'on peut &crire :

Z,(T) = 1 (1-x2,) V2 I (14,

| o) (ID)
(i,j)voisins +J {o} (i,j)voisins i3 19

ol (i,j) voisins signifie que le spin i est connecté au spin j par la

liaison J 17 qui %nduit la variable X, 3 = th -~,%l . La somation ¢
porte sur les 2N configurations de spins o = {ci, 1 <i < N}. {o}
On montre aussi que :
T 81 ‘ v —..: N . o ’}./2
(1+xij Gidj) 27 (det [I-a1) (II1)

{o} (1,9)voisins

ol pA =AD

est une matrice 4 N2

v 2 aica N
X 4 N° définie ainsi :

Définition de A :

Soit J la matrice d'incidence :

o l O * e8> . ’, - " l LK TR S N R R R N O Y .L O
10 1. 1 :
L0 1 0", . :
) . : \
s A S | . : \
* - - hd . Al
: .1 0 O - 1
J = L 0O 0 1 "1 |
Tl 0 1 o0 1

S S AT OISO ERE SO
*
.

jd 5 8 E RPN 4w

Oloaqtaotcct.vtﬁct'}- P RN R RN }.
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J,. =

{ 1 si le spin i est relié au spin j
1]

O 5inon
s'cbtient en faisant subir 2 transformations 34 J :

1°. Remplagons chaque J i5 qui vaut ”l par le synbole N, E, Sou ¢

suivant que Jjj représente une liaison nord, est, sud ou ouest.

o ¢ 0.. . .. ..5 - e. .. 0
E o ¢ S \
o E o "
E R
. et 5
. Lo . ‘i(IV)
N .
0 N T '
: : L. g
o -0 N S T

Attention que les bords libres introduisent des termes nuls sur les
sur diagonales et sous diagonales. '
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2°, Chaque symbole est remplacé par le bloc 4 x 4 suivant :

0000 l1aoa

L 0000 _ _ 0000

O = 0000 =0, gf 0000

0000 0000

0000 vooo

8§ = oa E = alao {IV)

ala

00 o 0000

0000
0000

_ 0000 _ iwa4
et N = 0000 avec a=-¢

abal

2 2

. 33 est aussi une matrice 4 N~ x 4 N~ définie ainsi :

Définition dede) :

Partant aussi de la matrice d'incidence, tous les termes diagonaux
sont remplacés par 0y et le terme correspondant au site (i,j) 1< i< N

*

et 1 £ j< N est remplacé par :

. ~ Jij O O O
0 0~ Ji4-1 18]
o 0 Ji-13-1

correspondant aux quatre liaisons adjacentes au spin i-j.
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Reportant alors (YII) dans (I1) il vient :

N (1—x:.2 .)'1/2

207 e (1-1)) /2
(1,) :

2,0 = {2

2%, Cas du modéle + J.

+J J
On a alors xij = th (T) =+ th (-,1;)
sulvant gue la liaison Jij vaut + 1 ou - 1
- 2 _..2d
d'on xij th T

posons alors x = th %

Reportons dans (V)

7z (M = 2N(1—x2)'N (det (I—A))]'/2

N
or a=AD & ne dépend pas des %;4 et A peut s'écrire s
€y O O... O
X )
A= : -
X : (6] X AJ
O . O 64.“2
avec g = + 1

donc ZN(T) s'exprime unigquement en fonction de x.

z,(1) = Mo -2 (det (1-x AJJQ)))VZ

1)

ol A contient la configuration de liaisons.
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Le calcul de Z apparait alors comme le calcul d'un déterminant.

C'est-a-dire que le calcul de Z est polynamial.

De plus, la structure trés particuliére du déterminant permet un
algorithme trés spécialisé.

3. Intérét du calcul de 2

- o i o o B S Bt MR o o S i (e B . e B

1°, Le calcul de Z permet bien slir de retrouver tous les paramdtres
physiques. '

2°. Mais de plus, une conjecture de M Fisher [II] est que "les z&ros
de la série, limite du polyndme Zn quand la taille tend vers
1'infini, se répartissent sur une courbe fermée qui coupe 1l'axe
des X en un point d'abscisse x, = th _T% ol 'I‘C est la température
critique.
Ie calcul de ZN (x) peut donc permettre de calculer , par des
méthodes d'interpolation, des zéros de ZN' et en faisant varier N,

de chercher numériquement la courbe limite de ces zéros.

1T - CALCUL PRATIQUE

1. Présentation

- et e o

On s'intéresse d'abord aux modéles "factorisables" : donc de la forme

(2, carré, bord libre, + J), pour lesquels la fonction ZN(T) s'exprime
. J .
en fonction de x = th T .

Dans la formule (VI), seul le calcul du déterminant det (I-x AJc%)
présente une difficulté.
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A un modéle de dimension N x N (N2 spin) correspond un déterminant

de taille 4 N2 x 4 Nz, L'application brutale de la méthode d°&1imi-

nation de Gauss conduirait & un algorithme en (%@_)3 = %;% N6

multiplications (en ne gardant que le terme de plus haut deqgré).

Cependant, on peut bien améliorer cet algorithme en utilisant les

particularités de la natrice, qui sont de deux types :

~ particularités géamétriques ;

- particulartiés des valeurs.
Seules les particularités géométriques ont &té utilisées.

2. Particularités géométrjgues

a) chaque ligne ne contient d'abord au plus que 4 valeurs non nulles.
Certaines d’entre elles n'en contiennent qu'une, le terme diagonal

qui vaut 1. Ce sont les lignes correspondant aux spins du bord, dans

la direction ot ceux-ci sont libres (par exemple le spin (1,1) dans

les directions Nord et Ouest). Il Y a donc 4 N lignes de ce type, que

1'on peut retirer du déterminant, avec bien str les colonnes correspon—

dantes. Il reste 3 calculer un déterminant 4 N2~— 4 N = 4 N (N-1)

b) La méthode de Gauss consiste 3 remplacer la matrice proposée par

une matrice triangulaire inférieure qui lui soit semblable, par
canbinaisons linéaires successives des lignes entre elles. Or ici,
certaines lignes sont déja trianqulaires inférieures .i:Ce sont celles
correspondant d@ une ligne de O pour les blocs O et 5 (voir (IV) et
(IV')). Il y en a 2 pour 4 soit 1 sur 2 !



¢} Ce détemminant a de plus une "structure boucle" de longueur

4{n+1}, donc dans les conbinaisons lindaires des lighes seules
au plus les 4(n+1) premiers ter'mes seroht a combiner, et beaucoup
seront nuls. L'&valuation du nonbre de ces termes nuls au cours du
calcul est difficile, et rend impossible l'estimation exacte de
l‘algdrithme. On ne péut qu'en calculer un majorant, qui sera
dlautant moins bon que la taille est petite.

On ne traite que 2n(n-1) lidgnes et les conbinaisons lindaires ne

portent que sur 4 n + 4 termes.

Soit donc n, le nombre de multiplications.

2N (N-1) ~1 2N (N-1) -1 2N(N-1) -1
n < 2 4(NH1) = 3 N+ 4 b 1
i=1 i=1 i=1
n, <4 AREDZD GVED) Ly oneee1)41)
2 .
le terme de plus haut degré vaut 8 N4 :
n_< 8 N4

X

3, Les résultats

[ERpepEATTAER W

L'exploitation de cet algorithme est en cours. Cepéi_idant des calculs
préliminaires, pour le rester et évaluer sa complexité, ont été fait
sur ces grilles o ZN(t) avait été& calculé par des méthodes de dénom—
brement partiel [ITI]. Les ré&sultats sont satisfaisants, bien que ces
vérifications n'aient pas porté sur des grilles de taille supérieure

a7?T=x7.
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Les coits de 1'algorithme pour le calcul d'une valeur ZN(’I') sont
résumés dans le tableau :

Taille Termps total CPU en seconde
2 0,17
3 0,2
4 0,5
5 1,07
6 2,05
7 3,5
8 6,05
9 9,3

10 14 s
15 60 s

Les variations du temps de calcul t(N) sont représentés sur la
figure ci-contre ; on en déduit la loi empirique :

' -3
_ A=9 10
t(N) = AN avec { a=3,15
2<N=x<15
REFERENCES

fIJ N. VDOVITCHERKO v
Journal Phys. URSS 49,526 (1965)

[II] M.E. FISHER
Lectures in theoretical Physics 7c¢ (University of Colorado Press,
Boulder, 1965)

[III] R. RAMMAL
Thése 1981.



ANNEXE

LES LOIS D'ECHELLES

Ies lois d'échelles (loi du "scaling“) sont des postulats "a priori"
posés par des physiciens et que 1°expérience (souvent 1'expérimentation

nunérique par simulation)doivent confimmer (ou infimmer 1). ([I1) ([II1)

Ces lois sont relatives au camportement en taille des systémes critiques.
Elles posent des hypothéses sur la nature des sinqularités des fonctions
de réponse du systéme, elles discutent aussi du camportenent limite en
taille, et elles postulent enfin que les variables da systéme se grou-

pent entre elles pour devenir arguments de fonctions wniverselles.
Plus précisé@ment :

Les hypothéses de "loi d'échelle statique" introduisent une longueur
de cohérence £ ; la taille L du systéme interviendra alors sous la
forme L/E.

Les hypothéses de “loi d'échelle dynamique" introduiseﬁt de méme un
temps de corrélation T, i et le temps t n'interviendra ﬁlue sous la

forme t/v L
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Par définition, la longueur de cohérence g diverge comme § = &g e v

,é la température T avec ¢ = ('I’-JI‘C(w)) /‘I‘C(w); £y est une constante.
A taille finie, on introduit ¢ = (T-T(N))/T_ (=). On a

T (N) = T (=) : T (N) = T ()1 i
variation en taille de ¢ §e = (T (=) (L + AL ") - T (=) /T (=)
d'ot 8¢ = AI:A

AL'_)‘) d'ol §t qui représente la

-+

soit en posant v = 1/

§e = AL_I/\’

i

{par exemple pour le cas d = 2 ferramagnétique A = 0,36 ; O = 1).

De la méme maniére, le temps de corrélation Ty, diverge avec la
taille Tzlm = aL? (On a calculé numériquement A et z) pour 1'aimanta~

¥
Iezner = ar? pour 1'énergie {on a vu aussi z' = z, B = A/20).
Le temps interviendra donc sous la forme ;EI: = L—ELMZ et la variable de
la fonction universelle sera x = tL 2.

tion et t

On pourra alors écrire, en variables intensives (c'est~a—-dire en

unités de temps par spins, en aimantation ou en énergie par spins) .
n(@,t) =1L 8" £ (t AN
e@t) =L TN £ @ M0 ¢ 17

1/v -7
-28/v @m(t L , t L )

dlot Cm(t) = <m0, m(t) > =L
et C_(t) =<m©), n(t) > = 2 A=) ol AR
et si :
§ (w) = T.F. (Cy(D) et S_(u) = T.F. (C (t))
S (W) =4 5 cos t LA @, T at
et

Il

S (w) =4 S cos t L2 Ay e MV, £ 1% ae
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en posant x = t L % 11 vient :

-2,

s,(w = LFT2 (L 177
e

5, () = pF 2y o (LMY, t L

passons alors aux variables extensives M et E (c'est-d-dire gue 1'on

ne raméne plus par spins) si d est la dimension, il y a Ld spins ;

n n
Gyt) = <1 6,0 x & o (t) » = (0)
, . j m
i=1 =1
d'on :
{SM(N) = 12228/ g ! A
Sglo) = L2MZ2AmA/N M g7

Introduisons un autre paramétre a y ( c'est le paramétfe tel que
x ve YA » T,) en utilisant les relations de Rushbrooke g + 2g + y = 2

et de Josephson!dy = 2-4 il vient :

dv = 2-q = 28+y d'od 2d+z-28/y = dtzty/y

1-a
v

et 2z -2 =d+ 2+ a/v

H

reportons alors dans (I) : en nous mettant 3 ‘I‘C (donc ¢ = 0)

il vient :

_ dtzty /v yA
an SM(m,L) =L <I>M(mL )
' Ld+2+u/v

Spw,L) = tp (wL%)

Or un troisiéme type de loi d'échelle indigue qu'en taille infinie ;:

a
Sh AT
lim %(m,L) = W
(111) !‘T‘— aTeT,
w M
et
Id
Llim SE(m,L) =
L wHE

Rapprochons (fI) et (ITI) il vient :

Wy = 1 F Y/v,,. wp = 1 a/v.,
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Interprétation des ré&sultats numériques obtenus

On s'attend donc a& trouver, puisque dans. le cas "Ising & 2 dimensions®
z=2,v=1, vy=7/4, a =0

=1+

MM 8 =1

n

1,875 et U
On a tracé (voir diagramme (II) et diagramme (III) sachant d+z+y/v = 5,75
et dtzto/v = 2 les "fonctions universelles Oy et ¢E'-'.

On vérifie bien que, pour Oy les points correspondants aux différentes
tailles "se mé&langent” en un méne nuage de points. Pour vérifier la
valeur de by il faut prendre la pente de "la droite définie par le
nuage  de points" (coordonnées log-log). Cependant les lois d'échelles
ne sont valables que pour certaines fréquences. En effet si t < 5
soit w > ;% soit wL2 > % ol o est le temps moyen de retournement d'un
spin, il y aura forte corrélation puisque "en moyenne", le systéme

n'aura pas fluctuer, de méme si t > L donc si w < L donc si

2 L2 _ A2 L . ‘L .
wr,” < == A (ici z = 21!}, on aura évidemment du bruit blanc,

L Lz

puisque le systéme aura "oubli&" un état initial.
On ne pourra donc observer le comportement attendu d'aprés les lois
d'échelles que pour : A > log WLl > log (LZ/TO) c'est~d-dire sur un
intervalle d'amplitude S

(A

t)aim = 2 109 L - (log 15 - log A)

et 1'observation sera d'autant meilleure que AL grand donc L grand :
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Dans la "fenétre considérée"”, les résultats cbtenus correspondent

pbien aux résultats attendus.

Cependant pour O les résultats samblent moins bons. Ceci vient du

fait que (r) < (Tc)aim donc pour une méme taille, 1‘amplitude

' ener
(AL)aim sera beaucoup plus petite.
2o L - (log 1g - 1og () = (a)_ . -
() grer = 2 109 L = (109 1¢ log (55) = (8p) 4, — 109 20.

Donc il faudra des tailles plus grandes pour rentrer dans le régime
d'application des lois d'échelles. De plus, pour "mesurer" la pente
M il faudra rester dans le domaine indiqué. Si 1'on se conforme a

-

ces restrictions, on trouve sensiblement. .la valeur attendue de V-
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