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INTRODUCTION

I1 est bien connu que les problémes d'optimisation combinatoire
ou d'existence de structure combinatoire peuvent se formuler

comme probléme de programmation bilinéaire : Etant donnés deux

polyédres K, et K2 plongés respectivement dans deux espaces

vectoriels distincts E, et E,, résoudre le probléme suivant :

z ={min FOGLY) | X e Ky 5 Y e KZ‘ (P)

ol F est une fonction bi-affine (3] [121].

Le probléme (P) peut donc &tre considéré comme un probléme dif-

ficile, de la classe des problémes NP-complets(61].

-~

Une maniére d'aborder le probléme (P) consiste 3 lindariser
la fonction objectif F(X,Y). Cette opération nous améne a in-

-~

troduire le produit tensoriel des deux espaces{E1 et E, et a

définir deux nouveaux polyédres appelés produit tensoriel direct

et produit tensoriel polaire de K, et K,. On peut alors, de
P P 1 2 pe

cette facon, étudier des algorithmes intéressants pour résoudre

(Y L2y, r3q rizy,

Ltautre intérét de ces deux nouveaux polyddres est leur structure

combinatoire. C'est cet aspect qui est étudié dans ce mémoire.



Par structure combinatoire d'un polyédre, nous entendons &tude
des faces de ce poly&dre : caractérisation des points extrémes,
propriétés d'adjacence des points extrémes, étude des facettes,

etc...

Par extension nous appellerons structure combinatoire d'un
ensemble convexe, 1'étude de ses faces, bien que le nombre de

celles-ci soit infini dans le cas général.
Le mémoire se divise de la maniére suivante

Le premier chapitre précise les définitions et notations utiliséc

par la suite et rappelle certains résultats dont nous aurons

besoin ultérieurement.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons i partir de deux

ensembles convexes K1 et KZ’ le produit tensoriel direct noté

K, @& K2 et polaire K} X K,.

Au troisiéme chapitre, nous étudions quelques propriétés

faciales de K, ® K

1 2 R K,.

et K1 2

Au quatriéme chapitre, nous étudions la relation entre K1 & Kz

et K1 % K2'

Enfin, au dernier chapitre, nous étudions le produit tensoriel

direct et le produit tensoriel polaire dans les cas suivants
~ K1 et K2 sont des hypersphéres
- K] et K2 sont des polaires d'hypercubes

- K1 et Kz sont des hypercubes.



Les résultats principaux de ce mémoire sont de deux types :

1°) Cette recherche peut s'inscrire dans 1'é&tude générale
des propriétés combinatoires des polyé&dres. A ce titre, le
produit- tensoriel direct et le produit tensoriel polaire de
deux polyédres apparaissent comme des classes particuli&rement

intéressantes de polyé&dres{voirf41).

2°) D'autre part, un des problémes principaux rencontré
en optimisation combinatoire est le suivant : éaractériser les
facettes ou tout au moins certains hyperplans d'appui du
polytope (K) enveloppe convexe des vecteurs représentatifs des
solutions possibles d'un probléme d'optimisation combinatoire

{(voir par exemple [ 513,F161, 7171, 7201, 233, 1251).

L'€tude combinatoire du produit tensoriel direct et polaire de
deux polytopes permet d'aborder ce probléme de manid&re nouvelle
et en particulier de caractériser certains hyperplans d'appui

et facettes du nolytope XK.






CHAPITRE 1

INTRODUCTION - NOTATIONS

Dans ce chapitre, nous précisons les notations et définitions
que nous utiliserons tout au long de ce mémoire. Nous rappellerons
quelques propriétés en algébre linéaire et convexité, démontrées

pour la plupart dans les ouvrages de référence [9], (131, r14v,r221

I - ESPACES VECTORIELS

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps des
réels. Un vecteur X¢E sera défini par ses cordonnées (xl,xz,...,xnj

par rapport a une base de référence (e],ez,,.,,en).

On notera dim(L) la dimension d'un sous-espace vectoriel L de
E. On dira que L est un sous-espace propre si : 0 < dim(L) < n.
Etant donnés L, et L2 sous-espaces vectoriels de E, on dira que

E est somme directe de L1 et de L2 et on notera'E = L1 ® L2 si

a) L]nL2'= {0}

b) V X¢E, 17 X1eL], 3 XZeLz tel que X = X] + XZ.

On appellera L(E) (resp. Aut(E)) 1l'ensemble des applications
linéaires de E dans E (resp. E sur E). Une telle application A

se définit par une matrice que nous noterons également A.

A= Ilaijll 1 <isn ; ‘1 < j < n.

Notons que AcAut(E) <=> det A # O,



IT - ESPACES AFFINES

a) Définition : L ¢ E est un sous-esapce affine de E si

b4 X1 € L, VXZe L, ¥ X réel, AX1 + (1-2) Xze L.

On montre [22] qu'un sous-espace affine L est toujours translaté

d'un sous-espace vectoriel L0 défini de maniére unique.

Vacl, L=a+L

b) La dimension de L notée dim(L) est la dimension du sous-

espace vectoriel paralléle L,-

c) Soit K < E. On appelle sous-espace &ﬂﬁne‘engendré par K, 1le

sous-espace affine L(K) ainsi défini

Xe L(K) <= 3X1€ K, HXZe K, X réel tel que X = }Xl-+(1—X)X2
On posera dim(K) = dim[L(K)]

K sera de pleine dimension si dim(X) = n.

d) k + 1 vecteurs de E {X],XZ,...,Xk+1

} seront appelés affinement
indépendants si '

k+1}

dim{x',x%,....x = k.

e) Un €lément X ¢ E sera appelé vecteur en tant qu'élément de

l'espace vectoriel E et point en tant qu'élément d'un sous-

espace affine.



Un point est un sous-espace affine de dimension O.

Un sous-espace affine de dimension 1 est une droite, de dimen-'.
sion 2 un plan. Un sous-espace affine de dimension n-1 est un

hyperplan.

f) Une forme affine est une fonction f : E + R telle que

VX, € E, VXZE E, VA e R f[XX] + (1—X)X2] = Af(X]) + (1-1) f(Xz)

Soit X° = (x(i) : 1 <isn) et s®cRr.

La fonction X + f(X) = <X°,X> + s® est une fonction affine.
Inversement, toute fonction affine peut se caractériser par un

couple (x%,s%), XOeR", sCer

On notera 1X la fonction constante : 1X(X) = 1 VXeE.

]X est représenté par le couple [X° = o, s® = 11,

Etant donnée une fonction affine f, 1'ensemble des points
H = [XeE ; £(X) = 0] est un hyperplan et tout hyperplan peut

se caractériser de cette maniére.

Tout sous-espace affine est intersection d'un noembre fini .

d'hyperplans.



ITT - PLONGEMENT AFFINE DE E DANS UN ESPACE VECTORIEL

n+1i

a) Soit E = R l'espace vectoriel obtenu en ajoutant un

vecteur indépendant e a la base (e1,.,,,en) de E.

n+1

Tout vecteur Xe¢E se définira par un vecteur Xe¢E et un réel s

coordonnée de X suivant e

n+1

On écrira]? = [X,s]

Par 1'application XeE » X = [X,11¢E, E peut s'identifier
a 1'hyperplan de E :{ X, X =~EX,13]. E sera désormais un

sous-espace affine de E appelé support de E.

Si L est un sous-espace affine de E, on appellera sous-.

espace vectoriel associé a4 L, le sous-espace

T = u {A[X,11 ; reR}.
XelL

Notons que dim (L) = dim(L) + 1.

- b) L'espace dual de E, noté E° est 1l'espace des formes

linéaires sur E. On peut choisir pour base de E la base
duale de (eT,ez,...,en+1) formée des vecteurs (e?,eg,...,

o} P
érifi
en+]) vérifiant

. 0 0 ' . .
V1 <si <sn+l 1 <e.,e.> =1 <e.,e.> =0 i
124 » <€5.€5 jf

‘ - P o o .
Un vecteur X° sera défini par un vecteur X = (xi,1s i< n)

On notera

d 0 . e o
et un réel s° coordonnée de X° suivant en+1.

¥° - [XO,SO]

E° s'identifie 3 1'espace des formes affines sur E par la

relation :
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X° = [Xo,so} définit la forme affine:[(X,1] -» <X°,X> + s°.

1l

Le sous-espace affine E® = (X° = (X0,1D sera appelé espace

dual affine de E. Notons que ‘X = [0,1]6E°.

CONE ASSOCIE A UN ENSEMBLE CONVEXE

a) Soit KcE. On supposera par la suite que K vérifie les
conditions suivantes

) K est un ensemble convexe fermé.

B) K est de pleine dimension.

Y} K ne contient aucune droite. Dans la iérminologie
utilisée dans [221 cette derniére condition sécrit.:

L'espace de 1inéalité de K noté Lin (K) est vide.

b) Cbne asymptote de K

: +
On notera O K le cdne asymptote de K. Rappelons que

Veo'K <==> 7 XeK tel que VA 2 0 X + AVeK

Si V#Oet.AVEO“K, V est appelé direction a 1'infiﬁi de K.

On a le résultat suivant

o x + n J
Théoréme 1 [221 O K est un coOne convexe fermé

0%k = {0} <==> K est compact

c) Cb6ne associé 3 K

Soit K' le cbne de E : K' = ] A(X, 1)
XeK,A20

Soit X la fermeture topologique de K* : K = C2K'.

K sera 1'extension de K et K le support de K.




Théoréme 2 [227 a) K est un cdne convexe fermé

b) X = K'ul[ (X,0)1Xc0"K]
c) Si X = (X,s)eK, s =2 O

d) Inversement soit K un c8ne convexe fermé.

Si quelque soit X = TX,s)ef, on a s 2 0, alors 1l'ensemble

convexe fermé K = KnE = (XeK <==> X = (X, 1) et Xefj est le
support de X.

d) Faces de K et de ¥

On dira que F est une face de K si pour tout triplet XeF,
X15K, XzeK tel que X = aX1 + (1-&)X2 avec 0 < o < 1 on a

X,eF, X,eF.

1 2

Si dim (F) = O, F est un point extréme de K.

Si dim(F) = 1, F est une aréte de K. 2 points extrémes appar-

tenant 3@ une aré@te seront appelés points extrémes adjacents.

Si dim(F) = n-1, F est une facette de K.

On notera ¢(K) 1'ensemble des points extrémes de K.
Un hyperplanHd'équation <XO,X> + a = 0 est un hyperplan
d'appui de K si

o) <X0,X> +s% 2 0 ¥XeK

B) HnK = F # @

Notons que F est alors une face de K.
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Toute facette est définie par un hyperplan d'appui.
Notons que si F est une face de K, 1'extension F de X est une

face de K et dim(F) = dim(¥) + 1.

L'extension d'un point extréme de K sera une direction

extréme de K.

Inversement, si F est une face de K et F = FoE # @, F est
une face de K. On notera e(X) 1'ensemble des directions

extrémes de K.

e) Remarque. : un ensemble convexe K étant caractérisé par son
cbne associé X, 1'étude combinatoire de K seréyl'étude des faces
du cBne associé XK.
I1 est préférable d'étudier K plutdt que K car de cette

»

maniére, on ne distingue plus les propriétés des faces de

K et les propriétés des points a4 1'infini de K.

Par exemple une direction extréme de K peut &tre soit 1'exten-
sion d'un point extré&me de K, soit une direction extréme du

cbne asymptote 0'K.

f) Soit AcAut(E). Pour LgE posons

AL = [X : 2 X'cL tel que X = AX'].

2 cones fermés K et K' seront isomorphes si 3 AcAut(E) tel

que

K = AXK.

Notons que si XK' = AK, K = A™!



De plus, A crée une bijection entre les faces de K et celles
de X'.
Pour cette raison, K et K' ont la méme structure combinatoire.

2 ensembles convexes K et K' sont isomorphes ou combinatoirement

équivalents si K et X' sont isomorphes

POLARITE

P4 - z -~ . “‘“0 E73 . -
a) On définira le cdne polaire K- de K de la maniére suivante

%9 ¢ X° <=—> <X°,%> = 0 ¥X ¢ ¥

Théoréme 3 (22) a) K° est un cdne fermé

b) Si ¥ est fermé (X°) = X (Théordme fondamen-
tal de la polarité).
c) dim X° = dim X = n+1
Notons que si X eK°, 1'hyperplan : H : (X|<X°,X> = 0) définit
deux demi-espaces et K est contenu enti@rement.dans un de ces

deux demi-espaces. D'autre part {O}eH.

Si X%Int(¥) on peut montrer que H est un hyperplan d'appui de
K et HaX = {0}.

Si X%ee(X®),X° définit une forme affine sur E qu'on appellera

forme affine irréductible.

b) Soit F yne face de ¥

Posons F° = [X° ; X°X° ; <X°, X> = 0 VXF3.

F° sera appelde face polaire de F,
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K est un cdne polyédral si le nombre de directions extrémes
de K est fini.
K est un cdne simplicial sile nombre de directions extrémes

de K est égal 2 n+1.

Théoréme 4 (5) a) K est poly&dral <—> K° est polyédral

b) K est simplicial <=> K°

est simplicial
c) Si K est polyédral et F est une face de |
ct) (FH° = F

c2) dim ¥ + dim F® = n+1}

c) On appelle ensemble polaire de K, l'ensemble convexe K% E°

défini par :
K® = [(x°,1) ; <x°,x> + 1 20 ¥(X,1)eK]

Théoréme 5 [22]

ay 1, = 0,11  k°

X
b) Si [0,11eK, K°® est support de K°
¢) Si [0,11eK, (X9)° =k

d) [0,1]eInt K <==> K° est compact

e) [0,1leint K® <=> K est compact.

d) La propriété suivante sera utilisée au chapitre suivant.

Elle permet de ramener 1'étude des cBnes fermés 3 1'étude des

cOnes ayant pour support des ensembles compacts.



VI

Proposition 6 [ 9] Tout cdne convexe fermé dans E ne contenant

aucun sous espace propre est isomorphe a4 un céne K ayant pour
support un ensemble convexe compact K contenant 1'origine

(X = 0,1) comme point intérieur.

Produits tensoriels

a) Notations
Les notations suivantes seront utilisées tout au long de ce

mémoire

Base de référence de»E} = (ej,ez,g..,en)

Vecteur de E, : X = (x.

jp 1 sis nT)

E} espace vectoriel associé a}Ej : E1 = (el"°f’en’en+1)

Vecteur de El + X = [(X,s) : XeRn, seR]

i

Point de E, : X

3 [X,1]

K1 ensemble convexe plongé dans ET vérifiant les conditions

a) B) y) de IV-a)

Kl cBne convexe associé i KY

(o]

=0
E n+1)

; = espace dual de §1 : E? = (e?,‘..,e

]

[}

x° {x‘i’;‘isign)

Vecteur de E? : X% = 1 (x°,5% X% R™ ; s%R1

-

i

Espace affine dual de E_1 : E? C(Xo,l), x%er™




K? = cBne polaire de K]

K? : ensemble polaire de K1
S

LZ = R

Base de Ez : (f],fz,o ,fm)

Vecteur de E2 : Y = (y

f

EZ = espace vectoriel associé a E2 : B2 = (f], 2’“"’fm+1)
Vecteur de Ez : Y = [(Y,t) ;Y’eRm ; teR]
Point de E, : Y = [(Y,1) ; YeR™)

K2 ensemble convexe plongé dans EZ’ vérifiant les propriétés

a) B8) vy) de Iv-a)

Yz cOne convexe associé i K2

T10 . ¥ . 70 . 0 -0
Eﬁ : espace dual de E2 : Ez (f],.,,,fm+])
Y=y 5 15§ s m)

Vecteur de Eg = Y0 = [(Yo,to) : YoeRmn t% 3

Espace affine dual de E2 : Eg = [(Yo,l) : YoeRT]

=l

INHO !NO

: cOne polaire de Kz

: ensemble polaire de KZ“

b) Produit tensoriel de E] et EZ T13]

On appelle ES = ﬁ] 6 Ez 1'espace vectoriel produit tensoriel

de Fl et EZ'



La base de référence de ES

sera notée [ei ®'fj 1 i < n+1
1T <3 < m+1].

Un vecteur de E; sera noté 7 = (zij'; 1 <i<n+l ;3 1 <cjcmtt).

ot zij désigne la coordonée de Z suivant e 8 fj’

D'autre part, on appellera X 8 Y le vecteur dont la coordonnée

suivant e 8 fj est égale a Xi°yj pour tout 1 < i < n+1 et

1 < j < mtl.

E3 est engendré par les vecteurs de la forme {X®Y ; Ke§1,YEEé},

Soit A e:Aut(E&) et B ¢ Aut(ﬁz)

vk

A tout 7 = X

k

0o~

1

XK
associons le vecteur Z'= % ‘A X

On vérifie que cette application est un automorphismedeﬁsrmtéA@B
m+1 n+1
Soit F(X,Y) = I 29, .x. .y, une forme bilinéaire sur E, xE,.
! j=1 i=1 ij"mi1tj A 1772
7° = (29, ;1 2 i < n+1
1}

On peut associer a F un vecteur

1 < j < m+1) du dual Eg de E,.

Notons que VﬁeE1 V?GEZ

F(X,Y) = <Z°, X & Y>.

¢) Produit tensoriel affine de By et E, (voir [131)

Pour 7 = (Zij ; 1= 1 <n+tl 1 < j < m+1) posons
Z = (Zij s T<i<snj; 1 <3§ <m) e RM*M
X = (xl = Zi,m+1 ; 11 < n) e R"
Y = (yJ = Zn+1,j s 1 <3 s m) € R™

jod
I
o~
o
+
———h
=
+
=
m
~



=17 =

- x
: ZeRn L

Z sera donc défini par » XeRn, YeRm, ueR et on

notera Z = {Z, X, Y, ul.

E. espace produit tensoriel affine de E]'et E, sera identifié
a 1'hyperplan H = {Z : Z =112, X, Y, 11}.
E; est le support de E3 et dim E; = nm + n + m

Propriété 7 : E3 est 1'espace affine engendré par les points

(rx,11 8 ry,11 5 x &%, vy /")

Démonstration

G == ip - isnipuaipi-4-4

1°) Soit Z = [X,13 © [Y,1]

[a)
il

(X8 Y, X, Y, 1]

2°) Soit n+1 points Yi = [X;,11 1 s i < n+d engendrant

l'espace affine E1 et m+1 points Yj = [Yj,1] 1 <) < m+l

engendrant 1'espace affine E,. La famille {Yi ; 1 < i < n+1)
de vecteurs de E1 constitue un ensemble linéairement indépen-
dant engendrant ﬁlo De méme la famille {Yj 1 < j < m+l)

engendre EZ'

Donc {X, ® Vj 1 <is<n+tl 1 < j < m+1} forment une famille

de vecteurs lindairement indépendants engendrant E] e EZ'

Les points Yi 8 Yj 1 <i<n+tl 1 < j s m+tl forment un ensemble

de points affinement ind&pendants au nombre de nxm+n+m. Ils

engendrent donc Eg. {
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d) Fonction bi-affine sur E1 X EZ

Une fonction X, Y » F(X,Y) est une fonction bi.affine si F est

de la forme

n m
F(X,Y) = & Lozis Xy ¥s ot

m
O : L0 O
X L.X, ¥+ .Y, * u
i=1 j=1 1] LS e RS I

I g R

1

-~

F(X,Y) peut se définir &galement & partir de la forme linéaire

associée

n m n m :
F(X,Y) = ¢ v 29 x. y, ¢+ I x? X;t+ X% yg, y..s+u’.st
i=1 j=1 b =1 j=1"4

On a alors la correspondance : F(X,Y) = FX,1), (Y,1D).

H

Posons z° (sz 1<i<n; 1< j=<m).

X% = (xi 1T <1< n)
Y? = (yz 1 < < m)

A B(X,Y) et F(X,Y) on peut associer le vecteur Z° = {ZO,XO,YO,uOﬁ

o
3

points de la forme

E; espace dual de.E,; SeTa défini comme 1'enveloppe affine des

50

7 O o}

= z%, x°, ¥°, 171

. N . = 0 \ . .
On peut donc associer a un point 7° e E; une forme bi.affine

F(X,Y) vérifiant

F(0,0) = 1.

i

A la forme identité : F(X,Y) 1 ¥X581, YeEz on peut associer

0 ; Y° =0 : u® = 1] € Eg.

i
[

. _ 00 .
le point TXQY = [Z 03 X
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e) Fin des notations

e

3 = E1 ) E2 produit tensoriel de E‘ et Ez

Dim EK = (n+1) x (m+1)

Base de E; = [e, 8 'fj 1 <isn+el 3 1 < 3§ < mell.

Vecteur de ES AR (zij 1 <is<sn+t 51 53 <mel).

o

= X 8 Y vecteur de coordonnées z.. = X..Y.

i} i'’j
Représentation de Z:7=102,X,Y,ul ZeRTM ;iXeRn ; YeRm, eR.

Produit tensoriel affine de E, et E, : Eq = r(z,X,Y,1)1 € ﬁs.

Dual de E

Elément de ﬁg : 70 = ((z$j}j3 sis<sn+l ;1 5§ < mel)

Dual de E, : E

0

Elément de E n.,

= (29,X2,Y%,u%)  z%R™™; x

3
()
1

eR

o O

00
g
g . 7% = (2°2,x°,Y

Elément de E

§

»1) .

n+1

Fonction identité sur'El Py (0,1) e R

fi

Fonction identité sur E, : 1 (0,1) « RmH

Y

= 1,81, = (0,0,0,1).

Fonction identitié sur ES : ‘X@Y x8ly
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CHAPITRE I

PRODUIT TENSORIEL DE DEUX ENSEMBLES CONVEXES FERMES

Le produit tensoriel d®enscmbles convexes a déja é€té introduit
et étudié par [15], Ugj},déns le cas d'ensembles convexes
compacts plongés dans des espaces vectoriels topologiques.

La définition de produits tensoriels que nous donnons ici est
équivalente a celles fournies par ces auteurs, mais le fait

de se restreindre a8 des espaces vectoriels de dimension finie
permet d'étudier des ensembles convexes non nécessairement
compacts et de simplifier considérablement les définitions et

propriétés élémentaires données dans ce chapitre.

I - PRODUIT TENSORIEL DIRECT DE DEUX CONES FERMLES

a) Dé&finition

Soient K] c El et Kz c EZ deux cbnes fermés.,
Le produit tensoriel direct (P.T.D.) de Kl et Ké noté Kl 4] KZ

est défini par :

Tek 08K, <>7-= Yiek,, A, > 0 Vi

22 "1

[ e B}

r. Xe v viex,,
i=1 1 1

b) Remarque : Comme K, 8 K, c'ﬁ} 8 ﬁé, on peut supposer par

le théoréme de Carathéodory [91 que r < dim Fl.dim E,.
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c) Premi&res propriétés de K1 0 Kz

Propriété 1 : a) K1 8 ?2 est un cdne convexe.

b) dim f1 8 X, = dim E;.dim ?2 = (n+1) (m+1)
Evident. |
Propriété 2 : Si AeAut(E1} et BeAut(Ez)
A® B(K? Q@ KZ) = A(KT) 3] B(Kz)
Démonstration
1) Soit ZeA 8 B(?1 ] KZ)'
T . . . .
On peut écrire Z-= A ® B[ & Ay X' 8 Y11 ;Yle§1 ; ?leﬁz 3 Ay 2
i=1
T . . ‘
~>7Z = £ iy AX' 8B YeA(K,) 8 B(X,)
i=1 *
- o n o ooy w _ F i oo ol
2) Inversement si ZeA(Ki) 3] B(Kz}, Z = I ki AX" 8B Y
i=1
vl = T, T,
X"e 1° Y EKZ, li > 0
r ) ) R
Z=A8B[ I A X 8Y'1cAB8B(K, 8K,) © C.Q.F.D.
i=1

Ce résultat facile i démontrer est cependant trés important.
11 signifie que si K;, Kj d'une part KZ,Ké d'autre part sont
isomorphes, K} 8 ?2 et K; @ Ké sont isomorphes, c'est & dire

ont les mémes propriétés topologiques et combinatoires.

d) Définition du produit tensoriel de K1 et Kz

Soient K1 et K,, 2 ensembles convexes fermés. On appelle pro-
duit tensoriel direct (P.T.D.) de K1 et Kz, 1'ensemble noté

Ky 8 K, défini par



< 73 a

<=> 7 =

Z€K18K
i

aixi,11 e rvl, 1.

[ e B

2 1

v
o]

i H

x' 1) e Ky (v, 1) ¢ K, 3 A,

e) Propriétés topologiques de f‘ 8 ?2 et K, & K,

Théoréme 3 K1

seulement si K, et K, sont compacts.

8 l(2 est un ensemble convexe compact si et

Démonstration

a) K1 (4] KZ est un ensemble convexe par définition.
b) Supposons un des deux ensembles K], K2 par exemple

K1 non borné. Alors q une direction 3 1'infini de K‘ : V#O
Soit (X,l)eK] et (Y,l)ekzo
Viz20 (X+xv,1) 8 (Y,1) = (X,1)8 (Y,1) + (V,0)8 (Y,1) K18K2

Donc (V,0)® (Y,1) = (VO Y, V, O, 0) est une direction a 1'infini

de K1 3] KZ'

¢) Supposons K1 et K2 compacts.
L'ensemble (Kl)r est compact comme ensemble produit de &

|
ensembles compacts. De méme (Kz)r est compact. ~

, T 1
Enfin l'ensemble S = ((Xi) 1sisr:Ar, 20, & 2, =1)

est également compact.

Soit F 1'application : (K‘)r X (Kz)r x5 » Eq définie par :

1 F

" o
XX O YD) TS

[ o B4

;\icxl,n@wi,n°

i=1
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F est une application continue et 1'image par F de Kf X K§ x 5

est exactement 1l'ensemble KT & Kz.x> K1 & KZ est compact.

Théoréme 4 KS = ?1 Q Kz est un cbne convexe fermé.

Démonstration :

a) Supposons d'abord que ff et fz aient respectivement comme

support K1 et K2 ensembles convexes compacts. .

Par les théorémes (1) et (2) du chapitre I, tout élément

[H

X£0, XeK, s'écrit X = xa(X,1) ;1 > 0, XeK . De méme, tout €lément

B

Y0, YeK, s'écrit Y = u(Y,1) ; u >0 YeK, .

Tout Z # O peut donc s'écrire :

T . N N .
7= 3 nahnent,n 5 (XhL1eK 5 (Y, 1K, 5 Ay > 0.
i=1 1 .
T
Posons 4 = L ki
i=1
A
et By =y 1 <ic<crT
5OA,
i=1 *
- r i i
Z =u I pi(X ,1) 8 (Y,1).
i=1
r r i i
Comme iii wy = 1, 151 ui(X ,1) @ (Y ,1)5K1 1% Kz

K, ® K, est donc support de f1 8 ﬁz

K1 @ KZ

chapitre I).

étant compact, ?i e Kz est fermé (théordmes1 et 2 du
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b) Par la propriété 6 du chaitre I, on sait que Kl (resp.
Kz) est isomorphe & un cdne f; (resp. Ké) de support compact.

Par la propriété 2, f] 2] Kz est isomorphe au cbne fermé

Ki ® ?é et est donc fermé.

Corollaire § : K3 = K] 9 Kz est fermé.

K3 étant support de K] (%] ?2 le résultat est évident.

Propriété 6 : Si XeInt K, et Yelnt K,, X 8 YeInt K, ® K,

Démonstration : XeInt K] <=>3n+1 vecteurs linéairement

indépendants de Kl : (X .;Yn+1

'],.. ) tels que

+ .
X = 1 Ai X! ; Xi >0 ,1 < 1i s n+1
=1

De méme Yelnt KZ’ 2 (m+1) vecteurs linéairement indépendants

de Kz : (7‘,...,Ym+1) tels que
_ m+] <j
Y= ¢ X, Y s, > 0,1 5§ < mti
j=1 3 » ¥ ! e

Donc X8Y= % I A p. X 8V

Les vecteurs {X' o YJ s 1< i <n+l ;1 < j < m+1} forment un
ensemble de vecteurs linéairement indépendants engendrant 1l'es-

e K..

pace E; = E, ® E, et appartenant 2a K, )
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n+1l m+1
Comme 151 j£1 Ai uj = 1 et Ai pj > 0 Vi, V¥j,

PRODUIT TENSORIEL POLAIRE

——

a) Produit tensoriel polaire de K1 et ﬁé

Définition : Soient K? et fg les cbnes polaires de K, et K

On appelle produit tensoriel polaire (P.T.P.) de K1 et KZ

9

1'ensemble noté K1 N fz défini par

oy v 70 50,0
K, 8 K, = (kK] @ K))

b) Premiéres propriétés

Propriété 7 : K] ﬁiﬂzest un cOne convexe fermé.

==> Découle de la définition de 1'ensemble polaire d'un coéne.

Propriété 8 : K, @ K, « K

Si XeK, et VeK,, ¥ X%ek® et VY

1

<X°8Y°, XoY> = <X

=l

Donc X 8 Y ¢ ; B K,.

Comme K1 e Kz est l'enveloppe convexe des vecteurs

— — — —

YeKz}, on a donc K, ® K

{X®Y,’X6K1, 1 2 1 K K2
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Corollaire 9 : dim f] 3] Kz = (n+1) (m+1)

Propriété 10 : Soit AeAut(E]) et BeAut(Ez)
A 8 B(K,RK)) = A(K,) B B(K,)

Démonstration : Soit f] = A(Ky) et K, = A(K).

(®)D°=HT(E) et (R,)° = 7Y (&9)

=

; B K, = (ReR31°=r) (ke 37 (k9 1°

=[(A‘%nf'f(k?ekg)3° par la propriété Il

[}

A® B(K?@Kg)o

A @ B(KBK,)

La remarque fait aprés la propriété 2 s'applique ici également.

¢) Produit tensoriel polaire de K1 et K,
Définition : Soient K] et I(2 ensembles convexes fermés.
On appelle produit tensoriel polaire (P.TP.) de K, et Kz

1'ensemble convexe noté K, 5] K, défini -par

_ o 0,0
K] ] K2 = (K] ® KZ)

Propriété 171 : Kl B EZ admet K] 3] K2 comme support.

Démonstration : (K?@Kg) est le support du cdne R? 8 K3

par le théoréme 3. Comme le vecteur 1, = [x° = O,l]ei? et le

vecteur 1, = ry® =(O»U]€Kg (théoréme 5, chapitre 1),



P
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759 = z°=0;x°=0; Y% =0 ; 1) appartient & K? 8 ng

Par le théoréme 5 du chapitre I, KY K K2 est donc support

du cone k} | hz.

Théoréme 12 : I(.1 B K, est compact si et seulement si K1 et Kz

sont compacts.

Démonstration : Comme K, 8 K, < K; B K, (Propriété 8)
si K} ou K, n'est pas borné K, @ K, et donc K} B K, n'est pas
borné (théoréme 3).

Inversement si K, et K, sont compacts, TXsIntiK? et 1yelnt Kg
(théoréme 5 du chapitre I). Donc 1X®Y e Int K? 8 k; (théoréme 6
Donc K} K KZ est compact (théoréme 5 du chapitre I).

Corollaire 13 : 21 B fz est un cdne isomorphe a un cdne a sup-

port compact.

Application du théoréme précédent et de la propriété 10.

IIT - Exemple

a) Soient KT et K2 les 2 ensembles convexes

xXq * 120 yq t 120

~x, + 1 =20 -y, + 1 20
1 2

X, + 120 y, + 120

X, * 120 "y, * 120
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Avec les notations adoptées, les points extrémes de K] sont

X.l X2 S
x' 1 1 1
Gl B -1 1
x> | - 1 1
x* 1 - -1 1

De méme les points extré&mes de K2 sont

Yy Y3 t
' o 1 1
v2 | 1 -1 1
v | -1 1 1
Yol I -1 1

l(1 e K2 est l'enveleppe convexe des points xt eyl 1

< i<
1 <) <4
11 %12 %1 %ap Xy Xy Yy Y, u
x*ev' [ 1 v 1 0 0 1 4 1
x*evZ |1 1 0 0 1 1 1 a1

etc
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- A ,0
Les points extrémes de k1 sont en correspondance avec les
facettes de Kl’ c'est 4 dire les contraintes définissant K},

K? a donc 4 points extrémes

X? Xg SO
!0 1 0 1
GO 0 1
x>0 0 1 1
x40 0 -1 i

V1 yg te
y!s0 1 0 1
v20 | 0 i
y>»0 0 1 1
y4:0 0 -1 1

K? & Kg est 1'enveloppe convexe des points

’{Xl’e e Y% 1 <ic<d4 1 <3< 43

[ Q 8] Q O [8]

211 P12 P21 a2 Xy X Y Yo Yy
xH50%y1H0 1y o 0o 0o 1 0o 1 o 1
x120gy2,0 |4 o o0 o0 1 0 -1 0o 1

etc
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Notons que le point extréme X? 8 Y? définit une contrainte de

la forme : Zyg FXp vyt 120

Cette contrainte peut se trouver en considérant les deux

contraintes
X + 1 20 [contrainte définissant K1 associée 4 X?]
£ + 120 [contrainte définissant K2 associée 3 Y?}

En multipliant membre & membre ces deux contraintes, on obtient
(x1+1) (y1+1) = Xqyq ot Xy vyt 12 0.

I1 suffit alors de remplacer le produit X4Yy par Zyy pour

- - - . 0
obtenir la contrainte associée & }(.l B Y?o

D'une maniére générale, supposons que K, (resp. KZ) soit

défini par L contraintes (R contraintes).

»
o
o

=
[y
(7
i |
-
T ]

n m

mn n
6 O o .0 o _o o ,0
I L X.,y:. 2..% L s y y.+ L t_ X, s, t_ 20
i=1 =1 T 1) 4oy I o= r
V1i<gs<sL , 1T<1r<R

n

o o
.§ X5 0X5 Sy 2 0 1 <8 <1
i=1
M 0y . 40
E yjlyj t otz 0 1 sr <R
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On remarque donc que K} 8 K2 se définit a partir despoints
extrémes de K, et de K2 alors que K¥ X KZ se définit a partir

des contraintes définissant K] et KZ'

b) Conséquences algorithmiques

Soient KT (resp. Kz) 2 polyédres définis par L (resp. R) iné-

quations linéaires.

Soit (P) le probléme de programmation bilindaire.

(]
i
=
ok
-
I g Joww

(P)

4
H
.
b
[p
Ao’
[t
-
——
s
i
-
~
s
(-
m
~
o]

Dans notre formulation (P) est équivalent au programme linéaire

8 K

Z={(Z, X, Y, 1) € K1 2

Cependant cette approche n'est pas intéressante:é‘ﬁn point de
vue algorithmique, puisque résoudre ce programme linéaire
revient 3 énumérer toutes les solutions de base de K, et toutes
les solutions de base. de K,, puis de choisir }elcoupie de solu-

tions de bases réalisables (Xopt’ Yopt) qui minimise la fonc-

tion objectif.
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On pecut cependant résoudre le programme linéaire relaxé :

Z=f2,X,Y, 1) ¢ K] R K2
Pa

Ce programme ayant L.R+L+R contraintes peut étre résolu par
des méthodes appropriées. Cependant, nous montreons qu'en
général K; @K, ¢ K, H K,. La valeur du programme Pa sera
donc une borne inférieure pour P qu'on pourra utiliser dans
une procédure d'évaluation et de séparation progressive pour

résoudre P (voir [ 21, [31).






CHAPITRE ITI

ETUDE DES FACES DE K} & K&

ET_DE K, - K,

a) Définition

Soit K un cdne convexe plongé dans E. Une face M de K sera dite

exposée, si il existe une forwe linéaire X » £(X) telle que :

VXX, £(X) 20
B M= (Xn (X : £X) =0))

b) Théoréme 1

1) Si ﬁ? (resp ﬁ;) est une face exposée de K? (resp. K;)
M, 8 M, est une face exposée de K, @ K.
-~ 2) Si M1 (resp Mz) est une face exposée de K1 (resp. KZ)

M, & M, est une face exposée de K, & K,.
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Démonstration :

Par les théorémes (I, 6) et (II, 10) , on peut supposer que

K, (resp. K,) a un support compact K, (resp. K,).

Rappelons que la forme linéaire TX est définie par :

14X =s VX=(Xs)¢E,.

De méme Si Y = (Y,t) ¢ ﬁz on a TY(Y) = t.

>

Par les théorémes [I,1 et I,2] TX(Y) > 0 - ¥X e Ky s
(a '

=~

et 1Y{Y) > 0 | YY € KZ ;

Soient f; (resp. f,) la forme linéaire définissant M, (resp. M

Par définition VX ¢ X £,X) 2 0

]

VX e My <=> £, X) 0
et ' _ (8)
VY e KZ fz(Y)

VY e M <=> fz(Y)

]
o

f
o

Posons F(X,Y) = f1(§) 1Y(?) + fz(?3°1x(7)-

F est une forme bilindaire sur E1 p'e Ez et définit également
une forme linéaire sur 51 ] EZ'

y F(Z) = £, 1,0 + £,(T) 14,(X).

et YY ¢ X

Si7Z7=X8

4

VX ¢ K1 , on aura donc par (a) et (8) FXeY) = o.

Donc F(Z) = 0 V76K1 ® X,.
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Supposons que F(Z) = 0. Alors :

vV 1s<is<r F(xle ¥ =0
. £, 1,74 =0
£, 1,(kh = o
—> Par a) et 8) £, =0 et £, =0 vV 1sisr
X . ﬁ}, vi . ﬁé | 1<isr
=> 7 ¢ My 8 N,.

Ceci montre que %‘V 7 e K, R X, F(Z) = 0
)

2 ﬁz est une face exposée de El 8 22 définie par F.

=

1

b) immédiat M, & M, &tant support de ﬁ‘ Q ﬁé

Théoréme 2

Si,ﬁﬂ est une face de ﬁ} et ﬁz est une face de EZ’ ﬁ} 2 ﬁé est

. _ _ N B o L R
une face de K‘ 8 KZ et dim(M1 2 M2)= dim M‘,dlm MZ,

Si M! est une face de K3 et M2 est une face de Ki, M} [ M2 est
une face de K] 2 K2 et dim M1 f MZ = dim Mledim ﬁz + dim M1 +
dim MZ'

Démonstration : Si Z ¢ M; & M,, Z peut s'écrire

- Ty . s s
7= 3 X'a¥v Xt e T Y e ™ tsisr (¥)
i=1 -
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Considérons une autre décomposition pour Z ;

.—-} o

Z= X e ¥ Xt e K; 3 Y9 e X, 11 si<r.

(x',...,X") engendrent un cdne polyddral K% et {Y},.f., 7Ty

engendrent un cdne polyéddral noté fé, Tous les vecteurs

{fl} (1 =i < r) appartenant 4 ﬁ1 engendrent une face de K;

notée'ﬁ; et tous les vecteurs {Y'} 1 < i < r engendrent une
face de ﬁé notée M.

Les cbnes Kj et Ké étant polyédraux. , ﬁ; & ?% est une face de
Ft e

Par la décomposition (y) Z e H% 8

o |

t
2:
i

Ceci montre que ii € ﬁ% c ﬁ¥ et Y e ﬁ% c ﬁz Y 1

N
[N
A

1* .
Donc M} f ﬁz est une face de ﬁ1 ® K,.
Dim M, & M, = dim M, .dim M, par [II,1]

b) Se déduit immédiatement de a).

3} Soit K un cbne convexe (resp. soit K un ensemble convexe).
On notera e{i) (resp. £(K)) 1'ensemble des directions extrémales

de K (resp. des points extrémes de K).

Corollaire 3 a) e(ﬁ} ® EZ) = E(ET) ] g(Rz)
b) s(K} ® KZ) = E(K1) 0 e(Kz)
c) K1 R Kz est un polyédre si et seulement si

Ky et K, sont des polyédres.

1



~ 39 -

- -

a) Si X ¢ E(Kl) et Y ¢ e(ﬁz), par le théoréme précédent X @ Y

est une face de dimension 1 de K, ® K, .

Donc X @ ? € E(K} 2 T(z) et E(K}) f E(l—(z) C E(K.-g ] Kz)o

Inversement, soit X e K1 5 X ¢ E(R1)° On peut écrire

- g =

Boog o

Donc Xey-=
Par cette derniére propriété, tout 7 e ﬁl & Kz peut s'écrire

7 =

[ R e

')—(i g ¥ Xt e e(K;) et ?i € e(f ) 1< isT.
i=1 ! 27
Ceci montre que e(f3 f EZ) c E(Ki) @ E(E2)°

=> (K, 8 Ky) = e(K)) ® (K.
b) et c¢) se déduisent immédiatement de a).
c¢) Notations

Soient ﬁl et ﬁl 2 faces de RI'

Soit 51 la face intersection de ﬁl et ﬁ‘ : 61 = ﬁi 0 ﬁ1
Soit ?1 la plus petite face contenant ﬁ] et Ni.

De méme, soient ﬁz et ﬂz 2 faces de K,.

Soit : 02 = M2 n N2

Soit ?2 la plué petite!face contehant ﬁz et §2.

[

Théoréme 4

La plus petite face contenant ﬁ] 8 Mz et N1 8 ~2 est le cdne
convexe H = 0‘ ] P2+ Ml [ M2 + N} & N2 + P3 ® 02.
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Démonstration :

Supposons d'abord que les cOnes EI et fz soient polyédral

et que les supports K, de Ri et K, de iz soient compacts.

1) Par définition, la plus petite face contenant ﬁ] Q ﬁz
et ﬁ? b &2 doit contenir 51 & ﬁz + 51 e ﬁz et par conséquent
51 ® conv [ﬁz,ﬁz}. Comme 52 est la plus petite,face contenant

ﬁz et ﬁz, H contient 51 ® 52 et pour les mémes raisons 51 ® 62e

2) Soient ml(i), n}(i), p}(i) des formes linéaires définis-
sant respectivement les faces exposées ﬁj, ﬁ}, 51, (Remarquons
que si 51 = §1, pi(i} =0 VXe E1). De la méme maniére, défi-
nissons les formes linéaifes mz(i), nz(i) et pz(f) associées

3

au c¢One KZ.

BT
1Y

(X,8) € Bqy 14(X)
= (Y,t) ¢ By, 1,(V) =

it
i

Rappelons enfin que pour

=<1
i

et pour

1
T e+

Définissons les formes bilinaires suivantes

i
[y
1
4]
S
f

= 13 (X).p, (M)
= pi(f).¥Y(§)
= my (X) ., (Y)

it

)
[N
<L

p—y

ES ’n‘
o~ o [#8}

it
I e e s
w<t el
b =y
(O R
f
=
—
-
P
et
=]
[ 3V]
~
=<t
-

o
ﬁu
i

Notons que V X e K

Y%
vl
=
P2 R
m
=1
-
o
-
m
=i

Donc F(X,Y)
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F définit donc sur E3 ® Ez une forme linéaire notée encore F
et V Ze K @K, F(Z) = 0.

Soit ﬁ] la face_: ﬁ] = (E] 2 EZ) n (Z : ﬁ(f) = 0].

ﬁ1 sera caractérisé par les points extrémes de R] ® fz qui
appartiennent a ﬁ1.

Soit X @ Y « Hy.

Comme F1(i R Y) = 0, 1X(i) pz(?) = 0,

On sait que pour X = O ix(i) > O puisque K1 est a4 support
compact. Donc Y e 525 |

-« - -

De la méme maniére FZ(X 2 Y) = 0. Donc X « }].

der cas :

Comme F4(X fY) =0 n](i) mz(?) = 0,
n‘(x) > 0 puisque X ¢ ng Donc mz(Y) =0 et VY ¢ ﬁz.

=>iﬂ? eﬁ]ﬁl\izell.

3éme cas
Xfﬁl,i(ﬁl.

— P - g o

Par le méme raisonnement X @ Y ¢ N] & N2 e H.
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4eme cas

iéﬁ1,irfﬁ},isp1. )
Comme nl(i).mz(?) = 0 et nl(i) > 0 ==> mz(?) =0etY ¢ HZ'

De méme comme n1(i).m2(f) = (0 et m1(i) > 0 => n2(7) = 0 et

YENZ.
Donc Y ¢ 02 et X R Y ¢ P? ® 02.

Dans tous les cas on arrive 4 la conclusion X 8 Y c H.
Ceci montre que ﬁ1 c Ret par définition de ﬁ1.i Hy = H-

Plagons-nous dans le cas général. Par l'argument utilisé au

—

théoréme 2, on peut toujours se ramener au cas ol K1 et KZ sont

des cbnes poly&draux .

d) Notations

Soient L(ai), L(ﬁi), L(ﬁi), L(ﬁi) i =1,2 les sous-espaces

E F 0 M ﬁ‘ I‘)-tb

Mi’ i? i

vectoriels de E1 et EZ engendrés par les faces 05,

Notons que L(ﬁi) c L(ﬁi) n L(ﬁi)
L(M;) < L(P;) “
L(N;) < L(ﬁi) i=1,2.
On peut donc trouver des sous-espaces vectoriels: de ﬁl, EZ'

L% 0 < j=< 4 de ET et ﬁ% 0 <3< 4 de EZ tels que

L(0;) = I‘i’

L) o LR =19 e 1]

L) =i el ol

L <5 il 0]

LF) =130l 0ifeil et
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On a alors le théoréme suivant
Théoréme 5

La dimension de la face H définie au théoréme 4 est

dim 1 = dim ﬁludim ﬁé + dim 51 . dim 62
+ (dim My - dim 53),(dim M, - dim 0,)
+ (dim ﬁ1 - dim ﬁl)a(dim_ﬁz - dim ﬁé)

t

dim 0;.dim 0, - dim E} ) dim‘i%

Démonstration

= Ty - 7O 70 o7V o 72 o073 o 74

LO, @ 7)) =T 0 rl)el) el)el]el) (a)
5 e A L t0 o vl o 2 233 w4, =0

L(P, 80, = (ieT)0ifel]eileil (8)
vl MYy =77l @ 721 (70 1 472

LM, @ M,) = (L] 0T o L5 (19 o L) 0 121 (v)

LN, @ Ny = (19 e I} o i?] (15 e i; @'ig] (5)

La dimension de I est la dimension de 1'espace vectoriel
engendré 3 partir des sous-espaces écrits dans les relations
(«¢) (B) (v) (8) . On vérifie aisément que cette dimension est

celle donnée par 1'énoncé du théoréme.

e) Corollaire b, Si L(ﬁ]) n L(ﬁ1) = 0 et L(ﬁ2 n ﬁz) = 0

H = Ml & M2 + N] f NZ

dim H = dim ﬁ1 . dim ﬁz + dim ﬁ] . din N,

Apllication immédiate des théorémes 4 et 5.
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Corollaire 7

- o

51 Ml = N1, H = M1 & PZ

dim [ = dim ii.l . dim i)'z.

Dans ce cas 63 = M1 =Ny = §3. 11 suffit d'appliquer les

théorémes 4 et 5.

Corollaire 8

-

Soient i], iz 2 directions extrémales de ET et Y Y

1 2
2 directions extrémales de K,, §1 ) ?¥ et iz f Yz sont 2 direc-

tions extrémales adjacentes de K, §2 sauf si

1

X, = fz, ?1 et ?2 ne sont pas adjacentes sur Ez.

!

#
< |
1

,» Xy et X, ne sont pas adjacentes sur K},

Application des corollaires 6 et 7

il # fz et ?1 =Y, on applique le corollaire 6.
f} = iz ou §T = ?7 on applique le corollaire 7.

f) Autres applications

Corollaire 9

Si ﬁ] est une facette de K? définie par une forme linéaire ?1

et MZ est une facette de ﬁz définie par une forme linéaire'fz,

H=K 8 M, + N; @ K, est une facette de §1 2 RZ définie par

la forme linéaire F = FI 4 f2‘
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Démonstration

1) Appliquons le théoréme 4 avec ﬁ] = Kl et ﬁé = RZ'

On a alors 61 = N] et ﬁl = Rlo De méme 62 =-ﬁ2 et ?2 =K
Le résultat se déduit alors des théorémes 4 et 5.
2) Par définition ﬁ] = K] n X : f](i) = 0] et
M, = Kz n LY : £,(V) = 01.
Posons F = f1 0 fz.
vieVek, e N, F(XeaY) = (0. E,(Y) =0
De méme V X8 Y ¢ N, @ iz FxXeY) =o0
Donc M <(R, & K,In (Z : F(Z) = 0]
Comme I est une facette de R] 2 Kz par (1) F = Ei (] fé

définit il.

Corollaire 10

Soient ﬁl et ﬁ] (resp. ﬁz et ﬂz) 2 facettes distinctes de K]
(resp. Ez) définies par des formes linéaires m, et n, (resp.
m, et n,).

a) la plus petite face H contenant ﬁl & ﬁz et ﬁ] @ N,

s'écrit : H = 01 Y KZ + K] ® O2 + M1 (] M2 + N Q N

1 2°

b) Dim H = dim E] . dim Kz - 2.

c) Il est définie par : H = f] f K2 n [E Pomy f nz(z) =

m, f nlfé) = 0]. Nl est une face exposée de K] f RZ‘
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Démonstration

a) Application immédiate du théoréme 4 puisque

—

Py = conv(M,, Ny) = K, et B, = conv(M,, N, = K,.

b) Appliquons le théoréme 5.
Posons n' = dinm R1 = dim E1 et m' = dim K, = dim E,.
Donc dim Py, = n' et dim 52 =m',
Comme deux hyperplans de Ey (resp. Ez) s'intergectent en un

sous-espace vectoriel de dimensions n'-2 (resp. m'-2), on a

dim E: + dim 0y = n'-2.
f + dim O

it
=

1
o

et dim L 2

La formule du théoréme 5 devient

-

dim H = dim 0; . m' +n' . dim'bz + 2(n'-1-dim 51)(m‘-1—dim 5.

- dim 0; . dim 6} - (n'-2-dim 0,) (n'-2-dim 0,).
On vérifie que dim H = n'm'-2.

——
[N
-

c) Soit L le sous-espace vectoriel de 21 & K,
L =1(2Z: m,y ® nZ(Z) = 0 et n‘ﬁmZ(Z) = 0].
Notons que dim L =n'm'-2.
D'autre part, on vérifie trivialement que my; 8 nz(f) =0
et n; & mz(z) = Q0 VZ e H.

Donc H ¢ T. Mais comme dim 0 = dim L

I =Ln K1 Y KZ’

Notons alors que H = Rl f Ky n (7 : (m1 R n, + ny 8 mz)(f) = 0].

ce qui montre que I est une face exposée de f1 & RZ'
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IT - FACES DE R1 B K,

a) Définition

Le produit tensoriel polaire de 2 cOnes K] c E] et EZ c Ez
a été défini dans le cas ol Kl et Rz sont de pleine dimension.
Supposons que L(E1) = f] c E] et L(RZ) ='12 c EZ‘ |
On peut définir f] K EZ’ R] et Kz étant 2 cﬁneste pleine
dimension plongés dans les espaces vectoriels t]'et iZ'
Kl ﬁ,ﬁz est donc un cone de E] ] iZ' Pour définir il &) EZ
par rapport 2 E1 f EZ il suffit alors de considérer i1 0 12
comme sous-espace vectoriel de E] [ E2° .
Remarquons que si f‘ est une forme linéaire définie sur
E{(f; ¢ E]) 1a fonction ¥1 définie par }1(i) = £,(0 ¥ XeT,
est une forme linéaire .sur i] (on notera ;1 € 1?) appelée res-
triction de f, 3 ilo |

"
Inversement, si f.i € i?, | f] € E? telle que

n, : n,
f](X) = f](X) ¥ X ¢ L?. f] sera appelée extension de f1 a E
(Des définitions similaires seront faites pour L, et Ez);
4" -

D'autre part, soit f] € L? telle que k](i) >0 VXe K].

1°

- N - - -
1 f1 € E? extension de f] telle que f](X) 20 ¥ Xe K1.

(application du théoréme de séparation des ensembles convexes).
On a donc le résultat suivant

Propriété 11

N o
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b) Résultats préliminaires

Lemme 12
Soit Z ¢ Ky i Kz.
et 3 gy ¢ ﬁg tel que g}{?) >0 Y¥Ye Kz, Y = 0

tel que f.f e g1{§) < 0,

Démonstration

Soit Z ¢ il B ﬁza Par la propridté (1) 3 f « i? et g € ?g

tels que f R g(%) < 0.

Soit £' ¢ K} tel que £'(X) >0 VX e K, X=0
et g' € ﬁg tel que g‘(?) >0 YYe EZ Y = 0.

Pour ¢ suffisamment petit, on a :
[(f+ecf)@ (g+eg)l (D) <O

f1 =f+¢c f'etgy=8g+ecg satisfont les conditions de

1*énoncé du lemme.
Lemme 13

Etant donné E; c ﬁ‘ et i% un sous-espace vectoriel propre de

E,, posons F} = ﬁ? n L§;
Ay - - - a—
Soit fq ¢ L? tel'que £,(X) >0 VXeFy, X=0.
(\J bt ) -
Alors 3 une extension f1 de f1 a E1 telle que fl(X) > 0
¥ X 20 ¢ K‘. Ce lemme donné sans démonstration est .une consé-

quence des théorémes de sé aration d'ensembles convexes [117.
p
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Théoréme 14

Soit §1 (resp. FZ) un cOne de ﬁ1 (resp. ﬁ}) tel'que
F] = EB n f] (resp. ?2 = EZ 0 12) otl il (resp. Ez) est un
sous-espace vectoriel de E] (resp. FZ). '

Alors F.I B FZ = (K] | KZ) n (L] ] LZ)'

Démonstration

1) Soit 7 e ﬁl ) FZ’ Par définition Z « 1] Q.iz. D'autre

part VY f ¢ K9 et g e K, f@ g(i) 2 0 puisque,ﬁ c K
1 1 1

et Fz c R2° Donc Z ¢ K E

B o

l za

2~ Inversement soit 2] € (R] & EZ) n (i‘ Y] iz).
Supposons que 71 / Fx B F,.
Par le lemme (12) a f « 1? et E e;'lg tels que : E(i) > 0
VX=0ekK et §5(Y) >0 VV=2o0cK

N

£og (Z,) <o.

) et d'autre part

v n
Par le lemme (13) on peut étendre f a E1 et g a,EZ par deux
extensions f et g vérifiant f(i) >0 ¥X=0 etfl et
g(¥) >0VY=o0cek,.
Mais } [ E est la restriction de £ @ g 2 1] & ié; Donc
fRg (71) < 0. Ceci montre que 2] ¢ E1 & EZ et on aboutit
a une contradiction. |
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c) Faces de §1 ® RZ

Théoréme 15

Si ?T est une face exposée de K, et F, est une face exposée de

— - -—

KZ’ P1 R FZ est une face de K1 & ﬁé.

Démonstration

o

Si P1 est une face exposée de §1 et ?2 est une face exposée de

Rz, 3 un hyperplan Ei c §1 et un hyperplan fz < ﬁz tels que
Fy =Ky n L? et Fy, =K, n L,.
Par le théoréme 14, ¥y § F, = (K; 8 K,)) n (L, 2 T)).

-

1 (X : <5{"?, .).(—>

i

0 pour Y? € f?]

s
L

Soit

50 =0
0 pour Y1 € FZ]

il

et L, = [y : <Y$, Y>
comme i? (resp. fg) engendre E? {resp. gg), il ] iz est défini

par :

@'112=[’Z:<56?®?0,’2‘> =0 V?Oeﬁg,'

<x° @ Y‘;‘,'z‘> = 0 v X° ¢ R“{J.ZI

L,

11 8 iz est donc intersection d'hyperplans d'appuis de K} x KZ'
=> T, & F, est une face de K, R K, . ;

Les cas ?} = f} ou F, = K, se traitent d'une facon similaire.

Théoréme 16

Si ?1 (resp. FZ) est une face de ﬁ} (resp. Kz) 51 ® ?2 est une

face de K1 2 KZ‘
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Démonstration

On peut supposer qu'une des 2 faces Fl par exemple est non exposée
sinon le résultat est vrai par le théoréme 13. On peut alors

trouver une face exposée G] de K] contenant proprement ?1 telle

que ?3 soit une face de E] { 22 1 .

Par récurrence sur n' = dim iy on peut établir que:'f"l B ?2 est
une face de 51 ﬁ'fz. Par le théoréme 15, ﬁi & KZ est une face

—.

de f1 & fz, Donc ?1 B F, est une face de E} R 12,

Corollaire 17

Si X e c(f(}) et ?e.e('ﬁz) “)E@‘\.’Cs(f('1ﬁ‘l’(2).

Démonstration

Soit §1 le cOne engendré par la direction extrémale X et 52 le
cdne engendré par la direction extrémale Y.
f} B F, est une face de K, m'fz de dimension dim §i3dim F, = 1

comme X R Y ¢ F‘ T F} 7] ﬁz est le cOne engendré - par X @ Y.

Corollaire 18

Si X ¢ e(fl) et Yl et Y2 sont 2 directions extrémes adjacentes

-

de fz, X & ?1 et X @ fz sont 2 directions extrénes adjacentes

de K] N Kz.



Démonstration

Soit §1 la face engendrée par X et fz la face engendrée par

Y, et Y,. dim F, =1 et dim F, = 2.
Donc dim ?1 o 52 = 2, Par le corollaire précédent, X 8 1 et
X g ?Z sont 2 directions extrémes adjacentes de K & E-

d) Autres résultats

Rappelons que K} & RZ = (ﬁ? R Kg)o.

Toute face H° de (k? f Kg)o a donc une face polaire H de %& B fz.

On peut ainsi a partir des résultats du paragraphe I) caractériser
de nouvelles faces de §1 8 §2‘ Cependant, ce procédé eSt intéres-

sant dans le cas ou §1 et Ez sont 2 cOdnes polyédraux puisqu'on

a alors la relation
dim A + dim H® = n'.m’ (voir chapitre I, théoréme 4).

Théoréme 19

Supposons que E? et EZ soient 2 cbnes polyddraux. Soient §1, iz
(resp. YT’YZ} 2 directions extrémales distinctes dé K}(resp. Ké}*
il 8 §T et iz 8 ?2 sont 2 directions extrémales adjacentes de

KT i KZ‘

Démonstration

-

Soient ??, Fg {resp. G?, ﬁg) les faces polaires de f¥, ié
(resp. ?},?2). F?, Fg (resp. ﬁ?, @g) sont des facettes de K}
{resp. Kz). Par le corollaire 10 du paragraphe I) la plus petite

- el . =0 =0 =0 =0
face ho contenant F1 fQ G2 et F2 [ G}

a une dimension égale a8 n'.m'-2,
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La face polaire 1 de ﬁo a donc une dimension égale & 2. Mais Il

1 et X2 ] Y2 sont

<\

contient il f ?1 et Xz 0 ?2. Donc X1 9

2 directions extrémes adjacentes de K& ) K2°

Remarque

Ce théoréme n'est pas valable dans le cas général de deux cbnes

convexes quelconques (non polyédraux ') comme le montre 1'exemple

suivant
- - : . 2 2
KI = [X = (x], xz) PoXy X, s 1] |
Kl = [X = (x1, Xy s) x% + xg - sz <0 ; s 2 0]
2 . ..2
Kz = [Y = ()']»YZ) Yyt Y, s 1]
2 2 2

KZ = [Y = (y],yz,t) Poyy ty; - t" <0 ; t =z 0].

On peut également écrire

~
-

]

—

P3|

=

~

~<

N’
I

~
N
[}
™
-1
[y~]
™
—
.
| —
1]

Posons ?a (Z) = f @ gB(z).

Xy €OS a *+ X, sina - s < O Va; s =2 0]

Yy €Os B + vy, sing~-t <0 Ve ; t=z0]

Fa’B(Z) = Zyy COSa .COsB + Zy) €O0s a sin B + Zy1 sin a.cos B

+ 222 Slﬂa .S1n B - tXI C0oS a- t XZ sin o

- Sy, €os B - sy, sin B + u.

On a alors par définition et par la propriété 11

K, B §2= (Z = {Z,X,Y,ul F, () 20 Va,8 ;uzo0l.
Soit il = [x1 =1, X9 =0, s =1] et iz = [xl = -1, X, = 0, s =
?l = [y1 =1, Yy = O, t =11 et ?2 = [y1 = -1, Yy, = 0, t =

1]
]]-
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i} et ié (resp. Y1 et ?2) engendrent 2 directions extrémales

distinctes de K, (resp. K,). _
1 2 T4
T T eY T % a¥ = _hith
Posons ZI = X} ® Y1 ZZ »~X2 & YZ et 23 = e

Enfin définissons 24 et Zg de 1la maniére suivante

211 %12 F21 P2z Xy X2 Y Y2
Z, 1 0 0 1 0 1 0
Z, 1 0 0 0o -1 0o -1 0
Zy 1 0 0 o o 0 0 0
Z, 1 0 0 1 0 0 0 0
L 1 0 o -1 0 0 0 0

e

Notons que Fa B(E4) = cos a . Cos B + sina . sin B + 1 20
b4 .

Yo, ¥8.
Donc 24 € K1 ? K2 ;t de méme ZS € K1 5] KZ'
— +
De plus Z; = 4T .
2

-—

Mais on vérifie aisément que Z4 et 55 ne peuvent appartenir au
segment ayant pour extrémité les points 51 et EZ'

Donc 21 et iz ne peuvent engendrer une face de dimension 2.



ITI - FACES DE K, 8 K

p @Ky et Ky R K

a) Tous les résultats énoncés aux paragraphes I et Il s'éten~
dent immédiatement aux ensembles convexes K, 8 K, et Ky, & K,
puisque ces 2 ensembles sont supports des cbnes Y} 8 EZ et

Kl B K,.

Définition. On dira qu'un ensemble convexe compaét K est de

diamétre 1, si V X3 e ¢{(K), V¥ XZ e e(K) X1 z Xz, X1 et

X2 sont adjacents.

On dira qu'un ensemble convexe compact'K est de diamétre 2 si

pour tout couple de points extrémes non adjacents (xi,xz),
3 Xg € c(K) tel que (Xi,XS) sont adjacents et (X1,X2) sont
adjacents.

Reformulons alors les corollaires 7 et 8.

IhéOréme 20

$i dim Ky > 1 et dim K, 2 1, Ky @ Ky est un ensemble convexe

de diamétre 2.

Démonstration

Soient X, 8 Y, et X, @y, 2 points extrémes distincts de
a) Si Xy = X, et Yy =Y, X, & Y, et X,RY, sont adja-
cents par le corollaire 6.

b) Si X4 = X, et Y, et Y, sont adjacen:s-x1 &Y, et

Xz 8 Y2 sont adjacents par le corollaire 7.
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c) Si X1 = Xz et Y1 # Y2 ne sont pas adjacents, ¥ un point
extréme Xz e e(K1) Xy = X1 et 3 Yg ¢ e(KZ) Yg = Y1’YZ’
Xy ® Y, et X; @ Y3 sont adjacents de méme que X, & Y2 et
Xz 8 Yq.

d) Y1 = YZ‘ Méme démonstration que b) et c).

b) Ensembles convexes de diamétre 1.

b.1. Considérons pour ensembles convexes les 2 hypersphéres

K1 et K2
n
K1 = {X = (xi) : T x% < 1] ¢ rR!
i=1
n
Ky =LY = (y;) r yl<1]cRP
J Ci=1 )
J
On a alors
o2
e(Ky) = [X : 1 x% =13
! j=1 1
2
E(Kz) =Y : 1 yi;=17.
o1 j
J
La F(X,Y} 1la fonction bi-affine
n
F(X,Y) = I Xiy; - 1
i=1
Par 1'inégalité de Schwarz
n N . n
IR IO %
i=i ' i=1 j=1

Donc F(X,Y) < O ¥ X ¢ K1, VY ¢ Ky (a)



= §7 o

Cependant si X =Y et X ¢ E(K]), on a

F(X,Y) =0 (8)

—

On peut associer & la fonction F une forme affine notée Z0

définie sur le produit tensoriel affine Eq de L1 et Ez (voir
- - - n
$i 2 = 1Z,X,¥Y,11 on a <2°,Z> = 5 2z .-1.
i=1
Par a) <20,2> < 0 VZe K1 [ K2°
Par g) Si Z = [X,11 8 [X,1] X e (K,)

<20,2> = 0.

B~
N
t
L}
[}

Soit Il 1'hyperplan de E; d'équation
i=1

H est un hyperplan d'appui de K1 [ Kz et 1'ensemble convexe

K' =1l n [K] Y KZ] est enveloppe convexe des points extrémes

Z=10X,110 [X,1] X e e(Ky).

Si Z, et Z, sont 2 points extrémes distincts de K', ils sont
définis a partir de 2 p01nts extremes distincts X], X, de K1.
Donc par le théoréme (20), Z, et Z2 sont ad]acents. Ceci montre

que K' est un ensemble convexe de diamétre 1.

Notons €galement que pour tout point Z < K', on a :

zlJ - zji =0 Y i, 1 £1i < n 1 < j<n
X; ~y; =0 YV 1 s1is<n
n
.x Zii_] =0
i=1
K' est donc plongé dans un espace de dimension n' = n2+2
2 .
n' = n“+2n-(n + 2710 _ 4,
2
. . n2+3n
On peut aisément montrer que dim K' = n* = 5 - 1.
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b.2. Soient C1 et C, les 2 hypercubes

C1 = [X = (xi) -1 < X; < +1 T < i < n]
Cy = [Y = (yj) -1 < Yj € +1 T < j < n]
o2
Notons que b Xy < n ¥ X ¢ C1
i=1
no2
et I X; =n ¥ X e e(Cy).

i=1 1
On a un résultat identique pour Y e C2 et Y e[é(Cz).
Donc si H est 1'hyperplan d'équation .g
un hyperplan d'appui de C1 (Y C2 et l'é:;emble convexe:

zii-i = 0, H est

C' =Hn (C1 1% Cz) est enveloppe convexe des points extrémes
Z = [X,1]1 & [(X,1] X ¢ s(C1).

Comme dans le cas précédent, c'est un polytope de diamétre 1.
D'autre part, 1'ensemble des points Z = [X,1]1 @ [X,11
X e e(C1) constitue une famille de points extrémes adjacents

deux & deux du polytope C1 & CZ‘

La structure combinatoire de C', CT 8 C2 et C} ® C2 joue

un rdle trés important pour tous les problémes:d'optimisation
combinatoire. PuisqueG!' est une face de ¢, @ CZ; pour connai-
tre les faces de C', i1 suffit de connaitre les faces de C1 ® CZ.
Le probléme de la caractérisation des facettes de C1 8 C2 sera

abordée au dernier chapitre de ce mémoire.



Remarquons que les premiers exemples de polytopes de diamé&tre 1
ont été donnés par D. GALE [9]1. Ce sont les polyédres connus
sous le nom de ““d-neighlorly polytopes'. Les exemples que nous
venons d'étudier sont de nouveaux exemples d'ensembles convexes

de ce type.
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CHAPITRE TV

RELATION ENTRE K] (S KZ ET K1 R K2

I - INTRODUCTION

a) 11 a été montré au chapitre 11 que Kl e K, < K] K KZ‘
Dans ce chapitre, nous caractérisons les ensembyés convexes
pour lesquels K

1 e Kz = K‘ B KZ'

b) Soit F(X,Y) une forme bilinéaire sur El x ﬁz, ’

Nous avons noté qu'on peut naturellement associer & §18§2, une
forme linéaire notée fo, él1ément de (E1 ] EZ)O telle que

F(X,Y) = <2°, X8Y> V¥ XcE

Dfautre part, une forme bilinéaire ?(i;?) peut toujours s'écrire
F(X,Y) = <(K_X)T,7> oit A est une application lindaire de E1
-0
dans EZ”
Réciproquement, toute application linéaire A : Ei + ﬁg

-

définit une forme bilinéaire sur E‘ x EZ par
F(X, Y) = <(A%)",¥>
Les 3 propositions suivantes sont alors équivalentes

a) F(X,¥) = 0 VIek, ¥YegK,

-

B) La forme linéaire 7% associée a F vérifie ZOG(R}BEZ)O.

) - A
AX1 est un cdne con-

L}

Y) Im(ﬁx) = [Y ) ieﬁ} tel que Y

tenu dans RS
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IT - THEOREME FONDAMENTAL : CONDITION NECESSAIRE

Le résultat suivant a été démontré par Phelps et Namioka
L19] dans un cadre plus général. Nous en donnons ici une

démonstration plus simple.

Théoréme I : Si i1 ou RZ est un cdne simplicial,

K]@f(' = K

Démonstration : Supposons que KZ soit siﬁplicial. Kg

- - — o

est alors également un cdne simplicial.

Soient V .,V ¢ les directions extrémes de Kg (m' = m+1 est

12°° m

la dimension de 1'espace Ez et de Eg).

Tout ?eEg peut s'écrire d'une mani&re unique
V=1 2 V,

L'application V - Ay (1 <1 <m') est une forme lindaire que
nous noterons Pi(V). Donc V = g Pi(V).Vi.
i=1

- —

Soitfﬁx,?) une forme bilinéaire positive sur K, x K2 et soit

LTIt -

. L3 - e 3 o, foud O
A son application lindaire associée. A : E1 » E5.

L'application X - Pi(Aﬁ)’ est une forme linéaire (comme appli-
cation composée d'une application linéaire et d'une forme

linéaire) que nous noterons X - <Vi,X>.

m' o
Comme AX = 1§ P.(AX).V.
e !
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Et

[}
F(X,Y) = .51 <Uy, ;

1

Comme KZ est un cdne simplicial, 7 ?]ee(sz tel que

<., Y,> =0 V1<isam i1
et <§1, ?1> > 0
Comme ?(i,?i) 20 V ieﬁ, on a donc

X> = 0, V¥ XeK, .

De méme : <V.,X> > 0, V §5E1, V1i<gigcn.

Ceci montre que si z® est 1a forme linéaire définie sur
B, ® B, associée a F : 2°= 1 U, 8V,
i 2 : i i
i=1
. 70 =0 =0
et 27 ¢ KI ® K,

Ceci démontre donc que (K, ® K )0 = KPRE2 <K% @ K°.
1 2 1 2 1. 2

'
|
1
|

ITT - THEOREME FONDAMENTAL. CONDITION SUFFISANTE

Nous supposerons dans ce paragraphe que El et K2 sont des

cbnes polyé&draux.

a) Définition

Un cbne convexe K sera dit appartenir 4 la classe (S) si
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o) XK n'est pas un cOne simplicial.
B) Chaque face propre F de K est un cbne simplicial
dans 1'espace L(F). ‘

v) Chaque face propre ﬁ)de'g)cﬁnezxﬁaire de X est un

cdne simplicial dans 1‘'espace L{?O).

b) Lemme 2

@) Si K < 6),K° < (8)

Bj Si K < (8),q 2 directions extrémes distinctes qui
n'appartiennent pas simultanément & une méme face propre

de K.

Démonstration :

a) Conséquence de la définition de la classe (S).

'B) Soit K support compact de K. Soit V1ee(K).
Comme chaque face de kK° est un simplexe, V1 appartient a n
facettes distinctes et 3 n points extrémes adjacents

{VZ""’Vn+1}‘ Comme K n'est pas un simplexe, % au moins un

autre point extréme Vs différent des précédeﬁts.

Vis Vn+2 n'étant pas adjacents, ils ne peuvent appartenir 2

une méme face de K puisque une telle face est un simplexe,

c'est a dire a tous ces points extrémes adjacents entre eux.

c) Théoréme 3 : Si El et Eé sont de la classe (S),

K] e K2 # K1 M KZ.

Démonstration :

- A TS e -

. . . s = =0
) Définition d'une_application lindaire A, : E, » E,

Soient ﬁi et ?2 2 directions extrémales de ﬁg vérifiant le
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lemme b). Cette condition peut &galement s'écrire

V, + 2., ¥ A, > 0 et A

i V = T, +0
Si V.= ) 1 Yy 1 .2 > 0 alors Vf-Int(kz}

1

Soit (P) le plan engendré par les 2 vecteurs V1 et VZ,

Soient X ¥. 2 directions extrémes de K1 satisfaisant le

1r 2
lemme 2. Soient f‘(i) = 0 et fz(i) = 0 les équations de
2 hyperplans d'appui a R] tels que :

K]r\[X : f1(X) = 0] = X1

0l = X

L

K]cx[X : fz(X) 2°

(Ces 2 hyperplans existent donc par le lemme 2).

On a nécessairement f‘(iz) > 0 et fz(f1) > 0.
On pourra supposer en multipliant éventuellement

f1 et fz par des coefficients convenablement choisis que

f1(x2) = 1 et fZ(XI) = 1.
Définissons alors 1l'application Al‘

AX = £,(0.V, + £,(0.V,.

A, satisfait les propriétés suivantes :

o) A.l X1 V]

#

<t

X, =

Ay X, 2

B) i X ¢ K, et X # X £.(X) > 0 et £,(X) > 0.
Donc Al X c Int(Rg).

Y) VX e K., A, X e (P)

1 1

b) Définition d'une application linéaire A : E, » Ej

Soit A, une application linéaire El +A§§ telle que :
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}
b
>4
)
<1

2 72 2
- Soit isc:e(Kl) tel que iS n'appartienne pas au plan
engendré par K? et Kz ; alors A, fs n'appartient pas au plan

(P) engendré par V1 et ?2. (Une telle application existe

toujours puisque dim R} > 2 et dim Rg > 2).

P -

Soient X1, XZ""’ik 1'ensemble des directions extrémes de
K1.
Posons Ag = {1-¢) A1 + € Az.

Comme A1 ii c Int K2, 3 1 > £ > 0 tel que

2,
b 7O
Ve < €5 As(xi) e Int K2
k
Soit € = min €, et posons
o} j=1 1

A= (i—eo) A1 t e, A2

A vérifie alors les 3 conditions suivantes

a) A X c Rg ¥V X c ﬁl puisque A ﬁi < Kg ? fié e(f})
B) A X1 = V1
A XZ = VZ

¥Y) A X n'appartient pas au plan (P) engendré par v
3 P 1

-

et Vz.

En effet A X3 = (1*50) AT X3 * e, Az XS'

Comme A, is c (P) et A, 523 £ (P), A 553 £ (P)
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c) A définit une application bilindaire

F(X,1) = <«(a0)",¥>
Par la condition a) 3 laquelle satisfait A :F(i,f) 2 0

v YeK, .

v XeK1, 2

Supposons que la forme linéiare associée 3 T appartienne 2a
K] ® KZ'

- T
et F(X,Y) = & <U

Par la condition B) satisfaite par A :

s
A
I

<V,,¥> et F(X,, 1) = <V2,?>

—

Donc <ﬁi,X]>

it

<Ui,X2> =0 3 sics<r

Comme il n'existe aucune face propre de R1 contenant simulta-

nément X, et XZ’ ceci impose

|

\Y
>
<
|

A
ot

Mais ceci signifie que AYe(P) VXeKi, ce qui contredit 1la

condition (y) a4 laquelle A satisfait

. 50 =0 =0
> L7 4 K] ® K2

=0 _ =0 = - 0
R] ® KZ # (K]QKZ)

~=> K, 8 K

1 2 7 K B K,
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Théoréme 4 : Si f1 et Kz sont des cBnes polyé&draux non simpli-

—

ciaux, K1 8 K, # K} B K,.

=~

—

Démonstration : Supposons le théoréme faux. Soient K1 et

- ——— " - —— o

?2, 2 cbnes polyédraux non simpliciaux tels que f16§K2==K B X

1 2

et k = dim K, + dim K2 soit minimum.

1
Notons que si dim K1 = dim Kz =1, K1 et Kz sont des cOnes

simpliciaux. Donc k 2 3.

Soit Fl une facette de Kl‘

—

On a vu [théoréme 2, chapitre III] que §1 X KZ est une face

de Kl 8 EZ' De méme [théoréme 16, chapitre III] ?1 3] Kz est

uné face de §1 B K

2.
® E cF, R K

Or F 2 1

1 2

et . dim FT 3] K2 = dim F1

Donc si K1 8 K2 = I(1 2 KZ’ alors F1 8 K, = Fz B K,.

Par 1'hypothése de minimalité sur k, ?& est un cdne simplicial.
De méme chaque face propre de KZ est un clne simplicial.

. T T %0 o %0 _ 7O o O
51 Ky ® K, = K; B X,, Ky ® Ky = K{ B K

Donc pour les mémes raisons que précédemment, chaque face

propre de K? et de Kg est un cdne simplicial.

==> K] et Kz sont donc des cfnes de la classe (S).

Par le théoréme (3) K1 ® KZ # E1 K Kz, ce qui contredit notre

hypothése.



Remarque : Le théoréme suivant est &galement vrai.

Théoréme 5 : Si K, et K, ne sont pas des cbnes simpliciaux,

K] e K2 # K1 K Kzg

La démonstration est similaire a 1la précédente. Elle est cepen-
dant plus compliquée et nécessite 1'utilisation de propriétés
fines des ensembles convexes. Pour cette raison nous ne la

donnerons pas.
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CHAPITRE V

ETUDE DU PRODUIT TENSORIEL DIRECT ET DU PRODUIT TENSORIEL POLAIRE

DANS DES CAS PARTICULIERS

I - INTRODUCTION

a) Nous allons, dans ce chapitre, étudier la structure des
cOnes i] e Kz et K1 K fz pour des classes particuliéres d'en-

sembles convexes KI et K2°

b) Définition : Soit ?(i,?) une forme bilinéaire définie sur

E] 8 EZ et soit Z°% 1'élement du dual de Ei Q EZ associé a F

(voir chapitre I, VI, b).

F sera appelée forme bilindaire irréductible si et seulement

si la forme linéaire 2° est une direction extréme du céne
2 o= L0 =20 =0
[K]@KZJ = k] ] KZ'
On peut alors caractériser les forme bilinéaires -irreductibles

de la maniére suivante

- e

a) F est positive sur K] x fz

V XeK,, YeK

i 2

B) Soient F} et ?2, 2 formes bilinéaires positives sur

Kl X ?2 telles que F(X,Y) = §1(X,Y) + ﬁz(f,f)
Alors 7l(i,?) = A ?(i,?) Vv f}ﬁl, VeEz
et Fo(LY) = (1-0) FXLY) v XeE,, Yef,
0O <) <1
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-

c) Comme il a &té signalé au chapitre IV, par I, F est posi-

tive sur Kl X Kz si et seulement si le cdne :
En(§1) = (Yoeﬁg S | Xai1 tel que Y° = AX)

est inclus dans le cbne K

»

N O

d) Les 2 problémes fondamentaux

K1 3] RZ a €té défini a partir des directions extrémales de ?1

et de ?2. Nous nous poserons alors le premier probléme suivant

(P1) : Comment caractériser les hyperplans d'appui de E? 8 Kz.

Plus précisément, comment caractériser les formes bilinéaires

irréductibles sur K1 X RZ 2

(Ces 2 problémes sont €équivalents compte-tenu des résultats
rappelés en introduction et au paragraphe b).

Notons que les formes bilinéaires irréductibles caractérisant

également les directions extr8mes de (K1 8 EZ)Q = E? & Kg.

Nous nous poserons également le deuxiéme probl&me dual du
premier (P2)

Trouver les directions extrémesdeﬁT X Kz olt leé formes bili-

= @ —_ . 20 )
néaires irréductibles sur K1 X KZ'

Notons que ces 2 problémes sont excessivement difficiles dans
le cas général. Ceci est 1ié & la nature des formes bili-
néaires

Supposons que K1 et K2 soient 2 polytopes. Si F(X,Y) est une

forme bi-affine le probléme d'optimisation suivant :
z = nin{F(X,Y) | XeK;, YeK,} (1)

est un probléme NP complet [6].

?
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S1 on pouvait caractériser les formes bilinéaires irréductibles
sur K1 X K2 (c'est a dire dans ce cas connaitre les facettes
de R] 2] KZ)’ on pourrait formuler le probléme (1) comme un

programme linéaire (avec certes un grand nombre de contraintes).

On sait quequand un probléme d'optimisation combinatoire est
de la classe des problémes NP-complets [ 6 ], on ne sait pas
caractériser les facettes du polytope associé a ce probléme

£s 1, r1o1, r171, v181, 120, v231, r2s5].

e) Résultat préliminaire

XO =0
Nous poserons X _ =
o
s =1
Y, =0
Yo =
t =1

F(X,Y) sera écrite sous la forme :

FL(X,s), (Y,t)] = <XTAT,Y> + <UT,X> + <V7 Y> + a’o st,
LLa forme bi-affine associée a F est :

F(X,Y) = <XTAT,Y> + <U7,X> + <v7,Y> + o,

Rappelons que nous supposons que Kl et K2 supports de K1 et

RZ sont des ensembles convexes compacts et que Xoe Int E] et

— Lo

Lemme 1 : Si F # O et F est une forme bilinéaire positive sur

2s Oy > 0.
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Démonstration : Supposons ce résultat faux.

- e W e

- 5i U #0 on peut trouver X,{e K’i tel que < u' ’XT >< (0 puisque X% est point
intérieur de Kj. T ,
Donc F(Xj,YO) = <U ,X}> < 0 ce qui contredit 1'hyptohése faite

sur F.

- On supposera donc U = 0 et pour des raisons similaires
V = 0. Si A # O on peut trouver X1€K1 et Y15K2 tels que
_ T AT
F(X},Y}) - <X1 A 3 Y1> < O
ce qui contredit 1'hypothése faite sur F.

On pourra supposer, divisant &ventuellement chaque coefficient

de A par a, que a = 1.

PRODUIT TENSORIEL DE DEUX HYPERSPHERES

a) Défintions et notations

Soit X = (xi,xz,...,xn)eRn. On posera :

2= 5 <t

i=1 *t
K, et K, seront des hypersphéres
. YA .
Ky = X=(x; | 1sis<n)| XIS < 5
2
K, = ( = (yj | 1 <3 <sm) | ||Y}}] <D

Notons quel'ensemble polaire K2 de K, est défini par :
P 1 1

O _ 4O _ (0 .
Ky = &7 = (x5 | 1 <1

IA

2
n) | XY = 1)
En effet par 1'inégalité de Schwar:z

XOX> + 120 ¥ XeK, <—> |[X°]]% < 1.

1
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De méme Kg = (Y° = (y? | 1 <5 <m) | "Yollz s 1)

K? (resp. Kg) est donc isomorphe 2 K] (resp. Kz). Les 2 problémes
fondamentaux (Pi) et (Pz) définis en I.d sont alors identiques
puisque la caractérisation des formes bilinéaires irréductibles
de Kl @ Kz permet de caractériser les directions extrémes de

K? H Kg (probléme P1) et comme K? 3] Kg est isomorphe i K] [} K2

on peut ainsi caractériser les directions extrémes de K] X K2°

LLes cOBnes associés a K] et K2 sont

R,o= {X = Gs) | [IX]1% < s s = 0)

1

K = ¥ = (o) | IY]12 s o 5

v

0}

#

b) Transformations invariantes

b-1- Définition : Soit B une transformation linéaire de

E] sur E]. On dira que B est invariante et on écrira EGH(E])

si

=

1°) v iek‘], Xt = BXe 1

-

-1 K

1]
=1}
>t
m

. .
2°) V XK, X ]

B établit donc une bijection du c¢One KT sur lui-méme.
Il est facile de vérifier que cette définition est équivalente
a la définition suivante

ﬁeﬂ(ﬁl) si et seulement si

—

v XEK,, X' = (X',s') = BX vérifie
1°) 11X 1% < 50?2

2°) s'* 2 0

On définira de maniére identique H(EZ)
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b-2) On a alors les propriétés élémentaires suivantes

Lemme 2 : a) Si ﬁeH(E}) et éeH(ET) 1'application composée

X ~ C(B(X)) appartient 3 H(E,).

b) Si BeH(E,), B 'en(E,).

‘Démonstration : Evident.
Lemme 3 : a) Si BeH(E,) et CeH(E,)
B@C[K?SKBB = K? & K2
b) F(X,Y) est une forme bilingaire irréductible sur
i! X§2 si et seulement si F(BX,CY) est une forme bilindaire

irréductible sur ﬁ1 X iz.

Démonstration

- — - hn .

a) Par (chapitre II, propriété 2) BB {§18
K

#

1
Mais par définition de H(E,) et H(EZ) ﬁKT ”1.et BK, = K

ce qui montre le résultat.

b} 11 est trivial de vérifier que ﬁ(i,?} est une forme
bilinéaire irréductible sur ?} x Rz si et seulement si F(BX,CY)
est une forme irréductible sur (%‘1 K1) ® (E"i‘iz). Le résultat

découle alors du lemme 2 et de a).

b-3) Transformations invariantes particuliéres

- Transformations_orthogonales : Soit B une matrice orthogonale

- . - . v - -

*

définissant une transformation linéaire de 51 sur E1

X' = BX



Définissons B de la maniére suivante

X' = BX

]

st s

B sera encore appelé (par abus de langage) transformation

orthogonale sur E] ou transformation associde a B.

- Symétrie : Une symétrie est une transformation orthogonale
qui & tout X = (X,s) associe X' = (X*,s") défini par les
relations

Si X = (x 1 <=1i<n) et X' = (xi | 1T 1 s n)

{ x; = X 1 <1 <n

b-4) Propriété 4

Soit il e Int K,. 11 existe une transformation invariante B

i
qui transforme %! en io = (X, =0, s=1).

Démonstration : Soit X! = (Xi,s]). Par hypothése

- A - - . e e - o - B0

On peut, par une transformation orthogonale B], transformer

X] en iz de coordonnées
x2 =
[ X3 % 35y
& J x2 =0 2 <1is<n
i

\
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Notons que %% ¢ Int KT‘ Donc |a| < 1.
Par une symétrie éventuelle ﬁz on pourra supposer de plus
que o > 0.

Considérons 1'application linéaire B,

(x7 = (x; - as) B
{ x; = B /1-a2 X4 Z<is<sn
§ s' = (-a X, +s) B
Posons P==--l~m-
51(1~a2)

-

Notons que si X = (XI’XZ""’Xn’S)ER1 alors YXy <08

Donc axy < s puisque 0 < a < 1. Donc s' 2 O ()

n
(xi)z - (5')2 = Bz(1~a2)[‘2 x? - 52} (B)

i=1

Dfautre part

o
—

i

Ces deux derni&éres relations (a) et (B) montrent que B3 est

une application invariante.

—

On vérifie d'autre part que §3 X2 = XQ, ce qui montre le

résultat.

b-5) Rappelons enfin un résultat classique sur les

formes bilinéaires T13].

Théoréme 5 : Soit F(X,Y) = <XTA',Y> une forme bilindaire sur

EI x BZ‘ I1 existe une transformation orthogonale B sur E1

X' - BX et une transformation orthogonale C sur E, : Y' »+ BY
. n
telles que F(BX,CY) = I

2

r. X, -
. 1 1yl

i=1
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c) Formes bilinéaires irréductibles du premier type

Soit F(i,f) = <(RX)T,?> une forme bilinéaire positive sur

K] x KZ' Supposons que 1lfimage de 1'origine
{ X =20
X ° )
0 s =1

par 1l'application linéaire A soit une direction extréme V

=0
de kz

On a alors le résultat suivant

Théoréme 6 : F(i,?) est une forme biliné€aire irréductible

sur f1 x ﬁz si et seulement si F(X,Y) peut s'écrire

F(X,Y) = <0,% <7,¥> ()

avec Y e e(ﬁ?) et Te E(Rg)

Démonstration : Si F vérifie la propriété (a) le

vecteur 2° ¢ E] ® Eg associé a F peut s'écrire : 21° = U8V
Par le corollaire 3 du chapitre III, sii}ee(f?)‘bti7ee(ﬁg),
) Ve<e(i?ﬁﬁg), Ceci montre que F est une forme bilinéaire
irréductible sur Rl x KZ' - -

Inversement soit F une forme bilinéaire positive sur K, x K2

telle que
- o= =0
V=A X0 € e(kz)
Comme Ro € Int(f]), VX € K1, on peut trouver X' tel que

X, = X + X¢
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Comme V = A X« €{§23’ on doit avoir également

AX = £(X) V et AX* = fF(A) ¥

AX = <0,%> ©
et F(X,Y) = <U,X><V,Y>
Soit Y, e §2 tel que €§,§T> > 0.

Lo

On doit donc avoir, puisque F est positive sur f} x K

2
:{i’.,??} = <§,§>é§,?l> > 0 v X e K |
Ceci montre que U « R?

Si U ¢ e(ﬁ?}, on peut trouver ?1 et ?2 non proportionnels a U
« - = = - o = 0
tels que U = H} + 62 LL¥ € K¥ et V2 € KB

-

F(X,V) = <0,,X><V,Y> + <0,,X><V,¥>.

Ceci montre que F n'est pas une forme bilinfaire irréductible

sur K,i X Kz. Sonc si F est une forme bilindaire irréductible

d) Formes bilinéaires irréductibles du 2éme type

d-1) On supposera que 1'image de 1'origine

i, X =0
X, { 0 par 1'application A est un vecteur V



. Pl . ~ 6]
intérieur au codne Kz.

Par le lemme 3-b) et la propriété 4, on peut supposer que

V est 1'origine 1y du cone K% :

v = o
1 =
Y v 1

0

bt
it

bDonc F(Xo,i) = <Ty,Y> = <0,Y> + toct = g

d-2) On a donc

F(X,T) = <(AX)7,Y> + t<Ui7 ,X> + st

d-3) Remarques

On peut supposer que llUllz < 1, sinon en échangeant le
réle de X et ?, on se trouverait dans la situation étudiée au
paragraphe précédent.

"Par le théoréme 5, il existe une transformation linéaire
orthogonale B sur E, et une transformation linéai?e orthogonale
C sur Ez telles que :

<(ABX)T ,CY> =

(nous avons supposé n s m)
i

i*iYi

L e =]
—
~
=

Considérant les transformations orthogonales B et C associées
4 B et C (définies en b-3), on pourra toujours supposer par

le lemme 3-b) que
- o n n
F(X,Y) = ¥ r. x. + (£ u, x,)t + st (a)

i=1 i= !
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On pourra également supposer que si r; =0 alors ui'= o,
¥1<1<n,

En effet supposons que dans l'expression (o) P = 0et u, # 0
Soit B 1l'application linéaire qui 3 X = (x1,x2;...,xn,s)
associe ii = (x;,xé,...,x’,s’) de 1a manidre suivante

n

X -U,S
S

‘
»

w——"
i

étudiée en b-4 .

Donc B « H(ﬁ}).

- - - n r‘ n u- X

F(BX,Y) = I —=— x; y; + I ——2t + st
2V »u% i=1 /}—u%

loud?

(BX,Y) est donc de la forme (a) mais le coefficient de X

est nul dans cette nouvelle expression.
Par des transformations de ce type, on pourra donc supposer
que si ry = 0 alors u, = 0.

Enfin par une symétrie éventuelle sur E1 et Ez, on pourra

supposer que

¥ i

IA
it
IA
b
4
v
o
Y
o

et u.
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On étudiera donc la forme bilinéaire suivante

- - k n
F(X,Y) = ¥ (r, y. + u, t)x, + b} r., X, y., + st
: j=1 171 i i jekey + 171
F satisfait aux conditions
{ - 8i 1T <1<k =n L 0 et u, > 0 (8)
- 81 k+1<i s n rk+] Z e 2 Ty 2 ri+1 2 ..o zrn
La forme bi-affine F associée 4 F s'écrit
k n :
F(X,Y) = & (x. vy, + u.,)x, + L T, X; y. + 1.
4 i=1 i 71 1771 i=k+1 i 7171
d-4) Résultat préliminaire
k 2 n 2
Posons g(Y) = % (r. y. + u.)” + . (r. v.)
i=1 b4 i=ke1 77
k

et £ (v) =

.

2
L (r; y. + u;)
j=p 171 i
Soient (P]) et (PZ) les 2 programmes d'optimisation

1]

max{g(¥) | _z1 yi < 1}
1:

™~
1}

e =1

2
yiﬁl}

(X1
{

= max{g1(Y) - 1
1:

Par 1'inégalité de Scharwz, il est évident que F(X,Y) est
positive sur Ky x K, si et seulement si z < 1.

On a alors le résultat simple suivant conséquence immédiate

de la théorie des multiplicateurs de Lagrange.
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PROPRIETE 7 :

1°) Soit Y" = (yfy | 1 =i <m) la solution de (P2)

a) Y" est défini de maniére unique
b) y' >0 1 1<k
c) yg = 0 k <isn

d) I1 existe A, > O défini de maniére unique tel que

1 = 1" :
ri(ri Yy o+ ui) Ao VY 1 sjl < k
k 2
A, est calculé de telle maniére que {yg} = 1.
: i=1
2°) Soit Y!' = (yi | 1 < i < m) une solution de (Py)

3 2 | 3 B
a) Si (rk+1) < Ay Yt = Yy!

b) Si (rk+1}2 > ko, Y" n'est pas solution de P1 et

Y' vérifie les conditions.

k+1

A

c) Yi >0, 1 <1
d) yi =0, k+t1 <i<n

e) ri(ry vy} +uy) = (rp, )" v}, 1 =i s kel

H? = 1.

Démonstration : La condition 1-c¢) est évidente.

G e - — -

= (y;» 1 s1i=sm tel que §1Y¥Ifz < 1 et Y} < 0.

1
2,.0-,

Ty > 0 et uy > o, 1r1 ¥y * u1i < i*r1 Yyt u1} ce qui implique
g (X9 > g (Y.

Posons Y2 = (—yi, y yg). Alors i]Yzlfz < 1 et puisque
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Y'" vérifie donc la relation Y" > O.

Y'" vérifie les conditions d'optimalité (conditions de Lagrange)
écrites en 1-d). Ces conditions imposent Ay 2 0 et yg > 0

pour i < i < k.
ryoug
On a donc Yy = ——
Ao—ri .
et Aoest déterminé de telle manieére que

F

2
r (y{)" = 1.
i=1

u.

2 i
R = A [C — > .
Notons que A, T yZ Y
i

T, Us 2
. . i 1 A
Comme, d'autre part, la fonction A - (;) ;) est strictement
-7 .
i

2 & iné iére unique.
décroissante en A pour A > Ty, Ao, €5t déterminé de mani q

3°) Puisque Ty4] 2 Tygp o+- 2 Yo, il évident, &tant donné

la forme de la fonction g(Y) qu'on pourra supposer que

Y? = (yi, 1 <1 < m) satisfait les conditions yi+1 2 0,

yi O, V k+1 < i < n.

D'autre part, pour les mémes raisons qu'au 1°), yi 2 0,

¥ 1 < i < k. Supposons yi+] > 0.

Y' est alors déterminé par les conditions de Lagrange.:

ri(?i y; +u;) =2 yi
(e )? iy = A v
k+17 YK+ Yk+1

. _ 2
On a donc A = (rk+]) .

T. u.\2
Si LSV < Xo’ puisque 1a fonction ) - <»1 1) st
‘ A-r?
i

décroissantes en A pour X} > T, V1<i<n, ona
k

2
L (y})
i=1 i

k
)}

1%

2
](yi') 2 1.
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Ceci impose donc Y" = Y',

Donc on peut calculer y&+1 de maniére unique par la relation

k+1

+
Lo(yp)t o=

i=1

et les conditions de Lagrange peuvent &tre vérifiées.

Il suffit pour terminer la démonstration de montrer que

si Trs1 > Ags Y' satisfait la condition y§+1 > 0.

Posons b = (yk+1)2

et h(b) = max{g; (") | [|Y]|% < 1-b} + (r;, )% b
On a alors z = max- h(b)
O<b«1

La théorie des multiplicateurs de Lagrange montre que

B0 =ay + (1)

Si (rk”)2 > AO, on peut trouver O < b < 1 tel que h(b) > h(0).

Ceci montre que la solution optimale Y' de P1?; Y' satisfait
y£+1 >0

Donc Y' # Y" et Y' est déterminé par les conditions de

Lagrange 2-e,

d-5) Propriété 8 : Si ﬁ(i,f) est une forme bilinéaire irré-

ductible, ?(i,f) = X. y. *+ st.

1

M

i=1
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Démonstration

UL R ST iy

1) Montrons d'abord que u; = 0, V1 <13 < k.
Supposons que 1'on ait : uy > 0 et r, > 0.
Seit Y' = (yi 1 <3 < m) 1la solution du programme (P1)

vérifiant les propriétés de la proposition 7
Posons r](e) =Ty te

u](e) =u; - € y%

On supposera e suffisemment petit et ¢ # O de telle maniére

que
r,i(e} > 0 1‘1("?3) >0
‘uy(e) >0 u,(-e) >0
. 2 X 2, % 2 2
Soit g (Y) = (ry(e) vy + uy)” + iiz(ri y; *uy) +i=§+1ri Yi

Dans le cas ol Tyeq > A  on sait par la propriété précédente

que
Z = max{g(Y) l[lY[(z s1;y;=0,k+t1<isn} <max{g(Y) [[]Yl{z S t)=z

On peut donc trouver €, > 0 suffisemment petit pour que :

V e tel que |e| < €,

max{gE(Y) | f}thz <15 y=0 k1 << n} < z

On supposera donc dans ce cas qu'on prendra e tel que |e| < €g*
Dans ces conditions en remplacant la fonction g(Y) par gE(Y),
et en appliquant la propriété précédente, on vérifie immédiate-

ment que Y' est €galement solution du programme

z = max{gE(Y) | IIYI[Z < 1}
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Comme g_(Y') = g(Y') (puisque v (e) y; *+ y (e} =1, y3 + u)
onaz_ = z.

o —-—

ﬁ(f,f) étant une forme bilinéaire positive sur K1 X Kz, z < 1.

Donc la forme bilinéaire §8(§,§) = F(X,Y) + ¢ X4 y1-(ey;).x1t

est également une forme bilinéaire positive sur K; x K,, non

proportionnelle a ?(i,?).

F(X,Y) = -‘2 F_(X,%) + 7 F__(X,7), ce qui montre que F(X,¥)

~|

n'est pas une forme bilindaire irréductible sur K? x K,.
Donc si F(X,Y) est une forme bilindaire irréductible sur

R, xR

2) Montrons que L +1, ¥1 <1 <n

Supposons ceci faux. On peut supposer en rénumérotant les
variables que

0

HaY

Ty < 1
Choisissons ¢ tel que ry + |[e]| < 1

—_— -

Posons Fg(i,?) = ?(X,f) e Xq Yy

1, Fs(§,§} et ?_E(i,f) sont 2 forme bilinéair:

A

Puisque r, + |e]
positivés sur R} X KZ non proportionnelles a ?(i,?).
1
2

7Ty 4 ]
E(X’Y) + '2‘“

rif

Comme ?(f,?) = ?_e(i,f}, on aboutit a une

contradiction.
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d-6) Caractéristation des formes bilinéaires irréductibles

sur K1 X Kz

Théoréme 9 : F(X,Y) est une forme bilinéaire irréductible sur

E‘ x KZ si et seulement si il existe 2 transformations inva-

riantes

e

B e ”(Ei) et C e H(Ez) telles que §I§~,C ) peut s'écire sous

une des deux formes

|

oy !
s
oL
wl i

(B ) = Xy ¥ Xyt sy, st

?

n
L X
=1

<t
S’
]

- F(BX,C i Y5t st {8 condition que m > n > 1). 0O
i ;

Démonstration : Soit F(X,Y) une forme bilin€aire positive

- — A A e se .~

Si F(ﬁ,?) est du premier type par les résultats €noncés au
théoréme 6, FTY,?) est irréductible si et seulement si on peut
trouver 2 transformations invariantes B e H(Ei) et € ¢ H(EZ)

telles que

T(BY,CY) = (x; + s)(y, * t).
Si F(i,?) est du deuxiéme type et F(i,?) est irréductible,

la propriété 8 montre qu'il existe B« H(ﬁ,) et C « H(Ez)

telles que

LLe théoréme sera démontré si on prouve que la forme bilinéaire
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- n
F(X,Y) = & x. y. * st

est une forme irréductible sur K? x K2

X5 = 0 sij #i
+
Posons Xi X; = +1
s = +1

j
et Xi X; = -1
s = +1
-t -
Soit Vi = A Xi
et Vi = A Xi 1 <1i<n
T o= o S .
On a donc P(Xi,'Y) = <Vi’Y> =yt t 1 <i<n
»et F(X;,Y) = <V;,Y2 =-r; ¢+t 1sisn

+ eyl - > ~ P -O
V. et V. sont donc 2 directions extrémes du cdne K

1 2

¥ 1 <1< n.
Supposons qu'on puisse &écrire

- ?(X,Y) = §1 (i;{;) + ?Z(i—»f)
k2

oll ?1(x,?) = <(K} X),Y>

et ’f:'z(‘ij) = <(&, 07,7

sont 2 formes bilinéaires positives sur E1 X ﬁé.
e - — -

On a alors : Vi = A1 Xi + Az Xi



2 0 =

~ T ¥* 70 < 3t 7O
Comme A] Xi € K2 et A2 Xi € RZ
avoir
- 3t St +
A1 Xi = }\](Xi),vi
- =4 s+ +
et A2 Xi = xz(xi).vi
De méme
A, K= A, (8). 0 et &, X
1 Xy = X)LV et Ay Xy
Mais -
_ Y X
XO S 1 V1s<1isg
2
s oy _ =+ +
Donc F}(XO,Y) = -2—<()‘1(Xi)ovi +
FELH =, & - (X

- - .
et comme Vi € e(Kg), on doit

—~ -A-T—
A,(Ri),vi) ,¥>

1 <+ -

En considérant 2 indices distincts i et j, on a immédiatement

le résulat suivant

'xi(ié) -2 (X)) =0 1<4isn
VD A (X)) =
—> A &) = () = )y Vis<iscn
Les vecteurs [iz, i; ; 1 £ 1 < n) engendrant,toutil"espace ﬁlp
on a donc 31 X = Al AX ¥ X e E1
== }3()_(—,?) = )\} I:'(f,?)

— —

De méme'ﬁz(i,§) = X, F(X,Y)
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§1(f,f) et ?2{3,?) sont 2 formes proportionnelles & F, ce qui
montre que ?(i,?) est une forme bilinéaire irréductible sur

K, x K

1 2°
Sin-=1, K} est un cdne simplicial et par le théoréme 4 du
chapitre IV, les seules formes bilinéaires irréductibles sont

de type I.

ITI - PRODUIT TENSORIEL D'ENSEMBLES POLAIRES D'HYPERCUBES

a) Définitions

Soient Cn et Cﬁ les deux hypercubes de Ey et E,.

c, = {X | -1 =x; =+ ¥ 1 < i< nj}
c, = {Y | -ts y; < 1 <3 <m}
Xs = 0 si j =1
Posant e; = 1 <1iz<n
x. =1
i
Yy = 0 si j#1
et fi ={ 1 <jsm
Yy % 1

On peut définir K .et Km par :

K, | 1

i

|12}
e
A
=
St

+te. 3 ~e.
Conv{+e; ; -e;

K

]

| 1

iA

Gt
In
=

et

Conv| £, ; ~-f.
onvi £5 5 -£;
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Identifiant le dual E? de E] aE

polaire de Cn“ De méme Km apparait comme 1'ensemble polaire de

1° Kn apparait comme 1l'ensemble

Cm lex. ch.21. Dans ce paragraphe, nous allons considérer les

formes bi-affines irréductibles de Kn x Km.

b} Résultats préliminaires

- Soit F(X,Y) une forme bi-affine positive sur K1 x Kz.

- Comme X0 = 0 ¢ Int Kn et Y0 = 0 ¢ Int Km, par le lemme 1
On pourra supposer que

n m
F(X,Y) = & I a..y

.+
i=1 j=1 Y71 5

- D'autre part, une symétrie sur E] transforme Kn en lui-mém -
et une symétrie sur E2 transforme Km en lui-méme. D'autre
rart , on pourra gventuellement changer les variables

X3 (resp. yj) en (~xi) [resp. (-yj)], V1is<is<n Vi<jsm.
En particulier on supposera désormais

0 V1si

v
IA

u. n

1

v

0 V1sj

In

V. m

J

F est positive sur Kl x Km si et seulement si

¥V1siz<n

et V1 <3 sm

f F(+ei, +fj) 2 0
1} F( e, —fj) 2 0
F(—ei, fj) 2 0
F(—ei, -fj) 2 0
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On doit donc avoir :

[T ( € fj) = 255 *u, ¥ u; + 1 20 (1

F( e.,,~-f,) =-a.. +u. -v, +1 20 (2)
s(i,jf v o W

F(-ei,.fj) =-@i5 " u, + Vj + 1 20 (3)

\P(“ei;"fj) = al} - u}. - Vj + 1 =20 (4)

Pour chaque couple (i,j) on appellera S(i,j) le systeme de ces

4 inéquations.

Propriété 10 : Si F(X,Y) est une forme bi.affine positive

Xii o M
sur Kn {m’ alors

1°) la..l <1

| < 1 ¥ 1< 1i<n

=
A

1 ¥1<jsm

2°) Pour chaque systéme S(i,j), au moins une des 4 inéga-
1ités est vérifiée strictement. Si 3 inégalités sont des égali-
tés alors

!aij! =1, !uil =1 Jv;l = 1.

Démonstration :

W - — - oo ———

1°) Sommons membre 3 membre les inégalités (1) et (4).

1. Puis sommons membre i membre (2) ét (3).

I

==> g,. =z ~-1.

ey

En prenant 2 inégalités et en les sommant membre d membre de

cette mani&re, on trouve facilement les résultats &noncés.



2°) Supposons par exemple que (2), (3), (4) soient des
égalités

Alors on déduit : aij =+1, u. = +1, v, = *+1,

Ceci montre &galement que 1'inégalité 1 est satisfaite stricte-

ment.

Théoréme 11 : Si F(X,Y) est une forme bi-affine irréductible,

F peut s'écrire, aprés changement de signe éventuel des

variables {xi} {yj} et renumérotation des variables

k 2 n m
F(X,Y) = I L a.. x. y. + (1 + I x.,)(1 + L y.)
i=1 j=1 ¥ 17 i=k 1 j=g+1 3
et aij = T,

Démonstration :

v. ; 1 <1 <mn, 1 < j < m] une solution du

systéme d'inéquations définies par {8(i,j) 1 <is<sn; 1<jsn},

Les contraintes satisfaites avec égalité seront appelées con-
traintes serrées par rapport a4 la solution considérée, les
contraintes satisfaites avec stricte égalité seront appelées

contraintes ldches par rapport a la solution considérée.

Soit F(X,Y) = L I a;; x; y, i J 73

une forme bi-affine positive sur Kn x Km.

a) Montrons que si F(X,Y) est irréductible :

- uy = Ooul V¥1<iz<n



- vj =0Qoul ¥1< j<m
- Dans chaque systéme S(i,j) au moins un des contraintes

est serrée par rapport a la solution (ai v.).

A S

B) Modification des coefficients (a.., u.,, V.

i i 3)
Posons + ui(e) = uy si u; = 0 ou 1
+ ui(e) = u,+¢ si O < u; < 1
+ v.(e) = v. si v, = 0 ou 1
j(€) = v; Y
+ V. = v, +¢g i 0 < v, <1
() = vy St j

+ Si aucune contrainte de S(i,j) n'est serrée
.. = a,., +
alJ(e) a1J £
+ Si au moins une contrainte de S(i,j) est serrée,

choisissons une de ces contraintes et définissons aij(e) de
telle mani&re qu'elle soit encore serrée pour aij(e),
@ij(e), u; (e), vj(s)}-

+ Choisissons ¢, > O tel que les contraintes liches
des systémes S(i,j) restent laches pour Caij(e),ui(s},vj{eﬂ

quel que soit

Y} Si dans un sYstéme d'inéquations S(i,j) il existe
q

une contrainte serré par rapport & (aij’ uss Vj)’ cette con-

trainte restera serrée par rapport a (aij(s), ui(e), vj(e)).

Donc si “€, S € =¥ £, (aij(s), ui(a), Vj(E)) est solution

des 4 inéquations de S(i,j).
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§) Il nous reste les cas suivants a examiner

- Les contraintes (2) et (3) de S(i,j) sont serrées
- les contraintes (2) et (4) de S(i,j) sont serrées

- Les contraintes (3) et (4) de S(i,j) sont serrées.

Etudions le premier de ces 3 cas, les 2 autres se traitant de
fagon similaire.
Si (2) et (3) sont serrées
~a.: +u, ~v, +1 =0 (2)
\

- a.: -u, =y. + 1 =0 (3)

= +1

]
<
[¢7
[nd
=]

On en déduit uy
Par la régle de modification définie en b)

ui(e) = Vj(e) et aij(e) = +1]
Donc [ui(e), vj(e), aij(e)] est solution de S(i,j),

-€ < € = +e .,
v (o) (0]

€) Soit F (X,Y) la forme bi-affine définie;ﬁ partir des

coefficients {aij(e), u, (), vj(e) | T<is<n,1sjcs m}

Par b), c), d), e) Fe (X,Y) et F_€ (X,Y) sont 2 formes bi-
o o "
affines positives sur K, * K, D'autre part, une des conditions

définies en a) n'est pas satisfaite, alors certains coefficients
sont modifiés par la régle définie en b). Dans ce cas, on a
donc F(X,Y) # FE (x,Y).

o

1

Comme F(X,Y) = 7[FE (X,Y) + F_E (X,Y)1.

o 0
Ceci montre que F(X,Y) n'est pas une forme irréductible.



¢) Fin de la démonstration

o) €tant montré, on est nécessairement dans une des situations

suivantes
g-1 u; = o, Vj = (. Une des contraintes de S(i,j) devant &tre
serrée, on en déduit

aij = ]
g-2 u; = o, Vj = 1. Les contraintes (2) et (3) de S(i,j)
montrent que aij = 0. (
g-3 u; = 1, vj = (0, Les contraintes (2) et (3) de S(i,j)
montrent que aij = 0.
g-4 u, = 1, Vj = 1. Une des contraintes de S(i,j) devant &tre

serrée, on trouve :

aij = +1

En renumérotant éventuellement les variables, on trouve le

résultat énoncé dans le théoréme.

On a alors le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 12 : F(X,Y) est une forme bi-affine irréductible, si

et seulement si F(X,Y) satisfait les conditions suivantes
-~ Aprés numérotation des variables et changement de signe
éventuel de certaines variables {xi 7y 1 £ 1 < n)ou bien

(yj I 1 <3 < m) F(X,Y) peut s'écrire :



k L n m
F(X,Y) = iil ji}aij X4 Yj + (1+k§1xi)(1+j=i+1yj)
Sik#0 aj; =1 1< i<k |
Si j #£0 aj‘ = 1 1s <2
aij =1 pour 2s< isn; 25 j)=<m

un des coefficients aij est égal a -1

Démonstration

e W e G s W A Che G W D e

a) Si F(X,Y) est irréductible, F(X,Y) satisfait les

conditions (1) et (4), par le théoréme précédeni. Dtautre
part, par changement Eventuel de certaines variables
(1'.i ; 1 =1 < k) et (yj ; 15 3 s 2) on peut supposer que

les conditions (2) et (3) sont également satisfaites.

Si (5) n'est pas satisfaite

k 2 n m
F(X,Y) = = = x; vy, + (1+ % x 3+ r-oy.)
i=1 j=1 J i=k+1 j=g+1 3
n m :

Posons F1(X,Y) = (1 + ¢ x))(1+ ¢ vy.)

& i . j

i=1 j=1

k n R om
et Fo(X,Y) = (0 - ¢ x, +  § x,)(1-ry. + & vy.)

2 i=1 1 gsket V0 j=rtd eI

(1)

(2)
(3)
(4)
(5)

Alors F1(X,Y) et FZ(X,Y) sont 2 formes bi-affines positives

sur Kn X Km°
D'autre part, F(X,Y) = 5[F, (X,Y) + F,(X,Y)1.

Ceci montre que si (5) n'est pas réalisé : => F(X,Y) n'est

pas irréductible.
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b) Soit F(X,Y) satisfaisant les conditions (1), (2), (3),

(4), (5) de 1'énoncé du théoréme

Supposons F(X,Y) non irréductible.
On peut trouver deux formes bi-affines Ft(X,Y) et FZCX,Y)

positives sur Kn X Km distinctes de F(X,Y) telles que

F(X,Y) = 40F, (X,Y) + F,(X,Y)]
( ) noomo, n mo
Posons F, (X,Y) = I Ia.., X, y.+ Zu, x.+ L v, y.+1
! i=1 §=1 3 LTI o TR 50T )
E(LT) n o m , n mo o, ,
J = I ra . X. y.+ L u; X.+ I v, y.+
2 i=1 g=1 W 7L 7T o Ty
On doit donc avoir :
LR 2
aij = 7(aij + aij) ¥V1<izc<n 1< 3j=sm
o1 2 .
u; = jfui + ui) ¥1<1iz<n
P 2 .
vy = f(vj + V3 ¥V1<jis<sm

Comme FT(X,Y) et FZ(X,Y) sont positives sur Kn‘X Km, par la

propriété 10, on a donc :

Si aij = 1 aij = agj = aij
Siu; = +1 ul = uf =4
Sivy =+ v; - v§ = 41
Donc azj = aij ¥V1ic<ic<k T <3 < &
a;j = aij Vk+t1l <ix<n 2+1 < j < m
u; =u; = +1 ¥ k+1 <1 < n
V; = vj = +1 ¥ &+1 < j < m
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Soit un couple (i,j) pour lequel a;j = +1,

Les contraintes (2) et (3) de S(i,j) montrent que u§ = u;

De méme si aij = -1, les contraintes (1) et (4) de S(i,j)
montrent que u; =.

»
1
u'.
J
Comme a]i = +1 vV 1
Vv

< i< k et
| T <j s 2
ajl +1
on a donc u} = v} V1i<ic<ck et 153 <2 (7)

In

ket 1< 3j < g tel que.a..

Mais par (5) il existe 1 < i ij

On doit donc avoir u; = -y, E(8)

De (7) et (8) ondéduitu;=v;=0,V1sisk’;1sj

e N T 1 1
Enfin si u; 1 et vj 0 (ou uj
contraintes S(i,j) montre que a;j =0

(6), (9) et (10) montrent alors que

i . .
aij = aij Vi<is<sn;1s<js<snm
u} = uy Vis<sisn
v} = vj V1issjsn

Donc F](X,Y) = F(X,Y)
De méme FZ(X,Y) = F(X,Y)

Ceci montre que F(X,Y) est irréductible.

Remargues :

1°) Comme il a été signalé au premier paragraphe de ce

=0 et vj = 1) le systéme de

(10)

chapitre, les formes irréductibles sur Kn x Km sont en corres-

pondance bi-univoque avec les points extrémes de Cn & Cm.
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Soit Xy le point extréme du cube Cn suivant

X1 = {xi =1 ; ¥1 =<1 < n]

4

De méme définissons Y7 = {y1 = 1 ;1 j < m] point extréme de

Cpe

T ]
e
f

Si F(X,Y) = (1 + xi}(1 +

L j

Yl

Vi [t + <X1,X>}{1 + <Y1,Y>j

i

le point extréme associée 4 F est : Z = (Z,1) = (Xf,l} e (YT’})

k L n m
Si F(X,Y) = & T a,, X. vy. + {1+ z x.) (1 + b i),
’ i=1 j=1 13 173 i=k+1 * j=g41 I

le point extr@me associé Z = [Z,X,Y,1] est défini par les

relations suivantes

zij = 313 t<is<sn 1t <j<m
0 1 <1<k
Xi =
1 k+1 <1 < n
0. 1< 3j <2
Yj = {
1 +1 £ j s m

PRODUIT’TENSDRIEL‘DIRRCT DE_DEUX HYPEPCUBES

Dans le paragraphe précédent, on a caractérisé les formes
irréductibles de Kn 8 Km, c'est 4 dire les points extrémes de
C, B Cy-

Le probléme de la caractérisation des formes irréductibles de
Cn e Cm (et par conséquent de la caractérisation des points

extrémes de K, B Km) est beaucoup plus difficile.
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Nous poserons les deux conjectures suivantes

1°) €, - Les formes irréductibles de C_ ® C_ s'écrivent sous
1 n m

———en s
st e s,

la forme
n n n m ,
F(X,Y) = I €. x, + L €, vy, + I I €..x, y. + k
i':] 1 1 J=] J J i:] j:] IJ 1 J
avec €; = £t ou O T <izx<mn
”j = +1 ou O 1 < j<m
Eij =t1 ou O 1 <1 <sn 1 <3 <sm
2%) CZ - Les formes irréductibles de Cn e Cm qui ne sont pas-

associées a des points extrémes de Kn 8 Km sont de la forme

n m

F(X,Y) = £ I e..x.vy.+k
i=1 j=1 Y1 7J

avec Eij =0, 1T ou -1 1 <1 <n 1 <j<m

Cette deuxiéme conjecture est plus forte que la premiére.
Notons que ces deux conjectures sont vraies dans le cas n = 2,
m = 2.
Eneffet, sin = 2, Cn est défini par

Cn = [(xl,xz) : -1 < Xy < +1 ;3 -1 < X, s +11]

De méme

n [(y]a)'2) ¢ -1 < }’I s +1 ; -1 < )’2 < +11]
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Posons X' = (x;,xé) et Y' = (y;,yé) et soient B et C les
2 transformations linéaires X' = BX et Y' = BY définies comme
il suit :

1
{ x7 = 7(x7x)

xj = g0xpx)

1
{Y§ = 7(y]”Y2)

1
YQ = j(y1+Y2)

Par ces automorphismes lin€aires Cn (resp. Cm) est transformé
en Kn {(resp. en Km)’

Fj(X’,Y') est une forme bi-affine irréductible sur Kn>< Km si
et seulement si F(X,Y) = FT(BX,CY) est une forme bi-affine

. . x
irréductible sur Cn Cm.

Appliquons le théoréme 2

1°) 8i k = & = 0, alors F (X',Y') = (1+x}+x}) (1+y}j+y})

Donc F(X,Y)

i

(1+x,) (1+y;) M

2°) Si k =2 =m, alors FL(X',Y') = xqyq + x{y) + X5y + xhys+
Alors F(X,Y) = %—{xg1 T XqYy ThX,Yq v Xpy, ot 2} (2)
La forme bi-affine (1) est associée au point extréme
(e,,1) @ (£,,1) de K 8 K_.

Toutes les formes bi-affines irréductibles sur Kn,g Km se déduisce
déduisent de (1) et (2) par changement de signe de certaines

variables (x¥, Xy, h,‘yz).
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V - CONCLUSION

1) 11 n'est pas surprenant que la caractérisation des facettes
de deux polaires d'hypercubes soit plus aisée que le probléme

de la caractérisation des facettes de deux hypercubes.

En effet comme il a été noté par plusieurs auteurs rsi,

fol, Tt61 le probléme de caractériser un polyrope K par ses
facettes quand on connait ses points extrémes est intimement
1i€ 3 la difficulté de résolution du probléme ae programmation
linéaire :

= min{<C ,X> | X ¢ K)

N

. . . T
pour une fonction objectif <C ,X»> quelconque.

Quand des algorithmes de la classe (P) existent pour résoudre
le probléme de la programmation linéaire, on sait en général

(8 quelques exceptions cependant, voir (161) caractériser les
facettes de K. Quand le probléme de la programmétion linéaire
est NP-complet, on sait au contraire caractérisér les facettes

de K,

Or le probléme de programmation linéaire dans le cas du
polytope K, * K, est trés simple puisque le nombre de points
extrémes de K @ Km est égal au produit du nombre de points
extrémes de Kn par le nombre de points extrémes de Km, c'est
a dire 4n x m, Par simple énumération des points extrémes

de Kn 8 Km’ on a donc un algorithme polynomial en n x m pour

résoudre le probléme de programmation linéaire sur Kn %] Km.
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Au contraire dans le cas de Cn 8 Cm le nombre de points
extrémes de C, Cm est 2™ x 2™, Drautre part, le probléme
de programmation linéaire sur Cn 8 Cm est équivalent au
probléme de programmation bilinéaire sur C, X Cm qui est

un probléme NP-complet.

En effet, on peut montrer que ce probl&me recouvre la plupart
des problémes d'optimisation combinatoire (cycles hamiltoniens
dans un graphe [16], stable maximum dans un graphe 161,

etc...).

2) Nous allons,pour conclure, montrer 1'intérét de 1'étude des
conjectures formulées lors de 1'étude du produit tensoriel de

2 hypercubes (paragraphe IV).

Soit G = (V,E) un graphe dont V est 1'ensemble des sommets
et E 1'ensemble des arétes.

On posera |V| = n.

Associant a chaque sommet szV une variable X:s le probléme de
la détermination d'un ensemble stable de cardinalité maximum

peut se formuler de la maniére suivante

X. =20 ¥1<1isgn X; = 0 ou 1

—
)

N
el
+
tal
IA

1 ¥ (Vi,Vj} e B

Ce probléme de la classe NP-complet peut se formuler comme

un probléme de programmation quadratique
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x. 20

i
X; * xj < 1 ¥ (Vi’vj) e E
x4 xj =0 Vv (Vi’vj) e L

Ce probléme peut se formuler comme un probléme dé programmation

bilinéaire ol les 2 ensembles convexzs K{ et Ké sont :

Ki = (X = (x; ; 1

A

i < n) 0 < X; s 1}

Ké {Yy (yj ;1 1}

Pour cette formulation voir 7211,

A
in

j < n) 0 < yj

Notons que Ki et Ké sont isomorphes i Kn'

Si on pouvait caractériser certaines facettes de K; Q Ké,
on pourrait appliquer des méthodes de coupes semblables 2

celles utilisées par {11 , [71:, [24] pour résoudre le probléme
de stable de cardinalité maximum dans un graphe.jCe sont ces
mémes motivations qui ont inspiré de nombreux auteurs pour
€tudier les problémes d'optimisation combinatoiré dans un but
de résolution pratique de ces problémes (voir paf exemple 7101]).
La formulation de ces problé&mes par 1'intermédiaire des produits
tensoriels d'ensembles convexes &tant nouvelles, on peut donc

mettre en oeuvre de nouvelles approches pour lesproblémes

d'optimisation combinatoire NP-complets.

3) Notons enfin que si une de deux conjectures posées au

paragraphe IV €tait vraie, et si on pouvait caractériser
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un temps polynomial si un couple de points (X8Y) satisfait

a8 toutes les contraintes définissant Cn 8 Cp» alors on montre-
rait grice aux derniers travaux sur la cdmplexité d'algorithme
(8), (1) aque P = NP. Ceci ne montre pas que les conjectures
sont fausses. Il est en effet possible que le fait de détecter

une contrainte violée par un point (XQY) soit un probléme

NP-complet.
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ANNEXE I

Communication faite au "Finf Symposium Uber operations Research"

K6ln 25-27 aofit 1980.

Dans cette annexe, sont trés bridvement résumés les résultats
expérimentaux de résolution du probléme de programmation bi-
linéaire, par 1'utilisation du produit tensoriel polaire de

deux ensembles convexes K] et KZ‘






RESOLUTION OF THE BILINEAR PROGRAMMING PROBLEM
VIA A RELAXATION METHOD

A.Chagoya~Guzman and J. Fonlupt, Grenoble

1) Introduction

The bilinear programming problem (B.P.P.) may be defined in
the following form : v T,Cy>';xeK1, ye Ky
where K1 = {x >0 ; Ax = e} K2 = {y >0 ; By = f} are two polytopes.

m B

min[v(x,y) = <pT,x>+<qT,y>+<x

L]

]

n n m
2 qR % eR ! ; feR

nlxnz

n n
stl;peRl;yeR 2

mlxnl mzxnz

AeR s BeR s CeR

The main interest in this problem is that it includes many well-known
combinatorial problems (concave quadratic programming, 0-1 integer pro-
gramming). This is also a reason for its difficulty. In fact, (B.P.P.)
obviously 1is a NP complete problem. To get a local optimum is easy :
if we fix one of the two sets of variables (x,y) (B.P.P.) is reduced to
a linear program where the variables are the other set of variables

X or y.

Starting from xoeK1 and yoeK2 and fixing alternatively x or y we reach
a local optimum of (B.P.P.) (2,4).

But our goal is to find the global optimum (X,y) and the value
vV = v(X,y) of (B.P.P.) and we need to use special methods for non con-
vex problems.

Existing algorithms are based on :
- Cutting (or convexity cuts) methods. See for instance (4,5)
- Branch and bound methods.

We present an algorithm of this last type : we aséociate to the original
problem (B.P.P.) a Tinear program (P). A1l the feasible solutions (x,y)



of (B.P.P.) define feasible solutions of (P). Therefore the value v,
of (P) is a Tower bound for the value v of (B.P.P.). We use this Tower
bound in a Branch and Bound strategy.

2) Description of the linear program (P)

a) To each product xj;yJ we associate a variable x1oy3. Let z be
the vector o . )
Z = [xxoyJ, xl, yJ 1<1cx ny s 1<jcs n,l.
n.xn, + n,+n
Note that zeR 12 172

The first set of constraints is z > 0 (1).

n .
1 .
b) Starting form a constraint of K (Z 3 ; x! - eg) = 0 and the
1 3
M .
constraint y 2 0 we obtain the relation I (aﬁ 3 x! - ez),yj = 0. Let
i=1

us replace each product x 3 by thevar1abkax oy We obtain a linear
constraint & ay ;X oyJ - eg.y3 0. The set of constraints obtained

by this method will be noted Axoyj - eyj = 0 (2). [Setting
Xoyd = (x oyd 1 <1< n})3.

c) Similar}y.setting.xioy = (x'oyd 1<3]x né} we obtain a set
of constraints. Bx'oy - fx' = 0 (3). !

d) The set K @ K, is defined by

z> 0 (1)
Aoyl -eyd =0 1sisn, (2)
Bxioy -l - 0 1<1ic« n (3)
Ax = e ‘ (4)
By = f (5)
n, n ,
. - 1 "2 i T
The objective function of (P) is <c,z> = z} 21c13x oy 4-<p JXOHG LY.
=1 j=

(P) is defined by | v, = min <C,z> ; ZeK; B K,




3) Resolution of (P)

- e - e C s e S G OB e e o O

A1l these results are proved in (3).
nyxn, + 0y +n, b

For f(eKl and 9eK2 define xByeR y

T3 od =it Ja L<isn 51sJsn,]

<
]
—
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x
»
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>

X8

Theorem 2 : If ieKl is an extreme point of K; and §eK2 is an extreme
point of K,, X B y is an extreme point of K; ® Ké.

- e e o o em e

- If the solution of (P) is of the form X B y where X
(resp. y) is an extreme point of K; (resp. K,) (x,y) is the solution
of (B.P.P.) and v_ = y. (From theorem 2). |

e e e e T L Eaniy Sty

1) The Tinear program (P) is a large scale linear program
with a special structure. We use this nice structure to implement an
efficient method of resolution of (P).

2) We do not want to solve completely (P). We need only a
lower bound to the value of (B.P.P.). Consequently our algorithm is a
dual algorithm and we are searching for a "good" dual feaéible solution
of (P). When the computer time to improve the best dual féasiblesolution
obtained so far, is too important, we stop the investigation of (P)
keeping for lower bound of (B.P.P.) the best value of the»dual objective
function of (P). |

3) The algorithm fully described in (1), {2) is veryefficient
for the class of constraints appearing in l(.1 X KZ‘ This algorithkm avoids
pivoting methods but does not guarantee (at least in theory) that the op-
timum solution of (P) is obtained.

4) Conclusion

In all the tests we studied, one of the 'hmnnpo]ytope§ K1 was an hyper-
cube K1 = [xi 20 X; + X =131 <14« 7}]. The other polytope K

2
7}+~i



-

was either an hypercube or a randomly generated polytope. The cdeffi~
cients of the objective function were randomlygenerated. The interval
of generationwas [0,100] or [0,200].

For all the examples, the algorithm of resolution of (P) is very effi-
cient.

Moreover when K2 israndomly generated the solution of (P) gives for
almost all the examples the solution of (B.P.P.). When K2 is an hyper-
cube, the number of nodes in the exploration tree of the branching pro-
cedure never exceeds 12. The C.P.U. time never exceeded 20 seconds on
the computer IRIS 80 of Grenoble University. In conclusion our method
seems efficient for randomly generated polytopes, corresponding to prac-
tical problems, in spite of the fact that (as all the other algorithms)
it can be unefficient for some well specified combinatorial problems.
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