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INTRODUCTION

Le développement des techniques d‘analyse d'un cube de données
s'est heurté jusqu'ad présent & l'inadaptation du calcul matriciel au probléme
rencontré, Ainsi J,P. BENZECRI écrivait-il dans “critique du calcul matriciel®
({21, pp.58) : dés qu'on s'avance dans des applications du calcul tensoriel
(e.g. a la géométrie, la mécanique et la physique) les conventions du calcul
matriciel sont dépassées par la complexité des atres mathématiques que l'on
rencontre. Mals les notations du calcul matriciel impuissaﬁtes a-t~on dit,

a fe;}résénter les tenseurs d'ordre supérieurs & deux ne suffisent méme pas a
exprimer complétement les propriétés du tenseur d'ordre deux".

L'inadaptation du langage matriciel a engendré des méthodes; d'analyse incom-
plétes, aussi notre travail se propose t-il d'utiliser le formc;sliSme tensoriel
pour rendre compte des techniques existantes, ainsi présentées comme des
prolongements naturels des techniques usuelles d'Analyse des Données. Cette
présentation permet de définir une notion de dualité généralisée et de mettre
en évidence le role prédominant du choix des métriques dans l'analyse d'un

cube de données,

Les bases algébriques développées dans le CHAP&TRB i1 permettent

~ de montrer les llens existants entre une présentation matriciélie et une présen-
‘tation tensorielle. L'extension au cas d'un tensewr d'ordre tr_;éis nécessalire

a I'étude d'un cube de données, permet de situer notre travaii par rapport a

celul de JAFFRENOU [24].

Au CHAPITRE II, on définit le cube de données comme une fonc-
3
tion x définle sur le produit cartésien X ih a valeurs dans R et
h=1

représentée par un tableau & trois Indices. Conventionnellement les éléments

de Ih‘ sont respectivement pour h =1,2,3 appelés des individus, des va~

riables et des juges et jouent des roles symétriques suivant le mode de



=

stratification du cube qui conduit usuellement le statisticien a réduire le pro-

bléme a celui de I'étude d'un tableau rectangulaire de données. Ainsi le
formalisme qu'on développe ici montre que les procédures utilisées notamment
par CARROL [10], TUCKER [42], ESCOUFIER [18], BOUROCHE [8] et
L'HERMIER DES PIANTES [28] conduisent & une perte d'information.

Nous montrons de plus que le mode de stratification, interprété

comme une application de la propriété universelle permet de définir un fibrage

spécifique des espaces vectoriels réels E} . Bz ®E1 . E2 ® (’EI3 ®E}) de
dimension finie qui permet la construction de nuages de points dont les élé-
ments sont des représentants d'éléments de Ih(hx1,2,3)". Nous généralisons
ainsi au cas des tenseurs d'ordre trois 'interprétation géométrique usuelle de
la dualité. L'analyse de ces nuages permet de construire des résumés du cube
des données. Ainsi donc, par le biais des tenseurs d'ordre deux, les nuages
de points construits dans Eh (h=1,2,3) font l'objet d'une analyse et d'une
interprétation statistique dans les termes usuels, lorsque la dualité qui carac-
térise “"vecteur-individus" et "vecteur-variables" dans un tenseur d'ordre deux
est étendue aux “tenseur -individus” et “vecteur - variables” ou bien aux
syecteur ~individus" et "“tenseur -variables" dans un tenseur d'ordre trois.
Cette extension peut alors étre prolongée trés naturellement. aux tenseurs d'or-

dre supérieur & trois au prix d'un accroissement combinatoire du nombre de

modes de stratification possibles.

L'importance du choix d'une métrique guidant l'analyse est déga-
gée au CHAPITRE III. Nous montrons en particulier le role du mode de centrage
d'un cube de données. De plus, la définition d'une métrique & effet relation-
nel au sens de SCHEKTMAN.[37] et CROQUETTE [11] apparaft comme un cas
particulier non identifiable au choix usuel d'un produit tensoriel (ou de
Kronecker) de deux métriques, bien qu'elle définisse aussi de fagon naturelle

une structure en bloc.

Nous montrons dans le CHAPITRE IV que l'analyse d'un tenseur
d'ordre deux est équivalente a l'analyse d'un tenseur d'ordre trois sous forme

disjonctive compléte, lorsque I'on fait choix d'une métrique induite par le



codage des varlables, suivant les termes de C. DROUET d'AUBIGNY [121,
montrant ainsi le statut respectif de 1'Analyse en Composantes Principales et

I'Analyse Factorielle des Correspondances Multiples,

Enfin nous donnons une présentation nouvelle du probléme des
rotations procrustes, en tant qu'analyse d'un tenseur d'ordre quatre caracté-
risé par un choix pertinent de métriques. Nous montrons que ce choix est
fortement 116 a la définition d'indices de liaisons entre tableaux de données
qui caractérisent les procédures de comparaison de tableaux de données.

Ainsi les procédures d'ESCOUFIER, de L'HERMIER DES PIANTES, de JAFFRENOU
et de SCHEKTMAN apparaissent comme autant de cas particu’iiers caractérisés
par un choix de métriques. '

Dans cette derniére partie, nous donnons de plus, un exemple pratique d'ap-

plication qui présente 1'intérét de montrer l'importance du mode de centrage,
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Sk i e o e e 1k S
ML ESRNRS

LfR (F3E) ... L'ensemble des applications linéaires de 1'espace vectoriel
réel F dans 1‘espace vectoriel réel E

ﬁp,n (R) ... L'ensemble des matrices réelles a p lignes et n colonnes
Lz (Fxe; R} ... L'ensemble des formes bilinéaires sur Fxt

dim (E) ... Dimension de E

| J] ... Cardinal de J

u (resp g?) ... Un vecteur de E (resp £ isomorphe EIR!J‘)

X oeee Un tenseur de F B L
Ay

Tr (R) ... Trace de A

det (A) ... Déterminant de A

<u,v>y ) produit scolaire dans 1'espace Euclidien (E,M)

luly norme

ty .- transposée de M

A=10 Ai ... A est la partition des ensembles A
i
Ly oee L'orthogonal de W

E = 8Ea ... E est somme directe des sous espaces vectoriels Ea
a .

s ¢
ﬁ" = J- LR WY
i s i Symbole de Kronecker

Cos {u,v) ... Cosinus de 1'angle entre les vecteurs u et v de (E,M)

) entre les

Cov (X,Y) ... ) eeess.s. cOvariance )
Cor (X,Y) ... ; lettres minuscules ... corré1ation‘; empirique ) variables
} ) ) Xety
Var (X) ... ) Ceaenes variance g: cesess ) de la
; ) % variable
o (X} ... g cheanas gcart types g_ cheaen g

Ip ... Matrice identité d'ordre p
Im (x) ... Image de T'application linéaire x
Ker {x} ... Noyau " " "






CHAPITRE I : BASES ALGEBRIQUES







Introduction

E et F étant deux espaces vectoriels réels de dimension finie.

On se propose de montrer dans ce chapitre que les espaces vectoriels réels
de dimension finie :

Np " (R) des matrices a p lignes et n colonnes

E B F produit tensoriel de E et de F

peuvent étre munis de structures Euclidiennes & partir desquelles est
introduit le "schéma de dualité" caractérisant un tableau de données X
(eélément de Mp;“ (R) ) "individus x caractéres".

Par un choix de métriques, on construit entre ces deux espaces une isométrie
qui permettra dans les chapitres suivant d‘identifier_tab]eau de données X
et tenseur x (correspondant) pour leur analyse. '

§ (I.1) ... L'espace Euclidien Mn;i (R) : le schéma de dualité

On considére deux espaces vectoriels réels £ et F de dimens1on finie
respective p et n, munis des bases respectives : ‘

{ej /i=1,...,p} et {fy /i=l,...,n}, M WOR),L o (F3E)

1'espace vectoriel des applications lxneaxres de F dans E et LZ(F x E;R)
1'espace vectoriel des formes bilinéaires sur F x E.

1.1.1. Matrice et application linéaire

Définition et propriété 1

“La matrice M(x:(f%),(gﬁ) ) associée a toute appiicétion linéaire
x de L‘R(F;E) a pour colonnes les vecteurs images par X des vecteurs (£f3)
dans la base (g&) de E : M(x;(f%),(gﬁ) ) = Ix(£1)se o ax(£4) 50 o x (£

Théoréme 1 [ 34}

'W.m(F;E) et Mp (fR) sont deux espaces vectoriels iso&érphes “
soit E un élément de M n(fR) tel que |

; 0...0‘!!0

E‘o= . 0 ce 1 a e 0
LR
O cerveenses0

dgnt tous les éléments sont nuls, sauf celui situé a 1° intersection de la
me ligne et de la xeme colonne qui vaut 1.

Théoréme 2 [34)
(R)

u{Eij/i =1,...,n,j = 1,...,p) constitue la base canonique de Mp n
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(MR) et M (rR) sont deux espaces vectoriels isomorphes de dimensio

pn
pn.

1.1.2 Formes bilinéaires et Espaces Euclidiens

Théoréme 3 ([271 pp 342)

"A toute forme bilindaire m définie sur F x E, on peut associer la matrice
M= [m, 33 définie par m, ij " m(f '85 ).

L'application de L2(F x £ 3 IR) dans Mp (TR) qui a m fait correspondre

sa matrice M est un 1somorph1sme d'espace vectoriel et pour tout couple
(vsu) de F x E nous avons : m(v,u) = thy = t»tMg“.
m(fi’gj) est appelé terme générique de M.

En particulier lorsque nous aurons E=F nous dirons simplement que m est une
forme bilinéaire sur E. '

Lemme 1 ({261 pp 51)
“Une forme bilinéaire m sur E est symétrique si,et seulement, si sa matrice

M est symétrique.

Définition 2 {[263 pp 53)

<<Une forme quadratique q sur E est une fonction g : E — R telle que
q(-u) = q(u) pour tout u et telle que 2m(u,v) = [q(u+v)-q{u)-q(y)]

m soit une forme bilinéaire sur E.>> ' )

Théoréme 4 ([261 pp 54)

<<Toute forme bilinaire symétrique m sur E définit une forme quadratique
q sur E par la formule : q(u) = m(u,u), c'est l1a seule forme quadratique
q telle que : 2m (u,v) = q(ury)-qfu)-q(y).>>

Définition 3 ([261 pp 60)
<<On_dit qu'une forme quadratique q est définie positive si_pour tout

u=0 q(u)> 0.>>

Dafinition 4 ([261 pp 64)

<<Un espace vectoriel Euclidien E est un espace vectoriel de dimension fini
sur R muni d'une forme bilinéaire symétrique m dont la forme quadratique

associée est définie positive.>>

Dans ce cas la forme m sera dite symétrique définie positive.
Sa matrice associée M est souvent appelée métrique.

m{u,v) = <U, V> définit un produit scalaire.

/q(u) = luly une norme Euclidienne

et lu-vly une distance Euclidienne

L'espace Euclidien ainsi défini est caractérisé par le couple (E,M).
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1.1.3 Formes linéaires = Dualité et transposition

On note E* 1'ensemble LIR (E; R) des formes lindaires sur E,E*est le dual
algébrique de £ et E** bidual de E. ‘

Théoréme 5
<< - dim E = dim E”

- les p formes linéaires g*a (3=1...p) sur E telles que Q*J (23’)=3§’

forment une base de E*

J

avec Gj‘ le symbole de Kronecker™~

Corollaire
<< Toute forme lingaire y de E™ s'écrit dans la base (e*7)

y=£ y(g‘:)g*'}>>
j J

Breuve triviale.

- Théoréme 6
<< L'application de E x E* dans fR qui _a tout couple (u,u*) fait correspondre

>>

u” (u) est une forme bilindaire canonique notée <. , . >

Théoraéme 7 [34]
<<l *application canonique de E dans E** qui a tout &lément u fait correspondr
k% ® kK * . . s .
u  tel que <u ,u >=<u,u > est un isomorphisme d'espace vectoriel.>>

Par suite on identifiera E et E*™.

Théoréme et définition 8
<< Soit x un &lément de th {F;E). On appelle transposée de x 1‘'application
de E* dans F* qui a tout &lément y de E* fait correspondre yox.
C'est une application linéaire notée t
(YyeF) (YyeE®) <v,'x(y)> = <x(¥),y> >>

x et définie par :

Propriétés 2

<< 1 = xeb y (FiE) wem=t EXel o (E*;F¥)
t ® t t R
t, L,
3 - "("x) =x
Théoréme 8

Pour_tout Xel pp (F;E) nous avons M (tx; (g*?), (f**)) = W (x; (f;)s (ey)

Théoréme 9 ([261pp 69) ‘
<< Pour tout espace Euclidien (E,M}, la fonction ¢, qui associe & tout vecteu

u de £ la forme linéaire <Uy >y de E* est un isomorphisme d'espace

vectoriel, »>>
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Puisque v(ej) = L p(e.) (ej,)e*j‘ (corollaire du théoréme 5).
I - - -
On montre faciledent que la matrice associée a v dans les bases :
]
(e5) et (") estm

1.1.4 Trace d'une matrice - 1'Espace Euclidien Mp r\(FR) :

s 17

Introduction au schéma de dualité
Définition 5
<< Soit A = (ajj;) une matrice carrée d'ordre p. On appelle trace de

A la somme de ses éléments diagonaux i.e : Tr (A) = zaJ.J.. >>
J

Propriétés 3
1 - Tr (A) = Tr (tA)
2 - Tr (AB) = Tr (BA)
3-Tr (Yan) = T (a%) = (aJ...)2
4 - Tr (a(mB)) =x (Tr(A) VTrB))re ®

Proposition 1 _
<< Soient (E,M) et (F,N) deux espaces Euclidiens tels que N soit diagonale.

Soient x et y deux &léments de LrR(F*; E) de matrices associées respectives
X etY.

L'application : t : Mp 0 (IR) x Mp n (M) ‘¥~———é-~—) fR
(Y) 5 Tr (xNEyM)

est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Elle confére 3 Mp 0 (R) la structure d'espace Euclidien.>>

On note respectivement le produit scalaire et la norme ‘Euclidienpe.
< XY ey = ()
1/2
il gy = oo

Démonstration
La bilinéarité est triviale

Symétrie
t(X,Y) = Tr(NtM) = Tr(tombn) = e avnty)
= Tr(YN'XM) = t(Y,M)

t est définie positive

En effet nous avons :

X = MO (8T, (ed)) = ox(P ), ox (P

V= My (ed) = (e Ny )y

posons pour tout élément i de 3 ny : (jny =(1,2,...,m)
xi = x(f*)

Yi * Y(f‘1)

1]
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N = Nyjed avec ny =0 pour 121
nous avons les relations
t, _ & t
KNTY =5 0 % Yy
t -

X« 0 «=>3 f0 el nitel que (x; = Q= (Ix; 1,y ,0)
0 4] 1010

La stricte positivité de
tx.x) = E x|
i “iiM
résulte de ce que pour tout i = i,»ona

I %51 M o2 0

C.Q.F.D.
Le schéma de dualité ([323, pp 197-198)

Soient {wi/i€1 n 1} un ensemble d'objets et XJ (je] pl)
p caractéres réels observés sur{w;}

- rame 11 J_yd j
X = Xy eon. #— jéme ligne avec xj = X*(ey) = u%(XJ)

colonne
est le tableau des données “indiviQus X caractéres”,
A i reperé sur les p caractéres xd (je1p1 ) sont associés :
le vecteur '

i
Xy = § w(X')e, dans E

1'axe
A f1 dans F = wop f,
-, i ! ,
xg est la coordonnée du vecteur x° par rapport 3 la base fi
r 3 x -
X =i!
~j ye
¥
J J
xye. .
0 151 /ey %3¢
'y ;r ’

La_forme ]inéqfre
1 dans F* xg = 1 (xd)

J 5 N . s
a X7 mesuré sur les n Qb@etso:i (i€ In]) sont associés :
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le vecteur

3 z XJ(a>)f dans F
i

1'axe
Aej dans E = ® & ¢j
. J
x% est 1a coordonnée du vecteur x; par rapport & la base gj
< * +Xq
i ‘-‘-\\\‘\\\\:*"~\~\-~\\\\\\‘
onnd) - - -
0 e. xde nd e,
=J 1= 1°-3
La forme linéaire J

J dans E* , xJ = e J(x )

toutes ces considérations tradujsent.la dualité existant entre les objets
wi (i=1..n) et les caractéres XJ(j=1..p).

Soit m (resp n) 1'isomorphisme canonique de E dans E*(resp F dans F*) de
matrices respectives M et N. La matrice XNtXM, associée a 1'endomorphisme
xonotxom permet de traiter simultanément lignes et colonnes du tableau X que
nous avons interprétées en termes de dualité, ainsi appelle-t-on schéma de
dualité le diagramme commutatif associé a xonotxom.

*

£ e F
M N
E* >

§ (1.2) L'espace Euclidien E B F : introduction au préb}éme du choix des

métriques

1.2.1. Le produit tensoriel
Etant donné

r 3 -
(E x F) u,v e R x L
R =4 2,y (U,Y) et
(u,v)eE x F Au,v=0 sauf pour un nombre fini de fois
.

1'espace vectoriel réel des combinaisons linéaires formelles des &léments
(ExF)

de 1'ensemble E x F, soit H le sous-espace de MR engendré par les
&1éments de la forme :
(u, ity ) (u, Vl) (u, Vl) 3 (Au v)-A(u v)

(\g) €R
(u1+u2,v) (ul,v) (uz,v) (u,ﬁv){3(u Y)



15,

qui annulent toute application bilinéaire définie sur £ x F et a valeur
dans un espace vectoriel réel quelconque L de dimension finie.

Définition 1

<<On appelle produit tensoriel de E et F, noté EBF, 1'espace quotient
(EXF)/H muni de 1‘'application bilingaire

v : EXxF > Eg F
(u,y) ———> #{t:¥)

R

w(u,v) noté u g v est appelé produit tensoriel de u et de y>>

Proposition et définition 2[5 : La propriété universelle

<<S0it (E 8 Fu) un produit tensoriel. Pour toute application bilindaire
il:ggg;gie sur £ x F a valeur dans L, 11 existe une application linéaire
unique f qE_E 8 F dans L telle que : :

h“f{)(p

On dit gue E & F_et p sont un ensemble et une app}xcattan universels
associés a £ x F.
Le diagramme suivant est commutatif

E x F----*~» EaF

N

Cette propriété universelle est souvent exprimée sous la forme
““L, (E x F3L) est isomorphe & L (E § F3L)™ ,

1.2.2. Décomposition directe et tenseur associé a une application linéaire

Proposition 2 ({213 pp 16)

Sowent E = gﬁ etF=6F deux sommes directes de familles de sous-
espaces vectoriels respect}#é de EetF,alorsEgF=o0 (EAﬂF“) 72
Corollaire 1 ({51, pp 10 An

<<

Si F admet une base (f ), tout élément de E § F s'écrit de facon unique
i

sous la forme :

s . £ L
g u;@ f, odue b |

Corollaire 2 ({51, pp 11)

<< .
Si (gj) est une base de E et (fi) une base de F, les é&léments €; afi

forment une base de £ 8 F. Nous avons dim (E -8 F) = dim (E). dim (F). >>
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Proposition 3 ({51 pp 15)

<<

Le produit tensoriel E* § F* des duals de E et F est isomorphe au dual
de E @ F 5 on définit un isomorphisme de E § F* sur (E g F)* en faisant
correspondre a tout produit tensoriel u* g v* Ta forme linéaire x sur
E g F définie par :

x(u,v) = <, u's v, v >
Par suite nous identifierons E* g F* et (Eg F)
Proposition 4 ({53, pp 46)

<<
L'application Tinéaire qui & tout tenseur vau fait correspondre

1'application linéaire :

v + <V,Vvsu

est un isomorphisme de : F*gF dans L (FsE)

Remarque (Greub [217 pp 38)

 On note v* @ u 1'élément de LrR (Fs E) associé au tenseur v¥ @ u de
F* @ E défini par : (v¥ g u) (V) = <v,v*>u
Soit x un élément de LfR (F3E) et v = zv f.

i 11

U

x(v) = 2v.x(F,) = 2F*T (V)x(£.)
- _i 1 -3 i - -1

]

n<y, > x(f)
i

I1 lui correspond donc dans F* ® E 1e tenseur

x= zf' @ x(£3)
=i

Si dans la proposition ci-dessus on remplace F* par F** = F, on a :
1'isomorphisme

L p(F*E) FgE .
X ey X = };f} ax(f‘“)
) ~
posons x(f*') = X; pour tout i=1,2,...n.

L'application linéaire

fiex F* e E

F 3
t —— t i%4

généralise 1'opérateur coordonné.
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L'image de F* par :

- fi 8 X est un axe déterminé par X;

- (f; ® x;)x; eNcE, N de cardinal fini

est une famille d'axes, associés aux élements de N

= ((f; & x;)xeN)ie(1,2,..n) est un ensemble de n familles d'axes.
Cette image constitue un fibrage de E (voir figure 1.1, la notion de fibrage
sera définie au chapitre suivant).

On identifie le tehseur

f,m x; 4 1'application linéaire

*, .
fi 8% de L,R(F ;E) de matrice

ki _ -
M(f e X3 (37)00e) ) = 10,..0,%,,0,..,01  associée

iéme
élément

Nous avons par exemple : M SR =
s par exemple < M(z(fimx;):(£11).e5) = [xpeemndyoeoty)

| ((fi3§i)§i€N)ie]n]

—p

1.2.3. Produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels

Si en plus des espaces vectoriels E et F on considére 1'espace vectoriel
réel G de dimension finie muni d'une base {g) /ke 1}
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Proposition 5 ([81 pp 28)

<<

I1 existe un isomorphisme unique de E & F B G dans (EBF)® G defini par

—— cmm——————

EGFEG ——— (E @ F) BG
UBVEW —— (U @ V) Bw

pour tout (u,v,w)eEXFxG =~
s r——— >>

Preuve

Cette proposition est une application de la propriété universelle en
considérant 1e diagramme commutatif suivant :

EXFXG ¥ . EBFEG

(EBF) BG

ol h est une application trilinéaire définie comme suit :

h{u,v.w) = (umv)aw

A tout e]ement X de LIR(G ;FBE) correspond dans GH(FBE) le tenseur
X= zgk &x(g* )

puisque x (g ) est un tenseur de FRE, il 1u1 correspond une application

Tingaire X de L (F5SE) telle que x(g*¥) = L o (f*‘)
_xk
ﬁk est le tenseur d‘ordre deux associé au tenseur X d'ordre trois
Y SR & _ Ca
Si X" s'écrit x'= .zzxkijfiagj alors x s'écrit

i

X ﬁ z zkaJgkg(f B 5 )
»1,J

notons I,J et K les ensembles de variations respectives des indices iJ, e
k. Toute confusion entre tenseurs d'ordres deux ou trois sera évitée en
notant xKI le tenseur X et kuJ le tenseur %k.
On utilisera tout au 10ng de ce travail 1'une ou 1‘'autre notation du
tenseur associé a une application linéaire.
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1.2.4. L'espace tuclidien F# £ : le choix de métrique

La matrice M = (m(f, ey Ly sy aeJ ») associée a une forme bilinéaire m sur

F B E muni de 1a base {f, ﬂe3/1el}se décompose naturellement en blocs.
Jed

B iel
M= (M) ieeq

= (m(fjue;.f;00e,,) )JCJ

Chaque bloc M o est la matrice d'une forme bilinéaire définie sur
(AF,8E) x (‘31} k)
ol & fi est 1'axe passant par 1'origine, de vecteur directeur fi on a :
FBE = @(Af.&E)

i
Les métriques M j+peuvent étre choisies a priori dans les sous- espaces de
contraxntesaAf QE (e 1) (engendrés par la base {f ae /JeJ} définis par
SCHEKTMAN [ 37} qui propose une méthode de construct1on des Mw%‘ (1#1 )-
Lorsque m est symétrique définie positive, les choix distincts des metrxques
M11’ définissent autant de structures Euclidiennes dans F B E.
En particulier, si on pose a priori m(f ne f T .) 0 pour i ¢ i'

M a alors une structure bloc diagonale :
r N
M1

0 Mnn

hd Py

On retrouve ainsi la forme usuelle de la métrique M utilisée dans la

L - stratégie développée en analyse canonique généralisée, en analyse des
correspondances multiples et dans 1'étude des liaisons globa}es entre
plusieurs paquets de variables

Un autre type de métrique souvent rencontré en gtatistique est obtenu en
imposant & m, la décomposition suivante :

m(fiﬁgj’fi°“§j') =n(f;.f;). Q(e 1,8 4)

ol n (resp q) est une forme bilinéaire sur F (resp E)
jed iel
Q= (Q(gj,gjn))jEJ 'N:(n(fi’fi‘))i'ex

i€l
M ={ n(fi’fi') Q et

est appelé produit tensoriel (ou de Kronecker) de N et (¢ et noté NEQ.

(de méme m est noté n & q).
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Cette matrice vérifie les propriétés suivantes :

Propriété [23]

<< 1°) (NﬂQ) N &Q
ol § est 1'inverse généralisée de Moore Penrose de Q vérifiant

QQ=1Q
2°)t(nag) = tnato
3°) det (NEQ) = (det(N))P.(det(0))" >

iel

Soit X = (xxg)geé

(resp Y = (y13)’61) la matrice associée

x {resp y) é&lément de L‘R(F ;E) de tenseur

a
X = izjx13fiﬂg3 (resp ¥ = XJywaf ;@e;) on a les résultats suivants :
L] 3 N

Proposition 6

<< Etant donné (E,Q) et (F,N) deux espaces Euclidiens.
L'application m définie sur (FBE) x (FBE) dans IR qui au couple (é,z)
fait correspondre :

by y | .‘(f f g>’.<g-,g-5>
iq 33; *13Y1 N*"=3"=3'"Q
est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Elle confére & FBE, la structure d'espace Euclidien.

En particulier :

m(fiﬂgj’fi‘&gj') = <f ’fi‘>N‘<gj,gj.>Q >

i
Etablissons Te résultat suivant avant de démontrer cette proposition.

Lemme fondamental

<<<'§’X>Nﬁ{3 = <<X’Y>ﬂ,{} >>

Preuve

Développons <<X,Y>p Q=Tr(XNtyQ)

Q = (e y ' .<e 15€5 >Q)3€I

ied

t
Ny (€'< iof P>y {§3y1'3’<es”93>0})161

Jed
j ij n<e 1€ >Q)3“eJ

tyn o u
XNYQ = (Ex, . ’§‘<fi’fi’>N §3y,l3
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et Tr(XN YQ) Xﬂx

f f > $y1s s 4 <8, ,8.>
Ji 31 N J J Q

i*"%5

L X Ly <f.,f.,> . <e.,e.,”
AR 7% IR £ 2K £ LAl T At R
Tr(XNYQ)=<x,p> g + C-Q-F-M.

Démonstration de la proposition 6

N est diagoﬁa?isab}e en N = SDtS
ou S est une matrice orthogonale et D une matrice diagonale définie positive.

Aussi a~t-on

<X Yooy o=Tr(XN tyq)=T (XS)D(tS Y)ql
=T (xs)ot(vs)ql
=<<{*,Y* >>D,Q

avec
X*'=XS Y*'=YS

et d'aprés la preposttxen 1§ (1.1) <<x‘ X‘>> D,Q est positif strictement pour
X' # 0 c'est & dire pour

X # 0 puisque S # 0. Donc <<X'X>>N,Q est strictement positif.

Ce qui entraine que n B q est définie positive.

La symétrie est triviale. C,Q.F.M.

Remargues

1) Nous effectuons dans F le changement de base substituant, a la base (fi}
celle formée par les .vecteurs propres de N. :

2) L'importance de la métrique NBQ est montrée dans le Temme fondamental qui,
on le verra, établit une “"8quivalence" entre“un nuage d'éléments
de M (IR) et son image dans FEE. Cette propriété n'est pas vérifiée par

p.n
les métriques introduites plus haut.
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§ (11.1) Natures des données : définitions et notations

2.1.1., Le cube de données

Selon le type de données que 1'on étudie, on s'intéresse a trois
ensembles finis : I de cardinal n, J de cardinal p et K de cardinal m.
En psychométrie par exemple, 1 représente généralement un ensemble
d'individus (personnes interrogés, testées etc ...), J un ensemble de
stimulis (tests psychologiques, excitation, etc ...) et K un ensemble de
sujets (juges, périodes, expériences etc ...). En Sociométrie I et K
peuvent représenter deux groupes de personnes (gargons et filles d'une
méme classe etc ...) et J un ensemble de caractéristiques mesurant
1'état dee rapports sociaux entre ces deux groupes.

En analyse de variance, pour le plan factoriel d‘'ordre deux avec répé-

titions dans lequel et pour chaque case, les traitéments sont effectués
sur les mémes unités expérimentales formant 1'ensemble I, J et K repré-
sentant les ensembles des traitements associés réspectivament a 1'un et

1'autre facteur.

Dans les séries chronologiques multidimensionnelles, d'un phénoméne k1
(économique, social etc ...), plusieurs mesures jeJ sont enregistrées
(production et vente d'un produit de consommation etc ...) & chaque
instant teT (date, intervalles de temps réguliers etc ...).

Dans ce texte nous adopterons la terminologie suivante :

I représente 1'ensemble des individus, J 1'ensemble des variables et K

1'ensemble des juges.
Définition 1 [ 2}

< 0On appelle cube de données la fonction x.

x i1 xKxdJ———>R

(1.k,3) x {i,k,J) 1$>
le tableau % = (x(i.k.j))éii a trois indices qui lui est associé sera
jed
aussi appelé cube de données . Sa représentation graphique donne :
J
¥\ . K

L

v
o

fig, 2.1
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1,J et K pouvant ne pas avoir le méme cardinal, on devrait plutét parler
d'un parallélépipéde de données au lieu de la terminologie consacrée de
cube de données.

La fonction x peut revétir plusieurs natures différentes : mesures réelles,
fréquences (absolues ou relatives), nombre binaire etc ...

On peut citer plusieurs exemples dont voici cing : |

Exemple 1

Dans le plan factoriel d'ordre deux avec répétitions, x représente la
variable réponse des unités expérimentales i€l aux traitements jeJ et keK,

Exemple 2[14]

En analyse des préférences, &tant donné U=I x I un ensemble d'unités
statistiques oli I est un ensemble d'objets & comparer, V un ensemble de
valeurs réelles mesurant des degrés de préférence et K un ensemble de sujet
émettant des jugements de préférence sur les objets i et i’.

Le protocole expérimental P définit le cube de données :

P:UXKXVY—— {0,1}

((1,1"),k,v) "1 le juge k exprime sa
‘ k préférence pour i compar
P,. '(V)z‘ 5 4t
(i-1') a i' par la valeur v
0 Sinon
N

Exemple 3 ‘
< Etant donné un questionnaire regroupant p variables qualitatives. xJ

(de kj modalités chacune) & 1'intension de n individus iel.

Notons Ca={iel/xq(i)=qk;ke]kj]} la catégorie des individus associés a la
modalite % de X9, q, est le code de Ck' )

¢! 1'ensemble des catégories induites sur I par la variable X et K =3Cj.
On définit le cube x de données comme suit :

J

X ¢ IXKxd ——— {0;1} 1 si qeC
st ieCy

(1sk:J) i J x(i’k:j) =
0 sinon

Les Ci ne sont pas forcément égaux, et on prendra les < tous distincts
(cf paragraphe § (IV.1)). »>>
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Exemple 4
<< Pour comparer la productivité d'un certain nombre d'entreprises iel

dans des secteurs d'activités comnun jeJ et sur la machine de type teT.
La fonction x

Xt I xTxd ——— M
(i,t,j) ——— x(i,t,j) définit le nombre de
piéces fabriquées par ouvrier sur la machine de type t.

Exemple 5
<< Dans 1es séries chronologiques multidimensionnelles, & chaque instant

T Xt (Xt,. s %,.,, t) représente une variable de composante les p
mesures réelles X3 (¥ J) enregistrées sur n objets W1 d'un phénoméne
_naturel donné.

On définit le cube x de données comme suit :

X:IxTxJd —mm R
(Ntt’j) ——) X(W th}) = x (W)

2.1.2. Stratification du cube

Soient Eh (resp Ih) (h=1,2,3) 1'un quelconque des espaces vectoriels
(resp ensembles) E, F et G (resp I, J et K) et :

X= (x“h "h2’1h3 )HSZII ..... le cube de données définis

h
3513

sur I1 X 12 X 13.
Si 1'on note {gh} une base de E,, on construit & partir de ¥ le tenseur

I,1,1

xll2l3 =1 ¢ & x(i, i, i, )e e, ke
R N B hy*%h, "ng
17273 :
élément de EIEEZEEB .
£ BE2&E3 peut étre considéré grace a la propriété universelle comme le

produit tensoriel E E(EZEEB) Par conséquent x11I213 peut s'écrire

x111213d: EOrox(i

h
h hz 3

. . )e ﬂ(e ge, )
17 hy"hy =h,"=hg

. *h
=t g, Bx(e 1)
hy ™1
= X

X e .
fou x est élément de Lg (E 13E,8E5)
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D'aprés les résultats du paragraphe (1.2) du tenseur X d'ordre trois, est
associé le tenseur d'ordre deux.

T, =x(e* M)

e><

=3e mxh (e*hZ)
i Thy” T LS
hy

i, I.1
L hy 23

i 1z *,
oi x M est élément de Lm(E2 ’EB)'
On pose donc la définition :

Définition 2

<< Etant donné un cube x def1n1 sur leIZ 3 On appe}le strate (1h )s
1'application lindaire x h de L‘R(E2 ,E3) de matrice :

i T |
¥ el ox(d, i .1, ) «1_ associée
h,”’h,.*'h . 2
1 "2 i, el
h3 3 »

Le tableau XTh1 a deux indices sera aussi appelé strate i
On dira dans ce cas que 1'on a stratifié le cube ¥ suivantlle facteur

(au sens analyse de variance) I, .
X1h1 a pour graphique le rectangle
I \
3 4

> 1

en faisant varier ih dans I 42 On constate que la stratxficatwon traduit
un découpage de ¥ enldes strates paralléles suivant facteur I .

I, 4

3 I

/’}, 1

v
g
™~
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On peut citer plusieurs exemples selon la nature des ensembles I ,L ,15
et des espaces vectoriels £ ,E et E

ler cas : § =J,1, =K,L; =1,F =E o£7G et E =F

s< Dans 1'exemple (3) ci-dessus, on dsfxnxt la strate zJ element de
L(G3 ;F) de matrice : 29- =(x(i,d, k))xel

avec G =ogJ et dim (GJ) k

Les tableaux ZJ (j€J) d1saonctifs complets permettent d'étudier les liaisons
de dépendance entre les variables XJ (jeJ) prises deux & deux, a 1'aide des
techniques d'analyse des correspondances (cf § (Iv.1).

2eme cas : I1=K,Ip=I,13=J,E3=E,E2=F et E)=G
<< L'application linéaire xK de LlR (F*;E) de matrice :

NN
K (x(kai5)) e )

avec :
x(kyi,3)=, X3 (i)
kX est une mesure réelle sur I associée a différentes expériences k€K et
dafinit la strate k des tableaux XX (keK).
On peut étudier les liaisons globales entre les variables de différentes
expériences, a 1'aide des techniques d'analyses canoniques généralisées,

mais aussi différentes notions “d'équivalence" entre ces tableaux, dont
le probléme des “"rotations procrustes® offre un exemple part1cul1er

3eme cas : Iy=1,I,=K,13=0,E)=F ,E2=G et E3=E

<< Dans les séries chronologiques multimensionnelles, 1° app11cat1on linéaire
y! de LIR (G iE) de matr}ce associée

i teT
Y'= X(W:t:j)) ’
Jjed
x(agt,j)=xj(a%t)

est la réalisation de la “fonction aléatoire" XJ(.,ub.
La trajectoire «=i définit la strate i; pour laquelle XJ(i,t) est une mesure
réelle jeJd enregistrée 3 la date t¢T sur 1'objet i€l,
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2.1.3. Interprétation géométrique de 1a stratification : le fibrage
Soit a un &lément de E*. L'image de E par a est notée :

a(E)=(a(u)| u E}

Définition 3 { 15)
<< Vae IR, on appelle fibre q(ou courbe de niveau o) 1'ensemble

a ={uek/a(u)=a}

Remargues
- a0=Ker(g)

- la courbe de niveau o associée & un &lément a de E* est une droite
- soit go(ujo)jeJ un élément de E. 3 définit dans E le fibrage
a ={uef/e* (1 u)=q)
J TP
jo

associé a 1'axe eej, les vecteurs u; solution du systéme

§*1<_2_ Ei)=di
T
lg
*J( u:)=a.
9 TPl
Uy
(1 up)=;
Uno

s 5 *J
sont colinéaires & u . En effet on a u.=re*(u)e 3“a1 Uy.501t ¥=(x;5,) un

cube de données. I1 permet de construxre plusxeurs f1brages :

- dans E
On construit le fibrage :

ka;={reE/e" (X)*X K (keKsjed)
associé a 1'axe &5 La strat1f1cat10n de ¥ suivant le facteur K permet de
construire pour chaque keK, n vecteurs

i . N
k§ (i=1,2,..,n) solutions du systeme

. .'i
ﬁ Q*J(kx )zxikj
€ p(k31)=xikp
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Y

4
D>
n

*axi | Py SICTR ENY Lgnj \

| SR

Fig. 2.4 Fibrage dans E

1]

Les points situés sur une méme fibre ont le méme score par rapport a la

variable j de représentant éej‘

Dans FBE on construit les fibres :
ak={g/f*‘ng*3(g)=xijk}(keK) associées aux axes gf.ngj
Ce méme cube % permet de construire dans FBE des tenseurs & solutions du

systéme :
*1
(KS =M1k

3 =
”% (8% 51




L sl @ey

x&"\'w\

fig 2.5 : Fibrage dans FBE

Dans FBFBE on construit les fibres :
ak={§lf*ing*kng*j(é)=xikj} associés aux axes
‘Efiﬂgkﬂgj

A 1'aide du cube X on peut construire un tenseur ék.

Solution du systéme :

f*lng*kﬂg*i( 9%

‘

< f &g ne & ) X;

et "plongé" dans le sous-espace vectoriel

FBAQHE de FHGHE=P(FiAg, BE)

=F§ (i(égkgE) )



fig 2.6 : Fibrage dans FRGRE

Remargues :

1) La structure des tenseurs ék(

keK) sera étudiée au paragraphe (4.2.2)

2) On aboutit a des représentations géométriques semblables lorsqu‘on
considére la stratification de cube X selon le facteur I et J.

§ (11.2) Analyse des strates : Définitions et notations

2.2.1. Rappels
On considére trois espaces Euclidiens (E,M),(F,N) et (G,Q) munis
de leurs bases canoniques respectives {gjljed}, {filiei} et {g, |keK}.
*J!, Fa fR!H et G a lRlK‘ soit Né(§iJ[ieI}un nuage de
. n points dans

E est isomorphe & MR

Définition 1 {32}
<< Le triplet (N,E,M) est une image Euclidienne du couple (I.dl) s'il
existe une application f de I dans E vérifiant :

1
2

£(1)=N
dp(i,1")=] F)-F(1")]y

00 d; est une distance Euclidienne sur 1. >
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Definition 21 32

<< Deux images Euclidiennes (N1’E1’NH) et (NQ’EQ’MQ).EEi(I’dI) sont dites
équivalentes s'il existe une application bijective f de N1 dans N2 vérifia

FM)-F0 Dy

En conséquence, les analyses des nuages de points N, et N, donnent
exactement les mémes résultats, puisque f est une isométrie de N;.dans N,.

2.2.2 Analyse du cube par stratification selon le facteur K

Dans ce paragraphe nous mettons en évidence les nuages des points
que 1'analyse du tenseur xX1Y de FRE associé a 1'&1ément xK de - (F*3E)

permet de décrire :

Le vecteur k5 Jox (f )( iel) est le i(éme) vecteur colonne de la
matricey ~M(% ,(f*1) (e » obtenu par stratification selon K.

Pap su1tek>_g1J représente 1'individu i dans la strate k.

Notons respectivement :

N, (K)=((, 8" 5p;) [ He Ty
id

kd
Iy “LPyX
i

Le nuage de ces individus et son barycentre, ]orsque;i'individu i est
affecté du poids pi

pi>o,§pi=1
i
Jreprésente 1'individu moyen repéré dans la strate k.

k

k
9x

La transposée de x a pour matrice :

k(K5 (e4), (£4)) |
La variable j (ou kXJ) dans la strate k est représentée par le vecteur :
&K@y (gea)

M (K)=( 7.1y 13 9
Wl _s ;
représente le nuage de ces points et kx? la moyenne empirique de kXJ'
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L'analyse de la strate k est résumée par le schéma de dualité

k
E < X

F*
k k
M v k k
X X tyk Wy l] Ny
: .

E

La description des nuages de points Nx(k) et Mx(k) se fait usuellement

en prenant N§=Dp la métrique diagonale des poids P On fait alors
1'Analyse en Composantes principales(A.C.P.) du tableau Xk Dp-centré.
Cette démarche nous conduit & faire {K|=m Analyses en Composantes
principales. Pour lesquelles les métrique5~Mxk(keK) pburront ne pas

étre choisies identiques. Ce choix dépend de la connaissance de chaque
phénoméne 3 étudier et des objectifs & atteindre. SCHEKTMAN ({37}, pp 28)
utilise le terme "d‘'idéologie". E

Nous indiquerons au chapitre suivant la fagon dont SCHEKTMAN et Croquette
[11] abordent le probléme en présentant les “idéologiés" possibles pour
analyser un tableau cubique.

Remarque 1 :

Nous reprenons dans ce paragraphe les notations de SCHEKTMAN et Croquette.
Soit gn un vecteur de TR" dont les composantes sont toutes égales a 1'unite,

par suite :

kd

_ iJd

le barycentre des nuages Nx(k) s'écrit aussi :
g e,
Jk
I >
,Qn Bp

Proposition et définition 3 : Dp-centrage du tableau Xk

i .
KXk

<< Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1= vjed Ko

2 - gk <

S1 1'une des deux propriétés est vérifiée, on dit que le tableau Xk est

Dp-centré, »>>
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Lorsque la lére propriété est vérifiée, on dit que les variables kxj(jed)
sont centrées et lorsque la 2éme est vérifiée on dit que le nuage des
points ﬁx(k) est centré.

Définition 4

<< On dit qué la variable kXJ est réduite si :

d(ka)=1 >>

Remargues

Grace aux relations de dualité § (2.2.5), 1'analyse des tenseurs x
kaI donne exactement les mémes nuages de points, les mémes schémas de
dualité, donc les mémes résultats.

Lorsque I représente un ensemble de sujets soumis & des tests jed a divers

kIJ ot

occasions (temps) keK. On retrouve 1'exemple traité sous les noms de
“"differences inter-individuelles dans des différences intra-individuelles

L

et "différence inter variables dans des différences inter-individuelles"
par A. BUSS ([ 91, pp 43-44).

2.2.3. Analyse du cube par stratification selon le facteur I

xiKJ k

. . B i, *
= & x(1,k.3)gyme =pa By (9°)

KsJd
kd

y' est alément de L m (6":E) et le vecteur .y =yi(g*k) (ke K)

est le k(éme) vecteur colonne de la strate :
i i k
via(y's(g")s (e5))
le nuage : ) A
. J .
Ny(1)={(i¥ ,qk) lkeK} des Jjuges
a pour barycentre : '
id 1 kd
le poids qQ de k vérifié
9205 L=l
t iy, b1, i
Y =M(Cy i (e )s(gk))
les vecteurs {XJK=ty](g*1) (jed) forment le nuage des variables
M (=001 1/ded)

(g}

%?J est Ta moyenne empirique de .Y .
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L'analyse de la Strate i est résumée par schéma de dualité.

/i
il i

W N
y 1 y

¥ G

La descr1pt10n des nuages de points N (1) et M (1) se fait usuellement en
prenant N;-Dq la métrique dlagona]eides poids qk

On fait alors 1'A.C.P. du tableau Y Dq~centre

Lorsque K est un ensemble de périodes (temps, exper1ences occasions etc ...)
analyser le nuage de point :

- Ny(i) revient simplement a décrire 1'évolution de la trajectoire i.
La visualisation se faisant dans les plans factoriels

- My(i) revient 3 décrire les liaisons entre variables jeJ observées aux
mémes instants téT sur un wméme individu 1.

Remargues

- Un exemple classique est celui des grandeurs
P comme production totale (des biens de consommation et d'équipement)
C comme celle des biens de consommation
I comne celle des biens d'é&quipement (égale a 1'investissement)
R comme les revenus distribués |
Lesquelles grandeurs sont observées a chaque période teT dans un pays i.
Ces variables sont liges par des relations affines dités madales économique
de Keynes (cf Malinvaud [29] pp 55, 129)

- Lorsque I représente un ensemble de sujets soumis & des tests jeJ a divers
occasions keK, on retrouve 1'exemple traité par A. BUSS ({91, pp 43-44)
sous les noms de "différences inter-occasions dans des différences intra-
individuelles" et "différences inter-variables dans des changements intra-
individuels®.
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2.2.4. Analyse du cube par stratification selon le facteur J

XJKI:;(?_‘X(j ’k’] )gkﬂfj =“§gkﬂzj(gkk)

20 est élement de L‘R(G*;F)

jgk1=zj(g*k) (keK) est le k(éme) vecteur colonne de la strate
Bz (g%, (£,))

notons respectivement

Nz(j)i{(jz“,qk)l keK}

1e nuage des juges et son barycentre
SIan(t235(£%7),(9,))

iK_t j(f*i

les vecteurs .z ) (iel) forment le nuage des individus

J
. iK .
MZ(J)‘{(jE :Pi)l1el}
de barycentre

JK 1K
g, 2p1 32

L'analyse de la strate j est résumée par le schéma de dualité

29 i}
Fe )
j , ) NJ
", “"g t23 W IT £
Fx > G

Pour la description des nuages de points N (jj et M (j) ily a
lieu d'observer tirois cas concernant le cho1x des metr1ques

J J
ler cas : N —D ,pifT%T et MZ quelconque o
Alors on fait 1'ACP du tableau 29 Dq—centré

2éme cas M3 Dp’qk=«%~ et NJ quelconque

Alors on fait 1'ACP du tableau tZJDp ~-centré.
3éme cas MJ Dp et NJ = q Alors on fait 1'ACP du tableau
| ZJ {ou tZJ) centré en 1wgne et colonne, i.e. la
transposée tZJ du tableau ZJ Dq-centre est Dp -centré.
On Te note ZJ est Dq_Qp -centré. Lorsqu'en particulier
7 est un plan d'expérience d'ordre deux (simple)
analyser ZJ revient dans le cas d'un D ~Dp~centrage

q
a analyser le tableau des résidus.
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Lorsqu'en particulier K est 1'ensemble des temps, analyser le nuage Mz(j)
revient dans le cas d'un Dq~ centrage a Qécrire les liaisons entre
échantillons de la variable j construits & partir des individus igl.

Et dans le cas d'un Dp~ centrage a décrire les individus g1 par rapport

a la variable j.

De méme analyser le nuage Nz(j) revient dans le cas d'un Dq~ centrage a
décrire 1'@volution de 1a variable j observée globalement sur un échantillon

d'individus et dans le cas d'un Dp - centrage & décrire entre autres les
liaisons auto-regressives de cette méme variable :

.zt est-il un processus auto-régressif d'ordre un ? i.e

i
jzha jzt"‘ut ae R (cf PHAM DINH TUAN [33])

Exemples 1 : Analyse de MZ (3)
1) Qq*- centrage

Le prix j du produit manufacturé i est-il moins expiicab]e par le prix j
de la matiére premiére i' que par celui de la matiére premiére i" ?

2) D - centrage

Description de plusieurs denrées agricoles iel a travers (par exemple)
leur rendement jeJ

Exemple 2 : Analyse de Nz (i)

Evolution du prix j du pétrole pratiqué par différents?pays producteurs
iel pendant la période allant de 1'aprés deuxiéme guerhe mondiale jusqu'a
nos jours. '

Exemple 3 :La soclomatrice de Thomas ([32), pp 294)
I et K (=I) sont 1'ensemble des éléves d'une classe.

Le tabieau

23=(x(3,k,1)) kK

iel

o0 x{j,k,i) est la note d'affinité (de 0 & 20) donnée par 1'éléve k 3
1'éléve 1 avec :  x(j,i1,1)=20

est appelé sociomatrice de Thomas.

Nz(j) est le nuage des é&léves par rapport aux notes qu'ils donnent et
Mz(j),celui par rapport aux notes regues.
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Exemple 4 : Les phénoménes spatio-temporels

Xj_t(aﬂ représente par exemple la hauteur des pluies tombées en différents
endroits w1 & des périodes teT antérieures a une date Jed.

teTj=[ 0,...,3]
pour t fixé

Xj—t(&0
est la réalisation de 1a trajectoire

t___’Xj_t(uﬁ
Pour les vecteurs

ZtI

j= de N,(J)

leur moyenne dite moyenne temporelle

-t
52 szuxj_t(ag
est la réalisation de la trajectoire moyenne.

t—p 2"

teur covariance

tl '
<jg ’.Zt I> =C(t,t')
J= Dp

est la fonction d'auto-covariance et

C(t.t) est dite variance temporelle.

Pour les vecteurs
jg&ﬁ(afI)

du nuage Mz(j), Teur moyenne jiuﬁfkj_t(uaqt dite moyenne spatiale et Teur
t K

variance.

.Z '.,.Z 5
<2 Tyr52 J>Dq

la variance spatiale

Exemple 5

<< Lorsque I représente un ensemble de sujets soumis a des tests Jed & diver
occasions keK. On retrouve 1'exemple traité sous les noms de "différences
inter individuelles dans des changements intra-individuelles" et "différence:
inter-occasions dans des différences inter-individuelles” par A. BUSS ([ 9,
pp 43-44y .,
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2.2.5. Les relations de dualita
i

Les strates x h1 ELIR (E,*;ES) (1h§11) (cf notations du paragraphe
§ (2.1.2.» permettent d'établir la dualité entre individus uﬁgl, Jjuge ukck
et variable jeJ en croisant lignes et colonnes des tableaux X’hlqui leur
sont associés par les relations :

. o L
X 1710 )2 () g ( X9y =11 (13T
_ k __-kk iK_ k_ i ZkI
=L (wy)=0""( 52 Yo (5z7)=0($£7)

=.iYJ(wk)=§*J(j¥kJ)=wk(iYJ):'g*k(]'!JK)

=jzi@0k)=f*i(jZkI)QHk(jZi)zg*k(jZiK)

qui se traduisent dans 1'espace vectoriel E par 1'égaiité des vecteurs:
1, «d, id
X "=xe"v(,x e,
- oE Lo )e
k j J
_ Jkd
-'ix
intersection entre les strates i et k (voir fig : 2.7) puisque 1'on a

respectivement dans G et F :
jK_ ik
;Y E

JI_ kI
kX “jZ

Il en résulte que les métriques :

i-_- j:
M=D_ et NJ=p

p q

permettent 1'8tude des vecteurs :
iK, . kI
j2 (D)2 (ke K)

en faisant intervenir des notions de moyenne, de variance etc ..

J

5

<+ gtrate i

A o g
>

strate k
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Les tenseurs d'ordre trois associés aux applications linéaires de

L,R(El*;EzﬂEg) définissent des reiations de dualité issues du croisement

de vecteurs de E, et de tenseurs d'ordre deux de E,RE3 avec :

EelE,F,6)  (h=1,2,3)

Keig=? ()=o) ()= (9= (;175)
= X (@ )=g"Kme ™ (g )=, ( x9)=£*T ( x9T)
=23(w.! ’k)=§*3(k§1d)=wi ,k(ZJ)=g*kﬂf*](ZJ)

avec “ﬁ,kz(“%,“k)
ék appartient a 1'espace des juges FBE, ¥1 a Y'espapé des individus GEE
et gJ 4 1'espace des variables GBF.

Remarque

Les relations de dualité définies & partir des tenseurs d'ordre quatre ne
seront pas données, compte tenu du nombre important de produit tensoriel

de quatre espaces vectoriels qu'on peut construire a partir des trois seul:
espaces E,F et G.

§ (II.3) Analyses inter-strates

2.3.1. Analyse inter-strates k

Dans ce paragraphe, on se propose d'ana]ysér le nuage

NX={(Q§J,qk) (keK} "“d'individus moyens"

afin de rendre compte des proximités globales existant entre les m

"populations” d'individus, chacune ayant pour représentant le nuage des
points :

N (K)=C(,x ™ py) [HeD)

de barycentre
id

kd_s
Ix =§p1 KX
Les analyses faites au paragraphe (2.2.2.) ne tenaient pas compte de leurs
positions.

Lorsque K est un ensemble de périodes, Bouroche ([8]) analyse 1'évolution
de ces populations en recherchant notamment les axes d'évolution qui

differencient le mieux possible les nuages de points Nx(k).
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C'est un probléme du type Analyse Factorielle Discriminante présenté par
1'auteur comme une Analyse en Composants Principales de centres de gravités:

Skd (keK)

X
soit :

Gx=M(gx;(9*k)’(gj) oll g, est un élément de L[R(G*;E) vérifiant pour
tout keK

xky_ kJ
g, (g k)=9x

%5, M(*g,:(e*).(g,))
On forme ainsi le nuage des variables
M(glS, 2 ) e
f
g3*=tq () (5 0)
=( Kk
Ce nuage est centré sur la moyenne Empirique des gi

:tqk k

On effectue alors 1'analyse des nuages de points Nx et Mx résumée par le
schéma de dualité

E <
M 1
£
- Pour analyser les proximités globales entre les m nuages de points N (k),
on prend pour métriques :

=

~ _uk
Nx-Dq ’M’x'Mx vk K

ol Mﬁ est 1a métrique utilisée pour analyser la strate k.

On fait alors 1'A.C.P. du tableau Gx Dq-centré.

- Pour rechercher les axes qui différencient le mieux possible les m nuages
de points Nx(k)’ on prend pour métriques :

Nx Dq Mx VX
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ol V, est la forme quadratique d'inertie totale classiquement de composée
en somme de deux formes quadratiques :
VX=NX+Bx
oll W, est la forme quadratique d'inertie intra-strates
vk tok |
wx-iqu Dp X

k .

le tableau X" é&tant Dp—centré et BX est la forme quadratique d'inertie

inter-strates k

- t
BX—GXDq Gx

On fait alors 1'ACP du tableau Gx Dq—centré.

L'analyse des nuages de points NX et Mx est celle de BOUROCHE [8}dans le
cas particulier ol K est 1'ensemble des temps.

Remarque : Analyse inter-strate i

Pour obtenir les résultats de 1'analyse inter-strate i, i1 suffit de faire
une transcription des résultats de 1'analyse inter-strates k en prenant la
précaution de remplacer i en k, X (resp x) en Y (resp v)s GenF et Kenl

2.3.2. Remarque : Analyse inter-strates J

Au paragraphe précédent, nous avions analysé les proximités globales
entre nuages d'individus (resp. de juges) de représentants choisis dans
1'espace vectoriel E. Dans ce paragraphe nous analysons le méme phénoméne
a ta différence que sa représentation se fait dans G en ce qui concerne
les individus et dans F en ce qui concerne les juges (cf. § (2.2.5)).

a) Analyse dans G

Le nuage d'individus moyens

M (05, 1) ded)
la!
avec

JK_ iK
le barycentre du nuage
. iK . T
MZ(J)={(j§’ ) e Ty des individus

est identique au nuage des variables Mx qui a été étudié au paragraphe
(2.3.1.) puisque :

Ky K o wdve v 3K
T “Epix; gt Ke( X e Kegy



b) Analyse dans F

11 suffit d'adapter a ce paragraphe les résultats du (a) en remplagant
K par 1, p; par q et X enY.

Exemple : La reconnaissance des formes.

Nous modifions quelque peu la présentation de J. ROMEDER ([ 351, pp 5).
Nous posons le probiéme de 1a reconnaissance des lettres de 1'alphabet

en vue de leur lecture automatique. Nous dispcéons pour ce faire d'un
ensemble K de lettres (de 1'alphabet frangais par exemple) et d‘'un certain
nombre de personnes iel chargées de les &crire dans des carrés identiques,
subdivisés chacun en 36 petits carrés jed (voir fig. 2.8).

e

fig : 2.8

Le cube x de données est défini par :

Xt IXKX) e {0,1}
‘ 1 Si 1'intersection entre le j(éme)
(i,k,J) o= x{i,k,j)=4 petit carré et la k{éme) lettre
écrite par la personne i est non
vide

0 Sinon

_

Si 1'analyse discrimihante des 26 nuages de points :

N (g™, 1) [lely  (k1,2,...,26)
1

fait apparaitre une séparation nette des strates sur les plans factoriels
(voir : fig. 2.9), alors chacune des lettres est écrite différemment par
1'ensemble des individus, ce qui implique qu'elles n'ont pas la méme forme.
Mais d'autres analyses, telles que celles des strates Xk peuvent révéler
les groupes d'individus ayant sensiblement la méme &criture.
L'analyse de la strate y! permet d'analysef 1'écriture d'un individu a
travers les26 lettres de 1'alphabet. Nous pouvons aussi &tudier la prévisior
notamment en affectant une personne supplémentaire a un des groupes
d'individus Nx(k) déja existant.



2e¢ axe )

A6 .

> ler axe factoriel

lettre [code
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CHAPITRE : II1I

ANALYSE DES TENSEURS D'ORDRE TROIS
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Introduction Générale

Soient £ el E,F,G} (h=1,2,3) un espace Euclidien
I, {1,0,k} (h=1,2.9) un ensemble et

ih1ell

X:(x(ihl.1h2,1hg)i le cube de données définis

hzélg

1h3€ Ig

Sur le produit Cartésien I;xIsxIj.

Si 1'on note {gh} la base canonique de Eh’ on cosntruit a partir de X
le tenseur :

yIil2ls _ YK R o, 816
X -? ? ? X(‘h;"hz’lha)ghlaghzﬂghg élément de E,BE8E;.
h 'h 'h

Le produit tensoriel E,BE,HE; peut &tre considéré grﬁceiﬁ la prorpriété
universelle comme 1'un desproduits tensoriels E\B(Ep8E3); (E,BEz)BE;.
Dans ce chapitre nous nous proposons d'analyser le tenseur xI1121s coupe
&lément de E 8 (E,BE;) puis de (E,BE,) BE;. Cette analyse consiste a
établir dans la partie A tous les développements mathématiques nécessaires

(mise en évidence des nuages de points qui seront soumis a la description,
établissement des schémas de dualité, diagonalisation de la matrice
“d'inertie" etc ...) & 1'analyse statistique proposée dans la partie B

(centrage des nuages, choix de métriques, qualité de représentation,
indicateurs de liaisons etc ...). Dans la troisiéme partie préciserons la
notion de référentiel introduite par JAFFRENOY [ 24] et Y'HERMIER DES PLANTES
[28) puis nous en ferons 1'analyse. '
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Partie A : les développements mathématiques

§ (A.1) Analyse des différences

On se propose d'analyser dans ce paragraphe le nuage des points
N= {((gX - g ),p] qk)/(ka iel} ...pour rendre compte au mieux des différenc
existant entre individus et juges a 1'aide du tenseur & de (GHF)BE associé
a 1'élément x de LlR(G @F*;E) de matrice assoc1ee X—M(x.(g*knf*l) (e )let
tel que pour tout (k,i) eKxI x(g*knf*l) (g J) la différence entre
populations moyennes I et K.
Les tenseurs :

Iqe*) (e

L)

- gd_ gd
-iz.(kx i? )gkﬂfi
»1
permettent de construire dans GHF le nuage des variablgs

M={gd, 1) |jed
Wi
dont 1'analyse est résumée par le schéma de dualité

E. G ar* ¢ ¢
y V=XN"X et W= XMX
Mitv W N
ty
£* > GAF

L' analyse spectrale de M permet de construire les vecteurs propres
(A=1,2,...) M-orthonormés dans E et £ (x 1.2....) tenseurs N-ortho-

gonaux de GBF qui vérifient cx tXM RJ
N

Le vecteur (gx - gy ) s'écrit dans la base {QRJ |h=1,2,,}

kd  idy C A
(gx - gy )‘% a(k,i,\)u
de plus
| lgk - ‘J| t(a(km))

Ce qui nous permettra de construire un indice au paragraphe (B.1.1.)
d 1'aide de :

A

-
vk

L alk, 1,x)gknf
i
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§ (A.2) Analyse du tenseur X1V glement de (GEF)RE :

Analyse du nuage global

Dans ce paragraphe on se propose de faire la description du
nuage global des points N=U”N*(k)é 1'aide du tenseur XKIJ de (GEF)AE
K .

-

associé a 1'élément z de LIR(G*EF*;E) de matrice Z associge :

KIJ

XML L Ix(k,1,3) (g, 8f ;)Be

K,i,J

Iz | K i
= (getaz, (g7

pour un k donné, les vecteurs

&=z, (e (ie)

forment le nuage des points
03 °
N (K)=0(x™ spy) [ded

et le nuage global des points individus
N=U N_(k)
k x
a pour barycentre

kd

J

k
La transposée de Z  a pour matrice

t, gty %]
2,=M(7Z,5(e7Y) (g B )
J_t, %]

5x" Zx(? )

=L Ix(j,k,i)g, &f.
_i k"1

]

“

JKI

=X (jed)

forment le nuage des variables
YT
M=(Z30» T7) (Je}

par suite, ce probléme est aussi celui de la description des liaisons
existantes entre les strates j.
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Le tableau Zx stécrit

R nd 1J id Lh xJ
EA1X "X LT SR TR SFTRRE S

1
X ] XKL

Zx est la concaténation des strates obtenues par stratification du cube X

selon le facteur K.

J s | K

fig : 3.1

Le schéma de dualité associé a 1'analyse du tableau Zx est le suivant :

E 2 GraF*
M ] Vi W W
X
t
: X > GHF
“E

L analyse spectrale de V M permet de constru1re les vecteurs propres uhd

(A=1,%2,...) M- orthonormes dans £ etc (A 1,2....) tenseurs N-orthogonaux

de GEF qui vérifient ck tZ Mu m
v

Les vecteurs k§1d s'écrivent dans 1la base'thJ}

id_ AJ
k).s -}f a(k,i,l)g

iy ® a2
sl [l i)

Ce qui nous permettra avec ck=£ 2§ Uk, l)gkﬂf de construire un indice
ok,

au paragraphe (B.1.2).
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Remarque 1 :

Grace aux relations de dualité §(2.2.5), 1'analyse des tenseurs xJKI,

&léments de EB(GEF) et x<1Y
nuages de points, les mémes schémas de dualité, donc les mémes résultats,

éléments de (GBF)BE donne exactement Tes mémes

ce malgré une permutation des vecteurs de base.

Remarque 2 : A propos de 1'analyse du tenseur x1KJ élément de (FOG)BE

Le tableau Z associé a ce tenseur est la concaténation (i.e mise cbte &
téte) des strates Y1(ieI) par conséquent le formalisme mathématique 1ié a
son analyse est identique a celui du paragraphe précédent. Ce tenseur perme
la description des nuages de points :

N=g Ny(1)
Mg (ITK 1 ey
I
avec N (1’)={(.¥kJ q,) ke K}
y EA R

Le schéma de dualité associé a 1'analyse de ce tableau est le suivant

YA
£ <= Y F*R6*
M Y tz W N
Y > FBG

Remarque 2.1 :

Lorsque 1'ensemble K représente 1'ensemble des temps, analyser N revient &
décrire 1'évolution conjointe des différents individus ic ! dans les plans

factoriels, en effet soit {u ,u} 1a base du premier-plan factoriel issue
de 1'ACP du tableau Z.

La projection du vecteur ixtd s'écrit dans cette base :

o l(t)!l'mi,zl(t)gil teT

o 1(t) et oy 2(t) s'interprétent comme abscisse et ordonnée du point el

1,
a 1'instant & T. La courbe joignant les points (ai 1(t), oy 2(t) (teT)

constitue la trajectoire du point i (voir fig. 3.2).

Chacun des axes factoriels peut ne pas Btre un axe des temps (ou d'évolutio
dans le cas ol il T1'est, il s'interpréte en termes de tendance.
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fig : 3.2
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§(A.3) Analyse du tenseur x élément de GH(FBE) : Comparaison de plusieurs

tableaux de données

Dans ce paragraphe nous proposons une maniére d'aborder la comparaisor
des tableaux Xk (keK). D'autres maniéres seront présentées au chapitre 1V

a titre de comparaison de procédures : celle d'Escoufier [ 18] et de
T'Hermier des plantes [ 28] en termes d'opérateurs, celle de SCHEKTMAN { 37
en termes de métriques relationnelles, celle de Jaffrenou [ 24] enfin
1'approche en termes de rotations procrustes (c.f. notamment Sibson{ 40] ).
Au nuage des tableaux xK (keK) substituons celui des tenseurs de FBE qui
lui est équivalent (au sens de 1'équivalence entre images Euclidiennes)

N=( (<1, ) /kek)

KI

Cette analyse se fait & partir du tenseur x J de GA(FBE) associé a 1'élémeni

Xy de L r (G*;FHE) de matrice associée Xy.

En effet :

les tenseurs :
ky_ kIJ_k
xy(g* )=x" Y=k (keK)
forment le nuage des juges N de barycentre :

k
=L
B qué

ty sty L exi a]
X =M(™x (£ we™), (g, )
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pour i fixé, les vecteurs

i!jK=txy(fk1ﬂg*J) (JE J)
forment le nuage My(i) des variables et M=l My(i)

i
est le nuage global qui sera soumis & la description.
La matrice th s'écrit :
: n

thJ ty}l;,,lty1]*"ltv]

par conséquent le tableau X  est la superposition des strates obtenues par

stratification du cube X suivant le facteur 1 (fig. 3.3).
Le schéma de dualité suivant est associé a 1'analyse du tableau Xy :

X
FRE < y G*
M v
y y ooty Wy l] Ny
FrRE™ : > G - 1
KIJ .

Remarque : Analyse du tenseur x &1ément de GH(EEF)

On aurait pu décrire le nuage des tableaux Xk(kaK) a8 1'aide du nuage
équivalent des tenseurs de EBF a partir du tenseur x

£ (Mg ) | kek )

La matrice XZ qui Tui est associée est la superpositibn des strates ZJ(jeJ}

Le nuage des variables est le suivant :

M=g M, (J)
MZ(3)={(351K, 1) /iely
17T
Compte tenu du fait qu‘on a la relation de dualité :
iK_ JK
iz _i!

le probléme se raméne & celui étudié au debout de ce paragraphe.
Le schéma de dualité pour cette analyse est le suivant :
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X
ERF z Gt
M, 11y, t, W, ll N,
z
E*gF" * 6

§ (A.4) Analyse du tenseur x K €lément de FH(GBE) : Métrigques intra et
métriques inter

Dans ce paragraphe on se propose tout d‘abord de décrire les liaisons
entre m paquets de p variables chacun & 1'aide des tenseurs xIKJ de
FH(GHE) associé a 1'&lément yy de L (F*:GBE) de matrice Y, associee,
puis de caractériser le rdle fondamental de certaines matrices servant
a construire les métriques dans GHE.

Les nuages de points étudiés sont :

M=g M, (k)

Mk)=C( X1, 1) Jkedd
|9 ]

") Jien

N={(x

La matrice Yx est la superposition des strates Xk (ke K) par conséquent

son analyse est identique a celle du tableau X du paragraphe précédent.
Le schéma de dualité associé a 1'analyse de Yx est le suivant :

Y
GBE X F
Moy, . woL I,
YX
G*HE™ > F

Métriques intra et métriques inter

Décomposons G en : G®4g,
k

ol egk est la droite engendrée par le vecteur de base g, par suite :

GHE = (g, F )
e
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égk BE est le sous-espace vectoriel engendré par {gkﬂgj/isd} et est
isomorphe a E.

Dans ce cas la métrique :

r -
ke K
M =im(g me.,q, .&e.,) ¥J
X kT =3%k>"=j ke K
X Jle d
s'écrit comme matrice bloc
kK
M=k e
Jed

M pe=(m(g, Be..qg ,8e.,) )
kk k™=j°=k*"=3"/ j'ed

oy (k=k') est une forme bilinéaire symétrique que'l‘on supposera définie
positive sur égknE.

Elle permet de munir cet espace vectoriel d'un produit scalaire de matrice
associée :

Mkk‘(k=k') appelé métrique intra

My (kAk') est une forme bilingaire définie sur @ggkéE)x(ng,aE).

Elle permet de fixer les positions des sous-espaces véctorié]s égksE et
égk,mE dans GRE. :

De matrice associée Mkk' (k#kf), elle est appelée métrique inter par
CROQUETTE [ 11}.

Quelques métriques M,

Si m(gkﬂgj,gk.mgj,)=o Vk£k'e K

Mx a une structure diagonale

-
.

Ma 0

0 Mmm
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Les sous-espaces vectoriels égk@E (keK) sont deux & deux Mx~orthogonaux.

Connaissant Mkk(hsk) on peut tenter de construire des métriques inter
adaptées aux problémes traitées suivant la méthode proposée par
SCHEKTMAN [ 37}

Mkt =M M o0 M définit un produit scalaire dans E, nyy.=n . et i, > 0.

Dans ce cas on a ¢

ke K
Mx= nkk‘ M '
' ke K
=NBM
ke K
avec N=} n,, .,
kk k'ekK

Si N définit un produit scalaire dans G :

Mk =T+ I+ >
on a

AR e AR T e A B g

posons

. <.g ,9 12,
<g'ag't> k k "
Cos a = 177

Cos B=
IQJ'M !QJ'IM lgk!N !gk'lN

I1 vient alors lorsque k=k'
Cos(gkﬂgj,gknng=Cos o |
Alors les vecteurs de base de<&gk BE et E forment le méme angle lorsque
J=3'
Cos (gkagj,gk.ﬂgj)=cos 3
alors les j(&me) vecteurs de base de égk 8t et égk. 8E (k#k'eK) forment

un angle constant.
On voit ainsi qu'ici M joue le rdle de métrique intra et N celui de métrique

inter (voir fig. 3-4)
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Mx est une matrice bloc diagonale dont les blocs sont aussi des matrices
blocs qui s'imbriquent les unes sur les autres en forme de treillis i.e.

r -
M1y Moy
Mi2 Mo Ma2 0
M3 [Maa My3 ]
Mee . Mhe
M = 0 .
X -
Men M|
lN%-z m-1 Mm—lm—al M m-1
Mm—lm Mmm
L J
Mee Mhe

La matrice th =

(e=‘h'“1 ,h=2's3 200 ,m)
Meh Mhh

e(éme) bloc de la matrice Mx définit une matrice sur 1'espace vectoriel

(ége@E)$(§gkﬂE) (e=h-1,h=2,3,...m)
on a :
4 k#k!
M =0 pour A
kk kik'-

Une telle matrice MX sera appelée matrice treillis.

Les sous-espaces vectoriels égkxE (keK) de GBE non consécutifs (par rappor
a 1'indice de comptage k) sont M, -orthogonaux.
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Seules les positions entre sous-espaces consécutifs sont considérées.

Les métriques treillis seront utiles dans les problémes o une information
ordinale sur les nuages Nx(k) (ke K) doit étre prise en compte (nous
préciserons cela au paragraphe § (4.2)).

Propriété (1)

<< MX est symétrique ) thk°=Mk'k Vk!kQE K >

Les individus iel se décomposent en :

iKJ

. i
X 'Y k9k K2

i
=5 X
kkf\,

ol le tenseur

KX ‘zskk gk‘“k'x ‘ﬂkﬁf

est élément de a kﬂE

Propriété (2)

<< i i i s

KR kR OMEGE kM >
Preuve :
<< . P . i‘\]

i i . 1d
KRR W TYBE G By X M,

=§§.xkijxk'i'j‘<gkﬂgj’gk'ﬂgj.>M

X

R
X X > My

C.Q.F.M.

Cette propriété permet de construire une métrique M, bloc par bloc a 1'aide
des matrices Meoko M1 et Mook (koAkl e( k,k' h:K})

Soit xk un élément de L[R (F*;ggknE) tel que : xk(f*1)=kx] Viel

On a Ta propriété :

Propriété (3)

<< M(xk;(f*i),(gkagj))=xk la strate n°® k = »>



.62.

et par suite

Proposition (1)

<< Pour :

< gkagj’gk”§31>Mkk=3§j’gj‘>M

les images Euclidiennes

(L0 X1 Py) [1e 11,09, 8E M, ) et ((x10,P.) (eTy, EuM)

de (I,dI) sont équivalentes. »>>

Ce résultat permet de manipuler les tenseurs k%l (iei) au méme titre que
les vecteurs k§1J (ie I), sachant que Ta transformation :

T

{k§1d/iel} e {kéi]iel}

conserve toute 1'information contenue dans 1'image Euclidienne :

iJ .
({(&'py) Jiel} 5 EuM)
Corollaire
<< Si Mx est de la forme : MX=NEM

La proposition (1) est vérifiée si et seulement si [gk[N=1 >>
~ Preuve
Pour MX=NEM on a :

<9k5§j=9k5§jt>* <9k’9k’N<§j’§j?M

<= < Qg n=le=r |9yl =l

COQCF'M.
La base {9y | keK} de G est dans ce cas N-normée
Les nuages :

G e el et ((x™py) lie)
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seront tous deux notés Nx(k)‘

Il a pour barycentre :

i id
LRy 'Qk(§pﬂ K%

)
kJ
=di B
On peut vérifier que le nuage dont les points sont :

kﬁi - gkﬂgid (iel) est de barycentre nul

gkﬂsﬁdﬂ <=7 9:J=Q

Proposition (2} (Croquette {11}, pp 44)

<< Sous les hypothéses :

i- Mkk (ke { ko,k!} ek} ) est une métrique sur ngnE

ii - M 1 est 1a transposée de Mcago-2lors M est une métrique
(resp. semi métrique) sur (égkoﬁE)m(ggkl BE) si et seulement si le
rayon spectral de :

-1 ' -1 . NP 5
voko Mkokt Mirga M1y, est strictement inférieur a 1

(resp. inférieur ou égal a 1). >>

M

1JK

Remarque : Analyse du tenseur x de FR(ERG)

On aurait pu analyser le nuage des individus x1KJ (iel) a 1'aide de :

N:{(x‘JK,pi) lieI}  qui lui est équivalent & partir du tenseur
xIJK élément de FR(EBG) associé a 1'élément Y, de L[R (F*;ERG) de matrice
YZ associée.

YZ est la superposition des strates tyd (jed)

Le nuage des variables est le suivant :

M=} M (J)
j z
Lk
MZ(J)‘{(J'Z s 1) lkGK}

K] -
Compte tenu du fait qu'on a la relation de dualite : .z%l= xJ!
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Le probléme se raméne a celui &tudié au début du paragraphe.
Le schéma de dualité pour cette analyse est le suivant :
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Partie B : 1'analyse statistique

§ (B.1) Analyse des différences et analyse des nuages global

B.1.1. Analyse des différences

Rappelons le schéma de dualité associé & 1'analyse des nuages
de points :

N= {((9x “Qy ),qk p;) lkeK,ieI} et

M=((g7, 1) jed)

191
N .
F G ar”
N
ty
- GHF
g
Propriété

<< Le nuage des points N est centré par construction yy
en. effet son barycentre © qup1(g 1‘}) =0
K,i

Pour faire 1a description des nuages N et M on prend pour métrique N= D‘HDp
la métrique des poids, le choix de M sera discuté au paragraphe (B.13).
On fait alors 1'A.C.P. du tableau X.

Les vecteurs propres g} (resp. ¢ ) (A=1,2,....) sont appe1és axes
principaux. ’

L'inertie Ig du nuage N s'écrit :

kI 1342 _ 2
U UL VTR R THOR Y

et 1'indice
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Mesure en pourcentage la contribution expliquée par le premier plan
factoriel de 1a paire {k,i} au moment d'inertie Ig. Les éléments des paire
a indice faible sont homogénes. On traite ainsi un probléme d'homogénéita
de méme nature que celui traité dans un cadre unidimensionnel en statistig
inférentielle Torsqu'il s'agit de comparer deux &chantillons de taille n e
m : usuellement traité dans ce cadre i T'aide des statistiques de STUDENT
ou de GAUSS (cf J.R. BARRA [1] pp 122).

B.1.2. Analyse du nuage global

La structure relationnelle (ZX,DqﬂDp,M) traduite par le schéma de

dualite :
Z
X .
E < 68
D
M qEDp
E* . —> GRF
permet de décrire les nuages de points
- =tz 1y i
N g Nx(k) M {(%x’ 1) liedy
9]

Il résulte alors du Temme fondamental (cf § (1.2)) que :

J_i' =23 43!
<Z°,2" > =<<AY 2Y5s

X? D mD ’ D.,D
VPR q*"p

_ I JI \J'1
Tk T X 0,
par suite les images Euclidiennes

j , .
({ixljed}, GAF, D 8D ) et ({z? |jedy, Mn,m(rR),<< , >>Dq’Dp)
de (J,dJ) sont équivalentes.

%ﬂ est le représentant naturel de la strate 2J,

On fait alors 1'A.C.P. du tableau Zx unDp - centreé.

anDp_- centrage du tableau Zx

Soit gn (resp §m) le vecteur de R" (resp lRm) dont les composantes sont
toutes égales i ]'unitéjgmnin est un tenseur de GBF dont les composantes

sont toutes égales & 1'unita.

J de 1a variable %i est égale 3 :

La moyenne empirique Ex
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=J J :

V=<2, BJ >
SEXPEmOEn D _wb

X mn qu p

R}
=g, < X310 >
K k'k nD

gd
=Lq, X
K k k

Définition (1) :

<< Le tahleau Zx est dit Dq B D_ - centré si pour tout jed on a ii=0. >>

p
On peut vérifier que le tableau dont les tenseurs lignes sont :

j_'j s - x :.
(Zy z, s,Bd,) (Jed) est Dq B Dp centré.

d'oi la propriété :

Propriété (1) :

. . A
<< Lorsque %i et gi sont deux variables centrées <%i,£i >DabD
définit leur covariance empirique. >» '
En effet :

-.‘
74

.33 3t - : 3
Kx T %x §mﬂin’£x x 2n®ln.p gp €St €gale a

il -3 . j'l
qu<k53 —zi Jn’kxj ) i 4> p
k p
“ . -' :
L Equpi(Xy ;s - 20y (x,::0-2Y) qui est 1a covariance empirique
K.j K1k x? 7kigt x N
entre deux 9driables vectorielles j et j' définies sur K X I dont les
composantes et moyennes empiriques sont identiquement égales a celles des

> A ‘

J J
tenseurs %x et %x .

Nt
.

Proposition (1)

<< Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1- ﬁqkﬂiJ‘Q

2 - Vied Ei:o

ol Equtd est le barycentre du nuage global N. >>
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Remarque (1)

<< L'expression Zi=zqk kXJ montre que le centrage de la variable gi
n'entraine le centrgge des variables kXJ (ke K) que lorsque toutes ces k
variables ont des moyennes positives. »»

Ainsi donc nous sommes amenés 3 introduire une nouvelle notion, celle du
centrage global.

Définition (2)

<< Les variables kaI (ke K) sont dites globalement centrées si 1'on a :

ﬁqk k2j=0 >>

'Conséguence :

<<les tab}eaux‘Xk (keK) sont dits globalement centrés si pour tout Jjed les

variables kXJ (keK) sont globalement centrées. »>>

On montre que les tableaux dont les vecteurs colonnes sont k§1d - (zquid)
(iel) sont globalement centrés, ‘ k

Remarque (2)

Dire que le tableau ZX est D Dp - centré équivaut a dire que les tableau
Xk (keK) sont globalement centrés.

On a :
. - ] P
Var (z3) = zq [ X - (zq KD)g |
k k p -
zi est réduite si 'o(zi)=1

Propriété (2)

<< Lorsque pour tout keK, les variables kXJ (jed) sont:centrées réduites,

~

alors les variables zg (jed) sont centrées réduites. »>>

Remarque (3)

<< Le mode de centrage construit dans ce paragraphe est identique a celui
utilisé en Analyse de variance p-dimensionnelle lorsqu'on considére un plan
d'expérience répété a un facteur dans lequel, pour chaque variable réponse
J€J et pour chaque modalité k€K, les traitements sont effectués sur les
mémes unités expérimentales €I, pour jeJ le modéle de décomposition de tout
observation Xiki construit par B.J. WINER ([43] pp 265) s'écrit:
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(1) xjki=§j..+(§ =X )+(xjk -X ..)+(xJki IRh k+xj )

observation = moyenne globale |+| effet de 1'individu i |+|
effet du traitement k |+| résidu

= _ & J
Xj,.=.£'§qkpixjki'qu Kk
=3J

et x;k 1p xJk}

- 73

-kx

Les tenseurs zi representent dans ce cas le p “vecteurs“ variables
réponses (cf PAGES [ 31] pp 42).

te D_» Dp - Centrage correspond dans ce cas particulier au centrage
global des observations. '

Les Indicateurs de liaison

On suppose que 1esvnuages Nx(k) (ke K) sont centrés.
La matrice de variance covariance Vx se décompose alors en :

Vx ZxanDp Zx

ko tyk
=xq, X'D_"X"=Iq V
kK PTkx

ol Vk est la matrice d'inertie du nuage de point N (k) par suite
1 1nert1e I T.(V M

=L I s X <
k’1qkp1!k— |
k
=5q, |
s
ot I; est 1'inertie des nuages Nx(k).

Les vecteurs propres yhd (resp gh) (x=1,2,...) sont appelés axes
principaux d'inertie puisque :

5 IM~§(“(R,1.R)2 avec

A
£7F Hag,i 00t

k]
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1'indice
2 2
qkpi((“(k,i,l)) + (“(k,i,z)) )

L LI 2
ki P, )

Mesure en pourcentage la contribution expliquée par le premier plan
factoriel de 1'inertie du nuage des points Nx(k) au moment d'inertie Ig.
Dans un nuage & 1'indice faible, on peut y déceler des regroupements
d'individus en classe homogénes.

Le cosinus :

=cor(z3,23)= <2
r cor(zx,zx)

J J!
{ xqumDp X q”Dp . )
permet de mesurer le degré de liaison entre les tableaux 2J et 2J (343"

Propriété classique de r

<<pe [ -1,1] >>

- Théoréme (1)

<<

r=f1¢:::923= zd B, X¢ R a le signe de r

B=[b1s - sByse--5b, ]

~( 7o g3
avec by =( X"-A, X )

Preuve
r= t1¢:::»zg= ng sA¢ R & le signe de r
q zd=23 _ ¢d i d J J
ol ZO-Z cY, C '[91""9k’°”’§m]
Jo gd
avec gk—kX Jy
C a0 s
—=p i)
.
il suffit de prendre B=CJ-AcY
C.Q.F.M.
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2] (resp ZJ‘) peut représenter par exemple le tableau des dépenses de
consommation (resp des revenus) d'un certain nombre de ménages .1 & des dates
teT. Le coefficient A est appelé propension marginale & consommer et mesure
1*augmentation de la consommation pour une augmentation unitaire du revenu.
(cf E. MALINVAUD [29}).

Théoréme (2)

<< Lorsque pour tout kK, les variables kXJ (Je J) sont centrées réduites on a :

re+ 1 <= VkK cor (X3, %3 )r s
Preuve :
r=+ 1 (=7 Z?j:)\zjo
Ae R & le signe de r avec
- 53 it _ 4 Jl_ g
Z{: lx lx. gn k).(. lsx Qn mx mg-gn
o(1X’) o, X) a(,X)

_ i g BT g
=20 ek (X X)L &g,
o(, ) a(, X))

¢=>  Wkek (f - F33)=2 o (,X9) (kg(j'l-k)‘(j'gn) |

37
a(kX )
<=5 VYkeK ka - kRJ = a(ka) (ka - k)‘(J )
J
a(, X))
Cor (kxj,kxj')= \
Ry
or
e L _ _
H& = 1 Wy o2 1S=2> [ = k=5 a = 1
a’"p 9*"p
=r
par suite

Cor (kxj,kxj')=r

C.Q.F.M. >>
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r permet donc de déceler les paires de variables :

.
{kXJ,kXJ }  (keK) fortement correlées

B.1.3. Probléme du choix de la métrique M dans E

Nous présentons dans ce paragraphe la facon dont SCHEKTMAN({ 371
pp 23-33) interpréte le choix de certaines métriques dites fondamentales
et le tableau récapitulatif qu'il avait bien voulu dresser. Etant entendu
que le choix d'une métrique M dépend de la connaissance du phénoméne a
8tudier et des buts poursuivis.

L‘auteur entend par métrique fondamentales, 1'une deg'cinq suivantes :
I v, V', R, R

ol

[ est 1a matrice unité, V la matrice de variance - covariance et R la
matrice des coefficients de correlation.faire le choix de :

- M=I revient & accorder une importance &gale aux variables.
Les résultats d'une A.C.P. dépendent des unités de mesure (PAGES[ 32}
pp 262).

- M=V°1 Ta métrique de MAHALANOBIS, revient a ne conserver comme seules
informations apportées par les variables que le sous-espace qu'elles
engendrent. Décision prise en analyse canonique tandis que dans le plan
principal aucune direction n'est priviligice.

- M=R plus une variable est correlées avec les autres plus le réle qu'elle
Joue sera importante dans le calcul des distances.
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TABLEAU

RE=_2E=S

(SCHEKTMAN [ 37] pp 28)

fldéo]ogies

1

Traductions f
Mathématiques®

Matrice M

¢ Variables f

Matrice M

Sans effet variance
Sans effet covariance

Effet variance
Sans effet covariance

Sans effet variance
Sans effet corrélation

0/0 5™ 0 1/o]

centrées

: Variables

réduites

centrées

réduites

Effet variance
Sans effet corrélation

centrées :

réduites

Sans effet variance

Effet partiel corrélation
(normée)

Effet variance
Effet partiel corrélation

: centrées

réduites

Sans effet variance
Effet corrélation

. centrées

Dol

réduites

: D/} Dil/o]

¢ centrées

réduites

Effet variance
Effet corrélation

Sans effet variance
Effet covariance

. centrées

réduites

Effet variance
Effet covariance

. centrées

D ol zDf o]

réduites

avec (V=r)
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§ (B.2) Analyse du nuage des tableaux kK (ke K)

Nous avons les nuages et schéma de dualité suivant :

N= (x%.q,) keK) MU (1)
i

X
h
FRE < G*
M t I
X
O, y
F BE — G

5i 1'on décrit les nuages des points N et M avec pour métriques

Ny=Dq et My=DpﬁM.

Le lemme fondamental (cf § (1.2)) nous assure que :

k kf

XK >meM-“'“Xk,x“‘»

Dp,M

- lil] 'i\}:”
'§pi<k§ G-

et par suite : deux images Euclidiennes équivalentes ée(K,dK) sont
données par :

k
(((x"»a)) |keK?,FRE,D gM)

et ‘
((*a) Tk (R), <<, 70y

ék est le représentant naturel de XX

On fait alors 1'ACP du tableau Xy Dq~centré,

qu' centrage de Xy
Le barycentre X du nuage des points N est égale a :
k iJ id,
x=zq, X =1q, (£f.m x “)=2f.n(rq, x )
Ry ka K k ;=i k itk k

ay

par suite a 1'aide des relations de dualité
- kd, _ id
é"?fiﬂ(iqk 1Y )‘?fimgy

d'ot le résultat :



Proposition

< Le tableau Xy est Dq~centre si et seulement si pour tout il le tableau
Y est Dg-centré. >»

Preuve

def
(X est Dg- rentre ¢=—==b x=0) =P Viel def

( 1J—{) b Yi est Dq centré )

on a :
k2 iJ iJ,2
Ix7] =zpilyXx " - 9y l
(1) D 8M i M
. k -
Soit  (x, | keK} le nuage centré
1'indice
k*y_  k k'
r(§o’§o )= <%0’{0 >DpﬂM

‘kl
ST b g 1 Ip &
"o pﬂM A0 p M
[}
permet de mesurer 1'équivalence entre les tableaux Xk et Xk .

Propriétés

<<

k k’

f-r(x,.x, ) e [-1,1]

ky

)=t g=p Xk k]

ii - r(§o = M 46 -AG,
. 1) id o Indy o
=) veasy e v gl ,A
ol Gy [gy , ‘gy .gy 1, A6 R »>»
Preuve de la 2& propriété ci-dessus ‘
k _k* id  id id idy,
"Sorko )t E=D OB 9 N ACE (A gy

b zf.x i zf.ngid
; k2 TLI;Bg,

A(£f1&k.x ) (zf ng )
k avk'
= X Gy AX kGy

= xKaxk's 6, - 26,  C.O.F.M.
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3
Si a=1 on a XxKsxk

Cet indice permet donc de "déceler" si les deux tableaux peuvent é&tre
considéres comme &gaux, par conséquent équivalents.

§ (B.3) Description des liaisons entre m paguets de variables 1'analyse
canonique généralisée

Rappelons les nuages de points et schéma de dualité :
i : R ,
N~{(x ,pi) [iel} M—gﬁx(k) avec
M ()= (X, 1) (lek )
K

Y
GRE . < X F*

G Re* X > F

Pour décrire les nuages de points N et M.
On prend comme métriques :

ke K
Nfop et Mx= [ Mkk' 1 ek
-4 o vk Tk
ka k=k ka-x Dp X
avec Mkk‘= xk étant Dp—centréf
0 k#k' '

On fait alors 1'A.C.P. du tableau Yx Dp—centré.

Les sous-espaces tyk (E*) (keK) engendrés par les vafiab]es ka (Jed)
appelés potentiels de prévision par PAGES (1321 pp 353) sont décrits a
1'aide des deux propositions suivantes. :

: 17 1 1 . e
Notons respectivement ¢ I, a et u la premiére composante principale, le
premier facteur principal et le premier axe principal issus de 1'A.C.P.

du tableau YX avec :

11
3 =My
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1
élément de GRE s'Gcrit :

u
N

1 1 1
u =ﬁ9k”“ (g* ) o u est &lément de L R (G*;E). posons lng=u (g*k) (ke K)
on a le résultat.

Proposition (1)

1
«< =29kﬂ|§kJ

1

c I=zlng
k
par suite
kd, 2 kI 2
.
|2 Iyt =zl,a Ivkgh_ log
k
avec
-1
kI txk1 kJ et 1§kJ= : ng o

Proposition (2) (PAGES [31], pp 13)

<< L'A.C.P. du tableau Y conduit a rechercher simul tanément dans les

t k (E* ) (ke K) les vecteurs *gkl rendant

D

différents sous-espaces

maximum la Dp—norme de :

iilgkI

sous la contrainte de normalisation :

kI 2
e oper s

La descrlpt1on des potentiels de précision se fait en representant dans
les plans factoriels les vecteurs lck (keK) en points supp]ementa1res
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Partie C :

Analyse des référentiels : Décomposition d'un tenseur

KIJ

§ (C.1) Référentiels dérivant de 1'analyse du tenseur x élément de

(car)aE

C.1.1. Introduction

Considérons le schéma de dualité suivant :

EA‘ ZX GkﬂF*
M 1 t ID‘DD
£ qQ p

£ X —» GOF

Q“J, g“J et g“ sont respectivement les p(éme) axe principal
facteur principal et composante principale de valeur propre o associée
issus de 1'A.C.P. du tableay ZX.E“ étant un &lément de GBF peut s'écrire :

=1 rouki g, af,
~ k,'l k™ =~i
=£gknC“(g*k)

od C* est &lément de L r (G'iF) de matrice ¢* associge.

Définition [ 28)

: = = poe . M = . P .
<< On_appelle u(&me) référentiel le tenseur £ et u(éme) matrice référentielle
la matrice ¢, »»

Dans 1'espace Euclidien (Mn,m( R), <<, >> Dq’Dp) le tableau Cl est la
meilleure (dans un sens Que nous préciserons au paragraphe suivant)
combinaison linéaire des tableaux initiaux Zj. Une analyse de CI fournirait
une description des individus et juges plus intéressante que celle fournie
par chacun des tableaux 2J.
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C.1.2. Analyse de CH

Nous avons 1la relation :

{CU =¥ E*j (-a‘U‘J) Zj
J

Propriété des C" (JAFFRENOU)

" Parmi tous les tableaux :
reV )z e
J

Tes tableaux C" sont ceux qui réalisent successivemgnt le maximum de :

1z e nx)y 292
J q°°p

sous la contrainte de M-orthonormalité sur Tes solutions en 59.
L]
On a <<C", c* »> =a" 5 .
s D,D ]
qQ°"p a
C* fournit les deux nuages de points : "

kI

M=t € ) S ke etm= (e, py 7 i e

L'analyse de C" est résumae par le schéma de dualité :

cH &

F
M N
tCu :
F*

- G
Pour décrire les nuages de points N et M on prend comme métriques

M= Dp et N = Dq.
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Centrage du tableau C"

Compte-tenu du mode de centrage du cube, il y a lieu d'observer deux
cas. '

a) les tableaux Xk (k ¢ K) sont D _-centrés a priori
LY

Dans ce cas les tableaux ZJ (3 € J) sont centrés en colonnes et les
tableaux tZJ (i € J) en ligne. Alors on fa1t‘1'ACP du ‘tableau C* Dq—centré
(qui équivaut a un D_-D_-centrage de C" et 7Y et §(2.2.4.)) et 1'ACP du

qp

tableau 'C" Dp centré.

b) les tableaux xK (k € K) sont globalement centrés (cf. § (B.1.2.))

Dans ce cas, les tableaux 73 (J € J) sont globalement centrés. Alors
on fait 1'ACP du tableau C* (resp 'c%) D (resp Dp) - centré (qui corres-
pond au D (resp D ) centrage de 23 (resp t23) et 1'ACP de ce ménme

tableau D —Dp—centrecnn correspond a un D -Dp-centrage de ZJ (resp Z’).

q q

Soit {Bt s ugtI» el tt ¢ 1s1) 1'ensemble des va]eurs propres, axes

pr1nc1paux et composantes principales issues de 1'A.C. P de C", on a :

Proposition 1

M T 8 = all "
te Is] ta
Preuve :
r B = Tr(C" D_ *C" D)
t e Is] Loy q P
- kI,2
= I qk ' “E ]D
IEEPRIRYs
=1¢p 0,

C.Q.F.M.
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Théoréme : Décomposition d'un tenseur

<<
Hay gtK& gtI 55
X te]s]® I3
Preuve :
kI
&Hzégk&yg
kI_ tl
e Ee}s}c“’k’t u (Cu,k.telR)

tK_
ST

C.Q.F.M.
Remarque
- << En posant [“gtKqu=1 (normalisation des composants principales)
on retrouve la formule '

Kt
gﬂ-z (5t,“)1[2A§ B‘ug

“te]s]

qui est la tensorialisée de la décomposition d‘ECKART et YOUNG [ 44]

C~=Z 8 1/ UtI t CtK

En effet :

™))

Vec(C*)=g i 1/,Vec yti t
(@)= | B ) VaVec( ! e

=5, By /2 tK o tI
te]s]  CoH1F ,C B
=Cu >>

a

(Pour les propriétés de 1'0Opérateur VeC, voir Annexe).
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Corollaire

<< K

I < .
Le tenseur x J se décompose comme suit :

KI1J tKn utlﬂ!pd

X =r r C >>

Preuve

D'aprés la proposition 2 :
K19z g pd
JTLVE
=I(y Ky utl)nu"J
Mo M= =

oM gt
p,t# M

Proposition 2

KIJ

<< Le tenseur a de (GHUF)EE de rang r (rep') tel que :

KIJ KIJ,2 . . .
X ~a ID aD B soit minimum

|

est donnée par la formule

KLt tT

pelr] te]spd” #°

>>

On trouve la démonstration générale de cette proposition dans BENZECRI

rooy r
Soit : E'=e auM (resp F'=& & u
p=l" T

tI)

le sous-espace de E (resp F) engendré par les r premiers axes factoriels.

Progriété

<< aKIJ est 1a projection Dq&DpﬂM - orthogonale de xKIJ sur (GMF)ﬂEt »

On peut aussi approxiTer xKIJ par sa projection :
i& ﬂgtKuygtlang
p=l te]r|
de rang r dans 1'espace (GHF')BE i.e la matrice associée a ce tenseur & ce
tenseur est de rang r. '
Ce sont 13 autant de formules approchées de reconstitution de tenseurs de
données.
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Cas particulier

< En approximant le tenseur x1Y par sa projection :

¥
1 -1
#§1 pgt KB gt Iﬁggé

sur (G&A utlI

t I

)BE
ol p” serait par exemple le premier vecteur principal.
On retrouve Te modéle analogue & celui de CARROLL [10] i.e :

oy
Xp::= 7T C C . u .
ki kK. ni.

J pejp*} o u #]

>

C.1.3. Cas particulier

Les ensembles I,J et K jouent des réles symétriques

~ Exemple :

<< Considérons ¥ un plan factoriel d'ordre trois oii les ensembles
I, J et K sont ceux des traitements relatifs aux trois facteurs rea}xses
sur les unités d'expériences. >>

Soient :
CvY Jeetpl LM Pern et 0 Jaeln)
les vecteurs principaux issus de 1'A.C.P. des tenseurs respectifs.

K1Y de ((GBF)RE ,QENEM)

KT de ((EHG)EF,MEQEN) et

xIIK de ((E8F)EG,MENEQ)

Proposition 3

< Le tenseur xKIJ se_décompgose comme suit :
KIJ~E b z(ﬁa,h,ﬁ)w av Inu#J
0‘:)\ sH

ol le réel (Ba,\,u) est égal & :

Lo kI Al aK
Pad TEpE Yoy gl

>>
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Preuve

xKIJ=x g“nu”J (théoréme de décomposition)

-

nelp'l
" £,
ckI élément de F s'écrit : ckI=£< ckl,vkl> vM
u= H= A f - N-
Comme é&lément supplémentaire dans 1'espace factoriel engendré par :
WM pernny
par suite
kl
g'=ngymc
k |
. kI Al Al
=L(z<pg ¥ >Ng, )BY
< ckI,vAI> d élément de G s'écrit:
k"7 N

k1l ak ak

Al w
2<(§<“9 Y >N9k).w >q“

a

comme €lément supplémentaire dans la base {yuk Ja€lm'])

en prenant :

Bar s =<(ﬁ<p9kl’ykI>Ngk)’waK>Q
=£<ﬂ§k1,gAI>N .<gk,w“k>Q
fgf g, Ckl’wakﬂvRI>QmN
on a
gyzzfxﬁ“ N iy

ce qui assure la conclusion.
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Remarque

< Les formules de décomposition des tenseurs x
a une homothétie prés et une permutation prés des vecteurs RI, oK et u“J
a celles établies dans la proposition 3. »>»

JKI JIK

et x sont identiques

Corollaire

<<

XIKJ=2 v B Ao vkiﬁ au”é
Xya,u %%k
Preuve
On a : -% £ fy Mv}‘Ia\ff’lkcatx‘mJ
u 5 b

- . %8 3K ok Al
oif fi,a’ —z<ﬂ_ W >Q <fi,y >N

i
IT suffit donc de montrer que :

g& E‘Ba A

2O 5M TS

On a par dualité entre lignes et colonnes d'un tableau :

1K Lexi
p€ = kE (e )
par suite
<#§ ’__‘ Q kf ( C )(gk’w ;.Q
et
- %1 k1 ak A
Rsaﬂu”?(if {pg )<gk oW >Q<fi »Y >~N
,z<gk,w yQ(zf*T( c )<f1,YAIf&)
i, kI Al
:§<gk,\ga >Q<}_}f*?(#§ )f.; v >NV'
-z<§k,w >Q< ckI KK >
k
ﬁaﬁw
C.Q.F.M.
Les tenseurs x"1Y et x'XY s1aments recpectifs de (GBF)BE et de (FHG)BE

se décomposent de fagon identique & une permutation prés des vecteurs

RI et w"EK
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Des formules de la proposition 3 on retrouve lé modéle de TUCKER [ 42| i.e :

X, ::5L £ 88 . N AP T
kij a\ a0t ok AT ]

§ (C.2) Référentiels dérivant de 1‘'analyse du tenseur

XKIJ de GR(FME) : reconstitution de la strate Xk

Considarons le schéma de dualité suivant :

X
y
FHE 6"
M
y ty %
_ y
F*gE™ > G

Soient gk, g} et ng respectivement les A(éme) axe principal, facteur
principal et composante principale issues de 1'A.C.P. de X .

Hk s'écrit :
A_
eE Mgy

=Efiﬁuk(f*i)
i

Oﬂ-u\ est élément de L R (F*;E) de matrice M associée Ux(x=1) fournit
les deux nuages de points : '
i . R .
N=(u "spy) [lel ) et Me({u™", 1) [&kJd)
! ax . - ex . R{J | '
le tenseur U est appelé (@me) référentiel et U% )\ (éme) matrice de

référence.

Le schéma de dualité associé & 1'analyse de Ul'est le suivant :

1
U
E..- F*

M D,
t,1
i > F

Pour décrire N et M on fait 1°ACP non centrée de Ui.
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Proposition

< on a 1a formule de reconstitution globale des données :

>>

Koy gk ( MKy
)

Preuve

——— e

‘ *K, AKy A %k

=§9 (¢ ) =xq M

(") (zf m(£71))
1

= of,a(zg™ (M) 41y
] A

K09 (Ml (1)

et :

xkapg*k( My
A

Ce qui assure le résultat énonce.



CHAPITRE IV : APPLICATIONS
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§(Iv.1) Un tableau rectangulaire de données est un cube spécifique.

4.1.1. Introduction.

Nous étudions dans ce paragraphe sous quelles conditions un
tableau rectangulaire de données X peut étre interprété comme un cube
particulier sans affecter pour autant les résultats de son analyse. Cette
transformation permet de faire apparaftre une information nouvelle qui per-
mettra d'étudier les liaisons entre variables )(j (définies par ce tableau)
en terme de dépendance. Cette approche permettra d'analyser les données
en termes de finesse d'une partitions, ce qui n'apparaft pas .clairement dans
l'analyse usuelle du tableau X . Pour ce faire, nous xnettoﬁs en évidence
I'information qualitative apportée par les variables Xj(j €J) en regroupant
les individus dans des catégories définies par leurs scores s.:ur chaque va-

riable (cf. Catherine d'AUBIGNY [12]).

X
Soit x un élément de £R (F ;E) de matrice X associée tel

K
que XjI = tx(e j) (1€)) solent des variables quantitatives .

Soit X Il'ensemble des valeurs prises par les Xj sur I , On

a ¥ = LJJ Xj avec XJ=XJ(I) .

On peut écrire Xj sous la forme
x = X k€ ]lm
p = Ly% /kelm 1)

ou mj est le nombre de valeurs différentes de la variable .Xj et
m ={1,2,...,m
] )] { j}

On sait que chaque variable Xj induit sur I les catégories

_ Iy =
Jck {i1e1 /X (1) e }
-1 X
=117 (%)
Xk }
j est appelé le code de la catégorie jCk . Ou encore de la modalité

k de Xj
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On note Cj I'ensemble des catégories induites sur I par la variable Xj

C, = .C et C = C
j Y ik EJ

kE]mj] ]

m=|Cl<s ¥ m
}
j

Lorsque le tableau X est quelconque, deux catégories égales peuvent
avoir des codes différents (voir fig : 4.1). En tenant compte du fait que
dans la définition (1) du cube de données donnée au paragraphe (2.1.1),
la fagon dont les ensembles I, J et K ont été construits n'intervient pas
et lorsque C est I'ensemble des "juges", ses éléments doivent atre

déterminés de fagon unique, on ne peut donc pas leur attribuer deux codes

distincts
i 1 2 3 4 5
j
x! 80 |70 |80 | so 20
2
X 2 4 2 10 50

fig : 4.1 [x17" (80) = (1,3} ; [(x%]"1(2) - {1,3) or 80 #2

4.1.2. Cube de données et analyses.

Hypothése

"Le tableau X vérifie la condition suivante

les catégories induites sur I par les variables X’ sont -toutes distinctes".

Sous cette hypothése on a :

C= U ¢C et m= 3 m
j i

j j

- ] I3 n e
Puisqu'aucune catégorie n'est vide nous avons au plus (27)-1 catégories

distinctes pour |I| =n .
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Un exemple :

i { 1 2 3 4 5
XI 80 10 80 80 10 fig : 4.2
X2 5 20 1 1 5

Q
I

1 1 {113I4] ; ]Cz = {2,5} . ZCI = {1,5} ; zcz = {2}

Q
Il

»Cy (3,4} et C={ (1,3,4} , (2,5}, {1,5}, {2},(3,4} ) .

Soit [j§k /kE]mj] } la base canonique de l'espace euclidien
(Gj . MJ) isomorphe & ij

On définit le cube x de données comme suit
X :IXCxJ e—emyf0,1]}

1 si 1€Ck=[xj]_l(x:)
(i,Ck,J)‘-—--b—X(i,Ck:J) =

0 sinon

Chaque élément j €] permet de mettre en dualité les individus éléments
de 1 et les catégories éléments de C par la strate zJ élément de

X
A‘.]R (Gj ; F) de matrice associée

i iel
Z =(x(1,Ck,J)
kE]mj]

éme
qui a pour k vecteur colonne le vecteur

27 = 3 n_ s
i jCk 1

ou I o (.) est la fonction indicatrice de la catégorie jCk
7k

J

z) = M (s (t,))
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les vecteurs

SR jg*k) (kelm 1)

forment le nuage des catégories

kI

mo={ (] ,i)/kE]mj]}
m

i

t t j

20 =Mt ™, (s )
i~k

les vecteurs

- [
29 = (Y e

n_ () s
ké]mj] 7k

I
N

forment le nuage des individus

iC' 1
n={(z 1 ,— )/ier} .
|1}

On représente ainsi le tableau Zj sous forme disjonctive compléte

M it1, . .1.. . n marge [code
1 0 0 0

0 4] 0 n jnk =n
r'nj 0 0 1

ol jnk est l'effectif de la catégorie jck

En faisant 1'hypothase d'équipondération sur les individus !l'analyse du

t ' 3 Pl . s
tableau Zj ne nous donne pas de résultats intéressants. Mais le croise-
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ment des tableaux tzf et tZj (1#1') permet d'étudler les relations de
dépendances entre variables Xj et Xj a l'aide d'une analyse factorielle

des correspondances (AF C) traduite par le shéma de dualité suivant

. t,] . tzf
v 1 v}
* VA VA *
G > e G,
i ]
[ n “
i 0
1 N T
avec Vj = 4 j,k
o "4y

cette A.F.C. n'est autre que l'analyse du tableau de contingence

ij = tZ} Zj défini comme tri croisé et de terme générique

(1
o, .= 0 .
kk' 7 JC N§' G,

l code 1
Tableau de @
3 o
3 contingence = fig : 4.4
0 £
[ marge |

X v
Cette analyse ne fait pas intervenir les codage j k . La liailson entre

i

variables X et Zﬂ{j est donc étudiée en terme de dépendance 3 l'aide

d'un des nombreux indices utilisables :

par exemple la statistique du XZ (cf. Catherine d'AUBIGNY {12]).
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4.1.3. Analyse du nuage des représentants des catégories.

~

Nous allons analyser & partir d'un tenseur spécifique le nuage

des points |y N, avec

j J

N = (Y b)) /ier ke m ] ]

ou kz{-II = 7 6};" B‘C (i) ej, représente l'individu i dans la catégorie
j' ik
Sachant que tous les individus d'une méme catégorie ont le méme représentant,

cette analyse se résume en celuil des > mj représentants (il v a autant

J

de représentants que de catégories).

Soit G = E;) Gj ou (Gj'ij) est un espace euclidien engen-

s

dré par la base canonique {19- k /ke¢ ]mj} } Gj isomorphe &8 R 4.

*
Soit X le tenseur de E ® (G®F) associé a 1'élément x de SR (E ;GeF)

de matrice X associée tel que

avec z' = T jg—k@? j-z-kI un élément de G},@F
ke]mj]

par suite

GeF = @& (GJ,®P).
j

j

les tenseurs t° (j€J) forment le nuage des variables

m = {(Lj,ﬁr)/jel}



on

[

11]

it

8

M(x; (eﬂ) . 12k ®£1 ))

1

m,I

.97.
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Les vecteurs colonnes de X forment une base. Par suite le sous-espace

vectoriel de G ®F engendré par les tenseurs EJ(jEI) est de dimension p .

L'application linéaire x est injective. A la transposée de x est associée

la matrice

fx = M(x; (j9%F & £ (e))

Les vecteurs

kX1] = tx(jg-*k @_f_*i) (ie1, kE]mj 1)

= 3 &, n__C(i)g
i’ ]k

forment les nuages des individus

_ iJ .
Nj ={(kX ,pi) /1EI,k€]mj]}

~

appartenant & l'ensemble

= C
< %)Jk

U N, est le nuage des b mj représentants d'individu‘si‘.

j ) J

Le schéma de dualité suivant est associé a l'analyse du tableau

E - - G @F
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Pour décrire N et 9 nous allons choisir pour métriques N = Q@ Dp

ou Qfresp. Dp) est une métrique dans G (resp. F).

Ji

Comme G

® G, on a
j i

j€]
Q=0a(%k , 2k ) kelm ]

3 €]

k‘e]mj,}

=[N.‘}JET

W e

avec ijs une forme bilinéaire définte sur Gj xGJ, . ij, (i#1') est la

métrique inter et ij métrique intra {cf. paragraphe (3.1.4)).

Nous avons par définition

i i i it
(¢, ) = {z ,z )
~ = ®D =2 /N ,®D
Q p i1 p
K1 KT
(4.1.3.1) - = Uy szt
kE]mj] 3’
k‘e]mj,]
d'on le résultat suivant
Propriété fondamentale.
"Si l'on pose
G, ey = %

N
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on a :
(t,t ) = (X", X

~ o~ ®D -
@ p

iI i
ou X  représente la variable x associée au tableau d'origine X *.

Démonstration :

I ‘
= p W g
- —i
i
X k1
= 0 ik jZ
k €]m ]
i
I '1 s
et <x' ¥ ’)p = T Meoe zRh, gk D,
P kelm ]
’ ]
k'é}mr}
or d'aprés l'expression (4.1.3.1) on a
j j’ = .9 .‘g" ZkI ‘LIZK‘I
(Tt e D sk, p=ktyy 0 GRS pEn Ty
b ké}mj] ij ' o

k'elm ']
)]
1'égalité est assuré si l'on prend

(G2, 12y

i
-
~
\-‘-
o

N, .,
i3

Par suite on est assuré de I'équivalence des images euclidiennes

((x"' /3€1}, P, D) e (1) /€71, Gor ,qep)) .
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le tenseur t} est donc le représentant de la varilable X} , C'est en cela

que cette propriété est fondamentale. Ainst donc les analyses des tableaux

t
(non centrés) X et X donnent les mémes résultats en ce qgui concerne

la description dans le plan de composantes principales.

Dans les plans principaux les vecteurs individu initiaux zgﬂ = 3 Xj(i) _Qj
jel

peuvent etre représentés comme points supplémentaires.

Corollaire de la propriété fondamentale :
"Si le tableau X est Dp-centré

) J'

- IS
t >Q®Dp = Cov (X' ,X")

£V qen = var ()
p

yo
(t", ")
~ ~ Qe Dp

= cor(x, ¥y -

j §’
lt ‘ : lt ‘ D
~ Q@Dp ~ Qe b

i

) le vecteur codage de la variable X .

Soit a {

37 Y% k~€]mjl

on a
t
Ny =2 2y

4.1.4. Fibrage,

Rappelons que l'on a pour tout k e]mj]

(1)
! it

k=" =3 &, 1
J' JCk

e
o—jl
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les individus d'une méme catégorie ont donc le méme représentant et deux
individus appartenant & des catégories différentes (induites par une méme

variable) peuvent aussi avoir le méme représentant puisque les codages ne
i .
(1) par ¥ Il(l) dans l'expres-
C jk T.C
Ik ik

sont pas prises en compte. Remplacons 1l

. if
sion de k X , alors

j& = 3 x I (i) £
d k C
iel J ik
. ']
2 1
w(k,k') € -]m},] k& = o K& pour tout (i,i') € I2 .
Lorsque la variable j est fixée, les vecteurs individus k> (k .E]mj 1.,i€0)

sont tous colinéaires et donc portés par une méme fibre (cf. exemple §(I1.2)),

Pour leur description, ils seront tous alignés, car il v a conservation de la
colinéarité par changement de base ou par projection, Et quand j parcourt

I'ensemble J , le plan principal est alors "quadrillé" par les fibres.

On a la représentation suivante de ce plan

A z o J
=a O o)
o o)
O O ée/' E
% o o2t fig : 4.5
O > :
o > P
O 19 »
° Z.\u ler axe factoriel
1 :
on a . .
i (i)
kx5 = 9 6, I
! k C
5 it Y
- By g ()
=D 8, X)) I, e
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Ce qui montre que les fibres en question sont celles construites dans le

cas usuel par dualité 3 l'aide du schéma

*
X F

D
t p

A
.

Dans ce cas, la description des points se fait non seulement le long d'une

fibre, mais aussi par rapport & d'autres. On utilise encore ici le schéma de

dualité du paragraphe

précédent A savoir :

X * *
E G @ér
M QeD
X tX P
E = —G@F
On décrit les nuages des poinis N et M en prenant pour Q la “métrique”

de terme générique

Ci2x L 2 ‘n
35

Dans ce cas la propriété

t >Q®Dp -

Remarque :

"Malgré le remplacement de 1 c (i) par

' i
I'expression de kX

tenseurs tj

~

les p

, le sous-espace vectoriel de

=1 (avec Q-—-[Nj,]jEI )

W yer
fondamentale
(_)_(_jI ' g(.j ! )D se trouve conserver.

]:l .
1%

G ®F engendré par

e jxk (1) dans

reste de dimension p .



.104,

§(I‘v’.2) Le probléme des rotations procrustes ou la recherche d'une métrique

inter.

4.2.1. Position du probléme et formulation des hypothéses mathématiques.

a) Formalisation traditionnelle du probléme.

Etant données deux images euclidiennes
iJ

({NX(k) = { (k% :pi) /iEI}IB,Ip)) (k:korkl) de (,I’dl) .

Les nuages de points N (k) et N (k.) n'ont dans (E, 1) ni la méme
X O x 1 P

_orientation, ni la meéme forme; la position de l'un par rapport & l'autre étant

fixée.
Le probléme de la comparaison de ces deux nuages de points se
pose en ces termes

- Dans quelle mesure peut-on considérer comme équivalentes ces

deux images euclidiennes ?

- Ces deux nuages de points différent-ils significativement ?

Géométriquement, la résolution de ce probléme procéde de deux fagons, la

~

premiére par identification, qui consiste a considérer 1'un des deux nuages

de points (par exemple Nx(kl) comme une “cible" sur lequel par déplacement

on fait coincider au mieux l'autre nuage de points sans le déformer.

Ces déplacements opérent (par étapes) une translation (qui permet de rendre
les deux nuages de points "concentriques"), une rotation aiifour de ce centre
de gravité commun (ou bien une symétrie), enfin une homothétie (voir fig :

4.6 : 4.7 ; 4.8)
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le translaté

_( de N_(k )
- \ X O N (k )
) X 0
]
4 M
‘\_,"
e
. =2
£,
—s -
ol . S
=1
fig : 4.6 : translation fig : 4.7 : rotation
2
ol 2

fitg : 4.8 : homothétie

Mathématiquement, pour résoudre ce probléme on écrit dans

(M (R}, €, D

p.n D1 )} le modéle suivant

X = P XO+B+e
J

ot B est une translation de vecteur b
t

, B= [QI,...,QI,...,Q}}, P une
application orthogonale (i.e. PP = Ip) , & le rapport d'une homothétie et

€ traduit les résidus de cet ajustement.

Soient respectivement E(p) et S(p) les groupes des translations ou bien
des applications orthogonales et des similitudes (nous reprenons ici les nota-

tions de Sibson [40] ) avec p =dim(E) .
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Le modéle mathématique précédent peut s'écrire plus généralement

k k
X =TXx°% +¢ . Te{EpP) , S =T .

k k .
Pour faire cofncider au mieux les tableaux X 1 et X © on calcule

I'estimateur T de T qui minimise le critére d'ajustement (Sibson [40]) :

Clelly, = 2 o 1, -1, |T€er() )

p’p i 1 o p

et l'on mesure l'écart entre les tableaux X 1 et X°©° par la statistique
procruste (Sibson [401] ) B

1lk~x—"k~1

GT(X X )= 2 p
i 1 o p

Une deuxiéme approche par appariement consiste & transformer simultanément

les deux nuages de points jusqu'a les faire coihcider au mieux.

b) La _nouvelle approche ou la recherche de la métrique inter.

b.1. Introduction.

Considérons deux images euclidiennes

- b_ iJ .
(N, (k) ={(,x =g ® x ,pi)/1€I3,ég ®E, M

~ o )kz—‘k‘ ,k
k k k K

kk o' 1

avec Mk K et Mk K quelconques. Ces deux images euclidiennes sont
O o 171 )

équivalentes & celles du sous-paragraphe précédent (cf. proposition §(3.A.4.))

Le nuage de points NX(k) (k = ko,kl) est représenté dans le sous-espace

euclidien (A @E, M ,) de G®E = & (A @E) . Rechercher les
9y k9

positions relatives des deux nuages de points équivaut a rechercher celles

kk

des sous espaces Ag ® E (k=ko, kl) . Elles sont donc déterminées par
k. _
la métrique inter M .

klko

.
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Enfin l'orientation du nuage Nx(k) -(k=k0, kl) est celui du sous espace

A @®E (k=k ,k.) dans GO®E .
g o) 1

Pour positionner les nuages de points Nx(k) (k = ko, kl) a distance

minimale, on s'autorise des translations (& “l'intérieur” de chaque espace

euclidien (Qg ®FE , Mkk) , buisqu'une translation est une bijection d'un

k
espace donné dans lui-meme), des rotations (ou symétries) et des homothéties.

G ®E

Proposition (1)

4

' i N
" Soient gk = 25 p1 kx le barycentre du nuage des points - Nx(k) et
~ i ~ s o

Tk une translation. On a

k! k k
(g" =T 9" kfEk)e>(g =0 vk)

La preuve résulte de ce que A ® E et A ® E (k#k') sont deux
g, d, .
k k

espaces supplémentaires. Falre coincider deux barycentres revient donc a

centrer les deux nuages de points.

Supposons les nuages Nx(k) (k=k0,k1) centrés,
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Dans (A ®E, Mk " ) le modéle mathématique s'écrit

g
k1 11

(1) N (k,)=aP N(k)+N
x 1 X O €

N i , . . PR
ou Ne = { (¢ ,pi) /1€1} est le nuage des résidus associés a chacun des
i i i

individus i€l , € = X - aP X" , & le rapport d'une homothétie et
~ kl‘\,— ko'\..
P une isométrie de A ® E dans A ® E . Elle vérifie la condition
Iy k
0 1
d'invariance
i i i i'
(P x , P x ) = x, x )
k;o ~ ko - M ko~ ko~ M
k. k k k
11 0 0

Remarque (1)

" P n'est une rotation (ou symétrie) que pour

Nous traitons donc dans ce paragraphe un probléme général dont celui des

rotations procrustes en est un cas particulier. Dans ce cas, le modéle

~

mathématique ci-dessus ne peut &tre écrit dans M (R) & cause des

’

contraintes sur les métriques Mkk (k €K) qui doivent étre égales ".
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b-2 Estimation des paramétres du modéle

. ‘A . " i
On convient de mesurer 1'écart entre les points KX et | X (iel) dans

egk 8E par 1'écart quadratique :

et = Tkt e o Te T (D)

K7 Tko® MMy 0 P

et 1'écart entre les nuages de points N (k ) et N (ko) par la somme pondérée
de ces écarts quadratique :

- & 2
A, (k1) My (ko))=3p; lax' - Tyt
1 klkl

ENIL
fipi*g I

2 Kiky
& (Nx(kl),Nx(ko))est 1'inertie du nuage des points N_ (cf notations de

CROQUETTE [111 ).
Pour positionner les nuages de points Nx(kl) et Nx(ko) & distance
minimale on cherche le parametre :

T qui minimise
2
{2 (N (ky),N, (ko) ITer(p) }

N
soit T cet estimateur de T le tenseur.

Al_ i i ; o V2 s
£ =X - Tkoﬁ sera appelé tenseur résidu sur 1'élément
del ‘
b.2.1 T est 1'isométrie P
Proposition {2)
<< M%nimiser {zp;] LI SRR
Minimiser {Ip;ly X ko | . |TeE(p) =}

! o M

revient a maximiser :

ek B Mg T [TeER) )

Preuve :

- i i
2T (g b (ko))=ppy KX = Pty



.110.

2 iz
‘§pilk1§ l 2P [P X

kiki ! " Mg

I §
“IPi<ig% P Kok >Mk k
' 1kl

= i 2 . 1' 2
2] (S LT
1 klk1 koko

i i

-2v0, X ,P ., x

avec

i i i
IPs X sP X =25Ps < X sy X
; i<klny kon, >Mk1k1 i kia, *ko >Mk1k1P

rergkon  tok! |
=Tr (X 0Dp X< My P)

puisque Tes deux premiers termes positifs du membre de droite de 1'égaliteé
ci-dessus ne dépendent pas des paramétres P, minimiser :

'{gp{)klﬁf-T koﬁjlz [TeE(p)} revient a maximiser
ko t k!
C.Q.F.M,

Les nuages de points Nx(k) (ke{ko,k1}) sont plongés dans 1'espace Euclidien.
(GHE=:(ng&E),MX)

De plus Tes seuls termes connus de la matrice Mx sont 1eslmétriques intra -
Mkk (k=ko,k1)

On cherche & déterminer les matrices inter Mkk' (k#k' efko,k1}) Ta décompositic

i i . .
Pk = ko AN UE reps g, x1 2
i v v lMX ipllklm lM 2P koX I

klki ! koko

i
2IP5<pX sgkoX -
! klko

(cf propriété (2) § (3.A.4)
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Conduit a choisir pour métrique inter Mkiko’ la matrice :

-

Myiko™aka P

ol é désigne une solution de 1'expression (1).
On a donc dans ce cas (Croquette [11})

i i
TR R T

rechercher 1'estimateur P de P équivaut a rechercher la métrique inter Mknko‘
Une généralisation de cette démarche au cas de m nuage de points Nx(k) (ke K)
permet de construire Mx tout entier.

La solution construite par CROQUETTE [11] est donnée par :

1/2,, (%)

_{ Mo ™Micikt Vioko Mioko Vikok! Mtk Viigo) koko -

£k ko o _ 1/2
X Meae X Dp=(Migr Dy Mgy D)

La solution est unique si Viiko &st régulier.

. 1 1
wklkl Dp est 1'opérateur d*ESCOUFIER Ukl associé au tableau Xk et Vklkoaxk D txk°

P
Progriété

<< On a la propriété de symétrie :
2 2
A(Nx(kl).Nx(ko))za (Nx(ko),Nx(kl)) >>
kEn effet : .
(wkoko Dp Nklklnp) et (Nklkl ﬂp “koko Dp)5ont les mémes
valeurs propres non nulles dans le méme ordre de multiplicité (cf SIBSON [40]).
Comme ces deux matrices sont non négatives, on a

1 .

172 e, 1

Tr(Moko Op W kD) T (M By Mgy D) 72
(cf Annexe A.4)

Proposition (3)

N i —————

<< L'isométrie B de ({gklﬁE,Mklkl) dans (égkoﬂﬁ R Mkoko)

qui minimise :

ol k! Bk Be £ (p) )

( 3Pilkok kK| P

- ! - Mkoko

est 1'adjoint P” , de 1'isométrie P solution de 1'expression (1) ,,

(pour1a définition de P* confare annexe A.5).
(*) Pour sa définition voir annexe A.2
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Preuve
D'aprés 1'expression (2) on a :

My 1o ~My 12 P

-

Mok 1™Mkoko B
la propriété de symétrie ci-dessus entraine que :

t
My 1ko™ Mkoky

Or i1 est montré en annexe que :
vy -l a1t P)
P Meoko & Mkt Mioke (Magr

_ -1t
“Mkoko (Mklko)

_ 21
=Myako Mkok1

-1 -
*Moko (Myoko B)

-

-B
C.Q.F.M.
b.2.2. T est la similitude de P

P étant 1'isométrie construite au paragraphe §(b.2{1) et 4 le rapport
d'une homothétie.

Proposition 4

<< Le réel :

a-‘ 1/
a_Tr(NkokQ Dp wklkl.op):‘z

LI
ko™
[k, leoko

Minimise :
—— 2

N
il —eP X
1 Mklk1 >>

Preuve :

. - s 5
posons ...W(a):gpi,k1é1 - aP k°é1lM la fonction polyndme du
i
kikl

second degré en o dont la dérivée seconde.



.113.

) .
d ¢(a) =lk0§f est strictement positive
da?

atteint par conséquent son minimum absolu pour la valeur .

2
‘Mkoko

a qui annule sa dérivée premiére :

i 2 1
d - L -Tr(4, . D W ., D) /2

Ceci assure le résultat.
a est donc un estimateur des moindres carrés de a-

[

Les deux <<droites de régression>> construites 3 partir des modéles :

.

L i i .
= +
kli of kO?E, 'E\, (!el)

i ox i i .
donnent deux indices différents :

Az(Nx(kl),Nx(kO) et Az(Nx(kO).Nx(k‘))

. S s s g 2 . e
La meilleure droite étant celle a indice a plus petite,1'absence de symétrie

2 . .
de 1'indice & rend impossible toute description de plus de deux nuages de
points Nx(k) (k=1,2,...,m).

k

4.2.2. Comparaison des tableaux X" solution des <<rotations procrustes,,

Nous avons vu au paragraphé (2.1,2.)qu9u1§.stratification da cube ¥
seton le facteur K permet de construire un tenseur {k (keK) solution du systéme :

i=1,2...n

1o xko »j , k
89" Be™Y (x")=x, .
RN L P S

et plongé dans le sous-vectoriel :
Fa égkﬂﬁ de FBFBE=FB (e CQQkQE))
K

Proposition (5)
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Preuve
k *i xk %3, k
X f"sg "me vV (x")f.mg, Be.
hy §§ R
iJ
" §x13k f. ag Be zf agknkx
“rf;mx’
C.Q.F.M.
k

On peut aussi écrire X" sous la forme :

k_ K, ol
eat o ()

xk(f*})zkﬁj
xX est un élément de Lr (F*;égkﬁE) de matrice associge la strate XK.

Les tenseurs kﬁj (iel) forment le nuage des individus :
N (K)={(, %, »p;)  [iel}

introduit au paragraphe (4.2.1.b).

Théoréme

<< Soient v (keK) un élément de Fﬂ(Agk&E) (keK) et ay (keK) un_réel non nul
on a ;

m
k k
(szak V0 ey =0 VkeK) >>

Preuve
‘Q::: triviale
: L
1
= 2oy X0 = Zag v -a e
Mais :

1 rmag,. BE
Ay Y FB(2gy,,8E)

] 1
g3 L. I (FB(4g BE))= F@(E{Ag BE))

et 1'on peut montrer (Grenb [ 21} pp 20)

o
(FA(z (ag BE))) n(FE(ag,,BE))
sS=
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1
FB((x (59,8E)) n(agy, 8E))
S=
(o}
puisque :

1
(§=1(égsﬂﬁ))n(e9]+l 8E))={0)

{Condition. requise par une somme directe de sous-espaces vectoriels cf KATSUMI
[25] pp 50).

Par suite :
T+1
ey =Y
Va0 1 eg1,me1g
’\a L

résulte donc de ce que :

341 ¥0

C.Q.F.M.

D'aprés ce théoréme, le nuage des points :

N= {(x »Q) ) (keK } ne peut &tre centré (au sens de la métrique D )
sans le redu1re au singleton {o}
Ce qui estiabsurde.
Dans ce paragraphe nous allons faire la description du nuage:N= {(x ,qk) | ke K)
des tenseurs xk (keK) associés respectivement aux tableaux XK (keK) a partir .
du tenseur X de GR(FE(GBE)) associé & 1'@lément x de L m (G*;FB(GBE)) de matrice :

X=M(x3 (9*€) 0 (£ 0, 1me;)
tel que :
x(g%)=K  (kek)

D'aprés le paragraphe (3 A.3) la matrice X est une supperposition des tableaux Y1 ‘

fu [1'¥""1'¥’ IX]

vérifiant les relations de dualité :

T
Ii est un élément de Mpm,m (R) de‘formé bloc diagonale
[ iYIJ 0
vis 4
h 0 i_mJJ
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par suite X s'écrit
~

1y Y
1Y 0
kJ
0 104
md
L }‘YA
1
x| " . °
= kd
e ¥ 1y
0 .ymd
L ¥ 1/
L4 IJ . ]
0
kd
0 n mJ
. |

la transposée de x correspond i la matrice
t i k. xJ
et (g ae) (g, 1))

pour i et k fixés, les vecteurs

St a(g*ae))=; K (59
vérifient :
JK_ -
k7T Bk Xigke ek 9
d'ol la propriété.

Propriété (1)

<< Pour k fixé, les vecteurs 1,&yJK (iel,jed) sont tous portés par 1'axe Agk.>>
, p
Le nuage des variables est le suivant :
M=y M,
.

K
M:={(, kyj s 1 ied
i 1, ‘r“l’j ) 'keK,JE }
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Le schéma de dualité suivant est associé a 1'analyse du tableau 5 :

FR(GRE) o X G*
M . ]N
F*B(G"BE™) : >G

Les nuages de points N et M sont décrits avec comme métriques :

N= s =D B M
Dq . P X

ol Dp (resp. M) est une métrique dans F (resp. GﬂEaﬁoggkﬂE) et M, une matrice
relationnelle.
Nous avons : def
k k*,2 k k'
S IR 111 Pt

';{( _:\, 31
DpﬂMx i Mx

2

la somme pondérée des &carts quadratiques résiduelles entre les deux nuages de
points N (k) et N, (k') (k#k').Mx mesure donc la “"variance résiduelle" (ou écart
quadratique).

Proposition (6)

<< La matrice de "variance-covariance- ;" des variables . 3K est bloc
jxY  estbloc
diagonale et est éqale a : '
[ [’
q X 8 & 0
V= a XK %
0 q, X" 8 %" | s
Preuve
- JK J'K
S TLARRTIN) S 1
q i
K j‘K
=(Age) avec A= | <y gt D, %:
i

Ay est de dimension (np,np) et s'annule pour k#k'

jK J'K .
Car <i (I g0 oY "D, ” Xiig Xk g <9k'9k°>oq

]

0 pour k#k'
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On a :
i
A = q X. .Xs' 2 ‘J,
kk k Mik3 Ti'k' i
3!
=q, ¥ B Bk
C.Q.F.M,

Cette proposition nous permet de calculer de facon effective 1a matrice V.

Propriété fondamentale

k k! - k t k' :
<< XX ’?Db@Mgitr(X Dp X Mk'k) >>
Preuve
k k' . .. i i
XT3 X 20 pm SEPs< X X >M
EYIREV DpﬂMx i ika kAm X

I i i
=Pk X Mg
okt otk

T, (" 0 XK )

ok oy tok!
=T (X D) "

Propri&té (3) k'K

k2 - k t ok
<< ‘ X {DpﬂMX-TP(X Dp X Mkk)

représente 1'inertie du nuage des points N, (k)

Premiére application de la propriété fondamentale

lorsqu'il y a égalité entre les deux termes suivants :

12 ]
{ék - g lopmm = Pili%k - I

X 1 X

2 H
4 (Nx(k)’Nx(k )
la borne inférieure de

L k k'2
{ ipilié - Py x lMx [PeE (p) }

est telle que :
t
e M Vier Mieeiee Vi M Vier) 2 M (kpk)

(cf § (4.2,1.b )
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Pour ne pas perdre la propriété (3).
On fait alors 1'ACP non centré du tableau x.

Dans le plan des composantes principales Tes variables :
3 kyJK (1¢1.k€K,j€J) sont portées par m fibres les projections des 29, (keK)
représentant les juges keK dans G :

e
»

O AC, ler axe facioriel

fig :74.10 - ;e sont les points variables i kyjk
kY

—

Dans le plan des vecteurs principaux on mettra en évidence la classe des tenseurs
&k (kéK) homogénes, c‘est-a-dire ceux qui sont des plus rapprochés (deux & deux)
possible.

Cas particulier : Utilisation des métriques treillis,

Supposons que le nuage de points N, (t) & 1'instant teT dépend du nuage N, (t-1)
qui le précéde et seulement de lui, alors pour décrire le nuage des points :

N= {(§t,qt) [teT }

On prend pour métrique Mx la métrique treillis (cf § (A.4)) telle que :

,
Mete) Mg

Qt—l,t=
M

M

t-1,t t,t

et

1
M v /2 M

t—ltth-—l t-y "t-1 t (Mt,t vt.t‘-lMt-l,t-l vt-1 .t) tt

On traite ainsi un probléme de méme nature que celui traité dans des chaines de
MARKOV d'ordre 1 lorsqu'on considére que les résultats d'une épreuve dépendent des
résultats de celle qui la précéde et seulement d'eux.
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4.2.3. Analyse des différences ou résiduelle

Soient XK et xk' (k<k') les deux tableaux qui ont fourni la meilleure

approximation. On va analyser le nuage des points :

N=( (X' = x")spy) i€l )

afin de mettre en &vidence ceux des points dont 1'écart quadratique résiduel :

i i2
X -
!k A KR [Mx
a été des plus faibles.

Cette analyse se fait & partir du tenseur Xt de :

FB( (29, BE)®(2g, \BE))
associé ad 1'élément :

Xy de LrR(F*;CégkﬁE)%(égk.ﬁE)) de_matricg
%t associée telle que :

x (£ )=t - Gen)

‘ an ‘
X,=

At \
Xk

ot a=-1

A la transposée de X; est associé Te tableau :

La matrice s'écrit :
t

t k. *j
BBy (g™ ae™) L (£))
| o i1
: C: a 53 ko=k
Tes vecteurs : txt(g*kong*3)= k jed
T kosk’

forment le nuage des variables

Me(la X' 1) [sear v (it a ) fgeay
o ]l
le schéma de dualité suivant est associé & 1'analyse du tableau Kt

-

L *
Q] V ]N
ty
(Ag+k BE*) @ (.gxk' @ E%) « A > F
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Mk Mok

Q, k=
Mkkl rﬂklkl

.

Lt analyse du triplet (Xt,Dp Qk K ) permet de construire 1e§ tenseurs principaux
(k 1,2,...) dans (Agkﬁﬁ)w(Agk.ﬁE) et CXI (A=1,2,...) composantes principales
dans F vérifiant :

Mt X
¢ =Xy Oy e

le tenseur (k'%i - k§1) s'écrit dans la base {g}}

i i A
KX Tk T § (eqier ki)Y

Al
avec ¢ C =f{ajpe ¢ s vy s
i (k*, ki) =i
i iz 2
et : [ X = X = Elagps ¢ 5 yy)
k'n  ka s (k',kyin)
‘Qk,k' o
S
=1€
%~1 Qk,k.

par suite 1'inertie lg du nuage N s'écrit :
Tg=gpi| MU i )2
P T e TR Pk
1tindice :

PG ,1,0)) * (e k,1,2)0%)

) p1 (a [ : )2
i (k' ksi,0)

mesure en pourcentage la part d'inertie expliqué par le point iel dans le
premier plan principal. Ceux des points dont 1'indice est faible sont ceux
& écart quadratique résiduel petit.
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4.2.4. Indicateur de liaison entre deux nuages de points

1'indice

k'y

NZ(xk, X
4" e k k‘
X X i X
| X Igp am X2 !np aM

Mesure le degré d'@quivalence entre images euclidiennes
(Nx(k)"égk 8E, Mkk) et (Nx(k'), ng, 8E, ﬁk'k') tenant compte
de leur positions relatives dans G 8 E c'est-a-dire des métriques
inter Mk (k= k').I1 généralise (comme on le verra au paragra-
phe suivant) tous les indices de méme nature : le RV d'Escoufier
le COR de Jaffrenou etc. et satisfait & la propriété générale
suivante : '

Propriété générale

"NZel[-1, 11"
Théoréme
“Pour Mx solution des notations procrustes

(NZ = 1) = (xX' = pxK

-

avec P une application orthogonale".

Preuve

=1

k' <k
<< X P X >>Dp,Mk'k'

NZ(xK,xk'y =
LY k! k
| % HXP
Dp’Mklk' Dp ,Mkk

5wk b vk
<< P XN P X
- Op My e

"Xk*tﬂp,Mkk X xixkipo,Mkk XK1 Dy M

2
) thkl‘ Dp’Mkk o
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=

k k

X.,!;X G(M )(IR)s <Ky 22

(o Dp Mo

[ ' -
et NZ(xk ,xk) =1 ==> Xk =x P Xk avec r e R, 2» >0

N\ o

or savons-nous que @

X =k

par conséquent :

C.Q.F.M,
Corollaire :
*Les images Enclidiennes
(M (6)5 8g 8 E. M) et (1, (K, égk; o, ﬁk.k;) de (1, dp)
sont équivalentes" |

car

-~ itd 2
Iy

-~ . 1 - = : 2
1P KXt - p X R E U T

"

Kk’ Kk

L]
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§ (4.3.) Comparaison avec d'autres procédures : autres applications

de la propriété fondamentale

= Tr (x¥ D, 5K M)

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que les procédures de compa-
raisons des tableaux Xk(k e K) font toutes la description du nuage

des tenseurs N = {(%k’ qk)| k e K} et ne difféerent que par le choix
des métriques qui caractérisent les approches d'Esconfier, de Jaffrenou
des notations procrustes et des métriques relationnelles de Schektman.

4.3.1. L'approche de Jaffrenou [24]

Si 1'on prend Mn =N & M avec N une <<métrique >> dont les termes sont
tous &gaux a 1'unité, alors Mk'k =M V(k,k') ¢ K onala propriété
suivante :

Propriété (1)

" k k! . k (k' "
< XT,XT > QNQM-«:X o X >>.p M
p p
Preuve :
k _k' _ k t k'
<X X p anaMT Tr (X Dp XN M)
P = <<Xk Xk‘>>
? Dp,M

C.Q.F.M.
par conséquent les images Euclidiennes de (K, dK)

(1(xK,0,) [h < K}, FRGRE, D 8NAM et

P

({(Xk’qk)l h e K}, Mp,n (R), <<,>>Dp M) sont équivalentes le

k

k est le représentant du tableau X".

tenseur x
47
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Propriété (2)

" NZ(xK, k') = cor (xk, xK')
d'ot la propriéta ",

Propriétée (3)

CoMGg ) = e s KK g
A e IR a le signe de NZ
B=1(b,..., byoe.y, b1 .
avec b = g&d -2 gi'd "

Interprétation de cette approche

L*interprétation de cette approche réside dans le choix particulier de N.
En effet on a :

<G Gy =1 V k,k' ¢ K ce qui est équivalent a :

lg Iy =1 et cos(g,. g,.) =1} = 9 =959 VKK eK

par consgquent 1'espace vectoriel G est réduit a la droite ég engendré
par g :

GAE=5 QE t
L e

FAGRE=FRQa 8E est isomorphe a F @ E.

9

Cela revient & positionner les nuages de points

N (k) = (X1, pid | 1.e I} (k e K) dans le méme espace Euclidien
(ég e E, Mk) ot leur description se fait de facon naturelle.
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On a alors puisque xk est élément de F @ gg 8 E

ko k! k k'
< X g X > =< X, X >
IR Dp gNaM NA Dp & My

=5 p. < kxi, kRi
i Mk

=1 Pp;< k%id, kXY, v (et proposition (1)
k § (3.A.4.)

kl

Ceci est une autre démonstration de la propriété (1) ci-dessus.

Remarque (1)

“La différence entre 1'approche de Jaffrenou et celle exposée au
paragraphe (B.2.) ne réside que dans le centrage des tableaux

k

X* (k e Ky.

4.3.2. L'approche d'Escoufier [18]

Considérons le schéma de dualité suivant :

k * -
X F .
£ < Ek = E
Mk Ivkk i | [Pp
> F
Ex
Le tableau Uk = tXk Mkk Xk Dp est appelé Opérateur d'Escoufier

L'ensemble H des opérateurs Dp-Symétriques sur F définit un sous-espace
de LIR(F’F) qui contient tous les opérateurs Uk (k € K).
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La forme bilindaire symétrique P définie sur LIR(F ; F) par :

. 2
V(A’B) € 'LIR(F’F)]

P(A,B) = Tr(AB)
permet de définir une distance Euclidienne sur H.

Lorsque pour Mx nous faisons le choix suivant :

Premier choix

_ k'’ t k
Mk'k = Mk'k' X Dp X Mkk

Mkk # Ip
Dans ce cas :

_ k tyk

ce qui entraine que :
k k

p YWkm, =1

X p Kk P’

On utilise donc en ce cas la métrique de Mahalanobis
k t k-1 -1

et on a la propriété

Propriété (4)

k k'

A
ox
w
as

v

D, @ Mx P(Ups Upn) "
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Preuve
k k' _ -1
AX Copam T Viger Ve ™ Vo)
= Tr(Uk Uk')
= P(Uk,Uk.)

C.Q.F.M.
par conséquent : les images Euclidiennes de (K, dy)

({(%k,qk) | keKl, FRGRE, D &M)

P

({(Uka qk) l k € K}, Hs P)
équivalentes.

ék est le représentant de Uk°
On a

P(Ug> Ups) = = pi )
S S,K,

Ta somme des carrés des coefficients canoniques entre les paquets
de variables M (k) et M (k )

Faire le choix de cette métrique Mx revient a décrire le nuage des
tableaux sous 1'optique de 1'analyse canonique.

Pour obtenir ce résultat, Escoufier ({181, pp. 76) prend comme
métrique dans E, la matrice Vgi .
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Deuxiéme choix

. vk! t k
Mkak - X Dp X

Mk = Vik

On a dans ce cas le résultat suivant :

P

)

k o tok®
P(Us Ups) = Tr(x D, XX

= Tl Vi)

= r co?(d, kwd)
3,3’
Plus deux variables (elles peuvent étre identiques) ont une convariance
élevée, plus leur rdle est important dans le calcul de la distance
Euclidienne dedu1te de P par conséquent dans la description du nuage
des tenseurs X (k € K) : On met en exergue 1'effet variance covariance

des variables kXJ(J € J, k € K).

Pour obtenir ce résultat Escoufier (€181, pp. 75) prend comme métrique
dans E la matrice identité Ip

Troisiéme choix

_ k' tyk
Mkok - Dl!,ﬂk' X Dp X Dl/Uk'

= Rk

"k = Py, Vi D1so,
k
ol Rkk est la matrice des coefficients de corrélation des variables

K e ).
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On a le résultat :

. .y
P(U,, U} = = corz( xJ, . xd )
k® "k e k k
J sl
Choisir ainsi M, revient & supposer que les variables ka(k e K,j e J)
sont centrées-réduites : il y a effet corrélation par analogie a 1'effet

------

pour métrique dans Ek’ la matrice Mk = D1/0k2 pour obtenir le résultat
ci-dessus. :

Quatriéme choix ou le cas particulier de 1'Hermier des Plantes [28]

_ vk' tyk
Mk’k = X X
_ vk tyk
Dp = In

En effet, considérons S = {Sk/k € K} le cube standard de 1'Hermier Des
Plantes o Sk représente la matrice des proximités entre &léments de I.

sk ¢ S(R™) espace vectoriel des formes quadratiques sur IR".

Soitlxk le vecteur de IRn(MI)/2 construit a partir de sk par 1'appli-

cation s de {1,2,...,n}2 dans IR telle que :

k <k . . :
Xs(i,i') = S(i,i‘) (1 colonne, i' Tigne) .
S(‘ig'i‘)=-i.‘-1 + 1! i=13---sn 9.Ail£i

2

K,k
X = (xs(i,i'))s=1,2,...,ﬂ¥ﬁ
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Soit M la matrice diagonale d'ordre ! n+1 de terme générique :
2 it <
"s(i,it) T
1 it =i

On a la propriété suivante :

Propriété (5) (1281, pp. 12)

Ce sk sk
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La factorisation canonique de Sk fournit la strate Xk i.e

Sk - th Xk
par conséquent on a
k k' k'

<X, X > =Tr(S", S )

=2 IneMx
= p(sk, sk
_ vk k!
= g& , X_ >@

par conséquent : les images Euclidiennes
(((x, q,)/keK}, FOGOE, 1.6M ) et
(K, q)/keky, RUMD/2 gy e (k, g)
sont équivalentes.

xk est le représentant du vecteur 55

~

Choisir ainsi Mx revient & décrire le nuage des tableaux Xk (keK) sous
1'optique d'analyse des tableaux des proximités entre élaments de I.

Pour la description des tenseurs xk (keK) 1'Hermier Des Plantes ([281,
pp 11) pose une hypothése d' equ1ponderat10n des juges k K & notre avis
restrictive et on a la propriété :

Propriété (6)

N2k, 1) = Rv(, . Uy)

‘Théoréme

“(NZ = +1) <= (XX = ap xK)

o0 XeR et P une isométrie de (Ek’ Mk) dans (Ek., M)

1]
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Preuve :
<==| triviale

su¥> NZ = £]1 = Uk’ = AUk

> les triplets (Xk, Mkk” Dp) et (Xk., Mirke s Dp) sont équivalents

=

(cf Annexe A.3), ce qui nous améne & envisager deux cas :

- pour X =1, il existe une isométrie P telle que Xk = ?Xk

k! k

- pour A # 1, il existe une similitude AP telle que X~ = APX .
(La démonstration compléte a é&té faite par Escoufier {181, pp 68).

4.3.3 - Les métriques relationnelles de SCHEKTMAN {37]

D&finition ([111, pp 47)

“Soient {(ka , kuk, kc )/AeTpk]} 1'ensemble des moments pr1nc1paux,

vecteurs axiaux, variables principales Dp-normes de 1'ACP de (X k’ Dp)
et Uk 1'isométrie de (A 9,8E, Mkk) dans (F, D ) définie par
Lty = A ovaerp, .
On dit que Mx est a effet relationnel (k, k') si
t

Mg = 0y D) U
avec A
A EE Mg
Moo XKk ke
k< —
/ka

Py le nombre de valeurs propres distinctes.

On a la solution suivante (cf croquette 101, pp 49)

1/2 D t k'

-1/2
Mk Vi M) p X Mo Vi M)

Kk
t -1/2 -1/2 t.k'
Mg X7 (e D)7 0 (W aye D) X< My

pour Mkk {keK) commun.
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Propriété (11)

"MX est a effet relationnel (k, k') si et seulement si

cos(kgx, kaA ) = cos(kcxl, k.g} I) ¥(2, A') P X Py

Propriété (12)
“MX est a effet relationnel (k,k') si et seulement si

Y2 Wy 02

Wger Dp = (Hyy D)

Par conséquent on a :

k k' _ 1/2 172
<X, X >Dp9Mx = Tr (Nkk Dp) (wk.k. Dp)

]

1/2 1/2
Py D)% (e D)Y)

oit P est le produit scalaire défini au paragraphe (4.3.2).

Par suite les images Euclidiennes

(L(x", a)/kek), FB(GOE) M, ) et
1/2 e
({((Nkk) . qk)/keK » H, P) sont équivalentes.

Pour un choix de la métrique intra Mkk (cf §(3.B.1.2.)), i1 correspond
une métrique inter Mk'k (k # k').

Exemple : ( 37 , pp 39)

o1 -1 -1
"M = Ve oma My = Vi Vo Vo
- Mk = Ry Mekr = Riger
" Mk = Vi Mt = Vi
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On retrouve la, les trois choix de 1'approche d'Escoufier

Mkk =V .

gk tok

D =1
p X

On retrouve également le choix de 1'Hermier Des Plantes.

Remarque (2)

Pour décrire le nuage des différences

N = {((kx1 - k'x1)” pi)/iel} afin de pouvoir détecter ceux des indi-
3 3 N # N 3 A 3 11 1 .i 2
vidus iel dont la "variance résiduelle" | x' -, ,x tQk:ks§est faible

relativement aux autres), il suffit de remplacer dans 1‘analyse du para-
graphe (4.2.3) la Métrique Qk,k' correpondant au type de logique
(Escoufier, Jaffrenou, Sc Hektman, Rotations procrustes, etc...) qui
sous-tend 1'analyse.
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EXEMPLE PRATIQUE
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EXEMPLE PRATIQUE

Les données sont dans BOUROCHE [ 8]

Pays Initiales
1 - ALLEMAGNE D
2 - AUTRICHE A
3 - BELGIQUE }, 8
LUXEMBOURG
4 - CANADA CDN
5 - DANEMARK 114
6 - ESPAGNE E
7 - ETATS-UNIS USA
8 - FRANCE F
9 - GRECE GR
10 - IRLANDE SE
Variables

1 - Pourcentage d'actifs dans -
1'agriculture et 1'industrie

2 - Produit national grut en dollars |
et par hab, x 10

h

3 - Consommation d'électricité en
KW" par hab. et par an

4 - Nombre de T.V. pour 1000 hab.

5- Balance commerciale (millions de |
dollars)

Période

de 1963 a 1970

Initiales

AGI

PNB

ELE

TV

BLC






.141.

DONNEES

ANNEE @ PAYS & A.G.I. : P.N.B.  : EL.LLE.  : Ty, B.L.C.

D ©o61.8 1641 ¢ 2180 © 131 o 1.0

A ;635 ¢ 1076 ° 1819 53 ¢ 0.3

B . 53.2 i 1500  : 1633 1o 0.2

CDN . 45.7 1 2253 i 5742 ' p40 6.9
1963 : ) : :

DK : 58.3 : 1700 i 1268 . 182 . - 3.2

£ ‘72,3 Y 483 Y 5gs ; 12 ;fi - 6.9

USA :41.0  : 3090 i 4670 . 300 0.9

F ‘o601 1771 Y 1600 ¢ 72 0.6

GR . 77.2 i 520 - 287 . 0.0 - 7.9

SE 60,7 Y g0 G 793 53 ° - 3.4

D : 61.3 . 1780 : 2440 . 171 . 1.6

A ;o617 D om0 P20 G 77 P 4.9

B . 53.0 : 1660 : 1920 145 - 2.1

CDN ©o447 1 2260 ¢ 6280 265 - 1.8

DK : 585 : 1890 : 1520 : 210 .+ - 5.8
en . : i : :

E Pt s700 ¢ 720 ¢ 3 F - 7.3

USA : 395 : 3330 : 5180 - 325 1.2

F © 597 % 1820 ' 1830 11 - 1.2

GR : 785 : 890 380 0.0 : - 13.0

SE R O 920 ¢ 940 78.0 - 15.4
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MNEE i PAYS i MG : PN, ELE TN f o BULLC

D D 606 D 1900 i 2597 | 19 L 0.4

A ©69.1 Y 1270 ¢ 2185 o100 Y -5.4

B : 52.2  : 1780 : 2002 : 163 . 0.1

CON [ 43.8 ¢ 2460 6647 266 ' 0.3

DK : 58.8 : 2100 : 1711  : 230 . . 5.6
19656 : : : s :

E © 695 g0 799 ° 45 - 7.3

USA o 39.1 i 3650 ;5473 ;30 i 0.8

F ‘' 58.9 j 1920 ; 1924 1 132 1 -0.3

GR ©o748 Y 690 . 445. 0.0 ' - 11.5

SE . 60.3 1 965 1079 ¢ 98 1 =~13.4

D ©o60.1 2010 G 2730 213 : 1.7

A ©60.9 G 1380 © 2245 P17 Y - 6.4

B © 51,3 Y 1910 ¢ 2210 o174 ;- 1.8

CON  : 431 : 2670 : 7100 . 279 . 0.8

5.3

1966 DK : 58.5 : 2320 : 1850 : 230

£ 697 o770 : 900 i 70 . -93

USA : 39.6 : 3840 : 5835 .  a72 . 0.6

F . 58.4  : 2060 : 2035 . 183 . . 1.0

GR : 70.5 . 755 . 590 - 0.0 : - 12.7

SE: 59.8 : 1010 : 1170 .+ 139 . . 12.3
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ANNEE L PAYS A.G.1. P.N.B. E.L.E. T.V. B.L.C.
D 58.6. 2030 2904 231 3.6
A 60.4 1460 2391 134  : - 4.7
B 51.3 2050 2215 185 : -0.7
CDN 41.9 2840 7440 279 . 0.8
1067 DK 60.5 2430 2006 237 § - 5.3
E 69.8 830 967 8 . : - 1.8
USA 38.9 4040 6183 392 g 0.6
:F 57.2 2190 2120 166 : - 0.9
@ 71.3 820 654 0.0 : -9.7
Y 59.3 1080 1301 143 : - 9.5
D 58. 4 2200 3088 248 3.6
A 60.3 1550 2538 134 : - 4.4
B 50.5 2160 2664 185 : - 0.8
CON 40.9 3010 7780 279 1.8
1968 g DK 51.5 2540 2163 240 i - 5.1
. 66.0 770 1109 90 - 7.6
USA 38.8 4380 6532 © 392 0.1
F 56.2 2530 2216 185 - 1.0
GR 71.3 860 715 0.0 i -12.2
SE 58.3 . 1040 1432 T

i -13.5
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ANNEE

PAYS

A.G.1.

P.N.B.

E.L.E.

T.V.

1969

-

58.7

2520

ow Be ww

3322

2e wx $3 o=

231

59.0

1690

2647

e 26 wa

134

50.0

2360

2671

186

% %e o3 e s

CDN

40.5

Se mE &3 BH s w4

3460

8199

279

DK

50.4

e we

2860

2413

244

* B.L.C.
.27
L2 3.2
: 0.3
© 0.9

¢ - 6.1

67.8

870

1245

84

. - 8.1

. USA

38.3

4660

7013

392

: 0.2

55.7

2770

2407

185

- 1.7

GR

e sh 8% s¥ & wo

70.7

s E% BE 68 e oK

.. 950 ..

823

. - 12.4

SE

58.1

1190

1577

151

: - 15.3

% 99 oo s oo

1970

59.3

3040

3551

262

2.4

59.3

1940

2843

173

- 4.8

49.5

s £5 s

2670

2864

207

0.9

CDN

38.7.

737407

gEag - e

2790

- 3.7

DK

46.9

3160

ar an o

2662

250

- 7.1

67.0

e se 0% ar

960

1370

167

USA

36.7

- o

4760

7379

399

0.4

“ s s 2w A% o8

52.9

2920

2566

201

- 0.8

" GR

70.7

1040

e o -

981

10

. - 14.0

SE

57.5

e ®e Ex me AR

1340

1630

163

Y- 13,7
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ANNEXE

A1, Opérateur Vec { 31]

Définition

<< Soient X, (i=1,..n) les vecteurs colonnes d'une matrice X de dimension

(p.,n). On appelle Vec (X) 1'unique vecteur dont la (i,j)éme composante est
1a j(&me) composante du i(éme) vecteur X5 i.e.

Vec(X)= Xy

Propriétés
1

§

Soient x et y deux vecteurs quelconque :
Vec(xy)=ysx

2 - Tr(*AB)="(Vec(A))Vec(B)

Vec (ABC)=(‘cEA)Vec(B)

Vec(AB)=(18A)Vec(B)=( 'BBA)Vec(I)

-~ W
¢ ]

=(YBm1)Vec(A)
"ol I est une matrice identité.

A.2, Décomposition spectrale d'une matrice

Etant donné C une matrice carrée non négative et C=§sjpj sa décomposition
spectrale ;(Sj)mpj est noté C" pour mE R. J :
!
C est 1'inverse généralisée de C i.e
ccc=C
avec {sj/j=1,2....} 1'ensemble des valeurs singuliéres
non triviales de C.



.164.

A.3 Equivalence entre tableaux "individus x caractéres" dans une optique de
description (c. ESCOUFIER [ 18], pp 67)

Equivalence (a')

]
“ Les triplets (Xk,Mkk,Dp) et (Xk ’Mk‘k"Dp) sont équivalents:si les opérateur
d'ESCOUFIER associés U, et U . sont identiques. >> ‘

Equivalence (b')

t ;
“ Les triplets (Xk’Mkk’Dp) et (Xk ’Mk‘k"Dp) sont équivalents si les opérateurs
d'ESCOUFIER associés U, et Uy, sont homothétiques. >>

A.4, Trace d'une matrice

Proposition

<< Soit A une matrice carrée

n
Tr(A)=t X. 1la somme des valeurs propres

i=% réels ou complexes de A. C>>
Preuve
, ,i=1...n
Soit A = ja..
W ti=1...n
(M-an1) -a12
¢(\)=det ixxn-Al= *
(h'aii)
*
A-
(r-a )

le polyndme caractéristique.

, n
On sait que Tr (A)=§=1aii

-1
On a lﬁ()\):)\n - AP (a11 + a2 +...+ann)+....

(AR (AR) (ARg).. . (AN )

-1 . _
SLLIS Y (A1+ Ny + e e
n n
Ce qui entraine que :: 17\].=zaﬁ=Tr(A)

.

i=l Tisl
C.Q.F.M.
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A.5. Adjointe d'une application linéaire

Définition [ 11]
<< L'application B de F dans E est 1'adjointe de 1'application linéaire P de
(E,M) dans (F,N) si :

<Px,y»p=<X:By>y V(x,y)eE x F

Une telle application B existe quel que soit P est unique et linéaire.

Or la note p* . >>
Propriétés
1
< prau Uy
- (PT)"=P

- P est une isométrie 4=% P" P=Ip >>
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