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INTRODUCTION

MmmMmEnEREnoHImmnHOmumLnnm

Pour un graphe G = (V,E) on notera:

a(G) la cardinalité d*un stable maximum.

y(G) la cardinalité d'un recouvrement minimum des sommets
de G par des stables,

w(G) la cardinalité d'une clique maximum.

0(G) la cardinalité d'un recouvrement minimum des sommets
de G par des cliques.,

Un gra#he G = (V,E) est a-parfait,si pour tout sous-graphe
induit H de G : o(H) = ¢ (H).
Un graphe G (v,E) est y-parfait,si pour tout sous-graphe
: y(H) = o (H).

[

I

[

induit H de

Le concept de graphe prarfait
ou y-parfait a été introduit dans Berge (1961 [ 2} et
(31 ).

Berge‘conjecturait alors qu'un graphe est a-parfait si et
seulement si il est y-parfait.
Fulkerson [131] et (141 ful le premier & démontrer
que la conjecture de Berge était intimement 1iée & la pro-
grammation linéaire.Plus précisément la théorie des polyddr
antiblogquants développée par Fulkerson ({141 permet d'éta-
blir que la conjecture se ram®ne & montrer que si G est
a-parfait (resp. y-parfait) alors le polyddre défini par le
cliques maximales de G (resp.par les stables maximaux de G)
a tous ses sommets entiers. Ces sommets sont les vecteurs
représentutifs des stables de G (resp.des cliques de G).
Lovész» {251 poursuivunt cette démarche (mais i-
gnorant des travaux de Fulkerson) a pu démontrer la conjec-
ture connee maintenant comme le théorime des graphes parfai



Berge et Gilmore [3] proposaient au début des
années soixante une seconde conjecture,non encore résolue,
et connue comme la conjecture forte des graphes parfaits: 1
graphe G = (V,E) est parfait si et seulement si ni G,ni sor
complémentaire ne contient un cycle élémentaire de longueur
impaire supérieure A cing sans corde.

Les tentatives pour résoudre ce dernier probléme
ont suivi principalement deux directions:

~ L'une a consisté & démontrer la conjecture forte pour des
classes de graphes parfaits particulidres: graphes planaire

L32] ygraphes i-triangulés [15]1 ,graphes triangulés
[11] ygraphes de Meyniel [27] ygraphes sans clique &
quatre [33] s, graphes sans étoile [29] ,graphes torroi-

daux L[19] y graphes des cordes d'un cercle [35] sont

oeay
venues s'ajouter aux classes connues initialement: graphes |
partis [12] ygraphes adjoints de graphe biparti [12]

¢#raphes de comparabilité [i121 .

— L'autre a été de déterminer les propriétés des graphes im-
parfaité critiques: Padberg [28] ,Bland, Huang, Trotter

[71 ’ Chvétal £371 .Un graphe imparfait critique est ¢
graphe non parfait, et minimal (au sens des sommets)pour cet

propridté.

Le travail présenté ici n'est pas une tentative de
résolution de la conjecture forte des graphes parfaits.Il a
pour principal objectif de découvrir certaines propridtés to
pologiques et algorithmiques de certaines classes de graphes
connues pour vérifier la conjecture. Les travaux de Fulkerso
et Lavész montrent en effet que le probléme du stable de poi
maximum pour un graphe parfait peut se formuler comme un pro-
bléme de programmation lindaire dont les seules contraintes
sont données par les cligues maximales et que cette propriét
est caractéristique des graphes parfaits.



11 peut sembler intéressant de trouver des méthodes
de résolution de ce programme linéaire qui soient polynomiale
Une approche,trés géndrale,basée sur la méthode des ellipsoid
a permis A Grﬁtschel,Lovész et Schrijver de proposer un alggc
rithme polynomial pour le probleéme du stable de poids maximun
et de la coloration minimum de toul graphe parfait.(Le théore
des graphes parfaits,montre que cet algorithme peut aussi é&ta
utilisé pour les problimes de cliques). Cette méthode ne donr
malheurcusement aucune indication sur la structure des graphe
parfaits et ne semble pas pour le moment d'une grande utilité
combinatoire et pratique. Elle doit &tre comprise comme une
contribution théOrique,montraht que certains problémes d'opt!
misations sur les graphés parfaits peuvent se résoudre en
temps polynomial. Les algorithmes "pratiquement bons" devant
&tre de nature plus combinatoire.

L'étude algorithmique des graphes parfaits, mis &
part ce dernier travail, est relativement peu explorée.En ef:
si un certain nombre de classes de graphes parfaits ont été
caractérisées, i1 est relativement surprenant de constater
qu'il existe peu de travaux qui édtudient algorithmiquement
ces classes de graphes (ecf.Fulkerson (141 ,Gavril (161
On peut penser en particulier aux probl&mes classiques des
graphes parfaits (stable ou clique de poids maximum,recouvre
“ment minimuwn des sommets par des cliques ou par des stables)
mais également au probléme premier de la reconnaissance de o

graphes en temps polynomial.

; Ces problémes demeurent ouverts pour une grande va
riété de graphes parfaits: graphes de Meyniel, graphes parfa
planaires, graphes parfaits sans clique & quatre etec. . .

D'autres classes de graphes parfaits onl leur aspe
algorithmique partiellement étudié, en particulier pour les
graphes parfuits sans étoile, seul le probléme de leur recon
naissance en temps polynomial reste & établir (22] , 23]
(cf.Ben Rebea (11 ).



D'autres classes enfin ont leur aspect algorithmi
que parfaitement résolu. Nous voulons parler des graphes de
relation d'ordre [12] , des graphes bipartis [12] et
des graphes triangulds T[16]1 .

Nous ne citons que les classes maXimales,en oubli
les nombreuses sous-classes, bien gque le probléme de leur r
connaissance ne manque pas d'intérét et ait souvent conduit &
tres jolis résultats,voir le livre de Golumbic pour de nom
breuses références [18] .

Nous nous sommes intéressés dans cette étude & tr
classes particuliéres de graphes parfaits:
~ Les graphes de parité
- Les graphes i-triangulés
sE

- Les graphes sans clique & 4 parfaits.

Les graphes de parité sont une généralisation assec
naturelle des graphes bipartis. Ils sont définis en I.3. De
le chapitre I, on donne une caractérisation de ces grapheg
grapiie G est de parité,si et seulement si, chaque cycle é1én
taire impair de G, de longueur au moins 5 contient deux cord
qui se croisent.(cf.def.I.4)

Un théoréme de Sachs [30] nous permet alors d'affirmer qu
ces granhes sont parfaits.

On démontre ensuite quelques propriétés de ces graph
et 1'on y précise ce que sont leurs ensembles d'articulation
ninimaux. Ces résultats sont & rapprocher de ceux de Gallai
L15] concernant les graphes i-triangulés présentds au ch
pitre 111.

Au chapitre suivant on donne un algorithme polyno-
mial de reconnaissance des graphes de parité.On montre aussi
que ces graphes sont en fait constitués par "l 'assemblage" d
deux classes de graphes parfaits: les graphes bipartis et 1le
cographes,étudids par Corneil,Lerchs, Stewart [10] ,appelé

ici 2~graphes de parité.



Plus précisdément: la classe des graphes parfaits est fermée
par construction de vrais et faux jumeaux.(remplacer un som-
met pur un ensemble de deux sommets reliés ou non (of.Lovész
[251)). Flle est aussi fermée par extension avec des graphe
bipurtis (théordme I11.21). On démontrera que les graphes de
paritdé sont exaclement ceux obtenus par ces opérations appli-
qudes itdérativement au graphe ne cowportant qu'un seul sommet
Le théoréme de caractérisation constructive nous
permet d'établir des algorithmes polynomiaux pour les quatre
problémes d'optimisation déjd cités (en cardinalité et en
poids). La justification de ces algorithmes constitue une

nouvelle déwmonstration de la perfection de ces graphes,

rul é

L g grxphe L

ian

HS
nw

Le concept de graphe i-trianguld (cf.d<éfinition
III.1 ) introduit par Gallai {15) est & rapprocher de la
caractérisation donnée pow un graphe de parité.Gallai
a démontré qu'un graphe i-triangulé est g-paurfait.
Une démonstration beaucoup plus élégante a été donnée depuis
par Surényi 311 . En fait Gallai avait démontré un résulte
plus fort,puisqu'il caractérisait les graphes i~triangulés pe
leurs ensembles d'articulations relativement minimaux, et que
son approche précisait la structure de ces enseubles d'arti-
culations,.

Aucune des deux démonstrations ne conduit cependant
& un des algorithmes cherchés, de reconnaissance, ou d'optimi
gation. lei poursuivant les résultats de Gallai nous obtenons
une caractérisation constructive de ces graphes, de laquelle
coulent tous ces algorithmes, Tous ces résultats sont présen-

tés au chapitre 1171,

gr phe? pdrfdlt sans C]lQUc 4 quatre

Ces graphes sont édtudiés dans le dernier chapitre
de celle these.

Tuclker démontre 133)] que les graphes suns clique
i quatre (cf.définition r1r11.1 )vérifient la conjecture forte

des graphes parfaits.,



- 8 -

Ces graphes étant parfaits on les désignera sou-
vent comme parfaits trois coloriables.

La démonstration initiale de 1la conjecture pour
cette classe de graphes était longue. Tucker (341 redonna
une autre démonstration en s'appuyant sur des résultats que
Padberg (28] avait obtenu pour les graphes'imparfaits cri-
tiques. Son approche dans les deux démonstrations n'est pas
algorithmique.

Nous ¢tablissons ici une démonstration nouvelle du
résultat,celle~ci est un algorithme polynomial de coloratior
pour une sous-classe de la classe étudide.

On obtient quelques résultats sur la structure des
graphes de cette sous-classe.

Enfin une démonstration rapide et é1égante, qui re-
prend une des idées de 1'algorithme proposé nous conduit i U
autre résultat de Tucker [32] sun graphe G planaire vérif

la conjccture forte des graphes parfaits.
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1.~-DEFINITTONS

Notation

Soit G = (V(G),E (G) )un graphe qui a pour engsemble de sommet
V(G) et pour ensemble d'arétes E(G).

Quand aucune confusion n'est possible,on écrira V et E pour
v(G) et B(G).

Les graphes de parité sont une généralisation assez

naturelle des graphes bipartis.Ils sont définis ci-dessous.

définition 1.1

Une chaine minimale est une chaine élementaire qui

esgt un sous-graphe induit.

Dans le graphe de la figure 1,les chaines (x,z,t,
v,y) et (x,z,u,v,y) sont minimales au contraire par exemple d

la chaine (x,z,t,u,v).

Migure 1
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définition 1.2

La parité d'une chaine minimale est la parité de

son nombre dlarétes.

En particulier,si deux sommets x et y sont adja-
cents,la seule chaine minimale les reliant est 1l'aréte (x,v)

cette chaine est dmpaire.

définition 1.3%
Un graphe (simple et non orienté) G= (V,E) est de

parité si pour toutes paires de sommets x et y de G, toutes
les chaines minimales reliant x & y ont méme parité.

I1 est clair que la notion de graphe de parité gé-
néralise celle de biparti,

Les cliques sont des graphes de parité non biparti

Le graphe de la figure ci-dessous est un exemple

molins trivial.

Pigure 2

2 ~CARACTERISATIONS

définition 1.4
On dit que deux cordes (x,y) et (z,t) d'un cycle
é1émentaire se croisent,si les sommets x,y,z,t sont diffé-

rents et situés dans cet ordre sur le cycle.
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Un graphe G = (V,E) est un graphe de parité, si et
geulement si tout cycle élémentaire impair de G, de longueur
au moins 5, contient deux cordes qui se croisent.

démonstrations:

o T A e s st on e e S e

- condition nécessaire: la condition est nécessaire

pour un cycle & 5. Supposons la propriété démontrée pour un
cycle élémentaire de cardinalité k(k= 1(2)),démontrons cette
propriété pour un cycle de cardinalité k+2.

I1 est facile de vérifier gu'un tel cyocle impair doitl poeséde
au moins deux cordes, et que deux cordes qui ne sBe croisent
pas créent au moins un cycle iwmpair de cardinalité inférieure
a4 k, dans lequel la récurrence entraine la propriété,

-~ condition suffisante: supposons qu'il exliste un gre
phe G vérifiant la condition,et gqui ne soit pas de parité.
La structure exigée de G étant héréditaire (par sous-graphe
induit), on choisira un contre—exemple minimal au sens des

sommets.
Ce contre-exemple possdde deux sommets x eb y reliés par une

chaine minimale paire (x,ul, ....,ut,y) ou t est impair, et
une chaine wminimale impaire (x,vl,....,vs,y) od 8 est pair
et supérieur ou égal & 2.

t > pair

> impaire




it

Soient i_ = min i ]33 >1 (ui,vj) ¢ E},

j max {j | F(uy ,vj) e E}.

o]
O

On a io < t et Jo ” 1 pulsque par hypothése le cycle impair
formé par ces deux chaines a deux cordes qui se croisent,

Les deux chaines ( Uy, Vi, Vg vee Var¥ ) et (ui YUy
o} o} o+l 0 o+l

..,ut,y) sont minimales et ont la m@me parité puisqu'elles ¢

contenues dans un sous-graphe de G. De mBme (x,ul,...,ui s V.

O <

et (x,vl,...,vj ) ont la mdme parité.

o}
Cependant,la somme des longueurs de ces quatre chaines égale
(8*30+2) + (t~i0+1) + (io+1) + J, = s+t+4 qui est impair,

contradiction.

Théoréme I.6 (Sachs (301 )

Les graphes de parité sont des graphes parfaits.
Donnons un corollaire évident:

Corollaire I1.6.1

Un graphe G = (V,E) est un graphe de parité si et
seulement si il ne contient pas coume sous-graphe induit

Dol cycle impair sans corde sur 2k+l sommets ( k > 2).

/ .

A2K+1 cycle impair,avec pour seule corde une corde courte,
sur 2k+l sommets (k 2 2) (cf. définition III.2).

55 cycle sur 5 sommets avec exactement deux cordes,adja

centes au méme sommet.

démonstration:

B e L T ———

- condition nécessaire : évidente,
- condition suffisante : démontrons que si un graphe !
satisfait les hypothéses,il a dans tous ses cycles impairs de

cordes qui se croisent.
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Cela est vrai pour les cycles a.5.
Solt dans G le plus petit cycle impair pour lequel cela est
faux,

Ce cycle impair contient: soit deux cordes courtes
qui ne se croisent pas,et dans ce cas elles dessinent un cycle
lmpair plus petit qui vérifie 1la propriété, contradiction ,
solt une corde non courte qui appartient & un cycle impair
plus petit qui vérifie la propriété, contradiotion. \

Il est intéresgsant & ce stade de rappeler deux ré-
sultats connexes;:
a/ graphes i-triangulés (of.def.I1II.1)

Un graphe i-triangulé est parfait. Gallai f[15] et Surg—
nyi (311

b/ le résultat plus général de Meyniel [27] .
Un graphe G tel que tout cycle élémentaire impair a deux

cordes est parfait.

Nous donnons (figure 4)un graphe qui contient deux
cordes dans tous ses cycles impairs,mais qui n'est cependant
ni i-triangulé,ni de parité.

Figure 4
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3.~PROPRIETES DES ENSEMBLES D'ARTICULATION MINIMAUX

N o . G v S S . W B o St W i T M W A Sthh S S mah Wl T Ve e e et BB T4 S W MR YA At S Ak M T ot e o oL W i A

Notations

On notera pour un graphe G = (V,E) et S c V
G(S) le sous graphe induit par S.

On notera ! les sommets adjacents a x -

o=y eV Gy o Bl

Pour A ¢V Fxn A sera noté [ _(4)
Occasionnellement, pour H = G(A)(olt A<cV) un sous graphe d¢
Gynous écrirons T (H) pour F.(a).

définition I.7

- On appelle vrais jumeaux deux sommets x et y reliés par
une aréte,qui ont m8mes adjacents. (cad, r{y} = Fy\{x})

~ On appelle faux jumeaux deux sommets x et y non reliés,
qui ont mémes adjacents. (cad, r. = Fy).

On sait Lovész [25] que l'opération qui con-
sigste & ajouter un jumeau , vral ou faux, d'un sommet & un
graphe parfalt est une opération qui construit un nouveaun
graphe parfait. :

De plus cette opération appliquée A& un graphe de
parité lul conserve cette propriété, ceci est cependant faux
pour les graphes i-triangulés (figure 5) mais vrai pour les

graphes de Meyniel




Figure 5

définition 1.8

Un graphe sans jumeaux sera dit premier,

On donne figure 6 un exemple de réduction d‘'un
graphe de parité,par suppression de vrais et faux jumeaux,
et un graphe de parité premier.

/ N\

graphe premier

4 2
A A\ J

graphe de parité
premier non biparti

Figure 6
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définition 1.9

Dans un graphe de parité G = (V,E) on appelle par-
tition induite par un sommet x la bipartition ordonnée des
sommets de G, notée (P ,I,.), oh P (resp.I ) est 1'ensemble

des sommets de V reliés & x par une chaine minimale paire
(respectivement impaire). On considdre que x est relié & x
par une chaine minimale paire.

Notation

On peut ne s'intéresser qu'd la restriction de la
bipartition, induite par x, & un sous ensemble A de V. On

note alors:
PX(A) =P.n4 et IX(A) = I.n A

Temme I.10

On peut partitionner tout ensemble d‘'articulation
A minimal, d'un graphe de parité G= (V,E), en deux parties
notées R et B gqui ont les propriétés suivantes: les sommets
de R induisent la mdme partition des sommets de V\A, et les
sommets de B la partition inverse, c'est & dire,

¥ ry,, ¥r ¢R Prl(V\A) = Prz(V\A) et donc Irl (VAA) = Irz(V\Al

¥Yr, ¢ R, ¥ bl e B Pr (VNA) = Ibl (V\A) et donc Ir {(VAA) =Pb {V\Z

1 1 1 1

CX!

Figure 7
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démonstration

s — — o — s . - —

On suppose |A| > 1 (sinon la propriété est triviale
Solent CX1 et CX2 deux composantes connexes distinctes du sous-

graphe construit sur Vv\a
Soient X, uppartenant & CXl et X, appartenant a CX2 et deux

gsommets distincts 2 et t de A,
Pulsque A est minimal, i1 existe une chaine minima-
le Cl(xl’XZ) joignant x4 &4 x, ne contenant que le seul som—

met z de A et une chaine minimale Cz(xl,x2) ne comportant que

t dans A, 11 est facile de conclure puisque les chaines

Cl(xl,xz) et CQ(Xl,Xz) sont de parités identiques que P,=P_ ou
PtZIZ.

Lemme 1,11

Soit A un ensemble d'articulation minimal partitionnd
en R et B comme dans le lemme précéddent:
Virg e Ry ¥, o ky(r,r,) € E=> lri(V\ A) =1r2(V\A)

démonstration

" s . S et S, B St P2 i o U

Figure 8

Supposons la propriété fausse

Soit x ¢ T (VNA) et x 4TI (V\A)
Ty : r,
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Alors (r2,r1,x) est une chaine minimale paire,et donc

X eI et X ¢ P, , ce qui contredit le lemme I.10.
Ty r,

Lemme 1,12

Avec les mé@mes hypothéses que celles du lemme pre

cédent: V r <R, ¥ 1,eR, (ry,r,) ek => Frl(B) = Fr2(B}.

Figure 9

démonstration:

. A Do S s W oS " S, Wt S

Supposons que by e T (B) et by gi*i (B),et soit x
1 2

un sommet de V \ A adjacent & bl(un tel sommet x existe par

minimalité de A), |
Puisque (rQ’bl)’(rl’X) et (r,,x)n'appartiennent

pas & E,il existe une chaine minimale de ry 4 x de lon-
gueur 2, et une chaine minimale de r, 4 x de longueur 3.

Ceci contredit le lemme I.,10.

Lemme 1,13

Toujours sous les hypothéses précédentes, une com=
posante connexe du sous-graphe induit par les sommets de R
n'a pas de chaine minimale de longueur 3,
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démonstration :

Supposons qu'il existe une telle chaines (rl,rz,rj,r4
Soit un sommet x de V \ A adjacent & rye
On sait lemme [.11 que x est aussi adjacent & Ty Ty et r4.Le
sous-graphe lnduit par ces cing sommets est un cycle & 5 qui
a comme seules cordes celles issues de x, contradiction.

Remarque I1.14

oo~ el G S L=

Cette propriété est encore vraise si 1'on prend pour
ensemble R les udjacents d'un sommet quelconque d'un graphe
de parité.(qui constituent un ensemble d'articulation non for-
cément minimal).

définition 1.15
Un 2-graphe de parité est un graphe dans lequel 1la

longueur de toutes les chaines minimales est au plus deux,

Exemples 3

Une clique est un 2-graphe de parité,

Un graphe multiparti complet esat un 2-graphe de
parité.

On appelle ici multiparti complet, un graphe pour
lequel on peut partitionner les sommets en des stables, et ol
deux sommets sont reliés s'ils appartiennent & des stables
différents.(Un tel graphe est un graphe i-~triangulé).
(Gallai [151).

On donne ci-dessous une propriété caractéristique
d'un 2-graphe de parité. Pour d‘'autres propriétés se rappor-
ter & Corneil,Lerchs, Stewart [10].

Lemme T1.16

Un 2-graphe de parité connexe G = (V,E) aveo
IVI > 1 contient au moins deux jumeaux (vrais ou faux),



démonstration :

- _———

Pour une clique la propriété est vérifide.
Sinon soient x et y deux soumets de G non adjacents. I1
existe un ensemble d'articulation minimal A qui sépare
x de y.

Secient CXX et CXy leur composante oconnexe

respective , du graphe induit sur V\ A4,
Quelgue soit le sommet z de GXX, z est adjacent

4 tous les sommets de A, sinon 1l existerait une chaine
minimale de longusur 3.

Soit CX = {x] et CXy= {y} et x ety sont

faux jumeaux, soit par exemple [CXxl > 1.

On pourguit alors la démonstration par récurrenc
dans GXX.

Des Jjumeaux dans le sous graphe CXx seront effec~

tivement jJjumeaux dans le graphe initial puisqu'ils ont
mémes adjacents dans A,

On déduit immédiatement du lemme I.16 un algo=- |
rithme de construction de tous les 2-graphes de parité
connexes, (cf . Fig.10)

*/§

Figure 10
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Dans un graphe de parité premier,tout ensem-
ble d'articulation minimal est un graphe biparti (une
des deux parties peut 8tre vide).

démonstration

st st G W s 4 s s e t Bebe S

Ce théordme découle directement des Lemmes pré-
cédents.On y montrait qu'une composante connexe du sous-
graphe induit G(R) (respectivement G(B) ) est un 2- graphe
de parité et que pour tous couples de sommets ry et r,

d'une telle composante,

I ' = I t I A) = T VAA) .
rl(B) r2(B) e rl(V\ ) rz( \A)
Des jumeaux vrais ou faux relativement & cette

composante sont donc bien des jumeaux dans le graphe G.
On peut par suppression de jumeaux vrais ou faux réduire

cette composuante en un seul sommet,

Nous donnons oi-dessous deux autres propriétés

concernant les graphes de parité.

Temme 1.18

Dans un graphe de parité 2-connexe G = (V,E),si
deux sommets x et y adjacents ont des voisinages disjoints
alors Ix = Py'

démonstration 1

e .t s e e s S At e ks s Sl

Soit 2z un sommet de V qui contredit la propriété.
Pulsque G est 2-connexe,il existe un cycle élémentaire de G
contenant 1'ar8te (x,y) et le sommet z. De ce cycle élémen~
taire on peut extraire deux chaines minimales:
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(x,ul,...,us,z) et (y}vl,...,vt,z) ol s et t sont de méme

parité et = 2, En effet z ne peut &tre adjacent de x (res
de y), car le cycle (z,x,y,vl,...,vt,z) ne pourrait avoir

deux cordes qui se croisent,
Tl existe au moins une corde reliant y & un som-

met u. i > 2 §de la chaine (x,ul,...,us,z) sinon y et z se-

raient reliés par deux chaines minimales de parité différen
tes, '
' Soit 1 = max {i | (y,u;) e EJ
Les chaines (y,ui » Uy ,...?us,z) et (y,vl,...,vt,z) sont
o o+l
de méme parité, le cycle (y,x,ul,...,ui ,¥) est donc im~
o

pair, Il ne peut avoir deux cordes qui se croisent, contra-
diction.

Lemme I.19

Soit B = (v1 u V,,A) un sous~-graphe biparti con-
nexe d'un graphe de parité G = (V,E) et x ¢ V.
Si Fx(v1) # 0 et Fx(vz) # @ alors le sous~-graphe de G

induit par (FX(V1) U FX(VZB) est un biparti complet.

démonstration:

Soient v, e T, (Vl),v2 € fx(Vz) tels que
(vl,v2) f E.Soit une chaine minimale du sous-graphe B
reliant v, & v,. Cette chaine avec la chaine (vl,x,v2)

forme un cycle impair. Les seules cordes possibles de ce
cycle impair sont issues de x, contradiction.
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1.-PARTITION DES SOMMETS D'UN GRAPHE DE PARITE EN NIVEAU

T S R 4 e S S e e ) e s ) e A 8 . s s S Sk S0 s St S it e S o Bl S O e i T ot Sk . NS A et e e e S o B

TR SR L Sl o . T s V0 B At ks o o o i S e i A ot B . A, Sk o S A S O . Wt 502 o o o e ot ot 2 o

Pour reconnaitre un graphe de parité nous allons le
"pendre" par un sommet et étudier la structurs des différents
niveaux (définis ci-dessous).Ceci nous conduira non seulement
4 1'algorithme polynomial de reconnaissance mais aussi au
théoréwe qui donne une caractérisation constructive triés sim—
ple des graphes de parité,

Ce théoréme est & la base des algorithmes d'optimi-
sation déorits plus loin.

Nous allons étudier ici la partition (P, I,) in-
duite par un sommet 1 a bien précisé d'un graphe de parité

G = (V,E).

définition II1.1
On appellera C(x,y) une plus courte chaine ( en nom-

bre d'ar8tes ) reliant x & y.

définition II.2
On appellera niveau 1, noté N, , de G l'ensemble

des éommets de V & distance i de a,

N, = {x e V| IC(a,x)| = i}

Les sommets de Ni sont reliés & a par des chaines minimales

de la parité de i.
Le niveau N0 eat réduit au somumet a.

Le nivean N, est l'ensemble des sommets adjacents & a.

Soit m la cardinalité de la plus longue ochaine minimale
issue de a, on posera

N = ¢.

m+l

Remarque 11.3

L'algorithme de plus court chemin de Dijkstra per-
met de déterminer en temps polynomial la partition de V en
niveaux,
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Remarque I1I1.4

Une aréte (x,y) a soit ses extrémités dans un
méme niveau, soit dans deux niveaux successifs,

On donne(figure 11) deux pendaisons possibles du
graphe de la (figure 6).

11 a

10

Pigure 11
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L,emme 11.5

Les sommets d'une composante connexe du sous-graphe
p

induit G (N;) ont wémes adjacents au niveau Ni 4

i-1

Figure 12

démonstration:

B LT P ——

Solent x ¢ N; et y < N, et (x,y) ¢ E.

. .
Soit x' e x(Ni—l)

Supposons que (y,x') / E.

Puisque 1l'ardte (x',y) n'existe pas on peut en concaténant une
chaine C(a,x') avec la chaine (x',x,y) exhiber une chaine re-
liant a & y de la parité de i+l. Or il existe par définition
une chaine de a & y de la parité de i, contradiction.

Ce lemme montre que le sous-graphe induit par un ni-
veau est un 2-graphe de parité. (of.lemme I.13).



définition II.6
On supprime le niveau Ni,et on notes

G%,G?,...,Gg les différentes composantes connexes obtenues

dans le sous~graphe induit par les sommets:

Nigp ¥ Nypp e v
On note aussi X? les sommets de Ni adjacents & la composante
k
Gi‘

Voir l'exemple de la figure 11.

Remarque II.7

prmgraspanaae ghongoniings o wemurrf e gerees

Les ensembles X? ne'sont pas nécessairement dis-

Joints et ne recouvrent pas non plus nécessairement tous les
sommets de Ni.

Lenme I1.8
k k
VxeXiet Vyexi,
op ey Xk
(x,y) « Emvzx(ei) = ?y(@i).
démonstration
Ny
Ny
Nis

Pigure 13

B v —
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51 la propriété est fausse, il existe une configu~
ration illustrée par la figure 13

Sotent w e P (Nj ), v e ¥ (N, 1) et (x,u) ¢ E.

~ Il existe une chaine C(a,u) de la parité de 1+1.

-~ (u,y,x) est une chaine minimale de longueur 2.Ce qul si-
gnifie que 1l'on peut trouver une chaine minimale(u,...,v,x)
paire ayant ses sommets dans Gg . Concaténons cette chaine

aveo une chaine C(a,x),on obtient une chaine de la parité
de 1 qui relie u & a d'od la contradiction.

Lemme 11.9

, k _ » k
alors T (N,~X3)= | (N, ~X7)

51 x,y « Xk y

i'

dédmonstration:

et ot . e iy i o g

Nio1
k
Xi Ni
K Ni+1
G

Figure 14
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Soient x et y<sX§ z EI&(Ni—Xg) et (y,z) ¢ E

Soit (x,vl,;..,vt,y) la plus courte chaine reliant x & y
qui a ses sommets intermédiaires(vl,vg,...,vt) dans G? yet
qQui utilise au moins un des sommets de Gg.
Soit (x,ul,...,us,y) la plus courte chaine reliant x & y qui
a ses sommets intermédiaires (ul,ug,...,us) dans N u... ulNy 4
et qui contient au moins un sommet de Nyu Nl"'UNi-l‘

On sait que (us,z) ¢ E (cf.lemme II.S)

Considérons 1le cycle (x,ul,...,us,z,y,vt,...,vl,X).

Ce cycle est impair .Ses seules cordes sont (us,y) et éventue

lement (x,y) et (x,z).
Si (x,z) n'appartient pas & E, le cycle impair ne

contient pas deux cordes qui se croisent,

définition I1.10
Associons & un niveau N, déterwiné un graphe G' =

(V"E')n
Les sommets de G' sont en bijection agvec les Xg.

]
Deux sommets de G' sont relids si les Xg et X%

correspondants, ont une interseetion non vide, et ne sont pas
inclus 1'un dans l'autre,c'est-a~dire,
k k! k k! k! k
0% A4, x5 \Xi;ég,xi\xi;esz.
- Soient Cl,...,Cp les composantes connexes de @',

- Soit U? = u (X?), ol k parcourt les sommets de Ct‘

1 k
Il est facile de vérifier que la famille

Ui: (Ui ,...,U?) est une famille d'ensembles emp~

boités,partiellement ordonnde par inclusion.
La famille Um associée A N est vide,
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Lemme 11,11

]
Si XE et X? appartiennent & la m8me composante
de G',il n'existe pas d'ardte (z,w) aveo
k k* k!

7 € Xi \ Xi et w ¢ Xi o

démonstrution:

—— . . - s ——t ——

Supposons qu'il existe une ardte (z,w) telle que

] 1 1
g \ Xf et w ¢ Xg ol Xg et X§ appartiennent & la méme

composante de G', et supposons gue nous ayons choisi z,w,k, k'

z ¢« X

de telle fagon que la distance d entre k et k' dans le graphe
G' soit aussi petite que possible.
Soit ko =Xy ..0,ky = k' une plus courte chaine reliant k & k°

dans G°',
On a X?O f X?l # ¢, dlsons z' 5X¥0(1X¥1 .

S1 d 2 2,alors par le lemme I1.9
)
(z'w) . E et de plus z*' / X? .En remplagant z,w,k,k' par z',w,

kl,k' on obtient une distance plus petite dans G',ce qui est

une contradiction.
Donc 4 = 1.
‘Solent (z,vl,...,vs,z') et (z',ul,...,us:,w) les plus courtes

chaines,dont tous les sommets intermédiaires sont dans G% et

Gk

1] ]
; respectivement,et utilisant au moins un sommet de Gf el G?

respectivement.On vérifie facilement que 8 et s8' sont impairs,
Dtol (z,vl,...,vs,zf,ul,...,ug,w,z) est un cycle

impair sans cordes qhi se crolisent,ce qui est une contradic-

tion.

définition 11,12
' Un é1ément UI de la famille U; est dit e-maximal,si
11 existe une ar8te (x,y) « G(Ni) telle que X« Uf,y / UI et U:

est maximal dans U pour cetle propriété.
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Lemme 1I.13

Dans un graphe de parité,un é1ément e-maximal UI,

minimal dans L& pour cette propriété,peut se réduire par
suppression de vrais ou faux jumeaux en un stable, Aprés ré-
duction,les éléments de cet Uf sont des faux jumeaux dans

le sous~graphe induit par §0£5¢'.U NiU V(G?), ot ¥ parcourt
k

l'ensemble des indices tels que X? £ Ug.

démonstration:

T G S 100 SOP W i ol SR St St

t

Soient U; un élément e-maximal de U;,minimal par

inclusion et k= {k [xFculy,
Soit (x,y) une aréte de G(Ni) associé an U§ choisi,par la
définition II.12,

L
- Soient X? et X? avec k 8t k' ¢ K. Par choix de Ui,il ntexis

k!

k o
i »

'
pas d'ardte (u,v) avec u « Xf\ Xi 'V X

Donc (lemme II.8)pour deux sommets quelconques u et v d'une

composante connexe de G (Uf) on a

I;( ;V(G%) ) = FV(;‘V(G§) Jot k parcourt K.

~ Pour deux sommets quelconques u et v de G(UE) on a

r -t = it
u(ﬁi Ui) Fv(Ni Ui) {(cf.lemme II.9).

Ce qui entraine que y Pu et ye« Iyset done
r =
u(Ni~1) Fv(Ni_l) (ef.lemme II.5).
-~ Démontrons gue pour deux sommets quelconques u et v de
a(vf) ona T Cov(e®) ) =r (o V(e5) don x parcourt
i u o i v i
l'ensemble des indices tels que X§§gUt‘

! N
Supposons qu'il existe k' 4K avec w €G§,(u,w)€ E et (v,w)/ E
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t 1}
Alors u<rxf et done UI = Xf . U? est e-maximal,donc(lemme 11.11
k' . -
€ = I ]
y ¢ X; .Le lemme 11.8 démontre alors (G ") (G V(Glic ), o

quil entraine que (v,w) est une aréte,qontredisant 1 'hypothése.

Chaque composante connexe de G(U:) est un 2-graphe de
parité qui peut &tre réduit par suppression de vrais et faux
jumeaux en un seul sommet (lemme I1.16).Ces opérations peuvent
se reporter sur le graphe G = (V,E).

Le lemme précédent est 1'argument fondamental pour
1'algorithme de reconnaissance donné plus loin, qui nous per-
mettra de démontrer le théordme ci-dessous.

2 ,-CARACTERISATION CONSTRUCTIVE ET PROBLEME DE LA RECONNAISSANCE

s e S~ hin B S o S o s S S A < A e M A 4 SIS S A v i S At S el Uy SV AR B e e Fekie A SR S o Eed TS Sl S D M G Al A S T ) M S et My s S0 s s S s S e v

définition 11.14
Ou appelle prolongement d'un graphe G* par un biparti

= (VluVQ,A) 1'opération qul consiste & créer un nouveau graphe
G obtenu par identification de certains sommetls de Vl avec un

ensemble de faux jumeaux de G° (éventuellement réduilt & un seul

sommet) .

; i ] G
faux jumeaux >

Pigure 15
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Théoréme II.15

Tout graphe de parité connexe ¢ = (V,E) s'obtient
& partir d'un sommet unique par les opérations suivantes:

¢1 création d'un faux jumeau,
®2 création d'un vrai Jumeau,
¢3 prolongement par un biparti,

appliquées successivement et dans un ordre quelconque.

I1 est bien évident'qu'un graphe obtenu par les op¢
rations ¢1, ¢2, ¢3 comme indiqué par le théoréme IT.15 esi

un graphe de parité,

L'algorithme suivant va en fait vérifier qu'un gra~
phe qui satisfait les lemmes 11,5, Ir.8, 11.11, II.13 peut
&tre construit par ces trois opérations 3 partir d'un sommet
unique.,

L'algorithme consiste A rechercher les bipartis qui
éventuellement prolonge (comme en ¢3) un graphe pendu par un
sommet a,

On effectue cette recherche en partant du niveau le
plus bas Nm et en remontant de niveau en niveau. D&s que 1'on

détecte qu'un de ces bipartis prolonge le reste du graphe on
Supprime ce biparti. C'est 1l'opération inverse de ¢3.

Plus précisément nous allons en partant du niveauy
Nm réduire & chaque itération,un des niveaux successivement
rencontrésen un stable,ceci par les opérations inverses de

(1)1’ d)2, ¢30
Il est clair que le niveau Nm peut se ramener en un

stable par les seules opérations de réduction d'un 2=~graphe de

parité (¢;1 et ¢;_1).

Lemme I1I.16

Si chacun des niveaux Nj(j >i) est un stable alors

tous les graphes Gg sont des graphes bipartis.
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démonstrations:

o nne D et o Y o S s o e M

évidente.

Imaginons que les niveaux Nj(j >i) sont réduits en

des stables. Nous décrivons 1'itération qui consiste 4 ré-
duire le niveau Ni en un stable.

Nous allons dans cette itération nous intéresser
principalement aux U§ e—~maximaux de ui.

Pour chacun d'eux, en commengant par un minimal,
aprés vérification qu'il satlefait le lemme I1.13, nous re-
tirons de G par ¢gl un biparti. Ceci nous permet de réduire

G(U?) par ¢El et ¢Il en un seul sommet. Lorsque la liste des

é1éments e—maximaux de Uy est épuisée on peut par ¢Il ot ¢51

réduire le niveau Ni en un stable.,

définition IT.17 |
De la mé&me manlére gque le graphe Gg correspond &

un X? on fera correspondre un graphe Hf 4 un élément U§ de

la famille “i aveot

v(Hf) =y V(Gf) et E(Hf)=;iE (G?)

ot k parcourt les sommets de Ct‘
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A.1 - Algorithme de recounaissance d'un graphe de parité.

Pour i ¢ = m jusqu'd 1 faire

Construire la famille ordonnde L&,détecter les élénents
e-maximaux de Ui.
tant que U, # ¢f faire
- début
Choisir Uz un élément minimal de U

v . t
Supprimer Ui de ui‘
Si U§ n'est pas e-maximal,ni un élément maximal del%ﬁalor

début
Soit U§ un élément de U; contenant U§ et minimal pour

cette propriété
tr, t! £ By, gt P -
V(Hi Y= V(Hi ) u V(Hi) 3 E(Hi )= E(Hiv) U E(Hi).

fin

Si. U§ est e-maximal alors
début

Vérifier que les sommets de G(Uf) ont les mémes adjacer
dans le sous—graphe défini au lemme II.13,

Vérifier que les sommets d'une composante de G(Ug) ale

mémes adjacents dans Hi.

Vérifier que chaque composante connexe de G(Ui) est un

2-graphe de parité et la réduire en un
sommet unique.
Supprinmer Hf par ¢51.
Réduire G(UI) en un sommet unique.
tin
fin
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Vérifier que ohaque composante connexe de G(Ni) a les mdmes
adjacents dans N1+l et Ni-l'

Vérifier aussi que ces composantes sont des 2-graphes de pa-
ité et les réduire en un seul sommet,

fin |

fin

On note que chaque opération de réduction effectude dans cet

algorithme peut se faire par ¢11 et ¢El.

On note aussl que les U: non marqués maximaux, et les compo-

santes connexes sans successeurs au niveaun Ni,lorsque 1'on

vient d'épuiser la famille ui,donnent les Xi—l'

11 est olair que cet algorithme sa'arr&te en un nom-
bre fini d'itérations, et qu'il réduit un graphe de parité en
un seul sommet. Nous venons d‘'établir qu'un graphe de parité
peut se construire suivant les opérations indiquées dans le
théoréme I11.15.

TSN ST IR OE

Chacune des opérations de 1l'algorithme présenté ci-
dessus (algorithme de Dijkstra,établir le famille U;,ordonner

Ui,détecter les éléments e-maximaux de L&,vérification de

voisinage,reconnaitre qu'un graphe est un 2-graphe de parité,
... Jest de 1'ordre du carré du nombre de sommets traités par
1l'opération.

Le nombre d'ensembles X? rencontrés par 1l'algo-

rithme est inférieur & IVI . (Clest dire que 1l'on créera au
plus |V] sommets dans 1'algorithume.

Le nombre de sommets examinds par chaque procédure
est donc de 1'ordre de 2|v|..L'algorithme présenté oi-dessus
est donc en o(|v]?). (En [10] on propose un algorithme pour
reconnaitre un 2-graphe de parité en o(|v]|?).
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Remargque I11.19

premip o Nings s -dr-rem i ot S niagiagiunang )

Nous venons de démontrer qu'un graphe est un grapl
de parité si et seulement si il vérifie les lemme
11,5, I1.8 et ITI.13. Si le graphe n'est pas de parité,l 'algc
rithme trouve le lemme qui n'est pas vérifié.

La démonstration du leume en quastlon,nous permet
alors de détecter un cycle impair qui ne contient pas deux
cordes qui se croisent. .

Nous pouvons donc utiliser cet algorithme pour met
tre en évidence,dans tout graphe qui n'est pas de parité, un
cycle impair qui ne vérifie pas 1'hypothdse du théordme I.5.

Remarque I1I1.20

e e O e R 2R e Tt s s s TSN T S
rasiiin ebivegemgu it o firoeue o g

Un nouveau probldme, epparemment similaire & celui
de reconnaitre un graphe de parité,est celui-cis

Soient G un graphe et un couple de sommets (x,¥y) de ¢
Les chaines minimales joignant x & y sont-elles
toutes paires? '

Un algorithme polynomial pour ce probldme nous per-
mettrait de vérifier en temps polynomial qu'un graphe n'ta pas
de eycle impair sans corde .

En effet,énumérons toutes les chaines minimales de
longueur 2 ce qui est polynomial,

Soit (x,2z,y) une telle chaine,Retirons le sommet z

et les sommets I’\({x)ru{y})

Si toutes les chaines minimales qui joignent main-
tenant x 4 y sont paires,alors Xx,z,y n'appartiennent pas 4 un
cycle impair sans corde ,sinon ils appartiennent & un cyole
impair sans corde.

Le méme algorithme dans le complémentaire de G,nous
permettrait de vérifier 1'hypothése de la conjecture forte
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des graphes parfaits,
Ce problame apparait beaucoup plus difficile.

Nous donnons ici un théortme suggéré par le résultat
précédent.Ce théordme donne une démonstration directe du théo-
réme de Sachs(1.6).(quand on connait le théordme I11.15.)

Théoréme I1.21

Le prolongement d'un graphe parfait par un biparti
construit un nouveau graphe parfait,

démonstrations:

- —— . o e — o i~ S

11 suffit de démontrer que dans un graphe parfait
prolongé par un biparti,la cardinalité de la olique maximum
est égale au nombre chromatique.

L'opération ¢ n'augmente pas la cardinalité de la

clique ni le nowbre chromatique d'un graphe,excepté quand le
graphe est trivial.

3.~LES PROBLEMES D'OPTIMISATION,

A Sy A o S St o S —— S o " —— —— - " U = Sl Sty WA D s Sl Wt

L'intéret de la caractérisation de la premiére par-
tie du chapitre,est qu'elle permet la construction d'algo~
rithmes polynomiaux pour les gquatre problémes d'optimisations
des graphes parfaits.

Ces nlgorithmes sont indépendants d'algorithmes plus
généraux comme celui proposé par Grgtschel,Lovész,SchriJVer
L2111 ,car ils sont basds sur l'algorithme de stable de
poids maximum dans un graphe biparti (Ford Fulkerson [121).
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C'est aussi le cas,par exemple,des algorithmes proposés

dans ce dernier ouvrage pour les graphes de relation d'ordre
On s'attache ici & résoudre les problémes avec une fonection
poids : ¢ entiére,non négative,définie sur V.

On pourrait penser,en effet,qu'il suffit de résou-
dre les problémes de cardinalité maximum,puisque la transfor
mation d'un sommet en faux jumeaux (ou vrais jumeaux)permet
de ramener un probléme & fonction cofit entidre en un probldm
de cardinalité.

Transformation qui d'un graphe de parité construit
un graphe de parité., Malheureusement cette transformation
n'est pas polynomial, et par suite nous considérons des pro-
bldmes généraux d'optimisations,

S0it K la matrice de toutes les cliques maximales
de G = (V,E),ol |V|= n; chacune des lignes de K est le vec—
teur représentatif d'une clique maximale de G dans {o,1! n,

De méme on appelle S la matrice de tous les stables

maximaux de G,

Les guatre problémes &4 résoudre couplés par duvalité sont les

guivants:

Kx =1 Yy K =z ¢
{ X, = o) ) Yi 2 0
Z c; x5 = z (max) ; Yi = w(min)
i i
S x =1 y S zc¢
* Xy z 0 Y 2 0
1
> = = i
X Cy Xy z (max) i Y; w (min)

On résout chacun des couples suivants simultandment.
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i ,Stable de poids maximum et recouvrement de poids minimum
par des cliques.

ii,Clique de poids maximum et recouvrement de poids minimum
par des stables,

La méthode employée,désormais classique depuis les
traveux d'Edmonds sur le couplage,(par exemple, (81 ) con-
siste 4 trouver pour toute fonction poids ¢ entidre,non néga-
tive,définie sur V,un ocouple de solutions duales x et y en-
tiéres,qui vérifient le théordme des éoarts complémentaires.

On se contente icl de donner pour les trois opéra-
tions ¢1, ¢ 0y ¢3 qui transforment un graphe de parité G* en

un graphe G,les transformations sur les poids et les indlca~-
tions qui permettent d'obtenir & partir d'un couple optimal
entier défini sur G* x* et y* un couple optimal entier x et y
défini sur G.

Notautions

On notera o le sommet de G' concerné par les opé-

rations ¢1, do» ¢3i c; son poids K{“,K%“,...,K;“ toutes les

cligues maximales de G" contenant le sommet a,associés aux

composantes de y”* strictement positives,et notées respecti-
vements
y’ (K;“),...,y*(Kga
Ces cliques sont les traces de 2% cliques maximales
du graphe G dans le cas faux jumeaux (od ¢, transforme o en

a et b),notées respectivement:

b b b

a ,a e
K—Z’ .co,K'Q, Kl’ Kz’.oo’Kgo

1’

Elles sont les traces dé 2 cliques maximales sur

K

le graphe G dans les cas vrais jumeaux(oﬁ $o transforme o
en a et b)notées respectivement:

ab ab ab
K? ’ K2 ’l."Kﬂ' "
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A.2 - Algorithme de stable de poids maximum et de couverture

W ot Rl a2 N S Orl e A s AN et . S o ;Yo Sl N S e SN . S . Ay Anot I T, . SO, ot Sobth e A i N e W S MM e NS S O A A S i S . AN ety W s A o Wi M

M - T I 19, 2 U s W Pt T A Sl sy Tt WA Y S NS B s e o Yot ) . A S WY s WA i Wi S B S S

A.2,]1 = Taux jumeaux s a et b

Cas particulier de A.2.3 ol 1'on prend pour B :
B= (V) vVyA) Vy=((a}, (b)) V=0 A=¢g

A,2,2 =~ vrais jumeaux : a et b

Pigure 16
‘ g -
pn pose c) = max (ca,cb) cy
transformation sur les couples de solutions optimales
cas o x" (g) =1

x{a)=1 x(b) =0

y (be)

i

* % ah ” *
y . (Kl ),itb’ y (K,ﬁ ) =y (K;a)
cas ol ¥ (o) =0
x (a) =0 x(b) =0

y (E2P) = y* (K% ), e0,y (K80) = y* (&)%)

1 1 L 12
Les composantes de X et de y non définies sont inchan-
gées.Ce couple x et y vérifie le théordme des écaris

i

complémentaires.
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A.2,.3% -~ prolongement par un biparti

On suppose que le biparti B = (Vlll VQ,A) n'est"accroché"

que par deux faux jumeaux a et b. Le lecteur s'affranchira
gans difficulté de cette restriction.

cX
Qa
Figure 1
A
On pose ¢, = sgax - sgﬁ, ou sﬁax désigne la valeur d'un

B B

stable de poids maximum dans B noté Spax €8t 835 désigne la

valeur d'un stable de poids maximum dans B, ol 1l'on a sup-
primé le sommet a et le sommet b.(de manidre générale,nous
noterons en majuscules les ensembles,et en minuscules les
valeurs).

' L'idée de cette transformation est extrémement
simple.D&s qu'un sommet dans le voisinage Fa(G*) de a ou de b
eat dans le stable de polds maximum de G,celui-ci contient

S?— Dans 1'autre cas il contient SB

. *
ab® nax® On traduit donc par ca

le regret qu'il y a & mettre o dans le stable maximum de G* .
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transformation sur les couples de solutions optimales

cas ol x" ((a ) = 1
On obtient x en retirant 4 x sa composante x* (o ),et

en complétant par un vecteur représentatif de Siax

*
cas o x (o ) =0
On compléte dans ce cas par un vecteur représentatif

B

Pour obtenir y le processus est légérement plus compli~
qué. I1 s'agit de résoudre le systime suivant en nombre

entier.
\
y(T) + y(KD) = y*(K}®)
y(G) + y(KD) = y*(K: )

1
VKD + () + oooe 4y = g P W

V) y(0) + oo+ y(k®)

I
LA
o

cas o x (o) =1

Nous savons que y (Kfa) + y" (K;a)+... +y* (Kza) = c;

*
On prendra Ea + F’b = 0o,

Le systéme lindaire (1) est du type probléme de transport.
11 est facile d'en trouver des solutions entidres,si son
second membre est entier,

I1 reste 2 déterminer Eq 8% £y de maniére & ce

que la solution x et y trouvée satisfasse le théordime des
écarts complémentaires,
Construisons & partir de B = (V1 u V,,A) un nou-

veau graphe biparti B! = (Vi u Vé,A')o

v} = V, v (g} v; =V, A' = Avu ((B,a),(8,Db))

0 ‘ =c’
n pose ¢, = ¢
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Résolvons le stable de poids maximum dans B' et
soit x' et y' le couple optimal entier obtenu.
11 existe dans B' un stable de poids maximum con-

v i) et tel que sB' = gB
max max”*’

fanant (. «B_
tenant 5 ; béb
Le théoréme des écarts complémentaires appliqué an

Zraphe B' permet d'dorire
“y'C (Bya) )+ y'( (8,b) ) = c ,
v seules les ar@tes du biparti B® ayant une de
leurs extrémités dans tout stable de poids maximum de B!
ont une composante de y' strictement positive,

y' ( (8,a) )

On posera : Lo

1

{'b y' ( (B,b) ).

On montre aisdément que le x précdédemment déerit et que le y
obtenu en 1 reportant les composantes de y correspondant &
des cliques qui ne contiennent pas «, résolvant le systime

lindaire (1),et par restriction de y' aux ar8tes de B {(main-
tenant cliques de G), vérifient le théordme des &carts com-

pléuentaires,

cas ou x (a) =0

Ce cus est identique en tout point au précédent,sl ce n'est
que la quantité y* (K{“) + y* (Kga) + ... F y*(KEQ peut 8tre
supérieure et non plus égule & c& .

On remplacera dans ce cas ga et £y, par une solu-
tion quelconque entidre du systime d'inégalité suivant:

L Tyt ((Bya))

by Tyt ((8,0))

: & x QL ¢ * QX bl
Lty =y e YT N vy,

Dans tous les cas on a su obtenir un couple de
solutions entiéres x et y vérifiant le théoréme des écarts

complénentaires,
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Remarque II,.22

S T S e W o, Wt ot W g i e v
PP = et ginaor o oo gbairgiecsgrd

Pour 1'évaluation des performances de 1'algorithme
proposé ci-dessus,nous Supposons connue une suite d'opératiox
¢i( i=1,2,3 ) qui construit G & partir d'un sommet.lLa procé-

dure la plus couteuse contenue dans 1'algorithme, est le cal

cul du stable de poids maximum dans un graphe biparti ( cett

opération est ‘bornée par le cube du nombre de sommets du bi

parti).La somme du nombre des sommets de tous les bipartis

rencontrés dans une construction de G est infériesure ou égal
& [V|. La complexité de cet algorithme est done O(IVl3).

A.3 - Algorithme de clique de poids maximum et de couverture

—— u — - — T S S S S ik G S S S S0 ! Sl SR Ao s o W S P o SO . D, e S SO S S S W O Yt

de poids minimum par des cliques maximales.

S TR LD Sl D Sl D St S Yo R, U . Ol W O S B A e S, e W s s . . S S S S S o S0t et S S

Les notations utilisdes ici se traduisent direetement
des précédentes.

A.3.1 - ¢4 ~ faux jumeaux 1 a et b

identique au cas A.3.3.

A3.2 - ¢ = vrais jumeaux: a et b

8 o=
on pose c» Cqg t Oy

a
- cas od x* (o) =1 alors x (a) =1 et x(b)=
-~ cas ol x* (a) =0 alors x (a) =0 et x(b)=(

Par une procédure similaire & celle de A.2,1, nous obte-
nons un vecteur y entier qui satisfait avec x les condi-
tions du théordme des écarts complémentaires,

A3,3 - ¢3 - prolongement par un biparti

I1 est facile de voir que la clique de poids maximum
est contenue soit dans G soit dans B,

* -
on pose ¢, = max (ca, cb) cqy



On trouve la clique de poids maximum dans G*, et
la clique de poids maximum dans B,

On prend comme solution x du primal, le veocteur
caractéristique défini sur V de celle ayant le polds le plus
fort.

Pour trouver une solution duale y définie sur G nous
allons, comme e¢n A.2.3, partir d'une solution duale du pro-
blémwe du stable de poids maximum sur le graphe B'.(B' est dé-
finl comme précédemment, le sommet B de B' porte le poids de
la clique détinie par x diminué de Ca)‘ La solution duale y!

a gess composantes strictement positives sur des stables de B!
qui sont, par restriction, des stables sur B, Ces derniers
peuvent &tre partlitionnéds, sulvant qu'ils contiennent ou non

le sommet a, en deux familles, notées:

La solution y.A définie sur G a ses composantes strictement
positives sur des stubles qul peuvent se partitionner en deux
familles notées:
$6° ¢
o (X
Une valeur est affectde & chacun des stables de ces familles,
cette quantité est initialement la composante (entidre) de
y' ou yAA corraspondant au stable.
Nous Juxtaposons maintenunt deux stables:
1'un d'une fumille définie sur B ,l'autre d'une famille dé-
finie sur G de maniére & obtenir un stable défini sur G.
Au stable ainsi obtenu correspond une composante du vecteur y
cherchd, égale au winimum des valeurs assoclées aux deux sta-—
bles le constituunt. On retranche ce minimum aux valeurs de
ces deux stables,
Lea stubley suxquels correspond une valeur nulle sont
supprimés.Nous continuons & définir y de cette maniére, jusqu'a

épuisement des fumilles.

1l est cependant nécessaire de procéder par ordre.
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3

G

Nous concaténons d'abord la famille SB avec la famille SQ
a

(ol o est remplacé par a toujours,et aussi par b quand le
stable desi contient b).

A cette étape, les contraintes du problémevdual correspon-

dant aux sommets a et b sont satisfaites,
*

On peut alors juxtaposex-sg(a,est supprimé) avec Sg et fin
k3

lement juxtaposer le reste de cette dernidre avecsg .Si 1

clique de poids maximum est dans B,il reste un surplus de
*

stablasdesg syon les reconduit avec leur poids dans la solr
tion cherchée, |

Cette procédure nous permet de trouver une solu-
tion duale y (entidre) qui satisfait avec x le théordme des
écarts complémentaires.

I MmN IT I

Le paragraphe A.3.3 suppose connu un algorithme
pour recouvrir les sommets d'un graphe biparti par des sta-
bles (probléme dual de la clique de poids maximum). Un tel
algorithme,apparemment jamais décrit n'est pas difficile &
imaginer en o(n’) ol n est la cardinalité des sommets du
biparti (Voir remarque suivante).

Utilisant alors des arguments semblables & ceux d¢
la remarque I1I.22 on montre que la complexité de 1l'algorith:
proposé est en 0(}V}3).

Le trés court et trés technique dernier paragraphe
A.3 obscurcit le fait que les problémes "clique de cardina-
1ité maximum® et "coloration minimum" ont une solution quasi
"greedy". Ici encore,nous retrouvons le fait qu'un graphe

de parité est trés semblable & un graphe biparti: le pro-
bléme de la clique de cardinalité maximum y est plus facile

que le problime du stable de cardinalité maximum.



Algorithme de couverture de polds minimum par des
stables pour un graphe biparti,
Soit B = (vl u V2,A) un graphe biparti, et une fonction poids

entiere non-négative définie sur les sommets de B.
B peut contenir des sommets isoléds.
Soit le sous-graphe définil sur les Sommnets portant un polds
gtrictement positif et appurtenant & une clique de poids ma-
ximum (une clique de poids maximum peut 8tre un sommet isolé).

On choisit pour stuble de B 1'ensemble des sommets
formés par les sommets isolés de ce sous-graphe, et les som-
mets appartenunt aux autres composantes connexes de ce sSous-—
graphe ¢t d'un wdme cdté de B. On attribue comme poids & ce
stable, le minimum des poids des sommets de ce stable et de
la différence entre 1le poids de la clique de poids maximum
de B et celui de la clique de poids maximum n'ayant pas une
extrémité dans le stable choisi. On retranche ce poids & tous
les gsomwets du stable.

On réitére jusqu'a ce que tous les somme ts de B
portent un poids nul.

11 est évident que tous les sommets sont recou—
verls et gque la gomme des polds attribuds est égale au poids

de la clique de poids maximum.

définition 11.25
Un graphe G = (V,E) est fortement parfait,si VACSY,

le sous-graphe G (A) contient un stable qui intersecte toutes

gses c¢liques maximales,

U graphe fortement parfait est parfait,

Il est facile de vérifier que les graphes,bipartis,
triangulés, complémentaires de triangulés,sont des graphes for—
tement parfaits,

Ravindra dans un papier non encore puhblié démontre
entre autre que les graphes de relation d'ordre sont forte-~

ment parfaita.
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Lemme 1I1.26

Un graphe de parité G = (V,E) est un graphe forte
ment parfait.

démonstrations:

. — " T - . . B

évidente, & partir du théoréme de caractérisation
constructive des graphes de parité.

Remarque II,.27

w W wwe s e e ae Sea
=D R R ==

Appelons graphe unimodulaire un graphe dont la ma-
trice de toutes les cliques maximales est unimodulaire. Les
graphes unimodulaires constituent trivialement une classe de
graphes parfaits.On peut faire de méme avec les graphes équi-
librés. Edmonds et Bland [ 6 ] dans un papier non publié ont
caractérisé les graphes unimodulaires. On peut souhaiter pré-
ciser la position des graphes de parité par rapport aux deux
classes précédentes. En fait il est facile de démontrer,
pulsque les graphes de parité contiennent les graphes multi-
partis complets, que les graphes de parité ne sont pas uni-
modulaires, ni mdme équilibrés, et qu'ils peuvent avoir un
nombre exponentiel de cliques (en |V}).

T T
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L.~DEFINITIONS

définition T11.1
Un graphe i-triangulé est un graphe qui a dans tous

Ses cycles élémentaires de longueur impaire et supérieure ou

égnle A cing, deux cordes qui ne se croisent pas.

.Le concept de graphe i-triangulé a été introduit
par Gallal | 151 . Gallai démontrait qu'un graphe i-triangulé
est un graphe u~parfait. Une preuve beaucoup plus simple de
ce m&me résultat a été donnée depuis par Suranyi r31y1 .

Aucune des deux approchés ne conduit & des algo-
rithmes polynomiaux de reconnaissance, ou de résolution de
1'un des quatre problémes d'optimisation relatifs aux graphes
partaits,

Nous avons recherché ici une caractérisation cons-
tructive de ces gruphes, semblable & celle trouvée dans le
chupitre précédent pour les graphes de parité. Cette démarche
est & rapprocher de celle de Dirac (111 pour les graphes
triangulés,(Un graphe trianzulé est un graphe tel que tout
cycle de longueur supérieure & 3 contient une corde).On vé-
rifie en effet,que les graphes triangulés constituent une

sous~-classe des graphes i-triangulés,

Quelques exemples de graphes i-triangulés:

- Les graphes multipartis complets,qui sont anssi de parité,
~ Les graphes triangulés,

- Une clique complétement relide & un graphe biparti.

maltiparti

complet

A

Figare 18
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Nous rassemblons ci-dessous quelques cardactérisa-
tions équivalentes des graphes i-triangulés trouvées par
Gallai.

définition IIT.2
Une ar8te est corde courte d'un cycle,si elle join

les extrémités de deux arétes consécutives du cycle.

Théoréme III.3 (Gallai)

e R T NN N T oSS

Etant donné un graphe G = (V,E) les trois proposi-
tions suivantes sont équivalentes,et caractérisent un graphe
i-triangulé

i ,Tout cycle élémentaire de longueur impaire supé-
rieure & trois,contient deux cordes courtes qui ne
se croisent pas,

ii ,Daens tout cycle élémentaire de longueur impaire,por
toute aréte (x,y) de ce cycle,il existe un sommet z
de ce cycle qui forme avec (x,y)un triengle.

111,51 deux sommets distinects x et y d'un cycle élémen~
taire A,de longueur impaire, ne sont pas reliés
par une aréte de G, alors il existe deux autres som
mets z et t différents,relids par une aréte de G et
tels que les quatre sommets x,z, ¥, t sont situds
dans cet ordre sur A,

démonstration:

- 1 implique que G est i-triangulé.

-~ G est i~triangulé implique i.
C'est vrai pour un cycle élémentaire de longueur 5.
Supposons cette implication vraie pour un cycle de
longueur 2k+l, démontrons qu'elle est vraie pour un
cycle 4 de longueur 2k+3. Une corde non courte di-
vise le cycle en un cyecle pair et en un cycle im-
pair,celui~ci contient deux cordes courtes qui ne se¢
croisent pas. Seule 1l'une d'entre elles peut ne pas:
€tre courte pour le cycle initial,mais alors elle
crée avec 1l'autre partie de o un cycle impair qui



par récurrence a deux cordes courtes qul ne se croi-
sent pas,l'une au moins est corde courte de 4 .,

i dmplique ii,

Ce qui est vérifié pour un cycle élémentaire de lon-
gueur 5, Supposons cette implication vraie pour un
cycle de longueur 2k+1,démontrons qu'élle est vraie
pour un cycle de longueur 2k+3%, A.

Soient u,x,y,t quatre sommets consécutifs situds

dans cet ordre sur le cycle.Si 1'ar8te (u,y)existe

la propriété est démontrée,de méme pour l'ardte(t,x).
Sinon les deux cordes courtes de A qui ne se croisent
pag dessinent un cycle impair de cardinalité 2k+1
contenunt 1'aréte (x,y).La récurrence entraine la
propriété.

1 implique iii,

Le résultat s'obtient trivialement par récurrence

sur la cardinalité du cycle.

ii implique G est i-triangulé.

Les cycles & 5 de G ont deux cordes qui ne se croisen
pas.Démontrons cette lmplication pour un cycle de G
de¢ cardinalité strictement supérieure & 5, impaire.
Soit (x,y) une aréte quelconque de ce cycle et z le
sommet qui forwe un triangle avec (x,y).

51 un tel triplet existe ou z n'est adjacent ni de x
ni de y sur le cycle,la propriété est démontrée.
Sinon supposons 2z adjacent de x aur le cycle,
Considérons les sommets z,x,y,u,v consécutifs et dans
cet ordre sur le cycle. L'aréte (v,u) appartient 4 un
triungle,le c6té de ce triangle qui est une corde
courte du cycle n'intersecte pas (z,y).

1ii implique G est i-triangulé.

Lies cycles & 5 de G ont deux cordes qui ne se croi-
senlt pas.Supposons cette implication vraie pour tous
les cycles de G de cardinalité 2k+1, démontrons la
pour un cycle de G de cardinalitdé 2k+3, Ce cycle con-
tient au moins une corde (x,y),si celle-ci n'est pas

courte la propriété s'en déduit par rdcurrence.Dans
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le cas contraire et si 1'implication est fausse, il
existe un sommet z tel que (z,x)¢ E et (z,y)¢ E. Si
1'on applique 1'hypothdse & ces deux cordes la pro-
priété se déduit facilement, contradiction.

2.,~CARACTERISATION ET PROPRIETES

AL G T T S A it U G (o o v S e A e Tt T S GO B e Gt WA Shsk S B e P S s S

Lemme II1.4

Soient x un sommet et B = (Vl v V,y4) un sous-gra~
phe biparti 2-connexe d'un graphe G = (V,E) i-trianguld.

(V) 7 F et I(Vy) # ¢ — ViuVy ¢ Px

De plus soit S = {v e V | Vi u v, eI} alors s

51 B contient une chaine minimale de longueur trois,le sous-
graphe G (S) est une elique, sinon (B est alors biparti com-
plet) G(S) est un graphe multiparti complet.

démonstrations

e man e G G . Aaae iy s e ot S o

Soient u « Fx(Vl) et v e I'_(V,) et (z,t) une ardte

quelconque de B,

Le biparti B est 2-connexe,il existe une chaine
é1émentaire joignant u & v et contenant 1'ardte (z,t).Cette
chaine n'est pas nécessairement minimale. Cette chaine forme
avec (x,u) et (x,v) un cycle élémentaire impair. Pour chaque
aréte de ce cycle impair,il existe un sommet du cycle qui
forme avec elle un triangle (cf.théordme III.3). Le seul som
met pouvant jouer ce rdle est x. Ceci est vrai pour toute
aréte (z,t) du biparti. Le sommet x contient dans ses adja-
cents tous les sommets de B.

Soit une chaine minimale de longueur trois(u,v,z,t
de B.Soient x et y deux sommets de S, Il est facile de vérif
que le graphe de la figure 19,n'est pas i-triangulé, Pour



que le Sous-graphe construit sur les sommetsy Xy You,v,z,t

801t i-trianguld i1 est néceysaire que (x,y) appartienne

a g,
u t
y
Mgure 19
B ne contient pas de chaine minimale de cardinalitd
trois. Solent 815 85, 84 trois sommets de 3, Démontrons que

si (31,35) /B oet (32,33) Y E alors (81,33) £ B.

En effet soient deux Sommets u et v de B non reliés
par une aréte. e Sous-graphe de G induit par les sommets
S1rW 8,5,V est un biparti 2-connexe. Si 1'ardte (33,31) ¢ B
la premiére partie de ce lemme entraine que (53,32) appartient
4 E,d'ol 1a contradiction.

La propridtéd : "nratre pas relié" est donc une re-
lation d'équivalence sur les sommets de S, elle partitionne
les sommets de S. Les classes de cette partition sont des sta-
bles de 5. On a une partition de S en stables complétement
reliés entre eux. @ (5) est un graphe multiparti complet,
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Lemme III.5

Soit B = (V1 v V5,A) un sous-graphe biparti 2-con

nexe d'un graphe i-triangulé ¢ = (V,E).

Soit S = (ve V | Vi uV, e I} . Soit B' la composante

2~connexe contenant B, du graphe G(V \S). B! est bipartie.

démonstration:

Soient u eVl u V2 et v ¢ Vl u V2.
Soit une chaine élémentaire reliant u & v dont
tous les sommets intermédiaires sont dans vy (S o Vv V2).

Cette chaine n'est pas nécessairement minimale, Démontrons

que le sous-graphe induit par les sommets de Cu VllJ V2 est

biparti. En effet,sinon il existe une chaine joignant u a v

constituée de sommets de C et une chaine Joignant u & v cons
tituée de sommets de B, qui concaténdes forment un cycle é14
mentaire de longueur impaire, I1 existe donec (théoréme III.3
un sommet de ¢ qui forme un triangle avec une aréte du bipar
ti B. Ce sommet appartient & S (Lemme III.4) contradiction.

Le lemme est maintenant facile & déduire.

Une propriété remarquable des graphes i-triangulés
est qu'il est possible d'en définir les sous-graphes biparti
2~connexes maximaux au sens des sommets, et que ces sous-grap
bipartis 2-connexes maximaux sont disjoints au sens des aré-
tes,

On peut détecter relativement facilement pour de
tels graphes si une ar&te appartient ou non & un sous-graphe
biparti 2-connexe, et surtout préciser "le" sous-graphe bipa:
ti 2-connexe maximal auquel elle appartient.

Ces assertions fausses dans le cadre des graphes de
parité sont précisdes ci-dessous, ol 1l'on démontre un théord:



de cuaractérisation constructive de ces graphes.Celle-ci pro-
longe la caractérisation constructive des graphes triangulés
proposée par bDirac (1) | (cf.aussi Pulkerson [;49 pour
gon utilisation dans un algorithme d'optimisation).Elle nous
permettra d¢ résoudre en temps polynomial les problémes de
stable de poids maximun, de coloration minimu%,de clique de
poids maximum et de partition minimum des sommets en cliques,
comme 1'a permis la caractérisation du théorgéme Il.15 pour
les graphes de parité.

File nous permettra aussi d'établir en temps poly-
nowial si un graphe G = (V,E) donné est i~-triangulé, et dans
le cuas contraire nous donners un cycle élémentaire de longueur
iwpaire supéricure & 5 qui n'a pés deux cordes qui se croi-

sent,

détinition 111.6

Pour un graphe G = (V,E),on donne les définitions
sulvantes:

clique simpliciule de G

Clique K de G dont aucune ardte appartient & un sous-graphe
biparti 2-connexe de G.

sommet simplicial de G

Somm:t & de G dont les adjacents sont les sommets d'une cli-
que simpliciale K de G.
biparti simplicial de G

Sous-graphe biparti B = (V1 u VZ’A) 2--connexe de G pour le-
quel 11 existe une clique simpliciamle K de G telle que

v{K) n (Vl u V2) = {a) et

Vv e (Vv v,) N Lal LV N (Vyw V,)) = V(K) \ (a).

1
Les sommetls V1 u Vé \ {a} sont dits sommets simpliciaux

de B. (cf.figure 20).
multiparti complet simplicial de G

sous—gruphe M mdltiparti complet de G pour lequel 11 existe
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une clique simpliciale K de G telle que
V(K) o V(M) = [a} et

¥ ve v(m\{al PV Avv(u)) = v(x) \ {a} .

Les sommets V(M)\{a} sont dits sommets simpliciaux de M.
Deux des configurations décrites ci-dessus (somme
simplicial, biparti simplicial, multiparti simplicial) sont
non reliées, si les sommets simpliciaux de 1'une sont non a
jacents & tous les sommets simplieciaux de 1'autre.
On note que les cliques K des définitions ci-dess:
peuvent ne contenir qu'un seul sommet.

}B = biparti simpli
de @

Figure 20

définition III.7

Solent un graphe G = (V,E) et un ensemble d'articu
lation A <V de G. Soient Cl,...,Cp les sommets des compo-

santes connexes de G(V-A) on appelle pi2cesrelativement & A
les sous-graphes G(Cl U A),...,G(Cp v A).

Théoréme III.S8

Un graphe i-triangulé connexe G = (V,E) qui n'est
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ni multiparti complet,ni une clique complétement reliée & un
graphe biparti 2-connexe,contient au moins deux des configu-~
rations suivantes non reliées:

- gommet simplicial

~ biparti simplicial

~ multiparti complel simplicial.

démonstrations

- s - —

La démonstration se falt par récurrence sur |V|.
Le théoréme est vral pour les graphes de cardinalité au plus
trois.

Supposons le théoréme vrai pour tous les graphes
de cardinulité inférieure ou égale 4 (n-1), démontrons-le

pour un graphe G de cardinalité n.

Le graphe G n'a pas de cycle palr comme sous-—graphe induit

G est wlors triangulé et 1l'on démontre ici le résultat de
Dirac | 11]. |

Soient deux sommets x et y non reliés de G, il
existe un ensemble d'articulation A minimal qui sépare x de y.
Cet ensemble d'articulation est une clique. En effet soient u
et v deux soumets de A non reliés, et CX_ (resp.CXy) la com-

posante connexe contenant x (resp.y) de G (V-A).Concaténons
une chaine minimale reliant u & v qui a tous ses sommets in-
termédiaires dans CX, et une chaine minimale reliant u a4 v

qui a tous ses sommets intermédiaires dans CXy.Le cycle ainsi

obtenu ne peut 8tre de cardinalité impair (cf.théordme
111.%,11i) ce qui contredit 1'hypothése,
Si G (A UCXx) est une clique, x est un sommet sim-—

plicial,c'est une des configurations cherchées, Sinon, par
1'hypotheése de récurrence, G(ALJCXX) contient deux sommets
gimpliciaux non relids. L'un d'sux n'est pas dans A,c'est

une des configurations cherchées, De maniére identique dans
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CXy on trouve un second sommet simplicial qui n'est pas

dang A, il n'est done pas relié au premier.

G contient un sous-graphe biparti B 2-connexes

Soit 8' = {veV(G) | B sTyb

Soit B" la composante 2-connexe de G(V-S') contenant B.
Si S' est vide B" est une composante 2-connexe bipartie de

51 B" n'est pas biparti complet:

nous posons S = 3' et  B' = B"

5i B" est biparti complet:

Alors G(S') est un multiparti complet. Nous posons dans ce c

S =

{ves' | (s'\ v} ) ¢ ry} +8i S est vide G(8'y, v (B')) e

une composante 2-connexe de G qui est un sous-graphe multipa
complet. Nous posona B' = G((S*'u V(B'))\ 8).
B' est un multiparti complet.

- 1 - G(V-8) ne contient qu'un seul point d'articulation ap-

partenant & B' soit a ce point.On pose X = Su{al} ,
K est un ensemble d'articulation de G qui est une cliqu

G(V~S) ne contient pas de point d‘'articulation.Soit a
un sommet quelconque de B', On pose K = Su{al}l ,K est
un ensemble d'articulation qui est une clique,on est
ramené au cas précédent pour la suite de la démonstra-
tion.

Dans les deux cas ci-dessus B' est une des configura-
tions simpliciales cherchées,ol la clique simpliciale
est K. On démontre ci-dessous que K est simpliciale.
Soit une autre pidce relativement & K. Cette autre
pidce contient par hypothésé de récurrence deux confi-
gurations simpliciales non reliées,l'une d'entre elles
n'a aucun sommet simplicial dans K, c'est celle que
l'on retient. La clique simpliciale lui correspondant



est simpliciale relativement & la pidce choisie,il
taut démontrer qu'elle est aussi simpliciale dans le
gruphe G.

Effectivement: un biparti 2-connexe de G qui contien-
drait une aréte de cette clique devrait contenir wune

artte de X or K est simpliciale pour G.

- 3 - G (V-5) contient au moins deux sommets dtarticulations
appartenant & B'. Soit a 1'un de ces sommets.
K =S u {a) est un ensewble d'articulation qui est une
cligue.On montre ci-dessous qu'elle est simpliciale,
Par hypoth&se de récurrence on peut trouver dans chaque
piéce relativement & K deux des configurations cherchées
non relides, 1'une d'entre elles au moins n'a aucun sow-
met simplicial dans la clique G(Suial} ),c'est celle
que 1'on retient, La clique simpliciale lul correspon-
dant est simpliciale relativement & la piéce choisle,
et donc aussi relativement au graphe G pour les mémes

raisons que ci-dessus.

Pour terminer il nous reste & démontrer que la ¢li-
que K choisie dans tous les cas ci-dessus est simpliciale.On
g toujours K = {a} u S. Supposons qu'une ar@te de cette cli-
que appartienne & un biparti 2-connexe B" de G. Cette aréte
peut 8tre du type (u,v) od u et v sont dans S,ou du type(u,a).
Nous ne faisons la démonstration que dans le premier cas,elle
serait en tout point didentique dans 1l'autre.Soit b un som-
me b de B adjacent & a, Soit t un sommel du biparti B contenant
(u,v),udjacent & u et non & v,

uet vel et ueltvely par définition de S.

e lemme 111.4 implique alors que a el£ et b tFt,
d'ol t . S ce qui est une contradiction.

q.e.d.

définition 111.9
L'opération adjonction d'un sommet simplicial & un

graphe G, consiste & mjouter un sommet au graphe G,ce sommetl
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ayant pour adjacent les sommets d'une clique simpliciale
de G.

L'opération adjonction d'un biparti B 2-connexe
Simplicial & un graphe G,consiste & identifier un sommet
d'une clique simpliciale K de G et un sommet de B et & re-
lier par une ar&te tout autre sommet de B & tout autre som—
met de K. |

L'opération adjonction d'un multiparti complet M
& un graphe G, consiste & identifier un sommet d'une clique
simpliciale K de G et un sommet de M et & relier par une a-
réte tout autre sommet de M & tout dutre sommet de K.

Théoréme III1.10

o s gariratii e randoiifhurm Pt et g

Tout graphe G = (V,E) connexe, i-triangulé, s'ob-
tient & partir d'un sommet unique par les opérations suivan-~
tes: |

¢i adjonction d'un sommet simplicial.

@b adjonction d'un biparti 2-connexe simplicial.
3 adjonction d'un multiparti complet simplicial,

appliquées itérativement.

Ce théoreme est une simple reformulation du théordme précéder

Remarque ITI.11

—
P T ST ey
=R SN =

Les seules arétes qui dans un graphe i-triangulé
appartiennent & un sous-graphe biparti 2-connexe sont les
ar@tes qui dans une construction de G appartiennent & un bi-
parti de 1'opération ¢5 ou 4 un multiparti complet de 1'opé-

ration ¢§.



Les sous-graphes bipartis maximaux (an sens des
sommets) d'un graphe i-triangulé sont les bipartis introduits
par ¢5 el les sous~graphes bipartis des multipartis complets

introduits par ¢%.

Nous indiquons ci-dessous comment obtenir un des
résul tuats obtenu par Gallai (151 & 1'aide du théorime 111.10.

définition 111,12

Un ensemble de sommets A de G est un ensemble d‘'ar-
ticulation relativement minimal de G, si sa suppression dé-
connectée deux sommets x et y du graphe et est minimal pour
cette propriété (x et y étant fixés).

Théoréme 111.1% (Gallai)

Un ensemble d'articulation relativement minimal
d'un graphe i-triangulé G = (V,E) est soit une clique,so0it
un multiparti complet,soit une clique complétement reliée A

un biparti,.

démonstration:

La démonstration se fait par récurrence sur |V| .

La propriété est vraie pour les faibles valeurs de |V]| .

Supposons la propriété vraie pour |V] = n-1, démontrons-la
pour V]| = n. ‘

Supposons que dans une suite d'opérations ¢5 pour

construire G, comme indiqué dans le théoréme 111,10 la der-
nit¢re de ces opérations soit une adjonction de sommet sim—

plicial & un graphe G . Soit & ce sommet simplicial et K
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la clique simpliciala correspondante, Considérons un ensemb
d'articulation relativement minimal séparant deux sommets
u et v de G. Deux cas sont A considérer

uFa et vFa.

L'ensemble d'articulation considéré ne peut conte:
a,il était ensemble d'articulation minimal relativement & u
v dans G* .La propriété est vérifide par récurrence.
uw=a et v¥ea

8i a est le seul sommet de sa composante d'tartieul
tion,l'ensemble d'articulation est la clique K.

S1 la composante d‘tarticulation contenant a contie
aussi un sommet t de K, alors l'ensemble d'articulation cons:
déré est amussi ensemble d'articulation relativement minimal
pour v et ¥ dans G .

En effet I _(6") ¢ T (6¢").

Le récurrence s'applique.

Si la dernidre opération de la suite des ¢{ qui
construit G est une opération de»typé ¢é ou @% la démonstra-

tion oi-dessus se reconduit aisément.

‘Etablissons bridvement un corollaire des théorémes
de caractérisation constructive obtenus pour les graphes de
parité,et les graphes i-triangulés,

Théoréme ITI.14

v e B . o T o T g, St P T 0 et S
promfeostngee o i i mafn g b

Un graphe G = (V,E) 2~connexe qui est & la fois
i-triangulé et de parité appartient & 1'une des trois classes
sulvantes:



i,  bipartis 2-connexes.

ii, graphes de la classe i1ii ol certains sommets simpliciaux
ont été remplacés par des multipartis complets.

iii,les graphes 2-connexes (triangulés) obtenus & partir d'un
sommetl par les opérations suivantes: faux jumeaux d'un

sommel simplicial, vrai jumeau ( ¢2), prolongement par
une aréte ( ¢3),appliquées itérativement et dans un or-

dre quelconqgue.

démonstration:

Nous ne donnons que quelques bréves indications
gur la démonstration.

L.e graphe G contient un sous-graphe biparti 2~con-
nexe non complet. 11 ne peut exister un sommet de G contenant
tous les sommets de ce bipuarti dans ses adjacents. G ne peut
qu'@tre ce biparii.

G contient au woins un sous-graphe biparti 2-con-
nexe,el tous les sous—-graphes bipartjs 2-connexes de G sont
complets. Soit B 1'un d'entre eux.Soit S les sommets de G
qui contiennent tous les sommets de B dans leurs adjacents.
On démontre que G (V-3) ne peut avoir de point dtarticula-
tion.

G ne contient pas de sous-graphe biparti 2-connexe,
G est triangulé. 11 reste & établir quelles sont celles des
opérations ¢1, ¢2, ¢3 qui appliquéés 4 un graphe triangulé'

conatruisent un graphe triangulé.
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3.~-ALGORITHMES POLYNOMIAUX DE RECONNAISSANCE ET D'OPTIMISA1

- — - o ——— Y~ - —— B o U

POUR LES GRAPHES I-TRIANGULES.

A - T . — G o S - —

L'algorithme de reconnaissance consiste simplemen
& rechercher une des configurations simpliciales indiquées
dans le théoréme I11I.8,et & la supprimer par les opérations
inverses de ¢i, @5, et ¢§.Pcur une configuration simplicial:

(supposée simpliciale)on vérifie qu'elle satisfait 1a 4éf:
nition III.6 hors le fait que la clique qui lui est associde
est simpliciale., Cette dernieére vérification se fait plus t:
dans 1l'algorithme.

A.4 - Algorithme de reconnaissance.

- - -~ — ot o Homn S D A oom UM WHode e bt Mo D S Tl GO A e i WA Y . A VA S S

(1) Chercher un sommet "simplicial®™, un biparti "simpl
cial” ou un multiparti complet "simplicial',par une démarche
analogue & celle donnde dans la démonstration du théordme II

Vérifier dans le cas ¢} fesp. ¢3) qu'aucune ardte

du bipartl simplicial (resp.multiparti complet simplicial)
n'est rouge.
Si oui supprimer par ¢'—1( resp. ¢ “1y1e biparti

simplicial (resp multiparti complet simglicial) et colorier
les ar8tes de la clique lul correspondant en rouge.
Si non le graphe n'est pas i-triangulé, fin.
Aller en (1).

Remarque IIIX. 15

F T T a—
=W o=@ =W

I1 est clair qu'un-tel algorithme est polynomial
et qu'il donne une séquence d'opérations ¢! (i=1,2,3) pour

construire G = (V,E), i~-triangulé, & partir d'un sommet i-
solé,Dans le cas ol l'algorithme détecte que G n'est pas
j~triangulé,il est facile (la démonstration du lemme en



défautl nous permet) de trouver un cycle impair qui n'a pas
deux cordes qul se croisent,

Les notations employées ci-dessous sont celles dé-
crites au chapitre 11. Comme dans la définition 111.6, nous
notons K la clique simpliciale d'une configuration simpliciale
et a le sommet simplicial de 1'opération,¢i et anssi le sommet

commun de K et d'un biparti simplicial B (resp.multiparti com~
plet simplicial M ) de 1l'opération ¢4 (resp. ¢%).

Nous notons vy les sommets de K od 1 = 1,...,k

(Vk = a pour les opérations ¢} et ¢4 ).

A - Algorithme de stable de poids maxiwmum et couverture

TN s et S S . e e S i Wi s A ot NS A ok A s S s Y A Wy S e A A A A A i W Mo WD T e ot N ade ot i s ot e W ok A e e Rt A

Wt A o 0 S o W ol N Y W S o 04 e A S S e S o Wi

AS5.1 -yl - opération sommet simplicial

transfornation sur les poids
¢’ (vy) =c (vy) - c (a) i=1,...,k
transformation gsur la solution primale
si x” (vi) =1 on vy« K alors x (v) = x"(v) vveV(G")
et x (a) = 0,
si x* (vi) =0 i=1,...,k alors
x(v) = x* (v) v v ¢ V(G*) et x(a)

trunsformation sur la solution duale

H

1.

reporter les poids (composantes de y* ) des cliques de
¢ sur les cligues correspondantes de G, donner & la
clique G ( V(K) ulat ) un poids égal & c(a).

Le vecteur y a pour composantes les poids ainsi associés

aux cliques de G.
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A.5.2 - ¢5 - opération biparti simplicial

transformation sur les poids

e (vi) = (vy) =82  i=1,...,k1 et c* (a)= s>-

transformation sur la solution primale
si x* (vi) =1 alors x(v) = x* (v) ¥ veV(G?) et

x (v) =0 wvv eV (B)
B B

] prms
1 (c'est que 5, > S%)

x(v) = x " (v) v v eV (6)\ {a)

x(v) =1 8i v ¢ sg et x(v) = 0 sinon ¥ v « V(B)
si x” (vy) =0 i= lyeaayk

x(v) =x " (v) vv <V (6%

x(v) =1 siv < Sg et x(v) = 0 sinon ¥ v e v(B).

si x* (a)

transformation sur la solution duale

- dans le cas ou sg > sg .

Résoudre le stable de poids maximum dans le bipart:
B' obtenu & partir de B en ajoutant une ar&te pendante (g,a)

B B
a = Sz » les

au sommet a., Le polds du sommet g est c(g) = s
poids des autres sommets sont reportés.

Soit y' le vecteur optimum du dual de ce probléme,
chacune de ses composantes est associde & une ar8te de B',
Chaque aréte de B est contenue dans une clique maximale uniqu
de G. Définissons les poids sur les cliques de G:

Le poids d'une clique maximale de G~ qui est aussi
clique maximale .de G est inchangé .

Le poids (composante de y') associé & une clique
de B est maintenant associé & "la" clique wmaximale de G con-
tenant cette aréte,

Le vecteur y a pour composantes les poids ainsi

associés aux cliques de G.

B B
-~ dans le cas ol S, < 83 .
SB est le stable de poids maximum de B,

a
On résout le stable de poids maximum de B.



Soit y' le vecoteur du dual & 1'optimum de ce pro-
bléme. On obtient maintenant y par la méme procédure que dans

le cas ‘iB -
. e P DY B
a a*

A.5.3 - ¢t ~ opération multiparti complet simplicial

Un algorithme pour le probleme du stuble de poids
maximam ( et son probléme dual) dans un graphe M multiparti
complet est donné dans la remarque suivante.

e paragraphe A.5.2 se recondult mot pour mot, ol
l'on remplace B par M et "urdte de B" par "cligue maximale
de M".

On vérifie dans chacun des cas que les vecteurs
x et y donndg par 1l'algorithme satisfont le théoréme des

dcarts complémentaires, et ont leurs composantes entieres.

Remurque 1711

.16

Algorithme de stable de poids maximum dans un mule—
tiparti complet M.

Les sowmwets du multiparti complet M se partitionnent
en stables maximaux de maniére unique. Le stable de poids ma-
ximum est parmi ces stables celui de poids maximunm, '

Algorithme de couverture minimum par des cliques
dans un mul tiparti complet M.

(1) Choisir une clique (un sommet dans chacun des sta-
bles muximuux) dont tous les sommets ont un poids stricte-
ment positif,

Donner & cette clique le poids de son sommet de
plus faible poids, retrancher ce poids & tous les poids des

sommets de cette clique,

51 un des stables maximaux a tous ses sommets de
poids nuls,donner & 1'un quelconque d'entre eux un poids fic-

tif dinfini.
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Si tous les stables maximaux ont un sommet de poi¢
fictif infini fin,sinon,aller en (1).

A.6 = Algorithme de clique de poids maximum et de couverture

—r — s — N S S . Wi Sests AN S Nl A S Bl NN Y WA S W Tl AP et WA S Vi A W Y S AP e A S O Sk S R W T VOIS S I Y S v S AN T P A A o S i W S

- — 105 T o i S S - ) B S S A i Y S DA s S S W A U Sl R N S WA S

Pour les trois opératioms ¢! (i = 1,2,3) les poids

des sommets de G sont ceux de G.

A.6,1 - Algorithme de clique de poids maximum.

Opération &

La clique cherchée est soit la clique de poids maximum de G*,
soit la elique G{ V(K)u{al).
Opérations $5 et ¢3. |

Un algorithme pour le probléme de la clique de poids maximum
(et son probléme dual) dans un graphe multiparti complet M,
est donné dans la remarque suivante., Si1 KB (resp.KM)est la
clique de poids maximum dans le biparti B (resp.dans le mul-
tiparti complet M) la clique de poids waximum de G est soit
la clique de poids maximum de G* soit la clique

G(V(KB) b V(RN {a})  (resp.6(V(EY) y V(K)\ta}) ).
En effet une aréte de B (resp.une clique maximale

de M)est contenue dans exactement une et une seule cligue
maximale de G,

Te vecteur x solution optimale est le vecteur re-
présentatif de la clique trouvée.

A.6.2 - Algorithme de couverture de poids minimum par des

stables.

La famille des stables qui portent un poids strie-



tement positif & 1'optimum du probléme posé sur G* se parti-

tionne en familles:

S, l'ensemble des stables qui contiennent le sommet

v, de K. i=1,...,k.

Sz 1'ensemble des stables qui ne contiennent aucun
somnet de K.
. Un stable de S;peut ge transformer en un stable de
Sg par suppression du sommet V.
Cette opération permet de considérer que la somme
des composantes du vecteur y* correspondant aux stables de S;
¢ul exactement égale & c(v,), et ce pour tout sommet de K ;

Vj i:]-"oo’k‘

La famille des stables de B qui portent un poid

8
sbrictement positif & 1'optimum peut se partitionner en SE et

S~§ (ol 1'on remplace B par M pour 1‘'opération (k;).
L'algorithme qui donne les stables et les poids

cherchés est présenté ci-dessous dans les seuls cas $3 ot
wé (pour W% remplacer B par M).
L,es stables S; i=1,...,k=1 sont reportés aveo
i
leur poids dans la solution cherchée.
On concaténe ensuite les stables de S;(oh a=v, )

avec ceux de 32 par une procédure analogue & celle ddcrite

en A.3.3,
Les stables alors en surplus de Sg sont concaténés

; S
suns le sommet a avec ceux de sf,

On termine en concaténant les familles S% et g

[+ Nl

Jusqu'a épuisement d'une des familles,
On reporte inchangés les stubles,et leur poids,de

la famille restante.,

Le vecteur y,a composante entitre,solution opti-

male cherchee est le vecteur dont les composantes sont les
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poids des stables obtenus. On vérifie que x et y satisfont
les conditions du théortme des écarts complémentaires,dans
tous les cas.

Remarque III.17

e mme e S e sen wem T

Clique de poids maximum et probléme dual dans le
cas d'un multiparti complet M.

Les sommets d'un multiparti complet M se partition:
nent en stables maximaux,qui sont les seuls stables maximaux
de M. Une clique de poids maximum contient un sommet de poid:
maximum de chacun de ces stables. Pour la solution optimale
du probléme dual on affecte & chacun des stables maximaux de
M le poids du sommet appartenant & la clique trouvée.

Remarque III. 18

Pour l'algorithme A.4 de reconnaissance,d'un graphe
i-triangulé,on peut estimer le nombre d'opérations,sans doute
trop largement en a(|v]%). Pour les algorithmes d'optimisa-
tion A.5 et A.6 reprenant les arguments des‘remarques IT.22
et II.23, on démontre gque les deux algorithmes sont en

a(lvl3).

Remarque II1I1.19

J T T 3
=om D= == oS

La remarque II, 27 sur la matrice des cliques d'un
graphe de parité reste valable pour les graphes i-triangulés,
puisque le contre-exemple qui y est indiqué est i~-triangulé,

Remarque II1.20

-~ S S G -~

Les graphes i-triangulés sont fortement parfaits.
Cette remarque se démontre trés facilement en observant que
chaque opération ¢ (i 1,2,3)conserve la forte perfection.
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(On sait que les bipartis et les multipartis complets sont
fortement partaits).

i






CHAPITRE : 1V

TR mmmn o Omminmmmmnm

GRAPHES SANS CLIQUE DE CARDINALITE

mmmmmmnmnnmmRm e mmmmommammnmmmmnonm

QUATRE PARFALTS

inmmuaunmummmnmmm






Lo=DEMINITIONS BT PRELIMINAIRE

définition 1V.1

Un graphe parfait sans clique & quatre est un gra-
phe qui n'a pas de clique de cardinalité quatre,comme sous-—
graphe induit, et tel que ni lui ni son complémentaire ne
contient de cycle éléuentaire impair de cardinalité au moins

5, sans corde.

Tucker ayant démontré que les gruphes sans clique
4 quatre véritient la conjecture forte des graphes parfaitis,
on les désignera aussi comme "les graphes parfaits trois co-

loriables",

Nous redémontrons ici la conjecture forte des graphes
parfaits pour les graphes sans clique & quatre comme sous-gra-—
phe induit.

Cette démonstration est de type algorithmique, c'est
ce qui la différencie de celles de Tucker [3%3)] et [34)] . On
obtient comme retombée de la méthode proposée ici,une démons-
tration rapide d'un autre résultat de Tucker [ 32} t un gra-
phe planaire vérifie la conjecture forte de graphes parfaits.

La démonstration du théoréme principal proposde dans
ce chapitre est un algorithme de coloration pour tout graphe
G = (V,E) parfait trois coloriable , et dont chaque sommet ap-
partient & au plus trois cliques de cardinalité trois ( ou

triangle ).
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définition IV.3

On appelle G la classe des graphes parfaits trois
coloriables tels que chacun des sommets de ces graphes ap~
partient & au plus trois cliques de cardinalité trois.

Notation IV.4

Les couleurs utilisées seront notées a,b et c.
Pour un graphe G = (V,E) trois colorié on notera G (o b}
?

le sous-graphe de G construit sur les sommets coloriés en
a et b,

: Avant de proposer 1l'algorithme,nous donnons dans
un bref préliminaire trois lemmes qui ont pour but d'élimi-
ner certains cas de coloration triviaux., Nous restreignons
ainsi la classe des graphes (de G)qgue nous allons colorier.

Lenme IV.5

Un graphe de la classe G qui ne contient pas de
elique de cardinalité trois est biparti.

démonstration: ‘
Evident t un graphe sans cycle élémentaire sans corde conte-
nant un cycle élémentaire de longueur impaire supérieure ou
dgale & 5 contient aun moins un triangle.

Lemme IV.6

Soient G = (V,E) un graphe de G et (vl,vz) une
aréte de G n'appartenant pas & un triangle de G.Le graphe

R e e Sammnes)
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Gl =(V,E \l(vl,vz)}) appartient & la classe G,

D'une trois coloration de Gl,on obtient en temps

polynomial une trois colorution de G.

Méumonstrations

$i 1'0on crée un cycle élémentaire iwmpair sans corde
en retirant 1'ardte (Vl'v2) de G cela signifie que (vl,v2)était
corde courte de ce cycle dans G,contradiction.

Si 1'on crée un cycle élémentaire impair (> 5)sans
corde duns le complémentaire de G,soit un sommet de ce cycle

non adjacent a vy et Ve Le sous-graphe de G construit sur
Vi Vo et ce sommet est un triangle, contradiction.

51 v, et Vs sont de couleur différente dans une

1
- . 1 : . .
trois coloration de G ,celle~ci est reportée gur G.

S5i vy et v, sont de couleur identique ,disons: a,

1
le sous-—-gruphe G{,1 p) ne contient pas de triangle,il est bi-
“y

parti (cf,lemme 1V.5). On recolorie alors la composante con-

nexe de ce sous—graphe contenant 1'aréte (vl,v2).

Lemme 1V.7

Soient un graphe G = (V,E) de la classe G et v un
de ses sommets. S1 G& = G(V\(v))  est trois colorié, et si

G ( VV) ne contient pas d'ar8te coloriéde,disons, en a et b,

alors G peut 8tre polynomialement colorié en trois couleurs.

ddmonstrations

Le sous-graphe construit sur le sommet v, les som-

1

.) .l_ - ré I'd
mets de G- coloriés en a et les sommets de G coloriés en b
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ne contient pas de triangle, il est donc biparti,et peut &8t1
recolorié en a et b,

Corollaire IV.7.1

Solent un graphe G = (V,E) de la classe G et v un
sommet appartenant & deux triangles au plus. Une trois colo-

ration de G1 = ¢(V\{v}) se prolonge en temps polynomial
en une trois coloration de G,

| Dans la présentation de ltalgorithme on peut se
restreindre aux graphes G de G tels que chaque ar&te appar-
tient 4 deux triangles au plus; En effet soit une ardte
’(vo,vl) appartenant aux trois triangles :

(vorv11V5), (vo,vl,v3) et (vo,vl,v4) .
On colorie GT = ¢ (V\ {VO}) . 5i v; est de couleur a dans la

trois coloration de Ql obtenu ,ii n'y a pas d'aréte coloriée

en b et ¢ dans G(T_ ). Le lemme IV.7 nous permet alors de
| o

colorier G.

Nous considérons dans la suite un graphe G =(V,E)
de la classe G ou |Vl = n.Nous montrons comment d'une trois
coloration obtenue sur Gl = G (v {VO}) on établit une trois

coloration de G en temps polynomial. Le graphe G que l'on
considére est tel que chacune de ses ar8tes appartient & au
moins un triangle et & au plus deux, et tel que chacun de
ses sommets (v) contient dans son voisinage (G ( Fv) ) exac-

tement trois ar8&tes de E.

Dans un tel algorithme de colbration le choix de
{vo} est important. L'algorithme se sépare en trois cas

distincets suivant le choix de {vo} gui s'effectue suivant

la procédure suilvante:



=1 =~ 5i tous les sommets de G contiennent dans leur voi-—
Sinage une chaine minimale de cardinalité trois,on dit que
les sommets de G sont de type 1. Dans un tel graphe on choi-

sit pour VO un sommet quelconque.

- 2 = 81 1'on n'est pas dans le cas précédent,on choisit

pour sommel Yo un sommet,s8'il en existe,dont le voisinage

est formé de deux composantes connexes, respectivement une

chaine wininale de cardinalité 2 et une ar8te.Dans ce cas Yo

est dit de type 2,

= 3 = Si 1'on n'est pus dans un des cas précités, on choisit

pour v, un sommet quelconque. Le sous—-graphe induit par fv
0

est constitué de trois arétes disjointes. Dans ce cas Yo est

dit de type 3.

Yo

Figure 21
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2 ,-ALGORITHME DE COLORATION D'UN GRAPHE DE G

T S S i S < WO M Mo T SN T A S A

-

A.7 - Algorithme de coloration d'un graphe dé la classe G

. > . S W S o T ShY S HOAS A HANS Wi WA Aot e A S AL s WD i R S S O AR SO A S Sk WS S ) e st S M Sl G o . 0 S e G . S SR WA S e S

O g e groedirer comar e rreaoors s mvsemsetirossdivarthrrdorecpuo—s

e e T A I T N L L N o N N A SR Dw DR N sl mlve = e = om Lo =

TLe lemme IV.7 nous indique qu'il existe dans ce cas uns
gseule configuration difficile:

Dans la trois coloration de Gl, Vi et vy sont de couleur

8, Vo est de couleur b et v3 est de couleur c.

L'algorithme se sépare en trois cas,exclusifs: :
A.7.1 a - 1'aréte(v2,v3) appartient & un autre triangle

(vz,v3,v5).

A.7.1 b = I1 existe une chaine coloriée en E et ¢ reliant
les sommets v, et v3;éifférente de 1‘ar§te(v2,v3

A.7.1 ¢ - Les autres cas.

coloration déns le cas A 7.1 a

L'aréte (vz,v3) appartient a deux triangles (vl,vz,v3) et

‘(vs,vg,VB).

Figure 22
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Dans ce cas il n'existe aucune chaine reliant
vy & V4 empruntant des sommets intermédiaires différents de

(vo,vl,vg,vj,v4,v5).'Ceci est aussi vral par raison de sy-
métrie d'une chaine reliant vy a Vg ou d 'une chaine reliant

vy & Vee En effet supposons qu'une telle chaine(vl,wl,wz,...,
wk,vs) existe. Supposons cette chaine minimale. Aucun des
somme ts w, de cette chaine ne peut &tre adjacent 2 VorVos0u v3
Les deux uycles(vl,wl,we,...,wk,vs,vQ) et (vl,wl,...,vﬁ,v3,v0)

n'ont pas de corde ,sont de parité différente,et de cardina-
1ité supéricure ou ézgale a4 5,contradiction.
On & démontré que vl,v4,et Vg sont des sommets

d'articulation de G.
On permute les couleurs ¢ et a sur la composante
de G(V‘\ivl}) ne contenant pas Vyret on colorie v, en c.

De wméwmwe on peut colorier vy en b. On colorie alors le sommet

ern a.

coloration dang le cas A.7.1 b

[1 existe dans Gl une chaine élémentalre différente de 1'ard-
Lo (VZ,V5) de couleur b et ¢, reliant v, & Ve

- 2
g ure 2
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Soit C = (v2,wl,w2,...,w2k,v3) une telle chaine minimale
v, est adjacent & w,, puisque v, est de type 1, vy doit

aussi étre adjacent & un autre sommet de la chaine C sinon
(vl,wl,...,v3,v0,v1) seralt un cycle impair sans corde, v,

est donc adjacent 2 Woe
De méme \N est adjacent & Wop et Woio1*

Si k = 1, on a mis en évidence un anticycle de cardinalité 7
sans corde, et si k est supérieur le cycle
(vl,w2,...,w2k_1,v4,vo,v1) est impair et sans

corde,

coloration dans le cas A.7.1 ¢

On est dans le cas ou ni A, 7.1 a et A.7.1 b ne
sont vrais. _
Supprimons 1'ar8te (v2,v3) de G{b,c} .Le graphe

G{b o} est déconnecté. Echangeons les couleurs b et ¢ dans
14
la composante de G {b,c) contenant v3. Colorions vy en e,

Les sommets coloriés en a forment maintenant un
stable de G, de m@me que les sommets coloriés en ¢, Le gra—
he G tient la seule &te (v,,v.).Le graphe G ne
phe G, contie seule ar ( o1 3) graphe G (4

contient pas de triangle,il est biparti (lemme IV.5), on
peut le recolorier.

est de type 2

Le seul cas ol la trois coloration de el ne s'étend pas
directement en une trois coloration de G est décrit ci-

dessous.
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I = » W r
(Vl,V2,V3,V4,V5) I (G(IV

5 )) = ((vyavy)y (v, v35), (v, ve)

0

Vl et v4 gsont de couleur a

v, el v5 sont de couleur c

v., eyl de couleur b

v, eyl de tLype 3.

Le seul cas ou la trois coloration de GY ne s'étend pas di-
rectement en une trois coloration de G est déecrit ci-dessous
VVO :(VerQ:V31V4’V5) E (G(lvo))=((V1’V2),(V3yv6)1(v4gv5)).

Vl et v4 aont de couleur a

v3 et v5 sont de couleur ¢

v, et v, sont de couleur b

Nous donnons ci-dessous un lemme qui permet d'éli-
winer un cas de coloration trivial, et de dégager pour les
deux cas (type 2 et type 3) une "structure critique®. On ex-—

1

plique aussi que sculs les cas de coloration ol G~ contient

cette "structure critique® présentent des difficultés.

Lemme IV.8

Toute chaine du sous-graphs G1 } reliant

{a’C

vy & v3 ou v, & v5 contient v4.

Toule chaine du sous-graphe G }reliant v3 a v, ou

la,c

R rontient .
v 1 v4 contient Vb

démonstration:

évidente,
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51 dans la trois coloration de Gl »il n'existe
pas de chaine reliant vy & Vyr dont les sommets sont colo-

riés en a et ¢, v, appartient & une composante connexe de

1 , . '
G {a,c} qul ne contient ni Vg, ni T ni Ve On commute alox

les couleurs dans la composante de Gl{a o} contenant Vye On
¥
peut alors colorier \ %

Le m@me procédé s'applique s'il n'existe pas de
chaine reliant v3 Y VS dont les sommets sont coloriés en

a et c, .
C'est pourquoi dans toute la suite, on se placera
dans le cas ol la trois coloration de Gl contient au moins
une chaine de couleur a et ¢ liant v, 2 V4» et une chaine

de couleur a et ¢ liant v3 & VS'

Notation
On note C1 une chaine minimale de Gl{a e reliant
. ?
1 1

2

De méme soit 02 une chaine minimele de ¢ {a
]

2 2 2 2
C 2(v3,u1,&2,...,11£,\'5)o

e} liant v3 3 vsz

définition IV.9

On appelle structure critique le sous-~graphe de G

induit par les sommets de Cl, 02 et Ve

On appelle Gc ce sous—-graphe,
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. ‘ . N
Tous les cas de coloration restants, ot G~ con-
tient la structure critigue GG se subdivisent,comme dans
le cus A.7.1, en trois parties exclusives 1'une de 1‘'autre:

A.7.2 a - 11 existe un sommet adjacent a v, et Ve différent

de VO.
I ¥y E 3 " . B4 1 % ey
A.7.2 b - 11 existe une chaine dans G{a,o} reliant v4 & v5
de longueur impaire supérieure A 3.

A.7T.2 ¢ ~ Les autres cas,

coloration dans le cas A.7.2 ¢

, &
Figure 24
Dans ce cus 1l'ardte (v4,v5) déconnecte le biparti
G}& e .50it la composante connexe de ce biparti,lorsque 1l'on
¥

enléve 1l'aréte (v4,v5), contenant 4 et V4 .Echangeons les
couleurs a et ¢ dans celle-ci.lLes sommets v},v.i,vz;,v5 sont
maintenant coioriés en ¢, et les autres adjacents de vy en b.

Donnons Vg la couleur a,
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Le sous-graphe G{b,c} ne comporte aucun triangle il est

biparti on peut le recolorier.

Propriétés communes des cas A,7.2 a et A.7.2 b.

Nous démontrons ci~dessous un théoréme qui nous
permettra de colorier G pour les configurations restantes.

Notation IV.10

Soit G, une structure critique (cf.définition IV.9)
On appelle z, le sommet adjacent a vo et v; (précédemment v,)
et Z4 le sommet adjacent de v, et‘v3 (précédemment vg{resp.vs
pour v, de type 2 (resp.de type Bﬁ.AOn peut avoir z, = zg.

Dans le cas A.7.2. &a on appelle Vg = Vg l'adjacen
de vy et Vg différent de Vo |

Dans le cas A.7.2. b on appelle A et Vg les som~

mets adjacents respectivement de v4 et Vg sur une chaine 83

R 1
minimale reliant v4 & vs dans & {a,c} *

Pigure 25
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définition 1IV.11

On appelle sommet intérieur de Ci (resp.de Ca) un
sommet de G qui n'appartient pas & V(G.) et qui est adjacent

1

% au moins un des sommets de C\ {v,} (resp. 02\,{v5) ) et

4
qui est différent de 2, (resp.zs). Le somnet 2z (resp.zg)

est un sommet intérieur de C1 81 PZ (Cl) # {V1}(resp.de 02
1 ,

3
I3 1 !' e b ) . ] .
31 Zj((’ ) /{ { VS ) )

définition IV.12

On dit d'une chaine minimale C reliant un sommet

de C1 \{V4} % un sommet de 02

intermédiaires n'sppartiennent pas & V(GC) u (valuivg })

\ {VS} et dont les sommets

qu'elle est de type (wi,wj) si w; est le premlier somnet inter-
médiaire de cette chaine et w3 le dernier.
W est donc soit Zl 30it un sommet intérieur de Cl.

. . ¢ 2
wj est donc solt 23 soit un sommet intériesur de C .,

¢

Notation 1V.13

Pour une chaine ¢ minimale et deux sommets w',w" de
cette chaine,on note C (w',w") la chaine minimale induite

par w'. w" et les sommets de C situés entre w' et w",
4 .

Phéoréme 1V.14

PToute chaine minimale reliant un sommet de Cl\{ v4}

% un sommet de CZ\ {VS} et dont les sommets intermédiaires

ntappartiennent pas & V(Gc) u ( (Vo) vivg 1) est de type:

1

(Z]ij) ou zq n'est pus intérieur de C” et wy est intérieur

3
de C°, on alors 3
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1

(wj,zﬁ) ol wj est intérieur de C' et Z n'est pas intérieu

de 02.

démonstration:

R e Ll L v puRp—

501t C une chaine minimale satisfaisant 1'hypothd.
du théordme.

= 1 - Aucun sommet de la chaine n'est adjacent & Vo -

Soient Wy et Wj deux sommets de C, dans cet ordre sur

1 2

vers C

C quand on parcourt C de ¢ you w; est intérieu

2 ol et wj intérieur & 02, et tels qu'aucun sommet de

1

C(wi,wj) n'est intérieur de C* ou de 02(wi peut &tre

égale & wj).
S1i un sommet w, de O(Wi,wj) est adjacent & v, ou v,
1'aréte (v5,vk) ou (v4,vk) n'appartient pas & un tri-

angle du sous-graphe construit sur:

Vc (wiyws) ) o v(a,) |
Si 1'on exhibe un cycle impair (> 5) dans ce sous-graph
le sous-graphe construit sur ce cycle impair ne contien
dra pas de triangle,contradiction.

Figure 26
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S0it u%u (resp.ui,) le sommet de I' (c) 1e plus pro-
' i

che de vy sur Cl(resp.de v4).

,) le sommet de Pw (02) le plus pro-
j .

b P

Soit uju (resp.u
che de v, sur c? (resp.de v )

11 est facile de voir que CT (vo,u 1

et C (u "y )

1“
doivent avolir m8me parité,., De méme pour
2 2
02 (Vo'“g") et C (VS’uj')'
On a donc un cycle impair (> 5) dans le sous-graphe
construit sur V (Gc) u v (C(wi,wj)).

On vient de démontrer gqu'une portion de la chaine C,
satisfaisant 1'hypothése du théoréme, rellant un sommet
intérieur de C1 & un sommet intérieur de C contient

soit 2 soit z. 80. %, et z..
oit 1» S0 39 oit 1 3
Supposons que la chaine C contienne z1 suns contenir z3.
Soient w, et Wy choisis comme précédemment.On sait que

(4 v(c (wi'wj) ). On note que wi,peut gtre égale A

1
zy 81 zq est intérieur.

Sodit u

i+ le soumet de I (cl) 1e plus proche de v,

i

> .
sur ¢! et ug, le sommet de Fw (02) le plus proche de
v5 sur 02.

RE} u}, est dlffbl nt de vy alors le sous-graphe cons-

truit sur
Vet (v ) v Ve (wgwg) ) ov(eP(ud,,vg)

est un biparti (eycle pair). Si l'on ajoute vy & ce

gous—-graphe on crée trivialement un cycle impair conte-
nant VO(ff 5) et sans triangle,contradiction.
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- 3 - 8i Zq et Z, appartiennent & C et aucun sommet de C (z
h'est intérieur de ¢! ou Cz alors trivialement

soit zyy801% Z, mais un seul des deux est intérieur d

Gl ou 02 regpectivement.

Coloration dans le cas A.7.2. a

Vo b

Figure 27

Dans ce cas Vo ne peut 8tre de type 3,car V4 Ou Vg
aurait  été choisi pour A (v7 ne peut 8tre de type 1),
Dané 1'autre cas (Figure 27) \D) est nécessairement

adjacent & un sommet de C2 (ou C) de couleur a,s0it v,

¢e somnmet.,

Une chaine de G1 reliant v, & un sommet de Cl,
{a,b} k

sans contenir Vo, ne peut exister.

Le théortme préecédent nous montre
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qu'une telle chaine contient v7 or,ceci n'est pas possible
car v, appartiendrait 4 un cycle impair sans corde.
. . 1
Dang la composante connexe du biparti G{a bl » con-=
y D

tenant 1'aréte (vl,vz) le sommet v, est point d'articulation,

On commute les couleurs a et b sur la composante connexe de

1 N ‘ s e 1
G{u,b} contenant v, quand on retire 1'aréte (v2,v1) de G.

On colorie v0 en b,

On réarrange les couleurs a et c¢,G est biparti.

{a,c}

Il reste & colorier un graphe G contenant une des deux con-
figurations (sous-graphes colorids) de 1la figure 28(A.7.2 b).
On remargque que dans les deux cas la matrice des c¢liques de G
n'est pas équilibrée.

b

Figure 28
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Coloration dans le cas A.7.2. b

définition IV.15

On appellexﬁ'le sous-graphe construit sur les
sommets de GC et les sommets de la chaine 63.

Corollaire iV.14.1

Tout sommet de ¢ adjacent & un sommet de G et
non adjacent a (vO,v#,vg)‘est adjacent & une seunle des

chaines CF,02,c”.

Théoréme IV.16

st S s 2 S ot Pt AR sy S st s S
IR MR R NI e IS

Dans un graphe G contenant la structure @ une
des trois arétes (vo,v4) , (vo?v5) , (v4,v5) est un en-

semble d'articulation de G. La coloration est alors tri-
viale.

démonstration:

2 o U DO A o F S o o S Y

Si le théoréme est faux, on peut supposer qu'il
existe une chaine reliant un sommet de 03 4 un sommet de
cl et ne passant pas par v, et vg, et une chaine reliant

an sommet de 03 a4 un sommet de 02

v4 et vg.
On appelle Zg le sommet adjacent ad v

ne passant pas par

et nl

le sommet adjacent & v. et Vg

Zg

4
Zq le sommet adjacent & \N et L
5
Zg le sommet adjacent & \L

et U.ij'u
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Zg peul 8tre égul A Zy oy Zg peut &tre égal A Zge

Le théoreme IV.14 nous montre que la chaine reliant Cl & 03

est de type (Z6’Wj) (26 n'est pas intérieur a Cl) ou
(Wi,ZY) (z7 n'est pas intérieur 2 03) .

Dé méme la chaine reliant 02 a C3 est de type (ZB,WQ) ou

(wyrzg). |

Dans les quatre cas possibles,on va détecter un
Bous—graphe biparti B dans G et un sommet de G qul a trois
adjacents dans B 3 5118,,85, tels que (sl,so) ¢ E(B) et
qu'il existe une chaine de B reliant 9 a Sy qul ne contient
pas s.,, et une chaine de B reliant 8 a S, qul ne contient
pas 83.

Nous ne traitons que le cas i Wy = Zg, wj et W
Interieurs de 03, w, = Zg'

La chaine minimale (26’""wj""’wk""'zg) ntuti-
lise qu'un sommet au plus de (v7,z7) et un sommet au plus de
(Vg 2g) .

Le biparti B cherché est le sous~graphe construit
sur les sommets de cette chaine,les sommets de CZ\{'VS},le

somime t v, ¢t les sommets de Cl. Le sommet qui a trois adja-

cents dans B est le sommet 26.

Figure 29
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5.=APPLICATIONS

T ey s s Sty S ot s e it S

Rappelons un résultat de Padberg [ 281 sur les
graphes imparfaits critiques.,

Théoréme IV,17 (Padberg)

Un graphe G = (V,E) imparfait critique vérifie 1le
propriétés suivantes. (ou'Vl= n y w=wl(G) ,a= a(G)).

i y N = w4+ 1

ii , Chaque sommet de G appartient & exactement w cliques
de cardinalité w et a stables de cardinalité a.

iii , G contient exactement n cliques de cardinalité w et
n stables de cardinalité o,

1iii, Chaque clique de cardinalité o intersecte tous les
stables de cardinalité a sauf un.

Théoréme IV.18 (Tucker)

La classe des graphes sans clique & quatre vérifi
la conjecture forte des graphes parfaits,

démonstration:

- e o —— " .

I1 suffit de démontrer que les graphes sans clique
a quatre, imparfaits critiques contiennent un cycle ou un ant:
cycle impair (z 5)sans corde. Soit G' la classe des graphes
sans clique & quatre et dont chaque sommet appartient & trois
triangles. Le théordme de Padberg (IV.l7,ii) nous indique que
les graphes imparfaits critiques de clique maximum trois soni
dans . ,Les graphes imparfaits critiques sans clique & qua-
tre sont ceux que 1'on ne peut colorier en trois couleurs.
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Le chapitre précédent montre gque tous les graphes de G'non
trois coloriables contiennent un cycle ou un anticycle ime-

pair sans corde (=9).

kemarque 1V.19

Le chapitre précédent est une démonstration algo-
rithmique de la conjecture forte des graphes parfaits, pour
la classe des graphes sans clique & quatre. Ce n'est p&as un
algorithme de coloration des graphes de la classe G,

Le probléme “"colorier un graphe parfait sans cli-
que a quatre” est différent. Si 1'on sait que le graphe que
1'on colorie est parfait, sans clique'é quatre, on peut ima-
giner un algorithme polynomial de coloration bausé sur 1'al-
gebre linéaire: _

On se raméne dans le cas ol chaque ar8te du graphe
appartient 4 au wmoins une clique de cardinalité trois (lemme
1V.6). On écrit (ce qui est polynomial) le systéme dtinégu-
lités

Kx=1
0

X
-1
ou K est la matrice des cligues maximales de G.

La solution x; =1 Vi vérifie ce systéme.
3

I1 reste & appliquer une méthode d'algdbre linédaire
qui de cette solution va par une série de pivotages, nous don-
ner une solution de base de ce systéme d'inéquations. Cecl est
polynomial., Cette solution de base sera un stable,intersectant
Loutus les cliques maximales,

11 est curieux de constater qu'il n'existe pas de

weé thode "combinatoire" pour ce probléme.
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Théoréme IV.20 (Tucker)

T S T e e e N NI ODNNEINS

La classe des graphes planaires vérifie 1la conjec
ture forte des graphes parfaits.

démonstrations:

W S S — - . " s - g o e

Nous démontrons que les graphes de cette classe
sont y~parfaits,

La démonstration se fait par récurrence sur [V 1.
La propriété est vraie pour les faibles valeurs de |V |.
Supposons qu'elle soit vraie,pour tous les graphes G = (V,E
plenaires avec |Vi= n-1, démontrons qu'elle est vraie pour
tous les graphes planaires de cardinalité n.

Soit G = (V,E) planaire avec |Vl = n.
Si G ne contient pas de clique & quatre,c'est le théoréme
précédent.

G contient au moins une clique & quatre.

Nous colorions G en quatre couleurs. Soit vy un

sommet de G de degré inférieur ou égal & 5.
G, = G(v \{vo}). est quatre coloriable par hypothése de ré-

currence, Soit une quatre coloration de Gl, les quatre cou-
leurs sont présentes dans le voisinage de VO( sinon la pro-

priété est démontrée ).
Soient VI’VE’VB’V4 quatre sommets du voisinage de

Y5 coloriés de quatre couleurs différentes. Il existe trois
de ces sommets qui ne forment pas un triangle de G. Le sous-
graphe construit sur A et les sommets de G de couleurs

identiques & 1'un de ces trois sommets, est trois coloriable
théoréme précédent.
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