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INTRODUCTION

L'étude des graphes topologiques remonte aux travaux
d'Euler sur les polyédres, mais ce sont des conjectures com-
me celle des quatre couleurs (1850?) et celle d'Heawood (1890)
gqui marquent le début réel de l‘'é&tude de ces graphes. Ces
deux conjectures s'interessent aux graphes "dessiné&s" sur une
surface, c'est-a-dire pour lesquels les sommets sont des points
de la surface, les aré&tes des courbes simples, et deux arétes
ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémites communes.
La nature topologique du support sur lequel on realise le dessin
conduit 3 la notion de "graphe topologique®.

La conjecture (Heawood) sur le genre du graphe complet
a cédé progressivement grace aux efforts de Ringel, Gustin et
Youngs. De nouvelles th&ories sont apparues, gui ont permis la
résolution de cette conjecture et ont conduit 3 étudier les
propriétés algébriques des représentations topologiques des
graphes. La théorie des graphes quotient de Gustin a &été& modi-
fiée par Youngs, qul a introduit la notion de vortex. Cette
théorie, beaucoup plus générale que ce que nécessitait la réso-
lution de la conjecture de Heawood sur le chromatisme des sur-
faces, a été développée et unifiée par Jacques, qui a introduit
les notions de constellation gquotient et constellatién réduite.

Le chapitre I est consacré a quelques rappels:sur les
graphes topologiques et les propriétés algébriques des constel-
lations; on y introduit les surfaces & l'aide du concépt combi-
natoire de complexe cellulaire, ce qui permet dans toﬁte la sui-
te de ne pas faire appel, au cours des démonstrations; aux noti-
ons topologiques.

Le chapitre II porte sur 1l'étude de triangulations mini-
males de surfaces orientables: déterminer le nombre de points
minimum nécessalres pour trianguler une surface orientable

d'un genre donné. Ce probléme est fortement 1ié 3 celui du



genre du graphe complet (puisque Kn triangule la surface de
genre Y(Kn) pour n=0, 3, 4 ou 7 (mod 12)), et les théories
de Gustin, Youngs et Jacques ont permis de le résoudre par-
tiellement. Apré&s une étude des constellations dans le cas
des triangulations, nous donnons une méthode permettant de
trouver de nouvelles triangulations minimales de surfaces
orientables.

Le chapitre III présente une &tude d'une classe parti-
culiére de graphes, pour lesqﬁels le nombre minimum de faces
d'une immersion 2-cellulaire dans une surface orientable est
1 ou 2: les graphes sup-immergeables. A partir de la caracté-
risation de ces graphes obtenue par N.H.Xuongdet M.Jungerman,
et 4 1'aide du concept d'orientation, nous donnons d'autres
caractérisations permettant de générer ces graphes sup-immer-
geables. Ce travail a été fait en commun avec C. Payan,

F. Jaeger et N.H. Xuong.



CHAPITRE 1

DEFINITIONS GENERALES - GRAPHES - SURFACES - IMMERSIONS






I - GRAPHES

Un graphe G est un couple (V(G), E(G)), ou V{(G) est

un ensemble fini non vide (appelé ensemble des sommets de G)
et E(G) une famille de parties 3 deux é&léments de V(G)
(appelé ensemble des arétes de G).

G est orienté si pour toute aréte de E(G) on a mis un ordre
sur ses extrémités.

7

Un graphe G est dit simple si E(G) est un ensemble de

o oe woe Son mme s

parties a deux éléments distincts de V(G).
Pour toutes les autres définitions, se référer:a (1 ].

Dans toute la suite, on notera :

n IV(G) |

m = |E(G)|

Le nombre de Betti d'un graphe G connexe, noté B(G), est
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II - SURFACES

II-1 - D'un point de vue topologique, une surface est une
variété compacte a deux dimensions, c'est & dire localement

homé&omorphe a ]RZ.

Nous ne nous intéresserons ici qu‘*aux surfaces orientables.

Plus simplement, appelons -SP une sphére a laquelle on a
ajouté p anses -ou prenons un morceau de gruyére avec p

trous-. Sp est 1'image d'une surface orientable de genre p.



Selon cette notation, SO désigne la sphéreet S1 le
tore. La figure 1 nous montre une sphére avec 4 anses, donc

une surface de genre 4.

IX-2 ~ D'un point de vue combinatoire, il existe plusieurs

variétés de définitions d'une surface, & partir de concepts

combinatoires différents, suivant 1'&tude envisa ée.
1sag

Nous définissons ici les surfaces a partir des complexes

cellulaires.

K= (£,8,9) oii :

-z ='{a1,a2,...} est un ensemble fini non vide dont les
€léments sont nommés arcs. Dans I est donnée une involution
sans point fixe notée a <—> a'. Les deux arcs a et a'

sont dits opposés.



- ¢ = {fl,fz,.ool est un ensemble fini non vide dont les
éléments s'appellent facettes. ¢ est muni d'une involution
sans point fixe notée f <—> f'. Les deux facettes f et

f° sont dites opposées.

- & est une application de ¢ dans S(X), 1l'ensemble des
mots circulaires de L. 6(f) est le bord de f.

On appelle aréte de K toute paire d‘'arcs opposés et on note
A = {a,a'l. E(K) est l'ensemble des aré&tes de K.

e

que l'on note F = {f,£f'}.

Tout complexe cellulaire défini comme ci-dessus vérifie les

trois conditions suivantes : A

Leoal, a

a 2

Cl : Si §6(f) = a; ay...a, alors &8(f*) =
tk 21).

3 ]
g %k-1

C2 : Chaque arc figure exactement deux fois dans la famille
des bords {6(f1) / £ e ¢},
C3 : K ne peut pas s'exprimer comme union disjointe de

deux complexes cellulaires.

II-2-2 -~ Etant donné un mot circulairé a'l',..ai ai+1
{mod k).

e eay {(k 2 1) 1le successeur de a est ai

i +1

pans la famille des bords des facettes de K, ".chaque arc

admet deux successeurs qui constituent sa pairé de successeurs.

Un mot circulaire a 32...a.

1 i1 21 341 %
nant 3 S(E) est dit admissible si, pour tout 1, la paire

W A0 i W oy i s a w

(k 2 1) apparte-

de successeurs de }. Si un mot al...ak

a i-1'%4+1
est admissible, alorxrs son inverse ap.--a, a; l'est aussi.

On appelle sommet de_ K, une paire de mots circulaires admis-
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sibles dont 1'un est 1‘*inverse de 1l‘autre, que l'on note :

X = {al By...8, ..., al}



On note Ko l1'ensemble des sommets de K.

Un arc a; figurant dans le second membre est dit entrant

dans le sommet x et son opposé a{ est un arc sortant de x

On montre alors que :

Proposition 1 : Tout mot circulaire admissible de §S(I)-

est une permutation circulaire de I.

Proposition 2 : Tout arc est entrant dans un sommet unique.

On peut alors définir

Le sguelette d'un complexe cellulaire K est le graphe

— o — — 2y Vo 1ot

K1 = (KO, E(K))
oll une aréte A = {a,a'} est incidente 3 un sommet x si

et seulement si a ou a' est un arc entrant en x.

Chaque aréte &tant incidente & deux sommets au plus, K,

est bien un graphe.

I1-2-3 -~ Orientabilité
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Une orientation d'un complexe cellulaire K est la donnée

de la famille des couples ordonnés de bords opposés.

K est dit orientable lorsqu'il existe une orientation telle

que tout arc apparait exactement une fois dans:1'ensemble des
bords figurant en premi@re position de chaque couple.

Dans toute la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux

complexes cellulaires orientables.

II-2-4 - Classification des complexes cellulaires

Soient K wun complexe cellulaire et F = {f,f'} une face
de K.

Supposons §(f) = a; ag...a;...a, et S(f*) f ai...ai...aé a

'
i 1



On définit les opérations suivantes :

S1 : Remplacer dans tous les bords ol ils apparaissent ai

et ay par b, c, et cy bi respectivement (b;,cy,
bi,ci sont de nouveaux arcs).

S$2 : Remplacer une face F = {f,f'}l par deux nouvelles faces
F, = {fl’fi} et F, = {fz'fé} en introduisant deux nou-
veaux arcs opposés b et b', avec 6(f1) = a, a,...a; b,

= ¥ — ] 14 ]
6(f2) b a1 %% donc G(fl) = b' ai“f§2 a, et
] = U [} :
6(f2) ap---ai, b.

Rl et R2 sont les opérations inverses (nommées réductions)
de S1 et 82 (nommées subdivisions) respectivement.

On remarque que l'orientabilité est conservée par ces opérations
de subdivisons et réductions élémentaires.

- oy o G s s gy

peut passer de l'un a l'autre par l'application d'une suite

{

finie de subdivisions et de réductions &lémentaires.

Considérons les complexes cellulaires suivants :

{a,a']}

=
o
i

©
il

(£,£'}

§(f) = a a' §(f') = a a'

]

M (g e N) : & {a,,aj,...,a_,al,b;,bl,...,b_,bl}

9 g 9 9 9 9
Qg = {£,£'}
S(f) = a, b1 ai bi a, b2 aé bé...ag bg aé bé
S(fY = bg ag bé aé...b2 a, bé aé bl a, bi ai

On a alors le

Théoréme : Tout complexe cellulaire orientable est équivalent

=

a 2z 0).
un Mg (g 2 0)
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cellulaire K par :

x(K) =n_ =-n, + n,

o] 1
ou
n, = nombre de sommets = card (Ko)
n, = nombre d'aré&tes = 1/2 card (%)

n, = nombre de faces 1/2 card (9¢)

qui est un invariant combinatoire, c'est a dire identique
pour tous les complexes cellulaires d'une méme classe d'égui-

valence.

II-2~-5 -~ Surface

. - ——— vt do — v . W

cellulaires.

On dira que la surface S est sous-jacente au complexe
cellulaire K (choisi dans la classe d'équivalence), lequel

recouvre 8.

La surface S est parfaitement définie par son orientabilité
et sa caractéristique, qui est celle d'un (et donc de tout)

complexe cellulaire la recouvrant.
On pose ¥ (S) = 2-2g
g est appelé genre de la surface §S.

g s'interpéte topologiquement comme le nombre d'anses de
la surface S (cf. 2-1).

I1I-2-6 - Constellation

-

Ce concept de complexe cellulaire est 3 relier & celui de

constellation introduit pour la premiére fois dans [10].



En effet on a le

Théoréme : La donnéed'un complexe cellulaire orientable
K= (X£,8,%) eéquivaut a la donnée d'un triplet C = (I,a,¢)
appelé constellation ol « est une involution et $ une
permutation de I.

Considérons un complexe cellulaire K = (IL,§,¢).

Chaque arc de I figure exactement deux fois dans la famille
des bords {G(fi)]f1 ¢ ¢]. Il existe donc un ensemble i
de bords dans lequel chaque arc de I figure exactement une
fois. Par conséquent, chaque bord appartenant 3 Ql repré-

sente une permutation circulaire de 1.

La permutation ¢ est définie comme le produit de toutes
ces permutations circulaires. L'involution o est celle
donnée par le complexe cellulaire.

On obtient ainsi une constellation C = (Z,a,9).

Inversement soit I un ensemble fini muni d‘'une involution
a@ sans point fixe.

Considérons une permutation ¢ de I dont la décomposition
en produilt de permutations circulaires s'écrit :

¢ = (4,

A chaque ¢i faisons correspondre la permutaﬁion ¢i qui
s'obtient en remplagant dans ¢i -1'inverse de: ¢i— chaque
€lément a de L par son opposé& a' = a(a). A tout couple
(¢i,¢i) on associe un couple (fi'fi) dont les é&léments
appartiennent 3 un ensemble ¢ muni d'une involution f -~ f'.

On pose
S(E;) = ¢4
S(E}) = ¢f.



En supposant, comme nous le ferons dans toute la suite,
que le groupe engendré par ¢ et o est transitif, le
triplet K = (%,6,9) vérifie les axiomes d'un complexe

cellulaire orientable.

IIT - INTERVALLE D'IMMERSION D'UN GRAPHE

Etant donné un graphe G et une surface S, se pose
la question suivante : Peut-on "dessiner" .G; sur la surface
S de sorte que les arétes ne se rencontrent pas en dehors

de leurs extrémités ?

IIT-1 - Immersion d'un graphe dans une surface

Un graphe G est dit immergeable dans une surface S si

G est équivalent a un sous-graphe partiel du squelette

K1 d'un complexe cellulaire K recouvrant S.

Une immersion est donc la donnée du triplet (G,K,S). Elle
est dite squelettique ou 2-cellulaire lorsque G est isomorphe

au squelette K1 de K.

Géométriquement, lorsqu'un graphe a une immersion squelettique
dans une surface, il divise cette derniére en plusieurs régions

lesquelles sont homéomorphes a un disque ouvert. On parle

alors d'immersion 2-cellulaire.

Youngs, dans [ 25 1, a été le premier & s'intéresser .aux immer-
sions minimales, c'est a dire, telles qu'il n'existe pas
d'immersion du graphe considéré dans une surface de carac-
téristique supérieure. Ces immersions sont caractérisées

par le

Théoréme [25] : Une immersion est minimale si et seulement si

c'est une immersion 2-cellulaire maximale.
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(Une immersion 2-cellulaire est dite maximale si son nombre
de faces est supérieur a celul de toute autre immersion
2-cellulaire).

Pans [ 24], N.H. Xuong exprime en termes combinatoires cette
notion d'immersion minimale : '

Un graphe est dit inf-immergeable dans S s'il est immer-
geable dans S mais non dans toute surface de caractéris-—
tique strictement supérieure & celle de S.

Les immersions d'un graphe inf-immergeable sont caractérisées

par les propositions suivantes :

Proposition 1 [ 25] : Un graphe G est inf—immefgeable dans

une surface s de caractéristique x si et seulement si :

- 11 existe une immersion squelettique de G dans § ;
- 11 n'existe pas d'immersion squelettique de G dans une
surface de caractéristique x' > .

Proposition 2 [24] : Si un graphe G est inf-immergeable
dans une surface S, alors toute immersion de G dans §

est squelettique.

Ces résultats justifient 1’intérét qu'on porte?é la classe

des immersions 2-cellulaires (ou squelettiques).

Considérons une immersion 2-cellulaire d'un graphe G :

(G,K,S). Nous avons '

x (S} = x(K)

2 - 2g =n0-~ l’ll + n2
soit ,

2 -29=n-m+ £

ol f est le nombre de faces de 1l'immersion.
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I1I-2 - Genre d'un_graphe

On appelle genre d'un graphe G, noté Y(G), le plus petit
entier =z O pour lequel G est immergeable dans une surface

de genre Y(G).

Le genre Y(G) de G peut &tre caractérisé par le

Théordme [25]1 : Un graphe G est de genre vy si et seulement
si toute immersion de G dans une surface S de genre Y
est 2-cellulaire.

Ce théoréme de caractérisation ne donne malhe&reusemeﬁt pas
de méthode pour trouver la surface de genre minimum ol un
graphe admet une immersion 2-cellulaire, et donc de résoudre
le probléme de la détermination du genre Y d'un graphe.
Cependant, il a permis & Youngs, dans {251, dans le cas des

triangulations, d'obtenir le

Théoréme : Si G est le squelette d'une triangulation d'une

surface orientable de genre g, alors vy(G) = g.

IIT~3 - Genre maximum

On appelle genre maximum d'un graphe G, noté YM(G), le

maximum du genre des surfaces dans lesquelles .G admet une

immersion 2-cellulaire.

N.H. Xuong, dans [23], a déterminé le genre maximum Yy a'un
graphe G a l'aided'un nouvel invariant combiﬁatoire g appelé
déficience de Betti (cf. Ch. III).

Dans [ 51, en utilisant la technique d'immersion dans les
surfaces orientables diie 3 Heffter et Edmonds, Duke a démontré
que si un graphe G admet des immersions squelettiques dans
des surfaces de genre 9, et 9, (ql < gz) alors pour tout
entier g tel gue 9; £9 <9, il existe une immersion

squelettique de G dans une surface de genre (.
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On appelle alors intervalle d‘fimmersion d‘un graphe, G

A s e G P B T G S o W A S s P s Bemp e S Ol

lt'intervalle :

1(G) = [v(G), yy(G)1].

TECHNIQUES D'IMMERSION D'UN GRAPHE DANS UNE SURFACE

IvV-1 - Rotations

Soit G un graphe connexe. Construisons un graphe orienté

+ .

G en mettant une fléche sur chaque aréte de .G. A chaque
-+

arc Ai de G faisons correspondre une paire d‘'étiquettes

(ai,ai} avec les conventions suivantes :

- la correspondance est bi-univoque,

- si a, est l'étiquetfe de 1l‘'arc Ai parcouru dans
le sens de la fléche alors ai sera celle du méme arc
parcouru dans le sens opposé.

Dans la suite, nous dé&ésignerons par :

- £ 1'ensemble des a; et des ai. L est appelé ensemble

des arcs.

- a l'application qui associe ai a aj. C'est une involu-

tion sans point fixe de L.

T O B D M D B S s WS o o et g

de I telle que chaque orbitre de p est une permutation
circulaire des arcs entrant dans un sommet de TG (voir (19]).

Exemple :

p = (a'b'cd') (abc'e’) (df'e) (fg'g)



On pose : ¢ = ap
(donc p = a0 car o est une involution)

ol

Heffter et Edmonds ([61]) ont montré le

nombre d'orbitres de o.

Théoréme : Un graphe G a une immersion 2-cellulaire dans
une surface orientable de genre Y si et seulement si G

admet une rotation p telle que

n-m+ |lap|]| = 2 - 2v
Il est donc équivalent de chercher les immersions 2-cellulaires
et les rotations. Mais il est plus facile de travailler sur

ces derniéres car visualiser ce qui se passe sur une surface

de genre g pour g > 2 est mal aisé.

IV-2 - Constellations

Toute immersion 2-cellulaire d'un graphe G dans une surface
orientable de genre <y est donc caractérisé par la donnée,
en chaque sommet, d'unepermutation.circulaire des arétes
incidentes 3 ce sommet. On lui associe le triplet (Z,a,0).

=

On retrouve le concept de constellation, associé 3 celui du

complexe cellulaire & partir duquel nous avons défini les

surfaces.

D'une fagon générale, les classes de transitivité du groupe
lo,a] des permutations engendrées par ¢ et o définissent
les composantes connexes du graphe associé & la constellation
(X,a,0) [101. Dans toute 1la suite, nous ne considérerons que
des graphes connexes, donc le groupe [o,aJ' sera transitif.

Toute immersion 2-cellulaire d'un graphe G dans une surface
de genre Yy permet de définir un graphe dual [197] . Les
faces de 1'immersion peuvent aisément &tre obtenues sur la
constellation C = (Z,a,0) : leurs bords sont les orbitres

de la permutation ¢ = ca. On montre que la constellation
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associée a ce graphe dual est C* = (Z,x,¢), et que 1'on a

une dualité puisque ¢ = ¢a.

On appellera donc constellation _duale de la constellation

. . S o o . T o > W T o —

'C = (Z,a,0) 1la constellation C* = (Z,a,¢ = oa).

Soit C = (X,a,0) une constellation.

L'ensemble [ muni des trois opérations unaires g, g
et o liées par les identités

a
g

cl e
X%
0
X

a une structure d'algébre, ce qui permet d'introduire les
concepts habituels de sous-algébre, alg@bre quotient,
homomorphisme, etc... .

La constellation C est monogéne si et seulement si le
groupe de permutations {[o,a] engendré par ¢ et a est
transitif. Nous avons vu plus haut que puisque les graphes
étudiés sont connexes, {[o,a] est un groupe transitif. Donc

toutes les constellations seront ici monogénes.






CHAPITRE II

TRIANGULATIONS MINIMALES DE SURFACES ORIENTABLES
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I - INTRODUCTION AU PROBLEME

I-1 -~ Probléme considéré

Considérons un graphe G simple et sans boucle qui trian-
gule une surface S de genre g.

On a la formule d'Buler :
n-mt+f = 2-2qg

ot

IV{(G) | est le nombre de sommets de G

|E(G) | est le nombre d'arétes de G

f est le nombre de faces de 1'immersion de G dans S.

It

n

i

m

Comme c'est une triangulation

3f = 2m
donc .
n=2-29+m-f=2-29+7%
or
n(n-1)
m s ===
m= 3n - 6 + 69 < Qi%:ll
<=> n{n-1) 2 6n - 12 + 12g
<==> n2 - In + 12 - 129 2 O (1)

Les deux racines de 1'équation n2~7n+12~12g = 0 sont
a . 1+/1+18g
o 2

et "
a . 7“/1"‘339
1 2

Dés que g 2 1, ay < (0]

_ 7+/it48g

Pour g > 1 (1) <=>n = a, 5

Le probléme auquel nous nous intéressons ici est le suivant :



Etant donnée une surface S de genre g fixé, quel est
le nombre minimum de points nécessaires pour trianguler

S, c'est a dire quel est le nombre minimum n de sommets
gue peut avoir un graphe G simple et sans boucle admet-

tant une immersion triangulaire dans 8 ?

Nous venons de voir que n 2 n_ = faO] = r7+/%;48g1

o [r] désigne le plus petit entier supérieur ou ég&l

au réel r.
D'ol la conjecture, due & Xuong et probablement d'autres :

Le nombre minimum de sommets n(g) d'un graphe triangulant

une surface orientable de genre g 3> 1 est

n(g) = n_(g) ={”Ziil%ﬂ§ﬂ’}

Mais, en 1975, J.P. Huneke a montré le

Théoréme [ 9] : Aucun sous-granhe de K9 ne triangule 82,
la surface orientable de genre 2.

Ce qui signifie que pour g =2 n > 10 = n0(2)+1. Autrement
~dit, la conjecture n'est pas vérifiée pour le cas g = 2.

L'objet de ce chapitre est de détermiher les valeurs de

g pour lesquelles on a n{g) = no(g).

I-2 - Relation avec la détermination du genre de K

Proposition 1 : Si Kn triangule une surfacé S de genre

g, alors

n = no(g).

Démonstration :

N — - ———

Le fait qu'on ait une triangulation nous donne la relation

n=2-2g+3
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n{n-1)

Le graphe considéré é&tant complet, m = 5 donc n

vérifie 1'équation

2

n(n-1) > % o904+ 12 - 12g = O

n=2-2g+ 3

Comme n z 0O, cela nous donne’

7+/1+48g _
2

n=a = = n_(9) 0

o

La démonstration de la conjecture sur le genre du graphe
complet '

Y(K) =l‘<n—3;£n—-4)]

a donné lieu a de nouvelles méthodes d'immersions des
graphes a partir de théories s'’appuyant sur les graphes
de Cayley et les graphes quotients. Elle a aussi amené

au

Théoréme {191 : Kn admet une immersion triangulaire
<===>n = 0,3,4 ou 7 {(mod 12}.

Ce théoréme et la proposition 1 nous assurent donc que

l'on a n =n_(g) pout tout g de la forme g = (p=3) {n-1)
\

avec n £ 0,3,4 ou 7 (mod 12).

Dans les cas ol Kn n'admet pas d‘immersioﬁ triangulaire
dans une surface orientable, Ringel et Youngs ont cherché

4 déterminer son genre a partir d'immersioné triangulaires
de graphes "“proches de Kn", i.e. isomorphes a Kn moins
quelques arétes.

On notera Kn-t le graphe obtenu a partir de ,Kn en sup-
primant t arétes.

En particulier, suivant la notation de Ringel, lorsque
les arétes forment un graphe complet & v sommets, on
notera Kn~Kv.
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Cette démarche suggére alors la proposition suivante,

analogue a la proposition 1 :

Proposition 2 : Si Kn-t triangule une surface S de

genre g 2 2, alors (t < =>n = no(g))./ Autrement dit,
pour cette valeur de g, n{(g) = no(g).
Démonstration :
m
- i => = - n
Kn t triangule Sg n 2 -2g + 3
tei, m=20"1) ¢ gion
- 5 n{n-1) _t
n = 2 29 + —€ 3
ou n2- In + 12 —‘129 -2t =0

La solution positive de cette &quation est

o = 1+/I+189+8t
- 2

vérifions que l'on a n = no(g)

7+/1+48g+8t _ r7+/1+48g’]
2 2

= e
n no(g) <

ce qui équivaut a

7+/1+48g _ 7+/1+48g+8t < 7+v1+48g 1
2 - 2 2

soit

Y1+48g < /1+48g+8t < /i+48g+2

La premiére inégalité est vraie pour tout ﬁvz 0
La seconde équivaut a |

1 + 489 + 8t < 1 + 48g + 4 + 4/1+48g
c'est a dire |

1
t < 5(1 + V1+453)

Or v1+48g est une fonction croissante de gq.
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et d8s que g 2 2 on a 1+/1+48g > 10
Autrement dit, dés gque g z 2, % Y1+48g > 5.

Ce qui- d&montre la proposition. ]

Remarques :

1 - On a en fait une proposition similaire od t est
fonction de g

Si Kn—t triangule une surface de genre g,_ﬁalors
(t < 301 + /I¥48g) —=> n = n_(9))
2 - La condition t < 4 a &té prise par analogie aux

résultats de Ringel et Youngs, que l'on voit dans la suite,

sur les immersions des graphes Kn-K2 et Kn-Kj.

I-3 - Classifications des cas

Considérons un graphe G = Kn—t admettant une immersion
triangulaire dans une surface de genre g.

Nous avons alors m = 3n-6+6g et la formule d*'Euler nous
donne :

(n-3) (n-4) = 129 + 2t = 2t (mod 12)

ce qui donne 4 groupes de cas :

a-n=z~0,3,4ou?7l (mod 12)
0 (mod 6)

i

alors t

b~ nz2o0ub {(mod 12)
1 {mod 6)

11

alors t

c~-n=1,6,9 ou 10 (mod 12)
alors t = 3 {(mod §)

d - n £ 8 ou 1l (mod 12)
alors t = 4 (mod 6).
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Cette classification nous permet d'obtenir quelques résul-

tats immédiats :

Cas a : Pour t = O, la proposition 1 nous a donné des
valeurs de n pour lesquelles n(g) = rZil%;jiﬁ']

Cas b : Prenons t = 1.

Ringel a donné une immersion triangulaire de Kn—K2 pour
n = 5 (mod 12), et Ringel et Youngs [21] ont fait de
méme pour n = 14 (mod 12), soit n = 12s+2 avec s
impair. En 1974, Jungermann [11] a résolu le cas restant
n = 2 (mod 24). On a donc le

Théoréme : Kn—K2 admet une immersion triangulaire <===>
n = 2oub’5 (mod 12).
Mais Kn—K2

aréte. Nous avons donc dans ce cas n = no(g).

est le graphe Kn auquel on a enlevé t =1

Nous aurons donc n(g) = no(g) pour les surfaces ofi
Kn-K admet une immersion triangulaire soit

. (n-3) (n-4)-2
g = 12

avec n = 2 ou 5 (mod 12).

2

Cas ¢ : Prenons t = 3
Ringel [19] et Youngs [28] ont montré le

Théoréme : Soit n = 21. Le graphe Kn-K admet une

3
immersion triangulaire dans une surface orientable si et

seulement si

n=1,6,%9 ou 10 (mod 12).

Nous avons donc n(g) = nO(g) pour les surfaces ou
Kn~K3 admet une immersion triangulaire, soit

(n-3) (n-4) -6 z 21

g9 = 12

n
avec et
n=1,6,9 ou 10 (mod 12)
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Cas d : Dans [19], Ringel donne, dans la construction de
1’immersion de K
K -K

12s+11° une lmmersion triangulaire de

12s+11 75°

De méme, il a montré qu'il existe une immersion triangulaire
de K123+8‘K5‘ En résumé&, n = 8 ou 11 (mod 12) => 3 une
immersion triangulaire de Kn-KS. On remarque que le nombre
dtarétes de KS est 10.

Pour g 2z 8, (l +dl+48g ) =210 = ¢t

D'aprés 1la remarque 1 du 1-2, n = no(g).

]

Nous avons donc 1'&galité n(q) n_ (g) dans les cas

(n-3) (n-4)-20

g = -2 pour n = 8 (mod 12)
g = (n~3){g'4)‘16 pour n = 11 (mod 12)1

On ne sait malheureusement rien sur 1'immersion triangu-

laire, possible de Kn—4.

1-4 - Notations

Rappelons que pour tout entier g nous avons posé

no(g) r74~ii£§§] Pour tout entier 1 (0 < i < 11), et
s 2z 0, nous noterons : g; = max(g,/no(g) = 12s+i)

Cette notation est en accord avec la classificétion précé-

dente des cas en fonction de 1la congruence de ' n modulo 12.

Proposition 3 : Soit n = 12s+i (0 < i < 11) un entier
Si Kn~t triangule une surface de genre g alors :

i
{t < 5 gs q).

e W e S e M e S Wt e e U Sl

On a, d'aprés le calcul fait dans la démonstration de la
Proposition 2

n=12s + i (1)

= 1+/1+48g+Bt 2r7+/1$lﬁg]
2 2 '

D'autre part, il découle de la définition de g que
71—/11489 ] !_7+/i+48(g +1)

n=12s + i =] ] (2)
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(1) et (2) donnent
i

9 < g

Supposons que g < g;—l. Dans ce cas, (1) donne

1+/1+48 (g'i'-l)+8t
S
n < 5 (3)

(2) et (3) donnent alors

7 +/1+28g" 7+/ﬁ+48(gi—1)+8t
5 < n < >
D'ol :
0O < 8(t-6)
Ce qui est impossible dés que t < 5, [

Proposition 4 : Les g; ont les valeurs suivantes, pour
i #8, i# 11 et 12s+i = 19,

i=20 gg = 1232 - 78 + 1
i=1 g; = 12s2 ~ 5s
i=2 gi = 1252 - 3s
i=3 g: = 1252 - s

i =4 gg = lZs2 + s3
i=25 gz = 1252 + 3s
i=26 92 = 1252 + 5s
i=7 g; = 1252 + 7 + 1
i=9 gz = 1252 + 11s + 2
i= iO g;O= 1252 + 13s + 3

et pour ces valeurs

n(g) = n_(g) =|'li%9-§3~]



- 29 -

Démonstration

- . S W S D Ay W o

Pour n £ 0,3,4 ou 7 {(mod 12), (cas a), Kn admet une immersion

o) 3 4 7
S‘ gsl gs et gS

pour tout s 2 1, qui Vérifient, d'aprés les propositions 2 et
3, n(g) =n (9). '

triangulaire, ce gui donne les valeurs de g

Pour n = 2 ou 5 (mod 12) {(cas b), Kn~K2 admet une immersion

triangulaire, d'ou les valeurs de gi et gg, pour tout s 2 1,

pour lesquelles nous avons 1'égalité n(g) = nO(g).

Pour n 1, 6, 9 ou 10 (mod 12) (cas ¢), si n 2z 2}, Kn—K3
admet une immersion triangulaire, d‘'od g;, gg,~gz et géo,

pour lesquels nous avons 1°‘&galité n(g) = no(g).

Ce qui donne le résultat pour tous i, s tels que 12s+i213. [}

Remarque :
Pour n £ 8 ou 11 (mod 12), le seul résultat dont nous dispo-

sons est que Kn—KS admet une immersion triangulaire, sur

une surface de genre h; donc

gg 2 hg = 123 + 9s
IS S O
gll>ntl=12f + 155 + 3

Cependant, on peut raisonnablement dans ces deux cas faire
la conjecture

g; = h: + 1

; .
En effet Kn~K5 a 10 arétes de moins que Kn. Nous sommes
ici dans le cas d, ot t = 4 (mod 6). Nous pouvons donc sup-
poser 1l'existence d'une immersion triangulaire pour le graphe
G obtenu a partir de Kn en enlevant t = 4 arétes. Si elle
existe, cette immersion sera dans une surface de genre

= hisy
’g = hs+l.
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i fyx am I .
Les valeurs de 9g ont été déterminées pour i et s tels

que 12s+i 2 13.

Pour les valeurs telles que 12g+i < 19, nous pouvons cepen-

dant établir les résultats suivants :
. 1=0, 3, 4 ouzv, K125+i admet une immersion triangulaire

pour tout s 2= O.

0
Donc g, = 1252 - 7s +1 =6 gg = 1232 +7s + 1 =1
gf =125 - 5 = 11

gi = 1252 + 5 = 13

vérifient n(g) = no(g).

.1 =2 o0u 5, K K2 admet une immersion triangulaire

12s+i

pour tout s = 1.

Donc 9% = 1252 ~ 38 =9
g? - 1252 + 35 = 15
vérfient n(g) = no(g).
.1 = 10, il existe une immersion triangulaire de K10~K3.
gé°= 12s2 4+ 135 + 3 = 3

« , ’ i .
Pour déterminer la valeur de gy Ppour tout s> 0, il
est donc raisonnable de faire la conjecture suivante pour

les cas i =6 et i =1.

gf = 1252 + 58 = 17
g; = 1252 - B = 7

Les g; vérifient les conditions suivantes :
Cl :¥s >0, ¥i,j <11, i > j <=> g; > gg
11

C2 : ¥ s > 0O, 9g

< o°
gs+1



- 31 -

D'ol 1'é&quivalence suivante ;

¥ 1i,j 0O <1 <11 v Sl' 52 e N-{O}
0 < j <11
g: > ggz Qo= s, > s, ou (s1 = 8, et 1i > j)
1

Pour que l'on ait n(g) = no(g) pour tout g > 2, il
reste donc a montrer deux choses :

. Pour 1 =8 ou 11, g: = h: + 1 pour tout s > 0O
.

6
gl =17, g1 = 7

i i+l

. Pour tout g 9y < g s 9 1

<==> n(g) = n(gé* )

C'est a ce deuxiéme probléme que nous nous sommes intéressés.
A partir des immersions connues sur les surfaces de genre
g;, peut on déduire des immersions triangulaires sur des

surfaces de genre gi-l, puis g;—z, etc... .

Nous allons dans un premier temps voir comment ces immersions
triangulaires ont pu &tre trouvées par Gustin, Youngs, Ringel
etc..., par des méthodes utilisant les graphes de Cayley et

’

les graphes quotients, puis nous verrons dans quels cas nous
avons pu en déduire des immersions triangulaires dans des
surfaces de genre inférieur.
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IT - GRAPHES DE CAYLEY

DG a Cayley, le concept de graphe associ& a un groupe a été
essentiellement utilisé dans 1'étude des graphes définis en
termes de générateurs et relations : Coxeter et Moser L 47,

Burnside [ 3 1.

Les propriétés de régularité de ces groupes (ORE [17]) jouent
un rdle déterminant pour leurs immersions (Gustin [ 7 n.
L'intérét, pour cette &tude, des représentations topologiques
des graphes de Cayley est 1ié i 1la conjectufe sur le genre
du graphe complet (Ringel {21 ] et Youngs [2g 1) .

II-1-Définition : Onappelle graphe de Cayley d'un groupe [I' par
rapport a un sous-ensemble A de T 1le graphe défini de 1la

fagon suivante :

- L'ensemble des sommets est 1'ensemble des éléments du

groupe [I'.

~ Soient h et h' deux éléments de I (et donc deux som-
mets du graphe de Cayley). (h,h') est un arc si et seulement
si h l'h' e a.

Pour tout arc (h,h'), on appelle courant porté par l'arc

1'élément h 'h' de A.

Soit e 1'élément neutre de 7T.

e ¢ A <==> toutsommet poss&de une boucle.

Tout sommet d'un graphe de Cayley est de degré k = card A.

Un graphe de Cayley est symétrique si et seulement si
A= A—l. Dans ce cas, on a 1'habitude de le représenter par

un graphe non orienté,

Soit hl'h2"“’hp une suite de sommets successifs d'un
chemin de G. On peut associer de maniére unique & ce chemin
1'élément de I
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-1
p-1

-1 -1

(h 1

.-l _
h2)(h2 h (h hp) = h hp

3)

Les composantes connexes du graphe de Cayley d‘un groupe
par rapport a un sous-ensemble A de [I' sont les classes
a4 gauche de I' par rapport au sous-groupe engendré par A.
Un sous-ensemble A d'un groupe I est donc un systéme de
générateur du groupe si et seulement si le graphe de Cayley
associé est connexe.

Dans toute la suite nous ne nous intéresserons qu'aux graphes

de Cayley symétriques et connexes.

On convient généralement de représenter un graphe symétrique
par un graphe non orienté. Ici, la représentation adoptée
est la suivante :

tout couple d’arcs opposés est remplacé par 2 demi-arétes,

nommées brins

et les boucles deviennent des demi-arétes:

{i::;;> © devient '///g
h h
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Lorsqu'on immerge un graphe de Cayley dans une surface orien-
table, on obtient, pour tout h e I', une permutation qh de
l'ensemble A. Autrement dit, 3 toute immersion 2-cellulaire
d'un graphe de Cayley, on peut associer une constellation

C = (Z,a,0), appelée constellation de Cayley-, définie par

(Facques [101, Gustin [ 71) :

L=TxA o A= a~t est un ensemble de générateurs
1

a(h,d) = (hd,a ) d est le courant porté par le brin (h,d
o(h,d) = (h,0.d) o (o,), p est une: famille de permu-
tations circulaires de A, indexée
par I, et définie par 1l'immersion.
Soit { un sous-groupe de I tel que si ©h = Qh' alors
On = Opo (un tel sous-groupe existe, puisque § = {e} con-

vient (ol e est 1l'identité de T).

Il est intéressant, cependant, de choisir § aussi grand que
possible). Dans ce cas, I et  permettent de définir une
constellation quotient C' de la constellation de Cayley

C = (Z,a,0). Cette constellation représente une immersion
2-cellulaire du graphe de Schreier de I modulo A, ol toute

boucle est le bord d'une face.

Le graphe de Schreier de ' modulo & est letgraphe défini
de la fagon suivante ([2]) :

™

- Les sommets sont les classes & droite de § -dans T.

- Il y a un arc de o h vers £h', portant lefcourant Sed,
si et seulement si Qhé§ = Qh'.

I1-2 - Constellation réduite
La censtellation C' est la constellation définie par

L o=T/0 x A

1

a'(2h,d) (Rhd,d )

Il

o' (¥h,d) = (%h,04, ,d)
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ol ¢!

Qh = Y9g Pour tout g tel que g = Qh.

o

Exemgle
2 2

P=fa,be/ a” =b% = c? = ape = o}
A = {a,b,c,a 1t}

La constellation de Cayley est alors

Les rotations en chaque sommet sont identiques ¢ =

On prend donc Q = T,

(a cba

1

)



La constellation quotient est alors :

La constellation réduite cC” est, par définition; la constel-
lation duale de la constellation quotient. C'est une immersion
2-cellulaire d'un graphe K, appelé par Youngs graphe quotient,
dont chaque arc est orienté et marqué du courant de l'arc dual.

Dans C' on a

QK
// ~
- S~
- k € W'QR
~ P
S -
~ P
S~ -
Qh

et dans C* cela devient

N CQh P
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La constellation ré&duite vérifie les 5 propriétés suivantes [10 ]

a - Chaque brin porte un courant prenant ses valeurs dans
dans A,

b - Deux brins opposés v et av portent des courants

inverses (si v = av, le courant est d‘ordre 2).

c - Les faces sont bijectivement associées aux classes
4 droite de I par rapport &8 € (1'index de 9 dans I est
appelé index de 1‘'immersion).

d - Les courants apparaissant sur le bord d'une face

sont en biljection avec A.

e — Si un brin v appartient a une face associée 3
h et son conjugué av a une face £h', alors le courant
porté par v appartient 3 l'ensemble h'€h (et donc a
h'Qh n A) .

i
Ce qui est trés important pour les probl@mes d'immersion
est la réciproque :

Une constellation "réduite" définie par un sous-groupe §
d*un groupe I et par un ensemble de générateuts A de T
vérifiant les 5 propriétés ci-dessus détermine une immersion
2-cellulaire du graphe de Cayley associé& au graphe I' et &
l'ensemble A de générateurs.

On remarquera que les bords des faces de la coﬁStellation
réduite déterminent les permutations pour le graphe de
Schreier, et donc pour le graphe de Cayley.

Appelons Il le produit des courants autour d'un sommet de
la constellation. On dit que ce sommet est de valence p si
1'élément !l est d'ordre p dans le groupe I,

On a alors ;
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Théoréme [10] :

Chaque sommet de degré k et de valence p de la constel-
1§21

lation réduite engendre 5 faces de longueur kxp dans
la constellation de Cayley.

Exemples :

1 - Reprenons 1l'exemple précédent :

La constellation réduite a une seule face dont le bord est

donné par la permutation o = {(a ¢ b a 1)

Le sommet x est de degré 1 et de valence 5 (puisque a5 = @a).
Q
Il engendre Lgi = %? = 2 faces de longueur 5 dans la repré-

sentation initiale.

Le sommet y, de degré 3 et de valence 1 (puisque

a—'1 ¢cb=abc=-=¢e), engendre 10 faces de ldngueur 3.

2 - I = . A ={1,~1,2,-2}

La constellation de Cayley est donc :
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On a deux types de permutations : o
(1,2,-2,-1).

y = (1,-1,2,-2) et
0, =

Soit {1 1'ensemble des &léments pairs de 3.
Q = {0,2,4} = {0,2,-2}.

La constellation réduite a donc 2 faces, dont les bords sont

donnés par o, et Ogy-

L- 3
»
1}
N
¥
5:5
$:>
N
1
N
o

a L
Les sommets a et d, de degré 1 et de valence 3 }
(242 +2=-2-2~2=0) engendrent chacun -LgJ- = )1 face de

longueur 3 dans la représentation initiale.

Les sommets ¢ et 4, de degré 3 et de valence 1
(-2 +1 +1 = 0 = -1 -1 +2) engendrent chacun 3 faces de lon-
gueur 3. ‘

Nous allons maintenant étudier les propriétés particuliéres de

ces constellations dans le cas ol les immersions i'sont triangu-

laires.

ITI - IMMERSTIONS TRIANGULAIRES

Une immersion trlangulaire d'un graphe G est telle que
toutes les faces sont des triangles.

Dans ce cas, en plus des 5 propriétés citées plus haut, la
constellation ré&duite vérifie les 3 propriétés suivantes :
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f - Tout sommet de la constellation réduite est de degré

1 ou 3.

g - Le produit des courants autbur d'un sommet de degré
3 est égal @ e (c'est ce qu'on appelle la loi de Kirchhoff,
notée KCL).

h - En un sommet de degré 1 1le courant porté est

d'ordre 3.

C'est par de telles constellations réduites Que Gustin

a trouvé des immersions triangulaires du graphe complet Kn
dans les cas n = 3, 4 ou 7 (mod 12). Par la méme méthode,
mais avec des groupes non abéliens, Terry, Wélch et Youngs

ont déterminé& celle du cas n = O (mod 12).

Etude du graphe quotient

Le graphe quotient K admet une immersion 2-cellulaire

déterminée par la constellation réduite.

Les arétes de K sont orientées et portent un courant qui

‘est un élément de A.

Les propriétés c¢- et d- ci-dessus de la constellation
réduite se traduisent de la fagon suivante sur le graphe

guotient K

Parcourons les arétes de K en notant les courants des
arétes par lesquelles on passe. On notera d ?si l'aréte
parcourue porte un courant d et qu'on la parcourt dans

le sens de son orientation, et d”l sinon. Comme A est
symétrique (A = A~1), d--1 est aussi un élément de A.

Nous obtenons ainsi des permutations circulaires des &léments
de A qui donnent les faces de la constellation réduite.

Le nombre de permutations ainsi produites est appelé index

de K. (C'est aussi le nombre de classes 3 droite de T

par rapport au sous-groupe ).
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Pour obtenir la rotation des arcs entrant dans un sommet d

du graphe de Cayley, il suffit alors de prendre la permutation
correspondant & la face associée & {d et de multiplier les
éléments de cette rotation a4 droite par d.

Pour visualiser plus facilement les permutations et les
rotations, on dessinera K sur le plan avec la convention
suivante :

En un sommet marqué e la rotation des arétes S‘effectuera
dans le sens des aiguilles d'une montre. ﬁ

En un sommet marqué o elle s'effectuera en sens contraire.

Exemple : Immersion et graphe quotient de K?.

Les sommets de K? sont identifiés aux &léments du groupe
additif »27, c'est 3 dire le groupe des entiers modulo 7.

L'ensemble A, puisque K7 est un graphe complet est
A = I'-{o}.

La constellation réduite doit vérifier les conditions suivantes

- I1 n'y a pas d'&lément d'ordre 3 dans I, donc pas de
sommet de degré 1.

- Tous les sommets du graphe de Cayley sonf de degré 6
(= card ), donc dans la constellation réduite,iles sommets

du graphe quotient sont de degré 3.

-~ Pous les sommets sont de valence 1, engehérent 6 faces
de longueur 6 dans la constellation de Cayley.

On prend & = 2,, seul sous—-groupe # {e}l. Le groupe quotient
I'/?% n'a qu'un seul é&lément, donc la constellation réduite n'a
qu'tune face (propriété cj.

La proposition d nous donne donc le nombre d'arétes du
graphe K, d'od la constellation réduite et le graphe quotient
suivants : ‘
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-3 T

qui donne la rotation
1321372

soit, puisque dans 2, 1= 6; 2=5, 3= 5, la rotation
132645 |

au sommet O.

La rotation au sommet 'iI s'obtient en ajoutant i (27

groupe additif) a chaque élément de la rotation.

Ce qui donne le schéma suivant :

0. 13 2645
1. 243056
2, 354160
3. 465201 {Schéma 1}
4. 506312
5. 610423
6. 0215314

Une fois obtenues les rotations de G en chaque sommet &
l’aide du graphe quotient, on voit que ce schéma vérifie la
régle A" suivante [191, appelée régle de triangulation.

- * - . . . .
Régle A" : Si & la ligne i nous avons i ... jk ... alors
a la ligne k on doit avoir k ... i3} ... .
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Cette régle n'est que l'expression du fait que chaque face
est un triangle. Elle est équivalente 4 la ré&gle R*, d'un

usage plus facile dans la pratique.

Régle R* ; Si a la ligne i ona i. ... jk& ... alors
4 la ligne k on doit avoir k. ... 21ij ...

IMMERSION DE Kn

Le graphe complet K est un graphe de Cayley{symétrique et
I 4
connexe ot A = I-{el.

L*étude des immersions de Kn dans une surface S de genre

g ou g = (n-3§§"-4) se divise en 2 cas :

- Les immersions triangulaires pour les cas dits réquliers,
c'est & dire lorque n = 0,3,4,7 (12).

- Les autres cas, avec une méthode dérivée (Youngs).

Iv-1 ~ Cas des triangulations : la méthode de Gustin

Le fait que l'ensemble des générateurs A soit TI-{e}l nous
donne quelques résultats supplémentaires :

Le nombre total de brins singuliers de la constellation
réduite est % fois le nombre d'éléments d'ordre 2 du sous-

groupe 2 (w = card ).

~ Soient x 1le nombre d‘'éléments d'ordre 2fde 2 et vy

le nombre de sommets de degré 1 de la constellation réduite. La
formule d'Euler fournit alors la condition de canpatibilité suivante :

n

= (n-7-3x) - 4y = O (mod 12).
Exemple : Le cas n = 7 (12)

Nous prenons [ = @ et A = I'-{0}.

12s+7



Tous les sommets de 1la constellation sont de degré 3.
Le cas s = 0 a été traité en II-3.

Les cas s =1 et s = 2 produisent respectivement les
graphes des fig. 1 et 2 :

9 ,
8 - 7
3 3
: 2 >
5 < 4
6

Fig-1.

Z

19

Les graphes quotients obtenus sont d'index 1, c'est & dire

que toute rotation en un sommet i est obtenue & partir d'une

méme rotation donnée par le graphe quotient :

14 12 15

=,
et

>
-

13

<

Fig.2
La généralisation pour s quelconque est donnée fig. 3.

Les arétes verticales de K sont orientdes alternativement
et portent les courants 1,2,...,2s consécutivement. Tous lesg

autres courants sont déterminés par la loi de Kirchhoff.

Z
125+7 Sstd 5542 4s+4  65+3
55+3 - g ~ 4s+3
2s5+1 1 24 2s-1
3s+
3s+\3 - Es+1 2s+3 4s+2

fig. 3
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K a 6s+3 arcs, donc 6s+3 arétes orientées qui portent
6s+3 courants qui, avec leurs 6s+3 opposés, donnent les

12s+6 @&léments de @ -{0}. Le parcours de K engendre

125+7
une seule rotation de ces &léments de A, qui est le bord
de la face de la constellation réduite.

IV-2 ~ La méthode de Youngs : les vortex 1261

Youngs appelle excés en un sommet d'une constellation réduite

le produit des courantsautour de ce sommet et appelle vortex

un sommet dont l'excés n'est pas e. Il appelie d'autre part
vortex propre un vortex de la constellation réduite gui engendre
par 1l'immersion du graphe complet une face de longueur N :

dans notre terminologie cela signifie que le sommet est de

degré k et de valence p avec kp = N,

Youngs cherche alors des constellations réduites qui engendrent

soit des faces de longueur 3,soit des faces de longueur N.

En mettant un nouveau sommet 3 1l'intérieur de chaque face de
longueur N et en reliant par des arétes chacun d'eux aux
sommets du contour de leur face, on obtient une'immersion d‘'un
nouveau graphe dont il ne reste plus qu'a relier entre eux

les nouveaux sommets pour obtenir un graphe complet. Il suffit
de déterminer le plus petit nombre d!"anses" i fajouter a la
urface pour que ces nouvelles aré&tes ne se coupent pas : on
obtient de cette mani@re une immersion qui peut?étre minimale,
mais qui conduit & une borne supérieure du graphe complet.

Cela permet de trouver des inversions triangulaires pour
d'autres graphes : soit v 1le nombre de vortex propres.
Alors on obtient une immersion triangulaire de Kn+v—Kv'

Exemple : Immersion triangulaire de KLO—K3.
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Y
V¥
J
X
N
~3

A

et

Le graphe guotient vérifie :

. Chaque sommet est de degré 1 ou 3.

. La rotation produit un seul circuit. -

. Chaque 81ément 1,2,...,6s+3 de 2125+7. apparait exacte-
ment une fois. :

KCL est vérifi&e en chaque sommet de ‘degré 3.

Chaque sommet identifié par une lettre est de degré 1 et le
courant en ces sommets génére le groupe Zl2s+7'
Ce sont des vortex.

Pour obtenir les rotations, on opére comme sur un graphe K
ordinaire mais lorsqu'on passe par un vortex on le note

dans la permutation. Cela donne donc ici :

1x12y232z3 soit 1x62y54z3
Cette permutation donne la rotation du sommetfnuméroté O.
Les rotations des sommets 1,2,...,6 sont obtenus de la
fagon habituelle (en ajoutant i a chaque é&lément pour la

ligne 1i).

Les rotations des sommets x, y et z sont obﬁenues par la
régle A*. Ce qui donne le schéma :
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O. 1 x6 2y 5423
1. 2x03y 6524
2. 3 x14y06 25
3. 4x25y102z6
4. 5x3 6y 212z0
5. 6 x40y 322z1
6. O0x51y 432z 2
Xx. 012345@%6

Y 0246135

z. 0415263

C'est une triangulation de KIO-KB. Si les 3 sommets x, y, z
sont enlevés de 1l'immersion, on obtient alors 1'immersion de
K7 dans laguelle on a 7 triangles et 3 faces d'ordre 7 sur
S3. Ringel a démontré que les 3 sommets X, Y, 2 peuvent
étre joints entre eux en adjoignant une seule anse a la sur-
face : nous obtenons alors une représentation topologique

de Klo de genre 3+1 = 4. Ce genre &tant celui fourni par
la conjecture, il est donc minimal ;i le genre de K est

10
donc 4.

V - PRINCIPE DE RESOLUTION

Il faut maintenant montrer que

- 7+/14489
Vg, 9; Veags 9; =2 n(g) = n(g;) =f——-—*12~1§5”

avec la convention

11 _ -1

9s T 951

Considérons une immersion triangulaire d'un graphe connexe
G = Kn—t dans une surface S de genre 9- '8§'11 existe une
immersion triangulaire d‘'un graphe G°' possédant n sommets

dans une surface de genre gol, alors G' = Kn—(t+6).
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Théoréme : Soit une surface de genre g admettant une triangu-
lation minimale par n points. Si parmi les n lignes repré-
sentant les rotations des n sommets du graphe triangulant cette

surface, on peut en trouver 6 du type

a. ....k ¢ ¢"a'b £ ....
b. .... %2 a a'b'c h ....
c. .o« b b'c'*a k ....
a'. ....u b'b a c¢'v ....
b'. ... v ¢'¢c b a‘'w ....
c', +...w a'a ¢c b'u i...
ou bien du type
a.  .... k ¢ ¢' a L.

b
b. .... % a a'*'b'c*'c h ....
k

C. «u..h b c' a rees

a' ....u b'c a c'v

b'. .... v ¢c'b a'w....

¢ ....w a'a ¢ b b'u ....

~

alors il existe un graphe & n sommets triangulant une

surface orientable de genre g-1.

Démonstration

1 - Considérons le graphe G' =G - {(a,a"),(a',b),(b',b),
(b',c),(c,c'),(c',a)} dans le premier cas, et. G' = G - {(a,a")
(a',b),(b,b'),(b,c'),(c,c'),(c',a)} dans le second cas. Les

n lignes représentant les rotations de G' se. déduisent de

celles de G de la facgon suivante :

-~ Les n-6 lignes correspondant aux sommets différents de

a, b, ¢, a', b' et ¢' sont identiques 3 celles de G.

-

- Les 6 lignes correspondant & ces sommets sont obtenues i
partir de celles de G en supprimant les 6 aré&tes : on

obtient



a. ...k ¢ b % ... oubien a. ...k c b & ‘e
b. ... % a ¢ h ... b. ... % a ¢ h ...
c. ...h b a k ... c. ...h b a k ...
a' ... u b'c'v ... a'- ... u b®c¢c'v ...
b ... v ¢*a'w ... b (.. v ¢*a'w ...
ch ... w a'b'u ... c% ...w a'b'u ...
selon qu'on availt 1'un ou l‘'autre schéma de départ.

Les deux cycles (a,b,c) et (a',b’,c’) deviennent
des faces. ' :

Ces n lignes vérifient la régle A,

2 - Le graphe G' est connexe.

Supposons qu'il ne le soit pas. Comme les deux cycles (a,b,c)
et ‘(a',b',c') appartiennent & G et qu'on ne supprime que
des arétes entre ces deux cycles, G®' a donc exactement 2
composantes connexes, G, contenant le cycle (a,b,c) "et

G, contenant le cycle (a',b’',c'), comportant respectivement

n1 et n2 sommets et m1 et m2 arétes avec

n1 + n2 =n

m, + m, = m - 6
Le schéma des rotatlons vérifiant la régle A*, G1 et 62
admettent une immersion triangulaire dans les surfaces de
genre :
6—3nl+m1 6—3n2+m2

- et g =
6 2 6

9 =

On a 9,9, # 0 car si 9, (ou 92) = 0, on obtient une triangu-
lation de la surface de genre g par n-n, points.

n = n1+n2 = no(g) z no(gl) + no(gz) .

=>17 + J1 + 48(9132)_] > 1.+ V1 + 48911 A +\V1 + 4892"

2 2 2




soit

V1 + 48(g +g,) = Vi + 48g, + VY1 + 48y, + 5

ce qui est impossible.

Cethéoréme provient de 1la remarque suivante :

Considérons une immersion triangulaire d'un graphe G dans une
surface S de genre g, une anse de la surface S et deux
cycles ¢ = (a,b,c) et c¢' = (a',b',c') TMautour" de cette
anse, c'est 4 dire que (¢ et (' sont homotdpes et non
homologues & zéro

-\\\\\\\\\\

Appelons 4 1la partie de 1l'anse de la surface S située entre
les deux cycles ¢ et ('. S'il existe entre ¢ et (' sur
4, 6 arétes de G alors lorsqu'on enléve ces 6 arétes 1'im~
mersion de G dans S comporte une face homédmorphe a un
cylindre, dont les 2 bords sont ¢ et ¢'. Si on enléve 4

et que l'on ajoute les deux faces (a,b,c) et (a',b',c')
—c'est adire si 1'on coupe l'anse entre ¢ et ('~ on obtient
alors une immersion de G moins 6 ar&tes sur une surface de
genre g-1 (on a enlevé une anse & S), A& condition que

cette opération ne déconnecte pas la surface S. Les faces

ajoutées étant des triangles, 1l'immersion est triangulaire.



On peut avoir 2 configurations pour les arétes entre les
2 cycles, correspondant aux 2 types de rotations du théoréme :

a b ¢ a
a b c’ a
a b c a
S
a b’ c a
Ce qui suit n'est que l'application de ce résultat ; a partir
des triangulations connues des surfaces de genré g;, nous
[

avons cherché des couples de cycles (c,C ") joints "“convena-
blement" par 6 arétes de fagon a obtenir des triangulations
des surfaces de genre g;~1 par suppression de ces 6 arétes
puis d'en déduire d'autres couples de cycles possédant 1la
méme propriété pour pouvoir itérer le procédé et
trouver des triangulations pour toute surface dé genre g
gi_l < g < g;. Il faut donc que tous ces couples soient
disjoints au sens des arétes pour que la suppression des

6 arétes entre un couple de cycles n'entraine pas la dis-

parition d'un autre couple de cycles.

Un tel couple sera appelé couple solution. Les arétes
(a,b),(b,c),(c,a),(a“,b'),(b',c'),(c’,a') seront appelées
arétes intérieures.

Les autres arétes joignant un sommet de ¢ 3 un sommet de

C' seront appelées arétes extérieures.



VI - RESULTATS

VI-1 - Remarques préliminaires

Nous avons &tudié les différents cas en les regroupant selon
1'index du graphe quotient qui permet d'obtenir les triangu-

lations.

Pour les cas 7 et 10, 4 et 1, 11 et 8, le graphe quotient
est d'index 1. Il est d'index 2 pour le cas 2, et 3 pour les
cas 3, 5, 6 et 9. Enfin, pour le cas 0, les graphes quotients

utilisant un groupe abélien sont au moins d'index 4 ({157 ).

Tous les groupes utilisés sont des groupes abéliens notés
additivement. '

-

Une fols 1'immersion triangulaire obtenue, c'est a dire dés
qu'on a le graphe quotient qui permet de reconstituer la
rotation en chaque sommet, il nous faut trouver un couple

de cycles (C,C') du type 1 (régulier) ou du type 2.

Considérons une immersion triangulaire de Kn—Kv obtenue
par un graphe quotient d'index i et un groupe Zp (p = n-v).
Les sommets de Kv sont représentés par des lettres et les
(n-v) sommets restants de Kn par les elementsude Tb. Soit
¢ = (a,b,c) un cycle de cette triangulation dont les som-
méts sont des éléments de Z_. La rotation du éommet a con-
tient les sommets b et ¢, celle du sommet b les sommets a
et c¢. Donc la rotation du sommet a+k.i contieﬁt les sommets
b+k.i et c+k.i, et la rotation du sommet b+k;i les som~
mets a+k.i et oc+k.i. les trois sommets (atk.i, b+k.i,
ct+k.i) forment donc un cycle de la triangulation, que 1'on
notera Ck.
Cette remarque et le résultat suivant s'avédrent trés utiles

pour la recherche répétitive de couples solutions.

Théoréme : S5i, pour la triangulation décrite ci-dessus,
un couple»solution (¢,C') ,dont tous les sommets sont des
€léments de Z_, existe, alors le couple (Ck,0£) est aussi
un couple solution du méme type que le précédent.
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Démonstration

Considérons le cas d‘un couple (C = (a,b,c), ¢' = (a',b',c'))

de type 1.

On a les arétes suivantes

Les rotations des sommets a, b, ¢ comportent les séquences

ci—-dessous

8. +.2a.. € ct a'b .....
b. «..... a a'*'b'c .....

Ci veses b b'cta .....

Puisque la rotation du sommet atk.i s'obtient en ajoutant
k.i & chaque sommet de la rotation du sommet a, on a donc

les rotations suivantes :

atk.i. ..... (ctk.i)(c'+k.i) (a'+k.1) (b+k.1) .....
btk.i. ..... (atk.i)(a'+k.1) (b'+k.1) (ctk.i) .....
ctk.i. ..... (btk.i)(b'+k.i)(c'+k.1) (atk.i) .....

ce qui veut dire gqu'on a donc

atk.i btk.1i ctk.i atk.i

NEAA VAN

a'+k.i b'+k.i c'+k.1i a'tk.1

Le couple (Ck,0£) est lui aussi un couple solution de
type 1. La démonstration est analogue dans le cas de couples

de type 2.
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L'existence d'un couple solution (¢,c') permet donc de
déduire l'existence d'autres couples solutions (ck,cﬁ).

La remarque suivante est la base de ce qui suit :

Remarque 1 : Si parmi les couples solutions on peut en trouver

d disjoints au sens des arétes, alors & partir de la triangu-
lation initiale de la surface de genre g par n points, on

peut produire une triangulation de toute surface de genre g'

g =>g' 2 g«d,. par n points.

Soit (¢ = (a,b,c), ¢' = (a',b'c')}) un couple solution. On
a alors les rotations ’

. vv... C c' a'b .....
b. «.... ‘a a'b'c .....
Ce v4ees b b'cta .....
a'»..... b'*b a c' .....
BY ...v. ¢t c b a' .....

¢t ..... a'a ¢ b' .....

La suppression des 6 arétes extérieures produit une triangula-
‘tion de la surface de genre g-1. Les rotations de cette
nouvelle immersion sont obtenues a partir des précédentes,

et seules sont modifiées celles des sommets deé cycles ¢

et ('.

Soit ((1,2,3), (1',2',3')) un autre couple solution pour
l'immersion initiale, d'arétes disjointes de S le.ct).

On a alors les rotations :

Lo weew. 3 30V 10 2 ...
20 c..o.0 1 1Y 203 ...
3. cee. 2 2V 3V 1 ...
1% coee. 22 1 3' ...,
2% o.... 3V 3 2 1t oL....
3% ..., ' X103 2% ...



- 55 -

1 - S1 les sommets des deux couples sont distincts, alors
les rotations des sommets 1, 2, 3, 1°, 2' et 3' sont identiques
dans les deux immersions : ce couples sera toujours solution

dans la nouvelle immersion.

2 - Supposons qu'on ait un sommet commun, par exemple 1
et a. Puisque les deux couples sont d'arétes disjoints, on

aura
{a,b,c,a',c'} n {2,3,1',3¢} = ¢g
et
a ¢ {2,3,1',3'}
On a alors trois possibilités :

2-1 - Un des sommets 2, 3, 1', 3' est identique
a b'. Prenons 2 (le résultats est identique si on prend 3,
1* ou 3'). Alors
(1,1*,2',3} a (c',c,b,a‘'}l = 1)
donc
3'/ 1' et 3 ¢ {a,b,c,a’',b’',c'}
2 f {c*,c,b,a'}l, 2' # 2 =Db' et 2' £ 1 = a°

On a donc le couple

a b' 3 a

1’ 2!

les rotations des sommets 1, 2', 3' et 3 sont identiques

pour les deux immersions. Pour 1 et 2, on a

1. ..., c ¢t a'b ..... 3 3* 1Y b o,....
2. ..., c'c b a' ..... a 1' 23 .. ...



Pour chaque rotation, les deux séquences sont disjointes.
La modification de 1l'une d'entre elles lors de la suppression

"des 6 arétes n'entraine aucune modification de l'autre.

Le couple ((1,2,3),(1',2',3")) est donc toujours solution

dans la nouvelle immersion.

2-2 - Les sommets 2' et b' sont identiques.
Les rotations des sommets 1', 3', 2 et 3"sont les mémes

dans les deux immersions. Pour les sommets .1 et 2', on a :

1‘ - " e c c. a‘b s * & & @ 3 3‘ 1‘2 LR TR I S

2’. . e C'C b a' LR A 3i 32 1' CL I B

Pour chaque rotation, les deux séquences sonﬁ disjointes.
Le couple ((1,2,3),(1',2',3')) est encore un couple solution.

- 2-3 - Tous les sommets, sauf 1 et a, sont dif-
farents. La seule rotation modifiée est celle du sommet 1.

l’ . s xS c C' a' b - % 8 " 3 3' l' 2 & * ¥ » &
devient ‘
1. e e e C b s e ns e e s 3 3‘ 1‘ 2 v---’n‘

Le couple ((1,2,3),(1*,2’;3‘)) est toujourslsolution dans
la nouvelle immersion. '

Si on a d couples dont les arétes sont disjointes, pour
tout k O < k s d, 1la suppression des 6 arétes extérieures
de k couples parmi les d produira donc uné triangulation
de la surface de genre g-k. |

Remarque 2 : Considérons une immersion triangulaire de

Kn--Kv obtenue par un graphe quotient d'index i, et un
groupe Zp {p = n~v) : les v sommets de K, sont repré~
sentés par des lettres, et les (n-v) sommets restants de

Kn par les éléments de ?p.
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Soient (C,C') un couple solution ol tous les sommets sont
représentés par des nombres, et C 1l'ensemble des arétes

extérieures et intérieures de ((C,C').

Soit (x,y) ¢ C avec x >y (x et y sont alors considérés
comme éléments de N) .

On pose :

D(x,y) = min(x~y, p-(x-y))

hi

D, (C) {D(x,y)/(x,y) aréte extérieure de C}

D, (C) {D(x,y)/(x,y) aréte intérieure}

Nous avons alors

- si Ck est l'ensemble des arétes de (Ck,Ci), alors

Vk, Dl(C) = Dl(ck) et 02(C) = D2(Ck)
- soient (xk,yk) € Ck‘ (z,t) ¢ C
(x,~k.i, y,~k.i1) e C
(% .y, ) = (z,t) = x -y, = (x)-k.1) - (y,-k.1) = z-t

Cela entraine les résultats suilvants :

- si Dl n 02 = ¢, 1l suffit de trouver 4 couples
solutions dont les 6 arétes extérieures sont diéjointes entre
elles, de méme que les 6 arétes intérieures, pour avoir une

triangulation des surfaces de genre g' ol g-d4 £ g' = g.

- si Dl 0 02 = @ et tDlt = 6 et tth = 6, ~alors les

d couples solutions (Ck,Cﬁ) 0 < k <d conviennent (d.i<p).

Remarque 3 : Considé&rons toujours la triangulation précédente :

(a,b,c) un cycle de cette triangulation.
Alors (a,b,c) est une face si et seulement si & la ligne a,

on a -
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Considérons maintenant (C,C') un couple solution vérifiant
Bl n Dy = @ (on supposera qu'il est de type 1, le raisonne-
~ment &tant similaire dans le cas du type 2).

¢ = (a,b,c) et ¢' = (a',b',c')
En b, on é la rotation

b. L B a a‘ b‘& - * e W

en b+k.i = bkg on a la rotation

. . ' ot
bk’ L R &k ak{wk Ck iOtiQ‘

le couple {C (Cy)  Etant un couple solution.

Effectuons la suppression des 6 arétes extériecures de
(C,C'). On obtient une triangulation pour laquelle (a,
bk,ck} est toujours un cycle. Si cfest devenu une face,

k "k

c'est qu'on a supprimé les arétes a b, et bﬁ bk’ Comme
Dy n D, = @, ct'est que Cp =€ ou ', ‘

Dans le cas Bl n Dy = @, il suffit donc de s'assurer que
tous les &léments de la famille (Ck,Cé | 0 £k £d) sont
distincts pour obtenir d couples solutions convenables.

Vi-2 - Cas 7 et 10 12771

Les graphes qguotients sont d'index 1. :
L'obtention de ces graphes a &été traitée au §IV.

VI=2~1 - Cas 7

et

K123+§ est le graphe de Cayley associ¢ & T = 2 ...,
A

= I'-{0}. ©On prend & = I.

- Le cas s = 0 a été traité au §I11-3.
K?“triangule le tore.

- Le graphe quotient (cf. §IfI-4~a) du cas ¢ = 1.  ne comports
comporte pas de couple solution de type 1 ou 2. On ne peut
-conclure pour n = 19,
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5s+4 5512 5543 ;Z125+7
55+
. 25t1 L3 e ' 3>***‘ A
A» s+2’ b 28+2 |
35+3 3s+1 3s+4 25+3 4s+2

En parcourant le graphe quotient, on obtient la rotation du

sommet O :

0. ..... b5s+3 5s+4 55+2 658+5 .....
..78+2 12s+4 3s+1 128+5 ..... 2 3s+3 1 Ts+4

ui va permettre d’obtenir les rotations des sommets 5s+3
q p

et 5s+5

5s+3. ..... 5st+t5 8s+6 Ss+4 O .....
5s+5, ..... O 65s+2 8s5+6 5s+3 .....

Les deux cycles ( = (0, 5s+3, 5s+5) et (' = (5s+4, 5s5+2,
8s+6) forment un couple solution du type 1 :

55+3 0 55+5 5s5+3

55+4 5542 8s+6 5s+4

On a les résultats suivants

Proposition 1 3
7 _ 7 7_ _ 7_
Pour s 2 2, rﬂgs 1) = n(gs) et n(gS 1) = no(gs 1)

Démonstration
L'existence d'un couple solution donne, & partir de la trian-
gulation obtenue par le graphe quotient, une triangulation des

surfaces de genre gZ—l par 12s+7 points.
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Proéosition 2 3

Pour s 2 2, ¥ g' tel que gg £ g' s 9::

nig') = n(gZ) et
7+/1¥48g" |
5

n(g') =
Démonstration

7 6 _ . ?
Iq dg = 2s+1

S5i on trouve 2s-1 autres couples solutions tous disjoints
au sens des arétes, on pourra en déduire l'existence d'une

triangulation par 12s+7 points pour toute surface de genre

' 6 ' 7
g' ol g < g'<g_.
On aura alors nf(g') = 12547 = n(g;)

/ g ]
Or ni(g') 2 no(g') =[”7+ 1?? = 12g+7
Donc n(g') = n(g;) et n(g') = no(g’)-
Restent donc @ trouver les 2s couples solutions d'arétes
disjointes. Comme le graphe quotient est d'index 1, tout couple

(c ,Cé) (0 = k < 128+7) est solution et permet d'obtenir une
triangulation de la surface de genre g;~1.

D, = {1, 5s+4, 5s+2, 3, 2s+1, 3843}

D, = {5s+3, 5s+5, 2, 3s+4, 3s+2}

- D1 n D2 =@ et !Dli = 6,
- Pour D2’ deux arétes vérifient D(e} = 2.
e, = (55+5, 5s+3)

1

e, = (55+4, 5s+2)



En prenaht pour couple suivant ((4,5s+7, 5s+9) , (5s+8,
SS+6, 88+10) on obtient deux couples d'arétes disjointes.

Il suffit de prendre les couples (Ck,Cﬁ) avec k = 44 et
O <%« 3s qui sont 3s > 2s5+1 couples d'arétes disjointes.

La proposition est ainsi démontrée. 0

VI-2-2 - Cas 10

, . 10
K125+10—K3 triangule la surface de genre dg -

Le graphe quotient s'obtient a partir de celui du cas 7 en
introduisant les trois sommets X, Y, 2 (sommets de K3)

non adjacents.

- bans le cas s = 0, K K3 triangule S3 i ‘donc n(3) = 10

107
Huneke ([9 ]) a montré que n(2) = 10.

- Dans le cas s =1, 1'immersion donnée par le graphe quotient

ne contient pas de couple solution. On ne peut conclure.

- Dans le cas s 2 2, |e graphe quotient est le suivant :

5543 55+4 5542 5st5

YO 35 OIS o IS TO 35T

Z42¢47
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LY

On obtient le méme couple solution (C,C') que pour le cas 7.

55+3 0 55+5 55+3

5s+4 55+2 8s+6 S5s+4

Ce qui nous donne les résultats suivants :

Proposition 3

. , 1

Proposition 4

Pour s 2 2, ¥ g' tel que gz s g' <g

et n(g‘) = FZL‘%.Z&S&:]

10

g + nlg") = n(géo)

Démonstrations :

Elles sont analogues 3 celles des propositions 1 et 2.

géo—gg = 2s+l. Les 2s couples de cycles du cas 7, disjoints

au sens des arétes, sont aussi dans ce cas des couples solutions

VI-3 - Cas 4 et 1

K128+4 et K123+1-K3 triangulent respectivemgnt les surfaces
de genre g:' et g;. Le groupe employé pour le cas 4 est

I = %'2 x 263%2’ groupe additif ol
(x,7) + (x',y") = (x+x',y+y")

X est appelé premi&re composante, et Y deuxiéme composante.
A=T-{(,0)}, @ =T,

Le graphe quotient est d‘'index 1.
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VIi-3-1 - Cas 4 (22]
La premiére composante du courant sera 1 si 1'arc est représenté

Jungerman ({13]) a montré 1l'existence

en trait épais, O sinon.
- Dans le cas s = 1,
d'une immegﬂﬁon trianqgulaire de Kl6—K4. On a donc :
n(gf—l) = n(l1l2) = n(g:) = 16 et n(g:—l) = no(g:—l)
— Dans le cas s = 2, les graphes quotients donnés par Ringel
(1191) ne comportent pas de couple solution. ‘
est

le graphe quotient

- Pour s 2 3,
3s+1 . 1 3s-2
3s 3s-3
T 1 3s-2

3s+1
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Dans les deux cas, il commence par

35+1 L 35-2 4 3s-5
3s 3s-3] 3s-6 3s-9 35~12 ..
ZyxZ
S 2% 56540
3g+1 1 3s=2 4 3s-5

Les demi-arcs ont pour courant les &lé&ments d'ordre 2 du
groupe. Le parcours du graphe qguotient donne la rotation
du sommet (0,0) qui comporte les séquences ;

(0,0). ... (1,3s+1) (1,1) (1,35~2) (1,4) ......
e». (1,65-2) (0,3s-6) (0,3s-2) (0,3s5-3)
(0,1) (0,3s) (1,3s+1)

-+« {0,3s+5)

-----

ce qui donne les rotations des sommets (1,4) et (1,3s+1)

(1,4) .-+ (0,0) (1,3s-2) (1,3s+2) {1,3s+1)
(1,3s+1) ... (1,4) (1,3s+2) (1,1) (0,0)

“« s e @

Les deux cycles ( = ({(1,3s+1), (0,0), (1,4)) et

¢' = ((1,1), (1,35-2), (1,3s+2)) forment un couple solution

1,3s+1 0,0 1,4 1,3s+1

NS

1,1 1,3s8-2 1,3s+42 1,1
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On a les résultats suivants :

Proposition 5 :

Pour s 2z 3, n(gg—l) = n(gg) et n(g:—l) - no(g:—l)-

Proposition 6

4

s+ nlg") = nigh

Pour s z 3, ¥ g tel que g: <g' =g

et n(g') = rliz%;iﬁﬂiq

Démonstration

La proposition 5 se démontre comme la proposition 1 (existence

d'un couple solution).

Pour la proposition 6, il faut trouver (94—g )-1 = 2s-1 couples
de cycles solutions d'arétes disjointes.

Soient (u,v), (w,x) deux &léments de 22 x ZGS+2 tels que

v>x et ((u,v),(w,x)) e C.

On posera D'((u,v),(w,x)) = (t,D(v,x))
avec
t =0 si u=w

1 sinon.

i

Les ensembles by et D, sont définis comme précédemment en

remplagant D par D°.

by

02 = {(1138+1)1(114)1(0133—3)1(0:3S+1)1(0135}

{(o,3s),(1,1),(1,3s—2),(0,3s~6),(o,3s—2),(o,1)}

- Dl n 02 =@

- IDll = 6

- Les deux arétes intérieures vérifiant D'{(e) = (0,3s5-3) sont
el = ((1I3S+l)l(ll4))
e, = ((1,3s-2),(1,1))

2
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Les couples (Ck,Cﬁ) avec k = 3%, 34+1, 3842 et ¢ pair
sont des couples solutions dont les arétes sont disjointes.

Il y en a E%;z = 3s+1 > 2

La proposition est démontrée. ]

VIF3—2 - Cas 1

Le'graphe quotient, d'index 1, est obtenu i partir du groupe

F, x % .. T=08-{(0,0} et =T,

- Dans le cas s = 1, Jungerman a donné une immersion trian-

gulaire de K;37K3. Ici  les sommets sont numérotés de 1 & 13.

1 3 411 5 6 712 8 9 10 13 2
213 812 611 4 5 9 710 3 1
3 210 8 5 711 613 912 4 1
4 31210 6 9 8 713 5 211 1
5 11 9 2 4131012 7 3 8 & 1
6 5 813 311 212 9 410 7 1
7 610 2 913 4 811 3 512 1.
812 213 6 5 31011 7 4 9 1
9 8 4 612 313 7 2 511 10 1
10 911 8 3 2 7 6 412 513 1
11 4 2 6 3 7 810 9 5 1
12 7 510 4 3 9 2 8 1
1310 5 4 7 9 3 6 8 2 1

Cette immersion comporte le couple solution ((4,2,7),(5,9,13)).

n{(7) = 13
n{6)

[7aY

13 en fait n(6) = 13 car K12 triangule 56'

- Dans lescas s =2 et s = 3, 1'stude des graphes quotients
ne permet pas de conclure.
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- Dans le cas s = 4, 1le graphe quotient ci-dessous

5 c ar < < '
Les couples ( (0,k) * (O,k)) 1 k 5 sont ;gssi des
couples solutions. Toutes les arétes extérieures des couples

sont disjointes. Les 12 cycles sont distincts (mais non dis-
joints) . '

Pour s =2 4, on a donc V¥ g' gg < g' g g;, n(g') = n(g;)
et n(g') = no(g').

- Dans le cas s 2 5, comme le graphe quotient donnant 1'im-

mersion de K125+4 le graphe quotient dépend de la parité de
14

s. Cependant 11 comporte toujours les arcs suivants :
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1
2 3s-1 5 3s-4 .8

3s-3 3s~6 3s- 3s~12
7 RO R 3s-1 o5 3s=4 8

ZoxZg 4

Le parcours du graphe quotient donne la rotation du sommet
(0,0) :

(0,0) ... (0,3s-1) (0,5) (0,3s~4) (0,8) ......

.-+ (0,3s+8) (1,5) (0,3s+5) (0,3s8) ......
... (0,6s-9) (0,3s5~12) (1,3s-4) (0,35-9) ..... .

On en déduit les rotations pbur‘les sommets (0,3s-1) et
(0,8) qui comportent les ségquences : ’ ‘
(0,3s-1) ... (0,8) (1,3s+4) (0,5) (0,0) ......

(0,8) ..... (0,0) (0,3s-4) (1,3s+4) (0,3s~-1) .......

Les deux cycles ¢ = ((0,3s-1),(0,0), (0,8)) et
¢' = ({(0,5),(0,3s5-4),(1,3s+4)) forment un couple solution.

0,3§;i\ 0,0 0,8 - 0,3s-1
0,5 o,3552////:j::¥§////\\;>5

Cela donne les résultats suivants :
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Proposition 7 :
1
POUI' s > 4' n(g;-—l) = n(gs) et n(g;-l) = no(g;—l) °

Proposition 8 :

Pour s =z 4, V¥ g° gg < g' < g1

57 n(g') = n(g;) et

n(g') = r?+/i§3§§Tj.

Démonstrations :

Ot S G0t ot B TS o e - e ——

Les mémes arguments que ceux développés pour la démonstration

de la proposition 1 prouvent la proposition 7.

Pour la proposition 8, il faut trouver (gg~g;)~12= 2s-2 couples

solutions.
Pour s = 4, cf. paragraphe précédent.

Pour s =2 5, nous avons :

Dl = {(0,35—6),(0,5),(0,35-4),(0,35—12),(1,38—4),(1,5)}
v, = {(0,3s-1),(0,8),(0,35-9),(1,8) ,(1,3s-1)}.
- Dl n 02 = 0.
- 1p,1 = 6.
Les deux arétes intérieures pour lesquelles' D(e) = (0,3s~9)
sont ’
el = (0135—4)1(045))
ez = ((0135_1)1(018))

En prenant, comme au cas 4, les couples (Co,k)'CZO,k))

pour k = 3%, 34+1, 3%42 et & pair O < & < 2s-2, on
obtient 3s-3 couples solutions dont les cycles sont dis-
joints. Comme 3s-3 > 2s pour s = 5, la proposition est

démontrée. ]
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VI-4 - Cas 11 et 8

On ne connait pas le nombre minimum de points nécessaires pour

trianguler les surfaces orientables de genre g;l et gz.

Par contre, les graphes K125+11~-K5 et KlZs+8~K5 admettent
une immersion triangulaire dans les surfaces de genre gélul

et gg—l. C'est a partir de ces triangulations que nous pour-

rons déduire des triangulations de surfaces de genre inférieur.

VI-4-1 -~ Cas 11

Jungerman ([13) a prouvé qu'il n'existe pas d'immersion trian-
117K

On notera x, y, a, b,c 1les sommets de Kg, . et les autres

gulaire du graphe K

sommets de K125+11 sont identifiés aux é&lé&ments de les+6’

- Pour s =1, 2 et 3, les graphes quotients donnés par Ringel
dans [19] ne comportent pas de couples solutions.

- Pour s 2 4, le graphe quotient, d"index 1, comporte les
arcs suivants : ([201])

6s-1 6s-5 65-7 6s-11 -

s=
Y

-----

Le parcours du graphe quotient donne la rotation du sommet O

0. ... 65+7 65-5 65+13 6s-11 ... 6s+17 24 10 18 6s+16 12 4 ...



On aura donc dans les rotations des sommets 6s-11 et 6s-5

les séquences suivantes :

6s-11. ... O 6st13 6s-1 6s5+7
6s-5. ... 6stl3 0O 6s+7 6s-1

Le couple (¢ = (6s+7,0,65-11),¢' = (65-5,65+13,6s5-1)) est

un couple solution.

6s+7 0 6s~-11 6s+7

6s-5 6s+13 6s-1 6s-5

Nous avons alors les résultats suivants :

Proposition 9 :
11, 1 11, _ 1
Pour s 2 4, n(gs 2) = n(gS 1) et n(gs 2) =n (gL 2).

Proposition 10 :

Pour s 2 4, pour tout g' vérifiant g.° < g' s gl1,
! 7+/1+48g " :
n(gl) = n(gls__l) et n(gl) = |—7 /1;4 —]

Démonstration :

e e — - - - ——

La proposition 9 se démontre comme la proposition 1.

Pour la proposition]0, il faut trouver [gll~l—glol~1 = 2s-1

couples solutions compatibles.

v, =112, 6s-5, 6s-7, 24, 10, 8}

D {6s-1, 6s-11, 18, 4, 14}

2

Pour s =z 4 on a
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- Les deux ar@tes intérieures vérifiant D(e) = 18 sont

fl

e {6s+13, 68-5)

1

e, {(6s+7, 6s-11)

En prenant les couples (Ck,Cé) pour k = 6%+3j avec
O0<3js5, & pairet 0 < & < 2s, les arétes correspondant
a e, et e, ~dans ces couples seront de sommets disjoints,
et donc les couples seront d'arétes disjointes. Il Y en a

6s > 2s.

La propriété est démontrée. 0

VI-4-2 - Cas 8

On sait qu'il existe une immersion triangulaire de K K

12s+8 57

mais je n'ai pas trouvé le graphe quotient correspondant.

Le seul résultat est donc n(g2~l) ='n0(g2—1).

VI-5 ~ Cas. 2

. -K a été donnée
12s+2 72
par Ringel et Youngs ([21]) pour n = 14 (mod 24), soit pour

La premiére immersion triangulaire de K

s impair. En 1974, Jungerman ([11]) a ré&solu le cas s pair,
et trouvé une immersion triangulaire 3 1'aide d'un graphe quo-
tient d'index 2, dans le cas s pair comme dans le cas s

impair.

Pour s = 2, le graphe quotient ci-dessous neiComporte pas
de couples solution. : '

12 10
6
2
1 11
\
12 2] 10 |
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le graphe quotient d'index 2 est le suilvant :

> 3,

S

Pour

(L141)

6s 6s=2 4 6s5=5 7 «[1]e 3s=5 3s+4 3s=-2
Sy . g e - O g - o) >
«3( Q>
6s-6 65=9 6s=12 . * T9 6
. ) ﬁ N N . .
< s e Q <z 3g=~1
) 5 6s=4 3s=4 35+5
2
v 6s=3
68=6 r.
4 w
s=4 8 (1> 3g-4 3s+5 3s=-1
> — P — %A 3s+2
_ <[ IJe—
6s=9 6s=12] 6s5=1 9 6
3s+1
—< < < < = < <O
6s 6s=2 4 6s=5 7 >{0]—> 3s=5 3g+4d 3s=-2
rmmsw

2125
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Le graphe guotient donne une immersion triangulaire de
Kn-—K2 pour n = 2 (mod 24). En changeant les rotations
des sommets marqués *, on obtient 1'immersion de Kn-K2
pour n =14 (mod 24).

Ce graphe ne comporte pas de couple solution.

VI- 6 - Cas 3, 5, 6 et 9

bes graphes Kyjsi3r Kiogus7¥yr KppgeeK3 ot Kjpo g7Ky
5

triangulent respectivement les surfaces de genre gg, 9gr

6 9
gs et gs.

L'immersion triangulaire de K125+3 a été 1'une des premiéres trouvées.
La premiére solution est due a Ringel, et une solution uti-
lisant les graphes quotients a été trouvée par Gustin, qui

donna l'exemple de K avec s = 2.

12s+3

Le groupe employé est Z et @

125437 & = Fppg3-100,
est le sous-groupe de I dont les &léments sont multiples

de 3.

VI-6-1 - Cas 3

s i e Gt Gm S s arm T M Bht W oot W s Yoy S s i i it e et S i — o v

1
A—>—a o :30 o <§ + 23 L B
(2] —= 6 12 : <[]

7} 3V 10 4 % 13 1 Z’lS
[ | 6 12}
B Gl o O— - A ~ > A

1 7  T10 >7 0 13 1
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Les deux extrémités portant la méme lettre (A ou B) sont
identifiées. Les rotations des trois sommets £, 1 et
22 de I'y2 s‘*obtiennent par parcours du graphe quotient,
ce sont les trois circuits étiquettés [0], [1] et [2].

{1l
0] ==
Dans le cas général, le graphe quotient est comme ci-dessus
un graphe échelle de type M&bius (on fait un demi-tour avant
d'identifier les extrémités de 1l'échelle).
A >k bs+1l 6334 _ 6§52 . 6527
2
21 | 12
¥ 65
6s+1 A 3 6s+4
[1]= 6
B~ 00—

Les couples solution sont différents selon congruence de

s modulo 3.

1 - s 20 (mod 3) ,
4s+3 = 4(3k)+3 = 3(4k+1)
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Le courant 4s+3 est porté par un arc vertical orienté vers

le bas

DR 1-5 3 >85+4 |
45+3 | Z12543
1145 :
8ot 1 Yo Y 5374

Les circuits [0] [1] et [2] comportent les séquences suivantes

[O]. ... 8s+4, 4s+3, 8s+2, 4s+2 ...
{(rl. ... 8s+1, 4s, 8s+2, 4s-1 ...
£21. ... 8s+1, 4s, 8s+2, 4s+2 ...

qui vont donner, dans les rotations des sommets O, 8s+4
(1 (mod 3)) et 4s+2 (= 2 (mod 3)) les séquences :

0. ... 8s+4, 4s+3, 8s+2, 4s+2 ...
8s+4. ... 4s+2, 1, 4s+3, o ...
4s+2, ... O, 8s+2, 1, 8s+4 ...

Les deux cycles (¢ = (8s+4, 0, 4s+2) et C‘:= (4s+3, 8s+2,
1) forment donc un couple solution '

8s+4 0 ds+2 8s+4

NINN N

1 4s5+3 8s+2 1

Nous avons pour ce couple (¢y.C*)
{4s, 4s+1, 4s+3}

{d4s~1, 4s+2}

et Dy n D, =@

o
et
i i
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2 - s 1 (mod 3).
4s5-1 = 4(3k+1i)~1 = 3{4k+1)

Le courant 4s-1 est porté par un arc vertical orienté vers

le bas

4s+3§ 8%22 N
4s-1 4s5+2 ) Z’IQ5+3
is+3 0 8312 As -

Les circuits (0], [1] et (2] comportent les séquences

suivantes :

{f0l. ... 8s+3, 4s+1, 8s+4, 4s+3 ...
(11. ... B8s, 4s+1, 8s+l, 4s ...
f21. ... 8s+3, 4s+1, 8s+l, 4s ...

qui vont donner, dans les rotations des sommets O, 4s+3
(= 1 (mod 3)) et 8s+3 (= 2 (mod 3)) les séquences :

0. ... 8s+3, 4ds+l, 8s+4, 4s+3 ...
4s+3. ... O, Bs+4, 1, 8s+3 ...
8s+3. ... 4s+3, 1, 4s+1, O ...

Les deux cycles (¢ = (8s+3, 0, 4s+3) et (' = (4s+1, 8s+4, 1)

forment un couple solution

8s+3 0 4s+3 8s+3

NN

4s+1 8s+4 1 4s+1
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Pour ce couple (C,C') nous avons

D, = {4s+2, 4s+1, 4s-1}
D, = {4s, 4s+3}
et Dl 0 D2 = .

On connait aussi ([ 131), pour s = 1, 1'existence d'une

immersion triangulaire pour K, . -K

15 74°
3 - s 2 2 {(mod 3)
8s+2 = B(3k+2) + 2 = 3(8Bk+6)

Le courant 8s+2 est porté par un arc vertical orienté& vers
le haut.

- . 10s+2 " _2s
A 8s+2 )
8s-1 10s+2 2s 22126+3
8s+2 '
*10s+2 7 72s

Le circuit [11 comporte la séquence suivante :

f131. ...... 4s+1, 2s, 10s+2, 8s+2 ...

qui produit, pour les sommets 1, 8s+3 (2 1 :(mod 3)) et

4s+2 (= 1 (mod 3)) 1les séquences suivantes dans les rotations :

1. ... 4s8+2 2s+1 10s+3 8s+3 ...
4s+2., ... 8s+3 68+2 2s+1 1 ...
8s+3. ... 1 10s+3 65+2 4s+2 ...

Les deux cycles (¢ = (4s+2, 1, 8s+3) et (' = (2s8+1, 10s+3,
6s+2) forment donc un couple solution
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4542 1 Bs+3 4s+2

2s+1 10s+3 6s+2 2s+1

Pour ce couple (C,C') nous avons

b, = {2s+1, 2sl
= { }
82 4s+1
et Dlnl)2=¢.

Ceci nous donne les résultats sulvants :

Proposition 11 3
3 3 3 3
Pour s z 1, n(gs~1) = n(gs) et n(gs—l) = nd(gs»l).

Cela découle de l'existence des couples solutions.

Proposition 12 :
Pour s 2 1, et s 2 Ooul (mod.3), V¥V g' gi < g’ g gi,

.

n(g') = n(g:) et n(g') = [Z.—!._.,..._...__..‘.__ W}

Démonstration

e s P A, . Dol S o St

Comme dans les 2 cas (s =0, ou 1 (mod 3)) nous avons
D1 N D2 = ¢, 1l suffit donc de trouver des couples solutions
pour lesquels les 6 arétes entre les deux cycles sont toutes

distinctes.

1 - 8 & 0O (mod 3)

{4s, 4s+1, 4s+3, 4stl, 4s, 4s+l}

i
<
]

x Il y a 2 ar@tes pour lesquelles D(x,y) = 4s :
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11}
i

1

Il

e (8s+4, 1) ol x y (mod 3)

1

(8s+2, 4s+2) ol x

i
i

2 y (mod 3)

e
2
Comme les sommets correspondants ont la méme congruence

dans tous les couples (Ck,Ci), une aréte du type e ne

1
1‘
différentes.

pourra étre supprimée que par une aréte du type e
I1 faut donc dénombrer les arétes de type e,
Comme (8s+4)~1 # 1-8s+4 1les iggié arétes obtenues nour

k O < k < 4s5+1 seront distinctes.

Le raisonnement est identique pour 1'aréte e,.

* Regardons les arétes telles que D(x,y) ='4s+1
e, = (8s+4, 4s+3) x = 1 (mod 3) et Yy = 0 (mod 3)
e, = (8s+2, 0) X 22 (mod 3) et y = 0 (mod 3)
ey = (4s+2, 1) X =2 (mod 3) et y =1 (mod 3)

Les 3 arétes sont de type différent.
, 12s+3 . n
On aura donc N couples solutions dont les 6 arétes

extérieures seront toutes distinctes.

- Parmi les 4s+l couples, il faut en trouver 2s-1 pour
lesquels les cycles {ck,cﬁ} sont distincts.’

S . . ~
Les 3~ Premiers conviennent puisque leurs sommets sont

distincts.
_ 4s
h -vjr
¢ = (0, 4s+2, 8s+4) et Ch = (1, 4s, 8s+2)
C'= (1, 4s+3, 8s+2) et (¢} = (12s+2, 4s+1, 8s+3)

h
Ch p C'= (1, 8s+2) mais les deux cycles sont différents

= ] ]
de meme , Ch+l # Cll"'l Czh # Ch
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Les 2h premiers couples conviennent et 2h = 8s , 2s.

La démonstration dans le cas s T 1 (mod 3)

est similaire

2~ 521 {(mod 3)

-, = {4s+2, 4s+l, 4s-1}

x D(e) = 4s+2 est obtenu pour
e, = (4s+1, 8s+3) soit x = 2 (mod 3) et y = 2 {mod 3)
e, = (1, 4s+3) soit x = 1 2y (mod 3)

e, et e, ne sont pas de méme type. Comme on ne peut avoir

{x-y) = (y—-x) dans ZlZs+3' les arétes correpondants a
e et e, dans les couples (Ck,0£) solutions seront

1
toutes distinctes pour k  tel que O < k < lzgié

* D{(e) = 4s+1 est obtenu pour
e, = {(4s+1, O) soit x = 2 (mod 3) et y = O (mod 3)
e, = (8544, 4s+3) soit x = O (mod 3) et y = 1 (mod 3)
ey = (8s+3, 1) soit x £ 2 (mod 3) et y = 1 (mod 3)
Les 3 arétes sont en fait d'un type différent,jf
. 125+3 !
On aura 13 ainsi 4s+l = 5 couples solutions dont les

arétes extérieures sont distinctes.

- Parmi ces couples, il faut en choisir 2s-1 de cycles dis-

tincts. C'est le cas pour les couples (Ck,Ci) 0O < k < 43:2

dont les sommets sont distincts.

Posons h = 4%;2
¢ = (0, 4s+3, 8s+3) et Ch = (2, 4s+2, B8s+5)
c'= (1, 4s+1, 8st4) et CA = (3, 4s+3, 8s+3)

] + ¥ - A} ¥ ‘ L ]
C # Ch et donc cl # Ch+l""' Ch # C2h
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On a 2h = Bi;2 > 2s couples dont les cycles sont distincts.
La proposition est démontrée dans ce cas. 0

Dans le cas s = 2 (mod 3), nous n'avons pas trouvé 2s-1

couples indépendants. On a en effet :

D1 ={2s+1, 2s}

. D(e) = 2s+1 pour les arétes
e, = (4s+2, 2s+l) soit x = et y = 2 (mod 3)
e, = (10s+3, 1) Soit x 2 2 et y =1 (mod 3)
ey = (8s+3, 6s+2) soit x = et y = 2 (mod 3)

On remarque que pour 3k = 4s+1, Ck = C et Cﬁ = (!

. D(e) = 2s pour les arétes
e, = (2s8+1) soit x = et y =1 (mod 3)
e, = (10s+3, 8s+3) soit x = et y =1 (mod 3)
ey = (6s+2, 4s+1) soit x = et y =1 (mod 3)

On n'a donc que 4?;1 couples pour lesquels les 6 arédtes

extérieures sont distinctes.

Pour ces couples, les 8?;2 cycles Ck’ Cﬁ “sont distincts.
On a alors :

Proposition 12' ; .

Pour s 21 et s = 2 (mod 3), ¥ g' gg - 4i;l < g' < Igr

n(g') = n(gs) et n(g') = ZLI_;‘.&.BEL .

VI-6-2 -~ Cas 5
K123+5—K2 triangule la surface orientable de genre gg.

Les deux sommets de K2 sont désignés par les lettres x
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et y, et les 12s+3 samets restants de K125+5 par les &élénents de

#) 00130 L.e graphe quotient, d‘'index 3, est fort ressemblant & celui

du cas 3.

La aussi, les solutions dépendent de la congruence de s
modulo 3.

Pour s = 2 (mod 3), on a

4s+l = 4(3k+2) + 1 = 3(4k) + 9 = 3(4k+3) = O (mod 3)

A ! x 6521 6;?4 ?65:2 6%+7
1 6s+1 6s- 6s+7

(0]—» ) A

B— , 65¥1 65+d4 6522 © 6347

On a les séquences suivantes :

tol. ... 8s, 4s-2, 8s+1, 4s ......
Lr}. ... 8s+3, 4s+1, 8s+1, 4s+3 ......
£21. ... 8s+3, 4s+1, 8s+l, 4s ......

qui vont donner les rotations pour les sommets O,

4s (= 2 (mod 3)), et B8s (1 (mod 3))

0. ... 8s, 4s-2, 8s+1, 4s ......
4s. ... O, 8s+1, 12s+1, 8s ......
8s. ... 4s, 12s+1, 4s-2, 0 ......

Le couple (C = (8s, O, 4s), C' = (4s-2, 8s+1l, 12s+l)) est

donc un couple solution

85[ 4s+2 8s+3
4s+1
4s-2
A 4s+2 8s+3 Z125+3
4s+1

43;3 Bs+3
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sm

4s-2 - 8s+1 12s+1 4s-2

D, = {4s+2, 4s-2, 4s+1} et D, = {4s, 4s+3}

2
Pour s = O oul (mod 3), je n'ai pas trouvé de couple solutio
On a donc les résultats suivants :

Proposition 13 :

Pour s = 2 (mod 3), n(g2~l) = n(gZ) et h(gg—l) = no(g:-l).

Proposition 14 :

Pour s = 2 (mod 3), ¥ g' 9: <g's 92: n(g') = n(gg) et
7+/1+48g"?

n(gt) = [P,

Démonstration

Il faut trouver (g§~ggr‘1 = 2s-1 couples solutions.

- D, n D, = @

- D = {4s+2, 4s-2, 4s+1}

I1 y a 3 arétes pour lesquelles D(e) = 4s+2

e;= (8s, 4s-2) soit x 1 et y =:0
e, = (8s+1, 0) soit x = 2 et y =0
e, = (12s+1, 4s) soit x =1 et y = 2

Il y a 2 arétes pour lesquelles D(e) = 4s+l

1f

ey (8s+1, 4s) soit x 2

{(12s+1, 8s) soit x

i

2 et vy

i

i
i
i

eS 1 et Y

Toutes ces arétes sont distinctes. Il y a donc 4s+l couples

solutions dont les arétes extériéures sont distinctes.
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- D, ={4s, 4s+3]

Il y a 4 arétes bour lesquelles D(e)

e, = (12s+1, 4s5-2) soit
e, = (4s, 0O) soit
ey = (8s, 4s) soit
e, = {12s+1, 8s+1) soit

Hi

Hi

x X X X
"

e

Il y a 2 arétes pour lesquelles D(e)

Il

e

€6

(8s, 0) soit x
(8s+1, 4s-2) soit x

ey € C et C, ¢ C'. Les cycles

4

1
2

{ck,c

et
et
et
et

et vy
et vy

y
Y
Y
Y

4s+3

k

/ O

ont donc au plus une aréte commune. Ils sont

distincts. D'od la proposition.

VI-6-3 - Cas 6

Kl2s+6_K3 triangule la surface de genre
s 2 1.
Pour s = 1, Jungerman (13})

triangulaire de K18—K3'

6
Is

i Hi
Vv NN O O

0 -
o

< k < 4s+1}
donc tous

i pour

nous donne 1l'immersion

-
w

- =
N N N = o b

- -
UoN N oW oW N

-

1. 3 4 5 616 7 & 910 11 17
2.186 5 7 9 8 41 10 12 15 13 17

3. 2 61715 81310 14 12 7 18

4. 316 214 9 713 12 18 15 10

5. 4 816 3 912 10 13 11 15 14

6. 518 1015 914 8 4 11 13 7

7. 16 15 11 14 10 18 3 12 6 13

8. 7171016 5 4 6 14 186 13 3

9. 8 2 7 414 6 15 17 13 18 12

0. 916 817 415 618 7 14 3
11.10 2 81216 9 3 18 14 7 15
12.17 6 7 3141611 8 15 2 10

13. 12 4 7 611 510 3 8 18 9.

4. 131612 310 71118 8 6 9
15.14 511 716 3 212 8 3 17

6. 6 2 4 3 5 810 9 11 12 14
17.11 410 B 7 514 213 915 3 §
6. 15 412 913 814 11 3 7 10

8

5

14
16

w N o ou;

1
1
12

18
15
17
10

12
2

15

16

18

17

= b U DD NN

Eee Y

18

]

-}d—}-ﬁ—é-}-ﬁ_}-—\—-\-ﬁ-&-&d
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Cette immersion comporte le couple suivant :

ce qui nous donne une immersion de KIS'K3“6v dans 1la
surface de genre g§~1 = 16,

De plus, KIB_KG et Klg“K? admettent des immersions
triangulaires dans les surfaces de genre qg42 et gf~3.

Les sommets de K3 sont X, y, z et les autres SOmmets de

K123+6 sont les éléments de Zl?s+3’

. Pour s = 2, l'immersion de VK30~K3, est donnée par

le graphe quotient :

J S DU E - ) e
0 B W 9
'3 R "
Zyy
277 a
5 9. 18 1
\2_ AR Amme S S-S SRS |}
Is 3 h2
v A \
« (o]

PoE OO g o B

Elle comporte le couple solution:
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et les 3 autres couples ((3,2,5), (14,13,10)), ((5,4,7),
(16,15,12)) et ((7,6,9), (18,17,14)), dont toutes les

arétes sont disjointes, nous donnent les immersions

triangulaires des surfaces de genre gq' / g: < g' = gg.

. Pour s = 3 et 4, 1'étude des graphes quotients donnés par

Ringel dans (191 ne donne rien.

Pour s 2 5, 1le graphe quotient, d'index 3, est donné

page suivante.

Pour s z 5, on obtient, lors du parcours du graphe

quotient, les conséquences suivantes par le circuit O

tol. ... 3s-1, 6s, 3s+l, 63-3 ... 9s+4, 6s+3, 9s+2, 6516,
9s+7, 6st9, 9s+5 ...
qui vont produire, dans les rotations des sommets 0, 6s et

6s-3 (= O (mod 3))

0. ... 3s-1, 6s, 3s+l1, 6s-3 ...
6s. ... 3s+1, O, 3s-1, 3 ...
6s-3. ... O, 3s+1, 3, 3s-1 ...

Le couple (¢ = (3s-1, 0, 6s-3), ¢*' = (6s, 3s+l, 3)) est

donc solution

3s5-1 0 65-3 3s-1

Bs 35+1 3 6s

On a donc les résultats suivants :

Proposition 15 :

L]

6
Pour s 2 5, n(gsml) = n(gg) et n(gi—l) no(gg-l)
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Proposition 16 :

5 6

Pour s 25, ¥g' g_ <g'<gg, n{g') = n(g:) et

n(g') = l-7+712+489 '-! .

Démonstration

La démonstration de la proposition 15 est analogue a celle de
de la proposition 1.

Pour la proposition 17, il faut trouver (gi*gz)—l==25—lcouples

solutions disjoints au sens des arétes.

p, = {3s+1, 6s, 3s+2, 6s-6, 3s-41}
D, = {3s-1, 6s-3, 6s-4, 3s-2, 3s}
Dl n 02 = @
Deux arétes extérieures vérifient D(e) = 3s+1
e, = (6s,3s-1) avec X = g et y = 2 (mod 3)
e, = (35+1,0) avec x =} et y o (mod 3)
On a donc, au moins 4s+l = 12§+3 couples disjoints pour
les arétes extérieures. ‘
lDZI = 5, Les couples auront au plus une arétQJGOmmune,

il seront donc tous distincts.

La proposition est démontrée.

Vi-6-4 - Cas 9

Pour s 2 1, on connait l'existence d'une immetsion triangu-
‘ 9
laire du graphe K123+9 K3 dans la surface de genre 9g-
La premiére solution a été trouvée par Gustin, mais c'est
Youngs qui a donné une solution avec un graphe quotient

d'index 3 indépendant de la parité de s.



Pour s 2 3, Guy et Ringel ont donné le graphe quotient (page
. S s 1 s . . . _

suivante)associé & 1l'immersion triangulaire de K125+9 K6

dans la surface de genre 12§+11 = 92*2. (£81)

Les 6 sommets de K6. sont Xx, y, 2, u, v, w, et les autres

sommets de K sont identifiés aux é&lé&ments de W12s+3‘

12s+9

Entre les arcs verticaux portant les courants 24 et 6s,
da droite de E, les graphes quotients des .cas 6 et 9 sont

identiques.
On a donc pour le circuit [0} la méme séquence qu'au cas 6

[ol. ... 3s-1, 6s, 3s+l, 6s~3 ... 9s+4, 65+3, 9s+2, 6s5+6,
9s+7, 6s+9, 9s+5 ...

qui produit le méme couple de cycles :
3s-1 0 65-3 3s5-1

NN

bs 3s+1 3 Bs -

On a alors les résultats :

Proposition 17 :

Pour s = 5, n(gg-?,) = n(gz) et n(gg—B) = 1:1'0(92"3)

Démonstration

i T o W o Sk i S o

L'existence du couple solution permet d'écrire 1'galité :

n(g§-3) = n(gz—Z) or n(gz“Z) = n(qg).

Proposition 18 :

Pour s 25, ¥ g' 92 <g' < 92“2* n(g') = n(gz) et

n(g') = ['Zf___ﬂ_"];w\-]
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Démonstration

- —— o S Teve e — - v —

92"92 = 2s+l

I1 faut donc trouver 2s-1 couplés pour démontrer la
proposition.

Les 4s+l1 couples solutions de la proposition 16 conviennent

encore ici.

Vi-7 - Cas O

Puisque c'est un cas on (n~3ién—4) est entier, il existe

une immersion triangulaire de KlZs utilisant un graphe
quotient d'index 1. Mais il utilise un groupe non abélien
(comportant 12s &lément).

Pour s impair, Ringel utilisé 1le graphe A4 x ZS : le
graphe quotient obtenu ne comporte pas de couple solution.
La solution générale utilise le groupe G(k) x er+1 ol
k et r vérifient

k

n=3 .25 (2r+)

k dont les é&léments

et G(K) est le groupe d'ordre 3.2
s'écrivent [p,al avec a élément du groupe cyclique

d'ordre 3 et p ¢ P+(2k), groupe additif dans GF(2k).
Elle ne comporte pas de cycle . solution.

D.J. Pengelley et M. Jungerman ([151) ont proﬁvé qu'il
n'existe pas de graphe quotiént d'index <4 utilisant le
groupe . Z;, . Ils domnent un graphe quotient d'index 4 utilisant

le groupe 2125, mais de graphe est trés campliqué et fonction de la
congruence de s modulo 8.

Le seul résultat est donc :

nlgg) = n_(g).
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VI-8 - Cenclusion

Nous n'’avons pu conclure que dans certains cas. Le

tableau présenté page suivante donne les résultats pour
les surfaces de genre inférieur a 80.

L'étude n'a pas abouti dans les cas suivants:

cas 1 : s=2 et s =3

cas 2 : s » 1

cas 4 : s = 2

cas 5 : s = 1 et 2 (mod 3)

cas 6 ; s =3 et s =4

cas 7 :; s =1

cas 8 : s 21

cas 9 : s =1, 2, 3 et 4 et 1'immersion de
Kn-K3—6

cas 10 ;: s =1

cas 11 : s =1, 2 et 3 et l1l'immersion de Kn—4

cas 0 : s > O

Dans les cas résolus, les couples solutions sont tous
du type régulier, ce qui provient sans doute de la symé-
trie des immersions obtenues & 1'aide des graphes

quotients.

Pour g "assez grand" (s superieur 4 5), on a
n(g) = no(g)
si g vérifie

i

-9 =44 et 1 #8 et i # 11
- g appartient 38 1'un des intervalles suivants:
[92. q;] ;
Lgi, g;] si s 0 (mod 3)
[g;, g:] R [gg, g;] si s =21 (mod 3)
(92 - 48;1 ' :] , [g:, g;] si s = 2 (mod 3)

-8 9 9 11
[gs, gs— 2] ) [g ¢ 9



SURFACES ADMETTANT UNE TRIANGULATION MINIMALE

PAR N POINTS

2]
—
o
e
O W
=
w
Wi~g
[ow)
Lo Y+ ]

|
|
|
|

G{10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
N'15 15 16 16 17 18 18

Gl20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
NI19 21 22

G 31 32 33 34 35 36 37 38 39
NI 23 24 25
G[40 41 2 43 44 45 46 47 48 49
N 26 27 27 27 27

G[50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
NI28 29 29 29 29 30 30 30 30 31
Gl60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
N3l 31 31 31

Gj70 71 72 73 74 715 76 77 18 79
N "33 34 34 34 34 34

-

Les valeurs soulignées correspondent & une surface

de genre g;.



CHAPITRE III

GENERATION DE GRAPHES SUP-IMMERGEABLES
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I ~ PRESENTATION DU PROBLEME

1T

Soit G un graphe. Soit S(G) 1la classe des surfaces
orientables oid G admet une immersion 2-cellulaire. Le
genre de G, vY(G), et le genre maximum de G, YM(G),

sont définis respectivement par :

Y (G) min{y(8) / S ¢ 5(G)}

il

Yy (6) max{y(S) / S € 5(G)}

o Y(S) est le genre de la surface S.

Suivant un résultat de Duke, on a

S € S(G) <==> y(G) s y(8) < YM(G).

L'étude du genre maximum yM(G) a été abordée pour la
premiére fois par Nordhaus, Stewart et White dans [16]. Mais

la détermination de est dlde a Xuong dans {23], & partir

Y
M
d'un nouvel invariant combinatoire appelé déficience de Betti.

- D'aprés la formule d'Euler, le nombre de faces d'une immersion

2-cellulaire de G dans une surface de genre YM(G) est
minimum. Ringeisen dans [18 ] s'est alors intéressé 3 la classe
des dgraphes ol ce minimum est < 2. De tels graphes sont appelés
sup-immergeables. La caractérisation de ces graphes a é&té

obtenue indépendamment par Jungerman et Xuong.

-

Dans ce chapitre, nous donnerons, & 1'aide du concept d'orien-
tation d'un graphe, d'autres formulations concernant la carac-
térisation des graphes sup-immergeables. Ces résultats nous

permettront d'établir un procédé de génération de tels graphes.

DEFINITIONS ET RAPPELS

I1-1 - Rappels
Tous les graphes considérés seront finis, connexes et non
orientés. Ils pourront comporter des boucles et des arétes

multiples.



Pour les définitions générales, voir chapitre I.

Soient G un graphe et S une surface orientable de genre
Si G admet une immersion 2-cellulaire dans S, la formule

d'Buler donne :

f=2-2g+m-n

ot £ = nombre de faces de 1'immersion de G déns S
n = |V(G) ]
m = |E(G) |

or 21 donc 1 s 2 ~2g+m ~-n soit

2g < B(G) pour tout g ¢ {Y(G)vYM(G)]

On a donc

YM(G) <

ol [rj désigne le plus grand entier inférieur ou &gal au

réel r,
Un graphe G sera dit sup-immergeable ([16]) lorsque

Yy (G) = lﬁ%?l}

La formule d'Euler peut s'écrire :
2g = B(G) ~ (f-1)

Nous voyons donc que

- Quand B(G) est pair, YM(G) = sgn <=—=> f = 1.

=

Le graphe sera appelé sup-immergeable 3 une face, noté en
abrégé s.i.l.
- Quand B(G) est impair, yM(G) = éi%%;l <=> £ = 2.

Le graphe sera appelé sup-immergeable 3 deux faces, noté
en abrégé s.i.2.

g.



II-2 - Détermination de YM(G)

On appelle arbre maximal d'un gfaphe G un arbre T

couvrant tous les sommets de G. Un tel arbre comporte

n-1 arétes.

On appelle co-arbre de G 1le complémentaire au sens des

- - - S e ot s e

arétes d'un arbre maximal de G.

A tout co-arbre C d'un graphe G, on associe ([23]) 1le

nombre
£(C) = nombre de composantes connexes impaires de C

ol une composante connexe est dite impaire si elle a un nombre

impair d'arétes. Par la suite nous les noterons c.c.i.

e - - - - > e D S -

£(G) = min €(C)
CcG

ol C est un co-arbre de G.
On remarque que pour tout co-arbre C de G 1la parité de

t(C) est la méme que celle de B(G). En effet, le nombre

d'arétes d'un arbre maximal d'un graphe G connexe est n-1.

Donc le nombre d'aré&tes d‘'un co-arbre est m-(n-1) = m-n+l = B(G) .

Lorsque B(G) est pair, nous ne pouvons avoir qu'un nombre
pair de c.c.i. puisque le nombre total d‘'arétes est pair.

Inversement B (G) impair implique €(C) impair,
D'oua B(G) - €(G) = O (mod 2).

La détermination du genre maximum ‘M d'un graphe G se

-~

fait 4 l'aide de cette déficience de Betti. Xuong a montré le

Théoreme [23] : Si G est un graphe connexe de nombre de Betti
B(G) alors '

Yy(G) = 3 (B(G) - £(G)).
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B(G) et E(G) é&tant de méme parité, le nombre 1,2 (B(G)-

£(G)) &est bien entier.

Dans le cas des graphes sup-immergeables, ce théoré&me nous

donne :

~ si B(G) est pair
vy = EQG - 1 (gc)-¢(q))

donc £ {(G) 0.

-~ 81 B(G) est impair
Ty (G) = -—————B(Gz)_l
d'oad E&(G) = 1.

On remarque que l'on a £(G) = f-1 ot f est le nombre
de faces d'une immersion 2-cellulaire de G dans une

surface de genre YM(G).

On a alors le

Théoréme (Jungerman [12], Xuong [241) : Pour qu'un graphe
connexe soit sup-immergeable, il faut et il suffit qu'il
contienne un co-arbre dont toutes les composantes connexes,

sauf une au plus, soient paires.

C'est essentiellement ce théoréme, plus quelques considéra-

tions sur les orientations, qui va nous servir dans la suite.

II-3 - Orientation

-5
Soit G un graphe. On obtient un graphe orienté noté G
en ordonnant, pour chaque aréte, 1l'ensemble de ses extrémités.

>
Par abus de langage, on appellera G orientation de G.

On peut alors définir pour tout x ¢ V(E)
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nombre d*arcs entrant

le demi-degqré _intérieur d (x)

- - on e e S D s G (et e B o e e v

nombre d'arcs sortant

le demi-deqré extérieur d+(x)

de x.

On dit qu'un sommet x peut &tre atteint 3 partir d'un sommet

Yy s'il existe dans G un chemin d'extrémité initiale vy

et d'extrémité finale x.

[opetpruprap2-go=t

o e B eSS A Wap G0 e M SV e i B S S

tant une racine (en abrégé, on notera O0.R.).

e T . B e e e " D o e B> B W B M G e Gy Gt G ® v A

—-).
toute orientation G de G telle que

- il existe une racine r

- pour tout x ¢ V(3), x £ r, dé(x) est impair.

ITI - NOUVELLE CARACTERISATION DES GRAPHES SUP-IMMERGFEABLES

IIT-1 - Pour les ré&sultats qui vont suivre, nous avons besoin

de quelques remarques trés simples sur les orientations.

-

Lemwe 1 : Soient G un graphe orienté, x et y deux
-

sommets de G tels qu'il existe une chaine C. entre x

et vy.

Si on change 1l'orientation des arcs de C, 1les seuls sommets
dont la parité du demi-degré intérieur soit modifiée sont
X et vy.

Exemple : Soit la chaine C suivante :

Si on change l'orientation des arcs, C devient:
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La suite des demi-degrés intérieurs est modifiée de la facon
suivante :

+1 (pour x) ; O ; +2 ; O ; +2 ; O ; O ; —2‘; +1 (pour vy)

Les sommets autres que x et y voient leur demi-—-degré
intérieur modifié de +2, O ou -2.

-z
7N devient AN L (2)=a3 ()
//e’/\S\\ devient TN dé,(z)= dg(z) +2
//7/\¥\\ devient TN a3, (2)= dx(z) - 2

Lemme 2 : Soit G = (V,E) un graphe connexe,
Soit 8 < V.
si |s]|
telle que

¥VxXxeV (Xe 8 <=>43 (x)

B8]

|E|] (mod 2) alors il existe une orientation de G

tH

1 (mod 2)).

Démonstration : On remarque que si une telle orientation

- e s o . (s

existe, elle doit nécessairement vérifier :

[E| = Z aZ(x) + L dax(x)
X€S G Xe€S G
donc |E| = I dé(x). D'ol la condition !E[uz |s| (mod 2)
Xe8
Soit S ¢V tel que |S| = |E|] (mod 2).

a) Il existe une orientation El telle que

X e 8§=>dz (x) 20 (mod 2).
Gl
En effet, soit El une orientation de G telle que

A= |{xes8/ dé (x) 21 (mod 2)}| soit minimun.
1



Supposons A =z 2,

Alors il existe x et y dans S, x # Y, tels que

dél(x) = dél(y) £ 1 (mod 2).

€tant connexe il existe une chaine dans G entre

—)
et y. En changeant dans G1 l'orientation des arcs

le long de cette chaine, on ne change que 1la parité des

demi-degrés intérieurs de x et y (lemme 1).
El ayant été choisie telle que A soit minimum, on ne

peut donc avoir A 2z 2.

Supposons A = 1.

Alors il existe x_ e S tel que dZ (x ) = 1 (mod 2).
Qo Gl o ;

Dans ce cas, nous avons S # ¢,

En effet si S est vide alors |E| est pair (car

Is| = |E] (mod 2)). or, dans ce cas
lE] = _£ a4z (x) + dax (x).
xeS5-{x_} ®1 G, o
o
D'oa |E| = dél(xo) (mod 2)
Par conséquent, si dé (xo) est impair, alors |E|

|
l'est aussi. Ce qui est une contradiction.

Soit y ¢ 8.

G étant connexe, il existe une chaine C ehtre X,

et y. En changeant i'orientation des arcs le long de

cette chaine, on obtient une nouvelle orientation 52

telle que :

- pour tout x € §-,x # X dé (x) = dé (x) = 0 (mod 2)
© 2 1

- d§2(x0) = 0 (mod 2)

donc A minimum => A = Q.
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-3
b) Il existe une orientation Go de G telle que

X € § <==> dg (x) = 1 (mod 2).
o v

En effet, parmi les orientations obtenues au a), vérifiant
- ,
A = 0, on choisit une orientation GO de "G telleque

B = |{x e s|az (x) =0 (mod 2)}| soit minimum.
' o

Un raisonnement analogue au précédent (-a-) nous montre
que B £ 2. En fait, B = 0.

En effet, si B =1, alors il existe X €. 8 tel que

d§3(x0) 20 {mod 2}). Or

L da (x) + Lw'éa (x) + da‘(xo)

|E| =
XGS~{XD} 3 xS 3 3
D'oa |E| = |S] -1 (mod 2), ce qui contredit 1'hypothése
el = |s| (mod 2).
Ce qui nous améne au résultat cherché. 0

III-2 - De l'existence de cette orientation se déduisent

de nouvelles caractérisations des graphés sup-immergeables.

Théor&me 1 : Soit G un graphe connexe de nombre de Betti

pair. Alors G est sup-immergeable si et seulement si il
admet une ORI dont la racine est fixé&e arbitrairement.

Démonstration

Vo o . o Y GO N et S Bt

On remarque que dans le cas ol G admet une ORI :

B(G) =m-n+l = I 4 (x) +4d (r) - (n-1)
X#AY

(@ (x)-1) + d (x)
XFr
Donc

d" (r) {(mod 2)

1

B (G)

Soit 7
B(G) pair <=> d (r) pair
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a) Condition nécessaire

Supposons 6 = (V,E) sup-immergeable. Il s'en suit que
G contient un arbre maximal T tel que, pour toute compo-
sante C, de (V,E-E(T)), [E(Cp)[ est pair,

N

Soit T une orientation racinée de T avec une racine
.’.

r arbitraire (autrement dit, T est une arborescence de

racine 1r).

Pour tout x € V, X # r, on a d%(x) = 1.

Chaque composante connexe Cp de (V,E-E(T)), par le
lemme 2, admet une orientation Ep telle que,. pour tout

C

X € V(CP), d%z (x) est pair (on prend S = @ dans le
p

lemme 2).

.+
On vérifie facilement que T et les Ep donnent une orien-

tation impaire racinée de G de racine r.

b) Condition suffisante

N _
Soit G une ORI de G de racine r. Comme B(G) est
pair on a : d (r) pair.

11 est visible que de toute orientation racinée en r on

peut extraire une arborescence de racine r.

On obtient donc dans G une arborescence T de racine r.
On a d%(r) = 0.

Pour tout x # r, on a d%(x) = 1. Donc tout sommet x e V
a dans (V,E(é)—E(%)) un demi-degré intérieur pair. Toute
composante connexe C a un nombre pair d'arcs car :

lE(CC)|] = I ax(x) .
xeV (C)

Le co-arbre de l'arbre T correspondant a l'arborescence
>

T a toutes ses composantes connexes paires.
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Remargue

Dans le cas & =1, donc B impair, en choisissant la racine r
dans la composante connexe impaire du co-arbre, on obtient

une orientation racinée ol pour tout x e V, dé(x) est
impair.

On a, dans ce cas, le théoréme :

G est s.,ii 2<=>-il existe une orientation racinde dont
tous les sommets sont de demi-degré intérieur impair (méme la

racine).

On remarque que dans ce cas, la racine ne peut &tre fixée

arbitrairement.

Lemme 3 : Dans tout graphe connexe orienté sans circuit, pour
tout sommet x de demi-degré intérieur impair, il existe un
sommet de demi-degré intérieur pair a partir duquel x peut
étre atteint.

Démonstration

Soit X e V(E) tel que dé(x) = 1 (mod 2)
Il existe donc Y, € V(G) tel que (y,x) ¢ E(G).

Si dé(yl) = 0 (mod 2), c'est fini. Sinon il existe yzezV(E)
tel que (y2 yl) € E(G).x ne peut é&tre atteint 4 partir de Yoy-

- .
Compte-tenu de la finitude de V(G) et du fait que E soit
sans circuit, la répétition de cette opération conduit surement

d& un sommet y de demi-degré intérieur pair. [J

Théoréme 2 :Soit G un graphe connexe de nombre de Betti’pair.

Alors G est sup-immergeable si et seulement si, pour tout
S cV tel que |S| = |E|] (mod 2), G admet une orientation
telle que :
- ¥ x (x e S <=>4d (x) est impair)
- ¥ X eS8, 1il existe un sommet de V-S 3] partir duquel
on puisse atteindre x..
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Démonstration

Soit S ¢ V tel que |S]| = |E| (mod 2)

G étant de nombre de Betti pair, B(G) = |E|-|Vv]+1 = O (mod 2)
donc |E| = |v]-1 (mod 2).

Ce qui entraine |S] = |V]|-1 (mod 2) donc V-S # @.

a —- Condition nécessaire

Soit G un graphe connexe s.i.1 (B(G) pair).

Il existe un arbre T tel que toute composante ‘connexe C de

|v, E-E(T)| vérifie |E(C)] = O (mod 2).

Soit S ¢ V tel que |s]| = |E| (mod 2) alors |s| = |v|-1
(mod 2).

comme |E(T)]| = |v]-1 on a |s| = |E(T)]| (mod 2).

En appliquant le Lemme 2, on voit que T admet une orientation

r
T telle que
X € S <===> d%(x) est impair.

-»

T est sans circuit car T est sans cycle. Pour tout sommet X
de demi-degré intérieur impair (donc ¢ S8) 1l existe un sommet
y de demi-degré intérieur pair {(donc ¢ V-S) tel que x

puisse &tre atteint dans T a partir de vy. .

Pour chaque composante connexe C de (V, E-E(T)), 1l existe
une orientation C telle que pour tout x e V(C), dg(x) 0
(mod 2) (en appliquant le Lemme 2 avec S = @g). -

Soit G 1'orientation qui se déduit de celle de T et des C.

o

On a.:

d%(x) (mod 2)

Hy

- da(X) = d%(x) + dE(X)

bt

donc x € 8§ <=2 dé(x) = d%(x) 1 (mod 2).

- Pour tout sommet de G tel que dé(x) impair, donc
d%(x) impair, il existe un sommet y de V-8, dé(y) pair,
et un chemin de y & x dans %, donc dans G.
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b - Condition suffisante

Choisissons S ¢ V tel que |S}| =7£V§?1.\
Alors le z |E| (mod 2)

Appelons r le sommet dev S = VWS.

Nous avons uné orientation vérifiant :

- x ¢ 8 <=> dg(x) =1 (mod 2)
tous les sommets sauf r sont de demi-degré intérieur impair
~ Pour tout sommet x de éemi—degré;‘intérieur impair,
" donc tout sommet de § = v-{r}, il existe un sommet de
v-s, donc r, tel qu'il y a un chemin de r & x. 1r est
donc racine de E. |

Nous avons ici une ORI, ce qui veut dire que G est s.i. [l

IIT-3 - Remarques

1 - Ce résultat ne peut se généraliser au cas des

graphes s.i. 2. Considérons en effet le graphe ci-dessous

Ce graphe est s.i.2, de némbre de Betti ‘B{G} = 1 impair.
Prenons S = {x}. On a bien |[S| = |E| (mod 2).

La seule orientation vérifiant (x ¢ S <:m>~éé{x) impair)
est la suivante
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Or il n'existe pas de sommet de demi-degré intérieur pair

a partir duquel on puisse atteindre x.

2 - Considérons les trois conditions suivantes :
i) £€(G) =0

1i) ¥ S ¢ v(G), |s]| = |E| (mod 2), il existe une

orientation vérifiant :

il

@ - X € § <=> dé{x) 1 (mod 2)

g - SBi 5 # ¢, pouxr tout sommet x de S

il existe un sommet y de S tel qu'il y ait un chemin de

=

y a x.

iii) &£(G) = 1.
Nous avons en fait

i) => 1i) => iii)

-

3 - On a une caractérisation analogue a celle des graphes s.i.

pour les graphes de déficience de Betti £(G) 2 1.
A toute OR G .de G on associe le nombre |

p(a) = nombre de sommets de demi-degré intétieur pair.
On appelle

b (G) = min(u(é) /G OR de Gl.

Nous avons alors le

Théoréme 3 : Soit G un graphe connexe tel que kg(G) z 1

E(G) = uO(G) + 1.

Démonstration

T -y o e o Gt S .

Elle se fait selon le méme schéma que celui du théoréme 1.
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a - £(G) =2 uO(G) + 1
Soit G un graphe connexe de déficience de Betti £(G).

G admet un arbre T tel que le co-arbre ait £(G) compo-

santes connexes impaires.

Soit CO une composante connexe impaire et r, arbitraire
e V{(C ).

(c,)

-+

On construit une o6rientation T de l'arbre T racinée de
racine rg. _ : _ ,
Pour tout x ¢ v, x # r,r on a d%(x) = 1%
Chaque composante connexe paire, C admet une orientation

Ep telle que pour tout x ¢ V(Cp), dé (x) ;est pair.
p o
Posons k = g(G)-1

Les k composantes connexes impaires différentes de CO

Ci ...,Ci admettent chacune une orientation telle que
1’ k
pour tout x e V(Ci ), x # X, arbitraire, dg (x) est
J 3 i.
J
pair, et da (xi ) est impair.
i, 3
J

 Pour Co’ en prenant S = {ro} dans le théordme 2, on a
l'existence d'une orientation telle que pourftout X € V(CO),

X #r, déo(x) est pair et déo(xo) est impair.

-
L'orientation 6 de ¢ vérifie donc

- Pour tout x, x # x. ¥j 1<3j <k, x # r

3

dz(x) = d%(x) + déﬁ(x) = 1 (mod 2)

- P t i 3 :)" = F - F =
our tout j 1 < j 5k, d (Xi.) dT(xi ) + d ‘ (xi.)..o

f
ot
—
S

]

jor
o

C

- g = g+ > = g
dG(XO) d%(xo) + dao(xo) = d*o(xo)
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On a ici une OR avec k sommets de demi-degré intérieur
k = u(G)-1

-—)-
pair u{G)

donc
E(G) -1

v

uO(G)

b - £(G) s u_(G) + 1

Soit G une OR de G de racine r, telle que’
-
H(G) = u_ (G).

1

Montrons d'abord que dé(r) 1 (mod 2).

- o >
En effet, soit T une arborescence de racine r extraite
> .

de G.

Soient 51, 52,.,.,69 (p 2 1) les composantes connexes

du co-arbre C correspondant.

On a

(P) ¥ x (x ¢ V(éi) et x £ r => ax(x) =1 + dz (x))

Comme lE(éi)l = ¥ dé (x), on voit que si C
i

i ©st impaire

alors elle contient au moins un sommet x tel que dé (x)
- i

soit impair. Par conséquent si dé(r) est paif alors
£(C) < u(d -1
Mais dans ce cas, la construction donnée en a- appligquée

au co-arbre C donne une OR contenant 5(0)41 < p(a)—2

sommets de demi-degré intérieur pair. Ce qui est impossible.

Compte-tenu de (P), le nombre de sommets du co-arbre C

ayant un demi-degré intérieur pair est donc uo(G)fl. D'on
nombre de c.c.i. de C = E(C) < pO(G) + 1

Comme £(G) < £(C), le théoréme est démontré. 1
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IV - GENERATION DE GRAPHES SUP~-IMMERGEABLES

Soit G un graphe connexe de nombre de Betti impair.

Dans [24] , Xuong a montré les propriétés suivantes qui
sont des conséquences immédiates de la dé&finition des

graphes sup-immergeables.

Proposition 1 : G est sup-immergeable si et seulement si

il existe une aréte e telle que G-e est sup-immergeable.

Proposition 2 : Si le graphe G+e obtenu a partir de G

en ajoutant une nouvelle aréte est s.i., alors G est s.i.

Ces deux proprié&tés nous permettent donc de ne considérer

dans la suite que des graphes de nombre de Betti pair.

Dans (231 a &té &tabli le résultat suivant :

Théoréme 4' : Soient Gl = (Vl,El) et G2 = (V2,E2) deux
graphes s.i.l tels que Vl n V2 = @. Alors tout graphe G
de la forme (V1:JV2, EltJEzt)EB), ol E3 est une famille
d'arétes dont un sommet <zvl et 1l'autre eV2, est sup-

immergeable.

La figure ci-dessous illustre la construction de @G.

Ce théoréme, dont la démonstration directe n'est pas immé-
diate, est en fait un cas particulier du théoradme suivant,
établi & partir des nouvelles caractérisations des graphes
sup-immergeables
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Théoréme 4 ; Soient Gl = (VI’EI) et 62 = (V2,E2) deux

graphes tels que ElsmEz = @g. §i Gl et 62 sont sup-

immergeable & une face, alors le graphe G = (VILJVZ, E «JE2

}
U E3), ol E3 est une famille d*arétes dont une extrémité
e V et l'autre ¢V

1 o+ ©st sup-immergeable.

Exemple de construction de @G

- e vt Bt n - S = — 0

Il suffit de montrer que G ou Gt+e admet une ORI (cf.

proposition 1), ol e est une nouvelle aréte.

G1 est s.i.l, donc admet une ORI de racine r.

Soit El l'ensemble des arcs de cette orientation. On désigne

o
par E3 l'ensemble des arcs obtenu en orientant les arétes de

h3 de Vl vers V2.

Soit alors ﬁ le graphe orienté (Vlljvz, El«fﬁ3).

est partitionné en 2 sous-ensembles Vi

.
v, , et V2 tels que
X e v;: aen> d[?d(x) = 1 (mod 2)
X e vg Cman> dﬁ(x) z 0 (mod 2)

De plus, tout sommet de V; peut &tre atteint dans M a

partir de la racine r.
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/ p v,

Exemple de construction de M

Deux cas Peuvent alors se Présenter

ler cas : }Vgl = |Ef (mod 2).

- —— — - —

Comme |E| = ]VZI-I (mod 2), car G est ge nombre de Betti
pPair, nous avonsg V; # @.

G2 est s.i.1. Le théoréme 3 nous assure L'existence d'une

Orientation 52 de G2 telle que

- X € Vg C=ms> dé (x) est impair,
ce qui est €quivalent 3 € V; <> dé (x) est pair.
: 2

=~ Pour tout sommet x de yP il existe un sommet vy de
a partir duquel on peut atteindre x (V;'# ).

h

» - . . N +
Considérons maintenant l'orlentatlon G

> > >
(Vl'U V2, EIUEZU E3).

Soit x eVluV2 = {r}.

- S8i xevy -V, dé(x) = d&(x) = 1 (mod 2)

s

[

- Si X € V] di(x) = dﬁ(x) + dg (x)

G

- Si x ¢ yP dé(x)

d@(x)

1

1 (mod 2)

N

dﬁ(x) + daz(x) dGz(x) = 1 (mod 2).

i
m

N

Tout sommet de Vé peut &tre atteint 3 partir de r,

Pour tout sommet x de Vg il existe un Sommet vy de V;
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a partir duguel on puisse atteindre x.y étant atteint

a partir de r, x 1l'est aussi.

On obtient ainsi une ORI, donc G est s.i. .

- e mn s e gan o —

2 un sommet de V2. Considérons alors un nouvel
bt 4
arc e d'extrémité initiale r et d'extrémité terminale

X,. Soit M' le graphe orienté ﬁ+e.

Posons W = Vg A[xz} oad A est la différence symétrique.

Alors x e W <===> dg.(x) est pair.

lv,|+1 = |E,| (mod 2), en reprenant la démons-
2 2

i

Comme |WI
tration utilisée au cas 1, on montre que Gt+e est un graphe
sup-immergeable de nombre de Betti pair. D'aprés la propo-

sition 2, G est sup-immergeable Qe nombre de Betti impair.

Ce théoréme a plusieurs conséquences, dont le théoréme 4°*,
qui apparait comme un cas particulier du théoréme 4 avec
V1 n V2 = @, et le

Corollaire : Soit G un graphe connexe dont l'ensemble des

arétes est partitionnable en deux arbres (non nécessaire-

ment maximaux). Alors G est sup-immergeable.

G peut étre considéré comme la réunion de deux arbres,
qui sont des graphes s.i.l, disjoints au sens des arétes.

Le théoréme 4 nous dit gu'alors G est s.i. .

{
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