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Introduction

L’intérét pour les ondes acoustiques d’amplitude finie a vu le jour afin de tenter
d’expliquer les différences entre la valeur de la vitesse du son établie par Newton en
supposant une transformation isotherme et la valeur expérimentalement mesurée, qui,
comme on le comprit plus tard, correspond en fait a une transformation adiabatiquel.
Depuis la seconde guerre mondiale, 1’acoustique non linéaire est devenue un domaine de
recherche se développant rapidement. Son approche théorique est nécessaire pour 1’étude
de phénomenes tels que la cavitation ou la sonoluminescence, dont les perspectives
d’applications sont nombreuses. Le phénomene le plus connu est la distorsion d’une onde
émise par une source lors de la propagation, qui est induite par les effets non linéaires
« cumulatifs », par opposition aux effets non linéaires « locaux ».

Certains sujets ont été abordés avant que le formalisme aujourd’hui bien connu ait
été mis au point. C’est le cas de la pression de radiation acoustique. Il s’agit de la force par
unité de surface qu’exerce une onde acoustique sur un objet, un concept abordé par Lord
Rayleigh peu de temps apres la confirmation expérimentale de 1’existence d’une pression
exercée par le rayonnement électromagnétique. Comme son équivalent électromagnétique,
cette pression de radiation acoustique est proportionnelle a la valeur moyenne temporelle
de la densité d’énergie de 1’onde. Conséquence d’un probleme mal posé, ce concept a fait
I’objet de controverses au cours de la premiere moitié du vingtieéme siecle. Deux pressions
de radiation acoustiques ont été introduites théoriquement, sous 1’hypothése d’une onde
plane harmonique. L’une dite pression de radiation de Langevin qui, exercée sur un objet

parfaitement absorbant, est égale a la valeur moyenne de la densité d’énergie. L’autre, dite



pression de radiation de Rayleigh, fait intervenir le coefficient de non linéarité du milieu
dans lequel I’objet est placé, et differe de la précédente par 1’existence d’une pression
différente de la pression hydrostatique entre la source et 1’objet. Théoriquement, en
considérant la propagation non linéaire d’une onde plane, seule la pression de radiation de
Rayleigh existe. Or, la mesure de la force exercée par une onde (non plane) sur un objet
reconduisant invariablement au résultat de Langevin, la pression de radiation de Rayleigh a
été alors envisagée comme une situation expérimentale particuliere dans laquelle le milieu
insonifié serait confiné, 1’écartant par 1a de toute application potentielle. Au contraire la
pression de Langevin est aujourd’hui tres utilisée, notamment dans les applications
médicales. Récemment, 1’extension de cette derniere au cas d’un train d’ondes, afin
d’optimiser ces applications, a été faite sans reposer le probleme théoriquement. En
particulier, ’excés moyen de pression dans la zone du milieu située entre la source et
I’objet, est supposé nul.

L’objectif de cette thése est d’étudier expérimentalement et d’analyser les
conditions d’existence d’une pression quasi-statique de type « Rayleigh » induite par la
propagation non linéaire d’un train d’ondes émis dans un liquide (eau) non confiné. Dans
un solide mou (tissus biologiques), la pression de radiation est utilisée pour engendrer
localement une onde de cisaillement. L’étude est donc étendue a ces milieux particuliers.
Etant donné leur tres faible vitesse (quelques m/s), la propagation de ces ondes donne lieu a
des phénomenes non linéaires cubiques trés importants. Ceux-ci sont observés et mesurés,
a I’aide du dispositif d’imagerie ultra-rapide développé au laboratoire pour les applications
médicales (élastographie).

Le premier chapitre débute par un bref rappel des équations constitutives de
I’acoustique non linéaire dans les fluides. Les conséquences sur la propagation d’une ou de
deux ondes sont rappelées. Nous rappelons que selon la description utilisée, matérielle ou
courante, les expressions des quantités ne sont pas les mémes. La différence entre une
quantité exprimée en coordonnées lagrangiennes et son équivalent en coordonnées
euleriennes est un terme non linéaire local, qui devient donc négligeable a mesure que la
distance augmente devant d’éventuels effets non linéaires cumulatifs. Il est par contre
nécessaire d’en tenir compte si la quantité n’est pas sujette a de tels effets non linéaires
cumulatifs, ce qui est le cas de la pression de radiation. Nous reportons ensuite les
différentes définitions historiquement introduites de ces deux pressions de radiation, ainsi
que les applications que la pression de radiation de Langevin a permis de développer.

Dans le deuxiecme chapitre, grice a [D'interférométrie optique, nous étudions

expérimentalement le déplacement auto-démodulé d’un train d’ondes. Il s’agit d’un



phénomene cumulatif bien connu, mais usuellement étudié en considérant la pression. Nous
montrons que l'interférométrie est bien adaptée a 1’étude de ce phénomene. Une
composante quasi-statique du déplacement auto-démodulé est observée en champ proche.
Une pression quasi-statique, mais non cumulative, lui est associée. Nous montrons qu’elle
s’identifie & la pression de radiation de Rayleigh. Elle résulte de I’existence d’une valeur
moyenne temporelle non nulle du gradient de déplacement en champ proche. Ainsi, la
directivit¢ de la source et la propagation non linéaire de 1’onde suffisent a confiner
localement le milieu, dans une zone limité a la distance caractéristique de la diffraction de
la composante auto-démodulée. La pression de radiation de Rayleigh, étendue au train
d’ondes, existe donc en champ proche. En conséquence de la diffraction de la composante
auto-démodulée, cette pression quasi-statique tend a s’annuler : la pression de radiation de
Langevin est retrouvée en champ lointain.

Le troisieme chapitre débute par une étude succincte de l’influence sur nos
expériences du streaming acoustique, un écoulement du fluide d’origine acoustique, qui
peut étre interprété comme une conséquence d’un transfert de quantité de mouvement de
I’onde au fluide, induit par 1’absorption. Ce phénomene est apparenté a la pression de
radiation dans les solides mous, utilisée pour 1’imagerie des tissus biologiques, pour y
engendrer une onde de cisaillement. Ces tissus, comme les gels qui permettent d’en mimer
les propriétés élastiques linéaires, peuvent étre considérés comme quasi-incompressibles.
Apres avoir rappelé que I’expression de la densité d’énergie potentielle élastique, associée
au cisaillement, s’en trouve alors simplifiée, nous utilisons cette force de radiation pour
générer des ondes de cisaillement, technique bien maitrisée au laboratoire, lors d’une
expérience d’acoustoélasticité. Cette expérience, dont le principe est la mesure des
variations de la vitesse de propagation sous ’action d’une contrainte, permet d’estimer les
modules élastiques de cisaillement jusqu’a I’ordre trois. Enfin, en couplant cette expérience
a une mesure de I’amplitude de la troisieme harmonique créée lors de la propagation non
linéaire d’une onde plane de cisaillement, une estimation de la constante élastique du

quatrieme ordre est obtenue.
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Chapitre 1
Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques
dans les fluides
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

La premiere partie de ce chapitre introductif débute par le rappel de 1’équation de
propagation non linéaire de la pression acoustique dans un fluide thermo-visqueux, dans les
variables d’Euler. Il s’agit, entre autres, de mettre en évidence 1’origine des non linéarités
« cumulative » et «locale » susceptibles d’intervenir lors de la propagation d’une onde
acoustique. Dans le cas d’une onde plane, nous rappelons I’action de la non linéarité
cumulative sur la propagation, grace a I’équation de Burgers. La génération d’harmoniques et
I’interaction a deux ondes sont alors brievement décrites. L’équation de propagation en
coordonnées « lagrangiennes », gouvernant le déplacement de la particule de fluide, est
déduite de celle obtenue en coordonnées « euleriennes ». Nous commentons alors les
différences entre ces deux descriptions. En particulier, nous rappelons que la différence entre
la fonction représentant une quantité physique en variables d’Euler et son équivalent en
variables de Lagrange ne fait intervenir que des termes locaux.

Nous montrons ensuite qu’un déplacement statique est engendré au cours de la propagation,
simultanément avec les harmoniques de la fréquence initiale. La solution en pression de

I’équation de Burgers n’en rend pas compte.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

La seconde partie de ce chapitre débute par un bref historique des recherches portant sur la
pression de radiation acoustique. Nous donnons alors les deux définitions de la pression de
radiation selon Rayleigh et Langevin. Dans les variables d’Euler, le tenseur des contraintes de
radiation de Brillouin est introduit pour démontrer ces deux expressions de la pression de
radiation acoustique, qui sont discutées. Dans la description lagrangienne, nous présentons
I’approche de Westervelt, qui établit I’expression de la pression de radiation de Rayleigh a
partir du déplacement statique induit par la propagation non linéaire d’une onde plane

harmonique. Enfin, nous discutons des applications de la pression de radiation de Langevin.

1.1. Propagation non linéaire des ondes acoustiques

La plupart des applications utilisant des ondes acoustiques, telles que le sonar en
acoustique sous-marine, 1’échographie en imagerie médicale ou encore le contréle non
destructif par ultrasons, ont été développées en supposant la propagation linéaire. Il s’agit
d’une approximation, puisque les équations fondamentales de [’acoustique sont
intrinsequement non linéaires. Pour les rendre linéaires, on se contente généralement de
préciser que les grandeurs physiques (la pression, le déplacement ou la vitesse des particules,
la masse volumique...) ne subissent, lors de la propagation de I’onde, que de petites variations
(d’ordre &) en regard de leurs valeurs au repos. Pour modéliser un régime de propagation non
linéaire, il convient donc de garder au minimum les termes quadratiques (d’ordre &) des
équations constitutives. En pratique, 1’expérience montre que ces termes quadratiques
suffisent a décrire la propagation non linéaire des ondes acoustiques dans les fluides.
L’hypothese de linéarité implique qu’une onde acoustique se propage a vitesse constante. La
vitesse du son est alors déduite des conditions d’équilibre thermodynamique du milieu, qui ne
sont pas modifiées par la présence de I'’onde acoustique. Au contraire, en régime de
propagation non linéaire, la vitesse du son est une fonction linéaire de la pression acoustique.
En conséquence, la forme d’onde se déforme au fur et a mesure que la distance de
propagation augmente. Les petites perturbations de la vitesse du son, cumulées sur de longues
distances, peuvent changer significativement la forme d’onde, méme lorsque 1’amplitude

d’émission reste « raisonnable ».

14



Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

1.1.1. Equations de conservation et de propagation en variables d’Euler

1.1.1.1. Choix du systeme de coordonnées
La modélisation du mouvement d’une particule (macroscopique) de fluide ou de solide

peut se faire selon deux descriptions. La description « lagrangienne » est basée sur I’étude, en

fonction du temps ¢, des variations d’une quantité physique associée a une particule du milieu,

définie par sa position a de référence. 11 s’agit donc d’un systeéme de coordonnées mobile,
suivant la particule dans son mouvement. La position de référence est généralement la
position d’équilibre de la particule. Cette description est naturellement adaptée a la mécanique
des milieux solides continus, ou les particules de matiere sont rigidement liées et occupent des
positions initiales identifiables. Elle est donc couramment employée pour décrire la
propagation des ondes élastiques dans les solides.

La représentation « eulerienne » s’attache a représenter 1’évolution de cette méme quantité

physique a tout instant 7, a une position fixe de 1’espace x. Elle est naturelle en
hydrodynamique, ou, par exemple lors de 1’étude d’un écoulement, repérer une particule par
rapport a sa position initiale n’est pas commode. L’acoustique dans les fluides hérite donc
cette description eulerienne de I’hydrodynamique et nous nous sommes d’abord conformés a

cet usage.

Si le choix de la description est, dans I’approximation de la propagation linéaire, sans
conséquence sur I’expression des quantités, ce n’est plus le cas en régime non linéaire. Or
I’équation fondamentale de la dynamique, qui régit la propagation des ondes, repose sur une
approche lagrangienne du mouvement. Il convient d’adapter cette équation a I’étude d’un
mouvement dans la description eulerienne.

Soit Q une quantité physique. Q" désigne la fonction représentant cette quantité en

coordonnées lagrangiennes : Q" (a,t), et g son équivalent dans les variables d’Euler : q(x,t).

Ces deux fonctions sont reliées entre elles par :

0 lat)=glx=a+0.1). (1.1)

En effet, la particule qui se trouve initialement a la position a est située a I’instant ¢ en

-

x=a+U ,ou U désigne le déplacement de cette particule.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

La relation (1.1) peut étre développée autour de la position d’équilibre a de la particule. En
limitant ce développement au second ordre, pour n’introduire que des termes non linéaires

quadratiques (£7), nous obtenons :

0" =[] +U|Va | s, (12)

ou I’opérateur v désigne le gradient calculé en variables d’Euler.

A Z o . I
De méme, ¢ s’écrit en fonction de Q™ :

glet)=0 a=x-0.1)zl0"] .. -U.§. 0" . (1.3)

La forme locale de la relation fondamentale de la dynamique exprime la relation entre les

forces exercées sur la particule fluide et son accélération. En variables de Lagrange,

I’accélération a” est la dérivée par rapport au temps de la vitesse de la particule. En dérivant
par rapport au temps la relation (1.2) écrite pour la vitesse particulaire, 1I’accélération

s’exprime en coordonnées euleriennes :

— vl 30 77 2\ 2o
aL:dV —ﬂ-i- d—UV V+(U'V)3—‘;,

dt ot | dt (1.4

ou v=1(x,t) estla vitesse de la particule passant au point x a I’instant z.

Si on remplace la dérivée temporelle du déplacement U par le champ de vitesse en
coordonnées euleriennes dans le second terme du membre de droite de 1’équation (1.4),
I’expression reste valable au méme ordre d’approximation.

Pour I’accélération, la relation (1.2) s’écrit :

—_—

ot =a+lU-9)a. (15)

ou a=a(x,t) est’accélération de la particule passant au point x a I’instant .
En identifiant les relations (1.4) et (1.5), on obtient I’expression de 1’accélération en variables

d’Euler :

PRI ) v (1.6)

La dérivée intervenant dans D’expression de a en fonction de v est appelée dérivée

particulaire (notée D/Dx).
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

L’expression de la dérivation par rapport au temps dépend donc de la description choisie. Le
second terme de 1’équation (1.6) est appelé terme de convection en hydrodynamique. Il

s’interprete comme le flux du gradient de la quantité dont on calcule la dérivée temporelle.

1.1.1.2. Equation de Navier-Stokes
L’équation de Navier-Stokes est, dans le cas des fluides visqueux, la forme locale de la

relation fondamentale de la dynamique (ou conservation de la quantité de mouvement). Elle

s’écrit :
o2 5[ pr+3). (1.7)

ou p désigne la masse volumique et P la pression dans le fluide. (I ),.j =90, est le tenseur

identité de rang deux et T le tenseur des contraintes visqueuses. Exprimé en fonction du taux

. . 1( 9v. V. .

de déformations dont les composantes sont D = > a—’+a—’ , le tenseur des contraintes
X . X.
J i

visqueuses se décompose en contraintes normale et tangentielle :
2
T = C_En Dkksij +2nDij' (1.8)

{ et n désignent respectivement la viscosité de volume et de cisaillement.

La masse volumique et la pression dans le fluide s’écrivent p=p, +p" et P=F + p'. py et

Py désignent les valeurs au repos. 0’ et p’ sont les exces de masse volumique et de pression
induits par la propagation acoustique. L’équation (1.7) est réécrite en ne retenant que les

termes d’ordre inférieur ou égal a £. En supposant que le champ de vitesse est irrotationnel,
c’est-a-dire qu’il s’exprime comme le gradient d’un potentiel scalaire (v=-V0), nous

obtenons I’expression :

+€p'—(c+§nJA$=—p0(ﬁ)§—p'ﬁ (1.9)

P

Po Y

b
ot
ol les termes linéaires sont regroupés dans le membre de gauche.

Comme nous cherchons a développer les équations jusqu’au second ordre (€)), les termes non
linéaires faisant intervenir un produit de quantités sont reformulés en utilisant des relations

linéaires. L’erreur ainsi faite est d’ordre £.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

L’équation (1.9) devient alors :

¥

Po EY

+€p'—(c+§njﬂz—ﬁ.

(1.10)

L est la densité lagrangienne d’énergie en régime linéaire, c’est-a-dire la différence entre les

e . 1 -2
densités d’énergie cinétique E. et potentielle E, : L = 5 PV —

1.1.1.3. Equation de conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse traduit la continuité de la matiere vue a

I’échelle de 1’onde :

3—‘;+§.(p;): 0.

En séparant les termes non linéaires quadratiques des termes linéaires, elle s’écrit :
p q q

—+ p(ﬁ.; =—p V- ;ﬁp' .

op’
ot

(1.11)

(1.12)

A nouveau, les termes non linéaires sont réarrangés grace aux relations linéaires entre les

différentes grandeurs :

1 op* 19k, _;§p,:L8EC.

—p'V= 4 2 2
PoCo ot ) ot Co ot

Ainsi I’équation (1.12) devient :

' N 12
%—‘;+p0v.v: ! aID—+L8—L

4 2 :
PoCo ot Co ot

(1.13)

Le premier terme du membre de droite est a I’origine de la contribution dite « convective » a

la propagation non linéaire cumulative de 1’onde acoustique.

1.1.1.4. Equation d’état du fluide

L’équation d’état décrit la réponse thermodynamique du milieu fluide a une

sollicitation mécanique. On choisit d’exprimer les variations de la pression en fonction de

celles de la masse volumique p et de I’entropie s : P =P(p,s). Dans un fluide quelconque, il

n’existe pas de loi de comportement universelle. Néanmoins, comme les écarts relatifs aux
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

grandeurs a 1’équilibre sont faibles, la pression peut &tre développée autour de la masse

volumique et de I’entropie a I’équilibre (py, so).

Dans un fluide faiblement dissipatif, les variations d’entropie sont considérées d’un ordre
inférieur aux autres grandeurs acoustiques. La dissipation est donc considérée dans le cadre

d’une approximation linéaire et le développement de la pression s’écrit alors :

2
P=Py |, B[P—P, BPJ
P=P+A SRR 4 ~5), 1.14

0+ [ pO JJ’_Z( pO J +(as 50~P(S SO) ( )

opP d°P dc
A=p0{$J =p0c§ et B:pg{apzj :2péc3($j . (1.15)
[ Py, PosS

A est 'inverse du module de compressibilité adiabatique du fluide et B traduit les variations

P . .o . . . 2
de célérité sous I’action d’une variation de pression, a entropie constante”.

En utilisant I’équation de I’entropie, le dernier terme de I’équation (1.14) s’écrit”

op 11 )= 1 1 1)
&L —s)=-K ——— [Vy=— — =
(2) =) {a-a il a-o )2 .16

k est le coefficient de conductivité thermique du fluide et Cy et Cp sont les capacités

calorifiques a volume et & pression constants.

Finalement, I’équation d’état (1.14) s’écrit :
N B(pY 1 (1 1)
P AP}_(&J N L (1.17)
Po 2{p, PoCo \ € €, ot

1.1.1.5. Equation de propagation non linéaire quadratique en pression

Pour établir I’équation de propagation non linéaire en pression, il faut exprimer I’exces
de masse volumique o’ en fonction de la pression acoustique p’, a I’aide de I’équation d’état.
Comme précédemment, le terme du second ordre est réécrit grice a I’équation d’état au

premier ordre :
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

. 1 B , 1 [1 1)\
p=f 2 g ——— |, (1.18)
c; PoCy 2A Pocy \c, ¢, )ot

v P

L’expression (1.18) est introduite dans 1’équation de conservation de la masse (1.13), que 1’on

dérive par rapport au temps.

On soustrait alors a 1’équation obtenue la divergence de I’équation (1.10), pour obtenir

finalement I’équation de propagation en pression établie par Aanonsen” :
2 3 2 12 2
Vz—iza—2+%a—3 p=— B4a P__ v%riza—2 L. (1.19)
¢y Ot" ¢y ot PoC, Ot c, ot

ou b= ! KC—FEH}—]{L_LH est la constante de temps due a I’absorption, qui

PoCo 3 ¢ G

groupe les effets visqueux et thermiques.

Le membre de gauche de 1’équation (1.19) correspond a 1’équation de propagation linéaire
dans un fluide absorbant. Le premier terme du membre de droite, qui fait intervenir la dérivée
seconde par rapport au temps du carré de la pression, est proportionnel au coefficient de non

linéarité du fluide S, défini par5 :

B
B=1+-. (120)

L’expression de ce coefficient traduit la contribution de deux effets physiques a la
propagation non linéaire cumulative. La « non linéarité thermodynamique » intervient via le
rapport des coefficients du premier et du second ordre du développement de 1’équation d’état
(1.17). Si ce rapport B/A dépend du fluide considéré, I’ordre de grandeur est toujours

sensiblement le méme : B/A = 10.

L’autre contribution au coefficient de non linéarité £ provient d’un terme non linéaire de
I’équation de conservation de la masse. Elle est usuellement appelée « convection ». Cette
dénomination est une source de confusion, car un terme convectif est, en hydrodynamique,
associé 2 un flux. Or ce terme ne s’écrit pas comme un flux'. 1l traduit I’entrainement du

fluide lors du passage de I’onde et il ne dépend pas des propriétés du milieu.

P . . L., . . . 2 . .
Si I’on introduit la dérivée particulaire de la masse volumique dans 1’équation de conservation de la masse, elle

D
s’écrit : Fp +pVv =0. On remarque alors que sa contribution 2 la non linéarité cumulative (donnant « 1 »
t

dans la définition du coefficient de non linéarité) ne provient pas du terme convectif de la dérivée particulaire.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

Les effets non linéaires couramment observés dans les fluides, tels que la génération
d’harmoniques de la fréquence émise ou I’interaction d’ondes sont des effets cumulatifs qui

sont modélisés par le terme non linéaire de 1’équation (1.19) proportionnel au coefficient .

L’autre terme non linéaire de I’équation (1.19) est composé d’un opérateur, qui a un signe
pres ressemble au d’ Alembertien, appliqué a la densité lagrangienne d’énergie. Il provient des
termes convectifs de la dérivée particulaire dans les équations de conservation de la masse et
de Navier-Stockes. Au second ordre, la densité lagrangienne d’énergie est nulle pour une
onde plane. Dans le cas contraire, elle tend de toute fagon a s’annuler, car en champ lointain,
I’onde tend a étre localement plane. Plus généralement, le principe de moindre action stipule
que I'intégrale temporelle de la densité lagrangienne d’énergie doit €tre minimale au cours
d’un mouvement®. Ce terme ne décrit donc pas un processus non linéaire cumulatif, ce qui lui

vaut la dénomination de non linéarité locale’.

On retrouve ce terme local dans les relations non linéaires entre les grandeurs acoustiques. Par
exemple, en négligeant la viscosité dans 1’équation (1.10), la pression s’exprime en fonction

du potentiel acoustique et de la densité lagrangienne d’énergie :

el
'=p,——L. 1.21
P =Py Y ( )

Si I'onde acoustique considérée est émise par une source directive, les effets non linéaires

cumulatifs dominent rapidement ceux dus a ce terme local.

Nous verrons par ailleurs que ces termes non linéaires locaux jouent un rdle dans I’expression

de la pression de radiation (cf. 1.2).

1.1.1.6. Equation de Westervelt
L’équation de propagation (1.19) est générale. Si la distance de propagation est

supérieure a quelques longueurs d’ondes, loin d’une interface, les effets non linéaires
cumulatifs dominent les effets non linéaires locaux. Nous obtenons alors 1’équation de

Westervelt® :

2 3 2 42
[vz 19 ﬁa—} S (1.22)

co o’ ¢l ot p,cy Ot
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

Dans le cas d’une onde plane, pour laquelle, en régime linéaire, la densité d’énergie cinétique
est égale a la densité d’énergie potentielle, cette équation est rigoureusement valable au

second ordre.

1.1.2. Conséquences sur la propagation d’une onde plane
Nous rappelons ici quelques effets connus de la propagation non linéaire dans le cas

simple d’une onde plane.

1.1.2.1. Equation de Burgers
Pour décrire la propagation non linéaire d’une onde plane dans un fluide, I’équation de

Westervelt peut étre factorisée :

2 2
o 19 b3 B a}[gga b > B 0

9z ¢, 9t 2c, 0" pycy Par

' '—|p'=0. 1.23
% o 2c, 0 peci ol (1:23)

Chacun des opérateurs correspond alors a I’équation de Burgers, décrivant la propagation vers
les z négatifs et positifs.

En ne considérant que la propagation dans le sens z > 0, I’équation précédente s’écrit :

! ! 27
a£+1ap b d°p

:0’ .
i ot 2¢, o (124)

ol la vitesse du son en régime non linéaire ¢ est une fonction de la surpression acoustique :

c(p’)z c0(1+ 5 p'}. (1.25)
0Co
¢ s’écrit encore :
c= C{I+BSL,J, (1.26)
Po

ou p', est ’amplitude de 1’onde de pression a la source.

' v . . .
g="> 02 =-" est le nombre de Mach acoustique, rapport de 1’amplitude de la vitesse

PoCy <o

particulaire sur la vitesse du son en régime linéaire. £ donne 1’ordre de grandeur de la

perturbation acoustique.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

1.1.2.2. Propagation non linéaire d’une onde plane harmonique dans un fluide parfait
Dans un fluide parfait, la solution harmonique implicite de 1’équation de Burgers

(solution de Poisson) s’écrit :

P'=r sinﬂ{t - C(Z,)J, (1.27)

ou w=2 T fest la pulsation de I’onde.

Grace a la relation (1.25), nous pouvons interpréter 1’effet du terme non linéaire cumulatif de
I’équation d’onde. Le fluide, initialement au repos, est perturbé par le passage de 1’onde. Cette
derniere « voit » donc le milieu modifié par sa propagation. Comme les surpressions se
propagent plus vite que les détentes, la forme d’une onde harmonique est déformée
progressivement, de fagcon cumulative, au fur et 8 mesure qu’elle se propage (cf. figure 1.1.a).
Cette distorsion se traduit spectralement par 1’apparition, en cascade”, de fréquences multiples
de la fréquence fondamentale (le signal reste périodique). L’amplitude de la raie spectrale a la
fréquence fondamentale diminue en raison du transfert d’énergie vers les harmoniques, dont
I’amplitude et le nombre croissent avec la distance de propagation tant qu’un choc n’est pas
formé (cf. figure 1.1.b).

En introduisant le temps retardé T=7—z/c, et en supposant que le nombre de Mach

acoustique £est tres petit devant I’unité, 1’équation (1.27) s’écrit :

. ep’
p'=p, s1na{‘c+B—pzj. (1.28)

!
CoPo

L’expression du temps retardé en fonction de la pression est donc :

ot =sin-l| 2| Perre (1.29)
P ¢y D'y

L’équation (1.29) montre qu’une discontinuité apparait dans la forme d’onde a partir d’une

distance de propagation caractéristique L., appelée distance de formation du choc :

L o=—1, (1.30)

ou k = alcy est le nombre d’onde.

1 ) . . ) .
La cascade vers toutes les fréquences harmoniques de f est imposée par la nature quadratique de la non
linéarité.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

L. est la distance caractéristique des effets non linéaires. Elle diminue lorsque le coefficient de
non linéarité¢ du fluide, la fréquence de 1’onde ou I’amplitude d’émission augmentent. En
toute rigueur, rendre linéaires les équations fondamentales de I’acoustique n’est possible que

si la distance de propagation est bien inférieure 2 la distance de choc™.

1F ‘ ; ‘ . ‘ ] Ly ' T
‘ “ ﬂ‘;\ r“ z/Lc=0.5
| \\ “ \ \\\ — z/le=1
\ \\ ﬁ ﬁ\ | 038
LY :
w \x a:%10.6 ]
=
=
\ f o
R :
L [ f 02 |
—— z/Lc=0 \\\ \\H \\ H\\
— 7/Lc=0.5 \ |
p oot &\i‘ \ H | 0 A {
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b
@ (b)

Figure 1.1 : Propagation non linéaire d’une onde plane dans un fluide parfait.
(a) Pression acoustique a différentes distances de propagation.
(b) Spectres aux mémes distances.

Au dela de L., la solution implicite de Poisson est a valeurs multiples, ce qui n’est pas
acceptable physiquement. Pour modéliser la forme d’onde, il est donc nécessaire d’introduire
des chocs raccordant les branches monovaluées de la solution de Poisson. La position de ces
discontinuités peut étre déterminée grace a la théorie des chocs faibles’ ou 2 I’aide de la loi
des aires égaleslo. Le passage du choc se traduit par une discontinuité de premiere espece des
grandeurs thermodynamiques caractérisant I’état du fluide. En particulier, le choc impose
I’existence d’un saut d’entropie, qui montre qu’il est le lieu d’un mécanisme de dissipation,
méme dans un fluide parfait. Ce phénomene est appelé «extra atténuation non linéaire ».
Physiquement, la pente tres élevée (infinie en théorie) de la forme d’onde en pression au
niveau du choc correspond dans le domaine spectral a des harmoniques de fréquences tres
élevées, associées a des longueurs d’ondes tres courtes. Dans un gaz parfait, certaines
longueurs d’ondes créées sont inférieures au libre parcours moyen des molécules. A ces
fréquences, il n’y a plus de mouvement oscillatoire d’ensemble des molécules : 1’énergie

mécanique de 1’onde est dissipée sous forme d’agitation thermique. Dans un liquide, il est

"'La distance de formation du choc prend en compte le caractére cumulatif des effets non linéaires.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

plus réaliste de prendre en considération I’absorption thermo-visqueuse qui limite alors la
pente du choc.

Le saut d’entropie est proportionnel au cube de la variation de pression a travers le choc.
Comme la constante de proportionnalité est positive et comme ’entropie d’un fluide en
mouvement ne peut qu’augmenter en vertu du second principe de la thermodynamique, seul

. . 10, 11
un choc de compression peut exister .

1.1.2.3. Propagation non linéaire d’une onde plane dans un fluide thermo-visqueux
Dans un fluide absorbant, la propagation linéaire d’une onde acoustique harmonique

se traduit par une décroissance exponentielle de son amplitude avec la distance de

P'=p, e_azsina{t—cij. (1.31)
0

Le coefficient d’atténuation &> 0 (en Np/m) est proportionnel au coefficient d’absorption du

propagation :

2

fluide et au carré de la fréquence de I'onde: o= . Dans 'eau, o0=24x10"" 2 La

Co

distance caractéristique L, de I’effet d’atténuation est I’inverse du coefficient &: L, = é .
Comme I’atténuation transforme peu a peu 1’énergie mécanique de 1’onde en chaleur, elle est
susceptible de limiter les effets non linéaires, dont I’importance augmente avec I’amplitude de
I’onde. De plus, si des harmoniques de la fréquence initiale sont créées, elles sont atténuées
plus vite que la fréquence fondamentale.

Afin de rendre compte de I’antagonisme des effets de la non linéarité et de I’absorption, le
nombre de Gol’dberg I est couramment utilisé. Il compare leurs distances caractéristiques

respectives :

L
'=—=—. (1.32)

Si I est comparable ou supérieur a ’unité, la propagation est fortement non linéaire. Si / est
petit devant un, 1’atténuation domine les effets non linéaires. En particulier, la propagation de
I’onde ne peut pas donner naissance a un choc. C’est le cadre de I’approximation de faible
non linéarité (ou approximation quasi-linéaire), qui permet de résoudre 1’équation de

propagation non linéaire en perturbation.
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

1.1.2.4. Approximation quasi-linéaire
Quand les effets non linéaires restent faibles (en raison de 1’atténuation de 1’onde par

exemple), il est possible de les traiter comme une correction a la propagation linéaire. Cette
approximation quasi-linéaire permet de résoudre I’équation de propagation a 1’aide d’une
méthode de perturbation. Toute grandeur physique Q décrivant la propagation non linéaire de

I’onde est alors développée en puissance du nombre de Mach €:
Q0=¢Q' +e’Q". (1.33)

Q' et Q" représentent respectivement 1’onde primaire émise par la source et I’onde secondaire
créée par la propagation non linéaire.
En introduisant le développement (1.33) dans I’équation de Burgers (1.24), cette derniere

donne naissance a deux équations linéaires couplées, aux ordres £et e

9z c, of 2¢c, ot

=0 (1.34.a)

p" 1op" b o' _ B, 0p
=z 4 - = - — .
2 e, o 20, 3  pe ! o (1.34.b)

L’onde primaire est alors solution de 1’équation de propagation linéaire en milieu absorbant.
Elle joue le role de source de 1’onde secondaire, solution d’une équation de propagation
linéaire avec second membre. Physiquement, cette approximation revient a considérer que
I’énergie extraite par pompage vers les harmoniques est négligeable devant celle dissipée par

I’atténuation.

Génération de la seconde harmonique :

Considérons une source monochromatique :
p'(z2=0,t) = p,cos(or). (1.35)
En introduisant le temps retardé T =1 —z/c, I’équation (1.34.b) devient :

P _ b oyt B
9z 2 O pycs ot

(1.36)
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Avec la condition de source (1.35), I’onde secondaire a la fréquence 2f s’écrit alors :

kpy' o A
p" (r,z)zB—pge 2% (1— 72 ) sin(20t). (1.37)
2p ¢, 0
oprest le coefficient d’atténuation de la seconde harmonique. Si la distance de propagation est

telle que 20 z << 1, 'amplitude de la seconde harmonique croit linéairement avec z, ce qui

traduit le caractere cumulatif de la propagation non linéaire :

2
p"(t,z)= Pk py zsin(2or). (1.38)

On retrouve alors I’expression connue dans un fluide parfait.

La figure 1.2.a montre la décroissance exponentielle de ’amplitude d’une onde plane de
fréquence f= 10 MHz (émise a po = 50 kPa) en fonction de sa distance de propagation dans
I’eau. L’évolution de I’amplitude de la seconde harmonique est représentée sur la figure 1.2.b.
Nulle a la source, elle croit d’abord linéairement avec la distance de propagation, puis elle est
fortement atténuée. L’évolution de I’amplitude de la seconde harmonique est bien sir
conditionnée par la fréquence de 1’onde primaire. La fréquence choisie ici, a laquelle

I’atténuation devient rapidement prépondérante, est celle du dispositif expérimental utilisé au

chapitre deux.
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Figure 1.2 : Amplitude des composantes de la pression acoustique en fonction de la distance de propagation
lorsqu’une onde plane de fréquence /= 10 MHz et d’amplitude 50 kPa est émise dans I’eau.
(a) Onde primaire. (b) Seconde harmonique, d’apres 1’équation (1.37).
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

Interaction non linéaire d’ondes planes :
Supposons que deux ondes de fréquences respectives f et f, soient initialement émises par la

source :

p’ (Z = 0,1) = pmcos(col’c)+ pozcos(coz’t). (1.39)

La solution de 1’équation de propagation linéaire (1.34.a) est alors donnée par le principe de
superposition :

o

' (1,2) = pye " cos(m,T) + py,e * cos(m,7T). (1.40)

Le second membre de I’équation (1.34.b) s’écrit alors :

20,2

B klpmze'20le sin(2col’c)+ kzpozze sin(2co2’c)

S(,2)=——

) _ _ (1.41)
2p0c§ He T (k+p01p02 51n(0)+’c)+ k_poPo Sln((D_‘C))

En plus des secondes harmoniques aux fréquences 2f; et 2f,, deux composantes aux
fréquences somme et différence sont donc créées au cours de la propagation
(0, =0, T0,,k, =(0, tw,)/c,).

Cette interaction paramétrique traduit I’effet sur une des ondes primaires de la perturbation du
milieu induite par la propagation de 1’autre et réciproquement.

Les expressions des pressions secondaires p! et p” associées a ces composantes aux
fréquences somme et différence sont les suivantes :

B —ae \1— e_(“l+°‘z—0ﬂ¢)z
P2 =B ke | )
2p0C0 o —(al +(x2)

sin(®, ). (1.42)

Pour des distances telles que 1’atténuation est négligeable, il vient :

pg (T’Z): szmpozkizsm(w{c)' (1.43)

0Co

La figure 1.3 montre 1’évolution, en fonction de la distance de propagation z, des composantes
primaires et secondaires de la pression (p;’, pY, p” et p™), lorsque deux ondes planes de
fréquences fi =10 MHz et f, =9 MHz sont émises conjointement dans 1’eau avec une
amplitude de 50 kPa. Sur la figure 1.3.a, les amplitudes des ondes primaires décroissent
exponentiellement avec la distance de propagation : leurs comportements sont similaires
puisque les fréquences sont proches. En revanche, les amplitudes des ondes aux fréquences
somme et différence ont un comportement sensiblement différent (cf. figure 3.b). Nulles a la

source, elles augmentent d’abord linéairement avec la distance de propagation. Comme leur
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

amplitude est proportionnelle a leur pulsation, celle de la composante a la fréquence somme
croit plus rapidement. Lorsque les effets de I’absorption ne sont plus négligeables, la
composante a la fréquence somme est rapidement atténuée. L’atténuation de la composante a
la fréquence différence est évidemment bien plus lente. Lorsque les fréquences des deux
ondes primaires sont treés proches, I’atténuation de la composante a la fréquence différence
peut étre négligée. L’amplitude de cette composante croit alors jusqu'a une valeur limite,
imposée par la longueur d’atténuation des ondes primaires, puis elle reste constante. Le
niveau de la composante de basse fréquence rapporté a 1’amplitude d’émission, appelé aussi
rendement paramétrique, est généralement assez faible : il est inférieur a 5% dans le cas
illustré ci-dessous. Or les effets de diffraction, ignorés ici, diminuent encore ce rendement.
Néanmoins, en considérant la diffraction, I’intérét pratique de I’émission paramétrique se
révele, puisque celle-ci permet d’obtenir un faisceau de basse fréquence remarquablement

directif, grace aux sources en volume que crée la propagation des ondes primaires.
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Figure 1.3 : Evolution de composantes de la pression en fonction de la distance a la source,
lorsque deux ondes planes de fréquences f; = 10 MHz et f, = 9 MHz sont émises conjointement dans 1’eau,
avec une amplitude de 50 kPa.

(a) Composantes primaires. (b) Composantes secondaires aux fréquences somme et différence.

1.1.3. Diffraction et propagation non linéaire

1.1.3.1. Nombre de Khokhlov

Les sources acoustiques étant de taille finie, la diffraction des ondes émises doit &tre
prise en compte. En régime harmonique, la diffraction est caractérisée en champ proche par

un régime interférentiel lié au confinement du faisceau acoustique autour de 1’axe de
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Chapitre 1 : Propagation non linéaire et pressions de radiation acoustiques dans les fluides

propagation. En champ lointain, le faisceau cesse d’étre directif et diverge. Pour un
transducteur plan en forme de disque, la limite entre les champs proche et lointain est donnée

par la distance de Rayleigh L, :

L="", (1.44)

ou r est le rayon de la source et k est le nombre d’onde. L, est d’autant plus grande que la
longueur d’onde du faisceau est petite et que le rayon du transducteur est grand.

Comme en champ lointain la diffraction élargit le faisceau acoustique, I’amplitude de 1’onde
suivant une direction donnée diminue a mesure qu’elle se propage. Comme I’atténuation, la
diffraction est donc susceptible de limiter I’importance des effets non linéaires. Le nombre de
Khokhlov est le rapport des distances caractéristiques des effets de la diffraction et de la non

linéarité.

Pour un transducteur circulaire plan, il s’écrit :

_L_d B k*r*Be
L 2

c

(1.45)

Si x est bien inférieur a 1’unité, les effets de diffraction imposent une propagation faiblement
non linéaire. Dans le cas contraire, le régime de propagation est fortement non linéaire.

Si la propagation a lieu dans un milieu atténuant, la comparaison de la longueur d’atténuation
a la distance de Rayleigh indique qui, du parametre de Gol’dberg ou du nombre de Khokhlov,

est pertinent.

1.1.3.2. Equation KZK
La résolution analytique de 1’équation de propagation non linéaire (1.19) ne se fait

qu’au prix d’approximations, comme les hypotheses d’onde plane ou de propagation quasi-
linéaire évoquées précédemment. Pour étudier 1’influence de la diffraction dans un régime de
propagation plus fortement non linéaire, le recours a la simulation numérique est nécessaire.
Dans le cas de sources acoustiques assez directives, on utilise généralement 1’équation
« KZK » (Khokhlov- Zabolotskaya- Kuznetsov), qui résulte d’une approximation paraxiale de

I’équation générale (1.19)'>1,
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Supposons qu’une onde engendrée par une source directive se propage globalement dans la
direction z>0. En introduisant le temps retardé T=7-z/c, dans 1’équation (1.19) et en
négligeant le terme non linéaire local, I’équation KZK s’écrit :
L aSpv N B avaZ
2c; 0T 2p,c, OT

’p' _ ¢
=—A p+
dzot 2 P

(1.46)

La diffraction est alors modélisée par [D'opérateur « Laplacien transversal »
A, =9°/0x*+09%/dy*, qui est appliqué aux plans perpendiculaires a 1’axe z du faisceau. La
modélisation des effets de 1’absorption et de la non linéarité ne change pas par rapport a

I’équation (1.19).

L’équation (1.46) a été résolue numériquement dans les domaines spectral4 et tempore114. Au
second chapitre, nous utilisons une résolution numérique de 1’équation KZK écrite en
potentiel (développée par Frangois Coulouvrat et Régis Marchiano de I’institut Jean Le Rond
d’Alembert) pour étudier 1’auto-démodulation non linéaire et son lien avec la pression de

radiation au sens de Rayleigh.

1.1.4. Propagation non linéaire dans le formalisme de Lagrange
La propagation non linéaire des ondes acoustiques dans les fluides a été introduite ici

suivant 1’'usage qui consiste a décrire la propagation en termes de variations de pression
(quantité physique la plus mesurée en acoustique) dans les variables d’Euler (c’est-a-dire avec
la description de 1’espace la plus intuitive). Toutefois, le choix de cette grandeur acoustique
ne permet pas de rendre compte de la totalité des phénomenes non linéaires affectant la
propagation d’une onde. En particulier, elle passe sous silence la génération d’un déplacement
statique cumulatif, encore appelé rectification acoustique. Nous cherchons donc ici a décrire
la propagation non linéaire d’une onde plane harmonique, en termes de déplacement. 11 est
alors naturel d’utiliser les variables de Lagrange. En régime non linéaire, les descriptions

d’Euler et de Lagrange conduisent a des expressions différentes de 1’équation de propagation.

1.1.4.1. Equation de propagation du déplacement
Dans cette partie, nous considérons la propagation d’une onde acoustique plane dans

un fluide parfaitIV et nous écrivons les équations d’Euler et d’état en fonction du déplacement

U, selon une démarche proche de celle suivie par Thurston"”.

™V'La différence entre les descriptions d’Euler et de Lagrange ne vient que de la non linéarité.
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Dans les variables de la description courante, I’équation d’Euler a une dimension s’écrit :

dv__ (1.47)
dt 0z

Passer des variables d’Euler (;c,t ) a celles de Lagrange (;,t ) (et réciproquement) est possible

-

R . ) e = oJx 3
grice au tenseur « gradient de la transformation », défini par: F =—. Le déplacement
da

. — > - = axi aUl
s’écrivant U = x —a, les composantes du tenseur F' sont: F; = e 5, + E
a; a .
J J

Comme det? _P , ’équation (1.47) devient :
p

d’U ap'
Po— __o (1.48)
dt da
Il faut alors exprimer la surpression eulerienne p’ en fonction du déplacement.
L’équation de conservation de la masse est :
p—ozde;:(na—l]j. (1.49)
p da

L’expression (1.49) est développée au second ordre 0(&), puis introduite dans 1’équation

d’état (1.14) :
oU (oUY'| B(oUY
|=A - - - = .
b ( da +(an j+2(aaj (1.50)

En combinant les relations (1.48) et (1.50), nous obtenons finalement 1’équation de

propagation non linéaire d’une onde plane en variables de Lagrange :

U 1 0°U _

LU vy
aa2 Co2 al‘z

da’ da

2B (1.51)

Dans cette description, le terme non linéaire provient uniquement du membre de droite de
I’équation d’Euler (1.48). Néanmoins, on retrouve dans I’équation (1.51) le coefficient de non
linéarité S, ce qui montre que les origines convective et thermodynamique des effets non
linéaires cumulatifs sont toutes deux modélisées (elles apparaissent dans 1’équation d’état
1.50). Dans cette équation valable pour les ondes planes, il n’y a évidemment pas de terme

non linéaire local.
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1.1.4.2. Déplacement statique
Si on se limite a la propagation dans le sens a > 0, I’équation (1.51) s’écrit :

oU 1 U B(E)UT
—+ === .

¢, o 2\ da

1.52
da Co ot 2 ( )

Cette équation est formellement proche de I’équation de Burgers non dissipative (équation
(1.23) avec b =0), a la différence importante que le terme non linéaire fait intervenir le carré
du gradient du déplacement et non la dérivée d’un terme quadratique.

Dans le cadre de I’approximation quasi—linéairev, le déplacement est développé suivant la
relation (1.33) (U =eU' +€’U"), puis introduit dans I’équation de propagation (1.52),
suivant la méthode en perturbation déja mentionnée (cf. 1.1.2.4).

Pour une source monochromatique, de fréquence f; et d’amplitude Uy, I’onde primaire s’écrit

aI’aide du temps retardé T=1—a/c, :

U'(a,7) =U, cos(®,T). (1.53)

Les ondes secondaires sont alors solutions de I’équation :

aUII B aUI 2 Bkz
o = 2c§( = J - 40 UZ(1+ cos(2m,T)), (1.54)

N RN , < e . S 16
ol ko est le nombre d’onde associé a la fréquence fy. Apres intégration, il vient " :

U'(a,7)= Bio aU; [1+ cos(2(00’c)]. (1.55)

Cette expression differe de celle obtenue pour la pression secondaire a partir de 1’équation de
Burgers (cf. (1.38)). Du point de vue du déplacement de la particule, la propagation non
linéaire d’une onde plane harmonique engendre non seulement une onde a la fréquence

double, mais aussi un déplacement statique, qui s’écrit :

1
U,(a) = ZBijja . (1.56)

Uy est aussi cumulatif : plus la position a 1’équilibre de la particule considérée est loin de la

source, plus il est important.

Y Lorsqu’une onde plane se propage dans un fluide parfait, rien n’est susceptible de limiter les effets non
linéaires au cours de la propagation. Se placer dans le cadre de 1’approximation quasi-linéaire revient donc a
considérer que la distance de propagation est petite devant la distance de formation du choc.
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Comme la seconde harmonique, ce déplacement statique peut étre interprété comme le produit
de I’interaction non linéaire de deux ondes de fréquences égales. Néanmoins, 1’équation de
Burgers écrite pour la pression ne met pas son existence en évidence. Le terme non linéaire de
I’équation de Westervelt est en effet proportionnel a la dérivée temporelle du carré de la

pression, ce qui est incompatible avec 1’existence d’un terme source statique.

1.1.4.3. Déplacements eulerien et lagrangien
Les expressions d’une quantité en variables d’Euler et de Lagrange different. Si 1’on

note u(z, t) le déplacement dans les variables d’Euler, 1’équation (1.3) impose :

u(z,t):U(azz,t)—U{a—U} . (1.57)
da |,..

Dans le cadre de I’approximation quasi-linéaire, le principe de superposition reste valable. Le
déplacement U est alors la somme des composantes primaire et secondaire U’ et U” définies
par les relations (1.53) et (1.55). En introduisant cette somme dans I’équation (1.57), il vient

au second ordre :

k 2
01210 sin(20,¢ —2k,z). (1.58)

2
u(z,t) = U, sin(w,t — k,z)+ UTO Bk, z[1+ cos(2m, — 2k,z)] -

La différence Au=u- U :

2

kU
Au=u(z,t)-U(a=z1)=— 020 sin(2w,z — 2k, z) (1.59)

est non linéaire, mais non cumulative.
Le rapport R du déplacement statique Us et du maximum de la valeur absolue de Au est :

_Ugla=72) _1
" ‘max(Au)) 5 kb2 (1.60)

Il augmente linéairement avec la distance de propagation z. Pour une distance égale a une
longueur d’onde, R vaut S : dans ’eau, il est alors a peu pres égal a 10. L’amplitude de la
différence Au est donc rapidement tres inférieure a celle du déplacement statique engendré par

la propagation.

La différence entre les expressions d’une quantité dans les variables d’Euler et de Lagrange

est un terme du second ordre non cumulatif. Elle devient donc négligeable devant les
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composantes engendrées par les effets non linéaires cumulatifs, dés que la distance de
propagation est supérieure a quelques longueurs d’ondes, comme le sont les non linéarités
locales intervenant dans 1’équation (1.19), auxquelles elles sont liées. Dans le cas ou la
quantité étudiée n’est pas cumulative (comme I’exceés moyen de pression intervenant dans la

pression de radiation de Rayleigh —cf. 1.2.), cette différence doit étre considérée.

1.2. Pressions de radiation dans un fluide parfait

1.2.1. Introduction historique : pressions de radiation lumineuse et
acoustique

Le concept de pression de radiation a ét€ introduit avec la théorie de
I’électromagnétisme, développée par Maxwell en 1873". Maxwell a montré qu’un conducteur
plan parfait émettant une onde plane subit une force de réaction par unité de surface égale a la
densité d’énergie totale de I’onde émise. A I'inverse une onde, de densité d’énergie totale W
se propageant perpendiculairement a un obstacle plan parfaitement absorbant exerce sur ce

_ . c o VI s VI -
dernier par une pression de radiation' égale a W'". A partir de ce concept, Maxwell a

introduit le tenseur des contraintes électromagnétiques G, dont I’expression dans le vide est la

suivante:

2 2

E L B
Gy = SOEiEk_SOTSik + _B'Bk__aik . (1.61)

Ko 2u,
E; et B; sont les composantes selon 1’axe i des champs électrique E et magnétique B. €, et
i, sont respectivement la permittivité et la perméabilité diélectrique du vide.

La force exercée sur un obstacle est égale a I’intégrale sur une surface fermée S de la valeur

moyenne temporelle du tenseur des contraintes électromagnétiques :

F=(l5) & "

Y1 On parle aussi de « pression de rayonnement ». La terminologie « radiation » est choisie ici pour souligner
I’analogie avec 1’acoustique.

YI' Notons que le concept de pression de radiation a été introduit 2 I’époque ot 1’on supposait que les ondes
électromagnétiques se propageaient a travers un milieu matériel : 1’éther.
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Si une onde électromagnétique plane se propage dans le vide selon I'axe z (i=3), la

projection sur cet axe de la force se manifestant sur 1’obstacle est alors :

F,=—[(w), as, (1.63)

S

—|2 —2

H B

ou W est la densité d’énergie électromagnétique de 'onde : W =¢,—— D
Ho

Les composantes selon les axes 1 et 2 (perpendiculaires a la normale a la surface, orientée

vers I’intérieur) sont :

E*\ — B? —
F, :+.[<80 7> ds et F, =+I<2—> ds. (1.64)
S T; S I'LO Ty

0

La force de radiation électromagnétique est donc un phénomene non linéaire, puisqu’elle fait
intervenir le carré des champs électrique et magnétique.

On peut interpréter cette force de radiation d’un point de vue corpusculaire : le flux de
photons constituant le faisceau lumineux transfére une quantité de mouvement a la maticre,
lorsque ces photons sont absorbés par une interface. Si cette quantité de mouvement est
rapportée a une unité de temps et & une unité de surface, ce transfert est alors homogene a une
pression.

Cet effet fut détecté expérimentalement en Russie par Lebedev en 1901 a I’aide d’une simple

lampe 2 arc focalisée'®, puis aux Etats-unis par Nichols et Hull en 1903".

Une manifestation macroscopique de la pression de radiation électromagnétique est

: : . . s VI
I’ orientation opposée au Soleil de la queue des cometes

(cf. figure 1.4). Quand une comete
arrive a proximité du soleil, la glace de son noyau s’évapore et forme un nuage de poussiere,
appelé « chevelure », qui s’étire au fur et a mesure qu’elle approche du soleil et peut ainsi
atteindre plusieurs millions de kilometres. Sur la figure 1.4, la fleche rouge donne le sens de
la trajectoire de la comete. La « chevelure » ne traine donc pas dans son sillage (elle n’est pas
orientée suivant un sens opposé a la fleche rouge), mais elle possede une orientation propre.
On peut également noter la présence de deux queues distinctes, 1’une droite et 1’autre courbée.
La premiere queue (fleche jaune) est constituée de particules ionisées poussées par le vent

solaire. Les ions étant tres 1égers, ce phénomene est rapide et la queue, rectiligne, pointe dans

le sens opposé a la direction du soleil (la fleche jaune pointe donc vers le soleil). La seconde

VI Ceci concernent les particules neutres (fleche bleue sur la figure 2.1.). Pour les particules chargées, c’est le
vent solaire plutdt que la pression de radiation qui agit sur 1’orientation de la queue.
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queue (fleche bleue) est formée de particules de poussiere, neutres et plus lourdes, qui sont
également poussées par la pression de radiation du soleil. Néanmoins, comme leur masse est
plus importante, ce phénomene est plus lent et se trouve affecté par la trajectoire de la comete.
Ainsi, D'effet résultant est a peu de chose prés la somme des deux contributions: le

mouvement de la comete et la pression des photons sur les particules de poussiere.

Figure 1.4 : Photographie illustrant I’effet de la pression de radiation solaire sur la « queue » d’une comete.

La propulsion de véhicules spatiaux grice a la pression de radiation induite par le
rayonnement solaire a été imaginée tres rapidement par des auteurs de science-fiction. En
effet, dés 1889, Faure et Graffigny'™ imaginent des vaisseaux spatiaux équipés de grands
miroirs pour utiliser la pression de radiation de la lumiere solaire pour se mouvoir”. Cette
méthode de propulsion est tres séduisante, car elle permet de réduire la masse de combustible
embarquée. Néanmoins, compte tenu de la faible accélération, il n’est pas possible d’utiliser
ce moyen de propulsion depuis la surface d’envol. Cette « propulsion photonique » n’a pour

I’instant pas encore été appliquée avec succes, mais des projets sont a 1’étude.

Avec le développement des lasers, le champ d’applications de la pression de radiation
lumineuse s’est considérablement étendu. A une échelle microscopique, on la retrouve dans
les mécanismes de refroidissement des atomes par laser”’. La pression de radiation permet

dans ce cas de diminuer 1’agitation thermique des atomes, en choisissant la fréquence de

X Henry de Graffigny & Georges Le Faure, Les Aventures Extraordinaires d'un Savant Russe, Edinger, 1889.
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I’onde de facon a I’accorder sur une des fréquences de résonance de la section efficace
d’absorption des atomes. Ces expériences ont confirmé I’existence des condensats prévus
théoriquement par Bose et Einstein.

A Taide de faisceaux lasers focalisés, il est aussi possible de piéger ou de manipuler des
objets micrométriques, en particulier de nature biologique. Ces « pinces optiques 2223
ouvrent des perspectives tant en biophysique qu’en micro—rhéologie24.

Par ailleurs, la pression de radiation lumineuse a été envisagée comme mécanisme participant
a la génération par laser d’ondes élastiques dans les solides, mais son effet est alors dominé

25,26

par I’effet thermo-€lastique™*". La pression de radiation des ondes électromagnétiques couvre

donc un vaste domaine d’applications, de 1’échelle atomique au macroscopique.

La pression de radiation en acoustique :

Un des effets les plus spectaculaires de la pression de radiation acoustique est la
fontaine acoustique (cf. figure 1.5). Lorsqu’une source acoustique, placée au fond d’un
récipient contenant un liquide, émet une onde harmonique, la surface du liquide est déplacée.
Si I’intensité acoustique est suffisamment importante, une partie du fluide peut étre éjectée, a
la maniere d’une fontaine. Moins spectaculaire visuellement, une autre expérience consiste a
placer un objet en vis-a-vis d’une source acoustique et de mesurer son poids a ’aide d’une
balance. Ce dernier varie en présence de I’onde acoustique. Comme cette variation est
proportionnelle a I’intensité acoustique émise, il s’agit d’un phénomene non linéaire, appelé

« pression de radiation ».

Le concept de pression de radiation acoustique n’est pas récent. La facon initiale de 1’aborder
a été influencée par les travaux réalisés en électromagnétisme®’. Néanmoins, comme les ondes
acoustiques mettent en mouvement le milieu matériel dans lequel elles se propagent, la
pression de radiation présente des différences en acoustique. La pression acoustique n’est pas
une quantité qui se résume a une force par unité de surface exercée sur un objet « insonifié » :
I’onde acoustique elle-méme correspond a la propagation d’une surpression. Dans un fluide
idéal, deux phénomenes peuvent donc donner naissance a une pression de radiation
acoustique. Outre le transfert de quantité de mouvement de I’onde a un objet ou une interface
qu’elle rencontre, il peut exister une pression statique moyenne dans le fluide soumis a 1’onde,
qui participe alors aussi a la force s’exercant sur 1’objet si elle est différente de la pression

statique qui regne derricre celui-ci.
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source

Figure 1.5 : Exemple de fontaine acoustique. La source est immergée dans I’eau. La force résultant de la pression
de radiation expulse le liquide (d’apres L. Bergmanzg).

Comme en électromagnétisme, la pression de radiation acoustique est proportionnelle a la
valeur moyenne de la densité d’énergie. Cependant, le coefficient de proportionnalité dépend
des conditions expérimentales. Suite aux travaux de Maxwell et aux résultats expérimentaux
obtenus par Lebedev, Rayleigh s’est intéressé a la pression exercée par une vibration
(vibration d’une corde, pendule de longueur variable, propagation d’une onde acoustique). Il a
publié un premier article sur le sujet en 1902%". En considérant la propagation d’une onde
plane harmonique dans un gaz obéissant a la loi de Boyle, il a montré que sur une cible
parfaitement absorbante, la pression de radiation acoustique, définie comme la moyenne

temporelle™ de la pression acoustique en variables de Lagrange, est égale 2 la valeur moyenne

temporelle de la densité d’énergie de I’onde (E > ;o
(P*-pR) =(E),. (1.65)

Cette pression sera par la suite appelée «pression de radiation de Langevin », puisque
Langevin en a établi I’expression sans faire I’hypothése d’une transformation isotherme.
Une onde plane possede en théorie une extension latérale infinie : elle n’existe donc pas dans

eme

la nature. Néanmoins, au début du 207 siecle, d’une part les ondes acoustiques étudiées sont

généralement audibles (f< 20 kHz) et d’autre part les expérimentateurs peuvent tirer parti

*11 s’agit de la moyenne calculée sur une période T de 1’onde harmonique.
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d’un dispositif créé quelques années auparavant : le tube de Kundt™. En 1903, Altberg met
ainsi en évidence I’existence d’une pression de radiation acoustiquezg. En mesurant
séparément l’intensité acoustique et la pression moyenne exercée sur une paroi placée a
I’extrémité d’un tube de Kundt, il montre que cette pression est proportionnelle a la densité
d’énergie acoustique. Suite a cette expérience, de nombreux travaux ont été publiés (Beyer30
recense vingt-huit publications en trois ans -voir par exemple31’32—).

En 1905, un second article de Rayleigh reprend le raisonnement mené dans le premier, mais
en développant cette fois I’équation d’état isentropique d’un gaz parfait jusqu’au second ordre
(équation (1.14), prise dans le cas particulier d’un gaz parfait)”. La pression de radiation qui
en résulte porte depuis le nom de «pression de radiation de Rayleigh ». Elle est
proportionnelle au coefficient de non linéarité du fluide S :

(P =P, =%(E>. (1.66)

De nombreux articles contradictoires ont ensuite été publiés, pour tenter d’expliquer ou de
mettre en défaut ’'une des deux définitions de la pression de radiation acoustique données par
Langevin et Rayleigh (expressions (1.65) et (1.66)). Les contributions remarquables des cinq
décennies suivantes sont celles de Brillouin™, qui montra que la pression de radiation peut
étre représentée par un tenseur de rang deux, de Biquard®, qui reporta les résultats des études
menées par Langevin, et de Westervelt, qui retrouva 1’expression de la pression de radiation
de Rayleigh en considérant la propagation non linéaire d’une onde planem.

Il existe aussi dans la littérature quelques articles de syntheése sur la pression de radiation
acoustique. L’article de Post™, publié en 1951, contient notamment un court historique des

3037 en 1950 et en 1978, qui reprennent des

travaux déja réalisés. Beyer a publié deux articles
développement menés par d’autres auteurs dont les publications sont moins accessibles, soit
parce qu’elles sont presque introuvables, soit parce qu’elles n’ont pas été écrites en anglais.
Chu et Apfel38 ont écrit un article de syntheése en 1983. En 1991, Wang et Lee®® ont apporté
une contribution, qui a donné lieu a un chapitre du livre « Nonlinear acoustics », édité par

Hamilton et Blackstock™’.

A T’heure actuelle, la controverse sur les définitions de la pression de radiation acoustique par
Rayleigh et Langevin n’est toujours pas close. L’expression de la pression de radiation selon

Langevin a été vérifiée par I’expérience : elle fait par exemple 1’objet d’une application a la

X Lorsqu’une onde est engendrée dans un tube dont le diamétre est inférieur  la demi-longueur d’onde, elle est
quasi-plane et non guidée.
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calibration des transducteurs. A notre connaissance, trés peu d’expériences mettent en jeu la
pression de radiation de Rayleigh. En particulier, sa dépendance en fonction du coefficient de
non linéarité B n’a pas été mise en évidence. Dans son article de 1978, Beyer déclare apres
plus de trente années d’étude du sujet: “It might be said that radiation pressure is a
phenomenon that the observer thinks he understands—for short intervals, and only every now
and then™’.

Nos ambitions restent donc modestes. Cette partie est un état de I’art des connaissances

actuelles sur le sujet.

1.2.2. Définitions de la pression de radiation en acoustique
Historiquement, la pression de radiation a été introduite sous 1’hypothése d’une onde

plane harmonique se propageant dans un fluide idéal, rencontrant une interface plane
perpendiculaire a sa direction de propagation. Expérimentalement, un transducteur de taille
finie ne peut pas émettre une onde plane en régime harmonique : en champ proche, la
diffraction est caractérisée par des interférences et en champ lointain, ’onde diverge. Pour
certains auteurs (Westervelt' et Borgnis41, par exemple), une onde plane peut étre simulée
expérimentalement si une onde acoustique est émise dans un tube dont le diametre est bien
inférieur a la longueur d’onde, afin d’éviter qu’elle soit guidée. Facilement réalisable pour des
ondes sonores dans I’air, cette configuration est plus difficile & mettre en ceuvre dans le cas
d’ultrasons se propageant dans 1’eau (une fréquence de 1 MHz correspond alors a une
longueur d’onde de 1,5 mm).

Dans la littérature traitant de la pression de radiation acoustique dans un fluide idéal, deux
définitions, dépendant de la description (lagrangienne ou eulerienne) utilisée, sont

usuellement présentées.

1.2.2.1. Définition lagrangienne
En variables de Lagrange, la pression de radiation a été définie par Rayleigh comme
I’exces moyen de pression lagrangienne, induite le long du fluide par la propagation d’une

27333840 Certains auteurs™ précisent que la terminologie « pression de

onde acoustique
radiation » ne s’applique qu’a la manifestation de cet excés moyen de pression sur une
interface. Cette définition suggere que le faisceau acoustique crée un exces moyen de pression
dans le fluide. La pression derriere I'interface étant égale a la pression hydrostatique du fluide

au repos, celle-ci subit une force.
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1.2.2.2. Définition eulerienne
La définition eulerienne de la pression de radiation a été introduite par Poynting3 ' Elle

considere la pression de radiation comme la force par unité de surface induite par I’onde, se
manifestant sur une cible placée dans le fluide face a la source™ *** Selon cette description,
un exces moyen de pression peut régner dans le fluide, mais il n’est pas pour autant nécessaire
a I’existence de la pression de radiation™". La pression de radiation au sens eulerien peut
simplement correspondre a un transfert local de quantité de mouvement de 1’onde a la cible.
Dans ce cas particulier, la définition eulerienne est équivalente a celle que 1’on trouve en
électromagnétisme : 1’effet est local, contrairement a ce que suppose la définition

lagrangienne de la pression de radiation.

Méme si les concepts précédents sont généralisés au cas des fluides visqueux (cf. chapitre 3),

nous étudions d’abord la pression de radiation dans un fluide parfait.

1.2.3. Tenseur des contraintes de radiation de Brillouin
La pression de radiation est un phénomene non linéaire. Pour le modéliser, il est donc

nécessaire de développer les équations fondamentales de 1’acoustique jusqu’au second ordre.
Par ailleurs, la force exercée par une onde sur un obstacle est une quantité intrinséquement
lagrangienne, puisque, excepté dans le cas ou la cible est infiniment rigide, celle-ci est
déplacée sous son action. Néanmoins, la définition eulerienne favorise la distinction entre les
définitions de la pression de radiation par Langevin et Rayleigh. Aussi utilisons-nous d’abord
I’approche de Brillouin, qui a montré dans les variables d’Euler que la pression de radiation

P 34
est représentée par un tenseur de rang deux” .

. . . I .

Pour calculer la force qu’exerce sur un objet une onde harmonique de fréquence f, =—, il
0

est nécessaire d’intégrer, sur une surface (qui ne dépend pas du temps) entourant 1’objet, une

quantité homogene a une pression.

XII PP . . o . N N 2z TP
La définition eulerienne de la pression de radiation est a premiere vue plus générale que sa définition
lagrangienne.
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En sommant I’équation d’Euler (équation (1.7) écrite pour un fluide parfait) et 1’équation de

conservation de la masse (1.11) multipliée par la i ¢ composante v; de la vitesse, il vient"™" ;

olpv,) (P ,)= 3 5,7- (1.67)

ot X

L’expression (1.67) s’écrit encore :

a(pv) 0
—P5 0
- +ax( +pvv,)=0, (1.68)

ou le second terme représente la divergence d’un tenseur, homogéne a une énergie,
assimilable & un flux de quantité de mouvement.
En intégrant I’équation (1.68) dans un volume V défini par une surface fermée S, le théoreme
d’Ostrogradsky donne :

iJ‘pv.dV = —Ji(PS.. + pv.v.)dV = —I(PS.. +pv,v, )n ds (1.69)

ot ) i ) axj ij ivj : ij ivjr .
ou n; est le vecteur unitaire normal a I’élément de surface dS.
La variation temporelle de la quantit¢ de mouvement dans un volume V est donc égale a

Iintégrale du tenseur PS; +pv,v; le long d’une surface S entourant ce volume.
Introduisons la valeur moyenne temporelle calculée sur une période Ty : ( >T . En régime
0

permanent, la valeur moyenne temporelle d’une dérivée par rapport au temps est nulle :

<8(pvi )/ 8t>Ta = 0. La valeur moyenne temporelle de I’équation (1.69) s’écrit donc :

oT.
T _, (1.70)
oxj

N . .. . . 34 gope .
ou Tjj est le « tenseur des contraintes de radiation de Brillouin »™*, défini comme :

T, =~(P*~F,) 8, ~(pvy,) . (1.71)

L’exposant E indique qu’il s’agit d’une pression eulerienne.

L’équation (1.70) signifie que le tenseur des contraintes de radiation est & divergence nulle
dans un fluide idéal. Ce tenseur est composé de deux termes. Le second est clairement non
linéaire, puisqu’il fait intervenir le carré de la vitesse particulaire du fluide. Il correspond a un

iz X1V . . . . . .
flux de quantité de mouvement™ " et il a pour origine les termes convectifs des équations

XM Nous adoptons ici la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés.
XV Ce terme est quelquefois appelé tenseur de Reynolds.
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d’Euler et de conservation de la masse. Le premier terme n’a pas d’équivalent pour la
pression de radiation lumineuse. Il correspond a un excés moyen de pression, en coordonnées
euleriennes, régnant dans le fluide et participant a la contrainte lorsqu’il se manifeste sur une
interface. Cet exces moyen de pression est aussi d’origine non linéaire. Il traduit la réponse

non linéaire du milieu fluide a une sollicitation mécanique, modélisée par I’équation. (1.14).

Pour une onde plane se propageant suivant I’axe 3, il vient: v=v,8,;. Au second ordre, la

composante 733 s’écrit alors :

Ty =~(P* =B —po{v*) (1.72)

T,

Le second terme de 1’expression de T33 correspond a la transposition directe de la pression de

rayonnement électromagnétique au cas des ondes acoustiques. Il vaut le double de la densité

d’énergie cinétique moyenne ( E de I’onde en régime linéaire.
y €l

Déterminer la force exercée par I’onde plane sur un objet plan dont la normale a la surface est
parallele au vecteur d’onde incident revient a intégrer la composante axiale du tenseur de

Brillouin sur une surface S entourant I’objet :

F :_J.T33dS . (173)
S

L’onde acoustique peut, selon la nature de 1’objet, transférer tout ou partie de sa quantité de

mouvement.

Le tenseur des contraintes de radiation de Brillouin met donc en évidence les différents
phénomenes a ’origine de la pression de radiation acoustique. Outre le transfert de quantité
de mouvement a I’interface, un exceés moyen de pression peut lui aussi participer a la création

d’une force de radiation.

1.2.4. Excés moyen de pression
Pour calculer I’exces moyen de pression intervenant dans I’expression de 7j;, projetons

sur I’axe i I’équation (1.10) écrite pour un fluide parfait :

poaa—vt"+v,P=—v L. (1.74)

i
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Prenons la valeur moyenne temporelle de ’équation (1.74). En régime permanent, la valeur
moyenne temporelle de la dérivée par rapport au temps de la vitesse particulaire est nulle. En
intégrant sur 1’espace, nous obtenons alors la « seconde relation de Langevin », qui relie la
valeur moyenne temporelle de la pression eulerienne (appelée «exces moyen de pression

: N " . 2 . 38,3943
eulerienne ») a celle de la densité lagrangienne d’énergie :

(PF-R) =-(L), +C. (1.75)

Ty

La constante d’intégration C est une quantité du second ordre, indépendante du temps et de

I’espace.

Calculons maintenant 1’excés moyen de pression en variables de Lagrange, a ’aide de la

relation (1.2) :

(Pt=R), =(P*-R), +<l7§PE>TO. (1.76)

Au second ordre, le deuxieme terme du membre de droite s’écrit, a I’aide de I’équation
d’Euler linéarisée et d’une intégration par parties :
— 0°U oU oU

. _ v au\ _
<U.VP >T0 =py(U.53 Pol 5, (E.), - (1.77)

Ty Ty
s N . . . .
L’excés moyen de pression lagrangienne est donc donné par :

(Pt-p) =(E), +C, (1.78)

0

ou E est la densité d’énergie totale de I’onde en régime linéaire. L’équation (1.78) est connue

N . . 383943
sous le nom de « premiere relation de Langevin » .

Pour une onde plane progressive, la densité lagrangienne d’énergie L est nulle en régime
linéaire. L’exceés moyen de pression eulerien est alors indépendant des coordonnées d’espace

et du temps :

(P*-R) =cC. (1.79)

Analysons ces résultats a la lumiere de nos connaissances sur la propagation non linéaire. Les

termes non linéaires de 1’équation d’Euler contribuent a des effets non linéaires locaux (cf.
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1.1.1.5) n’intervenant pas dans la propagation d’une onde plane. Or, I’excés moyen de
pression contenu dans I’expression du tenseur de Brillouin provient, au moins en partie,
d’effets non linéaires cumulatifs (la non linéarité de 1’équation d’état y contribue). Les termes
non linéaires qui conduisent a une contribution cumulative (provenant de 1’équation d’état et
de I’équation de conservation de la masse) doivent donc intervenir par I’intermédiaire de la

constante C dans I’expression (1.75) de I’exceés moyen de pression eulerienne.

1.2.5. Pression de radiation de Langevin en variables d’Euler
La configuration usuelle conduisant & la pression de radiation de Langevin est illustrée

sur la figure 1.6. Supposons, mé€me si c’est impossible en pratique, qu’une source acoustique
de dimensions finies émette une onde acoustique plane harmoniqueXV. L’expression de la
force exercée par I’onde sur un objet plan dont la normale coincide avec 1’axe de propagation
est donnée par les équations (1.72) et (1.73). Comme une région du fluide n’est pas perturbée
par I’onde acoustique, 1’exces moyen de pression localisé dans la zone insonifiée ne
correspond pas a un état stable. Il tend a s’équilibrer avec la pression hydrostatique du fluide

environnant et il est alors d’usage de le considérer comme nul :

(P*-R,) =0. (1.80)

Ty

el [

Figure 1.6 : Configuration usuelle de la pression de radiation de Langevin.

Dans la littérature, d’autres raisons sont parfois invoquées pour justifier cette hypothese.
Certains auteurs supposent que la propagation de 1’onde acoustique est linéaire®, ce qui
conduit a négliger a priori les termes non linéaires cumulatifs des équations de conservation

et d’état, pourtant du méme ordre de grandeur que les autres contributions au tenseur de

*V Notons que cette hypothese, généralement utilisée pour introduire la pression de radiation de Langevin, n’est
pas rigoureuse.
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radiation de Brillouin. Beissner postule directement que la constante C ne contribue pas a la

force de radiation®.

Avec I’hypotheése (1.80), I'expression de la composante axiale du tenseur de Brillouin

devient :

Ty =-2Ec), =—(E), . (1.81)

puisque la densité d’énergie totale d’une onde plane est égale au double de sa densité

d’énergie cinétique. La force de radiation :

F=((E), ds, (1.82)
S

conduit a la pression de radiation de Langevin, dont I’expression (1.65) est 1’opposée de la
composante axiale du tenseur de Brillouin (1.81). Dans le cas d’une onde harmonique, elle
permet de modéliser certaines expériences mentionnées en introduction, comme la fontaine et

la balance acoustique.

1.2.6. Pression de radiation de Rayleigh en variables d’Euler

Dans le cadre de la description eulerienne, la pression de radiation de Rayleigh differe
de celle de Langevin par I’existence d’un exces moyen de pression. On impose alors
usuellement a I’onde acoustique d’étre émise dans un tube fermé, de telle sorte que le milieu
se trouve isolé mécaniquement. Cette configuration est illustrée sur la figure 1.7. Rien ne

s’oppose alors a la création d’un exceés moyen de pression dans le fluide.

— - —

Figure 1.7 : Conditions expérimentales définies historiquement pour mettre en évidence la pression de radiation
de Rayleigh. L’onde est émise dans un tube de longueur e, fermé par une cible.
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Plusieurs méthodes existent pour calculer cet excés moyen de pression. Nous reprenons
d’abord celle proposée par Wang et Lee™, qui utilisent I’équation d’état au second ordre pour
déterminer la constante C de I’équation (1.78).

Prenons la valeur moyenne temporelle de 1’équation d’état donnant la masse volumique

comme une fonction de la pression acoustique :

_ ap 1 82p 2
(" =po), = (51})_3)(# -R), +5(8P2 l,p_g, ((Pr=R)) . (1.83)

0

Pour une onde plane harmonique d’amplitude p,,, la seconde relation de Langevin (1.75) et

I’équation (1.83) donnent :

E apj 1 azp p2
o)) =P ez P
(p*=py), (aP o C2lar) L (1.84)

Soit e la longueur du tube (i.e. de la colonne de fluide) au repos. En présence de 1’onde, la

paroi se déplace de la quantité de. L.’équation de conservation de la masse a une dimension est

alors moyennée :

p0e=<pE>To(e+de), (1.85)
soit encore,
E_ _ [ dele
o p°>rf p°(1+de/ej' (1.86)
Comme :
9°p 0 (1] (acj 1 2
— | = —| — =2 —| —=— -1), 1.87
(apzl [E)P c’ ), P ), c; pocg‘(B ) 450

I’expression (1.84) devient :

(1.88)

de/e
C=B-1KE). - ="
(B )< >T° Poc (1+de/ej

Supposons maintenant que la cible a I'extrémité du tube est équivalente a un ressort de
raideur Kp. La déformation de la longueur du tube de/e est alors déterminée par 1’équilibre

entre cette raideur et la force qui s’exerce, c’est-a-dire :

K,de=(P" —PO>TOS, (1.89)
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ou § est la surface de la cible et <PL - P">T est I’excés moyen de pression, exprimé cette fois
0

en coordonnées lagrangiennes, puisque 1I’on s’intéresse au mouvement de cette paroi.

Compte tenu de la relation (1.78), de est un terme du second ordre :

S
de=->-((E), +C). (1.90)
K, /%
La constante C s’écrit donc :
d
C=[B-1)E), —pocozf. (1.91)

A T’aide des équations (1.90) et (1.91), la constante C s’écrit finalement :

_ B _
C_(1+K0/K,, IJ<E>TO, (1.92)

N 2 . . . N .
ou K,=p,c,S/e est la «raideur » de la colonne de fluide associée a une compression

adiabatique.

L’exces moyen de pression est donc fonction de la nature de la cible. Si sa raideur est grande
devant celle du fluide (i.e. Kp<< Kp), ce qui revient a la supposer infiniment rigide, mais
qu’elle est néanmoins absorbante (absence d’onde réfléchie), I’excés moyen de pression

eulerien s’écrit :

(Pf-p), =(B-1E), . (1.93)

Ty

Si on considere que le fluide et la cible ont la méme raideur, cela revient a supposer qu’ils ont
la méme impédance caractéristique, ou encore a assimiler la cible au fluide lui méme. Il vient

alors :
<PE —P> :(E—lj(m : (1.94)
0 Ty 2 To ’

Dans la littérature, ce cas particulier est appelé cible parfaitement absorbante (« Truly
perfleclty absorbing target )54 Cette relation a aussi été établie par Landau et Lifchitz'”.

Ainsi, le signe de I’excés moyen de pression eulerien dépend de la valeur du coefficient de

non linéarité et des conditions aux limites. Pour 1’air (f = 1,2), <PE —P0>T est négatif en
0

présence d’une paroi parfaitement absorbante. Il est par contre positif pour une paroi
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infiniment rigide et absorbante. Dans 1’eau (f = 3,5), I’exces moyen de pression eulerien est
positif dans les deux cas.

Dans le cas d’une cible parfaitement absorbante, les relations (1.72) et (1.94) donnent la
composante axiale du tenseur de Brillouin ; elle est égale a 1’opposé de la pression de

radiation de Rayleigh (1.66)"" :

T, = ——<E>To. (1.95)
D’apres 1’équation (1.73), la force de radiation est, pour une interface parfaitement
absorbante :

F =

N ™

j (E), ds.. (1.96)

Elle est double dans le cas d’une paroi absorbante parfaitement rigide. Ceci montre la
sensibilité de la pression de radiation vis-a-vis de la nature de I’interface. Etant
proportionnelle au coefficient de non linéarité, dans 1’eau, la pression de radiation de
Rayleigh est, a densité d’énergie égale, supérieure a la pression de radiation de Langevin.

Dans I’air, le résultat dépend de la nature de la paroi.

1.2.7. Expressions des pressions de radiation en variables de Lagrange

1.2.7.1. Pression de radiation de Langevin
Revenons a la configuration de la figure 1.6, généralement admise comme conduisant

a la pression de radiation de Langevin (cf. 1.2.5.). Comme la pression de I’autre coté de
I’interface est toujours la pression d’équilibre Py du fluide, la force qui s’exerce sur la cible
peut étre reliée a la pression lagrangienne P* qui s’exerce sur I’interface. D’apres les relations

(1.76) et (1.77), I’annulation de I’excés moyen de pression eulerienne conduit a un exces

moyen de pression lagrangienne s’écrivant : <PL _PO>T :2<EC>T. L’équipartition des
0 0

énergies d’une onde plane en régime linéaire, conduit alors a I’expression (1.65) de la

pression de radiation de Langevin :

XV Comme pour la pression de radiation de Langevin. Cette égalité formelle entre deux quantités respectivement
eulerienne et lagrangienne vient de 1’égalité, a une dimension, entre la composante du tenseur de Reynolds
(P v32 = E) et la différence entre les excés moyens de pression eulerienne et lagrangienne (cf. relations (1.76)

et (1.77)). Les deux quantités s’expriment par ailleurs en fonction de la valeur moyenne de la densité d’énergie
de I’onde, calculée dans 1’approximation linéaire, donc indépendante du systeme de coordonnées choisi.
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A la lumiere de I’hypothese généralement admise pour introduire la pression de Langevin, ce
résultat est surprenant : en variables de Lagrange, un exces moyen de pression pourrait exister

le long du fluide, sans s’équilibrer avec la pression environnante ?

Cette contradiction est mise en évidence par Beissner™, qui remarque fort justement que
I’approche eulerienne modélise la pression de radiation de Langevin comme un effet local
résultant d’un transfert de quantité de mouvement de 1’onde a une interface.

En fait, nous comprenons ici que I’hypothe¢se d’onde plane harmonique engendrée par un
transducteur de taille finie débouche sur une incohérence. L’extension latérale infinie de
I’objet théorique « onde plane » est incompatible avec I’équilibre entre I’exceés moyen de
pression et une pression hydrostatique environnante. En d’autres termes, 1’onde plane
harmonique, parce-qu’elle se réduit a une seule dimension d’espace et est émise continiment,
occupe tout cet espace : I’exceés moyen de pression qu’elle crée en se propageant devient la

pression statique de référence.

Remarquons aussi que la pression de radiation de Langevin est induite par les termes des
équations fondamentales conduisant a des contributions non linéaires locales dans I’équation
d’onde (1.19). Ces termes non linéaires locaux, proportionnels & la densité lagrangienne
d’énergie de ’onde exprimée en régime linéaire, sont nuls pour une onde plane. On arrive
alors & la méme conclusion : la pression de radiation de Langevin n’est pas rigoureusement

définie sous I’hypothese formelle d’onde plane.

Finalement, seule la pression de radiation selon Rayleigh a un sens pour une onde plane
harmonique. Nous verrons, dés la fin de ce chapitre puis au second, ce qu’il en est lorsque la

source acoustique a une taille finie et qu’elle émet un train d’ondes.

Beissner® a noté que la modélisation de la pression de radiation de Langevin nécessitait la
prise en compte du caractere tensoriel de la pression de radiation. Les relations de Langevin,

historiquement introduite pour une onde plane, ne sont pas bien adaptées.

1.2.7.2. Pression de radiation de Rayleigh
En variables de Lagrange, les équations (1.78) et (1.93) donnent, dans le cas d’une

cible parfaitement absorbante, ’expression (1.66) de la pression de radiation trouvée par

Rayleigh :
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1.2.8. Pression de radiation et propagation non linéaire

Westervelt a établi I’expression de la pression de radiation de Rayleigh en variables de
Lagrange, en calculant la valeur moyenne temporelle de la pression (i.e. I’excés moyen de
pression lagrangienne) associée a la propagation non linéaire d’une onde plane
harmoniquelﬁ’3 0
Partons de 1’équation (1.52) gouvernant la propagation non linéaire du déplacement, a une
dimension, en coordonnées lagrangiennes. Comme la valeur moyenne temporelle de la vitesse

particulaire est nulle®®, 1a valeur moyenne de 1’équation (1.52) s’écrit :

() B<(aa_j> (197

En intégrant sur ’espace cette équation, nous obtenons la valeur moyenne du déplacement :

<U(a)>T0 :g<(%—gj > a:%kozUoza. (1.98)

N

Son expression est identique a celle (1.56) du déplacement statique Us engendré par la
propagation non linéaire. Toutefois, I’approximation quasi-linéaire n’est pas nécessaire ici.
Grace a I’équation de conservation de la masse (1.49), I’équation d’état au second ordre
s’exprime en fonction du gradient du déplacement :

2
P"-P, =—A%—Z+A[3(%—Zj . (1.99)

Grace a I’équation (1.97), la valeur moyenne temporelle de I’expression (1.99) devient :

(P -P) :A<a—U> . (1.100)

Ty

L’exces moyen de pression lagrangienne est donc proportionnel a la valeur moyenne du
gradient du déplacement, aussi appelé « acoustic straining » 3
La densité d’énergie potentielle E, de I’onde plane s’écrit :

1 (oUY
E,=—A —| . 1.101
P2 (aa) ( )
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A T’aide de I’équipartition des énergies cinétiques et potentielles, les relations (1.97), (1.100)

et (1.101) conduisent a :

(P* —P0>TO :E<E>To. (1.102)

L’exceés moyen de pression lagrangienne induit par la propagation non linéaire de I’onde
acoustique est identique a I’expression (1.66) de la pression de radiation de Rayleigh, dans le
cas d’une « cible parfaitement absorbante » (c’est a dire en 1’absence de cible). Notons qu’au
cours du calcul précédant, aucune hypothese de confinement du fluide n’est formulée.

Comme le raisonnement mené dans la partie 1.2.7.1, cette démonstration montre que le seul
exces moyen de pression susceptible d’exister dans le fluide a pour origine la propagation non

linéaire de I’onde, qui conduit a la pression de radiation de Rayleigh.

Remarque « historique » :

Ce résultat est en accord avec 1’approche eulerienne du probleme présentée a la partie 1.2.6.
Cependant, lors de son étude de la contrainte de radiation dans les solides, Brillouin®* a
initialement supposé que la valeur moyenne du gradient du déplacement était nulle, ce qui

XVIL 1] en résulta une contrainte de

revient a négliger I’existence du déplacement statique Uy
radiation égale au double de celle correspondant a I’expression (1.66). Ce raisonnement a
ensuite été repris dans les fluides par Hertz et Mende®, puis Rooney et Nyborg46. L’erreur a

été rectifiée par Chu et Apfel dans les fluides™, et par Cantrell dans les solides’.

1.2.9. Expériences et applications dans la littérature

Au cours du 20°™ siecle, la confusion issue des différents modeles physiques de la
pression de radiation acoustique a naturellement poussé les chercheurs vers la réalisation
d’expériences, dont nous rappelons ici les plus marquantes. Par ailleurs, la pression de

radiation de Langevin donne lieu a des applications que nous mentionnons dans ce chapitre.

1.2.9.1. Tentatives expérimentales pour mettre en évidence la pression de radiation de
Rayleigh

Comme il est nécessaire de travailler en milieu confiné pour simuler des ondes planes

harmoniques, peu de résultats expérimentaux existent sur la pression de radiation de Rayleigh.

XVII I S s N

Dans le cadre de 1’approximation quasi-linéaire, 1’onde est alors réduite a la somme des composantes a la
fréquence fondamentale et aux fréquences harmoniques. Ces composantes n’engendrent évidemment que des
déplacements dont la valeur moyenne temporelle est nulle.
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En 1906, W. Zernov*®® a effectué des mesures dans I’air non confiné, c’est-a-dire dans une
configuration expérimentale devant conduire au résultat de Langevin. Son article est a
I’origine d’une polémique, puisque le résultat confirme 1’expression de la pression de
radiation de Rayleigh™ ™. Notons que dans 1’air, la pression de radiation de Rayleigh n’est
pas tres différente de celle de Langevin : dans le cas d’une paroi parfaitement réfléchissante
(comme dans I’expérience de Zernov), la pression de Rayleigh n’est supérieure que de 20% a
celle de Langevin. Cette expérience n’a jamais été reproduite et I’article de Zernov n’est
mentionné que dans une bibliographie commentée par Post™.

En 1973, Rooney49 a mesuré la pression de radiation, en situation non confinée, dans
différents liquides dont les coefficients de non linéarité sont connus (eau, éthanol et n-
propanol). Il montre qu’aux incertitudes expérimentales pres, la pression de radiation mesurée
en fluide libre ne dépend pas du coefficient de non linéarité des liquides, retrouvant la un
résultat cohérent avec 1’expression de Langevin.

Une publication plus récente porte sur la mesure de 1’exces moyen de pression eulerienne,
engendré par une onde stationnaire’® dans un tube. Il ne s’agit pas a proprement parler d’une
mesure de la pression de radiation de Rayleigh. En disposant des capteurs de pressions le long
de la paroi du fluide, les auteurs mettent en évidence la dépendance spatiale de la pression
moyenne, mais la constante C, qui provient des relations de Langevin et qui permet de

conclure quant a la nature de la pression de radiation, n’est pas mesurée.

Bien que les discussions concernant le concept méme de pression de radiation ne soient pas
closes, les publications les plus récentes concernent essentiellement les applications. En
raison de I’hypothese de confinement et de 1’absence de mesures quantitatives, la pression de
radiation de Rayleigh se trouve, sauf exception, écartée d’emblée par les auteurs. A titre
d’exemple, Torr écrit : “The Rayleigh radiation force has no major practical importance. It is
mentioned here only because it is invariably discuss alongside the Langevin radiation force in

the theoretical literature”**.

1.2.9.2. Applications de la pression de radiation de Langevin
Des les résultats d’Altbergzg, la pression de radiation a été envisagée pour mesurer la

puissance rayonnée par un transducteur ultrasonore, par I’intermédiaire de la force exercée sur

51,52

une cible immergée dans un fluide” . Les transducteurs concernés sont généralement

focalisés, car ils sont essentiellement destinés aux applications thérapeutiques des ultrasons,

XVII py. - » ) < ‘
Huit mesures on été effectuées. L’écart type annoncé est de 3 %.
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comme la lithotritie (destruction de calcul rénaux par ultrasons) ou I’hyperthermie (nécrose
des tissus biologiques par échauffement). Il s’agit de prévenir un surdosage entralnant une
dégradation involontaire des tissus biologiques traversés par 1’onde ultrasonore™. La
puissance rayonnée par le transducteur est déduite de la mesure de la force exercée sur une
cible plane perpendiculaire au faisceau acoustique. La cible est placée sur une balance : la
variation de son poids en présence de I’onde (résultant de la force de radiation) permet donc

d’estimer I’intensité acoustique émise.

Comme en optique, la possibilité de piéger ou de manipuler des objets en utilisant la force de
radiation acoustique fait I’objet de développements depuis quelques années. On parle alors de

pinces acoustiques54’55

. I s’agit d’utiliser au minimum deux transducteurs focalisés, placés en
vis-a-vis de facon a ce que leurs foyers soient superposés. Un objet placé au foyer commun a

ces transducteurs est alors piégé par la pression de radiation.

En 1934, King a calcul€ la force de radiation exercée par une onde plane harmonique dans un
fluide sans perte sur une sphere rigid656. Depuis, la force de radiation exercée sur des objets
de formes diverses a été étudiée. Le principe est de calculer I'intégrale du tenseur des
contraintes de radiation sur la surface de 1’objet, en traitant le probleme de la diffusion de

’onde acoustique par l’objet57’58’59'

Extension de la pression de radiation de Langevin aux trains d’ondes :

Si le principe de la mesure de I’intensité acoustique fut imaginé des les résultats d’ Altberg, il

60,61

a fait I’objet de perfectionnements” ", notamment en utilisant des trains d’ondes plutdt

qu’une onde harmonique, afin d’éviter I’altération par échauffement de la cible, mais aussi de
réduire les effets de « streaming acoustique » .

Par ailleurs, dans le domaine médical, la pression de radiation est aussi utilisée comme outil
de palpation des tissus biologiques62. Ces milieux ayant un module de cisaillement faible,
mais non nul, la force de radiation associée a un train d’ondes s’y propageant engendre une
impulsion de cisaillement de basse fréquence. L’imagerie de la propagation de cette onde

fournit une cartographie de 1’élasticité de cisaillement du tissu. Cette technique est abordée au

chapitre trois, portant sur 1’étude de 1’élasticité de cisaillement non linéaire des solides mous.

XIX1 ¢ streaming acoustique est un mouvement apériodique résultant d’un écoulement local du fluide provoqué
par une onde acoustique (cf. chapitre 3).
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Ces applications tiennent compte de la durée finie de I’émission pour estimer la quantité
d’énergie déposée, mais elles ne reposent pas sur une nouvelle formulation de la pression de
radiation de Langevin, qui est donc implicitement généralisée au cas du train d’ondes. En
particulier, dans le cadre d’une description Eulerienne, I’excés moyen de pression est négligé.
Dans certains cas, I’hypothése d’une propagation linéaire du train d’ondes est évoquée. Or, le
tenseur des contraintes de radiation de Brillouin étant une quantité du second ordre composé
de quantités non cumulative, il n’y a, a priori, pas de raisons de négliger un terme tout en

conservant 1’autre.

1.3. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons rappelé les éléments de base nécessaires a 1’abord des
phénomenes non linéaires en acoustique dans les fluides. Les deux descriptions, eulerienne et
lagrangienne, ont été utilisées. A partir des équations constitutives, dont seuls les termes
d’ordre deux en nombre de Mach ont été retenus, nous avons rappelé 1’équation de
propagation en pression exprimée en coordonnées euleriennes. A I’aide de 1’approximation de
faible non linéarité, justifiée pour des distances inférieures a la distance de choc, ou lorsque le
nombre de Gol’dBerg ou le nombre de Khokhlov sont petits devant I'unité, nous avons
évoqué les principales conséquences de la non linéarité sur la propagation d’une ou deux
ondes harmoniques. Passée sous silence par la description en pression, nous avons rappelé
I’existence d’une composante statique du déplacement & I’aide de la description lagrangienne.
Par ailleurs, la différence entre les fonctions exprimant une quantité dans les deux
descriptions est, au second ordre, non cumulative.

Lorsque la quantité considérée est sujette a des effets non linéaires cumulatifs, cette différence
est négligeable devant ces effets des lors que la distance de propagation est supérieure a
quelques longueurs d’ondes. Cette non linéarité est pour cette raison qualifiée de « locale ».
Lorsque la quantité ne subit pas d’effets non linéaires cumulatifs, il est par contre nécessaire
de tenir compte de cette différence.

Nous avons par la suite présenté un bref historique du concept de la pression de radiation en
acoustique dans le cas d’un fluide parfait. Les deux pressions de radiation, historiquement
introduites sous I’hypotheése d’une onde plane harmonique, ont été définies. Nous avons
remarqué qu’en raison de la propagation non linéaire, la pression de radiation de Rayleigh est
la seule qui puisse exister pour une onde plane. La pression de radiation de Langevin, qui
intervient dans le cas de fluides non confinés, a permis le développement d’applications telle

que la mesure de puissance délivrée par un transducteur a I’aide d’une balance acoustique.
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L’extension de cette application aux cas de train d’ondes, a été faite sans remise en question
du modele théorique développé par une onde plane harmonique. En particulier, I’excés moyen
de pression est considéré comme négligeable, sans justification rigoureuse. Aussi la question
de I’existence d’une pression quasi-statique (au sens d’un exceés moyen de pression) créée lors
de la propagation non linéaire d’un train d’ondes s’est-elle posée. Un phénomene bien connu
issu de la propagation non linéaire d’un train d’ondes, est 1’auto-démodulation non linéaire.
Au prochain chapitre, nous étudions ce phénomene et mettons en évidence son lien avec la

pression de radiation de Rayleigh.
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Chapitre 2
Etude de I’auto-démodulation non lin€aire et de son lien
avec la pression de radiation de Rayleigh

59



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

60



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

2. 1. Introduction

Le terme d’auto-démodulation non linéaire a été introduit par Berktay en 1965%. 11 désignait a
I’origine le processus de démodulation d’amplitude d’un train d’ondes acoustiques lors de sa
propagation non linéaire dans un milieu absorbant. Nous avons vu que la non linéarité de la
propagation a pour conséquence l’interaction paramétrique entre deux ondes de fréquences
différentes. Au cours de la propagation, cette interaction se traduit par la création d’ondes
secondaires aux fréquences somme et différence. L’auto-démodulation peut s’interpréter
comme la création de la composante de basse fréquence résultant de [’interaction
paramétrique, mais dans le cas particulier ou celle-ci a lieu entre les différentes composantes
fréquentielles qui forment le spectre d’un train d’ondes. Il s’agit donc d’un phénomene qui se

produit dans le cas de signaux a large bande.

Nous avons vu au premier chapitre que la propagation non linéaire d’une onde harmonique
plane conduit, outre a la génération d’harmoniques (2f, 3/, 4fp-...), a la création d’une
composante statique, cumulative du point de vue du déplacement de la particule fluide, mais
non cumulative du point de vue de la pression. Cette derniere est, en coordonnées

Lagrangiennes, la pression de radiation de Rayleigh (Eq. 1.66).
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Dans cette partie, nous étudions 1’auto-démodulation non linéaire en détail. Les différents
modeles introduits sont tout d’abord présentés. Comme ce phénomene a été mis en évidence
expérimentalement a 1’aide d’hydrophones, la quantité physique choisie pour la modélisation
était a I’origine la pression acoustique. Pour notre part, utilisant I’interférométrie optique,
nous introduisons une description basée sur le déplacement de la particule, afin d’analyser les
résultats obtenus expérimentalement. Nous montrons que 1’interférométrie optique, bien
adaptée a la mesure de déplacements de faible amplitude, permet la détermination du
parametre de non linéarité du fluide via la mesure du déplacement auto-démodulé. Par ailleurs
nous mettons en évidence, a I’aide d’'un modele en ondes planes valable pour des distances
inférieures a la distance caractéristique de la diffraction de la composante auto-démodulée,
que dans le cas particulier ol un régime permanent du signal source existe, deux termes
contribuent au champ de la pression auto-démodulée. L’un, cumulatif, correspond au résultat
connu pour I’expression de la pression auto-démodulée. L autre, quasi-statique, est interprété
en introduisant des valeurs moyennes temporelles. Cette pression quasi-statique résulte de
I’existence, en champ proche, d’une valeur moyenne du gradient de déplacement constante le
long de I’axe de propagation. Cette démarche nous permet, en considérant le cas limite d’une
onde plane harmonique, de mettre en évidence un lien entre 1’auto-démodulation et le
déplacement statique défini au 1.1.4.2. Cette pression quasi-statique est une extension de la

pression de radiation de Rayleigh, qui des lors peut exister en I’absence de confinement.

2.2. Auto-démodulation non linéaire dans un fluide

Le concept d’auto-démodulation a d’abord été introduit par le biais d’une formulation
asymptotique. Cette formulation, publiée par Berktay(’3 a été par la suite confirmée

expérimentalement par Mofett et al®*. Nous la présentons ici.

2.2.1. Historique non exhaustif

L’auto-démodulation repose sur I’extension des travaux de Westervelt sur les antennes
paramétriques. A partir de 1’équation de Westervelt (équation 1.22), Berktay a obtenu une
expression de la pression auto-démodulée en champ lointain. Cette formulation, quasi-
linéaire, tient compte a la fois de la diffraction et des effets thermo-visqueux. Le premier effet
se traduit par la divergence du faisceau acoustique et provoque une répartition de I’énergie de

I’onde dans tout I’espace. A grande distance, I’atténuation affecte le train d’ondes primaire et

62



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

ses harmoniques supérieures. Ces deux effets limitent donc les effets non linéaires. Berktay
fait I’hypotheése suivante: la longueur d’atténuation, L, = 1/¢p, inverse du coefficient
d’absorption ¢y correspondant a la fréquence centrale f; du train d’ondes est supposée
inférieure 2 la distance caractéristique des effets de diffraction du faisceau primaire (HF)
Lur =1/2 ko r02 (distance de Rayleigh). Ainsi, d’une part la diffraction de I’onde émise
initialement par la source est négligée, et d’autre part les effets non-linéaires restent faibles et
ne permettent pas la formation d’une onde de choc. Une approche quasi-linéaire est donc

pleinement justifiée. Le champ rayonné par la source s’écrit de la fagon suivante :

p(rz=01)= Do Z(r) sin(27tf0t)H(r0 -r), 2.1
ou po est I’amplitude de la pression émise par la source et =(f) représente la modulation
d’amplitude. Cette modulation est supposée lentement variable dans le temps par rapport a la
période Ty = 1/fo. H représente la distribution spatiale de la source de rayon ry. Dans le cas
d’un transducteur émettant en mode piston, H(ro— r) est égale a 1 si la distance radiale r est

inférieure ou égale a ry, et est nulle sinon.

Il est supposé que I’atténuation n’affecte pas la composante auto-démodulée. L’enveloppe
étant lentement variable, la composante auto-démodulé possede un contenu fréquentiel de

basse fréquence.

Sous cette hypothese de quasi-linéarité, la pression auto-démodulée peut alors étre obtenue en
résolvant 1’équation de propagation non linéaire sans absorption, avec un second membre
calculé a partir de la solution de I’équation linéaire (avec atténuation). En raison de
I’atténuation, le processus cumulatif non linéaire a lieu en « champ proche ». En champ
lointain, I’expression de la pression auto-démodulée sur 1’axe de la source est alors la

suivante :

2 2 2m2
p, S dE T
Bon'n a2 o

0 16poco4Z dv’
ou z est la distance séparant la source du point de mesure et Tle temps retardé.

Dans le cadre de cette formulation « historique », 1’auto-démodulation apparait donc comme
un processus de « champ lointain », conséquence de la combinaison de plusieurs phénomenes.

L’un, non linéaire, est a ’origine de la création de la composante de basse fréquence. Les

*X Le terme « HF », pour hautes fréquence, est utilisé ici pour désigné 1’onde primaire par opposition au terme
«BF » (basse fréquence), qui désigne la composante auto-démodulée de basse fréquence. Dans la suite, Lyp
désigne la distance caractéristique de la diffraction de la composante de haute fréquence ( a la fréquence centrale
du train d’ondes fy) et Lgg la distance caractéristique de diffraction de la composante auto-démodulée.
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autres, linéaires, sont la diffraction de cette composante de basse fréquence et 1’absorption
des composantes de haute fréquence. Il est préférable de qualifier d’auto-démodulation
I’ensemble du processus non linéaire créant la composante de basse fréquence, en dehors de
toute considération sur la distance de propagation par rapport aux distances caractéristiques
d’absorption et de diffraction. Ce faisant, tout le processus non linéaire de basse fréquence est
inclus sous cette dénomination, et non plus seulement sa contribution en champ lointain. Dans
I’expression 2.2, D’atténuation et la diffraction sont responsables de la forme d’onde
(disparition du signal émis par la source et de ses harmoniques, dérivation de 1’enveloppe). La
décroissance en 1/z pourrait méme suggérer que le signal auto-démodulé ne résulte pas d’un
processus cumulatif, la divergence d’une onde en champ lointain se traduisant par une
décroissance en 1/z de I’amplitude en acoustique linéaire. Cervenka et Alais attirent
I’attention du lecteur sur ce pointﬁs. Il s’agit de faire la distinction entre 1’auto-démodulation
non linéaire et un processus linéaire au cours duquel le train d’ondes initialement émis se
propagerait linéairement en étant diffracté et atténué. Si la distance caractéristique de la
diffraction était inférieure a la longueur d’atténuation de 1’onde de haute fréquence, le signal
observé serait alors proportionnel a la dérivée de 1’enveloppe. Le fait que la pression auto-
démodulée soit proportionnelle au carré de 1’enveloppe ainsi qu’au coefficient de non linéarité
assure qu’il s’agit bien d’un phénomeéne non linéaire.

Par ailleurs, il est a noter que 1’auto-démodulation n’implique pas nécessairement
I’intervention de 1’absorption thermo-visqueuse. En effet, dans le cas hypothétique d’un fluide
parfait, la propagation non linéaire d’une onde se traduit par un transfert en cascade de
I’énergie de la fréquence fondamentale vers ses harmoniques supérieures jusqu’a 1’apparition
d’un choc. Le phénomene d’extra-atténuation non linéaire est alors propre a la dissipation a
travers le choc. Cette situation correspond au cas physique ou la distance de choc est treés
inférieure a la longueur d’atténuation de 1’onde émise par la source. Dans le cas de la
propagation d’un train d’ondes, Lee et Hamilton ont envisagé cette situation et ’ont étudiée
numériquement66’XXI. La forme du signal obtenue est proche de celle donnée par la formule de

Berktay, pour une distance de 1’ordre de cent fois la distance de choc.

Evaluons I’ordre de grandeur de la pression auto-démodulée dans les conditions de nos
expériences. Nous étudions la propagation, dans 1’eau, d’un train d’ondes de fréquence

centrale fo=10 MHz, émis par un transducteur plan de rayon rp = 5 mm, dont I’amplitude de

Cette idée est illustrée sur la couverture du livre « Nonlinear acoustics ».
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déplacement est d’environ 5 nm. L’amplitude de la pression correspondante est égale a 4,7
MPa. Dans 1’eau, le coefficient d’atténuation a cette fréquence est oy = 2,3 Np/m, la célérité
co = 1500 m/s et le coefficient de non linéarité f = 3,5XXH. Le double opérateur de dérivation
peut étre interprété comme un facteur homogene au carré d’une pulsation caractéristique. Si
I’on considere une durée de train d’ondes ® = 1ps, la fréquence associée a I’inverse du double
de cette durée, est égale a 500 kHz. A une distance z = 34 cm, la pression auto-démodulée est
en conséquence de I’ordre de 3 kPa, soit trois ordres de grandeur inférieure a la pression
émise par la source. Si la pulsation tend vers zéro, ce qui revient a considérer une onde
harmonique, cette pression s’annule. Nous avons vu au chapitre précédent que, sous
I’hypothese d’une onde plane, la pression associée au déplacement statique cumulatif est alors
une pression statique non cumulative proportionnelle au coefficient de non linéarité : la
pression de radiation de Rayleigh.

L’expression de Berktay a été confirmée par les résultats expérimentaux de Mofett et al®®.
Froysa a ensuite discuté des limites de ce modele, notamment concernant les effets de
I’absorption et de la durée du train d’ondes®.

Depuis, d’autres auteurs ont contribué a compléter I’analyse asymptotique de Berktay.
Cervenka et Alais ont pris en compte [’atténuation de la composante auto-démodulée®.
Gurbatov et al ont tenu compte d’une modulation de phase, comme dans le cas de I’émission
de signaux dont la fréquence varie dans le ‘[emps69 (lentement par rapport a la fréquence
centrale du train d’ondes).

Averkiou, Lee et Hamilton montrent que 1’approximation parabolique, qui conduit a
I’équation KZK (équation 1.46), permet de décrire le processus d’auto-démodulation dans son
ensemble, du champ proche au champ lointain”. A I’aide d’un code numérique basé sur la
discrétisation de 1’équation en pressi0n71, ils retrouvent I’ensemble des résultats obtenus

précédemmentXX]II

. La souplesse de 1’outil numérique leur a permis d’étudier le champ auto-
démodulé hors d’axe. De plus, a partir de I’équation KZK, et dans le cadre de 1’approximation
de faible linéarité, ils ont obtenu une expression analytique intégrale du champ auto-démodulé
sur ’axe de propagation. Cette expression coincide, en champ lointain, avec celles des auteurs

précédents.

XX Notons que la longueur d’atténuation n’est pas fortement inférieure a la distance de Rayleigh. Loc0 =43 cm

et L, =52cm.

XX Ce code, développé en Fortran lors de la these de Y. S. Lee’', est téléchargeable a partir de la page de Robin

Cleveland : http://people.bu.edu/robinc/kzk/index.html.

65



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

Au-dela de son application bien connue a ’acoustique sous-marine, le processus d’auto-
démodulation a été étudié théoriquement et expérimentalement dans les milieux granulaires
non consolidés par Tournat, Castagnede et Gusev'”. Les milieux granulaires sont complexes
puisqu’ils sont a la fois atténuants, dispersifs, multiplement diffuseurs et que la non linéarité
est induite par les contacts entre les grains. La spécificité de chacune de ces propriétés conduit
a des régimes particuliers. L’objectif est d’extraire, a partir des caractéristiques du champ
auto-démodulé, une information sur 1’état du milieu. Ces résultats ouvrent des perspectives,
notamment pour la compréhension de I’interaction entre une onde acoustique et une fissure
(phénomenes de clappement).

Une autre application, selon un principe similaire, concerne la mesure des propriétés poro-
élastiques des matériaux. Elle repose sur 1’auto-démodulation dans 1’air d’une onde
ultrasonore. La directivité (élevée en regard de sa fréquence) de la composante auto-
démodulée a permis la cartographie de la porosité des matériaux utilisés en acoustique

audible”.

2.2.2. Déplacement auto-démodulé

Les auteurs mentionnés ci-dessus, pour ceux traitant de I’auto-démodulation non
linéaire dans un fluide, ont pour la plupart utilis¢é un formalisme basé sur une description
Eulerienne. Pour plusieurs raisons, nous choisissons d’adopter une description Lagrangienne.
D’une part, les équations du mouvement d’une particule étant intrinsequement Lagrangiennes,
cette description favorise une interprétation plus directe des phénomenes. D’autre part elle est
adaptée aux conditions de nos expériences (voir paragraphe 2.4). Enfin, elle nous permet de
comparer I’expression obtenue pour la contribution non cumulative de la pression auto-
démodulée a celle de I’exces moyen de pression intervenant dans la pression de radiation de

Rayleigh.

Nous nous intéressons ici a 1’auto-démodulation pour de courtes distances séparant la
source du récepteur. Cette hypothese permet d’utiliser dans un premier temps un modele
simple d’onde plane sans atténuation. Les effets de diffraction de la composante auto-
démodulée et de l’atténuation, dont les conséquences sont observées expérimentalement,

seront étudiés au paragraphe 2.5.
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Reprenons I’équation (1.52) de propagation non linéaire d’une onde plane dans un milieu
fluide semi-infini sans perte. Dans le cas d’un train d’ondes, le déplacement de la source
s’écrit :

U(a=0,t)=U,(t)sin(a,t) , (2.3)
ou Uy (?) représente la modulation d’amplitude. Celle-ci est supposée lentement variable par
rapport a la période Ty =27/ du train d’onde. Dans le but d’établir une solution approchée,
nous faisons a nouveau I’hypotheése d’une faible non linéarité. Cette approximation de quasi-
lindarité, U =U® +U'*", n’est valable que pour des distances bien en deca de la distance de
choc. Puisque nous négligeons 1’atténuation, la formation d’une onde de choc invalide cette
hypothese pour des distances plus importantes. Introduisons a nouveau le temps retardé

t=t—a/c,. Compte tenu de I’égalité suivante :

1(aw) (o) _(a .
co\ dt ), aat_ da )’ (@

I’équation (1.52) au second ordre en nombre de Mach ¢ s’écrit :

)4
da ), 2\ da

Nous supposons que 1’onde primaire U, se propage sans €tre déformée (ce qui revient a écrire

que U, (‘C)/ da =0), hypothese 1égitime dans le cadre de la propagation linéaire d’une onde

plane. En omettant le terme non linéaire correspondant a la seconde harmonique, 1’équation

(2.5) devient, au second ordre en ¢ :

[aUZJ ey (2.6)

da 4e;

Le déplacement de basse fréquence Ugr de la particule fluide qui se trouve initialement a la

distance z de la source se déduit par intégration de 1’équation (2.6) :

Ugla=zt)= B kyzU; (r —~ iJ , (2.7
4 ¢

ou ko= ap/cy est le vecteur d’onde. Cette composante de basse fréquence du déplacement,
nulle a la source, croit linéairement en fonction de la distance de propagation. Elle est

proportionnelle au carré de I’amplitude de la source ainsi qu’au coefficient de non linéarité. Il

s’agit donc bien d’un processus non linéaire quadratique et cumulatif.
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2.2.3. Cas limite d’une onde plane harmonique : déplacement statique

Considérons le cas limite d'une onde plane harmonique. L’amplitude U, est alors
indépendante du temps et le déplacement de basse fréquence devient le déplacement statique
(de fréquence nulle), introduit au premier chapitre. Ce cas particulier illustre bien I’action de
la non linéarité de la propagation de 1’onde sur une particule de fluide qui se trouve, au repos,
a la distance z. Cette particule est animée d’un mouvement vibratoire a la fréquence de 1’onde
primaire (et de ses harmoniques) ; cette vibration ne se produit pas autour de la position
d’équilibre, mais autour d’une nouvelle position (figure 2.1). Son déplacement total s’écrit,

puisque le principe de superposition reste valable dans I’hypotheése quasi-linéaire :

B

U=Us+ Up,ouUg (a=z1)= 4 k;zU.; désigne le déplacement statique (équation 1.56) et

Uyla=2z1)=U, sin(mo(t —iB —E kjzU; cos(20){t —iD , (2.8)
o 4 o

le déplacement dynamique.

La particule est ainsi déplacée vers une nouvelle position z + Uy, qui dépend des propriétés
non linéaires du milieu et des caractéristiques de la source (puissance et fréquence de 1’onde
émise). De plus, I’amplitude de ce déplacement croit linéairement avec la distance séparant la
source de la particule considérée. Notons que ce déplacement ne résulte pas d’un transfert de
quantité de mouvement de ’onde au fluide, ce dernier étant supposé non atténuant. Il faut
donc le distinguer du « streaming » acoustique (cf. chapitre 3), écoulement d’origine
acoustique rencontré dans les fluides absorbant. Nous insistons aussi sur le fait que cette
translation n’est pas seulement le fruit d’'un mouvement de convection du milieu lors du
passage de I’onde : elle résulte aussi de la non linéarité thermodynamique. Un cas particulier
qui permet de I’attester est celui d’un déplacement statique induit par la propagation non

linéaire d’une onde dans la silice fondue’*”’

. Ce matériau possede la particularité d’avoir un
coefficient de non linéarité négatif (fsiice ~ - 7). Le déplacement statique de la particule solide
(Us), est donc de signe opposé a celui mesuré dans un matériau dont le coefficient f est
positif. En conséquence, la particule solide se rapproche de la source. Les phénomenes tels
que la convection de 1’onde ou le transfert de quantité de mouvement ne peuvent expliquer le

signe de ce déplacement.
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Figure 2.1 : Illustration de ’action de la non linéarité de la propagation de 1’onde sur une particule fluide. Si la
particule est au repos en a, elle se trouve, du fait de 1’onde, animée d’un mouvement oscillatoire (fy, 2f...), mais
elle est aussi déplacée par rapport a sa position d’équilibre.

Ce raisonnement est aussi applicable au cas ol I’onde n’est pas strictement harmonique : s’il
s’agit d’un train d’ondes de forme rectangulaire dont la durée est suffisamment longue pour
qu’'un régime permanent puisse s’établir, la particule se trouve animée de la combinaison de
ces deux mouvements (translation et vibration) pendant une durée égale a celle du train
d’ondes. Elle retrouve ensuite sa position de départ. Cette question sera examinée dans le

paragraphe consacré a la pression associée a ce déplacement quasi-statique.

Nous verrons au cours du prochain paragraphe qu’il n’est pas possible de mesurer un
déplacement statique avec notre configuration expérimentale. De plus, et nous I’illustrerons
par des résultats de simulations numériques, les effets de diffraction n’autorisent pas
I’existence d’une telle composante dans le cas d’une onde harmonique. L’utilisation d’un train
d’ondes s’impose donc pour I’observer. Elle offre I’avantage de permettre une analyse en

ondes planes valable en champ proche.

2.2.4. Ordres de grandeur

Dans un fluide réel, les effets thermo-visqueux doivent a priori €tre pris en compte, et
I’absorption et la non linéarité sont deux effets antagonistes. En particulier, dans I’eau,
I’amplitude du déplacement de basse fréquence Ugr et le coefficient d’absorption varient tous
les deux comme le carré de la fréquence. Expérimentalement, il faut donc que la fréquence de
I’onde primaire soit telle que I’amplitude du déplacement de basse fréquence soit suffisante
pour étre mesurable avec une bonne précision, tout en évitant une atténuation trop importante,

qui limiterait les effets non linéaires.

Par exemple, dans I’eau, si ’amplitude du déplacement de 1’onde primaire est Uy = 5 nm, a la

fréquence fo =10 MHz (09 = 2,4 Np/m), un déplacement de basse fréquence d’amplitude

69



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

1 nm est attendu a la distance z =25 mm de la source. En comparaison, I’atténuation de
I’onde primaire n’est que de 0,5 dB (multiplication par un facteur 0,944) a cette distance. Ce
déplacement de basse fréquence de la particule est donc d’une amplitude inférieure a celle de
la vibration. Nous allons voir que de tels déplacement sont mesurables a 1’aide d’un

interférometre optique hétérodyne, tel que celui développé par Daniel Royer au laboratoire.

2. 3. Mesures optiques de champs acoustiques

2. 3.1 Sondes interférométriques optiques.

Malgré leur relative complexité, les interférometres optiques sont de plus en plus
utilisés car ils offrent plusieurs avantages par rapport aux hydrophones traditionnels. Ils
possedent une meilleure résolution spatiale (inférieure a 50 um), une bonne sensibilité et une
large bande passante, notamment dans le domaine des basses fréquences. Les méthodes
d’interférométrie optique permettent la mesure absolue de déplacements de faible amplitude,
inférieure a I’angstrom (10" m), pour une gamme de fréquences allant de quelques centaines
de Hz 2 50 MHz'®. Ces avantages font de I’interférométrie optique la méthode de référence
pour la caractérisation des transducteurs ultrasonores’’  ou pour la calibration des
hydrophones78’79. Appliquée a I’inspection de la surface de solides, elle est bien adaptée a
I’étude de la propagation des ondes sur des surfaces courbes ou des ondes de Lamb dans des
plaques minces®. Ainsi, de faibles variations d’épaisseur sur une plaque (inférieures a cent
nanometres), ont été relevées par la mesure optique des variations de la fréquence de
résonance du mode S1, dont la vitesse de groupe s’annule®’.

Dans le domaine de I’acoustique non linéaire, ou des mesures d’amplitude précises et
absolues sont indispensables, les méthodes optiques sont tres utiles. Pour la mesure du
coefficient de non linéarité par génération d’harmoniques, elles permettent la mesure
simultanée de la fréquence fondamentale et de la seconde harmoniquegz. Elles sont aussi
applicables a la mesure du décalage de fréquence intervenant dans les méthodes de détection
par résonances de I’endommagement. Des essais ont par exemple été réalisés pour déterminer
le coefficient de non linéarité hystéritique de ’os trabéculaire®. Elles font aussi partie du
dispositif de mesure du coefficient de non linéarité des solides par interaction d’ondes® ou du

déplacement associé a la contrainte de radiation dans les solides”.
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2.3.2. Principe de I'interféromeétre optique hétérodyne

Il existe différents dispositifs de détection optique d’ondes acoustiques. Leur
fonctionnement repose soit sur la mesure de la composante normale de la vitesse de
déplacement mécanique d’une surface, soit directement sur la mesure du déplacement de cette
surface. La sonde utilisée fait partie de cette seconde catégorie. Elle a déja été amplement
décrite®. Nous en rappelons ici brievement le principe de fonctionnement.

Le principe général de I’'interférometre est schématisé sur la figure 2.2. Il consiste 2 mesurer
la différence de trajet entre un faisceau lumineux de référence et le faisceau sonde, dirigé vers
un objet vibrant, sur la surface duquel il est réfléchi. Un laser de quelques milliwatts de
puissance émet une onde lumineuse harmonique de fréquence fi. A la traversée d’un cube
séparateur de puissance, ce faisceau est scindé en deux. Le faisceau de référence, représenté
en bleu sur la figure 2.2, est dirigé a ’aide d’un prisme de Dove vers la photo-diode. Le
faisceau sonde, passe a travers un modulateur acousto-optique colinéaire de fréquence
f8 =70 MHz, qui a pour effet de décaler sa fréquence, alors égale a fi, + fg. La polarisation
linéaire « horizontale » (dans le plan de la figure) du faisceau sonde est rendue circulaire par
passage au travers d’une lame quart d’onde. A 1’aide d’une lentille convergente, le faisceau
sonde est ensuite focalisé sur I’objet dont la surface vibre a une fréquence centrale fy. La
composante normale U(t) du déplacement de la surface module la phase du faisceau. La
réflexion change le sens de la polarisation circulaire, qui devient linéaire « verticale » par un
nouveau passage a travers la lame quart d’onde. Un cube séparateur de polarisation oriente le
faisceau modulé vers la photo-diode. Un analyseur sélectionne alors les polarisations (des
faisceaux sonde et de référence) a 45°, afin que ces deux faisceaux interferent sur le photo-
détecteur.
Le courant de la photodiode est constitué d’une partie alternative i(z) qui oscille a la fréquence
fi et dont la phase est modulée par la composante normale du déplacement de la surface de
I’objet :

i(t)o< I, cos(@yt + g — 0, +2KU(t)), (2.9)
ou ¢ et ¢r sont respectivement le déphasage du faisceau sonde et du faisceau de référence, K

est le nombre d’onde du faisceau laser He-Ne, dont la longueur d’onde est 4 = 633nm.

71



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

Prisme de Dove

Lentille

Y

Lame A4 l Objet

\

Faisceau
laser Incident

f,

A

, £+ 1f; modf
— | Analyseur
w

Cellule de Bragg
(modulateur acousto-optique) | l ] | Photo-détecteur

Figure 2.2 : Schéma du montage optique I’interférometre hétérodyne
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Pour extraire le déplacement de la surface provoqué par 1’onde ultrasonore, il faut donc
démoduler le photo-courant i(t). La modulation de phase se traduit spectralement par la
présence de bandes latérales situées de part et d’autre de la raie correspondant a la fréquence
de la porteuse. Le spectre du photo-courant se décompose en série de fonction de Bessel. Si le
déplacement de la surface est harmonique a la fréquence f; et si I’amplitude du déplacement
est petite devant la longueur d’onde A, le développement en fonction de Bessel peut étre
limité a I’ordre un. L’amplitude du déplacement se déduit alors du rapport des amplitudes
spectrales a la fréquence f3 de la porteuse et celle a la fréquence f3 + fy. L’électronique de la

démodulation analogique présentée ci-dessous est calibrée de cette fagon.

2.3.3. Détection optique de champs ultrasonores dans I'eau
Dans nos expériences, la sonde optique est utilisée pour mesurer le champ de

déplacement rayonné par un transducteur dans I’eau. A cette fin, elle est couplée a une tres
fine membrane de Mylar métallisée, nécessaire pour matérialiser le déplacement du fluide

N 141 . XXIV
soumis a 1’onde, et réfléchir le faisceau laser

(cf. figure 2.3). L’impédance caractéristique
du Mylar, proche de celle de 1'eau (Ziyiar = 2,9 MRayl), et son épaisseur (e = 12 pm) sont
telles que celle-ci peut étre considérée comme transparente aux ultrasons dans une gamme de

fréquence allant de 100 kHz a 20 MHZ*.

XXV e faisceau laser étant de faible puissance, la pression de radiation lumineuse sur la membrane de Mylar est
négligeable.
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Figure 2.3 : Configuration expérimentale de détection optique de champs ultrasonores dans I’eau.

Ainsi, le faisceau-sonde optique traverse le fluide lors de son trajet, dont I’indice de réfraction
(neau = 1,33) est différent de celui de I’air (n = 1), et I’onde acoustique engendre une variation
de pression sur le trajet retour qu’empreinte le faisceau optique. Si I'onde est plane et
colinéaire au faisceau-sonde, ceci a pour conséquence de modifier 1’indice optique de I’eau

«vu par le faisceau laser ». L’indice effectif résultant devient alors treés proche de celui de
78,87

9 . . _
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Figure 2.4 : Déplacement mesuré pour une distance transducteur membrane inférieure a 1 mm.
(a) Représentation spatio-temporelle. (b) Déplacement mesuré au centre du faisceau.

La figure 2.4 montre le déplacement détecté dans la configuration expérimentale de la figure
2.3, lorsqu’un transducteur circulaire plan émet une impulsion. La membrane étant placée a
moins d’un millimetre de la surface du transducteur, I’onde de bord est détectée sous une
incidence oblique trés favorable a I’interaction acousto-optique (maximale lorsque les ondes
optique et acoustique se propagent perpendiculairement) Le déplacement associé a I’onde de
bord change alors de signe et son amplitude est amplifiée par rapport a celui de 1’onde plane86
(figure 2.3). Cet effet diminue rapidement lorsque la distance transducteur-membrane
augmente. Pour s’affranchir de I’interaction acousto-optique, une alternative consiste a placer
la membrane a I’interface eau/air. Ainsi le trajet retour du faisceau laser, de la membrane a la

sonde, a lieu dans I’air, ou la transmission des ultrasons est négligée. En contrepartie la
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membrane n’est plus transparente. La réflexion de 1’onde ultrasonore complique
I’interprétation des phénomenes en termes de pression de radiation. Nous n’avons donc pas

retenu cette configuration.

2.3.4. Traitement des sighaux
Dans le cas de signaux dont la durée est limitée dans le temps, une méthode de

démodulation est nécessaire pour extraire du photo-courant (2.9) le déplacement de la surface

examinée. Deux variantes, I’une analogique, 1’autre numérique, ont été utilisées.

2.3.4.1. Démodulation analogique.
Le schéma du circuit analogique de détection de la phase est représenté sur la

figure 2.5. Le photo-courant i(¢) est séparé en deux a 1’aide d’un diviseur de puissance. Une
partie du signal est filtrée passe-bande a fg = 10 kHz afin de reconstituer une porteuse de
référence en éliminant la modulation de phase. Ce filtrage est suivi d’une ligne a retard
calculée pour obtenir une porteuse reconstituée de n/2 par rapport au signal modulé en phase a
I’entrée du mélangeur. Les deux signaux sont multipliés a I’aide d’un mélangeur (composant
non linéaire). En sortie du mélangeur, le signal est filtré passe-bas de facon a éliminer la
composante de haute fréquence résultant de la multiplication et a réduire le bruit. Le signal est
ainsi proportionnel au sinus de la modulation de phase. Dans le cas ou les déplacements sont

faibles, le sinus est assimilé & son argument, de sorte que le signal de sortie est proportionnel a

la modulation de phase ACI)(I) =2KU (t) :

s(t)=C sin(AD(t)) = C AD(t), (2.10)
ou C est le facteur de calibration de 1’électronique. Dans nos expériences d’auto-
démodulation, un train d’ondes de fréquence centrale f, = 10 MHz est initialement émis dans
I’eau. Afin d’isoler la composante de basse fréquence Ugr (équation 2.7) du déplacement total
U, la porteuse est tout d’abord filtrée passe-bande a 70 = 5 MHz avant sa démodulation et le
signal est aussi filtré passe-bas en sortie du circuit de démodulation (partie du circuit en
pointillés rouges sur la figure 2.5). La présence des filtres modifie le facteur de calibration C

du dispositif, qui doit donc étre remesuré.
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Figure 2.5 : Circuit de démodulation analogique du photo-courant i(t).Le circuit permettant d’isoler la
composante de basse fréquence Ugp.

La démodulation analogique dispense d’une mesure précise de la fréquence de modulation fg
et permet, dans une certaine mesure, de s’affranchir des fluctuations du niveau de la porteuse.
Elle impose par contre, du fait de la bande-passante du filtre utilisé pour reconstituer la
porteuse de référence, une limite inférieure a la fréquence du déplacement détectable. Une

alternative consiste a démoduler numériquement le photo-courant.

2.3.4.2. Démodulation numérique
Le schéma de la démodulation numérique est représenté sur la figure 2.6. Dans cette

configuration, la porteuse modulée est numérisée par un oscilloscope. Le traitement du signal
se fait sous Matlab. Le signal analytique Sanalyiiques asS0OCi€ a la porteuse, est obtenu a 1’aide
d’une transformée de Hilbert. I1 est ensuite filtré passe-bande autour de fg, les fréquences de
coupure étant choisies en fonction de 1’objectif : éliminer le bruit (filtre fg+ 25 MHz) ou
isoler la composante de basse fréquence du déplacement (filtre fz £ 3 MHz). Au préalable, la
fréquence de la porteuse non modulée est mesurée précisément, afin synthétiser le signal
analytique de référence S.r, dont la phase est ensuite conjuguée. Les deux signaux sont
ensuite multipliés, puis la phase du signal analytique résultant est alors simplement déroulée.
Cette méthode est avantageuse car elle fournit une mesure absolue du déplacement sans
nécessiter de calibration. L’absence de filtrage pour la reconstitution de la porteuse de
référence autorise par ailleurs la mesure des composantes de plus basse fréquence que par la

méthode analogique.
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Figure 2.6 : Schéma de la démodulation numérique. Le circuit permettant d’isoler la composante de basse
fréquence Ugp est représenté en pointillés rouge.

24. Mesure du déplacement auto-démodulé par
interférométrie optique

2.4.1. Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est représenté sur la figure 2.7. Le transducteur (plan ou
focalis€) est placé dans une cuve remplie d’eau, munie d’une fenétre optique (traitée pour
réduire les réflexions), dont les dimensions sont treés supérieures a celles du faisceau
acoustique. Il est monté sur une plate-forme micrométrique motorisée permettant des
déplacements selon trois axes perpendiculaires. Il émet un train d’ondes, obtenu par
multiplication, a I’aide d’un mélangeur, d’un signal harmonique de fréquence fy = 10 MHz
(dans les premieres expériences) avec une enveloppe délivriée par un générateur

programmable. La forme et la durée de 1’enveloppe sont ajustables.
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e ‘ Interférometre J
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Figure 2. 7: Dispositif expérimental utilisé pour la mesure des déplacements mécaniques.

L’amplitude du train d’ondes est ensuite amplifiée avec un gain pouvant atteindre 45 dB et
contrdlée a ’aide d’un atténuateur variable. Avant son application au transducteur, le signal
électrique est filtré passe bande de fagon a éliminer les éventuelles composantes engendrées
non linéairement par le dispositif d’émission™™". Un exemple de signal d’excitation est

représenté sur la figure 2.8.

Les déplacements induits par I’onde ultrasonore sont mesurés a 1’aide de I’interférometre
optique couplé a une membrane de Mylar immergée, selon le principe décrit plus haut (cf.
2. 3. 3.). Le mouvement de la membrane provoqué par 1I’onde ultrasonore module la phase du

faisceau optique, selon la relation :

AD(1) = 2K, U (1), @.11)
ou K.r=2m ny/A est le nombre d’onde effectif du faisceau laser, qui tient compte de la
modification de I’indice de réfraction optique de I’eau due a I’interaction acousto-optique (cf.

2.3.3). La modulation de phase est extraite a 1’aide de I’'un des deux dispositifs présentés plus

haut. (cf. 2. 3.4).

Ce filtrage vise a éliminer non seulement les harmoniques supérieures, mais aussi une éventuelle
composante de basse fréquence émise par le transducteur.
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Figure 2.8 : Exemple du signal électrique d’excitation (a) et spectre correspondant (b). On vérifie sur le spectre

que les composantes engendrées non linéairement sont négligeables.

Ce dispositif expérimental conduit a la mesure du déplacement d’une particule fluide fixée.
De plus, comme la membrane de Mylar a une épaisseur faible et que son impédance est
proche de celle de I’eau, I’absence d’onde réfléchie garantit la mesure de quantités

lagrangiennes.

2.4.2. Résultats expérimentaux en champ proche

Les premieres expériences sont réalisées a 1’aide d’un transducteur plan de fréquence
nominale fy = 10 MHz et de diametre 10 mm émettant un train d’ondes. L’enveloppe du train
d’ondes est rectangulaire, afin d’étudier la conséquence de 1’existence d’un régime permanent
sur le déplacement auto-démodulé. La durée ® choisie pour le train d’ondes est le résultat
d’un compromis entre un régime de diffraction quasi-impulsionnel du train d’ondes de haute
fréquence, qui nous permet de mesurer 1I’amplitude Uy, pres de la source, avec un spectre dont
la bande est suffisamment étroite afin que le déplacement de basse fréquence soit clairement
identifiable. De plus, un signal de durée © suffisamment courte permet d’augmenter la
distance caractéristique de la diffraction de la composante de basse fréquence et réduit les

effets de streaming acoustique (cf. 3.1).

Sur la figure 2.9 sont reportées les représentations spatio-temporelles du déplacement total U
et de sa composante de basse fréquence Ugr induits par le train d’ondes pour une distance
transducteur-membrane z égale a 3 mm. La composante de basse fréquence du déplacement

possede bien la forme rectangulaire de I’enveloppe. On constate qu’a cette distance son
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amplitude est assez faible (Usr < 1nm), mais d’ores et déja mesurable avec un bon rapport
signal sur bruit. En placant le transducteur le plus pres possible de la membrane, nous avons
vérifié qu’aucune composante de basse fréquence n’est détectée. Cette derniere n’est donc pas
directement émise par le transducteur. L’extension spatiale de la composante de basse

fréquence est égale au diametre du transducteur.
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Figure 2.9: Représentations spatio-temporelles du déplacement U (a) et de sa composante de basse
fréquence Ugr (b).
Sur la figure 2.10, nous avons représenté les déplacements en fonction du temps, mesurés
pour z=3 mm au centre du transducteur, pour différentes amplitudes d’émission. Deux
durées © du train d’ondes sont représentées (1 et 2 pus). Comme le prévoit le modele en onde
plane, valable a cette distance, ni I’amplitude du déplacement de basse fréquence ni sa forme
ne sont fonction de la durée du train d’ondes, contrairement aux conclusions de Yost et
Cantrell, a propos de mesures effectuées dans des solides’. L’amplitude du déplacement de
basse fréquence dépend quadratiquement de 1’amplitude de la source. Ces résultats sont en

accord avec ceux obtenus dans les solides par X. Jacob et al”.

79



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

5 6 7 8 9 5 6 7 8 9
Temps (us) Temps (us)
(@) (b)

Figure 2.10 : Déplacement du train d’ondes U(¢) et de sa composante de basse fréquence Ugg(?), pour une distance

z =3 mm, et pour différentes amplitudes d’excitation. Les durées ® des trains d’ondes sont
respectivement 1 ps (a) et 2 s (b).

Cette expérience met en évidence ’existence, dans le cas d’une enveloppe rectangulaire,
d’une composante quasi-statique du train d’ondes. L’interprétation donnée dans la partie
2 .2.3 dans le cas d’une onde plane harmonique reste donc valable en dehors du régime
transitoire du train d’ondes. La particule, lors du passage de 1’onde, est non seulement animée
d’un mouvement vibratoire a la fréquence f (et a ses fréquences harmoniques), mais est aussi
translatée par rapport a sa position d’origine. Située en a = z avant le passage de 1’onde, elle
oscille autour de la position a’ = z + Ugr pendant une durée 1égérement inférieure a la durée ®

du train d’ondes, compte-tenu de la durée des transitoires.

A la distance z =22 mm, la forme temporelle du déplacement de basse fréquence a changé
(figure 2.11). Elle tend vers la dérivée temporelle de la forme rectangulaire observée pres de
la source. En acoustique linéaire, il s’agit d’une conséquence caractéristique d’un régime
impulsionnel de diffraction : en champ lointain, la réponse impulsionnelle de diffraction pour
le déplacement est constituée de deux impulsions de Dirac de signes opposés, dont le décalage
temporel de 1’'une par rapport a 1’autre décroit au fur et & mesure que 1’on s’éloigne de la
source™. Convoluée avec le signal de déplacement, la réponse impulsionnelle de diffraction

tend a agir comme un opérateur de dérivation temporelle en champ lointain.
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Figure 2.11 : Déplacement du train d’ondes U (¢) et de sa composantes de basse fréquence Ugg(f), pour une
distance z = 22 mm et pour différentes amplitudes d’excitation. La durée du train d’ondes est respectivement

® =1ps(a)et®=2upus(b).

Afin de mieux caractériser le régime de diffraction de la composante de basse fréquence, nous
avons effectué des mesures en plagant la membrane au foyer d’un transducteur focalisé
(diametre d = 10 mm, fréquence nominale f, = 10 MHz). En dépit de I’effet du filtrage 1ié a la
bande passante finie de la détection, le signal obtenu est relativement proche de la dérivée de
I’enveloppe du train d’ondes (cf. figure 2.12), ce qui confirme I’hypothese d’un régime de

diffraction impulsionnel.
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Figure 2.12: Déplacements du train d’ondes U et de sa composante de basse fréquence Uz, mesurés a la distance
focale d’un transducteur (d = 10 mm, f, = 10 MHz).

La diffraction du déplacement auto-démodulé a pour conséquence d’annuler la composante
quasi-statique, observée pres de la source. Ce constat sera repris lors de I’interprétation des

expériences en termes de pression de radiation.
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Sur la représentation spatio-temporelle de la figure 2.13, une contribution supplémentaire au
déplacement de basse fréquence est clairement observable. Elle présente une extension
latérale qui correspond a la largeur de la tache focale, mais son extension temporelle est bien
plus longue que celle du train d’ondes. Ce déplacement de la membrane, qui semble
apériodique, est causé par un transfert de quantité de mouvement de 1’onde vers le milieu de
propagation, connu sous le nom de « streaming acoustique ». Ce transfert est produit par
I’atténuation de 1’onde, qui donne lieu a un écoulement (d’origine acoustique). Il est abordé

dans la partie 3.1.

Usr (nm)

Temps (us)

-5 0 5 -5 0 5
Distance (mm) Distance (mm)

Figure 2.13 : Représentations spatio-temporelles du déplacement du train d’ondes U (a) et de sa composante de
basse fréquence Ugr (b) mesurés au foyer d’un transducteur focalisé.

La figure 2.14. représente 1’évolution de I’amplitude de Ugr en fonction de la distance z

séparant le transducteur plan de la membrane dans le cas d’un train d’ondes de durée

® =1 us. L’amplitude croit linéairement jusqu'a une distance d’environ z = 25 mm, a partir de

laquelle le processus cumulatif est limité par la diffraction de la composante de basse

2
fréquence. La distance de Rayleigh, L, = % , calculée en considérant que le déplacement
Co

de basse fréquence a été émis par le transducteur et se propage de facon linéaire, est tout a

fait comparable, elle vaut 26 mm.
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Figure 2.14 : Evolution de I’amplitude de la composante de basse fréquence Ugren fonction de la distance de
propagation z.

Signalons qu’en augmentant la durée @, la distance a partir de laquelle 1’amplitude du
déplacement BF ne croit plus linéairement est réduite. La longueur d’atténuation et la distance
de Rayleigh du train d’ondes primaires sont respectivement L, = 1/ap = 42 cm et Lyp = 52 cm.
Il semble donc que l'effet qui limite le processus cumulatif soit la diffraction de la
composante de basse fréquence. Les simulations réalisées a 1’aide du code numérique basé sur
la discrétisation de I’équation KZK, dont les résultats sont présentés lors de la partie 2.5,

permettent d’étudier cet aspect plus en détail.

2.4.3. Mesures en champ lointain

A T’aide du méme transducteur plan, nous avons mesuré dans I’eau et sans filtrage
supplémentaire, le déplacement total a une distance z égale a 34 cm. Le signal obtenu pour
une fréquence centrale du train d’ondes de 6 MHz est représenté sur la figure 2.15 (a). On
constate que le déplacement auto-démodulé posseéde une amplitude supérieure a celle de la
composante primaire, mais que cette dernieére n’est pas totalement atténuée. Ceci n’est pas
surprenant puisque pour une fréquence de 6 MHz, la longueur d’atténuation est L, = 1,16 m.
En comparaison, le signal obtenu pour un train d’ondes dont la fréquence centrale est 15 MHz
(La=0,19 m) est représenté sur la figure 2.15 (b). Cette fois la composante primaire a

completement disparu et seul le déplacement auto-démodulé subsiste.
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Figure 2.15: Déplacement total U, mesuré dans 1’eau (sans filtrage supplémentaire) a une distance de la source
z=34 cm. (a) Train d’ondes de fréquence centrale 6 MHz. (b) Train d’ondes de fréquence centrale 15 MHz.

Du fait de I’absence de filtrage nécessaire a son observation, le signal résiduel ressemble
plus nettement aux deux impulsions de Dirac théoriques du déplacement de basse fréquence
diffracté. Ceci correspond a I’expression asymptotique formulée par Berktay, pour laquelle la

pression auto-démodulée est proportionnelle a la dérivée seconde de 1’enveloppe63.
2.4.4. Mesure du coefficient de non linéarité

Le coefficient de non linéarité du fluide peut se déduire de I’équation (2.7). Il apparait
sur la figure 2.14 que, pour un train d’ondes de fréquence centrale 10 MHz émis dans 1’eau et
dont la durée est ® = 1us, la distance optimale se situe autour de 20 mm. A cette distance,
I’amplitude du déplacement de basse fréquence est importante, sans pour autant que la
croissance linéaire de la relation (2.7) soit mise en défaut. Afin d’obtenir le coefficient de non
linéarité, I’amplitude Uj, émise a la source, est mesurée au préalable. Le déplacement auto-
démodulé est ensuite mesuré pour différentes amplitudes d’émission Up. Deux séries de
mesures ont été effectuées dans 1’eau et dans 1’éthanol. La superposition des déplacements (U
et Ugr) est representée sur la figure 2.16. Etant donné que la célérité de I’éthanol est inférieure
a celle de I’eau et que son coefficient de non linéarité est plus importantz, I’amplitude du
déplacement auto-démodulé est plus importante. En conséquence, le déplacement total U de
la figure 2.16.b est fortement déformé. Notons que les amplitudes a la source different
légerement (Up = 6, 8 nm pour ’eau, Uy =7, 4 nm pour I’éthanol). Cette différence est liée
aux variations du coefficient de transmission a I'interface transducteur/liquide (I’impédance

caractéristique de 1’éthanol est plus faible que celle de I’eau : 924 kRayl.).
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£ Lc Lgr Lyr
Eau 2.810" 23.9 mm 26 mm 520 mm
Ethanol 3.9 10" 7.8 mm 33 mm 665 mm

Tableau 2.1: Distances caractéristiques dans 1’eau et dans 1’éthanol calculées a partir des données expérimentales
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Figure 2.16 : Superposition des déplacements U et Ugp a la distance z = 15,7 mm. (a) Cas de I’eau. (b) Cas de 1’éthanol.
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Figure 2. 17 : Mesure du coefficient de non linéarité S de 1’eau (a) et de I’éthanol (b). Les croix et les points
représentent les mesures. Les droites sont obtenues par régression linéaire. La pente donne la valeur du
coefficient de non linéarité.
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Dans I’éthanol, le régime d’auto-démodulation differe 1égerement. L’atténuation peut, pour
des distances relativement faibles, diminuer assez fortement I’amplitude de la composante
primaire, sans que la diffraction de la composante de basse fréquence soit complete (cf.
tableau 2.1). Compte tenu de ces remarques, les mesures de coefficient de non linéarité sont
effectuées a z =20 mm ’eau et a z = 15 mm dans 1’éthanol.

Les variations de I’amplitude du déplacement auto-démodulé en fonction de la quantité
X = zsz(f /4 (homogene a une longueur) sont représentées sur la figure 2.17. La dépendance
linéaire est treés nette et confirme le comportement quadratique de Ugr en fonction de
I’amplitude de la source U,. D’apres I’équation (2.7), la pente de la droite, obtenue par
régression linéaire au sens des moindres carrés, est égale au coefficient de non linéarité f. Les
valeurs obtenues pour 1’eau (= 3,57) et I’éthanol (= 6,42) sont en bon accord avec celles
disponibles dans la littérature™. Ainsi, le signal auto-démodulé constitue une alternative aux
méthodes classiques de mesure de ,[)’89’90’91’21. Si I’atténuation a la fréquence de I’onde primaire
n’est pas trop importante et que la diffraction de I’onde primaire est négligeable, I’amplitude
Uy peut étre mesurée a la distance a laquelle est mesuré le déplacement auto-démodulé sans
introduire trop d’erreur sur I’estimation du parametre f. Dans le cas ou I’atténuation n’est pas
négligeable, il est possible de la prendre en compte (ce qui est généralement fait pour les
mesures exploitant la seconde harmonique). Lors d’une bréve étude numérique présentée en
annexe (cf. Annexe A), nous revenons sur 1’intérét d’utiliser un filtrage passe-bas pour

mesurer le coefficient de non linéarité a 1’aide de 1’auto-démodulation.

2.4.5. Mesures dans I’huile de tournesol

Afin de tester les limites de cette méthode de mesure de coefficient de non linéarité, nous
avons effectué des mesures dans de I’huile de tournesol, liquide trés atténuant. Pour
I’estimation du coefficient de non linéarité de 1’huile, nous faisons 1’hypothese que la
composante auto-démodulée n’est pas atténuée.

Le logarithme népérien de 1I’amplitude du déplacement U mesurée en fonction de la distance
séparant le transducteur de la membrane est représenté sur la figure 2.18. Le coefficient

directeur de la droite permet d’estimer le coefficient d’atténuation.
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Figure 2.18 : Mesure du coefficient d’atténuation d’une huile de Tournesol a fy = 10 MHz.

Le résultat obtenu (52 Np.m™") est presque identique 2 celui trouvé dans la littérature’

(a (f =10MHz)=49Np.m™).

h.tournesol
A la fréquence de travail, la longueur d’atténuation L, =19 mmest légerement plus courte
que la distance caractéristique de diffraction de la composante de basse fréquence

Ly =27 mm. La composante a 10 MHz subit donc une atténuation non négligeable avant

que la diffraction n’ait totalement affectée la forme du déplacement auto-démodulé (figure

2.19.a).

_0'50 0.65 0.‘1 0.i5 012 0,é5 0.3
Temps (us) X (nm)
(a) (b)

Figure 2.19 : (a) Représentation temporelle, pour z = 9,9 mm, du déplacement total U et de sa composante auto-
démodulée dans 1’huile tournesol. (b) Mesure du coefficient de non linéarité de I’huile de tournesol.

Le coefficient de non linéarité de I’huile de tournesol est trouvé égal a f = 6,6 (cf. figure

2.19.b). A notre connaissance il n’existe pas de valeurs reportées dans la littérature.
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2. 5. Etude numérique de la diffraction

Expérimentalement, 1’utilisation de train d’ondes de durée relativement courte a
permis 1’analyse des résultats en champ proche a I’aide d’'un modele en ondes planes. A plus
grande distance, I’hypotheése d’onde plane n’est plus valable. Averkiou et al ont montré que
I’équation KZK permet d’étudier numériquement le processus d’auto-démodulation non
linéaire affectant le signal de pressi0n70.

Dans cette partie, cette équation est utilisée afin d’étudier le processus de diffraction de la
composante auto-démodulée du déplacement. Nous utilisons un code numérique 2D basé sur
la discrétisation de 1’équation KZK (Khokhlov, Zaboloskaya et Kuznetsov), écrite pour le
potentiel acoustique¢. Ce code numérique a été développé par R. Marchiano et

93,94

F. Coulouvrat (Institut Jean Le Rond D’ Alembert, Université Pierre et Marie Curie).

2.5.1. Code KZK en potentiel

Le potentiel est relié a la pression a I’aide de la relation (1.21). En négligeant la

densité lagrangienne d’énergie, cette relation devient :

90
=p,—- 2.12
P =Py Y ( )
L’équation KZK s’écrit alors :
2 3 2
ﬂ:C_OAL¢+L38_j)+£3i(@j ) (2.13)
dzot 2 2¢, 0"  2¢; dt\ T

Les deux premiers termes du membre de droite modélisent respectivement les effets de la
diffraction (A, est I’opérateur désignant le Laplacien dans un plan perpendiculaire a 1’axe z)
et les effets thermovisqueux. Le dernier terme modélise I’action de la non linéarité.

L’équation est discrétisée a deux dimension (z,x), ou z repere la distance sur 1’axe de

propagation et x sur 1’axe perpendiculaire. A cette fin, on introduit les variables sans

dimension suivantes :

. Co€ . . . .
le potentlelCID:%q) et le temps retardé T'=mt. La variable spatiale axiale est

Z

adimensionnée par la distance de choc Z = . La distance x est adimenssionnée par la taille

C
PR X
caractéristique de la source : X = —.
7
0

En utilisant ces variables, I’équation KZK a deux dimensions prend la forme suivante :
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2 3 2
oD _krOLCE)CI>+LCBCD+18(8<I>j, @14

azov 4L, oXx° L, or° 20v\ ot
En introduisant le nombre de Gol’dberg /" (équation 1.32) et le nombre de Khokhlov x

(équation 1.45), I’équation s’écrit finalement :

(2.15)

0 _kny 190 10'® li(agjz
B o)’

R w1
0Zot 4 xd9X? Tot’ 207

Ce code modélise la formation et la propagation d’une onde de choc. Lorsque la variable
considérée est la pression, le choc se traduit par une discontinuité de premiere espece (cf.
1.1.2.1), qui n’est pas simple a manipuler numériquement. La détermination de la position du
choc peut de plus €tre coliteuse en temps de calcul. Décrit a I’aide du potentiel acoustique, sa
formation donne lieu a un point anguleux, plus facile a traiter numériquement. De plus la
forme d’onde en potentiel correspondant a I’onde de choc est simplement la valeur maximale
du potentiel en chaque point ou celui-ci est a valeurs multiplesgs. Ce code numérique a été

93,94

utilisé pour étudier I’interaction d’une onde de choc avec une caustique”™™"", ou la diffraction

en régime non linéaire”. Plus récemment, il a été adapté a 1’étude de la propagation non
linéaire en milieu hétérogénes%.

L’équation écrite en potentiel est bien adaptée a I’analyse du déplacement auto-démodulé car
elle permet de comparer directement les simulations a nos résultats expérimentaux, le

potentiel acoustique étant proportionnel au déplacement (eulérien) :

-0
= (2.16)

Cette approximation est justifiée si les effets cumulatifs sont prépondérants devant les effets
locaux. L’équation KZK est établie en considérant une description eulerienne, mais nous
avons vu au premier chapitre que la différence entre une quantité eulerienne et lagrangienne
n’est pas cumulative et devient assez rapidement négligeable si la propagation est non
linéaire.

La souplesse de cet outil numérique permet de s’affranchir des effets de la diffraction, de
I’atténuation ou de la non linéarité, afin de clairement identifier le role imputable a chacun
dans I’évolution de la forme d’onde observée.

La résolution numérique de I’équation KZK est basée sur un découplage des effets de la

diffraction, de I’atténuation et de la non linéarité, lorsque la distance 8Z , séparant deux plans
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sur lesquels le champ est calculé, est petite devant la longueur d’onde de la source (dans un

XXVI

milieu homogene)™""". Elle est appelée « méthode a pas fractionnés > Supposons que le

potentiel ¢ soit connu dans un plan situé a une distance Z de la source (ou dans le plan des
sources). Pour calculer ¢ dans un plan situé a la distance Z + 6Z, 1’équation KZK est scindée

en deux équations. L’une linéaire, permet de calculer le potentiel a la position Z + 6Z en

tenant compte des effets de diffraction :

’®,(Z,X,1
lsé—atlﬂz%"AchD(Z,X,’c’). (2.17)

En passant dans le domaine de Fourier, I’atténuation affectant différemment chacune des

composantes fréquentielles est implémentée en multipliant par I’opérateur :

T

(@502 +82,.X.0)=T,(®,) e, (2.18)
ou a est le coefficient d’atténuation.
Une fois cette solution établie, les effets non linéaires sont pris en compte par la résolution de

I’équation de Burgers pour le méme pas 0Z :

2
Ppy 19 (0Pp, ) (2.19)
dZot  29t\ ot

Le champ est ainsi calculé de proche en proche. Le couplage des différents effets est assuré

par I'itération du procédé.

2.5.2 Simulation numérique des résultats expérimentaux
Les parametres d’entrée pour simuler des expériences réalisées dans 1’eau sont

résumés dans le tableau 2.2. La source est une ligne de largeur d = 10 mm, rendant compte du
diametre du transducteur. L’amplitude du déplacement Uy de la source est supposée uniforme

(mode piston). La distance de choc vaut L. = 24 mm.

Milieu de propagation Source Maillage
co= 1500 m/s dfo,‘ 1®0 EA?Z feen =512 MHz
a (f)=23.10" > Np/m uree &= 1S Ax = 0,2 mm
B=35 Up=6,8 nm Az=30 um
’ Largeur d = 10 mm
Tableau 2.2 Récapitulatif des parametres d’entrée utilisés pour la comparaison simulation/expérience.

XXV pour plus de détails, voir la référence 93.

90



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

La durée ® du train d’ondes est dans un premier temps fixée a 1 us. La fréquence
d’échantillonnage a été choisie égale a 512 MHz. Elle satisfait le critere de Shannon de bon

échantillonnage d’un signal ( f,.. < f..,/2) pour les harmoniques générées au cours de la

propagation, tout en conduisant a une dimension raisonnable de la matrice des signaux. Le pas
spatial Az selon l’axe de propagation est égal au cinquieme de la longueur d’onde

(Miopm. =150 um). Le pas Ax selon I’axe x est 0,2 mm. Pour comparer les résultats de la

simulation numérique aux résultats expérimentaux du paragraphe 2.4, nous avons mesuré le
déplacement émis par le transducteur pour une distance le séparant de la membrane inférieure
a 500 um. Afin d’éliminer la composante auto-démodulée créée sur cette distance, le signal
est filtré passe-haut numériquement (fréquence de coupure f.=5MHz). Le signal

représentant le potentiel émis par la source est tracé, avec son spectre, sur la figure 2.20.

potentiel (u.a)

] Temps retardé (us)

module du spectre
o
(6}

00 10 20 30 40
fréquence (MHz)

Figure 2.20 : Signal utilisé comme signal source lors de la simulation numérique. Il s’agit du déplacement
mesuré a une distance z < 500 um, puis filtré passe-haut.

De la méme facon que nous isolons la composante auto-démodulée du déplacement
expérimental, le signal du potentiel est filtré & 1’aide d’un filtre passe-bas numérique.
Différents filtres ont été testés ; nous avons finalement opté pour un filtre de type Butterworth
d’ordre 7 et de fréquence de coupure f; =2,5 MHz, le plus proche de celui utilisé lors des

expériences.

Sur la figure 2.21, les déplacements obtenus expérimentalement sont comparés a ceux fournis
par la simulation. La forme du déplacement auto-démodulé est bien retrouvée. L’amplitude

obtenue numériquement est par contre légerement inférieure a celle observée
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expérimentalement (de 17 % pour z=3 mm). Le rapport R introduit au premier chapitre
(équation 1.60). vaut, pour une distance de 3 mm (soit 20 longueurs d’onde), R = 200V, La
différence entre le déplacement lagrangien et eulerien, de 1'ordre de 1 pm, est bien
négligeable a cette distance. De plus, la différence entre le déplacement en coordonnées
lagrangiennes et son équivalent en coordonnées euleriennes est un terme non linéaire, non
cumulatif, oscillant a la fréquence 2 f;. Le filtrage passe-bas permet donc de 1’éliminer de la
composante auto-démodulée. Cette différence ne permet donc pas d’expliquer la différence
d’amplitude. Pour I’interpréter, trois hypotheses peuvent Etre avancées. La premiere est
I’utilisation d’un modele bidimensionnel en coordonnées cartésiennes, qui ne tient pas compte
de la symétrie cylindrique de la configuration expérimentale. La deuxieme est la forme de la
source injectée comme donnée d’entrée du code. Nous avons en effet supposé que la source
était un piston parfait. Or le transducteur utilisé est de type piezo-composite : la surface
émettrice est formée de petits éléments noyés dans une résine. La source n’est donc pas
rigoureusement assimilable a un piston. La troisicme est la mise en défaut de la validité de
I’équation KZ. Cette équation n’est valable que dans le cadre de 1’approximation paraxiale. Il
est d’usage de considérer cette approximation comme valide tant que ’angle que fait le
faisceau avec I’axe de propagation reste inférieur a 15 degrés. Si cette approximation est
vérifiée a la distance z= 22 mm, a la distance de 3mm, I’angle est égal a 19°. Cette hypothese

expliquerait que la différence d’amplitude tend a se réduire lorsque la distance augmente.

-1.2 -1 08 -06 -04 -1.5 -1 -0.5 0
Temps retardé (us) Temps retardé (us)

(a) (b)
Figure 2.21 : Superposition des déplacements mesurés (en traits pleins bleus) et simulés numériquement (en
pointillés rouges). (a) z=3 mm. (b) z=22 mm
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L’évolution en fonction de la distance de I’amplitude du déplacement auto-démodulé simulée
numériquement est comparée aux résultats expérimentaux (figure 2.22). La premicre est

légerement inférieure a la seconde, mais les résultats sont en tres bon accord.

3.5 ; ;
—— onde plane
31| + experiences ]
* numerique
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+++,+
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IE"I 5r +*+'+J‘ 1
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distance (mm)
Figure 2.22 : Evolution de I’amplitude du déplacement auto-démodulé en fonction de la distance. Le trait noir
représente le cas du modele en ondes planes. Les croix rouges représentent les résultats expérimentaux et les
points bleus les résultats de la simulation numériques.

La simulation numérique reproduit bien les résultats expérimentaux. Elle est donc adaptée a
I’étude de 1’auto-démodulation non linéaire. Nous utilisons par la suite cet outil numérique
pour étudier les différents mécanismes mis en jeu dans la limitation de 1’amplitude du

déplacement de basse fréquence.

2.5.3. Simulation d’ondes planes
Les résultats d’une simulation réalisée sans effets de diffraction (équation de Burgers

dissipative) sont représentés sur la figure 2.23. La durée du train d’ondes est ici ® =2 us.
Comme le prévoit le modele d’ondes planes, le déplacement auto-démodulé conserve, en
I’absence de diffraction, son allure rectangulaire. L’amplitude du déplacement auto-démodulé
croit alors jusqu'a une valeur comparable a celle du déplacement de la source (figure 2.24

(b)), déformant I’allure du déplacement total.
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Figure 2.23 : Superposition du déplacement total U (en bleu) et de sa composante auto-démodulée Ugr (en
rouge) obtenus par la simulation de la propagation non linéaire d’un train d’ondes de durée ® = 2us, avec
atténuation et sans effets de diffraction. (a) z = 10 mm. (b) z = 14mm.

Ceci confirme le role de la diffraction dans 1’évolution de la forme du déplacement auto-

démodulé.

2.5.4. Role de I'atténuation
Afin de juger de I'importance de I’atténuation dans 1’évolution de I’amplitude du

déplacement auto-démodulé en fonction de la distance, nous avons effectué¢ deux simulations.

La premiere, basée sur la discrétisation de 1’équation KZ, ne prend en compte que les effets de

la diffraction et de la non linéarité. La seconde, basée sur une discrétisation de 1’équation

KZK, met en jeu les trois phénomenes.

7.5
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Figure 2.24 : Evolution de I’amplitude des déplacements U (2.24.(a)) et Ugg (2.24 (b)) simulés numériquement :
en rouge sans atténuation (équation KZ) et en bleu avec atténuation (équation KZK). En trait plein est
représentée 1’amplitude dans le cas d’une onde plane atténuée.

94




Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

Les amplitudes du déplacement total U (figure 2.24.a) et de sa composante auto-démodulée
Usr (figure 2.24.b) sont représentées sur la figure 2.24 en fonction de la distance z. En bleu
figurent les simulations numériques faites sans atténuation (KZ), et en rouge avec atténuation
(KZK). A titre de comparaison, les amplitudes des déplacements dans le cas d’une onde plane
atténuée sont superposées sur la figure 2.24.a. Sur la figure 2.24.b, nous avons superposé le
déplacement auto-démodulé obtenu pour une onde plane se propageant dans un fluide parfait
(trait plein noir).

L’amplitude du déplacement total en 1’absence d’absorption reste constante jusqu'a une
distance de 1’ordre de 20 mm. A partir de cette distance, I’amplitude oscille (du fait de la
diffraction ici traitée a deux dimensions) avant de décroitre assez rapidement. Cette distance
est proche de la distance de choc (L. =24 mm). Au-dela de cette distance le régime d’extra
atténuation est atteint. Sur la figure 2.24.a., la courbe donnant 1’évolution de 1’amplitude
d’une onde plane atténuée (cas du paragraphe 2.5.3) suit la simulation KZK jusqu’a la

distance de choc®XV!!

.. Le role de I’atténuation dans la limitation du processus de création de
la composante auto-démodulée est identifiable sur la figure 2.24.b,. diffraction et atténuation
rentrent en ligne de compte, bien que I’influence de cette derniere soit moindre. Au dela de la
distance de choc, I’extra atténuation diminue 1’énergie disponible pour la création du
déplacement auto-démodulé.

A Taide de I'approximation quasi-linéaire, une expression analytique de 1’amplitude du
déplacement auto-démodulé sur 1’axe de propagation peut étre obtenue a partir de I’équation

KZK’* . En négligeant 1’atténuation et la diffraction de I’onde primaire (hypothése en

accord avec la situation expérimentale puisque Lyp = 52 cm), il vient :

1 a z
Ugr (Z) = ZBnggLBF tan I[L_J , (2.20)

BF
ou Lpr est la distance caractéristique de la diffraction de la composante auto-démodulée.
Lorsque I’argument de la tangente inverse est petit, ’expression (2.7) de I’amplitude du
déplacement Upp obtenue dans le cadre d’un modele d’onde plane est retrouvée. En
comparant la variation d’amplitude avec la distance obtenue numériquement avec celle
donnée par I’expression (2.20), la contribution de I’extra atténuation est identifiée. Celle-ci
affecte I’amplitude du déplacement auto-démodulé pour des distances supérieures a 30 mm

(cf. figure 2.25).

XXVIT Nous n’avons pas observé expérimentalement la formation d’une onde de choc car le dispositif
expérimental ne le permettait pas. Le filtrage passe-bas de fréquence de coupure égale a 50 MHz ne laisse passer
que quatre harmoniques de la fréquence initiale.
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Figure 2.25 : Evolution du déplacement auto-démodulé en fonction de la distance. Comparaison du modele
d’ondes planes (en pointillés noir), de la simulation KZ (croix bleues), de la simulation KZK (croix rouges), et
du modele analytique sans atténuation (en trait plein bleu).

2.5.5. Effet de la durée du train d’ondes

Des simulations ont été menées pour différentes durées du train d’ondes, la largeur de
la source étant maintenue constante (d=10 mm). L’évolution de I’amplitude de Ia
composante auto-démodulée sur I’axe de propagation z, pour différentes durées ® (de 1 a 3,5
us), est représentée sur la figure 2.26.a. Le domaine linéaire de 1’effet cumulatif est limité a

des distances d’autant plus courtes que la durée du train d’ondes est longue.

2.5 :
* 1 us 6" ® 1.5cm
° L5 us 4 . 2‘cm
ol ¢ 2ms . st Durée © =2pus . g,s\ncl,,, |
o 25ps <
¢ 3pus
3.5us 4f |
~ 15 -
: &
% s 3 1
5 1 =)
ok |
0.5
1 - -+
0 2~ L . L L L 0 L L | . ' | .
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 40 50 60 70 80
z (mm) z (mm)
(a) (b)

Figure 2.26 : (a) Variations de I’amplitude du déplacement Ugg en fonction de la distance de propagation z (pour
différentes durées ® du train d’ondes ). (b) Variations de I’amplitude du déplacement Ugren fonction de la
distance de propagation z pour différentes tailles d/2 de la source.

Nous avons reporté sur la figure 2.26.b le cas de sources de différentes tailles émettant un

train d’ondes de méme durée (® =2 us). Nous retrouvons ici un résultat prévisible : plus la
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source est étendue, plus la composante auto-démodulée du faisceau reste collimatée sur de

grandes distances.
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Figure 2.27 : (a) Ecart relatif $°(z) au modele d’ondes plane de I’amplitude du déplacement auto-démodulé
simulé numériquement pour différentes durées du train d’ondes, en fonction de la distance.
(b) Amplitude normalisée du déplacement associé a la propagation linéaire d’une onde en forme de rectangle
(mémes durées).

Pour une durée du train d’ondes ® fixée, I’écart relatif de I’amplitude du déplacement auto-

démodulé simulé numériquement par rapport au modele d’ondes plane s’écrit :

59(1): UBF(Z)_Ugl'flM(Z). 221

U (z)

Sur la figure 2.27.a, cet écart relatif est tracé pour différentes durées ® du train d’ondes. Pour
® =1 ps, il est positif pour de faibles distances, ce qui n’est pas observé pour des trains
d’ondes plus long. Cette différence semble provenir de la forme d’onde a la source : les trains
d’ondes de durée ® > 1 us ne correspondent pas a des signaux expérimentaux. Ils ont été
synthétisés numériquement : la forme du train d’ondes est donc plus réguliere.

Pour ® =1 ps, on constate que 1’écart reste inférieur & 10 % jusqu’a une distance z = 25mm.
Ceci est en accord avec les résultats expérimentaux de la figure 2. 14. A titre de comparaison,
nous avons simulé numériquement la propagation linéaire d’une onde ayant une forme
rectangulaire, pour différentes durées ® de ce rectangleXXIX. Seuls les effets de diffraction
modifient alors 1’amplitude du déplacement au cours de sa propagation. Les variations
d’amplitude en fonction de la distance sont représentées sur la figure 2.27.b. Ces variations

sont a premiere vue assez similaires a celles observées sur la figure 2.27.a.

XXX Compte-tenu de ’amplitude et de la fréquence du déplacement de basse fréquence et des distances de
propagation considérés ici, il est raisonnable de considérer sa propagation comme linéaire.
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Sur la figure 2.28, la variation de I’amplitude du déplacement de 1’impulsion se propageant
linéairement est superposée a la quantité U,,(z)/ U2 (z)=1+8°(z), pour une durée
® =3 pus. La similitude observée confirme le régime de diffraction quasi-linéaire du
déplacement auto-démodulé. Néanmoins on constate que Upp reste collimaté sur une distance
plus grande du fait de son alimentation par les sources virtuelles non linéaires dans la

direction de propagation qu’une onde de forme rectangulaire émise directement par la source.

©
o
\

<
o0

® =3 pus

e
]

amplitude normalisée

/

0 5 10 15 20 25 30
z (mm)
Figure 2.28 : Pour ® = 3 ps, superposition de la quantité (1 + 3°(2)), en points rouges et de I’amplitude
normalisée obtenue pour la propagation linéaire d’un rectangle de méme durée, croix bleues.

2.5.6. Conclusion de I’étude numérique
Les simulations permettent de reproduire correctement les résultats expérimentaux. L’erreur

introduite par le traitement de la diffraction a deux dimensions ne respectant pas tout a fait la
géométrie de la source, visible sur la forme du déplacement auto-démodulé en champ lointain,
ne semble pas avoir de conséquence drastique sur 1’amplitude de celui-ci. Le code est en
cours de modification pour traiter le cas a deux dimensions, d’une source axisymétrique.

Il apparait que I’atténuation du train d’ondes contribue a la limitation de la création de la
composante auto-démodulée, mais ’effet dominant reste la diffraction de I’onde de basse
fréquence.

Nous avons donc étudié plus en détail le régime de diffraction de la composante auto-
démodulée. Il apparait que le régime de diffraction est « quasi-linéaire ». Tout se passe
comme si le déplacement de basse fréquence, une fois créé, se propage linéairement en étant
diffracté. Néanmoins, le processus cumulatif qui permet sa génération tend a le maintenir
collimaté sur une plus grande distance que s’il était émis directement par la source. Les effets
de diffraction se manifestent d’autant plus rapidement que la durée du train d’ondes est

longue.

98



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

Considérons un train d’ondes d’une durée telle que celles utilisées lors des mesures de
puissance a I’aide d’une balance acoustique (i.e. d’une durée minimale de 1’ordre de la
centaine de ,usﬁo). Pour un transducteur plan de rayon 5 mm, la distance de Rayleigh de la
composante auto-démodulée Lz est alors de 1’ordre quelques centaines de microns. En raison
des effets de diffraction, la composante quasi-statique du déplacement auto-démodulé a donc
disparu aux distances de fonctionnement des balances acoustiques (la distance qui sépare le
transducteur de la cible est en général de 5 a 10 cm). Par ailleurs, ces expériences de
calibration, généralement dédiées a I’hyperthermie, ont pour objectif la caractérisation de
transducteurs focalisés, dont les dimensions sont plus importantes. Comme nous avons mis en
évidence expérimentalement qu’au point focal, le déplacement auto-démodulé tend vers deux
impulsions bréves (cf. figure 2.11), le déplacement auto-démodulé ne contient donc pas de
composante quasi-statique.

Enfin, si I’on fait tendre la durée du train d’ondes vers I’infini, la longueur de diffraction Lpp
tend vers zéro. En particulier, il n’y a alors pas de composante statique du déplacement dans
le cas d’une onde harmonique non plane.

Ces considérations sont reprises dans ce qui suit, ol nous nous intéressons a la pression

associée au déplacement auto-démodulé.

2.6. Pression auto-démodulée

Calculons la pression associée au déplacement auto-démodulé. Sous I’hypothese
quasi-linéaire (avec les notations de la partie 2.2.2), la pression du second ordre en & est

(expression (1.99)) :

p,(a,7)=—A0U,/da)+BAOU, /9a)’ . (2.22)
Seule la composante de la pression qui nous intéresse est la composante de basse fréquence.
En conséquence, 1’équation (2.7) est utilisée pour exprimer le déplacement au second ordre

U,. La composante de basse fréquence de la pression est alors :

2 2
Psr (a = Z»T) = ABkO (i an (T) + Ug (T)] . (2.23)
4 \¢, ot

La pression auto-démodulée ppr possede deux contributions. L’une est cumulative,

proportionnelle & la distance de propagation z. La seconde n’est pas cumulative. La encore,
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sous I’hypothese de faible non linéarité, il est toujours possible d’appliquer le principe de
superposition pour les ondes induites par la propagation non linéaire. Ces deux contributions

se somment pour former la pression auto-démodulée.
2.6.1. Contribution cumulative

Dans le cas d’une onde plane, les termes locaux de I’équation de propagation faisant
intervenir la densité Lagrangienne d’énergie s’annulent™ *. Ainsi, la contribution cumulative
a la pression auto-démodulée peut étre calculée a partir de I’expression du déplacement de

basse fréquence, en utilisant la relation:

Pir(2,7)=pocy (U 5, /07). (2.24)
Cette contribution résulte de la combinaison des fréquences différences résultant de

I’interaction entre les différentes composantes spectrales formant le train d’ondes primaire.

Cette pression a fait I’objet de nombreuses études, que I’on peut trouver dans la littérature.
64 ,69,70

Des mesures ont été effectuées a 1’aide d’hydrophones

Figure 2.29 : Pressions déduites du déplacement mesuré expérimentalement par dérivation numérique pour
z=3mm

Sur la figure 2.29 sont représentées la pression totale (obtenue par dérivation du déplacement

total U) et sa composante de basse fréquence (obtenue par une dérivation numérique du
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XXX
4

déplacement auto-démodulé, en utilisant la relation 2.2 ) pour une distance égale a

Z=3 mm.

On remarque que la composante de basse fréquence de la pression est, au filtrage pres, nulle
entre les transitoires du train d’ondes. Dans nos conditions expérimentales, 1’amplitude est

d’environ 1000 Pa.

Ces mémes pressions sont représentées sur la figure 2.30 pour une distance de propagation
égale a z =22 mm. L’amplitude de la pression auto-démodulée est alors plus importante, de
I’ordre de 8000 Pa, soit huit fois la pression en z =3 mm, ce qui traduit bien le caractere
cumulatif de cette pression. Par ailleurs la forme du signal tend vers la dérivée seconde de

I’enveloppe du train d’ondes émis par la source.

<5000 ¢
&

mw 0
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¥

-5000 1

20 21 22 23
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Figure 2.30 : "Pressions déduites par dérivation numérique du déplacement expérimental pour z = 22 mm.

En tenant compte des effets de diffraction et de I’atténuation, Averkiou ef al ont donné une
expression analytique de cette pression de basse fréquence a partir de 1’équation KZK’. En
champ lointain, lorsque le train d’ondes est totalement atténué, le champ de pression auto-
démodulé est, sur I’axe de propagation, inversement proportionnel a la distance z, et

proportionnel a la dérivée seconde du carré de 1’enveloppe U g (‘c) On voit ainsi que la

contribution cumulative au champ de pression auto-démodulé obtenue dans le cas d’une onde

XXX La dérivation numérique augment I’amplitude du bruit (filtrage passe-haut). Afin de le réduire, le signal a de
nouveau été filtré passe-bas (fréquence de coupure f.=2,5 MHz).
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plane (Eq. 2.24), est en accord avec ces résultats: si le train d’ondes est atténué, la

dépendance linéaire avec distance z n’est plus valable, et la diffraction du champ de basse

fréquence agit par le biais d’un opérateur de dérivation : ~3:
707

Si seule cette contribution est prise en compte pour 1’analyse des résultats obtenus en champ
proche, la pression auto-démodulée obtenue est nulle entre les parties transitoires
correspondant au début et a la fin du train d’ondes (figures 2.29 et 2.30). Ceci parait étonnant
puisque la partie quasi-statique du déplacement du train d’ondes est, pres de la source, elle
aussi cumulative.

Cette composante quasi-statique du déplacement est a 1’origine de la contribution non-

cumulative et elle s’identifie a la pression de radiation de Rayleigh.

2.6.2. Contribution non cumulative : lien avec la pression de radiation de
Rayleigh

Le déplacement de basse fréquence, mesuré a z =3 mm et le module de son spectre
sont représentés sur la figure 2.32. La composante fréquentielle dominante est la composante
continue. Il est donc justifié de considérer la partie constante du déplacement auto-démodulé
comme quasi-statique. Cette terminologie est choisie pour la différencier du déplacement
statique, créé dans le cas d’une onde harmonique, et du qualificatif « dynamique » employé
par certains auteurs’, 2 propos de la force de radiation qui serait créée par une source bi-

harmonique.

Afin d’interpréter la partie quasi-statique de la pression auto-démodulée introduite
précédemment, nous allons dans ce qui suit considérer la composante quasi-statique de Ugr
comme la valeur moyenne temporelle du déplacement total U(t). Cette analyse n’est pas
appliquée aux bords du train d’ondes. Nous la limitons aussi aux distances de propagation
inférieures a la distance de diffraction de la composante de basse fréquence (distance de

Rayleigh Lgg), pour lesquelles une analyse en onde plane est valable.

Cette démarche étend I’analyse faite dans les fluides par Westervelt'® (reprise par Cantrell
dans les solides*’) 2 la partie quasi-statique du train d’ondes. Ceci nous permet d’identifier la
contribution non cumulative de la pression auto-démodulée a 1’exceés moyen de pression

correspondant au régime permanent du train d’ondes :
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1

nc L 2r72

P =(P —P0>T0 = ABKUS. (2.25)
Compte-tenu de I’expression au second ordre de I’énergie d’une onde plane, cette pression,
quasi-statique et non cumulative, s’identifie formellement & la pression de radiation de

Rayleigh dans le cas d’une paroi parfaitement absorbante donnée dans 1’équation (1.66) :

e _P
pBF - E<E>T” °
02r i
Bl
£ ]
g 0
m
-
-0.21 i
| | | 1 | | |

module du spectre

[
0 1 2 3 4 5
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Figure 2.32 : Déplacement auto-démodulé (mesuré expérimentalement) pour une distance z = 3 mm et module
du spectre associé.

On retrouve ici I’idée que la pression de radiation de Rayleigh, non cumulative, est associée a
la propagation non linéaire de 1’onde, comme ’ont mis en évidence Westervelt dans les
fluides'® et Cantrell dans les solides”’. Il existe un lien entre le déplacement statique cumulatif
et cette pression non cumulative. Plus précisément les deux sont liés a 1’existence d’une
valeur moyenne non nulle, ne dépendant pas de la distance, du gradient de déplacement,

appelée « acoustic straining »*° ou « radiation strain » *’ qui s’écrit :

oU 1
—) =—Bk,U;,
< » >T0 413 WU (2.26)
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d’apres les équations (1.97) et (1.98). En utilisant les relations (2.25) et (2.26), I’excés moyen

de pression est relié a la valeur moyenne du déplacement par la relation :

ne oU
pl = A<a_> =A{U), /z. (2.27)
a To 0
A la distance z = 22 mm, la composante continue du module du spectre du déplacement auto-
démodulé ne s’annule pas (figure 2.33.a). Néanmoins, a cette distance, son amplitude est plus

faible que ’amplitude du déplacement auto-démodulé (inférieure & 50%). L’amplitude de la

nc

pression quasi-statique p . (déduite de I’équation (2.27)) est représentée en fonction du carré
de I’amplitude du déplacement mesuré a la source sur la figure 2.33.b. La valeur moyenne du
déplacement est estimée sur cing périodes situées au centre du train d’ondes. Pour une
distance de propagation z= 3 mm, I’amplitude de la pression est au plus de 160 Pa. Bien que
le modele en ondes planes ne soit plus valable a la distance z =22 mm, nous avons estimé
I’ordre de grandeur de la pression quasi-statique en utilisant la méme relation. Cette pression
est au plus estimée égale au tiers de la valeur calculée pres de la source. Ainsi, tandis que la
composante cumulative de la pression auto-démodulée croit avec la distance, la composante

non cumulative diminue.
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Figure 2.33 : (a) Déplacement auto-démodulé (mesuré expérimentalement) a une distance z = 22 mm et module
du spectre associé. (b) Exces moyen de pression (P -p,), en fonction du carré de I’amplitude du
T,

déplacement U,. Les points représentent les mesures effectuées a une distance z = 3 mm, les croix représentent
celles effectuées a z = 22 mm.
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2.6.3. Discussion

ous discutons ici des implications de I’analyse menée plus haut sur les deux phénomenes : la
Nous discut d plicat de I’analy plus haut sur les deux ph 1
pression auto-démodulée et la pression de radiation de Langevin dans le cas d’un train

d’ondes.

2.6.3.1. A propos de la pression auto-démodulée

Pres de la source, c’est-a-dire tant que la composante quasi-statique du déplacement
auto-démodulé ne s’annule pas, la directivité du transducteur et la propagation non linéaire de
I’onde, créent localement une pression quasi-statique qui ne s’équilibre pas immédiatement
avec la pression hydrostatique environnante (figure 2.34.b). En nous basant sur les conditions
de réalisation de nos expériences, la contribution quasi-statique a la pression auto-démodulée
est au plus de 160 Pa dans I’eau. Comparativement, dans 1’eau, 1’amplitude de la contribution
cumulative est de 1000 Pa pour une distance z =3 mm. Lorsque la distance augmente (cf.
figure 2.34.a), elle devient donc rapidement prépondérante. Néanmoins ces deux contributions

n’apparaissent pas au méme instant sur le signal de pression.

En conclusion, dans un milieu non confiné, lorsqu’une source émet un train d’ondes
présentant un régime permanent (i.e. dont I’enveloppe est rectangulaire), une pression quasi-
statique, qui s’identifie a I’exceés moyen de pression intervenant dans la pression de radiation

de Rayleigh, est créée en champ proche.

A partir des résultats des simulations numériques effectuées en variables d’Euler, nous avons
calculé la composante cumulative de la pression eulerienne auto-démodulée en utilisant la
relation (2.24). Son amplitude en tout point (x, z) du plan de la simulation est représentée sur
la figure 2.34.a. La contribution quasi-statique est quant a elle déduite a partir du gradient du
déplacement auto-démodulé a I’aide de la relation (2.27). Son amplitude dans le plan (x, z) est

reportée sur la figure 2.34.b.

Au dela de la distance caractéristique de la diffraction de la composante auto-démodulée,
fonction de la taille de la source et de la durée du train d’ondes, la composante quasi-statique
du déplacement s’écarte de la valeur prévue par le modele en ondes planes, et la pression

quasi-statique associée ne correspond plus a la pression de radiation de Rayleigh. Ainsi, le
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parametre permettant de prévoir 1’existence d’un exces moyen de pression (au sens d’une
pression quasi-statique) égal a celui intervenant dans la pression de radiation de Rayleigh, est
la distance caractéristique de la diffraction de la composante auto-démodulée. Cette distance
est d’autant plus grande que la source est étendue, ou que la durée du train d’ondes émis est
courte. Ainsi la composante quasi-statique de la pression est interprétable comme un terme
non linéaire local, a la maniere de la différence entre les expressions lagrangienne et

eulerienne d’'une méme quantité.

(a) (b)

Figure 2.34 : Tllustration réalisée numériquement : représentation spatiale de I’amplitude deux dimensions de la
pression auto-démodulée dans I’eau en variables d’Euler.

(a) Contribution cumulative. (b) Contribution non cumulative.

Nous avons mis en évidence expérimentalement les conséquences de la diffraction du
déplacement auto-démodulé. En champ lointain, la composante quasi-statique du déplacement
tend a s’annuler (en particulier, celle-ci est nulle au foyer d’un transducteur focalisé, cf. figure
2.12). Ainsi, d’une part la pression quasi-statique n’est pas cumulative, d’autre part son
amplitude diminue (cf. figure 2.33.b). La contribution prépondérante a la pression auto-
démodulée est alors la composante cumulative. Nous retrouvons alors le résultat classique de
I’auto-démodulation non linéaire, étudiée notamment par Averkiou et al”’. A Taide de la
simulation numérique, nous avons mis en évidence que les effets de diffraction se manifestent
a une distance d’autant plus courte que le train d’ondes est de longue durée. Averkiou et al
présentent des mesures de la pression auto-démodulée réalisées dans la glycérine. Cette
pression est créée par la propagation d’un train d’ondes de fréquence centrale 3,5 MHz et de
durée 7 ps, émis par une source de rayon 64 mm. Compte-tenu de la vitesse du son dans la

glycérine (co = 1920 m/s), la distance caractéristique de la diffraction de la composante auto-
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démodulée est alors égale a 1,2 mm. Si certaines de ces mesures ont été réalisées pour des
distances proches de la source, celles présentées correspondent pour la plus proche a une
distance de 4,9 cm. La forme de la pression auto-démodulée tend vers la dérivée seconde de
I’enveloppe. A cette distance la contribution non cumulative, difficile a mesurer a I’aide d’un

hydrophone, est de toute facon négligeable.

2.6.3.2. A propos de la force de radiation
Les mesures de puissance via celle de la variation de poids induite par la force de radiation

acoustique sont en général réalisées dans 1’eau, que I’on peut considérer comme un fluide
parfait en regard de la fréquence de I’onde émise. Ces mesures étant de type eulerien, il est
nécessaire de revenir a cette description. Dans le cas ol la cible est parfaitement absorbante,
la pression quasi-statique créée par la propagation non linéaire d’un train d’ondes s’identifie
alors a I’exceés moyen de pression eulerien obtenu au premier chapitre a partir de la relation

(1.76) :

(Pr-p) = (g— j{E)TO : (2.27)

Cette expression correspond évidemment a la valeur de la constante C (1.94) donnée par Lee

et Wang dans le cas d’une cible parfaitement absorbante.

Rappelons I’expression (1.96) de la force selon I’axe z introduite au premier chapitre :

Fy = _IT33dS = j(<PE _PO>TO +p0<v2>TO )dS' (2.28)

Dans le cas d’un transducteur de taille finie émettant une onde en régime harmonique, il
n’existe pas de composante statique du déplacement et il s’ensuit une annulation de la
contribution statique d’origine cumulative de la pression. Ainsi, I’excés moyen de pression en
coordonnées euleriennes est seulement €gal a I’opposé de la valeur moyenne de la densité
lagrangienne d’énergie. Il vient alors, en conservant la valeur moyenne de la densité

lagrangienne d’énergie apparaissant dans 1’expression (1.75) :

F = —!(— (L), - p0<v32>T0 )dS . (2.29)

La force de radiation est alors indépendante du coefficient de non linéarité, comme 1’a

expérimentalement observé Rooney49. Ceci est donc en accord avec les conditions
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expérimentales d’observation de la pression de radiation de Langevin, pour une onde

harmonique, en 1’absence de confinement.

Comme mentionné a la fin du premier chapitre, cette technique est aujourd’hui employée en
utilisant des trains d’ondes (pour éviter 1I’échauffement de la cible, et 1’apparition de
« streaming acoustique »). Utilisée pour caractériser la puissance rayonnée par un
transducteur focalisé, I’annulation de la composante quasi-statique du déplacement (cf. figure

2.12) conduit au résultat de Langevin, indépendamment de la durée du train d’ondes.

Par contre, dans le cas d’un transducteur plan, la force de radiation mesurée (dans le sens ol
celle-ci est soit du type Langevin, soit du type Rayleigh), dépend de la distance de mesure par
rapport a la distance caractéristique de la diffraction de la composante auto-démodulée. Cette
derniere dépend de la durée du train d’ondes. Si la distance séparant la cible de la source est
inférieure a la distance caractéristique de la diffraction, alors la composante quasi-statique de
la pression eulerienne est celle de I’expression (2.27), et la force de radiation doit
théoriquement correspondre a la pression de radiation de Rayleigh. Au-dela de cette distance,
I’amplitude du déplacement quasi-statique s’écarte de la croissance linéaire, et la contribution
d’origine non linéaire cumulative de I’excés moyen de pression eulerien tend a s’annuler. La
mesure conduit alors au résultat classique de la pression de radiation de Langevin. Néanmoins
ceci n’est rigoureusement vrai qu’en champ lointain. A des distances intermédiaires, la
contribution de la pression quasi-statique induirait une surestimation de la puissance émise, si

celle-ci est déduite de la pression de radiation de Langevin.

On voit apparaitre un point qui reste a éclaircir. En effet, pour que la pression de radiation
conduise au résultat de Langevin dans le cas d’un train d’ondes, il est nécessaire que seule la
constante C s’annule du fait de la diffraction affectant la composante auto-démodulée. Seul
I’exceés moyen de pression en coordonnées euleriennes s’annule en champ lointain (ou est égal
a 'opposé de la densité lagrangienne d’énergie). En coordonnées lagrangiennes, 1’exces
moyen de pression doit en effet s’écrire :

(Pt —py) =(E), +C=(E),. (2.30)

0
Autrement dit, il existerait toujours une pression quasi-statique associée au train d‘ondes,

mais celle-ci n’a pas une origine non linéaire cumulative. Elle n’est pas liée au déplacement
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quasi-statique. Elle correspond a la transposition, en variables de Lagrange, du flux de

quantité de mouvement associé a I’onde.

On comprend alors mieux pourquoi la pression de radiation est abordée par le biais de la
description eulerienne. La différence entre la pression de radiation de Rayleigh et celle de
Langevin est dans ce cas clairement identifiable. La constante C apparait comme étant le seul
moyen de passer de ’'une a I’autre des situations tout en conservant I’hypothese d’onde plane.
L’abord du probleme du point de vue de la propagation non linéaire d’une onde plane, en
coordonnées lagrangiennes, conduisant nécessairement a la pression de radiation de Rayleigh,
la mise en évidence d’une transition entre la pression de radiation de Rayleigh et celle de

Langevin n’est pas aisée.

En pratique, la durée des trains d’ondes doit étre suffisante pour permettre une « lecture » de
la variation de poids induite par la force de radiation sur une balance. Par exemple, dans la
référence n°60, le train d’ondes utilisé est d’'une durée ® = 500 us. En supposant une source
plane de 5 mm de rayon, la distance caractéristique de la diffraction de la composante auto-
démodulée est alors de quelques microns. Il apparait difficile de mettre en évidence
I’existence de la pression de radiation de Rayleigh dans ces conditions. Pour que la force
mesurée dans 1’eau, & une distance z = 1 cm, corresponde alors & la pression de radiation de
Rayleigh, il faudrait que la source plane ait un rayon de ’ordre 10 cm, pour laquelle la

distance caractéristique de la diffraction serait Ly, =2 cm.

Des mesures (euleriennes) sur un transducteur de cette taille, réalisées a 1’aide d’une balance
acoustique, pour différentes distances de propagation permettraient de comparer celles du
déplacement (lagrangien) réalisées avec I'interférometre optique. Il s’agit de reprendre, a
I’aide d’une source émettant un train d’ondes, les expériences réalisées par Rooney dans

différents liquides, pour différentes distances.

2.7. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié 1’auto démodulation non linéaire. D’un point de
vue expérimental, nous avons montré que l'interférométrie optique est bien adaptée a la
mesure de ces déplacements de basse fréquence. Outre la minimisation des effets de
« streaming acoustique », |’utilisation de train d’ondes de durée relativement courte nous a
permis une analyse des résultats a I’aide d’un modele simple en ondes planes. Les coefficients

de non linéarité de ’eau et de 1’éthanol ont été retrouvés avec une précision comparable aux
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autres méthodes de mesure utilisant la propagation des ondes acoustiques. Un essai a été mené

dans I’huile de tournesol, dont I’atténuation est importante.

En champ proche, la forme du déplacement auto-démodulé correspond a celle de I’enveloppe
du train d’onde. Les effets de diffraction affectant la composante auto-démodulée ont été
étudiés numériquement a 1’aide de la discrétisation de 1’équation KZK écrite en potentiel. Les
résultats numériques sont en accord avec l’expérience, et ont permis de séparer les
contributions des différents phénomenes physiques mis en jeu (diffraction et atténuation).
Dans I’eau et pour la configuration expérimentale utilisée (fréquence centrale du train d’ondes
Jo=10 MHz, distances de propagation inférieures a 50 mm), la diffraction de la composante
auto-démodulée semble étre le facteur dominant dans la limitation de I’effet cumulatif. La
comparaison avec la propagation linéaire d’une enveloppe rectangulaire émise par la source

tend a confirmer que la diffraction du déplacement auto-démodulé est quasi-linéaire.

Dans le cas ou il existe un régime permanent du train d’ondes, le déplacement auto-démodulé
présente une composante quasi-statique cumulative pour des distances inférieures a la
distance de Rayleigh. Cette composante quasi-statique est interprétée comme la valeur
moyenne du déplacement total. La pression auto-démodulée résulte alors, en champ proche,
de la somme de deux contributions. L’une, bien connue, est cumulative et correspond aux
transitoires du signal émis par la source. La seconde, associée a la valeur moyenne non nulle
du déplacement, n’est pas cumulative. Nous avons montré qu’elle est I’extension de la
pression de radiation de Rayleigh, usuellement introduite dans le cas d’une onde plane
harmonique se propageant dans un milieu confiné. Ainsi, dans le cas de train d’ondes, la
pression de radiation de Rayleigh existe en 1’absence de confinement. La directivité du
transducteur et la propagation non linéaire de I’onde suffisent a créer localement une pression
quasi-statique sans que celle-ci s’équilibre immédiatement avec la pression environnante.
Lorsque la distance de propagation augmente, la composante quasi-statique du déplacement
s’écarte du comportement prévu par un modele en ondes planes. Ainsi, en champ lointain,
deux résultats usuels sont retrouvés. D’une part la pression auto-démodulée est réduite a la
seule contribution cumulative, déja amplement étudiée. D’autre part, une mesure de la force
de radiation réalisée a 1’aide de trains d’ondes (de durée telle que la distance de Rayleigh de la
composante de basse fréquence soit inférieure a la distance séparant la source de la balance)
conduit au résultat de Langevin. En ce sens, la pression quasi-statique peut étre interprétée

comme un effet « local » ou « de champ proche ».

110



Chapitre 2 : Etude de I’auto-démodulation non linéaire et de son lien avec la pression de radiation de Rayleigh

Des mesures de la force de radiation exercée sur un objet immergé dans différent liquides, en
fonction de la distance le séparant de la source sont envisagées. La comparaison avec une
mesure du déplacement par interférométrie et les résultats de simulations numériques devrait
nous permettre de mieux comprendre la transition attendue de la force de radiation de

Rayleigh a celle de Langevin.
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Apres avoir étudié le cas de fluides parfaits, nous nous intéressons aux milieux
absorbants, tels que les fluides visqueux ou les solides mous. Ce chapitre débute par une
analyse du déplacement apériodique observé lors des expériences réalisées avec un
transducteur focalisé dans I’eau (cf. figure 2.13). Nous vérifions qu’il est induit par le
« streaming acoustique », écoulement créé par la pression de radiation de Langevin exercée

par une onde acoustique dans un fluide visqueux.

Dans un solide mou, la force de radiation ne donne pas naissance a un écoulement, mais & une
onde de cisaillement. Ces ondes sont utilisées en imagerie médicale pour mesurer 1’élasticité
de cisaillement des tissus biologiques: c’est 1’« élastographie ». Le mécanisme et les
techniques de génération et de détection de ces ondes de cisaillement, issus de travaux
antérieurs réalisés au laboratoire, sont rappelés. Si I’onde de cisaillement est générée a 1’aide
d’un train d’ondes, les développements théoriques sur le sujet, rappelés bricvement au 3.2.2.,
sont par contre introduits sous I’hypotheése d’une onde harmonique. Nous étudions alors
I’influence éventuelle d’une composante auto démodulée du déplacement ignorée dans ces

développements théoriques sur le mécanisme de génération par force de radiation d’une onde
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de cisaillement. Cette méthode de génération est ensuite appliquée a I’étude de la non linéarité
de cisaillement des solides mous. A 1’aide de I’hypothese d’incompressibilité du solide mou

I’élasticité de cisaillement est caractérisée expérimentalement jusqu’au quatrieme ordre.

3.1. Streaming acoustique

Lors des mesures effectuées a 1’aide du transducteur focalisé, nous avons observé une
composante quasi-apériodique du déplacement de la membrane de Mylar (figure 2.13). Nous
avons supposé qu’il s’agissait de la manifestation du « streaming » acoustique. Nous

discutons de son influence sur nos mesures.

Figure 3.1 : Mise en évidence par P.I.V. (Particle Image Velocimetry) du « streaming » acoustique induit par
une onde de fréquence f; = 800 kHz se propageant dans le Glycérol. La photo correspond a 1’état transitoire.
(Depuis http://www.lmfa.ec-lyon.fr/perso/Valery.Botton/acoustic_streaming_bis.html)

Ce phénomene est souvent utilisé dans la bande dessinée pour rendre compte visuellement de
I'intensité sonore™ ™!, Sur la figure 3.1 est représentée une photographie de 1’écoulement
d’une zone de Glycérol induit par la propagation d’une onde ultrasonore de fréquence
600 kHz. Le transducteur est focalisé. Au repos, les particules réfléchissantes forment un plan
vertical. Lorsque le transducteur commence a émettre 1’onde acoustique, le fluide est
localement mis en écoulement. Le «streaming» acoustique aurait ét€ observé
expérimentalement bien avant la pression de radiation acoustique. Eckart'® suppose que ce
phénomene a été découvert par Rayleigh, qui mentionne cet effet dans un article en 1883, a

propos de mesures réalisées dans un tube de Kundt'”'. 11 I’identifie comme un phénomene du

second ordre ne pouvant voir le jour en 1’absence de « friction ». Ce phénomene, appelé

XXXI . . I . . ) . ..
Par exemple, si X crie apres Y, il n’est pas rare que Y ait les cheveux plaqués en arriere, comme si il se
trouvait en face d’un puissant ventilateur.
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parfois « vent acoustique » (ou encore « quartz wind »), a par la suite intéressé les physiciens,

notamment car il perturbe les mesures d’intensité acoustique.

La force locale (i.e volumique) f associée au streaming acoustique s’obtient en considérant la

propagation d’une onde acoustique dans un fluide réel :

ar,

fi:axk

(3.1)

ou Ti est le tenseur des contraintes de Brillouin. Compte-tenu de la viscosité du fluide, il

s’écrit au second ordre :

dv. dv, 2. Ov, v
T =- (PE_P())Sik TPVVe —Ms g_a_x]:_gsikﬁ —Np0y —

i i,

(3.2)

Si I’on considere une onde plane harmonique, le champ de vitesse est de la forme

oz jlogt—kz

Vv, (z,1)= vee e ). Sil’'on suppose que<PE - P°>T =0 (cf. chapitre deux), le seul terme

non nul du tenseur Ty est alors :

Ty ==po(v3) (3.3)

Ty

Et la force f;, suivant I’axe z, devient :

= apvoe " =20, (E(z.1)), (3.4)

=202

1 ol yes . .
ou <E(z,t)>T0 = Epovge , est la valeur moyenne temporelle de la densité d’énergie, qui

décroit exponentiellement avec la distance de propagation z. Cette expression est parfois

écrite sous la forme :

£(2)= 22 p2 () (3.5)

.
PoCo ’

Cette force peut s’interpréter comme la force de radiation qui s’exerce sur un plan du fluide
situé en z, jouant le role d’objet non réfléchissant qui absorbe 1’énergie acoustique. Elle est

proportionnelle au coefficient d’absorption . Cette force résulte d’un transfert de quantité

de mouvement de 1’onde au milieu, en raison des effets visqueux.

En réalité, il est a priori nécessaire de tenir compte de la propagation non linéaire de I’onde,

qui provoque un transfert d’énergie vers les harmoniques supérieures p, de fréquence f, (ol n
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est un entier supérieur a un). Celles-ci sont davantage atténuées que I’onde de fréquence

fondamentale. Il vient alors :

£@) =205 w2 (p2 (z0)), (3.6)

PoCo n=1 ’
Ainsi, a la contribution provenant de 1’atténuation de I’onde a la fréquence f; s’ajoutent celles
des harmoniques supérieures. Cette prise en compte de la génération d’harmoniques induite
par la propagation non linéaire de 1’onde est nécessaire dans le cas de sources plus intenses'*%.
Notons que du point de vue de I’atténuation, cette écriture revient a considérer qu’une onde
formée d’une somme infinie d’harmonique est initialement émise, puis atténuée. En toute
rigueur, il faut tenir de deux choses : d’une part I’hypotheése d’une dépendance quadratique du
coefficient d’atténuation en fonction de la fréquence n’est plus valable pour des trés hautes
fréquences et d’autre part 1’extra-atténuation n’est pas prise en compte. En pratique, les
auteurs ayant étudiés ce phénomene supposent que seules les premieres harmoniques sont
générées (il n’y a alors pas de formation d’une onde de choc). Dans le cas contraire, une

simulation numérique (par exemple a partir de la discrétisation de 1’équation KZK) est utilisée

pour calculer le champ.

Pour I’essentiel, les études expérimentales du streaming acoustique sont basées sur les
méthodes de visualisations des écoulements, telles que la Vélocimétrie par Image de

Particules (P.I.V.)'®'™ et sur les méthodes utilisant I’effet Doppler ultrasonore' 1%

Ces considérations concernent le phénomene de streaming induit par une onde plane
harmonique (en régime permanent donc), situation que nous n’avons pas observée
expérimentalement. Si I’onde acoustique est émise par une source de taille finie, I’écoulement
induit par ’onde acoustique est alors localisé sur 1’axe de celle-ci et des vortex sont créés de

part et d’autre.

Dans nos expériences, du fait de la tension de la membrane et de sa dimension finie, celle-ci
n’est pas transparente a des déplacements de treés basse fréquence. En conséquence, un
écoulement local est en mesure de transférer une quantité de mouvement a la membrane et de
la déplacer, comme nous I’avons constaté au foyer d’un transducteur focalisé (cf. figure 2.11).
La réponse de la membrane dépend alors de la zone ou cet écoulement se manifeste, ce qui
rend notre dispositif expérimental inadéquat pour le caractériser. L’étude complete du

streaming acoustique n’est pas 1’objet de ce travail. Nous vérifions que cet effet peut se
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manifester dans nos expériences et que dans certaines conditions, pour des trains d’ondes de

durée relativement courte (1 a 2 us), il n’influe pas sur les mesures.

Pour vérifier que la composante «apériodique » du déplacement de la membrane est
provoquée par le streaming acoustique, nous avons mesuré 1’amplitude de ce déplacement en
fonction de la fréquence centrale d’un train d’ondes, au foyer du transducteur focalisé utilisé
au second chapitre (fréquence centrale 10 MHz, diamétre 10 mm, distance focale 70 mm). Le
résultat obtenu pour un train d’ondes de durée ® = 15 us est reporté sur la figure 3.2.a. En
rouge est représenté le déplacement mesuré pour une fréquence centrale fy égale a 10 MHz et
en bleu pour une fréquence de 9 MHz. Le transducteur possede une bande passante assez
large et transmet approximativement la méme amplitude pour ces deux fréquences. Pour
® =15 ps, 'amplitude de la composante quasi-apériodique est supérieure a 1’amplitude du
déplacement induit par le train d’ondes (jusqu’a 3 fois supérieure pour fo = 10 MHz). Son
temps caractéristique d’établissement est supérieur a la durée du train d’ondes. Sur la figure
3.2.b, le déplacement est divisé par le coefficient d’atténuation o (théorique, proportionnel au
carré de la fréquence centrale, en Np/m). Le résultat semble indiquer que ce déplacement
dépend de ce coefficient. Afin de conclure plus précisément, il nous faudrait comparer des

mesures faites dans plusieurs fluides.

U(nm) U(nm)/o
15 : : ‘ ‘ ‘ : ‘ : : : : : : 0.8
T —— | : WwwwHw‘“‘“‘\‘W“*“““‘n‘“‘ w 0.6
1 “‘ ‘ | ’ \‘ “‘ 0.4
057 ‘ ‘ e | - i H ‘ f
‘ “\‘ ! | ‘ 1 02
i | i 11 - “\ ]
“ ‘ ‘\ ‘ \‘\ ‘ ‘ 0
-0.5 1 h‘ \
\ -0.2
1 50 B % 110 0 0 % 110
Temps (us) Temps (us)

(a) (b)

Figure 3.2 : (a) Déplacement de la membrane pour un train d’ondes de durée 15us. En rouge pour une fréquence
centrale fy = 10 MHz, en bleu pour f; = 9 MHz. (b) Déplacement divisé par le coefficient d’atténuation.
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En comparant ce résultat a celui de la figure (2.12), on voit que le déplacement apériodique de
la membrane est fonction de la durée du train d’ondes, lorsque la fréquence centrale est fixée.
Une telle dépendance a déja été observée sur I’amplitude de la vitesse de streaming obtenue
en régime non permanentm. Ce déplacement non périodique résulte d’une accumulation d’un

transfert de quantité de mouvement de 1’onde au milieu™.

L’utilisation d’un train d’ondes de durée courte (® =1 a 2us), émis par un transducteur plan,

permet de minimiser les effets de streaming, comme c’est la cas au chapitre deux.

Dans un solide mou (comme un tissu biologique), nous verrons que la force de radiation
engendrée par I’atténuation d’un faisceau ultrasonore focalisé est un trés bon moyen pour

engendrer les ondes de cisaillement nécessaire a 1’élastographie transitoire.

3.2. Force de radiation dans les solides mous

Les solides mous possedent la particularité d’avoir un comportement différent selon la
fréquence des ondes élastiques. Vis-a-vis des fréquences ultrasonores utilisées en échographie
(de I'ordre du MHz), ils sont assimilables a des fluides. Seules les ondes de compression
peuvent se propager sur des distances appréciables (les ondes de cisaillement sont atténuées
sur de treés courtes distances). Vis-a-vis des ondes de basse fréquence (de 1’ordre de la
centaine de Hz), leur comportement est celui d’un solide : des ondes de cisaillement peuvent
se propager.

Les tissus biologiques se rangent dans cette catégorie dont 1’étude permet alors d’envisager de
nouvelles méthodes d’imagerie médicale.

Une particularité de ces milieux biologiques est la grande différence entre les valeurs des
modules d’élasticité, les coefficients de Lamé 4, qui est de ’ordre du GPa et p, dont les
valeurs sont comprises entre le kPa et la centaine de kPa selon les tissus. En conséquence si
les ondes de compression s’y propagent a une vitesse proche de celle de ['eau
(V, 21500 m.s‘l), la vitesse des ondes de cisaillement est beaucoup plus faible (Vr est de
I’ordre de quelques m.s™).

Cette faible valeur de la vitesse des ondes de cisaillement dans les solides mous permet
d’obtenir des nombres de Mach acoustiques assez proches de 1’unité. Ces milieux sont donc
un terrain d’expérimentation favorable a I’observation des effets de la non linéarité cubique

des ondes planes de cisaillement (de I'ordre du nombre de Mach au cube), difficiles a
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observer dans les solides classiques. Ainsi I’étude des solides mous est intéressante, tant du

point de vue fondamental que de celui des applications.

3.2.1. Elastographie impulsionnelle
La grande différence entre les modules de compression et de cisaillement joue sur le module

d’Young E, qui caractérise la rigidité d’un solide mou. En négligeant la dispersion et
I’atténuation, il s’écrit.

u(3r+2u)
=R 5
o u (3.7)

La rigidité d’un tel milieu est donc liée pour 1’essentiel a la valeur du module de cisaillement
u. L’examen de palpation permettant de repérer 1’éventuelle présence de nodules plus durs,
constitue donc une évaluation qualitative du module de cisaillement u (via celle du module
d’Young E), que I’échographie standard ne permet pas. Une méthode élégante, permettant une
mesure quantitative du module de cisaillement, indépendante de 1’opérateur, existe : il s’agit

de I’élastographie.

L’élastographie impulsionnelle, développée au LOA'® est un procédé d’imagerie utilisant des
ondes de cisaillement de basse fréquence pour caractériser un milieu. On engendre une onde
de cisaillement en appliquant a la surface du milieu une impulsion de basse fréquence (un
«coup » dont le spectre est centré autour d’une centaine de Hz) et la propagation de cette
onde de cisaillement est imagée au moyen d’une onde ultrasonore de compression (quelque

XXX qu  milieu

MHz) se réfléchissant partiellement sur les hétérogénéités (diffuseurs
biologique™ ™. Une onde de cisaillement se propageant a la vitesse de quelque m/s dans les
tissus, une cadence de plusieurs milliers d’images par seconde est nécessaire pour suivre au
cours du temps I’évolution des déplacements qu’elle induit. A 1’aide de la résolution du
probleme inverse, la valeur du module de cisaillement est alors déduite du film de la
propagation de I’onde de cisaillement. Si une inclusion plus dure (potentiellement
pathologique) est présente, ceci se traduit par une valeur du module de cisaillement plus

grande. Dans les premiers dispositifs créés au LOA, le «coup » de basse fréquence est

appliqué par une barrette d’imagerie montée sur un pot vibrant. Les premiers résultas obtenus

XXX es tissus biologiques présentent des hétérogénéités, qui diffusent 1’onde ultrasonore. Elles donnent lieu a
une signature sur les images échographiques, connue sous le nom de « speckle ».

XXXIY »glastographie impulsionnelle s oppose aux deux autres méthodes d’élastographie. L’une, dite statique,
consiste a appliquer une compression statique au milieu et & comparer les images échographiques obtenues avant
et apres cette compression. L’autre consiste a détecter les déplacements créés par une source harmonique de
basse fréquence.
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in vivo sont prometteursmg. Néanmoins, I’ensemble, pot vibrant et barrette échographique, est

plus lourd que la barrette seule, ce qui rend sa manipulation plus difficile pour le praticien.

Ces dernieres années, une nouvelle méthode d’élastographie a vu le jour. Elle est basée sur
une technique de génération de 1’onde de cisaillement élégante utilisant la pression de
radiation, liée a ’atténuation du milieu''’. La pression de radiation est créée dans le milieu a
I’aide d’une onde ultrasonore de compression (un train d’ondes de haute fréquence focalisé
dans le milieu par une barrette échographique). En raison de I’atténuation, une partie de la
quantité de mouvement de I’onde est transférée au milieu. Ce dernier est alors localement
poussé, puis relaché lorsque cesse le train d’ondes. En conséquence, il apparait une impulsion
de cisaillement de basse fréquence polarisée suivant la profondeur de champ de la tache
focale de I’onde de compression (I’axe z) et se propageant perpendiculairement. L’ imagerie
de la propagation de cette impulsion par la méme barrette échographique et la résolution du
probléme inverse permettent de remonter a la valeur locale du module de cisaillement. Ainsi,
du point de vue du praticien, le protocole est tres proche de celui d’une échographie standard.
Les mécanismes mis en jeu lors de la création de cette force de radiation different de ceux
intervenant dans le cas d’un fluide homogene idéal. En raison de 1’atténuation de I’onde et de
sa diffusion par des hétérogénéités, elle résulte d’un transfert de quantité de mouvement de
I’onde au milieu. Le mécanisme est celui a 1’origine du streaming acoustique, abordé au 3.1.
La création de I’onde de cisaillement et le streaming sont deux conséquences distinctes d’un

méme phénomene.

3.2.2. Génération et détection des ondes de cisaillement

3.2.2.1. Approche théorique

Dans les solides mous tels que les tissus biologiques ou les gels, la force de radiation
permet de créer localement et a distance, une impulsion de cisaillement. En raison de son
apport a la mesure de 1’élasticité des tissus biologiques pour la détection de pathologies, ce

phénomene a fait 1’objet de nombreux travaux' 112 113 114

. Bien qu’il s’agisse d’un effet du
second ordre, I’exceés moyen de pression en coordonnées euleriennes est a priori supposé nul,
comme au 3.1 ou dans les applications mentionnées au premier chapitre (cf. 1.2.9.2). Ceci
revient donc a négliger la propagation non linéaire cumulative de 1’onde. L’expression usuelle

de la force (volumique) de radiation créée par une onde harmonique plane est :
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2
fi =2 (W(2)), . (3.8)

€y

ou W = ¢oFE est I'intensité acoustique. Cette force s’identifie donc bien a la force de streaming
acoustique dans les fluides (3.5).

La génération d’une onde de cisaillement induite par la force de radiation peut étre interprétée
de la fagon suivante : lorsqu’une onde ultrasonore se propage, celle-ci transfert une partie de
sa quantité de mouvement au milieu qu’elle traverse, donc le milieu est localement poussé
pendant la durée de I’application de 1’onde. La réponse du milieu & ce mouvement se traduit
par la génération d’une onde de cisaillement de basse fréquence, qui se propage donc
perpendiculairement a la direction de la poussée. Deux phénomenes peuvent rendre possible
ce transfert : ’absorption de 1’onde par les effets thermo-visqueux et la diffusion sur des
hétérogénéités' > XXV,

Nous rappelons ici une partie des travaux réalisés par Jeremy Bercoff pendant sa these' .
L’action de la force de radiation dans les tissus est équivalente a celle d’une source mécanique

volumique. Il convient donc de modéliser la réponse des tissus mous élastiques a cette

excitation. Le probleme est traité par I’introduction de la fonction de Green élastique, qui
traduit la réponse du milieu a une sollicitation f, créée par une source élémentaire (i.e.

ponctuelle et impulsionnelle) :
foli)=m 8(0)8lr), (3.9)
ou m= Hn?” est ’amplitude de la source.

AKki et Richards ont montré que le déplacement, solution de I’équation de Navier Stokes avec
pour terme source la force (3.9), peut s’exprimer comme la somme de trois fonctions de

Green''®
- L~ T(” LT |
ui(r’t)=mj(gij (r’t)+ glj (r’t)+gu (r’t))’ (3.10)
ou i est la composante du déplacement et j représente la direction de la force impulsionnelle.
Les fonctions de Green g ijL et gijT correspondent a des ondes bipolaires, respectivement de

compression et de cisaillement. Leur amplitude, décroissante en 1/r, est inversement
proportionnelle au carré de la vitesse de propagation. Ainsi, dans les solides mous le terme de

compression se propage beaucoup plus rapidement et son amplitude en champ lointain est trés

XXXV "analyse de cette signature permet d’imager les déplacements associés a la propagation d’une onde de

. . P 108
cisaillement par interférométrie speckle ultrasonore " .
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. L. < . PEEEN . LT N
inférieure a celle du terme de cisaillement. La troisieme fonction g, correspond a un

couplage entre compression et cisaillement. C’est une onde qui se propage a la vitesse des
ondes de cisaillement, dont 1I’amplitude décroit en 1//. Elle correspond donc a un terme de
champ proche. A [D’échelle des temps caractéristiques des ondes de cisaillement (la
milliseconde), pour laquelle I'onde de compression se propage quasi-instantanément, J.

Bercoff a mis en évidence que sur I’axe perpendiculaire a la direction de la force, le terme
3 2 . . “ . . . T
prépondérant de la fonction de Green est celui associé a I'onde de cisaillement g, . Par

ailleurs, selon I’axe de la force, seul le terme de couplage intervient, et son amplitude décroit
rapidement avec la distance.
En supposant que la durée d’application de la force est égale a la durée © du train d’ondes, la
force de radiation s’écrit''*:

?(;,t)z 2%2 pz(;)rect(®) e, (3.12)

PoCo

ou p(r) traduit la distribution spatiale du champ pression et rect(@) sa distribution

temporelle.

La réponse du milieu a la sollicitation mécanique induite par la force de radiation est alors, en
régime linéaire, la convolution spatio-temporelle de la force par la fonction de Green
élastique.

Lors de la these de J. Bercoff'’, une méthode originale de génération d’un onde de
cisaillement exploitant la force de radiation a été développée. Elle est basée sur I'utilisation
d’une barrette échographique classique couplée a une électronique d’émission réception
enticrement programmable. Un train d’ondes de durée ® = 100 us est focalisé par la barrette a
la profondeur désirée. La force de radiation résultante crée une source mécanique qui pousse
momentanément les tissus dans la direction du faisceau ultrasonore. Les déplacements
mécaniques associés a ’impulsion de cisaillement (polarisée dans la direction du faisceau
ultrasonore et qui se propage perpendiculairement), sont ensuite imagés a I’aide d’un

échographe ultrarapide.

3.2.2.2 Dispositif d’imagerie ultra-rapide
La barrette échographique est reliée au dispositif d’imagerie ultrarapide, composé de

128 canaux programmables117

. Contrairement a I'imagerie échographique classique (figure
3.3.a), la barrette émet une onde plane (figure 3.3.b) et la formation de voie

(« beamforming ») est réalisée en réception seulement. Cette méthode permet d’augmenter la
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cadence d’image puisque le milieu n’est insonifié qu’une seule fois. La cadence maximale
atteinte lors de la these de Jeremy Bercoff'"” est d’environ 8 kHz pour une profondeur

d’inspection de 6 cm.

Vers le Vers les 128
multiplexeur I\N\AMM mémoires
Barrette médicale
SN
Eléments v S Elements
actifs actifs
f—"h‘—\

— Onde

Onde — W--ultrasonore
ultrasonore | | | plane
t 1t

focalises —
Plan d'imagerie

[ Plan

] ___Ondes
d'imagerie

rétrodiffusées

0,13 ms x 128 tirs
Cadence = 50 Hz

(a)

0,13 ms x 1 tir
Cadence = 8000 Hz

(b)

Figure 3.3: (a) Imagerie classique. (b) Imagerie ultrarapide
Les signaux rétro-diffusés par les hétérogénéités sont enregistrés sur les 128 voies de la
barrette. La matrice des signaux contient la signature acoustique de la zone inspectée. La
formation de voies consiste a recaler temporellement les échos correspondant a une
profondeur donnée avant de les sommer sur I’ensemble des voies de I’échographe. Le
processus est ensuite répété pour une zone plus profonde. Ces signaux sont ensuite traités par

intercorrelation''®.

3.2.2.3 Traitement des signaux.
Exposons le principe de 1’algorithme appliqué aux signaux enregistrés sur un transducteur du

réseau. Une fenétre correspondant a une profondeur donnée est extraite pour chaque signal.
La fonction d’intercorrelation de deux fenétres acquises successivement est calculée. Le
décalage temporel At qui rend cette fonction maximale correspond au temps entre deux tirs
pendant lequel les diffuseurs se sont déplacés sous I’action de 1’onde de cisaillement (selon
I’axe du faisceau ultrasonore) d’une distance égale a u = cpAt. Si les signaux sont corrélés
deux a deux, la quantité obtenue est la vitesse particulaire. En décalant la fenétre de quelques
points, on sélectionne une autre profondeur. On obtient donc la vitesse particulaire le long
d’une ligne suivant la profondeur. Une application de cet algorithme a chaque ligne des

images échographiques successives donne le champ des vitesses particulaires dans un plan.
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3.2.2.4. Validation du modéle théorique.
La comparaison entre le déplacement mesuré pres du point source et les fonctions de Green

élastique et visco-€lastique est représentée sur la figure 3.4. Si la fonction de Green élastique
semble bien reproduire le comportement temporel du déplacement induit par la force de
radiation, la prise en compte de la durée d’application du train d’ondes et de la viscosité pour
le calcul de la fonction de Green est nécessaire pour retrouver 1’amplitude du déplacement
expérimental. A I’échelle des temps caractéristiques des ondes de cisaillement, la réponse du
milieu a la force de radiation créée par un train d’ondes peut donc étre modélisée par la

fonction de Green.
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Figure 3.4 : Comparaison de 1’évolution temporelle du champ déplacement expérimental et simulé (fonctions de
Green élastique et visco-élastique), en un point proche de I’axe du faisceau ultrasonore (d’apres J. Bercoff 7).

3.2.2.5. Mode supersonique
Pour créer une onde de cisaillement quasi-plane dans le plan «imagé », il est possible

d’utiliser une source mobile. Il s’agit de focaliser le train d’ondes a différentes profondeurs
successives dans le milieu. Si la vitesse de déplacement du point focal (donc de la source
mécanique des ondes de cisaillement) est supérieure a la vitesse de propagation des ondes de
cisaillement (quelques m.s™), les ondes de cisaillement générées interférerent alors
constructivement sur une surface appelée « cone de Mach »**V. Cette technique permet de

créer un front d’onde de cisaillement quasi-plan dans le plan de la barrette échographiquem.

XXXV o . . . .
Ce cone est I’analogue de celui formé lors du vol supersonique d’un avion.
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119,120

Cette méthode est baptisée « mode supersonique » . Son principe est illustré sur la figure

3.5, dans le cas ou la vitesse de déplacement de la source vaut trois fois la vitesse de

propagation des ondes de cisaillement.

X

>
Z _

m/s

6
m/s

v

Figure 3.5: Schéma du mode supersonique permettant la génération d’une onde de cisaillement quasi plane dans
plan de la barrette échographique.

Nous avons utilisé cette technique pour réaliser une expérience d’acousto-élasticité (cf.

paragraphe 3.4).

3.2.3. Etude expérimentale de la contribution de I'auto démodulation non
linéaire

En négligeant la propagation non linéaire de 1’onde, les modeles précédents ne
tiennent pas compte d’une contribution possible de la composante auto-démodulée a la
génération de ’onde de cisaillement. Au chapitre précédent, nous avons vu que dans un
liquide, pour un train d’ondes dont I’enveloppe est rectangulaire, le déplacement auto-
démodulé au foyer d’un transducteur focalisé est constitué de deux courtes impulsions de
signes opposés. Il n’y a donc pas de composante quasi-statique du déplacement, et la force de
radiation est donc celle de Langevin. Par contre la pression auto-démodulée n’est elle pas
nulle. I1 est donc envisageable qu’elle contribue a la génération d’une onde de cisaillement.
Afin d’étudier cette possibilité, nous avons mesuré le déplacement auto-démodulé dans un

gel. Nous avons effectué des mesures dans un gel de gélatine pure (sans diffuseurs d’Agar) a
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XXXVI 14 gélatine,

I’aide du dispositif expérimental décrit au chapitre deux (cf. figure 2.7)
encore liquide, est coulée dans le bati en plexiglas. Celui-ci est entouré de glace afin de
refroidir I’ensemble pour solidifier la gélatine. Le déplacement auto-démodulé, mesuré a une

distance z = 3 cm de la source dans la gélatine liquide est représenté sur la figure 3. 6.a.

5 5
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Figure 3.6 : Déplacement total U et sa composante auto-démodulé Ugr générés par le transducteur plan dans un
gel de gélatine en cours de prise. La durée du train d’ondes est ® = 4 ps, la distance transducteur-membrane est
z = 3cm. (a) Début de I’expérience : gélatine liquide. (b) Quatre heures apres : gélatine solide.

On retrouve la forme du déplacement auto-démodulé étudié au deuxieéme chapitre. En
particulier, sa composante quasi-statique est bien nulle a cette distance. La mesure faite quatre
heures apres refroidissement est reportée sur la figure 3.6.b. Hormis une légere diminution de
I’amplitude et un décalage temporel dii & une diminution de la célérité (variation de
température), le déplacement auto-démodulé n’a pas changé de forme apres la solidification.
Ceci atteste du comportement du gel analogue a celui des liquides vis a vis des ondes de
compression. Par ailleurs, on ne remarque pas ici d’effet de la force de radiation induit par
I’atténuation créant un déplacement de basse fréquence induit par la force de radiation
ultrasonore tel que celui mesuré par Callé et al a I’aide d’un interférometre optiquem. En
effet, la durée du train d’ondes de fréquence centrale 1MHz utilisée dans cette référence pour
générer une onde de cisaillement dans un gel est de 300 us (soit 300 cycles), alors qu’elle est
de 4 us (soit 40 cycles) dans I’expérience réalisée ici. Comme nous I’avons vu pour le
streaming acoustique, I’amplitude de ’onde de cisaillement augmente avec la durée du train

c . . 114
d’ondes lorsque la fréquence du train d’ondes est fixée .

XXXV transducteur utilisé est plan, de diametre 10 mm. Le train d’ondes émis a une fréquence centrale
fo = 10 MHz.
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Afin de nous rapprocher des conditions expérimentales des applications médicales de la force
de radiation, nous avons ensuite réalisé une mesure optique du déplacement engendré par une
barrette échographique de 128 éléments et de fréquence centrale fy =4 ,3 MHz, a la surface
d’un gel constitué de 5 % de gélatine et de 3 % d’Agar (cf. figure 3.7). Le role de I’ Agar est
de mimer les propriétés diffusantes des tissus biologiques, qui rendent possible I’imagerie de

la propagation des ondes de cisaillement'®®.

miroir 1 . )
/ ............................ interféromatre p| Démodulation
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—>
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Figure 3.7: Dispositif expérimental de mesure du déplacement a la surface d’un gel

Un train d’ondes de fréquence centrale fy =4,3 MHz et de durée ® =40 us est émis par la
barrette échographique. La loi de retard appliquée aux 128 éléments piézo-électriques de la
barrette est telle qu’elle focalise a la surface du gel (d’épaisseur 4 cm). Une feuille de Mylar
optiquement réfléchissante, est déposée a la surface du gel et ses déplacements sont mesurés a
I’aide de I’interférometre optique (cf. chapitre 2). Compte-tenu des déplacements de trés basse

fréquence attendus, une démodulation numérique est utilisée™ V!

. La composante de basse
fréquence est isolée a I’aide d’un filtrage (numérique) passe-bas de fréquence de coupure 1
MHz. Le déplacement total U et sa composante de basse-fréquence Ugp sont représentés sur la
figure 3.8. Une composante de tres basse fréquence, dont 1’extension temporelle dépasse celle
de la fenétre numérisée (imposée par la fréquence d’échantillonnage), est présente. Sur cette
fenétre d’observation son amplitude atteint 300 nm, soit presque 6 fois celle du déplacement
associé au train d’ondes (environ 50 nm). Le déplacement filtré est représenté sur la figure
3.8.b. Le déplacement auto-démodulé, déja observé dans le cas d’un train d’ondes focalisé
dans I’eau (cf. figure 2.32) est superposé a la composante de tres basse fréquence créée par

I’atténuation du train d’ondes. Son amplitude est bien inférieure a celle de la composante de

tres basse fréquence.

XXXVIU Rappel @ 1électronique de démodulation analogique contient un filtre passe-bande a 70 + 10kHz,
nécessaire a la reconstitution de la porteuse non modulée.
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Figure 3.8 : Déplacement total U (a) et sa composante de basse fréquence Ugr (b) mesurés a la surface d’un gel
d’Agar-gélatine. Le train d’ondes de fréquence centrale f = 4,3 MHz et de durée ® = 40 us est focalisé par la
barrette a la surface du gel.

Ce résultat suggere que si la composante auto-démodulée du train d’onde participe au
mécanisme de génération d’une impulsion de cisaillement, elle n’est pas prépondérante.

Nous avons réalisé une expérience pour tester cette hypothése. Nous avons vu au chapitre
deux qu’au foyer d’un transducteur focalisé, le déplacement auto-démodulé tend vers la
dérivée temporelle (I’amplitude restant finie) de 1’enveloppe du train d’ondes. Ainsi, en
émettant un train d’ondes dont 1’amplitude varie linéairement avec le temps, le déplacement
auto-démodulé au foyer du transducteur n’est plus symétrique. En utilisant le méme
transducteur focalisé qu’au chapitre deux (fp =10 MHz, diametre 10 mm, distance focale
70 mm), nous avons vérifié cette hypothése en effectuant une mesure dans l’eau. Les
déplacements observés sont représentés sur la figure 3.9 dans le cas d’une rampe montante.
Le déplacement auto-démodulé possede, aux transitoires pres, I'allure de la dérivée
temporelle de I’enveloppe. Si le déplacement auto-démodulé participe a la génération de
I’onde de cisaillement dans un gel, ’amplitude du déplacement de cette derniere doit étre
moindre en utilisant un train d’ondes avec une enveloppe sous forme de rampe montante
qu'avec une enveloppe en forme de rampe descendante. Dans le premier cas, 1’auto-
démodulation provoque un déplacement des tissus dans le sens opposé a celui de la poussée
induit par I’atténuation. Dans le second cas le déplacement auto-démodulé est de méme signe

que celui induit par la poussée.
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Figure 3.9 : Déplacement total U et sa composante auto-démodulée Upr mesurés dans 1’eau au foyer d’un
transducteur focalisé (fy =10 MHz, @ =10mm, distance focale 70 mm).

Nous avons réalisé I’expérience suivante : un train d’ondes de durée ® =500 ps est focalisé
dans un gel d’ Agar-gélatine avec un dispositif expérimental identique a celui décrit plus haut
(cf. figure 3.7). L’onde de cisaillement est détectée a 1’aide de 1’échographe ultrarapide déja
décrit. Sa vitesse particulaire est représentée sur la figure 3.10 en fonction de la distance (et
non du temps). Il s’agit d’un signal bipolaire dont la fréquence centrale est proche de 50 Hz.
Son amplitude est assez faible (environ 5 mm/s). La méme expérience est alors reconduite
tout d’abord avec un train d’ondes dont I’amplitude croit linéairement avec le temps (cf.
figure 3.11.a en rouge), puis avec un train d’ondes dont I’amplitude décroit (cf. figure 3.11. en
noir). Les vitesses particulaires des ondes de cisaillement obtenues sont comparées sur la
figure 3.11.b. Leur amplitude est plus faible que dans le cas d’une enveloppe rectangulaire de
méme durée, car la valeur moyenne de 1’énergie de I’onde incidente est plus faible. Sur la
figure 3.11.b, on constate que la forme des deux signaux est assez semblable, ce qui confirme
le role prépondérant du transfert de quantité de mouvement induit par 1’atténuation dans le
mécanisme de génération de I’onde de cisaillement. Ceci est en accord avec le fait que lorsque
la durée du train d’ondes est diminuée, I’amplitude de la composante auto-démodulée ne
change pas, ’onde de cisaillement est d’amplitude trop faible pour étre détectée. Il semble
néanmoins que la contribution de ’auto démodulation n’est pas tout a fait négligeable. Dans
le cas d’une rampe descendante (en noir), la contribution de la composante auto-démodulée

du déplacement au point focal est de méme signe (positif) que le transfert de quantité de
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mouvement. A I’inverse, pour une enveloppe de type rampe montante la contribution est de

signe opposé.
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Figure 3.10 : Vitesse particulaire associée a 1’onde de cisaillement générée dans un gel par un train d’onde dont
I’enveloppe est de forme rectangulaire. Module du spectre associé.

Cette tendance est observée sur les résultats présentés, mais le rapport signal sur bruit est trop
faible pour la confirmer. Il est d’ailleurs possible que ces deux trains d’ondes conduisent a des
transferts de quantité de mouvements qui ne soient pas identiques.

Par ailleurs, on observe aussi un retard de I’onde de cisaillement dans le cas d’une rampe
montante. Compte-tenu de la vitesse de propagation des ondes de cisaillement dans ce gel
(2 m/s), il est de I’ordre de 150 ps. Dans le cas d’une rampe montante, 1’onde de cisaillement
est principalement générée a la fin du train d’ondes, lorsque 1I’amplitude est maximale.

La composante auto-démodulée n’est donc pas prépondérante dans le processus de génération
de I'onde de cisaillement. Sa contribution éventuelle est difficile a2 mettre en évidence
expérimentalement compte-tenu du faible rapport signal sur bruit. Une étude numérique

utilisant les fonctions de Green visco-élastiques est en cours.
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Figure 3.11 : (a) Signal d’excitation de la barrette échographique. En rouge, cas d’un train d’ondes dont
I’enveloppe a la forme d’une rampe montante. En noir : cas d’une rampe descendante. (b) Vitesse particulaire de
I’onde de cisaillement résultante a un instant donné, en fonction de la distance x. En rouge : 1’onde de
cisaillement induite par un train d’onde dont I’enveloppe a la forme d’une rampe montante. En noir : cas d’une
rampe descendante.

3.3. Propagation non linéaire des ondes de cisaillement
dans les milieux mous quasi-incompressibles

Pour rendre compte des effets non linéaires affectant la propagation d‘une onde de
compression dans un fluide ou d’une onde longitudinale dans un solide, un développement a
I’ordre deux des équations constitutives est suffisant. En considérant la densité d’énergie, ce
développement est alors fait au 3%™ ordre. Il en va autrement pour les ondes transversales. En
effet, les termes non linéaires quadratiques mis en jeu dans la propagation d’une onde
transversale plane dans un solide isotrope s’annulent. Ainsi, pour rendre compte de la non
linéarité de ces ondes, il est nécessaire de développer 1’énergie potentielle élastique jusqu’au
4¥™ ordre. Les termes associés 2 la propagation non linéaire d’une onde de cisaillement plane

sont donc cubiques, soit de I’ordre du cube du nombre de Mach €, =v/V,. Dans les solides

classiques (tels que les métaux), la vitesse de propagation des ondes transversales est
différente de celle des ondes longitudinales, mais elle reste néanmoins du méme ordre de
grandeur. De plus la génération d’une onde plane transversale de grande amplitude est
délicate dans ces matériaux. Pour ces raisons, le nombre de Mach associé €, est toujours tres
faible et la mise en évidence expérimentale des phénomenes non linéaires propres aux ondes

transverses est difficile.
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En revanche, dans les solides mous, la faible valeur de la vitesse de propagation des ondes de
cisaillement V, permet d’obtenir un nombres de Mach associé tres élevé (proche de I’unité).

Ces milieux sont donc favorables a 1’observation de phénomenes propres a la non linéarité de
cisaillement, et le coefficient de non linéarité associé peut étre estimé. L’étude expérimentale
de la non linéarité de cisaillement a été initiée au laboratoire par Stefan Catheline et Jean-Luc
Gennisson, a I’aide du dispositif expérimental qui sera décrit au paragraphe 3.5.2.

Par ailleurs, compte-tenu de la grande différence entre les modules de Lamé 4 et g, il est
possible, du point de vue des ondes de cisaillement, de considérer le solide mou comme
incompressible. Sous cette hypothese, Hamilton, II’inski et Zabolotskaya ont montré en 2004
que I’énergie de déformation (associée a I'onde de cisaillement seule) s’en trouve
simplifiéem. Le coefficient de non linéarité de cisaillement est alors une combinaison linéaire
de seulement trois constantes élastiques du second, troisieme et quatricme ordre :
pr=pr(u, A, D). Nous avons tiré profit de ce modele récent afin de caractériser jusqu’au
quatrieme ordre 1’élasticité de cisaillement des solides mous. Deux expériences successives,
réalisées sur le méme solide mou, permettent d’estimer les valeurs des coefficients u, A et D.
Nous en présentons ici les résultats. La premiere expérience, basée sur la mesure des
variations de la vitesse de phase des ondes induites par une contrainte uniaxiale, et connue
sous le nom d’acoustoélasiticté, permet la mesure des constantes u et A. La seconde, basée sur
la propagation d’une onde plane de cisaillement de grande amplitude, permet d’estimer le
coefficient de non linéarité fr via la mesure de 1’amplitude de la troisieme harmonique. La
combinaison de ces deux mesures donne alors une estimation de la constante élastique du 4ome

ordre D du solide mou.

3.3.1. Approche théorique

3.3.1.1. Tenseur des déformations
Nous cherchons a écrire 1’équation de propagation des ondes élastiques dans un solide

mou, supposé isotrope. L’énergie élastique d’un solide soumis a une déformation s’exprime

en fonction de I’entropie et du tenseur des déformations, qui a pour composantes :

_ L[ Ou  Ou; , Ouy Ouy

" 2| da, 9a, da, da, -13)
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Ce tenseur décrit 1’état déformé du solide dans les coordonnées de Lagrange (a, t). Le terme

non linéaire du membre de droite de I’équation (3.13) est usuellement appelé « non linéarité

géométrique ».

3.3.1.2. Densité d’énergie potentielle élastique

Considérons une onde se propageant sans perte dans un solide isotrope. Le déplacement U de

la particule solide, qui est initialement localisée en a, est décrit a 1’aide de la relation

fondamentale de la dynamique :

9°U, dP,
Po o7 Zg, (3.14)
k
ou Py est le tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff, défini par122 :
oF,
P, = as ). (3.15)
ik

E, (S) est I’énergie potentielle élastique du solide. Comme pour les fluides, la loi de

comportement est ensuite développée en fonction du tenseur des déformations, en supposant
que celles-ci sont faibles. Un développement jusqu'a I’ordre trois est suffisant pour rendre
compte des phénoménes non linéaires quadratiques affectant la propagation des ondes
longitudinales. Pour les ondes de cisaillement, il est par contre nécessaire de poursuivre le
développement un ordre plus loin, pour rendre compte de la non linéarité cubique.
Commencons par un développement jusqu’a I’ordre trois de la densité d’énergie potentielle
élastique d’un solide. Dans le cas général d’un solide anisotrope, on est contraint de
développer telle quelle la densité d’énergie en fonction du tenseur des déformations. Dans le
cas particulier d’un solide isotrope, dans lequel les propriétés €lastiques sont les mémes dans
toutes les directions, I’énergie ne dépend que des invariants du tenseur des déformations'*..
Un développement de I’énergie en fonction des invariants principaux utilise le formalisme des
constantes élastiques. L’utilisation d’autres invariants (comme les « invariants de Landau »)
fait alors apparaitre un autre jeu de constantes'>>. Par la suite, nous introduirons le
développement proposé par Landau, puis celui proposé plus récemment par Hamilton ez al.

L’équation caractéristique du tenseur des déformations s’écrit :

detls — AT)=—A + 1,A* + T A+ 111, =0, (3.16)
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ou Is, Ils et Ills sont les invariants principaux (respectivement d’ordres 1, 2 et 3) du tenseur

des déformations S , définis par :

I, = Tr(§), 3.17)
I, = %{T{?zj _rlsf } : (3.18)
111, = derls ). (3.19)

Le développement de la densité d’énergie potentielle élastique en fonction de ces invariants
s’écrit au troisigme ordre'*” :

=4
E, = %cnzj +2C, 01 + Cgl I} +2C, I Il +4C, I + 0[5 j (3.20)

ou les constantes élastiques du deuxieme et du troisiéme ordre sont notées en utilisant la
convention de Voigt.

Les deux premiers termes sont du second ordre et modélisent respectivement la propagation
linéaire des ondes longitudinales et transversales. Le troisieme terme intervient dans la
propagation non linéaire d’une onde longitudinale. Le quatrieme est un terme de couplage
quadratique entre deux ondes longitudinales et une onde transversale. Le dernier terme
n’intervient pas dans la propagation non linéaire quadratique d’ondes planes.

On peut aussi exprimer les constantes élastiques en fonction des modules A, B, C, introduits

125
par Landau ~:

E, :%(x+2u)1§ +oull +Lf+c)1; +(§+le5115 + Al +O(S j (3.21)

Landau exprime la densité d’énergie élastique en fonction d’autres invariants, I, I; et I3, dont

les expressions sont :

1, =1rs)=5, = 1,. (3.22)
=2
I, = Tr(S j =8,S, =2l,+I;, (3.23)
=3
I, = Tr(S j =8,8,S, =31, +31 I, +1. (3.24)

La densité d’énergie potentielle se met alors sous la forme :

EP=%112+M12+§13+31112++%113+0(S j (3.25)

Ce que I’on peut retrouver a I’aide de 1’équation (3.21).
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Pour des ondes planes, I’équation de propagation dans un solide isotrope tirée de ces
développements au troisieme ordre est quadratique si I’onde est longitudinale, mais linéaire si
elle est transversale. En effet, 1’onde est transversale n’induit pas de mouvement de
convection. Par ailleurs les transformations mises en jeu lors de sa propagation se font sans
changement de volume.

Ainsi, pour rendre compte des effets non linéaires affectant la propagation des ondes

transversales planes, il est nécessaire de développer la densité d’énergie au quatrieme ordre.

En 1986, Zabolotskaya a tout d’abord développé la densité d’énergie potentielle élastique
jusqu’a I’ordre quatre par rapport au tenseur des déformations. En utilisant les invariants de
Landau, elle obtient!?*!?"

E,= %15 +W, +BI, 1, + %13 +%113 +EI I, +FI}1,+GI; +HI' + 0(?5} (3.26)
ol E, F, G, et H sont des constantes élastiques du 4™ ordre.

Ce développement peut étre exprimé a I’aide des invariants principaux :
E,= G + ujlﬁ +2ul +(A+2B) Il + (? +B+ %jlg +Alll

+(E+2F +4G)I I +3EI I (3.27)

=5

+4GI§+(E+F+G+H)I;‘+0(S j

En écrivant la densit¢ d’énergie potentielle élastique d’un fluide parfait en fonction des
invariants principaux, puis en identifiant les coefficients obtenus a ceux de 1’équation ci-
dessus, Hamilton et al montrent que les coefficient u et A n’interviennent pas dans la densité
d’énergie d’un fluide parfaitm. Ainsi les termes pondérés par ces deux coefficients dans
I’énergie d’un solide peuvent E&tre identifiés comme caractéristique de I’énergie de

cisaillement.

3.3.3. Milieu quasi-incompressible

En toute rigueur, I’hypotheése d’incompressibilité revient a supposer que le coefficient de
compressibilité adiabatique est nul (y =0). Ceci se traduit par un module d’élasticité infini.

Les solides mous peuvent étre considérés comme quasi-incompressible en raison de la grande
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différence entre le module d’élasticité de compression K = A+ 2u et le module d’élasticité de
cisaillement . Pour le coefficient de Poisson, I’hypothese de quasi-incompressibilité se

traduit par :

A

V= m =0,5 (3.28)

Cette hypothese est bien vérifiée pour les solides mous tels que les tissus biologiques, ou les
gels d’Agar-Gélatine (AG) utilisés pour simuler leurs propriétés mécaniques. En effet, pour
les concentrations en gélatine utilisées pour créer ces fantomes des tissus biologiques (= 10 %
en volume de gélatine), la vitesse de propagation des ondes de compression et de cisaillement
sont respectivement de 1’ordre de 1500 m/s et de quelques m/s.

Récemment, le coefficient de Poisson dans des gels de PVA (Poly-Vinhil Alcohol)**¥™! 4

Loz 128 . . . .
été mesuré ~. Pour I’ensemble des gels testés, les coefficients de Poisson obtenus restent

égaux a v =0,49910,002.

En 2004, Hamilton, Ilinskii et Zabolotskaya ont proposé un nouveau développement de la

densité d’énergie potentielle (3.26)''

. Cette expression permet, pour un solide isotrope, de
séparer les contributions dues au cisaillement de celles associées a la compression. En faisant
ensuite I’approximation de milieu incompressible, ils obtiennent une expression de 1’énergie
mettant en jeu un nombre réduit de constantes. Plutot que de développer Ep en fonction des
invariants de Landau (I, I; et I3), ils utilisent />, I3 et le troisieme invariant principal /I du
tenseur des dilatations, dont les composantes Gix s’écrivent :

_ 0x,, 0x,,

ik — ’
da, da,

(3.29)

avec x; =a; +U,, composante selon I’axe j de la position de la particule solide dans I’état

déformé.
Introduire ce nouvel invariant d’ordre 3 est astucieux pour obtenir la densité d’énergie d’un
solide incompressible, ne faisant intervenir que les déformations liées au cisaillement (sans

. g . 129
variation de volume). En effet, comme il s’écrit "~: :

111, = detlG )= (pijz , (3.30)

I’hypothese d’incompressibilité le rend égal a 1.

XXXV S . TP . . .
Ces gels sont eux aussi utilisés pour simuler les propriétés mécaniques des tissus biologiques. Par rapport

aux gels a base de gélatine, ils présentent I’avantage de pouvoir étre conservés tres longtemps, dans 1’eau, a
température ambiante. Il sont obtenus par congélation d’une solution en phase liquide.
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Il faut le substituer a /; dans le développement de la densité d’énergie Ep (3.26) . En fonction
des invariants principaux, son expression est la suivante'*'* :
i, =1+21, —411; + 81 . (3.31)

En remplacant les invariants principaux en fonction de ceux de Landau, /1l s’écrit :

oI, =1+21, +21} -2I, +%13 —-4I,1, +§13. (3.32)

En introduisant alors I’hypothése d’incompressibilité III, =1, on peut exprimer /; en

fonction de ses puissances et des autres invariants :
I, =-1}+1, —%15 +21,1, —%13. (3.33)

En remplacant maintenant /; dans le membre de droite I’expression (3.32) et en éliminant les
termes d’ordre supérieur a la puissance quatrieme du tenseur des déformations, on obtient
finalement :

4
I, =1, —313 +1;. (3.34)

Cette expression est ensuite reportée dans le développement de la densité d’énergie Ep :

EP(p:p0)=K1+K212+K313+K4122’ (3.35)
A A
avec K, =0, K, =Uu.,K, :E et K, :5+B+G.

Les termes non nuls décrivent la non linéarité de la propagation des ondes de cisaillement
dans les milieux isotropes incompressibles.

Hamilton et al mettent cette expression sous la forme'*' :
A 2
E, :u12+313+D12, (3.36)

ou D est une constante élastique du quatrieme ordre qui n’apparait que sous 1’hypothese
d’incompressibilité. Elle est une combinaison linéaire de constantes élastiques du second,
troisieme et quatrieme ordres qui sont mises en jeu dans la description de la propagation d’une
onde longitudinale :

D:%+B+G. (3.37)

Cette approche permet de caractériser 1’élasticité de cisaillement d’un solide incompressible

au 4°m° ordre, a I’aide de seulement trois constantes : u, A, et D.
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3.3.4. Equation de Burgers modifiée.
Afin de mettre en évidence les conséquences de la non linéarité cubique sur la propagation
non linéaire d’une onde plane de cisaillement, nous reprenons ici les résultats parus dans
I’article de Zabolotskaya et al paru en 2004"°.
Considérons la propagation d’une onde plane de cisaillement dans un milieu incompressible

absorbant. Nous supposons que la seule composante non nulle du champ de déplacement est :
Ulat)=0,(a,.0)e. . (3.38)

La relation fondamentale de la dynamique s’écrit alors :

9°U, _ A, N ot

, 3.39
Poor T o0, " oa, (3-39)
ou Pz est la composante du tenseur de Piola-Kirchoff définie par :
oE
Py=—r— . 3.40
= 30U, /9a,) (3-40)
T,, est la composante du tenseur des efforts visqueux :
as d (U
T,=2N—==n—| —|. 3.41
L ”at(an G40

En introduisant le développement (3.36) de [I’énergie adaptée au cas d’un solide

incompressible, il vient :

U, 9| au, ( A jaU oa(ou
—Ll=—|u—+|u+=+D | —L| +n=—| =—L|. 42
Po5r T, [” oa, "2 ) 90, ) T 0a, (3-42)
L’équation de propagation s’écrit finalement :
U, ., au, Y| m afou
=V, LI1+2 Ll [+—=—|—|, 3.43
o " 9a [ BT{B%J P, 9t { da;’ G4

ou V, =,/u/p, estla vitesse de propagation des ondes de cisaillement en régime linéaire. Le
coefficient B, = Zi (W+ A/2+ D) qui pondere le terme non linéaire de 1'équation est appelé
)

coefficient de non linéarité de cisaillement.
Afin d’obtenir ’équation de Burgers modifiée pour les ondes de cisaillement planes, nous
procédons comme au premier chapitre (cf. 1.1.2.1). Nous limitons le domaine de propagation

vers la direction des z croissants (on pose z =a, ).
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L’introduction du temps retardé 7 et d’une coordonnée lente (décrivant les variations du

130

déplacement dans le référentiel du temps retardé ™), z, = STZZ , permet de négliger les termes

non linéaires pondérés par une puissance du nombre de Mach &7 supérieure a 3 :

2 2 2 3
oY, _B, 9 Zl(a“j 49U (3.44)
dzot V) dt® \ ot 2p,V; ot

. o . . . S oU
L’équation de Burgers modifiée est obtenue en introduisant la vitesse particulaire v =—2" :

ot

2
S—Z:‘E—;vz%-i-ﬁ%. (3.45)
Cette équation ressemble a 1’équation de Burgers des ondes longitudinales (1.23), a la
différence pres que le terme non linéaire est ici de 1’ordre du cube de la vitesse particulaire.
La solution implicite de I’équation de Burgers modifiée sans dissipation (1 = 0), analogue de
la solution de Poisson (1.27), est de la forme :
W(z.7)= flx+B, 20> /V}). (3.46)
Cette solution est valable jusqu’a la distance de choc, dont la définition dans le cas d’une onde
de cisaillement est :
1
b ke

(3.47)

Elle fait intervenir le carré du nombre de Mach élastique e7 associé a I’onde de cisaillement.
L’action de la non linéarité s’interprete au premier abord de la méme facon que pour les ondes
longitudinales. La vitesse de propagation n’est plus constante, elle est fonction de la vitesse

particulaire. Son expression est :

2
Vo(v)=V, (1+ B‘;Z J (3.48)

T
Cependant, a la différence des ondes longitudinales (équation 1.25), en raison de la
dépendance quadratique de la vitesse de propagation vis a vis de la vitesse particulaire, les
minima de vitesse particulaire se propagent aussi rapidement que les maxima. La forme de
I’onde se distord au cours de la propagation de fagon symétrique par rapport a ’axe v =0.
L’onde de choc n’est donc plus celle observée dans le cas des ondes longitudinales : elle n’a
plus une forme en « N ». La solution (3.46), dans le cas particulier d’une onde sinusoidale de
fréquence fo = 100 Hz, est représentée sur la figure 3.12. Le module du spectre montre que

seules les harmoniques impaires (3 fo, S fo...) sont créées.
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Figure 3.12 : Illustration de la distorsion de la forme d’une onde transversale plane et sinusoidale induite par la
propagation non linéaire : (a) Vitesse particulaire en fonction du temps. (b) Module du spectre correspondant.

L’évolution en fonction de la distance de propagation des trois premicres composantes,

déduites par filtrage de la solution implicite sans dissipation, est représentée sur la figure 3.13.

Nous observons bien la génération en cascade des harmoniques impaires.
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Figure 3.13 : Evolution en fonction de la distance de 1’amplitude des composantes a la fréquence fondamentale
(en bleu), a la troisieme harmonique (en rouge) et a la cinquieme harmonique (en noir).

Au cours de la theése de Jean-Luc Gennissonm, le coefficient de non linéarité fr a été mesuré

dans un gel a I’aide d’'une méthode basée sur la comparaison des résultats expérimentaux

142



Chapitre 3 : Force de radiation dans les milieux absorbants : application a I’étude de la non linéarité de
cisaillement dans les solides mous

(dont le dispositif expérimental est décrit lors de la partie 3.5) de la formation d’une onde de
choc avec les résultats d’une simulation numérique de 1’équation de Burgers modifiée (3.45).
Une valeur du coefficient a été déduite sans faire 1’hypothese d’incompressibilité132. Plus
récemment, X. Jacob et al ont étudié expérimentalement I’interaction d’ondes de cisaillement
de fréquence f; et f>. Ils ont mis en évidence expérimentalement qu’elle se traduit par la

génération d’ondes aux fréquences 2fi£f, et fi+ 2f2133_

3.4. Mesure du coefficient de Landau A par
acoustoélasticité

L’acoustoélasticité repose sur la variation de la vitesse de propagation d’une onde de
faible amplitude lorsqu’un solide est soumis a une contrainte uni-axiale ou hydrostatique. La
théorie a été introduite par Hughes et Kelly en 1953 La méthode la plus couramment
utilisée pour la mesure des constantes élastiques du troisieme ordre dans un solide est basée
sur ce principel35’136’ 7. 138139 Elle a été appliquée avec succes a la mesure des constantes
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élastiques du troisieme d’ordre de matériaux poreux140 ou de roches . Cette méthode permet

aussi, dans le cas ou les constantes élastiques sont connues, d’estimer les contraintes
résiduelles dans le matériau'**.

Dans les gels, elle a d’ores et déja été utilisée par Stefan Catheline et Jean-Luc Gennisson
pour mesurer les modules élastiques de Landau (A et B) d’un gel d’Agar-gélatinem. Les
ondes de cisaillements étaient alors générées a I’aide du palpeur acoustique 1D, qui ne permet
pas de s’affranchir des phénomenes de diffraction. De plus I"hypothese d’incompressibilité
n’était alors pas formulée. Or sans cette hypothese, 1’élasticité non linéaire des ondes
transverses fait intervenir des modules €lastiques relatifs aux ondes de compression, 4, B et C,
de ’ordre du GPa, bien plus élevé que I’ordre de grandeur des modules relatifs aux ondes de
cisaillement A et u (kPa). Il faut donc mesurer 4, B et C avec une trés bonne précision afin
d’extraire le module de Landau A avec une incertitude raisonnable. Cette expérience est ici
revisitée en mettant a profit cette hypotheése d’incompressibilité. Nous montrons que dans ce
cas les variations des vitesses de phase des ondes de cisaillement sous I’action d’une
contrainte uni-axiale ne sont fonction que du module de Landau A. La mesure de ces
variations selon trois configurations permet alors une estimation plus fiable de A. Par ailleurs,
les ondes de cisaillement sont ici engendrées a I’aide de la force de radiation. Cette méthode
de génération permet de réduire les artefacts dus a la diffraction, puisque 1’onde de

cisaillement est plane dans le plan d’imagerie.
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Nous considérons ici que les ondes planes de cisaillement se propagent dans un solide mou
isotrope. Nous utilisons donc I’expression (3.36) de la densité d’énergie pour un milieu

incompressible.

3.4.1. Acoustoélasticité dans les milieux isotropes incompressibles

La théorie de 1’acoustoélasticité considere la propagation d’ondes de faibles amplitudes, dans
un milieu ou la non linéarité ne s’exprime que par I’effet de la contrainte appliquée sur le
milieu. Il est donc d’usage de négliger les termes d’ordre supérieur a trois dans I’expression
de la densité d’énergie Ep de I’onde seule. Cette approximation est aussi faite dans le cas
XXXIX

d’une onde de cisaillement : sa propagation est supposée linéaire

En fonction du gradient des déplacement, les invariants de Landau s’écrivent :

I,

) 1(31}, aUkj2+aUk oU, U, (349)

= — + s
4\ da,  oa, da, da, da,

_39U, 9U,9U, 13U, 3U, 3V,
> 4 9a, da, da, 4 da, da, Oa,

(3.50)

La densité d’énergie (3.36), limitée au troisieme ordre, s’écrit alors :

2
_ﬁ(an .\ aUkj J{ AjaUk oU, 9U, , AdU, aU, dU, 3.51)

"y E aa, 12) da;, da, da, Zaak da, da,

En reportant dans 1’expression (3.15) du tenseur de Piola-Kirchoff, le tenseur des contraintes

devient :

U, U, AU, dU, dU, U, dU,du,) AdU, au,
P =u —* 4+ + + + (3.52)

_+ J— J— .
da, da, 4 \ da, da, da, da, da, da, ) 4 da, Ja,

1

ce qui conduit a I’équation du mouvement de la particule solide suivante :

XXXIX L amplitude de la vitesse particulaire de I’onde de cisaillement générée par la force de radiation est de

I’ordre de 5 mm/s. En supposant que Vr=2,5 m/s, et que le coefficient de non linéarité Sy de I’ordre de 5, la
distance de choc est alors de 1’ordre de la centaine de metres. Compte-tenu de la forte atténuation des ondes de
cisaillement dans les solides mous (o~ 10 Np/m), I’hypothése de linéarité de la propagation semble raisonnable.
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Po or*  da,

( Aj 0°U, oU, U, d°U, 9°U, oU, 9°U,dU, 93U, 3°U, | (3.53)
+| UL+— + + + +2
4 \ 9a,0a, da, da, da,’ da,da, da, da,’ Oa da, da,da,

A[ U, 3U, U, U, J

0°U, P, ’U, d°U,
1 1 21
da,” 9a,0a,

+Z da,0a, da, da, da,oa,

Comme une contrainte uni-axiale est appliquée au solide, deux déplacements sont mis en jeu :

—S
le déplacement statique U provoqué par I’application de la contrainte et le déplacement

—D
dynamique U associé a la propagation de 1’onde. Le déplacement total de la particule est

donc la somme du déplacement statique et du déplacement dynamique :

—T0T —D —S

U =U +U . (3.54)
Nous supposons que la propagation de I’onde est linéaire, aussi les termes faisant intervenir le
produit de dérivées spatiales du déplacement dynamique sont négligés. Par ailleurs, la
déformation statique est supposée uniforme (la dérivée spatiale seconde du déplacement

statique est donc nulle). Ces hypotheses conduisent a I’équation d’onde suivante:

U (azUiD N azUij

P o "M 90 daa,
A\ o*u,” ou’ U o’U,” o°u,” ou’ o°U,”ou} _oU,’ o°U"

+lu+ + —+ + 5 +2 . (3.55)
4 \ da,0a, oa, da;, oa, da,0a, da, da,~ Oa, da, da,da,

é(azUkD U’ U’ azU,DJ
4\ da,0da, da, da, da,da,

Soit une onde plane se propageant selon 1’axe a, dont le mouvement est restreint a 1’axe a;
(figure 3.14.a). Le déplacement induit par 1’onde est alors noté U;”(ay, £). Ainsi I’indice 1
indique la direction de la polarisation de 1’onde de cisaillement, qui coincide avec la direction
vers laquelle le train d’ondes, source de la force de radiation, se propage. Le second indice
correspond a la direction de propagation de 1’onde de cisaillement, qui est donc la direction
parallele a la largeur de la barrette échographique. Si nous supposons que la contrainte uni-

axiale est orientée selon 1’axe a;, il vient :

2 D 2 D 2 D S S
9%, 9°U, (2u+éja U, (BUI LU, j (356)

= +
P T e 2) 0a,” | 0a, = oa,
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Figure 3.14 : Schéma représentant les trois configurations utilisées pour la génération (grace a la force de
radiation) et I’imagerie (grace au dispositif ultra-rapide) de la propagation des ondes de cisaillement dans un gel
auquel une contrainte uni-axiale (0y,) est appliquée. Du fait de la symétrie cylindrique de 1’échantillon, les
couples d’indices sont : [12] (ou [32] ), [21] (ou [23]) et [13] (ou [31]), pour les configurations a), b), c)
respectivement.

Le dispositif d’imagerie fournit le mouvement de la particule par rapport a son état

statiquement déformé. Il faut donc changer de systéme de coordonnées, en passant du repere

lié la position initiale avant 1’application de la contrainte & celui 1ié a la position dans 1’état

déformé. Nous supposons que la contrainte est répartie sur une surface grande devant les
144

dimensions de 1’échantillon solide, ce qui permet de la supposer uniforme ™.

Du fait de I’application de la contrainte, la particule initialement en a se trouve déplacée vers

—S
une nouvelle position d’équilibre : X =a+U . La position de la particule au cours du

—D
passage de I’'onde estalors : y =x+U

En introduisant ce changement de variable, et en négligeant les termes d’ordre supérieur a
deux (c’est-a-dire les termes d’ordre trois dans I’expression de la densité d’énergie), il vient :
ou’ 9’u’ oU; ’Ul _o’U!

L= | 14+2—% |et ko= ko,
ox, da,0a,  0x,0x,

2 2
da, ox,

(3.57)

Si ’on choisit une onde plane polarisée selon I’axe 1 et se propageant selon la direction a,
I’équation d’onde (3.56) dans le nouveau systeme de coordonnées, de laquelle le déplacement

U (x2, 1) est solution s’écrit alors :

o’v,” _9'U,” W ou,’ +28U2S LA U’ +8U2S

P T o, o ax, | 2| oy | o,

(3.58)
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Enfin, nous utilisons la loi de Hooke afin de faire apparaitre explicitement 1’action de la
contrainte. L hypotheése d’incompressibilité est de nouveau introduite a travers le coefficient
de Poisson v, qui vaut alors 0,5. Les dérivées spatiales du déplacement statique s’expriment

alors par :

oU s __On_ On U/ _ oU; _Vo, z%’ (3.59)
ox, E 3u ox,  odx, E ou

ou E est le module d’Young, qui est égal a 3u dans le cas d’un milieu incompressible
(équation 3.7).

Finalement 1’équation de propagation pour une onde de cisaillement selon 1’axe a; et polarisée
suivant I’axe a; conduit a une célérité Vry, telle que :

. A
povrzlz = H[ﬁ] =U—0Cy,|l+ . (3.60)
12n

Nous voyons donc 'effet de la contrainte. Celle-ci modifie I’élasticité linéaire effective (le
module de cisaillement ) vue par I’onde de cisaillement. En conséquence, cette derniere se
propage avec une célérité différente, qui va dépendre de la contrainte appliquée mais aussi des
valeurs du couple (u, A). Cette célérité varie linéairement avec la contrainte appliquée, du
moins tant qu’elle reste inférieure a la limite d’élasticité du gel.

En procédant de la méme facon pour les autres couples d’indices (polarisation/direction de
propagation) possibles (cf. figure 3.14), on obtient pour les indices [21] ou [23] :

pOVT221 :HEJ;] :u_622%7 (3.61)

et pour le dernier cas (indices [13] ou [31]) :

. A
pOVT213 = Mé’;] =U+0, {1 + a} . (3.62)

Nous avons donc calculé les variations de la vitesse de phase pour trois ondes planes de
cisaillement se propageant dans un milieu incompressible soumis a une contrainte uni-axiale.
Le milieu initialement isotrope devient anisotrope et les modules effectifs yeff de cisaillement
varient linéairement en fonction de I’amplitude de la contrainte. Le signe et I’amplitude de ces
variations ne sont pas les mémes suivant les directions de propagation et de polarisation. A
partir de mesures de célérité pour différentes amplitudes de la contrainte appliquée, nous

allons mesurer le coefficient élastique de Landau A.
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3.4.2. Echantillons

L’analyse de la section 3.4.1 est appliquée a la mesure du coefficient élastique de
Landau A de gels simulant les propriétés élastiques des tissus biologiques. Les mesures sont
effectuées sur huit gels différents dont les caractéristiques sont reportées dans le tableau 3.1. 1l
s’agit de gels de forme cylindrique, de diameétre d et de hauteur 4. Cinq d’entres eux sont faits
d’ Agar-Gélatine (AG) dont la concentration en gélatine est variable et trois sont faits de PVA
dont le traitement thermique (cycle de congélation/décongélation), qui en détermine les
propriétés élastiques, est différent. Un gel de PVA présente un module de cisaillement

d’autant plus élevé que le nombre de cycle congélation/décongélation est important.

Echantillons d’ Agar-Gélatine Pourcentage de gélatine Diametre d, hauteur h
Gel AG 1 5% d=125cmh=15cm
Gel AG 2 7% d=12cm, h=15cm
Gel AG 3 8,5% Idem
Gel AG 4 10% Idem
Gel AG 5 15% d=125cmh=15cm

Nombre de cycles de
Echantillons de PVA. Diametre d, hauteur h
congélation/décongélation

Gel PVA. 1 2 d=12,5cmh=15cm
Gel PVA. 2 4 idem
Gel PVA. 3 5 idem

Tableau 3.1 : Propriétés de échantillons de solides mous.

Les concentrations en gélatine sont de 5%, 7%, 8,5% 10% et 15%. L’Agar, dont la
concentration en volume est fixe (3%) n’est pas fondu. Ainsi il est présent dans le gel sous
forme de petits agrégats, qui jouent le role de diffuseurs, nécessaires a la technique d’imagerie
utilisée. Leur contribution a 1’élasticité du gel n’est donc pas étudiée.

Les gels de PVA sont constitués de 10% de PVA (PolyVinyl Alcohol hydrolyzed) dissous
dans I’eau. La solution est chauffée au bain marie a 80°C. Les diffuseurs sont obtenus par
I’ajout de 3% de Sigmacell. Pour faire varier I’élasticité de ces gels, il suffit de leur faire subir

un nombre différent de cycles de congélation/décongélation145’146.
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3.4.3. Dispositif expérimental
Le dispositif expérimental est représenté sur la figure 3.15. Le gel est posé sur un

support sur lequel est maintenu I'une des barrettes échographiques. Une cuve de plastique,
placée au dessus du gel, est remplie d’un volume d’eau variable en fonction de la contrainte a
appliquer. La valeur maximale de la contrainte est choisie de facon a éviter la rupture de
I’échantillon par écrasement. La cuve de plastique est guidée par un support afin de garantir la
direction de la contrainte selon I’axe vertical. Afin de réduire les effets de friction susceptibles
de limiter 1I’expansion horizontale du gel, du gel couplant « échographique » est appliqué sur

les surfaces du gel en contact avec les supports.

Figure 3.15 : Dispositif expérimental.

La barrette échographique, de fréquence centrale fy = 4,3 MHz, composée de 128 éléments
piézoélectriques séparés de 330 um, est placée selon I'une des trois positions correspondant
au trois équations (3.60, 3.61 et 3.62) (cf. figure 3.14). Le faisceau ultrasonore est donc deux
fois perpendiculaire a I’axe de la contrainte uni-axiale et une fois parallele a celle-ci. Chacun
des éléments de la barrette possede son propre dispositif d’émission/réception. L’amplitude
d’émission est de 80 V créte a créte. L’ensemble permet de réaliser a la fois la poussée des
tissus et I'imagerie de I'onde de cisaillement résultante. Le protocole expérimental de
génération et d’imagerie de ’onde de cisaillement est représenté sur la figure 3.16. Il se
décompose en trois étapes. Le train d’ondes ultrasonore, de fréquence centrale fy = 4,3 MHz et
de durée O =500ps, est tout d’abord focalisé successivement a quatre profondeurs
différentes (z = 40, 45, 50 et 55 mm). Le solide mou est en conséquence poussé localement
dans la direction du faisceau ultrasonore puis reldché. Une onde de cisaillement est créée.

L’intervalle de temps séparant I’émission des quatre trains d’ondes est tel que la vitesse de
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déplacement de la source est supérieure a la vitesse de propagation des ondes de cisaillement
dans le milieu, afin de créer un front d’onde quasi-plan dans le plan de la barrette (« mode
supersonique », cf. 3.2.2.5).

Etape 1: Génération de Etape2 : Imagerie uItrarapideJ Etape 3 : traitement des

'onde de cisaillement (force | des déplacements transverse signaux
de radiation) L 5

e

Beamforming

Images
Ultra-

sonores Y
Corrélations

AAMARL LA A

>

]Wk‘\’UUUUU“UU\’UW """""
~ 100 ps ~0.3ms T=20ms Uy(x,t)
Imagerie en onde plane (cadence
3000 Hz)

Figure 3.16 : Différentes étapes de I’expérience : génération de 1’onde de cisaillement (étape 1), imagerie des
déplacement transverses (étape 2), traitement des signaux (étape 3).

A la fin de cette étape de poussée, 1’échographe bascule en mode d’imagerie ultrarapide, déja
décrit (cf. 3.2.2.1).

Le résultat est une image du déplacement associé a I’onde de cisaillement (figure 3.17).

Time: 0 ms Time: 1.5 ms um

Depth (axis 3 in mm)

Time: 3 ms Time: 4.5 ms

Depth (axis 3 in mm)

-20 0 20 -20 0 20
Width (axis 1 in mm) Width (axis 1 in mm)

Figure 3.17 : Images des déplacements a différents instants apres la poussée provoquée par la force de radiation.
La ligne en pointillés représente 1’axe du faisceau ultrasonore (i.e. la polarisation de I’onde de cisaillement). La
fleche représente la direction de propagation de 1’onde de cisaillement dans le plan de la barrette.
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3.4.4. Probleme inverse
Un algorithme est appliqué afin d’obtenir une cartographie du module de cisaillement

a partir du champ de vitesse. Bien qu’il s’agisse d’une approche simple, il est appelé

« probléme inverse Shtai)

Le milieu est supposé incompressible, linéaire, homogene et purement élastique. Le champ de

vitesse satisfait donc I’équation :

9%,

ES

Supposons que la barrette échographique soit placée dans un plan (x, z), ou z désigne la

Py =t = uAv,. (3.63)

direction du faisceau ultrasonore et x I’axe perpendiculaire.
En pratique, I’algorithme d’intercorrelation ne fournit une estimation que de la composante de
I’onde de cisaillement qui est parallele a 1’axe du faisceau ultrasonore. Seule la composante de
la vitesse selon I’axe z, v,, est donc exploitée.
Comme I'image est faite dans le plan (x, z), nous ne possédons aucune information sur les
variations spatiales du champ de vitesse dans la direction y perpendiculaire a la largeur de la
barrette, aussi appelée direction d’élévation. Il est donc supposé que les variations spatiales du
champ de vitesse sont faibles dans ce plan :
9°v. o’v. 9°v.
o e o

(3.64)

Cette hypothese, assez forte, est une des principales sources d’erreur de cette méthode. Elle
est couramment utilisée dans les méthodes ultrasonores d’élastographie. En raison de la non
contribution du champ réfléchi a la formation de I’image, elle semble a priori mieux vérifiée
en élastographie impulsionnelle que pour les autres méthodes d’élastographie (statique ou
harmonique)lw.

Sous cette hypothese, I’équation de propagation pour la composante suivant ’axe z s’écrit :

azvZ azvZ E)zvz
p() atz =I"L azz + ax2 . (365)

XL 1 a résolution du probleme inverse passe en général par une étape initiale de modélisation du phénomene, dite
«probleme direct », qui décrit comment les parametres du modele se traduisent en effets observables
expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures obtenues sur le phénomene réel, la démarche va consister a
estimer au mieux les parametres qui permettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire
numériquement ou de facon analytique. La résolution mathématique est rendue difficile par le fait que les
problemes inverses sont en général des problemes mal posés, c'est-a-dire que les seules observations
expérimentales ne suffisent pas a déterminer parfaitement tous les parametres du modele. Il est donc nécessaire
d'ajouter des hypotheéses qui permettent de réduire 1'espace des possibles de facon a aboutir & une solution
unique .
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Le module de cisaillement est alors proportionnel, a tout instant, au rapport de la dérivée
seconde de la vitesse et la forme approchée du Laplacien :
9%, (x,2,7)
ot’
a2vZ (x,Z,t)_l_ azvz(x,z,t) . (366)
0z’ ox*

w(x.z)=p, (

Ce traitement n’est valable que dans un milieu libre et il ne prend pas en compte la présence
de sources mécaniques dans le milieu. Aussi nous ne tenons pas compte de la zone de poussée
pour I’estimation du module de cisaillement. A titre d’exemple, une carte de la célérité
obtenue dans un gel de PVA (PVA 1, cf. tableau 3.1 ) est représentée sur la figure 3.18. La
zone ou se produit la poussée est encadrée en trait plein noir. Le domaine sur lequel la valeur

de la vitesse de propagation est moyennée est représenté en pointillés.

profondeur (mm)

largeur (mm)

Figure 3.18 : Carte de la célérité des ondes de cisaillement reconstruite a partir de I’imagerie de la propagation
d’une onde de cisaillement générée par la force de radiation dans le gel de PVA 1.

3.3.5. Résultats

Les variations du module de cisaillement en fonction de la contrainte appliquée sont
rassemblées sur la figure 3.19. Le module de cisaillement effectif de 1’onde polarisée suivant
I’axe 2 et qui se propage suivant ’axe 1, (équation 3.61) est représenté en rouge. Celui de
I’onde polarisée suivant I’axe 1 et qui se propage selon I’axe 2 (équation 3.60) est représenté
en noir. Enfin, celui associé a I’onde polarisée selon I’axe 1 se propageant selon 1’axe 3
(équation 3.62) est représenté en bleu. Les droites sont obtenues par régression linéaire au

sens des moindres carrés.
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Figure 3.19 : Variations du module de cisaillement effectif u.¢ en fonction de la contrainte selon les trois
directions [21], [12] et [13]. Les étoiles (*), les croix (+) et les points marquent les résultats expérimentaux. Les
droites en trait plein sont obtenues par régression linéaire au sens des moindres carrés.

Le module de cisaillement a contrainte nulle est pris comme la valeur moyenne des trois
mesures (cf. tableau 3.2). Les variations du module de cisaillement semblent bien linéaires en
fonction de la contrainte appliquée. On observe une anisotropie induite par 1’application de la
contrainte. Les variations du module effectif de cisaillement dépendent de la direction
considérée ainsi que du matériau. Dans le plan [13], I’application de la contrainte conduit
pour tous les échantillons a une augmentation du module de cisaillement. Dans le plan [12], la
tendance inverse est observée, le module décroit sous 1’action de la contrainte. La variation du
module de cisaillement dans le plan [21] n’a pas le méme signe pour tous les échantillons.
D’apres I’équation 3.61, le sens de variation du module de cisaillement dans ce plan est
directement relié au signe du module de Landau. Ce dernier change donc de signe selon les

échantillons.

Le module de Landau est estimé a partir de la valeur du coefficient directeur p de la droite
obtenue par régression linéaire, et du module de cisaillement u a contrainte nulle, selon les

relations :
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A =06up; —6U, (3.67.a)
A, =—12up,, —12u, (3.67.b)
A, =—12up,,. (3.67.c)

Les valeurs du module de cisaillement p et celles du module de Landau A mesurés selon les
trois axes sont reportées dans le tableau 3.2. La valeur A est calculée en prenant la valeur
moyenne des trois valeurs fournit par les relations (3.67). L’écart type, calculé a partir des
trois valeurs, reste inférieur a 28% sur I’ensemble des échantillons testés, excepté pour le gel

PVA 1.

Module de Module de Landau A (kPa)
Echantillons cisaillement p
(kPa) Ay An Az A

Gel AG 5% 6,6% 0,6 -48,6 35,0 -29.4 37,7498
Gel AG 7% 8,5+0,8 25,6 215 21,0 227425
Gel AG 8,5% 9,9%0,5 5.9 7.1 4.8 59+1.2
Gel AG 10% 16.6+0,1 91,8 109,8 102.8 101,4 +9,0.
Gel AG 15% 19.2+0,1 404,1 466,4 312,8 3044 77,2

Gel PVA 1 41£0.1 154 25.8 112 175+75

Gel PVA 2 8,1+0,1 9,7 10,7 12,6 11,0+ 1.4

Gel PVA 3 20,4% 0,1 56,3 31,8 23 43,60+ 122

Tableau 3.2 : Résultats obtenus pour les différents échantillons testés.

Pour tous les échantillons, le module de Landau est de 1’ordre du kPa. Ceci est en accord avec
les résultats obtenus précédemmentm. L’ordre de grandeur des constantes élastiques du

s . . - Aok 148,149
troisieme ordre dans les solides classiques est considérablement plus élevé (GPa) .

Lorsque le gel devient plus dur, soit par augmentation de la concentration en gélatine dans le
cas de I’ Agar-Gélatine, soit par un plus grand nombre de cycles congélation/décongélation
dans le cas du PVA, les deux modules de cisaillement (1, A) tendent a croitre. Ainsi, la valeur
de A, qui pour un gel « mou » est négative, change de signe lorsque le gel « durcit ». Ceci a
pour conséquence un changement de signe des variations du module effectif de cisaillement
dans le plan [21]. La cause de ce changement de signe du coefficient de Landau A en fonction
de la concentration en gélatine ou du nombre de cycles de congélation/décongélation du PVA

est brievement discutée par la suite.
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3.4.6. Discussion
Ces expériences nous ont permis d’estimer le module de Landau A & partir des

mesures du module effectif de cisaillement selon les trois axes. L’écart type standard n’est pas
excellent, mais acceptable compte-tenu de la difficulté de contrdler la verticalité de 1’axe de la
contrainte. Par ailleurs, la gamme de contraintes est assez réduite, et les variations qu’elle
induit ne sont pas toujours suffisantes pour une mesure précise. Ceci est particulierement vrai
pour les gels les plus mous (module de cisaillement faible), comme le Gel d’ Agar-Gélatine a
5% ou le gel de PVA 1 (deux cycles de congélation/décongélation). En effet, pour ces deux
gels, non seulement le module de cisaillement varie peu sous 1’action d’une contrainte, mais
la contrainte maximale applicable sans risquer la destruction de 1’échantillon est inférieure a 1
kPa (soit une masse d’eau de 1,25 kg pour le gel d’Agar-Gélatine a 5%). Les mesures
réalisées dans les solides classiques mettent en jeu des contraintes tres élevées (de 1’ordre du

GPa), qui permettent des mesures d’une plus grande précision.

Comparons les résultats obtenus pour les gels d’ Agar-gélatine a ceux obtenus pour les gels de
PVA. Le gel d’ Agar-gélatine a 7% de gélatine a un module de cisaillement proche de celui du
PVA 2 (u ~ 8 kPa). Ainsi ces deux gels possedent un comportement analogue du point de vue
de I’élasticité linéaire. Par contre, le module de Landau A est négatif dans le cas de 1’ Agar-
gélatine, de sorte que la vitesse mesurée dans la direction [12] diminue sous 1’action de la
contrainte, alors que A est positif dans le PVA, ce qui se traduit par une augmentation de la
vitesse dans cette méme direction. De méme, si I’on compare le gel de PVA 3 avec celui
d’ Agar-gélatine a 15% de gélatine, dont les modules de cisaillement ¢ sont proches (environ
20 kPa), le module de Landau A du gel d’ Agar-gélatine est presque 10 fois supérieur a celui
du PVA. Plus globalement, si les deux types de gels testés couvrent la méme gamme de
valeur de u (de 4 a 20 kPa), la plage de variation de A est elle beaucoup plus large dans la
gélatine (de —28 a 394 kPa) que dans le PVA (de —17 a 43 kPa). Ainsi ces deux types de gels
présentent un comportement non linéaire différent. Si ils simulent bien 1I’élasticité linéaire des
tissus biologiques, rien ne permet d’affirmer qu'un de ces gels reproduit correctement la non
linéarité de 1’élasticité de cisaillement des tissus biologiques. Si I’on peut supposer que le
module de Landau A est de I’ordre du kPa dans les tissus biologiques, il n’est pas possible
d’affirmer quel est son signe ou sa valeur précise a partir de ces résultats. Des tissus
biologiques présentant un module linéaire de cisaillement proche peuvent potentiellement

avoir un module de Landau A assez différent.
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La valeur du module de cisaillement est la moyenne des trois mesures effectuées a contrainte
nulle, en supposant le milieu isotrope. Pour les plans [12] et [13], les mesures ont été réalisées
a mi-hauteur du cylindre. L’écart type obtenu, en particulier pour le gel d’ Agar-gélatine a 5%
peut s’expliquer par le fait que le gel est précontraint sous son propre poids. Considérons un
plan horizontal a une altitude donnée d’un échantillon cylindrique non uni-axiallement
contraint. La colonne de gel située au dessus de ce plan exerce un poids sur la surface du plan.
Cette colonne induit donc une contrainte sur la partie inférieure de 1’échantillon. L’amplitude
de cette contrainte est fonction de la hauteur de la colonne de gel. La vitesse de phase d’une
onde de cisaillement dans un plan horizontal doit varier en fonction de son altitude. Afin de
vérifier cette hypothese, nous avons réalisé une mesure dans le gel d’ Agar-gélatine & 5%. Le
tableau 3.3 contient les valeurs du module de cisaillement déduites de la propagation dans le

plan horizontal en fonction de la hauteur de ce plan dans 1’échantillon.

Hauteur (cm) 2 4 6 8 10

u (kPa) 6,5+ 0,2 6,51 0,1 6,6+ 0,2 6,7+ 0,2 6,81 0,8

Tableau 3.3 : Module de cisaillement mesuré dans le plan horizontal [13] sur un gel d’ Agar-gélatine (5%), a
contrainte nulle, en fonction de I’altitude du plan [13].

Le module de cisaillement augmente avec la hauteur de la colonne de gel située au dessus du
plan de mesure. Ceci confirme I’influence du poids sur les mesures. Sur la figure 3.19, on
constate que ’influence de la gravité se manifeste moins lorsque la concentration en gélatine
est plus importante. Les gels de PVA semblent moins sensibles aux effets de la gravité que les
gels de gélatine. Ce constat peut étre rapproché de la valeur du module de Landau. Le PVA 1
ayant un module A plus faible (-17,5 kPa), a contrainte égale son module de cisaillement varie

moins que celui de la gélatine (-37,7 kPA pour I’ Agar-gélatine 5%).

Considérons un type de gel donné (Agar-gélatine ou PVA). En fonction de ses propriétés,
qu’il s’agisse de la concentration en gélatine ou du nombre de cycles mis en oeuvre pour sa
fabrication, les modules de cisaillement et de Landau augmentent. De plus, nous avons
constaté un changement de signe du module de Landau. Ce changement est sans doute 1ié¢ a
des modifications de microstructure. Ces modifications peuvent €tre la conséquence des
variations de proportion du mélange eau/Agar /gélatine, entrainant une modification des

interactions entre les constituants.
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Des publications font état de mesures de constantes élastiques du troisieme ordre par

acoustoélasticité dans différents verres'>%!!

. Les auteurs mettent en évidence que les
variations de célérité des ondes longitudinales et transversales sous 1’action d’une contrainte
hydrostatique ne sont pas les mémes selon le type de verre. Les résultats montrent des
différences quant au signe de la dérivée de la célérité par rapport a la contrainte. Ce signe est
fonction des constituants du verre.

Par ailleurs, ce changement de signe du module de Landau A suggere qu’il existe a priori,
pour le gel d’Agar-gélatine, une concentration en gélatine particuliere, pour laquelle A ~ 0.
L’énergie de déformation pour les ondes planes de cisaillement ne comporterait alors, dans le
cas d’un milieu isotrope incompressible, plus de termes cubiques. L’application d’une
contrainte uni-axiale sur un tel milieu ne modifierait pas le module de cisaillement dans le
plan [13] (équation 3.61). De plus elle affecterait de fagon symétrique les variations de
célérités dans les configuration [12] (pour laquelle la célérité augmenterait linéairement avec
la contrainte —équation 3.62-) et [21] (pour laquelle elle diminuerait —équation 3.60-). Pour
ces deux vitesses, la valeur absolue de la pente serait 1. Ainsi la seule contribution a
I’anisotropie induite par ’application d’une contrainte serait le terme non linéaire quadratique
du tenseur des déformations, aussi connu sous le nom de non linéarité géométrique. Elle ne
dépendrait plus de la non linéarité de 1’élasticité de cisaillement du milieu. Si un tel milieu est
difficile a obtenir dans le cas du PVA, il peut étre approché pour les gels d’ Agar-gélatine, en
faisant varier progressivement la concentration en gélatine, jusqu'a obtention d’un module de
Landau A qui tend vers zéro. Nos résultats suggerent que cette concentration se situe entre 8,5
et 10% de gélatine.

Le module du troisieme ordre A est représenté en fonction du module de cisaillement u sur la
figure 3.20. Pour la gamme de concentrations en gélatine utilisée, le module de Landau A
semble croitre exponentiellement en fonction du module de cisaillement. Par contre pour les
gels de PVA, aucun comportement particulier n’est discernable en raison du faible nombre
d’échantillons testés. Cette dépendance observée entre u et A reste phénoménologique. Un
écart a ce comportement exponentiel devrait avoir lieu pour des concentrations en gélatine
plus importante, le module du troisieme ordre ne pouvant étre d’un ordre de grandeur tres

supérieur a celui du module de cisaillement.
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Figure 3.20 : Variations du module de Landau A en fonction du module de cisaillement g pour un méme type de
gel. En rouge, les gels d’ Agar-gélatine et en noir les gels de PVA.

Pour étudier ce comportement plus en détail, il serait nécessaire d’introduire un modele
statistique permettant de relier les constituants microscopiques aux phénomenes
macroscopiques, dont la mécanique des milieux continus permet de rendre compte. Une telle
étude sort du cadre de cette these. Néanmoins, toujours d’un point de vue qualitatif,
I’hypothese d’un lien entre le module de cisaillement et le module du troisieme ordre de
Landau ne semble pas sans fondement. En effet, le module de cisaillement u et le coefficient
de Landau A, sont deux parametres qui correspondent au développement de la densité
d’énergie pour de faibles déformations. Ces deux parametres rendent donc nécessairement

compte, a des degrés de raffinement différents, de 1’élasticité de cisaillement du matériau.

L’hypothese d’un lien entre les parametres linéaires et non linéaires a fait 1’objet d’études
dans les fluides (donc sur les phénomenes non linéaires affectant les ondes de compression).
Ballou a proposé une loi empirique selon laquelle le rapport B/A (le coefficient de non
linéarité thermodynamique introduit au premier chapitre) est proportionnel a 1’inverse de la
vitesse du son dans le fluide'*. Elle peut s’interpréter de la facon suivante : pour obtenir des
effets non linéaires de méme amplitude (par exemple la variation relative de la vitesse du son
en fonction de la pression hydrostatique appliquée), plus la «raideur » d’un milieu est
importante, plus I’amplitude de la pression hydrostatique devra étre grande. Cette loi permet
par exemple de retrouver qualitativement I’évolution du parametre B/A en fonction de la

. c 4 153 . PR
vitesse du son dans les mélanges eau-éthanol ~°. Elle n’est clairement pas vérifiée ici. Cette
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analogie n’est pas transposable aux ondes de cisaillement, puisque les transformations mises

en jeu lors de leur propagation se font sans changement de volume.

3.4.7. Conclusion
Avec I’hypothese d’incompressibilité, un seul parametre non linéaire est mis en jeu

dans les variations du module de cisaillement induit par une contrainte uni-axiale. Nous avons
appliqué la méthode de génération d’une onde de cisaillement par la force de radiation a la
mesure du module élastique de Landau A de différents gels. L’onde créée dans le milieu étant
quasi-plane, cette méthode permet de s’affranchir des effets de diffraction qui rendaient plus
difficiles les mesures déja réalisées a 1’aide du « palpeur acoustique ». Les résultats mettent en
évidence que le module de Landau A augmente, comme le module de cisaillement, avec la
concentration en gélatine dans le cas des gels d’ Agar gélatine, ou avec le traitement thermique
auquel est soumis le gel pour le PVA.

Le dispositif expérimental reste 2 améliorer afin de rendre les mesures plus précises. L’étude
de I'influence des variations de température sur les mesures (notamment concernant les gels
de gélatine) reste a faire. L objectif est de pouvoir estimer le module de Landau A de maniere
fiable a partir de la variation d’un seul des trois modules de cisaillement sous 1’action d’une

contrainte uniaxiale, afin de pouvoir envisager des applications in vivo.

3.5. Propagation non linéaire d’une onde plane de
cisaillement : mesure du coefficient élastique du quatrieme
ordre D

En comparant I’amplitude de la troisieme harmonique mesurée lors de la propagation
non linéaire d’une onde plane de cisaillement de grande amplitude a I’expression analytique
obtenue dans le cadre de I’approximation non linéaire faible, nous obtenons une estimation du
coefficient de non linéarité associé aux ondes de cisaillement dans un gel d’ Agar-gélatine de
concentration en gélatine égale a 5%. Puis, en utilisant la valeur du module de Landau A
présentée pour ce méme gel au paragraphe précédent, une estimation du coefficient élastique
du quatrieme ordre D, qui apparait dans le développement (3.36) de la densité d’énergie

potentielle d’un solide incompressible, est obtenue.
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3.5.1. Expression analytique de I'amplitude de la troisieme harmonique
L’équation de Burgers modifiée (3.45) ne posseéde pas de solution analytique simple. 11 est

néanmoins possible de rechercher une solution en supposant que le nombre de Gol’dberg est
inférieur a ’unité, ou si les distances de propagation mises en jeu sont inférieures a la distance
de formation d’une onde de choc’. On procede alors par approximations successives,
comme pour les ondes longitudinales. La vitesse particulaire se décompose en la somme
d’une onde primaire et de I’onde secondaire v =v’ +v™, ol v/ représente I’onde primaire (de
I’ordre du nombre de Mach ¢r) solution de 1I’équation d’onde linéaire :

ﬂ . o' 0

dz  2p,V; ot

(3.68)

117

et v I’onde secondaire (de I’ordre de &7°) solution de I’équation de Burgers modifiée avec un

terme source induit par la composante primaire v':
avlll _ n azvlll B BT (vl )2 avl
oz 2p,)V; otV ot

(3.69)

En considérant une onde plane harmonique de fréquence fy, la vitesse particulaire émise par

la source s’écrit :

v(z=0,1)= Vo c0s(27tf0’c), 3.70)
v (z=0,1)=0. (3.71)
Apres une distance de propagation z, la résolution de ces équations donne :
v (z, 1) = vye ™ cos(o,7T), (3.72)
(O 2 z
v (z,1)= _ By Ve (l— e 0% )sin(3(z)0‘c). (3.73)

24V o,
L’onde secondaire est, comme on 1’a vu a propos de la solution sans dissipation, une
composante de fréquence égale a la troisieme harmonique. Son amplitude est proportionnelle
au cube de I’amplitude de la source et au coefficient de non linéarité fr. Pour des distances de
propagation z telles que o,z <<1, cette composante croit linéairement avec la distance. Au-
dela, ’atténuation limite le processus non linéaire cumulatif et ’amplitude de la troisieme
harmonique décroit. L’origine de cette décroissance provient a la fois de I’atténuation de
I’amplitude de I’onde primaire (que I’on retrouve dans I’expression de v via le terme en

exp(— 30(0z)), et de I'onde secondaire créée (via le terme en exp(— 90(0z), obtenu en

supposant que le coefficient d’atténuation varie quadratiquement avec la fréquence de 1’onde).
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Dans ce qui suit nous utilisons cette expression pour estimer la valeur du coefficient de non

linéarité fr.

3.5.2. Mesure de la constante élastique du quatrieme ordre D

L’amplitude de I’onde de cisaillement engendrée par la force de radiation n’est pas
suffisante pour que le nombre de Gold’berg (1.32), associé a ’onde de cisaillement (avec la
distance de choc définie par (3.47)), soit suffisamment élevé pour que des effets non linéaires
puissent étre mesurés avec un bon rapport signal sur bruit. Par ailleurs, si I’onde peut étre
considérée comme plane dans le plan d’imagerie, les effets de diffraction répartissent
I’énergie dans un cone dont 1’axe est la direction du faisceau incident. Aussi, afin de créer une
onde plane de cisaillement avec une amplitude suffisante pour que des effets non linéaires
cubiques puissent €tre observés et quantifiés, il nous faut donc procéder autrement. Des

132 .
. La formation d’une

mesures de ce type ont été effectuées au LOA par Jean-Luc Gennisson
onde de choc de cisaillement a alors été observée expérimentalement pour la premiere fois. En
comparant I’amplitude des harmoniques observées a une simulation numérique basée sur la
discrétisation de I’équation de Burgers modifiée™™ utilisant un algorithme de capture de
choc'*, une premiere estimation du coefficient de non linéarité de cisaillement d’un gel assez
mou ([ =2,8 kPa) a été obtenue (B, =2,7). A 'aide de ce méme dispositif, Xavier Jacob a
mis en évidence que I’interaction de deux ondes planes de cisaillement conduit a la génération
de composantes de fréquences fi+2 f>, fi-2 f2, 2 fi+f> et 2 fl—less. Nous utilisons a nouveau ce

dispositif afin d’estimer, en combinant la valeur du coefficient de non linéarité 3, et la valeur

du module de Landau A obtenue au précédemment, la constante élastique du quatrieme ordre
D. Contrairement aux précédentes études, le coefficient de non linéarité est ici obtenu par
comparaison des résultats expérimentaux avec I’expression analytique (3.73) de I’amplitude
de la troisieme harmonique. Bien que le nombre de Gol’dberg soit trop élevé pour qu’un
traitement en perturbation soit rigoureusement justifié, nous avons choisi cette méthode en
raison de sa simplicité.

Le dispositif expérimental est représenté sur la figure 3.21. La source est une plaque (20 cm x

10 cm), prise dans le gel d’ Agar-gélatine. Elle est reliée a un pot vibrant délivrant un train

XM Ce code, initialement écrit par Mickael Tanter au laboratoire pour 1’équation de Burgers non dissipative, a été

transposé aux ondes de cisaillement par Jean-luc Gennisson et Stefan Catheline. Les effets de 1’absorption,
implémentés dans le domaine temporel, sont calculés au moyen d’un produit de convolution.
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d’ondes de fréquence centrale fy =100 HZ*!

contenant cinq arches de sinusoides et dont
I’enveloppe est de forme gaussienne. L’amplitude de la source est contrdlée par un
atténuateur variable. Un capteur de force de large bande passante permet de s’assurer que la
vibration de la source ne contient pas d’harmoniques ( cf. figure 3.22). La plaque émet ainsi
une onde plane de cisaillement polarisée dans la direction x et se propage suivant z. La
barrette de 1’échographe ultrarapide décrit auparavant (cf. 3.2.2.1) est placée parallelement a

la plaque, a une distance d’environ 5 mm. Il n’est utilisé que pour mesurer les déplacements

du milieu induits par la plaque.

Pot vibrant —
Générateur

<+— de fonction

(100 Hz)
Gel d'Agar-gélatine Z_ Capteur de
Vy=25ms” force

Echographe
ultrarapide

Barrette
d’'imagerie

Figure 3.21 : Dispositif expérimental utilisé pour engendrer et observer la propagation non linéaire d’une onde
plane de cisaillement.

XLIT < o N o o . L
Cette fréquence est choisie de fagon a maximiser les effets non linéaires cumulatifs sans atténuation trop

prohibitive de la troisieme harmonique.
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Figure 3.22: Signal fourni par le capteur de force et module du spectre correspondant.

Pour estimer la valeur du coefficient de non linéarité B, a partir de ’amplitude de la

troisieme harmonique (3.73), il faut au préalable mesurer les parametres linéaires du solide

mou (la vitesse de propagation et I’atténuation). La célérité est cette fois simplement déduite
du déphasage du train d’ondes entre deux images successives. Elle vaut V, =2,56 m.s ™.
Nous vérifions que le module de cisaillement obtenu (u = 6, 55 kPa) est bien le méme que
pour I’échantillon utilisé pour la mesure du module de Landau A (cf. tableau 3.2). Le
coefficient d’atténuation o est mesuré dans le cas ou la plaque vibre avec une amplitude
suffisamment faible pour que la propagation puisse étre considérée comme linéaire. Il est

déduit des variations du logarithme de 1’amplitude de la vitesse particulaire en fonction de la

distance z (figure 3.23). La valeur obtenue est : o, = 17 Np/m. La longueur d’atténuation est
alors L, = 59 mm. L’amplitude de la source est mesurée au plus pres, soit a environ 5 mm de

la plaque, puis « corrigée » de I’atténuation.
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Figure 3.23 : Mesure du coefficient d’atténuation d’un train d’ondes de fréquence centrale f; = 100 Hz.
Nous avons également vérifié que le coefficient d’atténuation varie quadratiquement en

fonction de la fréquence f; de 1'onde de cisaillement (cf. figure 3.24) sur une gamme de

fréquence allant de 50 a 1000 Hz, comme cela est supposé pour établir I’expression (3.73).

707

60 a=13,74210 * f?
50
40
30

20

Coefficient d'atténuation (Np/m)

10} + b

f2 (HA) x10°
Figure :3.24 : Evolution du coefficient d’atténuation d’un gel d’ Agar Gélatine (5%) en fonction du carré de la

fréquence centrale f; du train d’ondes. Le coefficient directeur de la droite est obtenu par régression linéaire au
sens des moindres carrés.

En régime non linéaire, le signal mesuré a une distance de la source égale & z=17 mm est

représenté a titre d’exemple sur la figure 3.25. La troisieme harmonique est extraite de la

vitesse particulaire a I’aide d’un filtrage passe-bande (fréquences de coupure 3 f,, +50 Hz)..
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Figure 3.25 : (a) Vitesse particulaire totale v et troisitme harmonique correspondante a la distance z = 17 mm.
(b) Spectre de la vitesse particulaire v.

L’évolution de I’amplitude de la composante a 3f; est ensuite mesurée pour plusieurs valeurs
de I’amplitude de la source. Les résultats obtenus pour deux amplitudes différentes
(v =0,88m/s (a) et vo=0,70m/s (b)) sont représentés sur la figure 3.26. Les courbes
données par I’équation (3.73) sont superposées. Le coefficient de non linéarité est ajusté pour
que celles-ci coincident au mieux avec les résultats expérimentaux, pour des distances ol

I’amplitude est croissante, avant la formation du choc.

B, =454
0.14}
Z 01}
g
S 006
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o g
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(a) (b)

Figure 3.26 : Evolution de I’amplitude de la troisiéme harmonique Vv, 7, €n fonction de la distance de propagation

z. (a) Pour une amplitude de la source vy = 0,88 m/s (er= 0,35).
(b) Pour une amplitude vy = 0,7 m/s (er= 0,28).
Les points représentent les résultats expérimentaux. La courbe bleue est déduite de 1’équation 3.73.
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Les valeurs obtenues sont reportées dans le tableau 3.4 ci-dessous.

Amplitude vo (m/s) 0,88 0,78 0,70
B, 3,79 3,57 4,54
L. (mm) 10,2 12,9 16,2

Tableau 3.4 : Résultats de la mesure du parameétre non linéaire St en fonction de 1’amplitude de la source.

Les distances de choc calculées a I’aide de I’expression (3.47) coincident a peu pres avec la
position du maximum mesuré expérimentalement. Bien que ce modele ne soit plus valable au-
dela de la distance de choc, la décroissance de I’amplitude de la troisieme harmonique ne
s’écarte pas beaucoup, au-dela de cette distance, du comportement exponentiel décroissant
prévu par le modele quasi-linéaire.

La valeur moyenne et I’écart type des résultats des trois expériences fournissent une

estimation du coefficient de non linéarité relatif aux ondes de cisaillement : B, =4£0,5.

Les sources d’erreurs sur la détermination de S sont les suivantes :

- L’erreur sur la mesure de la distance séparant la plaque de la barrette.

- L’erreur commise sur la mesure de I’amplitude de la source. Il s’agit de la plus grande
source d’erreur, I’amplitude de la source intervenant au cube dans 1’expression de la
troisieme harmonique.

- L’erreur commise sur le coefficient d’atténuation : la mesure de I’amplitude de la
vitesse particulaire avec un niveau faible afin de garantir la linéarité de la propagation

dégrade le rapport signal sur bruit.

Ayant mesuré, dans un méme gel d’Agar-gélatine (contenant 5% de gélatine), le coefficient
de non linéarité et les modules de cisaillement ¢ et de Landau A, il est possible de déduire la
constante élastique du quatrieme ordre D, selon la relation déduite de la définition du
parametre non linéaire : D= p,(ZBT /3-1)-A/2. Avec n=6,6=x0,6kPa,
A=-377+98kPaet B, =4£0,5 ,il vient D =30+10 kPa.

Ainsi, comme les modules de cisaillement u et de Landau A, cette constante élastique D, qui
pondere le terme du quatrieme ordre dans [’énergie de déformation d’un milieu
incompressible, est de I’ordre de la dizaine de kPa. L’écart type obtenu sur la valeur de D est
dh pour I’essentiel a I’écart type sur les mesures du module A. L’amélioration du dispositif

expérimental de la section 3.4 devrait permettre de le réduire.
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Nous avons expérimentalement observé un changement de signe du module de Landau A en
fonction de la concentration en gélatine. Négatif pour des concentrations inférieures a 10%, il
devient positif pour des plus fortes concentrations. Qu’en est-il pour le coefficient D ?

Des essais ont été réalisés sur un gel contenant 7% en gélatine. Comme le module de
cisaillement de ce gel est plus important que celui contenant 5% de gélatine et comme
I’amplitude de la vitesse particulaire pour une méme tension d’excitation du pot vibrant est
plus faible, il en résulte un nombre de Mach &r plus petit. En conséquence, I’amplitude de la
troisieme harmonique est difficilement extraite du bruit. Néanmoins 1’atténuation semble
moins importante. Il est donc envisagé d’augmenter la fréquence f; du train d’ondes pour

remédier a ce probleme.

3.5.3. Conclusion
Dans ce chapitre nous avons tout d’abord vérifié que 1’auto-démodulation non linéaire ne

contribue pas, ou tres peu, au mécanisme de génération de la force de radiation dans un solide
mou. Celle-ci semble donc provenir d’un transfert de quantité de mouvement de I’onde au
milieu induit par I’atténuation. Ensuite, en utilisant la formulation de la densité d’énergie
potentielle élastique développée pour les milieux incompressibles, nous avons étudié
expérimentalement 1’élasticité de cisaillement u de gels utilisés pour simuler les propriétés
mécaniques des tissus biologiques. Une premicre expérience d’acousto-€lasticité nous a
permis de mesurer le module de cisaillement et le module de Landau A, intervenant dans la
propagation des ondes de cisaillement dans les tissus biologiques. L utilisation de la force de
radiation pour créer une onde de cisaillement permet de réduire les artefacts dus a la
diffraction qui interviennent lors de ’utilisation d’une source peu étendue. Ces mesures,
effectuées dans différents gels, montrent que le module de Landau A augmente, conjointement
avec le module de cisaillement p. Le comportement non linéaire dépend de la nature du gel.
En combinant I’expérience d’acousto-élasticité avec une mesure de 1’amplitude de la
troisieme harmonique, réalisée en générant une onde de cisaillement plane de grande
amplitude, une estimation de la constante élastique du quatrieme ordre D, non mesurée
jusqu’ici, est obtenue. Pour un gel d’Agar-Gélatine a 5%, cette constante est positive et de
I’ordre de quelques dizaines de kPa. Ainsi, le module de cisaillement u, le module de Landau

A et le parametre D sont du méme ordre de grandeur.
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Conclusion générale

Dans un fluide libre, ’hypotheése d’ondes plane n’étant pas vérifiée en pratique pour une onde
harmonique, la pression de radiation usuellement considérée est celle de Langevin, résultant
d’un transfert local de quantité de mouvement de ’onde a I’objet. La pression de radiation de
Rayleigh est alors introduite a partir des relations de Langevin avec I’hypothése d’une
isolation mécanique (le confinement) permettant 1’existence d’un exces moyen de pression a
travers le fluide. L’extension de la pression de radiation de Langevin au cas d’un train
d’ondes nous a amené a envisager celle de la pression de radiation de Rayleigh.

L’objectif de ce travail était tout d’abord d’étudier le lien entre la pression de radiation
Rayleigh et I’auto-démodulation non linéaire d’un train d’ondes émis dans un fluide non
confiné. Notre approche a consisté a aborder ce probleme a partir de 1’auto-démodulation.
L’interférométrie optique est particulierement bien adaptée a cette étude car elle possede une
large bande passante et une bonne sensibilité. Nous avons mesuré la composante auto-
démodulée du déplacement d’une particule de fluide, créée lors de la propagation d’un train
d’ondes dont I’enveloppe est de forme rectangulaire. En champ proche, le déplacement auto-
démodulé possede la forme temporelle de 1’enveloppe du train d’ondes, puis tend vers la
dérivée de celle-ci sous l’effet de la diffraction. Il existe donc en champ proche un
déplacement quasi-statique, qui peut étre interprété comme une valeur moyenne temporelle
non nulle du déplacement de la particule. A plus grande distance, la diffraction tend a annuler
cette valeur moyenne. Ce régime de diffraction de la composante auto-démodulée est quasi-
linéaire. L’écart a2 un modele simple en ondes planes apparait pour une distance égale a la
distance de Rayleigh associée a cette composante de basse fréquence. Le dispositif
expérimental utilisé a permis de mesurer le coefficient de non linéarité du fluide. Les valeurs

obtenues dans 1’eau et dans 1’éthanol sont en bon accord avec celles couramment admises.
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La simulation numérique, basée sur 1’équation KZK écrite en potentiel, a confirmé les
résultats expérimentaux. En particulier, le rdle de I’atténuation de 1’onde primaire est, a la
fréquence centrale du train d’ondes utilisé lors des expériences, moins important que celui de
la diffraction dans la limitation du processus cumulatif.

Nous avons calculé la pression associée a ce déplacement quasi-statique observé en champ
proche. Nous avons montré que la pression auto-démodulée est composée de deux termes. Le
premier, cumulatif, correspond a la pression auto-démodulée que l’on retrouve dans la
littérature. Le second, non cumulatif, correspond formellement a 1’excés moyen de pression
Lagrangien conduisant a la pression de radiation de Rayleigh. Ainsi, en train d’ondes, celle-ci
peut exister en champ proche en I’absence de confinement. La directivité de la source et la
propagation non linéaire de 1’onde suffisent a « confiner » localement et temporairement le
milieu. La diffraction tend a annuler la composante quasi-statique de la pression eulerienne,
en particulier au foyer d’un transducteur focalisé. La distance a laquelle cette annulation a lieu
est d’autant plus courte que le train d’ondes est de durée longue. Deux résultats connus sont
alors retrouvés. D’une part la pression auto-démodulée est réduite au seul terme cumulatif.
D’autre part une mesure de la force de radiation conduit, en raison de 1’annulation de 1’exces
moyen de pression en coordonnées euleriennes, au résultat de Langevin. Certaines
incohérences subsistent d’un point de vue théorique. En particulier, pour que la pression de
radiation de Langevin soit retrouvée en champ lointain, il est nécessaire de supposer que seule
une partie (la constante C apparaissant dans la premiere relation de Langevin) de la pression
quasi-statique en coordonnées lagrangiennes s’annule du fait de la diffraction de Ia
composante auto-démodulé. En abordant le probleme du point de vue de la propagation non
linéaire, cette constante n’apparait pas explicitement. Cette démarche ne permet pas de passer
de la pression de radiation de Rayleigh a celle de Langevin. La constante C est une constante
d’intégration, calculée en faisant intervenir les phénomenes non linéaires cumulatifs (qui ont
pour origine 1’équation de conservation de la masse et I’équation d’état du fluide).

Nous envisageons d’effectuer une mesure de la puissance émise par un transducteur (de grand
diametre suffisant) émettant un train d’ondes en fonction de la distance le séparant de la cible
a I’aide une balance acoustique. Cette mesure devrait nous permettre d’étudier plus en détail
la transition de la pression de Rayleigh (en champ proche) a la pression de Langevin (en
champ lointain).

Par ailleurs, la simulation numérique permet d’envisager 1’étude des effets de la pression

quasi-statique dans un milieu contenant des hétérogénéités localisées.
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Au vu de ces résultats, la question de la contribution de la composante auto-démodulée lors
du processus de génération de 1’onde de cisaillement induite par la force de radiation dans les
tissus biologiques s’est naturellement posée. Cette contribution apparait comme étant
négligeable devant celle due au transfert de quantité de mouvement induit par 1I’absorption de
I’onde ultrasonore, phénomene analogue a celui qui est a I’origine du streaming acoustique
dans les fluides absorbants. En conséquence il n’est pas possible de « tirer » le milieu grace a
I’auto-démodulation. Si le dispositif expérimental rend délicate 1’évaluation de 1’importance
de cette contribution, un calcul effectué a partir de la fonction de Green viscoélastique devrait
le permettre.

Nous avons aussi étudié¢ expérimentalement 1’élasticité de cisaillement de solides mous. Dans
un premier temps, en utilisant le modele du milieu solide mou quasi-incompressible appliqué
a I’acousto-€élasticité, nous avons mesuré les variations du module de cisaillement de gels sous
I’action d’une contrainte statique. Ces variations ne dépendent que du module de cisaillement
u et du module de Landau A. Des gels possédant des modules de cisaillement pu proches
peuvent par contre avoir des modules de Landau A dont la valeur et le signe sont différents.
L’utilisation de la force de radiation pour créer I’impulsion de cisaillement permet de réduire
les artefacts liés a la diffraction qui étaient présents lors des mesures réalisées précédemment.
L’amélioration du dispositif expérimental permettra d’envisager des applications in vivo.
Dans un deuxieme temps nous avons mesuré l’amplitude de la troisieme harmonique
engendrée lors de la propagation d’une onde plane de cisaillement de forte amplitude. Bien
que la propagation soit assez fortement non linéaire, la comparaison avec I’expression
analytique donnée par I’approximation non linéaire faible (plus simple & mettre en ceuvre
qu’une simulation de 1’équation de Burgers modifiée) indique que I’erreur commise lors de
cette approximation reste assez faible. A partir de la valeur déduite du coefficient de non
linéarité fr et du module de Landau A mesuré lors de I’expérience d’acoustoélasticité, nous
avons déduit la valeur de la constante élastique du 4*™ ordre D dans un gel d’ Agar-gélatine
(contenant 5% de gélatine). A notre connaissance cette constante n’avait jamais été mesurée.
Elle est du méme ordre de grandeur (le kPa) que les modules i et A. Des mesures de cette
constante dans des gels de concentration en gélatine plus élevée sont en cours. Comme le
module de cisaillement augmente avec la concentration en gélatine, le nombre de Mach de ces
gels devrait étre plus faible et la distance de choc plus longue. Ainsi, l'utilisation de

I’expression de I’amplitude de la troisieme harmonique sera justifiée plus rigoureusement.
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