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CHAPITRE I

INTRODUCTION






L'Informatique couvre aujourd'hui un domaine de connaissances et
de recherches assez large dont les frontiéres sont mal définies.
Nous estimons, de toute fagon, que les deux problémes fondamentaux
qui caractérisent cette discipline, ou ses deux grands pdles d'intérét

restent les deux questions suivantes :

i. Comment écrire des programmes.

i1i. Comment construire des machines qui exécutent des programmes.

Conceptuellement, cette deuxiéme question devrait €tre subsidiairve
de la premiére. Dans la pratique, on constate que les programmes que
1%on 8crit généralement sont fortement conditionnés par le type de
machines dont on dispose. Une des préoccupations majeures en Program-
mation (appelons ainsi la partie de 1'Informatique qui s'occupe du
probldme i. ci-dessus), véside précisément dans 1°étude de langages de
programmation et de techniques d'écriture de programmes, qui soient
aussi indépendantes que possible des contraintes matérielles d'implan-

tation.

Cet éloignement entre programme et machine crée le besoin de connaltre
quel type d'objets mathématiques sont les programmes, et, en particulier,
a4 quoi correspondent les objets formels manipulés par les programmes.
C'est~a-dire, on veut savoir exactement ce que l'on décrit quand on
écrit un programme. En principe les réponses 3 ces questions devraient
dépendre essentiellement du type de réalité que les programmes sont
sensés décrire. Pourtant, ceci n'est pas sans probléme car, d'une part
la réalité 3 laquelle on s'intéresse est comprise de mani&re incompléte,
et d'autre part la connaissance des mécanismes de description est impar-

faite.

Evidemment, on a tout intér&t a ce que le langage utilisé s'adapte
bien au style de description que 1'on veut faire. En particulier, il
sera d'autant plus utile que les descriptions formelles, i.e., les

programmes, permettent d°analyser et d'étudier les propriétés des objets



décrits. Pour que ceci soit possible on doit disposer d'une sémantique
du langage, laquelle a pour but de préciser la signification mathéma-
tique des constructions utilisées, et par conséquent, des descriptions

faites.

Parmi les sémantiques possibles nous préférons celles qui saisissent
le mieux notre intuition des objets réels décrits avec le langage.
Evidemment, le choix d'une telle sémantique reste en partie subjectif
et ne peut &tre justifi& que de maniére informelle. Par contre, il faut
que la sémantique permette une confrontation formelle des programmes
avec d'autres descriptions, plus abstraites, des mémes objets '"réels",
en vue de la détermination de la compatibilité du programme vis-a-vis
des autres descriptions. Il s'agit ici du probléme de la preuve de la

correction d'un programme par rapport & une spécification.

Les objets auxquels nous nous intéressons et que nous voulons
décrire sont des '"processus". Intuitivement, un processus est un méca-
nisme abstrait susceptible d'entreprendre des actions qui provoquent
en lui un changement d'état. Ainsi, dans le contexte de ce rapport
un programme est une description formelle d'un systéme de processus,
dans laquelle sont explicitement représent&s, d'une manidre ou d'une
autre, 1'état de chaque processus et les actions qu'il peut entreprendre.
Dans le cas simple ol il y a un seul processus 3 décrire nous retrouvons
la notion classique de programme séquentiel, les actions étant représen—
tées par les commandes et l'état par la configuration des valeurs des
variables et du contrS8le. Si 1'on ne donne pas de restrictions sur le
nombre d'actions possibles & chaque &tat on a affaire 3 un programme

séquentiel non-déterministe.

Un aspect fondamental des programmes séquentiels est leur comporte-
ment “entrée-sortie'., Dans le cas des programmes déterministes ce
comportement est nécessairement fonctionnel, c¢'est-a-dire, pour chaque
donnée le programme produit un résultat, ou ne produit aucun résultat.
Cette absence de ré@sultat correspond aux cas oll l'exécution du programme

ne se termine pas. Pour les programmes non-déterministes le comportement



devient, en général, non fonctionnel, car pour certaines données le
programme peut produire plusieurs résultats. Il semble raisonnable
d’espérer pouvoir représenter le comportement des programmes non-déter-

ministes 3 1'aide de relations binaires d°entrée-sortie.

Quand on décrit un systéme formé par plusieurs processus on obtient
ce que 1l'on appelle un programme paralléle. Ici la situation est plus’
compliquée. En général, chaque processus ne peut pas &tre caractérisé
uniquement par son comportement entrée-sortie, certaines actions
requérant la participation de plusieurs processus. Ces actions sont

habituellement appelées “communications®.

Ce travail est une réflexion sur les thémes gue nous venons de
suggérer. Nous commengons par 1°'Etude du cas séquentiel, en prenant
soin de bien modéliser tout d'abord notre intuition sur des systémes
formés d'un seul processus, que nous ne distinguerons pas dans la pratique
des programmes s@quentiels non-déterministes. Cette modélisation nous
permet de donner une nouvelle sémantique pour le langage des commandes
gardées de Dijkstra [Dij75]: Ce langage est un langage simple, mais il
s'adapte bien a nos besoins de description. Par contre, les langages
paralléles existants ne nous satisfont pas cowplétement. Pour cette
raison, nous proposons un formalisme expérimental dont nous sommes
capables de fournir une caractérisation sémantique, suggérée d'ailleurs

par nos discussions sur les programmes séquentiels.

Ce rapport est organisé de la maniére suivante, Dans le chapitre II
nous &tudions les programmes séquentiels non-déterministes, et la
modélisation de leur comportement par des relations binaires "donnée-
résultat"”. Nous développons, 3 l'aide de ces relations, un certain
nonbre d'outils mathématiques importants d'un point de vue sémantique
et de caractérisation de propriétés de programmes. Dans le chapitre III
nous discutons des limitations du modéle présenté et nous proposons
une solution dont les incidences sont €tudiées en détail. En particulier,

les concepts fondamentaux d'invariant et de trajectoire sont introduits



et leur importance est soulignée dans le chapitre IV. Dans le chapitre V
nous utilisons les résultats présentés précédemment pour fournir une
sémantique relationnelle du langage des commandes gardées. Dans les
chapitres VI et VII nous illustrons 1'utilisation de cette sémantique
dans des preuves de correction de programmes. A ce sujet nous dé&taillons
particuliérement 1'8tude d'une classe de programmes qui présentent

un intérét particulier : les programmes qui calculent des fonctions
définies récursivement. Dans le reste du rapport nous traitons les
systémes de processus. Dans le chapitre VIII, nous proposons un forma-
lisme de description permettant de modéliser agréablement 1'intuition
suggérée dans cette Introduction. Le probléﬁe de la vérification des
propriétés des systémes de processus est également envisagé. Nous
traitons, 3 ce propos» deux petits exemples classiques. Finalement,

dans le chapitre IX nous examinons comment transformer le formalisme

de description en un véritable langage de programmation. Nous illustrons

nos suggestions & 1'aide d'un exemple de programmation paralléle.

Le travail décrit ici vient en continuation de notre rapport de
D.E.A [Gue79], soutenu en Juin 1979. Une partie des premiers chapitres
est une reélaboration d'idées qui y sont présentées et dont l'inspiration

initiale &tait la thése de Sifakis [8if79a].



ChariTre 11

RELATIONS ET TRANSFORMATEURS DE PREDICATS






1. INTRODUCTION. SEMANTIQUE RELATIONNELLE

L'idée d'étudier les programmes et leurs propriétés a travers des
relations caractérisant d'une certaine mani&re leur comportement n'est
pas nouvelle. On peut la trouver notamment chez Mazurkiewicz [Maz741,
de Roever [Roe76], Blikle [B1i77} et Schmidt {Sch79]. Les fondements
du caleul relationnel sous—jacents 3 ces travaux sont beaucoup plus
anciens ; citons par exemple Tarski {[Tar4l]. Tr&s récemment un livre
écrit par Sanderson [San80] est totalement consacré 3 1'éEtude de la

Théorie Relationnelle de 1a Programmation.

Un modéle relationnel un peu plus &€laboré est celui des systémes
de transitions. Un syst@me de transitions n'est autre qu'une famille
finie de relations binaires sur un ensemble {(d'“&tats") donné. Ce modéle
s'avére trés pratique pour la vérification de propriétés de programmes
paralléles, Keller [Kel76], pour la caractérisation et 1'analyse des
propriétés des systémes asynchrones, Sifakis [Sif79l, ainsi que pour
la définition de la sémantique de certaines classes de programmes

paralléles, Cousot et Cousot [ CoC803].

Un des aspects les plus importants et les plus intéressants de
la théorie relationnelle de la programmation est le fait qu'elle permet
d'unifier, en tant qu'outil de travail, plusieurs branches de 1'Infor-
matique, comme le remarque Sanderson. Le cas le plus fiagrant et le plus
connu est celuil de la théorie relationnelle des bases de données,

Codd [Cod70].

Notre but dans ce premier chapitre est d'introduire les deux
concepts fondamentaux qui sont 3 la base des constructions ultérieures :
les relations binaires et les transformateurs de prédicats. Le concept
de relation binaire est un concept mathématique élémentaire. En
1'incluant nous ne prétendons qu'expliquer les notations utilisées,
éclairer 1'intuition derri&re son usage pour caractériser le comportement
des programmes et souligner les problémes que cet usage souléve. Les
transformateurs de prédicats sont un concept un peu plus &laboré.
Néanmoins, la maniére de les utiliser est, d'un certain point de vue,

analogue 3 celle des relations. A la limite, nous pourrions nous passer



des transformateurs de prédicats et ne travailler qu'avec des relations.
Cette approche ne serait pas prudente car les transformateurs de prédicats
permettent d'exprimer d'une manidre naturelle certaines situations
courantes en Programmation qu'il serait maladroit de traduire en termes

de relations.

2. RELATIONS
2.1. Le concept de relation

Le concept de relation est un concept &lémentaire de la théorie
des ensembles. Par définition, &tant donné deux ensembles Q et QF,
une relation (binaire) de Q vers Q' est un sous—-ensemble du produit
cartésien Qx Q'. Nous nous intéressons particuli&rement au cas des
relations binaires d&finies dans un ensemble non-vide, que nous
nommons Q tout au long de ce rapport. Une relation binaire dans qQ
est un sous—-ensemble de Q2a L'ensemble des relations binaires dans Q
2Q2 (2Q2

est noté R, i,e., R = est 1'ensemble des parties de Q2).

Dans 1'ensemble R on distingue la relation d'identité dans Q,
notée I, I = {(a,a)lae Q}, et on définit plusieurs opérations.

Soient R,S ¢ R ;

i. composition : ReS = {(a,b)|4c(a,c) eRA (c,b) e S}.

La composition est associative et non commutative. il

. i . .. s s . .
Pour i€ IN, R” est la relation binaire définie inductivement par :

0
R =1,
i+1 i
R = RoR
ii. union : RuS. C'est 1'union ensembliste. 0
iii. fermeture réflexive transitive : R” = u RY. 0

ielN

iv. inversion : R—l = {(a,b)|(b,a) ¢ R}. 0



2.2.

Exemple II. 2.1. Soit Q = Z et R = {(m,n)|n=m+1}. Alors
R = {(m,n)ln=m+i}3 RY = {(m,n)|n2m},

R-‘ = {(m,n)§n=m-l}°

On définit aussi une relation d'ordre, qui correspond 3 la
relation d'inclusion entre sous-ensembles et que nous notons par le
méme symbole : R < §, (R inclus dans S). Il s’agit d'une relation

d’ordre partiel.

Relations en tant que transformateurs d‘ensembles

Le concept de relation binaire dans un ensemble est un concept que
1’on peut utiliser de plusieurs manidres différentes. Ceci est dii
au fait qu’il existe plusieurs objets mathématiques plus &laborés
isomorphes & 1'ensemble de relations R. On peut choisir parmi eux

celui qui s'adapte le mieux & la situation que 1'on veut décrire.

Considérons 1'ensemble Q->2Q des applications (fonctions totales)
de Q dans les parties de Q. A chaque R ¢ Ron peut associer un
t‘eQ-&ZQ tel que r(a) = {bl(a,b) €R}. De méme & chaque r éQ->2Q on
peut associer un R € R tel que R = {(a,b)[b er(a)}. Ls distinction
entre les deux objets isomorphes R et Q-+2Q n'étant pas essentielle
nous nous permettons d'écrire, par exemple, (a,b) eR et b eR(a),

laissant au contexte le soin de fournir 1'interprétation voulue.

Soit I un ensemble (d'indices), et {(A.} une famille de sous-

17iel
ensenbles de Q. L'union u A,, définie par U A, = {aH

ae Ai}’ est
, 1el . i€l

iel

un sous-ensemble de Q. Si I=4, on a, en particulier u Ai=¢. (Dans la
ied

pratique, si 1'ensemble d'indices est arbitraire, on se permet de le

laisser implicite, et d'écrire par exemple (A.} et uA.).
P P P ;i ;

Soit maintenant A ¢ Q. L'image de 1'ensemble A par la relation R,

notée habituellement R(A), est dé&finie par R{(A) = u R(a), en prenant
acl

en compte les remarques que 1'on vient de faire. Dans la partie gauche
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de cette égalité, la relation R peut &tre considérée comme une application
de 29 2Q. (On pourrait 1'appeler ici un "transformateur d'ensembles").
Voici une nouvelle interprétation pour les relations. Cette interpré-
tation est assez riche, comme le montrent les propriétés suivantes,

toutes facilement démontrables.

Propriétés I1.2,2.1.
Soient R,Se R ; soient A et B deux sous—ensembles de Q, et {Ai}ieI
une famille de sous~ensembles de Q. Nous avons :
1. R($) = ¢
2, R(AuB) = R(A) UR(B)
3. RCu A.) = U R(A.)
ier b jer *
4. AcB => R(A) cR(B)
5. R(AnB) cR(A) nR(B). 0

Toutes ces propriétés ne sont pas indépendantes. En fait | et 2
sont des cas particuliers de 3. 4 est une conséquence de 2 :
AcB = A=AUB => R(A) = R(AUB) = R(A) = R(A) UR(B) = R(A)_C_R(B).,
Finalement 5 est conséquence de 4 ANBcA AANBCcB = R(AnB) cR(A) A
R(AnB) cR(B) = R(AnB) cR(A) nR(B).

Dans le groupe de propriétés suivant, nous utilisons la notation Iy

pour désigner la relation d'identité sur X, Xcq, i.e., Iy = {(a,a)!ae X}.

Propriétés 11.2.2.2.
Pour R,SeR et A,X,YCcQ, on a

1. (ReS)(A) = S(R(A))

2. (RusS)(A) = R(A) uS(a)

3. (XxY)(A) = si AnX = § alors ¢ sinon Y
4, IX(A) = AnX

Proposition IT.2.2.3. Pour R,5¢R on a RcS ssi ¥A © Q R(A) < S(a).



2.3.
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Démonstration (=>) triviale.
(<=) La partie droite implique ¥a e Q R(8) c §(a) ; donc, pour tout a,
si (a,b) €eR alors (a,b)eS, i.e., RcS. 0

Pour terminer-ce paragraphe, remarquons qu'il existe des transformateur
. . . 0 .
d’ensembles, i.e., des applications de 2R, 00 qui ne "sont" pas des

relations. En fait, on a, formellement 3

Proposition I1.2.2,4, Pour re 20, 00 il existe Re R, tel que pour tout

AcQ on a vr(A) = R(A) ssi pour toute famille {Ai} on a r(uAi) = Ur(Ai).

Démonstration (=>) triviale par 11.2.2.1.3.
(<=) Soit R définie par R = {(a,b)lbe r({a})}. Alors R(a) = r{{al) et
R(A) = v R@a) = u r({al) = r( v {a}) = ¥(4a). a

achA aeh aechA

Représentation du comportement d‘un programme par une relation

Habituellement le comportement d°un programme "déterministe" est
défini comme une fonction (partielle) d'un ensemble de données vers
un ensemble de résultats, ou, plus abstraitement d'un ensemble d'états
approprié vers lui-méme. En &tendant cette idée au cas des programmes
“non-déterministes” (i.e., les programmes pour lesquels & partir
d'une donnée on peut obtenir plusieurs résultats), il est naturel
d'egsayer de décrire le comportement de ces programmes par des relations
binaires dans un tel ensenble d'états. Pour un programme r donné,
notons Q 1'ensemble d'états de r. Pour qu‘une relation binaire R,
définie dans Q, représente le comportement de r, on doit exiger que

1'hypothése de base suivante soit respectée.

Hypothése, La relation R représente le comportement du programme r si
R est telle que (a,b) eR si et seulement si il est possible que

1'exécution de r initialisé dans 1'&tat a se termine dans 1'état b.

Dans ces conditions, on peut dire que le programme r est représenté

par la relation R.
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On peut toutefois considérer d'un point de vue inverse que c'est
le programme qui représente la relation. Ceci est d'ailleurs cohérent
avec le fait qu'un objet peut avoir plusieurs représentations mais
chaque représentation ne doit désigner qu'un seul objet. On sait bien
que plusieurs programmes syntaxiquement différents peuvent "réaliser”
la méme fonction (ou relation). D'autre part, comme le remarque
Sanderson [San80] on peut schématiser la démarche de programmation
en affirmant que le programmeur congoit d'abord la fonction et ensuite
cherche 3 1la représenter dans un langage particulier. Ce schéma
quoique agréable n'est pas sans probléme. En fait, les relations que
les programmes non-déterministes calculent ne sont pas toujours celles
auxquelles on pourrait s'attendre & premiére vue. Nous abordons

cette question dans le chapitre suivant,

Ayant fait allusion au probléme, nous 1'ignorerons dans la pratique
en confondant 1l'objet et la représentation pourvu que cette ambiguité
Ne soit pas génante., Ainsi, quand nous dirons "ex@cuter la relation R"
ceci doit 8tre compris comme une abréviation de “exécuter le programme

r que, ou qui (selon le point de vue) représente la relation R":

Soit un programme r représentant une relation R. Si a est un &état
initial pour r, 1'ensemble d'états finals atteignables par r est R(a).
51 A est un ensemble d'&tats initiaux, l'ensemble d’états finals
atteignables 3 partir de A est R(A). De méme, si b est un état final,
1'ensenble des &tats initiaux & partir desquels b est atteignable est
{a](a,b) cR} = {a] (b,a) cR '}
d’états finals, l'ensemble d'états initiaux 3 partir desquels B est

LBy

it

R’l(b), Si B est un ensembla

atteignable est u Ru](b) =R
beB
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3. TRANSFORMATEURS DE PREDICATS

Nous pourrions continuer le développement de 1a théorie 3 1'aide
des concepts de relation et d'ensemble. Cependant, cette attitude
deviendrait vite encowbrante surtout parce que nous aurons besoin de
congidérer des transformateurs d'ensembles qui ne satisfont pas les
conditions de la proposition I1.2.2.4 ; ils ne peuvent donc pas &tre
directement représentés par des relations. Autrement dit, il nous
faut une classe de transformateurs d'ensemwbles plus large que celle

fournie par les relations.

Profitons de 1'élargissement des opérateurs pour changer aussi le
"point de vue" : au lieu de prendre les ensembles d'&tats eux-mémes,
nous les considérerons par 1'intermédiaire des prédicats qui les
caractérisent. Nos opérateurs deviennent ainsi des transformateurs de
prédicats, Ce changement de point de vue, n'&tant pas essentiel, rejoint
une pratique courante en Programmation qui consiste A caractériser des
situations dans les programmes par des assertions sur les variables
et 1'&8tat du contrdle. Précisons les notions de prédicat et de transfor-

mateur de prédicats,

Un prédicat sur Q (ou simplement un prédicat si Q est implicite),

est une application de Q dans 1'enseuble de valeurs logiques

{vrai,faux}, i.e., un &l&ment de Q + {vrai,faux}.

Soit P 1'ensemble des prédicats sur Q, P = Q + {vrai,faux}. A chaque
prédicat P correspond 1'enseuble {qlP(q)}, noté P, et appelé 1'ensenble
caractéristique de P, Réciproquement 3 chaque sous-ensemble X de Q
correspond le prédicat Aq.q€ X, dont X est 1'ensemble caractéristique.
La relation d'inclusion © dans Q se transforme en la relation d'ordre
partiel dans P, notée aussi par <, définie par ASB si ASB, pour

A,BeP, i.e,, AcB si ¥q A(q) = B(q).

Dans P nous distinguons deux prédicats particuliers notés T et &
dont les ensembles caractéristiques sont respectivement Q et ¢ :
T = Aq,vrai (le prédicat "toujours vrai"), L = )Aq.faux (le prédicat

"toujours faux"). Dans P on définit aussi les opérations négation
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(notée "), disjonction (notde "u") et conjonction (notée "n'") par
TA = Aq."(A(q)), AUB = 2q.A(q) VB(q), AnB = 2q.A(q) AB(q). La notation
A = B est utilisée comme une abréviation de TAuB, ainsi que A-B pour

AnTB,

Les opérations de disjonction et conjonction se généralisent au

' . e . _
cas d'unc famille de prédicats {Pi}iel : 121 Py Xq'aiel P.(q),

121 Pi = Aq.ViEI Pi(q), (Si I=4 on a izé Pi = 1 et igé Pi =T).
La structure (P,c,”,u,n,T,1) que 1l'on vient de définir est un
treillis boolé&en. Il est isomorphe du treillis des parties de Q
(2Q,S)",u,n,Q,é). Par conséquent tout raisonnement fait en termes de
prédicats peut @tre facilement traduit en termes d'ensembles, et
réciproquement. Dans ces conditions, P &tant un prédicat, nous nous
permettons de dire "un état de P", avec le sens "un &tat de 1'ensemble

P", ou "un &tat qui vérifie le prédicat P".

Un transformateur de prédicats est une application de P+ P. Les
ensembles d'applications P+ P et 29 2Q sont isomorphes. Ceci implique
que pour chaque relation R, il existe un transformateur de prédicats F
tel que F(A) = B si R(A) = B, (cf, II1.2.2.4). . Nous

€tudions cette question en détail dans le paragraphe suivant.

4. LES TRANSFORMATEURS DE PREDICATS image[R1, prelR] et prelR]

Nous avons remarqué qu'une relation R peut €tre considérée de
plusieurs maniéres : comme un ensemble de doublets de Q2, comme une
application de Q-+2Q, ou comme une application de 2Q->2Q. Il suit du
paragraphe précédent que R peut &8tre considérée encore comme un
transformateur de prédicats. Cependant, nous préférons, dans ce cas,
introduire une nouvelle notation, et définir le transformateur de
prédicats image[R] qui se comporte comme le "transformateur de prédicats"

R.
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Définition I1.4.1. image[R}. Pour Re R on définit image[R] e P~ P par
image[R](A) = Ab.da A(a) A (a,b) eR. " ]

La proposition suivante montre que image{R] joue le méme rdle pour

les prédicats que R joue pour les ensembles.

Proposition 11.4.2, image[R](A) = B ssi R(A) = B.
Démonstration. Il suffit de remarquer que la déf.1I.4.1 est équivalente

a image[R](A) = Ab.b e R(A). fl

Dans image[R] on peut considérer que le symbole image désigne

une application de R+ (P+ P) définie par image = ARAAAb.da A(a) A (a,b) eR.

Les propriétés du transformateur de prédicats imagelR] sont, natu-

rellement, analogues aux propriétés 11.2.2.1 er 11.2.2.2,

Propriétés I1.4,3. Pour Re R, A,Bec P, et famille {Ai}iel de prédicats

de P, on a

1. image[RI(1) = &
2, image[R](AUB) = image[R}(A) u image[R](B)

3, image[R]}( u Ai) =y image[R](Ai)
iel iel
4, AcB => image[R}(A) c image[R](B)
5. image[R}(A nB) c image[R](A) nimage{R](B). 0

Dans la suite, la relation d'identité dans 1l°’ensemble caractéristique

d'un prédicat P est notée IP” i.e.,, par définition I, = IP.

Propriétés I1.4.4, Pour R,SeR et A,X,YeP, on a

1, image|Ro8](A) = image[S](image[R](A))
2, image[RuS](A) = image[R](A) uimage[S](A)
3, image[X<Y1(A) = (Ab.AnX £ 1) nY

4, image[Ix](A) = AnX

En Programmation on préfére en général les transformateurs de
prédicats "arriére", qui transforment les post-conditions &tablies pour

un programme en pré-conditions garantissant un certain comportement
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du programme. Nous sommes ainsi amenés 3 considérer le transformateur
P . -1
de prédicats image[R "1, que nous nommons pre[R]}. En d'autres termes,

nous avons la définition :

Définition IT.4.5. pre[R]. Pour Re R on définit prelR] € P> P par
prefR}(B) = image[R—]](B). ]

Les propositions et propriétés suivantes sont des conséquences

directes de la définition de pre[R].

Proposition II.4.6, pre[R](B)=A ssi R_I(E)éé 0
Proposition II.4.7. prefR](B)=ra.db (a,b) e RAB(b) 0

Propriétés I1.4.8. Pour ReR, A,Bec P et famille {Ai}ieI de prédicats

de P, on a

1. pre[R](1) = 1
2. prefRI(AuB) = pre{R](A) upre[R]1(B)

3. pre[R]( u Ai) = y pre[R](Ai)
1el iel

4. AcB = pre[R](A) < pre[R](B)
5. pre[R](A nB) < pre[R1(A) npre[R](B) 0

Propriétés II.4.9. Pour R,S ¢ R, B,X,Ye¢ P on a

I. prefRoS](B) = pre[R](pre[S](B))

2. prelRusS](B) pre[RI(B) u pre[S](B)
3. pre[XxY](B) = (Ab.{BnY # 1}) nX

4. prel[I 1(B) = BnaX [

Si la relation R représente un programme, les significations de
image[R](A) et de pre[R](B) sont respectivement analogues 3 celles de
R(A) et RF](E). Si A est le prédicat caractérisant 1'ensemble d'états
initiaux de R, alors image[R](A) caractérise 1'ensemble d'états finals
Possibles, Ceci implique que si R se termine alors ce sera nécessairement

dans un état de image[R](A)
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Si B caractérise un ensemble d'&tats finals alors pre[R](B) est le
prédicat caractérisant I'ensemble des &tats a partir desquels il est

possible que le programme se termine dans un &tat de B.

Exemple 11.4.8. Soit Q = {0,1,2,3} et R = {(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)}.

Graphiquement 3

Soit q la variable qui parcourt Q. En utilisant une &criture informelle
des prédicats(l) (comme nous le ferons souvent dans 1la suite), nous
avons par exemple 3

image[RI(7) = qz2, image[R](q=0) = i,

image[R]1(q#0) = image{R}(q22) = q22 ;

pre|R](T) = {q#dﬁl), prefR](q=0) = prefRl(q<1) = 4

pre[R](q=3) = q =22, 0

On peut observer, au sujet de 1'interprétation de pre[R], qu'il
est généralement préférable de caractériser 1'ensemble des états a
partir desquels il est certain (et non seulement possible) que le
programme termine dans un &tat vérifiant une post-condition donnde.
Nous reviendrons sur ce point plus tard. Pour le moment, nous nous
contentons de remarquer que si le programme est initialisé& en dehors

de prefR}(B), alors il est siir qu'il ne se termine pas dans B.

La double négation implicite dans la phrase précédente suggére

un troisiéme transformateur de prédicats, associé a R, défini par :

Définition I1.4,10, pre[R]. Pour Re R on définit pre[Rl e P+ P par
pre[R1(P) = “pre[R]("P) (]

Le trausformateur de .prédicats pre[R] est le dual de pre[R]. Ses

propri&tés sont, par conséquent, duales de celles de pre[R].

(1)

En cas d'ambiguité dans la lecture d'expressions contenant des
prédicats écrits 4 1'aide des signes =, #, on entourera les
expressions définissant les prédicats par { }.
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Proposition II.4.11. p;e[R](B)=A ssi R_l(jg) =TA 0

]

Proposition II.4.12. pre[R]1(B) = Aa.¥b(a,b) eR = B(b) [

Proposition II.4.13. pre[R](B)

"

Aa.R(a) < B
Démonstration. Utiliser IT.4.12. il

Propriétés II.4.14. Pour Re R, A,Be P, et {Ai}iEI une famille de

prédicats de P on a
1. p;e[R](T) =T
2. pre[RI(AnB) = pre[R1(A) n pre[RI(B)
3. pre[RI( n A = 0 p¥e[R](Ai)
iel iel
4, AcB = pre[RI(A) c pTre[R](B)
5. pre[R1(A) u pre[RI(B) c pre[RI(AuB)  [J

Propriétés II.4.15. Pour R,SeR, B,X,YeP on a

1. pre[ReS1(B) = pre[R](pre[S](B))

2, pre[RuSI(B) = pre[R1(B) n prelS](B)
3. pre[Xx Y1(B) = (Ab.YcB) u X

4, p?e[lxl(B) =X=38 [

En nous reportant a8 l'interprétation de pre[R], il est clair que
prelR1(B) caractérise 1'ensemble d'états initiaux & partir desquels

il est garanti que R se termine dans B ou ne se termine pas.

Exemple IT1.4.2. Avec la relation R de 1'exemple II.4.1 on a,par exemple,
pre[R1(1) = {q=0}, prelRl1(q22) =T, pre[RI(q=3) = {q=0v q=3}
p;e[R](q <1) = {gq=0}. ]

La propriété suivante de la conjonction de pre[R](P) et pre[R](P)

aura des conséquences importantes dans la suite.

pre[R1(T) npre[R](P)
pre[RI(1) v pre[R](P)

Propriété I1.4,16, 1. pre[R](P) npre[R](P)
2. pre[R](P)‘Jp;e[R](P)

Démonstration

i. PD = pre[R]1(Pu ™P) nprelR](P)

(pre[R1(P) upre[RI("P)) npre[R](P) (par II.4.8.2)
pre[R]1(P) npre[R](P) u pre[R]1("P) n pre[R](P)

PGui = PG

1



-

2. par dualité, {1 B S

Les trois résultats sulvants;}dahx 1a demoustratxon est analaguew~~«¥<~

2 celle de 71.2.2.4, donnent des caracterladtlons 1nteressantes des

transformateurs de prédicats que nous venons*dé presenter

Proposition 11.4.17. Un trausformateur de prédicats F, Fe P+ P, est
tel ques pour toute famille de prédicats (A ¥s F(UA ) = uF(Ai)

ssi il existe une relation R, ReR telle que F = lmage[R]. n

Proposition I1.4.18. Un transformateur de prédicats F, Fe P+ P, est
tel que,pour toute famille de prédicats {Ai}’F(UAi) = uF(4;)

ssi il existe une relation R, ReR, telle que F = pre[R]. 0

Proposition 11.4.19. Un transformateur de prédicats G, Ge P+P est
tel que, pour toute famille de prédicats {Bi}’G(nBi) = nG(Bi)

ssi il existe une relation R, Re R, telle que G = p;e[R]. 0

5. OPERATIONS SUR LES TRANSFORMATEURS DE PREDICATS

Les transformateurs de prédicats &tant des fonctions de P+ P
on peut bien sfir les composer pour obtenir d'autres transformateurs
de prédicats. Pour F,Ge P+ P la composition est définie, comme
habitvellement, par FoG = AP.F(G(P)). De plus, FoF peut s'écrire F2.
En général, nous avons F =1, ot I est le transformateur de prédicats
identité»I=aP.P, et F ' lap,rl,

Nous définissons encore deux autres opérations binaires entre
transformateurs de prédicats, la somme (notée "v") et le produit

(noté "A"), par

Définition 11.5.1. Somme de transformateurs de prédicats, v.

Pour F,Ge P+ P, FVGe P+ P et FVG = AP.F(P) U G(P). ]

Définition II1,5.2. Produit de transformateurs de prédicats, A,

Pour F,Ge P+ P, FAGE P> P et FAG = AP.F(P) N G(P). a
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Ces définitions s'étendent facilement au cas d'une famille

{F.}

de transformateurs de prédicats

i“iel
v F. =P,y F. (P)
iel iel
A F, = AP. n F.(P)
iel t iel !

Un cas particulier important d'utilisation de ces opérations est
celui ot la famille considérée est la famille des puissances d'un
Z1s s s i, .
transformateur de prédicats F, c'est-d-dire {F Jieﬂi' Nous les dis-

tinguons par deux opérations unaires * et x définies par

Définition II.5.3, L'opération *. Pour F e P>P, F*eP>P et

F* = S [
ieN

Définition 1I.5.4, L'opération x. Pour F e P-P, F ¢P>P et

F o= A FL, O
1e IN

Une autre opération unaire sur transformateurs de prédicats que
nous avons déja eu l'occasion de rencontrer, a propos de pre[R], consiste

a prendre le dual d'un transformateur de prédicats donné.

Définition II.5.5 ("Prendre le dual") ~. Pour Fe P+P, Fe P> P
et ¥ = AP,”F("P). 0

Les relations entre 1'opération ~ et les autres opérations sont

données par les égalités suivantes, toutes faciles i démontrer.

]
—

ii.

iii.  (FoG)" = F.Q

iv.  (FvG)” =Fag
v (FAG) =Fvi
i~ i
vi. (Fl) = (F)
~ ~ok
vii. @) = (F

viii. (F)” = @
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Les opérations que nous venons de présenter nous permettent de
reéerire les propriétés 11.4.9.) er 2 I1.4.15.1 et 2 de fagon plus

concise.

Propriétés 11.5.6. Pour R,S¢R, on a

1. pre{RoS} = pre{RloprelS]
2, pre[RuS] = prefR]l v pre{S]
3. prelRoS] = pre[Rloprels]

i

4. pre{RuS] pre[R] A pre[s}] 0

Nous avons aussi les nouvelles propriétés suivantes.
Propriétés I1.5.7. Pour Re R, on a
1. pre[Rl] pre[R]x
2, pre[R*] pre[R]*
3, prefk'] = pre(r]®
4, pre[R*] = pre[R}" [

L

]

Dans P-+ P on peut définir une relation d’ordre partiel, notée aussi

llclb par :

Définition 1I.5.8. Relation d'ordre partiel pour transformateursde
prédicats, <. Pour F,Ge P~P on a

FcG si ¥Pe P F(P) c G(P). 0

~

Propriété I1.5.9. FcG ssi EEF. [l

Nous pouvons maintenant présenter 1'analogue de la proposition

11.2.2.3 en termes de pre[R] et de p;e[R] :

Proposition II,5.10. Pour R,S5¢ R on a Rc S ssi

pre[R] c pre[S] ssi p?e[S]Ep;e[R].

Démonstration, Il suffit de remarquer que RcS ssi R-lc S"l et utiliser

les définitions 11.2.2.3 et 11.5.9. {
Corollaire II,5.11. pre[R] = pre[S]

pre[S]

ssi R=§, ]

ssi p;e[R]
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Ce corollaire montre que R, pre[R] et pre[R] sont tous sémantiquement
équivalents. Par conséquent, il n'y a pas perte d'information dans le

passage de R a pre[R] ou pre[R].
Dans la suite nous utilisons beaucoup les deux définitions suivantes.

Définition I1.5.12. Continuité (supérieure). Fe P+ P est dit
(supérieurement) continu si pour toute suite croissante de prédicats

{Ai} A;cA; 4, 0na 1'égalité F(u A;) = U F(A). 0

ielN? . .
‘1eIN 1eIN

Définition II.5.13. Continuité inférieure. Ge P+ P est dit inférieurement
continu si pour toute suite décroissante de prédicats

1z sz -
{Bi}iend’ Bi+lfiBi on a 1'égalité G('n Bi) n G(Bi)’ 0
1eIN 1eIN

Les deux résultats suivants sont des conséquences immédiates

respectivement des propositions I1.4.8.3 et IL.4.14.3.

Proposition II.5,14. Pour tout Re R pre[R] est sup@rieurement continu. [J

Proposition I1.5,15, Pour tout Re K. pre[R] est inférieurement continu. 0

En effet, on a la propriété générale suivante

Propriété I1.5.16. Fe P> P est supérieurement continu ssi F est

inférieurement continu.

Démonstration (=>). Soit {Bi}iEIN une suite décroissante de prédicats.
Alors { Bi}ieIN est une suite cr01ssante.~Donc F(u Bi) = yF( Bi) ce qui
implique F(nBi) = "F(U"Bi) = HUF(ﬁBi) = nF(Bi).

(<=) similaire. g

Le transformateur de prédicats identité et les transformateurs de
prédicats constant sont, trivialement, supérieurement et inférieurement
continus. De plus, nous avons les propriétés générales suivantes,

facilement démontrables 3 partir des définitions.

Propriété I11.5.17., Si F,Ge P+ P sont supérieurement continus alors

FuG, FnG, FoG, et F* le sont aussi. 0
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Proprié&té I1.5.18. Si F,Ge P+ P sont inférieurement continus

alors FyG, FnG, F.G, et F' le sont aussi. {1

6. POINTS FIXES DE TRANSFORMATEUR DE PREDICATS

Un résultat bien connu de la théorie des treillis, Tarski [Tar55],
a pour conséquence que si un transformateur de prédicats F est
monotone (i.e., F est tel que AcB = F(A) <F(B)) alors F admet un
plus petit point fixe, c’est~a-dire il existe un prédicat Ap tel
que F(Ag) = Ag et pour tout A tel que F(A) = A on a AgcA. De plus,
pour chaque P tel que PcF(P) il existe le plus petit point fixe de
F qui est supérieur 8 P. Si F est supérieurement continu alors
ce plus petit point fixe est précisément F*(l’)s {def.11.5.3).

Et, en particulier, le plus petit point fixe de F est F (1).

Par dualité, nous pouvons conclure que F admet aussi un plus
grand point fixe et gque pour chaque P tel F(P)<P, il existe le plus
grand point fixe de F qui est inférieur & P. Finalement, si F est
inférieurement continﬁ ce point fixe est FX(P), {def.11.5.4). Dans

ces conditions, le plus grand point fixe de F est FX(T),

Nous allons @tre amenés 3 résoudre des inéquations de la forme
PcF(P), o6 F est un transformateur de prédicats inférieurement
continu. La résolution de cette inéquation est en fait &quivalente i la
résolution d'une équation car

PcF(P) <= P = PaF(P)

<> P = (LTAF)(P).
Le transformateur de prédicats LA F &tant tel que (IAF)(A) <A, pour
tout A, et clairement inférieurement continu, on peut conclure que
pour tout A la plus grande solution de PcF(P) inférieure a A est
(1AF)Y* ().

Le raisonnement dual nous permet de résoudre des inéquations de
la forme G(P) c P, quand G est supérieurement continu. Dans ce cas,
nous obtenons que pour tout A la plus petite solution de G(P) c P

qui est supérieure 4 A est (IvG)*(a).



26

Remarquons ici que le théoréme du point fixe de Tarski [Tar55]
nous indique que la plus petite solution de G(P) cP est précisément
le plus petit point fixe de G ; ceci entraine directement

(I\/G)*(L) = G*(l). De maniére duale nous avons (I/\F)X(T) = FX(T),

La proposition suivante et sa duale permettent parfois de

simplifier 1'expression de la solution des inéquations.

Proposition I1.6.1. Si G est distributive par rapport 3 la disjonction
*

alors (I\/G)* =G .

Démonstration. Il suffit de montrer que ¥i (Iv@)* = v ¢l
i=0 : trivial jel0,i]
i+1 : (1ve)™ = ave).avel
= (IvGB)o( v ¢l (hypothése d'induction)
jel0,1]
= v Gl v Go( v GJ)
jel0,i}] jel0,i]
= v ¢v v ¢! (distributivitd)
jel0,i] Jell,i+1]
= v ¢l 0
jef0,i+1]

Proposition I1.6.2. Si F est distributive par rapport i la conjonction
X

alors (IAF)" = F°. ]

Nous résumons les résultats concernant la ré&solution d'inéquations
avec transformateurs de prédicats dans les deux propositions

sulvantes :

Proposition I1.6.3. Si Ge P>P est supérieurement continu et A e P
alors la plus petite solution de 1'inéquation G(P) <P qui est
supérieure 3 A est le prédicat (I\'G)*(A). De plus, si G est
distributif par rapport i la disjonction cette solution est aussi

"donnée par G*(A). {1

Proposition 11,6.4. Si Fe P+P est inférieurement continu et A e P
alors la plus grande solution de 1'inéquation PcF(P) qui est
inférieure & A est le prédicat (I/\F)X(A), De plus, si F est
distributif par rapport & la conjonction cette solution est aussi

donnée par FX(A). 0
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7. CONTINUITE DE pre[R] ET pre[R]

Nous revenons d 1'€tude des transformateurs de prédicats pre[R]
et p;efR], maintenant en ce qui concerne leurs propriétés de continuité.
Les propositions I1.5.14 et T1.5.15 nous indiquent que prelR] est
toujours supérieurement continu et que p;e{R] est toujours inférieurement
continu. Pour caractériser la continuité inférieure de prelR] et

supérieure de prefR] il nous faut quelques concepts supplémentaires.

Définition II.7.}. Déterminisme. La relation R, Re R, est déterministe
si ¥ R = i, R
qeq R@]

Si une relation n'est pas déterministe on peut dire qu'elle est
non~déterministe. Il est cependant plus courant de dire que le non-
déterminisme est 1’absence de la condition de déterminisme et non

la négation. Dans ce sens toutes les relations sont non-déterministes.

Une classe intéressante de relations est celle des relations pour
lesquelles chaque €l1ément d& un nowbre fini de successeurs. Nous disons
que ces relations sont 3@ non-déterminisme fini. (On les appelle aussi

relations 2 image finie),

béfinition 11.7.2. Non-déterministe fini. La relation R est 3 non

!R(q)! < k. 0

d} 3 3 I 3 o
éterminisme fini si vqu 4keIN

Exemple II.7.1. Les relations 2 dans IN, ainsi que

f(x,y) E‘INzix est un multiple de y}
et {(x,y)ez

I3

| Ix-y| s 1) sont a non-déterminisme fini.
. o s 2
Les relations < dans IN, 2 et < dans Z ainsi que {(x,y) e IN lx est un

diviseur de y} ne sont pas a non~déterminisme fini. ]

La continuité inférieure de prelR] étant Bquivalente a4 la continuité
supérieure de prel[R] (par 11.5.16) nous choisissons de traiter
d'abord prefR].
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Théoréme I1.7.3. Le transformateur de prédicats pre[R] est supérieurement

continu ssi la relation R est 3 non-déterminisme fini.

Démonstration. (<=) Soit {Pi} une suite croissante de prédicats.
Utilisant I1.4.13 il nous suffit de montrer que, pour tout a,

R(a) S.U_Pi <= —}i R(a) gi.

L'implication <= étant &vidente, il reste 3 prouver que

(*)  R{a) cuP, = d; R(a) cP,

Si R(a)=¢ alors (*) est trivialement vrai. Sinon définissons pour chaque
b eR(a) 1'entier s(b) = min{i|b ePi}.

L'ensemble {s(b)!b eR(a)} est fini et npon-vide. Il a donc un maximum

m. Les Pi formant une suite croissante d'ensembles on a certainement
R(a)fiP;:; ce qui &tablit la partie droite de (*).

(=>). Supposons que R n'est pas a4 non-déterminisme fini et prenons a

tel que R(a) est infini. Prenons D un sous-ensemble dénombrable de R(a),

et pumérotons ses &léments : D = {b PRI PR

O: i"

Définissons une suite croissante de prédicats {Pi} par
Pi(x) _J1>]1 81 xeD et x=bj

vrai si x¢D

Puisque UP.=T, nous avons, d'aprés II.4.14.1, que p;e[R](UPi)(a)=vrai.

D'autre part, il est &vident que ¥i R(a)f}}id'oﬁ, d'aprés 11.4.13,

¥i pre[R] (P;) (a)=faux et donc (4; pre[R] (P;T(a)) = (u pre[R] (P;))(a) = fau

ce qui implique que pre[R] n’'est pas continu. o ?

Théoréme II.7.4. Le transformateur de prédicats pre[R] est inférieurement

continu ssi la relation R est a non-déterminisme fini.

Démonstration, Par I11.7.3 et IT.5.16. i
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€. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons introduit les idées de base et les
conceptrs fondamentaux de notre théorie relationnelle, concepts sur
lesquels s'appuient les développements ultérieurs. Jusqu'a maintenant,
Nous n'avons discuté que trés brigvement de 1'utilité des relations
et des transformateurs de prédicats dans le domaine de la Programmation.
En particulier, nous n’avons rien dit sur les mdthodes pour calculer
les relations représentées par des programmes donnés, ni de la fagon
de calculer en pratique les tramnsformateurs de prédicats associds
a8 ces relations. En fait, ce sujet n'est traité que dans le chapitre V.
I1 nous faut auparavant raffiner encore notre modéle avec de nouveaux
concepts mieux adaptés aux types de problémes qui se posent dans la
réalité, Ainsi le chapitre suivant est consacré 3 1'Gtude d'un nouveau
transformateur de prédicats, qu’on pourrait appeler “de correction
totale", et le chapitre IV & 1'introduction de quelques outils, dont

les invariants, qui vont permettre 1'étude des programmes itératifs.
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RELATIONS PROGRAMMABLES ET TRANSFORMATEURS DE PREDICATS
DE CORRECTION TOTALE
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1. INTRODUCTION

Les transformateurs de prédicats prefR] et p;e[R] ne correspondent
pas 3 la potion de transformateurs de prédicats de correction totale.
Celle-ci s'applique 2 des transformateurs de prédicats qui produisent
des prédicats (pre-conditions) caractérisant des ensembles d'états
initiaux pour um programme, et qui garantissent la terminaison de
ce programme dans um &tat satisfaisant un prédicat (post-condition)
donné. Dans ce chapitre, nous partons & la recherche d'un transformateur
de prédicats de correction totale bati 3 partir des concepts déja
présentés. Nous commengons par mettre en cause 1°hypothése faite
dans 11,2.3 sur la représentation d°un programme par une relation,
puis nous remplagons cette hypoth@se par une autre, plus fine. Le
transformateur de prédicats que nous proposons finalement a toutes
les propriétés de "salubrité" indiquées par Dijkstra [Dij76]. De plus,
coumme nous le montrerons dans le chapitre V, il correspond en fait a
la fonction wp de Dijkstva [Dij75], [Dij76]. L'étude du transformateur
de prédicats proposé est faite en termes de relations binaires comme
dans le chapitre précédent, ce qui est trés avantageux, car oulre sa
simplicité conceptuelle, il permet de faire abstraction des particula-

rités du langage avec lequel seraient écrits les programmes.

Un résultat important de ce chapitre est que toutes les relations
ne sont pas représentables par des programmes. Il serait intéressant
de caractériser précisément la classe des relations qui sont
représentables par des programmes., Ce probléme est &videmment 1ié
au langage de programmation utilisé et n'est pas traité dans ce
rapport, Néanmoins nous étudions dans ce chapitre une classe de
relations parmi lesquelles on trouvera nécessairement les relations

représentables par des programmes.
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2. TRANSFORMATEURS DE PREDICATS DE CORRECTION TOTALE

Rappelons briévement les interprétations de pre[R] et de p?e[R] :
pre[R](P) est le prédicat caractérisant 1'ensemble d'états initiaux
a partir desquels il est possible que R se termine dans un état de P ;
p;e{R}(P) caractérise les &tats initiaux & partir desquels il est
certain que R se termine dans un &tat de P ou ne se termine pas. Si
'on dit qu'un transformateur de prédicats F associé & la relation R
est de correction totale quand, pour tout P, F(P) caractérise un ensemble
d'états a partir desquels il est certain que R se termine dans un
état de P, les interprétations données pour pre[R] et pre{R] montrent
qu'ils ne sont pas des transformateurs de prédicats de correction
totale. Remarquons néanmoins que si 1'on sait que R se termine
toujours (i.e., pour chaque &tat initial), alors pre[R] est effectivement
de correction totale, Malheureusement ce n'est pas toujours le cas

car il y a beaucoup de programmes qui peuvent ne pas de terminer.

Considérons un programme dont 1'exdcution a partir d'un &tat q
peut ne pas se terminer et supposons que ce comportement est représenté
dans la relation R associée par le fait que R(q)=¢. Dans cette
hypothése, si 1l'on considére le transformateur de prédicats
pre[R] A pre[R] on peut constater qu'il est de correction totale.
Definissons, pour alléger 1'écriture, pre[R] = pre[R] A pTrel[R].
Si, pour un prédicat P donné, un &tat q vérifie pte[R](P) alors, d‘'une
part q vérifie pre[R](P), ce qui implique que q a au moins un successeur
et, d'aprés 1'hypothése faite, que 1le programme initialisé 3 q se
termine toujours ; d'autre part q vérifie aussi pre[R] ce qui implique
que, le programme devant se terminer, il doit se terminer dans un &tat
de P, Sous une autre forme le transformateur de prédicats pPe[R](P)
a servi & Wand [Wan77] pour donner une caractérisation relationnelle

de la fonction wp de Dijkstra [Dij76],

I1 faut cependant remarquer que 1'hypothése faite ci-dessus sur la
représentation de la non-terminaison contredit celle de I1.2.3, & savoir
qu'un doublet (a,b) est dans R si et seulement si il est possible

qu'un calcul commencé 3 a se termine dans b. Il existe des programmes
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oii, pour un &tat initial donn&, outre la possibilité de non-terminaison,
il est aussi possible que le programme se termine. D'apré&s l'hypothése
ci-dessus les calculs qui se terminent ne sont pas représentés.

D'autre part, dans l'hypothése de 17.2.3, c’est le calcul sans fin

qui n'est pas représenté.

L'issue correcte de ce dilemme est, & notre avis, 1'abandon de
pre{R] A p;e[R] en tant que transformateur de prédicats de correction
totale, et le raffinement de 1*hypothése de [1.2,3 de fagon a permettre

la représentation des calculs qui ne se terminent pas.

Une raison supplémentaire pour abandonner p?e[Rl est le fait que,
en général, pre[R,S] # p;efR]op;e[S], (Ceci est un peu surprenant,
au vu de 11.5.6.1. et 11.5.6.3.).

Exemple I11.2.1, Seoit @ = {0,1}, R = {(0,0),(0,1)}, § = {(i,D} ;

Dans ce cas Re¢S = {(0,1)}. Graphiquement :

I : 0
L] ®

\\\\m. RoS
o

1
)

R

» o ®

(] ]

On obtient ; prefR.S1(T) = {q=0} et
pre[RI(pTelS1(7)) = prelRl(q=1) = 1. O

En effet on peut seulement garantir que p;e[R}op;eKS] < p;e{RoS}
(Démonstration : (prelRl a prelR1) ({prelS] A p;e{S])(P))
prelR1(prefS1(P) n prelS1(P)) n pre[RI(prelS1(P) n prelS1(P))
pre[R1(prelS1(P)) n prelR1(prelS1(P)), (par II.4.8.4. et IL.4.14.4.)
prelRoS1(P) n pre[RoS1(P), (par I1.4.9.1. et I1.4.15.1.)).

In N

f



36

3. LA REPRESENTATION DE LA NON-TERMINAISON

La conclusion & tirer de la discussion précédente est qu'il faut
un moyen explicite de représentation des calculs qui ne se terminent
pas. La maniére la plus naturelle de le faire est d'élargir 1'ensemble
d'états Q avec un élément distingué, servant précisément i "marquer”
les calculs sans fin. (Cette solution est aussi adoptée par de Roever

[Roe761),

Notons par w cet &lément distingué. Dans la suite, nous supposerons
toujours que 1'E€lément @ appartient & 1'ensemble d'états Q. Prenons
une relation R dans 1'ensemble de relations R. La significétion d'un
doublet (a,b) de R, en termes d'ex8cution d'un programme est maintenant
la suivante : si b#w alors il existe un calcul qui commence 3 1'état a
et se termine 3 1'état b ; si b=w alors il existe un calcul commengant

a 1'état a et ne se terminant pas.

L'introduction de 1'@tat distingué w nous permet aussi de restreindre
la classe des relations qui servent 3 représenter des programmes. En
fait, il est évident que ¢ ne doit admettre d'autre successeur que
lui-méme. D'autre part, tout programme peut, en principe, 8tre
initialisé dans n'importe quel &tat, c'est-d-dire, tout &état de Q
peut etre 1'état initial d'une exécution du programme. Ceci implique
que tout &tat de Q doit avoir au moins un successeur par la relation,
ce successeur pouvant étre w, dans le cas ol le calcul "n'est pas

défini',

En conclusion, les relations qui servent 3 représenter des
programmes ont (au moins) les propriétés de w—absorption et de totalité

définies maintenant :

Définition III.3.1. y-absorption. Une relation R, Re R, est w-absorbante
si R(w) c {w}. (Dans la pratique, on dit simplement que R est

absorbante).

Définition III.3.2. Totalité. Une relation R, Re R, est totale si

¥q € Q R(q)#4.
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I1 est &vident que si R est w—absorbante et totale alors R(w)={w}.

Ces définitions peuvent &tre données en termes de transformateurs
de prédicats., Pour le faire, notons Q le prédicat gqui est vrai a

1'8tat w et faux ailleurs :
2 = {2q.q=u}
Proposition IT1.3.3. R est absorbante ssi image[RI(Q) c Q,

ssi Q E_p;e[R](Q),
ssi prefR1(TQ) < 7. k

Proposition T11.3.4. 1. pre[RI(T) = ra. R(a)#b
2. prefR](1) = ra.R(a)=¢
Démonstyration. 2, par 11.4,13.
I, par dualité. g
Proposition 11I.3.5. R est totale ssi pref[RI(T) =T
ssi prefRI(1) = &. {]

Soit R une relation absorbante et totale et interprétons p?e[R](P)
en termes de 1'exécution de R. Puisque tous les éléments de Q ont au
moing un successeur par R (totalité) on peut reprendre 1'argument
‘exposé dans la premiére partie de I11.2 pour conclure qu'un état a
vérifie p;e[R}(P) si et‘seulemeu: si tous les calculs commengant a a
vont certainement "se terminer" dang P. Nous &crivons "se terminer"”
(entre guillemets), car rien n'exclut que le prédicat P porte aussi
sur w, i,e., P{w)=vrai ; dans ce cas un des successeurs de a pourrait
étre y, ce qui représenterait précisément un calcul qui ne se termine

pas.,

Pour &viter cette possibilité il faut exclure de pre[R1(P) tous les
états pouvant mener a 2. Ces états sont caractérisés par le prédicat
pré[R}(Q). En conclusion, si R est totale et absorbante, l'ensemble
des états a partir desquels le calcul de R se termine certainement
est caractérisé par le prédicat pre[RI(P) n “prelR1(R), qui peut se
reéerire pre[R1(P) n pre[RI(TQ), et pre{R1(P-2) (en utilisant I1.4.14.2.).
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(Remarquons que seule la propriété de totalité joue un rGle important
dans cet argument ; la w-absorption n'intervient qu'implicitement,
pour éviter 1'occurrence de doublets de la forme (w,b) avec b#w, dans

la relation). -

Cette discussion montre que le transformateur de prédicats
AP,p?e[R](P-Q) est un transformateur de prédicats de correction totale,
pourvu que R soit absorbante et totale (ce qui est vrai chaque fois
que R représente un programme). Nous 1'étudions en détail dans le

reste de ce chapitre.

Nous terminons ce paragraphe avec une autre caractérisation inté-
ressante des relations totales.
Proposition III.3.6. R est totale ssi pre[R] < prelR].
Démonstration, (=) D'aprés II.4.16.1 et II1.3.5 prefR}(P) n p;e[R](P)
= pre[R](P)
ce qui implique p;e{R](P) c pre[R](P).
(<=) 8i R n'est pas totale alors par 1IT1.3.5 p;e{R](l) #1
tandis que d'aprés I1.4.8.1 pre[R1(1) = 1. B

4. LE TRANSFORMATEUR DE PREDICATS wpr[R]

Nous avons vu que tout programme peut étre décrit par une relation
absorbante et totale. Nous pourrions donc ne considérer que ce type
de relations dans la suite. Toutefois, pour des raisons techniques
qui seront évidentes 3 partir du chapitre V, il est avantageuX de ne
pas exiger la totalité dans tous les cas. La levée de la restriction
de totalité provient essentiellement du fait que 1'on peut construire
une relation totale par la réunion de deux relations non totales.
Pour &tudier facilement les relations totales ainsi obtenues, il

convient de pouvoir aussi traiter les relations non totales.

En ce qui concerne la w-absorption, la situation est différente.
En fait, il n'y a aucun intér@t a &tudier des relations pour lesquelles
1'état w pourrait avoir d'autres successeurs que lui-méme. Ceci nous
permet de ne considérer a partir de maintenant que des relations

absorbantes, Pour abréger 1'écriture, nous les appelons des w-relations.
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Définition I11.4.}, w-relation. Une relation R, Re R, est une w-relation

si R est w-absorbante. {l

L'ensemble des w-relations dans Q est noté Rw” i.e.,

R, = {R ¢ R|R(w) c {w}}. Nous avous :

Proposition II1.4.2, Rm est fermé pour 1'union, la composition et

ia fermeture réflexive et tramsitive de relations.

Démonstration. Soient R,Si.Rw
i. (RuS)(w) = R(w) uSw) < {wlulw} = {w)
ii. (ReS)(w) = (ReS)({w]) = S(R({w}), (11.2.2.2.1.)
c S({w)), (I1.2.2.1.4.),
< {u}

iii. Par induction Rl(m) < {w} pour tout ie M et donc R*(m) 5_{ml. {

Pour les w~relations, nous définissons un nouveau transformateur

de prédicats,

Définition 11T.4,3. wprfR]. Pour Re.Rm, on définit wpr[R} e P+ P par
wpr[R] = AP,pre{R}(P-Q). 0

D'aprés la discussion du paragraphe précédent, wprfR] est un
transformateur de prédicats de correction totale si R est une

w-relation totale.

Les propriétés intéressantes de wpr[R] se déduisent de celles de

pre[R], a savoir 11.4,12, & II.4.14.

Proposition III.4.4, wpr{R](P)

ra.¥b(a,b) € R = P(b) Abéw. {1

Proposition II1,4.5, wpr[R}(P) = ra.R(a) cP-Q. 0

Propriétés IIT1.4.6. Pour Re Rm’ A,BeP et {Ai}iel une famille non vide

de prédicats de P, on a

1. wpr[R1(A nB) = wpr[R1(A) awpr[R](B)

2. wprlR1C n A;) = o wprlRI(A)) (1#4)
iel il ‘
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3. AcB = wpr[RI(A) < wpr[RI(B)
4. wprlR1(A) v wpr[R]I(B) < wpr[RI(A UB). 0

La définition de wpr[R] implique clairement la proposition suivante

Proposition I11.4.7. wpriR} E_p;e[R]. 0

Examinons maintenant la continuité de wpr[R]. La propriété I11.4.6.2
montre qu'il est toujours inférieurement continu. D’autre part, le
théoréme II.7.3. entraine que le non—-déterminisme fini de R est une
condition suffisante pour la continuité supérieure de wpr[R]. Cette
constatation ne peut nous satisfaire complétement car on trouve dans
la réalité des programmes qui ne peuvent pas 8tre décrits par des
relations & non—déterminisme fini. L'exemple classique est le
"goon-program”" qui dans le langage des commandes gardées de Dijkstra
[Dij75], s'écrit

do goon = xi=x+]
[1 goon + goon:=falsge

od

Si x est une variable entiére la relation associée 3 ce programme
est, & premiédre vue, la relation < (plus petit ou &gal) dans Z,
(on ne s'intéresse qu'aux valeurs de x). Cette relation n'est pas &
non-déterminisme fini (cf. exemple II.,7.1.). Néanmoins, en regardant
de plus prés, nous nous apercevons que pour toute valeur initiale
de x le "goon-program' peut aussi ne pas se terminer. Ceci veut dire
que la relation associ&e est, en fait, < u {(muw)|meZ}u {(w,w)},

(qui est définie dans Z u {w}).

Une propriété générale des programmes qu'on sait implémenter est
que si 3 partir d'un &tat donné il est possible d'obtenir un nowbre
infini de résultats, alors il est aussi possible que le programme ne
se termine pas. Informellement, comme le fait Dijkstra [Dij761, ceci
s'explique en remarquant qu'une machine ne peut pas 8tre obligée de

3

faire un choix arbitraire parmi un nombre infini de possibilités en

.

un temps fini. Un argument de style plus math@matique utilise le

lemme de Konig, [Knu75] :
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"tout arbre infini A branchement fini a au moins une branche infinie".
Les programmes auxquels on s'intéresse sont 3 “branchement fini®", car
au niveau le plus &lémentaire de la décomposition on ne trouve que des
choix parmi un nowbre fini de possibilités. En appliquant le lemme de
Konig, nous concluons que si pour une certaine donnée le nombre de
résultats est infini, alors il doit y avoir aussi un calcul infini pour

Cette donnée,

Ces observations nous conduisent & la définition d'un nouveau type
de non-déterminisme qui prend en compte la possibilité& de non-terminaison

dans les cas oit il y a un nombre infini de résultats possibles.

Définition II1.4.8. Non-déterminisme borné. La w-relation R est & non-

déterminisme borné si ¥qe Q(Hk ¢ IN [R(q)g <kv {q,n) €R). )

Le théoréme suivant est fondamental.

Théoréme I1I.4.2. Le transformateur de prédicats wpr[R] est supérieu-

rement continu ssi la w-relation R est 3 non—-déterminisme borné.

Démonstration, {<=) Soit {Pi} une suite croissante de prédicats. Nous
voulons montrer que, pour tout a

() wpr[R}(uP;)(a) = qi wpr[R](P;) (a)

Soit a tel que dk |R(a)|sk. Ecrivons R, = {(x,y) e R|x=a}.

Ra est clairement 4 non-déterminisme fini. De plus, nous avons,
trivialement, R(a)=Ra(a), ce qui implique, en utilisant I1.4.13 que
prefR]1(A)(a) = p;e{Ra](A)(a), pour tout A.

Calculant & partir de la partie gauche de (*) nous avons
wpr[RI(uP;) (a) = pre[R}((uP;)-0) (a)

prelR1(u(P;~0)) (a)

pre[R,1(u(P;~)) (a)

(Up?e[Ra}(Pi~sz)(a) (théoréme I1.7.3)

4i pre[R_1(P,~0) (a)

= i pre[R](P;~0) (a)

= Ji wpr[R](Pi)(a), ce qui établic (x).

]

]

L

Soit maintenant a tel que (a,w) ¢ R. Alors pour tout A nous avons

wpr{R](A) (a) = faux, ce qui &tablit («) trivialement.
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(=>) Supposons que R n'est pas a non-déterminisme borné. Alors

Ja ¥k IR(a)]>kAN(a,w) ¢ R. Pour un tel a, nous avons R(a) cA ssi
R(a) < A-Q, pour tout A, ce qui veut dire, utilisant I1.4.13 et II.4.5
que p?e[R](A)(a)=wpr[R](A)(a). Nous pouvons, par conséquent, utiliser
le contre-exemple de la démonstration du théoréme I1I.7.3 pour montrer

que, dans ce cas, (*) n'est pas toujours vérifié. 0

Le transformateur de prédicats wpr[R], dual de wpr[R], sera trés
utilisé dans la suite. Nous présentons maintenant ses propriétés
intéressantes qui sont, naturellement, les duales de celles de wpr[R].

Proposition III1.4.10. w;r[R] = AP.pre[R](Pu Q). g

Rappelons que, comme wpr[R], w;r[R] n'est défini que si R est une

w—relation.

Proposition I1I.4.11. w;r[R](P)

da.db (a,b) e RA (P(b) V b=w). [l

1

Proposition ITIT.4.12. wgr[R](B) A ssi R

(Bu Q) = A, 0

Propriétés III.4.13. Pour Resz, A,BeP et {Ai}ieI une famille non-vide

de prédicats de P on a

1. wpr[R1(AuB) = wpr[R](A) uwpr[R](B)

2. wprlRIC v A7) = v wpriRI(A,) (1£9)
iel iel

3. AcB = wSr[R](A) inr{R](B)

4. wpr[R1(A nB) cwpr[R](A) nwpr[R](B). 0

Proposition 1II.4.14. pre[R]fiw;r[R]. 0

La propriété III.4.13.2 montre que wpr[R] est toujours supérieurement
continu. Pour la continuité inférieure, nous avons le dual du théoréme

IT1.4.9. :

Théoréme III.4.15. Le transformateur de prédicats wSr[R] est inférieuremen

continu ssi la w~relation R est 3 non-déterminisme borné. 0



43

Rappelons la proposition I1.5.10 qui nous dit, informellement, que
la relation d'inclusion ensembliste entre relations est préservée
par la fonction pre et que son inverse est préservée par la fonction
p;e° Le probléme que nous nous posons maintenant est de trouver une
relation, notée E} entre relations, telle que :
R_é S ssi wpr[R] < wpriS]. On souhaiterait que é soit une relation
d*ordre, mais ce n'est pas possible, car s'il en &tait ainsi, 1'antis-
symétrie de E}impliquerait que si wpr{R] = wpriS] alors R=S ; or,

cette derniére assertion est fausse, comme le montre 1'exemple suivant :

Exemple I11.4.1. Soient R et 5 les relations représentées graphiquement

par
R= 0 w 5 = O\lE)
g\\\\m 0 )

On a R#S mais wpriR] = wpriS] = AP.4 0
Par conséquent, le mieux que 1°on puisse espérer est que < soit

un pré-ordre (i.e., une relation réflexive et tramsitive).

Il est plus agréable de traiter cette question en utilisant le
transformateur de prédicats w;r[R], a cause de sa distributivité par
rapport a la disjonction de prédicats (prop. III.4.13.2), et de prendre

le dual des résultats a la fin, en utilisant I1.5.9. Nous définissons :

v .. .
Définition II1.4.16. Pré-ordre €. Pour R,S¢ Rw on définit R é S si
R_C_Sus—l(w)XQ. i

La signification de cette définition est traduite par la proposition

suivante.

Proposition I11.4.17.
RES ssi ¥a,beQ (a,b) €R = (a,b) ¢ SV (a,u) €.

Démonstration : omise. 0
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Vérifions que E_est, en fait, un pré-ordre. La réflexivité &étant
évidente par la définition, il suffit de prouver la transitivité.
Nous utilisons la proposition précédente : supposons R %_S et § %_T,
et soit (a,b) ¢ R. Dans ces conditions, nous avons (a,b) ¢ S ou (a,w) € S.
Si (a,b) ¢S alors {(a,b)eT ou (a,w)eT ; si (a,w) €S alors (a,w) eT.
Par conséquent, dans tous les cas, nous avons (a,b) eT ou (a,w)eT,
ce qui nous permet de conclure que R,é T. Pour montrer que la relation
E n'est pas nécessairement antissymétrique nous pouvons utiliser les

relations de 1l'exemple III.4.1.

Le résultat que nous cherchons est le suivant :

Proposition I1I.4.18. R & S ssi wpr[R] < wpr[s].

Démonstration : (=) Nous avons REiSt)S“l(m)x G, ce qui implique,
pour tout P

pre[R1(P) E_pre[SLxS—}(w)x Ql(P) (prop. 11.5.10)
pre(S]1(P) uprel S~ (w) x Q1(P) (prop. IT.4.9.2).

Si P#y alors pre{S—l(m)x Ql1(P) = prelS]1(Q), (I1.4.9.3), et, par
conséquent

pre[R}(P) < pre[S](P) upre[S](Q) (P#£1)
Cette inégalité implique
(x) pre[R](Q) < pre[S](R), et

pre[RI(P) < wpr[S1(P)  (P#L)
ce qui montre que, pour P#1, nous avons

wpr[RI(P) c wprls](P)
Si P=1 cette derniére expression est &quivalente & (x) et, donc,
dans tous les cas wgr{R](P) E_wgr[S](P), i.e., W;r{R] S_wgr [s].
(<=). Nous avons, par hypothése

pre[R1(P) uprelR1I(Q) < prel[S](P) upre[S](Q), pour tout P, ce
qui implique

pre[R](P) c pre[S](P) upre[S](R), pour tout P.

Si P#1 alors pre[S1() = pre[S™ (w) x Q1(P) (II1.4.9.3) et 1'inégalité
ci~dessus implique

pre[R1(P) < pre[Sus (W) xQI(P)  (I1.4.9.2)
Cette expression est aussi vraie quand P=1 (II1.4.8.1). Par conséquent,
elle est vraie pour tout P, Dfaprés II1.5.10, ceci entraine

RESUSQi(w)XQ. [l
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Pour obtenir le résultat concernant wpr il suffit d'appliquer
11.5.9.

Définition I11.4.19. Pré-ordre é, Pour R,5¢ Rm on définit
RcssisS¥R (ie.c=2""

Proposition 111.4.20. R < § ssi Va,beQ (a,b) €S => (a,b) e RV (a,uw) eR.

Proposition 111.4.21, R

S ssi wpr{R] < wpr[S]. (]

o

1nsn

A partir d'un pré-ordre on peut définir, de maniére standard une
Yelation d'équivalence. Nous utilisons ceci pour définir une relation
d'équivalence entre w-relations,notée Vv, et appelée “équivalence du

point de vue de la correction totale",

Définition I11.4.22. Equivalence du point de vue de la correction

totale, v. Pour R,S¢ R on définit Rv S si R é S et R §.S. {]

Le nom donné 3 cette relation provient naturellement de la propriété

suivante :

Proposition IIT,4.23, R v S ssi wpriR] = wpr[s]

wpr[s].

ssi wpr[R]

La relation d'é@quivalence du point de vue de la correction totale
est évidemment moins forte que la relation d'égalité, qui est elle
aussi, une relation d'équivalence. Quand on passe de = a vV on perd
l'iﬁformation concernant les situations & partir desquelles un programme
peut se terminer et peut ne pas se terminer. Si on ne s'intéresse qu'a
la correction totale cette perte d'information n'est pas importante
car, du point de vue de la correction totale, la possibilité de non-
terminaison est aussi indésirable que la certitude de non-terminaison.
(Pour une &tude plus détaillée des relations d'équivalence entre
programmes, on peut consulter Broy, Pepper et Wirsing [BPW80], quoique

leur approche soit différente).
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5. LES RELATIONS PROGRAMMABLES

D'aprés Dijkstra [Dij76] un "bon" transformateur de prédicats de
correction totale doit satisfaire cing propriétés, appelées "critéres

de salubrité".

I11.5.1. Critéres de salubrité&. Soit F un transformateur de prédicats,
Fe P+ P, On dit que F est salubre, ou que F remplit les cing critéres

de salubrité si F satisfait les cing propriétés suivantes @

CSt. F() =1
CS2. F(n Ai) = q F(Ai), pour toute famille non-vide de prédicats
iel iel (A}
i‘iel
CS3. AcB => F(A) cF(B), pour tous prédicats A,B
CS4. F(A) uF(B) cF(AuB), pour tous prédicats A,B

CS5. F est supérieurement continu. O

Remarques : Les critéres CS1, €S2, CS3, CS4 ont &té introduits par
Dijkstra dans [Dij75] ; le critére CS5 n'apparait que dans [Dij76]. Le
critdre CS2 tel que nous le présentons ici est di 3 Hoare [Hoa78al

et est plus fort que celui de Dijkstra, lequel s'applique seulement

d des familles finies de prédicats. Le critére CSl est la version,

dans notre modélé avec 1'état u, de 1a "loi du miracle exclu", présentée

par Dijkstra [Dij75] danms la forme F{(1) = 1. ]

Par un raisonnement analogue & celui présenté i propos des
propriétés 1I1,2,2,1 on constaterait que les critéres CS83 et CS4 sont
en fait impliquées pas CS2, Par conséquent, pour qu'un transformateur
de prédicatssoit salubre, il suffit qu'il remplisse les critéres CSl,
CS2 et CS5. Le critére CS1 signifie que si om peut garantir qu'un
programme se termine, alors ce programme admet au moins un état final ;
C52 dans sa forme plus faible, F(AnB) = F(A) nF(B), signifie que 1'on
peut garantir la terminaison d'un programme satisfaisant simultanément
deux post-conditions si et seulement si on peut garantir la terminaison
satisfaisant chacuné des post—conditions j; C85 intervient pour garantir
le non—déterminisme borné des programmes considérés (cf. théoréme
111,4.9).
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Au vu des propriétés I11.4.6, nous constatons que wpr[R] remplit
les critéres €S2, CS3 et CS4 pour toute w-relation R. De plus, si R
est 8 non-déterminisme borné wpr{R] satisfait aussi CS5 (théoréme

111.4.9). Quant 3 la "loi du miracle exclu®”™ nous avons :

Lemme TIT.5.2. 1. wprlRJ(R) = wpriRl(1) = {ra.R(a)=4}
2. d;r[R](“Q) = d;r[R](T) = {xa.R(a)#4}
Démonstration. Par I11.3.4,
Proposition I11.5.3. La w-relation R, Re ﬁu” est totale
ssi wpr[RI(Q) = 1
ssi Q;r[R](“Q) = T, 0

Nous concluons que lorsque R est une w-relation totale et 3 non-
déterminisme borné le transformateur de prédicats wpr[R] est salubre.
Rappelant les discussions de I11.3 et I1I.4 nous constatons que les
w-relations totales & non-déterminisme borné sont précisément celles
qui peuvent servir 3 représenter des programmes. Elles sont donc

particuliérement importantes, Nous proposons la définition :

béfinition I11.5.4. Relation programmable. Une w-relation R, Re Qﬂ,
est une relation programmable si R est totale et & non-déterminisme
borné, t

-

L'ensewble des relations programmables dans Q est noté RP‘

Les relations programmables sont celles qui peuvent servir a
représenter des programmes, Pour des raisons techniques, il est utile
de distinguer les w-relations 3 non-déterminisme borné mais non
nécessairement totales, telles que 1'image de 1'état w soit 1'ensemble
{w). Ces relations sont dites semi-programmables. Cette distinction est
importante car nous voudrons, par des cousidérations analogues & celles
‘du paragraphe I1I.4, construire des relations programmables, par une ‘
opération de %ermeture"sur des relations programmables. L'intuition
sous~jacente & ces propos est la description des programmes itératifs,
qui bouclent sur une construction, qui n'est pas nécessairement un
programme, Nous détaillerons ces questions dans la suite et nous en

verrons des applications dans les chapitres suivants. Nous proposons

done la définition :
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Définition III1.5.5. Relation semi-programmable.
Une w~relation R, R.eRw, est une relation semi-programmable si R

est & non-déterminisme borné et R{w) = {wl. 0

L'ensemble des relations semi~programmables dans Q est notée Rsp.

Nous avons évidemment R ¢ R ¢ R < R.
P— sp— -

La proposition III.4.2. nous dit que Rm est fermé pour 1'union et

la composition de relations. Avant de montrer qu‘il en est de méme pour

(o4
=

R et Rp nous présentons quelques autres propriétés du transformateur

de prédicats wpriR].

Propriété III.5.6. Pour R,Sesz on a
wpr[Ru S} = wpr[R] A wpr[S]

Démonstration. wpr{Ru S](P) = p;e[RJJS](P“Q) =
pre[R]1(P-0) npre[S1(P-0), par (II.4.15.2)
= wpr[R}(P) nwpr[s1(®). O

Propriété II1.5.7. Pour Rstw on a R(w) = {w}
ssi wprlRI(T) < 70
ssi Qcwpr[RI(1).
Démonstration (premier =>) Le seul &tat qui ne vérifie pas 70 est w.
Donc il suffit de montrer que
(x) wpr[R](7)(w) = faux,
Par ITI.4.5 (%) est équivalent & R(w) £7Q, ce qui est &videmment vrai.
(premier <=) 5i R(w)#{w} alors R(w)=4 et R(w) < "Q)trivialement, ce
qui entraine, par IIT.4.5 que wpr[R](T)(w)=vrai et donc wpr[R](T) £70.
Le résultat pour w;r{R} suit par dualité. &
Corollaire I11.5.8. Pour R¢5Rw, si R(w)={w} alors pour tout Pe?P
wpr[R](P) c7Q et Q_C_w'f)'r[R] ®).
Démonstration. Utiliser II1.4.63 et III.4.13.3. {1
Propriétés III,5,9. Pour ResRm tel que R(w)={w} et Se &n on a
1., wpr{SoR] = wpr{Slewpr[R]

2. wpr[Ri] = wpr[R]i, pour i 21
3. wpr[R*} = Wpr[R]x

4, wSr{SOR] = wgr[S]owEr[R]

5. w;r[Ri] = wSr[R]iﬁpour izl
6. wprlR'l = wpr[R]”
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Démonstration

i. wpr{SeR1(P) = prelSoR1(P-0) = pre[S)(prelR1(P-5)), (par I1.4.15.1)
= prelS](wprfRI(P)) = pre(S](wpr[R1(P)-2), (parce que par III.5.7
wpr{RI(P)-Q = wpr{RI(P)), = wpr[SI(wpr[RI(P)).

2. Par induction, utilisant }.

3. wprlR 1(P) = prelR*1(P-Q) = pre[R1 (P-Q), (par I1.5.7.4)

= n prelR1I*®P-2) = n pre[R*1(P-9), par (11.5.7.3),
ieN . icIN

= qn Wpr[Ri](P) = wpr{L](P) nigﬁwpr[R]i(P)s (par 2.)=wpr[R]x(P), car

ieIN wprl 1] (P)=P-Q
4., 5. et 6., Par dualité. ]

Proposition III.5.10, Rsp est fermé pour 1'union et la composition de
relations.
Démonstration. Soient R,S¢ Rs .
i. (RuS)(w) = R(w)uS(w) = {wlu{w} = {uw}. De plus
wpr{Ru S} = wpr[{R]} Awpris], par II1.5.6;wpr[R]} et wpr[S] étant
supérieurement continus, par I11.4.9, wpriR] Awpr[S] 1'est aussi,
par I1.5.17, ce qui implique par I11.4.9 que Ru S est & non-
déterminisme borné. ]
ii. Alors (RoS)(w) = (RoS)({w]) = S(R({w))), (par 11.2.2.2.1)
= S{({w)) = {w}. De plus, wpr[RoS] = wpr[Rlewpr[S) et, comme pour 1'unio

on conclut que RoS est 4 non-déterminisme borné. O

Proposition ITI.5.11, Rp est fermé pour 1'union et la composition de
relations,

Démonstration. Soient R,Sc¢ RP, Au vu des démonstrations de TI1.4.2 et

1IT.5.10, il suffit de prouver la totalité de RuS et RoS. Nous

utilisons IIL1.3.4, : prefRuS](1) =

prefR](1) upre[S](1), (par 11.4.9.2) = 101 =1 ; pre[RoS](L) =

pre[R](pre[S](1)), (par I1.4.9.1) = prefR}(L) = 1. O

Contrairement a Rm, les ensenbles Rsp et Rp ne sont pas fermés pour

la fermeture réflexive transitive, comme 1'illustre 1'exemple suivant.

Exemple ITI.5.1. Soit R définie dans (Z u {w})2 par
R={(mn)|mneZ A n=m+1} v {(w,w)}. R est évidemment une relation

Programmable. Toutefois,
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* - - . . -
R = {(mn)|mneZ A nzm} v {(w,0)}, n'est pas 3 non-déterminisme borné

(cf. exemple II.7.1) et donc R” n'est pas programmable, ni semi-

programmable. {

L'exemple ci-dessus montre aussi que la fermeture réflexive
transitive d'une relation semi-programmable n'est pas nécessairement
programmable. Cette situation est assez embarassante car elle remet
un peu en question nos justifications pour 1'introduction des relations
semi~programmables, 3 savoir qu'elles doivent permettre obtenir des
relations programmables par une op&ration de fermeture. Nous reviendrons
sur cette question dans le chapitre suivant avec une nouvelle opération

¥ E13 . o s
de fermeture qui a toutes les bonnes propriétés.

Nous terminons ce chapitre avec une nouvelle caractérisation des
relations programmables, inspirée par des problémes similaires résolus

par Wand [Wan77]1 et Best [Bes79].

Théoréme II1.5.12. Un transformateur de prédicats F, Fe P» P est salubre
et tel que F(T) <70 ssi il existe une relation programmable R,

Re Rp»telle que F = wpr[R].

Démonstration. (<=) triviale par IIY.4.6., I11.4.9. et II1.5.7.
(=) ¥, le dual de F,vérifie QEiF(L) et, pour toute famille non vide

de prédicats {Ai} T#4, %(UAi) = U%(Ai). Soit <a> le prédicat

rq.{q=al, et pourlii prédicat P, soit E(P) une notation abrégée de
1'ensenble Eigl.
Définissons une relation S par
E(L) si a=w‘
S(a) =
§(<a>)-{w} si afw
Vu que inﬁ(i), nous avons S—](m) = {w}. De plus, pour P#1L on a
S(Pug) = S(P) usS(n), (par 11.2.2.1.2)

SCu {a)usw) = v s(ab) vF)

aeP ael
= (v F(<a>)-{w}) uF() = F( v <a>)-{w} v F(1)
ae?P aeP

[

E@}%m}u§0)==E@)uiu),Omrﬁgfuj)

E(P) . Si P=1 alors, par construction S(LuQ) = E(l).

]
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En résumé, pour tout P, S(Pu@) = E(P), c'est-a-dire, image[S]1(Pu Q) = F(P),
par 11.4.2.

Soit R=s"'. Alors preiRI(P v Q)=F(P), par II.4.5. De plus R(w)=(w}),
ce qui veut dire que R est une w-relation. Nous avons donc wBr[R](P)=§(P),
par I11.4.10, et par conséquent wpriR1(P)=F(P).

F satisfaisant les critéres II11.5.1 CSI et CS5, wpriR] les satisfait
aussi, ce qui entralne respectivement par IT11.5.3 et TI1.4.9 que R est

totale et 3 non—déterminisme borné. '}

Le théoréme que nous venons de démontrer suggére que dans notre
modéle la propriété F(r) < 7Q doit avoir le statut de critére de

salubrité ;

111.5,13, Critére de salubrité, A la liste de II1.5.}. on doit ajouter
un sixiéme critére de salubrité
Cs6. F(1) < Q. 0

Ce critére est en quelque sorte une deuxi&me loi du miracle exclu.
En fait, sa signification est la suivante ; pour pouvoir garantir qu'un
programme termine (F(7)) il faut pouvoir garantir qu®il commence (7).
Remarquons & ce propos que la premiére loi du miracle exclu qui, par
111,5,12 et T11.5,3, est &quivalente 4 la totalité@ de la w-relation
en cause, signifie que tout programme qui commence doit soit se terminer
soit ne pas se terminmer. Le miracle exclu dans ce cas est 1'existence
d’une troisi@me alternative. D'ailleurs, de ce point de vue le critére
de salubrité ITI.5.1. CSS5, est aussi une loi de miracle exclu : par
I11,4.9, il traduit 1'impossibilité d*avoir un programme qui, 3 partir
d'un état donné, se termine toujours et peut quand méme fournir unm
nombre infini de résultats. En fait, les seuls critéres qui sont inhérents

3 la définition de wpriR} sont CS2 et, par comséquent, CS3 et CS4.
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6. CONCLUSION

Nous avons proposé et &étudié en détail un transformateur de prédicats
de correction totale, wpr{R]. Les résultats principaux de ce chapitre
trouvent leur synthé&se dans le théoréme final (théoréme III.5.12),
qui présente une caractérisation assez forte de la salubrité de wpr[R]
en termes des propriétés de la relation R. Cette caractérisation est
néanmoins suffisamment générale pour contenir tous les cas intéressants

qu'on trouve en pratique.

La question qui se pose maintenant est de savoir si wpr correspond
réellement 3 la fonction wp de Dijkstra [Dij751. Celle-ci est définie
en termes des programmes d'un langage particulier, le langage des
commandes gardées ; pour pouvoir répondre 3 la question, il faut avoir
un moyen de calculer les relations associes aux programmes de ce langage.
Autrement dit, il faut avoir une sémantique relatiomnelle du langage.
Ceci sera 1'objet du chapitre V. Auparavant, il convient d'introduire
deux autres concepts fondamentaux : invariant et trajectoire. Nous le
faisons dans le chapitre suivant, en utilisant largement les résultats

présentés jusqu'ici.
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CuariTRE 1V

INVARIANTS ET TRAJECTOIRES






1.
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INTRODUCTION

Une partie importante du travail de vérification ou analyse des
propriétés de programmes concerne la découverte (et la preuve) de
certains "invariants™. Habituellement, les invariants sont utilisés
en tant qu'assercions (ou prédicats) sur les valeurs de certaines
variables, associées a des points du programme, et on prétend que ces
assertions sont validées chaque fois que le contrdle passe par les

points auxquels elles sont associes, Floyd [Flo671, Hoare [Hoa69].

Dans ce chapitre, nous introduisons, formellement, un concept
d'invariant qui traduit d'une certaine maniére 1'intuition sous-jacente
a 1'approche décrite. La démarche suivie est assez abstraite, &tant
donné que nous ne nous intéressons pas maintenant 2 la preuve de
programmes mais seulement & la caractérisation du concept d'in-
variant, en termes de la théorie relationnelle développée dans les
chapitres précédents. L'application des résultats de ce chapitre

fera 1'objet du chapitre VI,

Le concept d'invariant présenté ici est inspiré de celui que propose
Sifakis [Sif79a], dans le cadre de 1°'&tude des propriétés des systémes
de transitions (voir aussi Keller [Kel76]), et il généralise, d'une
certaine maniére, celui utilisé par Dijkstra [Dij76], comme nous le

montrerons dans le chapitre VI.

Un concept complémentaire d'invariant correspondrait, en termes
classiques, 3 des assertions associées a des points du programme
tels que 1l'on ne puisse pas exclure que lorsque le contrble passe par
ces points les assertions soient validées. Cette situation est
formalisée a 1'aide du concept de trajectoire, proposé par Sifakis
[5i£79a), [Sif79b], [SifB0], que nous adaptons a notre modéle. Quoique
les trajectoires ne soient pas essentielles pour les preuves de
correction habituelles elles sont trés importantes du point de vue

sémantique comme nous aurons 1'occasion de le montrer.
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2. LE CONCEPT D'INVARIANT

Soit R une relation programmable, représentant un certain programme.
Nous wvoulons dé&finir un invariant de R (ou du programme) comme un
prédicat J qui, étant vérifié avant 1'exécution de R, garantit la
terminaison dans un &tat vérifiant encore J. Ceci se traduit formel-

lement par ¥ae Q J(a) = (¥b (a,b) e R = J(b) A bfuw).

Pour les raisons exposées 3 propos de la définition des relations
semi-programmables (définition I11.5.5), il est utile d'élargir la
notion d'invariant & ce type de relations. Pour une relation semi-
programmable R, un &tat a tel que R(a)=¢ doit &tre interprété comme
un &tat 3 partir duquel R ne peut pas 8tre exBcutée. Ainsi, nous
disons que J est un invariant de R si, quand J est vérifié et
1'exécution de R peut avoir lieu, alors elle se termine certainement
dans un &tat de J. Cette notion se traduit par la méme formule que

ci~dessus, Nous proposons la définition générale suivante :

Définition IV.2.1. Invariant. Soient R une relation semi-programmable,
T

Re Rsp’ et J un prédicat, Je P. On dit que J est un invariant de R

si ¥aeQ J(a) = (Vb eQ (a,b) eR => J(b) Ab#uw). {1

Nous avons immédiatement la proposition :

Proposition IV.2.2. J est un invariant de R ssi Jcwpr[R1(J).

Démonstration. Directe, par II1I1,4.4. 0

Les propositions suivantes sont maintenant faciles A démontrer.

Proposition IV,2.3, Si J1 et J2 sont des invariants de R, alors
JinJ2 et J1uyJ2 le sont aussi.
Démonstration., 1i. J1 nJ2 cwpr[R](J1) nwpr{R](J2), (par hypothése),
= wprfR](J1 nJ2), (par 1II11.4.6.1).
ii. J1uJ2cwpr[R1(JI1) uwpr[R](J2), (par hypothése),
wprfR](J1 v J2), (par 1I1.4.6.4). f

In
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Proposition IV.2.4., Si J est un invariant de R alors

Démonstration. Par IV.2.2. et I1I.5.8. 0

L
In

J
o

Proposition IV.2.5. Si J est un invariant de R et de S alors J est un
invariant de RoS et de Ru S.
Démonstration. J<cwpr[RJ(J) et Jcwpr{SI(J) implique )
i. JcwprlR}(wpr{S](J)), par I11.4.6.3, = wpr{R.S](J), par II1.5.9.1.
ii, Jcwpr[RI(J) nwprfS1(J) = wpr[Ru S1(J), par III.5.6. i

ow

Proposition 1V.2.6. Pour Re Rsp et Pe P, si R(P)=4 alors P est un

invariant de R.

Démonstration. Utiliser, par exemple, IV.2.2 et II1.4.5. ]

Le théoréme suivant est fondamental car, 4 notre avis, il isole

1'essence du concept d'invariant.

Théoréme 1V,2.7. (Théoréme fondamental des invariants)
J est un invariant de R ssi, pour tout ne N, J est un invariant
de Rn.

Démonstration, (<=) triviale,

(=) Par induction, n=0 ; Par IV.2,4 J ¢ 7Q et donc J=J-Q=wpr[I]1(J) ;

n+l § J invariant de R (par hypothése) et J imvariant de R" (hypothése

d'induction) implique J invariant de Rn+1, par IV.2.5. 0

Corollajire 1V.2,8, Si J est un invariant de R alors J=wpr[R]x(J).
Démonstration, inwpr[RI](J)=wpr[R]1(J), pour i21, et J=wpr[R]0(J)

impliquent inwpr[R]x(JL et d'autre part wpt[R}x(J)fiJ,trivialenmnt.

Corollaire IV.2.9, Si J est un invariant de R alors J est un invariant
X
de R,
Démonstration, Par IV.2.8 et I11.5.9.3. 0
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L'interprétation du théordme est la suivante. Si d& partir d'un état
d'un invariant J, on décide d'exécuter R de facon répétitive alors a
Chaque pas on se retrouve dans un &tat de J. Si un état a tel que
R(a)=¢ est atteint, ceci signifie que la répétition est terminée.

De plus, cet &tat final est un &tat de J.

Proposition IV.2.10. Les invariants de R sont les points fixes du
transformateur de prédicats I Awpr[R].

Démonstration, Jcwpr{R](J), (propoéition Iv.2.2.), est équivalent 3
J=J nwpr[R1(J), i.e.,J=(I aAwpr[R])(J). 1

Proposition IV.2.11. Pour tout Pe P, le plus grand invariant de R
inférieur 4 P est le prédicat wpr[R1™ (P).

Démonstration., Par I1.6.4. ]

Ces deux derniéres propositions signifient aussi (d'aprés le
théoréme de Tarski, [Tar55]) que les invariants d'une relation
semi-programmable R forment un treillis complet dont 1'infimum
est 1L et le supremum est wPr{R}X(T), (Voir aussi Amy et Caplain
[AmC781, Sifakis [Sif79al). D'ailleurs la proposition IV.2.4. nous
permet de conclure que le plus grand invariant de R est aussi donné
par wpr{R}x("Q). D'autre part, la proposition IV.2.3. montre que les
opérations de borme supérieure et borne inférieure dans les treillis
des invariants coincident avec les opérations correspondantes dans le
treillis des pré&dicats. Par contre, il est &vident que le treillis

des invariants n'est pas booléen.
3. LE CONCEPT DE TRAJECTOIRE

Nous avons vu que, pour une relation semi-programmable R, un invariant
de R est un prédicat J tel que pour tout &tat de J & partir duquel
1'exécution de R est possible, cette exécution se termine certainement
dans un &tat de J, De maniére complémentaire, une trajectoire de R est
un prédicat W tel que pour tout état de W 1'exBcution de R est possible
a partir de cet &tat, mais on ne peut pas garantir qu'elle se termine
dans un €tat de” W, (c'est-a-dire, §l se peut qu'elle se termine dans W

.

ou qu'elle ne se termine pas. Formellement :

Définition IV.3.1. Trajectoire. Soient R une relation semi~programmable,
Re Rp’ et W un prédicat, W €P. On dit que W est une trajectoire de

R si ¥a eQ W(a) = db €Q (a,b) eRA (W(b) Vb=u). o
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Comne pour les invariants, nous avons i

Proposition 1IV.3.2. W est une trajectoire de R ssi Wfiwpr[R](W).

Démonstration. Directe, par III.4.11. 0

Proposition IV.3.3. Si Wi et W2 sont des trajectoires de R alors

WiuW2 1%est aussi.

Démonstration. Utiliser ¥11.4.33.1. 1

, . . .
Remarquons que l’intersection de deux trajectolres n est pas

nécessairement une trajectoire.

Proposition IV.3.4. Si W est une trajectoire de R alors W< ha.R(a)#d.
Démonstration. Wfiw;r[R](w) E_w;r[R](T), par I11.4.13.3,
= Aa.R(a)#éd, par 111.5.2.2. {1

Proposition IV.3.5., Si W est une trajectoire de R et de S alors W est
une trajectoire de RoS.

Démonstration, Utiliser 111.5.9.4, [l

Comme pour les invariants nous avons un théoréme fondamental des

trajectoires,

Théoréme IV.3.6. W est une trajectoire de R ssi pour tout ne IN
W est une trajectoire de R".

Démonstration. Analogue & celle de 1V.2.7. {1

Corollaire 1V.3.7. Si W est une trajectoire de R alors W=wpr[R]x(W).

Démonstration, Analogue 3 celle de I1V.2.8. O

L'interprétation du‘théoréme est la suivante. Si a partir d'un état
d'une trajectoire on décide d'itérer sur R alors on ne peut pas exclure
la possibilité qu'aprés un nonbre queiconque d'itérations on se retrouve
encore dans la trajectoire, donc dans un &tat a partir duquel une
autre itération est possible, tout ceci a condition qu'entre-temps
une des itérations n'ait pas dégénéré en un calcul sans fin. En résumé,
si on initialise 1'ex8cution répétitive de R dans une trajectoire, on
ne peut pas garantir qu'elle se termine. Toutefois, si elle se termine,

c'est nécessairement en dehors de la trajectoire.
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Remarque. L'interprétation donnée ci-dessus montre que le concept de
trajectoire proposé correspond au concept de trajectoire sans fin que
1'on trouve chez Sifakis [Sif79a][Sif79b][Sif80]. Cet auteur dé&finit

un concept de trajectoire, plus général que le nOtre, qui se traduirait
informellement dans notre modéle par : une trajectoire de R est un prédicai
W tel qu'a partir de tout état de W, si 1l'exBcution de R est possible

a partir de cet état alors il se peut qu'elle ne se termine pas dans

un état de "W. Formellement ceci s'écrit

¥a W(a) = R(a)=4 v 4b (a,b) e RA (W(b) Vb=w).

Rappelant I11.5.2.1, ceci est équivalent &

Wfiwpr[R](Q)legr[R](P). La partie droite de cette indquation est encore
éguivalente & wpr{R](P)z)wgr{R}(P) (utiliser un argument analogue 3
celui de 11.4.16), ce qui donnerait pour les trajectoires de Sifakis

la caractérisation wEi(wpr[R]\/wEr[R])(W). 0

Proposition 1V.3,8, Les trajectoires de R sont les points fixes du
transformateur de prédicats I Awpr[R].

Démonstration. Utiliser IV.3.2. 1

Proposition IV.3.,9. Pour tout P¢ P la plus grande trajectoire de R

inférieure 3 P est le prédicat (Ilkwgr[R])x(P). i

Par conséquent, la plus grande trajectoire de R est (I/\wgr[R])x(T).

Ce prédicat peut aussi @tre donné par d'autres expressions. En effet :

Lemme IV,3.10, Si P est un invariant de R alors
1. (TAwpr[RD™(P) = wpr[RI*(7P)
2. (Tvwpr[RD™(P) = wpr[R1*(P).
Démonstration, 2. Il suffit de montrer que ¥i (Iprr[R])i = wpr[R]i.
i=0, trivial.
i+l, (I‘var[R])i+%P)=(I\prr{R])(wpr{R]i (P)), hypothése d'induction,
= wpr[R1*(P) v wpr[R1™ @) = wprrR1¥* ! (2), car P cuprRI(P) implique
WIM-*[R]i(P)_C_:_wpr[R]iH (P,
1. Par dualiteé, 0

Proposition IV.3.11. La plus grande trajectoire de R est le prédicat
wpr[R1™ (Aa.R(2)#8).

Démonstration. Par IV.3.4, la plus grande trajectoire est la plus

grande trajectoire contenue dans )a.R(a)#é. Le complément de ce prédicat

est un invariant, par IV.2.6., d'ot le résultat, utilisant IV.3.9

et IV.3.10.1. 0
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Comme pour les invariants, nous concluons que les trajectoires
d'une relation semi-programmable R forment un treillis complet, avec
infimum L et supremum wpr [R]x(Xa.R(a)#¢). Cependant, tandis que
1'opération de borne supérieure dans ce treillis coincide avec 1'opération
correspondante dans le treillis de prédicats (prop. 1IV.3.3.), il

n'en est pas de méme pour 1l'opération de borne inférieure.

4. INVARIANTS SANS BLOCAGE ET TERMINAISON DES EXECUTIONS REPETITIVES

On s’intéresse parfois 3 des programmes qui bouclent indéfiniment.
I1 s'agit de programmes itératifs tels que chaque jitération se termine
et chaque itération est suivie par une autre. Il est important de
déterminer dans quelles conditions on peut garantir qu'un programme

boucle '"sans blocage".

Symétriquement il existe des situations ol on souhaite garantir
qu'un programme répétitif se termine, mais sans bormer le nombre de
répétitions autorisées, Cette question peut &tre &tudiée par 1'intermé-
diaire de la question complémentaire : dans quelles conditions ne

peut<on pas assurer la terminaison de 1'exécution répétitive ?

Pour traiter le premier de ces problémes, nous introduisons le
concept d'invariant sans blocage, adapté 3 partir de Sifakis [Sif79].

Précisons tout d'abord un détail de notation :

Définition IV.4.1, Le prédicat exit. Pour une relation semi-programmable

R le prédicat exitp est défini par exity = {)a.R(a)=é}. 0

Proposition IV,4.2, 1, exitR = p;e[R](l) = wpr[R}(Q)
2, “exitR = prefR}(T) = wFr[R]("Q).
Démonstration, Par II1.3.4 et 111.5.2. {1

Si un invariant J d'une relation semi-programmable R est contenu
dans le complémentaire de exitR alors 1'exécution de R peut effectivement
avoir lieu & partir de n'importe quel &tat de J. Dans ces conditions,
i1 est certain que 1'exécution répétitive de R initialisée dans J ne se

terminera pas. Nous avons ainsi 1'intuition pour la définition suivante :
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Définition IV.4.3. Invariant sans blocage. Un invariant J de R est un

invariant sans blocage si in“exitRa 0

Proposition IV.4.4. J est un invariant sans blocage ssi
Jc (wpr[R] Awpr[R]) (J).

Démonstration. Utilisant IV.4.2.,J est invariant sans blocage ssi
Jcwpr[R]I(J) et inwgr[R](“Q), i.e., ssi Jfawpr[R}(J)flwgr{R}(ﬁQ},
Maintenant, utilisant un argument analogue & la démonstration de
IT.4.16, il est facile de montrer que wpr{R](J)rwwgr[R](”Q) =
wpr[R1(J) nwpr[RI(J). a

I1 est intéressant de comparer cette proposition avec la remarque
du paragraphe IV.3. La caractérisation des invariants sans blocage
qu'elle nous offre montre qu'un prédicat est un invariant sans blocage
si et seulement si il est simultanément un invariant et une trajectoire,

ce qui nous permet d'énoncer le théoréme suivant :

Théoréme IV.4,5, J est un invariant sans blocage de R ssi» pour tout
ne M J est un invariant sans blocage de R".

Démonstration, Utiliser IV.2.7 et IV.3.6. 1

Ce théoréme montre bien que si 1'on initialise 1'exBcution répétitive
~de R dans un invariant sans blocage alors, aprés n'importe guel nombre
d'itérations, (chaque itération s'est bien terminée), on se trouve
nécessairement dans un état de l'invariant sans blocage ; ceci implique
qu’une nouvelle itération est possible. Dans ces conditions, on peut

assurer la non-terminaison de 1'ex&cution répétitive de R.

Les deux propositions suivantes peuvent 8tre démontrées immédiatement

a partir de IV.4.4 et IV,2,10, respectivement.

Proposition IV.4.6. Les invariants sans blocage de R sont les points

fixes du transformateur de prédicats I Awpr[R]Awpr[R]. 0

Proposition IV,4,7, Le plus grand invariant sans blocage de R est le

prédicat wpr{R}x("exitR), 1
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Considérons maintenant le probléme qui se pose quand on veut assurer
la terminaison d’une exécution répétitive. Nous le traitons 2 l'aide
du concept de trajectoire. Le résultat important est une conséquence

immédiate du théoréme suivant.

Théoréme IV.4.8. (Théoréme de la plus grande trajectoire).

La plus grande trajectoire de R est le prédicat Xa.¥i e IN rL (a)#é.
Démonstration. Par IV.3.11 et IV.4.1 la plus grande trajectoire de R
est w;r[R]x(“exit). Par IV.4.2 ceci est @quivalent a
WBEIRT PEIRICR)) = o wprfR}*(wpr[RI(R))

ieN

= qn wﬁr[R]1+!(“9) = q wEr[R“!](-’Q)9 par 1I1.5.9.5

ielN ielN

~ 3 ~ _ 0

= a wpr[R'1(0), (car wpr[R 1(7Q) = pre[I1(T) = 1),

ieN
= qn {Aa.Rl(a)#é}, par I1I1.5.2.2, = Aa.VieﬂlRI(a)#é. fl

ielN

Proposition IV.4.9, Le complément de la plus grande trajectoire est le
prédicat wpr[R]*(exit). i
Démonstration, Rappeler IV.3.11 et IV.4.1. a

Théoréme IV.4.10. (Théoréme du complément de la plus grande trajectoire).
Le complément de la plus grande trajectoire de R est le prédicat
dadielN R'(a)=4.

Démonstration. Directe par IV.4.8. {1

Ce dernier théoréme montre clairement que les &tats du complément
de la plus grande trajectoire sont précisément les &tats & partir

desquels on ne peut pas répéter indéfiniment 1'exécution de R.

Corollaire IV.4.11. Le complément de la plus grande trajectoire de R
est un invariant de R,

Démonstration. Représentons par P le complément de la plus grande tra-
jectoire de R. Soit a tel que P(a), et, soit i tel que Ri(a)=d,

(ce i existe,d'aprés le théoréme). Si b est tel que (a,b) eR alors

' Riﬁ](b)=¢ et donc on a P(b). De plus, b#w, car Ri(w)={m} pour tout 1i.

D'oli par la définition IV.2.1, P est un invariant. 0
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5. L'OPERATION DE FERMETURE ITERATIVE

Nous avons signalé, dans le paragraphe III.5, que la fermeture
réflexive et transitive d'une relation semi-programmable R n'est pas
nécessairement programmable. Nous voudrions utiliser R* pour représenter
le programme qui itére sur R. Puisque la terminaison du programme est
obtenue lorsqu'un &tat b pour lequel R(b)=§ est atteint, il est bien
€vident que les calculs qui se terminent sont représentés par la
Felation {(a,b)|(a,b) e R* AR(b)=4} = {(a,b)]|(a,b) e R* A exit(b)} '),
Pourtant, en général, dans les programmes itératifs il n'y a pas dque
des calculs qui se terminent. Il y a aussi &ventuellement des calculs
infinis qui doivent 8tre représentés. La discussion du paragraphe
précédent montre clairement que les &tats 3 partir desquels il y a
des calculs infinis sont précisément ceux de la plus grande trajec-

toire. Ces considérations nous conduisent 3 la définition suivante.

Définition IV.5.1. Fermeture itérative. Pour une relation semi~
programmable R, R ¢ RSP, la fermeture itérative de R, notée Re,

est définie par R@ = {(a,b)!(a,b)ezR*/\exit(b)}\J{(a,m)]w;r[RfC“exit)(z
0

o . . 7]
La proposition suivante nous donne une autre expression pour R,

o

Proposition IV,5.2, R® = R*olexitlj{a!wEr{R]x(“exit)(a)}x{m}. 0

Le résultat qui suit exprime que l'exécution répétitive de R a

partir d'un état de exit est sans effet.

- 0
Proposition 1V.5.3, Iexit°R = Iexit°

Démonstration ,

(a,b) eIexitoR@ ssi exit(a) A ((a,b) eR%;! wprIR]%("exit)(a))
ssi exit(a) a (a,b) ¢ R* (car exit(a) AwprlRl(Cexit)(a)=faux, par 1V.3.4.),
(car R(a)=¢),

. b ]
ssi exit(a) A (a,b) ¢ Iex1t’

O

i € .
ssi (a,b) Iex1t

En plus, si 1'on répéte deux fois de suite 1'exécution répétitive

de R, la deuxi&me répétition ne sert a rien :

(1)

Habituellement on omet 1'indice dans exitR, R restant implicite.
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Proposition IV.5.4. ReoRg = %,

Démonstration. Abrégeons Iexit par E et w;r*[R]("exit) par W. Alors
R%R® = (R .EuWx {w])eR

= R*ERY uWx {w) o R®

= R*oEuWx {w)oR®

= R*oElJEX {w}, (d'aprés 1IV.5.3., et car Re(m) = {w}),

- r8. 0

N . s P 8
Remarquons a propos de cette proposition que 1'opération = n'est
pas une fermeture au sens strict du terme car, en général, 1'inclusion

RfiR& n'est pas vérifiée,

Nous montrons maintenant que R8 est une relation programmable
pourvu que R soit semi-programmable. Nous pourrions le faire en utilisant
directement les définitions. Il est toutefois plus instructif de le
faire a 1'aide du transformateur de prédicats wpr[Re].(Remarquons que
R3 est évidemment une w~relation). Nous commengons par le calculer.
Proposition IV.5,5. Pour tout prédicat P, Pe P, on a
wpr[R@](P) = wpr[R]x(exit => P)i1wpr[R]*(exit).
Démonstration.
wpr[Re] (p) = wpr[R*oIexit](P) nwprl{a|wpr[RI" (Cexit) (a) Ix(w}1(P),
par IV.5.2 et II11.5.6.

D'une part nous avous ;
- K *
wprlR oIexit](P)N— wprlR ](Wpr[Iexit](P))
exit](P) = pre[Iexit](P—Q) = exit = P-Q, par 11.4.15.4,

= exit = Pnexit = 7Q = exit = P, (car exitc Q)

ol wprll

et wpr[R*](exit = P) = wpr[R]" (exit => P) ;

D'autre part :
wpr[{a]wEr{R]x("exit)(a))X{w}](P) = p?e[{aler[R]x("exit)(a)}X{m]](P—Q)
= Ab.QcP-Qu Wpr[R] (Cexit), par IT.4.15.3
= “w;r[R]x("exiL) = wpr[R]*(exit). [l

La formule que nous venons de présenter monire que pour assurer la
terminaison de 1'exécution répétitive de R il faut et il suffit que
1'état initial appartienne au plus grand invariant de R contenu dans

exit = P,(wpr[R]x(exit =5 P), voir IV.2.11), et au complément de la
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plus grande trajectoire de R. Nous découvrons avec cette interprétation
la signification profonde de wpr[R@]° Ce transformateur de prédicats
peut d'ailleurs 8tre caractérisé par une autre formule qui s'avére

trés utile. Pour la présenter, nous avons besoin d'une nouvelle

opération unaire pour relations semi~programmables.

Définition IV.5.6. Opération d'extension par 1'identité, +,
Pour une relation semi-programmable R, 1l'extension de R par 1'identité,
notée Rt, est la relation programmable définie par Rt = RL’Iexit° 0
Les propriétés de cette opération qui nous intéressent sont les

suivantes.

Proposition IV.5.7, RfoRﬁ = R®.

Démonstration. Abrégons I _. opar E et w;r[R](”exit) par W.
8 Q ex1t® ®

Alors RtoR = (RU E)OR = RoR UEoR

= RR® UE, (1V.5.3.) ,

RoR*oE UReWx {0} UE

(RoR” U I)oE U RoW x {}

R oEu ROEX {(A.\}-

I}

I1 suffit donc de montrer que
RoWx {w} = W x{w}.
‘Faisons-le : (<) si (a,w) e RoWx {w} alors 4b (a,b) e RAW(b),
ce qui implique W(a), (W est la plus grande trajectoire de R)
et par conséquent (a,w) e Wx {w}.
(2) 5i (a,w) e Wx {w} alors W(a), ce qui implique 4b (a,b) € R A (W(b) Vb=w),
parce que W est une trajectoire. Comme W(w)=vrai, on a dans tous les cas

(a,0) e RoWx {w}. 0

Proposition IV.5.8. wpr[Rt1(P) = wpr[R1(P) nexit = P.
Démonstration. wpriRt+](P) = wpr[R](P)i?Wpr[Iexit](P), par IV.5.6 et III.5.6

et wpr[Ie it](P) = exit == P, (voir démonstration de IV.5.5). il

X
Proposition IV.5.9. J est un invariant de R+ ssi J est un invariant de R.
Démonstration (=) trivial.

(<=) Jcwpr[RI(J) nexit => J est &quivalent i

Jewpr[RI(J) nJcexit = J et {Jcexit = J} = T. 0
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Proposition 1IV.5.10. R' =Rt .

- . P * * . .
bDémonstration. I1 est &vident que R <Rt . Nous montrons par induction

1 1
que ¥i K+t c v R3.
i=0
i=0 : criviail.
i R - Rur L ekt = Rerttur . ortlcrortt uret
exty¢ exit —
.. XLES o s
< (Ro y R)u(d rI) = 3! gd. 0
j=0 j=0 i=0

Proposition IV.5.11. wpr[R]*(exit) = wpr[Rf]*(exit).

Démonstration. Montrons par induction que

Vi wprikt1i(exit) = wpr[R]!(exit)

i=03trivial.

i+l:wprfR1]i+'(exit) = wpr[Rf](Wpr[R]i(exit)), par hypothése d'induction,
= wpr[R}i+E(exit)§\exit = wpr[R]i(exit)n par IV.5.8,
= Wpr[R]i+E(exiL), car exit &tant un invariant de R
(voir 1IV.2.6) on a par monotonie de wpr{R] que

exitfiwpr[R]l(exit). {
Nous pouvons maintenant pré&senter la nouvelle formule pour wpr[Rﬂ].

Proposition IV.5.12. Pour tout prédicat P, PeP, on a
wpr[R®1(P) = wprir+1®(exit nP).

Démonstration. Au vu de IV.5.5, IV.5.10, 111.5.9.3 et IV.S5.1}, il suffit

de montrer que wpr[Rt]x(exic=>P)41Wpr[Rf]*(exit) =

wpr[R+]*(exit nP). On peut le faire en montrant que

(*) vi wpr(Rf]x(exit=>P)41wpr[R+]i(exit) = wpr[Rf]i(exitawP).

Procédons par induction

i=0 :wpr{Rt]" (exit=P) nexit

wpr[Rf]x(exitzaP)|\wpr[Rt]x(exit), car exit est un invariant de R%4,
1V.5.9, 1v.2.8,

[

wpr{R+]" ((exit=>P) nexit) = wpr[R+1" (exit nP) = exit nP,

car exit nP est un invariant de R4, 1IV.5.9, 1V.2.8 .
i+l wpr[Rf]x(exit=oP)|1wpr[Rt]i+!(exit) =
wpr[Rt]x(exit=»P)e1wpr[R+](wpr[Rf]x(exitx»P))iwwpr[R1]1+l(exit)
car wpr[Rf]x(exit=9P) €tant un invariant de Rt on a

WPr[Rth(exit=>P)fiwpr[Rt](wpr[Rf]x(exitzoP)),

wpr[R%]x(exitaoP)r\wpr(R+](wpr[Rf]x(exit=>P)|1wpr[R1]1(exit))
par I11.4.6.1.,
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I

wpr[R+1" (exit=>P) nwpr[R+](wpr[Rt] (exit n P))

par hypothése d'induction,

]

wpr[Rf]x(exit=>P)(1Wpr[R+]l+l(exitf1P)
wpr[Rf]l+i(exit()P)

parce que
(*%) wpr[Rf]i+}(exit11P) E_wPr[Rf]x(exit=¢P)
Pour montrer la validité de (#x) remarquons que 1'hypothése d'induction
nous indique que
wpr[Rf]i(exit nP) _f_:__wpr[Rf]x(exit==>P)° Les deux membres de cette inégalité
sont des invariants de Rt. Celui de droite &tant le plus grand invariant
de Rt contenu dans exit=>P, par IV.2.11, nous concluons que
wpr[R+]i(exit NP) c exit=P. Ceci implique .
wpr[R+]i+}(exit41P) E_wpr[R&](exit:»P), par 111.4.6.3

c exit = (exit=>P), par IV.5.8

= exit = P,
Par conséquent wpr[Rf]i+i(exitr1P) E_wpr[R&]X(éxib=>P)
(wpr[Rf}i+](exit(1P) €tant un invariant, il doit &tre plus petit que le
plus grand invariant inférieur 3 exit=>P).

Nous établissons ainsi (*%) et simultanément (x), 0
Il est maintenant assez facile de montrer que :

Proposition IV,5,13. Pour toute relation semi-programmable R, la
relation R® est une relation programmable.
Démonstration. R@ est évidemment une w-relation.
i. r® est totale, Wpr{Rel(Q) = wpr[Re}(L) = wpr[Rf}*(i),
(IV.5.12), = 1, car Rt est totale (III.5.3 et I11.5.2.1), ce qui
implique (II1I,5.3) que R@ est totale.

ii, r® est 3 non déterminisme borné.
wpriR®] = wpr[R+]*e (AP.P nexit). Le transformateur de prédicats
AP.Pn exit est supérieurement continu. R+ &tant une relation program-
mable (cf. déf, IV.5.6), le théoréme ITI.4.9 nous dit que wpr[R+] est
supérieurement continu et d'aprés II.5 17 wpr[R+]* 1'est aussi.
Nous concluons, avec I1.5.17, que wpr[R®] est supérieurement continu,
ce qui implique d'aprés le théoréme III.4.9 que r® est 4 pon-

déterminisme borné. 0
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Nous terminons ce mragraphe:avec une derniére caractérisation du
. ]
transformateur de prédicats wprlR 1. Elle se base sur une nouvelle

opération d'extension pour relations semi-programmables :

Définition IV.5.14. L°opération de w-extension. Pour une relation
semi-programmable R, la w—extension de R notée RV est la relation

programmable définie par RY = Ruexitx {w}. ]

Proposition IV.5.15. wpriR¢}(P) = wpriR](P) n Texit.
Démonstration : par IV.5.14, 111.5.6, I1L1.4.3 et I1.4.15.3. 0
Proposition IV.5.16. Pour tout prédicat P, Pe P, on a
wpr[RS](P) = (I\/wpr[RH)*(Pnexit)°
Démonstration. Par IV.5.12 et IV.3.10.2, on a que wpr[Re](P)
= (I\/wpr[Rt])*(Pt}exit) car Pnexit est un invariant de R
(Iv.5.9, 1IV.2.6). Le résultat vient directement car

Ivwpr{f4] = Ivwpr[R¢], (IV.5.8, IV.5.15). 0

Rappelons, en utilisant IV.3.9, que le prédicat (I\lwpr[R&])*(P(\exit)
est le complément de la plus grande trajectoire de Rt contenue dans
“(Pnexit). Cette interprétation est A notre avis moins agréable que
celle de la formule de la proposition IV.5.5. Néanmoins, cette
caractérisation est importante car elle correspond directement 3 la
définition axiomatique proposée par Dijkstra [Dij76) pour le transfor-
mateur de prédicats associé 3 la commande répétitive. Nous reviendrons

sur ce sujet dans le chapitre suivant.
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6. INVARIANTS DE LA FERMETURE ITERATIVE

Nous savons, d'aprés le corollaire IV.2.9, que si un prédicat J
est un invariant d'une relation semi-programmable R alors J est aussi
un invariant de R*. En réfléchissant un peu, nous constatons que
la méme propriété n'est pas vraie pour Re, comme le confirme 1'exemple

suivant.

Exemple IV.6.1. Prenons Q = Zuy {w} et R = {(a,b)|(a,b) € 2 Ab=a+1} u {(w,w)}.
Alors R* = {(a,b)l(a,b) eZrasblu{(w,w)} et R® = (Zu{w}) x {w}.
Par conséquent le seul invariant de R® est 1, tandis que la.a =K est

. . * ,
un invariant de R et de R', pour tout K. O

Dans la pratique, comme nous le verrons au chapitre V, il est
utile de pouvoir décider si un prédicat P donné est invariant de Re.
En principe, ceci ne pose pas plus de problémes que n'importe quelle
dutre relation : il suffit de vérifier si Pfiwpr[RQ](P)° Cependant,
les expressions pour wpr[Rg] dont nous disposons ne sont pas simples
et rendent cette vérification souvent impraticable. Il faut d'autres
techniques qui puissent remplacer la vérification directe. C'est 1la

question que nous abordons maintenant.

Lemme IV.6.1. wpr[Rs](T) = wpr[R]*(exit).
Démonstration. Il suffit d'utiliser IV.5.5 en remarquant qué
wpr[R]x(T) est le plus grand invariant de R et en rappelant

que wpr[R]*(exit) est un invariant (IV.4.11, IV.3.11). 0

Lemme IV.6,2, wpr[Rg](P) = wpr[R]X(exit=aP)lwwpr[Re](T).
Démonstration. Par IV.5.5 et IV.6.1. f

Théoréme IV.6.3. Si le prédicat J est un invariant de R
alors J(]Wpr[Rg](T) E‘wpr[R@](J).
Démonstration. Nous avons, trivialement, Jcexit = J,
wpr[R]x(exit=>J) étant le plus grand invariant inférieur a exit=>J,
(Iv.2.11), il est vrai que inwpr[R]x(exit=>J)n Ceci implique
J;wwpr[R@](T) wpr[R]x(exit=»J) nwpr[Rg](f)
wpr[RG](J), par 1V.6.2, 1

in
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Corollaire IV.6.4. Si le prédicat J est un invariant de R alors le
prédicat JlTwpr[Rgl(T) est un invariant de RO.

Démonstration. Le théoréme IV.6.3. implique :
J nwpr[R@](T) _C_wpr[R@](J) ﬂwpr[Rgl(T)°

& - r®.®, (1v.5.4), d'on, par 1I1.5.9.1

1'inégalité ci-dessus peut se reéerire
3 0wpr(B®1(1) < wprR®1(3) nwpriB®] (wprlr®1(1))

wpr[Rg] (Jl1wpr[R0](T)), par II11.4.6.1, 0

D’autre part R

In

Corollaire IV.6.5. Si le prédicat J est un invariant de R et

inwpr[Re](T) alors J est un invariant de R®. 0

Remarque. Quand on parle d'invariants dans le contexte d'un programme
répéritif Rg, on veut en général signifier les invariants de R et non

les invariants de R®, C'est ce que nous faisons dans la suite. ]

Pour pouvoir utiliser le théoréme IV.6.3. et ses corollaires,
il faut calculer wpr[ROJ(T), ou, au moins réussir & montrer qu'un
invariant J donné est tel que inwpr[RQJ(T). Pour ce faire, la
technique courante consiste a chercher une fonction partielle de
1'espace d'états vers 1'ensemble IN des entiers naturels, telle que
1'exécution d'une itération dans le programme répétitif provoque
certainement une diminution effective de la valeur de la fonction,
pouxvu que 1'exécution soit initialisée dans un &tat de J. Dans ces
conditions, la valeur de la fonction ne pouvant diminuer indé&finiment,
il est clair intuitivement que 1'exécution répétritive doit se terminer,
i,e, Jgiwpr[RG](T). Cet argument s'applique encore si au lieu de IN

on prend un autre ensemble bien fondé (définition ci-dessous).

Pour formaliser cette technique, il nous faut un nouvel outil.
Rappelons que wprlRI(P) est 1a plus faible pré-condition garantissant
la teruinaison de R dans P. Rien n'est dit sur la "maniére" dont le
prédicat P est atteint., Si on veut placer des restrictions sur ceci,
On peut les décrire par des prédicats binaires (ou par des relations
binaires), sur 1'espace d'états. Un tel prédicat binaire peut étre
appelé une transcondition et notre probléme est maintenant de calculer

la plus faible précondition assurant ue 1'exécution de R respecte une
p p q p

transcondition donnée,
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Exemple 1V.6.2. Soit Q = Zu {w} et R = {(a,b){a,b € Z Ab=a+5} v {{w,w0)}.
Supposons que 1'on veuille que, par exécution de R, la valeur de 1'état
courante augmente au moins deux fois. La transcendition qui exprime
ceci est A<a,b>.b>2a. La plus faible précondition garantissant le

respect de la transcondition est JAa.a<5. 0

Présentons les définitions formelles dont nous avons besoin.

L'ensenble des prédicats binaires sur Q est noté PP,

PP = Qx Q- {vrai, faux}.

Définition IV.6.6. Le transformateur de prédicats wwpr[R].
Pour Re Rsp on définit wwpr[R] ¢ PP>P par
wwpr[R]}(PP) = ra.¥b (a,b) € R = PP(a,b) A b#u. 1

Définition IV.6,7. Relation d'ordre bien fondé é\sur un ensemble X.
On dit qu'une relation d'ordre partiél% sur un ensemble X est bien
fondée si il n'y a pas de suites strictement croissantes d'éléments
de X, XO<X1<Z” <Xi < .o (o0 x4y ssi x4y A xty), i.e. si
¥xeXdielN <1(x)=56. 0

Parfois, & la place des relations d'ordre bien fondé on préfére

les relations noéthériennes :

Définition IV,6.8, Relation noBthérienne £ sur un ensemble X.
On dit qu'une relation binaire € sur un ensemble X est une relation
noéthérienne si il n'y a pas de suites infinies X)EX{ € ... EX € ...

i.e,, si ¥xeXdielN e (x)=p.

On a, évidemment, la propriété suivante, Huet: [Hue77] :
‘L . . P *
Proposition IV,6.9. Si ¢ est une relation noéthérienne alors ¢ est une

relation d'ordre bien fondé@. g
Le théoréme suivant est fondamental.

Théoréme IV.6.10. Soient R une relation semi-programmable, J un invariant
de R et é.une relation d'ordre bien fondé sur Q. Soit PP le prédicat
dé

binaire fini par PP(a,b) = a‘(b. Dans ces conditions
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si
(*) J < wwpriR1(PP)
alors

(%) J_C_wpr[Rg](T).,

Démonstration. Remarquons tout d°abord que wpr[Rgl(T) est le complément
de la plus grande trajectoire de R ; par IV.6.1, 1V.4.9 et IV.4.10, nous
avons
+) wprlR®1(1) = ra. di e ri(a)=4.
Supposons (*) est vraie et soit a tel que J(a). Alors
Vb (a,b) eR = adbabfw, par (IV.6.6), d'oi R(a) < < (a).
Montrons maintenant, par inductiom, que Ri(a)g.<j(a), pour tout i
i=0 : trivial.
iti Ri(a)g_ 41(3), par hypothése d'induction ;

si a' ERl(a) alors J(a'), par 1V.2.7, et donc R(a') c {(a'),

ce qui implique

R w R@H e u L@ e w2 =<t
a'er’ (a) " a'eRl(a) 4 B a“é{l(a) <

£ étant up ordre bien fondé, nous avons dielN {l(a)=e5, ce qui
implique 4ieIN R'(a)=$. Nous concluons 3 1‘aide de (+) que
J(a) = WPT[RG](T)(a), ce qui établit (#x). 0

Corollaire IV.6.11 (Le théoréme de la fonction décroissante).
Soient R une relation semi-programmable et J un invariant de R.
Soit f une fonction de Q »M. Soit PP le prédicat binaire défini par
f(a) > f(b) si f(a) et f(b) sont définis
PP(a,b) =
faux sinon.
Dans ces conditions, si J cwwpr[R]}(PP) alors inwpr[Rg](T).
Démonstration :; utiliser le théoréme avec 1'ordre bien fondé 4 dans Q,

défini par a{b si f(a) et £(b) sont définies et f(a) > £(b) ou a=b.

La fonction f du corollaire précédent est dite décroissante sous

1'invariant J.
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Corollaire IV.6.12. Pour une relation semi-programmable R, on a
wpr{Ra}(T) =70 ssi il existe une relation noéthérienne € Sur
Q-{w} tel que R = e U {w,w}.

Démonstration. (=) D'aprés 1'égalité (+) dans la démonstration du

théoréme IV.6.10. wpr[Rgl(T) =70 implique ¥ae Q-{w} 4ie IN Ri(a)=¢

et aussi ¥aeQ-{w} wé R(a) car R est semi—-programmableset ¥ieM Ri(m)={m}«

11 suffit donc de prendre ¢ = R-{w,w}.

(<=) 7Q est un invariant de R, par construction de R. Soit 1'ordre bien

fondé <.= ¢*. Nous avons
atw =(¥b(a,b) e R = b#w)

=>(¥b(a,b) e R = (a,b) € RAb#y)
=>(¥b(a,b) ¢ R = a<b Abéy)
i.e. "o cwwpr[R](A<a,b>.a<b).
D'oli, par le théoréme "inwPr[R@](T), Mais par III.5.7. wpr[Rg](T)gi"Q,

ce qui entraine le résultat cherché. i

Dans la pratique, ce corollaire signifie que si chaque répétition R
- . PP ® . - . e m e, e
d'une exécution répétitive R° se termine, alors 1'exécution répétitive
elle~méme se termine certainement, pour tout @tat initial différent de w,

si et seulement si la relation R~{(w,w)} est noéthérienne.

Nous terminons ce paragraphe en pré&sentant le résultat sur lequel
se basent les techniques de preuve de correction totale de programmes
répétitifs.

Proposition IV.6,13. Si J est un invariant de R® alors

Jf_wpr[Rg] (I nexit).

Démonstration, Triviale car, par IV,5.5

wpr[R@](J) = wpr[Re](foexit). O

Cette proposition signifie que si on arrive & prouver qu'un invariant
J donné est aussi un invariant de Re, alors on peut garantir que si
1'exécution répétitive commence dans un état de J alors elle se termine
dans un étant de Jnexit. D'habitude on procé&de dans un ordre légérement
différent : on cherche d'abord un invariant J tel que Jnexit implique
la post—condition souhaitée et on se préoccupe ensuite de montrer

. . . ®
que J est aussi un invariant de R".
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7. CONCLUSION

Nous terminons ainsi 1°'8tude abstraite de la théorie relationnelle
que nous proposons. Nous sommes partis du concept &lémentaire de
relation binaire dans un ensenble (chapitre 11), nous avons discutéd
de la maniére de traiter ce concept pour qu‘'il serve & représenter
le comportement d'un programme, nous 1'avons habillé de transformateurs
de prédicats qui expriment des besoins courants en Programmation.

Les propriétés intéressantes de ces transformateurs de prédicats ont
€té étudiées en détail et de manidre progressive (chapitre IIT).
Finalement, nous avons présenté le concept central d’invariant, et
celui de trajectoire, et exposé 1le principe de leur utilisation dans

les preuves de programmes (chapitre IV).

Maintenant, pour que ces résultats soient effectivement utilisables
sur des programmes, il faut avoir un moyen de calculer les relations
associées 3 ces programmes, Autrement dit, il faut avoir une sémantique
relationnelle du langage de programmation utilisé. Ceci est précisément
1'objet du chapitre suivant. Le langage étudié est le langage de
commandes gardées de Dijkstra [Dij?75}[Dij76]1. I1 s‘agit d'un langage
qui, tout en restant simple, nous permet d'exprimer de maniére
relativement concise les programmes auxquels nous nous intéressons

et d'exploiter 4 fond la théorie présentée.
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CuAPITRE V

SEMANTIQUE RELATIONNELLE DU LANGAGE
DES COMMANDES GARDEES
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1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous utilisons la théorie développée précédemment
pour présenter une sémantique relationnelle du langage des commandes
gardées de Dijkstra [Dij75}, [Dij76]. Cette sémantique décrit d'une
maniére assez agréable 1'intuition expliquée par Dijkstra pour les
différentes commandes du langage. Naturellement, elle est compatible
avec la sémantique formelle originale, définie axiomatiquement pour
chaque commande, en termes d'un transformateur de prédicats de
correction totale (la fonction wp). Notre approche consiste plucdt
a définir les relations programmables associées 3 chaque commande et
d'en calculer le transformateur de prédicats wpr. En procédant ainsi
nous retrouvons la définition originale, ce qui montre sa cohérence,
€tant donné que nous en exhibons un modéle. En méme temps, nous
constatons que le transformateur de prédicats wpr correspond, dans ce
modéle, 3 la fonction wp de Dijkstra. Nous concluons gue notre
sémantique est bonne, d'un point de vue formel, ainsi que d'un point de
vue intuitif, En réalité, la sémantique relationnelle est plus forte
que la s@mantique par transformateur de prédicats de correction totale.
En effet, comme nous 1'avons signalé dans le paragraphe IT11.4, celle-ci
n'est pas capable d'exprimer a la fois la possibilité de terminaison

et de non-terminaison pour un programme, a partir d'un état donné.

Notre approche peut &tre comparée a celle de Hoare [Hoa78a],
pour traiter ce méme probléme de construction d'une sémantique du
langage des commandes gardées, sémantique avec laquelle on puisse
€tablir la cohérence de la définition de Dijkstra. Hoare propose
une définition dite "mécanistique"(]) du langage, en associant a
chaque commande un ensemble de traces. Une trace est une suite finie
d'affectations et conditions, dont le rdle est de décrire une
exécution possible de la commande. Bien que les traces soient un
concept usuel en Programmation, leur manipulation formelle n'est
pas toujours simple, ce qui domnme i 1'approche "mécanistique'” une

certaine lourdeur, facilement &vitable dans 1'approche relationnelle.

(1)

Traduction libre du mot anglais "mechanistic", utilisé par Hoare.
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Néanmoins, le fait qu'un langage admette plusieurs sémantiques
différentes, compatibles les unes avec les autres, peut €tre
considéré un signe de sa bonne formation (ou "régularité"), comme

1'observent Hoare et Lauer [HoL74].

Dans la suite, nous verrons comment les résultats de ce chapitre
peuvent &tre utilisés pour &tudier les propriétés des programmes du
langage des commandes gardées, en particulier la correction. Nous
verrons aussi comment géndraliser notre approche de fagon & donner
une sémantique relationnelle d'un langage de programmation paralléle

inspiré du langage des commandes gardées.

2. SYNTAXE

La syntaxe abstraite du langage des commandes gardées est 1la

suivante :

]
H

p
r 3:= skip|abort|e|if s fildo s ggjr];r
s 3= CJDCZD...DCH (n=0)

C 1t= gor ]

2

p est un programme. Son espace d'états est noté 0 (avec we Q).
r désigne une commande, skip et abort sont des commandes particuliéres.

€ est une affectation. r)3r) est la composition séquentielle de r, et

1
Ty« g est appelée garde, ¢ commande gardée et s ensemble de commandes

gardées,

Un programme est un mécanisme abstrait qui &volue dans son espace
d'Etats, Son évolution est le résultat des changements d'état provoqués
par les actions entreprises, Une action consiste en 1'exécution d'une
commande. Si une action se termine alors son effet pour le programme
est précisément le passage de 1'état courant i un nouvel &tat courant,
Ceé passage pouvant se produire de manidre non-déterministe. Si une
action ne se termine pas, nous disons que le programme passe de son
€tat courant a 1'8tat y, (L'état 4 est donc le "résultat" d'une action

infinie),
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En pratique, on utilise des variables pour représenter 1'&tat
courant du programme., Nous pouvons faire abstraction des variables
effectivement employées et me considérer qu'ume seule variable
généralisée; correspondant & la "concaténation’ de toutes les autres.

Dans la suite, nous notoms x la variable généralisée du programme p.

Les gardes somnt des prédicats sur Q. Sans perte de généralité,
nous les supposons toujours définies. Pour des raisens techniques,
que nous essayerons de justifier intuitivement un peu plus tard,
nous définissons toujours g(w) = vrai. En réalité&, dans les programmes,
une garde g est &crite sous la forme d'une expression g(x), portant

sur la variable x du programme.

Une affectation est une application de Q-+ Q. Nous devons évidemment
définir toujours elw) = w. Les affectations s'€crivent habituellement

sous la forme x:=e(x), oii e(x) est une expression portant sur Xx.

L'utilisation des gardes en tant que prédicats et des affectations
en tant qu'applications signifie que nous travaillons directement sur
les interprétations des expressions apparaissant effectivement dans
les programmes, coomme d'ailleurs le fait Dijkstra. Nous faisons
abstraction de la syntaxe particuliére des expressions du langage
pour me nous intéresser qu'aux objets mathématiques qu'elles représentent.
Sinon il nous faudrait décrire également la sémantique des expressions.
Dans la bonne tradition de 1‘'Informatique, nous laissons ce travail

a un "oracle",

3. SEMANTIQUE

D'aprés la syntaxe, un programme du langage des commandes gardées
est une commande. Pour donner la sémantique du langage, il suffit de
préciser la signification de chacune des commandes. Nous le faisons
en définissant une fonction sémantique rho qui associe 3 chaque

commande la relation programmable qu'elle représente.
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Outre les commandes, il existe dans le langage des constructions
qui, sans €tre des commandes servent 3 les construire : les gardes,
les commandes gardées et les ensembles de commandes gardées. Ces
Constructions ont une signification relationnelle en elles-mémes,
qQue nous décrivons 34 1'aide de fonctions sémantiques particuliédres.
Ainsi pour les gardes nous aurons la fonction mu, pour les commandes
gardées la fonction gamma, et pour les ensembles de commandes gardées
la fonction sigma. Leurs arguments n'étant pas des commandes, ces
trois fonctions sémantiques fournissent en général des relations qui
ne sont pas totales. Néanmoins, nous verrons qu'elles sont toujours

des relations semi~programmables.

i. skip

skip est la commande qui ne fait rien, qui ne provoque aucun
changement d’état. Elle est décrite par

rho [skip]} = {(a,a)|a e Q}
I

rhoflskip]} est éyidemment une relation programmable,

ii. abort

L'exécution de la commande abort ne se termine jamais, quel que
soit 1'érat initial ;

rhoffabort]] = {(a,w)|ae Q}
Qx {w}

]

I

I1 s'agit clairement d'une relation programmable.

iii. affectation

L'exécution d'une affectation e consiste en un changement d'état
effectué de maniére déterministe :

rholle]] = e

e 8tant une application de Q-Q, tel que e(w)=w, rholle]] est une

relation programmable.
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iv. garde

Une garde g sert 8 filtrer certains &tats, les &tats pour lesquels
la garde est vraie s

muflgll = {(a,a)|g(a)}

i
g

it

Ecant donné que g(w)=vrai, mullgll est une relation semi-programmable.

v. commande gardée
Une commande gardée g+ r n'est exécutable qu'a partir d'un état
validant g, auquel cas son exécution consiste en 1'exécution de r :

gammal[g > r]] = muflgl} oxrholir i

En prenant comme hypoth&se d'induction sur la structure du langage
que rhollr]} est une relation programmable, nous concluons que

gammaflg + r}] est une relation semi-programmable.

vi, ensemble de commandes gardées
L'"effet” d'un ensemble de commandes gardées est simplement 1'union
ensembliste des "effets" des commandes gardées qui le composent :
8igma ﬂthczﬂn.aﬂcnﬂ = “81 gamma ﬂciﬂ, si n>0.
i=

Si n=0, nous définissons

Sigma[[ :"= {(Maw)}o

Dans ces conditions, si 1'on prend comme hypothése d'induction
que tous les gammaﬂéiﬂ sont des relations semi-programmables, on peut
conclure que sigmaf[s]j est aussi une relation semi-programmable
(méme si n=0), |
vii, if s fi

La sémantique intuitive de cette commande peut &tre résumée dans
ces deux phrases de Dijkstra : "One of the guarded commands whose guard
is true is selected and its statement list is executed. (...)
Activation in an initial state such that none of the guards is true

(1)

will lead to abortion”, [Dij76, pp. 33-34}. En remarquant que,

(1)"Une des commandes gardées dont la garde est vraie est choisie et sa
liste d'instructions est exécutée.{...) Si 1'état initial est tel
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Par hypothése d'induction sigmallsll est une relation semi-programmable,

Nous résumons 1'idée de Dijkstra par
rhollif s fill = sigmalls]} +

(cf. la définition IV.5.14).
Par conséquent rhoflif s fill est bien une relation programmable,

viii. do s od

Dijkstra explique le fonctionnement de cette commande comme suit
"Upon activation the guards are inspected. The activity terminates if
there are no true guards ; if there are true guards one of the
corresponding statement listsis activated and upon termination the
implementation starts over again inspecting the guards"(1), [Dij76, p.351.
On peut penser que les calculs infinis ne sont considérés que de maniére
implicite (comparons avec if s fi ot 1'on précisait bien dans quelles

conditions 1'exécution ne se trermine pas). Nous proposons
rhofldo s od]] = sigmaﬂSIP

(cf, la définition IV.5,1).

sigma[fs]] étant, par hypothase d'induction, une relation semi-
programmable, rho{[do s od]] est une relation programmable (cf. proposition
Iv.5.13),

ix, r)3r,

Ce cas est trivial :

rhoﬂr];rzﬂ = rhoﬂrlﬂ orhOHrZH

Si, par hypothése d'induction rhoﬂr]ﬂ et rhoﬂtzﬂ sont des relations

programmables rhoﬂt];rzlll'est aussi (ef. TII.5.11),

(fin de la définition de 1la sémantique). O

qu'aucune des gardes n'est vraie, 1'&laboration de la commande
échoue".
(1) "Lors du début de 1'élaboration les gardes sont examinées. L'élaborati
termine s'il n'y a pas des gardes vraies 5 8'il y a des gardes vraies
une des listes d'instructions associfes est €laborée, et dds que cett

€laboration termine 1'implémentation recommence, en examinant les
gardes de nouveau'.
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A\
Pour illustrer une utilisation possible de ces définitions, montrons

que if fi et do od sont sémantiquement équivalents a (i.e., ont la

méme velation sémantique que), respectivement, abort et skip.

Nous écrivons if fi = abort et do od = skip. En effet nous avons :

i. rhollif £ill = {(w,w)}¥ = {(a,w)} = rhoffabore]l ;
ii. rhofldo odll = {(w,w)}®, et exit="0 et wprl{(w,w)} 1 (@)=,
d'od

{(w,w))® = {(a,a)|afw) v {(u,0)} = I = rhollskipll
4. LES TRANSFORMATEURS DE PREDICATS ASSOCIES AUX RELATIONS SEMANTIQUES
Nous calculons maintenant les transformateurs de prédicats associés
aux relations sémantiques définies dans la section précédente, ce qui
nous permet de montrer la cohérence des axiomes de Dijkstra.
i. wprirhoffskipl1XP)} = wprl{Il(P) = P~Q, (II1.4.3 et I1.4.15.4)

ii. wpr[rhoffabort}}(P) = wpr{Q<{wl}l(P) = 1, (IT1.4.3 et I1.4.15.3)

iii. wprlrhollellJ(?) = wpriel(P) = ra.{e(a)} cP-Q, (IIL.4.5)
= ra.P(e(a)) A"q(e(a)) = Poe-Q.e.

iv. wprfmilghi(p) = wpr[lg](P) =g = P-0 (I11.4.3 et 11.4.15.4)

v. wpr{gammallg~ ] 1(P) = wprimuliglhrhollrl 1(?)
wpr{muflgh 1 (wpr{rho{lxr}1(P)), (I1I.5.9.1)
g = wpr{rho[[}(P)~Q, (iv. ci~dessus)

= g = wprirho[k}1(P) (111.5.8)

vi. wprlsigmaffc,fle,0)...0c B1(P) = wprl

[/ oo~

gamma[[cill](P) =

i=1

- n wpr [ gammaffe 11(P) (III.5.6)
i=1

n
= n g = wpr[rho[&i]] 1 (P) (v. ci-dessus)
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Ces calculs sont valables si nz 1, Si n=0 alors
wprlsigmall I J(P) = wpr[{(w,w)}1(P) =Q = p-n = 0 = P (III.4.3 et
I1.4.15.4)
vii. wpr[rhoﬂig s fill1(P) = wpr[sigmallsl+]1(P)
= wprlsigmalls]11(P) n Texit, (IV.5.15)
= Texit n H g; = wpr[rho[[ri]]](P)

1=1

(Ceci est correct pour n>1. Si n=0 alors wpr[rho[@f_fjﬂ](?)=l),

Par rapport a sigmallsl] nous avons :

exit = la.{sigmallsl(a)=4} = ra.{ O (muﬂgi]Lrho[&i]D(a)=¢}

i=1
n
= xa.{ u muﬂgiﬂ(a)=é}, car rhoﬂkfﬂ est totale
i=1
ra.{ U I (a)=d) (a)=g} =~ v
= Aa.{ v a)= = Aa. n_{(a u g,
i=1 8 "t Bei i=1 *

i=1

(Comme dans le cas précédent, ceci n'est correct que pour nx1.

Pour n=0, exit = 7'Q).

viii. wprlrholldo s odll](P) = wpr lsigmalls]] e](P)
wprlsigmalls 1" (exit=P) n wprlsigmalldl1*(P), (1V.5.5)
wprisigmallsIh]1™ (exit nP), (IV,S,IZ)
(I\/wpr[sigmaﬂblh])*(exitliP), (1V.5.16)
(I‘prr[rho[ﬁf_s ;jﬂ])*(exiter), (vii, ci~dessus).

]

It

(Pour sigmalls]]t nous avons, par 1v.5.8,

wpr{sigma[[s[]H](P) = exit = Piﬁwpr[sigmaﬂﬁﬂ](P)).

ix. wpr[rhoﬂil;réﬂ](P) = wpr[rhoﬂkrnorhoﬂiéﬂ](P), (IT1.5.9.1)
= wpr[rhoﬂklﬂ](wpr[rhoﬂrzﬂ‘] ®))

(fin du calcul des transformateurs de prédicats wpr des relations

sémantiques), 0
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Pour montrer la cohérence de la définition axiomatique de Dijkstra,

il suffit de comparer les formules que nous avons obtenues pour

wprirhollr] | (P) avec les axiomes pour wp(r,P) proposés par Dijkstra.

Dans tous les cas, sauf skip et do s od, la correspondance est

immédiate. Pour skip nous trouvons wp(skip,P) = P tandis que d'aprés i.

wpr

[ rhollskipll} (P)=P-Q. Cette différence n'est pas significative car

elle est due au fait que Dijkstra ne considére pas dans ses définitions

1%s

qui

tat w. Quant a8 do s od Dijkstra donne 1'axiome

wp(do s od, P) = wu Hi(P)’ ol

ieN
HO(P) = exit nP et
Hi(P) = H (P) uwp(if s fi, Hi—I(P))” pour izl

1 (9,

ne ressemble i aucume de nos formules pour wpr[rhoﬂgg s QQD

Néanmoins nous pouvons obtenir pour wpr(RGE une formule dans laquelle

la

ressemblance devient &vidente,

Proposition V.4.1, Soit R une relation semi-programmable, R ¢ Rsp’

et {Hi(P)}ieR% une suite de prédicats définie par récurrence :
HO(P) = exit nP
H, ,(®) = H (P) uwpr[Ri](H, (P))

Alors

wrlR°1(P) = v W (@),
ielN

Démonstration, Montrxons d'abord que {Hi(P)}est une suite croissante,

i.e., pour tout i Hi(P) cH

(®)

it}

i=0: trivial

i+l

lH(P) = H_(P) uwpr[m](u (P)) c H (P) uwpr[RH(H (P))
(par hypothese d'induction Hi(P) E-“i+l(P)’ et III.4.6.3),
= “i+2(P)'

Rappelant 1IV,.5,16, pour établir la proposition il suffit de

montrer que pour tout i H, (P) (I vwpr[R+] (exit nP).

(1),

Selon Dijkstra, Hl(P) est "the weakest precondltlon such that the do-od
construct will terminate after at most i selections of a guarded comand
leaving the system in a final state satisfying the post-condition P",
[Dij76, p.35], ["1a plus faible pre-condition telle que la commande

do-od terminera aprés au plus i choix d'une commande gardée, laissant

le systéme dans un €tat final satisfaisant la post-condition P"].
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i=0 : trivial

i+l (I\/wpr[R+])i+](exit41P) = (I\/wpr[Rt])((I\/wpr[R+])i(exit nP))
(I\/wpr[R+])(Hi(P)), (hypothé&se d'induction)
Hi(P)kapr{Ré](Hi(P))

Hi(P)lJHO(P)lepr[R%](Hi(P)), (car HO(P) E.Hi(P)’ Vi)‘
Hi(P)tJHi+1(P)y (par def de Hi+i(P))

Hi+l(P)’ car Hi(P) < H (P). il

it

]

1

i+1

Nous pouvons donc ajouter & la liste de formules viii. la formule

suivante :

viii.bis wprlrholldo s odl1(P) = u Hi(P)
ielN
ol HO(P) = exit npP
et Hi+l(P) = HO(P)tJWpr[rhoﬂig's fiﬂ](Hi(P)). O

Si 1'on &largissait la définition de wp de fagon & admettre comme
argument les prédicats sur Q (3 la place des prédicats sur Q-{w}l),
on aurait en fait 1'égalité wp(r,P) = wprirhollcl]l(P).
Cette équation peut €tre interprétée comme un théoréme dont la
démonstration que nous venons de décrire, ou comme une définition

formelle de wp(r,P).

Dorénavant, nous représentons les commandes if s fi et do s od
respectivement par IF et DO, et le prédicat exit est considéré par

rapport & la relation sigmallsll

Conformément aux arguments présenté@s dans le paragraphe II1.2.3.
nous confondons souvent les commandes du langage et leurs relations
sémantiques, ce qui nous permet, en particulier, d'omettre la
référence explicite aux fonctions sémantiques dans le premier argument
de wpr : par exemple, nous &crivons wpr[DO] au lieu de wprirho[DOl].
Nous trouvons &galement pratique, pour simplifier 1'écriture, d'abréger

sigmafls ]} par GG,
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Au vu des propositions IV.5.4 et IV.5.7, nous pouvons écrire
DO.DO = DO et GGtoDO = DO. En termes de programmes la premiére de
ces deux formules devient DO;DO = DO, traduisant une propriété bien
connue de la commande DO. Quant 4 la seconde, nous pouvons écrire
if sflexit»>skip fi ; DO=DO, méme si, 3 la rigueur exit ne peut pas
erre une garde car exit{w)=faux, tandis que pour toute garde g on
doit avoir g(w)=vrai (cf. paragraphe V.2). Nous admettons cette
€criture car elle est pratique et ne pose pas de problémes : il
suffit de redéfinir le prédicat exit a 1°&tat w, avec exit(w)=vrai,

dés qu'il apparait dans une garde.

Nous pouvons, & ce propos, justifier notre choix pour 1la
définition g(w)=vrai, pour toute garde g. Il y a deux possibilités :
ou bien on prend toujours g(w)=faux ou bien on prend toujours glw)=vrai.
Liargument w 3 1'"entrée"” d'une commande peut 8tre interprété comme
le résulcat fourni par les calculs précédant 1'exécution de cette
commande quand ces calculs prennent un temps infini. Si on choisissait
g(w)=faux alors d'aprés la sémantique intuitive de DO on pourrait
conclure que 1’exécution d’une commande DO succédant un calecul infini
termine toujours, ce qui est une interprétation curieuse, méme si,
dans ces conditions, 1'état de “terminaison” ne peut &tre autre que w. .
Le choix de g(w)=vrai entrafne exit(w)=faux, ce qui permet d'interpréter

exit comme érant vraiment le prédicat de terminaison de DO,

Nous terminons ce chapitre en présentant les formules du transfor-—
mateur de prédicats binaire wwpr[R] pour quelques-unes des relations.
Les calculs &tant tout & fait triviaux a partir de la définition

de wwpr|R], (définition IV.6,6), nous les omettons.

x. wwprskip}(PP) = pa.PP(a,a) A afw
xi, wwprl[abort](PP) =
xii, wwpr[e](PP) = )ra.PP(a,e(a)) n"Qoe

xiii, wwpr{GG](r)

L]
"o

g = wwpr[ri](PP)

xiv. wwpr[IF](PP)

Texit nwwpr[GG](PP).
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5. CONCLUSION

Ayant défini la sémantique relationnelle d'un langage, nous pouvons
maintenant appliquer les résultats de la théorie développée dans les
premiers chapitres & 1'étude des programmes de ce langage. C'est ce
que nous commencerons & faire dés le chapitre suivant, oii nous nous
intéressons surtout aux preuves de correction de programmes. Plus
tard, quand nous aurons défini une sémantique relationnelle pour un

langage d'écriture de programmes paralléles, nous pourrons utiliser

une approche similaire pour traiter les programmes de ce type.
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CuariTrRE VI

INVARIANTS ET CORRECTION DE PROGRAMMES
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1. INTRODUCTION

Comme nous 1'avons signalé au début du chapitre IV, une partie
imporrante de la vérification des propriétés des programmes concerne
la découverte, et la preuve, d°'invariants. Quoique dans des cas
particuliers, tels que les programmes de sémaphores, au sens de
Clarke [C1a80], et certaines classes de réseaux de Petri, Sifakis
[Sif78], les invariants puissent €tre calculés par la résolution d'un
systéme d'équations linéaires, en général le probléme du choix des

bons invariants pour un programme donné subsiste.

La caractérisation en rermes de points fixes de transformateurs
de prédicats continus que nous avons proposée pour les invariants
(proposition 1V.2,10), et qu'on trouve d'ailleurs chez plusieurs
auteurs (Clarke {Cla771, Flon et Suzuki [F1S878), Sifakis [Sif79],
Clarke [C1a80]}, Cousot et Cousot [CoC80bl),nous offre, en principe,
un moyen général de construction d'invariants, par calcul itératif
de points fixes. Toutefois, cette technique n'est utile que lorsque
le calcul itératif converpge dans un temps fini, ce qui, malheureusement,
ne se produit que dans des cas particuliers (espaces finis d'états, par
exemple), Méme quand ce calcul converge, son résultat est souvent une
longue expression de prédicats, dont 1'interprétation n'est pas toujours
facile, Les méthodes de calcul approché de points fixes de Cousot
[Cou78] et Clarke [ClaB0] peuvent €tre utiles, mais leur applicabilité

n'est pas encore suffisamment générale.

N'existant pas de woyen systématique générale pour obtenir des
invarfants, la seule solution est de les "inventer'. Cette activité
inventive est souvent mépris@e dans notre domaine, comme si elle
impliquait de la sorcellerie ... Néanmoins, il est évident que 1'on
ne peut pas concevoir un programme sans avoir saisi par 1'intuition,
un certain nombre de propriétés invariantes caractérisant le probléme
a résoudre, ou le systéme a modéliser. Souvent, la "'découverte®
d'invariants d'un programme n'est que la mise en &évidence des invariants
considérés implicitement dés le début. D'autre part, en ce qui concerne

1'étude a posteriori des programmes, la recherche d'invariants ne se
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fait pas 4 1'aveuglette. Dans chaque cas, il y aura des heuristiques
qui nous guideront. D'ailleurs, en pratique, un argument simple peut
souvent remplacer un calcul fastidieux de point fixe. Mais il ne faut
Pas oublier que si la réussite d'une approche non-systématique requiert
de 1'ingéniosité&, ses chances sont augmentées si 1'on dispose d'outils

mathématiques adéquats.

Le but de ce chapitre est précisément d'illustrer 1'utilisation
des outils math@matiques développées dans les chapitres précédents,
notamment le concept d'invariant et la sémantique relationmelle du
langage des commandes gardées, dans des preuves de correction de
quelques programmes classiques. Dans le chapitre suivant, nous incluons
d'autres exemples qui présentent un intérét particulier dans la mesure
oi ils traitent la preuve de programmes calculant des fonctions définies

récursivement,

Les programmes &tudiés sont &crits dans le langage des commandes
gardées et leur forme générale est une commande do-od précédée par
une instruction d'initialisation. Cette forme n'est pas restrictive
(i1 s'agit d'un morceau du folklore de 1'Informatique, voir Harel
{Har80]), car dvec l'addition de variables pour représenter des compteurs
de programme, tout programme peut Stre mis sous cette forme. Par
ailleurs, n'ayant pas fait d'hypoth@ses sur le non-déterminisme des
programmes considérés, nous pouvons utiliser la méme approche pour
€tudier des programmes paralléles, pourvu que l'exécution concurrente
soit modélisée de maniére non~déterministe, comme c'est le cas

habjituellement, Cette question sera traitée au chapitre VIII.



95

2. UTILISATION DES INVARIANTS DANS LES PREUVES DE CORRECTION TOTALE DE
PROGRAMMES

Quoique 1'intuition derriére le concept d‘invariant soit simple
et 8 peu prés la méme partout, on peut trouver dans la littérature
plusieurs définitions différentes pour ce concept. Comparons, par
exemple, Floyd [Flo67]1, Hoare {Hoa69]}, Dijkstra {Dij72], Mazurkiewicz
{Maz74}, Dijkstra [Dij76], Keller {[Kel76], Sifakis [Sif79], Clarke [ClaB80],
Cousot et Cousot [CoCB0b]. Au vu des définitions du paragraphe IV.2
et des arguments du paragraphe 11.2.3, nous disons qu'un prédicat est
un invariant d'une commande s'il est um invariant de la relation

sémantique correspondante. Formellement :

Définition VI,2.1, Invariant d‘une commande. Un prédicat J est un

invariant d'une commande r 8i J est un invariant de rhollr]l. (]

D'aprés cette définition, si une commande commence son ex&cution
dans un état d‘un invariant J, elle la termine, et dans un état de J.
Remarquons que les définitions d'invariant que 1'on trouve habituellement
n'exigent pas la terminéison, Dfautre part, 1la définition proposée
nous permet d'utiliser les résultats de la théorie relationnelle que

nous avons présentée.

Remarque sur la notation., Dans la suite nous employons souvent une
écriture informelle pour les prédicats, en omettant le préfixe A, i.e.,
nous écrivons par exemple x20 et a<b au lieu de Ax.x20 et A<a,b>.a<b.
Nous supposons aussi que le domaine des variables numériques dans les
exemples est l'ensemble Z des entiers, 3 moins qu'il ne soit indiqué

autrement, {1

Exemple VI,2.]. Soit r = x:=x+}, Le prédicat x=0 est clairement un
invariant de r. En effet, tout prédicat de la forme x2Eg, pour Ke Z

est un invariant de r ; x2K c wpr[x:=x+1}](x2K) = x+ilzK . 0

Exemple V1.2.2, La commande abort ne se termine jamais. Par conséquent,
elle n'a pas d'ipvariant, autre que le prédicat i, invariant trivial

de toute commande, 0
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Exemple VI.2.3. Considérons maintenant un exemple traité par Dijkstra
dans son article classique sur la programmation structurée [Dij72].
Il s'agit de déterminer si le prédicat 0< x<dd est un invariant
de la commande
r = dd:=dd/2 ;
if dd < x- xi=x-dd
[ dd > x~skip
fi.
Calculons wprir](0< x<dd) :
wpr[if...£fi1(0 < x <dd) (dd > xv 0 < x-dd < dd)
(dd < xv 0 < x<dd)
0< x<2xdd
wpr{dd:=dd/21(0 < x<2%dd) = 0< x<dda dd/2%w
0<x<ddApair(dd).

L]

>

#

L'inclusion 0 < x <dd c 0= x<dapair(dd) étant fausse, nous

concluons que 0<x<dd n'est pas un invariant de r.

Dans 1'oeuvre citée, Dijkstra présente, d propos des mécanismes
intellectuels qui nous aident 3 comprendre un programme ou une preuve
de sa correction, une preuve du fait que "the execution of the composed
statement dd:;=dd/2 ; if dd<r do r:=r-dd leaves the relations O0<r <dd

\ . (1
lnvarlant"( )

. La preuve est semi~formelle car elle est basée sur la
notion intuitive de "relation invariante". Le fait que 0<r <dd est

une "relation invariante'" de 1'instruction indiquée est utilisé plus
tard dans une preuve de correction d'un programme complet. Cette

preuve réussit car 1l'instruction est placée dans un contexte tel que
1'affectation dd:=dd/2 n'est exécutée que si dd est pair, ce qui n'était

pas du tout évident avant. O

On peut dire que les invariants décrivent d'une certaine manidre
"ce qui ne change pas" lors de 1'exécution d'une commande. Au contraire,
les relations s€mantiques mettent 1'accent précisément sur "ce qui
change”. L'importance de ces aspects statiques de 1'exécution d'une

commande devient particulidrement d&cisive dans le cas des commandes

(1)

"L'ex€cution de 1'instruction composée dd:=dd/2 ; if ddsr do r:=r-dd
laisse les relations 0<r<dd invariantes".
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répétitives, la commande DO par exemple. En général, face a une commande
DO tout ce que 1'on peut affirmer a priori est que, si elle se termine,
alors 1°état final vérifie le prédicat exit. En général, cette seule
information n'est pas trés utile. I1 faut la compléter par des
informations sur ce qui n'a pas changé avec 1'exécution. C'est ici

que les invariants jouent un rdle fondamental, expliqué de maniére

formelle dans le paragraphe IV.6.

En pratique nous n'utilisons les invariants que dans le contexte
de programmes do s od. Dans ces conditions, conformément i la remarque
qui suit le corollaire IV.6.5, le mot "invariant” désigne normalement
un invariant de sigmallsil et non un invariant de rholldo s odll.
Schématiquement, notre approche consiste & trouver des invariants de
sigmafls]] et, en utilisant les résultats du paragraphe IV.6., wmontrer
qu'ils sont aussi des invariants de rholldo s odll. Par conséquent, les
formules que nous employons le plus fréquemment sont Jcwpr{GGl(J) et
J c wwpr[GG](PP) o PP est un prédicat binaire de la forme A<a,b>.a<b,
pour un ordre bien fondé {. Examinons alors 1‘'aspect que ces formules
prennent en pratique. Mais avant remarquons que la formule Jcwpr{GG](J)
nontre que les invariants de GG sont les invariants dont Dijkstra parle
dans [Dij76, p.39]. Ceux-ci seraient définis par Jn"exit c wpr[IF](J)
ce qui est équivalent 3 Jn exit c wpr[GG](J) n"exit (par 1V.5.15),
et donc a Jn Texit < wprfGG}(J) ou J c exituwpriGGl(J) ou J cwprlGGl(J),
car exit = wpr[GG](1) < wpr{GG](J), (par III.5.2 et 1I1.4.13.3).

Formulaire VI.2,2. Formules pour Jcwpr[GG](J).

n .
1. Jc n g = wprlr 1(J)

Si tous les r; sont des affectations x:=ei(x), la formule |

devient
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4, J c

g. = Joe. n TQoe.
j 1 i i

[} =1

i
Si ergi c “Qoei, pour 1 <i<n, c'est-a-dire si chaque e; est bien
défini dans Jr1gi, nous avons

n -
5. : J < g; U Joei

Formulaire VI.2.3. Formules pour J S wwpr[GG](PP), ol PP est un prédicat
binaire défini par PP(a,b) = a4db, pour un ordre bien fondé 4 .
Nous considérons seulement le cas oii tous les r, sont des affectations

x:=ei(x), telles que Jlﬁgi < ﬁﬂoei,

= )\a.a-(ei(a)

= }\a.a-(ei(a)
n

3. f Jn 8; < }\a.a(ei(a).

Formulaire VI.2.4. Formules pour J cwwpr[GG](PP) ol PP est un prédicat
binaire défini comme dans le corollaire IV.6.11, i.e., soit
feQ~>W et notons par DEF(f)(1) le prédicat caractérisant le
domaine de f. Alors
f(a) > f£(b) si DEF(f) (a) et DEF(f)(b)
PP(a,b) =
faux sinon
Nous considérons seulement le cas oii tous les r, sont des affectations

xi=e; (x), telles que legi E.ﬁ9°ei’ pour 1 <1 <nm.

. A Tcg = haf(a)> £(e;(a)) A DEF(£)(a) & DEF(£) (e, (a))
i=]
n

2 A Jn 8; E.Aa.f(a):>f(ei(a)) A DEF(f)(a) A DEF(f)(ei(a))
i=1

(1)

En géné€ral nous notons par DEF(F) le prédicat caractérisant le domaine
d'une fonction arbitraire F.
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Si Jng, c DEF(f) ces formules se simplifient de maniére

immédiate, [1

3. MAXIMUM DE TROIS ENTIERS

Considérons le programme suivant :

X,¥,2:=X,Y,Z ;
do x<y + x3=x+]
dy<z > yi=y+l
dz<x-> z:=z+l
od

{x=y=z=max{X,Y,2}}

Nous voulons prouver qu'il est totalement correct, c'est-d-dire
qu'il se termine toujours dans un état satisfaisant la post—condition
indiquée (en fait, pour X, Y et Z donnés il n'y a qu'un seul &tat qui

la satisfait),.

Montrons tout d'abord que le prédicat J, défini par
J = {max {x,y,z} = K} est un invariant, pour tout entier K. Utilisons,

par exemple, la formule VI.2,2.6 :

max{x,y,z} = K n x<y < max{x+l,y,z} = K
A max{x,y,z} = Kn y< z < max{x,y+l,z} =
A max{x,y,z} = K n z<x c max{x,y,z+1} = K

Ces trois inclusions sont vraies et J est donc un invariant. Comme
la preuve est indépendante de la valeur de K, nous avons en fait trouvé
une famille {JK}Kez d'invariants avec Jg = {max{x,y,z=K}}. Ces

invariants sont disjoints deux a deux, i.e., J = 1, si KI#K2.

k1 "k

!

Parmi tous les invariants possibles, seuls nous intéressent ceux
dans lesquels le programme peut “entrer™. Ainsi, en mettant
max{X,Y,Z}=M, nous devons choisir, pour continuer la preuve, 1'invariant
Jy» Jy={max(x,y,z}=M}, qui est le seul de la famille (JK} convenant au

programme. En fait, le programme est initialisé dans cet invariant.
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Nous avons exit = {x=y=z}. Il est clair que JMswexit implique la

post—condition. Il reste seulement & prouver que le programme se termine.

Définissons fe Q>IN par f(x,y,2) = 3*xM-x~y-z et montrons que f
est décroissante sous J,,. Vu que Iy < DEF(f) nous pouvons utiliser

M
la formule VI.2.4.2 :

max{x,y,z} = Mnx<y ¢ 3xM-x-y-z > 3xM-(xt+1)~y~z

i

Mny <z c 3xM-x~y-2z > 3xM-x—(y+1)~z

A max{x,y,z}

[

A max{x,y,z} = Mnaz<x c 3xM-x~y~z > 3xM-x-y-(2+1)

Cette expression est manifestement vraie. De plus, rappelons-le,
le programme est initialisé dans 1‘'invariant JM' Par conséquent, il
se termine nécessairement, en validant la post-condition. Ceci termine

la preuve.

Notre démarche a &té complétement formelle. Dans la pratique, on
omet souvent des détails "&vidents'. Néanmoins la structure des preuves
est toujours la meme : trouver d'abord une famille d'invariants ;
choisir ensuite celui (ou le plus petit, s'ils sont plusieurs) oi le
programme est initialisé& et prouver que son intersection avec le prédicat
exit implique la post-condition ; définir enfin une fonction décroissante,

ou un ordre bien fondé& pour prouver que le programme se termine.

On aurait pu obtenir une preuve légérement différente en considérant
d'autres invariants, En effet les prédicats x<KAysKAazsgK, x2%,,
Yy2yy et z2z, sont tous des invariants, pour tout K, x,., Yo» 2g°
Par conséquent, leur conjonction, i,e,, tout prédicat de la forme
XS X<K Ay <y<Ka zg<z<K est un invariant aussi. Il est intéressant
de remarquer que ces invariants ne sont pas toujours disjoints deux 3
deux. Parmi eux,le plus petit avec lequel le programme est initialisé
est XS x<M A Y<x<SMA Z<zs<M. Ce prédicat implique 1'invariant Iy
considéré précédemment et il peut donc le remplacer dans la preuve.
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4. L'ALGORITHME D*EUCLIDE

Considérons 1’algorithme d°Euclide pour calculer le plus grand
commun diviseur de deux entiers positifs X et Y, dans la version donnée

par Dijkstra [Dij76, p.45] :

{X>0 et Y> 0}
X,y := X,Y ;

de x>y » xi=x-y
0y>x > yi=y-x
od

{x=y = pged(X,Y)}

Pour prouver la correction de ce programme, nous commengons par
chercher un invariant dont 1'intersection avec x=y implique la post-
condition, Le choix naturel pour la famiile d'invariants est

Jg = {pged(x,y)=K}. Utilisons la formule VI.2.2.6 3

pgcd(x,y)
A pged(x,y)

KAax>y c pged(x-y,y) = K

Kay>x c pged(x,y~-x) = K
Les deux implications étant vraies JK est en fait un invariant,
pour tout K, (On peut d'ailleurs remarquer que les implications restent
vraies méme si on enléve les gardes). Les invariants Jy sont disjoints :
celui que 1'on doit choisir ne peut &tre que J . Notons~1le J
! P 1€ pged(x,v)

simplement,

Pour la terminaison, il parait naturel de choisir comme fonction
décroissante la fonction fe Q>IN définie par f(x,y) = xty. Remarquons
que la fonction f n'est pas totale (on n'exclut pas que x et y puissent
prendre des valeurs négatives). Par la formule VI.2.4.1, avec

DEF(f)={x+y=20} on obtient :

JCxsy Vv xty> (x-y)ty A xty>0 A (x-y)+y >0

AdJcysx v xty > x+{(y-x) A xty>0 A x+(y-x) > 0
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i.e. J S x=y vV x>0Ay>0, ce qui est faux (on suppose le pged défini
dans Z 2~-{0,,0}),. Néanmoins il est clair que Jnx>0Ay>0 c x=yVvx>0Ay>!I
est vrai. Si x>0 A y>0 &tait un invariant alors Jax>0Ay>0 le

serait aussi (d'aprés la proposition IV.2.3) et f serait en vérité
décroissante sous l'invariant Jnx>0Ay>0. Comme cet invariant est
vérifié par 1'Atat initial la terminaison serait assurée. Heureusement,
x>0Ay>0 est en effet un invariant (ceci est facile & montrer).

La preuve est ainsi terminée.

Dans cet exemple, contrairement au précédent, 1'invariant original
n'était pas suffisamment fort pour assurer la terminaison. Il est
intéressant de remarquer que nous avons &té conduits vers le bon
invariant en essayant de prouver la terminaison sous le premier invariant,

d 1'aide de 1a formule VI.2.4.1.

5. DENOMBREMENT DES FEUILLES D°UN ARBRE

Nous montrons maintenant un exemple de vérification d'un programme
qui manipule des structures de données plus &laborées. Il s'agit du
probléme du dénombrement des feuilles d'un arbre binaire, pour lequel
il existe déjad des preuves, notamment par Burstall [Bur74] et London
[Lon77]. Evidemment nous ne nous intéressons pas 3 la version récursive
mais 3 une version itérative avec gestion explicite de la pile. Cet
exemple &tablit d'ailleurs le lien avec le chapitre suivant oli nous
traitons en d&tail le probléme de la preuve de programmes itératifs

qui calculent des fonctions définies récursivement.

Le nombre de feuilles d'un arbre binaire a, feui(a) est défini

récursivement par

feui(a) = a=nil » 1

a#nil » feui(gau(a))+feui(dro(a))

gau(a) et dro(a) représentant respectivement le sous-arbre gauche et

le sous—arbre droit de 1'arbre a.
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Le programme présenté par London [Lon77] est le suivant, oi la

variable p représente une pile d'arbres binaires :

a:=A ; p:=pilevide ; n:=0 ;
BOUCLE if afnil
then begin empiler(p,a) ;
as=gau(a) ;
g0 to BOUCLE
end
else begin ni=n+i ;
if vide(p) then go to FIN ;
a:=sommet(p) ; dépiler(p) ;
a:=dro(a) ;
£0 to BOUCLE
end
FIN :
{n=feuni (A} }

Nous proposons une version légérement différente, écrite dans le
langage des commandes gardées (avec une petite extension). Etant donné
que la pile ne sert qu'a garder des sous—arbres dont les feuilles seront
dénombrées plus tard, nous concluons que 1°'ordre par lequel les sous—arbres
sont dépilés n'est pas important, Ainsi, dans notre programme, nous
utilisons un ensenble & la place de la pile. Dans le "type" ensemhle
nous définissons la constante #, 1'ensemble vide) et les opérations +
(union d'ensenbles), - (scustraction d'ensembles), { } (création d'un
ensemble : {al,az,.a.,an} est 1l'ensemble dont les éléments sont
al,a2,,..,an), et une opération non-déterministe notée undans tel que

la valeur de undans(s) est un &lément (arbitraire) de l'ensenble s.

a,s,n:=A,4,0 ;
do a#nil » s,a:=s+{a}, gau(a)
[1 a=nil and s#$ » n,a:=n+l, undans(s) ;
s,a:=s-{a}, dro(a)
od 3
n:=ntl

{n=feui(A)}
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La sémantique de l'opération undans(a) doit &tre précisée. Remarquons
que 1'€criture a:=undans(s) est un peu abusive, 1'opération undans
n'étant pas une fonction (cf. paragraphe V.3). Nous la gardons quand
méme car elle est pratique.

Si 1'on représente par A l'ensemble des arbres binaires finis et par §
1'ensemble des ensembles d'arbres binaires finis (i.e. S=2A), nous
pouvons considérer que 1'espace d'états de notre programme est 1'ensemble
Q défini par Q=AxS<WN v {w}. Dans ces conditions, la sémantique de undans

est définie par la relation suivante :
rho[lundans |} = {(<a,s,n>,<a',s,n>)!s#énxa'ers}¢(l)
Ceci implique :
rhoffn,a:=n+1,undans (s) 1] = {(<a,s,n>,<a’,s,n+i>)|s#bAra’ es} ¥
et

wprln,ai=n+1,undans(s)1(P(a,s,n)) =

= sfbd A ¥ P(u,s,ntl)
ues

Remarquons que gau et dro ne sont pas définies quand leur argument

est nil, ce qui signifie

wpr[a:=gau(a)](P(a,s,n)) = a#nil AP(gau(a),s,n)
wprla:=dro(a)1(P(a,s,n)) = a#nil AP(dro(a),s,n)

Pour prouver notre programme nous commencons par essayer 1'invariant

utilisé par London dans sa preuve

50 = n+feui(a) + ¥ feui(dro(u)) = K
ues
Nous observons tout de suite que 1'on doit choisir K=feui(A) pour que le
programme soit initialisé dans 1'invariant. De méme, si la boucle se
termine, le prédicat a=nil A s=§ est vrai, ce qui implique, si JO est

bien un invariant, que n+l=feui(A) est vrai également. Par conséquent,

(1)

I1 s'agit ici d'une 1égére extension de la fonction ¥ qui par IV.S.1k.
n'est définie que pour des relations semi-programmables.



105

aprés la derniére affectation nous avons n=feui(A) comme nous le voulons.

Formellement :

wprin:=n+11(n =feui(A))={n+i=Feui(A)}

Urilisons la formule VI1.2.2.2 pour vérifier si J, est un invariant.

Pour la premiére commande gardée, nous avons

J0 < a=niluntfeui(gau(a))+ b feui(dro(u))=K n a#nil
vest{a}
= a=nil u n+tfeui(gau(a))+feui(dro(a))+ L feui(dro(u))=K

ues
si a=nil 1'inclusion est vraie ; sinon feui(gau(a))+feui(dro(a))=feui(a)

et 1'inclusion est vraie aussi.

La deuxiéme commande gardée donne
afnilu s=duwprin,a:=n+! undans(s))]

(n+feui(dro(a)) + & feui(dro(u)) = K n a # nil)
ues-{a

in

= afnilus=b u(s#bAr ¥ (ntl+feui(dro(v)) + I feui(dro(u)) =K
ves u€es~v

T feui(dro(u))=K A v#nil))

ues—{v}

= afnilus=pdu ¥ (ntl+ I feui(dro(u))=K A v#nil
ves ues

= afnilus=d untl+ L feui(dro(u))=K A ¥ v#nil
ues ves

Si a#nil ou s=4 1'inclusion est vraie ; sinon alors l=feui(a) et 1'inclusion

serait facilement vérifiée si om avait aussi JO c ¥ v#nil. Toutefois,
vES

ceci n'est pas vrai, i.e., on ne peut pas déduire ¥ v#nil de Jg- On peut,
VES

heureusement, remarquer que ¥ v#nil est un invariant. Prouvons-le
ves

formellement 3 1'aide de la formule V1.2.2.2 :

¥ v#nil c a=nil u( ¥V  v#nil)Aa a# nil
ves vest{al

in

¥ v#nil_s afnil u s=¢ v wprin,a:=n+!,undans(a)l( ¥ v#nilA a#Fnil)
ves ves—{a}



106

On constate que la premiére de ces deux implications est vraie.

Quant @ la seconde, elle se simplifie en

¥ v#nil ¢ a#nil u s=4 u wprln,a:=n+1,undans(s)]( ¥ v#nil A a#nil)

VES VES
= afnil U s=p U (s#d A ¥ ¥ vinil Av’gsv?énil)
V€S VES
= afnil v s=¢d U ¥ v#nil
VES

ce qui montre qu'elle est vraie aussi.

En résumé : nous avons

JO f_wpr[GG}(JO),
¥ v#nil c wprlGGI( ¥ v#nil}

vEs veES
et aussi
JO n ¥ v#nil E_wpr[GG}(JO)
ves

Les deux inclusions obtenues impliquent

Jg 0 ¥ v#nil ¢ Wpr[GG](JO) n wprlGGl( ¥ v#nil)
VES veES
= wpr[GG](JO n ¥ v#Fnil), par I11.4.6.1
VES

Nous concluons que JO N ¥ v#nil est un invariant. Il est aussi vrai
: ves
a8 1'initialisation et son intersection avec le prédicat exit implique

n+1=K, comme nous le souhaitions. Par conséquent, la preuve de correction
partielle est compl&te. Il ne nous reste qu'a prouver la terminaison

du programme,

Nous préférons le faire de maniére informelle. Remarquons que 1la
premiére garde garantit que 1'opération gau est toujours bien définie ;

'invariant ¥ v#ail et le prédicat s#$ dans la deuxiéme garde garan-
ves
tissent le méme pour les opérations dro et undans. Les autres opérations

ne posent pas de problémes non plus. Les arbres considérés sont finis et

par conséquent 1'inmvariant Jo M ¥ vénil implique que la deuxidme
ves
commande gard€e ne peut €tre exécutée qu'un nombre fini de fois. Si le
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programme ne se terminait pas, il devrait boucler indéfiniment sur la
premiére commande gardée. Mais ceci ne peut se produire que si 1'arbre

a une branche infinie, ce qui est exclu.

Nous considérons que la preuve de notre programme est terminée.

6. CONCLUSION

Les trois exemples traités dans ce chapitre illustrent 1'utilisation
dans les preuves de programmes de 1la théorie relationnelle développée
dans les chapitres précédents. D'une part cette théorie est & la base
de la sémantique choisie pour le langage de programmation employé ;
d'autre part elle a permis une caractérisation précise du concept

d'invariant, qui joue un rSle central dans les preuves.

Dans le chapitre suivant, nous montrons comment les techniques
de preuves que nous venons d'exposer s'appliquent également bien a
une classe de programmes pour lesquels des preuves avec des invariants

ne sont pas usuelles,
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CoariTrRe VII

INVARIANTS ET FONCTIONS DEFINIES RECURSIVEMENT






1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions 2 travers des exenples le probléme
suivant : comment prouver qu'un programme itératif donné calcule une
fonction qui est définie vécursivement ? Gries [Gri79] est de 1'avis
que cette question reste un “bastion” de la méthode des assertions
intermittentes. Dans un article sur cette méthode, Manna et Waldinger
{MaW78] écrivent que les preuves conventionnelles, (i.e., avec des
invariants), de ce type de programmes sont compliquées et peu naturelles
et ils lancent un défi pour une preuve simple avec des invariants pour
un programme itératif qui calcule la fonction de Ackermann. Gries a
déja répondu 3 ce défi, d°une maniére satisfaisante, dans ferizal.

Un de nos buts maintenant est de fournir d'avantage d'arguments montrant
que 1'approche conventionnelle n'est pas nécessairement compliquée

ou peu naturelle, bien au contraire, méme dans le cas, prétendument

plus difficile, des programmes itératifs qui calculent des fonctions

définies récursivement.

Nous présentons notre approche 4 1'aide de la fonction de
Ackermann. Le programme que nous prouvons est celui de Gries mais notre
invariant est trés différent du sien. Le deuxiéme exemple que nous
traitons a aussi &té étudié par Gries et par Manna et Waldinger. Il
s'agit 13 d'un programme '‘générique"”. Ces deux exemples permettent

ainsi de comparer les trois approches.

Dans le reste du chapitre, nous considérons d'autres programmes
qui calculent des fonctions définies récursivement, mais qui n'utilisent
pas une pile, Dans tous les cas, notre approche est conceptuellement
la nfme, 3 savoir celle qui a &té décrite A propos de 1'exemple du

paragraphe VI,3.
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2. INDUCTION STRUCTURELLE ET INDUCTION NOETHERIENNE

Les preuves que nous présentons utilisent, directement ou indirec-
tement, le principe d'induction structurelle. Ce principe nous permet
de prouver des assertions sur les €léments d'un ensemble bien fondé,
i.e., un ensemble dans lequel est définie une relation d'ordre bien
fondé. En termes informels ce principe affirme que si le fait qu'un
prédicat P est vérifié en un point x est impliqué par le fait que P
est vérifié dans tous les points strictement supérieurs 3 x (d' apreés

1'ordre), alors P est vrai partout. Formellement

Principe d'induction structurelle. Soient X un ensemble et ( un ordre
bien fondé dans X. Soit P un prédicat sur X, Alors(1)
si ¥xeX (Wy €<(x) P(y)) = P(x)
alors ¥z e X P(2). 0

(Pour une preuve de ce principe et des exemples d'utilisation, on peut

consulter Manna, Ness et Vuillemin [MNV73]).

Parfois il est préférable de remplacer le principe d'induction
structurelle par le principe d'induction noetherienne (cf. def 1V.6.8)
qui a 1'avantage de permettre d'éviter la construction explicite de
1'ordre bien fondé engendré par fermeture réflexive transitive d'une
relation noetherienne (Huet [Hue771). Conventlonnellement la notation
R désigne la fermeture transitive de la relation R, RY = U Ri+].

ieN
Principe d'induction noetherienne, Soient X un ensemble et € une relation
noetherienne dans X, Soit P un prédicat sur X. Alors
si ¥xeX (¥ye e+(X) P(y)) = P(x)
alors ¥z ¢ X P(z), {1

Ce principe est trés pratique dans le contexte de ce qu'on appelle
1'ordre bien fondé induit par le calcul d'une fonction définie récursi~

vement., Pour une fonction F, cet ordre, note-é, est défini par

(1)

La notation 4((x) représente, comme d'habltude, l'ensemble des
successeurs de x par {, £ (x) = {y|x<y}.
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a;& b si F(a) est définie et le calcul de F(b) intervient dans le
calcul de F(a).
Nous disons que F(a) est définie quand tous les calculs de F(a) possibles
se terminent et dé&livrent le méme résultat. Om ne privilégie donc aucun
ordre particulier pour 1°’évaluation de F(a), dans le cas ol il y en

aurait plusieurs.

Si la fonction F est définie au woyen d°une &quation on constate
facilement que {.est 1a fermeture réflexive transitive de la relation

noetherienne € définie par

aceb si F(a) est définie, et la définition de F(a) est donnée
en termes de F(b).
Nous appelons cette relation, relation induite par la définition de F.
La condition “F(a) est définie" ci-dessus assure que € est en Vérité
noethérienne. Une séquence infinie ae aj€E...€8,€ ... correspondrait
a un calcul infini de F(a), en contradiction avec le fait que F(a)

est définie,

D’autres exemples d‘ordres bien fondés sont les suivants :
i, IN avec 2 ; v
ii., I xWN avec l'ordre lexicographique 2, 3
(al,a2) 2, (b1,b2) 5i al>bl v al=blAa22b2
iii, L'ensenmble des séquences finies d'entiers, que nous notons S ,
S= u INi, avec 1'ordre d’inclusion des sous—séquences;és,
ielN

Sl‘é

s 59 si s, est une sous—séquence de 8-
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3. FONCTION DE ACKERMANN

La fonction de Ackermann A est une application de Biz -+ IN définie
par
m=0 + n+l
A(m,n) = w0 A n=0 > A(m-1,1)

m#0 A n#0 » A(m1,A(m,n~-1))

Le programme itératif suivant, qui est dii 3 Gries [Gri79] calcule
la fonction de Ackermann de la maniére indiquée par les pre et post-
conditions. Le programme utilise une variable de "type" séquence qui
représente la pile du calcul récursif et dont les valeurs sont des
séquences finies de noumbres naturels. L'Bcriture <8 av38,,8,> désigne
la séquence dont les &léments sont SpccesSy et 5. Si 8=<S _5ec389,8,>
les notations s(i) et s(..i) désignent respectivement 1'é&lément 85
s'il existe, et la séquence RENPETRPEPNITT Frae qui est vide si i>n ;

1'opération s’a dénote la concaténation de 1'élément a & la séquence s.

Par exemple, si s(..2)#<> alors s=s(..3)ls(2)fs(l).

{m,n emM}

Si=<m,n> ;

do s(..2)#<> cand s(2)=0 + s1=s(..3)|s(1)+1

0 s(..2)#<> cand s(2)#0 and s(1)=0 + s:=s(..3)|s(2)-1]1

0 s(..2)#<> cand s(2)#0 and s(1)#0 > s:=s(..3)|s(2)-1]|s(2)|s(1)~1
od

{s(1)=A(m,n)}

Remarque. L'utilisation de 1'opérateur cand dont le deuxidme argument
n'est évalué que si le premier est vrai, assure que les gardes sont

toujours définies, {1

La principale difficulté de la preuve consiste 3 trouver um invariant
adéquat, comme Gries le reconnait, du moment que la terminaison peut étre
établie d'une maniére relativement standard. L'invariant gque nous
proposons est défini en termes d'une fonction entiére G sur des séquences

d'entiers GeS - N, définie récursivement par les & uations suivantes :
, , P q
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G(<b>) = b
a=0 + G(s|b+1)
G(s|alb) = { a#0, b=0 + G(s]a-1]|1)
a#0, b#0 - G(s|a-1]|a|b-1)

(Remarquons que G(<>) reste indéfini).

Le théoréme suivant &tablit la liaison entre la fonction de
Ackermann et 1la fonction G (en wontrant d'ailleurs que celle-ci est

toujours définie sauf pour la séquence vide).

Théoréme VIT.3.1. G(s|a|b) = G(s|A(a,b)).
Démonstration. Par induction structurelle avec 1'ordre lexicographique
des paires d'entiers,
i. a=0 (base de 1'induction)

G(sﬂoib) = G(sib+l) par def. de G

= G(3|A(o,b)) par def. de A
ii. a#0, b=0
G(sjaio)

G(sia—!!!) par def, de G

1

G(s|A(a-1,1)) par 1'hypothése d'induction
G(s|A(a,0)) par def, de A

n

iii, a#0, b0
G(s]aib) = G(sla—llalb~!) par def. de G
= G(s|a-1]|a(a,b~1)) par 1'hypothése d'induction
= G(s!A(a~!,A(a,b—l))) idem
= G(s'A(a,b)) par def. de A
{l

Corollaire VII.3.2. G(<a,b>) = A(a,b). 1

I1 est maintenant tr&s facile de montrer que les prédicats JK,
KelN, JK={G(S)=K} sont des invariants (appliquer la formule VI.2.2.3).
Le corollaire indique que nous devons choisir celui pour lequel
K=A(m,n), i.e. G(s)=A(m,n). Cet invariant implique s#<>, qui d'ailleurs
est aussi un invariant trivial. Le prédicat exit est s(..2)=<>. Par

€onséquent, le programme étant initialisé avec G(s)=A(m,n), s'il se
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termine le prédicat {s(..2)=<>} n {G(s)=A(m,n)} est vérifié i 1la

terminaison, impliquant s(1)=A(m,n), comme nous souhaitons.

I1 reste a montrer que le programme se termine vraiment. Considérons

la relation € entre séquences d'entiers €< 85x S défini par
slolb £ s|b+l
slalo ¢ sla-1]1, si a#0

b-1, si a#0 et b#0

s'alb > sla—]la

Il est évident que € = GG-{(w,w)}. (Rappelons que GG est la relation
associée 3 une itération de 1la commande do-od). Par le corollaire
IV.6.12, il suffit de prouver que € est noethérienne pour garantir

que le programme se termine :

Théoréme VII,3.3. La relation ¢ est noethérienne.
Démonstration. On montre par induction structurelle sur 1'ordre lexico-
graphique des paires d'entiers que
(*) ¥seS, a,be N Jie N, ce N ei(s|a’b) = {s|e} (1la démonstration
de (*) &tant analogue 3 celle du théoréme VII.3.], nous 1'omettons).
Avec (%), par induction sur la taille de s, 11 est facile de montrer
que
¥se€S -{<>} die N, celN ei(s) = {<c>}.
Mais si ei(s)={<c>} alors ei+](s)=d. Vu que e(<>)=@, nous concluons
¥seSJiedN ei(s)=f6

ce qui signifie que ¢ est noethérienne. i

Nous considérons que 1a preuve du programme est terminée. Néanmoins
nous voudrions faire quelques remarques a propos de ce qui a &té
accompli. D'abord, 1'invariant utilisé a &ta réellement facile 3@ trouver
(contrairement i celui utilisé par Gries, comme 1'auteur lui-méme
1'avoue, [6ri79, p.260]). ce qui a requis plus de réflexion a 8té la
définition de la fonction G et la formulation correcte du théordme
VII.3.1. Aprés avoir complété cette preuve et bien compris la technique,

les autres exemples ont &té traités beaucoup plus rapidement.
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Nous sommes en accord avec Gries quand il écrit : “Any algorithm
is based on certain properties of the objects it manipulates and it
seems desirable to keep a clear distinction between these properties
and the algorithm that works on the objects“(‘), feri7g, p.264].

Nous croyons que notre preuve respecte bien cette distinction :
d’une part nous avons les objets (les nombres naturels et les
séquences), et les propriétés qui nous intéressent sont formulées
par les théorémes ; d'autre part nous avons le programme avec sa

sémantique relationnelle et ses invariants.

4. UN SCHEMA DE TRANSFORMATION

Soit la fonction F définie récursivement par

p(a) ~ f(a)

F(a) = “p(a) + h(F(gli(a)), F(g2(a))),

ot 1°on suppose que p, £, gl, g2 et h sont des fonctions toujours
définies, et que h est associative ( h(a,h(b,c))=h(h(a,b),c ), pour
tous a,b,c) et posséde un élément neutre 3 gauche noté e (h(e,a)=a,
pour tout a). Manna et Waldinger, avec la méthode des assertions inter-
mittentes [MaW78], et Gries avec des invariants, [Gri79], ont prouvé

que la fonction F est calculée par le programme itératif suivant :

{F(X) est défini}

§,2:=<X>,e ;

do s¢<> cand p(s(1)) » s,2:=5(..2),h(z,£(s(1)))

{] s#<> cand not p(s(1)) + s:=s(o,2)|g2(s(l))|gl(s(l))
od

{z=F(X)}.

Plus précisément, si F(X) est défini, le programme se termine avec

z=F(X) ; sinon, le programme ne se termine pas.

(1)

"Pout algorithme est basé sur certaines propriétés des objets qu'il
manipule et il parait scuhaitable de garder une distinction nette
entre ces propriétés et 1'algorithme qui travaille sur les
objets"”.
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Nous présentons une preuve de ce fait, en utilisant 1la technique
introduite par 1'exemple du programme de la fonction de Ackermann.
Nous verrons que la technique marche trés bien. Pour motiver cette
preuve générique, nous 1'illustrons d'abord sur un cas particulier,
la fonction de Fibonacci. On peut d'ailleurs remarquer que la fonction

traitée dans la section VI.5 est aussi de ce type.

La fonction de Fibonacci.

La fonction de Fibonacci, Fib, est une fonction totale,

Fibe IN »~ IN, définie par

as<l}l - a

a>1} » Fib(a-1)+Fib(a-2).

Fib(a) =

Nous constatons que Fib correspond bien au cas général avec
p(a)=ac<1, f(a)=a, gl(a)=a-1, g2(a)=a-2, h(a,b)=a+b et e=0. Par

conséquent, le programme itératif qui calcule Fib est

{Xe N}

5,2:1=<X>,0 ;

do s#<> cand s(1) <1 > 8,2:=5(..2), z+s(1)

0 s#<> cand s(}) > | ﬁ-S:=S(..2)IS(])—2,S(])—]
od

{2=Fib(X)}.

L'invariant qui nous sert a prouver ce programme est exprimé en
termes de la fonction G, Ge¢ S-+IN, définie récursivement par les

€quations suivantes :

G(<>) =0

as!l » a+G(s)
G(s]a) =
as>l > G(sla—ZIa—l).

La relation entre la fonction G et la fonction Fib est €tablie

par
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Théoréme VII.4. 1.1, G(sla) = Fib(a)+G(s).
Démonstration. Par induction structurelle dans I avec la relation

d'ordre usuelle 2 (supérieur ou &gal)

i, ac<i
G(sia) = atg(s) par def de G
= Fib(a)+G(s) par def de Fib
ii., a> 1}
6(s|a) = G(s|a-2]a-1) par def. de G
= Fib(a—l)+G(sia—2) par 1'hypothése d'induction
= Fib(a~1)+Fib{(a-2)+G(s) idem
= Fib(a)+G(s) par def. de Fib
{1
Corollaire VIT,4.1,2, G(<a>) = Fib(a). (]

On peut deviner facilement que la famille {JK}, d'invariants que
nous cherchons est donnée par Jg = {z+G(s)=K}, pour Ke N. Le
corollaire nous dit de choisir K=Fib(X). Notre invariant est donc
z+G(s)=F(X). Lors de la terminaison on a s=<>, d'od G(s)=0, ce qui

implique z=F(X), la post-condition souhaitée,

Pour prouver que le programme ge termine, considérons la relation e,

ecSx§ définie par

sla e s si a<|

sla e sja~2|a~1 si a> |
Nous avons, comme dans le paragraphe précédent :

Théoréme VIT.4,1.3, La relation € est noethérienne.

Démonstration, Utiliser la mEme technique que pour le théoréme VII.3.3. [}

Dans ce cas, contrairement d ce qui se passait dans la section
précédente, la relation € n'est pas égale 3 la relation GG-{(w,w)}.
(GG est dé&finie dans (Sx N v m)z)° Mais il est facile de voir que

si (<s,z>,<s',2'>) ¢ GC~{w,w} alors (s,s"Vee
ce qui implique que GG-{(w,w)} est noethérienne aussi. Par conséquent,

le programme se termine toujours (cf. corollaire 1V.6.12).
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4.2. Le cas général.

Revenons 3 1'&tude de la fonction "générique" F présentde au début
de cette section. Supposons FeA>B, pour deux ensembles arbitraires
A et B. Alors on a pe A~ {vrai, faux}, feA>B, gl,g2 cA>A,
he Bx B>B, eeB. Nous faisons 1'hypothése supplémentaire que h
admet aussi un élément neutre 3 droite noté e' (h(a,e')=a, pour tout a).

Cette hypothése n'est pas restrictive et elle facile 1la preuve.

Soit SA 1'ensemble des séquences finies d'éléments de 4,

Sy = ignqu. Comme d'habitude nous commengons par définir récursivement
une fonction G, Ge S,> B, par les équations
G(<>) = e!
6(s|a) ={p(a) + h(£(a),6(s))
“p(a) ~ G(s|g2(a)|gi(a))

L'analogue du théoréme VII.4.1.] est :

Théoréme VII.4,2.1, Si F(a) est défini alors
G(s[a) = h(F(a), G(s)).
Démonstration. Par induction noethérienne sur la relation induite par

la définition de T

i. p(a)=vrai
G(s]a)=h(f(a),G(s)) par def. de @
=h(F(a),G(s)) par def. de F

ii. p(a)=faux
G(sla)=G(slg2(a)|gl(a)) par def. de G
=h(F(g](a)),G(s|g2(a))) par 1'hypothése d'induction
=h(F(gl(a)),h(F(g2(a)),G(s))) idem
=h(h(F(g](a)),F(gZ(a))),G(s)) par associativité de h
=h(F(a),G(s)) par def, de F
0

Corollaire VII.4.2.2. Si F(a) est défini alors G(<a>)=F(a). ]
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I1 doit &tre clair que la famille d'invariants {JK}KEB est, dans
ce cas, donnée par J = {h(z,6(s8))=K} et que pour la preuve nous devons
choisir K=F(X). Les égalités h(z,G(s))=F(X) et s=<> (s=<> est le
prédicat exit) impliquent que si le programme se termine, on aura

z=F(X), comme souhaité.

Pour prouver la terminaison, définissons une relation € entre

des séquences de SA” EfiSAX SA’ par

sla e s si P(a)=vrai

sla e s|g2(a)|gl(a) si p(a)=faux et F(a) est défini

Comme précédemment, nous avons

Théoréme VIT.4.2.3, La relation € est noethérienne.
Démonstration. Analogue 3 celle de VII.3.3, utilisant ici 1’'inductionmn

noethérienne sur la relation induite par la définition de F. 0

Le rapport entre les relations € et GG est moins &troit que dans
les cas précédents :
le fait que p{a) soit faux ne garantit pas que F(a) soit définie et
par conséquent GG-{{w,w)} peut ne pas &tre noethérienne. Ainsi, nous
ne pouvons pas utiliser le corollaire IV.6.12. Nous utilisons directement

le théoréme IV,.6.10,

. s . P *
Soit 4 la fermeture réflexive et transitive de ¢, é= € . <est
une velation d'ordre bien fondé, Soit le prédicat binaire PP, défini
par PP(s,s")=s {s'. I1 nous faut trouver un invariant J' tel que

J' c wupr{GG](PP).

Soit DEF(F) le prédicat qui caractérise les points oii F est défini.
Définissons J° par

J'(s) = ¥i>0 s(..1) = <> v DEF(F)(s(i)),
i.e., J'(s) est vrai si F est définie pour tous les é€léments de la

séquence s, La formule VI.2,2.3 confirme que J' est un invariant :
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J'(s(..2)) A s#<>
J(s(..2)|g2(s (1)) |gi(s(1))).

J'(s) n sf<> A P(s(1))
A J(s) n s#<> A TP(s(1))

In

n

La premiére inclusion est trivialement vraie. La deuxiéme l'est aussi
car si F(s(1)) est défini, F(g2(s(1))) et F(gl(s(1))) le sont aussi.

Nous constatons encore que J' est vrai 3 1'initialisation.

Nous pourrions montrer directement que J' < wwpr[GG](PP), mais il
suffit de montrer que s=<>VDEF(F)(s(1)) cwwprlGG](PP) et le résultat

cherché en découle par transitivité de la relation c :

(s=<> v DEF(F)(s(1))) n s#<>Ap(s(1)) ¢ s L s(..2) As#<>
A (s=<> v DEF(F)(s(1))) n s#<>A7"p(s(1)) c s L s(..2)|g2(s(l))|gl(s(]))

La premiére inclusion est vraie, trivialement. Le premier.merbre
de la deuxiéme est équivalent d DEF(F)(s(1)) n s#<> A p(s(1)), ce

qui montre qu'elle est vraie aussi, d'aprés la définition de < .

Remarquons a propos que le prédicat s=<>VDEF(F)(s(l)) n'est pas
un invariant. Par conséquent nous ne pourrions pas 1'utiliser directement

avec le théoréme 1IV,6,10.

11 nous reste & montrer que si F(X) n'est pas défini, le programme ne
se termine pas. Pour ceci il suffit de trouver un invariant sans blocage
J" tel que le programme soit initialisé dans J" si F(X) n'est pas défini.

Un invariant dans ces conditions est précisément J'. Montrons-le.

Soit J" = 7J'. Alors J"(s) est défini par
J"(s)=1i>0 s(..i)#<> ATDEF(F)(s(1)).

Utilisons la formule VI.2.2.3 pour montrer qu'il s'agit d'un invariant.

J"(s) n st<> A ps(1)) < J"(s(..2)) A sf<>
A J"(s) n sE<> A Tp(s(1)) € I"(s(..2)|g2(s(1)) |gl(s(1))).

La premiére inclusion est vraie car P (S(1)) implique DEF(F)(s(1))
et par conséquent le premier membre implique 4i>1 s(..i) A DEF(F)(s(i))

i.e. J"(s(..2)). Pour la deuxiéme, il y a deux possibilité&s : ou bien
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“DEF(F)(s(1)) et dans ce cas on doit avoir soit DEF(F)(g2(s(1)))
soit TDEF(F)(gi(s(1))), ce qui implique J"(s(a.2)Ig2(s(|))ig'(s(!))) H
ou bien 4i>1 s(..1)#<> A TDEF(F)(s(i)) et dans ce cas aussi on a,

trivialement, J"(s(..2)[g2(s(1))]|gl(s(1))).

11 est &vident que si F(X) n'est pas défini le programme est
initialisé dans J*. Pour que J* soit un invariant sans blocage, il
faut que J" ¢ Texit, i.e., que J” 0 exict=1, mais ceci est trivial

car exit={g=<>}.

Nous terminons ainsi 1'@tude de cet exemple.

5. FONCTIONS DEFINIES RECURSIVEMENT “SANS PILE™

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques exemples supplémentaires
d'utilisation d'invariants pour prouver la correction de programmes
itératifs qui calculent des fonctions définies récursivement. Dans
ces exemples, en général, il n'est pas nécessaire de prévoir une

variable séquence pour représenter la '

'pile" du calcul récursif.
Néanmoins 1'approche reste essentiellement la méme, quoique dans
certains cas la preuve soit constructive, c'est-ad-dire nous construisons
le programme et la preuve simultanément, comme il est recommandé

habiltuellement.

5.1, Exemple 1.

Soit A un ensemble arbitraire et considérons la fonction F,

FeA+rA définie par

F(a) = pla) » a
“Ka) » F(g(a))

o, par hypothése p et g sont des fonctions totales,

peA~{vrai,fauxl, ge A+ A.
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I1 est bien connu que 1le programme suivant calcule F :

{F(X) est défini}
x:=X 3

do Tp(x) » xi=g(x) od
{x=F(X)}.

La famille {JK}KEA d'invariants de ce programme est définie par
JK={F(x)=K}. Le programme est initialisé dans JF(X)={F(X)=F(X)}. Nous

avons exit=p et donc JF(X) N exit < x=F(X), comme souhaité.

Pour prouver que 1le programme se termine, il suffit de remarquer
que le prédicat DEF(F) est un invariant, de considérer 1'ordre bien

fondé  induit par le calcul de F et d'utiliser le théoréme IV.6.10.

Le prédicat TDEF(F) est aussi un invariant. De plus, il est sans
blocage. Par conséquent, si le programme &tait initialisé avec F(X)

non défini, alors il ne se terminerait pas.

Exemple 2,

Cet exemple est une 1égére généralisation du précédent. Pour
deux ensembles arbitraires A et B, considérons la fonction G,

GeA~B, définie par

G(a) = p(a) ~ h(a)
“pla) + G(g(a))

ol p, h et g sont des fonctions totales, p ¢ A> {vrai,faux}, heA-B,
geA>A,

La fonction G est en rapport avec la fonction F de 1a sous—section

précédente comme le décrit le théoréme suivant.

Théoréme VII.5.2.1. Si F(a) est défini alors G(a)=hoF(a).
Démonstration. Par induction noethérienne avec la relation induite par

la définition de F.
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i. p(a)=vrai G(a)=h(a) par def. de G
=h(F(a)) par def. de F
ii. p(a)=faux G(a)=G(g(a)) par def. de G
=h(F(g(a))) par 1'hypothése dfinduction
=h(F(a)) par def. de F
i1

Corollaire VIT.5.2.2. F(a) est défini ssi G(a) est défini.
Démonstration. (=) Par le théoréme. {<=) Par induction noethérienne

avec ia relation induite par la définition de G. il

Par conséquent, le programme suivant calcule la fonction G.

{G(X) est défini}

x;=X 3

do T p(x) » xi=g(x) od ;
{x=F(X)}

vi=h{x)

{y=G(X)}

Remarquons que wpr{y:=h(x)1{y=G(X)) = {h(x)=G(X)} et
x=F(X) < h{x}=G(X) . (Nous utilisons la variable ¥ pour souligner le

fait que h{x) n’a pas nécessairement le méme type que x).

Pour terminer, signalons que la fonction pged peut 8tre considérée
comme étant du type de la fonction G, avec A=(IN- O )2, B=IN-{0},
p(a,b)={a=b}, h(a,b)=a, et g(a,b)=si a>b alors (a-b,b) sinon (a,b-a).

Ainsi un programme pour le pged est

{X>0 A ¥> 0}

X,yi=X,Y ;

do xfy + x,yi=if x>y then (x-y,y) else (x,y-x) od
{x=pgcd(X,Y)}.

En manipulant ce programme on aboutit facilement a la version

standard présentée dauns le paragraphe VI.4,
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5.3. Exemple 3.

Soient A et B deux ensembles arbitraires, et définissons une fonction
F, Fe A»B, par
p(a) -+ f(a)
F(a) =
“p(a) > hoFog(a)
oli, comme habituellementsP, f, h et g sont toujours définies,
Pe A~ {vrai,faux}, feA>B, g€ A+A, he B+~B. Nous voulons construire

un programme qui calcule F,

Commengons par définir une fonction G, Ge IN x A~ B par

p(a) > hi.f(a)
G(i,a) =
T Ha) > G(i+l,g(a))

Nous avons le théoréme :

Théoréme VII,.5,3.1. Pour tout aec A tel que F(a) est défini il existe

un ne IN tel que pour tout ie [0,n] on a hioFogi(a) = G(i,gi(a)).
Démonstration. Soit a tel que F(a) est dé&fini. Alors par la relation
noethérienne induite par la définition de F il doit exister une suite
finie uniqué a, gla), ..., gn—](a), gn(a), nz0, tel que Tp(a)
(@), Tpla(a)), «ony (e (@) et p(g(a)).

D'autre part la relation e définie dans [0,n] par (k,1) € ¢
si 1=k+1 (i,e. e={(0,1),(1,2),..(n~1,n)}) est, clairement, noethérienne.

Le théoréme est prouvé par induction noethérienne avec cette relation :

i. i=n (base de 1'induction)

hono gn(a)

hnofogn(a) car P(gn(a)) est vrai

G(n,gn(a)) idem

n

ii. O0<i<n

h'oFogt (a)

hlohoFogogl(a) car p(gl(a)) = faux
hi+1 P gi+l(a)

G(i+],g1+l(a)) par 1'hypothése d'induction

]

[}

G(i,g'(a)) car p(g'(a)) = faux
]
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Corollaire VII,5.3.2. Si F(a) est défini alors F(a)=G(0,a).

Le corollaire indique que pour calculer F(X) il suffit de calculer
G(0,X). Puisque la fonction G est du type considéré dans la sous-section

V11.5.2, un programme pour F est le suivant ;

{F(X) est défini}

i,x:=0,X ;

do "p(x) » i,x:=i41,8(x) od ;
y:=hiof(x)

{y=F(X)].

Ce programme, cependant, n'est pas trés réaliste, 3 cause de 1'affec—-
tation y.=hlof(x)u Nous devons donc le transformer pour que le calcul

i . - . , N
de b of(x) soit effectué par itération. Nous obtenons ainsi :

{F(X) est définil}

i,x:=0,X 3

do Tp(x) » i,x:=i+l,g(x) od ;
yi=£(x) 3

do i#0 » i,y:=i-1, h(y) od
{y=F(X)}.

Les invariants de la premiére boucle sont G(i,x)=K! et ceux de
la seconde sont hi(y)=K2° Lopération d'initialisation indique que l'on
doit choisir Ki=G(0,X)=F(X). Quand la premi&re boucle se termine on
a p(x) 0 {G(L,x)=F(X)} ce qui implique hiof(x)=F(X). Aprés 1'affectation
on a certainement hi(y)=F(X) car Wpr[y:=f(x)](hi(y)=F(X))={hi(f(x))=F(X)}.
Par conséquent on doit aussi choisir K2=F(X). A la fin de la seconde

boucle on 3 i=0 et donc y=F(X), comme souhaité.

La terminaison de la premiére boucle est assurée par 1'ordre bien
fondé induit par le calcul de F. Celle de la deuxiéme est triviale,
pourvu gu'elle soit initialis8e avec i 20, ce qui arrive en fait
(i 20 est un invariant de la premiére boucle et de 1'affectation inter-

médiaire),
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5.4. Exemple 4.

Considérons, pour deux ensembles arbitraires A et B la fonction F,
Fe A>B définie récursivement par
p(a) + £(a)
F(a) =
“pla) » g(F(h(a)),a)
ot p, f, g et h sont toujours définies, pe A+ {vrai,faux}, fecA~B,
ge BxA>B, he A+A.

Comme dans 1'exemple précédent, nous voulons &crire un programme
itératif qui calcule F. Etant donné que dans ce cas la fonction F
n'est pas "tail recursive" nous commengons par chercher une solution

avec une variable séquence pour représenter la 'pile”.

Définissons une fonction He SA—*B par

pta) > G(£(a),s)
H(s|a) =
“pa) + H(s|a|h(a))

oi la fonction G, Ge Bx 8y > B, est définie par les &quations

G(b,<>) = b
G(b,s|a) = G(g(b,a),s).

Le rapport existant entre les trois fonctions F, H et G est décrit

par le théoré&me suivant

Théoréme VII.5.4.1. Si F(a) est défini alors H(s|a)=G(F(a),s).
Démonstration, Par induction noethérienne avec la relation induite par
la définition de F ;

i, p(a)=vrai

H(s]a)

It

G(f(a),s) par def. de H
G(F(a),s) par def. de F

]
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ii. p(a)=faux

H(sla) = H(slalh(a)) par def. de H
= G(F(h(a)),s|a) par 1'hypothése d'induction
= G(g(F(h(a)),a),s) par def. de G
= G(F(a),s) par def. de G
0

Corollaire VII.5.4.2. Si F(a) est défini alors F(a)=H(<a>).

Au vu de ce corollaire, pour calculer F(X), il suffit de calculer
H(<X>). Mais B est une fonction du type &tudié dans le sous-paragraphe

VI1.5.2. Par conséquent un programme pour calculer F(X) est le suivant.

{F(X) est défini}

X, 8:=X,<> 3

do Tp(x) + x,8:=h(x),s|x od ;
y = G(£(x),s)

{y = F(X)}.

Par ailleurs, la fonction G est aussi du type considéré dans
VII.5.2. Le programme précédent peut ainsi &tre transformé en

{F(X) est défini}

X,5:=X,<> 3

doe Tp(x) » x,s:=h(x),s!x od

y = £(x) ;
de s#<> > y,s:=g(y,s(1)),s(..2) od
{y = F(X)}.

Les invariants de la premiére boucle sont H(s|x)=K! et ceux de la
deuxiéme G(y,s)=K2, Pour la premiére boucle on doit choisir H(slx)=F(x) 3
ainsi 1l'invariant est vérifié & 1'initialisation. A la terminaison
de la premiére boucle, (elle se termine certainement d cause de 1'ordre
bien fondé induit par le calcul de F), on a p(x)=vrai, ce qui implique
G(f(x),s)=F(X). A cause de 1'égalité
wprly :=£(x} 1(G(y,s)=F(X)) = {G(f(x),s)=F(X)),

aprés 1'affectation on a {G(y,s)=F(X))}. C'est ce prédicat que nous
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choisissons comme invariant de la deuxiéme boucle. Quand celle-ci se
termine, (ce qui arrive toujours, trivialement), s=<> est vrai,

impliquant Y=F(X), tel que nous le souhaitons.

On peut observer que le rGle de la variable s pendant la premidre
boucle est de mémoriser les missances successives de h(X) (i.e.,
s=<X,h(X),...,hi(X)>) pour qu‘elles puissent &tre utilisées dans
1'ordre inverse par la deuxi&me boucle. Ceci suggére qu'il est
possible de se passer de la variable séquence si la fonction h a une
inverse h_}, car dans ces conditions, on peut calculer les puissances
décroissantes de h directement, (hi—l(X) = h_](hi(x))). Nous pouvons
donc, dans le cas ot h a une inverse, remplacer la variable séquence s

par une simple variable enti&re qui compte le nombre de fois que la

premiére boucle est exécutée. Nous obtenons ainsi le programme

{F(X) est défini}

i,x:=0,X ;

do Tp(x) » i,x1=i+1,h(x) od ;

¥ox 1= £(x), b (x) ;

do i#0 > i,y,xi=i~1,g(y,%),h " (x) od
{y = F(X)}.

Nous devons maintenant confirmer notre raisonnement par une preuve

formelle de la correction de ce programme.

Commengons par remarquer que le programme est du méme type que
celui obtenu dans le sous-paragraphe précédent. Nous concluons, par
analogie, qu'il calcule une fonction @, d e A>Bx A définie par

p(a) » ¢(a)
o(a) =
7pla) » yodoh(a)
avec ¢ e A>Ax B et ye BxA-BxA données par
¢(a) = <€(a),h” (a)>
-1
Y(baa) = <g(bsa)ah (a)>'

Par conséquent pour prouver le programme, il suffit de montrer
que si F(a) est défini alors ¢(a) 1'est aussi, et que la valeur du
premier €l€ment du doublet ¢(a) est égal a F(a). Cette question est

réglée par le théoréme suivant.
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P -1
Théoréme VIT.5.4.3. Si F(a) est défini alors &(a)=<F(a),h (a)>.
Démonstration. Par induction noethérienne avec la relation induite par

la définition de F

i. p(a)=vrai

$(a) = ¢(a) par def. de ¢
= <f(a),h-n(a)> par def. de ¢
= <F(a),h_](a)> par def. de F

ii. p(a)y=faunx
d(a) y{(®(h(a))) par def. de ¢
= y(F(h(a)),hﬁl(h(a))) par l'hypothése d'induction
= y(<F(h(a)),a>)
= <g(F(h(a)),a),h—l(a)> par def, de vy
= <F(a),h?§(a)> par def. de ¥

il

Noug venons de prouver que le programme obtenu pour le calcul de
F(X) quand h a une inverse est correct. Il serait toutefois dommage
de ne pas essayer de le simplifier. Intuitivement, 1a variable i
ne devrait pas €tre indispensable car elle ne sert qu'ad arréter la
deuxiéme boucle, et ceci peut aussi @tre obtenu en testant x=h—l(x)
conme le suggBre le théoré&me VII.5.4.3, car toutes les puissances
h*(X) sont différentes, {par la relation nog&thérienne induite par

la défini;ion de F).

Nous ne pouvons justifier cette simplification que d'une maniére
semi-formelle car nous n'avons pas présenté dans ce rapport de
résultats précis sur la manipulation de programmes. Néanmoins, le
principe de simplification suivant est trés intuitif et facilement

compréhensible :

Principe de simplification de commandes do-od. (Se reporter a la
syntaxe et 3 la sémantique relationnelle du langage des commandes
gardées, paragraphes V.2, et V.3.). Si le prédicat J est un invariant
de sigmallsll et 1la commande do s od est placée dans un contexte o
1'on peut garantir que le prédicat J est vérifié quand 1l'exécution

de do s od est initialisé alors on peut remplacer do s od par do s' od
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avec s' = ci[]...{]c; et ci = J and c;, et réciproquement. (Ce principe
est une application de la propriété suivante :
si J est un invariant de R alors I 0R® = (I oR)Q).
Jug JuQ

C'est-a-dire, on peut multiplier les gardes d'une commande do od

par un invariant, pourvu que 1'invariant soit vérifié & 1'entrée.

Avant d'appliquer ce principe, observons que les affectations
simultanées & x et y peuvent 8tre décomposées 2 condition que y

soit affecté avant x, ce qui donne le programme

{F(X) est d&fini}

i,x:=0,X ;

do Tp(x) » i,x:=i+1,h(x) od ;

y = £(x) ;

X 1= hFl(X) H

do if0 > y;=g(y,x) ;
i,x:=i—1,h“](x)

od

{y=F(X)}.

Dans cette forme, le programme est manifestement équivalent 3

{F(X) est défini}

i,x:=0,X ;

do Tp(x) » i,x:=i+1,h(x) od ;

yi=f(x) ;

do i#0 » i,x:=i—!,h-l(x) H
yi=g(y,x)

od 3

x:=h~}

(x)
{y=F(X)}.

La derni&re affectation n'apporte rien & la correction du programme
et peut 8tre €liminée. D'autre part, le prédicat x=h*(X) est un invariant
de la premiére boucle ainsi que de 1'affectation intermédiaire et il est

vrai @ 1'initialisation. Par conséquent, il est vrai & 1'entrée de la
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deuxiéme boucle. Par ailleurs, il est aussi un invariant de la deuxiéme
boucle. Nous pouvons donc appliquer le principe de simpl%fication et
remplacer la garde de la deuxiéme boucle par i#0 and x=h1(X)o Mais
nous avons 1i#0 n x=hi(X) < x#X, ce qui implique

{i#Or\x=hi(X)} = (i#011x=hi(x)(\x#X}, Nous avons aussi

x=hi(x)(1x#x c i#0 et par conséquent {i#Of\x=hi(X)} = {X#Xﬂx=hi’(X)}°
Nous pouvons, donc remplacer la garde i#0 and x=hi(X) par

x£X and x=hi(X), Il est évident que x=hi(X) reste up invariant de la
commande ainsi obtenue. Par conséquent, nous pouvons appliquer la
transformation en sens inverse pour 1l'enlever de la garde. En résumé,
la deuxiéme commande do-od peut étre remplacée par

do x#X i,x:=i—i,h_](x) ; ¥Yi=g(y,x) od.

Ayant €té enlevée de la garde, la variable i devient une variable
auxiliaire, au sens de Owicki and Gries [OwG76]}, qui nous a servi
pour la preuve mais qui n'intervient pas en ce qui concerne le
résultat du programme., Nous pouvons donc la supprimer partout et
obtenir ainsi, comme résultat final de notre simplification, le

programme

{F(X) est défini}

xi=X 3

do “p(x) + x:=h(x) od ;

yi=£(x) ;

do x#X - x:=h_1(x) H
yi=g(y,x)

od

{y=F(X)}.

11 est intéressant de constater que ce programme correspond
précisénent 8 celui obtenu pour le méme probléme par Broy et
Krieg-Bruckner [BrK80], qui ont utilisé une technique complétement

différente.

Nous terminons ici 1'@tude de cet exemple.
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5.5. Exemple 5.

Soient B un ensenble arbitraire et F, une fonction, Fe IN >B définie
par les équations

F(0) = b0

F(n+1) = h(n,F(n))

ot he WxB~+B est toujours définie. Il est évident que F est totale et

qu'un programme qui la calcule est

{(Xem}

i,y := O,bo ;

do ifX » i,y:=i+1,h(i,y) od
{y=£X1}.

I1 est facile de vérifier que le prédicat y=F(i) est un invariant
qui est vérifié 4 1'initialisation et qui avec le prédicat exit
implique la post-condition. Pour obtenir la famille d'invariants
correspondante il faut "libérer" la constante b0° Définissons alors

une fonction G, G e BxIN + B par

G(b,0) = b
G(b,n+1) = h(n,G(b,n)).

Dans ces conditions, F(n) = G(bO,n), trivialement. Naturellement,

la famille d'invariants {J est définie par JK = {¥=G(X,1i)}.

K}KEB
5.6, Exemple 6,

Notre dernier exemple est une fonction F, Fe A~ A, pour un

ensemble arbitraire A, définie par

F(a) = { p(a) »~ £(a)
“P(a) > F(F(g(a))

ot P, f et g sont toujours définies, Pe A~ {vrai,faux}, feA+A,
g(a) e A-A. Un exemple bien connu de fonctions de ce type est la
fonction 91 pour laquelle A = Z , p(a) = a> 100, f(a) = a-10 et

gla) = a+il,
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Remarquons que

) p(a) + F(£(a))
F (a) =
“pla) » F(F(F(g(a)))

et, en général, pour i1

. P(a) + Fr  (E(a))
F (a) = .
“p(a) + P (g(a))

Définissons une fonction G, Ge NxA+ A, par
G(i,a) = ¥'(a) si F'(a) est défini.

Cette définition implique que si Fl(a) est défini alors

i=0-+a

G(i,a) = {50 { p(a) » G(i-1,f(a))

“p(a) + G(i+i,g(a))

et si i>0 alors si p(a) est vrai G(i-1,f(a)) est défini sinon
G(it+1,g(a)) est défini. En particulier, si F(a) est dé&fini alors
F(a)=G(1,a). Par conséquent, nous pouvons utiliser un programme

qui calcule G pour calculer F. En remarquant que G est du type étudié
dans le paragraphe | VIT.5.2, on conclut qu'un programme pour F est

le suivant :

{F(X) est défini)
i,x:=1,X ;
do i>0 + i,x:=if p(a) then (i~1,f(x)) else (i+l,g(x)) od

{x=F(X)},

Ce progranme est facilement manipulable pour prendre une forme

plus agréable ;

(F(X) est défini}

i,xi=1,X ;

do i>0 and p(x) » i,x:i=i-1,f(x)
0i>0 and Tp(x) + i,x:=i+),g(x)
od

{x=F(X)}.
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.

La famille d'invariants est G(i,x) = K, i.e., F'(x) = K. Le
programme est initialisé dams F(x) = F(X) et termine quand i=0,

ce qui implique Fo(x) = F(X), c'est~d~dire, x=F(X), comme souhaité.

La terminaison peut &tre prouvée de mani&re standard avec la
relation induite par la définition de G (remarquons qu'il s'agit

d'une relation binaire définie dans N x A,

Nous terminons le traitement de cet exemple en présentant un joli

petit programme qui calcule la fonction 91.

i,x := 1,X 3

do i>0 and x> 100 » i,x:=i-1,x-10
0i>0 and x<100 » i,x:=i+1,x+1]

od

{x=f91(X)}.

6. CONCLUSION

Nous espérons avoir montré avec les exemples traités que l'approche
dite conventionnelle de la preuve de programmes garde tout son pouvoir
et toute sa clarté méme dans le cas des programmes itératifs qui
calculent des fonctions définies récursivement. Ainsi, les critiques
de Manna et Waldinguer rappelées dans l'introduction de ce chapitre
nous apparaissent non justifiées. Une fois leur principe compris,
les preuves présentées sont en fait assez naturelles, &l&8gantes et bien
structurées, et, finalement, elles ne sont pas fondamentalement
différentes d'autres preuves typiques telles que celle du programme

pour la fonction pged.

D'autre part, ces exemples nous confortent dans la conviction
qu'il y aura toujours dans la recherche de preuves une place importante
pour 1'intuition humaine. En fait, nous ne voyons pas comment les
méthodes automatiques de calcul d'invariants par calcul de points fixes
pourraient fournir des invariants, pourtant bien simples, comme

Fl(x)=F(X) dans le dernier exemple.
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Crar1Tre VIII

SEMANTIQUE RELATIONNCLLE DE PROCESSUS COMMUNICANTS






1.
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INTRODUCTION

Dés la parution du remarquable article de Hoare "'Communicating
Sequencial Processes"”, [Hoa78b]}, 1'&tude des processus qui communiquent
directement, pour lesquels le mécanisme primitif de communication n'est
pas réalisé explicitement par des variables partagées, a &té le sujet
de nombreux travaux qu'il serait fastidieux d'énumérer. Parmi tous ces
travaux les plus marquants sont ceux du groupe d'Edimbourg notamment
1'article “Concurrent Processes and Their Syntax" de Milne et Milner
[MiM79] et plus vécemment le livre de Milner “A Ualculus for Communica-

ting Systems" [Mil180].

Dans son article Hoare propese un langage de programmation de
processus communicants, le langage CSP, adapté a la description de la
comnunication directe entre processus. Son approche est pragmatique et
il recherche surtout la commpditéd’écriture et la lisibilité des pro-
grammes sans se soucier de présenter une sémantique formelle (ou de
suggérer une implémentation efficace). De SO ¢35té Milner se préoccupe
principalement des fondements abstraits du mécanisme de communication
et leur incidence sur le comportement "observable" des processus et sys-
témes de processus, qu'il étudie a 17aide d'un formalisme algébrique.

Ce formalisme est utilisé par Hennessy, Li et Plotkin [HLP81] pour donner

une description sémantique d'un sous-ensemble significatif du langage CSP.

Outre cette approche algébrique, d'autres techniques ont &té essayées
pour fournir une description formelle de CSP. Nous avons recensé les
suivantes :

"mécanistique™, par Hoare [Hoa79] (cf. paragraphe V.1.) ; dénotationelle,
par Francez et al. [FHLR79] ; axiomatique, par Apt, Francez et de Roever
LAFR80] ; par plus faibles pré-conditions, des mémes auteurs [AFR79] ;
“linear history semantics' par Francez, Lehmann et Pnueli [FLP80] ;
opérationnelle, utilisant des relations de transition par Cousot et
Cousot [CoC80a] ; réseaux de Petri, par Queille [QueB0] et par De Cindio
et al. [CMPSB0]. Toutes ces propositions sont importantes car elles
contribuent d'une maniére ou d'une autre a é&clairer le concept fondamen-—

tal de processus communicant. En plus de la description rigoureuse de
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la version de CSP considérée dans chaque cas, elles ont pour but commun
la découverte de méthodes de preuve pour les programmes paralléles écrits
en CSP. Nous constatons néanmoins que les méthodes de preuve proposées,
ou suggérées, sont assez particuliéres et, en générale, assez Eloignées

des techniques conventionnelles de preuve de programmes.

L'objectif de ce chapitre est de présenter une sémantique pour une
classe de processus s@quentiels communicants. Il s'agit d'une sémantique
relationnelle, basée sur des idées qui découlent directement des chapi-
tres précédents. Elle induit une technique de preuve des propriétés des
processus consistant 3 obtenir un programme non-déterministe dont le
comportement est, sous certaines hypothéses, &quivalent au comportement
du systéme de processus considéré&. Ainsi les propriétés intéressantes
du systé@me de processus se reflétent dans le programme non-déterministe,
et elles peuvent €tre &tudifes indirectement i l'aide de celui-ci.

Cette démarche présente plusieurs avantages, d'une part parce que nous
pouvons utiliser une grande quantité de résultats fort bien &tablis, en
particulier ceux issus de la théorie relationnelle développée dans ce
rapport, et d'autre part parce que la méthode conventionnelle &tant

bien connue, elle nous permet parfois de rendre informels certains aspects
des preuves. Dans ces conditions on peut &viter certains détails formels

encombrants, ce qui rend les preuves plus compréhensibles et naturelles.

2. SYNTAXE

La raison définir une sémantique formelle pour un langage n'est pas
seulement de préciser une signification abstraite des constructions
syntaxiques utilis&es, mais aussi de fournir un support mathématique 3
1'aide duquel on puisse saisir 1'intuition que l'on a des objets '"réels"
que 1'on veut décrire.

Une sémantique donnée,  €tant un objet mathématique, peut &tre
gétudiée formellemént. Par contre, il est évident que la question de

savoir si elle capte bien 1l'intuition initiale ne peut &tre décidée

qu'informellement.



141

D'autre part une sémantique sera d'autant plus naturelle et compré-
hensible que le formalisme choisi s’adapte bien a la description qu'on
veut faire. Ainsi, nous devrions commencer par présenter intuitivement
les objets que nous voulons traiter, c'est-a-dire, les processus commu-
nicants.

Toutefois nous introduisons d'abord le formalisme et seulement ensuite
les objets axquels i1 g’applique, ce qui est plus commode et représente

d'ailleurs une démarche courante en Informatique.

Le formalisme que nous choisissons est inspiré du langage des
commandes gardées de Dijkstra (voir chapitre V), du langage CSP et
utilise des notions provenant des processus concurrents de Milner [MiM78],

notamment le comcept de porte et la communication bidirectionnelle.

L.a syntaxe ahstraite d'un processus est la suivante :

do gl » ¢l
flg2 + r2

fgn » o

Hka}; al 0 , i

ik

am > o,
am aw’ “am

Lo o

e

X est 1°€tat initial du processus. Les g + r sont des commandes
gardées comme dans le langage des commandes gardées : les g sont des gardes,
appelés ici gardes internes, et les r sont des commandes arbitraires,

(qui peuvent &@tre non-déterministes). Les a sont des portes. Toutes les
portes d'un processus sont différentes, i.e.,

ai # aj si 1 # j. ka est une garde, appelée garde de la porte a. o, est

(n

Nous utilisons une traduction incorrecte du mot anglais "port®
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la fonction de sortie de la porte o et ja est la fonction d'entrée de
la porte o. Chaque construction ka: a > o s ja est appelée une commu-

nication gardée.

On peut commencer & deviner le fonctiomnement d'un processus si on

concrétise un peu la syntaxe abstraite :

P:: x:=X;
do g3 (x) + ri(x)

®
.

gn(x) -+ rn(x) .
- i 9 - -:'
kal(x),al - .oal(x), ? s x:1=3 (s,%)

. 1 4 . =1
0 kam(x).am > 'Oum(x)’ ? 8t x:=] (s,%)

od

P est le nom du processus. x est la variable du processus dont la
valeur représente 1'Etat courant du processus. Nous notons par Q 1'espace
d'états de P et nous le supposons implicitement défini, et tel que
w € Q. On peut alors dire que x parcourt Q, ou est de "type" Q. x:=X est
1'opération d'initialisation de P, définissant X, XeQ, comme état

initial de P.

Les gardes sont des prédicats sur Q. Il convient de définir
g(w)=vrai, pour les gardes internes, mais ka(m)=faux pour les gardes
de portes. L'idée d'une commande gardée g - r est la suivante :

P & g
g » r n'est exécutable qu'a partir d'un état x tel que g(x)=vrai ;
l'exécution de g +~ r consiste dans 1'exécution de r, ce qui améne le
g q
processus de 1'&tat x 3 un &tat de r(x). (Rappelons que d'aprés la

sémantique &tudiée au chapitre V, r(x) représente un ensemble d'états).

Nous avons déja dit que toutes les portes du processus P sont diffé-

rentes. Nous faisons maintenant 1'hypoth&se supplémentaire que ce
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processus existe dans un systéme de processus formant un "réseau sim-
ple"” de processus, ol toutes les portes de tous les processus sont
différentes et olt dans 1'ensemble de toutes les portes est définie une
bijection, égale a8 son inverse, qui 3 une porte d'un processus fait
correspondre une autre porte dans un autre processus. Représentant par
PORTES(P) 1'ensemble des portes du processus P, et par () la bijec-

tion mentionnée nous avons formellement, pour un réseau simple :

i. PORTES(P) n PORTES(P')=p si P#P’
acPORTES (P)=> 4P'#P acPORTES(P')

o
[N

a=0

b
=0
Fho
o

Ainsi une paire {a,a)} peut &tre considérée comme une ligne de

transmission entre les processus auxquels appartiennent les portes a et a.

L'écriture om(x) indique que les arguments de la fonction o, sont
des états de Q. On suppose que o, est toujours bien définie dans ka »
c'est-d-dire, si ka(x)=vrai alors oa(X) est défini. L'idée est que si
le processus se trouve dans um &tat x validant la garde ka il se peut
qu'il envoye par la porte a la valeur oa(x). Les valeurs susceptibles
d'8tre envoyées par la porte a appartiennent 3 un ensemble noté Ua et
appelé le "type' de la porte a. On peut donc dire que o, est une appli-
catien de ka - Ua' Nous faisons 1l'hypothése que man, ce qui est

justifié par le fait que ka(m)=faux.

Symétriquement, 1'écriture ?s:x:=ja(s,x) suggére que la tdche de
la fonction d'entrée ja est de calculer un nouvel &tat 3 partir de la
valeur s regue par la porte a et de 1'@tat courant x. Les valeurs qui
peuvent “entrer" par la porte a sont, par hypothé&se de construction,
celles qui peuvent sortir par la porte complémentaire a. Par conséquent
j02 est une application de ka X Ua + Q.

Cette discussion montre déja que pour qu'il y ait transmission de
valeurs par la ligne {a,a} il faut que les deux processus qui possédent
les portes a et a soient "simultanément”dans des &tats validant les

gardes de ces porres.
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3. SEMANTIQUE INTUITIVE

Nous regardons les processus qui nous intéressent comme des
mécanismes abstraits, agissant sur des ensembles d'Btats et capables
de réaliser des actions qui provoquent un changement d'état dans
ceux qui les entreprennent. Nous considérons, grossiérement, qu'il
y a deux types d'actions : celles qui sont réalisées par un seul
processus et celles qui exigent la participation de plusieurs processus.
Les premiéres sont appelées actions internes et les secondes communi-—

cations.

Une action interne est propre 3 un processus donnd. C'est lui seul
qui est en mesure de décider de 1'entreprendre ou non. Dans le formalis-
me une action interne est représentée par une commande gardée g~ r.
Elle ne peut avoir lieu que si le processus se trouve dans un &tat va-
lidant la garde g auquel cas 1'action consiste en 1'exécution de la

commande r.

Les communications impliquent la participation de plusieurs pro-
cessus. Pour qu'une communication puisse avoir lieu il faut que tous les
partenaires soient en mesure d'y participer. Le formalisme présenté
n'est adapté qu'd l'expression des communications entre deux processus,
et pour cela nous pouvons restreindre notre discussion 3 ce type de
communication. Mais il est clair qu'il n'existe rien de particulier
dans une communication 4 deux qui emp8che une généralisation 3 un

nombre quelconque des partenaires.

Une communication entre deux processus Pl et P2 ne peut avoir lieu
que s'il existe une porte o telle que aePORTES(P1) et aecPORTES(P2).
Dans ces conditions elle est représentée par la paire de communications
gardées ka:a -+ Oa’ja dans Pl et kaza > O&’ja dans P2, Ceci indique que
la communication ne peut se produire que si Pi est dans un &tat xl tel
que ku(x])=vrai et P2 est dans un &tat x2 tel que k&(x2)=vrai. Elle
consiste alors en la mise & disposition de P2 par Pl de la

valeur oa(xi) que P2 utilise avec son &tat courant pour calculer par ja
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son prochain &tat, et symétriquement pour P1, C'est-a-dire si 1'action
de communication a effectivement lieu P passe dans 1'état

. B . YApap i
]a(oa(x2),xl), et P2 dans 1‘&tat Ja(ou(xl),XZ),

Dans un premier temps on peut considércr que les actions ont une
certaine durée. Mais nous faisons 1'hypothése, d'ailleurs clairement
exprimée par le formalisme, que le résultat d'une action dépend seule-
ment des &rats des processus qui 1l'entreprennent au moment oii 1'action
commence & avoir lieu. C'est-d-dire, il n'y a rien qui puisse interrompre
ou influencer le déroulement d‘une action déja entamée. Tout se passe
comme si les actions &taient indivisibles. Si 1'on exclut de la dis—
cussion les actions qui ne se terminent pas eette observation nous
permet de faire abstraction de la durée des actions pour considérer
qu'elles sont instantanées. Il faut alors supposer aussi qu'entre deux
actions successives d'un processus intervient une période de "repos"
pour le processus. (On peut remarquer que la durée de cette période de
repos doit avoir une borne inférieure positive, pour éviter la situation
paradoxal d'un processus qui peut réaliser un nombre infini d'actions

dans un temps fini).

A chaque instant s'offre 3 un processus un ensemble d'actions
susceptibles d'avoir lieu. Cet ensemble peut varier avec le temps
méme sans que le processus ait entrepris une action. Ceci est dii au fait
qu'une communication possible peut devenir impossible, ou vice versa,
le partenaire ayant entre-temps changé d'état de maniére indépendante.
Cependant, le sous—ensemble des actions internes réalisables reste in-

changé au moins jusqu'a la prochaine action.

Parmi toutes les actions qui s'offrent & un processus aucune n'est
privilégi&e. De plus il n'y a pas de moyen de savoir si et quand 1'une
d'entre elles aura lieu. La seule contrainte que nous mettons est qu'une
de ces actions aura effectivement lieu dans un délai fini mais non
borné si dans le cas ol cela ne se produirait pas 1'ensemble des actions

possibles vesterait non-vide indéfiniment. Autrement dit, si a chaque
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instant il y a au moins une action qui peut avoir lieu avec la partici-
pation du processus alors le processus participera finalement & une
action. Remarquons que d'aprés cette hypoth&se rien n'empéche qu'une
action donnde reste possible indéfiniment sans jamais avoir lieu, si,
par exemple, d'autres actions sont aussi possibles tout le temps, ou

simplement de maniére intermittente.

Sans une hypothése du type de celle que nous venons de poser rien
n'obligerait 3 ce que des actions aient lieu dans le systéme méme dans
le cas ot il y a des actions possibles. En vérité 1'hypoth&se choisie
est un peu arbitraire, si 1'on ne considére que le probléme d'assurer
1'effective &volution du systéme. En effet, 1'&volution du systéme serait
assurée en supposant simplement que tant qu'il y aura une action possible
dans le systéme, une action aura lieu dans un délai fini mais non bormé.
Toutefois, cette hypothé&se n'est pas acceptable car elle met en cause
1'idée sous—jacente fondamentale que 1'&volution de chaque processus dépend
seulement des actions qui lui sont offertes localement et non pas de

ce qui se passe globalement dans le systéme.

Nous pouvons illustrer les id&es que nous sommes en train d'exposer
avec une analogie anthropomorphique et sociale des processus et des
systémes de processus. Les processus sont des individus qui coexistent
dans une société de processus. La société n'a pas de chef, (il n'y a pas
de processus privilégid, et il n'y a pas de normes de conduite imposées
extérieurement, (il n'y a pas de régles d'implantation implicites).

Le comportement de chaque processus lui est dicté par son "dme" (son
programme). On ne peut influer sur le comportement d’'unm processus que
de manidre indirecte, en manipulant des informations qu'il utilisera
plus tard.

Les processus sont indépendants les uns des autres mais ils peuvent se
regrouper 3 plusieurs pour réaliser des actions en commun. Il n'y a pas
de protocole pour permettre aux processus de se mettre d’accord pour
entreprendre une action, car 1'établissement de cet accord est lui-méme

une activité partagée par les processus, requérant un accord préalable
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et ainsi de suite. Il est donc impossible d'expliquer comment les pro-
cessus décident de réaliser une action ensemble. On se limite 3 cons-
tater qu'ils le font. D'ailleurs cette situvation n'est pas différente
au niveau individuel. Il est aussi impossible de décrire le mécanisme

qui méne un processus 3 décider d'entreprendre une action interne.

Sans maltre, sans loi, sans ententes, la société des processus est

“une société anarchique ! Mais anarchie ne veut pas dire chaos et si les
processus ont &€té bien congus par leur créateur alors ils coopéreront
harmonieusement, de maniére effective, dans la poursuite d'un objectif

commun.

Tout au long de cette explication intuitive, nous n'avons pas employé
le wot “concurrence'. Dans notre contexte, la concurrence n'est que le
mode de fonctionnement naturel d'un systéme de processus. En réaiité,
on peut dire que la concurrence est l'anarchie dans la société de pro-

cessus. L'adjectif "concurrents" appliqué 3 un systéme de processus

est donc parfaitement redondant.

4. SEMANTIQUE A PRIORI

Dans la définition formelle de la sémantique d'un systéme de processus
on peut considérer deux étapes. La premiére concerne la signification
individuelle de chaque processus et la seconde le regroupement de ces
significations individuelles pour obtenir une description du comportement
du systeme. En fait, quand on prend un processus tout seul, on ne peut
pas prévoir quel sera effectivement son comportement individuel. Celui-ci
dépend de maniére déterminante du systéme dans lequel s'insére le pro-
cessus. Tout ce que 1'on peut faire au niveau individuel est de définir
1'éventail des possibilité@s d'&volution, sans se soucier du fait qu'elles
seront ou non utilisées. Cet aspect de lé'sémantique est appelé la sé-

mantique a priori du processus.
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Comme Francez et al [FHLR79] nous exigeons de la sémantique a priori
qu'elle dénote toutes les possibilité&s de communication du processus,
indépendamment de 1'environnement oG il se trouvera. Ceci signifie que
pour un &tat donné du processus nous devons pouvoir reconnaltre toutes
les communications possibles 3 partir de cet &tat et aussi toutes les
&volutions qui emp@chent que des communications aient lieu. Remarquons
que les communications possibles A partir d'un &tat donné ne sont pas
seulement celles auxquelles le processus peut participer dans cet état.
I1 faut aussi considérer les communications qui peuvent devenir possibles
aprds une suite quelconque d'actions internes réalis@es par le processus
i partir de 1'état donmé. D'autre part, les &évolutions internes permettant
d'éviter les communications sont les évolutions internes conduisant &
la terminaison naturelle du processus et celles qui peuvent continuer
indifiniment.

-

Nous nous proposons de décrire ces Bvolutions & l'aide de relations
binaires, d'une mani8re analogue & ce qui a &té€ fait & propos de la
commande do - 99_(cf. chapitre V). Soit P le processus considéré dans
le paragraphe VIII.2. Son espace d'états est noté Q et weQ. On peut
espérer que les 8volutions qui ménent 3 la terminaison solent représen-
tées par des doublets (a,b), aeQ, beQ et b#w, et les évolutions infinies
par des doublets (a,w), acQ. Pour décrire les &volutions internes
auxquelles une communication peut succéder, nous introduisons la notion
d'état de communication. L'ensemble C des états de communication du
processus P est défini par :

C={<a,u,v> ! acPORTES(P) A usﬂa A veUa + Q}

D'une certaine maniére, un état ¢, ceC, c=<a,u,v> "anticipe" dans P

une communication par la porte a, u étant la valeur envoyée et v une
fonction qui calcule le nouvel &tat 3 partir de la valeur recgue. Ainsi,
une évolution interne pouvant mener 3 une communication est représentée

par un doublet (a,c), a=A, ceC.
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Dans ces conditions la sémantique a priori de P est donnée par

une relation binaire de Qx(QUC), plus 1'état initial de P.

4.1 Relation interne

La relation interne, RI, du processus P décrit 1'effet d'un pas
élémentaire de 1'évolution interne de P. Elle correspond 34 la relation GG
considérée a propos de la sémantique de la commande do - od. Nous 1la

définissons par :

4.2 Relation de terminaison et relation de non-terminaison

Considérons, pour simplifier 1'écriture, les trois prédicats

suivants
n .
cont ='QE g1

= n
comm <.y, k .
=} ai

exit =_ cont N comm

Les évolutions internes conduisant 1~ processus 3 sa terminaison
sont celles qui passent (et par cons@quence se terminent) dans un &tat
du prédicat exit. Nous les présentons par la relation de terminaison,

RT, du processus P

RT=RT"o T .
exit

De méme, les points initiaux des &volutions internes infinies de P
sont les états de la plus grande trajectoire de RI. Ces évolutions

sont représentées par la relation de non terminaison RNT définie par

RNT = {(a,w) | wprlRI]™ (cont) (a)}
4.3 La relation de communication

La relation de communication, RC, du processus P exprime toutes ses

possibilités de communication immédiate, i.e, les communications
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auxquelles P peut participer sans avoir a entreprendre des actions
internes préalables. Pour la définir nous COmmENgons par remarquer que,
comme les commandes gardées, les communications gardées sont des entités
ayant une signification : les possibilités de communication immédiate
qu'elle met & la disposition du processus. Cette signification peut 8tre
obtenue 3 1'aide d'une fonction sémantique kappa qui a chaque communi~-
cation gardée associe une relation binaire dans Qx(QuC) selon la défini-
tion suivante :

kappa H:ka:a > o, = {(a,c) | ka(a)Ac=<a,oa(a),As.ja(s,a)>}

La relation de communication peut maintenant 8tre simplement
définie par :

m - .
RC =9, kappa ﬂ:kai.al > oy i

4.4 Relation des communications possibles

La relation des communications possibles, RCP, de P enregistre

toutes les communications possibles i partir de chaque é&tat :

RCP = RIe RC
4.5 Formulation de la sémantique a priori

Nous pouvons définir la relation de sémantique & priori, RSAP, du

processus P comme &tant 1'union de ses trois relations RT, RNT et RCP :

RSAP = RTURNTURCP

Ainsi, rappelant que X est 1'&tat initial du processus, la sémantique

a priori du processus peut &tre définie par le doublet :

<X, RSAP>

On peut constater que les relations RT, RNT et RCP, et par conséquent

RSAP, sont complétement déterminées par RI et RC. T1 suffit de voir que
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cont = ra. {RI(a)# ¢1}
et
comm = ra. {RC(a)# &}.

Dans ces conditions la donnée de <X,RI,RC> peut remplacer la donnée de
<X,RSAP> en tant que caractérisation sémantique de P. Nous exploiterons

cette possibilité dans le paragraphe suivant.

La présentation de la sémantique formelle que nous venons de faire
confirme le fait, implicite lors de la discussion de la sémantique in-
tuitive, que nos systémes de processus n'ont pas la convention de ter-
minaison distribuée des processus du langrge CSP, Hoare [Hoa78b]l. Selon
cette convention, un processus "en attente" de communication se termine
dés que tous les partenaires possibles pour les commnications en
attente se seront terminés. Dans notre modéle, par contre, un processus
ne se termine qu'au moment od il atteint un &tat de son prédicat exit,
ce qui ne peut pas se produire sans la collaboration explicite du pro-

cessus lui-méme.

4.6 Exenples

4.6.1. Exemple 1

Considérons le processus Pl suivant, ol b est une variable booléene.

do bia > 1 1,

7 s: skip
f} b > b:= false
od

Pour alléger la présentation des éléments sémantiques importants
nous omettons dans les exemples le traitement de 1'état w, qui dans ce

cas n'est pas trés significatif.
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Nous avons pour Pl :

i. Qt = {vrai,faux}

ii. PORTES(P!) = {a} ; U= N (par exemple)
iii, 1'état initial est vrai

iv. RI = {(vrai,faux)}

V. RC = {(vrai,<a,l,As.vrai>}}

vi. exit = Ab.-b

vii. RI" = {(faux,faux),(vrai,vrai),(vfai,faux)}

viii. RT {{(faux, faux), (vrai,faux)}

]

ix. RNT = ¢

]

X. RCP = {(vrai,<a,!,As.vrai>)}

4.6.2 Exemple 2

Soit le processus P2, oli x est une variable entiére :
P2:: {X20}
X:=X3

do x>0 : a > ! x,
?7 si1xXi=X~-s
od

Les éléments sémantiques de P2 sont :

i. Q2 = Z

ii. PORTES(P2) = {&} U= = Z
iii. 1'état initial est X

iv. RI = ¢

v. RC

]

{(x,<0,%,As .%~5 ){ x>0}
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vi. exit = Ax.xs0

.. *
vii. RI = {(x,x)}
viii. RT = {(x,x)leO}
ix. RNT = ¢
Xo RCPE = RC

5. SEMANTIQUE DE RESEAUX DE PROCESSUS
5.1. Sémantique

Ayant défini la sémantique d'un processus pris isoilément, nous
voulons maintenant donner la sémantique d'un systéme de processus. En
le faisant, nous obtencns un modéle du fonctionnement concurrent
(i.e., anarchique) du systéme. Il faudra alors vérifier si le modéle

traduit bien 1’intuition exposée dans le paragraphe VIII,3,

On peut considérer deux approches pour donner une s@mantique a un
systéme. La premiére consiste & défipir une opération permettant d’obte-
nir d'un seul coup le comportement global du systéme, 3 partir des
sémantiques a priori de chaque composant. C'est la notion de "binding
function' trouvée chez Francez et al [FHLR79]. La seconde consiste
plutdt a prendre une opération de composition binaire de processus avec
laquelle, par applications successives, on aboutit a composer tous les
processus du systéme et a déterminer ainsi son comportement. C'est
1'approche de Milner [MiM79] [Mi180], de Francez, Lehmann et Pnueli

[FLPBO}, et aussi la ndtre.

De cette opération binaire nous exigeons trois caractéristiques.
D'abord que son résultat soit un processus pouvant remplacer de maniére
"transparente” le sous-systéme formé par les deux opérandes. Cette exi-
geance exprime la signification intuitive de 1'opération. Deuxi&mement,
il faut gqu'elle soit commutative et associative, autrement le comporte-
ment global dépendrait de 1'ordre d‘'application de 1'opération, ce qui
est incorrect. Enfin nous voulons que le résultat de la composition

garde toutes les informations sur les &@volutions internes de chaque
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opérande et deScommunications entre elles. Cette condition est importante

si on veut pouvoir prouver des choses sur le fonctionnement du systéme.

Notons f‘ 1'opération de composition binaire de processus que nous
voulons définir. Soient Pl et P2 deux processus avec espaces d'états
Ql et Q2 respectivement. Si nous voulons que Pl]{P2 soit un processus,
le premier probléme & résoudre est de lui trouver un espace d'états.
Nous choisissons, naturellement, le produit cartésien des espaces d'états
de Pl et P2, i.e., QIXQQ{)EB réalité, nous aurions &8galement pu choisir -

un autre ensemble isomorphe & QixQ2, par exemple Q2xQl1.

Ayant fait le choix d'un espace d'états pour le processus Pt[]PZ
nous devons maintenant indiquer son &tat initial et ses relations internes
et de communication pour que sa sémantique soit précisée, et que

1'opération || soit définie.

Posons P = PI}}PZ et Q = QIxQ2. Dans la suite nous indexons les

€léments sémantiques par le nom du processus concerné.
La définition de 1'état initial de P ne pose pas de problémes ;

X, = <X

P P’ X

p2”
Regardons maintenant les relations.
Tout d'abord introduisons la notation CPORTES(P1,P2) pour désigner

1'ensemble des portes de communication entre Pl et P2, i.e.
CPORTES (P1,P2) = {a|aecPORTES (P1)AxePORTES (P2)}

Pour que P puisse remplacer Pl et P2 il faut qu'il garde toutes les
possibilités de communication de Pl et P2, sauf celles qui, &tant utili-
sées pour communiquer entre Pl et P2, ne concernent plus le reste du

systéme. Nous avons donc, pour P :

(1)

Chaque paire de la forme (w,q2) ou (ql,w) doit 8tre assimilé a

1'é8lément w de Q1xQ2.



155

PORTES(P) = (PORTES(PI) u PORTES(P2)) - CPORTES(P1,P2)
et
? ¥ (!)
RC, = {(a,c)|(a,c) « RC,, u RCp, A ctl{ CPORTES (P1,P2)}
o) ! 2) .
0z . 11
oit RCPg et RCP2 sont les "images de RCP! et RCP2 dans QxC ; L.€.

8

RCPE = {(<al,a2>;<a,u,x2.<v(2), a2>>) ﬂ
(al,<a,u,v>)e RCp, a2e Q2}
et
e
RCP2 = {(<al,a2>,<a,u,rz.<al,v(2)>>) |

(a2,<a,u,v>) € RCp,, al €Ql }

Un pas élémentaire dans 1'évolution interne de P correspond soit a
un pas &lémentaire dans Pl, soit un pas &lémentaire dans P2, soit encore

a une communication entre P} et P2. Par conséquent :

9 8

RIP = RIPl U RIP2 U

{(<al,a2>,<b1,b2> | (al,<a,ul,vi>) € RC,, A

(a2,<a,u2,v2>) € RCp, A

bl = vi(u2) A b2 = v2(ul)}

]

RI,, = {(<al,a2>,<bi,a2>) | (al,bl) € RI

8

RIPZ = {(<al,a2>,<al, b2>) ] (a2,b2) € RI

P1® a2eQ2}

p2? aleQl}

Nous terminons ainsi la définition de 1'opération ||. Nous pourrions
maintenant démontrer qu’'elle est commtative et associative, i un
isomorphisme prés. Les démonstrations sont directes mais un peu encombrantes,
surtout celles de 1fassociativité. Plus tard, nous rencontrerons un

argument simple qui peut remplacer les démonstrations formelles.

&D)
(2)

Ia notation c+1 désigne le premier &l&ment du triplet c

C est 1l'ensemble d'états de communication de P, implicitement défini

d partir de Q et PORTES(P).
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5.2 Processus fortement communicants

Dans la définition que nous venons de proposer, 1'exécution
concurrente des deux processus Pl et P2 est expliquée par le non-
déterminisme dans le choix de 1'action suivante dans le processus composé
soit une action interne de Pl soit une action interne de P2 soit une
communication entre les deux. Si, d'une part cette technique se justifie,
les actions étant instantanées et indépendantes les unes des autres, on
sait bien qu'elle introduit le probléme du "fair merge". Dans le con-
texte de l'opération {] ce probléme traduit le fait que en général on
ne peut pas exclure que 1'évolution du processus composé consiste en—
tiérement d'une séquence infinie d'actions internes d'un des processus
seulement, méme si 1'autre est tout le temps prét lui aussi 3 réaliser
une action interne ou d communiquer. Cette possibilité est incompatible
avec la description intuitive de comportement des processus faite dans
le paragraphe VIII.3. Face i cette constation, nous devons conclure que
le modéle relationnel obtenu avec 1‘opération ]‘ pour le systéme de pro-

cessus, en général n'est pas bon.

Cependant, cette situation désagréable ne pourra pas se produire si
les processus composants Pl et P2 n'admettent pas d'évolutions internes
infinies. Dans ces conditions, une &volution infinie de P1||P2 doit
inclure un nombre infini de communications entre Pl et P2. Elle est done,

forcément, 'mélangée équitablement".

Un processus qui n'admet pas d'évolutions internes est dit “fortement
communicant"”. Un processus fortement communicant ne peut évoluer indé-
finiment sans communiquer avec son environnement. La sémantique a
priori permet une caractérisation formelle facile de ce type de processus
ce sont ceux pour lesquels on a RNT = {(w,w)}. (Dans la pratique on dit

simplement que la relation RNT est vide).

Un systéme de processus &tant composé d'un nombre arbitraire de

processus, pour que le mod&le obtenu avec 1'opération ]f soit bon, il
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faut que tout sous-ensemble propre du systéme soit fortement commu-
nicant. La vérification directe de cette propriété peut &tre trés
difficile, voire impraticable. Néanmoins, remarquons que si le résul-
tat de la composition de deux processus est fortement communicant, ces
deux processus le sont aussi. En particulier, si nous reussissons 3
montrer que le résultat de la compositionr de tous les processus d'un
systéme est fortement communicant, (pour un processus qui ne peut pas
participer a des communications ceci signifie qu’'il se termine toujours,
indépendamment de son état initial), alors nous aurons montré en méme
temps que tous les processus du systéme et toutes leurs compositions
sont fortement communicants. Ainsi, nous aurons garanti a posteriori
que le modéle relationnel est applicable. D'ailleurs, dans la pratique,
nous pouvons méme affaiblir 1'exigeance de communication forte. Si le
systéme total se termine toujours pour 1'@tat initial donné alors il
exhibe un comportement fini, par conséquence forcément "mélangée avec

équité"”, ce qui signifie que dans ce cas encore le modéle est bon.

En conclusion, la sémantique de 1fopération ﬂ! ne refléte pas toujours

le comportement réel d'un systéme de processus. Dans la plupart des

cas, ceci n‘est pas trop grave car elle nous en donne quand méme une
bonne approximation. En effet le modéle relationnel obtenu enregistre
encore toutes les &volutions possibles mais peut-&tre aussi quelques
évolutions "mal mélangées" qui n'auront jamais lieu. Autrement dit, si
1’ensemble des sé@quences décrivant le comportement du systé&me est B, la
sémantique relarionnelle nous fournit un ensemble g tel que BEK . Il

est évident que toute propriété valable pour tous les éléments de ﬁ est

aussi valable pour tous les éléments de B.

5.3 Exemple

Rappelons les processus Pl et P2 dont la sémantique a priori a été

décrite dans la sous-section VIIT.4.6. 11 s'agit de deux processus
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fortement communicants. Posons P = P1||P2 et calculons les &l&ments sé-

mantiques de P:

i. Q = {vrai,faux} x Z

ii. PORTES(P) = ¢

iii. 1'état initial est <vrai,X>

iv. RI = {(<vrai,x>,<faux,x>)} v {(<vrai,x>,<vrai,x-1> ] x>0 }
v. RC = ¢

vi. vexit = A<b,x>~b

vii. RI® =1y {(<vrai,x$;<faux,x>)}

U {(<vrai,x>,<vrai,x~k$l x2k>0}

u {(<vrai,x>,<faux,x~k>) | x>k>0}
viii. RT = {(<faux,x>,<faux,x>)} u {(<vrai,x>,<faux,x-k>) l x2k20}

ix. RNT = ¢

[

X. RCP = ¢
Le processus P est un processus fermé, qui n'a pas de communications
avec son environnement. Son &volution n'est composée que d'actions
internes. Le fait que RNT = ¢ montre que P se termine toujours. Prenant
en compte 1'&tat initial, la relation RT indique que 1'ensemble d'états

finals atteignables est :
RT(<vrai,X>) = {<faux,X-k>| X2k=20}

Le seul élément de cet ensemble qui vérifie simultanément exitPl et
exitP2 est <faux,0>. Une évolution de P conduisant & cet &tat correspond
2 un comportement du systéme pour lequel les deux processus se terminent
normalement. Par contre,si P se termine dans un &tat <faux,x> tel que
x>0sceci signifie que Pl s'est bien terminé mais il n'en est pas de méme
pour P2. Il s'agit ici d'une situation de blocage pour P2 qui attendra
indéfiniment une communication avec Pl. Une telle communication est

impossible, Pl s'&tant déja terminé.
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Si on regarde de prés la relation RI on s'apergoit qu'il est trés
facile d'écrire une commande répétitive dont la relation GG est préci-
sément RI. En ajoutant de maniére triviale 1'&tat initial on obtient

un programme séquentiel qui représente le processus P :
{X=0}
b,%:= true,X;
do b + b:= false
{1 b and x>0 > x:= x-1

od

6. RECONSTRUCTION D'UN PROCESSUS COMPOSE

Le programme présenté a la fin de la section précédente suggére
qu'il serait agréable d°avoir une méthode directe pour obtenir un
programme séquentiel qui représente le comportement d‘'un systéme de
processus donné. Ceci peut &8tre vu comme un cas particulier du probléme
consistant 3 trouver une €criture pour le processus composé a partir de
deux processus dans le formalisme utilisé pour Ecrire les composants.

Le formalisme proposé dans ce rapport et la sémantique associée four-
nissent une solucion simple pour ce probléme. Elle consiste essentielle-
ment 3 prendre les régles qui permettent d'obtenir les éléments sémanti-
ques d'un processus, et 4 les appliquer en sens inverse pour obtenir le
texte d'un processus 3 partir de ga sémantique. Dans le cas qui nous
intéresse cette sémantique est la sémantique de la composition des deux

processus originaux.

En pratique il n'est pas nécessaire de passer explicitement par la
sémantique. Au vu des rapports étroits entre syntaxe et sémantique, nous
pouvons définir directement des régles de composition de processus au
niveau syntaxique, compatibles avec la sémantique de la composition.
Ainsi, pour deux processus Pl et P2 dont les variables sont respective-
ment xi et x2, nous pouvons écrire un processus qui représente Pl|,P2

utilisant les régles suivantes.
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Régles syntaxiques de composition de processus

1. (Etat initial). La commande d'initialisation de Pl]]PZ est :

xl,x2:= XP]’XPZ

2. (Relation de communication). Les communications gardées de PI}IPZ
sont celles de PI plus celles de P2 moins celles qui servent a

communiquer entre Pl et P2.

3. (Relation interne). Les commandes gardées de Pl||P2 sont celles de
P1, plus celles de P2, plus, pour chaque paire de portes {a,a} appar-

tenant & CPORTES(P1,P2) une commande gardée de la forme :

ka(xl) and ka(XZ) + xl,x2:= ja(oa(XZ),xi), ja(ou(x!),XZ)

7. "PARTITIONNEMENT D'UN ENSEMBLE"

Le premier des deux exemples que nous présentons pour illustrer
les propositions de ce chapitre est le probléme du "partitionnement
d'un ensemble”, pour lequel des algorithmes et des preuves existent
déja, Dijkstra [Dij77], Apt, Francez et de Roever [AFR80], Cousot et
Cousot [CoC80a]. Ce probléme nous donne la possibilité d'utiliser

de maniére intéressante la communication bidirectionnelle.

L'ennoncé du probléme est le suivant : 8tant donné deux ensembles

d'entiers S, et T., finis et disjoints (donc non-vides) on veut obtenir
0 ]

OD
deux ensembles S et T tels que :

i. SuT = SOUTb

I5,] et f7] = |z, |.

I

ii. |s]
iii. tout Elément de S est plus petit que chaque &lément de T, i.e.,

max S £ min T.

Le programme paralléle formé par les processus PS et PT présentés

ci-dessous résoud le probléme. Intuitivement le fonctionnement du



161

programme est le suivant : PS et PT représentent respectivement les
ensembles S et T ; PS échange sa plus grande valeur contre la plus
petite valeur de PT, jusqu'd ce que la valeur regue soit inférieure

a la valeur par laquelle elle a &té &changée, et symétriquement pour
PT ; & ce peint 1li, un Echange supplémentaire doit €tre effectué pour
réétablir la bonne condition de terminaison, aprés quoi les deux pro-

cessus terminent.

Note concernant la syntaxe. L'@criture usuelle des affectations simul-
tanées est difficile 3 lire quand il y a beaucoup de variables affectées.
Ainsi, parfois nous remplagons la syntaxe x,y:= a,b par x:=a, y:= b.
Ne pas confondre avec x:= a ; y:= b dont la signification est en général
différente. il
PS :: S:= So’
endS, si, so := false, 0, 1 ;

do 81 < so @

a + { max §,
? s : Ss=S—-{max S} u {s}, si:=s, so:=max §
[l non endS and si 2 so :
g+ 1 si,
? 8 : S:=S-{si} u {s}, endS:=true
od.

PT :: Te= T ,
)
endT, ti, to := false, 1, 0 ;
do ti > to :
a + ! min T,
?2 ¢t : T:=T-{min T} v {t}, ti:=t, to:=min T
{1 non endT and ti < to :
B+ ! ti,

?2 t : T:=T-{ti} v {t}, endT:=true
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On peut remarquer que les deux processus sont parfaitement symétriques,
ce qui contraste avec les solutions 34 communication unidirectionnelle

oli il v a un processus "maitre" et un processus "esclave'.

Les processus PS et PT sont fortement communicants. Par conséquent,
1'exécution concurrente de PS et PT est décrite par le programme suivant,

obtenu selon les régles de la section précédente.

(Prl)

endS, si, so:=false, 0, 1,
endT, ti, to:=false, 1, 0 ;
do si < so and ti > to
+ S:=S~{max S} v {min T}, si:=min T, so:=max S,

T:=T-{min T} v {max S}, ti:=max S, to:=min T

A

[I non endS and si 2 so and non endT and ti to

+ 8:=8-{si} v {ti}, endS:=true,
T:=T-{ti} u {si} endT:=true

od.

Pour prouver la correction du programme paralléle il suffit de
prouver la correction du programme Pri ci-dessus. Il est trivial de
montrer que SuT = S uT, Is] = [SOI, IT| = [Tgl, SnT = ¢ sont des inva-
riants de Pril. Ainsi il nous reste i montrer que le programme se termine

et que lors de la terminaison nous avons bien max S<min T.

Avant de nous engager dans la preuve, nous transformons informellement
Prl, pour le simplifier. Les variables endS et endT prennent toujours
la méme valeur. Ceci signifie qu'elles représentent localement la méme

information globale. La méme remarque s'applique 3 si et to 3 ti et so,
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Cette propriété nous permet de remplacer chaque paire de variables par
une nouvelle variable représentant 1'entité globale correspondante.
Remplagons alors endS et endT par end, si et to par ss et ti et so par

tt. Nous obtenons
{Pr2)
8,T:=8_,T_,
end, ss, tt:=false, 0, | ;
do ss<tt
+ 8:=S-{max S} v {min T}, T:=T-{min T} v {max S},
ss:=min T, tt:=max S
(] non end and ss 2 tt
+ S:=8-{ss} u {te}, T:=T-{ct} v {ss},

end:=true

Dans ce programme la deuxiéme commande gardée n'est exécutée qu'une

seule fois, juste avant la terminaison du programme. Ceci indique que

Pr2 est équivalent i
(Pr3)
S,T:=SO,TO,
ss, tt:=0, | ;
do ss < tt
+ §:=S~{max S} u {min T}, T:=T-{min T} u {max S},
ss:=min T, tt:=max S
od ;

S:=S-{ss} v [te}, T:=T-{ct} v {ss}.
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Pour &tablir la post-condition max S € min T il faut garantir que

le prédicat
(*) wpr[S:=8-{ss} u {ct}, T:=T-{tt} u {ss}] (max S<min T) =
max(S~{ss} u {ttP < min(T-{tt} u {ss})

est v8rifié quand la commande répétitive se termine. Par conséquent, nous
devons chercher un invariant dont 1'intersection avec = (ss<tt)

implique (*). Un tel invariant est le prédicat J défini par :

J = max(S-{ss} v {tt})< min(T-{tt} u {ss}) v ss<tt.

La formule VI.2.2.5 confirme que J est un invariant :
J css 2 tt
V max(S-{max S} u {min T}-{min T} v {max §}) <

min(T-{min T} v {max S}~{max S} u {min T})

Vmin T < max S

ou
Jcss 2ttt Vmax S <min T vminT < max S
La partie droite &tant toujours vraie 1'inclusion est vérifige,
trivialement.

Nous devons encore prouver que la boucle se termine. L'utilisation
directe de la technique de la fonction décroissante ne donme pas de bons
résultats ici, a cause du dernier &change de valeurs entre les processus
qui détruit le comportement monotome de la boucle. Observons, cependant,

que la terminaison d'une commande répétitive
dog~rod

est impliquée par celle de
do —wpr [rl(-g) > r od.

Appliquant la transformation suggérée 3 la boucle de Pr3 nous obtenons
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do min T < max §
+ S:=S-{max S} v {min T}, T:=T-{min T} u {max S},

ss:=min T, tf:=max S

Les variables ss et tt ne sont plus nécessaires. En les éliminant

nous arrivons &

do min T < max §
+ §:=S-{max S} v {min T}, T:=T-{min T} v {max S}

od

1)
Dans cette boucle simple 1'invariant $ a T = ¢ implique que la fonction
max 5 - min T est une fonction décroissante, garantissant par conséquent

la terminaison de la boucle et du programme. La preuve est ainsi compléte.

8. LES CINQ PHILOSOPHES

Notre deuxiéme exemple est plus substantiel. Le classique probléme
des cing philosophes (dii 3 Dijkstra ) est énoncé par Hoare dans [Hoa78b]

comme suit

"Five philosopliers spend their lives thinking and eating. The philo-
sophers share a common dining room where there is a circular table
surrounded by five chairs, each belonging to one philosopher. In the
center there is a large bowl of spaghetti, and the table is laid with
five forks. On feeling hungry a philosopher enters the dining room, sits
in his own chair, and picks up the fork on the left of his place.
Unfortunately, the spaghetti is so tangled that he needs to pick up and
the fork on his right as well. When he has finished, he puts down both

forks, and leaves the room. The room should keep a count of the number
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¢)

of philosophers in it".

Si 1'on essave de décrire le comportement des philosophes en gardant
strictement le formalisme présenté on doit prévoir un nowbre considérable
de portes et les processus qu'on obtient sont encombrants et trop détaillés.
Néanmoins gquelques simplifications sont possibles dans le formalisme,
rendant 1'é&criture de ces processus beaucoup plus natureilea D'abord nous
qualifions les noms et les variables des processus de méme "type" par
des indices, ainsi que les noms de portes similaires par des noms (ou
indices) de processus. Il est aussi pratique de fusionner les portes
d'un processus qui ont les mémes gardes et les mémes fonctioms de sortie
et d'entrée. De plus si par une porte donnée la seule information trans-
mise est un signal de synchronisation nous nous permettons d'omettre le
texte de la fonction de sortie ainsi que la variable d'entrée de 1la
porte complémentaire. Ces simplifications ne sont que des abréviations
n'introduisant pas de problémes sémantiques. Par comséquent les régles
de reconstruction du paragraphe VIII.6é peuvent toujours @tre appliquées,

avec quelques adaptations Bvidentes.

Le programme que nous présentons est purement une traduction dans
notre formalisme de la solution de Hoare [Hoa78]. I1 est formé par onze
processus : cing philosophes ph{l), ..., ph(5), cing fourchettes

f(!), cesy £(5) et une salle 3 manger r. Le processus r a deux portes,

)
"Cing philosophes passent leurs vies 3 penser et & manger. Les philosophes
partagent une salle 3 manger oll il existe une table ronde, entourée par
cing chaises, chaque chaise appartenant & 1'un des philosophes. Un grand
plat avec des spaghetti est posé sur le centre et la table est mise avec
cing fourchettes. Quand un philosophe a envie de manger il entre dans la
salle, s'assoit sur sa chaise et prend la fourchette gqui se trouve 2
gauche de sa place. Malheureusement, les spaghetti sont tellement emmElés
gque le philosophe doit prendre aussi la fourchette de droite. D8s gu'il
termine, il pose les deux fourchettes, et sort de la salle. Ia salle doit

compter le nombre de philosophes gqui sont & 1'intérieur®.
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correspondant chacune a4 1a fusion de cing portes : e (entrée) et
x (sortie). Le processus f(i) a deux portes correspondant chacune 3 la
fusion de deux portes : u-f(i) ("pick up” fourchette i) et d-f(i}

("put down" fourchette 1). Finalement, le processus ph(i) a six portes :

e, x, u—f(1), u—f(i+1), d-£(1) et d-£(i+1), (le symbole + désignant ici

1*addition modulo 5).
Le comportement du philosophe i est décrit par :

ph(i) s: p(id:= 1 ;

do p(i)=! : e > p(i):=2
0 p(i)=2 : u-£(i) + p(i):=3
0 p@i)=3 : u-£f{+1) ~» p@i):=4
b op@i)=4 : d-£(i) + p(i):=5
0 p(i)=s : FEATD  + p(i)e=6
0 p(i)=6 : x > p(i)s=l
od.

Pour la fourchette i nous avons :

£(i) :: free(i):=true ;

do free(i) s u~-f(i) + free(i):=False
f1 true : d-f(1) + free(i):=true
od.

La salle a manger est simplement ;

r :: n:=0
do true i e -+ ni=nt+l
Il true T X + ni:=n-|

od.
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Il est bien connu que ce programme contient une situation de blocage
total : il s'agit du cas oli tous les philosophes prennent leurs fourchettes
gauches, aprés quoi aucun ne peut continuer car il n'y a plus de fourchette
droite disponible. Cette triste situation est &vitée si on n'admet pas
plus de quatre philosophes simultanément dans la salle i manger, c'est-a-

dire, si on remplace le processus r par :

don < 4 : e+ n:=ntl

[1 true : x = n:=n-I

Méme si un argument informel peut &tre suffisamment convainquant
pour justifier 1'absence de blocage dans ce cas, nous nous proposons de

le prouver formellement.

Tout d'abord nous devons remarquer que méme si tous les processus
considérés sont fortement communicants, ceci n'est pas vrai pour toutes
leurs compositions. Prenons, par exemple ph(1) || £(1) || £(2) || r4. Nous
sommes donc dans la situation, discuttée dans le paragraphe VIII.5.2.,
oii 1a sémantique n'est qu'une approximation. De toute fagon, il est
évident que 1'absence de blocage de ph(1) || ... || £(1) || ... || 4 implique

1'absence de blocage du systédme "réel.

En appliquant les régles de composition syntaxique nous obtenons le
programme suivant, dont la commande do-od a trente commandes gardées.

Nous ne présentons que le texte concernant le philosophe 1i.



169

(Pri1)

U
L
il

p(1),...,p(5):=1,...,1,
free(l),...,free(5):=true,..., true,

n:=0 ;

p(i)=} and n < 4 + p(i):=2, ni=ntl

p(i)=2 and free(i) —+ p(i):=3, free(i):=false

p(i)=3 and free(i+i) » p(i):=4, free(it+l):=false

p(i)=4 + p(i):=5, free(i):=true
p{i)=5 + p(i):=6, free(i+l):=true
p(i)=6 -+ p(i):=1, n:=n-}

Pour prouver 1’absence de blocage il suffit d'exhiber ur invariant

sans blocage de la boucle de Pril, qui soit vérifié a 1'initialisation.

Nous avons 3

par

exit = (n 2 4 Vv 4 p(i)#}

( free(i) v p(i)£2 A p(i-1)#3)

>
=

>
TS

(p(i)#4 A p(i)#5 A p(1)#6)
Le prédicat qui décrit 1'utilisation de la fourchette i est :
Fi = free(i) v p(i)=3 v p(i)=4 v p(i-1)=4 v p(i-1)=5.

Ces prédicats F. sont en fait des invariants comme le confirmerait

exemple la formule VI.2.2.5.
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L'occupation de la salle & manger est décrite par les deux prédicats

suivants qui sont aussi des invariants :

N=n<4

=
i

n=#{ph(i) | p(D)#1}.

Le fait que les prédicats Fi’ N et R soient des invariants était
indispensable pour que le syst@me de processus décrive convenablement
ce que l'on espérait. On peut méme constater que ces trois invariants
se trouvent déja, implicitement, dans 1'énoncé du probléme.

<

Des calculs plus ou moins immédiats montrent que

0 Fi nNAaRC - exit., Vu que o Fi n N nR est un invariant et qu'il est

vérifié 3 1'état initial, il est 1'invariant cherché&. La preuve d'absence

de blocage est ainsi terminée.

9. CONCLUSION

Nous avons introduit un formalisme pour décrire des réseaux simples
de processus communicants et nous avons vu dans quelle mesure ce forma-
lisme permet de décrire notre intuition du concept de processus communi-
cant. La sémantique proposée fournit des régles de composition de processus
au niveau syntaxique, ce qui est tr&s convenable pour la vérification
des propriétés du systéme. Méme dans les cas ol la sémantique n'est pas
applicable exactement & cause du probléme du "mélange équitable", la
sémantique approchée reste utile, car il y a des propriétés qui ne sont

.

as affect@es par un "mélange non—-é&quitable".
P P g q

L'exemple des cinq philosophes suggére quelques simplifications du
formalisme utilisé. D'autres simplifications et généralisations sont
encore possibles, sans toucher aux aspects fondamentaux. Néanmoins nous
constatons que le formalisme offre déji des possibilités intéressantes

de description et d'analyse.
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Enfin, nous pouvons signaler que, a notre avis, le concept de processus
fortement communicant, introduit dans le paragraphe VIII.5.2., est assexz
fondamental en Programmation. En fait, si un processus n'a pas cette
propriété alors il peut s’isoler indéfiniment de son environnement, en
exécutant continuellement ses commandes gardées, sans jamais participer
4 une communication. L’introduction d'un tel processus dans un systéme

de processus serait ainsi, en principe, une erreur de conception.
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CHAPITRE IX

UNE EXPERIENCE DE PROGRAMHMATION PARALLELE






1.
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INTRODUCTION

Le formalisme présenté dans le chapitre précédent est loin de constituex
un langage de programmation paralléle avec un minimum de réalisme. Outre
des structures de contrdle plus élaborées, il lui manque notamment des
mécanismes de définition de types et de structuration de processus. Le
but principal de ce chapitre est précisément de faire quelques suggestions

pour combler ces lacunes,

Le langage que nous esquissons utilise le mécanisme de communication
directe décrit précédemment. De ce point de vue, il rejoint les langages
CSP de Hoare [Hoa78b] et Ada [Ada79] qui utilisent des variantes du méme
principe, appelé couramment communication par rendez-vous, et il contraste
avec un certain nombre. de langages parall@les assez utilisés pour lesquels
la communication entre processus est &tablie par 1‘'intermédiaire de
moniteur , Hoare (Hoa74}. C'est le cas des langages Concurrent Pascal de
Brinch Hansen [Bri75], Modula de Wirth [Wir77] et Pascal Plus de Welsh et
Bustard [WeB79].

Quoique le langage proposé soit facilement implémentable selon une
technique que nous décrivons, notre souci principal dans cette &tude est
de définir les bases d'un langage parallé&le réaliste, a partir des réflexions

sur la sémantique menées dans les chapitres précédents,

Nous commengons par décrire la structure générale du langage. Ensuite
nous prenons 1l'exemple du probl&me des télégrammes de Handersen et Snowden
[HeS72]. Finalement nous expliquons comment ce langage pourrait étre

implanté et nous montrons le résultat d'une compilation faite i la main.

Note : Dans la suite le langage que nous allons décrire sera simplement

appelé "le Langage". []



176

2. STRUCTURE DU LANGAGE

Nous avons signalé& qu'une des lacunes du formalisme du chapitre
précédent est 1'absence d'un mécanisme pour la définition de types. Dans
notre approche, la notion de type s'applique # deux classes d'objets :
les variables et les portes. Puisque le type d'une porte doit caractériser
les valeurs susceptibles d'@tre &mises par cette porte, un seul concept

suffit pour les portes et pour les variables.

Dans les langages existants, on trouve un trés grand choix de technigq
de définition de types. Pour des raiséns de simplicité, et &galement raiso
‘de facilité de traduction vers un langage répandu, nous prenons 1'approche
du langage Pascal de Wirth [JeW751. Concrétisons : chaque processus aura
une partie déclarative & la mani@re d'unm programme Pascal. Nous autorisons
quand méme une plus grande liberté&, dans la mesure ol il est permis de
méler les d&finitions de constantes et de types et les déclarations de
fonctions et procédures, (mais non de variables). (Pour des raisons de
compilation, nous exigerons quand méme que chaque objet soit défini ou
d8claré avant d'8tre utilisd). Cette commodité permet de regrouper des
déclarations en rapport les unes avec les autres et ainsi de simuler des

types abstraits.

L'autre probl3me 3 résoudre est de trouver un mécanisme de structura-
tion des processus. Quand on congoit un programme paralléele, on ne part pa
nécessairement des processus &l&mentaires. Si on suit une approche descen~
dante, il est naturel de considérer d'abord un premier niveau de processus
chacun d'eux pouvant alors se décomposer en d'autres processus et ainsi de
suite, jusqu'ad ce que le degré de décomposition soit jugé suffisant. On
aura construit de cette maniére une structure hiérarchique, qui peut &étre

-

assimilée 3 un arbre. C'est cette structure que nous voulons pouvoir déeri

Pour le faire, deux attitudes sont possibles : on décrit 1'arbre soit
par niveaux ("breadth first"), soit en profondeur ("depth first"). A

premiére vue la description par niveaux est plus attractive car elle



177

“supporte” mieux le "paradigme" de la programmation structurée, au sens
de Floyd [F10o79]. Pourtant, cette technique pose aussi des problémes
importants_de lisibilité de programmes. En effet, nous voulons que les
déclarations faites & un certain noeud de 1'arbre soient utilisables
("visibles"”) dans le sous-arbre associé. Or, avec une description par
niveaux, 1a zone de visibilité d’une déclaration donnde est en général
disséminée en plusieurs morceaux dans le texte du programme. Dans ces
conditions, 2 moins que l'on introduise des rappels systématiques, il

est difficile de savoir pour un processus donné quelles sont les déclara-

tions en vigueur,

La description en profondeur, par contre, n'a pas cet inconvénient,
car le texte correspondant 3 un sous—arbre suit (en fait il peut &tre inclus
dans) le texte du processus qui se trouve 4 la racine de ce sous-arbre,
Ainsi chaque déclaration a une seule zone de validit&, bien délimitée,

dans le programme. Pour cette raison, nous choisissons cette alternative.

Nous expliquons la structure syntaxique d'un programme & 1'aide de
la notation BNF, avec les extensions utilisées dans.le Rapport Révisé du
Langage Pascal, Wirth [JeW75], en particulier la meta-notation { } pour
représenter z8ro ou plus occurrences de la séquence de symboles entourée
par { et }. (Nous laissons les symboles de la grammaire en anglais pour
garder la compatibilité avec [JeW75] qui sert de référence pour les non-
terminaux que nous ne définissons pas : <identifier>, <type identifier>,
<constant definition part>, <type definition part>, <procedure and function

declaration part> et <variable declaration part>,

Description BNF de la structure du langage.

i. <program> ;i= <process declaration>.

ii. <process declaration> ::= <process heading> <general declaration part
<process body> end

iii. <process heading> ::= system <process name>; |

process <process name> (<port sectiom> {;<port section>});

iv. <process name> ;:= <identifier>
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v. <port section> ::= <pport group> : <port direction> <pprt Lype>
vi. <port group> :i= <port identifier> {,<port identifier>}

viv, <port identifier> ::= <identifier>

viii, <port direction> ::= in | out

ix. <port type> ::= <type identifier>

X. <general declaration part> ::={ <general declaration>;}

xi. <general declaration> ::= <constant definition part>]

<type definition part>|

<procedure and function declaration par

xii. <process body> ::= <process declaration part>|
<variable declaration part>
<procedure and function declaration part>

begin <command part> end

xiii, <process declaration part> ::=
<process declaration> {;<process declaration>}

<network specification>

xiv. <network specification> ::= network <network constructioun>;
nodes <node assigment part>; ports <port assigment part>

network <network construction>; nodes <node assignment part

Les non-terminaux figurant dans la régle xiv. dont définis dans la suite., [

Un programme est simplement une déclaration de processus (régle 1.).
Un processus sans portes est distingu@ par le mot c¢lé system (ré&gle iii.}.
Le processus qui se trouve i la racine de l'arbre d'un systéme fermé de
processus est un processus sans portes. Par conséquent, tout programme

commence par le mot clé system.
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La régle viii. suggdre que nous ne considérons que des communications
unidirectionnelles. D'autres types de communicatiomns pourraient &tre

introduits en modifiant cette régle, et, si nécessaire, la régle v.

Chaque processus peut contenir des déclarations de constante, de type,
de processus et de fonction dans n'importe quel ordre (régles x. et xi.).
Le fait qu'il n'y a pas de variables déclarées dans la partie de déclaration:
générale (<general declaration part>) garantit que les processus et les
fonctions déclarées dans cette partie sont sans effet de bord. Toutes ces
déclarations sont en outre visibles dans tous les processus descendants
du processus contenant ces déclarations. (Em termes syntaxiques, les
descendants d'un processus sont ceux déclaré@s dans son corps de processus

("process body")).

Le corps d'un processus {(ré&gle xii.) non-&lémentaire consiste en la
déclaration des processus qui le composent et la description de la
composition utilisde. Celle-ci est faite en trois parties (régle xiv.).
D’abord dans la partie network on définit le schéma de connexion du réseau
en suivant 1'approche expliquée dans Milner [Mil79]. Pour .le moment, la
seule opération de composition est notée Ioer correspond 3 1'opération
(notée par le méme symbole) &tudife dans le chapitre précédent. Nous
pourrions en considérer d'autres, par exeple celles de Milmeet Milner
[MiM79] ou de Jorrand [Jor80}, Dans la partie nodes on
affecte a chaque noeud du réseau construit un des processus déclarés.
Finalement dans la partie ports on spécifie la liaison entre les portes du
processus composé et celles des processus composants, en utilisant le réseau
construit précédemment. (Cette partie est absente si le processus composé
n'a pas de portes). La syntaxe de la partie spécification du réseau est

détaillée par les régles suivantes.
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Régles BNF de spécification du réseau.

XV. <network comstruction> ::= <nodes declaration> : <network expres
xvi, <nodes declaration> ::= <complete node> {,<complete node>}
xvii, <complete node> ::= <node name> (<symbolic port>{,<symbolic port

xviii. <node name> ::= <identifier>

xix. <symbolic port> ::= identifier>|-<identifier>

XX. <network expression> ::= <node name>{||<node name>}

xxi. <node assignment part> ::= <node assignment>{;<node assignment>}
xxii. <node assignment> ::= <node name> := <process name>

xxiii.  <port assignment part> ::= <port assignment>{;<port assignement>]
xxiv, <port assignment> ::= <symbolie port> := <port identifier>

0

A la lumidre du chapitre précédent, la signification de ces régles es
plus ou moins évidente. Dans xix. le symbole - remplace la barre supérieu:
pour désigner la porte complémentaire. L'affectation d'un processus 3 un
noeud spécifie implicitement 1'association des portes du processus,
aux portes symboliques du noeud. Cette association est faite par position.

Pour que la composition soit valide, il faut que les portes mises en liaic

aient le méme type et des directions opposées.

Il nous reste a commenter la partie <process body> pour un processus
€lémentaire. Le fait que des variables ne puissent 8tre déclarées qu'au
niveau des processus &lémentaires, exprime agréablement 1'inexistence de
variables partagées entre processus. Quant 3 la partie des commandes
(<command part>), nous gardons, pour le moment, le formalisme du chapitre
précédent, avec les simplifications introduites & propos du probléme des
philosophes. Nous acceptons quand mé@me une petite généralisation qui consi
a8 admettre dans un processus plusieurs communications gardées avec la méme
porte, a condition que les gardes respectives soient disjointes deux &
deux. La signification d'une telle construction est expliquée de la manidrt

suivante, pour le cas de deux communications gardées, (la généralisation
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a plus que deux est triviale) : la paire
kl:a »olg,3lg, kZ2:a » 02,4 j2a
oii klnk2 =1, doit &tre interprété comme
kKse + 04,0y
avec k = kluk2, o, = Ax. si ki(x) alors ol (x) sinon 02q(x)

et jOl = As.Ax. si kl(x) alors jla(s,x) sinon j2,(s,x).

Nous présentons tout de suite un exemple qui illustre 1'utilisation

du Langage et qui &clairera les points non explicités.

LE PROBLEME DES TELEGRAMMES

Nous nous propesons maintenant de programmer le “probléme des
télégrammes” de Henderson et Snowdon [HeS72], dans le Langage décrit dans
la section précédente. Ce probléme est spécifié par ses auteurs comme suit

“a program is required to process a stream of telegrams. This stream

is available as a sequence of letters, digits and blanks on some

device and can be transferred in sections of predetermined size into

a buffer area where it is to be processed. The words in the telegram

are separated by sequences of blanks and each telegram is delimited

by the word ZZ2Z. The stream is terminated by the occurrence of the

empty telegram i.e. a telegram with ne words. Each telegram is to be

precessed to determine the number of chargeable words and to check

for occurrences of overlength words. The words 2ZZZZ and STOP are not

chargeable and words of more than twelve letters are considered over-

length. The result of the processing is to be neat listing of the
telegrams, each accompanied by the word count and a message indicating

the occurrence of an overlength word."(l)

(‘)"On demande un programme pour traiter un flot de télégrammes. Ce flot
est disponible, sous forme d'une séquence de lettres, chiffres et
espaces, sur un périphérique et il peut &tre transféré par sections de
taille fixe vers un tampon ol il doit &tre trait&. Les mots d'un télé-
gramme sont séparés par des séquences d'espaces et chaque télégramme
se termine avec le mot 2ZZZ. Ia fin du flot est signalé par l'occurrem e

S RN
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La programmation de ce probléme dans le langage CSP fait 1'objet d'ur
article par McKeag et Milligan [McM80]. Nous suivons leur interprétation
de 1'énoncé. Ainsi notre "neat listing" consiste simplement, pour chaque
télégramme, de la séquence des mots du télégramme, suivi par le nombre de
mots comptés. Dans cette séquence, les terminateurs ZZZZ sont omis et les
mots sont séparés par un seul espace. (Nous ne prenons pas en compte la
longueur de la ligne de 1'imprimante; ainsi, il peut y avoir des mots
coupés en fin de ligne). Les mots trop longs seront tronqués 3 douze carac-
téres, et on leur ajoute un astérisque, qui doit &tre interprété comme le

message signalant un mot trop long.

L'intérét de ce probléme réside dans 1'existence d'"un conflit de
structures" entre les données a 1'entrée, (les sections de taille fixe),
et les données de sortie (les textes des télégrammes, plus le nombre de
mots)., Pour obtenir ume solution pour le probléme, nous cherchons une
décomposition du systéme en essayant d'identifier un certain nombre de
"tdches" indépendantes, dont 1la combinaison réalise le comportement global
souhaité. Notre approche est descendante, &tant donné qu'un tdche peut trés
étre décomposée en taches plus &lémentaires. Une fois la décomposition
choisie, nous programmons les tdches en tant que processus communicants,

et nous les assemblons dans un réseau approprié.

Appelant inputstream le processus qui s'occupe des données 3 1'entrée,
et outputstream celui qui traite les sorties, et notant block les sections

de taille fixe, nous avons une premiére décomposition du systéme

block (—__——-_27 telegram
:>4ﬁ\\\~_,/// i

inputstream telegramprocessor outputstream

fsuite note) d'un télégramme vide, c'est-a~dire un télégramme sans mot.
Le traitement de chague télégramme consiste 3 dénombrer les mots 4 paye
et & vérifier les occurrences de mots trop longs. Les mots 727% et STOP
sont gratuits et les mots ayant plus de douze lettres sont considérés
comme trop longs. Le résultat du traitement est 1'2dition d'une liste
des té&légrammes, chaque télégramme &tant accompagné du nombre de mots

et d'un message indiquant l'occurrence d'un mot trop long".
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ol telegramprocessor est le processus qui s’occupe de la construction des
télégrammes A partir des "blocks”. En fait, i1 faut encore ajouter unme
“ligne de communication” entre telegramprocessor et outputstream avec
laqueile le premier de ces deux processus signale 3 1'autre la fin du

traitement,

Le processus telegramprocessor doit maintenant &tre décomposé. Un télé-

gramme &tant formé par des mots et les mots par caractéres, nous proposons

hs ' d g ? telegram
plock ] char ] wor £

disassembler wordassembler telegramhandler

Nous constatons que le réseau obtenu est linéaire. On peut remarquer
que ce n'est pas trés significatif de ce que 1'on peut faire avec des
processus communicants. De toute fagon, ce qui nous intéresse le plus dans
cet exemple, est la conception descendante de la solution en termes de
processus communicants, et aussi le fait qu'il nous permet d'illustrer

facilement une technique d'implémentation.

Nous devons définir les types block word et telegram. Block sera
défini comme un tableau de caractéres de taille 40. Quant i word et
telegram pour raccourcir le programme nous supposons l'existence d'un
type prédéfini string, dont les valeurs sont des chafnes de caractéres
de longueur arbitraire. A la différence du langage Pascal on admet des
varisbles de type string. Les constantes de ce type sont notées entre
guillemets. La chaine vide est représentée "". L'opération de concaté-
nation est notée +. Il existe une fonction prédéfinie, size, délivrant
la longueur d'une chaine. On peut accéder aux caractéres d'une chaine
par indexation. Les indices sont croissants de gauche a droite a
partir de 1. Ainsi si x = "abe" alors size(x) = 3, x(1) = 'a’', x(2) = 'b*,

x(3) = 'c' et x(4) est indéfini. En général pour une expression x de type str
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x(i) n'est défini que si O<issize(x). La notation x{..i), i20, désigne
la chaine formée par les i premiers &léments de la chafne x, si igsize(x),
et la chaine x autrement. Enfin, il y a conversion automatique du type cha

vers le type string, de maniBre triviale,

On suppose encore l'existence d'un autre type prédé&fini appelé signal,

qui a un seul &lé&ment pour lequel il n'y a pas de notation.

Nous présentons maintenant le "probléme des télégrammes" programmé dan

le Langage.

system telegramsproblem;
const blocksize=40;

type block = array [1l..blocksize] of char;

type telegram = record charge : integer;
text : string
end;
process inputstream (outbk : out block);
var infile : file of block;
reset (infile);
do not eof(infile) : .outbk » ! infilet, get(infile) od

end{inputstream};

process telegramprocessor (inbk : ig,block; outtg : out telegram;
"~ stop : out signal);

type word = string;

process disassembler (inbk : in block; outch : out char);
var b : block;

i : integer;
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1:=0;
do i=0 $ imbk + ?x : b, i:=x,1
0 it and isblocksize : outbk - Ibfily, i:=i+1
[1 i=blocksize+} : outbk + §° °,  i:=p
od
end

e

end{disassembler]);

process wordassembler (inch ig char; outwd 3 out word);
var w : word ;
g : 0..2;
function shorten (w : word) : word ;
if size>(w) 12 then shorten:=w(.,12)+"x"
else shorten:=y
end 3
W, g:="" 0;
do q =0 : inch - iif xet then w, q:=x, |
[} g=1 : inch = ?x:if x='" then wi=w+x else q:=2
0 q=2 : outwd » Ishorten(w), w,q:="" o
od
end

end{wordassembler};
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process telegramhandler (inwd : in word; outtg : out telegram;

stop : out signal);
var t : telegram;

input : boolean;

procedure appendtg (var t : telegram; w : word);

if w2 " then
with t do
text:=text+w+" "
if w#""STOP" then charge:=charge+l
end
end;
t.charge, t.text, input:=0, "", true ;

do imput : inwd + ? w:if w="ZZZZ" then input:=false

else appendtg(t,w)

[0 not input and titext = "™ : outtg -+ !t:
t.charge, t.text, input:=0, "", true
not input ggi t.text = "": stop » input:=true
od

end

end {telegramhandler};
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network

di(a,~b), wa(b,-c), tgh(c,-d,-e) : di|lwa]]tgh;

nodes

di:=disassembler;
wa:=wordassembler;

tgh:=telegramahandler 3

ports
az=inbk;
~d:=outtg;

~e:=sLop
end {telegramprocessor};

process outputstream (intg : in telegram; stop : in signal);

var on : boolean;

outfile : text;

procedure writetelegram (t : telemgram);
begin

writeln (outfile);

writeln (outfile, t.text); writeln (outfile, t.charge)
end;

begin

on:=true, rewrite (outfile);

de on : intg » ?t : writetelegram (t)
0 omn :

stop * writeln (outfile, "--end of telegram stream");
on:=false
od

end

end {outputstream} ;



188

network

ins(-a), tgp (a,-h,-c), outs(b,c) : ins H tgp ” outs ;

nodes
ins := inputstream ;
tgp := telegramprocessor ;

outs := cutputstream

end {telegramsproblem}.

4. SUGGESTIONS POUR L'IMPLANTATION

La sémantique relationnelle des processus communicants étudiée
dans le chapitre précédent nous enseigne 3 construire un programme
séquentiel (non-déterministe) représentant le fonctionnement d'un
systéme de processus donné. Nous pouvons envisager une technique
d'implémentation du Langage, basée sur ces idées, mettant en oeuvre
la traduction automatique d'un programme paralléle du Langage dans
un programme séquentiel d'un langage répandu. Vu le choix adopté
pour la structure déclarative du Langage langage-objet qui mieux

s'adapte 3 ce travail est, naturellement, le langage Pascal.

Notre objectif devient alors de trouver des régles de traduction
automatique du Langage vers Pascal. Pour faciliter ce travail nous
commencons par transformer le formalisme utilisé dans la partie des
commandes, (<command part>), des processus de fagon a4 ce qu'il se
rapproche plus du langage Pascal. D'une part les affectations simul-
tanées d'initialisation sont remplacées par des séquences d'affecta-
tions simples, ce qui ne pose pas de probl&mes car les parties
droites sont toujours des constantes. D'autre part dans les commandes
gardées g>r les gardes g sont des expressions booléennes Pascal et
les commandes r des séquences de commandes ("statements") Pascal.

Finalement dans les communications gardées k:a»o,j les k's sont aussi
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des expressions booléennes Pascal, les o's sont des expressions Pascal
de type approprié, et dans les j®s la variable d'entrée est supposée
implicitement déclarée avec le type de la porte assocife, sa portée
étant le texte de la fonction d'entrée. Le “corps" de cette fonction

est représent@ par une suite de commandes Pascal.

Le programme-objet ~ceci est facile & voir- est formé d’une partie
déclarative, suivie d'une série d'affectations d'initialisation, suivie
d'une commande itérative qui simule la commande do-od du processus
composé. A part un certain nombre de points mineurs que nous laissons
implicites, il y a quatre aspects requérant unme analyse plus détaillée :
la gestion des déclaracions, la représentation des commmnications,
la traduction des fonctions de sortie et 1a simulation du non-détermi-

nisme.

i. Gestion des déclarations

Les déclarations seront regroupées, dans 1'ordre oii elles apparaissent,
dans des zones de déclarations de constante, de type, de variable
et de procédure et fonction. Ces zones sont ensuite juxtaposées
dans le programme objet. Il faudra éventuellement renommer certainsg
identificateurs pour &viter des conflits, absents dans la structure

arborescente mais qui apparaissent quand on 1%aplatit.

L'impossibilité de d&finir des constantes de type structuré en
Pascal est trés g@nante, d'autant plus que dans le Langage des variables
ne peuvent 8tre définies qu'au niveau des processus &lémentaires.

Pour éviter cette limitation, nous admettons la déclaration de variables
au niveau des processus non-&lémentaires avec la restriction que ces
variables ne peuvent 8tre affectées que dans la zone d'initiallisation.

Elles se comportent donc comme des vraies constantes.

ii. Représentation des communications

Prenons deux communications gardées complémentaires :

. iy - Pale .3 ‘
ka(xi) ] >!ou(xl), ?sh: x1: }a(s!,xl)
dans le processus Pl, et

ka(XZ) ta +!oa{x2), ?82: x2:=j

dans le processusP2,
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Nous avons vu que la communication entre Pl et P2 par la ligne {a,a} est

représentée par la commande gardée
ka(xl) and k&(x2) + xt,X2:= ja(oé{xz),x§),ja(oa(xf),xz).

Dans cette commande gardée l'affectation simultanée ne peut pas 8tre
remplacée sans précaution par la composition g8quentielle des deux
affectations simples. Pour garder la symétrie nous proposons de
récupérer les deux variables d'entrée (en renommant éventuellement
1'une d'elles), pour mémoriser, dans un premier temps les valeurs
&changées et pour ensuite permettre le calcul indépendant des fonctions

d'entrde. Ainsi dans notre exemple nous avons

ka(x}) and k&(xﬁ) > si:=o&(x2);32:zoa(xi) H

x§:=ja{si,x§);x2:=ja(s2,x2}

Dans le cas unidirectionnel la commande ci-~dessus peut se simplifier.
Supposons que Pl soit 1'émetteur et P2 le récepteur. Ceci signifie,
en fait, que la valeur envoyée par P2 est un signal. Dans ces conditions
la fonction o> est triviale et la variable sl peut &tre &liminée.

Nous avons alors

»e

ka(x}) and ka(x2) > s2:=oa(xl)
xl:zja(xl) 3 x2:=ja(32,x2)
11 est maintenant évident que la variable s2 peut aussi &tre élimin&

3 condition d'inverser l'ordre des deux derniéres affectations.

Nous obtenons ainsi finalement :
ka(xl) and ka(Xz) -+ x2:=j&(oa(xl),x2) H xl;=ja(x1)
iii. Traduction des fonctions de sortie et d'entrée

Les fonctions de sortie sont &crites dans la forme d'expressions

Pascal.
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Elles ne posent pas de problémes. Les fonctions d'entrée , dont la
mission est de calculer le nouvel état sont traduites par des processus
a effet de bord sur les variables définissant 1'état du processus.

Plus précisément, dans le cas unidirectionnel, la fonction d'entrée du
récepteur est représenté par une procédure avec un paramétre du type

de la porte complémentaire, passé par valeur. Le nom de la procédure
est le nom de la porte correspondante, (ce qui implique peut-&tre la
nécessité de renommer des portes) ; le paramétre formel est la variable
d'entrée ; le corps est le texte qui suit les ":". Pour 1'émetteur

tout se passe de la méme maniére sauf que la procédure n'a pas de para-
métres., Ainsi, la communication qui a illustré le point précédent est

traduite par
ka(xl) and ka(x2) -+ u(oa(xi)) : o«
les déclarations des procédures a et a se trouvant ailleurs.,

iv. Simulation du non-déterminisme

Le non-déterminisme peut €tre réalisé, par exemple, 3 1'aide d'un
générateur des nombres aléatoires ou de 1'horloge de la machine. Nous
préférons une implantation déterministe du non-déterminisme. Pour le
cas des programmes représentant des systémes de processus qui se ter-
minent nécessairement ce choix est tout 3 fait légitime. Nous
traduirons la boucle do-od par une boucle while conditionnée par une
variable booléenne, execute, initialis@e 3 vrai. Le corps de while
consiste en une série de if then else en cascade, oii aprés le dernier
else apparaitra 1'affectation de faux 3 exécute. Par exemple, la

commande

do gl -+ rl

1 g2 r2
od ;

sera traduite par
execute ;;=true ;
while execute do
if gl then rl

else if g2 then r2

else execute :=false ;
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ol les r's sont entourés par les parenthéses begin end, si nécessaire.

L'ordre d'inclusion des commandes gardées dans la cascade des
i£<£§gg_gl§g est, en principe sans importance. Néanmoins, des soucis
d'efficacité nous conduisent naturellement 3 privilégier les communi-
cations plus fréquentes. Une heuristique simple indique que les commu-—
nications plus fréquentes correspondent probablement aux transmissions
de données de petite taille . Par contre, les signaux ne doivent &tre
utilisés que rarement, pour signaler des situations particuliéres
dans le calcul. Ainsi, nous les laisserons pour la fin. Dans une
situation intermédiaire on laisse les commandes gardées des processus
€lémentaires, s'il y en a. Il est &vident que cette question peut Btre
1'objet de nombreuses optimisations.

u

Pour illustrer la technique que nous venons de décrire nous présen-
tons maintenant le programme du probléme des télégrammes dans la versior
du langage avec les conventions Pascal et nous montrons ensuite le
résultat d'une compilation faite & la main. Par rapport au programme
de la section précédente, notons que nous devons programmer explicitemer
les types string et signal, et que nous nous efforcons de ne pas avoir
de répétition de portes dans un processus afin de ne pas augmenter le

nombre de commandes gardées du systéme complet.

Notes 1. Nous remplagons les corps des procédures par des commentaires.

On trouve ces corps de procédure dans le programme-objet.

2. Parfois nous utilisons 1'appel par référence uniquement pour
éviter la recopie des paramdtres effectifs.

3. tg.dat et tg.res sont les fichiers physiques d'entrée et de
sortie, respectivement.

4. La version du langage Pascal utilisée pour exécuter le programm
objet requiert la fermeture explicite des fichiers de sortie,

par 1'intermédiaire d'une fonction prédéfinie, close.

o
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system tgproblem ;
const blocksize=40

type block=array[i..blocksize]l of char ;

const stringsize=256 ;
type string=record lemngth : 0..stringsize ;
text : arrayll..stringsize] of char
end ;

procedure writestring (var f : text ; var s : string) ;

{écrit 1la chaine s sur le fichier £}

type telegram=record charge : integer ;
text : string
end ;
procedure emptytg (var t : telegram) ;
{crée un télégramme vide}
function isemptytg (var t : telegram) : boolean ;

{true ssi t est un télégramme videl

type signal=(bip) ;

process inputstream (outbk : out block) ;
var bkfile ; file of block ;
reset (bkfile, 'tg.dact') ;
do not eof (bkfile) : outbk + Ibkfilet, get(bkfile) od
end {inputstream} ;
process tgprocessor (inmbk : in block ; outtg : out telegram ;
stop : out signal)
const wordsize=16 ;
type word : record size : 0..wordsize ;
contents : array [1..wordsize] of char

end ;

procedure emptyword (var w : word) ;
{crée un mot vide}
function isemptyword (var w : word) : boolean ;

{true ssi w est le mot vide}
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function equalwords (var wl,w2 : word) : boolean ;

{true ssi wi=w2}
procedure appendwd (var w : word ; ¢ : char) ;
{ajoute ¢ 3 w si 1a longueur de w est inférieure 3
wordsize ; sinon ne fait rien)
procedure concatenate (XEE § : string ; w : word) 3
{concatene w a s ; si le résultat est plus long que
stringsize seulement les premiers stringsize characteres
sont gardés}
var wstop, wzzzz, xspace : word ;
{il s'agit de constantes de fait}
procedure initconstwords ;

{initialise 1les mots constantes ci-dessus}

process disassembler (inbk : in block ; outch : out char) ;
var bk : block ;
ibk : integer ;
function sendchar (i ; integer) : char
{calcule le caractére, qui doit &tre envoyé}
ibk :=0 ;
do ibk=0 : inbk - ?b : bk:=pb : ibk:=]
{0 ibk>0 : outch - !sendchar (ibk),
ibk:=(ibk+1) mod (blocksize+2)
od

end {disassembler} ;

process wordassembler (inch : in char ; outwd : out word) ;

var wd : word ;
inputch, inblanks : boolean ;

procedure shorten (XEE w : word) ;
{siwa plus que 12 characteres on ne garde que les 12
premiers et on ajoute '*' ; sinon on ne fait rien}
emptyword (wd) ;

inputch :=true ; inblanks t=true ;
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do inputch : inch + ?c :

if c¢#' 'then begin appendwd (wd,c) ;
inblanks :=false
end

else

iﬁ not inblanks then

begin shorten (wd) ;

inblanks :=true ;
inputch :=false
end

(1 not inputch :outwd + lwd

emptyword(wd) ; imputch :=true

od

end {wordassenbler} ;

process tghandler(inwd : in word ; outig : out telegram ;

nowore : out signal) :
var tg : telegram ;

inputwd : boolean ;

procedure appendtg (var t : telegrawm ; var w : word) ;
fajoute le mot w au telegramme t, en incrémentant le

nombre de motssi w#'stop')

begin

initconstwords ;

emptytgdtg) ;

inputwd :=true ;

do inputwd : inwd + ?w :

if equalwords (w,wzzzz) then inputwd := false

else appendtg(tg,w)
[} not inputwd and not isemptytg(tg) : outtg -+ !tg,

emptytg(tg) ; inputwd :=true

[1 not inputwd and isemptytg(tg) : nomore -+

inputwd :=true

od

end {tglandler} ;
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network {comme dans la section 1X.3.1 ;

nodes {idem} ;

ports {idem}

end {tgprocessor} ;

process outputstream (intg : in telegram ; stop : in signal) ;
var tgfile : text ;

onoutput : boolean ;
procedure writetg (ng t s telegram) ;

{écrit le telegramme sur le fichier tegfile}

rewrite (tgfile, 'tg.res') ;

onoutput :=true ;

do onoutput : intg »?t : writetg(t)

0 onoutput : stop -
writeln(tgfile, '--end of telegram output') ;
close(tgfile) ;
onoutput :=false

od

end {outputstream} ;

network {comme dans la section IX.3.} :

nodes  {idem}
end {tgproblem}.

Nous présentons de suite le listing du programme-objet ainsi

qu'un jeu d'essais.



FROSRAM TELEGRANFROQULEM 197
CONZT BINCKSIZIE = 46
CTRINGEIZE anek i
QORBSIZE C ¥ N
T(FE BLOCK - ARRAY [ 1..ELOCKZIZE 1 OF CHAR
STRIHG RECORD LEHGTH 3 0. 2TRIMBSIZE
TEAT ¢ BRESY U 1..STRINGSIZE 2 OF
3]
TELEGRAM < RECCGRL CHARGE : IHYEGER
TENT 3 ETRIHG
citit §
31aHNl ¢ BIF ) 4
WOn o RECORE SIZE ¢ 0. .UGRUGESITE
COHTENTS | ARRAY [ 1..WORUZIZE 3 OF
ghHU
VAR BEFILE ¢ FILE GF ELGCK 4
TGFILE § TEXT 3
WETOF » WIZZZ o WEPFADE ¢ WORD 3
EK § ELOCK 3
TEK ¢ IWVTEGER ¢
Wh ¢ WOGRD ¥
INFUTCH » INE LﬁNhQ s BOOLEAN &
76 3 TELEFEAH
INFUTED o PDULEHN §
GHOUTRUT ¢ BECGOLEAM
EXECUTE 5 EOOLEAN §
FROCEUURE WRITESTRIHNG ¢ YAK 5 2 STRING 3 3
VAR 1 5 IHTEDLCR 3
EEGIN FOR T 2+ & 7C S,LEHGTH D0 WRITE ¢ TOFILE
FROCEGURE EMPTYTG ( YAR T ¢ YELEGRAK ) &
EEGIN T.CHARGE ¢+ 0 3 T.TEAT.LENGTH 3= 0 EHD 3
FUNCTION ISEMPTYTG ¢ VAR T § TELEGRAH ) ¢ BOOLEAN 3
BEGIN ISEMPTYTG ¢+ T.TEXT.LEMGTH = O END 5
FROCFUURE ENFTYWORD ( VAR W 3 HORD ) §
EEGIH W.SIZE = O ENlt 3§
FUHCTION TSEHFPTYWORD ¢ VaR W ! WORD 7 ¢ EODLEAN 3
BEGIN TSERFIYWGRD 3= W.5I7E = O EMD &
FUNKCTION :CUHLNGRDS ¢ UAR W1 5, W2 ! WORD ) ! ROOLEAN §
VaR T ¢ THTEGER §
£ | EDOLEAN 3
BEGIN
I t= 0 3
E i~ W1.SIZE ~ W2,SIZE
BHILE £ AHD ¢ T < W1.51IZE ) 0o
FEOIN
T 8+ 1 ¢ §
e E i- 1. CGNTENT° L I3+ W2.00RTEHTS L I 3
i
EEUALwORns su E
END 5
FROCEDURE APFENDULR ¢ VAR W § WORL ¢ £ ¢ CHSE ) 8
(4 AFFENDS € 70 ¥ IF THE CURKEMT SIZE OF W IS LE
EeGIN
WITH W D - e
IF SIZE UOnD:IZ THEN
BEGIN
SIZE ¢ SIZE + 1 %
COMTEHTS T S1ZE 3 = C
END

s S.TEXT T 1 3 ) END

€S THAH WORDSIZE %)
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Fy)
7
IF » STRINGEIZE HGTH e 817 RINGSIZE - LERGTH 3
FOR T ¢+ 1 70 SIZE UO TEXT © LEMGBTH +# I 1 = COMTENTS L I 1
LENGTH 3+ LENGTH 4 -812¢
ENDR
END 5
FROCEDURE INITOONSTWORLE ¢
BEGIH
WITH WSTOF 01O
BEGIN
SIZE = A
CONTENTE [ 1 += 'S ¢ COMTERIS [ 2 3 &= '7' 3
COHTEHTS T 3 1 %= ‘0’ 5 CONTENTE [ 4 3 ¢: P
END 3§
WITH WZZZZ Lo
EEGIN
SIZE = 4 3
CONTENHTE L 1 3 = *Z' ¢ COHTENTS L 2 3 - '2° 4
EVQCQHTE“TS L3 %1 3= 727 3 COMTENTS £ 4 3 3= 72
{ ¥
HERACEWSTZE 1= 1 ¢+ WEPACELCONTENTS [ 1 1 1= '
EHLD 3
FUNCTIONH SENLCHAR ( I 3 THTEGER » : CHAR
BEGIN IF I <= BLOOKSIZE THEH ,:hﬁﬂnnﬁ 3= K [ I3
ELSE SENLCHAR o= ¢ °
Edlt ¢
FROCETURE SHORTEN ( VAR M ¢ WORL ) 3
BEGIN
WiTH ¥ 0D

EN[IF SIZE » 1T THEN EEGIN SIZE != 13 & CONTENTS [ 13 3 = ‘%’ EHD
‘li .

Pé?%EDURE AFFENITG ( VAR T ¢ TELEGRAM # YAR W ¢ HWORD ) 3
' JIF RHOT ISEHFTYWORTG ( W ) THEN
WITH T » & 1O

EGIN
CORCATENATE ( TEXT s W 7 § COHCATENATE ( TEXT » WSFADE ) 3
IF HOT EQUALUORLS (W5 WSTOP ) 4HD

NOT EQUALMORDS ¢ W s WIZZZ ) THEN CHARGE 1- CHAREE + 1
XD
END
PROCEDURE WRITETS ¢ VAR T 3 TELEGRAH ) i
REGIN

WRITELN ( TBFIL
WRITESTRIRG ¢ T
WRITELH ¢ TGFIL
ENT &

(XXXKE FORT PR

i WRITELN ¢ TGFILE ) i

E )i
LTEXT ) :
E » T.CHARBE ) 5 WRITELH ( TSHFILE )

FRAOC -BJRE T
EEGIN GET { BN
ER
3

FROCETIURE IN
BEGIN EK =

FROCEDURE OUTCH 4
BEGIM IBK 3= { IBK + 1 ) MOD ( RLOCKSIZE + Z ) END 3
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FROCEGURE THCH ( © 3 CHAR 1§ i
BEGIN
IF € <% ' ' THEN

BEGTH
nPEFEHDND ( WB o © ) ¢
IHBLANRS $= FALSE
END
ELEE
1F HOT INELANKS THEH
PEGIN
SHORTEN ( WR J ¢
INELANKE 2= TRUE § IHPUTCH (= FAOLSE
ERD
END 3

FROCEDURE DUTWD 3
EEGIN EMPTYLORL ¢ WO ) § INFUTCH ¢ TRUE EHD 3
FROGCEDURE THWR € % ¢ WORD ) &

EEGIN IF EQUALWOKDS ¢ ® 5 WZ2ZZ

ENU ¢

FEOCERURE GUTTG 3§
EEGIN EMFTYTG ( T6 ) § THPUTWL = TRUE END 3

FROCETIBRE HOHORE 5
BECTH INFUTHD o= TRUE ERD 4

FROCEUURE INTG ¢ T ¢ TELEGRAM ) §
EEGIN WRITETG ( T ) ERD ¢

FROCEURE STOP 3
REGIH WRITELH ( TGFILE 5 °‘--END OF TELEGRAM OUTFUT’ ) § CLOSE ¢ TGFILE 3 3
ENI ONOQUTFUT ¢+ FALSE

[

A-9e

THEN AIFUT
ELSE AFPEM

EEG
s ‘TG6.DAT’ ) & REURITE ¢ TGFILE 5 ‘TG.RES’ )
§

nE o
=

6 ) 3
INFUTWD $:= TRUE
OROUTFUT o= TRUE 3

EXECUTE 2: TRUE 3

YHILE EXECUTE DO
%5 { IEK > 0 ) AND INFUTCH
HEHN
EECIH INCH ( SERDCHAR ¢ IBK ) ) ¢ DUTCH EMD
ELSE %ﬁEﬁOT IHFUTCH AKD THPUTUED

EEGIN IWWD ( WD ) i GUTWD END
ELSE IF NOT EOF ¢ BKFILE ) AHB - TBK =6 }on — — o

HEH
EEGIN IHEK ( EKFILE™ ) § OUTEK END .
%FEEGT THFUTYHT AND HOT ISEMFTYTS ( 76 ) AHD OHOUTPUT

EEGIN INIB ( T6 ) § OUTTIG EHD
IF HOT THFUTWE AND ISEMFTYTG ( T6 ) 4AHD ONOUTFUT

THEN
EEGIN STOF §# WOHORE END

ELSE  EXECUTE 3= FALSE

I ) §
éh TRUE i THELANKS $= TRUE i

m
~
o
"

m™m
-
n
m

ENT,
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Donnée

HEUREUY ANNIYERSAIRE TAMTE FRANCOISE
ONCLE JULES 2277 SENTRE HAISON STOF
TOoUY gSg FARDONNE STOF _HAMAK HALADE

STOF PFARN ZZZ7 ENVOTETZ ARGEHT SUP FAUL
ZZZZ  ARRIVE GARE GRENOELE WARDI
FROCHATN 13 HEURES STLVAIN 72727  ACHETE
EOYAL ~ FETROLEUW SIR CHARLES 2727 BRAVO
TA REUSSITE HANAM PAFA ZZ77
ILOVEYOUILOYEYOU JOHMN 7222 REI.J0S
FARABRENS FEDRD Z777 TREMBLENEMT TERRE

ITALIE  STOF 3000 _HORTE STOF
SECOURS URGEMT STOF  FRAMCOLINI
I777 FRENIER MINISTRE FORTUGAIS TUE
ACCIDENT AVINN 5TOF  CAUSES INCONMUES
STOF ATTENURE INFORKATIONS ULTERIEURES
STOP SEQUEIRA 7777  WADAME LE MIMISTRE
STOF ENSEIGNANTS REUMIS ASSEMELEE
GENERALE PROTESTENT CONTRE MFESURES
ATTENTATOIRES LIBERTES NEMOCRATIOUES
ETOF EXIGEMT SUSFENSION GESDITES STOF
LE FRESIDENT ASSEMELEE MGRTIN 2727
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REMFORTE ELECTIONS FRESIDENCIELLES
FORTUGAISES FREWIER TOUR STOF EANES 54
FOURCENT SOMRESCARNEIRD 40 FOURCENT STOF
SILVN 2222 7722
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5. CONCLUSION

L'exemple de la programmation du probléme des télégrammes et les
suggestions d'implémentation montrent que le langage proposé offre
déja des possibilité@s de description intéressantes. Il garde cependant,
quelques restrictions qui s'avérent tré@s génantes dés que la "complexi-
té&" du systéme décrit augmente. Pour surmonter ces contraintes nous
envisageons certaines facilités, ne trahissant pas 1'esprit du langage,

mais améliorant nettement la commodité de son utilisation. Par exemple :

i. Imbrication de la structure do od des processus

L'écriture

x:=X 3

do g (%) : a~ !oa(x), ?s:=ja(s,x) s
do gB(X) : B> !oB(x), ?s:=j8(s,x)
od

od
sera admise et sa signification est donnée & 1'aide d'un boolean

supplémentaire b par

x,b =X, true ;

do b and ga(x) : o !ou(x), ?s : x,b :='m(s,x), false
[1 not b and gB(x) : B~ !OB(X), ?s : x:éjB(s,x)
[J not b and gB(X) + b :=true

od

ii. Définition d'autres types de communication, comme la communication
a plusieurs, et la communication étendue (oli la valeur &mise par un
des processus est fonction aussi de la valeur regue, cf. le langage

Ada [Ada79]).

iii. Définition d'autres types de connexion dans le réseau, en particulie
pour permettre la description des communications prévues dans le

point précédent.
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CHAPITRE X

CONCLUSTON
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Nous avons présenté un cadre cohérent pour 1'étude des programmes
qui décrivent des systémes de processus. Nous avons étudié en détail
le cas correspondant aus systémes formés d'un seul processus, i.e.,
les programmes séquentiels non~déterministes. Ceci est d‘'autant plus
justifié que, d'apris la sémantique présentée au chapitre VIII, un
systéme de plusieurs processus peut 8tre vu, 3 un certain niveau de

description, comme un seul processus.

Nous estimons que le modéle des relations programmables développé
dans les chapitres II, III et IV a atteint une forme assez définitive.
Il reste cependant beaucoup de travail a faire, notamment en ce qui
concerne la comparaison systématique avec d'autres modéles pour le
non-déterministe, tel que ceux de Wand [Wan77], Hoare [Hoa78a],

Harel [Har79}, et Schmidt [Sch79]. I1 serait aussi intéressant de
définir clairement la liaison avec la logique modale, Manna et
Pnueli [MaP79]. De toute fagon, nous croyons que la plupart des

propriectés intéressantes des relations programmables auront &té &tablies.

Par contre, en ce qui concerne le parallélisme nous sommes conscients
que notre approche demeure assez intuitive et informelle. Nous croyonms,
néanmoins, que les ré&sultats et les exemples présentds montrent que
les potentialités de cette approche méritent d'@tre mieux exploitées.
Nous 1'avons d'ailleurs déja utilisé pour faire quelques expériences
sur d'autres problémes soulevés par la programmation paralléle, et les

résultats ont été encourageants,

Du point de vue de 1a sémantique, nous pensons qu'une formalisation
plus abstraite, avec des outils mathématiques plus sophistiqués peut
€tre convenable. En effet, 1'utilisation de relations binaires
devient maladroite d&s que les opérations a définir impliquent un

changement fréquent de 1'ensemble de base.
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Un sujet que nous n'avons pas abordé est la comparaison et la
liaison de notre mod&le avec le calcul des systémes communicants
(CCS) de Milner [Mi180]. Nous croyons qu'une telle &tude aidera 3
€clairer un certain nombre de points qui restent un peu flous dans

notre modéle.

Quant au langage esquissé dans le chapitre IX, nous envisageons
son élargissement avec un nombre restreint d'opérations de structuration
de processus, pour qu'il devienne un langage de programmation i part
entiére. Son implémentation séquentielle selon les lignes suggérées
aurait alors un intér@t effectif. Nous estimons que celle-ci est

maintenant la voie expérimentale & poursuivre de maniére prioritaire.
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