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La fonction entropie a été d&éja largement utilisée } en économie,
en théorie de 1'information, en modélisation de régulation de
trafic. Elle est surtout connue dans le probléme d'équilibre
chimique odl celui-ci est atteint pour le minimum de cette fonc-
tion. Bregman et Romanovsky ont &tudi& 1°utilisation de cette
fonction en Programmation Linéaire en 1975, en l'incorporant a
la fonction objectif. S. Erlander, tout récemment (1981) a
rajouté au systéme de contraintes linéaires, une cqhtrainte de
type entropie.

Si cette &tude se décompose en deux parties, le lien essentiel
entre les deux, est l'utilisation de cette fonction entropie.

Dans une premidre partie, nous é&tudions, a la mani&re de Bregman-
Romanousky, des problémes de Programmation Linéaire en ajoutant

a la fonction objective une pénalité de type entropie dans le

cas tr2s particulier o la matrice des contraintes est en (-1,0,1)
et vérifie certaines propriétés d’intégrité,

Le résultat principal de la premiére partie est que dans le cas

de ces probhlimes trds spécifiques, mais nombreux en Optimisation
Combinatoire, la ré&solution du Programme convexe ainsi associé
peut produire des algorlthmes polynomiaux. Dans le premier chapi-
tre, nous donnons les notations utilisées et exposons certains
résultats préliminaires sur les poly&dres assoclés & ces problémes.

Dans les deux chapitres suivants, nous proposons déhx méthodes
pour résoudre le probléme de Programmation Linéaire dans le cas
oll la matrice des contraintes est en (0, 1) et le polyédre décrit
par ces contraintes a tous ses sommets entiers.



Dans le dernier chapitre de la premiére partie, nous é&tudions
les cas des matrices totalement unimodulaires. La méthode de
"scaling" é&tudiée pour obtenir un algorithme polynomial dans
la longueur des données est celle présentée par Maurras,

Truemper, Akgul.

La deuxiéme partie est axée sur 1'étude de la fonction entropie
pour une modélisation de trafic. Cette &tude a d'abord &té& entre-
prise par J. FONLUPT [11]. Nous la complétons dans certains cas :

- si le réseau a des contraintes de capacités supérieures ;

- dans le cas de multiflot ;

- si on a plusieurs sources et plusieurs puits pour un méme

produit ;

- si le réseau a des contraintes de capacités inférieures.

En dernier lieu, nous présentons et discutons quelques résultats
obtenus par ces méthodes sur micro-ordinateur PASCALINE ou sur

"gros" ordinateur HB-68.



PARTIE I

PROBLEMES D‘OPTIMISATION COMBINATOIRE







Toutes les mé&thodes connues pour ré&soudre certains problémes
d'Optimisation Combinatoire tels que le probléme du voyageur de
commerce, ou de résolution d'équations linéalres en variables
entiéres exigent des temps de calculs qui croissent exponentiel-
lement avec la taille des données. D'autres problémes tels que
la recherche du plus court chemin dans un graphe, l'arbre de
poids maxima ou le couplage de poids maximum peuvent étre réso-
lus par des algorithmes polynomiaux utilisant des méthodes
classiques de combinatoire (algorithme de pivot, de marquage,

de chaines alternées). Une autre classe de problémes d'Optimisa-
tion Combinatoire contient ceux pour lesquels on ne connalit pas
de tels algorithmes combinatoires polynomiaux pour les résoudre.
Cependant, ces problémes sont de la classe des problémes réso-
lubles au temps, polynomial par rapport & la taille des données.
Cette notion de "bon algorithme" a été introduite pour la premiére
fois par J. EDMONDS [6].

Pour le probl2me de programmation linéaire , 1l'algorithme de
Khachijan permet de produire un algorithme polynomial de . réso-
lution. Cet algorithme utilise des mé&thodes de programmation con-
vexe ( méthodes des ellipsoides ) . Par contre , 1es méthodes
combinatoires , pius particulidrement celles dérivées du simplex
qui sont d'un point de vue pratique trés efficaces dans la majo-
rité des cas , ne sont pas d'un point de vue théotiquen de bons
algorithmes. :

Le but essentiel icl est de montrer que, pour des problémes de
Programmation Linéaire que nous é&tudions, on peut trouver d'autres
méthodes qui fournissent des algorithmes polynomiaux. Dans 1l'al-
gorithme de Khachian et celui que nous proposons, le nombre
d'itérations est a priori infini. Mais nous montrons que, par

des propriétés similaires a celles utilisées par Khachijan, on
peut stopper l'algorithme aprés un nombre polynomial d'itérations.






Chapitre I :
PRESENTATION. NOTATIONS

I.A. PRESENTATION DU PROBLEME :

Dans toute cette premiére partie, nous désignerons par Oé&m,n)
l'ensemble des matrices réelles 3 m lignes et n colonnes.

A désigne une matrice de o/‘(m,n) dont les &léments valent 0,1 ou
-1 ; b est un vecteur de Id“ et ¢ un vecteur de IR" ; b et c
seront tous les deux a4 composantes entiéres. Dans l'espace vec-
toriel euclidien an, solent x et y deux vecteurs ée IR“, nous
désignons par <x,y> le produit scalaire de x par y. On définit

}e poly&dre Qpar le systéme d'iné&égalités : ;

Q;Xem“,x>o
AX < b
Nous ferons dans toute cette partie 1l'hypothése essentielle

suivante :

Hypothése Hl : le polyaddre P a tous sSes points extrémes a coor-
données entiéres.

Le but essentiel de cette premiére partie est de nous intéresser
au probléme de Programmation Linéaire PL : '

X ¢ GP

Max <c,X>

PL :

Ce probléme plus restreint que le cas général du probléme de
programmation linéaire est d'une grande importance en Optimisa-
tion Combinatoire. En effet, en admettant certaines suppositions
sur les vecteurs b et ¢, nous pouvons inclure ici 1'é&tude de
certaines matrices, matrices totalement unimodulaires, parfaites,
équilibrées.



La plupart des problémes d'Optimisation Combinatoire qui se
résolvent en temps polynomial peuvent se formuler de terme de
telles matrices en ( O, 1) : indépendants de poids maximum d'un
matroide, d'intersection de matroides, couplages. Nous allons
d'abord étudier des algorithmes polynomiaux sur le nombre de
colonnes et sur le nombre de lignes de la matrice. Malheureuse-
ment, ces problémes en matrices de(-1,0,1) peuvent avoir un trés
grand nombre de lignes par rapport au nombre de colonnes. Par
exemple, pour le probléme du stable de cardinalité maximum dans
un graphe parfait, chaque ligne est associée 3 un vecteur repré-
sentatif d'une clique maximale ; on peut donc avoir un nombre m
de contraintes qui croit exponentiellement avec n} Grbtschel,
Lovasz, Schrijver ont résolu le probléme en temps polynomial en
utilisant un dérivé de la méthode des ellipsoides sur un probléme
annexe et des résultats récents sur les graphes parfaits [16].

De méme une variante de 1l'algorithme proposé&, que nous développe~
rons au paragraphe II.A.4., permet dans de nombreux cas de résou-

dre nos problémes en temps polynomial.

NOTATIONS

Nous noterons :

- pour j eig = {1, 2,..., m}

aj : le j-iéme vecteur ligne de A

- pour i eég = {1, 2,..., n}
al : le i-iéme vecteur colonne de A
Ci = {j 602 / aji = 1}

- pour J c«@ et I c é? ¢+ Ay désignera la sous-matrice de A dont
les lignes sont les aj avec j appartenant a J ; A; désignera

- 'la sous-matrice de A dont les colonnes sont des a’ avec i &lé-
ment de I ; et A§ désignera la sous-matrice de A dont les é&lé-
ments sont les aji avec j élément de J et i &lément de I.



vl
AJ sera une matrice de a&(lJl,n) telle que :

Kji = ayy 81 jJ e J et 1 eI

Kji =0 sl jJedJdJ et 1 /1

J
: ! i
| '
p 4
b A ' Ay | AT Vo
A ) J N |
J ! .
e e - . ' SR D IR P
[] A N .
i ) _ i
i A i i
At A A: 5
¥ J : J

- pour J inclus dansaéfet I inclus dans é;, J désiqhera le complé-
mentaire de dansé% . Soit p = card (I), et X vecteur de nzp,
X désignera le vecteur de mR" tel gue :

Ri =X, sl 1el
§1 =0 si i/1

De plus, on notera : bJ = (bj)jea

- on posera ;

M = Max bj
j&ig

M1 = Min bj
jeC1

Nous supposerons sans perte de généralité que les coordonnées bj
de b sont toutes strictement positives dans le cas ol A est une
(0O-1) - matrice.

- on désignera par ln le vecteur de IR dont toutes les composantes
valent 1.

v
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I.C. PRELIMINAIRES :

Comme nous 1l'avons signalé un résultat essentiel qui fait que 1la

méthode des ellipsoides est polynomiale est le suivant :

Théoréme I.1. : [18] [15] [3]

Si le systéme :
n .
iil aji X, < bj pour i =1,2,...,n
On a au moins une solution, alors le volume de cef ensemble est
au moins 2—(n+1)D ol D est le nombre de digits qu'il faut pour

écrire en machine les m(n+l) entiers aji et bj.
Nous allons ici introduire quelques résultats du méme type

d'approximation.

Théoréme I.2.

Soit A une (O-1)-matrice vérifiant 1'hypothé&se Hl. Soit J inclus
dans & et 8 = 1/2M(n+1).

S'il existe un vecteur X de IR" tel que :

(1+8) b,

bj(l~6) < AJX <
ij < (14B) bj
=20

alors il existe un vecteur Y de IRn

AJY = bJ
Aj‘Y < bj‘
Y 20
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Démonstration :

X_
148

1. Posons X' =

Nous avons pour tout j &lément detég:
Vi eég s <ay, X'> s b
3 3
Nous avons d'autre part ; pour tout j élément de J :

28
b - 25—~ b < <a,,){'>
S Tl

Le vecteur X' vérifle donc :

by (1 - 28y ¢ AX' s by
148

A"jx. s b:-'-

X' 20

2. X' appartient donc aqsbet par le théoréme de Carathedory [19],
[24] , 11 existe n+l points X,, Xoreoos xn+l de 1IR® tels que

- les X, sont des points extrémes de EP

+1 '
- ' = X .
X 121 ay X1 ay 2 ay 2 ,.. 2 an+l 20
n+l
I a, =1
i=1 1t

Oon a donc ay 2 E%T et d'apreés l'hypothése:ﬂl leg‘x1 sont a

coordonnées entiéres. Nous allons montrer que X1 est tel que :

AL X, =b

J 71 J

Supposons le contraire. Il existe donc j € J tel que :

<aj' X,> < bj -1
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or,
n+1 n+1 .
<as, X'> = ¥ o, <a., X.> < % a;, b. + o, b, - g
i=1 i j i i=2 i3 1 73 1
et
<aj, X'> b, -4 s b, - 1
] I nn
On aurait donc :
1 _ 28M _ 1
n+1 1+8 (n+1) (1+ 1 )
2M(n+1)
1+ —1 o
2M(n+1)

-~

Ceci est impossible et conduit i 1'absurdité de notre hypothése.

Dans le cas plus particulier des matrices totalement unimodulaires,
nous pouvons donner un résultat analogue.

Soit A une matrice totalement unimodulaire : c'est=a-dire
v J ccg, VI c 8 tels que |I| = |J| alors

det (Ag) =0, +1 ou -1.

Si il existe un vecteur X de IR™ tel que :

m
(1) X >0 ; Ax = b + e avec 7}

‘e.l < 1
3 J

1
alors il existe un vecteur Y de R" tel que :

(2) Y =0 AY = b
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Démonstration :

Puisque X vérifie les conditions, 11 existe une sous-matrice
réguliére A, de A, et une solution de base xl telles que :

~1
1

-1

X, 20 X, = A 1 €

. (b+e) = A" b + A

1 1

A
Soit Y, = A-lb ; on posera Y = Y,
nous avons AY = A, Y =b
et pour les composantes de Y1 :

- (a-) -1
X;3 = (A] b)1+ (A] 7€),

et |7l | ¢ * lesl <1
j=1

Puisque X, 2 O et A; b est 3 coordonnées entfdres.

-1
On a (A1 b)1 20

Ceci implique donc que Y vérifie les conditions (2-), et termine
la démonstration.
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Chapitre II :

UNE METHODE DIRECTE
POUR LE PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE

‘e

II.A. PROBLEME D'EXISTENCE DE SOLUTIONS :

ITI.A.1. Présentation du_probléme_principal

. . 0. G S W Gt o SSh T b e e Gub cms e G B Bee @B A ome @8 ne Doe G e e W wee Bw oun o

Dans ce chapitre, notre probléme principal (PP) sera défini de
la maniére suivante : ;

Soit A une (0-1) - matrice vérifiant H1
Soit J gczf et @% le polyédre défini par :

Prokbléme (PP) :

Aj X = by
&) Ay X s by
X 20

- question 1 : ﬁ%.est—il vide ou non ?
n'est pas vide, trouver X ¢ Q%

k1]
]
oo

- question 2 7

En utilisant le théordme I.2. et en posant g = 1/2 (n+l)M, nous
pouvons affirmer que la question 1 est équivalente au probléme

301tC§§ le polyédre défini par :

by (1-8) S Ay X < by(1+8)
AE X s b3(1+e)
X220

Question 1°' :QSi est-11 vide ou non ?
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Remarque : Pour tout X é&lé&ment de 93 et pour tout é&lément de<é%

on a :

O < X, M. £ M

IT.A.2. Introduction de la fonction entropie

Pour résoudre le probléme précédent, nous considérons le programme

convexe suivant :

‘n xi
(P)) : z = Min I x. (log — - 1)

¢ Xe@ ) i ' M

J

Notons que si g% n'est pas vide, z sera négatif ou nul, inverse-

ment si q%.est vide alors z = += [19] [24].

Le probléme dual de 65%) peut s'écrire :

n X,
(D) : Max 5 Min I x; (log — - 1)
€ i=1 M
aZO,pESO l X=0
)

m n
= I s (£ x,-b.) - 3 q, x f!
s T

Soit f la fonction définie pour X positif :

n Xy
£(X) = = Xy log —
i=1 M

Des résultats connus pour le probléme de 1'équilibre chimique
montrent que le probléme dual (Dc) peut s'écrire :

n X4 m
w = Max Min )3 X (Log — - 1) - ¥ u.( = Xy = b.)
i=1 M j=1 J ier.

ujSO, Hy X=0 J

J

1)
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(En utilisant les propriétés du sous—gradient de f [(11] (1] [24]
quand o« et py sont fixés, 2 1'optimum par rapport 3 X, on aura
X; > 0, pour tout indice i. Ainsi, on est sidr qu'a 1'optimum.a

sera nul).

Nous définirons les fonctions g et h pour u tel que uy < O
et X tel que X 2 0 par :

n Xy m ‘
g(p,X) = 3 x4(log — - 1) - g My (x Xy w*bj)
i=1 M j=1 16Lj
et
h(u) = Min g(u, X)
Xz0

O B G S G W @00 B0 e R > s e

Soit X le vecteur qui réalise le minimum de g(u,X) le vecteur p
&tant fixé tel que by S O. Posons X = (_3?1, i eé) et Ay = eVl
pour j &lément de<Q§; on a :

X
- i
(1) x, =M = A I u:, = log —

1 jec, ) jec, 3 M
m

(2) h(p) =

n
j::l ujb B i X

by

Démonstration :

. X
Onagm.—_Log-l-. bX
M

Y5
axy jeC1
or a 1'optimum 3g(u,¥) = 0, on en déduit ;
dXy
L -
M X
X, =M L0 M T )y et I . =Log e
jec, jec; M
De plus, on a :
n _ m _
hw) =gu,X) = £ X, (& u;-1) - s (p % - bl
1=1 1 jeCy 3 i=1 ] 1eLj 1 J

m n___
et h(y) = ¢ y. b, - X%
j=1 3 3y T2
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Corollaire :

S'il existe y tel que M5 < O et h(u) > O alors §§3 est vide.

Démonstration :

Si g%.n'est pas vide, on a pour tout u tel que 5 < O

h(u) < w =2 < 0 (Dualité faible). Ce qui démontre le corollaire.

II.A.3. Description de 1'Algorithme _de résolution du dual

T e o e e B o e s s e e o e e - o -—-—--——————----———_—a--——_-———

Le vecteur p é&tant donné tel que uy; < 0 si X appaﬁtient a 2?3
le probléme est résolu, celui-ci n'est pas vide, sinon il existe
une ligne 4'indice jo telle que :

oh (v) = b, - X x; =-e. avec |e. | > 0 si i, e J
BT Jo ieLj Jo > 0 . .° £ J
Jo o} Ejo S1 3],

Nous allons améliorer notre solution p dans 1la direction de 1la

coordonnée Wy @ nous cherchons donc u' tel que :
o

oh (v') = 0 donc b X' = b.
Buj ieL i Jo
o jo
nous poserons A. = o ). + A sera tel que :
o Jo Jo
. ] _
A . 5 —— = b, et x' = g Xi si i e L.
JO lEIJ- [ JO JO
Jo o)
by
donc on aura AV = —=Q
Jo b. +e, Jo
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Ainsi la modification que nous ferons est telle Jue :

by

Wy = wy + log (53—

jO jO jo £j°

u3 = uy 81 j = j,

et par rapport au vecteur X nous aurons :
- by —
x! P — X si 1 € L
By Fey ™1 io

vy
X{ = X, si iy Ljo

On peut remarquer que si jo n*appartient pas 3 J, on aura u; < My
. o
et on gardera ainsi la condition ui s O ; et de plus nous avons :o
o

m n ) m ej
h(u') = © wiby=- & X = E p, b, -b, log (1 + 22
j=1 j j 1=1 1 j=1 j j jo B;-;
- I X - X
ieLjo 11Ljo
hi(p') = l;' by - by log (1 + ejQ) Jo P X, - © X,
j=1 3 3 3PS bjo bj i i

et

. ) €
‘h(u') = h(p) + ej - bj log (1 + E;Q)
o o JQ
Nous représenterons le vecteur A = (Aj i 3 EO&% et nous poserons

k(2) = h(nu). Nous pouvons décrire l'algorithme.
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Algorithme A

Entrée : Soit A une (0-1) - matrice et b > 0 vérifiant 1'hypothése
H1 ; J gag: on donne le poly§dre @J

Sortie : "Le polyédre 98 est vide" ou X appartenant a Q%

Procédure :

Xy ¢=Mpour i =1,..., n
(

Phase (1) : Si k(i) » O, terminer : “Qg est vide".

Phase (2) : chercher s'il existe une contrainte dfindice (jo) telle

que :
’ejo' >0 sij ed
b. - b X, =wg, avec
o i Jo
- s'il n'en existe pas : terminer : X e gg, éa.n‘est pas vide.
Phase (3) : pour tout i « Lj poser
o
b.
- Jo
1T b, ve. Xi
o Jo
; €
Phase (4) : - Poser k() :=k(A) + ¢, - b, log (1 + 32
Jo Jo bj
o

~ aller en (1).

En toute généralité, cet algorithme converge en un nombre infini
d'itérations.
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Lemme_l :

x2
La fonction a(x) = x-b log (1 + 5) - IB est p051t1ve pour |x|

plus petit que b, si b est positif.

Démonstration :

- an e On me Mn e e wn - e e

Nous avons a'(x) = 1 Bgi - f% 7{%%;§ .

Nous pouvons décrire le tableau de variations de la fonction a.

x |-b o b +08
a’ - o + o -

NN

Ainsi le lemme est démontré.

Lemme 2 :
La fonction c(x) = x-b log (1 + %) est croissante pour x positif,
Demonstratlon :

- B wm s W e e an - an n

Nous pouvons décrire les variations de la fonction :

kx "‘b : o + b
‘c‘
+ed 4 ob
C \ /'
. /
o




IT.A.4. Algorithme de résolution :

Nous désignerons par A1, 1'algorithme déduit de A en remplacant
la phase (2) par

Phase (2) : chercher s'il existe une contrainte d'indice (jo)
telle que

> Bb.

io 1 j, e J

lejo

Jo 5.1
IELJO ejo > Bbj si j, £ J
0 N

ou B = 1/2n (M+1) (cf. § I1-C).

Utilisant les deux lemmes précédents et en oubliant le calcul des
lTogarithmes & chaque itération, on en déduit le théoréme suivant

Théoréme T11.2.

L'algorithme A] est polynomial en n, m et M. Si de plus, il existe
un algorithme polynomial en n qui répond 4 la question du pas (2)
de A, alors l'algorithme est polynomial en n et M.

Démonstration :

Partant de ) = 0, on a k(1) = -nM. De plus, le fait qu'au pas (2),
si la contrainte (jo) est trouvée, on ait :

€,
k() - k(A'") =e. - b. 1
(A) ‘(A ) eJo bJo og (1 + 5};)

assure une augmentation de la fonction k d'au moins

2

2.
82 b
10 . 1716 M2 (n+1)2

—— 2
Ainsi en, au plus,N = 16n (n+1)2 M3 itérations, 1'algorithme A1

s'arrétera.

Calculons le nombre d'opérations élémentaires (additions, sous-
tractions, multiplications, divisions) que 1'on fait 3 chaque

itération.
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Pour chaque ligne, on fait au plus n additions et il y a m
lignes, et on fait au plus n modifications des X .

Ainsi 1'algorithme A est polynomial de 1'ordre de"o(n4mM3).

Remarque 1

Notons que cet algorithme en toute généralité n'est pas polynomial
dans la longueur des données, puisque le nombre d'itérations fait
intervenir le facteur M et non log, M qui représente celle-ci.
Mais pour la plupart des problémes combinatoires, M est borné par
une fonction polyndme en n :

ex : si 0 < Xy <1 alors M=<sn

Remarque 2

Connaissant le nombre maximum d'itérations N, on peut modifier

1'algorithme A de telle fagon qu'on ne calcule pas la fonction

k(2), mais si au bout de N itérations, on n'a pas conclu que@
n'était pas vide, alors on peut affirmer que QP est v1de.

Nous pouvons ainsi décrire 1°algorithme A' :

Algorithme A'

these H1, J c0O; on donne le polyédre ®J

- oo o o -

Complexité : o(n4M“T) od T est la complexité d'un algorithme Z

LRI T TS

qui répond a la question "X ¢ @i 2", ol X ¢ ™

Procédure :

- em e e e o - -

Phase (0) : Poser Xy 1= M i= l...., n; N:=1
Phase (1) : Si N> 16 n (nﬂ)2 : terminer : "Q% est vide".
Phase (2) : Appliquer Z pour savoir : X ¢ qp7

Si X e@ : terminer

Si X (@ ¢ soit (J ) Uun indice de ligne "violée" par X.



Phase (3) : - pour tout i « Ljo poser
b
Xj T pRe XN
Jo JO

- N := N+1 ; aller en (1).

Remarque 3

Cet algorithme particuliérement simple 4 mettre en oeuvre, est
déja connu, sous une forme apparentée, pour certains problémes
comme les modéles d'ajustement de matrices origines-destinations
en théorie du trafic dans 1'utilisation des méthodes gravitaires.
(méthode de Fratar).

Remarque 4

Le vecteur X étant donné, la question de savoir "X EE?i "
s'appelle le probléme de séparation falble [17]. Ainsi plusieurs
résultats obtenus dans [17] peuvent se retrouver ici grice 3 cette

procédure.

Remarque 5

Malheureusement, 1'algorithme A' fait intervenir au pas (2) le
facteur m puisque 1'algorithme Z le plus simple que 1'on puisse
imaginer pour répondre a la question "X ¢ g% ?" est 1'explora-
tion systématique de tout le systéme de contraintes.orce facteur m
peut croitre exponentiellement avec n :ainsi dans 1'exemple du
stable dans un graphe parfait ou chaque contrainte représente une
clique maximale, on voudrait trouver un alcorithme cui soit
volynomial en n, oli n représente le nombre de sommets du graphe.
Mais comme ce facteur m n'intervient qu'ici pour le décompte des
opérations élémentaires, 1'existence d'un algorithme Z, qui peut
étre classique ou de type oracle polynomial en n résolvant 1la
question de séparation faible, assure que 1'algorithme A' est
polynomial en n et M. Cette relation n' est pas sans rappeler le
résultat obtenu par Grotschel, Lovasz, Schrijver [17] de 1'équi-
valence en terme de polynomldllte entre le probléme d'optimisa-
tion et le probléme de séparation. Par exemple, dans le cas des
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graphes parfaits, si on sait résoudre 1le probléme du stable de
cardinalité maximum en temps polynomial, et le probléme de sépara-
tion aussi en temps polynomial alors on sait résoudre le probléme
du stable de poids maximum en temps polynomial.

R R e i e kR e

I1 est bien évident que pour les appiications sur ordinateurs,
les calculs ne peuvent se faire que sur des valeurs discrétes,
on ne peut suivre la théorie qui travaille sur des réels, ou qui
calcule des logarithmes et des exponentielles.

Pour le probléme des fonctions transcendantes, on sait comment
1'éviter grace a la remarque 2 citée plus haut. Mais il est utile
également de remarquer qu'alors que dans les méthodes de Maurras
ou Khachijan, il est nécessaire d'utiliser des expressions réel--
les (du moins dans la théorie, puisqu'on calcule des racines
carrées) dans 1'algorithme que nous venons de décrire, on utilise
uniquement des expressions entiéres et rationnelles ; nous pour-
rions donc faire nos calculs en ne conservant que les expressions
des numérateurs et dénominateurs de chaque entité, et en faisant
les divisions nécessaires pour que ceux-ci ne croissent pas trop.

Toutefois pour éviter ces inconvénients, nous allons éEtudier ce
qu'il se passe si on utilise les formules brutalement.

Propriétés II.3. ;

Pendant tout 1'algorithme A nous avons :

vi e & ; x; ¢ 20,M1 (1

et : uy s 0 (2)
jeCi

Vi dJ; u; soO (3)

J



Démonstration

Au début de 1'algorithme ces propositions sont vraies. Supposons
qu'elles soient vraies en cours et montrons qu'elles sont toujours
vérifiées a 1'itération suivante.

Pour i n'appartenant gas a Lj » Xj reste inchangé. Pour i appar-
: o ,
. 5 - Jo i . .
tenant a LJO, X4 B}g:;}; X; et reste donc positif strlctemenF.
De plus, comme : b x! = b;
. 1 Jo
1eLj
o
. . ] .
on a : X; s bJO <M
X4 .
Comme nous avons : z M3 = Log o s O puisque X; < Met pour j
JeCy

n'appartenant pas 4 J, nous avons
! < pu. <0
J J

ce qui termine la démonstration des trois propriétés.

Avec une précision de 1'ordre de 1/12n3 M 1'algorithme A reste
polynomial avec le méme ordre du nombre d'itérations

Démonstration

Nous allons supposer qu'il a p positions sur lesquelles on tra-
vaille dans le segment [0,1].
Dans 1'algorithme A', quand on veut calculer
ﬁU
o = 0
BT‘+ej

Jo o

On prend en fait une position a' telle que

. 1 1
o - 75 <a' < a + 75
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On ne calcule pas le vecteur X' voulu mais un autre \' avec ;

- m n
k(A') = & uib. + b, loga' - a' ¥ xy - (I x, - & x,)
=1 373 Jo 1€Lj 1 i=1 1 ieL. 1
o o
k(A') = k()) + bjolog a'® - (a'-1) (bjo+ejo)
et donc

K(X') 2 k(\) + by, logla—gs) = (a=lys) (by +ej )
et
k(X') 2 k(') + by, {log (1 - 5m) = 5z}

or la fonction f(u) = log(l-u) + 2u est positive pour u compris
entre O et 1. On en déduit ;

b
X _3P3%
k(') 2 k(A*) - 5 a5
et
< by +E:
k(1*) 2 k(1) + ,___l__i_ - % jo o
16 (n+1) Mz p
or b. +e = T X. < nM
ig Jo i
o 1€Ljo
— 2 .3
Si on prend p = 48 n(n+l)" M
k(X') 2 k(A) + 1 —
48{n+1) "M

En utilisant la méme démonstration que précédemment, on en déduit

gque l'algorithme A' reste polynomial dans le méme ordre 0(n4TM3),

od T est la complexité d'un algorithme Z pour répondre au probléme
de la séparation faible.
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IT.B. RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE DU PROBLEME (PP)

Nous étudierons ici seulement le cas ol le nombre de contraintes

m reste polynomial en le nombre de variables n.

Pour répondre & la deuxiéme question du probléme (PP) ; si éa
n'est pas vide, soit X' le vecteur de‘gi trouvé par 1l'algorithme
A', d'aprés le théoréme I.2., nous savons qu'il faut trouver
(n+1) points extrémes Pi de@ tels que :

' n+1l .
X:.)_<___...= X ai Pl
1+8 i=1 e
n+l
avec oy = 05 2 hee 2 an+1 2 0 et iEI 0y = 1

Nous allons décrire un algorithme polynomial en n et m qul par-
tant d'un point X non nul de trouve un point extréme PX degg{
Notons que cette procédure a été introduite pour la premiére fois
par Maurras [28] et décrite dans [3].

-.

Algorithme B (variable X ; résultat Py)

Phase (1) : Nous noterons
Ep = {i e‘g’/ X; > o}
Lo-t5edy <ay, X> = by)

A, = (aji)jexé,ieg}) bg = (bj)jetf

e
PT ) gl 18 Pu T g)
Le vecteur Xp sera le vecteur de IRIéPI défini par :

Xp = (Xi)ie§~p
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xp est tel que :

Ae xp = be
Ai Xp < b1
xp > 0

Phase (2) : Si J% = @ soit

Y s=aX avec
| &

b
o = Min {*-—jL~~/ 3 le et <a,, X > # 0 }
<ajcxp" 3 P

‘on pose : X, 3= Y et aller en (1).

Phase (3) :
On résoud le systéme linéaire :

- §
AX = b ;

On peut le faire par la mé&thode de%Gauss. Dans cette méthode clas-
sique, on trouve une base (un ense@ble de colonnes I tel que AI
soit réguliére) telle que al soit carrée de taille |l%|. La solu-
tion qu'on prend est : |

I I,~1 N

x- = (A7) b

e’
|

Si AI = Ae’ l'algorithme est terminé, on a une solution de base
réalisable.

Notons cependant que cette méthode n'est pas polynbmiale comme le
montre MAURRAS (28] [3]. J. EDMONDS en sugg&rant une amélioration
algorithmique a pu rendre cette m&thode polynomiale [ 6 ].

Phase (4) :

ler cas : Si Xé est réalisable, alors xg est un point extréme de QP.

On pose :
- ’
Px = xp

terminer.
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2e cas : Il existe un ensemble .en d'indices de %&)tél que :

XI;’i <0 .Vi een

et (ou) il existe un ensemble i; d'indices de iz tel que :

. .
<aj, Xp> > bj A& e;Bn |
Posons : Y := « Xé + (1-«) Xp
avec o tel que : O <= & < 1 et

X . b.-<a.,X >
o =Min{Min ——-BL-/ief ,Min% J J p/jeill
X =X n <a.,X'-X > n
pi “p1 I"p P
(On pourra remarquer qu'on ne divise jamais par O).

Ainsi Y sera tel que :

Ser's
K <K K
IA
(o2

\%
o
=

Poser X := Y et aller a la phase (1).

Théoréme II.5.

—— - o e -~ — .t

L'algorithme B est polynomial en n et m.

Démonstration :

A chaque fois que 1l'algorithme passe dans la phase (4) la valeur «

est choisie de telle fagon que :

~ soit le cardinal de € diminue d'une unité ;
- soit le cardinal de fe augmente d'une unité.

IA

Puisqu'au départ lebl n

et si Lfel = n on est sQir que la solution trouvée

a la phase (3) appartiendra 5‘@3 ; on peut éonclure qu'en, au plus,
2n passages dans la phase (4), l'algorithme est terminé.
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" Remarque 1 :

Dans le cas oll on veut faire disparalitre le facteur m dans le
calcul de la complexité& de 1'algorithme, on peut montrer qu'avec
l'existence de 1'algorithme Z répondant au probléme de la sépara-
tion, on a un algorithme polynomial en n et T, od T est la comple-
xité de Z. Nous ne le ferons pas icl pour tenter de garder une
certaine clarté dans 1'exposé.

Connaissant cet algorithme, comment 3 partir du vecteur X' appar-
tenant a qa, répondre 3 la deuxiéme question du probléme (PP)?.

III.B.2. Description de_l'algorithme de ré&solution :

R ke e el e T T T T T P11

A partir de 1l'algoxithme B, dont on peut constater que le point
extréme rendu vérifie les m&mes conditions d'égalité que le point
donné en entrée, il est facile d'imaginer un algotithme que nous
appellerons algorithme C, qui en n+l appels 2 l*algorithme B,
construit une combinaison linéaire de points extrémes deg?, et
qui est égale au point de départ intérieur 2 Q?,

{

ITI.C.LE PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE

Les données répondant aux hypothé&ses faites au chapitre I, on veut
résoudre le probléme de Programmation Linéaire suivant :

AX s b
(PL) : X 20
{ Max <ec, X>

Supposons ici que le vecteur c est tel que =

Cy € {0,1} pour tout 1 ¢ ﬂ .

Le probléme de résoudre PL dans le cas de cardinalité maximum est
certainement le plus fréquent en Optimisation Combinatoire.
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Nous appliquerons 1'algorithme suivant :

Algorithme D :

Phase (0) : Poser u := nM ol M = Max )bjl

Phase (1)

Appliquer 1l'algorithme A avec :

<Cc,X> = u

€P = AX b

J

I

X>0

si @

J
Sinon aller en (3).

Phase (2) = @ poser u := u-1 aller en (1)

Phase (3) : Appliquer 1'algorithme C pour trouver un vecteur X
solution optimale de base du programme linéaire PL.

Terminer.

L'algorithme D est polynomial en n, met M. Si les algorithmes A
et C sont polynomiaux en n alors D est polynomial en n et M.

Démonstration :

([ e

Nous savons que pour tout X egp Xy < M ; d'oll O £ <¢,X> <

X, S nM
i i

1

A chaque itération, n décroit de une unité, en au plus nM itérations
l'algorithme D se termine. La valeur m n'intervient dans les cal-
culs que dans les algorithmes A et C, les théorémes II.4., II.5.

et IT.6. entrainent donc ce théoréme.
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Si les C1 ne sont pas 3 valeurs dans {0,1}, on ne peut plus se
servir de la procédure utilisée plus haut. Toutefois, on pour-
rait montrer qu'en décomposant chaque C1 en unaire et dupliquant
les variables X, et autant de fois qu'il faut le systéme, que
cette procédure est polynomiale en M' = max ic1|.

D'autre part, la fagon dont on a posé le probléme initial nous
permet d'imaginer facilement un algorithme Primal-Dual pour ré-

soudre le probléme de poids maximum,

Nous n'irons pas plus loin dans 1l'argumentation de ces algorithmes.
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Chapitre III , Une méthode de pénalité pour

une classe de programmes linéaires ,

Dans le cae ol les donqéos vérifient les hypothdses du chapitre I , on
s'intéresse dans ce chapitre , toujours au probléme de Programmation lindaire
Ax sb x ¢ R"

(PL) x 20
Max «c,x>» =~ z,
od A est une matrice en (0,1) vérifiant 1'hypothdse H1 et b et ¢ sont entiers
ce qui implique entre autres que z, eat entier -
Nous allons introduire wne pénalité dans la fonction objective de forme
entropie avec un paramdtre qu'on choisira assez petit pour qde la fonction ob-~

jective primale reste prépondérante vie-d-vis de cette pénalité ,

YI1,A, Programme convexe assecié au Frogramme lindaire initialj

I111,A,1, Introduction g

Nous déa{gnerons par (Pp) le programme convexe suivant 3
Ax ¢b
x 20
Min {p ( '2' x, Log xi/ll - nz x, ) = ¢e,xy }
i=l iwl .
ot M = Max bj et p un paramdtre réel positif strictement ., Nous noterons ,
pour x ¢ P "

n n
1 (x)op( £ x,logx,/M - I x, )« <c,x»
P jmp 1 i jui 1 !

I111,A,2, Présentatjon de la méthode de résolutiong

L'algorithme de résolution que nous proposons dans ce chapitre est de
type dual ,
Nous étudierons le dual du programme (Pp) et chercherons 3 minimiser la

fonction objectif du dual , h(y) od y désigne le vecteur variable dual de (Pp).
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A une itération (i) , on aura une solution réalisable yi du dual du programme
(P.) ; on montrera que yi est aussi solution réalisable du dual de (PL), D'au-
tre part , on pourra associer a yi un vecteur xi de 1'espace primal n" .,

Si (yi,xi) vérifient les conditions d'écarts complémentaires associées &
(rr) , x est solution de celui~ci o On ne pourra , sans doute , jamais vérifier
ces conditions directement , mais grfice au théoréme I.2 du chapitre I. on pour-
ra affirmer que si les conditions d'écarts complémentaires sont vérifids & une
certaine précision par le couple (yi,xi) , il existe un vecteur x primal réali-
sable tel que (yi,x) vérifie celles-ci et donc x est solution de (PL), Dans 1le

cas contraire , en cherchant & améliorer le dual ; on obtiendra une nouvelle

i+1)

solution y1+1 et on sera assuré que 1'accroissement h(y - h(y') sera suf-

fisamment important pour garantir sous certaines hypothéses supplémentaires sur
b et ¢ un algorithme polynomial par rapport & n et m ,

Théoréme I111,1,:

La fonction lp(x) pour x ¢ P véririe les propriétés suivantes :
(a) lp(x) S = <e,x>

() lp(x) est convexe .,

Le probléme dual (D ) du probléme (P ) stéerit

m .
(D) ¢+ Max Mm{l (x)+ zy( I xi-bj)+ I q;x }
y20,q30 x ' P j=19 ieL, isl

Les propriétés de la fonction lp(x) [17 (121 font que, & 1'optimum on
aura ;i y 0 pour tout i de © et donc Eis 0 pour tout i ¢ ‘e.(Dp) peut donc
stécYire :

m
(D) : Max Min {1 (x) + I (Zx-b)
P y20 x30 { P j=1 7 ieb ! J }
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111,B, Etude du probléme dual (DP)_l

Les conditions de Kuhn et Tucker (24][{§) nous assurent que X et y

sont solutions optima de (Pp) et (Dp) 8l 3

X0,y 0 (1)
o1
LE)+ 1 F =0 vie€ ()
i isc, i

Les conditions (3) ne font qu'exprimer que si y » 0 est fixé , le mini-
‘mum de la fonction & optimiver en x 3 0 est vérifié pour X tel que
31
sE® v 1oy =0 vick¥
i jec
Soitpoury>0¢txzo :

g(y,x) =1 (x) + jz yg ( ijxi b, )

h(y) = Min g(y,x)
x)0

Théordme I111.2 3

Soit y ) 0 et X 2 0 tel que h(y) = g(y,x) , on a

vie€ ;i - M oxp(oi/p) jgc tj aveo. t’j - oxp(-yj[p) VJ 4

i
. " n
hly) = ~ % Ysbj-p txi
j-l iml
Démonstration g
X est tel que S;"(y,f) = 0 donc
i
p ( Log Ei/u +1 1)« oy 1 yj ceci implique que

jec,

%, o« Moxp( (o! - x yj)/p) - M exp (a'/p) 1 t
Jec, 3sc,
D'aut re part |
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n - / i n‘- n 1 - m -
h()’)=2xi(-p+°-2yj+p) =P IX, - fe X + s y.( zxi-bj)
i=1 jecC i i=1 i=1 j=1 ieL:i

h()’) = = {yyby = p <la;>

Théoréme III1,3:

Soit y 3 0 ;
(1) vie® X. {M &> y est dual réalisable pour (DL) le problime dual
lindaire de (PL) ,
(2)  h(y)¢-z, . |
(3) siy est dual réalisable alors 3
- <y,by =~ pnM <h(y) ¢ - ¢y,b>
(1) évident .,

(2) Soit y un vecteur réalisable du dual linéaire de (PL) , On a 3

X, = M exp( (et = al,yy) /o)
et comme y est dual réalisable :
ci - <ai,y) <0 et donc
0 $X, M pour tout i c €
et <1,xy ¢nM d'od h(y) = -=¢y,bs = p <1,X> > - <yyb> = p n M
(3)Pourt0uty}0etx€}),onnt .
<y, (Ax~1b PO

donc pour tout x € Cpx lp(x) > g(y,x) et

h(y) = Min g(y,x) ¢ Min g(y,x) ¢ Min 1 (x)
x20 xe x¢@ P

Soit X solution optimale du probléme primal (PL)

h(y) ¢ ::‘::;Plp(x) $ LX) < - 2

D'od y >0 > n(y)g - z,
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111,D, Théoréme et algorithme d'approximation i
111,D,1, Théordéme d'approximation g

De la méme manidre que dans les chapitres précédents nous allons décri-
re un théoréme d'approximation ,

Théortme 111.4, ¢

Soit y > 0 un vecteur dual réalisable avec 3
3h -
S—;;(y) (&j,X) bj - ej
tel qu'il existe 8 > 0 tel que

|ej| Z‘lbj e ‘3""1"3“73"0

alors

<Yoby =28, <y, ~pu Mgz, §cy,b>

Démonstration §
Soit ¥ une solution optimale du dual linéaire (DL) § comme la fonction h
bst concave [24] (13] , on a 3
h(¥) € b(y) + <F =y, 3n(y)y

od 3h(y) = ( %%s(y) $} J=1,.0om ) et le veoteur gradient de la fonction h au

point y . On peut écrire 3

h(y) ¢ n(y) = <y , dh(y + ¢¥ , abh(y)
a. Regardons le terme =~ ¢y,0h(y)y

1. sl | byj(y)t j alors X7 %g;(y) < uy yjlbj
2, si by (y) < -8, b I alors vy = 0 donc
J
- (Yobh()')) $ 8 <y, b> /

b, Regardons le terme + <;.Bh(y)>

SIS 7 O PR SRR

2, "'"""(y) 5 ﬂl j » yj """(Y) S 0
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On peut écrire 3 <§A » 3h(y)y ¢ 8y <¥ ,by = 8, 2,

On en déduit

P n M < h(y) ¢ h(y) + 8 <Y,by + By 2%,

D'ou:
~h(y) -8y ¢y,b>=pnM ¢(1+3s ) 2,
h(Y) 51 n M
ol raralil ararndi AL R g’:';‘ <z,
1 1 1
*1 ‘ n M
- h(y) + I-;-EI('h(y) - <y,b> ) - Y ;-;I <z,
or h(y) = - ¢y,by = p ¢<X,1y et d'aprds 1le théordme précedent

28
1
(Yyby - 17775 <ysby = pn M ¢z <cy,b>

comme 8, 5> 0 on a le théoréme .

111,D.,2, Changement de solution duale :

Supposons que le vecteur y » 0 dual réalisable ne vérifie pas les con-
ditions du théoréme précédent ol 8, > 0 est donné ; deux cas sont alors pos-
sibles

1° cas_ Le vecteur X n'est pas primal réalisable & la précision demandée
il existe donc une contrainte d'indice 'jo‘ f telle que : ‘

(ajo,is - bj = & avec €j° > 8y bj'

0
on va poser 3 b

€

y' =y. +pLog (14 -2 )y
jo 0 Bjo jo

vy =yy  sidfd,

Soit y' = (y3 , J=1,eeem ) o I1 est facile de voir que y' » O puisque

yiod yj , et d'autre part 3
I o
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X! = g X, pour 1 ¢ L
+e
i jo Jo i jo

Puisque y est dual réalisable , on a ;i § M et donc ii"g M pour tout i

de ﬁ et ainsi on conclut que y' est aussi dual réalisable ., D'autre part , on a

3
h(y’)-h(y)+p(t:j —bj LO‘(I-#E—'-,») )
° °
. °
2° cas_ Le vecteur X est primal réalisable mais ne vérifie pas avec y
los écarts ocomplémentaires & la précision demandée , Il existe j ¢l tel que;
(aj.';’ - bj

- ejo avec ej < -8y bjo et on )‘0

o °
€
J
(a). Ona y'® wy. +plog (1 + -2 ) 2 0
jo Jo Bj
o

I1 eat facile de montrer que y' est toujours dual réalisable et que

1'augmentation de 1a fonction objective reste la méme que dans le cas précédent,
3

i,
(v) Si yjo +plog (1 + — ) <0

°
bj +ej
c'est~d-dire t, ) -26-—2- avec t, = exp (- g / p)
jo jo Jo °
on posera alors t3 - 1 soit y3 -0,
° 0

On aura dans ce cas §

Xt =X/t si 1€l
i i Jo jo
‘.--
X =X, sinon
b, +¢
Comme I ii -( I ;1) / tJ - ~-2;~~2— < bj $ M, on aura §; < M pour
ieL icL o J 0
3y i, °
ic Lj et ainsi on conclut que y' sera dual réalisable , De pluss
Jo

h(y') i (L yjobjo - P ( ( iiLj Xi) / tjo * iiLj xi )
o (1]
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h(y') = h(y) + Y; bj -p ( bj + ey )(t;1 -1)
o Yo 0 ° o

or (b, +¢.) / t. ¢ b, et donc
Jo Jo Jo ;o )
h(y') » h(y) + y, b, +p (b, +c¢ -pb,
jo jo Jo jo Jo
et finalement on en déduit la formule bien connue @

h(y') 2 h(y) + yjobjo + ejop

Nous pouvons maintenantintroduire 1'algorithme suivant

Algorithme I g

Entrée_: Le programme linéaire suivant i
Axghb
(pL) x 30 od A,b,c vérifient 1'hypothdése - IH1,
max <c,X»
8; et p tous positifs strictement paramétres réels ,
Soit M = Max bj et M' = Max ci
Sortie_: Un vecteur x » 0 et un vecteur y » 0 dual réalisable pour (PL)
tels que
Ax <(1+ 8y )b _
~ vjef @ %y = b, <=8y by By =0; vieb X = MWexp( ( ' - «l,y3)/p)
Compléxité_:  of 2 MM m/p s:):
Procédure :
Phase (0) : - Chercher un ensemble Jo (f avec |Jo|= k ¢<n tel que 3
viel,ajed, / iel,

- Poser yj = M' = Max ( ct / i.ec) si jc.]o

1

yj = 0 sinon
~ Poser tj = exp ( - Y / p ) pour tout j ¢ J,
X. =Mexp ( ' /p) 1 &j

j € Jol\c i
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Phase (1) 3 - Chercher a'il existe un indice j tel que 3

(aj 4%y = by = g

0 0 0 [

-~ 8'i1l n'en existe pas aller en (4) sinon aller en (2) .
Phase (2) 1 - Paire les changemonts 3

Forme 1 t s8i ejo y 8y bjo

- Poser t3 m bj t /.(bj

° ° jo + ejo) i ’Io = "o" ‘jo} i

o

Forue2a:|iej<-u1bj et < (v

t
° ° i, 3

+ ejo) /»bjo

- Poger tjo = bjo t"o / ( b"a + ejo ) H

Forme 2 b : si ¢ "albj

o 0

at tjo 2 ( bj“+ ejo) /’:bj0

- Poger tjc t= .1 3 Jo i= Jo\ ‘jo‘ H

Phase (3) s ~ Posmer ;i i= ( tio / tjo ) ;i pour icl.jo

tjo tw tju 3
- Aller en (1) .

Phase (4) s - Poser yy i= =P Log tj pour J&J

v, ¢m 0 pourj.‘.lo

- Terminer .

Démonstration de la validité 3
Nous désignerons par N le nombre de passages dans la phase (2) , N se
décompose en 3
N1 = nombre de changements de la forme 1
N2 = nombre de changements de la form 2 a
Na = nombre de changements de la forme 2 b ,
On a bien évidemment N = N1 + Na + Ng o D'autre part , pour faire un

changement de la forme 2 il faut tj ¢ 1 donc il faub soit qu'on ait posé
°

avec ejo y 84 bjo) ou ( ejo < -8y bJo et tj < 1)
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tj < 1 et jot Jo 4 la phase (2) , soit qu'on ait posé tj = 1 au départ et que
° 0

1'on ait augmenté celui-ci par la suite ; on en déduit :

N2+N35N1+|J°|5N1+n
D'on N ¢2 N1 +n

Soit Yq le vecteur initial choisi dans la phase (0) , Yq est dual réalisable
et ainsi par récurrence le vecteur y sera toujours dual réalisable ., De plus,
on a

h(y) = =¢y,by = p <X,15 > ~n MM = pn ¥
On constate également qu'ad chaque passage dans la forme 1 la fonction h(y)

augmente d'au moins (p sf b, )/4 soit d'au moins p s% /4.

3o
Comme h(y) < lp(O) =0 , on conclut que

P si Ny /4gnM (M +p)

4nugg'+p)
P8y

N, <

D'autre part , & chaque jtération , si i, 8 été trouvé , on fait n additions
au plus pour calculer la somme des 51 et on fait n changements de ces variables,

Si on connait un algorithme qui trouve une contrainte violée & plus de 8y b

3

°
c'est-a-dire qui soit de la forme 1 , et soit T une borne de.i'effort de cet al-
gorithme pour répondre & la question ; puisque Card {_yj / yj > 0] < Ni +n,
et est donc polynomial en n , M , M' , on peut calculer la compléxité de 1'algo~
rithme F en étant de 1'ordre de 3

o(nuwT/psf)

Remarque 1 _:

Si on connait un algorithme tel que le facteur m n'intervient pas dans la

valeur T alors 1'algorithme F sera polynomial sans le facteur m , Sinon , 1'al-
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gorithme le plus simple est de regarder contrainte par contrainte et sur cha-
cune de ces contraintes il y a n additions & faire donc T = n m ce qui donne
la compleéxité de 1'algorithme telle qu'elle a été donnée plus haut ,

La différence essentielle entre les deux algorithmes A (présenté au chapi-
tre précédent ) et F est que A ne travaille que sur des rationnels , celui-ci
se rapproche beaucoup de 1'Analyse Numérique car il fait appel A des fonctions
transcendantnles telles que les exponentielles et logarithmes . Toutefois ,
celles—ci ne sont appelées que dans les phases initiales et finales pour pou-

voir reconnaitre le vecteur y .

I111,E, Alporithme de résolution 3

Nous pouvons alors décrire 1'algorithme suivant 3

Algorithme G

Entrée_s  Le programme linéaire 13

Ax (Db
(pL) x 20 od A , b, c vérifient les hypothéses du chapitre
Max e, x5 précédent .,

Sortie_: Une solution optimale entidre x* de (PL) .
Compléxité s o ( n® ot e Log (nM)) .

- el - - o

rd
Procédure ;

e R

Phase (0) 3 - Appliquer 1' algorithme F & (PL) avec les valeurs des paramdires

8y = (4 (n+1)M )-1
2 -1
p = (nMLog( 4n (ne1) M) )
- Soit X et y les deux vecteurs obtenus :

Phase (1) : ~ Poser J ;3= {j(‘f/ yj>0}

1 := { iel/ <ai,y)--(:i )l/nu}
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- Soit QP} le polyédre défini par :

1
Ay x = by

A; x £ bJ
x >0
Phase (2) : - Appliquer 1l'algorithme C avec péur entrée x' =‘§I et soit x, la
solution retournée ;

- Poser x¥ =%, , x* est optimal . Terminer .

Démonstration de_la validité_:

En prenant I et p comme indiqué , nous allons montrer que pour tout i

n'étant pas dans I on a 3

"1
A

<1/ 4n (n+1) M
En effet :

X.
i

Meoxp ( (' - alyyy)/p)
( el - <ai,y))/p = nM Log ( 4n (n+1) Ma) ( et - {ai,y) )
(et = a’,ys)/p ¢ - Log ( 4n (n+1) )

Et ainsi vi £ I; ;i $1/4n (n+e1) M

D'autre part puisque X est tel que ;:

AX¢b (1+s, )=b (14 z**r%:iy"n )

3]

20

ona,x'=x =(x;,,icl ) , tel que

1

Al xten (14 iy )

Posons f= 1/2(n+1)M , parallélement aux notations prises dans le théoréme 1,2
on a donc

1

A x* ¢v (1 +5)

x'>»0
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D'un autre cO0té , pour tout j de J , on peut écrire 3

I X, »b, (1 -8/2)
icL 1273

3

t f §. = % x'yb,(1-p/2)~ X 2b, (1-8/2)-0/2
o icLjnl i ichx‘Z g (1-¥ :lp‘l‘2 J

et comme bj 1, ona:

€J I xt9yb, (1= p
v H iCLin 2 3 )

et finalement x' est tel 3
I
bJ(l-ﬁ)SAJx'SbJ(I*ﬂ)
I
AJX"bJ(l*p)
x'2 0
En appliquant 1'algorithme C , on va trouver un vecteur x, 3 composantes entid~

res tel que

L ] ~ *
Soit x 1= X, -==(xi ) o tel que 3

#
* _
i = 0 sinon

On a donc deux vecteurs x* et y tels que 3

{Axdsb {yﬂzc yj>0-'; <aj.1'> -bj-O

20 y: 0 <ai.y>-°i>1/n\l-v x:-o

Si on calcule

(Y, - le,xXy = <y, ,Ax* = by + (yA - c.fs - Ix; (I y, - ol )
i J
i€l jec,



- 48 -

¥ 1
<y,by = <e,x* < (2 x, ) .|
icI

or x‘: < M pour tout i de I et : (y,by - <c,x¥s ¢ 1

* . L4
Comme x~ est entier , ¢c,x5 aussi et comme:

{Y,by > Min ¢y,by = Max <c,x 5 = z,
yed x€

*
Zy 246X > S>3z, -1

~on peut éerire 1z = ¢e,x*y

Avec les paramdtres choisis , la compléxité de 1'algorithme F est de
1'ordre of nd mut Log (nM ) ), Comme 1'algorithme C est en o(n4 m )

c'est F qui donne la compléxité de 1'algorithme G ,
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Chapitre IV 3 Algorithmes polynomigux

pour les matrices totalement unimodulaires

1V,A, Présentation du problémes

Définition;

A est une matrice totalement unimodulaire (matrice t.u.) sis
vic'e, vicZ avec |I|= |J] alors
det (Aj ) e |-1,0,+1]}
Pour des propriétés équivalentes & cette définition on pourra se reporter
A (25), Cette définition implique trirvialement que tous loa‘zl6mentl de A
appartiennent & |-1, 0 ,+1},
Nous nous interessons ici au probléme 3
Ax = b
(PLY o x20 (1)
max <¢ , Xy
o A est une m x n matrice tou, , b0 et ¢c$0 sont entiers ot non-nuls
Nous supposerons de plus que le systeme (1) a une solution réalisable pour n'im=-
porte quel membre de droite entier poasitif, Il est facile de voir que n'inpqrto
quel programue linéaire ou la matrice dea’contrainteo est tota;euent'nnimodulaire
et les données entierespeut se mettre sous cotte forme , en effets
~ 8i une variable xj est non-astreinte on pourra poser
x§y = xi - x? xi ’ xf 20 |
- 81 bj < 0 ou ¢; 2 0 , on change le signe de 1la ligne ou de la colonne
ou on change la variable X, en_la bornant,

-~ 8i les contraintes s'écrivent

Ax <hbH

.x 20

on se raméne a Ax+Uza=bd

x,z 20

od U est 1a matrice identité .
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I1 est facile de constater qu'on n' enléve pas le caractire unimodulaire
de la matrice des contraintes,

Pour que 1'algorithme que nous produisons ici soit polynomial dans la
longueur ' des données , nous utilisons une méthode de scaling qui a.été décrite
par J.F, MAURRAS , K, THUEMPER et M,AKGUL (22);toutefois 1'algorithme de base
sera aussi inspiré des méthodes décritéd précédemment en utilisant la fonction

entropie,

IV,B, Algorithme de base:

IV,B,1 Introduction & 1'algorithme;

soit le polyédre défini par
@ AX = ujo
x 20

od A est une matrice t.u. en (-1, 0, +1) et u, est le jo—itme vecteur
de base canonique de R™ , ug =(0,...,0,1,0,..,,0), °

On pose le probléime ?- 1% est-il vide ?

- 8i @n'es_t pas vide , trouver X ¢,

Si @ n'est pas vide alors il existe une solution de base goit x" = Bnj 2!
puisque B est en (-1, 6 , 1) on aura x* entier et x* ¢ (0,1}, Notre problime :et
donc équivalent au probldme

@, Ax = u'jo
0 §x¢g1
- @' est-il vide ?

-8i @'n'est pas vide on doit trouver xc@'.

Pour cela on pose le probléme convexe:

n Lo An
Mi T x, - - I x,
( c) ’ xcn 4 \-111 & X i:1 1}. .

ot ®" est le polyddre défini par les contraintes:

A x =u;

jO

X, + X, =1 Vi=1’ooo.n

Q

x>0
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Q)
si P ntest pus vide , z est négatif ou nul, Le dua) de (P ) peut a'éerire

(cf, Chapitre II):

2n 2n n
(D) :Max Min {( ¥ x Log x -zx)\;ym x»-—zy (x4x.. 1)+ -w
y x}_O{ jo1 b i j=1 i’ jen'X1* ien= 1) y"o‘ :

Soit
Soit g(y,x) la fonction & minimiser et h(y)sum ely,x) yer™t™

x20
Remarque s

Dans le cas od @ﬁ'eat pas vide on aura pour tout vy, h(y) ¢ w=z <0, Donc
sion trouve y tel que h(y)>0 ,on saura répondre que Dest vide,
Notations:
Dans la suite de ce chapitre , od nous étudions des matrices t.u. en
(-1, 0, 1) nous conviendrons des notations suivantess |

-~ pour jc:t = l1,2,...,m}

L}={1c‘€/ajia+1} L}-{ic'ﬁ/aji--l}
- pour ie€ - ‘1,2,...,n}
o) = {se £/ a =1} G;-(jtt/uji--ll

Théoreéme IV,1 3

Soit ¥ le vecteur qui réalise le minimum de 1la fonction g(y,x),le veotewr

y
y étant fixé, Posons X = (5("i R ieeulml....ﬁn} ) ot ty=e 1, on as
i

jec: s _ "
vie® ;- "'H"":" boei ®F Fien " Ymei (1) f
7 N
jCCi o :
n 2n
(2) ll(Y) = yj + 121 ym_‘.‘ -i-):l ‘i
Démonstrations
0 28 = L -3 - I - . viel
na 8xi()!.x) og x; jcc+ YJ jec Yj Yosi
i i
b

36 (y'x) = Log xll"i -~ ynﬂi vie L2

or a l'optimum %% (y,x) =0 vi ceu{ml,...,zn}. On en déduit les égalités
i
(1). D'autre part, en faisant les calculs ;OR trouve
n 2n

hiy)= g(y,x) = yjo + 1£1 Youi - 12.1 %
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Remarque :
Soit b le vecteur de R™" représentant le second membré'du systéme

" n
d'égalités définissant @ . Soit @i le polyddre défini par 3
Q" (1-p)p € Ax < b (1+p)
i
x>0

"

"
avec p=1 /2 (n+¢1) , Si ‘?1 n'est pas vide alors E?n'eent pas vide
(cf chapitre I),

1V,B,2, Description de 1'algorithme:

"
Le vecteur y étant fixé , si X appartient & 1 le probléme est résolu

i
"
9 n'est pas vide , sinon il existe une ligne d'indice j1 telle que
ah ( - N -
y) =b, - % x, + % X, = € avec E.|>B
3;.11 S UEETS AL TS Al P 144z
31 3y

Nous allons améliorer la fonction h(y) dans la direction de yj « Nous
: 1

allons chercher donc y' tel que:
dh

t, (y')
1
1° cast jg 2 ml , dans ce cas :
bh - -
-ggy- (y) - 1 - X - xi"’ﬂ = Ejl
3 .
on va poser t;la e tjl (ct chapitre 11)

et lx(y')--h(y)-l-ﬁj -Lag(1+e'j )
1 1

2° cass Jq € .‘8 : mais j, # jo

" h _ _
%}.(y)--z X, o+ ZL-X.cE

+ i¢ i J
iy i€l iy 1
Soit X* = 3 x et X" = I X. o On remarque que X+) 0 et
iCL] i ieL] i
1. - 91
X">0 , On va chercher t"i = p tj tel que :
1 1
x* X~ + X~ X~
Boc— -ty - 0-pX - soit p = \[-S—-
3 7 16} P X
1 1

V X" = X~ - +
Donc on pose t! = ) -pee— t et x! =))--—= x. si 1i€L
p jl ;c’+ jl i x+ i jl



x* -
f) =|[-==- £ i 1¢L]
X 1
x' = X, sinon
i i

D*autre part , on a 3

h(y') = h(y) + X' + X~ - px* - X _ . h(y) + X' + X" -2 Vx*x-
p

h(y') = u(y) « (Vx* = V5 )2
or 3 X"—-X*-:(VF- W)(\‘F+ V—F)- 531

On  déduit )'ougmentation de la fonction objectif du dual 3

€ 2 :
3, ’
h(y') = h(y) +
d° cas 3 jl = jo
.g.!! (y)u-2+'x'i+ 2__;1+1- ej
Yj i€ L] ieL] o
0 ° o
On cherche t! = p t tel que 3
N do

PX = e al & p2X++p-X“-0

puisqu. on prend p>0 , on trouve que j

1 4 Jl + 4ax*x~

pu
ax*

et h(y') = h(y) + ( Log p - px' - %— + X5 X)),

Nous pouvons alors décrire 1'algorithme suivant;
Algorithme M3
Entrée; A matrice totalement unimodulaire, le systémes
A x, - uj

Xl‘l'xzul

X, 9%, 0 xkellln
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Sortie: un vecteur §=(;1,§2) tel que 1

N AX
uJo B SA X 5ujo+p
1 -8 ¢ ;1 + §2 €1 4+ B

Xy 52 20
ou la réponse " ®@" est vide",

Compléxité: Soit Nmax = 32 n4 ; 1'algorithme est en o(mn5).

Description de la procédure;

Phase (0) : Poser X t=Xy1= 3 .
Niter:=1.
Phase (1) : Chercher s'il existe une ligne d'indice J= i+ m »m tel que

Xgp v Xgy =1+ €y avec |ej'>5

si oui aller en (2) sinon aller en (3).
1 -

Phase (2) : Poser ;11 - —————— X
1+ ¢
J
- 1 -
¥ai =77 Xy
1 + ¢
Aller en (7)., J

Phase (3) : Chercher s'il existe une ligne d'indice Jy Smet j, # i, tel

que :

X -X" = I %, - I X, = ¢ avec|ej| > B
1

et 1 et 1y

iy it

si oui aller en (4) sinon aller en (5),

Phase (4) : Poser p = v x*/xt et X. =px si ieLt
i P 31
X, =X, / p si 1€131
;. = ;. sinon,
i i

Aller en (7),
Phase (5) 1 Si X est tel que 3

+ - - -
X =X = 3 X, - I x,. =14+ ¢ avec |¢
* iel” Jo io > F
jo jo

[
.
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aller en (6) sinon 3 Terminer X répond & la question,

Phase (6) : Posers 1 + u 1 +axtx”

p =
ax*
et X X i ielt
i P ® 3!
X, 1= xi/p si i¢ Ljog
xi L) xi sinon,

Aller en (7).

Phase (7) & Poser Niter g= Niter + 1

"

Si Niter ¢Nmax aller en (1) sinon Terminer s écrire “@nt vide®,

Démonstration de la validitég

On part de y=0 et donc de h(y) = - 2n, A chaque fois qu'on passe dans la
phase (2) , 1a fonction h augmente d'au moins ﬁa/ﬁ. A chaque fois qu'on passe
dans la phase (4) , on a iigl + ppour tout i = 1,,.,,2n (puisque on a refusé le
passage dans la phase (3) ), donc X*<n(1 +8) et X"gn(l +p) et ainei ona
( Y}? + VE:.)Z < 4n (1 +B). Donc 1'augmentation de la fonction h est d'au moina

52/ 4n(1+p) . Soit Ny le pombre de passages dans la phase (2) , N, dans 1a phase

(4) et N, dans 1a phase (6) . On & Niter= N, + Ny + Ny . D'autrépart chaque fois

3 2

qu'on passera en (6) on ajuste la contraintre j et 1'itération suivante on passera
soit en (2) , soit en (4). Donc Nyg N, + N, et Niter ¢ 2(N1 + Né). Comme 1'augmen~
tation de la fonction h est d'au moins 1/16n3 on est sfir qu'en au plus 32n4 itéraw . -
tions on aura soit trouv§ X vérifiant le systdme approché , ao{i b(y)»0 et donc
on peut conclure que Q§"est vide , Le calcul de la compléxité se fait en cBlculant
le nombre dtopérations élémentaires, ‘

1.v.c, Procédure de programmation linéairet

1,V,C,1, Introduction au probléme initialy

Nous nous intéressons ici au probldme de programmation linéaire (r).

Aiau
. Jo

(p) x>0 od A est une matrice t.,u, et ¢ est entier,

-

Max <(c,x)
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De plus on suppose que le polyédre des contraintes n'est pas vide , Le

probléme dual de (P) est 3

yA >ec

-

(D) y non astre int

min yj
[

Soit y un vecteur dudl réalisable , On peut décomposer le systéme des

contraintes en deux sous-~ensembles

'yA:[acI

T T

Iy AT > c
y est non optimal si et seulement si il existe Yo tel ques
I
°
y > 0
jo

<0

Puisque A est t.,u. on peut affirmer que dans ce cas il existe un vecteur
Yo entier qui répond & 1la question et donc que %
‘ yoAI$0
y;o 2 +1
en faisant les modifications préconisées au début de ce chapitre ,on écrit:

il existe x tel que: BI X =y x>0 21|+ 1

od 1a matrice B! est définie pars

1 [) 1]
[] ] :
] [}

ty 1 ' _tA§ O | | ¢

(] 0 [] '

(] ] '
P
1 © 9 h

Le nombre de colonnes de la matrice Bl est & avec :

n=2n-14+ [I|+1 $n+ 2m
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La matrice A;. correspondant & la matrice A} avec J = :f-“oi. Le nombre
°
de lignes de 1a matrice B' est égal A |I| + 1 , Il est facile de voir que la
matrice BI est totalement unimodulaire § puisque , ajoutant la contrainte

yj ¥ 1 4 la matrice AI la matrice ainei obtenue est t.,u, .
°

1,V,C,2, Description de 1'algorithmes

Algo rithme 13

Entrée § Le programume linéaire i

Ax =

jo

(1) x>0 ot A est une m x n matrice t,u. et ¢ est entier,

Max (c,x»

Supposition; Le systime (1) a une solution réalisable,

L]

Sortie 3 Un vecteur optimal entier x~ pour (1) .

Compléxités o(mn7c ) od ¢ = Max |01|
max max LN

Description de la procédurej

Phase (0) : Prendre une solution duale réalisable yppar un algorithme “greedy®,
Phase (1) 3 Poser I = \ief / yo.‘li - ci} .
Appliquer 1'algorithme Il avec comme‘entrée la matrice B’ telle
qu'elle a été définie au paragraphe précédent,
Si Il se termine par la réponse d'un vecteur x'» 0 tel que ’:
|pt x -u,ls8 et |x% = 1] ¢p
aller en (2) sinon aller en (3),

1

Phase (2) : Soit b' = B x' , Trouver une solution de base xi et la base corres-

pondante B telle 'que 3

xi >0 ; BI xi = b' (les pivots doivent 8tre soigneusement pris comme

indiqués dans [1]).

Soit yl = B"'1 b, y1 définit un Jvecteur y de base tel que
yAISO
yjzl
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Poser yo 3= yp -~ qy avec q tel que :
qy AT > 1
Aller en (1),
Phase (3) 1 y° est solution optimale du dual ,

Appliquer 1'algorithme H avec en entrée la matrice Al et u; . Soit
0o

x'' le vecteur rendu par H,

Soit b'' = AI x'? 2 Trouver une solution de base xi'et la base

correspondante B'' telles que 3 Al x{' = b'" , x1'20,
1

Soit x = B''" “j ;3 X est tel Que H
0 AI
X =u
. jo
x>0

o ~ o ' N
Soit x* t= x ; x est solution optimale de base du systéeme (1),

Démonstration de la validité s

Partant d'une solution duale réalisable , on a au plus y; < Max |et| .
0 i

La valeur minimale de 1l'optimum de la fonction objectif du primal ests

min = -n Max Icil = -n c .
i max |
A la fin de 1'algorithme , on a deux vecteurs x" et yo tels que :
Ax" = uy Y Aye ¢y’aty - o Y03 xj=0
o V
™20

En utilisant le théoréme des écarts complémentaires , on en déduit que

x" et yo sont optimales ,
-Si H répond que le polyddre suivant est vide
{yAISO
y: >0
jo
alors en utilisant le Lemme de Farkas il existe un vecteur x tel que 3
Al X = u,
S
x>0

ce qui nous certifie que dans la phase (3) , H nous répond que ce polyddre n'est
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pas vide .

- On remarque que le vecteur y solution de base de 3
<y atgo
on > 1
est itel que yj‘ ‘0,1] . Dopc pour tout i non dans I , on a 3
<ai,y7£n
Puisque <ai,y°~, 2 ci + 1 Vi ( 1‘, on aq 2 1/n ,
On endéduit que la valeur de la fonct ion objectif du dual déoroit d 1/n
i chaque passage dans la phase (2) . Ce qui nous permet d'affirmer qu'en au plus
n(n + 1) € hax itérations 1'algorithme I est fiJi. En combinant:ceoi A la complé-

xité de 1'algorithme Il on en déduit la compléxité de cet algdrithmo.

1v,D, Algorithme de résolution 3

Maintenant nous pouvoys résoudre le problime de Programmation Lindaire si
la matrice des contraihtesest t,u, et les données entieres , ceci en temps poly-
nomial par rapport A la taille des données ., La méthode que nous allons dégrire
est celle employée dans [22], celle~ci est une méthode de “scaling® similaire a
celle employée pour la premidre fois par Edmonds et Karp [8] dans un algorithme
polynomial pour un problime de flot dans des réseaux, )

La méthode de résolution procéde ainsi , 1 'algorithme J transforme le pro-
bleme initial en plusieurs programmes linéaires , chacun ayant e.n second membre
un vecteur de base canonique , L'algorithme K prend un de ces ﬁroblémee , en troue
ve une solution réalisable , Celle—ci est utilisée pour transformer le dual en
un probléme identique au programme linéaire principal et utilise la m8me mdtho-
de de scaling pour le résoudre ,

IV,D.1, Algorithme principalg

Alporithme J

Entrée_: Le programme lindaire
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Ax=0bH
(1) x >0
Max <c,x>

ou A est tou, ; b»0 , ¢ <0 sont entiers et non~nuls,

Supposition 3 (1) a une solution réalisable pour tout second membre non-négatif

Sortie_: x™ solution optimale entidre de (1) ',

Compléxité s  of d2(b) « T ) od dz(z) est le nombre de 1 qu'il faut pour écrire
le vecteur entier z en représentation binaire et T 1la compléxité de 1'al-
gorithme K décrit plus loin,

Description de_la procédure 3

Phase (0) : Soit D upe matrice en (0,1) avec m lignes od chaque ligne j repré-
sente bj en notation binaire , D a suffisament de colonnes pour que le

plus grand des b, soit écrit .,

J
Poser k 1= 1 et x* = 0 ;
Phase (1) :Pour j := 1,,,.,m 3 si Djk = 1 alors résoudre
Ax = uj‘
(2) x.20 Vi eI
Max <e,x>
oI = {1 / x} = 0} ; par 1'algorith®e K , rendant 2 , puis poser

x* 1= x* 4+ 2,
Phase (2) : Poser k s= k +1,
’ Si D a au moins k colonnes , poser x* s= 2 x* et’aller en (1) sinon

terminer § x* résoud (1) ,

Démonstration de_la validité_: cf (22].

IV,De2, Alporithme de routine
Algorithme‘ Ks
Entrée_: Programme linéaire (2) ;
Suppo itiop ¢ (2) a une solution optimale ,

Sortie : £ solution optimale de base pour (2) ,
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Compléxité_t o n? dg(-c)) ol 1a fonction d, eat celle définie plus haut,

[}
Phase (0) : — Trouver une solution réalisable de base X de systime A x = uy o

avec "ii > g pour i € I § en utilisant 1*algorithme H et ;a méthode em~
ployée dans 1'algorithme I A la phase (2) .
- Changer (2) en le systéme 1
min {~C,X Y
(3) Ax = v
x, 20 VieIjx 7 -2 vidI,
Comme ¥ est une (~1,0,+1)-solution pour (3) , ce dernier problime peut
8tre changé en 3
min <~c,x>
(4) Axz0
x 2d
o d est le (0,-1,-2,~3)~vecteur défini par 3 ‘
d; = (0-%, eiiel
[-2 -% si 11

i
Le problime dunl de (4) est @

max ¢(0 a®) , ‘ﬁ]) |
o] ol

2 0

yo 2

Phase (1) 1 ~ Nous allons résoudre (5) d'une manidre analogue & 1'algorithme J,
Soit E une (0,1)-matrice avec n lignes ol la ligne 1 représente ~c! en

notation binaire ,

, 1in
~- Poser k 1= 1 et y' x-{zﬂ-.\z- 0
y
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Phase (2) : Pour 1 3= 1,,.,,n 1 si E , = 1 résoudre :
max ¢(0,a%) , y »
(6) labuly-u
y;'; 20 ielL
ot L = {i/ yi‘- 0} » par 1'algorithme I rendant $ ; poscr y*Agz y¥+ 9,
Phase (3) ¢ v Poser k t= k + 1 ; si E a au moins k colonnes poser y¥ := 2y%
aller en (2) ',
Phase (4) 1 y* résoud (5) , Par 1'algorithme H puis la méthode de 1'algorithme
I , phase (2) , trouver une solutjon de base x* 2 ;
Axm- uj
xizo iel
xi:O 8i i/ yi“)O
x" est solution optimale entidre pour (2) |,
Démonstration de la validité ; cf (2],

WD GRE S emm  wnm  AND . wmn wu G e o v enew  wow

Théoréme I,V, 3

L'algorithme J utilisant l'algorithme K comme subroutine pour résoudre

(2) a ure compldxité de 1'ordre de of d, (b) dy (~c) n8 ) .
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PARTIE I1 : L'AFFECTATION EXPONENTIELLE.







La fonction entrople a déjad été largement utilisée dans les
modéles de régulation de trafic [ 9 ) [ 27). Etant donné un réseau
routier et un trafic circulant entre wune originre et une
destination, nous étudions, dans un cadre beaucoup plus général,
une extenslion d'un modéle d'affectation de trafic 1introduit par
R.B. Dial [5]) puis complété par J. Fonlupt [11] [12].
L'originalité de cette méthode et le lien commun avec la premiére
partie sont que nous utiliserons des méthodes de pénalités  en
ajoutant 4 la fonction objectif du probléme primal Qne fonction de

pénalité de type entrople.

Les méthodes que nous exposons dans cette partie ont
l'avantage pratique d'@tre a la fols simples et efficacea, et
ainsi d'8tre facilement utilisées pour des problémes d'affectation

de trafic.
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CHAPITRE I - INTRODUCTION - RAPPELS

I.A. INTRODUCTION -~ NOTATIONS

Soit un graphe G = (V,E) ; 1'ensemble des sommets est
N = lvl,...,vn} et l'ensemble des arcs E = lel,...,em} . Les
sommets vy et va seront appelés respectivement sommet origine

et sommet destination de G. A chaque arc ey est associé un

coiit c(ei).

Le graphe G représentera un réseau routier, les sommets

vy de v étant les noeuds du réseau et les arcs e; de E

étant les trongons du réseau reliant cert#inea paifes de noeuds.

Le coit c(ei) de 1l'arc ey représente par exemple le temps
A

nécessaire pour relier 1le noeud origine or(ei) au noeud

extrémité ex(e ).

Considérons un trafic d'intensité F s8e rendant du sommet
v, au sommet Vv . Une affectation sera une répartition du trafic

entre tous les 1tinéraires reliant v, & Vp L'affectation

1
suivant le plus court chemin serra celle od tout le trafic
emprunte un plus court chemin de v, & v,. Dial [5] a étudié un
autre type d'affectation dans le cas ou le graphe G est sans
circuit. J. Fonlupt [11] [12] a complété cette étude de

l'affectation exponentielle dans le cas général.

Nous nous proposons 1cl de prolonger celle-cli dans les cas
sulvants
- Le probléme comporte des contraintes de capacités supérieures

sur chaque arc.



- Chaque noeud est soumis & une condition émission-attraction.
= Le probléme comporte des contraintes de capacités inférieures

sur chaque arc.

Nous étudions également 1le probléme de 1'affectation

exponentielle dans le cas du multi-flot.:

I.B. RAPPELS SUR L'AFFECTATION EXPONENTIELLE

Rappelons tout d'abord les résultats obtenus dans [5] [12].

I.B.1l. Définitions

Un chemin t sera défint par la succession de ces arcs

t = [e1 seeese) 1. T(1,n) sera 1'ensemble des chemins joignant
1 P

vy a v, oo T(l,n ; ei) sera l'ensemble des chemins joignant

v1 a vn passant par l'arec €y. La longueur c(t) d'un chemin

sera définie par :

c(t) = ¢ C(ei)

eiet

L'affectation exponentielle Ak de paramétre A » O peut
se définir de la maniére suivante :

Chargeons chaque itinéraire ¢t € T(l,n) d'un trafic r(t) égal a:

- e(t)
(£)

r(t) = p e

La constante | sera définie de telle fagon que la somme de.

tous les trafics sur les chemins t de T(1l,n) solt égale a
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l'intensité F du trafic entrant par - v, - L'affectation
exponentielle A, définit sur chaque arc e de E un trafic
noté xk(e) tel que :
xh(e) = b} r(t)
teT(l,n;e)
Tout vecteur trafic entre v, et v , X = [x(e) ; e € EJ
satisfalt aux contraintes '
/ x » 0 )
y(l1) = E+ x(e) = I _ x(e) +F
eeQ (1) eeQ (1)
P :Jy(l) = bX x(e) = L x(e)
eef (1) eeR (1)
. y(n) = L _ x(e) = Z# x(e) + F
ee (n) ee (n)

ol nous avons pris
sortant de l'ensemble de

entrant. Soit P

court chemin entre vy
programme linéaire.

o\

X e P
Z
o

Pour que (Lo) ait une solution finie,

la notation

= min ZO(X) = min

Q+(S) pour désigher ie cocycle

sommets S et 0 (S) pour le cocycle

le polyédre défini par céa contraintes. Un plus

et v est une solution de base du

n

I c(e) x(e)
ecE

nous supposerons pour



la suite que le graphe G ne contient pas de circuit de longueur

négative.

Pour X élément de P, nous poserons

fi(X) = r_ x(e) Log ng; pour 2 < 1 < n
eel (1) y
F x(e)
f.(X) = F Log + I_ x(e) Log
1 YD "ot y (D)
n
£.(X) = A I f (X)
A 1=1 i
Soit (LX) le programme convexe :

x € P
\ z, = min zk(X) = min {fA(X) + I c(e) x(e)}:
ecE .

I.B.2. Résultats

* ThéorémeI.l : [12]
a - I1 existe xo > O tel que pour tout
A >0 et A ko le programme (LA) a une solution unique XK
qui est 1le vecteur trafic de 1'affectation exponentielle de

paramétre A\.

b - La fonction A > (XA,ZK) est continue pour

0 ¢\ ¢ Ao. La fonction M - ZK est décroissante. Quand A\
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tend vers O, pA tend vers

A

X de

o (L,).

c - XK y 0.

* Régolution de

Nous poserons :

M(n,n) sera définie par :

- agyy =0

- §'11 n'existe aucun arc joignant

- S§S'11 existe e tel que

a1j = ck(e).

uf = [1,0,...,0]
T

u = [0,...,0,1]

w = [w(l) ; 1 = 1,...,n)
''= [w'(i) ; 1 = 1,...,n]

* Théoréme 1.2 : [12]

a - Le systéme linéaire

unique w ) O.

b - Le systéme linédaire

Z

(I - AT\ ))w = uy

o

et

X

Vi

A

ck(e) = exp(-c(e)/r).

on(e) = vy

et

tend vers une solution

La matrice A(MA) de

a

ex(e) = vj :

a une solution

[T - A(M)) w' = un a une solution
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unique w' ) O.

¢ - La solution XK de Lx est donnée par :
w(or(e)).w'(ex(e))

x) (e) = ()

d - La valeur de (L, ) est Z = -AF Log w(n).

A A

* Théoréme I.3

a - L'inverse B(A) = [b, (\)] de M(n,n) de 1la wmatrice

i3
I-A(N) existe et B(A) > 0O pour tout A » O

bij(h) 0 ¢—> 11 existe un chemin d'origine vy et

d'extrémité vJ

b - Supposons qu'il existe un chemin d'origine vy et

d'extrémité Ve Soit A 1'affectation exponentielle pour un
J A

trafic d'intensité F entre ces deux sommets. AA prodult sur

chaque arc e d'origine \] et d'extrémité Vi ‘un trafic

b (A) b.. (A)
x,(e) = F ¢, (e) 1Qbij(x;k .
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"

CHAPITRE II : CAS DE CONTRAINTES DE CAPACITES SUPERIEURES

I1.A. DEFINITION DU PROBLEME

Nous nous 1Intéresserons dans ce chapltre aﬁ probléme de
l'affectation exponentielle dans le cas o4 on est soumis sur
chaque arc e de E a des contraintes de capacités supérieures
S(e). C'est un probléme pratique important, eugtout dans les
problémes de trafic od on est toujours obligé de prendre en compte

ces contraintes. Nous verrons & la fin de ce chapitre pourquoi 1la

méthode décrite est efficace

Le vecteur ¢trafic doit donc satisfaire 1les contraintes

sulvantes :
‘X € P
PS
x(e) < S(e) V e € E

Sotit P le polyédre décrit par ces contraintes. Nous

supposerons de plus que pour toute coupe (Vl,Vz)v‘ séparant le

sommet origine v, (v1 € V‘) du sommet | destination

Vo (Vn € V2), on a :

2+ S(e) » F
eef (Vl)

I1 est faclle de constater que cecl entrafne que le polyédre

Pg n'est pas vide.

Soit (Ls

A) le programme convexe 3
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Z, = min ZK(X) = min {fx(X) + X c(e)x(e)}
ecE

Connaissant les propriétés de la fonction convexe fx(X) [1]

[12]) et en utilisant les mémes méthodes que dans la partie I, on

peut montrer que le dual (Di) de (Li) peut s'écrire :
S s
(DK) : ZK = Max Min {fx(X) + % c(e)x(e) + % (x(e)—S(e)p(e)}
p>»0 XeP ecE eeE ’
|EN
Si on pose, pour uo vecteur de R » B > 0.
glug) = Min {f (X) + = (c(e)+n(e)x(e) - T (S(edu(e)l
0 A
XeP ecE eck

Quand le vecteur hy est fixé, pour calculer g(uo), nous
sommes ramenés a résoudre un probiéme d'affectation exponentielle

(L ) ou les coildts sur chaque arc sont modifiés suivant une loi
0

de "pénalité” fonction de o

* Théoréme II.1

a VAN#EO A< KO la solution optimale Xf de (L:) est
unique.

S §
b - La fonction ) » (xx,zx) est continue pour A > O.
S S
c Juand A tend vers 0, X tend vers X solution du

A 0
probléme de flot de cofit minimum pour le polyédre Pg.



Démonstration : Ces ré&sultats sont des applications de
théorémes classiques d'analyse sur le comportement d'une minimum
d'une fonction continue dépendant d'un param@tre A sur un
ensemble compact et du théoréme I.l ; ils se démonstrent de la

méme fagon que celui-ci.

IT1.B. RESOLUTION DU PROBLEME

II.B.l. Notations

Le vecteur yu_ 2z O &tant fixé, pour résoudre le probléme

d'affectation exponentielle (Lu ), nous reprenons les notations
o
du chapitre précédent en indiquant toutefois les &lé&ments en

question d&pendant de Mo, nous avons donc : .

- T = . - ' =
(1 AO) w = u ;3 (I Ao) wy u

wo(Ot(e)).w;(ex(e))

wo(n)

xi(e) = F c,(e) exp(-u_ (e)/}r)

g(u®) = - X F Log w (n) - L S(e) u (e)
ecE

oil XK est le vecteur solution de (Lu ). Les conditions de

o .
Kuhn et Tucker [24] nous apprennent que ¥, et Xg sont solutions
optimales de (Di) et (Li) s'ils vérifient : '

M 0o ; XA € PS

(o]

M, (e) (x(;(e) - S(e)) =0 Ve e6E

Partant d'un vecteur M, 2 O, on va améliorer la fonction g i

W, et x; ne vérifient pas ces conditions d'optimalité&, en

améliorant dans une direction de coordonnée choisie.
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Un arc e, €tant choisi tel que :
o
Mole)) (x5 (e) - s(e)) # 0
On va chercher 3 minimiser

g(u) = g(lJo + B ueo)

en conservant les contraintes u =0 donc uo(eo) + B >0.

IT.B.2. Résolution de min(uO + B u, )

o
Nous noterons : E,, = (e ) 1la matrice n X n telle
ij k4
que
eyg =0 si k #i ou 2L # j
e., = ]
1]

La matrice A(HU) des cofits telle qu'elle a &té définie dans le
chapitre précédent vérifie :
_ B
AW = A(“o) + (e ? - b aor(e dex(e ) Eor(e dex(e )
o o o o

Le probléme que nous allons d'abord résoudre est, connaissant
l'inverse de I-A(po), calculer 1'inverse de I-A(u) od un seul

-~

coefficient a été modifiég, par rapport a I-A(po).

Pour la suite nous poserons :

i = or(eo) HE ex(eo)

_ B
o = (e X - l) aij;Y = e-B/)\ -1
B(w) = [1-a(w 17! 5 B = Bu°)

A(p) = A(K®) + ¢ E; s
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Soit la matrice C = B(I-A(p)) = I-aB Eij'
Nous avons C'-l = 1 + e——ﬁ—— B E.., en supposant que C'-l
existe, En effet :
C_IC=I~QBE-+—“"“Q‘"—‘BE-0-'—‘2-2-—“"BE- BEoo
ij l—abji i} l--abji ij ij

En remarquant que pour toute matrice carrée A = (aij)

Eijd = ’El a0 Bjg 3 A Eyy = k%l api Eyj
et Eij A Eij = aji Eij
Nous pouvons &crire :
clc-1-0as Big * T:E%;; BE;; - ;;;%?I BE;,

et ainsi on a bien C€C C = I.

D'oi

]
(=1
!
>
~~
h =
A
]
o
=

B(u)
et

i
=
<+

B ()

Ainsi connaissant la matrice B et le coefficient o il sera
trés facile de calculer la matrice B(M) qui sera utile pour
résoudre le probléme de l'affectation exponentielle pour le

nouveau vecteur }. De plus, on remarquera les calculs suivants

que :
n n n
BE,. B=B(ZX b.,E,,) = X b. I b E
ij =1 jrRoiR =1 jL k=1 ki k&
n n

BEg B = Lo L by byig Bpg o= (g bigdy g
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Nous pouvons alors calculer le coefficient B pour minimiser

la fonction g(H  + B e ).

Nous remarquons que :

(o] (0]
©in) + T=ab; yi Bjn

w“(n) = b, (W

P = by T
ji

b'n(u) = b'n l-a;

J J ji

On peut montrer qu'on déduit facilement

wu(n) = w%n) (1 +

a.. e—B/A

et wi(n) = - 2 byy () by ()

= Y x° (e ))

Si on calcule la dérivée par rapport 3 B de g(uo + B u_ ),

oh trouve

m'(n)
%%(“) = - AF 35757 T 8ley) = x (e - S(e,)

Ainsi le maximum sur la direction choisie sera obtenue pour

tel que
. o _ '
Si x (eo) - S(eo) > 0 alors xu(eo) = S(eo)

Si xo(eo) - S(e) < 0 alors
- soit x“(eo) = S(eo) si u(eo) >0

- soit u(eo) = 0.

Nous allons voir que le calcul de B peut se faire en résolvant

une &quation algébrique du second degré. En effet :

win) = - X w(n) x°(e) ‘

(l-yaijbji)

2
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A 1'optimum on a :
p

- A F wL(n) = mu(n) S(eo)

. xoleo)
°( )( +1) = S(e ){(l-ya, ) (1+
X e Y { Y j _]1 (1 'Yb ) ¥ }
1% .
X (eo)

e )yl = sCe)) {(-ya;bid? ¢ ¥ U-yag by —F |

La valeur Y est donc solution de 1'équation algébrique du

second degré :

X (e ) X (e )

b2 — 2y b ys(e®) (—2- Zaijbji) - x°(e°))

8 (e )(811 ii7%3%51

+ 8(e ) - x°(e?) = 0.
Connaissant Yy on peut en déduire 8.

IT.B.3. Algorithme de résolution

Nous pouvons présenter l'algorithme suivant :

- Partir d'un ensemble de pénalit&s p sur les arcs (par

exemple 0).

- Résoudre 1'affectation exponentielle en remplagant les codts

initiaux c(e) par c(e)+u(e).

- S8i le flot et le systéme de pénalités vérifient les conditions
de Kuhn et Tucker, on est a l'optimum. Sinon : ‘
. 8'il existe un arc e, tel que le flot sur cet arc dépasse

sa capacité, alors on augmente la pénalité sur e -

s

Sinon s8'il existe un arc e, tel que le flot est inférieur
4 la capacité@ et la pénalité correspondante non nulle alors on
diminue cette pénalité jusqud ce qu'elle soit nulle ou que le

flot soit égal & sa capacité et on recommence.



L'avantage pratique de ces méthodes de résolution est qu'elles
peuvent aboutir a4 des algoritbmes conversationnels de résolution.
Etant donné un vecteur U 2 0 de pénalité, on regarde la solution
del'affectation exponentielle correspondante ; parmi les arcs qui
sont violés par les contraintes de capacité on peut en choisir un et
en augmentant la pénalité correspondante, on contraint les usagers
qui 1'empruntent & subir un péage dissuasif qui fera baisser le
trafic sur cet arc ; si on a un arc qui n'est pas saturé et dont
la pénalité n'est pas nulle, en diminuant celle-ci, on va influencer

les usagers & emprunter cet arc.

Le fait qu'on puisse ainsi traiter le probléme, arc par arc,
est dii & ce que, le vecteur U é&tant fixé, la solution optimale

est unique.

Au contraire, en programmation linéaire si on a un systéme

qui se découpe en deux blocs :

A]X = b1
X 20
A2X = b2
min <c,X>
Si aux contraintes du systéme A2X = b,, on associe un vecteur

de pénalité py et qu'on résoud le programme 1inééire
AIX = b1 X 20
min <c,X> + <u,b2-A2X>

alors en général le systéme peut avoir plusieurs solutions, ce

qui emp&che d'utiliser des techniques similaires.

’
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CHAPITRE III - PROBLEME DU MULTIFLOT

IIT.A. DEFINITION DU PROBLEME

Nous éxposons dans ce chapitre les méthodes de l'affecta-
tion exponentielle utilisées pour le probléme du multiflot. On
sait que celui-ci peut se résoudre comme un programme linéaire

avec un nombre important de variables et de contraintes.

En général, il n'existe pas de bonnes méthodes de ré&solu-
tion du multiflot parce que la matrice n'a aucune particularité,
et on est obligéd'utiliser des méthodes quelconques qui ne tien-

nent pas compte de la structure particuliére du probléme.

Pour le probléme du multiflot, si on ajoute la fonction
entropie, on se place dans le cadre déja &tudié ; on peut, au
contraire, avoir de bonnes méthodes de résolution. Eu effet,
l'aspect particulier du probléme se retrouve naturelilement dans
ces techniques ; et surtout le fait de pouvoir regarder les con-
traintes une par une va rendre l'algorithme intéressant car

simple et de type conversationnel.

On suppose ici qu'il a &té sélectionné parmi ies sommets
du réseau k couples (sj,pj) j=1,...,k et qu'gntre chaque
source 8, et puits Py on fait circuler un flot d‘'un produit
j d'intensité Fj‘ De plus, on suppose que chaque arc e de

E est soumis 2 une contrainte de capacité supérieure S(e).

Soit xJ(e) représentant la quantité de produit j qui
circule sur l'arc e. Les contraintes décrivant un vecteur de

multiflot sont données par k sytémes du type Pj.
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y.(s.,) = Z+ xj(e) = I xj(e) + F
13 eefl (s.) eefl (s.)
] J
h] j
y.(v,) = X x"(e) = L x“(e) ¥ v, €V
11 e69+(v.) eefl (v.) 1
P, : 1 .
]
L A LI I I N T
3] eecll (vi) ] ecfl (vi)

xJ(e) 2 0 ¥ e € E

Les contraintes de capacité@s sont données Par les inégalités
k .
x(e) = I xJ(e) S S(e) ¥ e € FE
j=1

Soit PM le polyédre  décrit par ces systé&mes, nous posons
le probléme (L?) :

M
M
(L}‘) . M M k . o . .
Zy = min Z3(X) = min { £ (E c(e) xi(e) + 2d(xd)}
A A . I A
j=1 eeE
Th&oréme III. |
. . M M .

a8 - La solution optimale XA de (LA) est unique, pour

A > 0.

b - La fonction A (XT,Z?)- est continue pour A > Q.

C - Quand )X tend vers o0, X? tend vers Xg solution

optimale du probléme du multiflot.

Démonstration : Celle-ci est toujours la méme que celle

- - —— - - ——

utilisée dans [}]2].
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ITII.B. RESOLUTION DU PROBLEME (LM)

Sans nous &tendre longuement sur la démonstration qui est
la méme que celle du probléme précédent, &nongons briévement la
méthode qu'on peut utiliser. Introduisons les contraintes de
capacités de chaque arc e dans la fonction objective avec

une pénalicé u(eo) ; le probléme dual est ;

k .
Z? = Max Min f )X I (c(e)+u(®)xj(e)+2i(xj) - I s(e)u(e)}
Hz0 XeO i=l ecE ecE
XePM -

On peut d&couper le minimum qui est demandé par rapport a
X, en plusieurs minima, chacun par rapport 2a xJ puisque le
probléme &tant &crit ainsi, les XJ sont indépendants entre

eux.

~ &

Min { I (e(e)en(xd(e)+zd(xd)}- I s(ern(er)

Z? = Max {
j eek eck
XJer

Hz0 j=1

Ainsi, si u est fix&, on est amené @ résoudre les problémes
d'affectations exponentielles pour chaque produit i=1,...,k.
Pour connaitre donc les vecteurs solutions Xi(u), -1l suffit de
connaitre une seule matrice, la matrice BM inversé de
[I—AM(A)] (cf. chapitre I). Si u n'est pas solu;ion optimale,
on va augmenter notre fonction dans une direction e, qui n'est
Pas un optimum local. Les thé&or&mes classiques d'Analyse Convexe
nous apprennent que, de la méme fagon, dans le chapitre précédent,

le maximum sera ateint pour yu tel que :
. o _ > =
si x (e) S(eo) 0 alors xp(eo) S(eo)

. o
si  x (eo) S(eo) < 0 alors

- goit xu(eo) = S(eo) si u(eo) 20

- soit p(eo) = 0 sinon,



La différence essentielle pour calculer u avec 1le chapitre
précédent est qu'on ne peut plus trouver u en résolvant une
€quation algébrique du second degré. La méthode employée,dans les
essais faits sur Pascaline ou Multics, est une approche de la so-
lution optimale en remarquant que si le flot qui passe par 1l'arc
€, ©st supérieur 3 sa capacité on doit augmenter 1la pénalité
u(eo) et s'il est inférieur on doit au contraire 1'abaisser

tout en gardant la contrainte de Pénalité positive ou nulle
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CHAP1TRE IV

CAS DE FONCTIONS EMISSIONS~ATTRACTIONS
CAS DE CONTRAINTES DE CAPACITES INFERIEURES

IV.A. PRESENTATION DES PROBLEMES

Nous nous intéressons dans ce chapitre 8 deux problémes connus
dans les cas d'affectation de trafic, mais nous nous bornerons

seulement & décrire succintement les techniques employées.

Le premier cas est le probléme du flot avec une hypothése
supplémentaire que sur chaque noeud i du réseau, il existe un
flot entrant ou un flot sortant de valeur O;- Pour que ceci
ait une signification, on suppose que la somme des flots entrant

est égale 8 la somme des flots sortant,

La méthode pour résoudre ce probléme est d'introduire une
"super-source”" S et un "super-puits" P, reliés respectivement
4 toutes les sources et tous lea puits 1 par un arc de colit nul
et de capacité !oil. Ainsi on est ramené au cas de contraintes

supérieures.

Le deuxi@me cas est le probléme de flot 8 capacités supérieures
tel qu'il a été étudié aux chapitres pr&cédents auquel onrajoute

des contraintes de capacités inférieures.

La méthode de résolution est simplement de faire un change-
ment d'origine sur le vecteur de flot. On ramé&ne ainsi ce problé&me
4 un probléme d'émissions—-attractions 38 capacité supérieure tel
qu'il a été étudié au chapitre IV auquel on rajoute des contraintes

de capacités inférieures sur chaque arc.






CHAPITRE V - QUELQUES RESULTATS

Pour tester, ou plutdt pour avoir une idée de 1'efficacité
de ces méthodes, un code a été écrit sur deux ordinateurs :
PASCALINE et le HB-68 du C.I1.C.G., en langage Pascal. Celui-ci
résoud les problémes de multiflot avec capacités sﬁpérieures uni-
quement. Le programme est de type conversationnel et permet 2
l1'utilisateur de choisir le paramétre )X de ré&solution, de choi-
sir a4 chaque itération 1'arc sur lequel on augmente notre fonc-
tion objective ou de laisser le libre choix de celui-ci au pro-
gramme pendant un certain nombre d'itérations. D'autre part,
comme l1'algorithme décrit plus est un algorithme se rapprochant
des méthodes d'Analyse Numérique, il ne faut pas eépérer atteindre

la solution optimale des problémes dans tous les cas.

A cette condition de ne pas chercher précisément cette solu-
tion mais de vouloir seulement une idée, relativement nette, de
celle-ci, les méthodes de 1'affectation exponentielle se traitent

relativement mieux que d'autres connues pour le probléme du multi-
flot.

Toutefois, les difficultés, a priori, sont les suivantes :
- Probléme de précision (ou calcul des exponentielies trés petites).
- Choix de la valeur du paramétre ).

- S8i & partir du résultat donné pour l'affectation exponentielle
on veut connaitre une solution du probléme de coﬁt;minimum, il

va se poser deux problémes : l'affectation exponentielle charge
tous les itinéraires d'un certain trafic. Ceci n'est pas le cas
pour le probléme de coiit minimum. Il faudra donc &liminer les
circuits et les chemins qui ne sont pas dans la solution optimale

de coifit minimum.



V.1. PROBLEMES DE CIRCUITS

Si on suppose que dans notre graphe il existe un circuit
¢ de longueur £, l'affectation exponentielle de paramétre )\
(sans contrainte de capacit&s) impose plusieurs trafics sur
ce circuit. Ainsi i1l y aura un flot &gal a exp(-%2/1) que

fera une fois 1le tour, puis P exp(-24/)) qui fera deux fois
le tour... .

Sur ce circuit circulera donc un flot d'intensité 1 :

exp (=£/))

1 -exp (-£/))

Il apparait ainsi que si le paramétre \ est trop grand,
ce flot apportera une perturbation conséquente dans notre
solution optimale. Pour illustrer ceci, nous avons choisi
l'exemple suivant :

b S 6 4

Tous les arcs ont une capacité de 10. Ceux du chemin élémen-
taire | a 10, un coiit de 5 et ceux du circuit (5, 11, 12, 5)

un colit de 1, On fait circuler entre | et 10 un flot d'intensité
9 pour ne pas avoir de probléme de capacité. Si nous tracons le
graphe du pourcentage de flot circulant dans le circuit en fonc~-
tion du paramétre A, nous obtenons :

10
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Nous verrons plus loin pourquoi la courbe s'arréte 2 1.29
dans 1'axe des abscisses. Notre circuit a une longueur de 6,6%
vis a8 vis du chemin le plus court et comme on peut le comnstater
nous ne pouvons qu'espérer au minimum, un flot de 112 du flot
total sur ce circuit. Toutefois, dans des exemples plus acadé-
miques, les circuits ont une longueur qui reste en rapport étroit
avec les plus courts chemins, et comme nous le verrons dans les
exemples suivants, les circuits g'éliminent facilement dans 1'af-

fectation exponentielle.

V.2. PROBLEMES DE DIFFERENCES DE CHEMINS

De la méme fagon, que s8'il y a un circuit tel que la dif-

férence des chemins avec ou sans emprunter ce circuit soit petite,.

s'il existe plusieurs chemins qui aient des longueufs peu dif-
férentes, l'affectation exponentielle va charger les chemins
les plus longs alors qu'a 1'optimum ils ne devraient pas 1'é@tre,

Citons 1'exemple suivant, trés simple :

t, = (1,2,4)

t, = (1,3,4)

Si on représente la fonction du pourcentage de flot passant

par le chemin t, vis 38 vis du flot total, en fonction du para-

métre A, nous aurons :
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Il suffit de comparer les deux courbes precedentes pour
comprendre qu'il sera beaucoup plus difficile de "séparer" les
chemins par ordre de grandeur que d'annihiler les effets des

circuits.

V.3. PROBLEMES DE PRECISION

La premi&re réaction vis 2 vis de 1'affectation exponen-
tielle est la méfiance puisque, par rapport au probléme du plus
court chemin,on perd 1'intégrité des solutions optimales. Mais

il faut voir celle-ci comme &tant une approche, rapide, de 1la



solution optimale. Elle demande la présence d'un cerveau plus
évolué qu'un ordinateur pour "sentir" une solution de flot
entiére, au vu de solutions réelles. De ce fait, on voudrait
prendre une valeur du paramétre ) trés petite. M&lheureusement,
on a rapidement des problémes "d'underflow" (IO—38 accepté

sur MULTICS) et des problémes de précision (que se passe-t-~il
quand on inverse une matrice avec des coefficients si petits 7).
On peut se définir une nouvelle origine (si x est plus petit
que epsilon alors x &gal 0) mais cela revient 23 interdire
complétement certains arcs. Ainsi la valeur minimum du para-
métre A dépendra essentiellement du plus fort cqﬁt sur
l1'ensemble des arcs, du nombre de sommets de la longueur totale

du chemin le plus court.

V.4. QUELQUES EXEMPLES

V.4.1. Problémes de flot

L'exemple de base sur lequel nous avons travaillé est

présenté dans [30].

Nous présentons tout d'abord la solution optimale de flot
de coiit minimum, pour un flot entrant au sommet !, d'intensité 42

et sortant en 16
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Nous allons d'abord &valué 1'importance de la valeur du

paramétre A. Nous donnons seulement les valeurs enti&res du

flot que nous proposons vis 4 vis des solutions rélles données
par le programme.
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Comme on peut le constater, si nous ne sommes pas trés loin
en valeﬁr de la solution (a 2,8%) par rapport 8 la valeur optimum,
la solution trouvée ne donne pas une idée de ce qu'est la solution
optimale. Mais il est remarquable que pour cette valeur de A,

il n'y a aucun flot qui circule sur un circuit.

Si nous baissons la valeur de A, nous nous rappochons beau-
coup plus de la solution.

(10, 8)

i1 gr 15) [(4%) L]

(.v.) = (€rey,de))

e e e st




La solution fournie se trouve 2 0,3%Z de la solution optimale.
D'autre part, il est facile de voir ol se situent les "“perturba-
tions"™. Il y a tout d'abord un flot ‘d'intensité I qui circule
sur le chemin (1,5,6,7,8,15,16) qui a une longueur de 85 alors
qu'il pourrait circuler sur le chemin le plus long (1,2,4,12,13,
16) qui a une longueur de 83. Un autre flot d'intensité 1 circule
sur le chemin (14,12,13,16) de longueur 40 au lieu d'aller direc-i
tement sur 1'arc (14,16) de longueur 35. Enfin un autre flot
d'intensité 1 circule sur le chemin (4,8,15,16) de longueur 61
au lieu d'aller sur (4,12,13,16) de longueur 60. Ces remarques
font ressortir les avantages que nous apporte cette méthode.

Si, toutefois, nous ne sommes pas 8 l'optimum, no@s n'en sommes
pas trés loin ; et on fait ainsi ressortir les chemins qui,
n'étant pas dans la solution optimale, sont tr2s proches des

chemins les meilleurs.

Une autre réflexion que nous apporte cette méthode se situe
sur les capacités des arcs. En effet, certains arcs sont tels que
les contraintes de capacité qui nous sont données sont inopérantes
pour notre solution. D'autres, par contre, se rév2lent tr2s impor-
tantes. Ainsi, pour toute valeur de A proche de 2.1,ces arcs

auront une pénalité importante. Ainsi dans l'ordre :

arc : (14,15) H =16
(1, 4) p =11
(10,14) p =10
( 8,14) wE 8
( 4, 9) u = 8
( 5, 4) =5
( 4, 8) =1

Il est remarquable aussi que ce systdme de pénalités qui
sont un cofit que 1'on fait subir aux usagers qui empruntent ces
arcs, définit sur chaque chemin un cofit total dont la valeur est
comprise entre 80 et 86. Ceci veut dire qu'on cherche 2 rendre

les chemins de méme longueur pour que la solution trouvée soit
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une solution optimale du problé&me sans capacité mais avec ces

nouveaux coiits c(e) + u(e) = c'(e).

V.4.2 - Problémes de multiflot

Nous présentons tout d'abord un probléme de triflot sans

circuit.
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Un flot d'intensité 18 va du sommet | au sommet 16, un
flot d'intensité 10 va du sommet 17 au sommet 15, et un flot

d'intensité 10 va du sommet 18 au sommet 13.



La solution enti&re présentée ici a &t& obtenue pour la
valeur de X = 2,25, et elle a &té obtenue hprés 39 itérations
(une itération &tant une amélioration du vecteur de pEnalité).
I1 est remarquable que cette solution,qui n'est pas optimale,
présente les mémes problémes que ceux rencontrés précédemment,
en particulier dans le probléme de différenciation des chemins
par leurs longueurs et dans la découverte des arcs dont les

contraintes de capacité sont génantes.

V.5. CONCLUSION SUR CES METHODES

Les méthodes issues de l1'affectation exponentielle ne
prétendent pas &tre des méthodes exactes de résolution de flot
ou multiflot. Ce ne sont que des mé&thodes approchées mais rapides,
odl le facteur humain, l'interactivité de 1'homme et la machine
joue un grand r8le, afin d'obtenir une "bonne" idée de la solution

optimale. Les probl2mes rencontrés sont de plusieurs ordres :

- Différenciation des chemins vis 2 vis de leur longueur : si
la différence est petite, il y aura trop de monde sur le chemin
le plus long et si elle est trop grande, les problémes d'exposant

entraineront une présence quasi-nulle sur des chemins int&ressants.

- Problémes de calculs : on travaille, du moins en théorie, sur

des réels, avec des exponentielles.

- Problémes d'appréciation : il faut, 3 partir des résultats réels

obtenus, estimer des solutions de flots enti&res.

Toutefois, ces méthodes ont l'avantage d'étre rapides par
rapport 2 des méthodes équivalentes pour le multiflot a des
problémes de plus court chemin ou d'affectationde trafic.
D'une part, on peut noter que ces mé&thodes ont un intérét par
elles-méme car elles correspondent & des modé&les utilisées en
pratique (par exemple en théorie du trafic) et qu'elles ont
déja été appliquées au moins dans le cas od le graphe est

sans circuit. D'autre part, si on désire obtenir une approximation



d'une solution d'un probléme de flot de cofit minimum, on a rapide-
ment une bonne idée de celle-ci et en particulier une idée des

arcs qui seront saturés dans cette solution.
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