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INTRODUCTION

Dans de nombreux problémes d'analyse de variance, on est amené
a tenir compte de l'interaction des différents facteurs. Citons, a titre

d'illustration, les exemples classiques suivants :

e on répend sur un terrain agricole deux engrais A et B.
On constate que les effets de A et B ne sont pas simpleriient additifs ;
plus précisément, en faisant varier les quantités de chaque eﬁgrais, on
est amené a penser qu'il y a,en plus de l'effet additif, un effet multipli-
catif et un renforcement de l'effet de chaque engrais, da a la présence de

'autre.

e On sait que le tabac d'une part, 1'alcool d'autre part, ont une
incidence sur 1'apparition de l'infarctus du myocarde. On sait aussi que
la présence des deux facteurs tabac et alcool renforce 1'influence de cha-

que facteur.

On pourrait citer bien d'autres cas, tels que ceux posés par
I'administration simultanée de deux médicaments A et B . 1l s'agit,
lorsqu'on est en présence de deux facteurs A e B a effef- additif
d'une part, multiplicatif d'autre part et qul influent 1'un sur l'autre, d'éva-
luer ces différents termes, et plus spécialement I'effet multiplicatif global

ainsi que l'action de chaque facteur sur l'autre.

Il est ainsi naturel d'essayer de rendre compte du phénoméne par
un modele bilinéaire ; et, afin de pouvoir appliquer ce modéle statistique,
il est nécessaire de mettre en évidence de "bonnes propriétés" d'estima-

teurs des paramétres du modele ; c'est 12 l'objet de ce travail.



|

On supposera donc que 1'on considére deux facteurs A et B et
que, A étant au niveau ‘i. et . B au niveau j , la moyenne

mi j du phénomeéne étudié s'écrit :

=a+6, +u, + +0'u, + 8.
mi,j a ei “j xeiuj ei“j eiuj

ol a et )\ sont des constantes, ei représente 1'influence du facteur
A au niveau i , “j I'influence du facteur B au niveau j , G'i I'in-

fluence de A sur B et ui I'influence de B sur A .

Pour traiter les problémes posés ci-dessus, on suppose avoir des

observations gaussiennes, indépendantes, de moyenne mi i et de variance
. ]

constante 02 inconnue ; les paramétres inconnus sont 02,a,>\,91,6;,pj,|.15 .

Partant d'un plan factoriel sans répétitions correspondant aux niveaux

i=1,.,r, j=1,..,8, on cherche alors a estimer cz,a,x,e, 0", 1,1,
ol :

] ]
5 | My My
6 = . , O =1 , u=l . y K=l
] ]
er er “S .uS

Afin que ce probléme d'estimation ait un sens, il faut que les vecteurs
0,0',u,u' soient déterminés de maniére unique. Pour cela, il suffit d'im- -

poser les conditions suivantes :

r r r

2,6, = 26, = 2,00 =0

o e T e &

T = S = 0
= t =9 ! = .

7M7Y TTYY

C'est-a-dire que si M est la matrice définie par :

M=y g e

i=l,...,8

et si I (resp. d) désigne le vecteur de er (resp. IRS) dont toutes les
composantes valent 1 , M s'écrit :

M = al'd + 65 + fy + ey + oty + e |



- M -

avec : t‘GI = 0J = 60" =0

La spécificité de 1'étude des problémes posés réside “donc dans la
décomposition de la partie non lihéaire de M (.e.

M - o.ltJ - OtJ - Itp ) en somme de trois matrices orthogonales
entre elles et orthogonales & la partie linéaire, pour le produit

matriciel : (M,M') = Trace(M M)

Dans ce travail, nous étudions des propriétés d'estimateurs bW é',ﬁ' de
A,0',u' construits a partir d'estimateurs 9,1 de 6,u et proposés
dans [11.

Les équations du maximum de vraisemblance de la structure sta-
tistique correspondant au modele que nous avons choisi sont établies au
chapitre I, § 2. Comme on ne sait pas les résoudre, on prend pour esti-
mateurs de 06 et p les estimateurs @,ﬁ du maximum de;}ivraisemblance
dans le cas od l'interaction est nulle (i.e. \A=0, 6" =0, u'=0), puis
comme estimateurs de a,\,0',4' ceux du maximum de vraisemblance

lorsqu'on suppose 6 et p fixds, 6 =6, u=p.

Dans le chapitre II et 1'annexe I, nous calculons les moments
d'ordre 1 et 2 de ces estimateurs, en employant comme technique de
calcul le conditionnement par rapport a (é,ﬁ) . Il s'avére que tous les
résultats obtenus s'expriment A partir de certaines fonctions € - Nous
donnons dans l'annexe II plusieurs formes pour ces fonctions et des pro-
priétés qui devraient permettre des calculs numériques aisés lors des

applications.:
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Dans le chapitre III, nous cherchons dans quels cas les moments
d'ordre 1 et 2 des différences entre les estimateurs et le paramétre cor-
respondant sont "petits" lorsque r et s sont ""grands" et qu'ils sont
équivalents. Nous trouvons (proposition III.1.1 et III. 1.2) des conditions
simples a4 énoncer pour que ces moments d'ordre 1 et 2 soient "petits''.
De plus, nous montrons (proposition III.2.1), en passant par les fonctions
caractéristiques de variables aléatoires de mémes lois, que lorsqu'on multi-
plie ces différences par des constantes appropriées, les lois des variables

aléatoires ainsi obtenues sont approximativement normales.

Iorsqu'on a une suite d'estimateurs du maximum de vraisemblance

d'un_méme paramétre, obtenue a partir d'échantillons empiriques dont la

taille augmente, les propriétés de consistance et de normalité asymptotique,
traduites en termes d'approximations, sont analogues aux propriétés obte-
nues dans le chapitre III. Cependant, inversement, les résultats de ce cha-
pitre sont des résultats sur les lois des estimateurs et ne peuvent pas étre
considérés comme des résultats de consistance et de normalifé asymptoti-
que ; d'ailleurs, nous disposons pour un couple (r,s) , r et s grands,

d'un plan factoriel et non d'un échantillon empirique ; de plus, 1'ensemble

a,1,0,08",u,u' des paramétres i étudier dépend du plan factoriel considéré

et varie complétement si nous changeons les dimensions de ce plan.

Dans le chapitre IV et 1'annexe III, nous montrons qiié si, au lieu
d'estimer séparément a,),0, 0',u,' nous estimons, i partir:de

a,x,8,9",0,0' les nombres m il existe des cas ol on peut aussi
]

construire, & partir de plans factoriels emboit8s, dont les dimensions

augmentent, des suites d'estimateurs pour chaque m,

i,j

trons qu'avec des définitions convenables, on peut envisager dans de tels

; et nous mon-

cas des études sur la consistance et la convergence presque slre de la

suite des estimateurs proposés.

Ces questions, abordées i la fin de ce travail, ouvrent la voie i

une nouvelle famille de problémes en statigtique paramétrique.



CHAPITRE |

Estimateurs d'interaction






. — POSITION DU PROBLEME.

Nous nous placons dans un cas particulier d'analyse de la variance
et nous étudions les propriétés d'estimateurs d'interaction pour des obser-
vations indépendantes, gaussiennes, de méme variance 02 inconnue, et
dont la moyenne est une fonction connue, non linéaire, ici quadratique, de

parameétres inconnus.

Plus précisément, nous sommes dans le cas de deux facteurs ad-
mettant respectivement r et s niveaux ; pour chacun des ' rs niveaux
possibles, nous disposons d'une observation, les observations étant indé-
pendantes dans leur ensemble. Ou encore, en terme d'analysé de la va-
riance, on dispose d'un plan factoriel d'ordre 2 , complet, sans répé- ,

titions, mais avec interaction bilinéaire.

Finalement, on étudie la structure statistique :

2

2+
(1. 0) 3mr's,m ,NM, o nrms),o €R ,Mezr,

%qr,s

S

on (M. ,8 est 'espace des matrices d'ordre (r,s) -V:muni de la
.8 mr,s :

tribu des boréliens, et ol Zr 5 est le sous-ensemble des matrices M

qui s'écrivent :

@y M=als+e's+fueady oty v e

od: (6,60 € @Y | 1= (

a,d) € D, g = (;

@,)) € R

avec :



(1. 2)

L'objet de cette étude est d'estimer les paramétres a,6,u,\,0',u' .
8,u représentent 1'influence de chaque facteur pris isolément, 0',u' celle
de chacun des facteurs sur l'autre, et ) est le coefficient d'interaction
des facteurs pris isolément. Notons que les contraintes (I.2) assurent

I'unicité dans 1'écriture (I.1).

L'analyse de la variance envisagée est particuliére dans le sens
suivant ; toute matrice M d'ordre (r,s) peut s'écrire :

tar =
9 TerMZ—O

avec M, - orbs + oty + 1%,

M=M1+M

les paramétres 6 et p satisfaisant a (I.2). Mais on suppose ici de

plus que M, peut se décomposer ainsi & partir des vecteurs 6 et p

2
intervenant dans M 1

M, = Xetu + 9'tu + Gtu'

8" et ' satisfaisant a (I.2).

Nous appellerons M1 matrice des influences linéaires, et M2

matrice des interactions.

Signalons que, dés 1949, Tuckey [10] a proposé un test de nullité

du paramétre ) lorsqu'on suppose que M2 s'écrit :

t
Mz—xﬁp .

Mais on peut aussi envisager les cas ol M2 se décompose en produit de
matrices unicolonnes et unilignes qui ne sont pas 6 et . Plus précisé-
ment, en 1972, Johnson et Graybill [ 6] |, puis en 1978, K.R. Gabriel se

sont intéressés au cas ou M2 est de la forme :



ou plus généralement :

TN
M2=2136 TR

Ces auteurs calculent, avec différentes méthodes faisant interve-
nir des décompositions de matrices en valeurs singuliéres, des estima;eurs
du maximum de vraisemblance pour «a,6,u, e-i,ui ,» 1=1,...,,r . Notons que
ces méthodes pourraient aussi s'appliquer dans le cas que nous envisageons

lci, lorsque )\ = 0 , si nous n'avons pas les contraintes (I.2), en écrivant :

M = a1’y + eabun + @nt .

2. — CONSTRUCTION DES ESTIMATEURS.

Nous considérons le produit scalaire matriciel suivant, oi TrM
désigne la trace de la matrice M

(A,B) € mr s)2 (A,B) = Tr(AtB) .

La norme sur mr s esl associée A ce produit scalaire. Rappe-
Ions que si 8 =1, le produit scalaire des matrices A et.- B est égal
au produit scalaire usuel des vecteurs qu'elles représentent ;:‘Aen identifiant

m,, et R" , on peut écrire :
2

@©3)  v(e,0) € (m ) (8,0') = ‘ee; = Tr(e'e")
? t
leell = |le|l -

Les estimateurs étudiés ont 6té définis par J.R. Barra [ 1]. La
méthode utilisée pour les construire est la suivante :

Soit X une matrice d'observations, c'est-a-dire un élément de

m(r.s) )



On constate aisément que, pour 0,u,A, 0", fixés, le minimum

en o de

Ix-M|2 , MeX
r,s

est atteint lorsque o est égal a :

@4 a=Ltbxy.
rs

D'autre part, on sait ([ 1 1) que le minimum en (6,n) de :

t t t
ull 5 16 = "au =0}

{Ix-arts-ety-1
est atteint au point :

}

]

R R

XJ - 81
(L.5) ; |
XI - 67 .

I

u
Enfin, on cherche le minimum en (A, 6,u') de :
||x-&1"J 8- Itﬁ - xétﬁ - e'tﬁ - e'tﬁ'lll

sous les contraintes :
"o =fe =0, ‘A =t -o.

On montre dans [1 ] qu'il est atteint au point (i,é‘,ﬁ') défini ainsi :

posons :

v | ; Y
o= (1 -—-:—,,)Y i S B\
Il [

) -
I8l Il

.)
]
=t
4]
!
s
>

On prend pour estimateurs des paramétres de la structure sta-

tistique (I.0) respectivement §,8,01,%, d',0" .



Remarque.
1) Nous verrons au paragraphe suivant comment ces estimateurs

se situent par rapport au minimum de :

(x-ml®, meZ, 3.

2) Quand l'interaction est nulle, les estimateurs &, 5,;] sont les

estimateurs classiques de a,0,u ; ils sont sans biais et de loi normale.

-~

3) Nous étudions ici des propriétés de 1, o', .

3. — POSITION PAR RAPPORT AUX SOLUTIONS ‘DES
EQUATIONS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE.

PROPOSITION 1. - 8i X désigne une matrice d'observation, les

~ o~ o~ e o~

solutions a.e,p,)‘,e',ﬁ',az des équations du maximum de vrai-

semblance pour les paramétres a, B,p,)\,ﬂ',p',oz de la structure

statistique (I.0) vérifient :

~ 1t
a€m 1) a = T8 IXJ .

2) Sionpose Y=X-a1'v-a%-1%
k= ~
~ 0 M
A== Y
el a2
~tay b
(1.8) B = ( " ‘162)1{ Hz
o=/ il
~bo Wt
~ i 0
“'=(na- ~2)Y ~nd
&l I8l

3) (0,0) étant définis par (L.5) :

i
(<3

8 $=8
(1.9) °

~

i

e @ e

t

I
=

Ho
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~

ol 90 et M, sont orthogonaux respectivement 4 6 , 1 et

vérifient :
~t~
66 ~
O = (nr—_—é)Y“'
(1.10) "ét‘ .
Moo= (ns~ﬂ-}*—2) Yo'
o) ~
o]
~ 2
(1.11) 4) = -3
rs
€12) od M = arts + 5% + Itﬁ +iétf1 + é'tﬁ + "étﬁ'
Démonstration de la proposition 1. - La fonction de vraisemblance

e o s G S s e i o G B e S e G e B G v A e S Bt e e S e e S

de la structure (I.0) s'écrit :
-rs  on2
S(X,Oz,M) = (V2mo?) e 20

ol M est la fonction déterminée par (I.1), des variables a, ), 0,1, 0",
satisfaisant a (I.2).

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont .les valeurs
de oz,a,e,u,)\,e',u' qui rendent £(X,02,M) maximum, soit encore

celles qui rendent maximum :

2
ILog £(X,02,M) = -J-B(—_—lz\—au— -E;-I.og 02 - -?—Iog(zm .
20 A

Cette écriture permet de constater que le maximum en M de
Log £(X,02,M) est indépendant de 02 , d'oll :

Max (I.og.t(X,oz,M)) = Max (Iog.c(x,oz,ﬂ))
o'eR, Mle ' o“€R

En dérivant Log(X,orz,l\_/I) par rapport a 02 , on voit que l'esti-
mateur 52 du maximum de vraisemblance de 02 est donné par :

— 2
=2 _ l|x-M]|

rs
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d'od (I.11), puisque les définitions (I.12) et (1.13) de M et M coinci-

dent trivialement.

On est donc ramené, pour trouver les estimateurs du maximum
de vraisemblance i calculer :

2
min || X-M||" .
M ¢ Zr.s
Pour cela, considérons la décomposition suivante de X
X=Y+2

ol Y a été défini en (I.6).

Décomposons M , qui appartient a Z\-r g » Sous la forme :

MM +M,
o M =at's + o' 1

D'od : X-M = (Z-M,) + (Y-M,)

z-M = (G-t + @-0)%s + i*@-w .
Or, par construction de Y

iy =0, wvi-o

et les contraintes (I.2) ont pour conséquence :

t

IM2=0, M2J=0.
Done :
(Z—M1 . Y-M2) =0
2 2 2
o Ix-m® = fz-my I+ fx-nay)?

En tenant compte de (I.3), on a immédiatement :
2 A 2 ~ 2 A
Z-M, [I" = rs. @-@)" + flo-0]|% s + |l-if|.x .

D'autre part, les calculs faits lors de la construction de i,?)',ﬁ' per-

mettent d'écrire :
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Min {[v-m|[* = |ly-Re'u- 7 - o'

X,G',l.l'
ol : R
( T=-9 y_ M
ol fhu?
- ete vl
(I.14) o = - |y
s ( neuz) My
. t t
o= 1 .._E..E‘_ Y_g.._
\ ( ||u||2)

2
llell
d'oll les égalités (I.8).
Or, toujours en tenant compte de (I.3) :

ClEvel® v
(]

Le minimum de HX-—an est donc le minimum en (0,4) de :

-t =t t_ .o 2 =2, &y 12
Y -xeu-8'u-o"w|l = [I¥l|” +x el |l

, 2
f(6,n) = Min  ||X-M||" .
a’)\,e':u'

Le minimum en (o,),0',u') de ||X—M||2 est obtenu pour (&,\,8',1')

et est égal a :

b2 2
£0,0 = sllo-8)% + rllu-al% + 12 + % 2|j6lf|? - lln’Yel“la _ JlYullz ‘
nell lal

Les équations du maximum de vraisemblance, c'est-i-dire .ici du minimum

de f(6,u) , s'écrivent, compte-tenu des contraintes sur © (é,t M

of _
ae(e’u) - kI ’ kE]R

(1.15) of
—(©O,u) = k'J , k'eRR
apl( M
Pour calculer Z—g , nous utilisons les dérivées partielles suivantes :
o 1 ___28
o6 2 4
16l llell

3 \twall2 t
gll Y0||” = 2Y Yo
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—a-'i=-§5—-——~ (—E-t)e=-2i 6,1 vy L

29 lel®  \fhal)? lol® pel® b

On trouve alors :

1 of - 66
3 3p(0H) = s(6-6) - ( ~———-—-)Yu' :
o el

En particulier :

120 =

dod : k=0,

On calcule de m8me %ﬁ—(e,p) , qui est un vecteur orthogonal a
d , done :

k' =0
et les équations (I.15) deviennent :
1/ 60 |-
(0-9) = ( -————)Yu'-
(1.16) “f“
(p-ﬁ) = _1_( -.‘:‘_l:"_) Yo
luf?
d'od (I.9) ot (I.10), Morthogonalité do & et 0 , {i et u,  résultant
des égalités : '

~t~
té( ~—9—9-) %-% =0, Yiy-o

132
t. ati t t
p( -i‘-“—) g-f=0, YI=o0.
Nl
Remarques.

1) Par construction, a., 5,{1 sont les estimateurs du maximum
de vraisemblance dans le cas "linéaire", c'est-a-dire lorsque les inter-
actions sont nulles (A=0, '=0, u'=0) ; &,1,% , comme fonctions
de (6,u) , sont les solutions des équations du maximum de vraisemblance

pour O et p connus, 6=19 , p=ﬁ.
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Les vecteurs (Bo,uo) définis dans (I.9) représentent ici la per-
turbation subie par la solution (6,) des équations du maximum de vrai-
semblance dans le modéle linéaire (M2=0) , lorsqu'on introduit dans ce
modéle la matrice d'interaction M2

M, = Wtu + 9'tu + Gtu'

2) On peut regarder si les équations se simplifient dans les cas

particuliers suivants :

ler cas : Il n'y a pas action d'un facteur sur l'autre, soit :
=0, u=0.

Dans ce cas :

2 - 20,112
IY-My = IYl™ - X% [hall el

et les équations (I.16) deviennent :

e_§=:§x( _ﬁ_ﬁ)y“

les é‘quations ont été étudiées numériquement par Ward et Dick [11 I, qui

ont considéré des solutions itératives.

2e cas : 1l n'y a pas d'interaction directe en ce sens que : A=0,

La statistique ) définie en (I.14) n'est plus un estimateur, mals nous
I'utilisons ici par commodité d'écriture :
Ivo® _ Jvul?

2 2
llell |

D'oa I'écriture suivante pour les équations (I.9) :

+ 2% || o]/ )1

Ih-n |2 = |v])? -

t
0-9 = +; ( -M)Y(u' -Xw)
o))

t — —
SR R Ty U tY(G'-AO) .
PSP |

g
i
T
I



Dans ces deux cas particuliers, les considérations d'orthogonalité
faites sur B,BO(resp. ﬁ,po) restent bien slr valables, mais aucun autre
résultat n'apparaft simplement, en particulier sur || || (resp. "“o“) . En
effet, les équations du maximum de vraisemblance restent difficiles a étu-

dier ; (on pourra dans un travail ultérieur regarder des solutions itératives

~ 13 -~

dans le 2e cas ou dans le cas général).

4. — CHANGEMENT DE REPERE.

Afin de simplifier les contraintes (I.2), nous allons nous placer

en fait dans les sous-espaces orthogonaux respectivement & I et J

Pour i=r ou i=s

i dont les termes de la premiére ligne sont égaux a —!: .

Nous utiliserons le lemme suivant ([ 2 ], page 111) :

LEMME 1. - Soit X une matrice aléatoire de loi N(M,o
Soient A et B deux matrices telles que le produit AXB

i

, soit C. la matrice orthogonale d'ordre

existe ; alors, en posant :

Z = AXB

la loide Z est:
t, t

2

N(AMB,c“A’A®'BB) .

Appliquons ce lemme avec :

t

A=C_ , B=73
r 8

Puisque, par définition de

la loide Z est N(CrM

t

Cr et Cs,ona:
CtC =1
8 8 8

C,021®l).
8 r s
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Soient B,p',y,y' les vecteurs définis par :

o fs) e =(5)

— 0 ! = 0)
CB“_(Y)’ CH (v' '

Les contraintes (I.2) deviennent :

(=4

t
(L.2") tBB' =yy =0,

A A A

On définit de méme les vecteurs aléatoires é,B',y,y’

"_ 0 A'_ 0
Cre‘(e) %O (e)
A 0 Ay 0
i) e =(3)
D'autre part :
t 1 0...0 0 0...0 -tfo 0...0
CMC =aJrs + 5| )+ r( )
ro s (o o...o) (B 0...0 ,J Yy 0...0

(o o...o)
+

0 P
oil P=kBty+B'ty+Bty'.

De plus, si zij désignent les éléments de Z

~ _ “11
a:
rs
Z
., 1 (%21 ~ 1 ("2
B:—-—: Y:——-.:
Vs \; vrl;
n,1 Z1.n

Comme les variables aléatoires gz sont indépendantes dans leur

ij
ensemble, et de loi respectives N(mij ,02) , &,Q,? sont des statistiques
indépendantes de loi respectives
2 2 2
o g o
Enfin, en posant :
“t“ ‘\to\
_ BB - YY
V, = —— vV, =
1 a2 2 An2
18]l I
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on a
At'\ Ato\
Cree tcr=(°° ,..0) , Cs“”z ‘cs=(--°°°"°)
el o v lal R

et on peut écrire, Z' étant .lg bloc inférieur droit (r-1)(s-1) de la

es
matrice C Y'C  dont la lophh N(P,o°1_ . ®1 )
r s r-1 s-1
ta -
e,
\IBll {vll
: A 'Y
(I'lo) B' - (n _l-vl)z.‘-:—-z—
I
R to) B
Vo=l V) A
&l

Nous considérerons par la suite les vecteurs B,p',y,v',8,8',Y,Y'
et les matrices 2,Z' . On pourra se reporter, a la fin de I'étude, a

ce paragraphe pour faire le lien avec les paramétres de la structure (I1.0).

Remarquons que ce changement de repére ne perturbe pas 1'étude
statistique puisque Cr et Cé sont des matrices connues, c'est-a-dire qui ne

dépendent pas des paramétres inconnus.






CHAPITRE |l

Moments d'ordre | et 2 des estimateurs
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l. — UN LEMME DE CALCUL DE PROBABILITES.

Nous définissons la fonction e:n suivante :
© m

* + - mne X P X
@1 veN" vkER' e (= @-e T s

D'autres expressions de €n et certaines propriétés de ces fonc-

tions sont données dans 1'annexe II.

Nous énongons dans le lemme suivant les résultats dont on a

A

besoin pour calculer les moments d'ordre 1 et 2 des estimateurs i , ’,ﬁ'.

LEMME 1. - Soient X un vecteur aléatoire de loi | N(m,czlln)

et m' un vecteur orthogonal & m . Posons :

2
oo ml® o )?
202 202
1. -  Soit R=Q§l—n-;z ; alors :
Il x|
E® =222 gm? -
®) = 2a——, R) = a(c @-e ,(a) .
2. - Soit R*' = X, m’) alors :
Ix®

E(R') = E(RR') = 0

€ _(a) e (a)
2, _ -2 " n
E@T) = a( 3 n—l)'
3. - Soit V =-}£t—§2 , alors :
Il
E( 1 ) - en-z‘“)
2
X/ o*xm-3)

en+2(a)) t en(a)
———1]m +

. :
E(V) —;-5( n+1
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4, - Soit S = RX~-m , alors :
E@S) = - men(a)

t
gy = [a+2)e () -ne_ +2(a)l—"7‘2—’1‘- + al en+2(a)—en(a)102]1n :

5. - Soit T = R'X-m' , alors :
o [(ept@ '
E(T) = o1 -l)m

t.. £, t
E(TT) = Alm m +A2mm+A3]ln

€ (@) e (a)
ol A = [1— n_ __n+2 J
1 n-1 ntl
_a' | n+2 n
AZ B 2a[n+1 €n+2(a) n-1 en(a)}
2f €p(@) €p42(a)
= g! -
A3 ae ( n-1 n+l
B t
6. - Soit W=ST+TS, alors :

€ _(a) t
EW) = (en 12® -—%_T) (m'm' +m''m) .

Remarque. RX est en fait la projection orthogonale de m sur la
demi-droite portée par X , et de méme R'X est la projection ortho-
gonale de m' sur cette demi-droite. Les vecteurs S et T sont re-

présentés sur le shéma suivant :
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En particulier V,8,T,W ne dépendent que de la direction de X il

est donc possible que l'on puisse démontrer une partie de ce lemme en

utilisant la loi de la direction de X , c'est-a-dire la loi de Von Mises

(cf. [41)), ce qui donnerait peut-8tre une explication directe du rdle cen-

tral que joue la fonction en(x) .

Nous nous bornerons a donner une démonstration élémentaire et

directe de ce lemme, en utilisant les résultats donnés dans les deux

lemmes suivants.

(IL. 2)

(1. 3)

LEMME 2. - Soient U,V,W trois variables aléatoires indépen-
dantes de lois respectives I'a,y,\), T'(b,2), l‘(c,)\)' . Soient

a,B,b trois nombres réels positifs tels que :

a'+tb'-86>0, 00 a'=ata, b'=b+ |,
alors :

E u®vP = Ko~ (VM) g /" [(@'+m) x(a' +b*+m-8)
(U+V) m=0 m! T(a+tm)xD(a"+b'+m) -

atp-6 I'(b')
r'(b) °

De plus, si € est un nombre réel strictement positif tel que :

avec K =)

a'+bh'+c'-6 > 0 , ol ¢ =ct+e ,

alors : .
U("VBWe — wr—(Y/\) 2 (Y/“m F(@@'+m)T(a'tb'+¢'+m- b)

E = Ko 2 m! T(@atm)T(a'+b'+c'+m
(U .}.V.,_W) m:() (a m) (a izc )

atBte-5 T'(L")I(c')
T'®)I(c)-

avec K' =)

Pour simplifier les écritures, posons :

bn(x) = en(x) - en_z(x)
g - en_z(x) en(x)
N, =5 - n-1
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LEMME 3. - Les notations étant celles du lemme 1, on a

aussi :
(—Qi—nlz—) = 2a02(1— en(a))
1) "
. € (a
E(<X ') ) Za'cr2 :_1
IIXH
I|X|l
E(<X m') ) = @6a '2047]n+2(a)
x| \
2 '
E(<X . M) <X m') ) = 2aa'o46n+2(a) .
x|
Si m' désigne un vecteur orthogonal 3 m et m' et
g = Jm?
202
on a :
(x,m"y%(x, mny? 1
E( > ) - = 2a'a"'o n +2(@) -
1] !

La démonstration du lemme 2 est élémentaire et rédigée dans

I'annexe I, § 1.

Le principe de la démonstration du lemme 3 est le sﬁivant (les

calculs figurent dans 1'annexe I, §2).

On considére la décomposition suivante de X

(L4) X = m(1+" “u)

ol 7,(1 suit la loi N(0,1) , ¥ est un vecteur aléatoire gaussien centré,
indépendant de ul et dont la covariance est la forme quadratique unité

du sous-espace orthogonal & m .

On peut alors écrire :

(X,m) = /22 6" (/22 +y,)
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ars) ||x||? = o®(z+2) , Z = (v2a *’ul)z o= ).

Z suit la loi I‘(%.2a,2) et Z' est une variable aléatoire Zindépendante

de Z et de loi I‘(P—;—l,2) .

E(R) se calcule directement a partir de 1'égalité :

W2a+u )
ER) =,2a xE 5 .
(2a+y, )"+ 2!

Le calcul des espérances de la forme :
((X.m>l

B

Il x|
se fait 4 l'aide des formules (I1.5), en utilisant 1'égalité (I1.2) ; on obtient

) ie{2,4) , je(2,4)

alors une formule de la forme :
@ mn
K@e ™ 2 2—Km,n)
m=0 M!
et la décomposition en éléments simples de K(m,n) par rapport 4 m

donne le résultat.

Les espérances des autres variables aléatoires réelles ou vecto-
rielles figurant dans les lemmes 2 et 3 se calculent de méme, a partir

de la décomposition suivante :
o] m'
(I1. 6) X = m(li'-—-)’u to—— Y, t oV
mll/ "1 )] 2

ol U, Uy V" sont des variables aléatoires indépendantes ; "'iul,uz sont
de loi N(0,1) et %' est un vecteur aléatoire gaussien centré dont la
covariance est la forme quadratique unité du sous-espace orthogonal 4 m

e m'.

On a en effet :

L7 (X,m"? = 2ar0ly
IXI? = o(z+y+zn = Pty

od Y suit lalol I(3,2), Z sult la loi T(3-1,2) , les variables
2,Y,7' étant indépendantes ; U et Y sont aussi indépendantes, et
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laloide U est r<5§—1-,2a,2) .

Enfin, les égalités matricielles du lemme 1 se démontrent en dé-
t

composant S'S,TT en somme et produit de variables aléatoires dont on

a calculé les espérances (les calculs sont donnés dans 1'annexe I, §3)

2. — CALCUL DES MOMENTS D'ORDRE | ET 2-.

PROPOSITION 1. - La loi de A conditionnelle & (f,y) est :

ts - 2
N-f_p Y _ O .
(uén2 17112 nénzny*nz)

La loi de E}' conditionnelle & (é,{(\) est :
" 1 -V
Y 2 "r-1 "1
Ty
vl lIvll
La loi de Q' conditionnelle & -(é,{(\) est :
3 Lg_1-V
N((]lsd'vz)tP s .d _;E:LZ_.«&) '
Il 8ll I8l
Démonstration. - On a vu dans le chapitre 1, §4, que les va-

riables é,;,Z' sont indépendantes ; on peut, pour calculer lés lois

conditionnelles, utiliser le lemme 1.4.1. D'od la normalité d‘é ces lois
conditionnelles et leurs valeurs moyennes. |

L'application du méme lemme permet de calculer
tr A

taa 2
(i) = 0" 2o XY . _o
631 17 S 111
ol oz(ic) est la variance de la loi de i conditionnelle a (ﬁ,?) . Et
comme :

t _
@ - vy @~V = nr-l'vl
on peut écrire :
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2 2 g2 Ly
A U Sy L
et de méme :
2 1y = 213_1"’2.
o (y,) =0 an2
181l

ol o(‘é;) » o(%) désignent les variances des lois conditionnelles de
B, Y.
c.q.f.d.

Par analogie avec les notations du lemme 1, introduisons les no-

tations suivantes :.

2 2
a = IBl’s o = 18l

202 202
ligll ‘ I8l
(11.8) . R
= - = - R
S1 Rl g , T1 R'IB B
_ o b t
Wl = Sl’ll +T1 S1 .

On définit de méme b,b',Rz,R;a,SZ,'I“?‘,W2 en remplagant (S,B,B',é) par
(rnY:Y"§) . )

Plus généralement, comme on a toujours supposé qu'il y avait
symétrie entre les deux facteurs, la démonstration de propriétés
relatives aux deux facteurs ne sera exposée que dans le cas du

premier facteur.




PROPOSITION 2. - Les notations étant définies dans (I 8), les

moments d'ordre 1 et 2 des estimateurs sont donnés par :

EQR) = \E(R)E R,)
E@) = - ER)(E(S,) +E(T )
E(Y) = - ER)OE(S,) +E(T,))
(ERY) = °2E(_1"‘) E(—l") A ERHERD) +ERIE®R?) + @R DEERD
L TR

2 2t t
) +ER)QE(S, 8,) FAE(W,) HE(T,'T))

; E@'R) = oz(nr_l-E(vl))E("}”z
B

2 ‘
+E(Ry)E (slts1 )

ata 2
E(YY) - o @, B

2 t
1
\ +E(R]ES,'S)) .

1 2.2 .t t
IY" |2) + E(Rl)()\ E(S2 Sz)fXE(W2)+E(T2 Tz))

]_)_é_n_lgg_ngt_x:a_t_igg. - 1l suffit de réécrire la Proposition 2 avec les
notations (II.8) ; les moments des estimateurs sont égaux aux espérances
des moments de leur loi conditionnelle A (§ ,{(\) . Comme, d'apres le

lemme 1 :
' = ! = ' = ! =
E(Rl) E(RlRl) E(Rz) E(R2R2) 0

et que é et f sont inc{épendants, on a immédiatement les résultats

annoncés.

Plus précisément, pour les moments d'ordre 1

A A A - ' '
EQX|8,y)) AR|R, +R R} +RIR,

E@'|B,y) = - R, (S, +T)) - RYS,

(IL. 9)

Pour les moments d'ordre 2 , on peut écrire :
2 a A A A2 A A A A A 2
o"(A[B.v) = EQ"|®, ) - [EQR|B, v

d'ou, d'aprés la proposition (II.4) et (I.9) :

. 2
aL10) E(R2[B, 7)) =m *(\R,R, *RlR'z*RiRz’z '
il
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De méme :
2
- A.t‘\ A A - _ _9-_ N ] ' t 10
(.11 E@B|E.v) =@ vl)"é"2 +IRy(AS +T))*RYS VIR, (S +T, ) 1RYS | .

COROLLAIRE 3. - Les moments d'ordre 1 et 2 des estima-

teurs proposés s'expriment tous a 'aide des fonctions‘ en défi-

nies en (II.1). En particulier :
€1 @ ob €51 ®

r-2 X s-2
€ () € __(a)
A s8-1 __r-1
B(@) = 221 (xer_l(a)m(l = )a)

E()) = \2a

€:r--l (@)

. es—l(b)
E(y") = 2a o~ (XGB-l(b)Y +(l-— P )Y') .

- e o > s c0n w0 n

aux vecteurs B et y .

3. — ESTIMATEUR SANS BIAIS LINEAIRE.

L'estimateur i étant biaisé, comme on l'a vu dans le paragra-
phe précédent, il est assez naturel de cherchepsi il existe un estimateur

i' de ) , sans biais, linéaire en Y

2 t. = ~
A= EH(O)Yg(Y) .

Ie changement de repére du chapitre I -§4, permet de ramener
cette question A l'existence pour tout (r,s) d'une fonction (fr' gs) de

er_l X IR'S_1 telle que, si on pose :

.' _ t A . -
=t Brze @)

alors :

EQY) = )
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soit, en refaisant le calcul de E(i) » par conditionnement par rapport &
8.9

v = "B(E(B) x PXE(g (V)
ce qui peut encore se mettre sous la forme :

= ! ]
(Ir.12) )J(lx2 + X, Xp + x1x2

on x, = (BEBN.B) .  x, = (E@,(1,Y)

X = (BEE)E) . x, = (EE M.y .

(I .12) devant 8tre vérifiée pour tout (B,B') et tout (y,y') , on peut,
B et vy étant fixés, faire tendre ||g']| et |y'|| vers 0 . Alors x'

1
et x'2 tendront vers 0 , et on doit donc avoir, par passage i la limite
dans (II.12) :

-1 s-1
VEe,y) € RT xR A = AKX X

12

D'oli, comme x1 et x2 sont des quantités indépendantes :

x1=1
x2=1 .

Et en reportant dans (II.12) :

(x) +x5) = 0

d'oli, comme x'1 et x'2 sont des quantités indépendantes :

| B— r =
x1 0, x2 0.

Mais si, pour tout vecteur p' orthogonal 4 B, on a :
LU B ! =
X (E(fr(B),B > =0

cela implique que E(fr(ﬁ)) et B sont colinéaires.

La condition :
X, = <E[fr(B)I,B) =1

montre alors que :
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-~ _ B .
Elf B = —

5 -
I8l

Le méme raisonnement pour gs montre qu'on est ramené a

chercher un estimateur hn sans biais de pour la structure sta-

2
llell
tistique [lRu,(B(an),N(B,c'znn), eellR"-[O]l} . Supposons qu'il existe une

application hn de IRn-[O] dans an qui soit un tel estimateur ; alors,

on doit avoir :
"x-6"2
- 2
20!
(H.13) veo Ean-{O] : —-I-:EJ ht‘.(x)e dx = ———9—2—
@'ely Jrp el
D'aprés le corollaire classique du théoréme de Lebesgue sur la‘
continuité d'une intégrale dépendant d'un parameétre, le premier membre
de 1'égalité (II.13) définit une fonction continue sur R" , et le second

membre n'est pas la restriction a ]Rn-{O} d'une fonction continue.

Donc il n'existe pas de tel estimateur, et nous avons en fait pris

>

ici —-Q-—2~ , ol 6 est un estimateur sans biais de 0 , comme estimateur
el |

de 8_ . Nous n'avons pas regardé si —Ag—z- réalisait le minimum de
el Il

E(h (6)- & )2
2
el






CHAPITRE Il

Approximations sur les lois des estimateurs
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Pour des nombres r et s fixés, nous avons défini des esti-
mateurs des paramétres a,0,u,),0',4' ; nous nous sommes ramenés,
par changement de repére, aux estimateurs correspondants des parameé-
tres o,B,vy,\,B',Y . Pour indiquer que ces paramétres et leurs estima-
teurs dépendent de r et 8 , nous les notons, dans ce paragraphe, avec

des points :

a' )BO,YO,H%,Y%.&G .éo;';o ,i. ’é”pq'e

Le point remplace un indice générique qui est r pour B, , s pour vy,
et (r,s) pour les autres quantités énumérées. Nous mettons de méme un
point aux constantes, vecteurs ou matrices que nous avons introduits dans

le chapitre Il ot qui dépendent de (r,s) .

Dans ce chapitre, nous faisons tendre r et s vers +« dans
I'expression des moments d'ordre 1 et 2 et des fonctions.Caractéris-
tiques des estimateurs e B%,.ve . Plus précisément, nous supposerons

que ;

(III.0O) r et s tendent vers +« en étant équivalents,

c'est-a-dire que nous étudions des propriétés dés lois des estimateurs
A.,ﬁ'.,ﬁ'. lorsque r et 8 sont grands ; mais nous n'introduisons pas

ici de notions de convergence de structures ou d'estimateurs.
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| .~ APPROXIMATION DES MOMENTS D'ORDRE | ET 2.

Nous étudions dans quelles conditions le biais E(i.-)\.) et
I'écart quadratique E[(i.—k.)zl sont petits lorsque r et s sont
grands. Nous cherchons de méme des conditions telles que chaque com-
posante de E(ﬁ' -B%) (resp. E({%-Y'.)) et chaque terme de la matrice
Ef(B’.-B'.)t(g'.—B'.)l (resp. E[(Q'.-y'.)t(f'.-v'.)]) soient petits lorsque r

et s sont grands.

" _

Pour tout r , nous plongeons IRr dans lR]N et nous notons

V.i les composantes d'un vecteur Ve de er (en particulier, V'i
est nul pour tout indice i supérieur & r ). De méme, une matrice M.

d'ordre (r,s) est identifiée i un €élément de IR N de coordonnées

M'(i i) (ou M, i) est nul dés que i>r ou j>s ). Nous définissons
les limites suivantes :
r s o * : _
VVe € R :1limV, =0 ® vielN lim V,, =0
f Ir-+o i
;o li = v(i,j =0 .
vM, em(r,s) 1;me. 0 o v(d,j)eIN*xIN* riil{x:o M.(i’j) 0
8- to

Sous la condition (III. 0), nous faisons pour cette étude les hypo-

théses suivantes :

o lim Bl €RT lim  y.||eR¥
(HO) ®® on n'a pas simultanément :

lim)e =0 , lime'. =0, limfy'. =0 .

Les estimateurs ):. ,é'.,?. étant les estimateurs du maximum de
vraisemblance lorsqu'on prend B, = §. et vy, = ?. » il est naturel de
supposer que lim ||| et lim !ys|| sont non nuls. La deuxidme
partie de (HO) revient & dire que l'interaction des deux facteurs n'est

pas négligeable lorsque r et s sont grands.



Sous ces hypothéses, les nombres a. et b, définis par (Il.8)

tendent vers +o , puisque :

2
_ “30"23 _ “You r
Qe = 2 ’ b‘ - 2
o o
Posons alors :
2
r r o
Xe = o7 = — . €. = lim xe
S N '
2
8 8 O
Yo = oi— T = ——— ¢, = limye .
2 2 2
vl

On peut distinguer quatre cas suivant que' el ou 82 sont nuls ou non,

c'est-2~dire suivant que '“B.“z ou "y.“2 tendent vers V'infini ou non

(sous I'hypothése H 0 )

Enfin, d'aprés (A.I1.10), on peut écrire, pour tout i fixé :

Xo ~ Y.
(ML) e @)~ 3= o ey y(be) ~ 333

A.  Etude des biais.

PROPOSITION 1. - (Hy) étant vérifiée, soit (HI) 1'hypothése :

sl | = anfye]| = v
H supl)u| < to
ViEN  sup|fe | < to, sup| b | < +o

sup|ve;| <+, sup|ys, | < +e

Alors (Hl) est nécessaire et suffisante pour que :
lim E(Xe-)s) =0
lime(é'.— ) =0
lime(f'.-Y'.) =0 .

_____________ €’ . (ae) € _(be)
a r-2 8-2
E(le-2e) = )L.[2a.—7;:§—— X 2be B -1]
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En utilisant (IMO.1) :

- 1 1
Che) ~ ke 1 4
E()\o Ae) A (1+IX. X 1+ye )

De méme, d'aprés le corollaire I1.2.3 et (III.1) :

E(é'g-ﬁ'o) = ZeBe +(Z'o"1)B'c

. €510
ol z, = 2be "‘;:2——)( A.er_l(a.)

Ae X Xe
1+y. 1+Xo
€g-100)

2y = 2b.__S——T— x(l
1

1+y.

Zye ~

€r_1(ao)
) )

2% ~

On a des écritures analogues pour E(?’.—Y’.) et la proposition 1

est une conséquence immédiate de ces formules.

'B. Etude des moments d'ordre 2.

PROPOSITION 2. - Si Hy et (H,) sont vérifiées, et si de

plus on a :
) 1,
(H2) sup ”—B-:ﬂ < to sup M < +tw
r e | S || yell
alors :

lim E(Xe-1e)2 = 0
lim E[(BW-8%)"(Bu-pt)] = 0
Hm EL(Y -y (Y-y)] = 0 .

Cette proposition est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 3. - Les hypothéses (HO) et (Hl) étant vérifiées :

lim E(R.l) limE(R.z) =1
lime(Sal) = lime(S.-Z) =0

Lim E(T, ) = Lim E(T,,) = -1



wele) )

lim E(R.zl) = lim E(R.g) =1.

f
Hm EWs) =0,  limE(W.,) =0

lim E(Ve.) =0 , lim E(Ve) = 0
(IIL 2) g 1 £ 2

e b _ t 3
(I1L. 3) limfl:.(S.1 S'l) =0, lime(S.2 S.z) =0

De plus, si (Hz) est vérifiée :
t t
limf(E(T.l rl‘ol)"B.o B'o) =0

(IIL 4) g
ot t
llmf(E(l‘.z Top) - Vs Y'.) -0 .

Démonstration du lemme 3. - En appliquant le lemme 1I.1.1 &

- " - G > e s 00 A s s s S e e B s e B B0 Bt S W

ﬁ et a § , on a en fonction de en toutes les espérances considérées

dans 1'énoncé du lemme 3.
Ies quatre premieres assertions sont immédiates d'aprés (IM.1).

D'autre part :
ER 2) = aeb0 _(as)
01 L} r“'l [ ]
et d'aprés le corollaire A.11.1.4 :
ERS) =1-8__(a)
1 r-1"°
avec Br-l(a') ~ 2Xo
donc :
(I1.5) lim a.br_l(a.) =1
Enfin, puisque, pour tout 1 fixé :
(II1.6) lim er__i(a.) =0

on a trivialement les égalités (UlI. 2).
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Ecrivons maintenant, d'aprés le lemme 11.1.1 :

1

t
1) = EB.IB. BO + C. n

t
E(S.l S. 1 r-l
avec B.1 = er_l(a.) + €r+1(a') - r6r+1(a°)

o2

Col = _S_ Qe 6r+1(ao)

En remarquant que :

r&rﬂ(a.) = 2Xeab _(a)

r+l
d'aprés (III.5) et (III.6)
lim B.1 = lim C.1 =90

ce qui démontre (III 3).

Enfin, on peut écrire, conformément au lemme I@.1.1 :

t

lt U = - lt [ t
E(Tol Tol"Bo Bo) = (Aol l)BoBo + A025050+ A

Il est évident que :

lim A.]. =1

de plus, comme :

at _ |l
2a, 2"6. "2

D'aprés (Hz), en utilisant (A I1.12) :

lim A.2 =0
lim Ao3 =0.

e S s s o o o e o e e s o

A 2 ~ 2 e 2
E()\o')\o) = E()u ) - 2)\oE()\o) + de .

D'aprés la proposition I1.2.2 :

A 2 2
E(}\o-)\o) = Ae + Ao Be

On a :

c.q.f.d.
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ol Ay = 02E( Al 2) E( Al 2) + E(R.f)E(R'.g) + E(R'.f)E(R.Z)
B A"/ \llvell
2 2
B, = E(Re))E(Rsy) - 2E(Re)E(Rsy) + 1 .
Or :

2
E(RY,) = am () .

D'aprés (A 11.12) :

a‘. a'. = “B'. “2 x 0
% » 2 2 2 °
222 280" ||Ba]l® 2lig. ]l

2

E(R'.‘l?') ~

En utilisant (Hz) :

lim E(R'.f) = lim E(R'.;") =0 .

Donc, finalement :

lim Ae = lim Bs = 0 .

Les autres résultats se démontrent de maniere analogue, en utilisant la

propasition. I11.2. 2 et le lemme 3.

Remarque.
1) L'hypothése (Hz) signifie que 1'influence d'un facteur pris isolé-

ment n'est pas négligeable, pour r et s grands, devant l'influence de
ce facteur sur l'autre. Elle apparaft ici comme hypothése suffisante, mais

on ne sait pas si elle est nécessaire pour que l'on ait (III.4).

2) Les propositions 1 et 2 restent valables si pour tout (r,s) ,
Ae est nul. Dans un tel cas, évidemment, il n'y a pas lieu de considérer

'estimateur ) .

De méme, ces'propositions sont vraies si, pour tout (r,s) , B%

et y's sont nuls. Dans ce cas, seuls les résultats suivants ont un sens :

lim E(i.")\.) =0 N lim E‘(;\o")\o)zl =0 .
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Enfin, ces propositions sont toujours vraies si on se rapproche
d'une seule de ces situations lorsque r et s deviennent grands, c'est-
a-dire si : "

l
(=]

lim ), =

ou lime'. =0, limfy'. =0 .

3) Les hypothéses (Ho), (Hl), (H2) sont vérifiées si par exemple

il existe des nombres m,m',M,M' strictement positifs tels que :

v(r,s) EN*xIN* | vielN® 3“‘ < IB.)._| <M
m' < IB.iI < M

ou encore, par exemple, si
i /i

etc.
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2. — APPROXIMATION GAUSSIENNE DES FONCTIONS
CARACTERISTIQUES DES ESTIMATEURS.

PROPOSITION 1. - Les hypothéses (Ho), (Hl)’ (Hz) étant vérifiées,

si de plus, on a :

e

m-——-—-—-—

(]
o
lim =0
Jr
1) Laloide A, , o0 :
he = Ke(he-o) +2he0

avece :

el

Ke

tend vers N(0,1) .

2) En posant :
B _
i, - Pl

pour tout p fixé, la loi de la projection sur RrP © de

K‘O(é'o" ') (resp. K.O(Q'O"Y'o) tend vers N(O,np) .
®
Pour démontrer cette proposition, nous considérons la ‘fonction
caractéristique §o de la loi de A. conditionnelle a (B.,?.) . On a

alors :
cPA’(t) = L(Vo()) .

Pour le 1), il suffit donc de démontrer que

~t%/2

vt € IR (t) = e

m(l", S)CPA.
et pour cela, on peut, pour tout t , remplacer la suite de variables aléa-
toires Ye(t) par une suite J.m de variables aléatoirves telles que, pour

tout couple (r,s) , Je(t) et W.(t) aient mé8me loi. En effet, dans ce

cas ;



- 42 -

E(Ve ) = E(Ve(t))
9,0 =E(ae) .

v(r, s)

Or, d'aprés la décomposition (II.6),

que (—B-o ,_Y.O ’ E'o)
- o G X
Bo = (1+ — X )B. +
Jsle| ! Vs Ils' s
o o 2
Yo = (1-*-——-——'Y )vb oY
Vrllvel 1 Vel
Z'o = P,,

24.9)

. 3 ] +
L) . L]

oli les suites

X),

(éo,Qo,Z'.) a méme loi

r-1
Z Xle.

i

s-1

Jg% Y fo,

) Za ) sont des suites de variables aléatoi-

n
res définies sur un méme espace probabilisé (Q,q,P) , de lois N, 1)
et telles que, pour tout couple (r,s) , les variables de "Jr sont indé-
pendantes :
% = U X Y z, .
8 o1, el { 1,]1
j=1,...,8~1
et ol ( e B:‘ , ,€e 1) d'une part, ( o Yo ., fo 1)
llgell = llBtll r- lve I Tyt |l l| 1
d'autre part, sont des bases orthonormées respectivement de R" et
r%! .
Posons alors :
A= ____.2 Z, __Y.z Ae = Ko (Lo-Xe) +2)e0
1: ||
et prenons pour W. (t) la fonction caractéristique de la loi de K. condi-
tionnelle & (-B-.,?.)

Nous définissons :

[1Be | lIge l

S.l = ﬁ.lg. = B‘ s

T.l = R'ol—éo - ﬁ:
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et, de méme, a partir de (-;o»Yo»Y'o) les variables aléatoires

ﬁoz » ﬁ'OZ ’ §02 ] rﬁz °

Nous donnons dans la proposition 2 les résultats sur ﬁ'l et R'.1

que nous utiliserons pour la démonstration de la proposition 1.

Nous employons les notations suivantes :

si Vs est un vecteur aléatoire de lRp , b fixé, et Xs une

matrice aléatoire d'ordre (p,q) fixé, nous écrivons :

AeRP Um. V. = A p.s.

M lim Ze = M . 8.
em(p,q) Mg p-8

si et seulement si :
vi € (1,2,...,p) lim V’i = A,‘ p.s.

v(i,j) € [1,plxi1,ql ”’“x’(i,j)=M(1,j) p.s.

PROPOSITION 2. - Les hypothéses de la proposition 1 étant vé-

rifiées :
= 12 - 2

J1L.1)  lim -"-?'—ll— =1, lim M—é =1
lles || llve l

(I.2) lim ii.l =1, lim ﬁ.z =1 p.s.

i

I
a
e
®

2 —
lim|lg. ||" (R -1)
(I11.3) o —
Ly ||"(Re,-1) =

|
'
a
©
w

(IIL4)  lim||g. llzﬁ'.l =0, lim|y|? R,

I
o

°
<]

Démonstration de la proposition 2. - Démontrons d'abord un ré-

G o S e e S G 2 o e e s s e O Mk o D s e e o (e W S

sultat intermédiaire dont nous nous servirons pour démontrer (III.1) et
(I1I1. 3), & savoir :

= 2
(IL6) lml||g. || -||;3.||2 -o®  p.s.
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D'aprés (II. 0) :

=2 18 | 2 r-1
g l1* - e | -207”X + ?Xlz

Par hypothése, la limite de .H.B_'.u est nulle ; donc :

lell

NG)

lim 20 =0,

1

D'aprés la loi forte des grands nombres :
11m—~—- Z X2 =1
1
comme r et s sont équivalents :
r-1
ims » %% - 1
S 1 i
et finalement :
- 12 2 2
Lm(|e||” - lIBe Iy = 0" p.s.

d'ol le résultat (III.5).

Et en particulier :

Be
" "2 —ozlim——-!——- =0 P- s.
“lea] le. |12
D'autre part :
R, el s (—=—x)
Y AT

(III. 2) est donc une conséquence immédiate de (ITII.1). De plu's’i,

2 2
.zﬁ._,=ﬂE:_IL(B, 2_ Be 2).,_ Be I8 oX
O e e U JLJL”E‘ L 1l

1

d'odl, en utilisant (III.1) et (II.5), le résultat (111. 3).

Enfin, on peut écrire :

2= IIB.II Il ||
(II.6)  ||Ba]| R'.1 = x2
B e



- 46 -

eI = o H’ o

et le résultat (III.4) est une conséquence de (III. 1).

Démonstration de la proposition 1. -

- - ot S S B 2o o 0 D > G e B Pe SOe D W e P e e Ty O W e e Y B

1) D'aprés la proposition II.2.1., la loi de -I(. conditionnelle a

(E.,?.) est normale et sa fonction caractéristique i. s'écrit :
itU, ’Lz'z‘ﬁ"
Yo(t) =€ ‘e

ol ﬁ. et ﬁ'. sont la moyenne et la variance de cette loi conditionnelle,

soit ici, d'aprés (I1.9) et (I1.10) :

U

[

Ael K, [RolR'z-l' +20] + K'[R’IR.'2+R.°1R'2]
2
-9
— 2~ 42
lIBe ll“live I
En remarquant que |¥o(t)] s 1 , pour que E(Jo(t)) converge

~t2 .
vers e t°/2 , 11 suffit, d'aprés le théoréme de Lebesgue que :

U = K2

(L7 limU, =0 p.s.

(I.8) limU, =1 p.s.

(1. 8) est une conséquence immédiate de (II.1).

D'autre purt comme ||Be|| et |lye|l sont équivalents;

ool el

d'aprés (II.2) et (I11.4) :

lim K.ﬁ.lﬁ'.z = lim ﬁ.l X an.ﬁ'.z =0

—

lim K.ii'.lﬂ. 0.

2
Ecrivons :
(R91R.2 - 1) = (R.l_ I)Roz + (R.z - 1)

d'aprés (II1.3), comme la suite )\, est boi'née :
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lim x.[K.(ﬁ.l-l)ﬁ.z +5] =0
lim )\, [ K (ﬁ.2-1)+o] =0

ce qui démontre (III.8).

2) Soit p wun entier strictement positif et, pour (r-1)=p ,
notons . la projection de er—1 dans RP et Ar la matrice de .

relativement aux bases canoniques de er_1 et ]Rp . Posons :
e =m K (BL-BU) L X = (K (BlY-B)))

(]1 - g.t-g. ) Z’ tv.
r-1 = ,2/7°%,_ .2
IE lIvell

ol ;

8L

Soit encore :
- - Yo
Xo = AKe@ Vo) Zh L
7.1

Les variables V’l'g’l’il sont obtenues en remplagant (8., ye, Z%)
par (E.,;.,E'.) dans V'1’S'1’T'

1 ‘

D'aprés la proposition II.2.1, appliquée pour (E.,;. ,E'.) , la
loi de X conditionnelle a (E.,;.) est de loi N(ﬁ.,U’.) , avec, d'apreés
la proposition 2.2.1 et (IL.11) : '

Ue = ArK.l-ﬁ.z(x.'é.lVf.l)-ﬁzzg.l—s'.l

_ 2
U, = o2 Ko, (n

=t
— 2% r-1’V'1) Ar
llve |l

et admet la fonction caractéristique :
— t —

- i{t,Us)-tU't

teRP o) = @HE Vo) UL,

D'aprés le théoréme de Lebesgue, comme W.(t)l <1, pour que t:pi (t)
X J

~ -|le)|2/2
conve rge vers e

, il suffit que :
WL 9) weR’: Lim¢t,Te) =0 p.s.

2
(IIL. 10) lim %0yt = ﬂ%”—
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Mais ﬁ. peut se mettre sous la forme :

Us = A Kol - (AeRay+ Ry )Se, - RoyRly B +8% (Roy-1)]

D'apres (111.4) :

_ 2 _
lim||p' “K.R'.l = lim _||..—B..'°_"_ H_B.L"_ Ry =0 p. 8.
el °
donce :
lim Keﬁozﬁ..l<Ar-B-'. ’ t) = ¢ p.s.

D'aprés (II1.3) :
lHm K.(ﬁ.z-l) =0 p. 8.
et comme, d'aprés Hl , pour tout 1
sup[B'il < tw
en remarquant gue :
P 2
suplja, 4| = sup(2 %) < v
1
on en déduit :

lm Ke(Re, -1)(A B ,t) = 0 p.s.
2 r

Enfin, écrivons :

ArKoSol = RolKo Al‘( Be~Be) + Ko (R.l - I)Arao .

Comme pour tout i , la suite Bi est bornée, d'aprés (III.3'):
lim Ko (R, -1)A Bo = 0 p.s

_ 2 2
et comme Ar(Be“Bo) suit la loi N(ﬂ, nﬁ’;“—-lp) , et que '—'%—"— tenq

vers 0

limf R.IKQAI‘( BQ "ﬁ.) =0

ce qui achéve de démontrer (III.9).

En remarquant maintenant que :
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- -
(A Be) (A Be)

t =t
= , AV =
Ar]lr--l Ar np r ‘1 Ar B ”2
[ ]
on peut écrire :
2_2
ttﬁ'.t = E.l(;_.

2 _, AP tz]
- ,t)
(Ao S A e

d'aprés(Ill.1), comme ||B.|| et |lye|| sont équivalents :

2
lim 02 F’z =1 p.s.
”Yon ‘
de plus : _
lla 8l
lim —— < lim LIS p.s.

ce qui démontre (III.10).

Mais comme )—(. et x. ont méme loi :

p
teR — (t) = t
Vte CPX.() ?y,

d'ol :

2
lime (t) = e""tIl /2
e

ce qui montre que la loi de ¥, tend vers N(O,]lp) .

Remarque.
1) La proposition 1 montre que NAe converge en loi vers une

variable aléatoire de loi N(0,1) , ce qui peut permettre de ébnstruire

des intervalles de confiance approchés de i .

De méme, Ye converge en loi vers une variable aléatoire de
loi N(O,]lp) , d'ol des intervalles de confiance pour é"l”"’é'°p , et
ceci pour tout pe .

2) Le terme 2)\,0 dans l'expression de Mo est di a ce que

I'on n'a pas E(i.) = Ao , mais seulement lim E(i.-x.) =0.

3) Dans cette proposition, 1'hypothése (Hz)’ a savoir :
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sup !.—-'B" “ < tw , su "Y.° < to

lIBe |l lIve |l

est utilisée, en association avec (H uniquement pour démontrer (1. 4)

)s
3
et comme on le voit sur l'expression (IIl.6), elle pourrait étre remplacée

dans cette proposition par :

IEA flye ||
H' ) lim —=+ =0, Hm —2 =0 .
"y 7 Jr

Donc la proposition III.1.2 sera vérifiée en remplagant (H2) par (H'z) U (Ha).

On avait vu (voir la remarque 2 la fin du paragraphe 1 de ce cha-
pitre) que (H2) était une condition suffisante dont on ne savait pas si elle

était nécessaire pour démontrer la proposition IlI.1.2. 11 en est de méme
' .
pour (HZ) u (Ha).

Mais (H_) n'implique pas (H'2)U(H3) ; il suffit pour le voir de

o)
prendre par exemple :

lIBell~ Nvell ~ 8% N ~ llvell ~ .

De méme (H'z) u (Ha) n'implique pas (HZ) , comme on le voit

en supposant que :
1 i

1B | ~ sl ~ flvall ~ =3 .

Done (Hz) d'une part, (Hfz) U (Hs) d'autre part, soit des hypo-
théses qui, associées a (Ho) et (Hl), sont suffisantes pour la éroposition
Im.1.2. :

4) Iles hypothéses de la proposition 1 sont vérifiées par exemple
sl

i1/2 i1/3

Bey ~ 371 Yoy ~ ~3771
1 3/4 i 3/

ou encore si il existe des nombres strictement positifs m,m',M,M' tels

que :
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V(I', S) € ]N*X ]N* s
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vie N

m M
<
log r B'i log r
m . M
logs = Yo log s



CHAPITRE IV

Problémes du comportement asymptotique
des estimateurs d'interaction
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| . — Dans le chapitre III, nous avons étudié des propriétés-des lois
de i..ﬁ'..;f'. lorsque r et s étaient grands. Mais nous n'avons pas,
lors de cette étude, défini une suite d'expériences, c'est-a-dire une suite

de matrices (M (r,s))rél\l* telles que :

sEIN* ‘
%
v(r,s) € N¥x IN* MrBE Zr,s
(o Er L défini au chapitre I, §1)
et une suite d'observations X correspondantes.

(r,s)

En particulier, les suites Bo,He,ls,B',u's n'étaient pas définies

a partir d'une telle suite ( )relN* » et nous n'avons rien supposé sur

M(r,s)
s€
leurs limites et leurs liens éventuels.

2. — Dans de nombreux problémes d'estimation, cf. ([12)) on part d'un
échantillon empirique pour estimer un ou plusieurs parameétres.  La notion
de consistance et de convergence des estimateurs lorsque la taille de

I'échantillon tend vers +« est classique.

On aurait pu, dans notre problédme, pour r et s flké, prendre
un échantillon empirique de la structure statistique étudiée, mais ce n'est
pas l'objet de ce travail, o, au contraire, on fait tendre r et s vers
I'infini, en disposant pour tout couple (r,s) d'un plan factoriel complet,
sans répétitions, c'est-a-dire d'une matrice d'observations x(r,s) I |
est alors naturel de considérer une suite d'expériences o l'on "garde"
les observations faites a chaque étape, c'est-a-dire une suite de matrices
d'observations X telles que '

(r,s) X(zv+1 ,8+1)
une (r+l)-éme ligne et une (s+l)-&me colonne 4 X

soit obtenue en ajoutant

(r,s) ’
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La matrice des observations, X(r 5 ° est la réalisation d'une

variable aléatoire de loi N(l\% ,0 I ®11 ) ; pour faire une telle suite
r, 8) r s ;

d'expériences, il faut pouvoir considérer une suite de matrices M (r, 5)

qu'on appellera matrices de paramétres, telles que :

(Iv.1) v(r,s) M s € Zr’s

(Iv.2) Mr 1,84 est obtenqe en bordant Mr,s par une ligne et une

colonne.

3. — Nous démontrons dans l'annexe III, l'existence de suites

M r s)) (r, 8)EIN*XIN¥ vérifiant (IV.1) et (IV.2). A partir d'une telle suite

(M(r s)) on peut définir les suites de paramétres as,Bs,ids,)\e, 0%,
par :

t t t t t
(IV. 3) Mr 8 = a.lr IS + 0o IS + Ir He + e G.tu. + 6% MHe + 0 }J'.

av.9) ey ='re. =fren =0, fuu, - "y = Ly =0
ol Ir (resp. IS) désigne le vecteur de IRr (resp. ]Rs) donf toutes les

composantes sont égales a 1 .

Remarquons que ces suites sont parfaitement définies;; les condi-
tions (IV.4) entrafnant 1'unicité des paramétres (2o, B0,e ke, B%,u'%)
vérifiant (IV.3).

On peut alors définir par les formules (I.4), (I.5), (I.6) des
estimateurs ao, fo,0e,%e, 8%, de ces paramétres. Mais, les matrices
M étant emboitées, le terme d'indice (i,j) de M ne dépend
pas de (r,s) , pourvu que r=2i et s=i . Nous le noterons m d .

Posons, pour (i,j) fixé :
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@V.5) V(r,s) eN*xIN* , r=21i, g2}

ﬁli;] = ae + é.i +. ﬁ‘j 1'1.9.1{1‘.‘ 4+ é'.ltl.j + é.iﬁ'.j

C'est-a-dire que pour tout couple (i,j) de IN*x N¥ , On a une
@,

suite m, d'estimateurs du méme parameétre rmi’j . Remarquons que

l'on a ici une suite d'estimateurs construits non a partir d'un _échantillon

emgh‘ique dont la taille augmente, mais A partir d'un plan factoriel d'ordre

2 dont les dimensions augmentent.

On peut se poser, comme précédemment, les pmbléxﬁes d'approxi-

mations suivants, pour tout couple (i,j) fixé :

a) a-t-on :

(V. 6) lim Enbd) = mi

lim E[(ffli’j-mi’j)zl =0 ;

(IV.7) b) existe-t-il une suite K. de constantes telles que la loi de
K r?li.’j-mi’j) tende vers N(0,1) ? '

4. — UN EXEMPLE.

Nous savons (Proposition A.IILI.1, 10) qu'il existe des suites

(r.8) vérifiant (IV.1) et (IV.2) telles que :

v(r,s) 6% =0, uy =0.

Posons, lorsque r est supérieur & 1 et s a j

=~ t At ta el !

M‘ = a.lr IS + eg IB + Ir He + X.B. He

en faisant le changement de repére du chapitre I, §4, on voit pour que
E(ﬁl.i’j) ait pour limite m%d) , il faut et il suffit que :

(IV.8) umf(E(ﬁ.)-p.) =0
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\ ¢ t t
ol Pe = )eBe Yo * Be Y + B Yo

A A A ta At»\ Ata\
p. =)\oBoto + Be Yo + B Yo .

On montre facilement, en conditionnant Par rapport a (é.,{(‘.) ,
que :

A A t ~ ~ t PN N t A
E®,) = KE(ROIBO) E(RozYo) + E(R'OIBO) E(RQZ'YQ) + E(RoIB.) E(R'ozYc)
PN t A
i, E(xs.1+T.1)tE<R.2y.) - E(S) E®RLyT)

A t ' ~ t
- E(R.IB.) E()\Soz“‘Toz) - E(ROIB.) E(SOZ) .

Or, toutes les espérances figurant dans le membre de droite de

(IV.8) sont calculées dans le lemme O.1.¢, car :

A _ ' A - '
RoBo =8, + 8, Ry Be =T + 8%
R.2§. = Sy *+ Y R'.z?. =To, + Y4 .

En utilisant le lemme II.1.3, on montre aisément (IV.8). Comme
les matrices G'r et CS définies au chapitre I, §4, sont indépendantes

de Mr g cela démontre la Proposition suivante :

PROPOSITION 2. - Les hypothéses (HO) et (Hl) définies dans la

Proposition 2.1.1 étant vérifiées, l'espérance de ﬁl.'l’J tend vers

i.
m. ,] 3

Commentaire. - Etant donné la proposition A.I. 1, 1a proposi-
tion 2 n'a de sens que si 1'hypothése (KO) de la proposition A.Ill.1,
d'une part,(Ho) et (Hl) d'autre part sont compatibles, c'est-a-dire si il
existe des suites (B) et (C) vérifiant (Ko) telles que les suites

Be,lle, e définies par (IV.3) et (IV.4) vérifient (HO) et (Hl). Or, pour
cela, il suffit par exemple que :

] ] . L '

H(ml,ml) m1>0, m1>0, Vi €N mlsbism1

] ] ]
H(mz,mz) m, >0, mh, >0, vjeIN* mzscj Smj .
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5. — Les méthodes et résultats des chapitres II et III doivent nous per-
mettrent, dans un travail ultérieur, de répondre plus complétement aux

problémes d'approximations posés dans (IV.6) et (IV.17).
Mais on peut aussi envisager des problémes de convergence.

Pour cela, considérons la définition suivante d'estimateurs presque

shrement convergents, donnée dans [3], et qui précise la notion usuelle.

DEFINITION. - Soit (Q,0,P) une structure statistique fondamen-

tale et (Sn)n cN* Une suite de statistiques & valeurs respective-

ment_dans (:zn,an) « Soit f une application de ¢ dans ]Rk ,
k fixé. 06=f(P) est le paramétre a estimer.

Notons () la famille des lois Psn de 8 . Supposons_que

av.9) wvneN Fg : @ —r* , VPe@ gn(Psn) =fP) =6 .

Soit (Xn)n une suite d'estimateurs de 6 définis respective-

ment sur (xn,an,Pn) ; on _dit que la suite (Xn) est presque slre-

ment convergente si, pour tout P dans @ , la suite (Xn) vérifie °

X (S)—0=£P) p.s.

On dira aussi, lorsque (IV.9) est vérifiée, que (Xn)eét une suite
d'estimateurs asymptotiquement sans biais si, pour tout P dans ¢ ,

I'espérance EPS (Xn) de Xn par rapport a PS' converge,"_'lorsque n
n n :

tend vers +« , vers f(P) .

Cette définition s'applique au probléme considéré :

Soit A l'ensemble des suites de matrices vérifiant (IV.1) et

(Iv.2) et A I'ensemble des termes d'indice (r,s) de ces suites.

(r, s)

Identifions M (r, ) avec erx RS . La condition (IV.2) montre

gue 81 7 = (M - s))(r 8) EIN* IN* est un élément de A , le systéme
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2 . . .
(7/1(1, S)’(BWI(I, s)’N(M(r,s)’c ]1r®lls)) est un systéme projectif. Soit
(2,0,P) la limite projective ; plus précisément :

Q=1R]NXIR]N, (Z=®(Bm
8)

En faisant la m&me construction pour tout élément de A , on
obtient une structure statistique (Q,a,P) telle que l'image de cette struc-

ture par la projection canonique 1 de Q dans 7 est la struc-

r,s (r,s)
ture 3?)2(1_,3),037”(1‘ S),P(r’s)i ol :

) 2
P s = (N(M(r, g0 1,81 ) M A(r’s)) .

Soit f 1'application de © dans R qui 4 un élément P de ¢
fait correspondre le terme d'indice (i,j) de la suite 7 € A qui définit

P . Pour tout r =i, pour tout s > j , soit f I'application qui a

(r,s)

P(r 5) € P(r 5) fait correspondre le terme d'indice (i,j) de la moyenne
’
de P( s On a trivialement :

v(r,s) rzi , sxj = f(P) = m(i’j) .

L, s)(P(r, s))

el _ = (L)
)

timateurs de m( 1) dont la proposition 2 montre qu'ils sont asymptoti-

La suite mg définie dans (IV.5) est une suite d'es-

quement sans biais.

La. question (IV.7) peut, avec une définition évidente, étre vue

sous l'angle de normalité asymptotique.

On peut également envisager ce type de questions en remplacant

(i,j) par un sous-ensemble fini de IN xIN .

On peut aussi, conformément i la définition donnée ci-dessus, se

(L)

demander si la suite m( 1) est une suite d'estimateurs de m

(r,s)
presque slrement convergente, c'est- a-dire si, pour tout P dans P,
a0
(r,s)
niveau, faire intervenir des arguments différents de ceux que nous avons

~

(rr r s)) converge presque sGrement vers m( 1) . Il faudra a ce
)

employés ici, et le probléme est sans doute plus difficile encore.
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Démonstration des lemmes iy M2, 1.3,
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DEMONSTRATION DU LEMME 11.1.2 :

1, -
Rappelons que la densité de V est :
X
fv(x) _ a1 o Axa-l
A T(a)
et que la loi I'(a,y,\) est définie par :
Y
-~ m
I'(a,y,A) = e > (/A) [(a+m,)) .
m=0 m!

Yes variables U et V étant indépendantes :

a. B ® m
U™y -5 A (v/\) e "x
E = (xty) x[e 2 :
((U+V)6) J;R+xn+ m=0 ™! xaml“(a*m)

-X g
A _a'+tm-1 ]

b

] dxdy
A T'(b)

d'on, d'aprés le théoréme de Lebesgue :

-X
A TN W 1
E 8] Z e mi X atbtm XL
(U+V) m=0 \ T@mrp ™
_ Xty xa°+m—1 b*-1
ol : I = e hA x Y dxdy .
m + + b
R xR (xty)
En faisant le changement de variable
X
= - . v =X+
u v y
] .
Im peut s'écrire :
ﬂ - G-Y-
_ atrm-l )_a'+b'+m-1-5
v dv .

I = T dux| e
m Rt (1+u)a +b'+m Rt

les intégrales Im sont définies pour tout m deés que I0 est
définie, d'od 1'hypothése :

a'+bh'-56 > 0

et on a alors :
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_T@*rm)I@®')  a'+b'+m-b

In = T(a'+b'+m)

T'@' +b'+m-b5)

ce qui démontre (II.2).

D'autre part, en posant :
- - Y
Z=V+W, T = W
on peut écrire :

OB € a,Bte. B
E(U vPw 6) =E( U Za TB+€) .
(U+V+W) (U+2Z) (1+T)

Or, on sait (J.R. Barra [ 1], page 90 ) que Z et T sont indépendants
et de lois respectives I (b+c,\) et B(b,c) . En particulier, U,Z,T sont
indépendants et :

U+v+w)° @+ \ u+z)®
Un calcul élémentaire montre que :

E( r? ) _ Thto)  TEIC(E)
(

= X
1im)P*e)  TOT(e) " TE'+)
UO.ZB+6: :
Enfin, E % se calcule par (II.2) en remplacant b par b+c
(U+2)

et B par B+e , d'od le résultat (I 3).

2. - CALCUL DES ESPERANCES DES VARIABLES ALEATOIRES
REELLES DEFINIES DANS LES LEMMES II.1.1 ET IL.1.3 :

A) Calcul de E(-Q{-l-n—l?-)

2
bl
D'aprés (IL.5), il suffit de calculer, pour o = %-i



_ /a2
[ﬂ.«i@_&.*xJ

p(a) = E( “/E‘;“Jl ) = 1 a 2 P
' WZ+U1)2+Z' 2% T() x/2 “RxR*
uv® !
X —3 dudv .
u ty
Or : — 9
u-+2a) _ _9_2_ % i
o 2 =e_ae 2 32:") (2a) u
i=0 1t
d'old ;
i
-a 2
= (2
Pl@) = a — ;;0( :!) Jl
2 T2 ¥~
avec : 2.
i IR S
2 240 'y
J, = { .8 —5—— dudv
RxIR u +y
en particulier :
VpEN , sz =0,
et en faisant le changement de variable u2 =z
. _,Q 3/2_. 3 yYP
vwpeN | szﬂ = 2 T(w2 I'(3) XE(Y+Z')

od Y est indépendant do Z' et de loi I'(3,2) . Soit, d'aprés(IL1):

3
N(3+P)  Tap+y

3y 2“r(a)23/2r(-g) x 2Pt - =
P () TlatpH+3)
2 2
Finalement :
1 .
3/2..3 e 3 1
a2 / N(z) e (23)" 2 o TGte Tetpry)
P@) = e " x——— L ooy X 2 3 3
V2 p=0 ;)  Tlap+s)

Mais on sait que :

VKER , [(xt) = x[(x) |, 1‘(%) =

23/2“%)

J2

d'ol : 1



- 64 -

3 3 3 3 3
I(5+p) = 3% +1). .. x (3 *P-DI(3)

Ix5x...x2p+1 _ 3
= P ;) -
2p

Donc :

°° P
_ (2a) 3x5x...x2pH 1
() = 2ae 2o @ KT 1
(otp+z)

3X5x...x 2p+1 _ 1
2p+1
@p+)! ooy

et :
¥ 1
p(a) = A/——a e p=0 -I')-!- __2p+.n

(a)

P(a) =+2a

B) e Calcul de E( 1 ) .
1|2

D'aprés (II.5) et (II.2) :
-a o m

E(‘l )LE( 1 )ze 2 2 Km,n)
o

]
' +m-1)
K(@m,n) = 2 2
, +
I“(P-+m) 2m +n -2
2
(X, m)?
e Calcul de E(——-“—;—) . D'aprés (IL.5) et (IL2) :
Il
o m
<X m) ) = 2a02E(—-?~—') = 2a02e‘aZ) a——K(m,n)

3 n
I'(z +m) I'(z+m)
K(m,n) = 2 « 2 _ 1+2m -1 - n-1

F('§+m) r(g +m+l) n+2m n+2m
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(X m)2
e Calcul de E(——-—’-—-——-) . D'aprés (II.5) et (II.2) :
E— , 4
Il
(X m)2 Z
E ---"*——Z-—- = 2ak 5
1l (Z+2')
® m
=pa 8y, 8_
=ae L m‘K(m.n)
l‘(g-fm) I‘(Q*Ei+m—2)
2 2 2
K@m,n) = —7 3 n-1
Herm TGy vm
__ 2m+1 _1|n1 n-3
@Em+n)(2m+n-2) 2[2m+n 2m+n-2 |
(X,my*
e Calcul de E(——i—z—) . D'aprés (I11.5) et (II.2) :
. x|
2 o M
X -
E(—g—-—’—l-%)—) = 4a204E(——g—-——2) = 4a2cr4e aZ %K(m,n)
I (Z+2') 0

Pz+m+2)  Tm+y)
K(@m,n) = X n .
F(§ +m) I‘(m'l*fé +2)

(X, m')2
1|2

2 ,
(X,m') P ) ¢
E(W) = 2a'o D(*U"‘Y)

m 1"('3- +m)

C) e Calcul de E( ) . D'aprés (I.7) et (II.2) :

Y 1 -a a
E(......_) = —-—g z;

+

U+y 2 0 ml I,(121+ +1)

(X,m")”
e Calcul de Ej-———] . D'aprés (II.7) et (I1.2) :

. Iy
E(-——-——-——<x'm;>) =2a'E( Y )
(B U+y)?

Y e 8 =M
I:.( 2) = 2 —K(m,n)
(U+Y) o m
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n
I‘(2 +m-1) 4

- (2m+n)(2m+n-2)

I

K(m,n) n
F(E +m+1)

otz -]
2m+n-2 2m+n] °

(X,m)*
e Calcul de E(—-—l—l—nz—) . D'aprés (II.7) et (II.2) :
11l
4 2
11X (U+Y)
w2 © m
_3a'c” -asa
- 2 € % m! K(msn)
R em 1
Km,n) = —— =4( 1 __ )
1“(§+m+2) 2m+n 2m+n+2

D'aprés (II.7) et (I1.3) :

2 "2
E(<X,m> (X,m') ) - 4aa,04E(___§g___2_)

||X||4 (Z+Y+2")
o _In
E(~——£¥~—2) =302 K,
(Z+Y+2Z') 0

D+ +1)T(3 +m)
K(m,n) =

r(m+-§)r('—; +m +2)

_ 2(2m+1) ___nt#l __n-1
(2m+n+2)(2m+n) 2m+n+2  2m+n

Enfin, on peut écrire, d'aprés r.7) :

1) 2 n 2 ryn v
E(<X’m> (4X,m 2 ) = 4a'a"o4E(~————-—YY 2)
|1l (U+Y'+Y")

oi U,Y' Y" sont indépendantes, Y' et Y" étant de loi I‘(%,Z).
D'aprés (II. 3) :

E("'——““Y'Yn 2) =(3)%™* % & Km,n)
(U+Y'+Y"y 0
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I +m)
K(mn)=-——-———-——-=2[ 1 "3 1 ]
» +n+
I‘(g+m+2) 2m+n mt+n+2
3. - CAICUL DES ESPERANCES DES VECTEURS ET DES MATRICES

ALEATOIRES DU LEMME IL.1.1.

A) Ecrivons la décomposition (II.4) sous la forme :
(M.4") X = (X,m)——— +09 ,
2
{lm|]
d'ol : 2
x| | lixil
(X,m)?
1e lemme II.1.3 donne la valeur de E ""'":"‘"‘g"' . D'autre part :
x|
E(M.z)-x 0) = o .
Il
D'od la valeur de E(S) .
D'autre parxt :
(X m)2 mtm 2 0t0
E(V) = E : 5 4+0‘E-———§).
X" 7 ffml| 1N
Ecrivons, en désignant par (el’""en-l) une base orthonorlnée de m'

n-1
S = Zl) (X,eai)e1 .
Dong :

(X,0)(X,0,)
E( 1 2 ) ) =0.
X1

En appliquant le lemme 1I.1.3 successivement pour m' = e

. ((X.ei>2)= e, @
Ix® / "
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Et finalement :
0tz9 _ en(a) ! mtm
E 2] = a1\ 2
1|l [|ml|

€ (a) € (a)
(l-e(a)—n )mtm+ 21
n n-1 n

E(V) =

1
2
2a0

En utilisant la formule de récurrence (A.2.4) de l'annexe 2 :

€ . .(a) € (a)
_ 1] n+2 t n
E(V) —;5( il )mm + o1 lln .

B) Par définition de S , en utilisant (IL.4') :

E@'s) - ERZXX) - E@%'m - mE®'X) + mPm

2yt
- ER2%x) - 213(<X’m> ) mm ., otm

11 / ffm® .,
4\ t -1 ({X,m) (X,e.)
E®RZK'X) = E(<X’m4> )mn; -5 E( = )etiei
X" 7 || 1 1|

d'ol, par application du lemme I1.1.3, le résultat sur E(StS) .

Ecrivons la décomposition (II. 6), sous la forme :
m'
o2

m

(M.6) X = (X,m)——
||m]|

+ W

+(X,m')

”::" ’ ”x:” ’ fl""’fn-z désignant une base orthonormée de an , on

pourra écrire :
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n-2

W= ‘IE (x,fjn’j .

La valeur de E(T) se calcule A partir de :

] 2 ]
E(R'X) = E(<X’m2> ) m 5
)™ 7 flme|

Le calcul doe E(T'T) se fait & partir do :

2 0 2 ¢ ' 4 ut ?

E(R‘zx‘m - E((X,m) (4X.m ) ) m n; N E((X,m4) )m m4
et il g

n-2 ((X,m')(X,f, )2 .

+ 2 E( 1 ] )ff

|| 3

1
ol on pourra utiliser le lemme I.1.3 pour m" = fj » 1=1,2,...,n-2 .
De méme, pour calculer E(W) , il suffit maintenant d'exprimer :

E(RR'XtX) =E ((X,m)2< X,m' )2\(m'tm +mtmv)

it o
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Etude des fonctions ¢ .
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1. - ETUDE MATHEMATIQUE.

DEFINITION. - Pour tout réel positif x et tout entier n stric-

tement positif, on pose :

e ) = m-le* T ﬂx——l#-—-
n o m=0 m! " 2m+n °

PROPOSITION 1. - les fonctions en vérifient :

(AILL1) wvn=22 Hm en(x) =0

X— t+ o
(Al.2) wvnelN* vxeRY 0x e, (x) < %—‘l
} * +
(AIL.3) vneN VXER en(x) s enﬂ(x)
: 2xe  _(x) ne_ (x)
+ n+2 -q __nN
(AILL.4) vn€N*  vxeR - ! T

Démonstration. - En écrivant :

- —— e e o o s o S 2o S

1 < 1
2min 2(m+1)

on a :
1 -x +x n-1

n— -~
en(x) s ox e (e -1) s 2%

D'od 1& résultat (A.I1.1).

Le résultat (AIL2) s'obtient directement a partir de la majoration :
1 1

2m+n n

D'autre part, I'application :

z-1
2m+z

fm(z) =

étant croissante pour tout m positif, cela démontre (AIL 3).

De plus :
» Xt 1, R x"
m=0 M!(2m+n) n =1 (M-1)imx(2m+n)
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Or
1 11 __2
m(2m+n) nim 2m+n
D'ou :
en(X) = —1- + l e+x_1) - .g)_( % __.__)inl—__ e—x
n-1 n n( n -0 m!2m+n+2) X
-
" n n@+) n2"

Ce qui démontre (A~I[.4).'

LEMME 2. - Une expression intégrale de en est :
n
_n-1, -xu 5"1
(ALL5) e (x) = == joe (1-u)* du .

Le développement en série entiére des fonctions en est donné

par :
n-1 & (-x)k n
(A1L. 6) en(x) = —§'~k§0 il B(k+1,§

ol B(p,q) est la fonction de Bessel de paramétre p e q .

Iorsque n ou x , ou les deux tendent vers +w

(ALLT) € (x) ~ n’lll
2(xt+t=-1)
et de plus :
vn>0 vx>0 € (x) < n-1
n n
2(x+3-1)

l_)?_n_u_)_gg@_x_‘_gt}gg. - En dérivant la fonction en et en utilisant

(AIl.4), on montre aisément qu'elle satisfait a 1'équation différentielle

linéaire suivante :
(AIL8) vx>0  xy'(x) + (g+x)y(x) =n-1.

La solution générale de 1'équation différentielle sans second membre asso-

ciée 4 (AIL.8) est :
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La méthode de variation des constantes donne 1'équation différentielle

suivante :
n
n-1 5 -1

k'(x) = 2 *x2

La solution générale de (A.Il.8) est donnée sur R+ par :

n n
1 "9 -x[ X -1
(AIL.9) y(x) = 942-!-)( 2e x[j‘ ett2 dt+k] .
0

Mais on vérifie aisément que :
im e (x) = 21,
x-0 0 o

Donc en(x) est de la forme (AIL.9) pour k=0, ce qui s'écrit encore :

n
n_,
_n-1 X -(x-t) t 2
€ () = 5= Ioe ()" at

Le résultat (AII.5) s'en déduit par le changement de variable u ='—§—‘01

Le résultat (A.IL.6) se démontre en développant e ° en série entidre,
puis, par application du théoréme de Fatou-Iebesgue, en intervertissant
les signes [ et 2 . :

Pour arriver & (A.IL.7), il faut démontrer que :

x>0, nelN, lim J = 4
(xtn)-+o WX
n
_ n 1 -xu z-1
ol Jn,x = (x+-§-1)joe (1-u)® du .
Posons :
n’ =fg~ -1, v = {(xtn')u
" alors :
Jn,x =f f(n,x)(u)du ]
_ “xr Y u \M
avec : fn,x(u) = llo,x-rn'l (u)e x( -m) .

En faisant un développement limité de (1 - )?%7)
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'
w1 )]
fn,x(u) - 11[0,x+n'](u)e ©
n'u u
-1 w “xrrdGamr)
~ M0, x+n') We “e ’
D'ol :
vn >0 lim f W = e .
m+x)-+eo WX
D'autre part :

-u
V(n,x) € NxIR |fn’x(u)| <e

Alors, d'aprés le théoréme de Lebesgue :
[o]
lim J =J' e-xdu=1 .
n+x)-+eo MX 0

c.q.f.d.

Remarque. Nous utiliserons dans le chapitre III,
AIL10) € (x) (nﬂ:);w ;;{1“1!:
2x

mais les calculs numériques donnés a la fin de cette annexe sbnt faits a -
partir de (A.IL. 7)car 1'équivalent de € pProposé est numériquement meil-
leur.

Le résultat (A.II. 6) permet de faire un lien entre les f()nctions €,
et les fonctions de Bessel... et de voir en particulier qu'il est plus simple

de démontrer les propriétés dont on a besoin ici directement ,;;plutﬁt que

d'essayer de le faire a partir de propriétés voisines des fonctions de Bessel.

COROLLAIRE 3. - Si on pose :
® - en_2 (x) en(x)
T‘ n-3

n-1

1
(AIL11) 1 (x) ~ ——

M4+ 2(xiz)
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(A.1IL.5) :

= 1 xu
Npyeg® = 2[ e (1-u)° wudu .

Une démonstration analogue a celle de la formule (A.IL.7) permet

d'écrire :
n 2.1 -x -1 P -V
(x+—2——1) J' e (1-u) udu -————-——»J' ve dv .
0 (n+x)-¢+ao 0 )

=

D'ol le résultat.

Nous donnons maintenant un corollaire ol figurent des trésultats

complémentaires dont nous avons besoin dans le chapitre III.

COROLLAIRE 4. - Posons :

6n(x) = en(x) - en_z(x)
B n n-2
Ba®) = x5 * 55D S * 3aog) Sn-2®
2nen(x)
Y, = —/—— -8 (.
Alors :

x6n+2(x) =1 - Bn(x) .

De plus : ‘
(AILLZ) n-ve, 220 = @~z o M~ ;)1? . B~
A.1L13) n-+w :—‘( ~0 = yn(x)ff:—z- .

Démonstration. - Ecrivons bn +p Sous la forme :

8 12 = el:;.zl(X) + G:f;) -nn LM .

D'aprés (A.11.4) :



1 ™
*pe® =2 "o Y2 " ao3Cns® - DX p2®)

n+2
Soit :

x6n+2(x) =1- Bn(x) .

Sous les hypothéses faites dans(A.I1.12), on a, d'aprés(A.II. 7 et (A.II.11) :
n 1
€n(X) ~ 9% nn(x) ~
2x
et :

Xe_(x) xe, o)

+ n-2
2(n-1) n  2(n-3)

X 2
-— = +
2 B =X ()
done %‘ Bn(x) est la somme de trois termes qui admettent respectivement

111

3°3°7 comme limite lorsque n tend vers +o et % tend vers 0 .

Ce qui démontre (A.II. 12).

Enfin, en utilisant (A.1I.4), on peut écrire :

T € (x)

2 My (n-1)

ce qui démontre que, sous les hypothéses de (A.IL.13):
2 'n )

c.q.f.d.

2. - UNE_AUTRE DEFINITION DE en(x) .

Les notations étant celles du chapitre II, on peut écrire :

Zl
en(x) =E (Z+ Z')

oi Z' est la somme des carrés de (n-1) variables aléatoires indépen-

dantes de loi N(0,1) , Z étant le carré d'une variable aléatoire indé-
pendante de Z' et de loi N(/2x,1) .

(Xn)n

de loi N(0,1) , on peut écrire :

€N est une suite de variables aléatoires indépendantes
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Zl
n
) E(z+z;, )

ol z'n =X2+X2+...+X2

1 2 n-g
Xo) 2
Z [Jé?c' (1 +J§§ ] .
Xo
Iorsque x et n tendent vers +o , —— tend vers 0 , et,
7 2x
d'aprés la loi forte des grands nombres, ;:"T converge presque sfire-

ment vers 1 . On pourrait alors espérer démontrer(A.Il. 7)par simple
application du théoréme de ILebesgue en montrant que Fn converge presque
sirement vers 1 , et est borné indépendamment de n , ol :
n
2(X+§—1) Zl.l

n-1 X Z4ZY

F () =

Mais, en écrivant

VAl 2(x+ 2-—1)
F (x) = LI 2
n n-1 X0 2 Z:‘A
&x(1+ 5) + ;l-_—i- x n-1

on voit gu'on ne peut rien obtenir sans faire des hypothéses plus fortes
que celles du lemme 2. Plus précisément, en prenant par exemplé les
hypothéses de (A.11.12), on voit que Fn(x) converge presque s’Qrement
vers 1 ; malheureusement, aucune majoration de Fn(x) indépendante

de n n'apparaft dans ce cas.

Les résultats donnés dans le premier paragraphe de ceite annexe
ne sont donc pas une conséquence triviale de théorémes probabilistes. En
particulier, pour obtenir (A.IL.7), il faut passer par une écriture du type
(A.I1.5), ou les quantités qui dépendent de x d'une part, de n d'autre

part, interviennent sous forme de produits.
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3. - QUELQUES RESULTATS NUME RIQUES.

Nous avons testé numeériquement 1'équivalent (A.II 7) de en(x) .
Plus précisément, pour les entiers n de 4 a 20 et des valeurs de

X de 5 a 80, nous avons calculé :

n
-1
_n-1 -ux . 2
en(x) —--——2 I e (1-u) du
e (%) = n-1
n n
2(x+§-1)

Les calculs ont été faits sur micro-ordinateur "Goupil”. Nous en
donnons quelques résumés dans les tableaux des pages suivantes. Comme
on le verra sur les tableaux 2 et 2 bis, 1'équivalent 61'1 de en est nu-
mériquement bon. En particulier, dans le calcul des approximations des
biais et des écarts quadratiques de ):,@',Q' (cf. chapitre II, §1), on
pourra remplacer en par 61'1 ; c'est pourquoi nous ne donnons pas ici

de tables plus complétes de valeurs pour en(x) .

a) Valeurs de ¢ (x)

X
n

10 15 20 30 50 70 80

2] 0,06 | 0,03 0,025 | 0,006 [ 0,00 | 0,007 0,006

4 0,13 0,09 0,07 0,05 0,03 0,02 0,018

6 0,20 0,15 0,11 0,08 0, 05 0,03 0,03

81 0,26 | 0,19 | 0,15 0,10 | 0,065 | 0,05 0, 04

10 0,31 0,23 0,19 0,13 0,08 0,06 0,05

12 0,36 0,27 0,22 0,16 0,10 0,07 0,06

14 0,40 0,30 0,25 0,18 0,11 0,08 0,07

16 | 0,43 | 0,33 | o,27 0,20 0,13 | 0,09 0, 08

18 | 0,46 | 0,36 | 0,30 0,22 0,14 | 0,10 0,10

20 [ 0,49 | 0,39 0,32 0,24 0,16 | 0,12 0,11

Tableau 1 : Valeurs de en(x)
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Rappelons que eu(x) est une fonction croissante en n et décrois-
sante en x . On pourra ainsi, pour 2<ns<20 et 10<x<80 situer les

valeurs de en(x) ne figurant pas dans le tableau ci-dessus. .

Les calculs de €n ont été faits de deux manieres différentes (ré-

curyence et vérification par la formule des trapézes).

b) Etude de 1'équivalent el'l(x) :

pour étudier cet équivalent, nous avons calculé les erreurs rela-

tives :
e, ) -€! (x)]

€ (x) ) v

4,&) =

Alors A (x) est une fonction décroissante de x et croissante de n qui
vérifie : ’

x =2 20 2<ns20
n=2 Answ"7 x=10 A, < 0,03
n=4 5 < 31072 X 2 20 5 < 0,01
n=8 A< fsxm‘3 x=30 An50006
n=10 Ans'leo'3 X240 An50004
n =14 Answ"z x=50 5 < 0,003
n=18 o s 10~2 X = 60 A < 0,002
n =20 b < 1,2 10~2 x2170 A, < 0,001
Tableau 2 : erreurs relatives Tableau 2bis : erreurs relatives.

¢) Nous avons aussi regardé numériquement des limites interve-

nant dans le chapitre III.
Nous avons posé :

By®) =1 -x6 ().
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:;Qi\» 10 15 20 30 50 70 80
4 |o,3 0,21 { 0,16 [ 0,11 | 0,07 | 0,05 | 0,043
6 10,41 | 0,30 | 0,23 | 0,27 | 0,10 | 0,075 | 0,066
8 0,50 [ 0,38 | 0,30 | 0,21 0,13 | 0,10 | 0,09
10 | 0,56 0,44 0,36 0,26 0,17 0,12 0,11
12 10,62 | 0,50 | 0,41 | 0,30 | 0,20 | 0,15 | 0,13
14 10,66 [ 0,54 | 0,45 | 0,3¢ | 0,23 | 0,27 | 0,15
16 10,70 | 0,58 | 0,50 [ 0,38 | 0,25 | 0,19 [ 0,17
18 10,73 | 0,61 | 0,53 | 0,41 | 0,28 | 0,21 0,19
20 10,75 | 0,64 | 0,66 [ 0,44 | 0,30 | 0,23 | 021

Tableau 3 : Valeurs de Bn(x) =1 - x6n+2(x)




ANNEXE Il

Construction d'une suite emboitée de matrices de Z .
L
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Nous voulons construire une suite (M de ma-

r,s)(r,s)GN*xlN*
trices telles que : .

(ALY v(r,e) M_ € 2L

(AIIL.2) M est obtenue en ajoutant une (r+l)-éme ligne et une

r+l,8+l

(s+tl)-éme colonne &4 M .
r,s

Introduisons d'abord les notations sulvantes :

Notation. Etant donné une suite Y = (un)n enN* nous notons un le

vecteur de coordonnées ull,...,,,un dans la base canonique de R" |, et si

I est la suite de terme général 1 , nous posons :

Ms

u =
n

S e

u ﬁ=U—TI
n

j=1 1

I

(Remarquons dés maintenant que, pour le produit scalaire usuel :
# T -
vneEIN , <Un’ln> =0).

Nous allons chercher des suites (Mr s) construites de la ma-

®

niére suivante ; soient deux nombres a et ) et quatre suitéé’ :

R N L R CU
Posons :
AIL3) v, s)e N%IN* M =a1’t +BY +1%c +B'cC +ptc +Bte
rs r 8 r s r s r 8 r 8 r 8

alors, par construction, la suite (Mr s) vérifie (AIIL. 2).
1]
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PROPOSITION 1. - Soit M
- (r,s)

par (AIIl.3), & partir des nombres a,\ et des suites (B) ,
(B") , (C) , (C'). On_suppose que (B) et (C) ne sont pas

la_suite de matrices définies

identiquement nulles, c'est-a-dire :

an € IN¥® B #0, ’cnfo }

1) Si les suites (B') et (C') sont identiquement nulles et si :
v(r,s) € N*N* @ NS ) +x5r) £0
alors la suite Mr s vérifie (AIIL. 1).

2) Si aucune des suites (B) , (B') , (C) , (C') n'est identique-

ment nulle et si :

®la moyenne -~ ¥  m. des éléments de M est
Irs i:l’.”’r l] . I‘,S

j=1,...,s
indépendante de r et s ;
o v(r,s) € N¥ x IN* (1+6;)(1+B'r) #0

.
’

alors la suite M (r, s) vérifie (AIIL. 1).
Démonstration de la proposition 1. - 11 suffit de construire, a

T e o e e e e e e e e e et e e e e e e e e

partir de a,\,(B),(B"),(C),(C') des suites 80 ,Ae, 00,1, 0% ,u% (le point
désignant 1'indice (r,s) ) telles que :

t t t t t '
(AIL4) M = 2,1 ' + g, I+ L e +XeBe e + 0 ie + 65t _

(ATIL5) te.lr = t9,00 =0 | tu.Is = Yapts = 0.

Nous savons que si (AIIl.4) et (AIIL5) sont vérifiées,

As3he, 00,0, 0%,u's sont déterminés par :

1 t
= T )
Ao = 18 rM(r, s)Is
1 1t
9 =-M -aal , = - - .
¢ 5 (r, s)I;s Ao r He r M(r, s)Ir aJS

Un calcul élémentaire montre alors que :
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8 =ath +c +\bec +b'c +b o
r s rs rs8 rs
= py ~U R -'._ —.l
(AIIL.6){ 8. (lw*)\czsw“cﬁ)Br cBBr
= b +b"\C +bh O .
He = (1 +Abr+br) Cs brCs
Soit encore :

6s = keB_ + k'

r —.l' » He = e.(—?r + e'oa'r

avec : k.=l+)\§s+§;s , k"=§s
8.=1+)\br+b§~ ’ E'Q‘T‘br»

1) On suppose que (B') et (C') sont nulles, d'on :

e =a+b +c¢ +)\be
° r 8 )‘rs

(ATILTY 8o = (1 ués)ﬁr

Me = (1+x5r)€;‘B .

et on peut écrire :

t t t
M('r.S): a'Ir Is * 0 Is ¥ Ir Me + he't“’ :

= (ae *'Br“-’s*”-’ras’lrtls + (1+xés)qfls - (11158)53:18
+ (1+)\l'>r)lr';¢‘B - (1+168)681:18 |
+ Ao 193 ) AB )IB fo_- oB'1 - bi'e +b o111
Done, si (lﬂés)(lﬂﬁr) est non nul, en prenant :

A
(1 +)\cs) Qa +)‘br)

Ae =

on voit que :

t t
Mzr’s) = aolr IB + Be IS + Irt'.l. + Aoeo.}.lo = M

(r, s)

c'est-a-dire que vérifie (AIll.1), avec :

M(r.s)
9’0 = 0 » “’O = 0 °
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2) Revenons au cas général, et supposons que les suites B

et C' ne sont pas simultanément identiquement nulles.

Cherchons si on peut trouver des vecteurs 6% ,u's de la forme:

0 = ZoB0 + Z'oB'o

ple = toao + t'y By

(ATIIL8)

afin que les relations d'orthogonalité entre Be, 66 d'une part, He '

d'autre part, s'écrivent commodément, nous prenons (AIIL.8) sous la

forme :

Il

[ B' - B 2
Xe 6% "(uoeo+Br) s Ue (8.,Br>/“9.“

]

Vot = ekt Y v = G, 82

ol x,,y, sont des nombres réels non nulg que nous allons déterminer.
On peut alors écrire :
B = a.e. + a.. '. + Erlr

C =bheue +b\p! + Erls

(amLg) N
B;. = Co 9. +ch 6'0 + b;.lr
v - )
Cg = depe + iy +ctL
avec :
+k!, |
a, = 1 llzouo , a'y = --3X. s Ce = -u, , che = Xo
(AIIL10) ’ : )
+9! ' ‘
b. - 1 g.V. , b'. = _ __._y. , d. = =~V s d'. = Yo
. . :

en prenant pour seule hypothése :

(K’l) v(r,s) ke # 0 .

’

Ecrivons Mr )sous la forme (AIIL 3), en remplagant B ,C
, 8
B' C' par les valeurs données dans (AIIl.9) ; cela donne :



- 89 -

M = o Irtls " e.txa ¢ Irtp.,
+ (Aasbs tasde + Co bo )G.tpo
+ (Aa%be +a'd. tch b, )G%tpo
+ (Aaebb +a.d' +co bl )8, it
+ (abb+ahdy +etdy eyt

Donc (as,0s, 0% ,he ,e ;%) Vérifieront (AXI.4) si :

(a) A8.be + Aeds + Cobe = Ao
(b) Aa%be t+ a%td, * cWb, =1
() Aaeby + a,d's + cibly =1
(d) Aabb' + a%d, +bhch =0 .

L'égalité (d) s'écrit, en remplagant a',b',d%,c's par les valeurs
données dans (AII.10) :

EYe (At €' - Ko 2e ~koB2) =0
Comme on a supposé que Xeye et kels sont non nuls, on a‘donc :
(d'l) 0 =2k's s - k' 8o - ke’
et en remplacant k,,k%,¢,,0% par leurs valeurs, on trouve :’
@) 0=h + ES + )\Brcs +hle +b el .
Remarquons que d'2 est vérifiée si :

v(r, s) e = A

c'est-a-dire si la moyenne des éléments de L{r 5) est indépendante de
3

r et 8.

les égalités (a), (b),(c),(d) s'écrivent aussi :

Ae = k.leo [)\""‘h()\k'o "ko)+v. (}Le.. "e.)ﬂl.v., ()\a k‘ Lo _,ko‘ Lo "k‘ 8'. )l

Ko 8o = Xolve (k' €6+ 8% ke = A8'% K% ) tke - AK% ]

keles = Yo [uo (k's 8o + 0% ke = A8%K's )+ 2o -2 0% ]
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Mais, en tenant compte de (d'l)', ces équations s'écrivent :

1
k. e.

(bi) ke e = Xo (ko"kk'o)

@) Ao = (U (AR = ke) +Ve (AE% - £4))

ke,

I

(C YO(eo"le'o) .

]
1)
D'autre part, d'aprés (d:?‘) :
kets = (1+b)(1+eY) |
donc (Kl) signifie que (d'l) et (K’l) sont vérifiées. Dans ce cas :

(@) e =—:1-—_:_(x+(1+6's)u.+(1»+5;)v.)
(b)) a+a!) ~

() Xe = (1+b!)

€y yi = (1+a!)

la suite M(r 5) vérifie (AII.2) avec :

—l ~ R - + _!
o - u.(1+c‘s+)\cs)Br + (u.cS l)Br
L, =

(1+b!)

Ve (1 +S;+x5r)cs + (v.:rz'Srﬂ)é"S

]

(AIIL11) ', ~
(1+c;s)

e = A +u.+v.

(1+B;,)(1+E;s) 1+b!  1+cl

c.q.f.d.

Remarque.
1) Lorsqu'on passe de (r,s) a (r+l, s+1), lorsque B' et C'

sont nulles, on introduit deux paramétres, a savoir :

br+1 » Cg11 °

Si (Ko) est vérifiée a l'ordre (r,s) , elle sera vérifiée i I'ordre

+ + i i :
(r+l, s+1) si cs+1 et br+1 vérifient
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A s s i
(1 +m(808* 08+1)) (1 + r*-l(rbr+br+l)) £0

soit encore, en supposant )\ non nul :

stl - rtl -
(AIL12) ¢ . # - = - 8¢, b # - = - tb

(si A est nul, (Ko) est automatiquement vérifiée).

La proposition 1 montre donc qu'il existe des suites (B) et )

telles que la suite des matrices M définies par :

(r,s)

=aItI +Bt ItC +XBtC
r 8 8 r 8

(AIIL13) M I

(r,s)
vérifie (Alll.1), ((AIIL.2) étant vérifiée par construction de la suite (Mr B) ).

2) Dans le cas général, lorsqu'on passe de (r, s) a (r+l, s+1) ,

on introduit quatre paramétres :

(] 9
bt * Peig v Cg4p v G -

Si (Kl) est vérifiée a l'ordre (r,s) , elle sera vérifiée a l'ordre

(r+l, stl) si :

(AIll.14) c;ﬂ # -(81‘1)—80'8 , b'r+1 # --(r+l)-rb'r

(AIIL.15) (sfl)‘br-ﬂ‘tb;'-l-l) + (r+1)(cs+1+c;s+l) + x(br+1x scs+cr_‘_1x rbr+b )

r+1%s1

= - (s+l)r(5r+5'r) +(r+1)s(és+8's ) +xrsﬁrésl

Et la proposition 1 démontre donc qu'il existe des suites (B),
(B"), (C), (C') telles que si la suite (Mr s) est définie par (AIIL 3),
elle vérifie (AIM.1) - (et (AHL 2) par construction) -.

On a donc montré l'existence de suites de matrices (I\/Ir s) vé-
rifiant (IV.1) et (IV.2).

Remarquons toutefois que nous n'avons pas caractérisé l'ensem-

ble des suites (Mr B) de matrices vérifiant (AIIl 1) et {(AI. 2).
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Résumé : Le travail présenté est relatif a l'analyse de variance
a 2 facteurs, en présence d'interaction multiplicative ; plus pré-
cisément, avec les notations classiques, on suppose ;3

m, . =qa + m, + mj + Am mj + m pj + 0 mJ i=1,...,r
i,3 i i b i j =1 s
= ey

Nous considérons, pour les paramétres d'interaction i, 06, u des
estimateurs proposés par J.R. BARRA. Nous montrons que, sous des
hypothéses simples, les lois des estimateurs ont de "bonnes"
propriétés d'approximation. De plus, nous clarifions dans ce
cas des notions de convergence de structures statistiques et
d'estimateurs, ouvrant la voie a une famille nouvelle de pro-
blémes de statistiqﬁe inférentielle matricielle.

Mots clefs

plan factoriel

maximum de vraisemblance
loi conditionnelle
fonction caractéristique

convergence presque silre
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