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INTRODUCTION

Ce travall est consacré & 1'dtude de certaines 1itérations dans un ens-
emble fini. De fagon générale, nous envisageons les 1itératfons paralléle et

série, définles par :

itération paralléle :

r+l r r r
i = f10y1,y2,-000y, )

o

. qﬁ les variables
y;+1 = fn( y§,y§,...,y§ ) Yy seront astreintes
itération série : & appartenir a4 un ensemble
fint

o o s

r+i r r r
i = H0yy2.eec0y, )

rtl r+l r x
y2 = 20 y1 w¥2,0000y, )

r+l il i+l r+l r

yn - fn( Y1 »Y2 s“"’yn_lsyn )

La motivation de ce type d'études repose principalement dans 1la
constatation suivante @ :

On ne dispose actuellement que de trés peu d'outils d‘anélyse pour des
itérations discrétes . Or, parallélement aux modéles mathématiqées “continus”
(équations aux dérivées partidlles et résolution numérique dans R®) se déve-
loppe actuallement une modélisation discréte des phénoménes (eﬁ phisique, en
automatique, en biologie, etc...)(cf. [11,15,18]) qui nous aménent (dans le
cadre des mathématiques appliquées) & développer et i expérimenter des algor-
itmes {itératifs travaillant directement sur des ensembles finis (en général
trés grand.) (cf.[9])

Le premier chapitre est consacré & la comparaison des itérations série et
paralléle dans le cas d'un opérateur discret contractant F .

F. ROBERT a défini une notion de contraction a partir de la wmatrice
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d'incidence de F ( p(BF) =0 , rayon spectral booléen de 1la matrice

d'incidence) ; et a démontré que 1'itération série est "plus contractante que

1'itération paralléle” ; le but de ce chapitre est de trouver des hypothéses

simples portant sur la matrice d'incidence de F , assurant que G est
"meilleur que F".
Les résultats de comparaison de G et F sont établis :
~ pour F contractant quelconque ( n < 3 , puis n quelconque)
- pour F contractant et EZ-monotone ( n < 4 , n quelconque, et cas ou F

est linéaire).

Dans le second chapitre on étudie 1l'attraction de points fixes et de
cycles, pour une itération paralléle dans (2/pZ)" . Pour mener cette étude,

on introduit une notion de voisinages et de dérivées discrétes (& droite et a

gauche).

On donne des résultats de convergence de l'itération vers un point fixe
ou vers un cycle i partir d'un voisinage immédiat, puis & partir d'un voisi-

nage massif.

Dans le troisiéme chapitre, on développe la méthode de Newton dans
(Z/pZ)n (avec p premier), par analogie avec le cadre de 1l'analyse numé-

rique, pour la résolution d'un systéme d'équations F(x) =0 .

Dans le cas de Newton simplifié on applique les résultats du chapitre 2
pour étudier le caractére attractif d'une racine dans un voisinage immédiat

puis dans un voisinage massif.

Dans le cas général, on étudie la méthode de Newton standard sous cert-
alnes conditions (opérateur linéaire, choix d'un point initial dans un voisi-

nage immédiat d'une racine, convergence monotone,...).

On donne de nombreux exemples (pour Newton simplifié et Newton standard)
pour illustrer les résultats démontrés. Ces exemples montrent que dans la pra-
tique les résultats de convergence débordent largement le cade de 1'analyse

théorique.

Enfin en annexe, nous avons établie une formule de Taylor trés simple

dans Z/pZ .



CHAPITRE I

COMPARAISON DE PROCEDES SERIE ET
PARALLELE D’'UN OPERATEUR DISCRET

S0US HYPOTHESE DE CONTRACTION .






1. INTRODUCTION

Pour un méme opérateur d'itération F sur n
variables, la question de la comparaison des pefformances de
1"itération série et de 1'itération paralléle associées a F
se pose naturellement dans différents contextes
continu (F applique R" dans lui méme) ou
discret (F applique {0,11" dans 1lui méme) .

Cependant, il y a de fait trés peu de résultats de -

comparaison établis. Citons :

* pour le cas continu (F : RrR" o Hln) et de plus linéaire
(F(x) = Jx+h correspondant au splitting de Jacobi d'un systéme
lin€aire Ax+b) on a le résultat classique suivant (111)

si A est une M-matrice, le procédé itératif série
(Gauss-Seidel) converge vers l'unique solution du systéme 1li-
néaire plus vite que le procédé paralléle associé (Jacobi),

Varga étend ce résultat classique (initialement dii a
Stein-Roscnberg en 1948) a la comparaison de splittings régu-
liers [ 11] d'un systéme linéaire ; 1'argument de base est une
notion d'opérateurs monotones sur RrR" H ‘

* pour le cas discret non linéaire (F : {0,1}" » {0,1}"),71,%,4,6,8
sous des hypothéses de monotonie et de non expansion, ,

F. Robert{3,8] obtient des résultats de comparaison : le procé-
dé itératif série est meilleun que le procédé paralldle, en ce
sens qu'il converge plus souvent et plus vite vefS un point fixe
de 1'opérateur. Ces résultats restent assez théoriques car les
hypothéses introduites sont assez difficiles a vérifier sur des
exemples. Toutefois le phénoméne observé,s'il n'est pas systéma-
tique, semble se produire assez fréquemment pour &tre remarqué,
et en tout cas bien au dela des hypoth&ses (assez restrictives)
permettant de démontrer effectivement qu'il se produit nécessai-
rement.

Par ailleurs, le résultat cité plus haut sur les
M-matrices passe en fait dans le cadre discret : sous une hypo-
thése (assez forte) de contraction booléenne de F , On montre
[g ! que le procédé itératif série associé est "plus contractant"



que le procédé paralléle (tous deux convergent en au plus n

pas vers 1l'unique point fixe).

Néanmoins, ce nésultat ne prouve pas que Le procédé
stnie soit 'meilleun' lau sens précisé ci-dessus) que Le procé-
dé paralléle. On en verrna un contre-exemple plus Lodn.

Le but de ce chapitne est donc, & supposen L'opéra-
teun F contractant sun {0,1}" (contraction bootéenne) de
trnouver des hypotheses simples {porntant sun La matrnice d'incd-
dence B(F) ) assurant que Le procédé sénie est 'medilleun'
que Le procédé paratllile associl. (cf. [17] )

Ce travail se situe donc dans le contexte de 1'étude
fine de procé&dés itératifs discrets. On peut s'étonner de ce
que des guestions aussi simples n'aient jamais, 4 notre connais-
sance, 6té étudiées a ce jour. On peut s'étonner aussi de la
difficulté que nous avons rencontrde pour établir des résultats
un peu généraux, alors que notre contexte est aussi peu technique

que possible.



II. RapPeLs

(1.1) Distance vectorielle discréte d

n ;
Soient x,ye X = 1 Xi , avec Xi » pour i=1,...,n
i=1

des ensembles finis on définit le vecteur booléen suivant

§,(x,y)
dix,y) = {8,(x,y)

§ ,(x,y)

avec 6;(x,y) = §1i : distance discréte

{ 1 si x4y,
0 sinon

sur Xi . d vérifie les axiomes suivantes

d(x,y) =0 => x=y

d(X,)’) = d()’,X) v X,y € X

d(x,y) < d(x,z) + d(y,z) VX,y,z € X
somme

booléenne

(1.2) Matrice d'incidence et graphe de connexion :
On appelle matrice d'incidence de F (F : opérateur
discret de X dans X) 1la matrice booléenne B(E) = (bij)
ij = 1 si fi dépend de xj
0 sinon.

bij ‘
On appelle graphe de connexion de F 1le graphe composé de n
sommets PI’PZ""’Pn ainsi reliés

un arc va de Pj a P, si f; dépend de X5

c'est-a-dire si bjj=1

»



(1.3) Contraction booléenne
n

Soit F un opérateur discret de X = (I X;)
i=1
dans X . F sera dit contractant relativement 3 la distance
vectorielle d , s'il existe une matrice booléenne M(n,n) , de

rayon boolé&en nul, telle que

¥V X,y € X d(F(x),F(y)) < M. d(x,y)
multiplication
booléenne

PROPOSITION 1 : [ 8 ]

Pour que F soit contractant relativement a d , il
faut et il suffit que 1'une des quatre conditions
suivantes soit réalisée

1 ¢ p(B(F)) = 0 (rayon spectral booléen) (cf [6,83 )
2 : Il existe un entier p < n tel que
[B(F)]P = 0 (puissance booléenne)

3 : Il existe une matrice de permutation P(n,n)

telle que

pt B(F)P
soit triangulaire supérieure stricte.

4 : Le graphe de connexion de B(F) est sdns circuit.

FoNETNETN LN LTINS LN LN LN LN N LN o, o o o,

On rappelle que cette condition de contraction entraine

* 1'existance et 1'unicité d'un point fixe & de F

x+ le fait que le procédé itératif paralléle(approximation
successives)et le procédé serie(méthode de Gauss-Seidel) sont
globalement convergent vers £ .I1 en resulte que leur graphes

d'itération sont simples:voir les nombreux exemples ci aprés.
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ITI. CoMPLEMENTS : FORME GENERALE D'UNE MATRICE
D’ INCIDENCE CONTRACTANTE.

Soit A = (aij) une matrice becoléenne (n,n):

On définit une suite finie croissante d'ensembles Aij ,
J=1,...,n , comme suit

N ={1,2,...,n} (j €N correspond a4 la jiéme ligne de A)

Aj] ={ie N ; sia..

i 1 alors j ¢ Ail etL-J < i}

-1 _
ip ~ {i e N; si a5 = 1 alors j ¢ 2% Ay ‘ou
() € Aip et j < i)}
. ) n-1
A, ={ieN posioa;, = 1 alors j « k;% Ay ol

(j € Ain et j < i)

~ REMARQUES :

g 1) Il se peut que tous les cnsembles Ais s S=1,...,n ,
( soient vides.

(

g 2) Si Ail F¢ , &p<n, tel que

( = = = ’

( Ail £ Ai2 £ ... £ Aip Aip+l ce Ain

NOTATION :

S = {A ¢ Mn ll(X) i 4 une permutation P ; telle que ptap =Ekh2]}
H
| p
C = {A ¢ Mn,n(x) ; & p<n tel que N = };& Aij}
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PROPOSITION 2

% s - G
(
(

DEMONSTRATION :

p
Soit A e C=>&p<n ; N-= || Aij , on ordonne
i=1
les €léments de chaque ensemble Aik » (k=1,...,p) , en crois-
sant pour tout k il existe s, tel que '
k-1

Ao N\ v A= {k,,...,k_} avec k, < ... <k
ik j=1 ij 1 Sk 1 Sk
on considére la matrice de permutation P , qui change 1'ordre

des lignesde A comme suit

11""’15 ’21""’25 ,...,P1,...,,PS
R 2 S
S; premiéres lignes niéme ligne

il est facile de voir que PIAP est triangulaire inférieure
stricte d'ou
C < 8§

maintenant on va démontrer que 1'ensemble C est stable par
permutations ; pour cela il suffit de démontrer que C est
stable par transposition. Je démontre celd dans le cas simple
ou les deux lignes & tr4nsposer sont prises dans le méme en-:
semble Ai » la démonstration est pratiquement la méme dans
k

le cas général sauf qu'il y a beaucoup plus de cas a étudier.
Soient kt , kt' € Aik , et soit H 1la transposition qui

permute les deux lignes k et k on pose A' = HEAH .

t t'
Supposons que kt < kt'



* pour & < k on a :

! = o = i= j=
Aim Aiz car akj O pour j kt et j kt’
d'on a;j = 0 pour J=kt et J=kt,

* pour R =k

Soit j ¢ Aik
3 i - j i ! ar = =
si j < kt ona j e Alk (car ajk ajk 0)
. . t t
+ si kt < j < kt' » ON a A
3 = . 3 [}
&.ajk 0 alors j e Aik
t
si.aj =1 il est facile de voir qu'il existe un
k
t _
entier mj avec k < mj <n tel que j e Aimj
. Si j = kt'
on pose m = max mj » M = q+

]
alors kt‘ € Aim'

c si j o> kt' alors j « A'im'
*  pour g > k

Il existe r tel que & = k+r , soit s = miﬁ(n,m'+r)

alors A' ¢ A. .
i im

_ REMARQUE

Dans la proposition 2, on a caractérisé toutes les matrices
contractantes booléennes, ce résultat peut €tre généralisé i
des matrices réelles positives, et de rayon spectral nul.
En effet, soit A ¢ Mnn(R) ‘;vec A>0 et p(A) =0 ,
A = (aij)ij ,ON assacie a cette matrice, la matrice S(A)

"Squelette de A"

S(A) = (Sij)ij avec sij =0 si aij=0



Or on sait que [ 2]
pP(A) =0 <=> S(A) ¢S

donc on peut déterminer le squelette de toutes les matrices
réelles positives de rayon spectral nul.

IV. COMPARAISON DES PROCEDES SERIE ET PARALLELE

Dans cette partie on s'intéressera a la comparaison
du graphe d'itération d'un opérateur F et de 1'opérateur de

Gauss-Seidel sous certaines hypothéses (contraction- -monotoniei..).
(4.1) Dans ce paragraphe nous allons donner une majoration de

1'indice de convergence globale %; (voir définition ci-dessous)
de 1'opérateur de Gauss-Seidel associé a F .

DEFINITION

Soit F : X » X un opérateur contractant
(F admet un point fixe unique & , et son graphe est
un arbre). Dans toute la suite on posera. :

¥ X e X, gp(x) =min {p,FP(x) = £} (indice de
convergence locale de F en x)

Lg = min {p,[B(F)JP = 0} Lp est appelé

1'indice de convergence globale de F.

~~ FNNITNITNN NN NN PN SN~




EXEMPLE
X, =X, = X5 = {0,1}
‘ 1 0 0 o
F(x) = xlis B(F) = |1 0 1 => qp =2
( 0 0 0 O :
011 010
'0'«\\ 001
1M 000 0 (100) = |
100 F
2 (000) = 2
110 et max QF(X) = 2
Xxe{0,1}?%

Graphe d'itération de F.

REMARQUES

1/ Lp > max fp(x) en effet on sait que [ g ]
XeX

¥ x e X, a(F'(x),£) < (B(MIT. d(x,¢)
donc [B(F)1P =0 entraine Fp(x) =&, VX e X.

Mais 1'inégalité est en générale stricte comme le montre 1'exemple
suivant

X 0 0 1 »
F(n) = x]+x3 B(F) = 1 0 1 Ly = 3
1 0O 0 o

QF(OOO) = 2
000

[}
—

2 (101)

et max EF(x) = 2
xe {0,110

Graphe d'itération de F




2. Si F est contractant G 1'est aussi, et pour toute confi-
guration initiale, 1l'unique point fixe est atteint en au plus

n pas , par F et par G de plus on a L < g g‘ n

d'aprés le th8oréme de Stein-Rosenberg booleen [8]

Nous allons maintenant introduire une notion de base dans cette

étude
DEFINITION
(
( Soit F : X » X un opérateur contractant.
% On dira que G est meifleur que F si
( N p
E ¥xeX , FP(x) = ¢ implique GF(x) = ¢
( C'est-a-dire si V¥x LX) < Lp(X)
( =
(
REMARQUE

G meilleur que F se traduit sur les graphes
d'itérations (graphes orientés) par le fait que pour tout

~

€l1ément x dans X 1la longueur du chemin joignant X 3§ ¢
dans le graphe d'itération de G (QG(X)) n'‘est pas plus
grande que ‘dans celui de F.

La question principalé qui nous occupe consiste & éta-
blir des conditions suffisantes assurant que G est meilleur
que F dans le cas ol F ( et donc G ) sont contractants,car
alors G n'est pas toujours meilleur que F comme le montre

1'exemple suivant

0 0 0O 0O 0O 0O
F(x) = X +Xs G(x) = Xz B(F) = |1 0 1 B(G) = {0 O 1
1 1 0 0O 0 0O

F et G sont contractants
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Dressons une table oi, pour chaque élément de {0,1}?
on note le nombre de pas le séparant du point fixe (011) ,
par itération sur F ou G .

X 000 | 001 [ O10 { 011 | 100 | 191 | 110 | 111

par F 2 1 2 0 1 1 1 1
par G 2 [ 2 0 2 1 2 1
Yp= k=2
2F000)= %(H0)= 1
et % ;(100) = 2:(110) = 2
100 010
000 010
110 000
110 001 o0 101 0ol m
Y » ) |
m 101
ol 011
Graphe d'itération de F Graphe d'itération de G
PROPOSITION

Soit F : X » X un opérateur discret, contractant
tel que B(F) soit non triangulaire supérieure
stricte alors Lo < n-1

PN~
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DEMONSTRATION
B(F) = (alj)lj ’ i’j=1""’n
B(G) = (bij)ij ’ 1,j=1,...,n

I1 y a deux cas a distinguer dans la démonstration

Premier cas : Si & i tel que =1

o aio1

C'est-a-dire, la ioiéme composante de F dépend de Xy

1 ip
] 0 - 1 d -
0 11 y a des zéros sur la
diagonale « B(F) est sem-
(:) B(F) = i i & blable a une matrice trian-
0 gulaire stricte.
0

Dans ce cas on a bj] = 0 pour j=1,...,n (d'aprés la définition
de G car si aj1 =1, gj dépend de f1 mais f1 est indé-
pendant de X, (contraction d'ol bj1 =0).

Or B(F) est semblable a une matrice triangulaire supérieure
stricte, elle a donc au moins une colonne nulle, cette colonne
reste nulle pour B(G) d'od B(G) & au moins deux colonnes
nulles. .

Soit P une permutation telle que

0O O
B
. o of !
P'B(G)P =
0O o0
.« . BZ
0 O
B2 est semblable a une matrice triangulaire supérieure stricte
d'ordre (n-2) d'od Bg-z =0

cela entraine [PtB(G)P]n“1 =0

d'od [B(G)1™ ! =0 crlest-a-dire £. < n-1



Deuxiéme Cas ; alj =0 pour j=1,...,n
1 l OOio
io 0 Bi
® -
0
[}
B,
n-iO-l
Si Bé est de 1la forme (:) on a [Bé] =0

ce qui entraine [B(G)] o . 0 d'ol ‘QG < n-i < n-1

Sinon Bé sera de la forme (:) d'od

0 B!

B(F) =

Supposons que si B(F) a p blocs diagonaux, alors 2(;5.n—1
et démontrons par récurrence que si B(F) a (p+1) blocs
diagonaux on aura aussi Lg< n-i

. 0 Bi
0 Bé
B() = 0 o B n = ri
0 Bé
o B!,

bloc d'ordre r,

’

avec B! de la forme (:)et d'ordre r
pt+l ptl

alors B' a p blocs diagonaux et d'aprés 1'hypothése de récurence

]rz 1 = 0 (B*_ est la matrice correspendante i B(G))

¢
G - G
r,
d'od [B(G)) = 0 ce qui entraine que g S rs s e

on a [B
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(4.2) Dans ce paragraphe nous allons alors préciser certains
opérateurs F tel$ que 1'opérateur G associé soit meilleur
que F .

(4.2.1) F contractant quelconque
Cas n< 3

* pour n =1 trivial F({x) = G(x) = ¢ ¥V x e X

[0 0
ol
G(x) ¥V xe X
£ ¥ x e X

* pour n = 2 on a deux cas pour B(F)

[0 1]
ou @ B(F)
(O ¢)

dans le cas (:) on a F(x)
dans le cas (:) on a G(x)

@ B(F)

* pour n =3 , on a vu dans un exemple (page 17 ) que G
n'est pas toujours meilleur que F (méme si F et G sont
contractant$s).Nous allons caractériser (dans le cas n=5 )

les opérateurs contractantsoll G est meilleur que F .

PROPOSITION 2 (n = 3)

E Soit F : X » X un opérateur contractant et tel que
¢ GFF et (@x G{x)#& ) alors les conditions suivantes sont
g equivalentes )
E i) G est meilleur que F
E ii) Si F(x) = ¢ alors fz(g1,x2,x3)'= £, -
(

DEMONSTRAT ION

Remarque : pour n = 3 :
G est 'meilleur' que F <=> (F(x) = ¢ entraine G(x) = g)
en effet pour p =3 =n ona F¥(x) =G3(x) =¢ Vxe X
(contraction de F et de G) et pour p =n-1 =2 puisque

G #F ona max 2(x) < g = 2 (d'aprés la proposition 1).
XeX
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Donc pour démontrer 1la proposition 2 nous allons démontrer
1'équivalence suivante
(F(x) = £ entraine GXx) =€) <= _
(F(X) = £ entraine tz(gl,xz,xs) =£5).
Cette derniére est triviale (écrire 1'expression de G).

X
AN

Dans le cas on Xi = {0,1} , i=1,2,3, on a une autre
caractérisation des operateun»contractants pour lesquels G
est meilleur que F ,

PROPOSITION 2 bis (n = 3)

% Soit F : {0,1}® » {0,1}® , un opérateur contractant
( et tel que G #F et G non constant, alors les con-
g ditions suivantes sont équivalentes
g i) G est meilleur que F
( 1) ¥ x e {0,117 si F(x) =¢ alors F(xX) # £
f ou ¢ désigne 1'unique point fixe de F et de G
g et Xx = (XI’XZ’XS) si x = (XI’XZ’XS)
( _ 0 si Xi = 1
avec x,. =
g 1 1 sinon
(
DEMONSTRATION

Remarque : Pour démontrer la proposition ci- dessus nous.allons
démontrer 1'équivalence suivante :

(8 x € {0,1}® tel que F(x)) =€ et G(X)) # &) <=>
(3% ; F(X) =¢ et F(F) = ¢)

(11) <=> 711ii)) T: négation
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Condition nécessaire

f](XO) = g] f1(Xb) = 51
F(xo) =g = fz(xo) =&, G(xo) = fz(é],xg)
CEg(x)) = Eg £(E1,£,(6,x3)

Si f2(51,x§) =g, alors G(x) =¢

0——

o - X3 T &3

et puisque G(XO) # & on a f2(£1,x3) =g, = . )
T8y

. Sy ) 0 ’
Notation : j'ai noté f2(€1fxg’x3) par fz(g1,x§) car f2

est indépendante de la deuxi&me composante.

Supposons que f1 dépende de X, alors f2 est indépendant

de Xy car le graphe de connexion de B(F) est sans circuit
d'ou gz(xo) = fz(xg) =&, > G(Xb) = £ contradiction
donc f1 ne peut pas dépendre de X, ; cela entraine que

0o o -
f1(x?,gzsxs) = f1(x1,€2,x§)

d'old,si on prend % (51,52,53) , X =€ ,

et F(X) = F(X) = ¢
Condition suffisante
Si 8% e {0,1}* tel que F(X) = F(X) =¢

alors il n'existe pas de composante de F dépendant d'une
seule variable uniquement.

Et puisque F est non constante, une composante de F dépend
de deux variables et les deux autres sont constantes d'ol trois

possibilités pour B(F) :
0

0
@ ® o o
1 1

© © ©
o .O -
© O =
© -~ O
o O O
o = O

q
0 ®
o |
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Si B(F) = @D ona F(x) = G(x) ¥V X e {0,1}3
Si B(F) = @ ona G(x) =¢ ¥V X e {0,1}3
. 0 0 O
Si B(F) = ® ona B(G =]0 0 1
0 0 O

la deuxiéme composante de G

dépend d'une seule variable

L

cela entraine que G(x) # G(x) ¥ x ¢ {0,1}3
donc si G(x) =g , G(X) #¢& |,
ol = = %
d'ou X, X ou X, X
REMARQUE :
Dans le cas n =3 , il n'y a que seize 6pérateurs F
od G n'est pas meilleur que F , nous les avons rassemblés

dans le tableau suivant

0 1 1 0 1 0 0 1 o o’

L _ _ - - XX | X Xg

AT | N X3 | Xt KXy ) XpXg ) XgXg xRy | Xpexg | -

‘ X, X + X,X

1%3 1*3

i 0 0 0 1 1 0 | B g’
Nt N . _—

o, 8 ,a,8 quelconques dans {0,1}

ces deux opérateurs
sont monotones.

Cas n >3

La caractérisation présentée dans le cas n

comme le montre le contre-exemple ci-dessous

0 0 | 0

Xq+X X 1

F(x) = 173 G(x)=) 3 B(F) = o
X4 X4

0

1 1

F est contractant.

Cc © © ©

© O = C

© = O ©

3 n'est plus vraie




1000 0110

0110 101

0101 0010

Graphe d'itération de F Graphe d'itération de G

b 0000 | 0001 | 0010 { 0011 | 0100 | 0101 | 0110 o1

par F 3 2 3 1 3 2 3 -0

par G 3 2 3 1 3 2 3 0

X 1000 [ 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111

par F 3 1 3 1 3 1 3 1
par G | 3 2 3 1 3 2 3 1
EF = QG =3

QF(IOO1) = QF(11O1) =1 et QG (1001) = QG(1101) = 2

G n'est pas meilleur que F et pourtant pour tout x tel
que F(x) =¢ alors F(x) # €.

Dans la proposition ci-aprés, on caractérise une classe
d'opérateurs contractants (n quelconque) oll G est meilleur

que F
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PROPOSTTION 3 (n quelconque)

alors G est meilleur que F .

(

( Soit F : X+ X un opérateur contractant et tel
% que sa matrice d'indidence B(F) = (bij)" vérifie
( la condition suivante

(

( I UJ N

(

( ol N=1(1,2,...,n}

( ) . i> i et

% I ={ie N ; si bij = 1 alors je }
( <

( J={ie N sib = 1 alors ) Lot }
% ’ ij jeluld

(

(

(

DEMONSTRAT ION :

Soit x e X tel que FP(x) =¢ (¢ point fixe de F)

* pour 1 e I on a gi(x) = fi(x)

Or f, ne dépend que de Xj avec j e I d'od g?(x) = fT(x) V m
¥ p = p = .
donc 8; (x) £5(x) £ 3

* pour i e J

On pose J = {i],iz,...,is} avec i1 < iz < ..; < iS
si i = il on a
m . -
g;() = ¢ g(M =¢;, , Vv
ou d'ou ou ’
- . m _ N
g;(x) = £, (F(x) g; (M = £,(:tx)) , v
p = P = Py = =
donc gi(x) gi ou gi(x) fi(f (x)) fi(g) Ei
si i f# il on a :
gl(x) = fl((gk(}‘))kél » (gk(X))kEJ)
k<i
et g0 = £(Gp(0 . , M) )
k<i k<i

ainsi il est clair que 1'on a gg(X) =&y (par récurrence).

——— %
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REMARQUE
La matrice suivante vérifie la condition de 1la

proposition 3.

I J I J I J
L o VI
J'AOQ,/. 0 | o 0
I 2;%:5 o Les parties hachurées

contiennent 0O ou 1.

La diagonale est null

EXEMPLE

(:) i n =5
X, *+X X,+X O 1]JO0 (1,0
27 2" .
Xy Xy O ojJof1]o0

F(x) = (xyx, G(x) = (0 B(F) = |1 1]0]o|o0]| g
1 1 0o ojlofofo]| 1
XX+ X3y XyX, 1111 lo| g

F est contractant, I = {1,2,4} et J = {3,5)}

IvuJd=N-=1{1,2,3,4,8}



720 21

13
24
25
28
29
n Woas
10
27
y 22
23
26
30
2 18 19
Graphe d'itération de F Graphe d'itération de @

Dans ces graphes chaque entier représente le vecteur
booléen associé a sa représentation binaire.
Dans 1'exemple 1, on a Lp = 3, Lg = 2 et 1'on vérifie que G
est meilleur que F , comme le montre la table suivante

‘X ofrfz2zystalstel sl sl ol 10T 1171 12
par B3 st asfsla]|z2]2] 2 2| 2
par G | 2 | 2 | 1 V121211 Tl 22 1 1 2

X Bl as e | 17 s |19 20| 21| 22 | 23
par F | 20 3| 3| 3 3| o 1| 3| 5| 1 1
par G 2 1 1 2 2 0 1 2 2 1 1

X 24 | 25 | 26 | 27 ] 28 | 29 | 30 | 31

par F 2 2 1 1 2 2 1 1

par G 2 2 1 1 2 2 1 1
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.(:) n =4
I I
0 0 0Of0O]0 O I
X +X X 101 o
F(x) = { '3 G(x) = ) 3 B(F) =
Xy X, 0j]0J0 1 .
1 1 0j]0|0 O
F est contractant , I = {1,3,4} , J =¢=>1 UJ = {1,2,3} #N
1110
1000 0110 0000 100 4000
1010 ,
0110
0100 0
1100 100
0010
1110 0000
1001
1011 111
Graphe d'itération de F Graphe d'itération de G
X 0000 | 0001 | 0010 | 0011 0100 | 0101:| 0110 | O111
par F 3 2 3 1 3 2 3 0)
par G 3 2 3 1 3 2 3 0
X 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
par F 3 1 3 1 3 1 3 1
par G 3 2 3 1 3 2 3 1
) = =3
On a QF QG
F(1001) = F(1101) = et G(1001) = G(1101) = 0011 # ¢
dans cet exemple il se trouve donc que G n'est pas meilleur que F.
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/x3x5+x7 /x3x5+xz
X, (x3+x5).x7
XgXy XgXy
F(X) = <x1x2+x3 G(x) = <x5’-‘7
Xq X
x]x2+x3+x4xs' XgXq
\ 1 \ 1
I J 1 J 1 J 1
O 01 0 1 0 1
J 1.0 0 0 0 0 O I =1{7,5,3,1} J = {2,4,6}
o o000 1 01 F est contractant
B(F)=J |1 1 1 0 0 0 o I UJ=N-={1,2,3,4,5,6,7)
I 0O 0 0 0 0 0 1
J T 1 1 1 1 0 0O
I 0O 0 0 0 0 0 O

aN o
- %Ogr:::‘

NO == me DA

3 a

3 -
q’ o
vo 48 16 48

b‘)“"b u 5056

&
o %
P 58
. I % 63 :
at \ \ "  Xo) 89&3‘2"
! 36 95 ‘

/ 3
38
44 125 ¢ 74 72 6 . g1 83 1 53
ca 4o 17 127 87 55
87 \ ' 8 6
70 93 !
76 : o5 7 69 107
78 o Biaus s U 3 105 34
o2 35 32
80 4 3 11 1ol 01 0
\“ .
iE) 7 ’ &
9 : 43, 9 12PN
'y 40
\:’\‘) ' 33 8
LY _ S w v 10
RO Rz 45
N 59’ 57

Graphe d'itération de F
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95

69

65

Graphe d'itération de G

NOTATION : Cp(x) = {ye {0,1}" ; F(y) = x }

C (33) = {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,25,27, 33,35, 37 39,41,43, 45
47,49,51,57,59,65,67,69,71,73,75,77,79 ,81,8 ,89,91,
97,99, 101,103,105,107,109,111,113,115,121,123}

Card(C4(33))

Cg(69) = {0,2,8,10,16,18,24,26,32,34,40,42,48,50,56,58,64, 66,
72,74,80,82,88,90,96,98,104,106,112,114,120,122}

Card(C;(69)) = 32

Cq(95) = (4,6,12,14,20,22,28,30,36,38,44,46,52,54,60,62,68, 70,
76,78,84, 86,92,94,100,102,108,110,116,118,124,126}

Card(C4(95)) = 32

Cq(65) = {21,23,29,31,53,55,61,63,85,87,93,95,117,119,125,127}

Card(Cg(65) = 16
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Dans 1'exemple 3, on vérifie que G est meilleur qQue F ., De

plus, on constate combien le passage du procédé paralléle (F)

au procédé série "condense" et "simplifie'" 1le graphe d'itéra-

tiony il faudrait pouvoir formaliser ces notions, pour le moment
~intuitives mais systématiques de ces graphes.

Dans 1'exemple 3 : Lp =4 et L5 =3

Il y a 56 vecteurs x dans (0,1}7 tel que F3¥(x) # g
et F'(x) =¢
C'est-a-dire les(7/16) des vecteurs.
0 0 0.0 0 O
x]is 0 1 0 1 0
F(x) = G(n) = B(F) =
X4 X4 0 '0 0o 1
1 1 0O 0 0 O

F est contractant , I {1,3,4} J =9

T'UJg N = (1,2,3,4)

Graphe d'itération de F Graphe d'itération de g
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g = 8 = 2
X 0 1 2 3 4 5 6 7
par F 2 1 2 | 0 2 1 | 2 1
par G 2 1 2 0 2 1 2 1
X 8 9 10 11 12 13 14 15
par F 2 2 2 1 2 2 2 1
par G 2 1 2 1 2 1 2 1

Dans cet exemple F ne vérifie pas l'hypothésé I uJ =N,

mais G est meilleur que F , donc T UJ = N est une condition

suffisante mais pas néceéssaire pour que G soit meilleur que F .

Nous allons étudier maintenant des conditions de ménotonie
assurant que G est meilleur que F .

(4.2.2) : F contractant et £ -monotone.

DEFINITIONS [cf [31]

g €tant un point fixe de F ,

1. F sera dit g-monotone si
d(x,g) < d(y,g) => d(F(x),&) < d(F(y),&)
2. F et G seront dits g-ordonnés si
d(G(x¥),g) < d(F(X),g) , ¥ xe X

S FTNTNPINNTN NN NN

Cas n =3

PROPOSITION 4 Pour n = 3

Si F est contractant £ -monotone alors G est
meilleur que F .

V Yaun Yann Yoy
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DEMONSTRATION

Triviale car si F E-monotone on a (Fx) =€ => Gx) = ¢)
et d'aprés la proposition 1 ,
Si G # F o 22, c'est-a-dire G*(x) = & V xeX .

Cas n = 4

Dans ce cas on n'a pas toujours G meilleur que F méme si F
est & monotone, comme le montre 1'exemple ci-dessous

X)Xz¥X, X)Xz ¥X,
X X
F(x) = 4 G(x) = 1
XZX4 X4
0 4 0
o 1 1 1
* 0O 0 0 1
F. est contractant et £-monotone B(F) =
0O 1 0 1
0O 0 0 o

0111 1101

1111

Graphe d'itération de F Graphe d'itération de @

» puisque & =0, i1 suffit de verifier que F est monotone
(xsy F(x)s<F(y) ) ce qui est le cas (pas de variables barrées

dans 1'expression de F).
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X 0 1 2 3 4 5 6 7
par F 0 2 1 2 1 3 2 3
par G 0 3 1 3 1 3 2 3

X 8 9 10 11 12 13 14 15
par F 1 2 1 2 1 3. 2 3
par G 1 3 1 3 1 3 2 3

Dans cet exemple, on a en fait F meilleur que G .

PROPOSITION 5

FENTTNLN NN LN N CTNTNN N NN FINLTN NN LN LTNLN NN N LN NN PN P

Soit F

4
X+ X In Xi) un opérateur contractant

i=1

(x =

et ¢g-monotone , alors les conditions suivantes sont

équivalentes
a) G meilleur que F
‘b) B(F) ¥ :;z7ou F vérifie (P) , avec
Si F2(x1,x2,x3,x4) = £
(P) et
Xy F &y
£,(8,0%,,£5(5),6,) = &,
alors et
f1(x1,f2(x),f3(z),g4) = E]
s = (F10(0),xp,x5,%) 5z = (xq,£,(x),X5,%,)
0O 0 0 1 o 1 1 1
gsyg 1T 0 1 1 O 0 0 1
1 0 0 1 ' 0 1 0 1
0O 0 0 o 0O 0 0 O
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DEMONSTRAT ION

Remarque : Pour n =4 et F contractant, ¢-monotone on a :

G meilleur que F <=»> (si F2(x)

£ alors G2(x) = f)

]

en effet la g-monotonie => (si F(x) g alors G(x) = £)
la proposition 1 => si F £ G on a
i <3 donc G3(x) = £ Vx ¢ X

a =>p ) Supposons que G est meilleur QUe F

=

1

00
. 1Y = IOI] 3 2 ) =
* Si B(F) = 100 1 on a si F (x],xz,XS,x4) £
00

00
avec X4 # €4 alors Gz(x]:x2:x3)x4) =g

£,(¢) = g,
£2(E1,£5(F,(x),x)) 0 gy) = ¢,
£3(E1:84) = &y

£4

2 =
G (x],xz,xs,x4)

!
Or f2(€].xz»f3(s)»€4) = fz(gl,fS(f](x),x4),g4) =152
la premiére composante de F , fl ne dépend que de X, d'on

fl(x],fz(x)af3(2)t§4) = f1(€4) = E]

0111
10001 v
* Si B(F) = 8 3 8 é on a si Fz(x],xz,x3,x4) =g

avec x, # g4 alors Gz(xl,xz,XS,x4) = €

£,(x1,£,(x), £ (£,(x),x4),64) = ¢
£,(g4) =g,

1
G2(X,,X,,X,,X ) =
12722732 %

E5(gy.6) = g5
€4
fs(fz(X),X4) = fs(z) => f](x]nfz(x):f (2)954) = El

et puisque f, ne dépend que de x4 alors
f2(€],x2:f3(£)a€4) = f2(€4) = 52
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b) => a)

On définit les ensembles suivants
L={i;aij=0’vj}
M= {j; aij =0, V¥ i}
puisque F est contractant ces deux ensembles sont non vides.

Soit Yy e X tel que F2(y) = ¢
*% si 1 ¢ L
£
2
fz(g1a)’3,}'4) note fQ(X )

on a G(y) 3.3 2

f3(€1’f2(x2)’Y4) "noté £f X );X =(€isf2(x ))%}:ﬁ+]
y

f4(£1,f2(x2),f3(x'3)) noté f, (X))

. Si 'fs est indépendant de Y4 alors la g-monotonie de F
entraine que

£3(X3) = g5 et f£,(X*) = ¢,
d'ol G*(y) =&

« Sinon on aura f4 indépendant de Y3 (car le graphe de con-
nexion de B(F) est sans cycle) d'ol .f4(X“) =&y d'aprés la
g-monotonié de F '

Si f2 indépendant de yz alors G2(Y) = g~
Sinon f3 sera indépendant de y, et on aura G2(y) = ¢

*x Si 2 ¢ L

£1(r2,y3574) = £4(y)
2

on aura G(y) = B 3
f3(£1(¥):€2:¥4) noteé f3( X7 )
(510,65, £500)) nots £, (x4
« Si f3 indépendant de Y4 alors d'aprés la g-manotonie de F
£4(X*) = g5 et £,(X*) =g, d'on G2(y) =&
- Sinon on aura f4 indépendidnt de y5 d'od fa(X4) = €4
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3
E1E L, E5(X) £) = £,(x1)
€
ot G2(y) =4 2
f3(f](xi)’€2’£4) = fS(X'S)

£(£,(X1),6,)

Si f] indépendant de Y3 » On aura g'l(G()é)) =&y = Gz(y) = £
- sinon f3 est indépendunt de Y7 et d(X ,g) < d(y,g)
d'oll d'aprés le& -monotonie de F » GE{y) =€ .

¥»¥si 3 ¢ L on a :
!

f](YZaysaY4) = f](Y)'
fz(f](Y):Ys»Y4) = fz(xz)

G(y) =
&3
£,06,(y), £ (Xz),ES)
si 1 ¢ M
f,(y)
fz(Y)
G(y) = s => G2(y) = ¢
f,06,(n)LE,(0),65) = €4
si 2 e M
£1(y3.v4) = £1(y)
fz(f](Y)»Y3:Y4) = fz(xz) ‘
G(y) = £, => G2(y) = ¢

£4(F,00),69) = g,

si 3¢ M ona:

f](yz,y4) =f,(r) 0 By 0 Juy,

= 2 oo,
. _ fz(f](Y):Y4) = fs(x ) b--AY 0;\J§
A £ et B(F) = | 2¥ A
3 , Ofﬁx[,?wb 0

£4(E, (), £,(X%))

UL

bigbgrbpy =0 5 b

[ D

= N

.
12°24"47
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Dans ce cas L contient un autre €lément autre que 3 car
sinon le graphe de connexion de B(F) contientides cycles
(voir la matrice B(F) ,leSIHJ reli€ées forment un cycle si
elles sont toutes égales a 1 ) '

A 1'aide de cette remarque il est facile de voir que G2(y) = ¢ .

«+ S1 4 ¢M, on a

0 b12 X 0
b21 0 X 0
B(F) = by b,; =0 (pas de cycle)
0 0 0 0
= 0 ‘1
X X X o0 X= 5o
f1(}'2»:)’4) = f1 (y)
) £,(y3) = £,(y)
Si f dépend de vy on aura : G(y) = '
1 2 €
la £-monotonie de F => G2(y) = ¢
sinon on aura
f1()’3) = f1()') f1(€3) = 51
£,(£,(y),y2) = £ (X2) £,(87,62) = &
2 ’
6(y) - P et Gi(y) =Q 2R R
€ 3
£40£1(y),£,(X2) ,£4) f3(e1,85,85) = g4
4;51 4 ¢ L
0 X X X
0O 0 X X
si 1 eM B(F) =
0O X 0 X
J 0O 0 0 o
-\
si f3 indépendant de X ona F =G => G2(y) = F2(y) = ¢

sinon f2 est indépendant de Xz et on aura
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B Oouyseyy) = £,(y) f,(fz(y),fS(X’J,£4)
£,(y,) = £,(y) £,(8,) = €

Gly) = AL 2 ot Gi(y) = AR 2
fS(fZ(Y)’yll) = f3(xa) f3(€2,£4) = 53
£y £4

SI yq =€ ona £.(x%) = £ => G*(y) = ¢
si y, # £4 ©n a par hypothése fl(yl’fZ(Y)’f (z),g4) =€,
Cavec z = (yl,fz(y), y3,y4) or f3 dépend seulement de X,

et Xy d{ou

£3(2) = £50C°) = £,(6,(),£500),¢,) - £

d'od  G2(y) =¢
0 0 X X
. X 0 X X
si 2 ¢ M B(F) = X 0 0 x
0 0 0 0
— ]

Si f] dépend de Xz il est facile de voir que G%*(y) = ¢
sinon on a :

f](Y4) = fr()') ' E]

£5(E1(Y) ) Y2ry,) £,(6,,6:(X*),€,)
G(y) = 2t 3074 3 et G2(y) = AR REK 3

E3(6 (n),yy) = £,(x°) €z

si y, =& ona £4(X) = €5 => G2(y) = ¢

si Y4 # 54 par hypothése on g fz(gl,xz,fs(s‘,€4) = €2 or
f3 dépend seulement de X; et de x; d'ol f3(s) = fs(X3),
et G*(y) =¢
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Si 3 ¢ M B(F)

si f1 dépend de Y
f1()’29)’4) = f] (y)
£2(yg) = £5,(y)

G(y) = 2874 21y et
£5(£,(0),£,(5),7,)

&4

sinon

£,0r4) = £,
£,(£1(y),yy) = £,(X2)

G(y) = ) et
f3(f1(y),fz(x ),y4)
£y
Si 4 ¢ M G(y)

G2 (y)
B(F)

I1 est facile de voir que
le graphe de connexion de

i
E=N

EXEMPLES : n
<:) X)X3%Xy 2

X
G(x) 4
X2*Xy X4

F(x)

XX"‘X4

© = = O

© O o o
© = = =

£10£,(0)54) = &,
f2(84) = &
£3(69,82,84) = &5
&4

G2(y)

£10g,) = ¢,
£,081,85) = &,

£ (E1:82:84) = 5
£4

G2(y)

£1(y5,¥%)
£2(5 )y = £,0H)

£ C£,00),£,(x2))
84

en utilisant le fait que

ne contient pas de cycles.

G(F) =

© O o o
© O o




F

B(F) e &

*
est contractant et £-monotone

E = (000 0)
Fz(xl,xz.x3,l) =(1010) #¢

vérifie (P)

13

Graphe d'itération de F Graphe d'itération de (
X 0. 1 2 3 4 5 6 7
par F 0 3 1 3 2 3 2 3
par G 0 3 1 3 1 3 2 3
X 8 9 10 11 12 13 14 15
par F 1 3 1 3 2 3 2 3
par G 1 3 1 3 1 3 2 3
QF =%; =3 mais G est meilleur que F .

x LA encore

le point

fixe de F est 0 et F est monotone
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(:) Voir 1'exemple de la page 33
Dans cet exemple on a F contractant et & -monotone
B(F) ¢ \527 » et F ne vérifie pas la propriété (P).

(8 =0 ; F2(1001) = £ et f](1,1,f3(z),0) = £,(1110) =1
avec z = (1,1,0,1) et fS(Z) =1)

et on a G non meilleur que F .

Cas n quelconque

Dans les propositions ci-dessous, nous allons donner
des classes d'opérateurs contractants, £ - monotones et ol G
est meilleur que F .

PROPOSITION 6

( .
( Soit F : X » X un opérateur contractant et
E g-monotone; si
¢ G =G, F
g alors G meilleur que F .
(
REMARQUE

G2 =GoF <=> GP =g, Fp~1 Vp

car si G? G o F

on a 6™*2 = 6™ s F =™, (G, F) o F = GF , F2

'DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6

Soit x ¢ {0,1}n tel que Fp(x)

]
[y

(¢ = point fixe

de F) ; GP(x) =G, PP (x)
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On note
[ 5P £ (x)
Pxy = {: et FP(x) =
gk (x) £P (x)
g0 = g, (FP M) = fP Ty - £
g(x) = g, (PP (x)) - PICTE S COPRPRIY: L)
‘-___———-\«*‘-..‘__,f
Y

1
d(Y],E) < d(Fp-](x),g) la £-monotonie de F

= d(F(y)),8) < d(FP(x), )
=> F(Y]) =€ "¢
d'od gg(x) = gz

Supposons que gg(x) = £

i bPour i < r et démontrons que

p -
gP*](x) = ET*] o

() = g, (PP () = B S R TP TR S 63 ORI Sl PP
NN——— '?,
Yr
d(Y,,6) < d(FP 1 (x),¢)
= = p =
=> F(yr) = g d'od gr+](x) = €r+l

PROPOSITION 7

Soit F un opérateur contractant, g-monotone et
tel que B(F) = (bij) vérifie les conditions suivantes

1. ¥VielI ona b

ij 70 ¥igg<i
2. Vi/gI1 => bji
alors GP = g , pP-! , ¥p

0 Vij,;ij<i

avec I = {i e N ; @j ¢ N tél que j<i et bji=1}u31§,
N =1{1,2,...,n}

FREDNENNANASIS o e o o o,
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REMARQUES

a) Vil fi(x) ne dépend que des Variables Xj

avec j o I ;

8) la matrice ci-dessous est semblable (par permutation)

a une matrice triangulaire superieure stricte et

verifie les conditions 1) et 2) de la proposition 7.

Ify ;7

in A ;
/ 0 Les parties hachurées
I contiennent des O

.| &
T,

Y) si B(F) vérifie 1) et 2) alors QG{_ n - card(N \I)+1

La diagonale est nulle .

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7

e Pour i . I on a gi(x) = fi(x)
car aij =0 ¥j, j<i
et d'aprés la remarque o) on a g?(x) = fg(x)' ¥p,

don P = g, (PP ()

e Pour i /1

Soit i tel que i_ = min i , alors f. (x) ne dépend que
° ° g1 o

de xj avec j ¢ I (car si j«< io s Ona je I)

’

alors 8; (x)

. fio(g1(x),...,gio_1(x),xj1,...,x. ) avec j1,...,jse I

Is

d'on gio(X) fio(g1(F(X))"“’310-1(F(x))’fj1(x)""’f's(x)) =

J

L}

gy (F(x))
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Supposons maintenant que gf (x) = g; (Fk—](x))
o 0

pour k < p et montrons que gg+] = 8 (FP(x))
o .

[¢]
p+1 - p+1 pt1 p P
gi‘o (X) flo(g] (X)’...’gio-l(X)’gj"(X)’.'.’gJS(X)
= £, (g,(FP(0),...,g. _ (FP(x)), 0 (x),... ¢P (x))
i 1 i 1 J ’ JS
= g; (FP(x0))
o

On pose N\ I = {io,i],...,i }  avec io < i] < .. < i

m m °
Supposons que gP (x) = g.,(Fp"'(x)) pour j < r et i,e N\ I
3. 1 —_— j
‘ J) 3
Et montrons que gg (x) = g; (Fp~](x))
(r+1) (r+1)
NOTATION_

Si une application f : X - Xi dépend de certaines
variables {io’i]""’is} = L et {jo’jl""’jp} = M

On note f(x) par f((xj)jeL » (xj)jeM)

P = f, P .. p-1 g
gl(r+l)(X) fl(r+l)((g3(x”]<1(r+l) ’ (gJ (X))J?l(r+l)et )
Jel
= P-1 , p-1 ‘
ey, (850 (x)))j<1(r+1) » BTN g g )
. j>i(r+l)
=g (BT
(r+1)

d'od P(x) =6 o PP 1(x) |, vy , et Vo .

Ex
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EXEMPLES :

(:) n==:5

X2%4 *2%4
Xy Xy
F(x) = XqX,+X, => G(x) = Xy
0 0
X4X2+X1X3 X4
IO 1 0 1 o0
If0 0 0 1 o
B(F) = T 1. 0 1 0 ; F contractant et £-monotone *
110 0 0 0 o B(F) vérifie les con41t10ns de
la proposition 7.
T 1 1 1 0
a7 30 3 s
26 1y
11
10 ‘
n 10 3o 6
28 29 1 7
26 . 18
18 19 22 53 27 ‘ 19
30 22
25 '
. 5 8 . 31 _ 2L 23
12 16 13 . 12 20 ,,
v ‘ 20 24
3 ] 21 5
Y 28
: 1 16
RY 0(J v
Graphe d'itération de F Graphe d'itération de G

/ 4
* meme remarque que precedement.
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F est contractant et C—monotone.

I = []’20507}

1

proposition 7.

B(F)

lO

vérifie les conditions 1 et 2 de 1la

X ol 1|23} 4a]s 718190 11l 12
par F | O 1 2 2 1 1 2 1 1 3 3 1
par 6 o |1l 2f2]1]1 21 1] 2 2 1
X 1311 s a6 1781920 21 ] 22 ] 23
par F 1 3 3 1 1 2 2 2 2] 2 2
par G 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
-x 24 1 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31
par F 1 21 21 3] 3 2| 2| 3| 3
{par G 1 1 2 2 1 1 2 Z
G est meilleur que F
@ -
X)Xg+Xy (szs*x7 .
xsex, xg+x, 0100101
0000101
X Xy tXg X, Xg+X, 110010 1
F(x) = x x,4xg4x,x, G(x) = {x5+x7 B(F) =l 1110101
X, X, 000000 1]
1111101
X)X X3 ¥ X tXgtX, Xy+Xgtxg 000000O0
0
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W
76. . ) "‘
e ;3;- g M6 126 2
® s 52 ' Foo
108
124
‘12
27
S 25
l 110
1
122 105 79
5 O
88 1
9
b n
8 %
92
06
e %
114 84
46
36 33”’

Graphe d'itération de F

Cp(126) = {5,7,13,15,21,23,29,31,37,39,45,47,49,51,53,55,57,
59,61,63,69,71,77,79,81,83,85,87,89,91,93,95,97,99,
101,103,105,107,109,111,113,115,117,119,121,123,125, 127}

7 126 )=

Graphe d'itération de G

tp=6 , 2 =3

G est meilleur que F .
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C (2) = {5,7,13,15,21,23,29,31,37, 39,45,47,53,55,61,63,69 711,
77,79,85,87,93,95 101 103,109,111,117,119, 125 » 127}

CG(66) = {36,38,44,46,52,54,60,62,IOO,102,108,110,116,118,
124,126}
C;(70) = {1,3,9,11,17,19, 25,27,33,35,41,43,49,51, 57,59,65,67,

73,75,81,83,89,91,97,99,105 »107,113,115,121,123}

G(126) = {5,7,13,15,21,23,29,31,37 »29,45,47,53,55,61,63,69,
71,77,79,85,87,93,95,101, 103,109,111, 117 119,125,127y

P

Cet exemple a &té calculé par programme

Autre condition suffisante plus générale que les préAcédentes
pour que G soit meilleur que F .

PROPOSITION 8

Soit F : X » X » Contractant , g-monotone et tel
que sa matrice d'incidence (B(F) = (bij)) vérifie
la condition suivante
® I uJulL =N
= s 1 = ~ j<'l
L=1{ie¢eN, si bij 1 alors (j e L )}

]
-

I ={ie N, sib,

, . (3 j > i
ij alors (j ¢ L  ou (z oI )}

J alors (j e Lul ou (J < i )}

]
ol

L}

(i ¢ N, si by

alors G est meilleur que F .

PN AN e o PENLEN LN LN LN 1 e, e e,

REMARQUES

+ Si B(F) vérifie 1a conditinn ® , alors elle est triangulaire
supérieure stricte a une permutation prés (plus vestrictif que
la contraction) ,

« Ona T UJUJ =N » mais il se peut que 1'un des ensembles,
ou deux soient vides.
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* Pour i e L

f. i (x) = £, 3 (0x5 )J ) alors g; (x) =f, ((g (X))J L
j<i j i
On pose L = {io’il""’iL} avec io < i1 < ... <
(x) = fi (x) = £i ( x: ne dépend d'aucune variable)
o o

1

d"Oﬁgi (X) = g'
(o} (o}

f3,00 = 85 Oq ) 2rob gy (0= (85 (0) = b, Gy,

Ainsi, par récurrence on démontre que V¥ i e L, gi(x) = £.

* Pour 1 e I

£09 = 505 0 Gp)yp)
j>i

d'od gi(x) = fi((Ej)j€L ’ (xj)jeL » (x, )JGI)

j<i j>1i j>i
On pose
(1)1 _
Y = ((EJ)JEL » (x )JeL ’(XJ)JGI » (EJ)JENI(LUI) )
j<i J>i j>i ou (jeI, j< i)
g0 = £, et ona a1 5y ¢ g

Pour p > 2 on pose

YWP = ey, , (£ (P71,

i Jje jel ’(gJ)JGN/(LUI) )

j>i (jel et j<i)

et on a

f00 = ;0P avee ay(Pgy < a1y )

d'od  py(pP) - ¢ d'od g (x) =
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Pour 1 ¢ J

fi(x) = fi((xj)jeL » (xj)jel » (xj)jeJ)
j<i
gi(x) = ((E )] L ’(XJ)J L » (8. (X))J I ’(XJ)J I s(g (X) )

i<i j>1i j<i j>i J<i

d'od pour p > 2

gh(x) = £,((g5);,, » (a° 30N jers F00);5 0 (e ooy p)

j<i i<i K j>1i

i

flle g (5O, @Poy, L o (D0 M.

]<1 J<1 . j>i

On pose J = {jo,j],...,jJ} avec jo < jl <o g‘jJ

P . - y(3)P (j)p-1

gjo fjo((gj)jeL a(tj(y ))qe! ,(fj(Y ))jEI
j<dg >3,

Jo - (Ip = (y(3)p-1
Z = ((6 )J L » (f (Y )) ] (fj(Y ))JCI ’ (E_; )J N\(LUI))
J<J0 >3, | ou j=j
si Fp(x) =g alors :
(3)p-1 f (3,)P
((EJJJ L a(f (Y p- ))JEI ’(EJ)J N\ (LUI) ) =Yy 'O

j>i ou (jel , j'< j)

j
d'od g? (x) = £, (279 - £.
Jo j

Jo o
Supposons maintenant que g? (x) = gj pour s =0,1,...,r
s s
P = f, ). £:) .
gJ(r+])(x) fJ(r+])((€J)J€L »(53)26! .(E )JSJ s
J<J(r+]) < J(T+])
(3)p-1
(£ e )
J>J(r+1)
= f. (Y(J(r*l))P)

I (r+1)



- 52 =

(j(r+]))p
la £-monotonie de F entraipe que f. Y =F3
€At Fy e ) "8 ey
d'on g? (x) = £.
I(r+1) I (r+1)
EXEMPLES
(:) XoXztX, X)Xz+X,
0 0
X1Xo+X 4 +X XA 4X
F(x) = 172774775 = G(x) = 4775
Xq 0
x2x4 0
X+ X+ Xa+X, X, X)Xz X, +X,
O 1 0 1t 1 o0
0O 0 0 0 0 o
T 1 0 1 1 0,
B(F) =
: 01 0 0 0o o
O 1 0 1 0 o
0

T 1 1 1

—

F est contractant , £-monotone et B(F) vérifie la
condition @ (proposition 8)

L = {2,4,5} , INL = {1} ,I\(LuD)={3,6}.
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CG(4]) = {4,5,6,7,]2,]3,14,15,20,21,22,23,26,27,28,29,30,3],
36,37,38,39,44,45,46,47,52,53,54,55,58,59,60,61,62,
63} , card CG(4I) = 36

‘5352 3l

Graphe d'itération de F Graphe d'itération de @

G est meilleur que F



- 54'_

Xp+Xy X +X¢ / X)X, XX
0 0
Xq+X+Xe X XX +X
F(x) = {0 G(x) = {0
XyXy 0
XpXg+Xg 0
x1x2+x3x4+xsx6 \ 0
O 1 0o 1 1 1 o
O 0 0 0O 0 0 o F et G sont contractants,
1 0 0 1 1 1 0 E -mO]’lOtOneS‘
L = {2,4,5¢;
B(F) = O 0 0 0O O 0 O I = 32,4,5,1,6; :
0O 1 0 1 0 0 o J = 32,4,5,1,6,3,73
O 1 0 1 1 0 o
T 1 1 1 1 1 0
CF(83) = {6,7,14,15,22,23,28,29,30,31,38,39,54,55,70,71,78,79,
86,87,92,93,94,95,100,101,102,103,116,117,118,119}
Cp(87) = {46,47,56,57,58,59,60,61,62,63,104,105, 106,107,108,
109,110,111,120,121,122,123,124,125,126;127}
Co(16) = {8,9,24,25,64,65,68,69,72,73,80,81,84,85,88,89}
C;(64) = {32,33,36,37,48,49,52,53)
CG(SO) = {2,3,6,7,10,11,12,13,14,15,18,19,22,23,26,27,28,29,

30,31,34,35,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,50,51, 54,
>5,56,57,58,59,60,61,62,63,66,67,70,71,74,75,76,77,
78,79,82,83,86,87,90,91,92,93,94,95,96,97,98,99, 100,

101,102, 103 104,105, 106,107,108, 109, 110,111,112,113,
114 ,115,116,117,118,119,120, 121A122 123,124,125 126,127}
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{
/ v '%.':a 98 97 85
/ <, " Teg :
\ 0} 96 91 27 84
’ 7 72, 98 26 69
f1.12 52
3
83 82 .
‘ ) o 1932
A/ 67 [N
74 33
75 ~“’ e
& o 48
\ 0 2
3 21
2 \ b 3
\ 7 .1 i

Graphe d'itération de F

Graphe d'itération de G

Card(C;(80)) = 96 , 2. =5 , &

G est meilleur qué F



( (
X, Xy 0O 0 o
XX ,4+X +X 1T 0 1
473 X47%3
F(x) = 1 1 G(x) = B(F) =
Hx1x4 X, 1 0 0
0 0 O 0 o
" : \
F. est contractant , £ -monotone
L={4 , T =0, 4 ={1,4,3} ,
ILuJdulL ={1,3,4 #N
13
11 15

Graphe d'itération de F

Graphe d'itération de G

bg =3 , Lg =2
X 0 1 2 3 4 5 6
par F 0 2 2 2 1 2 2 2
par G 0 3 2 3 1 3 2 3
X 8 9 10 11 12 13 14 15
par F 1 3 2 3 1 3 2 3
|par G 1 3 2 3 1 3 2 3

G n'est pas meilleur que F,
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REMARQUE :

L'opérateur F de 1'exemple (:) est £-monotone,
avec § = (0000) de plus F(x) < 6(x) , ¥xe (0,1} , et
on remarque d'aprés la table ei-dessus que F est meilleur
que G .
Plus généralement : soit F : {0,1}" ~ {0,131 , un opérateur
contractant vérifiant F(x) < G(x) , V x « {0,1}n et £ =0
alors F est meilleur que G

Autre cas : F contractant, linéaire

PROPOSITION 9

Soit F : {0,1}" {0,111 |, un opérateﬁr booléen
contractant et tel que F(x) = Ax , ¥ x g {o, 1"

(c'est-a-dire
booléen nul) alors

[}

B(F) et A de rayon spectral

G est meilleur que F .

SN LN e, e, e, o, o,

REMARQUES

* L'opérateur F , défini ci-dessus est monotone, contractant
et puisque £ = 0, il est donc £-monotone

(x <y => F(x) < F(y)) veut dire
(d(x,0) < d(y,0) => d(F(x),0) < d(E(y),0)

* F est linéaire, son opérateur de Gauss- Seldel G 1'est

aussi et G(x) = [I+L+L%+. .+ 1y { «
—
u
avec A =
Soit A = (alj)ij » i,j=1,...,n
A' = (aiJ)1J » i,j=1,...,n et G(x) = A'x

A' sera définie par



] = ] . .
aij aij + kil aikakJ pour j > i
i-1
* aij = k£1 i k3kj pour j <-i
' a.. =0
ii
en effet
pour i =1, on a gi(x) = fi(x)
d'ou t.o=a..
1] 1)
pour i > j , ona g.,(x) = fi(g1(X),g2(X),-..,gi_1(X),xi,-.-,xn)
donc si fi dépend de Xy (k< i) (c'est—a—dlre aiy = 1)
alors g dépend de gk(x) cela entraine que g; dépend de xj
Si aj; =1, et si f; dépend de x; (3>1)
(c'est-a-dire aij = 1) alors g; dépend aussi de xj
(c'est-a-dire aij = 1) d'ol g dépend de xj avec j < i
i-1 i-1
1 ] = ' -f-d3 [] = et 1 =
si k£1 aikakj 1, c'est-a-dire aij 1 si k£1 aikakj 1
et aij = 0 sinon pour j < i
i-1
et g, dépend de xj avc.ec1 j > i si (aij + kE1 aikaij) = 1
l-.
1A ' = : ' = :
d'ou aij 1 si aij + k£1 aikakj 1
et aij = 0 sinon pour j > i
pour i = j on sait que si F est contractant . , G l'est aussi
d'oi A' 3 sa diagonale nulle c'est-a-dire aii =0,
¥Vi=1,...,n

Maintenant, nous allons donner 1'expression de

fonction des composantes
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de A seulement.

a!

1j en
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j-1 i-1 Kyl j+1
al. = X . a.. ta., a +,.
414j “ E. §. §. ldlk ik, %k, k
j<i k]-l k,=j+1 kg=j+1 ks-3+l 1 2 271
i-1 kg
la! + L X

..ta., a ...a . a . ..
1](2 k2k3 ks-lks ksky k]J ky=j+1 k,=j+1

it j-1
. L L a a - a ! .
ks=j+l ks+l=l lkl klkz ks-]ks ksks+laks+lJ

avec k] < j et ks+l <j ; d'on

j-1 i-1 ky-1 j+1 ,
al.. = b L r ... ¥ f[a.,, +a., a +...%*a.. a ..
i - =3 i =3 ik ik, "k, k ik, k,k
j <g ky=1 ky=j+1 ky=j+1 kg =j+1 1 2 "% 1 152
k]-] 2&]—'
..a a, Ila, .+ g 5L
ks—]ks l‘skl li £l=1 22=l
1
by [a agq,.ta a ag,.+..
g(k1~l)=l A RS B AR ST PRSP Pt S
.."'ak z az 2 ...ak [} aQ . ]]
171 Y12 (ky-2)" (k,-1) (ky-1)j
et |
i-1 k-1 1 )
al'. = a..+ L r ... X [a., a, .+a.., a a, .+..
UL T I ST T UIT RS P SF M U P %
j>i

..+a., a ...a
ik k]k2

a . ]
1 K(i-2)K(i-1) k(o)

Premiére démonstration de 1a proposition 9.

Supposons que APx = 0 et démontrons que A'Px = o
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1
APx = 0 entraine ts=1,...,n » et s=1,...,p-1
pour i,j=1,...,n

~

il est facile de déduire a partir des expressions de aij
pour i > j et i < j que

avec aigp), agg) sont les composantes respectives de A'P
et de AP , d'on

n
a!(p)x. < 7 agP)x. =0
1] J — i=1 13 ]

] ! (p) =
entraine que a i] xj 0
donc ai?xj =0 pour i,j=1,...,n

- Deuxiéme démonstration :

On a vu dans la remarque que A' = (I+L+...+Ln—1)U
donc si on a x tel que APx = 0 i1 vient [L+U]px= 0
(opération booléenne ) :
alors, si je fais [A']px = [(I+L+...+Ln-1)UJpx “on n'a que des
termes de la forme A1...A X ol A, est L ou U. Ils sont

p i
donc tous nuls, donc APx =0
I\(__
EXEMPLES :

0 0 0O 0 O
F(n) = X +Xqg G(n) = Xq B(F) = 1 0 1
X4 0 1 0 O

F est linéaire contractant , F(X) = B(F).X V¥ xc« {o,n?
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o1 1o 400

[RR)

011 001

010

000

Graphe d'itération de F

101 011

1 001

110 010 00

000

Graphe d'itération de G

X 000 | 001 010 | 011 100

101 110 | 111

par F 0 2 1 2 3 3 3 3

par G 0 2 1 2 1 2 1 2
G est meilleur que F

® -
Xy+Xqg X)+xq :O 1 1 0
Xy Xy 0 0 0 1
F(x) = G(x) B(F) =
0o 1 0 1

Xyt X, :
0 0  0 0 0 o

F est linéaire contractant » F(x)

B(F)x V¥ x ¢ {0,1}"



0\0

Graphe d'itération de

X 0 1 2 3 4 5 6 7
par F | 0 | 4 | 2 [ 4 | 3 | a4 | 3 | g
parG| 0 | 3 | 2 | 3 | 2 | 3| 2|3

X 9 10 11 12 13 14 15
par F | 4 2 4 3 4 3 4
par G | 3 2 3 2 3 2 3

G est meilleur que F .
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V. CONCLUSION

Sous 1'hypothése (assez forte) de contraction
boolé&enne, d'un opérateur discret nous avons pu élaborer
un certain nombre de conclusions suffisantes assurant que
le mode opératoire série est "meilleur" que le mode opératoire
paralléle. Bien que ces conditions ne soient que suffisantes
elles ont 1'intérét d'@tre explicites (en ce sens qu'elles
portent principalement sur la matrice d'incidence B(F) ).
Par ailleurs, il est apparamment difficile d‘elarglr encore
la formulation la plus générale que nous avons pu établir
des exemples montrent que dés qu'on modifie un peu la matrice

d'incidence a partir de la forme donnée, G n'est plus meil-
leur que F . Enfin, si 1'on sort de 1la condition de contrac-

tion de F , la comparaison fine de F et semble devenir
inextricable. Signalons enfin que les hypothéses prises assu-
rent en fait une "régularisation" trés forte du graphe d'itéra-
tion dans le passage de F a G » phénoméne évident a 1'oeil,

(voir les différents exemples), mais qu'il resterait peut étre
a mieux comprendre, et 3 formaliser.
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CHAPITRE 1II

ITERATIONS DANS (2/pz)®

POINTS FIXES ET CYCLES ATTRACTIFS






- 67 -

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & 1'étude du comportement local

d'une itération discréte au voisinage d'un point fixe ou d'un cycle. Nous

considérons des 1térations du type approximations successives conduites dans

(z/pz2)" et nous transposons_dans ce contexte discret des résultats classiques

d'analyse appliquée (itérations dans R").

Q

Cecl est possible 4 partir de notions topologiques qui nous servent
d'outils de base : (distance vectorielle discréte, voisinages, dérivées,
etc...). On peut alors.sgractériaer la convergence locale d'une itération dis-—
créte vers un point fixe ou vers un cycle. :

Cette étude é&largit au contexte des ensembles (Z/pz2)" l'énalogie déve-
loppée par F. ROBERT [5,8) entre les itérations dans R" et celles qui

opérent sur le n-cube {0,1}" .

2. NOTATIONS et DEFINITIONS

Dans tout ce chapitre on désignera par E = Z/pZ ; 1'ensemble des entiers
modulo p .
Soit A 1'ensemble défini par , A ={xe N ; 0< x< 5-} et
-A = {-x ; x € A}
On désignera par Zp = AU (-A) un sous—ensemble des entigrc relatifs,
sur lequel on va définir une addition et une multiplication, mais. tout d'abord

précisons certaines notations :

0 81 x=0
o(x) : désigne le signe de x ; o(x) = 1 81 x O
-1 si x O

fa) est la patie entiére inférieure de a .
+ , ¢ addition et multiplication dans Z
@, 0, 8 : addition, soustraction et multiplication dans E .
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Addition dans Zp :

Pour x et y quelconques dans Zp on définit

x & y = o(xty) » min(lxty | ; [2] )

Multiplication dans Zp :
P
X ¥y =o(xey) * min (lxyl ; (7] ).

Remarques :
1. ® et * sont des lois internes sur Zp » commutatives et associatives,
et 1'addition €stdistributive par rapport a la multiplication dans chacun
des ensembles A et (-A) mais non dans Zp .
Exemple : p=15. Alors :
A=1{0,1,2} ; -A={-2,-1,0} ; et zIJ = {-2,-1,0,1,2}

Soient a,b,c dans A vérifions que :

a*((M & c)=a*b @ a*c
prenons par exemple a =2 , b=1 et ¢ = 2 :

2% (1 & 2)=2%*2=2

2*1 § 2%2=2 & 2=2
S1 on prend maintenant a, b, ¢ dans E
Par exemple a =2 ,b=1, ¢ = -2
on a :

a*(b @ c)=2%(1 & (-2)) =2 * (-1) = -2

a*b @ a*c=2%1 @ 2% (-2) =2 ® (-2) =0

2. Pour p = 2 on prend pour Zp 1'algébre booléenne B = {0,1} et on re-

0N

marque que & et * correspondent dans ce cas & 1'addition et 3 1la

multiplication booléennes.
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3. DISTANCES VECTORIELLES DISCRETES
[ ]

On va définir sur E® deux distances dy et dy (avec d, plus fine
que dl). On utilisera 1'une ou 1'autre suivant qu'on aura besoin de majora-
tions fines ou non.

d, est la métrique de Hamming définie par [10] : pour x,y dans E" .
dl(an) = (dli(x13Y1))1-l’.°'.n
avec dli(xi*yi) - I xi-yi' modp
t
goustraction dans Z
vérifie les axibmes suivants :
dy(x,y) = dy(y,x)
dh(x,y) = 0 =D x =y
dy(x,y) § dj(x,2) & d,(z,y)
4
n
addition dans (Z2p)

il est clair que

u
-

composante & composante

dy est la métrique obtenue & partir de la fonction poids de Lee w_ [10] ,

L
avec wL(x) = |x) pour x € E ;

x sf O0<x<§kp
et I x| =
“xmodp 81 % p x < p-l
d, sera définie par : pour x,y dans E® :
0y = (g (xquy))yay ... 0

avec d21(x1:Y1) - WL (xi e yi)

d21 correspond 4 la longueur du plus court chemin joignant X et y, .

dy vérifie les axidmes sulvants :
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dy(x,y) = dy(y,x)
dap(x,y) = 0 (=> x=y

da(x,y) < dy(x,2) + dy(z,y)

4 somme dans Zp

inégalité dans Zg

(composantes & composantes)

Exemple : Pour ES = (Z/7Z)3.

1 3
X = 3 ; y =
2 1
2 2
dl(x,y) = 3 et dy(x,y) = 3
1
1 6
Pour x = [5 et y = 3] ona
4 5
5 2
d (x,y) = 2 et dy(x,y) = 2
1 1

dans les deux cas on a :
da(x,y) < d;(x,y)

c'est-d-dire d, est plus fine que d, .

Remarques :

1. Dans le cas oi p est premier, E = Z/pZ est un corps. On peut donc con-
sidérer E" comme espace vectoriel sur E. La loi externe ¢ est alors
définie comme suit : pour x quelconque dans E" , e¢ A dans E on
définie :

)\Bxl

AN ® x = 5
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2. La distance d, vérifie alors les propriétés suivantes :
dz( A@x.O) < lh’ * dz(x,O)
dz(xo Yoo) < dz(xoo)*d2(Yoo)
4. Voisinage i gauche et a droite.

Soit x € E® ,
On notera par V: (resp. V;) le voisinage & droite de x (resp. a

gauche) ; et par Vx 1'union de V: et V; . Ces ensembles sont définis comme
suit : ‘

+

v, = {ye E" /31; y=xe egouy=x |

ey désigne un vecteur de base de E" (toutes les composantes de ey sont

éme

nulles sauf 1la i égale a 1).

vV, = {nynlal;y-xeelouyax }

Vx = V: u V; est appelé voisinage immédiat de x , 11 peut aussl &tre
défini a 1'aide de la distance d, de la maniére suivante :
v, = { ye e /31, dy(x,y) < e }
+
composnte & composante.
Exemple :

E® = (2/32)2.

Chaque point de cette grille représente un élément de E2 (les bords de 1la
grille se raccordent) et de chaque point partent deux fléches vers les voisins

a droite, pour déterminer les voisins a gauche on inverse le sens des fléches
.0. -
Vo, " 301,103 et v = }20,02{.
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5. CARACTERISATION DES APPLICATIONS SUR E" .

Soit F : E“-aq E" elle est définie par n composantes fi s
i=1,...,n et chaque composante peut &tre identifiée i un polynéme unique Py,
de degré (p-1)" dans E[X] (ensemble des polynSmes sur E) .

Ce polynéme est défini comme suit :
Soit :

n
a= (al,az,...,an) €E, X-= (xl,xz,...,xn)
£, = Q- (x-a)P ... 1~ (x —a')P“1
ia 1“1 ce n °n
alors :

Py(X) = 2 £1(a) £4,(X) [13]
acE

Cette représentation polynomiale de F & un grand intérét dans la pratique
quand x et p sont grand , car F ne peut &tre donnée par sa représenta-

tion dans E" (c'est-a-dire par sa table).

6. DERIVEE A DROITE ET A GAUCHE

Soit F : E"_,E™ pour chaque élément x dans E® on définit deux

matrices notées A+F(x) et A—F(x) qui représentent respectivement la déri-

vée 4 droite et la dérivée & gauche de F en x .

On pose :
+ ot +
X'y x 9 e Xy Y X
X_i = x 0 ei ;x-i V—X
alors :
+ +
ARG = CF(x) 8 F) )y, 5
‘ difference composante a composante
et

A F(x) = ( F(x) @ F(x;) )
i=1,2,...,n
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Exemple :

F o (2/32)% (2/32)2

x21+ x22+ X} Xp

X} X2

F (%) -3

Sl VY NN AT A R

-0 BT L
(-] -

7. DERIVEES ET DISTANCES VECTORIELLES

Proposition 1
Soit x e E™ . Alors :

pour tout y dans V, , on a :
1. st yev}

F(x) @ F(y) = A’ F(x) 8 (x8y)

F(x) @ F(y) = A F(y) 8 (x8y)
2. S84 ye v;

F(x) 0 F(y) = 8" F(y) 8 (x8y)

F(x) 8 F(y) = A F(x) 8 (x0y)
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+
Démonstration : triviale (y=x0e1 = A F(x) 8 (x0y) = [A+F(x)].i )

Proposition 2 :

Soit x € EM™ . Alors :
pour tout y dans Vx on a

1. si y € V+ +
dl(F(X),F(Y)) S AF(x) * dl(x’Y)

et

d) (F(x),F(y)) < AF(x) * d,(x,y)

2. Si erx

41 (F(x),F(y) < A'F(y) * 4 (x,y)

et

) (F(x),F(y)) < AF(x) * d,(x,y)
(* désigne 1la multiplication dans ng)

Et en utilisant la distance dy on a la proposition suivante :

Proposition 3 :
"~ Soit x ¢ E" » ¥ €Vy . Alors :
L st y <V} [ ona:
4y, () = [877 () | * dy(x,y)

_ = laF(y) | * d,(x,y)
2. 81 ye vV X s On a:
4P, F() = (2R () | * dy(x,)

=18 Fa) | * d,(x,y)

Remarque :
Soit B une matrice sur E , avec B = (bij)i,j=1,...,n H

X si 0< x« 2

2
IB| = (lbijl)i,j=1,...,n avec b

= N

1j -x mod p sinon
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Exemple
F o: (2/32)2y(z/32)2

Sur cet exemple on va vérifier

x F(x) les propositions précédentes pour
0 o 2 0 le voisinage a droite par exemple.
0o 1 11 pour x = 20 ; xj = 00 et xj = 21
0o 2 1 o F(x) = 11 ; F(x]) = 20 et F(x}) = 21
1 0 1. 2
1 1 2 0
1 2 0 o
2 0 1 1
2 1 2 1
2 2 1 0

1 + 1 1
A F(x) = » A'F(x) =
0 1 0

Pour y = xl € V on a :

1 2 2
£(x) © F(y) = 0 -
1 0 1
. [1 f] [f] 2
et AF(x) @ (x 8y) = ® =
2 0 0 1

d'od F(x) 6 F(y) = A'F(x) @ (x 0 y)

et

+ 1 1 2 2
A'F(x) * d,(x,y) = * -
4 2 0 0 3

produit dans 26 -(22x3)

d’od  d)(F(x),F(¥)) < A TR(x) * 4 (x,y)

woeron =[]
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+ 1 1 1 1
IA F(x) | * dz(x’y) = * =
N 1 0 0 1

produit dans Z3

d'od dy(F(x),F() = |a'F)| * d,(x,y)

A 1'aide de la proposition 3, on va maintenant donner une majoration de
dy(F(x),F(y)) pour x et vy quelconques dans E" . Pour cela on prend une

chalne joignant x et y .

[x = “11""’“1k1’“21 "'°u2ké""u rl""’“rkr =yl

o chaque point est voisin du suivant et en plus
dz(uij,ui j_‘_l) = eti > pour j=1,000,k1-1'
Alors :
(1) dz(F(x),F(Y)) < dZ(F(ull)’F(ul?_)) & dZ(F(UIZ)’F(u13)) P...

e dZ(F(urk 1), Flp e D)
r r

dans la chafne qu'on a prise, deux éléments successifs sont voisins, mais on

n'a pas précisé si ce sont des voisins a droite ou i gauche. D'ot la notation

suivante :
+ ! +
A F(a) si B € Va
+
A'F(a,B) = N
A F(B) si Bev,
de méme
A F(a) si Be v;
A F(a,B) = N
A F(a) si Be v,

Alors le deuxiéme membre de 1'inégalité (1) est égale i :

+ +
'A F(ujp,u;p) | * da(ui1,u12) @ A Fuyg,uig) | * dz (ujp,u;3)

+
*
O & la'Fuy uuy ) | d2upy 150 )
r r r r
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et en utilisant les dérivées 3 gauche 11 devient :

[AFQuyy,ui2) | * dp(upy w12) @ 1A7F(uyp,uy3) | * d2 (uy2,u;3)

- *
¢... 9 lA F(“rk -1"Yrk ) | dz(urk -1"%k )
r r r r

les vecteurs dy(uj),ujz),...,d; (urk -1°%k ) constituent des vecteurs de
base, mais 11 se peut qu'ils ne soient pas tous distincts méme si on prend une
chafne de longueur minimiale (i la différence de ce qui se passe pour p=2 ;
cf. [8] page 154). Nous allons majorer da(F(x),F(y)) d'une fagon plus glo-

bale en posant :

M = sup (AR

ze [x y])
et
M = sup (la ) 1)
ze[x y}
ot e w dépendent de la chafne cholsie [x y]).
Alors
dz(F(x):F(Y)) < M+-* ("2(“11'“12) 0 (R ®d2(“rkr-1.“rk ))
r
Or
dz(u ,U ) @.co@ d (u _ .u )
i k1 i+1 1 2141 k1+l 1° 71441 ki-l-l ‘

" l“iﬂl * "tﬂ1

dans le cas ol la chafne est de longueur minimale on a

lau_ll * e -dz(x.z)

i+l
2y = x4 sl LK tin

zy = yj si j= tia

d'ob la 3
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Proposition 4 :

Soient x,y e E® » et [x y] une chafne de longueur minimale joignant

X et y alors :

dy(F(x),F(y)) < M' * dy(x,y)

et
dz(F(X),F(}')) < M- * dZ(x’Y)

(* multiplication dans zp)™ .

Remarques :
1. Dans la majoration ci-dessus »11 aurait suffi de prendre au lieu de M'

(resp. M) la quantité suivante :
+ + . AT .
N' = sup ( | F(ull,ulz)',...,lA F(urkr—l’urkr)l)

(resp. N = sup ( lA F(ull,ulz)l;...;lA F(urkr_l,urkr)l))

2. Pour x et y quelconques dans E" » 11 n'existe pas toujours un £ dans EM
tel que dy(F(x),£f(y)) = |A*F(§)|*d2(x,y) sauf pour x et y voisins (cf
prop.3)

3. On peut donner aussi une majoration de d;(F(x),F(y)) avec x et y
~ quelconques dans EP » & 1'aide des deriveds i droite et a gauche. Dans la
proposition 4 on enléve les | |dans les définitions de_Mf et de M ,mais
dans ce cas * et ¢ désignent la multiplication et 1'addition dans
n ,
(ZZp) .

Dans ce cas, méme si x et y sont voisins on n'a pas toujours
+
d,(F(x),F(y)) = A F(s)*d; (x,y) (cf prop.2)

On peut faire la méme remarque 1 pour d; ,en enlevant les l | dans
1'ecriture de N' et de N™.
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Exemple :

On prend le méme operateur que 1'exemple de la page 75 .

0 1 :
Pour x = [ ] et y -[ ] on choisit une chafne de longeur minimale.
2 .

]l

ugy =uy ® ey et uz = u, ] e,

1 1
A+F(“10“2) = A+F(Ul) = H 'A+F(ul)l =
0. 0
et o 1 . 0 1
A*F(uz,u:,) = A+F(u3) - . : .A F(u3)| =
2 2 L
1 11 [o 1 1 1]
Nt = max ( » ).
0 0 1 1 1 1]
1 1 0
d,(F(x),F(y)) = 4 H -
et

dy(x,y) = "2([:] : [:])- | [:]

produit dans Z 3

d’ou

dp(F(x),F(y) < Nhed,(x,y).

0 1] 1
dy (x,y) = dl(, L] > o ) '[2

(F(x),F(y)) a, ( ] [l] ) | [O]
d X), y = ’ Lad
! ! 10 | 2 2
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dans ce cas

N = sup (8 FF(uy Lup) A FRQuy ug))
0 1 2 1 2 1
2 21 7 lo o 2 2
2 1 1 3
N+*d1(x,y) = * =
\ 2 2 2 3

produit dans Zg
d'ou
d) (F(x),F(y)) < N**d,(x,y).

8. Application.

8.1 Caractérisation de la convergence locale
dans un voisinage immédiat d'un

point fixe ou d'un cycle.

Definition 1 :
Soit £ =F( &) un point fixe de F dans E.
€ sera dit attractif dans son voisinage immédiat & droite V (resp. ' )

£

si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) F( V ) C‘V

r « F(V V. .
£ (resp. F( g) < Ve
0 + = N 2 r+l r
b) Pour tout x° pris dans VE (resp. dans Vg )J1'itération x =F(x")
+ - .
(qui reste dans V (resp. dans V. ) d'aprés a)) finit par stationner

g
en £ au bout d'au plus n pas (x" = Fn(xo) = E)

Définition 2 :

E sera dit attractif dans tout son voisinage immédiat V sl les

&
conditions suivantes sont satisfaites :
a) F(v.) C v. .
E’ g 0 ¢ r+l1 r
b) Pour tout x pris dans V , 1'itération x = F(x") , finit par

14
stationner en £ au bout d'au plus 2n pas (x2" =F2P(x0) = £ )
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Définition 3 :
Soit C '(80 8 seees8l ) un cycle de longeur r pour F .
(a1 E ; 1=0,...,r~1 ) .C sera dit attractif dans son voisinage immédiat a

droite (resp. & gauche ) si :

+ L ——t + + +
a) F(V ag) CV ay FOV a) CV ay 3o FOT, -1) C Vi

r
resp. F(V~ Vi SF(V,)C V. .. RV cv,_ .
(resp. F( s © ay FVa) a2 Vap ) 89

b) Pour tout x  pris dans 1'un quelconque des voisinages immédiat a
droite (resp. & gauche) 3 disons V+°1 (resp. V'a ) 3 1'itération
xr+l -F(xr) (qui parcourt 1les V+a1 (resp. les V"ai) d'aprés a) ) finit

par atteindre a; au bout de (rp) pas (p € mn).

Ap; (0O<p < n) xr"-i""(xo)-a.

Remarque :
La condition a) dans la définition ci-dessus entraine que>1es voisinages
immédiats a droite (resp. & gauche) des a§ sont deux a deux d'intersection
vide .
En effet si x V*;in V*; avec 1#j 1'itération x'! - F(xr) partant

de x0 = x seralt alors telle que :
P - a, et P’ = ay (avec p et p' < pn)

alors on aurait : xF(Ptp’) . a; =a; contradiction avec a # ay .
Nous allons établir wmaintenant une caractérisation pour qu'un point fixe
solt attractif dans son voisinage 4 droite ou & gauche .

Proposition 5

Pour que E soit attractif dans son 'voisinage immédiat A droite 11 faut
et 11 suffit que :

1- A +F( € ) ait au plus dans chaque colonne une composante non nulle
égale inl

2- 8  (a'F(E)) = 0 (produit dans z/pz ) .

i=1
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Remarque :
On a la méme proposition pour 1'attraction dans le voisinage immédiat i
gauche ,11 suffit de remplacer A tF( £ ) par A F(E ) .

Demonstration
@ ) Condition suffisante
Si 1) et 2) sont satisfaites alors:
+
soit x Vg alors F(x) 8 £ = A+F(§) 8 (x0 &)

+
or A F(x) ne contient qu'un seul 1 par colonne au plus

alors [A+F(x) ].1 =0 ou [ A+F(x) ].i ='ej
d'od F(x) = £ ou F(x) = E @ ey vt g

+
alors la suite xr+1 = F(xr) partant de x0 = X reste dans. V

g
d'ou :
AfRCEy)e x"le gy
AYRCE) B (F(x'2) 8 F( £ ))
s'FCE) 8 a'rE) 8 (T 2ok )

X 0 £ =F&x"l er(z)

.
3

: r
= ® a'rE) ) 8P £ )
i=1
alors
noog 0
x"0 £ =( ® aA'FE) )@ (x0 0 £ )
i=1

d'ou x" = £ .

B ) Condition nécessaire . + +

Supposons E attractif dans V ,et admettons qu'une colonne de A F(£) disons

eme
la j comporte plusieurs cogposantes non nulles

F(ape FEE) =o' Fee)8 (5}9 £)

d'od

F(E; ) OF(E) = [A+ F(E) ].j # ex pour tout k = 1,...,n.
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alors

F(E )¢v

d'ou A F(&) ne peut avoir qu'une composante non nulle et cette derniére ne

peut étre que 1.

Montrons maintenant que (A+ F(E)) =0 .
par hypothése on a :

VxeVl  Fx) =E .

£
n, +
i1 vient F (gj) = pour j = 1,...,n.

n, .+ + On -
F (gj) 0E = [(A"FE)) ) Oej pour § = 1,...,n-.

d'ou

on
*rE)) =o.

Pour les exemples et contres exemples illustrant la proposition 5

(cf. paragraphe 8.2, FI,FZ,H3,H4).

Nous allons alors donner une condition seulement suffisante pour 1la

convergence dans tout le voisinage immédiat :

Proposition 6 :
Soit & un point fixe de F; (F(E) = E) tels que

1) a'R(E) 6 ATF(E) = 4TFE) 8 87F )

2) A F(g) et A F(&) ont au plus une composante non nulle par

colonne égale & 1 ou -1 mod p.

ol 3 141)  _ 8([ 5 1+ )
3) Si n impair (A+F(§)) 2 = (A F(E)) 2 = 0
o B ol
St n pair (8*e@) 2 (a7re))" % 0

Alors E est attractif dans son voisinage immédiat V5 = V; i} Vg .
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Démonstration :

51 les condition 1),2),et 3), sont satisfaites alors pour x € Vg on

F(x) 0 F(E) = A'R(E) 8 (x0 £)

si [ atreE)) alors  F(x)e v;

3 %k
si [ A+F(§)].j = e alors F(x) e Vg

on a la méme chose si x ¢ V;
d'ou F(x)éfvg pour tout x dans V

g

+
solt xe Vg la suite xr 1 = F(xr) reste dans Vg

et

er = e er) = atre) 8T 0 € )

(ou AF(x) 8 (x" 0¢) )
d'ol d'aprés 1)

8t - ]
e g - atre)n " fe wre)® To oot

avec t+s = r+l.

pour r+l = n et n palirona t <

(TF-]

n
ou s < 5

2
or

+ )
[ AFE)] "= [a F(&)] =0

alors x" = g

Nl =]
N

si n est impair on a t < [;1+1 ou s« [;]+1
d'od x" =g

Remarque :
Si on remplace dans la proposition 6 la condition 1) par

18%FE) | * |aTFE) | = [a7F(E) | * |a*ree) |
et 3) par
v 8UZIH) 6([71+!)
[a F(i)l = |a F(&)‘ =0 si n est impair

et
n

+ & - 83
|A F(E)' = 'A F(§)| =0 si n est pair

a
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on aura aussl & attractif dans son voisinage immédiat .

On établit maintenant une caractérisation de la convergence locale vers

un cycle. Tout d'abord éttablissons un :

Le

i

Soit G 1'ensemble des matrices A d’ordre n & élement dans E telles que
chaque colonne de A contient au Plus un 1,les autres élements étant tous
nuls.

sl A,LBe(C alors :

A®B = A.B
+ +
produit dans produit booléen
Z/pz
d'on _
AL A" = 0 (cdd.p(A) = 0 ,rayon spectral
puissance dans puissance booléen cf.[g])
Z/pZ booléenne '

Démonstration 3

Chaque colonne de B est soit 0 soit un vecteur de base, d'oi chaque
colonne i de A 8 B,ou de A.B est soit 0 ; gi la ié colonne de B est 0 ,soit
une colonne de A par exemple la jéme 8i la 1éme colonne de B est un vecteur

de base égale a ey .

Proposition 7.

Pour qu'un cycle Cﬂ(a » 8 Jyeee, @ - 1) de F sgoit attractif dans son
voislnage immédiat & droite 11 faut et 11 suffit que :

1- A F(a ) ait au plus un seul 1 par colonne (i=1,...,n)

2- g0n _ 9 [ A+?(a )8 ...0 A+f(a )] =0
1=1 r-1 0

Pour les exemples et contres exemples 1llustrant cette proposition -

(cf. paragraphe 8.2 jexmples Hj et H, )
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Demonstration .
a )Condition suffisante :
51 1) est satisfaite montrons que
+ +
F(V Yc Vv (1 =0,...,(r-1)mod r)-.
8 a4 U

En effet si y € V: F(y) © F(ai) = A+F(ai) 8 (y Gai )
i *‘“;ZB
or A+F(a1) ne contient qu'un seul 1 au plus par colonne donc la jéme
colonne est un vecteur de base ou le vecteur nul
+
d'oi F(y) e V =V
Fla;) 3141
+ +
F applique Va dans Va
i i+1

0

Supposons alors que x0 € Va (on peut prendre x° dans n'importe quel voisi-

nage V81 la démonstration esé)la méme )

0
X € \Y
20 1l ga = 2t 9 x0 o
x" 0a = ATF(a) 8 (x 6 ag)
x2 0 a, = A+F(a1) 8 (x! ©ap) etc ...
d'ou
r - + + 0
x" 0ag= (4 F(a__;) @ ...8 A'F(a,) ) 8 (x 0 ay)
~——
I\
S
et alors
xrn 0 ao = Sn (xo (] ao)
d'ou

xrn = 80 .

B )Condition nécéssaire : .
Supposons que le cycle C soit attractif dans son voisinage immédiat i droite
et supposons par exemple que A+F(ao) (sans restreindre 1la général{té cf.
Lemme) admette plusieurs composantes non nulles dans une colonne, la ™€ par
exemple, alors avec la méme démonstration que pour la proposition 5, on trouve
que F(Vgp) <& Val done [A+F(80)].j ne peut contenir qu'une seule composante
non nulle et en plus égale a 1.

+

Pour xo pris dans V ag’ les itérés succéssifs parcourent donc les V, d'ou

xtP @ ag = (Sﬁp) 2 (x0 8 a;) pour tout p



et pulsque X0 = ag alors
0 = (s") 2 (x% 0 ap)

donc pour x0 = 8+bj on a (S““)ﬂej = 0 pour j=1,...,n.
d'od s =g

Remarques :
* On a la méme proposition 7 pour les dérivées i gauche.
& S4 Ca(ao,al,...,ar_l) est un cycle de F, les ay (i=1,...,r-1) sont donc
des points fixes de H = F* . 81 les conditions 1) et 2)de la proposition 7
sont satisfaites 11 est facile de voir que ces points fixes de H sont
attractifs dans leur voisinage immédiat a droite . :
car
A+H (ai) = A+F(a1_1) ® «00 B A*f(ao) ") A+f(ar-l) 8 ..o QVA+f(ai)
pour 1= 0,1,...,r-1 .,

En effet si par exemple ay=ay et r=2 ona
H(ag) @ H(a%yy) = Fi(ag) @ F2(a¥))

=F(F(ag)) @ F(F(a*y)).

or F(ag) = a, et F(a+oj)€ v’*‘31 ‘

d'ob d'aprés la proposition 1 on a :
H(ag) © u(a*bj) - A*F(al) 8 (F(ap) © F(a*bj)) .

- A*b(al) 8 A*b(ao) 8 (ag 0 a*y)
=0y
de méme
H(ag) © H(a%g) = A'H(ay) @ (s © atyy)
=g ej
a'os  A'H(ay) = A*k(al) 0 a'F(ay) .

(cf. paragraphe 8.2 pour des exemples et contre exemples i1llustrant cette re-

marque. H3 et H4 .

8.2 Exemples .
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1
* Fl admet un point fixe E =|0} (F(E) =E ).

+ 0 0 0 +
AF () =]1 0 1 3 A F(E) admet au plus un seul 1 par colonne
1 0 0 0

et AR @) 02 @) = o
d'ou les conditions 1) et 2) de la proposition 5 sont verifiées .
Alors une partie du graphe de Fy est :

4
E: : £3
s on vérifie que
£2 E est attractif dans son
voisinage & droite.
£

1
* F, admet le méme point fixe que F, . [0] .

1
+ 0 0 2 4
A Fz(i) =41 0 1 ,la 3éme colonne contient deux composantes non
0 0 O
nulles

+ 3 .
{ a Fz(i)] o = O . Donc la condition 1 de la proposition 5 n'est
pas vérifiée.

D'od une partie du graphe de Fp 3

.
€1 -
é% I -
\\ 1 3 E _n'est pas attractif
011 i
} dans tout son-volsinqgg.

a droite.
b dgrotee,
* F3 admet un cycle de longueur trois.

0(80,81,32) ;F(ao)'-al ,F(al).ﬂz .F(az)‘ao .

+ 1 0 1 + 6 1 0 + 0 0 1
A F3(80) =10 1 0 ; A F3(a1) =1 0 O} ; et A F3(a2) =10 1 0
0 0 o 0 0 1 0 0 O

A+F3(a1) (1=0,1,2) contient au plus un 1 par colonne .

. At + +
S A Fa(az) ("I Fa(al) QA F3(a

(= ]

o)

cCoo
o =0
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d'ol

S®S

]
oo o
[= NN
o oo

Les conditions 1) et 2) de 1a proposition 7 sont vérifiées.

D'od une partie du graphe de Fy est :

N .
7 A

— — °
ap, ayo adp2 ajs a¥,

243 C est bien attractif dans son

voisinage immédiat i droite.

* Hy(x) = Fg(x) ¥ xe(Z2/3Z) . donc ao,al et a, sont. des
points fixes de Hj.

et on a :
+ 0 0 0 + 0 0 1 + 01 0
A H3(ao) =1 0 1] ; A H3(a1) =11 0 O] et A H3(82) =10 0 1
0 0 0 0 00 0 0 o

Chaque dérivée A+ﬁ(ai) (1=0,1,2) a au plus un 1 par colonne

+ + +
A F3(82)@ A FB(al) 8 A F3(ao)

0 0 1 01 0 1 0 1 0 0 0
=10 1 0o}l @1 o 0|8 01 o = 1 0 1
0 0 0O 0 0 1 0 0 o 0 0.0
d'ou
+ + + + |
A H3(ao) = A F3(82) 8 A F3(al) 8 A F3(80)'

de méme on a :
+ + + +
A H3(a1) = A F3(ao) 8 A F3(az) 8 A F3(a1)
et
+ + + +
A H3(32) f A F3(a1) 8 A FS(aO) 8 A F3(a2)

2 2 3
(813600 1% =0, @1 P -0 e 8y (ap)) O =O-

Donc les conditions 1) et 2) de la proposition 5 sont vérifiées pour

chaque point fixe de Hy (ao,al et a2) .
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D'ot une partie du grafhe de Hy est:

M : +
a03 a0l 1,533 a¥s
| " 4 ‘
a
N T an 22 Chaque point (ao,al et a,)
4
a02 ‘ 3%2 a3, est attractif dans son
A voisinage immédiat & droite

* F, admet un cycle de longueur trois C(bo,bl,bz)

0 1] 2
bo ={1]. b, = [o] et b, = [0
2 0] 2

0 0 1 + 0 1 0 + " o
A Fé(b ) =10 1 g : A yé(bl) =11 0 0] et A F4(b2) = 10

o - O
cowN

0 0 0 2 1 0

la deuxieme colonne de A F (b ) a plus d'un 1 par colonne et la 3éme colonne

de A F (bz) contient un 2 donc la condition 1) de la proposition 7 n'est pas
vérifiée.

+ + + 0 1 04
S=AF,(b,)OAF,(b)OAF()=]0 01
472 /A | 470
0 0 O
d'oa g9 3 =0
Une partie du graphe de F4 est:
+
b3 o
——<_ O]
— L » " °
b1, b2 bo2 b2
+
bos
b, b
01 b2
+
by, bo

C n'est pas attractif dans tout son volsinage

immédiat a droite.
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x H, = F3 admet troils points fixes qui sont les éléments
4 4

du cycle C de Fy .

+ 0 0 O + 0 2 2 + 01 2
A H4(b0) =10 2 1 HE H4(b1) =11 0 2}|et A H4(b2) =10 0 1
01 0 0 0 2 0 2 1

aucune dérivée ne vérifie les conditions de la proposition 5

d'ol une partie du graphe de Hy est

+ +
by3=b11
.‘.
b
13
+
‘b0
b1
. &
0 ' b2

APn’bl,et b2 ne sont pas attractifs dans leur

voisinage immediat a droite.

8.3 Convergence locale dans un voisinage
massif d'un point fixe

ou d'un cycle.

Nous allons maintenant considérer des voisinages (d'un point fixe ou d'un
cycle) plus grands que le simple voisinage immédiat & droite ou a gauche. Nous
obtiendrons encore des conditions de convergence locale d'une itération dans
(Z/pZ).Mais elles ne seront que suffisantes ,pas forcément nécéssaires, et de
plus nous somme amenés pour que les démonstrations passent, 4 imposer une
condition au voisinage considéré: celle d'étre un voisinage massif (du point
fixe ou de cycle que 1'on examine) (une telle étude généralise au cas de
(2/pz)" ce qui avait été fait par F.Robert dans le cas { 0,1} [5,8]).

Definition 4.
Pour x quelconque dans E". on appelle voisinage massif de x relativement &
dl (resp. relativement & dy), toute partie V de E" contenant x et telle

que :



VueV et veE" tel que si
dl(x,v) ¢ dy(x,u) alors ve V
(resp. dz(x,v) < dz(x,u) alors veEV)

Definition 3.
Soit & = F(E) ,un point fixe de F dans E". E sera dit attractif dans son
voisinage massif relativement 3 d; (vesp. & d)) Vde £, 81 on a :
a- F(V)CV
b- Pour tout xo pris dans V, 1°itération xr"'1 = F(x")
(qui reste dans V d'aprés a-) finit par stationner en 13 sau ‘bout d'au plus
n pas (x" = F*(x° ) =E ).

Definition 6.
Soit C“(ao'al’”‘"r-l) un cycle de longueur r pour F. Et soit W, un
voisinage maseif relativement A d (resp. d dy) de a; (1=0,...,r- 1) c

sera dit attractif dans W -rﬁl W si:

1=0 4
a- F(wao) < w"l H F(Wal) c w‘z H Fm‘r-l) c Wao.
b-  Pour tout xo pris dans 1°'un quelconque des volsinages massifs
relativement a d; (resp. & d,;) ; disons W, ay ; 1'icération x'tl - F(x¥)
(qui reste dans W d'aprés a-) finit par atteindre a; , au bout de rp pas

(ps<n): 3 p (O p< ) ;
xrp Ld Frp(xo) - aio

Remarque:
1. Le voisinage massif relativement & dy contient en général plus
d'éléments que le voisinage massif relativement & d;.
2. La condition a~ de la définition 6 imlique que
Wain Wa. = ¢ 8114
(en effet ol x W, 0 W, aloré 1'icération x** . p(xT)

L
partant de x° = x vérifie x'P = a; et x'P" = ay avec p,p' < n

d'otr xF(PtP') o a; = ay )
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On va donner maintenant une condition suffisante de la convergence

dans un voisinage massif relativement & d,.

Proposition 8

Soit V un voisinage massif relativement i dy d'un point fixe E de F ,
w={d (%,) 3 x ¢ V }
le voisinage massif de 0 associe. On pose M = sup ( lA+F(z) 1)

sl les conditions suivantes sont vérifides :

*
dr<n tel que MF =0

alors £ est attractif dans V.

Remarque : _
On peut avoir la méme proposition 8 avec les dérivées A gauche en
remplagant M par N = sup ( |A—F(x) l) .
zeV
De méme on obtient une condition suffisante de la convergence dans le
voisinage massif relativement a d; en remplacant M par zgpv (A+ F(x) )

Mais dans ce cas * est le produit dans Zzp.

démonstration :

Soit xeV et soit [E x) une chafne de longueur minimale joignant x & E

alors ‘
dy (F(E)),F(x)) < M'*d, (%) (cf. prop.4)
avec
ut - sup ( |A+F(z). )
z ¢ [E x]
or dy(u,8) < d,(x,E) pour tout u € [§ x]

d'ou ue V. et MY « M
Alors dz(F(g) » F(x) ) < M #* dz(g,x)

=ve W

et puisque M * WC W et W est un voisinage massif de 0 alors
dy( F(E),F(x) ) W
d'od F(x)e V.

OeV on a Fn(xo) = E

Montrons alors que ¥ x
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2(3( £) < M*dz(x sg)
d(X.Z) < M*M*d(x.&)

468 < (M) % 4,6%0)
N -
=0

d'od x"™ = .

Exemple .
® w (z/32)3 .

2 2
fl(x) = 2x2x3 + 2x2x3 + x, + x,

2
F(x) = fz(x) = x,
fa(x) = 2x2 + 2x§

A0 8006 B BB
T

0) 0] 0 0 2 0
o] n ¥
0 1 2 0 2 1
a'r 1l =o' | =atr 1] -0 o 0 ;
2] | 2] 2 0 2 0
0
d’ou s 0 1 1
M= sup ( | a F(z)") =10 0 O
zeV 01 0
M*WcCwy

M vérifie les conditions

M3 - o
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D'ol une partie du graphe de F concernant V ;

g est attractif dans son

voisinage massif V

Nous allons établir maintenant des conditions de convergence dans

le voisinage massif d'un cycle.

Proposition 9 :

Soit C=(a0,a1,...,ar 1) un cycle de F, et soit W, ay (1=0,...,r-1)

les voisinages massifs de chaque point a;, et Wo le voisinage de 0
ay

associé .
0
W a = { d2(x,ai) y Xe Wa }

i i
on pose

M, = sup (lAF(Z)')

z €EW
84
r-1
1=1 ai r-1

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

0 0
M * W C w 1=0,ooo,r—1
i a, a,

*
I r<n telque MT =0

alors C est attractif dans W .

Démonstration :

Méme démarche que les démonstrations des propositions 7 et 8 .
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Exemple: E = (Z/3Z)3

2 2 2
£100) = (1-(x)=1) )(1=(xp-1) ) (14x3+2x3)

2 2 2 2 2 2 2 :
F(x): fa(x) = (x;41) (1-x )+(l-(xl-2) )(1+2x2'h(3+2x2-h(3ﬂ3 x2'i1(2X3‘i'2x2X3)

2 2 2 2 2 2
£3(x) = 2(1-x1)(1-(x2-1) )+2(1-(x1-1) )(1-(x2-1) I+(1-(x1-2) )(1-(x3~2) )

0 [0
C = (ao,al) avec  a, 0 et a, 1

6 F] Bl e 4 BTOE) ()
0»0'0°0»d°oﬁu-%0’0’0
0 1 |2 2 | 2 0 0 1
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11 0 0 0 0 0

M=M *M =100 0] =* o1 0] = |o

4 a9 01 0 0 0 0 0
M*M = 0

Les conditions de la proposition 9 sont donc vérifides .

0 0
Ma * wa wa
0 2o 80
M *y W
a) aj aj
M*M = 0

C est bien attractif dans son

voisinage massif.

10 2 <& *@”0
202 o— Y 011
002 ¢ —®210
ooo ®012
001 e 4 010

-0

(==
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CHAPITRE IIX

APPLICATION : METHODE DE NEWTON

DANS (z/pZ)" .
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1. INTRODUCTION

Nous considérons dans ce chapitre, la résolution des systémes d'équations

de type :

F(x) =0
(od x est un veceur de - (Z/pz)" , P ptemier, et F un opérateur & n compo-
santes). '

A 1'aide de la méthode de Newton discréte. Cette méthode a té étudide
par F. ROBERT dans (2/2Z)" (7,8) ; et on a pu la généraliser grace aux outils
qu’on a introduits dans le chapitre précédent.

L'intérét de cette généralisation réside dans le fait que la probabilite
de rencontrer une matrice singuliére est plus faible quand p. crott, ce qui

revient & dire que 1'"efficacité” de la méthode croft avec p .
Par analogle, avec 1'analyse usuelle (dans R") , on définit le procédé
itératif suivant :
g x® quelconque dans (2/pz)® , p est premier
-1
( N aa . 8Fx") ] (r=0,1,...)

ou AL (r= 0,1,...) est une suite de matrices (n,n) & éléments dans zZ/pz,

invérsibles en tant qu'opérateurs dans (2/pz)".

+ - .1'
Le choix de A=A F(xr) (ou A F(xr) ) pour tout r constitue la méthode
de Newton standard . Cette méthode 1m11que 4 chaque itération , soit 1'inver-

sion de la matrice A F(x ) (ou A F(x )) .soit la résolution d'un
systéme linéaire A F(x )8z = F(x ) oud F(x )8z = F(x ) )

Afin d'éviter une répétition de calculs, on utilise parfois le procéssus
simplifié suivant : A, = A pour r=0, 1, 2,... (avec A inversible ).
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2. ETUDE DE LA CONVERGENCE :
NEWTON SIMPLIFIE.

Nous allons commenger par &tudier la convergence du processus simplifié :
a8 plere"y ] (r = 0,1,...)

Il s'agit d'une méthode d'approximations successives

- Bx®) (¢ = 0,1,2...)
od H(x) =x 0 (A7 8 F(x)) ; ¥ x (z/pz)" .

alors les dérivées & droite et i gauche sont définies par :

My =10 Al 8oty 5 vk (2/pz)P

et .

AHGE) =10 A 0ATR(x) ; ¥x (2/pz)®
( I est la matrice identité ) .

2.1 Convergence local dans le voisinage a droite

ou a gauche d'une racine a de F

D'aprés 1'expression de H, on voit que toute racine de F est un point
fixe de H, donc 1'utilisation de ce dernier » vVa nous permettre d' appliquer
des résultats de convergence locale vers un point fixe , établis dans le

chapitre 2.

Proposition 1

Soit a une racine de F, pour que a soit attractif dans son voisinage

immédiat & droite (resp. a gauche), 11 faut et i1 suffit que :

1-16 [ A" 84'F(a)] ) (resp. I 6 (A"} 8 4 F(a)] )

ait au plus un 1 par colonne.
- +
2= k<n tel que [T 04 0a%ra) | % -

(resp. [10A827Fa) 8% =0).
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Remarques:

a. La condition 1) exprime le fait que A n'est pas trop dlfférent de
A F(a).

b. sl AjAjF(a) = 0 pour J=1,...,n (avec A;F(a) = F(a 0 ;) 6 F(a))
(cad. st A+F(a) =A F(a) ) et si 1) et 2) sont vérifides alors a est
attractif dans gon voisinage immédiat A

cC. A= A F(a) (avec A inverssible alors pour tout x° pris dans V+ a
x! = a.

de méme 81 A = A F(a) et xo et pris dans V“a on a aussi x! = a.

En effet si xo =3 @ ej

F(®) 8 F(a) = a'F(a) 0 e, d'od F(x®) = a'r(a) 8 e

b 3
et alors
x! =x%0 [a*ra) ™t 0 Fx®) = <0 0 ey = a.
Exemples: n=2,p=3, 1
i1l ya une racine a = nous prenons
1
X F(X) 0 2
pour A A est inverssible et
1 2
-1 2 1 _ 0 2
A = i A F(a) =
2 0 ‘ 1 1

N NN = o= o= e o
N o= O = ON =
Ll = N - A - -
N O = N O NN N

fx

. 1 o] [2 1 0o 2
d'od I 6A™" ®ATF(a) = 9 (]
0o 1

0a”l '] A-F(a) ] vérifie bien les conditions 1) et 2) de la proposition 1,
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d'od le graphe de 1'itération xr+1 = x' @ A"1 8 F(xr) est le suivant ;

12

a est bien attractif

dans son voisinage

immédiat A gauche.

(convergence en au plus 2 pas)

Pour le méme opérateur F, nous prenons maintenant

_ 0o 2 ) 11
A =AF(a) = d'od AT =
1 1 2 0

et le graphe d'itération de Newton simplifié est le suivant:

o
~
¢
~
o
N
°
o

A 4
A 4

donc tout le voisinage & gauche de a °°

converge vers a en un pas

(ce qui illustre la remarque c.)

Contre exemple

Toujours pour le méme opérateur F » on prend

1 2 -1 0 1
A = alors A =

1 0] 2 1

0 2
d'od 16a7lg A F(a) = » ne vérifie aucune condition
2 2

de la proposition précédente.

Le graphe de 1'itération xr+1 =x' @ A—1 8 F(xr) est donc le suivant :
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b

W,
2
AT
00

la racine a est isolée, donc a n'est pas attractif dans son voisinage

an

immédiat a gauche.

Nous allons donner maintenant des conditions plus fortes que celles de la
proposition précédente pour assurer la convergence dans tout le voisinage im-

médiat d'une racine a de F.

Proposition 2

Soit a une racine de F; (donc c'est un point fixe de H) tels que
+ - - +
A H(a)® A H(a) = A H(a) O A H(a)

Alors pour tout x0 pris dans (Z/p2)” 81 on considére 1'itération

xr+l = x* o A-l 9 F(xr) et 81 les deux conditions suilvantes sont
vérifiées:
1- (@ 6 A 0a'ra) et (1 8 A 0aTF(a) ) ont au plus  une

composante non nulle égale 3 1 ou -1 mod p.

2- 81 pour n impair on a n

o o+ 8z o - BUZIH)
{1 6A™ 0 AF(a) ] = [I0A™ @ AF(a) ) = 0
et pour n pair on a
o+ 8(7) a4 - eIzl
[18A™ 8 AF(a) ) = [I18A 7 6 AF()) =0

alors a est attractif dans son voisinage immédiat Va

On rappelle que les deux conditions précédente assurent la convergence de
tout point de V, vers la racine en au plus n pas (cf. chapitre 2).

Exeaple

Soit F un opérateur sur (2/32)3 défini par :
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2 22 2 2 2
f1(x) = (1-(x2-2) )(XLR3+X1X3+X1+X3+X1+X3)

2 2 2
fa(x) = 2(1-(X1-1)2)(1-(X2-2) ) (1-x3+x3)

F(x) = +2(1-(x3 ~1) )(x1+x2)(1+x1‘xz+x1x2)

2 2
£3(x) = (1-x3)(1-(x;-1) )(1-(x2-2) )

1
une racine de F est a = [2]

1
1 2 0] 1 0 1
sl on prend A = |} 0 0 alors A = |2 -1
0 0 0 - 0

1 o 1 1 0
AF@) = |1 1 1| et atRa) = |1 1
0 o 2 0 o
d'ou
_1 N
s*uca) =10 47! 8 atra) = |o o o0
| ) |
et
-1 -1 ]
8H(a) =T 0A™ 847F(a) = |o 0
A+ﬁ(a) ® A-H(a) = A—H(a) 8 A+H(a) = 0 (matrice nulle)
et

B H@IY = %)% - o

d'ol les conditions 1) et 2) sont vérifides.

une partie du graphe de 1'itération x*'! = x* o a7l g F(xr) est:




- 107 -

T S
it
w W

a est donc attractif dans tout

son voisinage immédiat

( ici deux pas au plus)

2.2 Convergence locale dans un voisinage

magsif d'une racine a de F.

Dans ce cas aussi nous allons appliquer des résultats du 267 chapitre

pour donner un résultat de convergence locale dans le voisinage massif (relat-

[y

fvement & d) ou & d,) de a.

Proposition 3

Soit V un voisinage massif relativement a dy d'une racine a de F. et W
= dy(x,y) , x V ], 1e voisinage massif relativement a d, associé a
0, on pose

M= sup ( I647!0a%rGz) )

z V
sl les conditions suilvantes sont vérifides:
M*Yy W -
h5}7 (* : produit dans Zp)

%
A r< telque Mt =0
alors a est attractif dans V.

Remarque

On peut ecrire la méme proposition en utilisant la dérivée & gauche de H
ou en remplagant d2 par d; (cf. chapitre 2 ).
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Exemple

Soit F un opérateur sur (Z/BZ)3 défini par :

2 3
Xx + xx3 + X5+ X)
2 2
F(x) = 3§ x0x3 + xox3 + 2xp + 2% + x)
2
X2 + x3 + x
0
F admet le vecteur a = |1 comme racine .
1
1 2 0 0 1
on prend A =]1 0 0 d'ou A—1 =
0 0 0 0
0 0 0] 1] 11 1 27 [2 2
on prend V = L, vy, |y, 1], |1 N B PO DO O D B A B |
1 0. ? 0 1] | 2 | 0 1 2
d'od 0] o] N7 [
W= O, o}, |o}, ]o
il o] |1

1'opérateur F est choisi de telle fagon que 1'opérateur H associé soit égal a
1l'opérateur F défini au chapitre 2 page 95 ,donc F vérifie les conditions
de la proposition ,
(] 4 r+1 — r "'1 ¢ r .
Une partie du graphe de 1'itération x =x OA " ®F(x) est:

110 . 212

a est attractif dans son voisinage massif.

Remarque
+ -
Le meilleur choix pour A est A = A F(a) ou A F(a) , malheuresement

cela suppose que a est connue d'avance.
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3. ETUDE DE LA CONVERGENCE :
CAS GENERAL.

Nous allons étudier maintenant 1°itération dans le cas général :
= o a1l 0 Ry ) re0,1,...

Dans le cas de la méthode usuélle ( dans R™ ), la convergence a été étudiée
dans des cas particuliers, ou sous des hypothéses sur F et sur le choix du
vecteur initial, mais ces conditions sont en général seulement suffisantes
(théorie de Kantorovitch basée sur des arguments d'analzgg,normes, opérateurs
(cf.[12,13]) etc...) '

Pour la méthode discréte , cette étude est délicate car 11 est trés dif-
ficile de trouver ou de transposer (du cadre continue au cadre discrét) -des

conditions sur F qui assurent la convergence.

Nous commengons tout d'abord >, bar étudier le cas od F est affine,
(F(x) =T ® x ® b ;avec T régulier). Pour ces opérateurs les dérivées & droite
et & gauche sont les mémes ; égales & T ( A+?(x) = A-F(x) a T ; ¥ x (z/p2)™)
donc dans le cas de Newton standard , on a pour tout xo pris dans (Z/pZ)n :
xl = x0 0 718 [T ® x0 @ h)
=0 Tl 9§ h (solution unique )

donc comme dans le cas continu , on obtient formellement la solution en un pas

quel que soit le vecteur initial.

Nous allons maintenant considérer que 1'ensemble (2/pZ) est ordonné'par
1'ordre suivant(*) i 0<1<2<.ae<p-l . et on donne une formule d'erreur
explicite , qui nous permet d'établir une condition nécéssaire ‘et suffisante
de “progression monotone” vers une racine de F (qu'on suppdse exister a

priori).

On dira qu‘on progresse de fagon monotone vers une racine a si
x™*1 6 a ¢ xFga
(inégalité composante & composante)
sl on progresse de fagon monotone vers une racine, on y converge en au plus

n(p-1) pas .

(*) non compatible avec la loi 6
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Proposition 4:

2 2

Soit a une racine de F, et x* le rl®™® jiaré.
Soit xr = ee,u u = a
ull,u12,00.,“181,1121’-oo,uzsz’ona’ kl,ooo, ksk

une chaine i gauche reliant x* i a.

uj; est voisin a droite de Ujp » Uj, est voisin A droite de u;3 etc...,et
de plus Uik = Yi(k-1) (] eji pour k = 1,...,84-1 (cette chafne n'est

pas unique).

il existe des indices jl,jz,...,jk (tous distincts) tels que

i
U)oy = uji e ejl

u = u Qe
13 12 jl

= u 0 e
ks k(sk—l) jk

On a alors la formule de correction suivante:

r+l r -1 5171 _
(1) X 6a=x 06a06A_ 8 A F(up,)] Be
L 17 n

Sl"l

F(w,)) ] 8, 8.8

o[ A F(ulsl) ® ( i

1=1

sk-l _
A F(u,,)) ] e
1=1 k1 jk

) 

8RGO

En effet:

N oa=xTo0ase Al e[r(x") 0 F(a)]

F(xF) 6 F(a) = [F(ujp) © F(up,)] @ [F(u,,) @ F(u;3)] 8...8
[ F(uISI‘I) ) F(ulsl)] ® [ F(ulgl) 6 F(uz;)] o...0

[ F(u, _.)© F(u )]
ksk 1 ksk



- 111 =

e, @ A Be, 0...0 47 0
Wyl ej; A F(uy2) ajl AF(ularl) ejl

oA F(“lsl) Be, 9...0 7 F("ks _1) Oe

7 Kk 3
" Bé"‘l . - 81"1 _
F(x') 0 F(a) = | e A F(u?l)] eej1 A F(ulsl) e ( 1?1 A F(up )] 0ej2
- 8 -1 _
0...6 [ A F(u, _ ) O @ A F(u . ))) e, .
k-1 8, -1 1=1 kl 3

Remarque
On peut aussi exprimer 1la formule de correction & l'aide¢aes dérivées i
droite, 11 suffit de prendre une chalne 3 droite reliant x* & a. Par
contre si on choisit une chalne de longueur minimale , L'expresaion de
correction sera exprimée en général en fonction.des dérivées & drofte et a

gauche.

‘La formule (1) nous permet donc d'obtenir (xr..'1 0 a) a partir de (x* @ a)

on peut alors déduire une CNS de progression monotone:

Corollaire:

une condition nécéssaire et suffisante pour que o a ¢ x" 0 a est

que : 8y-1 _
1- ws=| 123 A F(ull)] Oejl 9...0
sk-l
{a F(uk__1 Bk“l) ® ( :?l A ?(ukl)) ) Oejk $ 0‘ 

2- A, solt telle que :

Ar-l Pw < x" 0a.

Demonstration du corollair-
r+l 0 r , rtl
pour que X a ¢ x 06 a 11 faut et 1l suffit que (x 0 a) ait
toutes les composante nulles de (x* © a) et en plus au moins une infé-
rieure & celle de (x* @ a) .
r

Or la condition 1) entraine que xr"'1 © a# x O a et la seconde
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entraine que
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B w reste dans le sous espace engendré

par

ejl,...,ej . et chaque composante de Ar-l ® w est inférieure ou égale

a la composante correspondante de x* 0 a.

Exemple n=2 , p=3.
X F(x) F est donné par sa table.
0 O 2 1 i1 ya une racine a = g
0 1 a g a,B,y,n,a,b,c et d sont
0o 2 vV quelconques dans (Z/3Z).
1 0 2 1
1 1 1 1 prenons par exemple x' =[i]
1 2 a b on choisit la chalne :
2 0 1 1 . ..
2 1 c d xt =uy; = [}j , upp = l?J ,
2 2 0 o0 , L ,
2 2 2
u13=1,u21=0,u22=2=a
alors
w = [A-F(ull) @ A—F(ulz)] Be; @[ A_F(ulg) o A—F(u21)] Bey
_ lea 2 _ ‘a8 82
A F(upy) = 3 A F(upp) = ,
16B 0 ped gel
_ c6l  cel _ 2 1
A F(u13) = s A F(UQl) =
del del 0 1
| P -
d'ou l16c c 1
w = (] = £ 0
led d. 1
sl on choisit 2 1 1 2
A, = , alors A =
1 1 2 2
et a1 1 3 N 0
A Bw = 8 =
r 2 2 N 1
1 2 2
x' 0 a-= ) ;=
1 2 | 2
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d'aod
A-: Buw < xr Qa

donc les conditions de la proposition 5 sont vérifiées,et 11 vient

1 1 2 10 1
xt+1 - e 0 -
1 2 2 1 0

on & bien ° 2 1 -2
! g 4 f x*0a
1
si on prend maintenant x¥ = » et 1la chafne
4]
1 0 2| 2’
x* = uyy = » U2 » W3 = » U2y < = a
0 0 0 2
w=[AF(u) & AF(u,) 108e; 8 [ A F(u3)] 8e,
_ 0 26a _ 1 26y ) |2
A F(u),) = » & F(ujp) = » A F(uj3) =
0 16b 0 168 1]
1 1 [ 2
W = (] - # 0
0 1 1]
et 1 2| [2] 1
TN T 9 -
2 2§ 1] 0
1 [ 2] 2
x* 0 a = (%) -
d'od 0 | 2 | 1
AK."1 M) x 0a
alors

- r
g a . r0a0Aalgpuh
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on a bien 2]
+1 r
X" 0ag¢d xFoa-=
- 1
0 .
si on prend xF = et la chafne
0 . )
0 2 2
x' = up) = » U = » U21 =
0 0 2
tout calcul fait on trouve
2 . 1] 1
w = #0 et A Bw = f X 0B a-=
1 r 0] 1
2 0
et enfin si on prend x' = ; xF0a-=
0 1
tout calcul fait on trouve
1 1 0
- r
w = et A Bw = = x 0 a
1 r 1

NN
v
0‘.-— N,

Y

la convergence est donc monotone

La condition 2) du corollaire est difficile a exploi?er pratiquement .

Nous allons donc expliciter quelques cas trés particuliers ot elle est

vérifiée.

Proposition 5

Si ,a 1'étape r :

(571) 84 @e, = [iEél AF(up, )] ® °5
- S_l_
204, Bey = [ATF(u,) @ 13? AF(u )] 8 ey
: _ s, -1 _
s, 8 A8 o - CRICNN sk_1) ® ( 13? ATF(u, ) )] v@ejk

'

alors xft! = a 1la racine chérchée.
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. |
En effet le vecteur A ¢ ® w  caincide alara avec
r
(81‘1)8 eh 0820912 o...0 8kaejk = x 0O a

d'aprés la formule (1) x* 9 a1 = 0o sott x't! . g,

Remarque

1. Les conditions cil-dessus disent donc comment choisir ay. , pour aller au
plus vite 3 1la racine » elles sont malheuresement inutilisables en
pratique , car on ne connait pas la racine a donc on ne peut pas connaitre
le chemin joignant x' 3 a A

2. Les conditions de 1la proposition dépendent du choix du chemin
Joignant x¥ 3 , » donc on peut avoir des conditions angiogue avec les
dérivées A droite, si on choisit une chafne & droite » Ou avec les

dérivées & droite et 2 gauche si on choisit une chafne de longeur

minimale.
Exemple
x F(x)
. 1
0 0 2 1 F a une racine g =
xX* 1o 1 0 1 0 2
0 2 2 1 on prend x' = »et choisissons
-1 0 1 1 la chafne: 1
a 1 2 0 o x' = u))=- »y U= y Uj3= »
2 o 0 2 1
2 1 1 0 1 1
2 2 1 2 Uy = » Ugp = . = a
0 2
alors P 11 ' 2 11
A-F(ugl) = ’ A~F(“12) =
1 0 1 1 ]
; (2 1 ) 2 1]
A F(u)3) = » & F(uz)) =
: 1 1 0 1|
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on choisit A, telle que : 1]
264 ®e = [AF(u)) A F(u,)] Be = J
2
et ) ) 5
2 @At‘ ] e = [A F(l.lla) @A F(u21)] 8 62 o= J
2
] AY
d'ou 2 1 . 1 5
AL = , et A . =
. 1 1 2 1
0
donc pour x' = on a
1

xXFtl o v g Ar~1 ] F(xr)
0 1 2 0] 0 I 2 BY
= 9 0 = e == = a
1 2 2 1 1 2| |2

on a bien convergence de 1'itération vers la racine a en un_seul pas i partir

de xF.

Voici maintenant quelques cas particuliers de la proposition 5

Cas particulier 1.

Dans la methode de Newton standard (A = A F(x ) , resp. A F(x ) )
- 81 xF est voisin a gauche de a ( resp. voisin a droite de a)
- 81 A F(x ) ( resp. A F(x )) est réguliére
alors x'tl . a

ce qui signifie que si, par Newton standard, on arrive &ans le voisinagee

immédiat i gauche (resp. & droite) d'une racine a, alors , au pas suivant,

on atteint cette racine.

En effet si x0 ¢ V"a ; a racine de F
1 _ 0 + 0 -l 0
X' =x 0 [AF(x)] @ F(x )

une solution du systéme A+F(x0) 0 z=0 F(xo) est z =ej (si x0 = a®# ej)

d'od x! = x0 8z=xY @ ej=a

méme démonstration pour x0 dans V+;
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Exemple n=2,p=3.
2 ‘ .
X} + x 1 @ 2x) 1
F(x) = 9 ) d'oa A+?(x) -
0] 2
les vecteurs et gont des racines de F.
0 2

_{o o] |2 0 {2 2 1 2
V = 9 [ et v = » L]
0 0 0 2 2 2 2 1

Une partie du graphe de 1'itération xt . xF o [F'(xr)]f} 9 F(xr)

Bly - L] [fl\/[;]
\/tll i

donc le voisinage 4 gauche de chaque racine

est la sulvante :

converge vers celle-ci en au plus 1 pas

Remarque
Si deux racines distinctes a) et a, de F admettent un voisin immédiat i

gauche commun (resp. & droite) b, alors A+f(b) (resp. A_F(b) ) n'est

pas inversible.

En effet , la méthode de Newton standard , partant de xo = b donne x1 = a;
et xl = a, . Ce qui est impossible si A+?(b) (resp. A-F(b) ) est non

inverssible.

Cas particulier 2
I d . - I 4 +
51 la dérivée a gauche A F (resp. 1a dérivée A droite A F) est invers-
sible dans un voisinage W, d'une racine a de F et si x* tombe dans W, »

alors, par la méthode de Newton standard , &L,

En effet , avec la notation de la proposition 4, on a
AL = A F(uj)) =A F(ujz) =.eo= A F(uk(sgl))
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les conditions de la proposition 5 sont donc vérifides ,d'ou le résultat.

On prend un exemple simple od F est affine dans le voisinage massif de a
Wy (F(x) =Ax + b, ¥ x wa avec A inverssible )

donc ,
+ +
AF(x) =AF(x) =A , ¥x Wy-

la racine dans W, est unique et égale a a7l 8 b et on sait que quelque soit

x0 pris dans wa on a

L =a1legp (racine de F dans W,)

en voici un exemple:

n=3,p=3 | as= 0
2.
et X
W, = 0 5 X1, X3 z/32
*3
o :
on prend F(x) = Ax & 1 ', ¥ x W, avec
) 1
1 2 ! 0 1 0
A=11 0 0 y alors A =12 1 0
0 0 2 0 o 2

a est bien racine de F dans Wa . 4 1'extérieur de W, F peut prendre n'importe

quelle valeure.
On vérifie que , partant d'un «° dans W, la méthode de Newton standard

conduit en un pas 4 la racine a .
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4 EFFICACITE D'UNE METHODE ITERATIVE
SUR UN ENSEMBLE FINI

Pour notre probléme, c'est 4 dire pour 1'itération:
xr+l - xr 0y
avec
F'(x’) y = F(x")

partant d'un x*

» 1'itération peut mener & un processus finissant (point fixe)
3 un processus infini (cycle), ou & un blocage (cidd. 11 existe un x* qui n'a
pas de successeur). ,‘ ‘
Pour ce qui nous concerme , les blocages et les processus infinis sont
peu souhaités . Donc on dira que la méthode est éfficace , si on a plus
souvant des processus finissants , et que le grahe de 1'itération a un

diametre faible (cdd. on arrive en un petit nombre de pas au point fixe).

5 EXPERTMENTATIONS NUMERIQUES
On concidére 1'opérateur F: (2/72)2 (2/72)2 , défini par :

2 [ 6 6 6
£1(x) = x3 + x3x3 + (1-(x)-5) )(1-x3) + 6(1-(x1-2)H)(1-x2) + 3

F(x) = )
f2(x) = x3 + x1%

La table de F est la sulvante:
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F(x)

0142241006562003113060434055055043406031130026562

3333333456012362/461355140362526304115316424321065

0123456012345601234560123456012345601234560123456

000000011.l..l..l.1122222223333333444444455555556666666

123[4567890123456789012345678
vt 2222222223333333333444444444

CeNMNITNONDODRMND NNONFTNONONO
— i B B I R o~

—
Ll
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Cette fonction n'a aucune racine , nous la notons Fqg-
F, est obtenue en modifiant la table de Fp seulement pour x = (5 0) et en
prenons alors F)(5 0) = (0 0). F) admet une racine.
FZ est obtenue en modifiant 1la table de Fl seulement pour x = (2 3) et en
prenant alors F2(2 3) = (0 0). Fz admet 2 racines ; on définit de fagon
analogue F4 , FS . F6 et F7 .

Dans les pages suivantes » on visualise le graphe de 1'itération de

Newton simplifié et de Newton standard, pour ¥o ,F). F , F4 , Fg ,Fg et Fy.

L]
De nombreux autres exemples sont expérimentés par Zequ Jianq (cf. [19)).
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L g & o 2 - m " ] = Ll ] m " m = m ] m N
o o 2] =}
< 0 0 3
ee “E 8 bre de point
W e r e points
e 2 gn8 nom p
N ~ » = = - &~ &~ ~ w conduisant 2
Q flg 8 s' w ~ © < ~ w [=) ~ o S t‘v b - o . .
g 4] a sUr & une racine
4]
1]
"]
- nombre de points
A2 N 9 - - - pouvant conduire
o - &> w © (<] o o © [~} o © =) o
3 une racine
olol olo | o] o
. . . . . .
olol olw | 9wl U
Wigl Ol | =] S .
Wiwl &ale | ol es nombre de points
- —- - - w w IS - -~ =~ | ne conduisant pas
=} - ~ o ~N & © ~ ~ ~ ~ ~ ® © :
3 une racine
nombre de cycles
2
;? '3 &f = ° ° - o w - > _ — - _ “ w - o 2 non conCernés
e E - £ ® par une racine
Ed c X €
] o [
g - g
[=] o0
. M ']
® & o < longueur
o . [< ") g .
L ‘g 8 g B maximum des jad
] 1 o o o o ~ N ~ %) w w w o
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LI o
[} Q 3
. <
— — e e 5
| I { nombre de poing 5
LI ] 1
:? &7 P - ts apoutissant | o
| ] o -] P byt - &~ =
- - | ]l ° b ~ ~ ~ ~ ~. 3 b ®. & coup sdr sur|
oclo|lo|lolo | un cycle
. 3 . . . . .
~lg N NI lg
[l BN g t;: w
oo | v wn
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P - = = b “ « =) o =) [~ o =) <) (systéme inso luble)
T 7 ? - longueur maxi
* ~ . .
xS N s : d'une itération
- o B w * &> o ~ ~ ' w ~ ©° © © °© 1 K
w o © ¥ : N aboutissant & un point
.
w ¥ 8 * ~ :
4 @ -~ fixe quelconque
y @
® o N .i
o (X% L R
¥ - = + N -
N F n Ay longueur maxi d'une
<
& s b - - — [itération aboutissant
i ES ' ' o - o o w = - ~ IS hal =) °
E S ~ 3 * '3--un -cycle quelconque .-
o ¥ N »
4 » [ ~
L '
o<} £ n Ny
~ N .
N longueur maxi d'une
¥ . . .
N w itération aboutis-
- & -~ w w w wv ) 1 ' ' ) ' i
: sant & un puits
»
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6 COMMENTAIRES

L'examen des différents graphes et du tableau récapitulatif , nous permet

de faire les observations suivantes:

* Pour ce qui concerne 1'évolution du graphe en fonction du nombre de
racines introduites dans la fonction F; considérée (FO’FI'FZ’EA'FS'F6'F7) on
remarque que des parties du graphe se concervent tandis que d'auters sont

changées:

= Pour Newton simplifié cette évolution est slmple, a partir du graphe
de Fp ( on "casse” 1le graphe en chaque racine introduite et .on la "boucle”

xr+l r

sur elle méme ) , car pour calculer on a besoin seulement de x* et de

F(xr).

= Pour Newton standard , cette é&volution est plus compliquée car quand
on introduit une racine a , toutes les fliches partant de a sont modifiées,
ainssl que des éléments de son voisinage immédiat (voisinage immédiat i droite
(resp. & gauche ) si on utilise la dérivée & gauche (resp. 4 droite)), et par-
fois quelques puits.

* Les deux méthodes fonctionnent d’autant mieux que F a un nombre plus
grand de racines. Newton standard ne demande qu'un petit nombre de pas pour
converger ( sur les exemples éxaminés on remarque que le nombre de pas pour

aller a une racine est inferieur & P, de méme que la longueur des cycles).

Dans le cas od plusieurs racines existent, on constate que partant d'un
elément xo qui conduit vers une racine, celle-ci n'est pas toujours la plus
proche de x ( au sens de la distance de Lee définie par :

dix,y) = B w (% - yp)
et ou wL , désigne la fonction poids définie dans 1le chapitre 2) (pour F, on
a deux racines 35 et 17 avec d(35,19) = 5 et d(17,19) = 2 et pourtant une
partie du graphe de 1'itération est: 19 + 41 + 35 (cad. partant de x° = 19,

on aboutit en deux pas au point fixe 35 et non & 17).

* Pas de problémes pour passer de x* & x'*! dans la wéthode de Newton
simplifié : par le choix de A régulidre x*H! est toujours défini. Ce n'est
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Plus le cas dans Newton standard; mais la fréquence de matrices F'(x¥) régu-—
liéres augmente avec p (cf.annexe [7,8]) (par exemple pour p =7 et n = 2 i1
y a 4 peut prés 84 °/. de matrices réguliéres). Quand le systéme

F'(xF) 8 2z = F(xr) est singulier , on cherche néanmoins i le résoudre , car
pourp grand , le nombre de systémes solubles est grand ,(par exemple pour p =7
et m =2, 86°/o des systémes sont solubles (c£.[19]) , on a donc une impos—-
sibilité ou bien plusieurs solutions .Le phénoméne se traduit sur le graphe
d'itération par le fait qu'il ya des blocages (systémes 1mpdssib1es) alors que
par de nombreux points partent plusieurs flé&ches ( plusieurs solutions pos-
sibles).

Toutes ces observations conforment et complétent ce qui avait été experi-
menté dans (Z/2z)" » avec le fait supplémentaire qu'on obtient beaucoup moin

de systémes impossibles.
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ANNEXE

FORMULE DE TAYLOR DANS Z/2Z
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Soit F : (2/2z)y (2/22) .
Pour un élément x quelconque dans (2/2Z)"

;i (¢ =1,2,...,n) ( ;1 =x & e; 3 e; est un vecteur de base )
alors 1la dérivée de F par rapport a la iéme

» on concidére ses n voisins

variable est :
Ay F(x) = F(?l) ® F(x)

Notations :
N“{I,Z,...,n} v
Ir" { 1) , 43 , oeo 1: ) avec ise N (s =1,2,...,r)
= 31 s 3205 eee j ] avec joe N (s =1,2,...,r) .

On note par + (resp. par ,) 1'addition (resp. la multiplicatlon) dans
(2/22) , pour faciliter 1'ecriture des formules.

Lemme :

Pour tout k (k €n) et pour tout engsemble I, dans N, on a

k
= + +
Allg.ai F(x) F(x X e1 ) )

F(x + ej oot ej )
k =1 3 Iy eI, 1 k-1

jl <00 og jk-l

+ L Fxt+e, +...+ e ) $eoet X
€ I h K2

Jp <o 3

F(x + e, ) + F(x)
31e Ik h )1

k-2

Démonstration : récurrence sur k .
¥ k=1

AilF(x) = PF(x + eil) + F(x) (par définition)."

* supposons que la formule est vrale pour (k-1) , alors on a
k-1
A1 i F(x) = F(x + ¢ e1 Y+ r F(x + ej + ...t ej )
lo L) - . l -
jl < oe e < jk-—z
+ b) F(x +e, +...+ e ) teoet L F(x + e, )+ F(x)
1 jl jk_a jl
ji € "k-1

he Ik—l
jl oo jk—3
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en dérivant les deux membres de 1'égalité par rapport 4 x;  (on

suppose que i) < i s =1,...,k-1 sans perte de généralité) , on
a :
k k-1
L\.i i F(x) = [F(x+ I e, )+ F(x + % 1 )]
1 k =1 7j =1 7]
+ ) [ F(x + ej +...4 ej + e, ) + F(x + ej +...+ ej )]
el 1 k-2 Tk 1 k-2
Iy <<,
+ L [ F(x +e, +...+ e + e ) +F(x +e, tooute, )]

el h -3 1y Ul I3
Jp <eee < jk—3

+oout L [ F(x +e, + e

) +F(x +te, )] + [ F(x + e, ) + F(x)]
el ho iJl SR N

K k-1
=F(x+ % ei )+ [ F(x + % ei ) + X F(xte +...+ e +e i)]
=1 1 =1 1y Jye1 U 2 1

+ [ X F(xte, +...+e ) + X F(xte, +...+e te, )]
)1 3 i J a1
Jye L, k=2 e, k-3" k

jl<qoo<jk-2 J1< coe <Jk—3

S N | X F(x +e, )+ (F(x +ie )] + F(x)
jlé Ik_l jl k .

k
=F(x+ I e, )+ z F(x+e +e, +...+ )
j=1 ij jie Ik jl 32 ﬁk_l

jl <oeo <jk—1

+ T F(x + ej +ooot 3 ) ...+ % F(x 3 e ) + F(x)
Jje I, 1 k-2 he I 1
Bo<ren <3,
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Proposition

Pour x,y quelconques dans (Z/2Z)" , on a :

n
F(xty) = F(x) + L A F(x).y, + L A F(x).y, .y, +...+
=1 i i 1) <1, 11, i1 "1y

1) dpe I

L A F(X).y, oooy
1l<.‘°<1 110-01[\_1 11 in-

n-1
1 el
n

1

+ A F(x).y, ...y
1 110001n 11 1“

Nous allons démontrer cette formule par récurrence sur le nombre P
d'éléments non nuls de y.
* giy= e; (vecteur de base) , on a : .
F(x + y) = F(x) + AiF(x).y1 (par définition).

* supposons que la formule est vraie pour p € r~1 et démontrons la pour p=r.
d’aprés le lemme on a

F(xty) = A F(x).y, ...y, + X F(x +e, +...+ e

jl‘ EX RS jr"l

+ ) F(x +e, +.0.4 e
8 r

jl< oo'< jr—z

4ot I F(x+ e ) + F(x)
r-2 el h

en appliquant 1l'hypothése de récurrence 1l vient

F(x + y) = A F(x)-y oeoy + 2 ( ?(x) + z A F(x).y
iloaoir i 11‘ jselr k) e Jr..l k) k)

jl <oee< jr-l

+ L A F(x)oy oy tooot L A F(x).y ceoy
k) <k, K1k ki Tk kp<o..<k Kook ki Tk,
€
kpadpe ked
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+ A F(x).y, 'vv.y ] + X [ F(x) + % A, F(x).y
J1eeedpgy ey §€ T ke d__, M k1

jl <o oo jr_z

+ X F(x).y, .y, +eo.+ X F(x).y, ...y
ki <ko f1ks ki ko K <eeo< kr_zAkl"'kr—B ki Tk g
k) ,k; € Jr—2 ksE Jr-Z
+ A F(x).y, ...y ] oo+ 1 [ F(x) +A, F(x).y, ] + F(x)
j .. 'jr_z j jr_z jl € Ir jl jl
d'ou
F(x +y) = Ail*"irF(X).yil...yir+ [ ; X . F(x) +. 5 X . F(x)
s€ 'r _ s€ r
J1 o<eeec jr-l Mj1< ceec jr—2
oot L F(x) + F(x) )
1
Jl € r
+ [ X X A F(x).y, + X % A F(x).y
k k . k k
€ 1 1 1 1
jgi L ky Jr—l jse Ir kie Jk—2
Jp<eeec jr~1 3y <eee< jr—2
teeet I A, F(x).y, ]
h J
J1e Ir
+ [ b L Ak F(x).y, .y
k k k
js € Ir Ky ko e Jr—l 182 1 2
j1< cee & jr—l kl k2
+ z z A F(x).y, .y
kky k; “kp
Ig eI, kikae 3, )

j1< se e jr-z kl<k2
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+ooot by A F(x).y, .y ] oot
Nad el hi h'n
h <
+ L L F(X).y, ...y
j € I k fJ Akl'°'kr_2 kl kr__z
8 r 8 r-2
jl <~on< jr"l kl<oce< kt"z
+ L A F(x).y, ...y ]
LIS Noeeede s h de-2
jl( 060l jr.‘z
+ b A F(x)oy sesy
3yl eeedey Ty
jl < eo0e< jt-l
alors
, r-1 r-2 1 0
F(x + y) Ail"°1rF(x)'y11.°.y1r + | Cr + Ct +...4 Ct + Cr 1.F(x)
r-2 r-3 0
+ [ Cr-l + Cr__1 . Cr-l || jli . AhF(x).yjl ]
r
r-3 0 '
+ [ C +...+ C ]o[ Z A F(X)oy oy ] teoot
-2 -2
r x Nodael i h 7
31 < 32
1 0 o
+{C, +C, ][ L A F(x).y, ...y ]
2 2 Jel Jueeedy h 32
8 o :
jl < ooo( jr_z
+ | I A F(X).y, ccoy ]
js€ It jl"‘Jr-l jl jl"‘l
jl < o8 < jr—l
Remarque:

a+nt - 1+ci'1+c:“2 P c;’ - 0
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d'ou
F(xty) = F(x) + 1 A, F(x).y, +...+ X A F(x).y, ...
e, Oy 11 fer deed R T
R

+ A F(x).y, ...
i)t () eyy -eeyy

r

c.q.f.d.
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons donc développé dans ce travail des outils d'analyse de

quelques problémes d'itérations discretes.

Les outils utilisés essayent de transposer les outils usuels d'analyse
(voisinage , dérivées , outils metriques etc...) mais 11 est clair que les
outils discrets que nous manipulons s‘utilisent de facon différente : du fait
de la structure discréte des problémes étudiés , nos démenstrations sont beau-
coup plus & caractére algebrique qu'analytique. Il n'y a pas de raisonnement
par continuité , mais souvent & la place des raisonnement par convergence sta-
tionnaire (en un nombre fini de pas) ou des manipulations forﬁélles de vari-
ables (cf. Chap.l)

Quelques résultats peuvent sembler simples , mals sontt le fruit de

démonstrations longues et techniques .

Sans pretendre que ce type d'outils puisse tout analyser , on peut penser
qu'il reste encore pas mal de choses & comprendre et i formaliser pour ce type

d'approche. (itérations discrétes).
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