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INTRODUCTION

Le comportement d'itérations dans un cadre discret
avec une notion de convergence stationnaire provenant d'un outil
métrique a été étudié par _F. Robert qui 1'a rédigé dans son
polycopié "Itérations discrétes" (1). Il s'agit d'une transposi-
tion dans un contexte discrét de résultats classiques d'analyse
d'itérations dans le cadre continu.

Voild la raison qui m'a attirée de me consacrer a ce
sujet que j'entrepris en démarvant par la réalisation de la mé-

thode de Newton dans (Z/Z)n i la fois simplifiée et standard.

Ce travail se consiste principalement en deux parties

.

le procédé d'itération et la résolution d'un systéme d'équations
ayant la varjable X dans (2/2)n et la fonctin F(x) donnée soit par
une table , soit par des expressions polynomiales.

Ayant recours aux méthodes usuelles, j'ai obtenu un
algorithme qui peut &tre utilisé pour n &tant petit ainsi que pour
n assez grand (par exemple, n = 20 , dans ce cas, pensons que le
nombre des éléments dans (2/2)n dépasse un million !

(220 = 1048576)) et qui se trouve en annexe 1.

Pour qu'on puisse effectuer 1'itération de Newton
dans (Z/p)n , (p premier) j'ai étendu 1'application de mon
algorithme qui enfin devient principalement utilisable pour p et n
quelconques, et qui nous permet d'expérimenter beaucoup d'exemples
et d'examiner des propriétés diverses en relation avec 1'é€tude
théorique de la méthode faite par Melle. St LL BERNOUSSL (3.



Tous ¢¢ qui concerne la méthode de Newton se trouve
dans le premier chapitre of on pout sussi trouver guelgues prépa-
rations ndcessaires, wee séthode pour vésoudre w ‘
tions lindsires dans {Z/p)" et que
dérivée discrdte dans (2/p)

systéme d'dqua-
Iques idées suvr le caloul de

e

ik

Pour bien &@%§wr”fw je transpose wne aithode
el dans {Z/p)™ et fournis quelgues résultats obtenes gui

& trouvent dans le &@ﬁxi"~ﬁ chapitre oll on peut aussi trouver
guelgues notions sur les £léments propres d'une matrice & éléments

dans E/2.

& Ta Fin, les compavaisons de ces trols méthodes et
1o conclusion sSe trouvent dens le troldiséme chapitre.

Le principal but de won travall consiste non seulement
d présenter 'expérimentation de certaines méthodes 4'itérations
liscrétes et analyse des résultars divevs, mais révéler les
problémes et les ditficulifs qui existent & Ian Tois théoriguement
risuntalepent dans ces méthodes afin d"attiver 1'attention

]
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pour les résoudre.
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e serais trés heureox si ce gue §°

ai fait est Jde valeur utile
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gutrui dgns ce domaine.

& couse de Ia liwitation de wes conmpissances, ainsi
“icultés de Ia langue, je prie d'excuser les problémes

que des di
et les Fautes guli eéxistent certainement dans le texte qui swit.

L. JIAND
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necrper towd sow ardme & lo syndaxs @#?i&&éﬁ
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CHAPITRE I

METHoDES DE NEWTON

'

Rappelons, dans le contexte d'itérations sur K" , 1a wéthode
L . + =1 T :

itérative de Newton : xF L. xr-Ar]k(xr) pour la recherche
d'une racine a de l'application F donnée de R" dans R"
(F(a) = 0)

Si 1'on prend pour A une matrice constante non singuliére,

r
on obtient la méthode dite Newton-simplifiée ; si A = Fr(x") ,

la méthode est anpelée celle de Newton-standard qui ;st trés
usuelle et fondamentale, au point de vue a la fois expérimental
et théorique (référence (21). A partir de 1a une idée s'est
produite : est' ce possible de transposer ces méthodes dans le
contexte de variables discrétes, par exemple dans (Z/p)n (au
lieu de R"™) ? A 1'aide de la notion de dérivée discréte et
des opération dans Z/p , cette transposition est devenue pos-

sible
I.1. LE CONTEXTE ET LE MATERIEL NECESSAIRL
[.1.1. CONTEXTE ET OPERATIONS
Soit X ={ X \ X = (x],..,,x")T} - (@/p)"

avec X; € Z/p = {0,1,.‘.,p-1) (i=1,...,n ; p prewier)

et F une application de (Z/p)n dans (Z/p)n(cftﬂ)(kxnomﬁa £
. R o 1

les composantes de F , de sorte que la relation y = F(x) s'écrit

yi=f;(psea0x ) avec xj € Z/p , i=1,2;...,n,y;€L/p .

On rappelle que pour a et b dans Z/p on utilise les

.

opérations suivantes



a+b si atb < p
addition ® dans Z/p : a ® b = {
a+b-p sinon
a-b Si a>b
soustraction 0 : aoebs= {
p*ra-b sinon
multiplication Q af@b=r1r,r vérifiant ab = p.q+r
avec qe{O,1,...}=]N
+ - . scnt dans les sens habituels.

Avec &8 , © , & on peut aussi définir les onérations de matrice

et de vecteurs dont les €léments ou les composantes sont dans Z/p.

I.1.2. VOISINAGE

Le voisinage immédiat d'un point x €.(z/2)" est 1'ensemble

noté VX , des points dg la forme : g?:: x®e; (] =1,2,.”’n)

(ol ?jgs (0,...1,...0) (Z/Z)n) N X! est le jéme voisin de x
J

DEFINITION

Dans (Z/p)n » (p > 2) , 1l'ensemble des points \/A::{i"‘i“an@CJ}
seront appelé le voisinage a droite de X .

De mdme \/aza{i),id.::xeed) serait appelé le voisinage 2
gauche de X, ¥YXe (2/p)" J'::/,Z,“‘ n

Puisque dans (Z/Z)n , 1'opération & est identique a ® ,
, — - n
On a Vx'“'vd:” Vq pour tout x & (Z/2)

<

I.1.3. CONVERGENCE

DEFINITION
Une suite de points dans (Z/p)" , X¢,.X4,~-‘Xr~~-
sera dite convergente vers un point f ¢ (2/p)" , s'il existe

. ~ . . m m
un entier naturel m tel qu'ad partir du point x , x = 5
(convergence stationnaire en f ).



REMARQUE
: . " s . + S §
Si cette suite est engendrée par une itération x! L F(x )

démarrant d'un point de départ x° quelconque dans z/mmt,
on dira que cette itération est convergente. Ce % bien entendu
est alors un point fixe de F .

DEFINTTION

On dira qu'une itération a une convergence globale, si elle

atteint le méme (unique) point fixe en démarrant de tout point

de (Z/p)n pour point initial x° . Quant a la convergence locale
on emprunte une définition de 11 :

DEFINITION
Soit g = F($) wun point fixe de F , dans (Z/p)n , sera dit
attractif dans un voisinage Vg de g si les deux condition

suivantes sont réalisées
a) F(vg)C Vg
. ] 4 [ Ao . n+]__\ l]
b) pour tout x° pris dans V; , 1'itération X =F(x"),
finit par stationner en § au bowt d'au plus n pas.

Si p> .2, Vypeut &tre soit le voisinage a droite, soit celui a

gauche de
I.2. DERIVEE ET DERIVATION DE FONCTION DANS Z/p
[.2.1. DEFINITION DE DERIVEE

DEFINITION 1

i:x&l sera appelée dérivée partielle (en la variable x,)

d'une fonction f(x)=s= f(x],..;,xj,...,xn) : (Z/p)q—v»Z/p , avec
par définition si %§%§l = f(x@ej)ﬂf(x)aa f(x],...,xjﬁl,...,xn)
J

ﬁf(xl,...,xj,...,xn) , (xj € Z/p, j=1,...,n)



DEFINITION 2
Dans la définition précédente, si p > 2 , on appellera pour cette

dérivée partielle, la dérivée a droite, notée ~%§%51L(§§ A,
o j
si 1'on remplace dans la définition 1 x 6 ej par x O ej R

ainsi que xj ® 1 par Xj 8 1 , on appellera la dérivée a gauche,

notée _?ﬂi(ﬁ(-) lgﬁ B = f(x)-f(x 06 ej).

DEFINITION 3

Une matrice (n , n) dont les éléments appartiennent 2 Z/p sera

dite la matrice de dérivée en x notée F'(x) d'une fonction vector

vectorielle

F(x)=s F(x],...,xj,...,xn) : (Z/p)q—a-(Z/p)n , S1 son jéme vecteur

colonne ZXJ = F(x@ej)QF(x) , pour tout j=1,...,n.

De la méme fagon que la définition 1 et 2 on a par analogie, la

DEFINITION 4

Pour p > 2 , dans la définition, on appellera

it

la matrice de dérivée a droite , sizsj F(x@ej)BF(x) ;

1)

la matrice de dérivée a gauche , sia.

j b(x)@P(xGej)

REMARQUE

Nous présenterons ici deux formules utiles
Soit a wune racine de [F(x) dans (Z/p)n , (F(a) = 0) ;

_O IR . o s -0._f'_‘: . — 0=
X € Vd(d) ;X € Vg(a) (x -a ej ; a-x ej)
Alors, on a selon la définition 4

F(x°) = Fy(a) 8 (X%0a) = Bi(a)fe , ..., @) ;

B ° = 2 ] o = ) F: . B
F(x®) = Fg(a)R(abx®) = Fi(a)e; ;5 (P)
in général F(x‘@ej)eﬁ(xr) = Fé(xr)er s («')

B (X8 )R (xY) = Ty (x")ge (B



EXEMPLES DE DERIVEES DIVERSES

[.2.2.

1 £(X)
X f(X)
a 0 0 0
b 0 1 0
C ] 0 1
d | 1 ]

2 £(X)
X £(X)
a 0 0 1
b 0 1 0
C 0 2 1
d 1 0 2
e 1 1 0
f 1 2 0
g 2 0 1
h 2 1 2
i 2 2 1

3 F(X)
X F(X)
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 ] 0
1 1 1 1

(2/2)*—>12/2

el v

donnée par une table

= f(c)ef(a) =1

t(b)eft(a) = 0

(2/3) 7/3 , donnée par une table

2L(a)
3Xl N

> N

~.§.£i’i%=
o X, L

af (a)
%, |

3f(i1)|’_;

(z/2) > (2/2) ;

L}

F'(a)

F'(d)

= f(c)of(a)

£(d)ef(a)

1]
J—

L
<

f(g)of(a)

f(b)ef(a)

o
N

0

donnée par sa table
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4 F(X) : (Z/S)n (Z/S)n , donnée par sa table

X F(X)
a 0 0 1 2 1 ? 0 0
b 0o 1 o o Fi(a) = ( ) Fr(a) = ( )
c 0 2 1 0 2 179 1 1
d 1 0 2 1

1 1 0 2
© 21 21
f 1 2 0 1 Fé(d) = ( ) Fé(d) = ( )
e 20 Lo 2 1/ 10
h 2 1 2 1
i 2 2 1 1

I.2.3. DERIVATION DE FONCTION DANS Z/p

L'obligation de suivre les définitions des dérivées pour les
dérivation nous ameéne a se demander si la dérivation peut &tre
effectuée selon des régles usuelles pour f(x) : (Z/p)n——»(Z/p)

donnée par un polynodme.

PROPRIETE 1 : Formules de dérivation dans Z/2

Litant donné f(x) : (Z/Z)q—’-Z/Z , on a des régles de base

a) E;%Xl = 0 , pour tout j=1,...,n , ssi f(x) = C (constante ¢ Z/2)

by 2

]v
i
==
~
e
o
-~
w
i e
[ e
~
-~
N’
]

iﬁ}le (1<ig<«n , 1«k«n , 1£j4K)
3
(Trétant le produit dans Z/2)
Il est facile de les prouver.
En outre, on en a encore deux concernant deux fonctions (polynOmes)
a(fl(X)sz(X)) af1(X) 352(X)

c) = @
= Xj an 2 Xj
(L, (XRE, (X)) 3f (X) af,(X)
d) 3% = 3x 0 [, (X8e;)0—y—arf (X)
J J J
af 5 (X) 8t (X)



Pour prouvar d). On a selon la définition :

3(f|(x)ﬁfz(x))

o X.
J

i

fl(x@ej)ﬂfz(x@ej) 0 f‘(x)ﬁfz(x)

{[fl (x0e;)BE, (x0e )] 8 [£ (x)BF,(x0e; ML

{Lf, co0E, (x0e )] 6 [F, ()RE, ()]}

af, (x) af,(x)
£, (x8e;)0 ”“‘X“"" ® £,(x) 0 5y——

Pour obtenir la 28&me égalité de d , il suffit qu'on change les
positions de fl(x) et fz(x).

REMARGUE

I1 n'est que d, qui diftére un peu de la dérivation usuelle.
Soit F(x) = (f‘(x),,. f (x)) dont Ll(x) : (Z/Z) —= /2 sont
des polyndomes, alors I'(x) peut se donner d'aprés les dérivées

partielles de [;(x) de la facon usuelle

PROPRIETE 2

Formule de dérivation dans Z/p . (p > 2 , premier)

Ltant donné f(x) : (Z/pfh~’2/p , Notons que

A = g%fil , B = i:éi) g alors on a les formules suivantes
a') A =B =0, pour tout j=1,...,n , ssi £(x) = C (constante de Z/p)
K
b') A =B =2C 1T x., , si f(x) =2¢C X,
i = i,
t =1 (]
fi‘J =1
(]g_.i,f._.n,IAKﬁn,lAjf-!\)
(la droite de 1'égalité étant le produit dans Z/p)

cY) A = ABA, , B =B 6B si f(x) = fl(x)@fz(x)

172 17722
3t (x) af; (x) o '
A= sxla 0 BT ER (i=1,2)

)



d') A

=
|

ARE, (xBe)0F | (x)RA,

B]Qtz(xeej)@f](x)QBz

i}

Azﬁf](xﬁ)ej)@.fz(x)&m1

Bzﬁf](xeej)sz(x)QB1

Si f(x) = f](x)ﬁfz(x).

m

Pour la dérivation de puissance : X5 2 <m g p-1)

e) Si f(x) = x? , alors A = [xj o 1Jm ¢] X? ;

n

= xT 9 [x. me
B xJ [xJ 0 1]

Soit une fonction vectorielle dans (Z/P)n ,
F(x) = (£,00),...,6 )7 dont F.(x) ¢ (2/P)"—2/p sont des

polyndmes, alors les matrices de dérivée : Fé(x), celle a

droite ; Fé(x) celle

~

a gauche peuvent se donner d'aprés les

dérivées respectives de fi(x) » ou bien

afj(x)

Fat) = ()
J

Ce qui suit sont des
fonction F(x) donnée

N 5, (x)
’ Pg(x) = (—5—75— g)

exemples sur les matrices de dérivée d'une
par des polyndmes dans (Z/p)n

I.2.4. EXEMPLES DE DERIVATIONS

(Ici, on remplace ® , 9 , g par + , - , . pour simplifier

les écritures).

f]=(1-x])(l-x2)+x2x3
F(x) = f2=(1—x])(1~x2)+x1(1-x3)

f3=(1—x2)(l-x3)+x1§1-x2)

€tant équivalente a une table.



X F(x)
0 0 0 I Selon les régles précédentes,
0o 0 1 1 1 0 on obtient la wmatrice de dérivée
0 1 0 0 0 0 notée
0o 1 1 1 0 0 xz_] x]*x3~l x,
1 0 o 0 1 0
b | = - - -
1 0 1 ]o o By () =lxomxg -1 -x
1 1 0 0 1 0 l--x2 x3-x]—l xz-l
I 0 o0

A 1'autre aspect, on peut 1l'obtenir selon la table, notée

Fé(x) , Aprés un travail laborieux, on vérifie que

1 1 0 1 0 0
Fi@) = (0 1 0) = F4(a) ; Fi(e) = (0 0 1) = F(e),.

1 1 1 1 0 1

0 1 1
,Fi(h) = (0 0 1 )= Fé(h)
0 0
2. p=3 , n=2 £o=x2+x x,+1
’ Flx) = l (I : 2
£p=xymxf-xyx,
X F(x)
a 0 o0 1 0 Selon les régles précédentes,
b 0 1 1 1 on obtient les matrices de
c 0 2 1 1 dérivées suivantes
d 1 0 2 1 ~§X]+X2*1 X,
e 1 1 0 1 FY (x) =
dl 1-x 2X ., =-x,+1
£ 1 2 10 2 2 71
g 2 0|2 2
2x,+x., -1 X

§ 2 1 |11 B () = ( 17%2 1 )
i 2 210 2 81 1-x,  2x5-xq-1
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A l'autre aspect, on peut les obtenir, selon la table notées

Fl (x) et Fé((x) , alors on a
2 2
10 20
! (a)=( )P (a) ; & (a)=( )1~ (a)
dy 11 dy 2 12 g,

1}
0]

2 0 0 0
Bl (b)=( ) By (a) ;B (b)=( ) B! (a)

[}

. - 2 2 -
Fdz(l) ; Fg](l) = ( ) F' (i)

i
’—\
N —
jan) Do
SN—

it

Fd] (1)

[.3. METHODES ITERATIVES DE NEWTON.

Soit F une application de (Z/p)" dans (z/p)" , pour laquelle

on cherche une racine a dans (Z/p)n : F(a) = 0.

On transposera la méthode générale de Newton (référence 23) de
la facon suivante : on se donne une suite de matrices Ar (n,n)
a éléments dans Z/p , un vecteur initial x° dans (Z/p)rl et 1'on
définit la suite x°,x!,...,x",... , de la facon suivante
x| 8tat connu, on calcule F(xr) et Ar
On résoud, si possible , le systéme linéaire

ARz = F(x") ah
(M

T+1 T 0

et 1'on pose x = X "

z ()

Selon le choix de Ar , on obtiendra différentes méthodes dont
voici les deux plus courantes
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1.3.0. METHODE DE NEWTON SIMPLIFIEE

Dans le systéme (1) , si Ar est a4 la fois constante et non
singuliére, on note Ar = A indépendant a4 la fois de x et de 1,
on appellera la méthode de Newton simplifiée, (1) peut devenir
une seule formule suivante
"V o xY e AT
A"l Gtant I1'inverse de A ( A R ATl = A

Ve rx™y ... ()

L

]

)

REMARQUE 1

Evidemment pour que a soit une racine de la fonction F(x) dans

(Z/p)n , (F(a) = 0), il faut et il suffit que a soit un point
fixe de 1'itération (2).

REMARQUE 2
Si nous posons N(x) = x © AV g F(x) , 1'itération de Newton
simplifiée est la méthode d'approximations successives (itération
U Ny, (r=0,1,2,...).

Particuliérement, si on $rend A =1, on obtiendra la forme la
xt*

paralléle), x"

plus simple de (2) =x" @ F(xr) itération destiné a résou-
dre 1'équation F(x) = 0.
LLa réalisation de cette méthode est si simple qu'il n'en est

rien a dive. Le comportement de 1'itération sera décrit plus loin.

[.3.2, METHODLE DE NEWTON STANDARD.

Dans le systeme (1) , si A = FTxr) , (1) deviendra

F'(xF) © z = F(x") ()

) {
xr*] =x' 0 2 (fﬁ

On appelle (3) la méthode de Newton-Standard.



~

Bien entendu F'(x") peut &tre la dérivée a droite Fé(xr) ou la
DU . r , . U,
dérivée a gauche F (x ) . En raison de la similitude de ces

PR S _ . , T
deux dérivées j'ai effectué mes exemples toujours avec bé(x )

REMARQUE 4

N r . - s ~ - .
S1 F'(x") est réguliére, le systéme (3) sera résoluble de
facon unique ; dans ce cas, on pourrait écrire (3) sous la
forme suivante

s XxTeEr Ty TR ()

Si F'(xr) est singuliére, dans ce cas, 1'existence de solution
de (3) dépend de la cohérence de RLF'(xr)J et R[ﬁ'(xr)J qui
sont les rangs de F'(xr) et de F'(xr) respectivement ol

F'(xr) étant matrice (n,nx1) est constitué par F'(xr) en

. N T .
ajoutant F(x ) comme son dernier vecteur colonne.

REAARQUE 5

La réalisation de cette méthode est présentée dans mon algorithme
qui se trouve a l'annexe 1. J'utilise souvent un procédé avec
lequel lorsqu'un point fait sa parution de nouveau, 1'itération
doit reprendre un nouveau point de départ (pour &viter procéder
infinitivement) ainsi de suite jusqu'a ce que 1'itération totale
dans (z/p)" soit obtenue.

1.3.3. UNE METHODE POUR RESOUDRE LE SYSTEME LINEAIRE (3).

Dans le contexte de variable continues, la méthode de Gauss est
trés usuelle grace a son économie et 4 sa stabilité. Nous allons
adapter cette méthode au cas des variables discrétes (systéme

lindaire dans (Z/p)"™)

1. Introduction

Ce qui suit nous montre briévement quelques exemples typiques



avec p=n=3.

Frxh)
0 2 0
[
1 112
2 1 2

0 2
[

211 1 2
2 1 1
0
1
0 0 0
0 2 0
(I
2 1 1
0o 1
1 0 2
D 0

- 13 -

F(x")
1 0 2 0 1 60 1 0 2
@e 28 Qe ® 6 0,
0 T 1 2 0 1 2z 0}
2 0 2 1 2 0 2 1 2
0o 1 0 2 0o 2 Q‘b,i 0 1 0 2 2
1 0 2 i 11 0 0 2] d'oh z = |2
0 0 1 1 B VI 1
1 Y 0 2 0 1 o 1 0 2
g2 1 2 2) 6 (1
o [, &,,1 20| 228
0 2 0 2 0 2 0 Qe 2a@
2
1 la troisiéme équation est contradictaoire
l alors, il n'y a pas de solution pour z
1 Q) 0 2 0 1 0 1 0 2
6200 ®:+0 @e6Q@
0 Pl1 1 2 o =1 1 2 0|
1 0 2 0 o 2 0 1|@e 280
2
1 I1 est évident que la troisiéme composante des
0| solutions du systéme peut 8tre choisie arbitraire

Dans ce cas,

1
2
0

29

dans 2/3.
il y a trois solutions pour z ,

) mc (i) s G
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Bien entendu, tous ces opérations utilisent la division @ ,
I'inverse de multiplication R , qui existe effectivement lorsque
p est un nombre premier, (Z/p est alors un corps ) (on y voit

1 ® x se paraitre sous la forme du nombre inverse de x).

En cas général, p premier, n entier positif, en faisant le méme
procédé (combinaisons.linéaires de lignes) on passe du systéme

donné T
) v

F(=0_ Fa) A B
dy &y -+ A4n 4 (%) N S f,
3'21 azz"‘dzn f;(X) X~ Roeo- ,E

. . N _“—'—:#‘ « e “..:“—.‘:.%n - . . . e

31 systéme équivalent .. .

a‘IH dpz -+ Ann 3‘,‘(1) A '}n

Les X représentent les éléments non nuls, les autres sont nuls
La matrice finale A est alors caractérisée de la fagon suivante
1) Chaque colonne a un élément non nul au plus.

2) En suite, on utilise un ensemble noté T = {tl""’tl} ol
t1,...,t sont les numéros des lignes de A identiquement nulles
(0 < 2«m).

REMARQUE 6

Les positions des X, ou bien la forme du bystéeme final A dépend

du choix des lignes participant aux combinaisons lindaires. Bien
que cette forme de A puisse varier, les solutions du systeéme

original ne pourrait jamais &tre changées.



2. Solutions du systéme (3).

PROPOSITION 1

Lorsqu'il est soluble, le nombre m de solutions du systéme (3)

va étre donné par la formule suivante : m = p .

En effet, si f =0 , c'est-d-dire, si A n'a aucune ligne nulle

il est clair alors que chaque ligne a un et seulement un élément
non nul.

Dans ce cas, le systéme (3) a une solution unique : m = p° =1 .
5i 1 « f «n , il existe au moins une ligne numérotée t avec t ¢ T .
Dans cette ligne, on marque 'i le numéro de la colonne ou le
premier €lément non nul est situé. On fait de m@me sur toutes

les lignes dont les numéros n'appartienne pas a T . On obtient
{i],...,ik}ﬁﬂ-l , évidemment K = n - f . Les numéros des autres
colonnes sont {j1,...g%) = J ,

.

i) Si ft =0, Vte T, cela signifie que le systéme (3)

est soluble. Sans perdre de généralité, on peut supposer que les

composantes xj ,...,xj des solutions soient indépendantes. lLes
: | . - :
autres composaktes X." ,...,Xx. dépendent éventuellement de
i, iy
X: soeeyX, .
by

N'importe quel membre de Z/p peut se donner a xj , pour ¥ j € J ,
méme pour £ = n, toutes les composantes sont indépendantes.

C'est-a-dire que toutes les possibilités de combinaisons de

xj ,...,xj dans Z/p conviennent, d'ol 'les p‘ solutions du

"1 ({

- systéme, selon une formule de combinaison (dans 1'exemple précé-
dent, . =1, p=23, alorsm = L 3).

-

ii) Si pour certain te¢ T , on a ft #0 , il est clair que
le systéme est impossible. kEn effet, pourqu'on puisse conclure
que le systéme (3) n'a pas de solution, il faut et il suffit
qu'il existe au moins un t € T vérifiant Et non nul. Dans ce
cas on obtient au moins une équation contractoire du systéme (3).

’
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I.4. LE COMPORTEMENT ITERATIF DE NEWTON POUR F(x) DONNEE
ARBITRAIREMENT.

Une fonction F(x) : (Z/p)llu—-,.(Z/p)n » peut eétre donnée de facon
différente, généralement, soit par n polyndmes de degré < p-1 4
coefficients dans Z/p, soit par une table tirée au hasard. Dans
ce paragraphe, on parlera surtout de cette derniére facon qu'on
utilisera souvent pour expérimenter le comportement itératif de

la méthode.

I.4.1. NEWTON SIMPLIIFIE
1) Configuratlon du graphe itératif

-1

Rappelons la méthode : x' "' = xT ¢ LA™ 8 F(xD)] (2)

PROPOSITION 1
Dans le graphe de Newton simplifié, un point quelconque dans

n . .
(Z/p)” , a un et sculement un successeur qui va poursuivre
Jusqu'a ce qu'un point fixe ou un cycle apparaisse.

DEMONSTRATION

C'est assez @évident, puisque A est inversible : xr+1 , est déter-
miné de facon unique. Par ailleurs, puisque (Z/p)n est un ensemble
fini (a pn €léments), la suite engendrée va certainement finir sur
un point déja itéré ; il se forme conséquemment un cycle (pour un

Cycle de longueur 1, on dit aussi -un point fixe).

REMARQUE 1

La longueur du transitoire (c'est-a-dire le nombre de pas qu'il
faut pour obtenir un point du cycle) est trés variable selon les
cas, parmi nombreux exemples. Quelque fois &lle est bien supérieur
an, (cf. Fig. 1.1). Quelque fois il existe beaucoup de points de
départ pour lesquels la longueur du transitoire est inférieure a

n (cf. Fig 2.1). En général, il n'y a pas de liaison évidente,

la longueur du transitoire et la dimension n..

On peut simplement dire que le transitoire croit lorsque n croit.
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REMARQUE 2 ‘
Les longueurs des cycles qui se paraissent dans des différents

exemples effectués en méthode de Néwton simplifiée sont variables.
Un cycle de longueur 2 avec p=2 , n=4, se trouve dans Fig. 3.5,
celui de longueur 3 avec p=5, n=2 se trouve dans Fig. 5.1 ; celui
de longueur 5 avec p=n=3 , se trouve dans Fig. 4.1.

REMARQUE 3
Le nombre de cycles n'est pas grand par rapport au nombre de points

de (Z/p)n (p"). Lxpérimentalement, la fréquence de ce nombre vibre
a 1'environ de 2 parmi nombreux exemples, (cf. Fig. 1.1 avec p=2,
n=5 ; Fig. 2.2. avec p=2, n=5 ; Fig. 3.2 avec p=2 , n=4 ;

Fig. 3.5 avec p=2 , n=4 ; Figu 4.1 avec p=n=3 ;

Fig. 5.1 avec p=5 , n=2 , etc...).

REMARQUE 4

Une fois que A est choisie, le changement de la position d'une

racine de F , ou l'augmentation de la quantité de ses racines ne
peut largement influer sur le graphe itératif de Newton simplifié.
En effet, d'aprés (2), la modification de la valeur de F(xr) ne

peut influer que sur xr+‘ , (cf. de Fig. 2.1. a Fig. 2.2.).

‘REMARQUE 5
Le choix de A va beaucoup intervenir dans le comportement itératif.

‘Aprés 1'observation de deux graphes (cf. Fig. 3.1. et Fig. 3.2),
on y trouve une grande différence (F(x) donnée par une méme table),
méme pour une petite variation de A : 1a

pour p=2 , n=4 ,

S - O
o © o O
o C© o C°
o Cc © o

et qu'il y a quatre points qui ont changé leurs successeurs.

’
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De plus, entre les deux autres graphes (cf. Fig. 3.4 et
Fig. 3.5), six points (numéro 1, 2, 4, 6 12, 14) ont changés leurs

successeurs pour

0

<

0
0 = -
(pour p=2 , n=4)
0 o0
0 0 o0

et méme table de F(x).

Malheureusement, on n'a pas encore trouvé dans notre contexte un
bon moyen avec lequel un choix A pouvant favoriser la recherche
de racine, pourrait &tre fourni

Néanmoins, ce qui suit, sont des choix particuliers de A qui peu-
vent @tre des conditions nécessaires et suffisantes de certaines

sortes de convergence locale.

ii) Convergence locale

PROPOSITION 3

A . r
Dans (2), pour que x

*1 soit une racine a de F(x) (si elle existe
dans (Z/p)n) pour x" 3 Vd(a) » (V,(a), resp.), il faut et il suffit

qu'on mette A = Fd(a) , (Fé(a) resp.) (non singulicre).

DEMONSTRATION

Condition suffisante : selon 1.2, remarque 3, on a

F(x") = F&(a) # (x'Ba) et revient a (2

T exToa Yar (kT = "oy (a)y”!

ﬂFé(a)ﬂ(xrea) =x"0x"0a =a

Condition nécessaire : a = xr+l=xr9A—1ﬁF(Xr) = Xr93=A—1ﬁF(Xr)

. . T . )
On pose qu'ici x 9a=ej , (J=1,2,...,n) , alors on a

ej=A-’ﬁFé(a)ﬂej . Cela illustre que Aj=ej , o0 Aj est le jéme

vecteur colonne de la matrice A—]ﬂFé(a) , C'estr & -dire

A ﬂl&(a) I , A Fé(a).



- 19 -
COROLLATIRE
Dans (3) pour que xr+l soit une radine a de F (si elle existe
dans (Z/p)") pour V¥ x’ V(a) = Vd(a) Vg(a) , i1 faut et il

suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites
(. = [ (.
1) ld(a) | lg(a)

. 21 = RV (. = F'(a).
2) on prend A ld(a) lg(d)

Deux exemples se présentent dans la Fig. 4.3 avec p=n=3 , et la
Fig. 5.3 (p=5,n=2).

REMARQUE 6
Dans (Z/Z)n , pour qu'une racine soit attactive dans son voisi-

nage impédiat, une condition ngcessaire et suffisante est la

.suivante '

1) La matrice 1 © [A_l H F'(a)] ait au plus un 1 par colonne

2) Cette matrice posséde le rayon spectral booléen nul (c'est-ia
dire qu'il existe une matrice de permutation p telle que
pt[l (C] (A—]@F'(a))]P soit triangulaire inférieur stricte
(cf. ¢1)).

On peut trouver une vérification dans la figure 3.1.

1.4.2. NEWION STANDARD
i) Configuration de graphe itératif

F'(x")Rz = F(x")

Rappelons la méthode (3) { r+l r
= x 0z

X

PROPOSTITION 4

Dans le graphe de Newton standard, le successeur d'un point quelcon-
que dans (Z/p)" soit n'existe pas (systéme linéairec impossible),
soit existe, dans ce dernier cas le nombre de successeurs peut étre
p‘ ( 4 entier, 0 < §{ < n). L'itération d'un point initial quel-
conque de (2/p)" va s'arréter soit en cas de la présence d'un cycle

soit en cas d'impossibilité.



DEMONSTRATION
En effet, le successeur d'un point est tout a fait dépendant de

1'état des solutions de (3). D'aprés I.3 proposition 1, si la
solution de (3) existe, son nombre sera p’ (p prenier, { entier
0 <) <«n). Si (3) est un systéme incompatible, sa solution
n'existe pas, alors le successeur n'existe non plus. On dit qu'on
est tombé dans un puits.

REMARQUE 7

Expérimentalement, la longueur maximum 2 » du transitoire (vers

un cycle, point fixe ou vers un puits) est effectivement assez

petite par rapport 4 celle de la méthode de Newton simplifiée.

Parmi nombreux exemples, semble-t-il, qu'elle ne dépasse pas n,
quelque soit n et p.

3« 5 =
dans la figure 4.2, 9 =3 =n , dans la figure 5.2 , f =2 =n

Dans la figure 1.2, Q= 4< 5 =n; dans la figure 2.3 , R

J'ai trouvé un exemple exceptionnel, (trés rarement), dans la
figure 4.4 : numéro 23 1 21 6 3, ﬂ =4 >3 =n,

(mais 3 c¢st un puits).

REMARQUE 8

Expérimentalement, le nombre de cycles obtenu dans Newton standard
est toujours assez petit et ces cycles sont eux mémes trés courts
(voir plus loin). Cette caractéristique est presque la méme que
pour la méthode de Newton simplifiée. I1 semble que ce nombre ne
Crolsse pas lorsque n croit , et qu'il croisse un peu lorsque p
croit. Il faut dire que dans pas mal d'exemples, il n'existe pas
de cycle (mis a part les points fixes) (cf. fig. 2-3, fig. 4-2)

dans un graphe partiel avec n = 20 (cf. fig. 13-2).

REMARQUE 9
Puisque pour un point il existe éventuellement plusieurs successeurs
on devrait classer des cycles en deux sortes : ceux qui n'ont aucune
sortie de boucle, noté cycle C, ceux qui ont au moins une sortie

de boucle, noté cycle C .
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xpérimentalement, la longueur des cycles C ne dépasse p

(cf. fig. 5.2) ; et la longueur des cycles C ne dépasse p
dans la plupart des exemples, (cf. Fig. 1-2, figu. 10-2,
" fig. 12-1,...), mais il existe parfois des contres exemples

(cf. Fig. 6-2, longueur § contre p=3).

REMARQUE 10

Si 1'on modifie la position d'une racine de F, cela ne changera
que les successeurs du voisinage correspondant de cette racine.
Eventuellement cela va accroitre le nombre de points conduisant
vers la racine beaucoup plus que la méthode de Newton simplifiée,
surtout en cas de'ﬁlusieurs racines (cf. Fig. 1-2, et Fig. 1.3,
Fig. 4-4 et Fig. 4-2).

ii) Convergence locale

1+

PROPOSITION 5

Dans (3), soit a une racine de F : (Z/p)n-———-)(Z/p)n . Pour que

X+ vV xF .
Y a , X € Vg(a)(Vd(a), resp.) il faut et il suffit qu'on

A . r
choisisse b&(x ) (b;(x ) , resp.) pour la dérivée F'(xr).
]

DEMONSTRATION

Condition suffisante : selon 1.2 remarque 3, on a
F(xr)@ej)OF(xr) = Fé(xr)ﬁej et puis : F(xr) = F(xr@ej)GFé(xr)ﬁej
on revient a (3) : Fj(x")Az = F(xTOej)eF&(xr)uej

car x" ¢ Vg(a), sans perdre la généralité , on pose x' = aﬂej

1]

c'est-a-dire F(xrﬂej) F(a) = 0 , alors il reste le systéme

. N o RS

suivant Pd(x )Rz ld(X)ﬂej

c'est-a-dire z = -ej, étant une solution de (SY on 1'améne a (3)"
xTH - er(-ej) = xrﬁej = a
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c . - . . ) r+1 T
Condition nécessaire : posons x =a, x = aBej

: 3 ARz = F(xT) = BT 11 (x T = -F'(xT©
On revienta (1): ArQZ F(x") F(x @ej)BFd(x )ﬁej ld(x )ﬂej

+ ~
a d'autre aspect : x" L. x'8z =» 7 = xlexr+1 = aBejOa = —ej
o . P, ) _ - _n r
on revient agu précédent : Arﬁ( ej) = Ié(x )ﬂej

. T L
C Arebé(x )] R Lj = 0
cela illustre que la jéme colonne de la matrice ArQFé(xl)

soit nulle, alors pour tout j=1,...,n ce qui signifie
Py = = nr (T
Argld(x ) 0 = Ar Fé(x ).

PROPOSITION 6

Dans (1), soit Ar # 0 , wmatrice nulle, p > 2 , alors qu'il
r+i

soit la racine

Vg(a)lj Vd(a).
# 0 dont les éléments appar-

n'existe pas d'autre choix de Ar pour que x
a de F(x) : (2/p)%i— (z/p)" , pour ¥ x" ¢ V(a)
En effet, s'il existe certaine A

[

tiennent a Z/p , pour que la conllusion soit vraie. D'aprés les deux
propositions précédentes et (1') , 29 T e; 5 2, = -ej sont les
solutions de (1)". Ainsi, on obtient deux égalité suivantes

Zr@ej = F(xr) , -Arﬂej = F(xr) ,» on en réduit une seule

Arﬂej = -Arﬁej

En cas de p > 2 , cette égalité n'est vraie que la jieme colonne

de Ar est nulle, pour ¥ j=1,...,n , c'est que Ar = 0, cela est
contradictoire de la supposition.

Sur l'attraction d'une racine de F(x) dans (Z/p)n, on peut trouver
la référence dans £3].

Dans les exemples que j'ai fais en méthode de Newton standard,

le voisinage a gauche d'une racine, converge vers cette racine

dans un seul coup, car j'ai utilisé la dérivée 3 droite, (cf.-

fig. 4-2, fig. 4-3, fig. 5-2,..:).

Bien que 1la convergence locale soit partiellement garantie en cette
méthode, le probléme de singularité existe encore, surtout pour

P = 2. Il est donc naturel de s'engager a 1'étude de singularité.
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iii) Cas de sigularité.
Sur un point x" de‘(z/p)n , le systéme (3) , avec la dérivée
a droite peut s'écrire de la fagon suivante :

{ B)ez = ()

T+] r
X = X 0z

dton Ay = 1‘:(x"0ej)9p(x") , (3=1,2,...,0) ,

jéme vecteur colonne de F&(xr)

* Soit Fé(x‘) singuliére ,zxi "'.’£HR étant les vecteurs indé-

1
pendants (0 < f < n-1), {i],...,&) C {l,Z,...,n) , dans ce cas

on a

PROPOSITION 7
Pour que le systéme (3) soit soluble, il faut et il suffit que

F(xr) soit une combinaison linéaire de z&i ,...,zgjn , ol
1

vecteur nul, c'est+d-dire que

fi

F(x") gl X, eA: , si { #0 (f entier positif)
k=1 KTy

(e)

]

F(xr) 0 (vecteur nul) si Q =0
d'od X, entier : 0 &y < p-1 , (1 < k< {)
La démonstration est presque la méme que celle dans IR"

COROLLAIRE
Soit p=2 , pour que le systéme (3) (Fé(xr) singuliére) soit solu-

ble il faut et il suffit que F(xr), satisfasse 1'ype de trois
.conditions suivantes
a) existe ' voisins de x’ , tels que 2%: F(xrﬂej ) =0

=l I\

(vecteur nul) d'od {'impair , 1 <\ < n-1
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b) existe ' voisins de xr, tels que j& F(xr@e, ) = F(xr)
k=1 Tk
d'oa (' pair,

2¢< g «n-1, n>3,
c) F(xr) = 0 (vecteur nul)

- . . . . , .1 _
%é], {Jl,...,Jﬁ } c {11,...,]{} . . A&i;"A@g , vecteufs indépen
dants. Ln effet, dans la proposition 7 , puisque &, soit o,

soit 1,(e) devient

b £ :
F(x') = 22 X 0A, = 3T [F(x"#e. )oF(x")]
k=1 'k k=1 Tk

car p=2 , F(xr)@F(xr) =0, alors on a

2 .
2. F(x"+e. ) =0 si 2' impair
k=1 Jk
X _
F(x"be. ) = F(xr) si Q' pair.
k=1 Jk

# Soit F(x") donnée tout a fait arbitrairement ainsi que pour
F&(xr). Supposons qu'il y ait Ry formations pour Fé(xr) singu-
liére dont le rang appartient i 1'ensemb1e-{0,1,...,n-1}, alors
que Rk.pk formations correspondantes du systéme (3) seraient
solubles.

in tout cas, il y a S1 formations solubles pour le systéme (3)

I ry . P A | Bl k
avec Fj(x ) singuliére , d'od S1 = EE% Rk.p

A 1'autre aspect, il y a S formations possibles pour former le
systéme (3) avec F&(xr) singuliére , d'ou

2 -
S = [pn -(pn‘—1)(pn—p)...(pn-pn ])].p2 selon l'annexe 2 de [1].

Alors, on obtient 1la

PROPOSITION 8
La proportion des formations solubles du systéme (3) sur un point

xr de (Z/p)n avec Fé(xr) singuliére, notée Ag peut s'écrire de la

fagon suivante
. -1
A St }%‘:o R P*
" S [ n__(pn "p)...(prp™?) 7. ph
P" — (P = 1(p™p)-(P-P"") ]- p

¥ Dans 1'annexe 2 de mon texte, une recherhce de Rk et un tableau
de AE seront présentés.

] ~ I 1 - . .
Soit F(x") donnge arbitrairement sauf vecteur nul, dans ce cas,
on a : :
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COROLLAIRE

L.a propo~rt10n des lormatlonssolubles du systeme (3), sur un
point x' , de (Z/p) avec P(x ) non nul et bd(x ) slngullere,

notée XE: , peut s‘éc111e de la fagon suivante

-4
5 R (P51
Kaa

prs——
[osS——-

IP
A-——-‘

(AJZN

n

Supposons que dans (Z/p)n. F(x) posseéde { racines,

[P (P=1)(p"=p)(P-P*H ] (P"-1)

a.(F(a.)=0)

(1 1, ..,Q) . Sur lesquelles la proportlon du sytéme soluble est

egale al respectlvement et sur les autres (p"- ) points de

(z/p)" , cette proposition est egale 2 "E respectivement.

Au point de vue globale, on note représentant la proportiaen

moyenne des systémes (3), solubles sur tous les points de (Z/p)

alors on a

PROPOSITION 9

In effet,

Nt @A LN

Evidemment, si §=0, A= \ P

REMARQUE 11

(A=A
Pn

Cette formule nous montre que 1'augmentation de la quantité de

racines peut accroitre sensiblement la proportion

du systéme (3)

soluble. Mais cette influence sera diminuée si p ou n croit.

p
n
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iv) Une tendance d'accroissement de Fé(x) régulieére avec p
D'aprés les figures que j'ai faites, en méhtode de Newton
standard, -avec F(x) donnée au hasard, on peut en tirer un ta-

bleau suivant

r‘"ﬁ‘”““”*"“”‘ t;;;m;e Fé(x) reguliére
figure P n expérimental théorique (cf Annexe2 de 1
12 2 5 0.218 0.298
13 2 5 0.281 0.298
23 2 5 0.344 0.298
4 2 3 3 ©0.592 0.570
4 4 3|3 0.592 0.570
52 s 1 2 | 0.760 0.768
54 5 | 2 0.800 0.768

* entre les taux expérimental et théorique, 1'écart n'est pas
grand.
# La tendance d'accroissement de ce taux avec p est assez évi-
dente.

[.5. LE COMPORTEMENT ITERATIF DE NEWTON POUR F(x) DONNE PAR
DES EXPRESSIONS POLYNOMILAES.

I.5.17. F(x) LINEAIRE

1) Newton simplifié
Soit F(x) = BRx®C , F(x) : (Z/p)—s(z/p)" ;
soit matrice B constante et inversible a &léments de Z/p ,
C vecteur constant.
Alors, F admet a = -B~!QC pour unique racine.
Si l'on prend A=B , pour ¥ x° ¢ (Z/p)™ , on aura x1 = a
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]ﬁC = a

In effet x = x°0A 'aF(x®) = x°o[B 'aBax°es'ec) = -B”
ii) Newton standard

Pour ¥ x' ¢ (Z/p)" , selon la dérivation de fonction de 1.2.3,

on a F&(xr):(ou Fé(xr)) B . Dans ce cas le systéme (3) devient

Bz = F(xr) R Bz = BR x'0C (soit B inversible)

1

-z = xTon~ac =» TtV xToxop lhe = B e = a

1.5.2. F(x) PRESQUE LINEAIRE

Soit F(x) = BOx8CBU(x) , d'od U(x) , l'expression vectoriclle non
linéaire. Au cas ol il existe beaucoup de points de (z/p)" tels
que U(x) = 0. On obtient toujours de bons résultats sur la
convergence, en utilisant les méthodes de Newton.

Tels exemples se trouvent dans la figure 7.1 et 7.2.

I.5.3. F(x) quadratique howogéne.

Pour simplifier les écritures, dans ce qui suit, on remplace
L, 0, @ par celles habituelles.
¥ Soit IF(x) = (f',...,fn)t (X)) = X (XX )
(Z/p)“——,l/p , alors j; on a les proprités suivantes

n-1

(i) F(x) posséde p racines (qui constituent un ensemble

noté R)
(ii) m = p""] , m , le nombre des voisins différents a gauche
de toutes les racines, (qui constituent un ensemble, noté S)
(iii) Un point @ quelconque dans S possede pn- successeur qui
ne sont pas d'autres que tous les points de R. '

Iln utilisant Newton standard et Fé(x) , selon la dérivation de 1.2.3

on a
(X4 X )+ Xyt X4 « e,
| Az (x,—t-"—i‘xu)‘l’xz*" S #9
Fa® == L .
Xn PR PPAITAY

On peut trouver les illustrations de ces propriétés dans Fig. 8.1
8.2, 8.3, 8.4 avec p et n différents.
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(2/3)—s (2/3)

Soit F(x) donné en forme suivante
2
Ji= (X + X2 )2 h = Xyi + Ay
F(X)‘-—-“ % = (X1 + 7Cz'z)z ou F(}(): f. = X:j + X
f3 = {X}‘l + st)z fa = x; + 7(.;;

d'on xi]#xiz , xjj & {x1,x2,x3} , (1=1,2,3 , j=1,2)

Alors, en utilisant Newton standard et Fé(x) , on a les propriétés

suivantes

(i) F(x) posséde une et seulement une racine a = (0,0,0)
(ii) F(x) posséde (sauf a) un autre point fixe b =:(1,1,1)
(ou b = (2,2,2) resp.)

(iii) Dans le graphe itéraitf, il n'y a que le voisinage a
gauche de a et celui a droite de b (lui méme compris)

convergent en un seul coup vers la racine a et les autres

points de (Z/3) sont isolds. (cf. Fig. h et Fig. k).
(4] ' b
18
2 \ 2 18
"q’ 22 8 24
b=13 16 b= 206 20
e o ¢ o . . . )

fig - 4

% $oit F(x) donné en forme suivante

I

h
T2

s

2
X+ Xyp Xy3

I

X3t + Xaz X

F=

i

x;} + A3z Xjs

Hp- K

(Z/3)— (2/3)"

LN
d ok Xypst Nizsk Xy
X155 A ya

1:::'{'2'3

xt.l- ¢ {X1,xz,xs} {J"‘”"{’Z'B

)
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Soit le point y = (YI'YZ’YS) de (2/3)3 étant 1'un des succes-
seurs d'un point x (XI’XZ’XS) ¢ (Z/3)3 , en utilisatn la méthode

de Newton standard et

2x4t 1 A3 A2
-\
Fd(l) _ As 20t A4
Az Ay 2x0+1

Soit y obtenu en échangeant les positions de deux composantes de y
(par exemple, on échange Y4 et y, alors y = (yz,y],ys)).

Alors, y est siirement 1'un des successeurs d'un point X obtenu
de la méme facon qu'on a obtenu y de y

(Par 1'exemple ci-dessus, X = (Xp,Xy,X3)).

On peut vérifier cette propriété dans la fig. 6.1 sur laquelle
certain genre de similitude s'exprine.

[.5.4. F(x) quadratique général.

Etant donnée une fonction quadratique dans (Z/p)" qui n'a pas de
chose particuliére, alors, sur laquelle, le hraphe itératif de la
méthode de Newton Standard se parait plus général. Deux exemples

se présentent dans les figures 9.1 et 9.2,

[.5.5. F(x) ayant des composantes identiques.

. . S n .

Soit F(x) = (fﬁ,...,tj,...,t") , fi(x): z/p)—1/p , (i=1,2,..,n
dont fk(x)EE fj(x) ,» (VW x ¢ (Z/p)n , 1<k, j «n)

Dans ce cas, la matrice Fé(x) (ou Fé(x)) est siirement singulieére.
Néanmoins les systémes (3) sur la plupart des points restent encore
solubles.

Bien que chaque point ait plusieurs fléches et la configuration:

de 1'itération soit un peu désordonnée, la situation de la conver-
gence se parait éventuellement bonne. La figure 10.2 nous donne un

exemple



fy = A4 A A AT X3 24441 Ay AHXs

Fo=4 h=%6+P=1 sl o  a 1in

by
(p=n=3)

Dans le graphe, on s'appercoit que

|

g 2041 As 4+ Xa

(i) seulement deux points isolés et trois puits (15, 24, 6, 11, 12
(ii) puisque le rang m de Fé(x) est toujours égale a 2,
chaque point a f fléches sorties (f-= p" ™ = 3t = 3)
sauf les points isolé et puits ,
(iii) deux racines et deux cycles de longueur 2, non bloqués.
(iv) tous les points sauf ceux isolés et puits, conduisent au
moins a une racine, et le pas transitoire ne dépasse pas la

dimension n.

I.5.6. Symétries sur certaines sortes de fonctions.

(1) F(x) indépendant de certaines variables.

Soit F(x) = (f,...,f )" , F.(x: ,x; ,..o0x, ) & (2/p)"s2/p, i=1,2,
1 n 134777, Ik

d'ou 1 « jR <n , (Q =1,...,k) , k<« n , dans ce cas, la matrice
Fé(x) (ou Fé(x)) est aussi singuliére, sur quelque soit x € (Z/p)n

Cette fois-ci expérimentalement les systémés (3) sur la plupart

des points ne restent éventuellement plus solubles, et la fré-
quence des présences des points isolés (puits) croitre énormément.
Mais tous les points de (Z/p)n se paraissent dans le graphe itératif
de Newton standard, tout a fait symétriquement (on 1'appelle
p-symétrie).

La figure 10.1 nous donne un exemple ., (p=hn=73)

Ti= A7 + X+ 23 0 2X%.+2 1
FO={ 4, = %1, +p—1 Fw=l0 %
By = X, tA54p-2 0 1 22+

Il est évident qu'il wmanque la variable X dans les expressions
de Fi(x), (i=1,2,3). Dans le graphe, on peut constater la 3-symétrie
Un autre exemple caractérisé de [.5.5. et de 1.5.6.(1) se trouve

dans la fig. 1.1,
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(2) F(x) ne contenant des termes croisées de certaine variable
(P=2) |

Soit N = {jl,...,jk} s N ={,2,00n) T80 en
on pose N = N-N

Soit F(x) = (f  EL(x) 1 (2/2) /2
(i=1,2,...,n.)

]

;] =
d'od £ p(xy,eeenx)) = £ plxy,oex)) , LEN

Xq* fo(Xp,oonnx)) LeN

f,(xl,...,xu)

Bien entendu X, peut &tre remplacée par d'autre variable.

Voici un exemple, n =4 N = {3}
}1"‘-’-‘:)‘2-’\'1

1.
F(o= ﬁ ;

1 o 0
WXyt xix‘l +Xs+ 1 13 X,i}qui 13

X4 + X2 Xy + A3 T(X):

l

f

Xy 4 X,
1 00

o o o o

| = a4

REMARQUE

In cas général, la matrice F'(x) est indépendante de la varia-

ble x4, alors il est évident que F'(xl+1,x2,...,xn) = F'(XI’XZ””Xn

et que la premiére colonne de F'(x) = 0,...,1,...,1,...0)
I Ik

D'ailleurs, on a une

PROPOSITION

Soit un point x = (xq,...,x ) de (2/2)" , X = (x* 1,0, 000%)
son premier voisin,.

Soit le point y = (yl,...,yn) 1'un des successeurs de x , en
méthode de Newton standard. Alors y est auss$i 1'un des sugces-

seurs de X
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DEMONSTRATION

Puisque y est successeur de x , z = x-y est une solution du
systéme (3), sur le point x, c'est-a-dire que F'(x)(x-y) = F(x)
Et puis, on a une vérification suivante

Loy (7 — ) oy [Xt =9\ [ XamY+1 1
F'ot) (X-4)= Flx). X'zf gf‘ == [ (x) X,g;“) = F(0(X-4) +
An= o Tn~ o+ 0
l 1
TF0) : =Ft (014 p)
0 P
— FT(Z)

Cela illustre que Xx-y est une solution du systéme sur le
point X , et signifie y est un successeur de x

LLe graphe de 1'exemple précédent se trouve dans la figure 11.2.

COROLLAIRE

Si N=N, ce sera le cas linéaire, tous les voisins d'un point
quelconque dans (z/2)" » ont des mémes successeurs. En outre,
sl cet état est avec F'(x) (constante a ce moment) réguliére,

alors la conséquence est tout a fait la méme que dans I1.5.2 ii).

[.5.7. UNE SERIE DE Fn(x) AYANT LA STRUCTURE ANALOGUE.

Soit une série Pn(x) ayant la structure analogue, en cas de
dimensions diverses, que nous donne-t-ils, les graphes itératifs
dans les différents espaces de (Z/p)™ en utilisant Newton standard ?
Expérimentalement, je m' apercois que 1l'analogie des structures

de Fn(x) (n différents) pourrait s'é+re trouvée entre les graphes

qui correspondent a Fn(x). Avec laquelle, on pourrait en tirer

les propriétés communes des itérations.

Voila trois exemples qui se présentent dans les fig. 12.1,
- 12.3, (n=6,8,20 resp.).



.

1.5.8. F(x) : (Z/p)q-,(2/p)" , avec n ou p assez grand).

Lorsque n et p s'accroissent les éléments de 1‘'espace de (Z/p)"
vont énormément accroitre. Ce nombre est si grand qu'on ne peut
obtenir le graphe itératif total, et qu'il nous empéche naturel-
lement de chercher les racines de F(x).

Avec mon algorithme, on peut quand méme effectuer 1'itération et
obtenir certains graphes partiels que 1'on veut.

Une fois que les points initiaux sont bien chaisis, les propriétés
itératives pourraient quand méme s'cxprimer dans les graphes
partiels, et les racines pourraient €tre trouvées. Surtout la
réalisation de ce travail est utile pour savoir la configuration
itérative dans les grands espaces.

Voila deux e¢xemples, qui se trouvent dans la Fig. 13.1 Fig. 13.2).
Pour p=2 , n=20. Dans ce cas, le nombre des éléments de (Z/2)

est égale a 1.048576.
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CHAPITRE 2

MéTHoDE DE GAuss-SEIDEL

Pour accélérer la convergence d'une itération d'appro-
ximations successives vers un point fixe dans le cadre continu,
on utilise couramment la méthode de Gauss-Seidel (cf. (41) qui a
été transposée par F. Robert (cf. (11) dans le cadre discret,
précisément dans X = {0,1}" , en utilisant un opérateur noté G ,

associé a une application H(x) , (x ¢ X) de X dans lui-néme

te P Y r‘.‘] - T .
" Btant donnée une 1tération.x = H(x')... (5) 1r=0,1,2,...)
qui correspond au mode itération paralléle, on obtient la méthode
de Gauss-Seidel sur H , qui correspond au mode purement série,

et qui s'écrit ci-dessous

vid

r 11 = "4(1{: xg'.”' ’ x)
v '
K= A (A )

C) {

vil Y
X:”-;:.:: ‘ﬁn‘x:“, L) X,.,./‘n)

Dans ce chapitre, on va essayer de la retransposer dans (z/2)" ,
L n L - . . ,

ainsi que dans (Z/p)" (p, premier) afin qu'on puisse bien con-

naitre le comportement itératif de cette méthode dans notre con-

texte.



IT.1. PREPARATION NECESSATRE

On tient toujours a chercher les racines d'une application F
de (Z/p)n » qui sont les points fixes du mode paralléle

2 kT g B (5") (r=0,1,2,...)

d'ol si on pose H(xr) = x' ¢ F(xr) cela devient xr+] = H(xr)

(avec les opérations dans Z/p).

REMARQUE 1

Les points fixes du mode série (4) sont &videmment les meémes
que ceux de (5).

RIMARQUE 2 |
Rappelons 1la méthode de Newton simplifiée

X"Th e xT e AT g pd) (2)

dans laquelle, si 1'on pose A=1 , (2) sera devenu la forme (5')
c'est-a-dire que le mode paralléle (5') est un cas particulier

de la méthode de Newton simplitfiée, sur lequel on va expérimenter
la méthode de Gauss-Seidel

Rappelons quelqﬁes notions standard dans le cadre d'itérations
sur X = {(),1}“ ,' (cf. 111).

1. Chaque matrice A (n,n) booléenne posséde au moins une
valeur propre (soit 0 , soit 1), dont la plus grande (0 < 1)

est appelé€e son rayon snectral booléen C(A)  (cf. 17 ).

2. p(B(H)) = 0 est une condition nécessaire et suffisante
pour que 1l'opérateur H(x) soit contractant (ou B(H) est la ma-
trice d'incidence de 1'opérateur H) .

3. Cette condition est équivalente a [B(H)Jp = 0 (a droite,
la matrice nulle ; a gauche : 1la puissance booléenne, avec
p entier < n), et aussi adire qu'il existe une matrice de permu-
tation p , telle que p [B(H)]P soit une matrice triangulaire
inférieure stricte.
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4. La contraction de 1'opérateur H , (P(B(H)) = () est une
condition suffisante, pour que premiérement il existe un seul
point fixe f ¢ X de H ; deuxiémement 1'itération (5) stationne
en i au bout de p pas au plus (p < n) , quelque soit le point
de départ, ce qui revient a dire que le graphe d'itération de Il
est simple (un seul bassin, avec un point fixe).

5. Sous la condition de H(x) contractant dans X = {0,]}" ,
1'opérateur série G, est aussi contractant et au moins autant
que Il(x). Donc le graphe de 1'itération (4) est lui-aussi

simple.

11.2. GLEMENTS PROPRES DANS (2/2)"

La seule différence entre l1'addition 1+1=1 dans {U.IY, et
1'addition 181=0 dans Z/2 entraine une grande différence quant

a 1'existence d'éléments propres de matrices a €léments dans
{0,1} ou dans Z/2 .

Avant d'effectuer 1'itération dans (Z/Z)", il est besoin de

bien connaftre les éléments propres dans 2/2, et leurs fonctions
dans la convergence locale. Dans ce paragraphe on rappellera
rapidement leurs définitions et quelques propriétés et consé-

quences principales.
Soit B(n,n) une matrice a éléments dans Z/2.

DEFINITION

Un vecteur u (u#0) de (Z/Z)n est dif vecteur propre de B,-
s'il existe )\ ¢ Z/2 tel que

BRu=MAR0u (opérations de 2/2)

sera alors appelée valeur propre de B attachée au vecteur
propre u .
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DEFINITION

(B) désignera '"la plus grande valeur propre' de B, si B en
posséde au moins une (0 ou 1), celle-ci sera appelé le rayon

spectral de B.

PROPOSITION 1

Pour qu'une matrice B 3 éléments dans Z/2 admette 0 pour

valeur propre, il faut et il suffit que B soit singulidre.

PROPOSITION 2

Pour qu'une matrice B admette 1 pour valeur propre (i.e.
O(B) = 1) , il faut et il suffit que la matrice B = I & B soit
singuliére.

Bien entendu, B et B satisfont le systéme suivant

BX = AX

BX =AX ot Aez/2, A=A6 I

COROLLATIRE 1

Pour gu'une matrice B admette uniquement 0 pour valeur propre

(i.e. ﬁ(B) = 0) il faut et i1 suffit que B soit singuliére et

B soit réguliére.

COROLLAIRE 2

Pour qu'une matrice B n'ait aucune valeur propre, il faut et il

suffit que B et B soient réguliéres.

Lxemples

T 1 - 0 1
B = ( ) » alors B = ( ) sont réguliéres
I 0 1T 1

Ni B ni B n'adwettent de valeurs propres.
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Selon la définition, si B a une valeur propre soit 0, soit |

alors B devrait satisfaire soit le systéme B & X = x , soit le

L}

systéme B & X

résolus dans (Z/Z)n .

0 . Mais ni 1'un ni 1'autre ne peuvent &tre

REMARQUE

Si une matrice B(n,n) a éléments de 2/2 admet uniqueme nt 0 pour
valeur propre (i.e. ﬁ(B) = 0), alors il existe un entier p tel
que Bp (puissance dans Z/2) soit matrice nulle, soit B

elle-méme.

000 2 1 10 ¢
i) B = (] 0 0) , B” =0 K B = (0 0 l) B =B
0 00 110
1010 ) 1010
.  foo1o0 v . foo1 0] 8
11) B = -(0 11 ]) B = () M B = (0 11 l) B = B .
1 000 1010

Rappelons dans (1), la condition "il existe un entier p < n
tel que P = 0 (puissance booléenne)" est celle nécessaire
et suffisante pour que p(B) = 0 (le rayon spectral booléen).
La propriété correspondante dans (Z/Z)n n'existe plus, en réa-
1ité on a 1la

PROPOSITION 3

Soit B une matrice a &léments dans 2/2
s'il existe p un entier (> 1) tel que BP = 0 (puissance dans 2/2)
alors p(B) = 0 . |

Pour certaines matrices, on a par exemple la
PROPOST'I'ION 4

Soit une matrice B(n,n) a élémentsde Z2/2 ayant au plus un secul
1 par colonne, si 5(8) = () (rayon spectral dans Z/2)

alors, il existe un entier p < n tel que la puissance dans z/2
Bp = 0 (matrice nulle).
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Bien qu'il y ait grande différence entre les ¢léments propres
booléens et ceux dans L/2, avec la proposition 3 et 4, on a
quand méme une condition nécessaire et suffisante qui corres-

pond a celle dans (1]1.

PROPOSITION 5

Soit ¥ = (%) un point fixe de H dans (z/2)", pour que ¢ soit
attractif dans son voisinage immédiat, il faut et il suffit que

1) H'(f) (dérivée dans (Z/Z)n) ait au plus un seul ] par colonne
2) ﬁUl'(f)) = 0 (e rayon spectral dans 2/2).

Oui, car pour des matrices B a éléments dans {0,1} ayant au plus
un 1 par colonne, on a
v op B = pP
puissance puissance
dans 7/2 booléenne
Donc
5(3) =0 &= ) =0
dans Z/2 booléen
IT.3. LE COMPORTEMENT ITERATIF DE GAUSS-SEIDEL POUR F(x)
DONNEE ARBITRATREMENT .

En effectuant la méthode de Gauss-Seidel sur des exemples pris
au hasard, j'ai ecu I'impression générale que les graphes de

1"itération (4) (H(x) associé i F(x)) ressemblent i ceux de 1la

méthode de Newton-simplifide mais en étant '"plus contractants' .
N p

I'T.3.1. CONFIGURATION DU GRAPHE D'ITERATION

Rappelons 1la propbsition 1 de T.4.1 ; parallélement on a

PROPOSTTION 1

Dans le graphe de Gauss-Seidel, un point quelconque dans (Z/p)n

@ un et seulement un successeur qui va poursuivre jusqu'a ce
qu'un point fixe ou un cycle se paraisse.
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. - ” + s a . . N . T
En effetr, x! | ¢st défini de maniére unique a partir de x

et on itére sur un ensemble fini.

REMARQUE 1

LLa longueur du transitoire est variable selon les cas. Quelque
fois elle est supérieure a n (cf. f{g. 16.4), quelque fois elle
est inférieure a n (cf. Fig. 14.2, fig. 15.2). En tout cas, elle
est sirement inféiruere a celle du mode paralléle correspondant
(comparaison fig. 14.1 et Fig. 14.2 ; Fig. 15.1 et Fig. 15.2 3
Fig. 15.3 et Fig. 15.4 ; Fig. 16.1 et Fig. 16.2 ; Fig. 16.3 et
Fig. 16.4).

REMARQUL 2

Expérimentalement les longueurs des cycles en méthode de Gauss
Seidel ne sont généralement pas grandes. La fréquence des cycles
de longueur 2 parait plus souvent que les autres

(cf. Fig. 15.2 , p=2 , n=5 ; Fig. 17.2 , p=2 , n=4

Fig. 17.3 , p=n=3 ; Fig. 18.1 , p=5, n=2) .

Les cycles de grandes longueur sont rares, (cf. Fig. 14.2 ,
longueur S , avec p=2 , n=5). En cas particulier, cette longucur
peut dépasser beaucoup plus que n (cf. Fig. 21.1, Fig. 21.4).

En tout cas, la longueur de cycle en méthode de Gauss-Seidel

ne dépasse pas celle en mode paralléle correspondant associé

a méme table de F.

REMARQUE 3

Le nombre de cycles est effectivement faible (cf. Fig. 14 o Fig. 17)

REMARQUE 14

Lorsqu'on change la table de la fonction F(x) a laquelle IlI(x)
est associée, en imposant qu'un point choisi % devienne racine,
cela change non seulement (pour Gauss-Seidel) le successeur de ce

point (qui devient x lui-méme), mais éventuellement cela peut
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changer les successeurs de ses voisins immédiats (cf. Fig. 15.2
et Fig. 15.4 5 Fig; 16.2, Fig. 17.3, Fig. 17.4).

I1.3.2. CONVERGENCE LOCALE.

PROPOSITION 2

Dans 1'itération de Gauss-Seidel (4), pour que xr+1 soit une
racine a de F, lorsque x' étant le jiéme voisin a droite (ou a
gauche) de a il faut et il suffit que la jieéme colonne de 1la
matrice F)la) (ou F'(a)), notée A. , vérifie la condition

d g j
suivante

5’—_1: Ce :%/1:‘;0 (md>4)'etd;:4
ou A= R A S L2

J (Jil 5:’,6 - J:‘)

’

DEMONSTRATION

L'itération (4) peut s'écrire de la facon suivante

1 Y
XK'= e fx, - xh)

v+ r 1

L,/)‘ X)_‘ — xd'_,' 6 .fj_1( X:‘) Yy XJY:;4) XJS ). : ’XI)
Y4 +

( i =5 e i Ay oA

o v oy r
Xy = X © fiu(XG - X Ny Xn)

...n‘““ ’ 1 ‘
xn’“xneJL(X?w“, X;':f))('r)

d'od () 5 (2/p) s (/D) L F(x) = (£ (), E (X))
L0 @/mp)=-z/p,  (i=1,2,...,n)

Condition suffisante

Selon I.2. remarque (3), on a F(x') = Fé(a)@(era)

qui devient : F(x") = Fé(a)@ej =£;j , ou bien

) 0 i< ro_ g8 s11s)
fo(x") = { 1 i=j ...(W) , d'ailleurs , on a Xy = { w')

i D2i>j a;, sinon



Dans
xr*l
1
Pour 2 < i < j-1
Xr+l -
T

h

knsuite (j > 1)

r+l
J

>
’l

pour n > i > j+l
r+l
i

1

FFinalemwent,
r+l
X

on

=

Londlllon néece ssalle

r+1
X,
1
On pourrait 1

S
£y (x7)
Pour 2 « i <« j-1
£, D)
Pour i=j (j > 1)
£ (x")

O
Quant aux autres

r
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(4') selon (w) et (w') ona (j > 1)

r

T fr = = ¢
;O E () =X 80 = A
r rit v v
X flny, - Mg X ye ey X )= ef(d,,-- ohx A )
v
X

N x) Py }Jlxl"ff.

r
X .

J 61)(1”"—"-7‘; 61:&.

»

;o fo( X7 o A

xi ofi(ay,

. X
en résulte que x.

iefi(ﬂ»"’»)l:)zlrzdi j

v+ Yy —y"
XJ_‘ X), . .)(n) "'"XJ '3fd'(‘zi»"'&’..i.xjr,‘“x:)

J j

wl ril

X|4'x .o X )

.aj.-“,dn)“—:X:e)‘\‘la):‘:Xfﬁdf ;

P+ . .
=a. , (i=1, soit

i i n)

Si 1'on a (W' et L'égulité suivante

a .

es ramener

[

I

i

I

. r.
ri(x ) ,

14 (i.‘:‘.]’ )ll)
(4)'

i
a

4 i 7 Y
j((aii lf'xl’. X'n )__.-‘f. lxr" ,xr:')x‘"---xu)
r Y44
Xi 67(‘ ~‘1,:6d{==0
4 Vi r 14
j‘)(di ‘331 J: xn)"’"b(xw XJi'J"”x")
v
o 6}(}. zljedjxd‘j@)1(.—)dj=’f

(n > i >j), ils peuvent 8tre quelconque

dans Z/p. Ainsi on a établi 1'Egalité (w) qui illustre quezsj ,

la jiewe colonne de F&(x) (ou Fé(x)), possdee

la propriété énoncée.
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On peut trouver quelques vérifications dans Fig. 17.1 et
Fig. 17.2. 11 en résulte donc 1la

PROPOSITION 3

Dans 1'itération de Gauss-Seidel (4), pour que xr+] soit une
racine a de F, quelque soit x© dans Vd(a) (ou Vg(a) resp.) il
faut et il suffit que Fé(a) (ou Fé(a)) soit une matrice trian-
gulaire inférieure 3 une didgonale pleine de 1.

Quelques exemples se trouvent dans Fig. 16.4, Fig. 19.2, et

Fig. 19.6.

REMARQUE 5

Rappelons qu'en utilisant le mode paralléele, selon I.4.1 ii),

"Fj(a) (ou Fé(a)) = I'" est une condition nécessaire et suffisante
pour que xT*! soit une racine de F pour tout x' ¢ Vd(a) (ou
Vg(a)).

Cette condition du point de vue de 1la convergence locale est
beaucoup plus restrictive que celle de la proposition 3 ci-dessus
en utilisant le mode-série (Gauss—Seidel) (cf. Fig. 16.3 et

Fig. 16.4).

REMARQUE 6

Quant a 1'attraction dans le voisinage immédiat d'une racine
a de F dans (z/2)™ | elle ne peut pas @tre garantie. La Fig. 14.3
et la Fig. 14.4 en donnent une illustration. Un exemple dans
lequel une telle attraction a été vérifiée. Griace a 1a structure

de G'(x) se présente dans 1la Fig. 18.4 (comparer avec Fig. 18.3).

Dans 1'itération de Gauss-Seidel 4 (ou (4)'), 1a détermina-
tion du successeur d'un point x' qQuelconque appartenant 3 (Z/p)n
dépend des valeurs respectives de F aux points suivants

r _ Y 4 +4

A P R (O I =(x{,x{,~--,x[), Cr= (X ay ol ,
n-1__ 44 v

-ee C *(14 )“"XIZJ)XI)
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qui constituent un ensemble de points : § = {xr,c ,...,cn"]}

dans lequel les points ne sont pas forcément différents 1'un a

l'autre. Alors on a 1la

PROPOSTTION 4

r+1

. . r .
Pour que x soit une racine a de F pour x' ¢ (Z/p)" , il

~

suffit que cette racine a appartienne a S.

Il n'est pas difficile de la prouver, a 1'aide de la démonstra-
tion de la condition suffisante de la proposition 2 dans ce
paragraphe.

[1.4. LE COMPORTUEMENT ITERATIF DE GAUSS-SEIDEL POUR F(x) DONNE
PAR DES EXPRESSIONS POLYNOMIALES.

Dans ce paragraphe, on va donner une impression générale,
en examinant quelques exemples .pour des applications F données

par des expressions polynomiales.

I1.4.1. LES COMPOSANTLES DE F(x) AYANT LA FORME TRIANGULAIRE
INFERTEURE PAR RAPPORT AUX VARIABLES.

Soit F(x) = (£ (x),...,f (x)) : (z/p)t—(z/P)"

drod £i(x) = £i(x %, xg) (z/p)2—z/p , (i=1,2,...,n)

f](x) = f](x])

£,(x) = £,(Xq4,X5)
ou bien 2 27102
tn(x) - (n(xl'XZ' »Xh l'xn)
f'(x) =Xyt 1
par exemple fz(x) = XqtXX, (p=n=§)

t3(x) = x]x3+x2x3+x3+2
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Dans ce cas, expérimentalement l'itération de (4) (Gauss—Seidel)

nous donne toujours de bons résultats au sens de convergence 3
la fois locale et globale.

Pour exprimer ce phénoméne, il suffit de montrer que parmi des
polyndmes de ce genre, il est relativement facile d'en trouver

certains qui satisfont les conditions suffisantes de la proposi-
tion 3 de 1I1.3, surtout pour p assez petit.

Quelques exemples se présentent dans 1la Fig. 19, dans laquelle
on peut aussi trouver les comparaisons avec le mode paralléle.

Ir.4.2. th) OBTENU PAR PERMUTATION DES COMPOSANTES DE F(x)

Notant F(x) = (f](x),...,fi(x),...,fn(x)) t(z2/p) s (z/p)"
£.0x) ¢ (Z/p)q~—+Z/p » o (i=1,2,...,n)

Soit F(x)=(f“(x),...,fij(x),...,fin(x)) co2/p)s, (z/p)®

(11,...,ij,...in) représente une permutation de (1,2,...,n)

Résoudre F(x) =0, c'est résoudre F(x) = o0, 1'itération paral -
lele reste inchangée. Par contre on s'apercevrait qu'en méthode
de Gauss-Seidel, 1les configurations d'itération obtenues pour

F et pour T sont bien différentes.

Cela est en contraste frappant avec la méthode de Newton standard
dans laquelle il 'ny a aucune différence entre les graphes
obtenus pour [ et pour F en considérant que le systéme

Fé(xr) Rz = F(xr) et le systéme E&(xr) R z = F(xr) ont les

mémes solutions .

Cette remarque nous améne j rechercher un rangement relativement
rationnel de composantes de F(x), pour obtenir une meilleure f(x)
sur laquelle on pourrait obtenir un meilleur graphe d'itération de
Gauss-Seidel.

* Expérimentalement, si la matrice de Fé(a) (ou Fé(a)) posséde
une diagonale pleine de 0 » ¢cela entraine toujours de mauvais
résultats, c'est-a-dire que la convergence vers cette racine a

est toujours mauvaise. Dans ce cas, s'i}] n'y a pas d'autre racine
s y »
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de nombreux cycles ou des cycles de grande longueur paraissent
éventuellement dans le graphe d'itération (cf. Fig. 20.4,
Fig. 21.1).

Pour éviter le phénoméne précédent, on pourrait faire certaines
'permutatious de composantes de F(x), telles que la matrice de
F&(a) (ou Fé(u)) soit une matrice dont les éléments distincts avec
ceux correspondant de ta matrice ayant la forwme triangulaire
inférieure et une diagonale pleine de 1, soient les moins nombreux
possible.

On peut vérifier cette évolution de la Fig. 20.4 a la Fig. 20.1,
de la Fig. 21.1 a la Fig. 21.3.

Bien entendu, réarranger les composantes de F(x), revient a
choisir un mode série particulier sur F (cf. c11).
. e n an e R
[1.4.3. F(x) : (Z/p)=——>(Z/p) avec p assez grand.

Quelque exemples avec p = 11 , n = 3 , se présentent dans les
fign 23.1 . 23.3. On y voit les graphes partiels représentant
des configurations globales d'itération.
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CHAPITRE - III

COMPARAI SONS DE METHODES

Dans les deux chapitres précédents, on a présenté
trois méthodes d'itérations discrétes que 1l'on

rappelle ci-dessous

Newton simplifiée : (2) : V2 xT e a™l g F(x")

(A, matrice a éléments dans Z/p, non singulicére)

dont le cas particulier (A=I) est appelé : le mode purement

paralléele : (5) xr+l = xr *] F(xr)

Newton standard

F(x') & z = F(x")
(3) : {x“‘ L

X 8 z

Gauss-Seidel (mode purement série) :

r+l] _ T . r r
X3 X 0 11(x],...,xn)
x§+] = x; 0 fz(x¥+l,xr,...,x;)
(4)
r+1 _ r T+1 r+l r
N =X, 6 fn(x] ""’Xn~1’xn)

(o0 F(x) = (F,(x),...,F (X)) , £;(x) : (2/p)>=—2/p , (i=1,2,..

Dans ce chapitre on va faire des comparaisons sur la conver-

gence, la configuration et le temps de calcul.

.,n)).



IIT.1. COMPARAISON DES CONFIGURATI1ONS.

*# On voit bien que dans-1a méthode de Newton-simplifide le

. T .
successeur d'un point x quelconque dans (Z/p)n ést uniquement
dépendant de x' et F(xr) » lorsque la matrice A a été choisie.

Dans la méthode de Newton-standard, celui-ci est déterming non
LT . .
seulement de x' et F(x"), mais aussi des valeurs de F dans le

voisinage (4 droite oy a gauche) immédiat de x'. En remplacant

Ce voisinage par 1'ensemble S associé 3 ce point (S défini dans
la proposition de IT.3), on pourrait dire la méme chose pour la
méthode de Gauss-Seidel.

* I1 existe un et seulement un successeur de x' dans Newton-
simplifiée et dans Gauss-Seidel. Il en existe éventuellement
plusieurs ou il peut n'en exister qucun (xr est alors un puits)
dans Newton-standard.

# Une fois la dimension n est fixée, le changement de P ne pourrait
Pas influer sur les caractéristiques de 1la configurations d'jité-
ration de Newton-simplifideou de Gauss-Seidel dans (z/p)" .

Par contre, 1'augmentation de P peut énormément faire décroitre

la quantité de puits et les cas on il existe plusieurs successeurs
pour un point : ‘le taux de Ssystémes singuliers décroit fortement
(cf. 1'annexe 3).

Expérimentalement, dans 1le graphe d'itération de Gauss-Seidel
ou de Newton-standard, il existe parfois certains points ayant
plusieurs fleches entrant (cela signifie Que ces points pour-
raient &tre appelés attractifs) dont 1le nombre, semble-il, est
beaucoup plus grand qué dans celui de Newton-simplifide. Cela
pourrait €tre une des explications pour le fait que les pas d'ité-
ration de Newton-simplifide sont plus nombreux que ceux de
Newton standard et de Gauss-Seidel.

Cette impression se refléte fortement quand F posséde
au moins une racine.
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111.2. COMPARAISON DES CONVERGENCES

Soit F une application dans (Z/p)n dans lui-méme, ayant au moins

une racine : les itérations considérées ont au moins un point

fixe ; on constate nque le cadre de la convergence, surtout lo-

cale, parait différemment dans les graphes de ces trois méthodes
Soit a une racine de F.

Inconditionnellement, les points du voisinage a gauche (ou a
droite) correspondant a la dérivée a droite (ou a gauche) de a
convergent sur a en un seul coup, si 1'on effectue 1'itération
de Newton-standard.

Eventuellement, les points de 1'ensemble S associé a a ,
ainsi que ceux de son voisinage convergent sur a en un seul coup,
si 1'on effectue 1'itération de Gauss-Seidel ou de Newton-simpli-
fiée.

Précisément, si F(x) posséde un caractére tel que la jiéme
colonne de la watrice de bi(d) (ou Fé(a) resp.) ait la forme
suivante : (0...0 1 x x...x) (x désigne n'importe quel élément
de Z/p) , alors la Jmethode Gauss-Seidel permet que le jiéme
voisin a droite (ou a gauche) de a converge sur a en un seul coup
si la jiéme colonne de h'(a) (ou F'(a)) est identique a celle
de A , alors méthode de Nowton blmpllflee permet que le jiéme

voisin 4 droite (ou a gauche) converge sur a en un seul coup.

Evidemment, la restriction pour satisfaire la condition de
convergence en méthode de Newton-simplifiée est plus forte que
celle en wméthode Gauss-Seidel.

# Quant a la convergence globale, sur le plan théorique elle ne
peut pas 8tre garantie par une condition suffisante dans mon
texte. D'aprés ce que j'ai expérimenté, je pourrais présenter

quelques intuitions suivantes :

a) L'accroissement de quantité de racines de F dans (Z/p)n
peut évidemment améliorer la situation de convergence globale,
pour chacune de ces trois méthodes. Par ailleurs, ce qu'il
faut souligner, est que cet effet est beaucoup plus évident
sur la méthode de Newton-standard. De plus, dans ce cas, il



b)

d)
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existe éventuellement quelques points pouvant conduire a plu-

sieurs racines de F .

Le nombre de cycles peut beaucoup détériorer 1a convergence
globale pour chacune de Ces trois méthodes c'est-a-dire
que le mauvais état de 1a convergence globale parait souvent
lorsqu'il y a relativement de nombreux cycles.

Expérimentalement, 1le nombre de cycles dans Newton-standard
est moindre que dans Gauss-Seidel qui est lui-méme moindre
que dans Newton-simplifide.

Bien entendu, le nombre de puits pour la méthode de Newton
standard peut beaucoup intervenir sur la convergence globale.

Quand p et n sont assez petits, oll les points ne sont pas
nombreux, 1'état de 1la convergence locale peut jouer un role
remarquable dans la globale. Mais en cas de points nombreux
de (z/p)"™ , cet effet va beaucoup diminuer.

Pour bien comparer, j'ai effectué beaucoup d'exemples

qQui permettent d'établir le tableau comparatif suivant.

(F;

signifie que F(x) posséde i racines ;

F(x) obtenu au hasard).
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ITI.3. INDICATIONS PRATIQUES.

. , , . . ., n
Etant donnée une application F dans (Z/p)" , nous allons donner
quelques recomrandations pour choisir 1'une des trois méthodes

étudiées dans le but de déterminer les racines de F.

Utiliser la méthode de Newton-standard pour F(x) linéaire

ou fortement linéaire.

Dans le premier chapitre, on a prouvé a la fois théoriquement

et expérimentalement que cette méthode entraine toujours de

trés bons résultats (cf. Fig. 7.2). Mais en utilisant la méthode
de Gauss-Seidel, il n'est pas slir qu'on puisse obtenir le résultat
désiré (cf. Fig. 24.3).

Utiliser la méthode de Gauss-Seidel pour F(x) ayant la forme

triangulaire inférieure par rapport aux variables.

D'aprés ce qu'on a raconté dans I1.4.1, la méthode de Gauss-Seidel
entraine toujours de bons résultats, car la forme de F(x) convient
alors bien au caractére triangulaire de cette méthode (cf.

Fig. 19.2). Mais sur le méme F(x), 1'effet des autres méthodes
n'est pas aussi brillant que le précédent.

Eventuellement, le résultat de Newton standard reste encore bon,
(cf. Fig. 24.1, Fig. 24.2).

Utiliser la méthode de Newton-standard, au cas ou'il existe

des composantes de F(x) &tant identiques.

Bien que le graphe d'itération soit un peu compliqué (plusieurs
fléches sortant d'un point), car la Jacobienne a toujous au

moins 2 lignes identiques, donc est singuliére, le nombre de

puits est relativement petit, d'ailleurs, il existe beaucoup

de points pouvant conduire vers une ou plusieurs racines, autre-
ment dit, si 1'on démarre & partir d'un point initial quelconque,
on pourrait prévoir la grande probabilité de trouver une ou méme
toutes les racines de F, en quelques coups d'itérations (cf.

Fig. 10.2). Mais la méthode de Newton-simplifiée et de Gauss-Seidel

restent toujours insensibles 3 ce caractére de F.
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Utiliser la méthode de Newton-standard pour F(x) dyant

certains caractéres symétriques.

Car, dans ce cas, en passant les résolutions du systéme (3),
cette méthode peut refléter ces caractéres symétriques dans
le graphe d'itération beaucoup mieux qu'en utilisant les deux

autres méthodes, (cf. Fig. 11.1).

[11.4. COMPARAISON DES TEMPS DE CALCUL

Dans la méthode de Newton-standard, en partant d'un point x’

dans (Z/p)" , pour obtenir x”1 , on doit résoudre un systéme
lindaire. Généralement, cela va dépenser assez de temps de
calcul. Dans la méthode de Newton simplifiée, il faudrait d'abord
calculer 1'inverse de la watrice A et puis au cours de 1'itéra-
tion, il s'agit toujours de multiplication de la matrice et le
vecteur. Le temps de calcul ne peut pas étre négligeable.

Dans la méthode de Gauss-Seidel, pour un point x' de (Z/p)n ,

il stagit que de la modification de ses composantes avec laquelle
on cherche le successeur de x' .

Effectivement, toute fois que p et n sont choisis, pour obtenir
le graphe d'itération global, la dépense de temps en méthode de
Gauss-Seidel reste toujours la moindre par rapport a celles

en mébhode de Newton-simplifiée et de Newton-standard. Cet effet
deviendrait plus frappant lorsque p" croit. (Cf. le tableau de

ce chapitre).



I[II.5. CONCLUSION

J'ai ainsi pu obtenir une connaissance empirique
relativement globale sur chacune de ces trois méthodes itéra-
tives dans (Z/p)" . Dans ce qui suit, je voudrais présenter

quelques points de vue pour conclure ce travail.

a) Il vaut mieux abandonner la méthode de Newton simplifiée,
car dans la pratique, on n'en voit pas les avantages, quelque
soit le point de vue adopté .

b) En ce qui concerne la méthode de Newton-standard et celle de
Gauss-Seidel : chacune a sa propre caractéristique au cours
de l"itération. On ne peut pas distinguer simplement ce qui

est relativement la meilleure des deux.

¢) Expérimentalement, dans Newton-standard, il y a d'un tiers
a la moitié des points de (Z/p)n pouvant conduire au moins
vers une racine pour F(x) général. Dans Gauss-Seidel, on ne
peut pas simplement donner une proportion de tels points,
mais parmi de nombreux exemples pour F(x) toujours général,
il y a a4 peu prés la moitié des cas on les points conduisant
Vers une rdclne représentant une grande proportion des points
de (Z/p) .

d) Expérimentalement, avant d'effectuer 1'itération dans (Z/p)n
sur une série de Fn(x) avec n assez grand, il vaut mieux
d'abord prendre des exemples avec n assez petit. Car en exami-
nant les graphes de ces exemples (plus faciles, plus économes),

on pourrait découvrir les caractéristiques essentlelles du graphe

d'itération sur cette série de F (x)

e) Je n'arrive pas A trouver un moyen de savoir si toutes les
racines de F(x) pourraient &tre trouvées en effectuant certaine

itération partielle lors de p" assez grand.
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£) Je n'arrive pas a trouver un moyen de pouvoir strement amé-

liorer une wauvaise concergence de 1'itération.

g) Je ne sais pas s'il y a de la valeur pour chercher la racine
de F(x) dans (Z/p)n , lorsqu'on utilise une méthode itérative
combinant les caractéristiques 4 la fois de Newton-Standard
et de Gauss-Scidel : on obtiendrait alors 1'analogue des wé-
thodes du type Quasi-Newton étudiées dans IR™ (cf. ¢51 et ¢71).

A la fin, je voudrais souligner que ce travail est
fait par un Oriental en Occident, cela nous lait rappeler un

proverbe chinois qui disait

" Clest te méme soledd qud se teve a L'Ondient

et s¢ couche a £'0ccdident ™.
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ANNEXE 1 : ALGOxITHMES ET PROGRAMMES
Algovithne.

1. Un programme principal pour réaliser 1'itération sur (Z/p)n
en méthode de Newton-standard, nommé itezp, va se présenter
ci-dessous en langage 'fortran’

] (entier positfve) - désigne le numéro du point présent

b(i) (tableau) - conservateur des points passés

nn(i) (tableau) - les traces de 1'itération de points

(d'on, 888, 999 sont deux signaux sépa-
rant les points sectionnés.

r(i,j) (tableau avec deux dimensions - conservateur des nouveaux

points de départ provenus des solutions
des systémes F'(x)gz = F(x") ... (3")

(1) S'il ne reste plus de point initial, aller a (10)sinon
faire entrer un point x' dont le numéro est m

(2) Faire compurer m avec le contenu de b(i)

Si m est déja dans b(i) aller a (3), sinon faire marquer mw
dans b(i) et dans nn(i) et puis aller a (5).

(3) Marquer m et 999 dans nn(i). Si m vient de (1) sans calcul
retourner a (1)

(4) Si r(i,j) non vide, prendre un point dont le auméro est le
pouveau wm retourner a (2), sinon retourner a (1)

(5) En utilisant m former le vecteur x' avec lequel procurer
F(x") soit par une table, soit par un tableau calculé en
certaine formule, soit par appeler un autre sous-programme
(surtout lors de ﬂ‘assez grand), si F(xr) est un vecteur nul,
marger x', un point fixe, ou bien une racine trouvée de F(x)

(6) En utilisant x' et F(xr), former la dérivée P'(xr) (pour
obtenir les vecteurs des voisins des x’ , faire le méme
que F(x'))

(7) Appeler le sous-programme, nommé respn, pour résoudre le
systéeme F'(xr) R 2 = F(xr) (3')

(8) Si (3") n'a pas de solution, marquer 888 dans nn(i)
aller a (4)
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(9) S1 (3') a de plusieurs solutions d'aprés (3"), on obtiendra
plusieurs nouveaus points de départ. Conserver-les dans
r(i,j), en prendre un dont le numéro est nouveau m, alors,
aller a (2)
Sinon (solution unique), prendre ce nouveau point de départ
dont le numéro est nouveau m,
aller a (2)

(10) La fin de 1'itération totale.

2. Un des sous-programmes nommé respn pour résoudre (3').
En prenant une maniére de creuser une matrice par colonne ,

On déroule le schémas de ce sous-programme.

i,j (entiers positifs) - désignent respectivement les numéros
de lignes et colonnes

a(i,j) (tableau) - désigne une matrice (n x (n+1))
dont la derniére colonne est F(xr)
ou bien Fi

I.J. désignent deux ensembles de lignes et colonnes respectivement

Tout d'abord on donne 1 a j

(" si j=n aller a (5)

(2) dans jéme colonne , chercher un certain €lément non nul qui
est situé dans iéme ligne
S1 1 ¢ b(j) , et a(i,j) # 0 , faire j = I , i » b(j) aller a
sinon (¥ i ¢ b(j) , a(i,j) = 0) faire 32 Jd ., ) & g+
retourner a (1)

(3) dans iéme ligne faire la division (® ) telle que ,

a(i,j) =1
(4) Faire 1'€limination de ligne telle que a(u,j) = 0
(1 < u n,u#1i) , j & j+1 aller a (N

TR

(5)  soit J = {j i, ..uf} T={igi,.00 , R4k = n)
Si J est vide ou bien k = n
z(i) = a(b(i),n+1) (solution) , (i=1,...,n)
aller a (9)
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(7)

(8)

(9)
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Si certain i, ¢ b(j) tel que Fi #0

t
marquer solution z impossible, aller a (9)
Sinon supposer v = 1

Prendre véme possibilité de combinaison de x.,...,Xx.

i ]
qui peuvent &tre n'importe quel nombre dans Z/p, comme
composantes de solutions z,

.

Draprés le systéme évolué et x.,...,x. déja fixés,

Js
calculer les autres composantes Ky seeenXy de z,
Si v # p' , Faire v & v+1 , il k

aller a (7)

La fin de ce sous-programme.
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Q371882 105903 hith don

dimension d(2,3), 1:(2),y(49,4),12(2) v (12,2) ,ind300) , w1 7)1 7)), 2(49,2) b
Ne(49), 11049),9(2)

fordat(id,3x,05.3)
fornat(2514)

fornat (1w, "vd s 7,503, 7,7, 7
format((éu,213,3%,213))

fornati{4(lx,11)))
fornat (10014)
formnat ((301x,13)))

read (40,2000 ¢y 1y 1)y § = 1,4),1

1l =0

bk o= 0

ik = 0

no= 2

p =7

40 23 an = 1,p ¥k 1

o= oan -

1f(il.eq.0) gqoto 432
do 41 1 = 1,11

1f{m.equb(i)) goto 20
continue i

il = il 1
beil) =
kb = Kk 1
inikk) "
1fin.ne.an-1) qoto 31
k =0
wik) =4
uik) = 0
do 31 = 1,n
In€1) = yinn,1)
continue
ii = 0
do 16 1 = 1,n
dl1,nt1) =

i ~+~ 3 -+

continue
do 41 = 1,n

1f{lxi)eqa.p=1) gato
(1) = n 4+ p + % (n - 1)

qoto 4

(1) = - (p-1) x p * % (h-i)

continue

if(ii.ne.0) goto 30
urite(4,333)1x
urite(d,111) g

urite (6,33 ClyCali+t,nt i), 1 = 1,9),j = 1,3) Y

do 7 1 = 1,0

do 8 = 1,0

11

d(i,1) = fzp(i1)
cantinue
continue

call vezpuld,lz,p,n,papop,nl,a,fzp)

iflpapop) qoto 77
1f{nl.ne.0) goto By
1l = a1k 4 1

a0 to 13

yinttl,ut1)
ittt une.0) 11 = 11

83

= 1,49)

o
dx.)

b |
2'7

11

13

17
14

yigl1+t,n+)) - yilatl,nt))

OF

"=

ko= k
A1CkY =
wik) =
uks = |
5 = 0
1t Ck.eq.1) gqoto 54
do 21 = 1,k -1

S =6 + y({)
continue
do 51 1 = 1,

do 52 ) = 1,.q

[ |
"
nl

iﬁ = ki) - adi, )
Matr, ) = ferplii)

continue
cantinye
4 s+ u(k)
do 1' 1 = ]'n

L) = r(j,1)

continge

1P {ulk) . eq.1) qoto 14

kk o= kh o+

mekk) = jidw)

0to 14

do 172 0 = 1,y
L= w(i) - Lz (1)
i) = fapdin

continue

1]

do 15 1 = 1,

A= on o+ (1) *opokE (g

continue

ifC.not.papop) goto 42

papop = .false.

kk = kk + |
nnlkk) = g88

goto 43

kb o= kko+ g
nnlkk) =

kb = kb o+
anlkk) = 999

if{k.2q.0) gata 23

1f(ulk)ieqeu(k)) qoto
ulk) = ulk) + 1
qoto 27

1f(koen. 1) qotao 23
ko= k -

S = 5 ~ y(k)

qoto 29

continue
urrtedd,600) nn

5% % pok oo

write(d,444) 1k Lik/ss

Wrrtkel(d,222) b

stop

e

YRR

1Pandkk) 9t .125) qoto ¢

]
)

3
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rezpu.fartran 03/15/82

subroutine vezpuia,x,ip,n,inp,11,r,zpt)
logical 1nmp
inteqer a,x,r,b,q,st,zpf

inp = .false.

nl = 0
w2 = 0
11 =9

. do 11 k = Ton

do 12 1 = 1,
1f{ali,k).eq.0) qoto 12
it{nl.eq.0) goto 17
Jo 18 ¢ = 1yl
1t(1.eq.bCj)) qato 12
contliaue

11 =1

nl = al + 1

ki(al) = k

binl) = 11

goto 14
continue
n2 = a2 + 1
r2(n2) = k
1f(k.eq.n) goto 13
goto {1
if(a(ll,k).eq.1) goto 19
12 = nzptalll,k))
do 22 ) = ktl,ntl
alllyy) = alll, ) & 12
alll, i) zpflalll, )
continue
do 231 = t,n
it((r.eq.1).or.tatik).eq.0)) gato 23
do 24 § = ktl,ntl
" oafla(ll,j).eq.0) goto 24
ati, ) = ati,)) = ati,k) + alll, )
ali,4) = zpftati,g))
continue
continue
continue
1f(n2.ne.0) goto 25
do 26 1 = 1l

"

(1) = a(b(i),n+l)
cantinue
goto 39
if{nl.ne.0) goto 27
dO 28‘: g .
tftali,ntl).eq.0) goto 28

goto 14
cantinue
do 29 1 = 1,n
do 30 4 = 1,0l

1f(i.eq.biy)) goto 29
continue
iffali,ntl).eq.0) goto 29
qoto 14

continue
1% = g #4 n2
da 11 v = 111

32

34

33
3

14
35

1602.7 hth Hon

dimension a€2,3),:6(2), 049, 2),6(2) k1 (2) ,k2(2),1y(2)

do 42 4 = .2
PO, k2¢n2-141)) = dyla-q+l)
continue
it(n2.eq.n) gqoto 3
do 33 j = 1,nl
1 =90
do 34 k = 1,02
o= il 4 albCp) k24 # vl k20Kk)
continue
i k1)) - atb(g),ntt) - 1l
continue
continue
goto 35
iap = .true.
return
end )
fzp.fartran

integer function fzp(l)

ip =7

fzp=1-1p ¥ (1/1p)
if(1.1t.0) fzp = 1p ¢ f2p
it(fzp.eq.ap) fzp = 0
-return

end

—

chervp.tortran

subroutine chevvp(nn,ip,nn,ix)
dinensian ix{(2) '
in = an
do 1t 1 = 1,nu-1
11 = 1p # % (an-1)
do 12 4 = 1,1p
kk = 4 % 11
ifCin.gt.kk) qoto 12
if(in.1t.kk) qoto 13
ix(1) =
do 14 k = 1tl,n0
(k) = 0

14 continue
goto 19

13 ixti) = i -1
in = 1a - ix(i) * ii
qota 11

12 cantinue

11 continue

eop

ixtan) = 1a
15 retura
end
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ANNEXE 2 : QUELQUES TABLEAUX THEORIQUES ET EXPERIMENTAUX

Etant donné un systéme d'équations linéaire dans (z/p)"
dont lawmatrice de coefficients A, le vecteur de variables X , le
vecteur de constantes B , sont ceux A éléments quelconques dans
Z/p , peut s'écrire comme ci-dessous

AR X =B (6)

Une fois que p et n sont choisis, cela va fixer le nombre de
toutes les formations possibles de former 1le systéme (6), noté S,
dont 1'une partie serait celui des systémes solubles, noté S1,
l'autre serait celui des systémes impossibles.

On peut aussi diviser S1 en deux parties, celle avec
A réguliére notée S11 , celle avec A singuliére , notée S12 ol on
note R pour le nombre de formations possibles de A singuliére, Rr

pour le nombre de formations possibles avec A possédant le rang r
(r = 0,1,...,n-1). En bréve, on a des relations suivantes

S = pn . p
S11 + S12

P (p"-p) ... p"-p™Th
n-1

S1

1]

S11

nZ

- (-
R.=p -(p

I_])(pn_p) L (pn_pn—1)

-~
it
==
vt
-

S12 RV . pt

M

~

=0

—

S
Pour obtenir la proportion des systémes solubles , Ag (= 7;) ,

il faudrait procurer S12 qui dépend de la détermination de chaque R..

Dans ce but, je voudrais introduire un moyen d'écrire toutes les
formations possibles de A 3 rang r avec les rangements des r
vecteurs indépendants dans A dont le nombre est noté Tr, dans
lequel il y a Lr répétitions de formations qui doivent &tre
soustraits.
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Voilad une série de formules pour calculer Ry

R, = T, - L,
= pr(n-r) T
I, p (.n . Qr
o = (p"-1)("p) ("-p' D
S Cr . Q. . ) . omy
Ly = 2~ n .F J
)=l J+1
k . .
i r-i .
S, = %chn_' . Cr , (k = min (r,n-r))

pour calculer Ly , j'obtiens un tableau des valeurs de L
Ainsi , on pourrait gptenir yn tableau de

qui se présente ci-dessous.

: 3
R.et celui de AL

divers
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ANNEXE 3 :  COLLEXION DES FIGURES

Finalement, je voudrais dans ces derniéres pages, collectionner quelques
exemples que j'ai effectué avec lesquelles j'ai dessiné beaucoup de graphes d'itérations
de ces trois méthodes, qui ont été choisis selon les raisons suivantes :

1) pouvant refléter les caractéristiques générales pour F(x)« donnée par une
table ou des polyndmes généraux.

2) pouvant présenter quelques particularités pour certains types de F(x) bien
caractériseée.

3) pouvant s'exprimer quelques évolutions d'itérations pour F(x) ou ce qui

associé a 1'itération, ayant certaines transformations de structure.
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.
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