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Un ordinateur fait au bas mot un million d’opérations a la seconde,
mais il a que ¢a a faire aussi.

Jean-Marie Gourio, Breves de comptoir
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Introduction

Contexte

L’informatique est une discipline plutdt récente (environ 70 ans selon [11]). C’est
un domaine qui a connu une tres vive évolution et qui la connait encore aujourd’hui.
Il semble assez difficile de parler de cette évolution sans parler de la loi de Moore
[12]. En outre, cette loi se retrouve dans presque tous les documents traitant de 1’in-
formatique dans un sens large et la passer sous silence releve de la gageure. Cette loi
constate expérimentalement, dés 1975, que le nombre de transistors intégrables dans
les microprocesseurs double tous les deux ans environ. Depuis, elle se révele étonnam-
ment proche de la réalit€é méme si cette progression ralentit légerement ces dernieres
années et atteindra sans doute des limites technologiques. Néanmoins, ces limites ne
cessent d’étre reculées au fur et a mesure des améliorations scientifiques et des décou-
vertes qui chamboulent ce qu’on croit constituer un mur infranchissable.

Il faut noter que le terme de « performance » en matiere de circuit intégré numérique
peut revétir plusieurs aspects. On peut parler de fréquence d’utilisation ou de débit des
informations (2 maximiser) ou encore de consommation électrique (a2 minimiser). La
surface du circuit n’est pas une performance a proprement parler mais elle a une im-
plication directe sur le cofit et elle reste donc un parametre qu’on cherche a minimiser
en permanence. Ces trois aspects concentrent un intérét particulier et les chercheurs,
entre autres, essayent d’améliorer ces performances.

Il est alors intéressant d’optimiser la conception de ces circuits, mais ils sont de
plus en plus complexes et cette conception nécessite qu’on y consacre de plus en
plus de temps. Il semble alors utile de s’appuyer sur des outils qui facilitent et ac-
célerent la conception. C’est ce type d’outils que nous avons cherché a fournir en créant
des générateurs d’opérateurs arithmétiques optimisés, ce qui est un excellent moyen
d’obtenir des descriptions efficaces d’opérateurs. Les raisons qui nous font préférer
cette méthode a I’utilisation de bibliotheques sont exposées page 5.

Si on se penche sur les capacités de traitement d’un microprocesseur, ou d’autres
circuits intégrés numériques, on voit essentiellement des fonctions logiques (inversion
bit a bit d’'un mot, par exemple) ou arithmétiques (addition de deux mots représentant
deux nombres, etc.). L’arithmétique des ordinateurs est donc essentielle a optimiser.
Il y a aussi des parties constituant la mémoire, le controle ou les entrées/sorties mais
celles-ci sont moins concernées par nos travaux.
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Ce document est composé d’une introduction assez complete donnant les bases a
avoir en matiere d’arithmétique des ordinateurs puis des 8 articles publiés dans le cadre
de ces travaux entre 2004 et 2008.

Représentation des nombres

Les notions qui sont données ici sont détaillées et tres bien expliquées dans deux
ouvrages [13, 14] qui pourront étre consultés pour davantage de précisions.

La valeur v d’'un nombre entier ou réel approché est codée a I’aide d’un ensemble
de n bits notés {v,_1, - - - , v }. Dans ce document, on s’intéresse a des nombres entiers
ou virgule fixe (des nombres fractionnaires binaires). De plus, par souci de simplicité
d’écriture et de clarté des explications, on ne traitera que la base 2. Néanmoins, le
passage a d’autres bases est assez direct, en particulier pour les puissances de 2. Pour
lire v, on établit une bijection entre les valeurs booléennes, codées électriquement par
chaque fil, et I’ensemble de chiffres {0, 1} pour chacun des v;. Il existe différentes
manieres d’interpréter la valeur de ces fils pour en déduire la valeur mathématique v.

Les formats de représentation présentés ci-dessous permettent de coder des entiers.
Si on veut travailler sur des approximations de réels, on introduit un facteur d’échelle
ULP(v) (pour Unit in Last Position) par lequel on multiplie I’entier codé pour obtenir
v. Ce facteur est une puissance de 2 constante pour une notation donnée, qui indique
le poids du bit le plus faible. Par exemple, ULP(v) vaut 1 si on travaille sur des entiers.
Si ULP(v) = 272, alors on sait que les valeurs v ont deux bits apres la virgule, ¢’est la
partie fractionnaire. On est ainsi capable d’attribuer une valeur entiere ou virgule fixe
a un vecteur de valeurs logiques codées €lectriquement.

— La notation non signée ou numération simple de position représente une valeur
positive v par :

n—1
v=ULP(v) > v; 2,
=0

d’ouv € ([0,2" — 1] NN) x ULP(v).

— La notation signe—valeur absolue est une extension directe de la notation non
signée aux nombres relatifs. On adjoint simplement en té€te un bit représentant le
signe du nombre a la représentation non signée de sa valeur absolue. Une valeur
v est codée par :

n—2 .
_ Un—1 Y N v 2 O S1Up—1 = 0
v=(-1) XULP(U);UZQ, {vﬁOsivn_lzl ,

douv e ([-2"'+1,2" ' — 1] NN) x ULP(v).

Cette notation possede une double représentation de la valeur 0 (+0 et —0).
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— Le complément a 2 est une autre notation des nombres relatifs. Une valeur v est
codée en complément a 2 par :

n—2
v =ULP(v) | —2"' v + Zvi 2' |,
i=0
douv e ([-2"1,2"7' = 1] NN) x ULP(v).

Bien que moins intuitif que la notation signe—valeur absolue, le complément a
2 résout un probleme inhérent a I’écriture précédente. Pour pouvoir additionner
deux nombres relatifs en signe—valeur absolue, il faudra un algorithme d’addi-
tion si les deux nombres sont de méme signe, et un algorithme de soustraction
sinon. Dans la représentation en complément a 2, I’algorithme d’addition reste le
méme (c’est en fait I’addition modulo 2") quels que soient les signes des opéran-
des. D’autre part, les additionneurs et soustracteurs y sont similaires. Par contre,
passer d’un nombre a son opposé est plus compliqué. Cette notation possede
une seule représentation de la valeur 0 (v; = 0, V 7). Cependant, I’ensemble
des nombres représentables n’est plus symétrique autour de 0, il y a une valeur
négative de plus que le nombre de valeurs positives.

— La notation a retenue conservée (ou Carry Save) est surtout utilisée dans les
calculs intermédiaires. Il s’agit d’un systéme de représentation redondant [13],
qui utilise 2 xn bits notés {¢,, 1, -+ ,co} et {s,_1,- -+, So}. On travaille toujours
en base 2, mais on a un ensemble de chiffres {0, 1,2}, en posant v; = ¢; + s;
pour chaque chiffre de la valeur v = ¢ + s. Les nombres c et s peuvent étre en
non signé ou en complément a 2. Par exemple, 1’extension a retenue conservée
du complément a 2 est :

n—2
v=ULP(v) | =2"" (cpo1 + 5n_1) + Z ¢+ 8;) ,
=0

douv € ([-2",2" — 2] NN) x ULP(v).

Cette notation présente 1’avantage suivant : il est possible d’additionner en par-
allele (ou en temps constant) un nombre en retenue conservée et un nombre
en notation simple de position (ou un autre nombre en retenue conservée), et
d’obtenir leur somme en retenue conservée. Par contre, la notation a retenue
conservée utilise deux fois plus de bits que les notations simples de position, ce
qui implique un routage et une mémorisation deux fois plus coliteux, et crée des
opérateurs potentiellement plus gros.

— La notation Borrow Save est une autre notation binaire redondante de base 2
proche de la notation a retenue conservée, mais avec des chiffres dans 1I’ensemble
{=1,0,+1}. On code cette fois un chiffre v; par soustraction de deux bits :
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v; = v;” — v; . Par la suite, pour éviter les confusions entre les chiffres négatifs

et la soustraction, on note les chiffres négatifs en les surmontant d’une barre. Par
exemple, —5 = 5. L’extension borrow-save du non signé est :

—_

n—

v="ULP(v) Y (v —v;) 2,

2

Il
=)

douv e ([-2"+1,2" — 1] NN) x ULP(v).

Un des intéréts de cette notation par rapport a celle a retenue conservée est la ma-
nipulation plus naturelle des nombres négatifs. En particulier, calculer I’opposé
d’un nombre est trivial, puisqu’il suffit de permuter les bits v;" et v; .

Le format virgule fixe est celui qui est le plus couramment utilisé dans les applica-
tions du traitement du signal que visent nos opérateurs. Dans le cas des applications de
traitement des images, on travaille le plus souvent en arithmétique entiere.

Un autre format, plus courant dans les processeurs généralistes, est le format vir-
gule flottante. Il permet de représenter des valeurs avec une plus grande dynamique, au
prix d’opérateurs plus complexes. Nous n’utiliserons pas ce format.

Exemple. Soit v codée par les 4 bits (vs, ve,v1,v9) = (1,1,0,1). La valeur v

dépend de la notation :

— Si on veut coder des valeurs entieres positives, le chiffre de poids faible v,
doit avoir un poids de 1. On pose donc ULP(v) = 1, et on lit v = 13.

— Par contre, si on travaille dans I'intervalle [0, 1], on pose ULP(v) = 274 pour
un codage non signé, eton litv = 13 x 27 = 12 = 0.8125.

— Si on travaille dans I’intervalle [—1, 1] en complément a 2, on pose ULP(v) =
2741 (on utilise un fil pour le signe). On lit alors v = (=23 +5) x 273 =

3 _
—3 = 0.375.

Types de fonctions

On peut classer les fonctions en deux catégories [15] que sont les fonctions €é1é-
mentaires (fonctions habituellement utilisées et qu’on peut construire facilement) et
les fonctions spéciales (fonctions régulieres usitées en physique qui ne sont pas €élé-
mentaires : erf, fonctions elliptiques, fonctions de Jacobi, etc.) qui sont difficilement
évaluables. Les fonctions élémentaires sont elles-mémes subdivisées entre fonctions
algébriques (solutions d’une équation algébrique) et fonctions transcendantes (sin, tan,
exp, log, etc.).

Ces catégories s’entendent pour les fonctions d’une variable (plus couramment
utilisées) mais elles s’étendent facilement aux fonctions a plusieurs variables comme
v/ + y qui est une fonction algébrique a deux variables.
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Types d’évaluation

L’ évaluation en matériel de fonctions numériques est un point crucial dans de nom-
breuses applications. L’inverse et la fonction sinus sont souvent utilisées en traitement
du signal. Les fonctions transcendantes sont récurrentes en calcul flottant, et des fonc-
tions algébriques comme la racine carrée et la norme euclidienne se retrouvent souvent
dans des applications graphiques. Le calcul de ces fonctions dans des opérateurs spé-
cialisés est souvent beaucoup plus efficace qu’avec des structures génériques completes
(additions et multiplications de taille inutilement importante). De nombreuses méth-
odes existent pour 1’évaluation de fonctions en matériel : méthodes a base de tables,
algorithmes a récurrence de chiffres, approximations polynomiales ou rationnelles, ou
encore des combinaisons de ces méthodes [13, 15].

Les méthodes a base de tables sont souvent utilisées pour des applications avec
de petits besoins en précision. Des précisions plus grandes peuvent étre obtenues en
combinant tables et opérations arithmétiques [20, 21].

Les algorithmes a récurrence de chiffres, ou algorithmes décalage-addition, pro-
duisent un chiffre du résultat par itération en partant du chiffre de poids le plus fort,
comme la division a la main. Les deux plus fameux algorithmes a récurrence de chiffres
sont : les algorithmes de type SRT pour la division, racine carrée et autres fonctions
algébriques [13], et I’algorithme CORDIC pour certaines fonctions élémentaires [15].
Ces algorithmes utilisent seulement des additions et décalages (plus éventuellement
des petites tables) pour le calcul de chaque itération. Ils donnent lieu a des opérateurs
qui sont petits, mais qui ont une forte latence a cause de leur convergence linéaire. Aug-
menter leur base de travail réduit le nombre d’itérations nécessaires, mais demande des
circuits sensiblement plus gros pour le calcul des itérations.

Les approximations polynomiales sont largement utilisées pour I’évaluation de
fonctions, méme en matériel ol la taille des multiplieurs utilisés pour leur évaluation
est un probleme majeur. Ces approximations permettent d’évaluer la plupart des fonc-
tions courantes pour peu qu’elles soient régulieres. Les approximations rationnelles
permettent une évaluation plus précise, mais elles requierent une division qui s’ajoute
au colt matériel si on la calcule de maniere classique (un algorithme comme la E-
méthode [17, 16] calcule cette division mais de maniere « cachée » sans payer le prix
d’une opération supplémentaire) et introduit une latence supplémentaire souvent im-
portante.

Implantation matérielle

Le but d’une implantation matérielle des fonctions numériques est 1’amélioration
des performances. Par exemple, I’implantation de fonctions cryptographiques en matériel
fait habituellement gagner plusieurs ordres de grandeur en vitesse par rapport aux
mémes fonctions codées en logiciel. En plus d’€tre rapide, un opérateur doit aussi
occuper la plus petite surface possible pour des raisons de cofit.
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Maintenir une bibliotheéque contenant les descriptions en VHDL ( Very-high-speed-
integrated-circuit Hardware Description Language) d’opérateurs spécialisés est diffi-
cile, du fait de la gestion limitée des parametres génériques dans ce langage. Notre
approche est donc, plutét que de fournir une bibliotheque VHDL, d’écrire des pro-
grammes en C ou C++ qui génerent des descriptions d’opérateurs optimisés. L’ utili-
sation de générateurs permet d’effectuer simplement des calculs plus complexes que
ceux qu’on ferait a I’aide de formules VHDL, et d’explorer I’espace des parametres.
On trouve ainsi des solutions bien plus efficaces que ce qu’on peut obtenir a I’aide du
VHDL seul. La rigidit¢ du VHDL rend aussi difficile I’ écriture de certaines structures,
méme si elles sont régulieres, comme par exemple des arbres.

Les implantations matérielles des opérateurs décrits dans cette these ont été faites
sur des circuits de type FPGA (pour Field-Programmable Gate Array). Bien qu’ils
soient moins performants que des circuits numériques spécialisés de type ASIC (pour
Application-Specific Integrated Circuits), les FPGA ont un cofit de développement
bien moindre et leur mise en ceuvre pour le prototypage est beaucoup plus facile et
rapide. De plus, ils disposent de ressources suffisantes méme pour des architectures
complexes. Toutes ces raisons en font de bons candidats pour la mise en pratique de
nos travaux.

Les résultats présentés ici peuvent €tre facilement adaptés aux circuits ASIC, moyen-
nant quelques modifications pour adapter les opérateurs a la structure particuliere des
ASIC. Par exemple, I’absence de lignes de fast-carry demanderait I'utilisation d’un
algorithme plus efficace que 1’addition a propagation de retenue, comme des addition-
neurs a saut de retenue (carry-skip) [13].



Travaux

Divgen et la division

La division est a elle seule un sujet qui concentre de multiples questions. La représen-
tation des chiffres et des nombres, le type d’algorithme sont autant de choix a faire
dans la conception d’un opérateur de division. Cette conception n’est pas simple et le
moindre changement de structure (pour une simple raison d’envie d’essayer d’autres
parametres) oblige a tout repenser, tout réécrire, et a devoir revalider 1’opérateur.

Pour cette raison, nous avons décidé de développer un générateur de diviseurs.
Ce générateur prend simplement en entrée un fichier décrivant tous les parametres
choisis (voir la figure 1) et il donne une description en langage VHDL synthétisable et
optimisé du circuit correspondant. Ce projet a été utilisé lors d’une collaboration avec
le laboratoire LETI du CEA.

Il a donné suite a la publication d’un logiciel sous licence GPL [5]. 11 a aussi per-
mis une approche et une découverte des générateurs automatiques d’opérateurs arith-
métiques.

On peut choisir par exemple la taille et la représentation du dividende, du diviseur,
du résultat, I’algorithme utilisé, la représentation des signaux internes, le type de table
de sélection utilisé, la génération d’une figure pour représenter cette table, etc.

La figure 1 représente une configuration possible. Ici les opérandes seront toutes
représentées en non-signé, le dividende sur 9 bits, le diviseur sur 6 bits et le quotient
sur 7. On utilisera un algorithme SRT, etc.

La fonction de sélection, qui a pour but de choisir a chaque étape le chiffre suivant
du quotient, est un point crucial de ce genre d’opérateurs et elle nécessite un soin
particulier a la conception. Des outils comme Divgen permettent de tester différentes
options, d’explorer I’espace des parametres et d’en connaitre les conséquences avant de
faire un choix d’implantation. On peut voir sur la figure 2 un exemple de comparaison
du temps total nécessaire a différents algorithmes. Tous les opérateurs considérés ont
été générés par Divgen et synthétisés sur un FPGA de type Virtex-E de Xilinx. Ce
genre de comparaisons (comme celles des figures 3 et 4) est réalisable tres facilement
et tres rapidement grace a Divgen.

Ces travaux ont été présentés a la conférence SPIE a San Diego en 2005 [5].
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1 x_representation unsigned
2 d_representation unsigned
3 q_representation unsigned
4 x_size 9

5 d_size 6

6 q_size 7

7 algorithm SRT

8 q_radix 4

9 q_max_digit 3

10 partial_remainder_representation 2s_complement
11 step_adder RCA

12 #guard_bits O

13 SRT_table_folding no

14 gray_encoding no

15 SRT_table_fig n&b

Figure 1 Exemple de fichier de configuration pour Divgen.

500 : ‘
Restaurant —+—
450 | Non restaurant —<—
SRT-2-1 —¥—
SRT-4-2 —|——
400 + SRT-4-3 —— -
SRT-8-4 —&—
350 | SRT-8-7 —@— _
'E‘ i i i i
s ‘ ‘ ‘ ‘
£ 280 |
0
|_
TBQ
100 [ B S—
50 | L
0 1 1 1 I 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Taille du quotient [nb de bits]

Figure 2 Temps total de la division pour différentes tailles et différents algorithmes.
Opérateurs générés par Divgen et synthétisés sur un FPGA de type Virtex-E de Xil-
inx.
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Figure 3 Comparaison de la surface des opérateurs.
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Q :
3
5 150000
(%]
&
E
15 100000
E
S 50000
a

0

0 5 10 15 20 25 30 35

Taille du quotient [nb de bits]

Figure 4 Comparaison du produit temps X surface.
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E-méthode

La E-méthode a été introduite par M. Ercegovac dans les années 70 [17, 16].
Elle permet I’évaluation de certaines fonctions par approximations polynomiales ou
rationnelles en résolvant un systéme linéaire a diagonale dominante, a 1’aide d’une
itération simple et réguliere a base d’additions et de décalages. Les systemes linéaires
cibles sont de la forme :

]. —X 0 O yo po
@ 1 -z 0 0 Y1 p1
0 1 —z 0 0 Yo P2
0 = (1)
0 : :
. ]_ —X ynf 1 pnfl
g O e 0 1 Yn Dn

On note A la matrice de ce systeme, b le vecteur second membre et y le vecteur
solution. La taille du systeme est n + 1.

Apres résolution du systeme 1, la premiere composante du vecteur solution y est
la valeur au point x de la fraction rationnelle R, de degré n, dont les coefficients
du numérateur sont les composantes de b et ceux du dénominateur sont les com-
posantes de la premiere colonne de 4. C’est a dire que la solution de Ay = b est

Yy = [3/07 Ui, - - 7yn]t telle que

P(x)  ppa" +ppax™ 4 +po
Q)  gua" +guoazm 1

Yo = R(x) =

La E-méthode permet donc d’évaluer des fractions rationnelles en un point.

En simplifiant légerement la matrice .4, la E-méthode permet aussi d’évaluer des
polyndmes. En effet, si tous les ¢; sont nuls (sauf ¢y = 1), alors la premiere composante
du vecteur solution est la valeur au point = du polyndome P, de degré n, dont les coeffi-
cients sont les composantes de b. La solution de Ay = best alors y = [yo, Y1, - - - , Yn*
avec

Yo = P(x) = ppa™ + pp_12" 4 - + po.

Introduisons quelques notations utiles pour la suite. La base du systeme de représen-
tation des nombres est notée /3 (en pratique, 5 € {2, 4, 8} dans ce travail). Nous aban-
donnons la simplification = 2 introduite précédemment au profit d’une générali-
sation de cette base. Le vecteur des restes partiels, de taille n + 1, est noté w. Les
différentes valeurs d’une quantité dans le temps sont représentées avec la notation cro-
chet (comme en traitement du signal). Par exemple w[j] dénote le vecteur des restes
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partiels a la jieme itération. Le vecteur de chiffres du résultat trouvé a chaque itération
J est noté d[j].

L’algorithme de E-méthode est présenté en figure 5. Le vecteur des restes partiels
est initialisé avec les coefficients du polynome P (les composantes de b). Le premier
vecteur de chiffres du résultat est le vecteur nul.

1 Initialisation :

2 w[0] «— b

3 d[O] — 0

4 Itération :

5 pour j de 1 a m faire

ol px (uli— - Axdy - 1))
7 dlj] «— S(w[j])

s résultat : A

9 yo[m] = >, doli] ™

Figure 5 Algorithme d’évaluation avec la E-méthode (version vectorielle).

Comme tous les algorithmes a base d’addition et de décalages, 1a E-méthode pro-
duit un chiffre du résultat a chaque itération. Comme les algorithmes de division, il
proceéde en commengant par les bits de poids fort. La concaténation des différents
chiffres fournit une valeur qui tend vers la valeur mathématique du résultat (a I’infini).
Ici, le résultat de chaque itération est un vecteur de chiffres d[j]. L’itération est basée
sur un calcul similaire a celui d’une division ou 1’on « diviserait » par la matrice .4
(d’ou le terme reste partiel pour w). Pour chaque ligne 7+ = 1,...,n — 1 de la matrice
A, le calcul effectué est :

wilj] = B x (wilj — 1] = dolj — )g; — dilj — 1] + disa[j — 1]z) 2

Dans les cas ¢ = 0 et i = n, le calcul se simplifie en wo[j] = 8 x (wolj — 1] —
dolj — 1]+ du[j — 1z) etwy,[j] = B x (wa[j — 1] — dolj — lgn — dulj — 1]).

Le calcul des nouveaux termes du reste partiel n’implique que des additions/sous-
tractions et des produits d’un nombre par un seul chiffre.

A chaque itération, un nouveau vecteur de chiffres du résultat d[j] est produit. Ce
calcul se fait en utilisant une fonction de sélection tres simple, calculée au moyen d’une
table qui examine les bits de poids fort du reste partiel.

La figure 6 donne une illustration de 1’architecture matérielle employée pour le
calcul d’une ligne du systeme a chaque itération dans les deux cas que sont I’approxi-
mation polynomiale et 1’approximation rationnelle.

Cet algorithme a conduit a deux études. La premiere est consacrée a I’implantation
d’opérateurs en grande base [7] et a été présentée a la conférence SYMPA, au Croisic,
en 2005. Cet article montre que les gains en vitesse sont substantiels pour un cofit en
surface de circuit relativement limité. L’'utilisation de grandes bases peut donc s’avérer
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Figure 6 Unité fonctionnelle de calcul d’une ligne de I’itération a I’étape j dans le cas polynomial (a gauche) et dans le cas rationnel

(a droite).
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utile en fonction de la performance recherchée. Les courbes de la figure 7 illustrent le
temps de calcul total pour chacune des solutions polynomiales et chacune des solutions
rationnelles. Il est clair sur cette figure que la base 8 permet d’obtenir des temps de
calcul totaux bien plus faibles. Cette augmentation de la base se paye en termes de
surface.

La seconde partie des travaux concernant cet algorithme réalise une étude statis-
tique de la fonction de sélection en vue de diminuer la consommation électrique [6] et
a été présentée a la conférence FTFC, a Paris, en 2005. En effet 1a fonction de sélection
permet, si on utilise une notation redondante des chiffres, une certaine latitude dans le
choix du nouveau chiffre. Dans ce cas on essaie de choisir le chiffre précédemment
sélectionné, si ce choix est acceptable. La figure 8 représente la modification que subit
I’architecture matérielle de I’ opérateur.

Cela a pour effet de limiter I’activité (donc la consommation électrique) de 1’addi-

tion du calcul de w[j] «— [ x (w[j —1]-Axd[j—1]].

La table 1 présente les statistiques du choix du chiffre du résultat a I’itération j
en fonction de sa valeur a I’itération j — 1 pour une fonction de sélection classique
(sans mémoire). La table 2 présente les mémes statistiques obtenues pour les mémes
parametres et valeurs en utilisant la fonction de sélection a mémoire. On constate bien
que le nombre de cas ou le chiffre du résultat choisi est k£ a I’itération j alors qu’il
valait déja k a I’itération j — 1 est augmenté (ce sont les cases de la diagonale).

L activité est alors réduite d’environ 30%, ce qui permet d’envisager une réduction
substantielle de la consommation électrique.

-3 11 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
-2 1 0.01 | 0.02 | 0.01 | 0.02 | 0.03 | 0.03 | 0.01
-1 0.00 | 0.01 | 0.10 | 0.34 | 0.25 | 0.02 | 0.00
d;[7] 0 | 0.00 | 0.01 | 0.02 | 2.60 | 0.45 | 0.01 | 0.00
1 0.03]|0.02]|0.26]|0.58]0.25]|0.00 | 0.01
2 | 0.00 | 0.01 | 0.04 | 0.04 | 0.02|0.00 | 0.00
3 | 0.00 | 0.01 { 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.00

Table 1 Statistiques de la sélection standard.

Il est vrai que cet algorithme n’est pas tout récent mais il suscite toutefois un intérét
certain dans la recherche actuelle [18].
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Opérateurs de E-méthode polynomiale
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Figure 7 Temps de calcul total pour les différentes solutions en fonction de la base
(solution polynomiale en haut et rationnelle en bas).
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(a) (b)
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Figure 8 Etage de calcul et fonction de sélection sans (a) et avec (b) mémoire.

-3 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.02 | 0.01 | 0.00 | 0.00
-2 1 0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.01 | 0.07 | 0.00 | 0.00
-1 1 0.00 | 0.00 | 0.02 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02
d;[7] 0 | 0.02 | 0.00 | 0.02 | 3.00 | 0.31 | 0.01 | 0.07
1 | 0.00 | 0.00|0.00|0.53 049 0.010.03
2 1 0.00 | 0.00 | 0.03 ]0.17 | 0.03 | 0.14 | 0.01
3 | 0.00|0.00|0.02]0.08]0.01)0.02|0.01

Table 2 Statistiques de la sélection avec mémoire.

Evaluation rapide de fonctions

L’ évaluation de fonctions reste un domaine tres actif car beaucoup de champs ap-
plicatifs la requierent. Comme il a été dit précédemment, I’utilisation d’opérateurs
matériels spécialisés est souvent préférée a I'utilisation d’une évaluation en logiciel
sur un processeur générique.

Compte tenu de I’'impossibilité de faire des calculs en précision infinie, 1’évaluation
est approchée. Il existe donc une erreur € entre la valeur réelle de la fonction et la valeur
estimée. On peut alors se préoccuper de minimiser la valeur moyenne de cette erreur
sur I’intervalle considéré, €,,,,, ou sa valeur maximale, €,,,,. La philosophie qui sous-
tend la conception d’un opérateur est alors différente. Nous avons travaillé sur ces deux
approches.

e Erreur moyenne

Nous avons eu 1’idée de proposer une facon de générer des opérateurs arithmé-
tiques qui soient petits. Les opérateurs utilisés en traitement du signal, traitement
des images ou en contrdle numérique ont rarement besoin d’une grande précision
et nous avons eu I’idée de profiter de ce besoin limité en précision pour réduire
la taille (donc le coft, le temps d’exécution et la consommation électrique) de
ces opérateurs.

La figure 9 illustre parfaitement le souci que nous avons eu de limiter chaque
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Figure 9 Illustration du calcul du polynéme d’approximation de sin(x) sur [0, 7 /4].

étape du calcul au strict nécessaire. Il est inutile de procéder a des calculs inter-
médiaires qui apporteront treés peu d’informations et beaucoup d’inconvénients.
Il est toutefois utile de réaliser ces calculs intermédiaires avec une précision
suffisante pour ne pas rendre le résultat inutilisable (en pratique nous avons tres
souvent utilisé 2 bits de garde, g = 2).

Nous estimons qu’un calcul tres précis quant a I’évaluation de la fonction con-
cernée est superflu. Nous approchons donc cette fonction par un polyndme avec
la contrainte de faire disparaitre toute multiplication (opération coliteuse) dans
son évaluation. Nous obtenons ce résultat en faisant une estimation des puis-
sances de I’argument, et en contraignant les coefficients du dit polyndome. Ce
dernier point a suscité un travail considérable aupres d’autres chercheurs.

La table 3 met en évidence les gains obtenus a chaque étape de notre optimisation
au prix d’une perte de précision qui reste tres supportable. Nous passons de trois
multiplications et 2 additions/soustractions a 6 additions/soustractions. C’est un
gain substantiel.

Nous avons réalisé une premiere étude tres prometteuse [4] qui a obtenu le prix
du meilleur papier a la conférence ASAPOS et qui permet d’obtenir des opéra-
teurs jusqu’a 42% plus petits que les meilleurs opérateurs du moment. Cette
étude a ensuite conduit a d’autres travaux [3, 1] présentés aux conférences SPIE,
a San Diego et SiPS, a Banff (Canada), toutes les deux en 2006.

Erreur maximale
La conception d’opérateurs arithmétiques demande un soin particulier a chaque
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Table 3 Evolution de Ia précision et du coiit pour les différentes étapes du calcul de

17
Etape Emoy Emaz Coit
Minimax en = 0.23 x 1072 3x, 2+
Quantif. | 0.16 x 102 | 0.53 x 102 | 1x, 2+
Estim. de 2 || 0.69 x 1072 | 0.23 x 107! ==
Optimisation || 0.41 x 1072 | 0.18 x 1071 | 6+

sin(z) sur [0, w/4] par une approximation du second degré.

étape. Il est assez facile de savoir quelle doit €tre 1a taille des signaux en entrée ou
en sortie de I’opérateur, elles dépendent souvent de I’environnement dans lequel
I’opérateur sera amené a travailler. En revanche, la taille des signaux intermé-
diaires, nécessaires aux différentes étapes du calcul, est beaucoup plus difficile
a déterminer alors qu’elle influence tres directement toutes les performances du
circuit. Une partie de nos travaux a consisté a développer un moyen simple pour
déterminer la taille optimale de ces signaux. Cette méthode s’appuie sur I’outil
GAPPA [19] pour borner finement les erreurs commises pendant 1’évaluation et
déterminer a priori la précision finale de I’opérateur.

Ces travaux ont été présentés a la conférence SYMPA, a Perpignan, en 2006 [2].
Ils ont été étendus dans un article, a paraitre en 2008, du journal Technique
et Science Informatique [8]. L'utilisation d’une telle méthode nous a permis
d’obtenir des opérateurs jusqu’a 40% plus petits et 51% plus rapides qu’avec
une conception basique.






Conclusion et perspectives

Conclusion

Les différents travaux réalisés dans le cadre de cette theése ont permis d’obtenir des
implantations efficaces d’opérateurs arithmétiques optimisés sur FPGA. Des généra-
teurs automatiques ont été développés qui servent a écrire et valider facilement des
opérateurs adaptés a de nombreuses cibles et utilisations.

Le logiciel Divgen, présenté lors de la conférence internationale SPIE - Advanced
Signal Processing Algorithms, Architectures and Implementations XV a San Diego en
2005 [5], permet d’obtenir facilement les descriptions VHDL de diviseurs optimisés.
Ces diviseurs sont générés pour différents algorithmes et options passés en parametres.
Il s’agit d’un programme C++ de 5000 lignes environ. Une extension vers d’autres
fonctions algébriques est implantée (en partie) par un programme Maple de 2000 lignes
environ. Ce programme permet d’obtenir des opérateurs a récurrence de chiffres trés
efficaces grace a un calcul fin des bornes d’erreurs. En effet, il peut manipuler des
termes qu’il est difficile de gérer lors d’une démonstration manuelle. De plus, une
étude complete faite a la main pour un jeu de parametres donné est souvent fastidieuse
et sujette a de nombreuses erreurs. La génération automatique de descriptions VHDL
d’opérateurs a additions et décalages optimisés et validés numériquement fait donc de
ces opérateurs une solution intéressante pour des non spécialistes.

La E-méthode est un algorithme introduit a la fin des années 70. Il permet d’éval-
uer une fraction rationnelle (ou un polyndme, évidemment) en un point. L.’évaluation
ne répond pas aux schémas classiques utilisés pour cette opération, elle correspond au
calcul de la solution d’un systeme linéaire relativement simple. Nous avons conduit
deux études sur ce sujet. La premiere a été publiée au Symposium en Architecture
de machines, au Croisic en 2005 [7]. Elle traite de I’'implantation de cet algorithme
en grande base et des gains apportés. La seconde a été publiée a la conférence Faible
Tension Faible Consommation, a Paris en 2005 [6]. Elle explore les possibilités of-
fertes par I’utilisation d’une représentation redondante des chiffres lors de 1’emploi
de cet algorithme, au profit d’une baisse de la consommation électrique. Ces résultats
sont prometteurs mais seulement théoriques pour le moment. Ils mériteraient d’€tre
exploités de maniere pratique.

Nous avons travaillé sur des opérateurs évaluant un ensemble de fonctions a 1’aide
d’approximations polynomiales. Un algorithme implanté dans un programme C++ de
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plus de 5000 lignes fournit des approximations avec des coefficients creux et des puis-
sances tronquées pour minimiser leur colit matériel. Un grande partie du matériel est
partagée entre 1’évaluation des différentes fonctions, ce qui permet d’en faire une so-
lution bien plus intéressante qu’une implantation séparée des opérateurs. Le choix du
langage C++ et une optimisation poussée de notre programme rendent possible une
exploration vaste de I’espace des parametres. La version initiale de cette méthode a
été présentée lors de la 16eme International Contference on Application-specific Sys-
tems, Architectures and Processors (ASAP), a Samos en 2005 [4]. Elle y a remporté
le prix du meilleur papier. La méthode de génération des opérateurs spécialisés dans
le calcul des puissances utilisés par nos approximations a été présentée lors de la con-
férence internationale SPIE - Advanced Signal Processing Algorithms, Architectures
and Implementations X VI, a San Diego en 2006 [3].

L’évaluation de fonctions a aussi été envisagée sous I’angle de la minimisation de
I’erreur maximale commise sur un intervalle. Dans ce but, un soin particulier a été
apporté a la détermination de la taille des signaux intermédiaires nécessaires aux dif-
férentes étapes du calcul. Elle est tres difficile a déterminer alors qu’elle a une influence
sur toutes les performances du circuit. Ces travaux ont été présentés au Symposium en
Architecture de machines, a Perpignan en 2006 [2]. Une version étendue de ces travaux
a été acceptée pour publication dans le journal Technique et Science Informatique en
2008 [8].

Perspectives

L’algorithme de E-méthode a initié des opportunités du point de vue de la réduction
de la consommation énergétique. Les travaux sur ce sujet sont, pour I’instant, unique-
ment théoriques et statistiques, ils seront exploités de maniere pratique par la suite.

Une comparaison de la consommation électrique de différentes familles d’opéra-
teurs arithmétiques est en cours. Elle sera publiée prochainement pour apporter aux
concepteurs des connaissances sur cette question qui leur permettront de faire un choix
parmi les diverses possibilités d’implantation qui s’offrent a eux.

Je compte élargir 1’éventail des algorithmes concernés par ces travaux. Des algo-
rithmes comme CORDIC ou ceux a destination de la virgule flottante n’ont pas encore
attir€ suffisamment mon attention, ils seront étudiés car ils sont d’un intérét certain
dans I’arithmétique des ordinateurs d’aujourd’hui.

De la méme maniere, seuls les opérateurs a destination de FPGA ont été ciblés.
L’architecture ASIC est incontournable. Elle permettra sans doute des performances
différentes, en particulier en ce qui concerne la consommation d’énergie. Ces cibles de-
mandent la mise en place et la maitrise d’une plate-forme de développement et d’outils
logiciels précis et performants.

La consommation électrique est mon principal souci pour les travaux a venir et
je souhaite me concentrer sur cette question. Elle est aujourd’hui une contrainte ma-
jeure dans un certain nombre de domaines (les syst¢emes embarqués, 1’informatique
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médicale,...) et nécessite d’étre prise en compte tres sérieusement au moment de la
conception.
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Résumé

Ce travail porte sur 'étude et I'implantation FPGA d’opérateurs arithmétiques, a base d’ad-
ditions et de décalages, pour 1'approximation polynomiale et rationnelle de fonctions. Ces
opérateurs sont des versions en grande base de l'itération de E-méthode proposée par M. Er-
cegovac dans [4, 6]. Les résultats montrent que ces opérateurs présentent de bonnes perfor-
mances en alliant la simplicité des architectures a base d’additions et de décalages et le caractere
générique des approximations polynomiales et rationnelles.

Mots-clés : arithmétique des ordinateurs, opérateur arithmétique matériel, évaluation de po-
lynéme, évaluation de fraction rationnelle, E-méthode.

1. Introduction

L'implantation matérielle d’opérateurs arithmétiques évolués est un besoin important dans
bon nombre d’architectures spécialisées en traitement du signal et des images ou en controle
numérique. Dans ce papier, nous étudions des opérateurs arithmétiques pour I'évaluation de
fonctions algébriques (division, racine carrée...) et de fonctions élémentaires (sinus, cosinus,
exponentielle, logarithme, arc-tangente. . .).

Trois grandes classes d’algorithmes sont utilisées pour 1’évaluation des fonctions élémentaires
[12] : les algorithmes & base d’approximations polynomiales ou rationnelles, les algorithmes a
base de tables et enfin les algorithmes & base d’additions et de décalages.

Les approximations polynomiales ou rationnelles sont essentiellement utilisées en logiciel. Les
polyndmes sont évalués en utilisant le schéma de Horner. 1l est assez simple d’obtenir un po-
lynéme d’approximation d’une fonction f(x) en utilisant I'algorithme de Remes [14]. Des ap-
proximations polynomiales et rationnelles des principales fonctions utilisées en calcul scienti-
fique peuvent étre trouvées dans [9]. Lorsqu’elles sont utilisées en matériel, on essaye souvent
d’utiliser les caractéristiques de coefficients particuliers pour réduire la surface des multiplieurs
(voir par exemple [13, 7]). Le principal probleme pour 'évaluation des fractions rationnelles est
le cotit de la division en temps et en surface de circuit. Ces limitations font que seules des so-
lutions a base d’arithmétique sérielle [10] ou de fractions continues [17] sont proposées pour
I'approximation rationnelle en matériel.

Les méthodes a base de tables reposent sur 1'utilisation de petites tables et d'un petit nombre
d’opérations tres simples comme des additions. Ces méthodes sont limitées aux petites
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précisions, jusqu’a une vingtaine de bits [15, 3]. De plus, ces méthodes sont spécifiques a
chaque fonction évaluée. L'implantation d’opérateurs permettant d’évaluer plusieurs fonc-
tions n’est donc pas envisageable avec ces méthodes.

Enfin, il y a la classe des algorithmes a base d’additions et de décalages qui fournissent un
chiffre du résultat a chaque cycle de calcul. Dans cette classe, on trouve SRT [5] pour la division
et la racine carrée ou CORDIC [16, 18] pour certaines fonctions élémentaires. Ces méthodes
permettent de réaliser des opérateurs de taille modérée et présentent une architecture simple.
Toutefois, ces méthodes sont spécifiques a un petit nombre de fonctions et ne permettent donc
pas d’avoir un opérateur générique. La E-méthode, proposée par M. Ercegovac [4, 6], permet
d’évaluer des polynomes et des fractions rationnelles avec une itération a base d’additions et
de décalages proche de celle utilisée pour la division et la racine carrée. La E-méthode avait
été utilisée pour de I'évaluation de polyndmes en arithmétique en-ligne (en série avec les poids
forts en téte) dans [8] et en base 2.

Nous présentons dans ce travail une implantation sur circuit FPGA d’opérateurs de E-méthode
pour des approximations polynomiales et rationnelles en grande base. Les itérations de la E-
méthode ne nécessitant que des additions et des décalages, aucun multiplieur ou diviseur n’est
nécessaire dans le circuit final. Le but est ici d’allier le caractére générique des approxima-
tions polynomiales ou rationnelles et la simplicité des architectures a base d’additions et de
décalages. Les opérateurs obtenus sont facilement réutilisables et fonctionnent en arithmétique
parallele sur des surfaces de circuit modérées.

La section 2 présente quelques rappels sur la E-méthode et les approximations polynomiales et
rationnelles. L’étude et I'implantation de la E-méthode sur circuit FPGA et en grande base (5 €
{2,4,8}) sont présentées dans la section 3. Nous comparons nos implantations avec d’autres
travaux a la section 4. Enfin, nous concluons et donnons quelques perspectives en section 5.

2. Rappels sur la E-méthode

La méthode d’évaluation, ou E-méthode, a été proposée par M. Ercegovac dans les années
70 [4, 6]. Cette méthode permet de résoudre certains systémes linéaires, a diagonale dominante,
a l'aide d"une itération simple et réguliere a base d’additions et de décalages. Les systemes
linéaires cibles sont de la forme :

1 -z 0 0 Yo Do
o Lo -z 0 0 v p1
%@ I -z 0 0 Yo P2
0 - @
0 . .
. 1 —x Yn—1 Pn—1
gn O s 0 1 Un Pn

On note A la matrice de ce systéme, b le vecteur second membre et y le vecteur solution. La
taille du systéme est n + 1.

Apreés résolution du systeme 1, la premiere composante du vecteur solution y est la valeur au
point x de la fraction rationnelle R, de degré n, dont les coefficients du numérateur sont les
composantes de b et ceux du dénominateur sont les composantes de la premiere colonne de A.
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C’est a dire que la solution de Ay = besty = [yo, Y1, ..., ys)" telle que

P(z)  ppa™+ppoaz™ '+ -+ po
Q(r) g™+ gpaz" 1

Yo = R(v) =

La E-méthode permet donc d’évaluer des fractions rationnelles en un point. En toute généralité,
les degrés des polyndmes au numérateur et au dénominateur de R(x) peuvent étre différents
(n est alors le plus grand). En pratique, il semble que d"un point de vue de la précision des
approximations réalisées, le cas des degrés égaux (ou tres proches) soit a privilégier. En effet,
la taille globale du circuit est déterminée par le maximum des degrés. Il est donc intéressant
d’utiliser des approximations avec des degrés égaux pour obtenir une meilleure précision pour
le méme colit matériel.
La formulation du systeme linéaire 1 pouvant étre résolu par la E-méthode impose que le
polynéme au dénominateur Q(x) soit tel que gy = 1. En pratique, cette limitation n’est pas
problématique. En effet, il existe des techniques de mise a 1’échelle permettant de modifier une
fraction rationnelle en une fraction rationnelle dont les coefficients respectent cette contrainte.
On trouve dans [4, 6] les limites sur les valeurs possibles pour les coefficients de la fraction ra-
tionnelle et sur I'argument x. Des techniques de mise a 1’échelle permettent de limiter I'impact
de ces contraintes. En regle générale, 1’évaluation d'une fonction élémentaire se fait en deux
étapes : la réduction d’argument puis 1’évaluation proprement dite [12]. La phase de réduction
d’argument permet de se ramener a un petit domaine dans lequel I'approximation utilisée est
suffisamment précise.
Dans [2], on trouve une méthode permettant de savoir si une fraction rationnelle est calculable
al’aide de la E-méthode. La bibliotheque MEPLIib [1] devrait étre capable dans un futur proche
de fournir des polyndmes et des fractions rationnelles avec des contraintes sur leurs coefficients
et répondant aux exigences des algorithmes de réduction d’argument classiques.
En simplifiant légérement la matrice A, la E-méthode permet aussi d’évaluer des polyndmes.
En effet, si tous les ¢; sont nuls (sauf ¢y = 1), alors la premiere composante du vecteur solution
est la valeur au point  du polynéome P, de degré n, dont les coefficients sont les composantes
de b. C’est a dire, le polyndome est Q(z) = 1 et la solution de Ay = bestalors y = [yo, Y1, - - ., Yn]’
avec

Yo = P(x) = ppa” + pp_1z™ 1 + - + po.

Tous les détails sur le domaine de convergence, les valeurs maximales des coefficients et les
relations entre les différents parametres sont détaillés dans [4, 6, 2].

Avant de présenter l'itération de la E-méthode, nous devons introduire quelques notations
utiles pour la suite. La base du systeme de représentation des nombres est notée 3 (en pra-
tique, 5 € {2,4,8} dans ce travail). Le vecteur des restes partiels, de taille n + 1, est noté w.
Les différentes valeurs d"une quantité dans le temps sont représentées avec la notation crochet
(comme en traitement du signal). Par exemple w[j] dénote le vecteur des restes partiels a la
jieéme itération. Le vecteur de chiffres du résultat trouvé a chaque itération j est noté d[j].
L’algorithme de E-méthode est présenté en figure 1. Le vecteur des restes partiels est initialisé
avec les coefficients du polynéme P (les composantes de b). Le premier vecteur de chiffres du
résultat est le vecteur nul.

Comme tous les algorithmes & base d’addition et de décalages, la E-méthode produit un
chiffre du résultat a chaque itération en commencant par les poids forts. La concaténation
des différents chiffres fournit une valeur qui tend vers la valeur mathématique du résultat (a
l'infini). Ici, le résultat de chaque itération est un vecteur de chiffres d[j]. L'itération est basée
sur un calcul similaire a celui d'une division o1 'on “diviserait” par la matrice A (d’ou le
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1 initialisation :

2 w[0] «—b

3 d[0] «<— 0

4 itération :

5 pour j de 1 a m faire

ol g (i - Axdli- 1))
7 dlj] «— S(wlj])

s résultat : '

9 yolm| = >0, do[i] 3™

FIG. 1 - Algorithme d’évaluation avec la E-méthode (version vectorielle).

terme reste partiel pour w). Pour chaque ligne i = 1,...,n — 1 de la matrice A, le calcul effectué
est:

wilj] = B x (wilj — 1] — dolj — 1gi — di[j — 1] + dis1[j — 1]x) 2)

Dans les cas i = 0 et i = n, le calcul se simplifie en wo[j] = 8 x (wolj — 1] — dol[j — 1] + d1 [j — 1]z)
etwy[j] = B x (wnlj — 1] — dol[j — gn — dnlj — 1]).

Le calcul des nouveaux termes du reste partiel n'implique que des additions/soustractions et
des produits d’'un nombre par un seul chiffre. On verra en section 3 ce qu’il se passe lorsque 3
augmente.

A chaque itération, un nouveau vecteur de chiffres du résultat d[j] est produit. Ce calcul se fait
en utilisant la fonction de sélection S définie dans un cadre général par I'expression 3. Nous
présentons en section 3 les détails de la fonction de sélection pour les différentes bases utilisées
dans ce travail. Le parametre p est la plus grande valeur possible pour un chiffre.

S(z) = { signex x [|z|+1/2], si|z|<p .

signe x x [|z|], sinon,

3. Etude et implantation FPGA de la E-méthode

3.1. Architecture des opérateurs

Le calcul de I'itération présentée dans 'algorithme 1 est découpé suivant les lignes de la matrice
A. Le calcul correspondant a chaque ligne de l'itération, équation 2, est confié a une unité
fonctionnelle de calcul. L'architecture générale de ces unités est représentée en figure 2.

Le calcul effectué dans chaque unité est assez simple. Il se limite a 2 ou 3 additions/soustrac-
tions, des multiplications d'un chiffre par un nombre et la fonction de sélection S. Comme
dans la suite nous visons des implantations sur circuits FPGA, nous choisissons de représenter
le reste partiel w; en complément a deux pour bénéficier des lignes d’addition rapide présentes
dans les FPGA. Dans l’avenir, nous pensons travailler sur des représentations redondantes des
restes partiels pour les implantations ASIC.

Les produits d’un chiffre par un nombre peuvent étre particulierement simples suivant la base
utilisée. Dans le cas de la base 5 = 2, 'ensemble de chiffres utilisé est £, ; = {—1,0,1}, le pro-
duit se résume alors a un simple multiplexeur et a 'utilisation d"un additionneur/soustracteur.
Dans le cas de la base 3 = 4, deux ensembles de chiffres sont possibles £, 2 = {—2,—1,0, 1,2} et
E13 ={-3,-2,-1,0,1,2,3}. Le premier nécessite un multiplexeur plus grand et un décalage
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multiplication par 8

cmd
wilj-1 £
P
d‘[]] X dl[J]
- r ' a_ il
. il d[j-11 e
SRR —

clk *rst clk *rst

clk ‘ * st

FIG. 2 - Unité fonctionnelle de calcul d"une ligne de l'itération a I'étape j dans le cas polynomial
(a gauche) et dans le cas rationnel (a droite).

constant (routage). Dans le cas du second, il faut aussi former le terme 3z ou 3¢; en utilisant un
additionneur (3z = 2z + x). On remarque que la formation de ces produits ne se fait qu'une
seule fois en début de calcul pour 3z et une seule fois a la configuration de ) dans 1'unité pour
3¢;. Le calcul de ces petits produits n’est donc pas un probleme.

Le calcul effectué par la fonction de sélection S est représenté dans la table 1 pour les bases 2 et
4 (avec les deux ensembles de chiffres possibles £, > et £4 3 pour 3 = 4). Le calcul pour la base 8
est similaire mais sa présentation complete nécessite trop de place. La valeur « représente une
troncation de la valeur w.

On pourrait penser qu’utiliser I'ensemble de chiffres £, 3 en base 4 ne présente pas d’intérét
puisqu’il nécessite une fonction de sélection et des petits produits plus complexes. En pratique
ce n'est pas vrai. L'ensemble de chiffres utilisé pour une base donnée influence la largeur de
Iintervalle dans lequel se trouve l’argument d’entrée x. Plus ’ensemble de chiffres est vaste
plus I'intervalle utilisable pour z est grand (cf. [6, 4]). Un ensemble comme &, 3 en base 4 per-
met donc d’avoir un domaine d’utilisation de I’approximation plus grand (modulo le fait que
le polyndme ou la fraction rationnelle soit choisi en conséquence). En pratique passer de I'en-
semble & 2 a £43 permet de doubler la largeur utilisable du domaine de z. Ceci s’explique
par la plus grande latitude de correction possible a chaque itération avec les “grands” chiffres
supplémentaires.

L’architecture globale de 1'opérateur d’évaluation de fraction rationnelle est présentée en fi-
gure 3. L'architecture pour la version polynomiale est similaire. Il suffit de remplacer les unités
par celles optimisées dans le cas polynomial et de supprimer la mémoire qui stocke les coeffi-
cients du polynéme Q.

Dans cet opérateur, le calcul est fait en parallele sur les n 4 1 unités pendant m itérations. Les
communications pendant le calcul se limitent a la propagation des chiffres d;[j] d’une unité a
la suivante. Au début de chaque nouvelle évaluation, il faut charger la nouvelle valeur de x et
réinitialiser les restes partiels avec les coefficients du polynome P. A chaque changement de
fonction a évaluer f, il faut modifier dans les unités les coefficients du polynéme Q).

3.2. Résultats d’'implantation des opérateurs

Dans cette section, nous présentons les résultats d’implantation de nos opérateurs en taille
et vitesse. Nous avons implanté nos opérateurs sur des FPGA XCV300E Xilinx de la famille
Virtex E (avec 3072 slices utilisables au total). Les outils utilisés pour la synthése et le place-
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=480 B=4E3
wilj = 1) | dilj] | wiljl€ | dilj] | wilj] €
00000 | 0 0,12 | 0 [0,1/2]
00001 | 1 [1/2,1] 1 [1/2,1]
B=2E, 00010 | 1 [1,3/2] 1 [1,3/2]
@ilj —1) [T wili] € 00011 | 2 3/2,2] 2 3/2,2]
0000 0 [0,1/2] 00100 | 2 2,5/2] 2 2,5/2]
0001 1 [1/2,1] 00101 | 2 [5/2,3] 3 5/2,3]
0010 1 [1,3/2] 00110 | n/a | impossible | 3 [3,7/2]
0011 1 [3/2,2] 00111 | n/a | impossible | 3 [7/2,4]
0100 n/a | impossible 01000 | n/a | impossible | n/a | impossible
1011 n/a | impossible 10111 | n/a | impossible | n/a | impossible
1100 -1 | [-2,-3/2| 11000 | n/a | impossible | —3 | [4,—7/2|
1101 -1 | [-3/2,—1] 11001 | n/a | impossible | —3 | [-7/2, 3|
1110 | —1 | [-1,-1/2] 11010 | —2 | [-3,-5/2[ | =3 | [-3,-5/2]
1111 0 | [-1/2,0] 11011 | —2 | [-5/2,-2[ | =2 | [-5/2,-2]
11100 | —2 | [-2,-3/2[ | -2 | [-2,-3/2]
11101 | —1 | [-3/2,—1[ | -1 | [-3/2,—1]
11110 | =1 | [-1,=1/2[ | =1 | [-1,-1/2]
1L | 0 | [-1/2,00 | 0 | [-1/2,0]

TAB. 1 — Calcul effectué dans la fonction de sélection S pour la base 2 a gauche et 4 a droite.

ment/routage sont les outils propriétaires Xilinx de I’environnement ISE 5.2i (avec XST pour la
synthese). Les résultats sont obtenus avec un effort d’optimisation normal en vitesse.

Deux fonctions cibles sont utilisées pour ces implantations. La fonction exponentielle exp(x)
sur 'intervalle [0, 1/8] et la fonction sinus sin(z) sur l'intervalle [0, 7/32]. Différentes précisions
cibles sont testées pour chaque fonction et chaque type d’architecture (polynomiale ou ration-
nelle). A chaque fois, les coefficients sont trouvés par 1'algorithme minimax de Maple. La
précision cible est le nombre de bits corrects pour chaque fonction. En pratique nous utili-
sons une précision intermédiaire de calcul plus grande pour prendre en compte les erreurs lors
de I’évaluation numérique du polynéme. Par exemple, pour I'approximation polynomiale de
la fonction exponentielle sur 32 bits, nous utilisons une précision interne de calcul (chemin de
données et taille des coefficients) de 37 bits. En regle générale, pour un polyndéme de degré d,
nous ajoutons d bits de précision interne supplémentaires.

La table 2 présente les différents résultats d’implantation pour la base 3 = 2 (donc 'ensemble
de chiffres &£ ). Les valeurs reportées dans cette table sont : la précision cible (donnée en
nombre de bits corrects), le degré du polynéme ou de la fraction rationnelle utilisé, la taille
de l'opérateur obtenu (donnée en nombre de slices du FPGA), et la période de I'opérateur ob-
tenu (donnée en nano-seconde).

La table 3 présente les différents résultats d’implantation pour le cas de la base 5 = 4 avec
I'ensemble de chiffres entre —2 et 2.

La table 4 présente les différents résultats d’implantation pour le cas de la base 5 = 4 avec
I’ensemble de chiffres entre —3 et 3.

La table 5 présente les différents résultats d’implantation pour le cas de la base 5 = 8 avec
I'ensemble de chiffres entre —4 et 4.
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FIG. 3 — Architecture globale de I'opérateur d’évaluation de fraction rationnelle.

Nous illustrons sur les courbes en figure 4 le temps de calcul total pour chacune des solutions
polynomiales et chacune des solutions rationnelles. Il est clair sur cette figure que la base 8
permet d’obtenir des temps de calcul totaux bien plus faibles. Cette augmentation de la base se

paye en termes de surface.

Opérateurs de E-méthode polynomiale
1000

Opérateurs de E-méthode rationnelle

1000
base 2 (1) —+— base 2 (1) —+—
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FIG. 4 — Temps de calcul total pour les différentes
polynomiale a gauche et rationnelle a droite).

4. Comparaisons

4.1. Schéma de Horner

55

60

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
précision [nb bits]

solutions en fonction de la base (solution

Le schéma de Horner permet d’évaluer un polynéome de degré d en utilisant d fois consécutives
une brique de base capable de faire un calcul de la forme XY + Z (appelé FMA en arithmétique
pour fused multiply and add). Dans le cas d"un polynéme de degré 4 on a :

P(x) = po + p1& + p2a® + p3z® + paz® = po + (pl + (pz + (p3 +p4l’)$)l’)x~

60
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\ Fonction exp(z), base 3 = 2, approximation polynomiale \

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56
Degré 2 3 3 4 4 5 5 6 8
Taille [nb slices] 124 205 253 353 400 529 575 761 | 1292
Période [ns] 992 | 10.15 | 995 | 11.78 | 11.16 | 12.15 | 12.53 | 12.85 | 14.81

] Fonction sin(z), base § = 2, approximation polynomiale ‘
Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 2 2 3 3 4 5 5 5 7
Taille [nb slices] 124 153 253 297 400 529 575 624 | 1135
Période [ns] 10.31 | 11.10 | 10.54 | 11.16 | 11.75 | 12.32 | 12.49 | 12.41 | 14.50

\ Fonctions exp(z) et sin(z), base § = 2, approximations rationnelle \
Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 1 1 2 2 2 3 3 3 4
Taille [nb slices] 153 186 249 295 331 496 538 590 993
Période [ns] 10.77 | 11.34 | 12.05 | 11.70 | 12.09 | 13.11 | 13.15 | 13.44 | 15.30

TAB. 2 — Résultats d'implantation pour la base 3 = 2.

Nous avons implanté (dans les mémes conditions que dans la section 3.2) différents opérateurs
d’approximation polynomiale utilisant le schéma de Horner. L'opérateur est composé d'un
étage FMA, des registres pour stocker les coefficients du polynéme (les p;) et la logique de
controle de I'opérateur. Les résultats d’implantation sont présenté dans la table 6.

On constate que les résultats des opérateurs a base de schéma de Horner sont nettement moins
bons que ceux a base de E-méthode (cas polynomial). Par exemple, pour une précision de 32
bits pour la fonction exp, il faut utiliser 1092 slices au lieu de 661 (avec 3 = 4 et £43) et une
période de 30ns au lieu de 17.5ns. Soit 65% et 70% d’augmentation respectivement en taille et
en période. En comparant avec une version rationnelle des opérateurs de E-méthode en grande
base, les écarts sont encore plus grands.

Maintenant ces résultats ne sont pas transposables a tout type de FPGA. Sur les dernieres
générations de circuit FPGA, il y a des blocs spécialisés pour effectuer des petites multipli-
cations de fagon cablée. Pour ces architectures, il serait intéressant de regarder comment se
comparent les opérateurs de E-méthode en grande base par rapport a un schéma de Horner
utilisant ces petits multiplieurs cablés.

4.2. Schéma de Horner et division SRT

Pour comparer les performances de nos opérateurs dans le cas des fractions rationnelles, nous
avons réalisé des opérateurs utilisant le schéma de Horner et un diviseur SRT rapide (en base
4 particulierement efficace sur FPGA Xilinx). Le diviseur SRT est généré automatiquement a
partir d’un outil développé par les auteurs [11]. Les résultats d'implantation sont donnés dans
la table 7.

Dans le cas d'une précision de 56 bits, il a été nécessaire de choisir un FPGA plus gros car
le nombre de slices disponibles dans un XCV300E n’était pas suffisant (nous avons utilisé un
XCV600E pour ce cas particulier).

Du fait du cotit important de la division (méme si le générateur divgen donne de tres bons
diviseurs), les résultats pour les approximations rationnelles avec schéma de Horner et division
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] Fonction exp(z), base 3 = 4 (£,,2), approximation polynomiale ‘
Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 2 3 3 4 4 5 5 6 8
Taille [nb slices] 119 191 238 356 | 412 568 631 796 | 2082
Période [ns] 14.35 | 14.63 | 15.34 | 14.96 | 15.04 | 1590 | 16.25 | 16.42 | 17.52

| Fonction sin(z), base 5 = 4 (£4,2), approximation polynomiale |
Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 2 2 3 3 4 5 5 5 7
Taille [nb slices] 119 149 | 238 | 285 | 412 | 568 | 631 665 | 1834
Période [ns] 14.35 | 14.17 | 15.34 | 14.62 | 15.04 | 15.90 | 16.25 | 16.25 | 17.58

‘ Fonctions exp(z) et sin(z), base § = 4 (£4,2), approximations rationnelle ‘

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 1 1 2 2 2 3 3 3 4

Taille [nb slices] 159 | 203 | 273 | 329 | 378 | 589 | 646 | 719 | 1574

Période [ns] 13.60 | 14.47 | 15.27 | 14.46 | 1542 | 15.59 | 16.16 | 18.58 | 20.79
TAB. 3 — Résultats d’implantation pour la base 3 = 4 avec I'ensemble de chiffres £, =
{-2,-1,0,1,2}.

sont nettement moins bons que ceux avec des opérateurs rationnels de E-Méthode en grande
base. Par exemple, pour une précision de 32 bits il faut 1842 slices et une période de 28.4ns
pour le schéma « Horner et division » contre seulement 519 slices et une période de 19.3ns
avec la E-méthode en base 8.

5. Conclusion et perspectives

Ce travail présente ’étude et I'implantation FPGA d’opérateurs arithmétiques, a base d’addi-
tions et de décalages, pour I'approximation polynomiale et rationnelle de fonctions en grande
base. Ces opérateurs sont des versions en grande base de l'itération de E-méthode proposée
par M. Ercegovac dans [4, 6]. Jusqu'ici seules des versions en base 2 de cette méthode étaient
proposées. Nous montrons que des bases plus grandes comme 4 ou 8 sont tres intéressantes du
point de vue de la vitesse tout en se limitant a des tailles modérées de circuit.

Nous pensons travailler, dans le futur, a la réalisation d'un générateur automatique pour ces
opérateurs. Nous souhaitons aussi aborder le cas de cibles ASIC, ce qui va nécessiter de prendre
en compte des systemes redondants de représentation des nombres pour toutes les valeurs in-
termédiaires (les restes partiels w). Ceci risque de fortement compliquer la fonction de sélection,
un travail important devra probablement étre fait a ce niveau.

Bibliographie

1. Brisebarre (N.), Hennecart (F.), Muller (J.-M.), Tisserand (A.) et Torres. (S.). - MEPLib. —
http :/ /lipforge.ens-lyon.fr/, 2004.

2. Brisebarre (N.) et Muller (J.-M.). — Functions approximable by e-fractions. In : 38th Confe-
rence on signals, systems and computers. — Pacific Grove, California, US, novembre 2004.



RENPAR’16 / CFSE’4 / SympAAA’2005 / Journes Composants
Le Croisic, France, 5 au 8 avril 2005

Fonction exp(z), base 3 = 4 (£,,3), approximation polynomiale ‘

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 2 3 3 4 4 5 5 6 8
Taille [nb slices] 133 220 | 266 | 402 | 462 | 661 727 | 934 | 1677
Période [ns] 15.00 | 16.94 | 17.74 | 17.21 | 17.15 | 17.43 | 17.84 | 17.77 | 21.78

Fonction sin(x), base 5 = 4 (£4,3), approximation polynomiale |

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 2 2 3 3 4 5 5 5 7
Taille [nb slices] 133 161 266 | 316 | 462 | 661 727 | 801 | 1469
Période [ns] 15.00 | 16.55 | 17.74 | 1691 | 17.15 | 17.43 | 17.84 | 18.02 | 20.40

Fonctions exp(z) et sin(z), base § = 4 (£4,3), approximations rationnelle |

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56
Degré 1 1 2 2 2 3 3 3 4
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Période [ns] 14.80 | 16.05 | 17.61 | 16.30 | 17.67 | 17.94 | 19.13 | 18.23 | 19.78
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Fonction exp(z), base 3 = 8 (€3 4), approximation polynomiale ‘

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 2 3 3 4 4 5 5 6 8
Taille [nb slices] 244 | 408 | 477 | 705 801 | 1075 | 1386 | 1583 | 3070
Période [ns] 16.30 | 17.89 | 18.59 | 17.13 | 17.86 | 18.80 | 19.31 | 19.85 | 21.58

Fonction exp(z), base 3 = 8 (€3 4), approximation polynomiale |

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56

Degré 2 2 3 3 4 5 5 5 7
Taille [nb slices] 244 | 300 | 477 | 551 801 | 1075 | 1386 | 1416 | 2834
Période [ns] 16.30 | 16.51 | 18.59 | 16.82 | 17.86 | 18.80 | 19.31 | 19.91 | 21.38

Fonctions exp(z) et sin(z), base 5 = 8 (£g.4), approximation rationnelle

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56
Degré 1 1 2 2 2 3 3 3 4
Taille [nb slices] 58 74 86 100 | 112 | 519 | 573 | 693 | 1475
Période [ns] 8.08 | 9.31 | 9.81 | 9.19 | 945 | 19.30 | 21.29 | 20.68 | 24.16
TAB. 5 — Résultats d’implantation pour la base 3 = 8 avec I'ensemble de chiffres &4 =

{—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.
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] Fonction exp(z), approximation polynomiale avec schéma de Horner ‘

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56
Degré 2 3 3 4 4 5 5 6 8
Taille [nb slices] 175 318 | 455 642 801 | 1092 | 1301 | 1600 | 3029
Période [ns] 18.30 | 21.31 | 21.15 | 23.13 | 24.22 | 30.06 | 35.16 | 29.10 | 49.34

‘ Fonction sin(z), approximation polynomiale avec schéma de Horner ‘

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56
Degré 2 2 3 3 4 5 5 5 7
Taille [nb slices] 175 | 263 | 455 | 591 801 | 1092 | 1301 | 1516 | 2908
Période [ns] 18.30 | 22.11 | 21.15 | 23.11 | 24.26 | 30.06 | 35.16 | 29.70 | 49.09

TAB. 6 — Résultats d'implantation pour le schéma de Horner (approximation polynomiale).

| Fonctions exp(x) et sin(z), approximation rationnelle avec schéma de Horner et division |

Précision [nb bits] 12 16 20 24 28 32 36 40 56
Degré 1 1 2 2 2 3 3 3 4
Taille [nb slices] 352 524 786 | 1033 | 1348 | 1842 | 2222 | 2643 | 4869
Période [ns] 18.06 | 24.83 | 25.02 | 25.30 | 26.00 | 28.34 | 30.27 | 36.31 | 33.41

TAB. 7 — Fonctions exp(x) et sin(z), approximation rationnelle avec schéma de Horner et divi-
sion SRT.
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résumé — Ce travail porte sur 1’étude sta-
tistique de l’activité liée a la fonction de
sélection dans Dalgorithme d’approximation
de polyn6émes connu sous le nom de E-méthode
proposé par M. Ercegovac dans [1, 2]. La la-
titude de choix dans la fonction de sélection
des chiffres du résultat, en représentation
redondante, permet d’envisager de limiter
Pactivité électrique dans certains cas. Cet
article présente un début d’étude sur les gains
envisageables dans ce cadre.

mots clés —arithmétique des ordinateurs, basse
consommation d’énergie, évaluation de polynéme,
E-méthode.

1 Introduction

Dans bon nombre d’applications en traitement
du signal et des images, en calcul scientifique ou en
controle numérique, il est nécessaire d’évaluer des
fonctions plus ou moins compliquées en utilisant
uniquement des opérateurs simples comme 1’addi-
tion et la multiplication. Les fonctions algébriques
(1/z,z/y,/x...) et les fonctions élémentaires (sin(x),
cos(x), exp(x), log(x), arctan(z). .. ) s’approchent as-
sez bien en utilisant des polynémes [3] déterminés,
par exemple, avec lalgorithme de Remes [4]. Des ap-
proximations polynomiales des principales fonctions
utilisées en calcul scientifique peuvent étre trouvées
dans [5, 3].

La E-méthode, proposée par M. Ercegovac [1, 2],
permet d’évaluer des polynomes avec une itération
a base d’additions et de décalages proche de celle
utilisée pour la division ou dans l’algorithme COR-
DIC [6, 7]. Dans cet algorithme, les chiffres du résultat
sont déterminés de fagon itérative (un chiffre a chaque
itération) par la fonction de sélection a partir des
chiffres précédents et d’'un résidu (équivalent au reste
partiel dans la division). Les chiffres issus de la fonc-
tion de sélection, représentés en notation redondante,
offrent une certaine latitude de choix. Dans ce travail,
nous étudions l'activité, d’'un point de vue statistique,
impliquée par la fonction de sélection. Nous propo-
sons une ébauche de méthode permettant de réduire
cette activité en utilisant la connaissance du chiffre

du résultat sélectionné a la derniere itération.

La section 2 décrit rapidement 1’algorithme de E-
méthode proposé par Ercegovac. Nous présentons une
fonction de sélection avec mémorisation du chiffre de
I'itération précédente a la section 3. Dans la section 4,
nous présentons les résultats statistiques des simula-
tions fonctionnelles sur ’activité moyenne de la fonc-
tion de sélection. Enfin, nous concluons et présentons
quelques perspectives a la section 5.

2 Présentation de la E-méthode

La méthode d’évaluation, ou E-méthode, a été
proposée par M. Ercegovac dans les années 70 [1, 2].
Cette méthode permet de résoudre certains systemes
linéaires, a diagonale dominante, & l’aide d’une
itération simple et réguliere a base d’additions et de
décalages. Les systemes linéaires cibles sont de la
forme présentée & I’équation (1). Le principal intérét
de cette méthode est de permettre d’évaluer des
polynémes sans aucun multiplieur en utilisant un
algorithme a base d’additions et de décalages voisin
de lalgorithme de division SRT [8, 9]. Ceci per-
met donc d’envisager des opérateurs de petite taille
permettant de limiter la consommation d’énergie
statique. Il existe d’autres algorithmes permettant
d’évaluer des fonctions algébrique et/ou élémentaires
sans multiplieurs comme la méthode des tables mul-
tipartites [10]. Mais, en général, ces méthodes sont
dédiées a une fonction donnée.

On note A la matrice de ce systeéme, b le vecteur
second membre et y le vecteur solution. La taille du
systeme est n 4+ 1. Apres résolution du systéeme (1),
la premiere composante du vecteur solution y est la
valeur au point & du polynéme P, de degré n, dont
les coefficients sont les composantes de b. C’est a dire
que la solution de Ay = b est y = [yo, y1,- - -, Yn)’ telle
que

Yo = P(z) = ppa”™ + pp_12" '+ + po

On trouve dans [1, 2] les limites sur les valeurs
possibles pour les coefficients de P(z) et sur l'argu-
ment x. Des techniques de mise a ’échelle permettent
de limiter 'impact de ces contraintes [11].

Avant de présenter Uitération de la E-méthode,
nous devons introduire quelques notations utiles pour



la suite. La base du systeme de représentation des
nombres est notée 3 (en pratique, 3 = 4 dans ce tra-
vail, mais les résultats peuvent étre généralisés dans
d’autres bases). Le vecteur des résidus, de taille n+1,
est noté w. Les différentes valeurs d’une quantité dans
le temps sont représentées avec la notation crochet
(comme en traitement du signal). Par exemple w[j]
dénote le vecteur des résidus a la jieme itération.
Le vecteur de chiffres du résultat trouvé a chaque
itération j est noté d[j]. En base 4, par exemple, ces
chiffres sont dans ’ensemble {—3,—-2,-1,0,1,2, 3}.

L’algorithme de E-méthode est présenté en fi-
gure 1. Le vecteur des résidus est initialisé avec les
coefficients du polynéme P (les composantes de b). Le
premier vecteur de chiffres du résultat est le vecteur
nul.

1 indtialisation :

3 d[O} «— 0

4 itération :

pour j de 1 a m faire

o

ol px (b -1 -axdy- 1)
7 d[j] «— S(w[j])

s résultat :

9 yo[m] = 270, doli] 37"

FiG. 1 — Algorithme d’évaluation d’un polynéme avec
la E-méthode (version vectorielle).

Comme tous les algorithmes a base d’addition
et de décalages, la E-méthode produit un chiffre
du résultat a chaque itération en commengant par
les poids forts. La concaténation des différents
chiffres fournit une valeur qui tend vers la valeur
mathématique du résultat (& l'infini). Ici, le résultat
de chaque itération est un vecteur de chiffres d[j].
En pratique, le calcul est décomposé en étages,
ou le calcul correspondant a une ligne du systeme
linéaire (1) est effectué par un étage. Les chiffres
du vecteurs d[j] se propagent donc sur les étages et
le résultat final P(x) est la sortie du dernier étage.
L’itération est basée sur un calcul similaire a celui
d’une division ou I'on “diviserait” par la matrice A
(w est analogue & un reste partiel). Pour chaque ligne
1 =0,...,n— 1 de la matrice A, le calcul effectué

0 Yo Po

0 n P1

0 Yo P2

= (1)

0

0 :

—T Yn—1 Pn—1
1 Yn Pn

pour chaque composante est :
wilj] = B x (wilj = 1] = di[j = 1] + diy1[j — 1]z) (2)

Dans le cas i = n, le calcul se simplifie en w,[j] =
ﬁ X (wn[j - 1] - d’ﬂ[j - 1])

On note dans 1’équation (2) que le seul produit
di+1]j — 1]z est en fait une multiplication d’un chiffre
di+1]j — 1] par un nombre z. En pratique, cette pe-
tite “multiplication” est faite en sélectionnant le bon
multiple de x & ajouter parmi les différents multiples
possibles. Ceci est possible car le multiplicande x est
constant pendant toute la durée de 1’algorithme.

Le calcul des nouveaux termes du résidu n’im-
plique que des additions/soustractions et des produits
d’un nombre par un seul chiffre (et petit, ici il est
inférieur & 3). A chaque itération, un nouveau vecteur
de chiffres du résultat d[j] est produit. Ce calcul se fait
en utilisant la fonction de sélection S définie dans un
cadre général par l'expression (3), ou p est la valeur
maximum autorisée pour les chiffres du résultat en
notation redondante (ici p = 3). Des détails peuvent
étre trouvés dans [1, 2].

si [z < p
sinon,

S(z) = { signe z X ||z| +1/2], (3)

signe x x ||z|],

3 Fonction de sélection avec
mémoire

Afin de limiter I'activité de ’addition du calcul de
wlj] «— B x (w[j —1]-Axd[j— 1])7 nous propo-

sons une nouvelle fonction de sélection avec mémoire.
Pour les plages de valeurs ol la fonction de sélection
peut retourner deux valeurs pour le nouveau chiffre du
résultat (& l'itération j), on retourne le dernier chiffre
utilisé (c.a.d. a itération j—1) si ce choix est possible
(illustration en figure 3).

La simplicité de la fonction de sélection permet
de l'implanter sous la forme d’un opérateur moins
coluteux qu’une table. La fonction de sélection sans
mémoire se sert de la redondance pour n’utiliser que
la partie entiere F(w) du résidu et le premier bit de
sa partie fractionnaire F'(w). Dans la sélection avec
mémoire, on conserve la redondance pour offrir une la-
titude sur le choix du chiffre, afin de privilégier les cas



(@)

%7 t<<n

SEL ——

ETAGE

(b)

J] t <<n

SEL

ETAGE

FIG. 2 - Etage de calcul et fonction de sélection sans (a) et avec (b) mémoire.

qui minimisent activité (Sel(w[j]) = Sel(w[j — 1])).
Il est alors nécessaire de prendre en compte plus de
bits de F'(w) (3 pour nos parameétres) lorsque ’on doit
borner celui-ci.

Afin de vérifier que la mémorisation ne coiite pas
trop cher en pratique, nous avons effectué quelques
syntheéses sur des circuits FPGA Virtex d’'un po-
lynéme de degré 4 avec 32 bits de précision. Les
résultats de synthese sont présentés dans la table 1.
En pratique, la mémorisation et la modification de la
fonction de sélection pour diminuer I'activité ne cotite
que 9% en surface en plus. De plus, en cassant le
chemin critique, notre technique permet méme de ga-
gner un peu en vitesse (4%). Nous devons maintenant
refaire ces tests sur une technologie ASIC.

Effort Taille Période
Solution | Synthese || [nb. slices] [ns]
Sans surface 423 19.7
Mémoire | vitesse 750 16.4
Avec surface 461 18.9
Mémoire vitesse 812 16.8

TAB. 1 — Résultats de synthese.

4 Statistiques sur les choix de la
fonction de sélection

Dans cette section, nous présentons les résultats
de simulation sur les choix effectués par la fonction de
sélection dans un cas particulier (la base 3 = 4 avec les
chiffres dans I’ensemble {—3,—-2,—-1,0,1,2,3}). Les
plages de redondance possibles sont illustrées en fi-
gure 4. On constate bien les intervalles ou deux chiffres
sont possibles.

Nous avons écrit un programme réalisant les
différents calculs de 'algorithme donné ci-dessus et
permettant d’extraire des statistiques sur I'utilisation
de la fonction de sélection. Ces statistiques sont faites
sur 500 évaluations en différents points avec une
précision de 16 bits et un polynome de degré 4. La
table 2 présente ces statistiques. Pour chaque ligne de
la table, le chiffre du résultat d;[j] est sélectionné un
certain nombre de fois suivant le chiffre du résultat

af o

Fic. 4 — Redondance possible pour § = 4 et les
chiffres dans {—3,-2,-1,0,1,2,3}.

a litération précédente d;[j — 1] en colonne. Les
résultats sont normalisés sur le produit du nombre
d’itérations (la précision) et du degré du polynome.
La case en (0,0) dépasse la valeur 1 car le chiffre 0
apparait de trés nombreuses fois (par exemple lors
de l'initialisation) et en particulier, il peut apparaitre
sur plusieurs lignes de la matrice pour une itération
donnée.

La table 3 présente les statistiques obtenues pour
les mémes parametres et valeurs qu’a la section
précédente en utilisant la fonction de sélection a
mémoire. On constate bien que le nombre de cas ou
le chiffre du résultat choisi est k a l'itération j alors
qu’il valait déja k a litération j — 1 est augmenté
(ce sont les cases de la diagonale). En particulier, la
fréquence du cas (0,0) est augmentée ce qui est une
bonne chose pour limiter 'activité due au calcul et
Pactivité parasite. On peut donc espérer un gain sur
Pactivité dans 1’étage de calcul du fait que ce chiffre
ne change pas et 'argument x est aussi constant pour
chaque point d’évaluation.

5 Conclusion et perspectives

Ce travail sur l'activité de la fonction de sélection
dans la E-méthode montre qu’il est possible de di-
minuer la consommation de I'opérateur. Maintenant,
il est clair qu’il ne s’agit que d’une étude statistique.
En particulier, en pratique le 1éger surcott lié aux sto-
ckage des chiffres d;[j — 1] (2 & 4 bits suivant la base)
et du comparateur va augmenter un peu la surface du
circuit.



E(w) F(w)

T
w: [sfalb][c] d[ eeee

sab sab cde cde

EWpn  EW),_ . FW>a  FW)>1
(@) (b)
Ew) EWw),, EW) . ¢ E(w) EW),, FW?> «a E(w) EW), ,, FW)> 1-a

incr cin &
selwli-1) | = 1 0

\
clk clk Latch
3

Sel(w[j])

F1a. 3 — Fonction de sélection sans (a) et avec (b) mémoire pour 5 = 4 et les chiffres dans {—3,—-2—,1,0,1,2,3}.

difj = 1]
B2 -1 ]o0 | 1] 2|3
-3 ]10.00 [ 0.00 [ 0.00 [ 0.00 [ 0.00 | 0.00 [ 0.00
-2 1 0.01 [ 0.02 | 0.01 [ 0.02 [ 0.03 [ 0.03 | 0.01
-1 10.00 [ 0.01 | 0.10 [ 0.34 [ 0.25 | 0.02 [ 0.00
d;[j] 0 ][ 0.00 [ 0.01 | 0.02 ] 2.60 | 0.45 [ 0.01 | 0.00
1 0.03]0.02]0.26 [ 0.58]0.25 [ 0.00 | 0.01
2 [ 0.00 [ 0.01 | 0.04 [ 0.04 | 0.02 [ 0.00 | 0.00
3 [0.00 [ 0.01 [ 0.00 [ 0.00 | 0.00 [ 0.01 | 0.00

TAB. 2 — Statistiques de la sélection standard.

di[j —1]
B2 -1 ]o0 ] 1] 2|3
-3 ]10.00 [ 0.00 [ 0.00 [ 0.02 [ 0.01 ] 0.00 [ 0.00
-2 1 °0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.01 [ 0.07 | 0.00 | 0.00
-1 1 0.00 [ 0.00 | 0.02 [ 0.03 [ 0.02 | 0.02 [ 0.02
d;[j] 0 ][ 0.020.00 | 0.02]3.00 [ 0.31 [ 0.01 | 0.07
1 0.00 [ 0.00 | 0.00 [ 0.53 [ 0.49 | 0.01 [ 0.03
2 [[0.00 [ 0.00 | 0.03 [ 0.17 [ 0.03 [ 0.14 | 0.01
3 ]0.00 [ 0.00 | 0.02 0.08 ] 0.01 [ 0.02 | 0.01

TAB. 3 — Statistiques de la sélection avec mémoire.



Nous comptons implanter notre solution sur des
technologies ASIC pour pouvoir effectuer des simu-
lations au niveau électrique dans un avenir proche.
Nous pensons que cet algorithme est intéressant d’un
point de vue de la consommation d’énergie car il
présente des implantations avec des surfaces bien
moindres qu’en utilisant des solutions a base de
multiplieurs. Ceci peut donc étre un atout pour les
technologies avec des courants de fuites importants.
Enfin, nous pensons intégrer cet algorithme dans
notre générateur de circuits divgen [12].

Références

[1] M. D. Ercegovac. A general method for eva-
luation of functions and computation in a di-
gital computer. PhD thesis, Dept. of Com-
puter Science, University of Illinois, Urbana-
Champaign, 1975.

[2] M.D. Ercegovac. A general hardware-oriented
method for evaluation of functions and computa-
tions in a digital computer. IEEE Transactions
on Computers, C-26(7) :667-680, 1977.

[3] J.-M. Muller. Elementary Functions : Algorithms
and Implementation. Birkhauser, Boston, 1997.

[4] E. Remes. Sur un procédé convergent d’ap-
proximations successives pour déterminer les po-
lynémes d’approximation. C.R. Acad. Sci. Paris,
198 :2063-2065, 1934.

[5] J.F. Hart.
1968.

[6] J. Volder. The CORDIC computing technique.
IRE Transactions on Computers, EC-8(3) :330—
334, 1959.

[7] J. Walther. A unified algorithm for elementary
functions. In Joint Computer Conference Pro-
ceedings, 1971. Reprinted in E. E. Swartzlander,
Computer Arithmetic, Vol. 1, IEEE Computer
Society Press Tutorial, Los Alamitos, CA,1990.

[8] M. D. Ercegovac and T. Lang. Division and
Square-Root Algorithms : Digit-Recurrence Algo-
rithms and Implementations. Kluwer Academic,
1994.

[9] M.D. Ercegovac, J.M. Muller, and A. Tisserand.
FPGA implementation of polynomial evaluation
algorithm. In SPIE, editor, Field Programmable
Gate Arrays for Fast Board Development and Re-
configurable Computing, volume 2607, pages 177—
188, October 1995.

[10] F. de Dinechin and A. Tisserand. Some improve-
ments on multipartite tables methods. In N. Bur-
gess and L. Ciminiera, editors, 15th International
Symposium on Computer Arithmetic ARITH15,
pages 128-135, Vail, Colorado, June 2001. IEEE.

[11] N. Brisebarre and J.-M. Muller. Functions ap-
proximable by e-fractions. In 38th Conference

on signals, systems and computers, Pacific Grove,
California, US, November 2004.

Computer Approzimations. Wiley,

[12] R. Michard, A. Tisserand, and N. Veyrat-
Charvillon. Divgen : a divider circuit generator.
http ://lipforge.ens-lyon.fr/, 2004.



divgen: a divider unit generator

Romain Michard, Arnaud Tisserand and Nicolas Veyrat-Charvillon
Arénaire project (CNRS — ENS Lyon — INRIA — UCBL)
LIP, ENS Lyon. 46 allée d’'Italie. F-69364 LYON Cedex 07, FRANCE

ABSTRACT

In this work, we present a tool that generates division hardware units. This generator, called divgen, allows a
fast and wide space exploration in circuits that involve division operations. The generator produces synthesiz-
able VHDL descriptions of optimized division units for various algorithms and parameters. The results of our
generator have been demonstrated on FPGA circuits.

Keywords: Computer arithmetic, division, SRT, circuit generator, FPGA

1. INTRODUCTION

Hardware support for the evaluation of complicated computations has become an important demand in many
current applications. Division is frequently used in scientific computing, digital signal processing and computer
graphics. A wide variety of algorithms and parameters for the implementation of division is possible. The choice
of a division algorithm and the numerous internal parameters is not a straightforward problem.

divgen is a fixed-point divider unit generator. Given a set of parameters and options, it automatically
generates an optimized VHDL description of the corresponding divider operator for some specific implementation
target constraints. divgen is an ongoing research project released under the GPL license. More details and new
versions can be found in' and.?

This article is organized as follows. Section 2 presents definitions and notations. Section 3 details the
algorithms used, the parameters and options available in the program. Section 4 presents some internal technical
details. Performance results on Xilinx FPGAs are given in Section 5.

2. NOTATIONS

The notations proposed in? will be used. x stands for the dividend, d for the divisor, q for the quotient and rem
for the final remainder. The division operation is defined as:

r=qd+rem.

The division algorithms use radix-r quotient representation (a power of 2). In the following, we will present
the case of division of integer values, but our generator handles fixed-point values in arbitrary formats.

Each iteration of the digit-recurrence algorithms used for division computes a new radix-r digit of the quotient,
noted g¢; at iteration (or step) j. The value w[j] denotes the partial remainder (or residual) obtained at step j.
The final quotient is an n-bit value. The quotient after j steps is:

j
qlil = > ar’ ™,
=1

Further author information:
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Arnaud Tisserand: E-mail: Arnaud.Tisserand@ens-lyon.fr
Nicolas Veyrat-Charvillon: E-mail: Nicolas.Veyrat-Charvillon@ens-lyon.fr



and the final quotient is ¢ = ¢[n], with

The supported number systems are: unsigned format, sign-and-magnitude format, 2’s complement format,

carry-save format.

When using a redundant representation of numbers, a particular number system is specified by the radix r
and the largest digit used «, e.g., 4-2 (resp. 4-3) denotes the radix-4 representation using digits from the set
{-2,-1,0,1,2} (resp. {—3,—-2,-1,0,1,2,3}). Only symmetrical digit sets are considered in this work, and with

T
s<a<r.

RCA (ripple-carry adder) denotes a sequential carry-propagate adder, CPA (carry-propagate adder) denotes
a standard adder and CSA (carry-save adder) a constant time redundant adder. The RCAs are usually found in
FPGA implementations where fast carry-lines are present, and CSA are used in ASIC implementations.

When referring to the options, typewriter font is used for the option name, italic font for a numerical
value, sans-serif font for a choice to make between some possible values. For example when setting the dividend

q-size
n =
logy

number system and quotient digits radix for SRT division:

dividend representation [ unsigned | sign-magnitude | 2s_complement ]
q-radix [ integer |

3. SUPPORTED ALGORITHMS AND PARAMETERS

3.1. General divider architecture

After execution of the generator, the output file contains a VHDL description of a set of subcomponents and a
top level component called ”Divider” (presented in Figure 1 and Figure 2, and its port list in Table 1).

Divider
: qr—
x_size q_size
— d overflow——
d_size
— start completel——
clk
st

]

Figure 1. The general architecture of the generated divider

parallel input for dividend
parallel input for divisor

starts the computation

clock

resets the operator

parallel output for quotient
overflow leading to a false output

’ port name H input/output \ size \ activity \ use

x input integer | N/A

d input integer | N/A

start input 1 high
clock input 1 N/A
reset input 1 high

q output integer | N/A
overflow output 1 high
complete output 1 high

computation completion

Table 1. Divider component port list




1 entity Divider is

2 port (

3 dividend : in std_logic_vector (31 downto 0);
4 divisor : in std_logic_vector (15 downto 0);

5 clock : in std_logic;

6 reset : in std_logic;

7 start : in std_-logic;

8 quotient : out std_logic_vector (15 downto 0);
9 overflow : out std_logic;

10 complete : out std_-logic );

11 end entity;

13 architecture arch of Divider is

1 (...

15 end architecture;

Figure 2. Example of the generated top-level entity

Some constraints exist on the input signals: reset should be zero before the start signal is raised. Start should
be synchronous and active for exactly one clock period. Dividend and divisor inputs have to be stable from the
raise of start until the computation is complete (complete signal raised). When the computation has ended,
quotient, overflow and complete stay stable until the next reset signal.

3.2. General options

x, d and ¢ are integers or fixed-point numbers (floating-point numbers are not handled in this version), character-
ized by their size and their representation (unsigned, sign-and-magnitude and 2’s complement). The carry-save
format is only possible for the internal residual. The supported algorithms have been tested for sizes between 8
and 64 bits.

Three division algorithms can be selected so far: restoring, nonrestoring and SRT. All are digit-recurrence
algorithms, that produce a fixed number of quotient bits at each iteration®® (one quotient digit of one or
more bits), most significant digit first. Those algorithms are based on shift and addition operations and some
additional logical elements. It is well known that the choice of the radix and quotient digit set influences the
overall latency of the algorithm.® Roughly, increasing the radix decreases the number of iterations required for
the same quotient precision. Unfortunately, as the radix increases, every iteration becomes more complicated
and the overall latency may not be reduced as expected. Additionally, it becomes impractical to generate the
required divisor multiples for higher radices (costly multiplication in the iteration).

The basic two digit-recurrence algorithms are the restoring and the nonrestoring algorithms. Those algorithms
only rely on very simple radix-2 iterations, i.e., one bit of the quotient is produced at each iteration. The third
available algorithm is the SRT division,”® which may rely on a higher radix. This algorithm needs less iterations
to compute a quotient but at the cost of a more complicated iteration. Many variations of these algorithms exist,
and it is very difficult to decide which one is best suited with respect to some constraints.

The computation of digit-recurrence algorithms is based on a similar recurrence step:

wl0] = x

q[0] =0

qj = Sel(wlj — 1],d)
wlj] = rwlj —1] — ¢;d
qlj] = > @i’

They differ in the radix r, the values that ¢; can attain and in the definition of the quotient digit selection
function Sel. Another difference between the division algorithms is that the restoring and nonrestoring algorithms



can take any inputs, and will be able to compute, although some inputs may cause an overflow, whereas the SRT
division needs a normalized divisor, i.e., we must have:

gd-size=1=0y1p(d) < |d| < 257~ Oulp(d) ,

0 if d is unsigned
1 otherwise.

with § = {

These are the options common to all algorithms and the values they can take:

e dividend_representation [ unsigned | sign-magnitude | 2s_complement]
specifies the number system of the dividend

e divisor_representation [ unsigned | sign-magnitude | 2s_complement ]
specifies the number system of the divisor

e quotient_representation [ unsigned | sign-magnitude | 2s_complement |
specifies the number system of the quotient

e dividend_size [ integer ]
specifies the size of the dividend in number of bits

e divisor_size [ integer |
specifies the size of the divisor in number of bits

e quotient_size [ integer ]
specifies the size of the quotient in number of bits

e component_algorithm [ restoring | nonrestoring | SRT ]
the chosen division algorithm

Below, an example of configuration file is presented in case of a 32-bit restoring divider:

x_representation unsigned
d_representation unsigned
gq_representation unsigned
X_size 32

d_size 32

q_size 32

algorithm restoring

3.3. Algorithms and specific options
3.3.1. Restoring division

This algorithm is very similar to the ”paper-and-pencil” method learnt in school, using radix » = 2 with quotient
digit set {0,1}. At each iteration, the algorithm subtracts the divisor d from the previous partial remainder
w[j — 1] multiplied by 7 . The quotient digit selection function is derived by comparing the residual at each step
to 0. If the result of the subtraction is positive (or null), the new digit of the quotient is one, otherwise it is set
to zero and the previous value of the partial remainder should be restored (by adding d to the result). Usually,
this restoration is not performed using an addition, but by selecting the value 2w[j — 1] instead of w[j], which
replaces an addition in the critical path by a multiplexer. This nonperforming division, presented in Figure 3, is
the one generated by divgen.



v wl0] — =z
2 for j from 1 to n do
s if 2w[j—1]—d>0 then

4 gj +— 1

5 wlj] «— 2w[j — 1] —d
6 else

7 qj < 0

s w(j] «— 2w[j — 1]

Figure 3. Restoring division algorithm

3.3.2. Nonrestoring division

Nonrestoring division® is an improved version of the restoring method in the sense that it completely avoids the

restoration step by combining restoration additions with the next recurrence, thus, reducing the overall latency.
Moreover, it uses the quotient digit set {—1,1} to perform directly the recurrence with the selection function:

+1 ifw[j—1] >0,

q; = Sel(w[j —1]) = {_1 if wlj — 1] ; 0.

The nonrestoring division algorithm presented in Figure 4 allows the same small amount of computations at
each iteration. The conversion of the quotient from the digit set {—1,1} to the chosen output format can be
done either by a subtraction or on the fly by using a simple algorithm.?> We chose that last solution.

1 wl0] — =z
2 for j from 1 to n do

3 if w[j—1]>0 then

. wlj] — 2ulj - 1] —d
5 gj +— 1

6 else

: wlj] — 2wlj 1] +d
8 qj < —1

Figure 4. Nonrestoring division algorithm

3.3.3. SRT division

The main problem in division schemes is to determine the new quotient digit ¢; at each iteration. The SRT
methods use a redundant quotient digit set in order to speed up the computation of ¢;. More precisely, comparing
the partial remainder to all the divisor multiples can offset or possibly diminish the performance gained by
increasing the radix. To avoid this, redundancy is introduced in the set of possible quotient digits |¢;| < . This
allows to simplify the quotient digit selection function in the sense that comparisons are now done with limited
precision constants only (a constant time operation). This is done using an estimation of the divisor d and the
partial remainder w|j].

The hardware implementation is done using a table (or any structure that acts like a table: PLAs, LUTS)
addressed by a few of the most significant bits of d and w[j] . Some techniques can be used in order to reduce
the size and the critical path of the divider, which are described below.

The specific options for the SRT algorithm are:



1 if a=r—1 then

2 w[0] «— /2

s else w[0] — z/4

4+ for j from 1 to n do
o g =Sel(ulj - 1],d)

o wlf] — rwlj - 1] - g;d
» end for

Figure 5. Radix-r SRT division algorithm

e quotient_radix [ power_of 2 |
the value r

e quotient max digit [ integer |
the value «

e partial remainder _representation [ 2s_.complement | carry-save |
use 2’s complement for FPGAs and carry-save for ASICs

e step_adder [ RCA | CSA ]
use RCA for FPGAs and CSA for ASICs

e #guard bits [ integer |
additional bits due to the conversion of the estimation of the redundant residual to a non-redundant form

e SRT_table_folding [ yes | no |
folding method proposed in® to decrease the selection table area

e gray encoding [ yes | no ]

encoding of the selection table output for preserving the redundancy whenever possible
All these options impact the selection function and the whole divider’s performances in several ways (see’
for instance). We will show some examples of situations where they may be useful.

To illustrate the selection function behavior, we use P-D diagrams, which are rw[j] versus d diagrams of the
valid quotient digit values. The theoretical bounds where the choice of quotient digit g; = £ is valid are the solid
plotted lines originating from (0,0) (they are the Uy and Lj, from?).

In the following, we will characterize a priori the complexity of a selection table by its number of terms (i.e.,
the number of boxes on the P-D diagram).

e Impact of r» and «:
By increasing the radix r, one decreases the number of iterations. But this also means that more multiples
of d have to be computed for the product ¢;d and the selection function is more complicated since each
iteration must cancel log, r digits of the partial remainder (there are more possible digits for g; since
a>3).

Increasing « for a constant radix r increases the number of required multiples of d. But this also increases
the overlapping of quotient digit selection areas then this leads to a simpler (and smaller) selection function.
Figure 6 gives a general idea of how we compute the multiples of d. We have my € {-2,-1,0,1,2},
mi € {—4,0,4}7 mo € {—8,0,8}.

Figure 7 presents the P-D diagrams for several possible internal representations of the quotient. Table (a)
is defined by 272 terms, (b) by 28 and (c) by 400.



d_size d_size

J( Wout RCA
J( Wout

Figure 6. Structures computing w(j] = rw[j — 1] 4+ ¢;d for a = 2 (left) and 10 < o < 14 (right)

e Short CPA based estimation of w[j] and guard bits impact:
The number of digits used for the estimation @[j] of the residual is an important parameter in the selection
function. It has to be large enough to ensure a converging algorithm but is should not be too high because
the selection table is addressed by w[j].

When using a redundant number system for the residual, the accuracy of the estimation is less than using
a non redundant representation. To avoid the use of a selection table with a large number of address bits,
one can use a short CPA to get an estimation of the partial remainder w[j]. It clearly leads to a tradeoff
between the additional time required by this short CPA and the time required to decode the address in
the selection table. The parameter #guard_bits allows to tune the length of the short CPA (see” for more
details).

For example, in an SRT 8-6 division, the selection table is defined by 686 terms when using a 2’s complement
partial remainder. If the partial remainder is represented in carry-save representation, for g = 0 we have
2702 terms in the table, 1358 if ¢ = 1 and only 686 for g = 4.

e Table folding impact:

Due to the symmetrical digit set being used, the selection table is almost symmetrical with respect to
wlj] = 0. “Almost” because the truncation error done while estimating the partial remainder is not
symmetrical for 2’s complement and carry-save number system (it would be for a borrow-save one). We
can try to fold the table over the w[j] = 0 to try to diminish its size. This is almost always possible,
sometimes at the cost of a better estimation made by increasing the number of bits from d and w[j] used
to drive the selection table, which can offset and even cancel the gain made by folding. The result is often
better than expected, because instead of using |w[j]| as the table input, which needs a carry-propagation
addition in order to be computed, we use w'[j] where w}[j] = w;[j] ® sign(w[j]). Doing this for a 2’s
complement representation, while being faster than taking the actual absolute value of w[j], introduces an
error that compensates the truncation error made before.

For example, a selection table for SRT 4-3 (resp. 4-2) with a 2’s complement partial remainder contains



Figure 7. P-D diagrams for several values of  and a: 4-2 (a), 4-3 (b) and 8-7 (c)

28 (resp. 272) terms. If we try to fold it using |w@[j]| as an input, it needs (a) 52 (resp 269) terms ! Using
the XOR-based conversion described above, the table contains only (b) 14 (resp. 136) terms, we halved
the table. The corresponding tables are presented in Fig 8.

B
0
(b)

Figure 8. Folded SRT 4-3 tables using different input methods: (a) takes |@[j]| and (b) takes w'[j] where wi[j] =
wi[j] @ sign(wj]).

A

4. TECHNICAL DETAILS

divgen consists in a set of C++ classes (about 5000 lines in version 0.1) used to create a description of an
operator which can be converted to VHDL.

All components are derived from the element class which implements the basic component attributes and
methods. An instance of element may contain several other elements linked with each other and with the ports
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Figure 9. Clock period obtained for several dividers and quotient word lengths

of the surrounding element, possibly included in iterative or conditional structures. A component is instantiated
by setting his ports and generic parameters. Wires and sets of wires are related to the signal class, for which
some operators have been overloaded in order to allow an easy manipulation, similar to the VHDL one.

As divgen is executed, it first reads the configuration file and creates the desired component along with all its
subcomponents in memory. Then the main component is parsed and translated to VHDL. All signal assignations
and components instantiations are translated automatically to VHDL.

element
|- logic
| |- and2
| |- or2
| - ...
|- sequential
| |- register
|- arithmetic
| |- RCA
| |- divider
| | |- restoring
| I |- nonrestoring
I I |- SRT

5. PERFORMANCE RESULTS

Some implementation results of our generator are presented below. The circuit targets are FPGAs from Xilinx
(Virtex-E 300, 3072 slices, medium speedgrade).

The overall performances of the generated dividers are presented for several quotient word lengths and the
several division algorithms and parameters. Figure 9 reports the clock period results, Figure 10 reports those for
the total computation time, Figure 11 reports those for the area and Figure 12 reports the results for area-time
product.

In Table 2 and 3 are reported the impact of various synthesis and place and route efforts on the divider
performances (in case of a 32-bit divided by 16-bit values for a SRT 4-3 algorithm). Table 4 presents some
examples of parameters impact on the performances.
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Figure 11. Circuit area obtained for several dividers and quotient word lengths

Synthesis effort Speed Normal Speed High
PnR effort || Standard \ Medium | High || Standard \ Medium | High
slices 193 193 193 193 193 193
period [ns] 18.6 18.5 | 18.5 18.6 18.5 | 18.5

Table 2. Synthesis and Place&Route effort impact for high speed target

Synthesis effort Area Normal Area High
PnR effort | Standard \ Medium \ High \ Standard \ Medium \ High
slices 100 100 | 100 100 100 | 100
period [ns] 26.4 28.2 | 28.2 26.4 28.2 | 28.2

Table 3. Synthesis and Place&Route effort impact for small area target
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Figure 12. Area-time product obtained for several dividers and quotient word lengths

algorithm | partial remainder | folding | gray encoding | #guard bits | slices | period
2-1 2s N N 0 60 23.8
4-2 2s N N 0 111 28.1
4-3 2s N N 0 100 26.4
8-4 2s N N 0
8-6 2s N N 0 220 33.4
8-7 2s N N 0 158 34.6
4-3 2s N Y 0 104 31.3
4-3 2s Y N 0 101 24.3
4-3 2s Y Y 0 104 31.6
4-2 2s N Y 0 117 28.1
4-2 2s Y N 0 95 29
4-2 2s Y Y 0 101 27.4
4-3 cs N N 0 108 18.7
4-3 cs Y N 0 108 20.2
4-3 cs N N 1 108 20.1
4-3 cs N N 2 108 22.2
4-3 cs N N 3 108 23.1
4-3 cs N N 4 110 24
4-3 cs N N 5 111 21.6
8-4 2s N N 0 378 41.4
8-7 2s Y N 0 128 31.1
8-7 2s Y Y 0 129 31.1

Table 4. Examples of parameters impact




Some numerical tests have been performed in order to validate the behavior of the generated dividers using
VHDL simulations. Special cases values and random values have been tested for all the supported algorithms,
various parameters, representations and sizes.

6. CONCLUSION & FUTURE PROSPECTS

In this paper, we have presented a tool for the automatic generation of optimized divider hardware units. This
program, called divgen, generates optimized VHDL descriptions of division operators for various algorithms
and parameters with respect to several implementation constraints. The behavior and the performances of the
generated dividers have been tested on FPGA circuits from Xilinx.

In the future, we aim at extending this generator to the square root function and other parameters and
targets constraints.
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ABSTRACT

In this work we present some improvements on hardware operators dedicated to the computation of power
operations with fixed integer exponent (z3,z%,...) in unsigned radix-2 fixed-point or integer representations.
The proposed method reduces the number of partial products using simplifications based on new identities and
transformations. These simplifications are performed both at the logical and the arithmetic levels. The proposed
method has been implemented in a VHDL generator that produces synthesizable descriptions of optimized

operators. The results of our method have been demonstrated on FPGA circuits.

Keywords: Computer arithmetic, integer power operation, square, cube, hardware operator, VLSI, FPGA

1. INTRODUCTION

Square, cube or higher order power operations with fixed integer exponent are frequently used in digital signal
processing or graphics applications.»? In digital integrated circuit implementations of such powering operations,
one usually replaces standard multipliers by dedicated powering operators. These operators use logical identities
in the partial products array (PPA). Due to the symmetries and other simplifications in the PPA, the dedicated
operators are significantly smaller and faster than standard multipliers.

In this work we use simplifications both at the logical and the arithmetic levels. The state of the art
simplifications are extended and generalized. We also introduce new identities that improve the reduction of the
PPA. The application order of these identities is a major concern to minimize the circuit area. In the literature
on this subject, this problem is not covered. In this paper, we propose a method that allows a fast reduction of
the PPA. Our method works for ™ with n a fixed integer larger than or equal to 3.

This paper is organized as follows. The background and previous works are presented in Section 2. The
proposed method is detailed in Section 3. Implementation results and comparisons are reported in Section 4.
Section 5 concludes the paper.

2. BACKGROUND
2.1. Notations

Here we deal with z”. The argument z is a w-bit value in radix-2 unsigned fixed-point or integer format. The
bits of x are noted Zy—1,%w—2,...,2Zo. The exponent n is a fixed (i.e., constant in time) integer and n > 3.

Logical formulas are to be read the following way:

e ¢ stands for “not a”;

Further author information:
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Arnaud Tisserand: E-mail: Arnaud.Tisserand@lirmm.fr
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Figure 1. Partial products array (PPA) for the square of a 5-bit unsigned integer.

e a A b, also noted ab, stands for “a and b”;
e oV b stands for “a or b”;

e a = b stands for “a implies b”.

The partial products array (PPA) is graphically represented as depicted in Figure 1 (case of the square of a
5-bit unsigned integer). All the partial products (PP) in the column of rank r have a weight equal to 2.

We need to perform arithmetic operations on the PPs after transformations. For the “conversion” of logical
values to binary values, we use the [s] notation [3, p. 23]. If s is any Boolean statement (true or false), then:

5] = 1, if s is true,
790, if s is false.

So the “arithmetic” value of [z;x; V x| in the rank-r column of the PPA is 2" or 0 depending on the truth
of z;x; V x5. Using this notation it is now clear what the value of [z;z; V 2] + [z12m] is (no possible confusion
between the arithmetic and the logical operations).

A reduction rule is the arithmetic interpretation of a logical identity. Reduction rules use the [s] notation.
For instance the commutativity of the logical and leads to the reduction rule [z;z;] + [z;z;] — 2 - [z;z;].

A transformation is a sequence of reduction rules. We show in Section 3.3 that the application order of the
reduction rules in transformations is an important parameter. The order of reduction rules inside a transformation
is denoted by T,_.,—., where rule Rz is applied first, then rule Ry and finally Rz.

2.2. Previous Works
2.2.1. Square

We present here some useful results on dedicated square operators. The presented solutions may be used in
higher order powering operators. We have to recall that our method, proposed in Section 3, does not improve
square operators.

A folded table-based square method is presented in.* The table of squares is repeatedly folded using mathe-
matical properties of the squaring. Implementation results in CMOS technology show that this approach provides
a large improvement compared to a conventional ROM implementation.

Symmetries of PPA in squaring operation can also be used in bit-serial architectures.?

Implementations of multiplication and squaring on FPGAs with specialized 18 x 18-bit multiplier blocks are
proposed in.% Even for this heterogeneous architecture, a dedicated squarer is about half the size of a multiplier.

Dedicated square operators can be designed for signed values. A combined unsigned and two’s complement
squarer is presented in.”



Implementation of squarers for ASIC targets using Wallace-tree and carry-select adder for the PPA addition
is presented in.®

A specialized squarer is about half the size of a direct multiplier, and is faster. It is also smaller than a
booth-encoded multiplier, which requires a non-negligible amount of hardware for the operand recoding.

An example of the symmetries in the PPA for the square is presented in Figure 1 in the case of a 5-bit
unsigned integer argument. The standard logical identities usually used in square operators are presented in
textbooks on computer arithmetic such as [9, p. 221] and [10, p. 201]. The application of these reduction rules
transforms the PPA that will give the same output, but with a lower hardware cost and/or a higher speed.

The first two standard identities rely on the properties of the logical and operation:

e Idempotency: x; A x; = x;. The corresponding reduction rule removes an and gate.

o Commutativity: z; A z; = ; A x;. The addition of two such PPs is replaced by a multiplication by two:
[wiz;] + [wjwi] = 2 - [zizg]
Then, the term 2 - [x;z;] at rank r is replaced by [z;z;] at rank 7 + 1.

Those rules are used as much as possible, since they strictly reduce the hardware area.

A third reduction rule can be used:
[Tiz;] + [xi] = 2 - [ziz)] + [2:75). (1)

This last rule trades one and gate and a half adder for two and gates and an inverter. This rule can be
used only once in the transformation of the PPA on the highest column of the PPA, in order to reduce its
overall height [9, p. 221]. Tt can also be applied on several columns in order to diminish the length of the final
carry-propagate addition [10, p. 201].

2.2.2. Cube

The cube can be computed using a n X n multiplication followed by a 2n x n multiplication, but some significant
simplifications can be done in the PPA of the cube operators.

The case of an optimized cubing operator is presented in.''! The PPA reductions rely on an extension of the
first two identities used for the square:

e Idempotency of the and operation: x; A x; A ; = x;;

o Associativity and Commutativity: z; Azj Az =T, AT A2y =T AT AT = ...

After using the corresponding reduction rules, the PPs in the reduced PPA are divided into two groups: PPs
of the form x;x;x; = x;, that occur with a multiplicity of 1, and those of the forms z;z;z; = x;x; and x;x;xk.
These occur respectively 3 and 6 times each. The authors of'! compute the cube by adding the PPs of the first
group with the second group multiplied by three. Their results show that the resulting dedicated cubing operator
is faster than a multiplier-based implementation, but has a higher hardware cost.

2.2.3. Other Powering Methods

A modification of a piecewise linear approximation is presented in.'? It computes a power zP of an operand
x. pis in the form +2F or +2%1 4 22 where k, ki are integers and ks is a positive integer. It can be used for
accuracies up to 24 bits but no practical results are reported.

In case of a floating-point argument some polynomial approximations can be used. In,'® a degree-2 minimax
polynomial approximation is used. But in this kind of solution there is a complex trade-off between the accuracy
(faithful rounding for instance) and the performances.



3. NEW IDENTITIES AND TRANSFORMATIONS

In Section 3.1 we generalize the previous reduction rules. We introduce some new identities in Section 3.2. Some
ideas on the application order of reduction rules inside transformations are presented in Section 3.3. Section 3.4
illustrates the transformations results on several reduced PPA examples.

3.1. Generalization of Previous Reduction Rules

The first reduction rule deals with the idempotency of multiple and identical inputs for an and gate:
[$i ANx;--- N {Ei] = [(EZ] (RO)

The second reduction rule relies on the associativity and commutativity of the and operation. The output of
an and gate remains the same when permutations and groupings are applied to its inputs, 1 A zo A x3 A x4 =
(2 AN xg) A (z1 A x3) for instance. This leads to a general reduction rule:

[Tizj - 1] + [To@i)Tol) - Towy] = 2+ [Tamy - - 2], (R1)

where o is a permutation of the indexes {i,j,...,{}.

The third reduction Eq. (1) used for square operators can be extended straightforwardly the following way:
[PAx;]+[P]=2-[PANx;]+ [P AT,

where P is a logical formula. This allows some hardware reduction, but a more general form can be derived. The
idea behind this reduction is to add two PPs, P; and P», where P; is always satisfied when P; is (i.e., P, = P).
The carry bit of their addition is P». The sum bit is true whenever P; is satisfied and P» is not (the inverse
cannot be true). So, we deduce a more general reduction rule:

ifP2:>P1,then [P1]+[P2]:2[P2]+[P1 /\E] (RQ)

For instance [z1x2x3]) + [21] = 2 - [z1@223] + [x1 A (T2 V T3)]. This reduction rule alone does not seem to
reduce the number of PPs. But it replaces the addition of two PPs in the same column ([zqz223] + [21] in the
previous example) by two PPs in consecutive columns (2 - [z1z223] + [x1 A (T2 V T3)] in the previous example).
An example of transformation using this reduction rule for the cube is illustrated in Figure 2.

ToT1T2 | ——> ToT1T2 | T1ToT2 | —> ToX1T2 | xoT1L2 —_— ToT1T2 0 ToT1L2
| Tox2T1 ,‘Rl [ ZoT2 JR2 L Tod2d1 ‘Rl

T1XoI2

o2

Figure 2. Example of reduction sequence in a cube operator.

3.2. New Identities and Reduction Rules

The transformations based on R2 introduce PPs with complemented bits. In some cases the sum of PPs cannot
generate a carry. For instance [z122] + [T223] < 2. Then a half-adder (HA) can be replaced by a 2-input or gate.
This simplification leads to a new reduction rule for two logical formulas P; and Ps:

ifPl/\Pg,then[P1]+[P2]:[P1VP2]. (R3)

The condition P; A P, implies that P; and P» cannot be true in the same time. Then there is no possible carry
and the xor gate of the HA can be replaced by a simple or gate.

Another reduction rule can be used, it is based on the law of middle excluded:

QAzi]+ QAT = [Q], (R4)

where @) is a logical formula. Applying this reduction before rule R3, additional reductions are possible.



3.3. Transformations Optimization

As seen in figure 2, the PPs generated using one reduction rule may be used in following reductions. Then,
the application order of the reduction rules in transformations is a major concern to minimize the circuit area.
This problem seems to not be covered in the literature. It is not computationally feasible to choose the optimal
sequence of reductions in the PPA. We study here some possible orders in the transformations.

Figure 3 presents an example of such a difference for the cube of 3-bit values. The upper part of the figure is
the initial PPA. The result using the two transformations To_1 .2 .4 .3 and Tg_o_.4 .31 are illustrated on the
bottom part of the figure. The result obtained using transformation To_1_.5_.4 .3 requires an adder from rank
3 up to the most significant column. The transformation To_ 2431 leads to a solution without addition but
more complex logical cells.

Ranks:
8 | 7| 6 5 4 | s 2| 1]o
Initial PPA:
X2 12 ToT2 ToT1T2 | Tox2 | ToT1 | To
12 X1X2 ooy | Loy | 10
T2X1 T2T1 T1Tox2 | T2Xo | T1Xo
o2 Z1 | Tox1
T2T1 T1T2X0 | T1X0
T2T0 T2X0T1 | T2T0o
T2T1X0
Result using transformation T .1 .o .4 .3:
ToT1T2 | T1x2To | x2(T1 V To) ToLo Tox1 z1 | T2z | 120 | T0
x2(x1 V T0) ZoT2
Result using transformation To_o_4—3.1:
T1ToT2 | ToT1To | To | X2T1Zg | Toxo V 129 V T1X2 | Tox1 V Tox1 V T2l | T2 | Tox1 | X0
Figure 3. Example of initial and reduced PPA for the cube and w = 3 using different orders (To—1—2—4—3 and
T0—>2—>4—>3—>1)~

Figures 4 and 5 illustrates the reduction of column at rank 3 from example Figure 3 using the Tg_1 243
and Tg_o_4_.3—1 transformations respectively.

3

T1XoT2 ’
r1T2Zo JR1

———
T2Xo1 ‘
T2T1xo JR1

T1Xo

L T1%o v’Rl

oo
I

4

[~
ToX1T2 ‘ _— ToT1T2
ToZ2Z1 JR1

ToT1T2
ToL1T2
ToT1

Z1
T2X0o

Figure 4. Reduction of rank-3 column in example Figure 3 using transformation To—1—2—4-.3.
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Figure 5. Reduction of rank-3 column in example Figure 3 using transformation To_2—4—3-1.

Every rule transforms two PPs from rank r into at most one at rank-r and one at rank r + 1. This means
that a good way of applying rules is to process the PPA from the least significant toward the most significant
columns. Then, in a column, the number of PPs that can be reduced is maximized.

Each time a couple of PPs is reduced, a new PP may be introduced in the column. The column has to be
tested for other reductions. By keeping track of the PPs that have already been tested, the computation time is
significantly reduced.

Different orders have been tested. An obvious one is an extension of the textbook method, were our new rules
are applied after R1 and R2. This seems a reasonable choice, since the rule R1 is the most hardware efficient,
and the new rules R4 and R3 rely on the complemented bits generated by rule R2. This gives transformation
To_1-2-4-3.

The most efficient order found is Ty_2—4,3—,1. By first applying R2, more complemented bits are introduced
in the new PPs, which are then used for R4 and R3. The remaining identical PPs are finally simplified using R1.
This order results in less PPs in the reduced PPA. These PPs are usually more complex than those produced by
the first order, but this has little impact on LUT-based FPGA implementations.

Table 1 reports the number of PPs obtained using several orders in the case of cube for an operand width of
16 and 24 bits. This shows that the transformation To_,2_.4 3.1 seems to be the best one among all the tested
transformations.

| transformation || w =16 || w =24 |

To—2—d4—3-1 997 | 100% | 3723 | 100%
To_4-3-1-2 || 1090 | 109% | 3916 | 105%
To—o—1—4—3 || 1127 | 113% || 4071 | 109%
Tooi—2—4—3 | 1134 | 114% || 4062 | 109%
To—a—z—a-1 || 1465 | 147% || 4892 | 131%

Table 1. Number of PPs using several transformation orders for the cube.

3.4. Reduction Examples
Example of a reduced PPA for the cube and w = 4:
11 10 9 7

XT2T1X3 173(17_1172 \Y xoxl) :Eg(xox_l V 221 V xgxo) :E2(:E1:E0:E3 V x1x0x3 x3(at1x_o V 27237_1)
x3(T1 V 22) Tor172 V 32071 o1(T3T0 V 273)

Co

a2



6 5 4 3 2 1 0 (ranks)
T1x3To V T2x3To V x2X1 Ti1xox2 V T3T1To Tox3 V T2L1To Tox1 V T3To ToT2 ToL1 Lo
xo(xz \/:L'1) xo(l'_11'2 Vxlx_g)

Example of a reduced PPA for the cube and w = 5:

14 13 12 11 10
T3T2L4 £L'4(JS_2$3 Vv :L'1£L'2) x4(x1x_2 V T3x2 V 1‘31‘1) T4TOT3 1‘1(1‘21‘31‘4 \Y $2$3ﬂ)
T3T4T2 24(T277 V 237T2)

x4 (23T1 V 271 V T2T3)

9 8 7 6

T2T1L4 T2Tox3 x2(x1Ta V x3T71) T123T0

z3(Tiw2 V wax1)  w4(ToT1 V T2T0)  T2Zo1 V TaT2ToT1 V T4T2To T4ToT1
x0(T3za V T123) T3TaZo V 2123 T1T3%o V Z1Zox4 V T1T3T0  XTox3T1 V T2X3 V T2To

o3 V Tax1T2
xox4x2 V 3T4 V T3T0o

5 4 3 2 1 0 (ranks)
ToT1L2 o3 Tox1 V X3xo Tox2 Toxi Xo
Tox4 V T3T1T0O 4o 1?0(1?_13?2 Vv 1‘11'_2)

x1T2 V Tox2 V Tox1

Example of a reduced PPA forthe cube and w = 6:

17 16 15 14 18 12
TAaT3XT5 T5L4T3 T5L2X3 Ts5L4T3 XT3x2Ts V ToXaTs T4T1T2
z5(T2V x1) ws5(xaT1V T3T1 V T3T2) T4T5T2 z4(T5 V T1)

25(x3T2 V x4T3) x3(T2xs V Tax2)
T4 (x_0x3 Vv 1‘51‘0)

xor3Ts

x5(x_3x2 Vv 1‘11‘3)

(c5(x_4x1 Vv 1‘21’4)

11 10 9
T4To Tox1T4 V ToT5T2 T4T0T2
512 T3T4 rox3x1
T3ToTs5 V T4T3TO za(T2T1 V T3T2) z5(T1ToT2 V T170T2)
Tax125 V T3T125 V 3T4T1  T3Ts5T2 V T3T5L2 V T1T3T5  TaZ3Ts V TaZoZ3z V T1X3T5 V T1X0X3 V L1X4T0T5 V T1L4T0T3
ToTaxs V 3T0x4 V T2X0T4a T1T2x3 V £aT1X2 V TaX1T2
8 7 6 5 4
T5L1 T1X5T0 V T3X2T1 T4ToT1 T5%0 Tox3
z2(Toxa V ws5x0)  wa(ToT1 V T2T1 V T2T0) Toxr123 V Tsxo Tox3T1 V TaTo T4T0
T2Xox3 T120x3 V TaT2x1 Xox3T1 V 2273 V T2To ToT1x2 T1T2 V ToZ2 V Tox1
T3T1T4To V T32X1T0 V T3T1T4 x1(Toxs V T220)

3 2 1 0 (ranks)
Toxri V T3xg ToT2 ToTl To
xo(T122 V 2172)

4. PRACTICAL RESULTS

Some operators have been generated using the proposed method for 2% and w € {4,8,12,16,20, 24} bits. Im-
plementations have been done on Spartan 3 (XC3S1500-4) FPGAs using ISE8.1.03i tools both from Xilinx.
Synthesis was area-oriented with a normal effort and place-and-route was processed with a standard effort.



To_1 To_1-2

w || #PP size | delay | approx. | adder w || #PP size | delay | approx. | adder
[slice] [ns] size | cells [slice] [ns] size | cells

4 30 22 9.4 290 22 4 26 21 8.5 238 17
8 218 153 | 13.5 2762 202 8 182 139 | 15.3 2312 166
12 694 527 | 16.8 9234 670 12 594 519 | 16.4 7990 577
16 || 1586 | 1,223 | 19.7 21498 | 1554 16 || 1390 | 1,209 | 18.2 18968 | 1362
20 3022 | 2,292 21.3 41346 2982 20 || 2698 | 2,145 21.1 37140 2666
24 || 5130 | 3,822 | 24.5 70570 | 5082 24 || 4646 | 3,799 | 24.3 64274 | 4613

Table 2. Implementation results for state of the art methods ( [9, p. 221] and [10, p. 201]).

Table 2 reports the implementation results corresponding to the literature methods. The left part is for the
rules RO and R1 only (T¢_1). This corresponds to results from the methods provided in textbooks [9, p. 221]
or [10, p. 201]. The right part adds rule R2 (Tg_1_2) which is an extension of the state of the art reduction
rules.

Table 3 reports the implementation results using our method for two different orders. The left part presents
the results for the transformation T¢_1_2 .43 and the right part those for To_2_4—3-—1. Transformation
To_2.4.3_.1 seems to be the best one among all the tested transformations even after implementation.

To1-2-4-3 To_2 431

w || #PP size | delay | approx. | adder w || #PP size | delay | approx. | adder
[slice] [ns] size | cells [slice] [ns] size | cells

4 20 16 6.7 180 10 4 17 15 7.1 186 9
8 126 120 11.8 1867 110 8 111 119 14.9 1727 95
12 454 445 14.9 6829 436 12 393 463 15.3 6271 377
16 || 1134 | 1,128 | 184 16815 | 1106 16 997 | 1,068 | 18.6 15573 971
20 || 2294 | 2,060 21.7 33719 | 2265 20 || 2058 | 1,991 21.5 31577 | 2030
24 || 4062 | 3,750 | 23.2 59267 | 4030 24 || 3723 | 3,540 | 23.3 56172 | 3693

Table 3. Implementation results for our method.

Figure 6 summarizes the implementation results for the cube operators and w € {4, 8,12, 16, 20, 24} bits. The
results are not so good for the larger argument widths. But we think this is due to the FPGA structure, better
relative improvement would be obtained on ASIC implementations.

5. CONCLUSION

Some improvements on hardware operators dedicated to the power operation with fixed integer exponent (i.e.,
23,24, ...) have been proposed. The proposed method reduces the number of partial products. It is based on
transformations at the logical and the arithmetic levels using new identities and some extension of the state of
the art ones. This paper also deals with the application order of the reduction rules in the transformations.
The proposed method has been implemented in a VHDL generator that produces synthesizable and optimized

operators.

For moderate argument width the proposed method leads to 10-30% area improvement. The area reduction
is small for larger argument width. Only a small speed improvement is reported.

The generated operators currently compute the exact value of the result. In the future, we plan to develop
truncated version of these operators. We will work on signed representations for this operation. Another inter-
esting future prospect would be the generation of ASIC and low-power consumption versions of these operators.
We also plan to apply our results to function approximation methods.
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Figure 6. Relative area and speed improvement of our method compared to the state of the art methods.
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Abstract— This paper presents an error compensation method
for truncated multiplication. From two n-bit operands, the
operator produces an n-bit product with small error compared
to the 2n-bit exact product. The method is based on a logical
computation followed by a simplification process. The filtering
parameter used in the simplification process helps to control the
trade-off between hardware cost and accuracy. The proposed
truncated multiplication scheme has been synthesized on an
FPGA platform. It gives a better accuracy over area ratio than
previous well-known schemes such as the constant correcting and
variable correcting truncation schemes (CCT and VCT).

I. INTRODUCTION

In many digital signal processing applications, fixed-point
arithmetic is used. In order to avoid word-size growth, op-
erators with n-bit input(s) must return an n-bit result. For
multiplication, the 2n-bit result of an (n x n)-bit product has
to be set back to n-bit by dropping the n least significant bits
through a reduction scheme (usually truncation or rounding).
This is the purpose of truncated multipliers.

Truncated multiplication is used mainly for applications
such as finite-impulse response (FIR) filtering and discrete
cosine transform (DCT) operations. It can also be used to
reduce the hardware cost of function evaluation [1].

This paper starts by the notations and presents the main
methods used for truncated multiplication in Section II. In
this section, we introduce a simple classification of truncated
multiplication schemes. The proposed method is presented
in Section III. Our method is based on carry prediction and
selection. Section IV presents the error analysis and the im-
plementations results on FPGAs. It also presents a comparison
with some existing solutions.

II. BACKGROUND
A. Notations

Figure 1 presents the partial product array (PPA) of an
unsigned (4 x 4)-bit multiplication (see [2] for full-width
multiplication algorithms). The partial product z;y; is often
represented as a dot for compact notation (see Fig. 2).

We use fixed-point notation with n fractional bits (i.e.,
0.x129273 . ..xy,) for the operands and the result. As shown in

T3 To T Zo
X Y3 Y2 Y1 Yo

Z3Yo
T2Y1
T1Y2
ToYs3

T2Yo T1Yo ToYo
T1Y1 To¥Y1
ToY2

T3Y1
T3Y2 T2Y2
+  X3Y3 T2Y3 T1Y3

b7 DPe Ds P4 p3 p2 b1 Pbo

Fig. 1. Partial product array of a (4 x 4)-bit multiplication.

Figure 2, M P represents the n — 1 most significant columns
of the partial product array. M P corresponds to the n bits
of the final truncated result. w;g, is the weight of the least
significant bit in the truncated result, i.e., wisp = 27". The
least significant part of the PPA is noted LP, and we further
distinguish its k£ most significant columns as LP,,4;,r, and
the remaining n — k£ columns as LP,,;,.-. In some schemes,
the column in LP,,;,,, with the highest weight (the left-most
column in LP,,;,., in Figure 2) is used. It is referred in the
following as LP,(,ZLW. We refer to a column in the PPA by its
weight, for example M P extends from columns col; to col,,
i.e. from the column where the partial products weight 27! to
the column where the partial products weight 27" = w; .

Function trunc,, () denotes z truncated to the n-th bit, and
round,, (z) stands for = rounded to the n-th bit.

A truncated multiplication scheme computes the partial
products in M P, and add an error compensation value (ECV)
computed as a function of LP. The result of a truncated
multiplication is noted

P = trunc,, (M P + f(LP)).

The most obvious way of performing a truncated multipli-
cation is first to compute the exact 2n bits of the result, then
round it to n bits. This full-width result is

Ppw =round,, (MP + LP).

While giving the smallest possible error, which is only due
to the rounding, this method also requires the highest amount



n k

Fig. 2. The different parts of a partial product array.

of hardware by computing all the partial products.

Since the sum bits in the 2n-bit full-width product are not
all used, one is tempted to remove some low-weight columns
in LP in order to diminish the hardware cost of the multiplier.
However, by doing this, the carries in the low-weight part of
the PPA are lost, thereby introducing an evaluation error.

Two kinds of error occur in truncated multiplication: the
evaluation error F.,,;, which is due to the columns that are
removed in L P, and the truncation error Fy,.,,,., which occurs
when the computed value of the PPA is reduced to an n-bit
value.

A direct-truncated multiplier computes only the n — 1
most significant columns of the PPA. While minimizing the
required amount of hardware, this approach does not take into
account any of the carries propagating from LP, and leads
to a maximal evaluation error. The result of a direct-truncated
multiplier is

Ppr = trunc,, (M P).

B. Classification of the Truncated Multiplication Schemes

The truncated multiplication problem is the trade-off be-
tween accuracy and hardware cost. At one side, there is the
full-width multiplier with the best accuracy but the highest
cost. At the other side, there is the direct-truncated multiplier
with the lowest cost but the worst accuracy. Many truncated
multiplication schemes have been proposed with intermediate
trade-offs.

We propose a simple classification based on the complexity
of the ECV computation scheme. We distinguish two main
kinds of solutions: static ECV and dynamic ECV. Static ECV
means that the correction value does not depend on the actual
values of the operands (the value is fixed at design time).
Dynamic ECV uses a correction value computed using the
actual operands (at run-time). Obviously, dynamic ECV is
more accurate but it requires larger circuit area.

In order to refine the classification, we add subgroups
depending on the PPA part impacted by the truncated mul-
tiplication method. We propose the five groups defined below.

« Static ECV with C: no partial product from LP is
computed, the constant C' is based on the LP part.

o Static ECV with LP,,4j0r + C: all partial products from
LP,,qj0r are computed, the constant C' is based on the
LP, minor Ppart.

o Dynamic ECV with f(LP,4j0r): all partial products
from LP,jor are computed and used to evaluate the
correction due to LP.

e Dynamic ECV with LPpqjor + f(LPminor): all par-
tial products from LFP,,,;,- are computed, some partial
products from L P, ;0 (usually LP,(,Z?MT) are used to
evaluate the ECV.

e Dynamic ECV with LP: all partial products in LP are
computed and used to compute the ECV.

Table I presents the classification of the previous methods
and our method accordingly to those groups.

C. Static ECV: C

In [6], the expected value of C' = Sum/(LP) is estimated
by assuming that each bit of the inputs has a probability 1/2
of being one. The probabilities of each carry and sum bit are
evaluated using the logic properties of the half-adder and full-
adder cells.

The direct-truncated multiplication scheme described previ-
ously also fits in this category with C' = 0, LP is not computed
nor approximated.

D. Static ECV: LP,,qj0r + C

Truncated multiplication schemes with a static ECV ap-
proximate the error done by leaving out the low-weight
columns LP,,;no With a constant, which is computed either
by exhaustive search on the input values or as a statistical
evaluation of the expected value of LP,,;no-. In order to
improve the accuracy, the k columns of LPFP,qj, are used
as an extension of M P. The resulting (n + k)-bit value is
then rounded or truncated to n bits.

In [3], every input bit is assumed to have a probability %
of being one. Each partial product therefore has an expected
value i. By adding their expected values over LP,,;p0r, Lim
gets the expected value of the evaluation error:

_wlsb
4

n—k—1
Eeval = Z (Z + ].) 2i—n. (1)
=0

K3

The multiplication result is:
P =round,, (M P + LPpqjor + roundy, i (—Eevai)) »

and the parameter £ is chosen so as to give to the evaluation
error a variance lower than the variance w?;s/12 of the
rounding error, which is treated as a random noise.

This method is refined in the constant correction truncated
(CCT) multiplication [7], where the error made by truncating
the (n + k)-bit result to an n-bit value is computed assuming
for each result bit of the multiplication a probability % of being



Static ECV Dynamic ECV
C ‘ LPmajor + C f(LPmajoT) ‘ LPmajor + f(LPminor) ‘ LP
direct-truncated | [3] [4] [5] full-width
[6] [7] [8] [9], [10]
[11] our method

TABLE I
CLASSIFICATION OF THE ECV METHODS USED IN LITERATURE.

one. This gives:

-1
Wish 1 Wish —k
Frrune = — 2 = — 1—-277).

trunc 5 i;k 5 ( )

The multiplication result is:

P = trunc,, (M P + LPy4j0r
+r0undn+k (_Eeval - Etrunc)) .

E. Dynamic ECV: f(LPnqjor)

In order to further diminish the error, some schemes have
been proposed where, instead of approximating the value of
the partial products in LP,,;no by a constant, it is expressed
as a function of the partial products in LP,q 0.

[4] gives an ECV for a modified Booth encoded PPA,
where each line of partial products in LP,, ;. 1S estimated
as a multiple of the corresponding partial product in L P40,
(k = 1). This results in a data-dependent ECV.

[8] presents another dynamic ECV for a modified Booth
multiplier. For every possible combination of bits in the
recoded operand, a corresponding expected value of LP,,;p0r
is computed by statistic analysis, and added to the exact value
of LP,qj0r (k = 1). This gives for every possible value of the
recoded operand an approximation of the carries propagated
from LP. A carry generation circuit is then computed using
a Karnaugh map. For sizes larger than 12, the exhaustive
simulation is replaced by statistical analysis.

F. Dynamic ECV: LPyajor + f(LPminor)

In [5], the ECV for a Baugh-Wooley array multiplier is
computed in three parts. First LFP,,qj,- is computed and
summed. Then the partial products in LPfTZ)nOT are computed,
some of them are inverted, and all this is summed. The pattern
of inversions applied to the partial products in LPT(;;)TLOT is
parametrized by an integer (). The sum is noted 6 ;. Finally
the expected value of (LPpinor — 00.x) is estimated, and
added do LP,,qjor + 0 k. The best value of () is obtained
by exhaustive search. For n > 16, a statistical analysis can be
performed.

The variable correction truncated (VCT) multiplication [9],
[10] estimates the carries propagated from L P,,,;,,. by adding
to the least column of LP, .- the partial products of
LP%%OT. This is equivalent to multiplying these partial-
products by two. An immediate consequence is that the ECV
is minimal when the multiplication operands are minimal, and

vice versa. The truncation error Fy,.,.,. is the same as the one
defined in the CCT multiplication.
The multiplication result is:

P = wunc, (MP + LPyasor +2LP\)

+round,, 4 (_Etrunc) )

A hybrid correction truncation (HCT) multiplication [11]
realizes a compromise between the CCT and VCT multipli-
cations by only using a percentage p of the partial products
in LP,SZ)HOT for the ECV, and adding 1 — p of the evaluation
error Fleyq, defined in the CCT multiplication. The truncation
error Firyne 1S also the same as in the CCT and VCT
multiplications.

The multiplication result is:

minor
+round,, (p — 1) * Eeval — Etrunc))

G. Dynamic ECV: LPmajor + LPminm’

Only the full-width multiplier fits into this category: this is
the case where all of LP is computed.

P = trunc,, (MP + LPyajor +p - 2LPY

III. PROPOSED METHOD

In this work, a new data-dependent truncated multiplication
scheme is introduced. It is named prediction-selection correct-
ing truncated (PSCT) multiplication. It is proposed for direct
non-recoded unsigned array multiplication.

In the CCT, VCT and HCT multiplication schemes, the
carries propagated from LP,,;,. are estimated, either by
statistical analysis or with the help of the partial products in
column LP,(rf?”m_. It is then difficult to know what kind of
error is done, and what additional terms might be introduced
in order to improve accuracy.

Our approach tries to address this issue by computing in
a first time the exact values of every carry generated in
LP,inor, and then discarding the less probable ones. This
scheme simplifies the computation of the ECV and lower the
associated hardware cost, while keeping track of the error
made by removing those products.

A. Carry Prediction

Consider a complete PPA as the one used for the full-width
multiplication in Figure 2. Since the n — k least significant
bits of the result are discarded, the corresponding sum bits
of LP,,inor do not have to be computed. But if LP,,in0r 18



MP meajor LPm,innT
T3Yo T2Yo T1Yo ToYo
(2) r3Y1 T2Y1 Ti1Y1r TolYi
T3Y2 T2Y2 T1Y2 ToY2
T3Ys T2Y3z T1Y3 Toys
LP
T3Yo T2Yo T1Yo oo Z3Yo T2Yo *THO
(b) T2yYy1r T1Y1 ToY1 © Z2Y1 T1Yy1 *oyr
I1Y2 ToY2 T1Y2 Toly2
ToYs ToYs | ToT1YoY1
Z3Y0 7o r3Yo ForrHoi
) 21 FTHT © Toy1  Bfrry)
T1Y2 TuYz T1Y2
ToYs ToTiYoY1 Zoys
A(z,y) | B(z,y) Az, y)
C(z,y)

A(z,y) = zoz1y1y2 V ToT2yoy2 V T1Z2YoY1
B(z,y) = (zoy2) ® (r1y1) ® (2290)
C(z,y) = zor1yoy1 A B(x,y) = ox1y0y1 A (2 © y2)

Fig. 3. The four steps of carry prediction for n = 4 and k = 1.

not implemented at all, all the carries generated there are lost,
leading to the evaluation error described in Eq. (1).

In order to keep the evaluation error low while removing
unnecessary hardware, only the logic formulas of the carries
generated in LP,,;,.- have to actually be implemented. These
expressions are obtained by replacing the full-adder and half-
adder cells in LP,,;,. by their respective logic definitions:

carry 4 (a,b,¢) = abV ac V be
sumpa(a,b,c) =adbdc
carry ;7 4 (a,b) = ab
sumga(a,b) =a®b

where ab means “a and b”, a Vb is “a or b and a @ b stands
for “a exclusive-or b”.

It is possible to express the logic formulas of the carries
through L P,,;n0r. Once implemented, the carries generated in
LP,,inor are known exactly.

Figure 3 shows the carry prediction steps for a 4-bit multi-
plication with one column in LP,, 40, (a).

e (b) The first step computes the carries generated in the
least significant column of LP,,;,0r, cols. Since there is
only one partial product there, no carry can be generated.

e (¢) The carry generated in col; is added to colg. This
carry is expressed logically as zoz1y0y1-

e (d) The first carry in colg,
A(z,y) = carry p 4 (xoy2, T1Y1, T2Yo) is similarly
added to cols, and the corresponding sum bit

B(z,y) = sumpa(zoy2, T1Y1, L2Y0) replaces the

three partial products in colg.

e (e) Finally zoz1y0y1 and B(z,y) are removed and their
carry C(z,y) is added to cols, in LPqj0r-

We note LPy,,;,. and LP; . .. the parts of the PPA
corresponding to LP,,jor and LP,n, obtained at the end
of the prediction process.

All the partial products left in LP/ . are sum bits, which
do not need to be computed, since every carry originally
generated in L P,yinor is now computed in LPy, ...

After the carry prediction process, LP/ .. . contains only
one partial product in each column. Assuming that each result
bit of the multiplication has a probability % of being one,
the expected value of the evaluation error E,,,; is lower than
27k~ L4, 50 that round,, s (— Eevar) = 0.

We can replace round,, . (LP) by LP) :

major:*
Pps = round, (MP+LP},,...)
= round,, (M P + round,y, (LPnajor + LPminor))
= Prw

At this point, the truncated operator we obtain gives the
same result as the full-width multiplication.

B. Carry Selection

So far, the evaluation error is lower than 2~% 1w, but
the partial products in LP,,,;,. become very complicated
as n grows, and a large hardware cost may result. In order
to reduce the area requirements of the truncated multiplier,
some carries have to be simplified. For that purpose, the logic
formulas are written under their simplified disjunctive normal
form, and a “filter” is applied on the last column in LFP,, ;-
This consists in removing any conjunction which number of
variables exceeds a given threshold ¢. Assuming that the input
bits have a probability % of being one, a conjunction of ¢+ 1
variables will have a probability 27*~! of being one. Applying
the filter, one makes an error of about mx2~%~*~Ly; ., where
m is the number of conjunctions that were removed in the
process. The evaluation error E.,,; is updated in accordance

to this value. The multiplication result is:
Ppg =round,, (MP + LP}, ., + round, 4t (—Eecvar)) (2)

Let us consider the previous example (Figure 3) of an n-bit
truncated multiplication with n = 4 and k£ = 1. The only
column in LP,’ijT contains Zsyo,- - ,ToYys, A(z,y) and
C(z,y), where C(x,y) = xor122Yoy1y2 V Tox1T2Yoy1Y2 in
its disjunctive normal form.

If no threshold is imposed, the truncated multiplication is
equivalent to the ideal rounded multiplication.

For a value of the threshold ¢ = 4, both conjunctions in
C(z,y) are removed, and the evaluation error is increased by
the probability of C'(x,y) being one.

If the restriction on ¢ is set down to 2, the three terms
constituting A(x, y) will also disappear. The evaluation error is
further increased by the probability of A(z,y) being one, and
the truncated multiplier is now equivalent to a CCT multiplier.



Multiplication scheme  [f] €avg o Emaz
Direct-truncated 7.66e-1  7.66e-1  6.19¢e-1  3.06
Ideal rounded 6.25e-2  2.34e-1 1.68e-1  5.00e-1
PSCTk=1,t=6 6.25e-2  2.34e-1  1.68e-1  5.00e-1
PSCTk=1,t=4 4.69e-2  2.36e-1 1.7le-1  5.62e-1
PSCTk=1,t=2 3.12e-2  2.6%-1 2.15-1 1.06
CCTk=1 3.12e-2  2.69e-1 2.15-1 1.06
VCTk=1 3.44e-1  3.59-1 2.8le-1  9.37e-1
TABLE II
ERROR ANALYSIS OF SEVERAL TRUNCATED MULTIPLICATION SCHEMES
FORN =4
IV. RESULTS

A. Mathematical Error

For each studied multiplier scheme, the absolute bias |3,
average absolute error 4,4, standard deviation o and absolute
maximum error €,,,, are given in output Isb w;s, = 27". They
are computed exhaustively for n < 8, and using an extensive
random sampling for larger values of n.

The mathematical data for the previous example is given
in Table II. We can see that, by acting on the value of the
threshold ¢, we realize a compromise between the full-width
multiplier and the CCT multiplier.

B. Synthesis

We studied the implementation of truncated multiplica-
tion schemes on FPGAs. The CAD tool used was Xilinx
ISES.1i and the target was an FPGA of the Spartan 3 family
(XC3S200) with a medium speedgrade (-5). Synthesis and
place-and-route were area-oriented with a standard effort . The
multipliers were implemented using LUTSs (not hardware block
multipliers).

The Xilinx devices are optimized for 4 up to 8-bit input
functions. This allows us to perform an efficient implementa-
tion of PSCT multipliers with a threshold up to t = 8. We
implemented the PSCT multipliers for ¢ running from 3 to
8. A PSCT multiplier where ¢t = 2 is equivalent to a CCT
multiplier with the same value of the parameter k.

C. Comparisons

The comparisons are lead with some well known truncation
schemes for direct multiplication, that is the CCT [7] and
VCT [9] multiplications. The full-width multiplier and direct-
truncated multiplier are used as a reference.

The comparisons were done for n = 8, 12 and 16. Our
method is not yet fit for higher values of n, because of the
fast growing computational cost of the prediction process.

Figure 4 shows how the different schemes behave for n = 8§,
12 and 16 from top to bottom. The X-axis gives the average
absolute error, which is our principal accuracy criterion. The
Y-axis gives the hardware cost relatively to the full-width
multiplier. The aim is to perform a good accuracy while
minimizing the hardware cost. This corresponds to the lower
left part of each graph.

For n = §, the CCT is outperformed by the PSCT for ¢t = 3,
4 and 5. One can compute with the same average accuracy as
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Fig. 4. Relative size vs. average error for truncated multiplication schemes.

the CCT with smaller PSCT multipliers. Similarly, for n = 12,
the PSCT for ¢ = 3 requires less hardware to provide the same
average accuracy as the CCT. For n = 16, the two schemes
are equivalent.

Tables III, IV and V show accuracy results for the trun-
cated multiplication schemes. If one wants to get an average
accuracy as small as possible, that is get close to 0.25, the
PSCT multiplication has a lower hardware cost than the other
truncated multiplication methods.



Multiplication scheme  e4ug o Emaz area  delay
Ideal rounded 2.49e-1 1.46e-1  5.00e-1 48 10.3
Direct-truncated 1.75 9.76e-1  7.00 32 8.9
CCTk=4 2.52e-1  1.5le-1  5.66e-1 47 10.8
VCT k=4 2.51e-1 1.50e-1  5.66e-1 46 11.4
PSCTk=4,t=3 2.50e-1  1.48e-1  6.29%¢-1 45 10.2
PSCTk=4,t=5 2.49-1 1.47e-1 5.5le-1 46 11.7
TABLE III

ACCURACY RESULTS FOR 8-BIT TRUNCATED MULTIPLICATION SCHEMES

Multiplication scheme  egvg (o Emazx area  delay
Ideal rounded 2.49e-1 1.45e-1  5.00e-1 93 12.7
Direct-truncated 2.73 1.24 9.00 53 11.5
CCTk=5 2.5le-1  1.48e-1 5.7le-1 85 12.3
VCT k=4 2.52e-1  1.49e-1  6.03e-1 93 14.6
PSCTk=5,t=3 2.5le-1  1.48e-1  6.56e-1 84 12.3
PSCTk=5t=4 2.50e-1  1.46e-1 594e-1 88 14.3
PSCTk=5,t=5 2.49e-1  1.46e-1 5.78e-1 91 14.3
TABLE IV

ACCURACY RESULTS FOR 12-BIT TRUNCATED MULTIPLICATION SCHEMES

Multiplication scheme  €q4vg o Emazx area  delay
Ideal rounded 2.49e-1 1.45e-1  5.00e-1 162 15.2
Direct-truncated 3.76 1.48 12.5 95 13.2
CCTk=6 2.51e-1 1.47e-1  5.62e-1 140 15.0
VCT k=4 2.52e-1  1.50e-1  6.36e-1 149 15.3
VCT k=5 2.50e-1  1.46e-1 5.5%-1 153 15.3
PSCTk=5t=4 2.52e-1 1.50e-1  6.41e-1 140 16.0
PSCTk=5,t=6 2.5le-1  1.49e-1 6.26e-1 142 18.2
TABLE V

ACCURACY RESULTS FOR 16-BIT TRUNCATED MULTIPLICATION SCHEMES

CONCLUSION

We presented a new truncated multiplication scheme. The
method first computes the logic expression of the carries
propagated from L P, ;n0r, then performs simplifications while
keeping control over the introduced error. This scheme
achieves an improvement both for accuracy and hardware
requirements over previous schemes. The proposed method
has been implemented on FPGAs, it shows an area reduction
for comparable accuracy on 8 and 12-bit multipliers.

In a near future we plan to improve the speed of our method
in order to deal with larger multipliers. We also plan to study
the effects of different groupings of the partial products during
the carry prediction phase, that should lead to accuracy and
hardware cost improvements.
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Abstract

This paper presents small FPGA implementations of
low-precision polynomial approximations of functions with-
out multipliers. Our method uses degree-2 or degree-3 poly-
nomial approximations with at most 3-bit coefficients and
low-precision estimations of the powers of x. Here we de-
note by 3-bit coefficients values with at most 3 non-zero and
possibly non-contiguous signed bits (e.g., 1.0010001). This
leads to very small operators by replacing the costly multi-
pliers by a small number of additions. Our method provides
approximations with very low average error and is suitable
for signal processing applications.

1. Introduction

In digital systems, polynomial approximations are
widely used. The elementary functions (e.g., sine, cosine,
logarithm, exponential), for instance, are often evaluated us-
ing polynomials [7]. Algebraic functions, such as square
root or reciprocal square root can be efficiently approxi-
mated using polynomials. Low-degree polynomials are of-
ten used for evaluating reciprocals in digital signal process-
ing applications such as frequency demodulation.

The size of the multipliers is often a problem when im-
plementing function approximations in hardware. Several
solutions have been investigated to limit their size. Meth-
ods based on tables and small multiplications are often
used [12, 8, 4, 2]. For small precision, some methods, such
as the multipartite tables, have been introduced to avoid the
use of multipliers [11, 10, 1]. The partial product arrays
(PPAs) method [5] uses converging series where all the op-
erations have been developed at the bit level and where the
low-weight terms are discarded.

In this work we focus on polynomial approximations
with at most 3 non-zero bits coefficients and low-precision
estimations of the powers of x. We deal with degree-2 or
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degree-3 polynomial approximations: P(x) = pg + p1x +
p272[+p3z3]. The coefficients p1, p2 and p3 are represented
using at most 3 non-zero signed bits in order to replace the
multipliers by a small number of additions. The coefficient
Do is kept as large as possible since it is an additive term. In
order to further decrease the size of the operators, we use
low-precision estimations of the powers of z (i.e., 2 and
2%). The proposed method leads to approximations with a
maximum error limited to a few LSBs, but with very low
average error. The obtained average error is close to the er-
ror of the minimax polynomial. This makes our method an
attractive solution for some signal processing applications.

This paper is organized as follows. The notations and
background are presented in Section 2. Our contribution is
presented in Section 3. Section 4 presents the FPGA imple-
mentations. We compare our results with other methods in
Section 5. We conclude in Section 6.

2. Notations and Minimax Polynomial Approx-
imations

In this work, we deal with the evaluation of a function
f with inputs and outputs in fixed-point format. The argu-
ment z is in the domain [a, b[ and the result f(z) is in the
range [a, /[ (or ]a’, b']). Our work can be straightforwardly
extended to other forms of intervals (e.g., [a, b]). The inte-
ger d denotes the degree of the polynomials. The argument
x is a wy-bit number and the output f(x) is a wo-bit num-
ber. The notation ()2 denotes the binary representation of a
value. For instance the value 3.125 is represented in binary
by (11.001)2. The quantified coefficients of the polynomial
will be represented in the borrow-save format [3]. Bits with
a negative weight are denoted by 1.

The input argument z is considered as exact. The ap-
proximation error measures the distance between the math-
ematical function f and the approximated function used to
evaluate it. The rounding error due to the discrete nature of
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the final and intermediate values adds up to the approxima-
tion error. In order to limit the rounding error, we introduce
g additional guard bits for the intermediate computations
(i.e., they are done on words of wp + g bits).

In order to measure the theoretical approximation error
€5, due to the use of the polynomial P to evaluate the func-
tion f on [a,b], we use the distance (estimated using the
Maple infnorm function):

én = ||f — Plloo = oax, |f(z) — P(z)|.

For a given argument «x it is possible to evaluate the ef-
fective total error € = f(z)—output(P(x)) which includes
all kinds of error. Here, output(P(z)) is the result of the
evaluation of P(x) by the circuit using finite precision com-
putations. As the proposed method targets low-precision
approximations (up to 16 bits), the average total error €,
its standard deviation o and the maximum error €,,,,, can be
computed. Indeed, for all possible values of z, the effective
result is evaluated and compared to the theoretical value.

The polynomial approximations used in the following
are based on the minimax polynomial approximation as a
starting point. The degree-d minimax polynomial approxi-
mation to f on [a, ] is the polynomial P* that satisfies:

— P oo — i - P 00
If I Igreugd\lf I

where P is the set of polynomials with real coefficients and
degree at most d. Minimax approximations can be com-
puted thanks to an algorithm due to Remes [9].

Example 1 Degree-3 minimax approximation of the sine
function on [0,7/4] (results from Maple truncated to 10
decimals), €;, = 0.0000474552 (i.e., 14.3 bits of accu-

racy):
P(x) = —0.0000474552 + 1.0017332478 =

— 0.0095826177 2 — 0.1522099691 2.

In the following, error is also expressed in number of
correct bits. For instance, the error ¢, = 2.3 x 1073 is
equivalent to 8.7 correct bits (CB).

3. The 3-Bit Coefficients and Estimations of
Powers of + Method

The proposed method is based on the following steps:

Step 1 determination of the minimax polynomial approxi-
mation Py, (done using minimax Maple function);

Step 2 quantification of the coefficients of P, to 3 non-
zero bits, this gives polynomial P,;

Step 3 estimation of the powers of x in polynomial P,;

Step 4 fine tuning of the coefficients, this gives the polyno-
mial P;.

3.1. 3-bit Quantification of the Coefficients

In order to replace large multipliers by a small number
of additions, the coefficients (p1, p2 and ps if any) of poly-
nomial P;j, are quantified to values with at most 3 non-zero
bits. The constant coefficient pg is not quantified. It is kept
as large as possible since it is an additive term.

The quantification of coefficient p; with NZ non-zero
bits (here NZ < 3) and a relative accuracy of 27k (the span
of the NZ bits is at most k-bit wide) is obtained using an
iterative algorithm. At each iteration, the power of 2 the
nearest to p; is determined and subtracted to p;. This itera-
tion is applied to the remainder until NZ non-zero bits are
used or an accuracy less than 2% is reached (when the re-
mainder is zero or the difference of ranks between the most
significant and the least significant non-zero bits is greater
than k).

The result of the quantification step is one of the possible
representations of p; with at most NZ non-zero bits and an
accuracy less than or equal to 2% The returned quantified
coefficient also has the smallest possible span (the differ-
ence between the ranks of the most significant and least sig-
nificant non-zero bits). For instance, the algorithm favors
the case (11.01)5 rather than (101.01), for the value 3.25.

Depending on the target, one specific kind of represen-
tation may be preferable. For instance, for ASIC imple-
mentations, it may be more efficient to favor the represen-
tation with the smallest number of negative bits (a subtrac-
tion may be slightly larger than an addition). In this case,
the quantification of the value 1.375 with the representation
(1.011)5 should be preferred to the equivalent representa-
tion (1.101)s.

Example 2 Quantification of the value v = 1.0017332478
with at most 3 non-zero bits for several spans k, the quanti-
fied value is denoted v,:

ek = 8 v, = 2° = (1.0000000)s, v — v, =
0.0017332478 (i.e., 9.1 CB);

o k=10, v, =2+ 279 = (1.000000001)2, v — vy =
—0.0002198772 (i.e., 12.1 CB);

o k=13 v, =2+279—-2712 = (1.000000001001),,
v — v, = 0.0000242634 (i.e., 15.3 CB).

Figure 1 presents the quantification error for all the 10-
bit values of z in [0, 1[ quantified to at most 3 non-zero bits
with a maximum span of k = 8 bits. The average error is
0.0000534057 (i.e., 14.1 bits of accuracy), its standard de-
viation is 0.0031827562. The maximum error is 0.015625
(i.e., 4 LSBs).

IH",F.

COMPUTER
SOCIETY

Proceedings of thel6th International Conference on Application-Specific Systems, Architecture and Processors (ASAP’05)

1063-6862/05 $20.00 © 2005 IEEE



0.015 4
3
0.010 |
S 2 3
© 0.005 ‘ ‘ 19
c FH*
§ (T T
g [ I S €
Z 13
S -0.005 | &
=}
] 2 £
-0.010 |
3
-0.015 |- 4
0 0.25 0.5 0.75 1

value x

Figure 1. Quantification error for 10-bit values
in [0,1] with NZ < 3 and k = 8.

3.2. Low-Precision Estimations of the Powers of =

Once the coefficients of the polynomial have been quan-
tified to 3-bit values, some multiplications remain during
the evaluation of P(z). Indeed the square 2 and the cube
x> of the argument have to be computed. In this work we
also try to replace these “multiplications” by a small num-
ber of additions. For that, we replace the values of 22 and
2> by estimations of these values.

First of all, we apply the standard simplifications for the
computations of the partial products of 2 and 23. Those
simplifications can be found in [3, 6].

The estimation is done by taking into account only the
c first columns of the partial products. The number of
columns c is a parameter in the exploration space.

Table 1 presents the impact of the number of columns ¢
in the estimation of 22 on the evaluation of ps x 2 with
p2 = 0.1882871881, wy = k = 8 bits and NZ < 3.
For each value of ¢, several values are reported: the num-
ber of partial products #,,,, the average error €, its stan-
dard deviation o and the maximum error €,,,,. Those error
characteristics are evaluated for the 2% possible values of
x in [0, 7/4[. The number of partial products when all the
columns are used in 22 is 36 and not 64 = 82 due to the
simplifications from [3, 6].

The values of the average error reported in Table 1 show
that the loss of accuracy in the computation of py x 22 may
be large when c is small. One can conclude that it is not a
good idea to estimate the powers of z. This is false! Table 2
presents the same study for the complete computation of
the sine function on [0, 7/4[. The polynomial used with the
parameters wy = wo = k =8, 9 =2and NZ < 3is:

—(0.000000001)5 + (1.000100T ), — (0.0011000001 )52,

e [ # ] €avg g maz
8 [0.78x1072 | 0.58x 1072 | 0.23 x 10~*
51 12 | 059 %1072 | 0.42 x 1072 | 0.18 x 107!
6 || 16 | 0.28 x 1072 | 0.19 x 102 | 0.88 x 10~2
7 1| 20 | 0.18 x 1072 | 0.11 x 1072 | 0.52 x 102
all || 36 | 0.13x 1072 | 0.67 x 1073 | 0.32 x 1072

Table 1. Size and accuracy of the evaluation
of py x z2 for several values of c.

For this polynomial several values of ¢ have been tested for
the estimation of 2. The error characteristics are evaluated
for the 2% possible values of z in [0, w/4[. Table 2 clearly
shows that a rough estimation of z? is sufficient to provide a
correct average error and maximum error. For this example,
approximations with only ¢ = 5 or 6 columns (for 22) have
an accuracy equivalent to the solution with the complete,
and costly, computation of z2.

Lell ca o | mar |
4 11044 %1072 | 0.35x 1072 | 0.15 x 107!
5 11023x1072 | 0.16 x 1072 | 0.75 x 102
6 |]022x1072 | 0.15%x 1072 | 0.75 x 1072
7 11021 x1072 | 0.15x 1072 | 0.75 x 1072
all || 0.21 x 1072 | 0.15 x 1072 | 0.75 x 1072

Table 2. Accuracy of the evaluation of sin(z)
on [0, 7/4[ for several values of c.

3.3. Fine Tuning of the p;’s

Due to the estimation of the powers of z, the overall ac-
curacy can be slightly improved by modifying the value of
the quantified coefficients. Indeed, using only the ¢ most
significant columns in the partial products of ! leads to
underestimate its actual value. In order to compensate this
underestimation, one can try to modify the coefficient p;.

The fine tuning algorithm is quite simple. For each
monomial p;z?, it determines its average error ¢;. If ¢; is
less than zero, 1 is added to the LSB of the quantified co-
efficient p; (—1, if ¢; > 0). This step is repeated while the
accuracy of the result is improved. The result of the fine
tuning step depends on the actual value of c.

Example 3 Fine tuning of the sine function on [0, 7 /4] with
wy = wo = 12, NZ < 3 and g = 2. The estimation of
22 is done with ¢ = 4 and ¢ = 8 for 23. Before the fine
tuning, €,09 = 0.91 X 1073 (i.e., 9.9 CB). Fine tuning on
the individual coefficients:
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o py = 20 + 279 — 2712 yot modified;
o pp =277 279 1 27 B modified to —277 — 279;
o p3 = —273 - 275 1 278 modified to —273 — 273,

After the fine tuning, €4,y = 0.72 x 1073 (i.e., 10.4 CB)
and two additions have been suppressed.

3.4. A Complete Example

Let us approximate the sine function on [0, 7/4[ with 8-
bit input and output (w; = wo = 8) with a degree-2 poly-
nomial. The corresponding minimax polynomial Py, () is:

—0.0023098047 + 1.0540785973 2 — 0.1882871881 z2.

The quantification step is performed with the parameters
k =8, NZ < 3 and g = 2. The result of the quantification
step is the polynomial Py (z):

—(0.000000001)+(1.000100T)3 2 — (0.0011000001), 2.2,

The next step is the estimation of z2. Here we only use
¢ = 3 columns. The value of the coefficients of P,(x) does
not change during this step.

The last step is the fine tuning of the coefficient py. By
chance, the number of non-zero bits of the new coefficient
is decreased. The result is the polynomial P;(x):

—(0.000000001)3 + (1.000100T)  — (0.0100T) 2.

The accuracy measured for each step is reported in Ta-
ble 3. The results show that the 3-bit quantification is not
the main source of error. In this case, the very rough estima-
tion of 22 (only 3 columns) leads to an average accuracy of
7 bits. After the fine tuning step, the average error is slightly
improved. These results show that even with very “cheap”
estimation of the powers of x, reasonable average accuracy
can be achieved using our method. Figure 2 presents an
illustration of the overall computation for this example.

0 -1-2-3-4-5-6-7-8-9 ranks

_pol"' |
-+20x| |

DISCARDED BITS

Py +2‘4x;
_—2'7x5

[ y2,2:
Py .

_Z_SXZ:

Px) | |

Figure 2. lllustration of the computation of P,
for sin(x) on [0, 7/4].

3.5. Some Accuracy Results

Table 4 summarizes the accuracy results for the sine
function. For degree-3 approximations, the numbers of
columns are given in the order 22, 3. These results show
that correct approximations can be achieved using rough es-
timations of 22 and 23. Table 5 presents accuracy results for
other common functions. For function 2” with a degree-3
polynomial, using only NZ < 3 for coefficient p; leads to
a very small accuracy. This can be improved using NZ = 4
for this specific coefficient (line d = 3* in Table 5).

Target ‘ c ‘ ‘ €avg €maz
wr=8 | 4 [043%x1072|0.14 x 1071
d=2 5 0.24 x 1072 | 0.09 x 107!
6 0.18 x 1072 | 0.05 x 107!
all || 0.16 x 1072 | 0.05 x 1072
wr=12 ] 2,8 || 0.61 x 1073 | 0.31 x 1072
=3 |30 044 x 1073 | 0.24 x 102
411 || 0.38 x 1073 | 0.16 x 1072
5,12 || 0.17 x 1073 | 0.08 x 1072
all || 0.08 x 1073 | 0.03 x 10~2

Table 4. Accuracy results for sin(z) on [0, /4],
wy =wo =k, NZ < 3,9 =2.

‘ Step H €avg €maz ‘ Cost ‘
Minimax en = 0.23 x 1072 3x, 2+
Quantif. 0.16 x 1072 | 0.53 x 1072 | 1x,2+
22 estim. || 0.69 x 1072 | 0.23 x 10! T+

Fine tuning || 0.41 x 1072 | 0.18 x 107! 6+

4. FPGA Implementations
Table 3. Accuracy and cost evolution for the
different steps for sin(z) on [0, 7/4]. The implementation results have been obtained using
Xilinx Virtex-E XCV400E FPGA with the ISE 5.2.03i en-

vironment. Standard effort has been used both for synthesis
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| |

€avg €mazx

Iz | 2| 8 | 5 | 039%x1072 | 0.24 x 107!
[1,2[ | 3 |12 (9,9 0.10x 1072 | 0.36 x 1072
27 2 18| 6 |037x1072]0.11x107!
0,1 | 3 | 12 | 6,6 || 0.68 x 1072 | 0.21 x 107!
3* | 12 16,6 || 0.19 x 1072 | 0.08 x 10~ ¢

vV | 2] 8| 5 ||015x1072 | 0.52 x 1072
[,2[ | 3 |12 | 7,7] 021 x1073 | 098 x 1073
vz | 2| 8 | 5 ||032x1072|0.11x107!
[1,2[ | 3 |12 | 7,7 0.89x 1073 | 0.40 x 1072

Table 5. Accuracy results for other functions.

and place-and-route (P&R) steps. The reported results are
post-P&R values. Area and period are reported in number
of slices and in nanoseconds respectively.

The implementation of our method in FPGAs is very
simple. The few partial products of the powers of x are
computed in parallel with the computation of the sum of pg
and the 3 terms of p; x . This sum is then added to the 3
terms of po x 22 and ps x 2 if any. The critical path is a
chain of several adders which can be easily pipelined.

Table 6 presents the results of the implementation of dif-
ferent versions of multiplier-based polynomiers for several
size and degree parameters. Those versions are:

e generic : full-width non-constant coefficients, multi-
pliers for p; x z* and optimized multipliers for z*;

e constant : full-width but constant coefficients (for sine
function on [0, /4[), constant multipliers for p; x
and optimized multipliers for x*;

e quantified : quantified coefficients (for sine function
on [0,7/4[, k = wy and NZ < 3), additions for p; x 2
and optimized multipliers for z*;

Table 7 presents the implementation results for polyno-
mial approximations of sine function on [0, w/4[ with co-
efficients quantified to 3-bit values and estimation of 2% or
x3. These fully optimized results show significant improve-
ments both for speed and area. Table 8 presents results for
other functions and parameters.

5. Comparison with Previous Work

We compare our results with two other methods ded-
icated to this range of precision: the multipartite tables
from [1] and the single multiplication second order method
(SMSO) from [2]. Those two references have been used be-
cause they provide implementation results for FPGAs. Our

d 2 3

Version wr,wo || 12 | 16 12 | 16
Generic Area 235 | 411 | 895 | 1886
(w. large mult.) | Period || 35.9 | 37.9 | 54.6 | 50.4
Constant Area 107 | 192 | 697 | 1570
(w. cst. mult.) Period || 27.9 | 29.9 | 52.3 | 59.0
Quantified Area 85 136 | 651 | 1475
(w. cst. mult.) Period || 21.3 | 22.7 | 35.5 | 38.5

Table 6. FPGA implementation results for
generic polynomiers (using multipliers) for
sin(z) on [0, 7 /4].

d 2 3
Version | wr,wo 12 [ 16 12 [ 16

c=6 Area 50 61 78 99

Period || 18.7 | 19.5 | 23.7 | 22.9
c=4 Area 46 57 61 82

Period || 18.6 | 18.9 | 20.1 | 22.1
c=3 Area 45 56 50 71

Period || 18.2 | 18.5 | 20.5 | 23.5

Table 7. FPGA implementation results for
polynomiers with 3-bit coefficients and es-
timations of the powers of = for sin(z) on
[0, /4]

results in Table 9 show smaller circuits. The comparison at
the speed level is more complex because the target FPGAs
in our work and [1] (Virtex-E) are slower than those in [2]
(Virtex-II). In practice, on comparable FPGA devices, our
method may lead to faster operators since the size is signif-
icantly smaller. Our results are attractive compared to these
methods but one should keep in mind that the accuracy tar-
gets are not the same. Methods from [1] and [2] provide
faithful rounding while ours provides a very small average
error but no faithful rounding. So, our method is suitable
for some applications in signal processing.

An interesting method to compare with is the partial
product arrays from [5]. Unfortunately, it seems that there is
no FPGA implementation of this method. Shift-and-add al-
gorithms, such as CORDIC [7], are not interesting for such
low-precision implementations.

6. Conclusion and Future Prospects

We have presented a method for low-precision approx-
imation of functions in hardware. The presented method
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f sin(z) on [0,7/4] || \/(z) on [1,2]
Degree 2 3 2 3
wy = wo 8 12 8 12
c 5 3,10 5 7,7
Area [# slices] 27 141 17 86
Period [ns] 16.7 28.5 172 | 294

Table 8. FPGA implementation results for
other parameters or functions.

Multipartite [1] SMSO [2] Ours
wr || Area { Period || Area { Period || Area { Period
8 19 16.6 21 8 27 14.9
12 76 18.0 63 14 50 20.5
16 280 24.8 123 19 71 23.5

Table 9. Comparison with methods from [1]
and [2] for sin(x) on [0, 7/4].

leads to fast and small operators up to 16 bits of precision.
The obtained operators provide very small average error
with reasonable maximum error. This makes our method
suitable for some applications in digital signal processing.

The proposed method is based on two modifications in
the polynomial approximation. The first one is the use of
quantified coefficients with up to 3 non-zero bits instead of
full width coefficients. The second one is the use of estima-
tions of the powers of z instead of the full width values of
x*. This leads to very small and fast circuits by replacing
the costly multiplications by a small number of additions.

Compared to standard polynomiers, the proposed
method shows huge improvements. Our method provides
up to 40% smaller solutions than the best literature results.

In a near future, we plan to work on ASIC targets as well
as higher precision (24 bits). We also plan to develop an
automatic generator for our method.
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Résumé

Cet article présente une méthode pour l'optimisation d’opérateurs arithmétiques matériels dédiés a
I'évaluation de fonctions par des polynémes. La méthode, basée sur des outils récents, réduit la taille des
coefficients et des valeurs intermédiaires tout en bornant l’erreur totale (approximation et évaluation).
Elle conduit a des opérateurs petits et rapides tout en garantissant une bonne qualité numérique. La
méthode est illustrée sur quelques exemples en FPGA.

Mots-clés : arithmétique des ordinateurs, circuit intégré numérique, approximation polynomiale,
évaluation de polynéme

1. Introduction

Les systemes sur puces embarquent de plus en plus de calculs complexes. En plus des additionneurs
et multiplieurs rapides, le support matériel d’opérations évoluées est nécessaire pour certaines appli-
cations spécifiques. Des applications en traitement du signal et des images effectuent des divisions,
inverses, racines carrées ou racines carrées inverses. D’autres applications utilisent des sinus, cosinus,
exponentielles ou logarithmes comme la génération de signaux [4].

Différents types de méthodes sont proposés dans la littérature pour 1’évaluation de fonctions. On trouve
dans [5] les bases d’arithmétique des ordinateurs et en particulier les opérations comme la division,
I'inverse, la racine carrée et la racine carrée inverse. Dans [9], les principales méthodes d’évaluation des
fonctions élémentaires (sin, cos, exp, log...) sont présentées.

Parmi toutes les méthodes possibles, les approximations polynomiales sont souvent utilisées. Elles
permettent d’évaluer efficacement la plupart des fonctions que 1'on trouve dans les applications em-
barquées. L'évaluation pratique d’un polynéme s’effectue en utilisant des additions et des multiplica-
tions. La surface des multiplieurs est souvent trés importante dans le circuit.

En section 2, nous présentons les notations, 1’état de I'art du domaine et en particulier un outil récent
permettant de borner finement les erreurs. Dans ce travail, nous montrons comment obtenir des
opérateurs spécifiques pour 1'évaluation de fonctions par des approximations polynomiales optimisées.
La méthode, proposée en section 3, intervient a deux niveaux pour réaliser cette optimisation. A partir
du meilleur polynéme d’approximation théorique, nous déterminons des coefficients propices a une
implantation matérielle. Ensuite, nous montrons comment réduire la taille des valeurs intermédiaires
grace a un outil récent : GAPPA [7]. Cette méthode permet de construire des approximations polyno-
miales a la fois efficaces et garanties numériquement a la conception. Dans la plupart des méthodes
précédentes, seule 1'erreur d’approximation était prise en compte pour I'optimisation. Ici, I'erreur to-
tale (approximation et évaluation) est optimisée. Enfin, nous illustrons en section 4 l'impact de nos
optimisations pour quelques exemples de fonctions sur des circuits FPGA.
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2. Notations et état de ’art

2.1. Notations

La fonction a évaluer est f pour I'argument  du domaine [a, b]. Toutes les valeurs sont représentées en
virgule fixe. L’argument z est dans un format sur n bits tandis que le résultat f(z) est sur m bits (souvent
n ~ m). Le polynéme p utilisé pour approcher f est de degré d, ses coefficients sont notés : po, p1,..., pa-.
On a donc p(z) = Z?:o p;x'. La représentation binaire des valeurs est notée ()2, par exemple (11.01),
représente la valeur décimale 3.25. La notation binaire signée borrow-save est utilisée pour les coefficients
(notation en base 2 avec les chiffres {—1,0, 1}, cf. [5]) avec le chiffre —1 noté 1.

2.2, Erreurs

L'argument x est considéré comme exact. L'erreur d’approximation e,pp est la distance entre la fonction
mathématique f et le polynoéme p utilisé pour approcher f. Pour déterminer cette erreur, nous utilisons
la norme infinie définie ci-dessous et estimée numériquement par MAPLE (fonction infnorm ).

capp = ||/ = Plloc = max |f(x) —p(z)]

Du fait de la précision finie des calculs, des erreurs d’arrondi se produisent au cours de I'évaluation du
polynéme p en machine. L'erreur d’évaluation €qy,1 est due a 'accumulation des erreurs d’arrondi. Méme
si l'erreur d’évaluation commise lors d'une seule opération est toute petite (une fraction du poids du
dernier bit), I'accumulation de ces erreurs peut devenir catastrophique lors de longues séries de calculs
si rien n’est prévu pour en limiter les effets.

L’erreur d’évaluation est tres difficile a borner finement [8]. Le probleme est lié au fait que cette erreur
dépend de la valeur des opérandes. Elle est donc difficile & connaitre a priori. Souvent, on considere le
pire cas d’arrondi pour chaque opération. C’est a dire la perte de précision correspondant a la moitié
du bit de poids le plus faible (1/2 LSB). Pour I'évaluation d'un polynéme de degré d en utilisant le
schéma de Horner (d additions et d multiplications), cette borne pire cas correspond a une perte de d
bits de précision. Nous allons voir dans la suite que nous pouvons faire des approximations bien moins
pessimistes en utilisant 1’outil GAPPA développé par G. Melquiond (cf. section 2.5).

Il est possible de mesurer l'erreur totale commise pour une valeur particuliere de 'entrée = en utilisant
f(z) — output(p(z)) olt output(p(z)) est la sortie réelle (physique ou simulée par un simulateur au
niveau bit) de 'opérateur. Cette technique est souvent utilisée pour qualifier a posteriori la précision
d’opérateurs par des simulations exhaustives ou pour les entrées menant aux plus grandes erreurs’.
D’une maniere générale, cette technique de qualification a posteriori des opérateurs de calcul est cotiteuse
en temps de simulation et de conception si il faut modifier certains parametres des opérateurs.

Dans la suite, nous exprimons les erreurs soit directement soit en terme de précision équivalente. Cette
derniére est le nombre de bits n. justes ou corrects équivalents a une certaine erreur ¢ avecn, = — log, |€|.
Par exemple, une erreur de 2.3 x 1073 est équivalente & une précision de 8.7 bits corrects.

2.3. Polyndme minimax

11 existe différents types de polynémes d’approximation [9]. Le polyndéme minimax est, en quelque sorte,
le meilleur polynéme d’approximation pour notre probleme. Le polynéme minimax de degré d pour
approcher f sur [a, b] est le polynéme p* qui satisfait :

* _ . _
If plloo—;relgldllf oo

oll Py est I'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré au plus d. Ce polynéme peut étre
déterminé numériquement grace a l'algorithme de Remes [10] (implanté dans la fonction MAPLE
minimax ). Le polyn6me minimax est le meilleur car parmi tous les polynémes d’approximation pos-
sibles de f sur [a, b], il est celui qui a la plus petite des erreurs maximales sur tout l'intervalle. On note
€pp | erreur d’approximation du polyndéme minimax avec ., = || — p*|[c-

Mais le polynéme minimax est un polynéme « théorique » car ses coefficients sont dans R et on suppose

son évaluation exacte (c’est a dire faite avec une précision infinie). Pour pouvoir évaluer ce polynéme

! Ces entrées particulieres étant tres difficiles a déterminer dans le cas général.
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en pratique, il faut faire deux niveaux d’approximation supplémentaires dont les erreurs peuvent se
cumuler avec I'erreur d’approximation théorique €7, :

— les coefficients de p* devront étre écrits en précision finie dans le format supporté par le circuit;

— les calculs nécessaires a son évaluation seront effectués en précision finie.

Pour le moment, il n’existe pas de méthode théorique permettant d’obtenir le meilleur polynéme d’ap-
proximation en pratique (coefficients et évaluation dans la précision du format cible). Mais nous al-
lons montrer dans la suite que d’importantes optimisations sont déja possibles avec une méthode assez

simple et des outils facilement accessibles.

2.4. Vers des polyndmes d’approximation avec des coefficients représentables

L’un des probléemes pour 'implantation pratique d’approximations polynomiales est le fait que les co-
efficients du polynéme minimax ne sont pas représentables dans le format cible en précision finie. Ceci
est vrai aussi pour les autres types d’approximations polynomiales [9] (Chebyshev, Legendre. . .).

Par exemple, prenons la fonction e sur l'intervalle [1/2, 1] avec un polynome de degré 2 et des coeffi-
cients sur 10 bits dont 1 en partie entiére, soit x = (zo.x122...29)2. Le polynéme minimax trouvé est?
1.116018832 + 0.535470996x + 1.06540715422, il conduit & une précision d’approximation de 9.4 bits en-
viron. C’est la meilleure précision atteignable avec un polyndme de degré 2 sur [1/2, 1]. En arrondissant
au plus pres les 3 coefficients de ce polyndme dans le format cible, on a alors 273 + 1375 4 35,2 et
une précision de 'approximation de 8.1 bits. Apres avoir testé tous les modes d’arrondi possibles pour
chacun des coefficients dans le format cible, on trouve que le meilleur polynéme est 21 + 2135 4 2432
pour une précision de I'approximation de 9.3 bits, soit un gain de 1.2 bit de précision.

Dans les derniéres années, différents travaux de recherche ont été menés pour obtenir des « bons »
polyndomes d’approximation dont les coefficients soient exactement représentables dans le format cible.
On trouve dans [2] une méthode basée sur une formulation en un probleme de programmation
linéaire en nombres entiers. Les coefficients des polyndmes sont représentés par des rationnels dont
le dénominateur est une puissance de 2 (2" pour un format fractionnaire sur n bits). Un polytope est
construit a partir des contraintes (les tailles) sur tous les coefficients du polynéme. Chaque point du
polytope est alors un polynéme dont les coefficients s’écrivent avec les tailles souhaitées. Mais seuls
certains de ces polynomes sont des « bons » polynémes d’approximation de f. La liste des polynémes
résultats est filtrée en deux phases. L'erreur d’approximation est mesurée en un certain nombre de
points d’échantillonage pour chaque point (polynéme) possible du polytope. Le parcours du polytope
donne une liste de polynémes pour lesquels la distance entre la fonction et le polyndme testé est plus
petite qu'un seuil pour chacun des points d’echantillonage. Cette premiere liste de polyndémes est en-
suite traitée pour déterminer numériquement les normes infinies entre chacun des polyndmes de la liste
et la fonction. Cette méthode, séduisante sur le plan théorique, ne fonctionne pas encore trés bien en
pratique. Le temps de calcul et le volume de mémoire nécessaires sont trop importants pour le moment.
L’article présenté dans [1] utilise [2] pour produire des approximations polynomiales avec des coeffi-
cients creux (avec beaucoup de 0) pour des petits degrés (3 ou 4). Toutefois, du fait des énormes besoins
en temps de calcul et de taille mémoire de [2], les approximations trouvées sont limitées a une douzaine
de bits de précision. De plus, seule I'erreur d’approximation est prise en compte.

2.5. Outils pour le calcul de bornes d’erreur globale

L’étude de méthodes pour borner finement les erreurs de calcul est un domaine de recherche actif de-
puis quelques années. Dans le domaine du traitement du signal, des méthodes assimilant les erreurs
d’arrondi a du bruit sont utilisées avec succes [8]. Différents outils ont été développés pour le calcul
scientifique en virgule flottante. Par exemple, FLUCTUAT [6] est un analyseur statique de code qui
permet de détecter certaines pertes de précision sur des programmes flottants. Le logiciel CADNA [3]
implante une méthode stochastique pour 'analyse de la précision moyenne des programmes flottants
(une version en virgule fixe est étudiée actuellement).

Le logiciel GAPPA [7] permet d’évaluer et de prouver des propriétés mathématiques sur des programmes
numériques. La caractéristique intéressante de GAPPA dans notre probleme est sa capacité a borner fine-
ment les erreurs de calcul ou a montrer que des bornes sont en dessous d"un certain seuil.

Voici un exemple simple des possibilités de GAPPA sur la fonction e* sur [1/2, 1]. On suppose tous les

? en arrondissant les coefficients théoriques sur 10 chiffres décimaux soit envion 32 bits.
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calculs effectués en virgule fixe sur 10 bits dont 1 en partie entiere. Le polyndme d’approximation utilisé

_ 571 . 275, | 545,2 ’ : forit ainsi .
est p(r) = =5 + 57 + 31327, son évaluation se décrit ainsi en GAPPA :

1 |p0 = 571/512; pl = 275/512; p2 = 545/512;

» | X = fixed<-9, dn>(Mx);

s |[x2 fixed<-9,dn>= x * x;

s |p fixed<-9,dn>= p2 * x2 + pl * x + pO;

s |[Mp = p2 * (Mx*Mx) + pl * Mx + pO;

o [{ Mxin [0.51] I\ |Mp-Mf| in [0,0.001385] -> |p-Mff  in ?}

La ligne 1 spécifie les coefficients du polynéme (choisis représentables dans le format considéré). Par
convention dans la suite, les noms de variables qui commencent par un Mmajuscule représentent les va-
leurs mathématiques (en précision infinie), et toutes les valeurs en miniscules représentent des variables
du programme (des entrées/sorties ou des registres intermédiaires). La ligne 2 indique que X est la ver-
sion circuit de ’argument mathématique Mx La construction fixed<-9,dn>  indique que l'on travaille
en virgule fixe avec le LSB de poids 279 et I'arrondi vers le bas dn (troncature). La ligne 3 indique que la
variable x2 est la version calculée dans le circuit de 2. La ligne 4 décrit comment le polyndme est évalué
en pratique dans le circuit tandis que la ligne 5 décrit son évaluation théorique (en précision infinie car
sans l'opérateur d’arrondi fixed<.,.> ). Enfin, la ligne 6 est la propriété cherchée (entre accolades). Les
hypothéses sont en partie gauche du signe ->, elles indiquent que la valeur mathématique de x est dans
[1/2,1] et que l'erreur d’approximation entre le polynéme d’appromixation Mp (sans erreur d’arrondi)
et la fonction mathématique Mf est inférieure ou égale a 0.001385 (valeur fournie par MAPLE). La partie
droite du signe -> indique que 'on demande a GAPPA de nous dire dans quel intervalle (in? ) est la
distance entre la valeur évaluée dans le circuit du polynéme p et la fonction mathématique, en incluant
erreurs d’approximation et d’évaluation (arrondis).

Le résultat retourné par GAPPA (version supérieure ou égale a 0.6.1 ) pour ce calcul est :

Results for Mx in [0.5, 1] and |[Mp - F| in [0, 0.001385]:
[p - F|] in [0, 232010635959353905h-64 {0.0125773, 27(-6.31 303)}]

Apres avoir répété les hypotheses, GAPPA indique qu’il a trouvé une borne pour |p — f| et qu’il y au
moins 6.31 bits corrects.

En modifiant les lignes 3 a 5 par les lignes suivantes, on cherche 'erreur totale commise en utilisant le
schéma de Horner, GAPPA indique alors une précision globale de 6.57 bits.

s |yl fixed<-9,dn>= p2 * x + pil;
s |p fixed<-9,dn>= yl * x + pO;
s |[Mp = (p2 * Mx + pl) * Mx + pO;

3. Méthode d’optimisation proposée

Dans un premier temps, nous présentons rapidement la méthode, ensuite nous donnerons des détails
sur chacune des différentes étapes et les informations sur les outils nécessaires.

Les données nécessaires en entrée de la méthode sont :

— flafonction a évaluer;

- |[a,b] le domaine de I'argument z;

— le format de I'argument x (nombre de bits n,,);

— p lerreur totale maximale cible (donnée en erreur absolue).

Les parametres déterminés par la méthode sont :

d le degré du polyndme a utiliser;

— Do, P1, P2,---, Pa les valeurs des coefficients du polynome représentables dans le circuit;
n la taille utilisée pour représenter les coefficients ;

n’ la taille utilisée pour effectuer les calculs®.

* Nous verrons que dans certains cas, prendre n et n’ légerement différents peut aider a limiter la taille du circuit.
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Notre méthode se résume aux 3 étapes ci-dessous avec des retours possibles a une étape antérieure
(rebouclage) dans certains cas :

Etape 1: calcul du polyndme minimax.
On d.l\erche p* de degré d le plus petit possible tel que €pp : app
premiére phase donne l'erreur d’approximation €,, minimale atteignable en supposant tous les

calculs faits et coefficients représentés en précision infinie.

rop < pavec €x,, = ||f — p*||co- Cette

Etape 2 : détermination des coefficients du polyndme a implanter et de leur taille.
On cherche ici a la fois les p; et leur taille minimale n telle que I'erreur d’approximation e,pp du

polynoéme p utilisé (p(z) = Z?:o p;x?) soit strictement inférieure a .

Etape 3 : détermination de la taille du chemin de données.
On cherche n’ 1a taille minimale du chemin de données de 1’étage de Horner pour effectuer les cal-
culs. Cette derniére phase donne I'erreur d’évaluation €y, qui integre les erreurs d’approximation
et les erreurs d’arrondi. La valeur de n’ trouvée garantit que €y < pt.

Dans certains cas, il n'y a pas de solution & une étape. Il faut alors reboucler a 1'étape précédente pour
essayer d’autres solutions.

Différents types de rebouclages sont possibles. Par exemple, en fin de deuxiéme étape, on peut ne pas
trouver des coefficients représentables pour garantir e,pp, < p. Ceci se produit lorsque la « marge » entre
€3pp €t 1 était trop faible & la premiere étape. Il faut donc retourner a la premiere étape pour essayer un
polynéme de degré plus grand d <« d + 1.

Un autre type classique de rebouclage intervient a la fin de la derniére étape. Si la taille n’ trouvée est
jugée trop grande devant n, il peut étre intéressant de revenir a la deuxiéme étape pour essayer un n
plus grand. Ceci permet d’avoir e,pp plus petit et donc plus de marge pour les erreurs d’arrondi.

Dans les descriptions données jusqu’ici, nous utilisons des contraintes du style eapp < p et pas eapp < p.
En pratique, il faut de la marge entre €7, et 1 puis entre eapp et . Le caractére stricte des contraintes
pour les étapes 1 et 2 est donc nécessaire. Pour la derniére étape, peut étre pouvons-nous trouver une
fonction (probablement triviale et donc peu intéressante) telle que 1'on ait €eya = p a la fin. Cela nous

semble tres improbable. De plus, l'utilisateur saurait traiter convenablement ce cas.

3.1. Calcul du polynéme minimax

Dans cette étape on utilise la fonction minimax de MAPLE. On commence avec d = 1, et on incrémente
djusqu’a ce que le polynéme minimax p* trouvé soit tel que €., < p.

Voici un exemple pour f = log,(z) avec z dans [1,2] :

> minimax(log[2](x),x=1..2,[1,0],1,err); -log[2](er n;
—.9570001094+1.000000000% x
4.537124583

> minimax(log[2](x),x=1..2,[2,0],1,err); -log[2](er n;
—1.674903474+(2.024681754 —.3448476634xx)*x
7.659796889

> minimax(log[2](x),x=1..2,[3,0],1,err); -log[2](er n;
—2.153620718+(3.047884161+(—1.051875031+.1582487046xx)*x)*x
10.61615211

T - N B S N

Les lignes qui commencent par un sighe supérieur (« prompt » MAPLE) sont les commandes entrées
par 'utilisateur. Les résultats retournés par MAPLE sont en italique. La ligne 1 signifie que I'on cherche
un polynéme de degré 1 et que l'erreur d’approximation trouvée sera placée dans la variable err . Les
lignes 2 et 3 représentent respectivement le polynéme trouvé et sa précision (en nombre de bits corrects).
Cette étape fournit trois éléments nécessaires pour la suite :

— dle degré du polynéme;

- p*(x) = Zfzo p;xt le polyndme minimax (théorique);

— €pp V'erreur minimale atteignable en utilisant p* pour approcher f (en précision infinie).

Les deux autres étapes vont dégrader la qualité de ’approximation (i.e. fournir des erreurs plus grandes

que €3,p). Il faut donc laisser un peu de marge entre €7, et ;.. Nous reviendrons sur cette marge.
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Nous verrons dans I'exemple 4.2, que certains changements de variables permettent d’obtenir des coef-
ficients d’ordres de grandeur proches entre eux. Ceci limite les recadrages en virgule fixe. Si on évalue
f(x) sur [a, b] avec a # 0, il peut étre intéressant de considérer f(x + a) sur [0,b — al.

Toutes les fonctions ne sont pas « approchables facilement » avec des polynémes. Nous renvoyons le
lecteur aux ouvrages de références sur I’évaluation de fonctions comme [9, chap. 3] pour les fonctions
élémentaires. En pratique, les fonctions usuelles s’approchent bien par des polyndmes.

3.2. Détermination des coefficients du polyndme et de leur taille

Une fois p* déterminé, il faut trouver des coefficients représentables en précision finie. On cherche n le
nombre de bits du format virgule fixe des p; tel que n soit le plus petit possible mais avec epp < p.
Nous avons vu en 2.4 que le choix des coefficients est important. En arrondissant simplement les
coefficients du polynéme minimax sur n bits, il est peu probable de trouver un bon polyndéme d’ap-
proximation. L'exemple présenté en 2.4 montre que tester I'ensemble des combinaisons des arrondis
des coefficients de p* permet de trouver un bon polynéme. C’est ce que nous proposons de faire
systématiquement dans cette deuxieme phase.

Chagque coefficient p; du polynéme peut étre arrondi soit vers le haut p; = A(p}), soit vers le bas p; =
v (p}). Iy a 2 choix possibles par coefficient et donc 297! combinaisons a tester au total comme illustré
en figure 1. Pour chaque polynéme p, il faut déterminer e,pp = || f — p||oo (fonction infnorm  de MAPLE).

/.\

v (po) A(po)

N PN

v (p1) A(p1) Vv (p1) A(p1)
/ N\ / N\ / N\ / N\

V(p2)  Alp2) vip2) Alp2) vp2) ADlp2) Vi) Ap2)

(

T + p = mamey

FIG. 1 - Différentes combinaisons d’arrondi pour p* de degré d = 2.

Dans nos applications, d est faible (d < 6). 1l y a donc au mieux quelques centaines de polynomes a tester.
En pratique, chaque calcul de e,pp dure quelques fractions de seconde sur un ordinateur standard.
Nous avons fait un programme MAPLE qui teste les 2¢*! combinaisons d’arrondi des p}. Le programme
retourne la liste des polyndmes candidats pour la troisieme étape, c’est a dire ceux pour qui l’erreur
d’approximation e,pp est minimale. On commence par n = [—log, |u|]| (le nombre de bits correspon-
dant a l'erreur ), puis on test tous les arrondis des d + 1 coefficients sur n bits. On recommence en
incrémentant n jusqu’a ce que €app < pi.

A cette étape, on peut aussi souhaiter modifier plus en « profondeur » certains coefficients. Par exemple,
si un coefficient retourné est 0.5002441406 = (0.100000000001)2 et que l'on travaille sur un peu plus
d’une douzaine de bits fractionnaires, il est peut étre intéressant de fixer ce coefficient a 0.5 pour éliminer
une opération. La multiplication par une puissance de 2 se réduit a un décalage. Nous verrons un
exemple de ce genre de modification dans I'exemple 4.2. Nous ne savons pas encore formaliser sim-
plement ce genre de traitement, mais cela constitue un de nos axes de recherche a travers ’amélioration
de la méthode présentée dans [2].

Dans ce travail, nous supposons tous les coefficients représentés avec la méme taille car on essaie
de générer des approximations polynomiales utilisant le schéma de Horner. Dans 1’avenir, nous pen-
sons essayer de généraliser notre méthode a des tailles de coefficients différentes. Mais ceci augmente
considérablement 1’espace de recherche.

3.3. Détermination de la taille du chemin de données
La derniere étape permet de spécifier la taille du chemin de données pour I'évaluation suivant le schéma
de Horner. Ce schéma est souvent préféré au schéma direct car il nécessite moins d’opérations et donne
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souvent une erreur d’évaluation €.y, plus faible.

p(x) =

po + pr + pox® + - + pgx? schéma direct d add., d + [log, d] mult.;
po+ x(p1 +x(p2 + (- +apq)---)) schéma de Horner d add., d mult.

Toutefois, dans certains cas particuliers avec des coefficients trés creux, le schéma direct peut s’avérer

intéressant (cf. exemple en 4.2).

L’étage de Horner permet d’évaluer u x v + z. La taille du chemin de données de cet étage est n’. On

commence avec n’ = n et on augmente n’ tant que l'encadrement de l'erreur d’évaluation €y, par GAPPA

avec n' bits pour le chemin de données ne donne pas €eya < . Pour le moment, le codage en GAPPA se

fait & la main. Mais le schéma de Horner ou le schéma direct étant les mémes aux coefficients prés, nous

avons les programmes GAPPA types pour lesquels il suffit de préciser les valeurs des coefficients et du

degré. La boucle sur n’ s’effectue en quelques minutes tout au plus sur un ordinateur standard.

La différence entre n’ et n est appelée le nombre de bits de garde. Conserver n plus petit que n’ permet,

par exemple, de limiter la taille mémoire nécessaire pour stocker les coefficients.

Si la taille du chemin de données est un peu supérieure a n (1 a 3 bits), on pourrait revenir a 1'étape 2

pour essayer un n plus grand. Notre expérience montre que le n’ final change rarement. Par contre si la

valeur de n’ est bien plus grande que n, alors il peut étre intéressant de reboucler a 1’étape 2 avec un n

plus grand. Ici encore, nous devons encore travailler pour formaliser ce genre de test.

3.4. Résumé de la méthode
La figure 2 résume graphiquement le fonctionnement de la méthode.

début

o (p*v 6:pp) = mzmmam(f, a, bv d) d = d + 1k------ |
,_,_‘ I
= |
) |
B oui fer =< p27}nO0 |
P ") |
|
N o= tom il —{ o) = o) = i T}
=1 1 loui
@] | |
. n trop grand ? | '
N oui (Eapp<,u?} non w\”ipwgi””):
: Q I :
L I 1
|
. n =n €eval = gappa(p,n’) n' =n'+1 1
@ ' oui
= P our
@] I 21
@ E = 7)non 7 — ntrop grand?,
eva. M :
|
oui|-———"""""""""“"“"“"“"“"“"“"“"“"-"-“"-"-"-"-"-"-"-"---~-
fin

FIG. 2 — Résumé de la méthode (les rebouclages en pointillés sont facultatifs).
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4. Exemples d’applications sur FPGA

Les implantations réalisées ci-dessous ont été faites pour des FPGA de la famille Virtex de Xilinx
(XCV200-5) avec les outils ISE8.1i de Xilinx. La synthese et le placement/routage utilisent une optimi-
sation en surface avec effort élevé. Les résultats indiquent toutes les ressources nécessaires pour chaque
opérateur (cellules logiques et registres fonctionnels).

4.1. Fonction 2* sur [0, 1]

On cherche un opérateur pour évaluer la fonction 2%, avec  dans [0, 1] et une précision globale de 12
bits. La premiére étape est de trouver un polynéme d’approximation théorique en utilisant MAPLE. On
cherche ici a minimiser le degré d du polynome utilisé. Voici la précision d’approximation e,pp (en bits
corrects) des polyndmes minimax de 2* pour d variantde 1 a 5:

La ] t [ 2] 3 [ 4] 5 ]
[capp || 4-53 | 8.65 | 13.18 | 18.04 | 23.15 |

Bien évidemment, les polynoémes de degré 1 et 2 ne sont pas suffisament précis pour notre but. La
solution avec le polynéme de degré 3 conduit a précision estimée dans le pire cas a 10 bits environ
(13.18 —d, car on borne a d bits la perte de précision pour un schéma de Horner de degré d) ce qui semble
trop faible. De plus, les 13.18 bits corrects correspondent a l'erreur d’approximation avec le polynome
minimax avec des coefficients réels (non représentables dans le format cible).

Sans outil pour aider le concepteur, il semble donc que l'on serait obligé de choisir la solution de degré
4 ou 5. Méme la solution avec un polynéme de degré 4 peut conduire a précision trop faible. Certes sa
précision théorique est au moins de 18.04 — 4 = 14.04 bits corrects mais seulement pour des coefficients
en précision infinie. Le polynéme minimax de degré 4 est (les coefficients sont affichés avec 10 chiffres
décimaux dans le papier, mais MAPLE est capable de les calculer avec plus de précision) : 1.0000037045 +
0.6929661227z + 0.2416384458z2 + 0.05169035832° + 0.01369766452*.

Pour étre certain que la solution de degré 4 peut étre employée, il faut trouver un format des coeffi-
cients pour lequel le polyndme minimax avec ses coefficients arrondis dans ce format ait une précision
supérieure ou égale a 12 4+ 4 = 16 bits. Pour un format donné, on teste tous les modes d’arrondi pos-
sibles pour les coefficients du polynéme minimax dans le format. On trouve des polynémes acceptables
a partir de 14 bits fractionnaires et 1 entier. Pour montrer que le choix de coefficients représentables est
important, nous présentons ci-dessous chacune des combinaisons possibles des modes d’arrondi des co-
efficients et la précision d’approximation du polyndéme dont les coefficients s’écrivent exactement dans
le format cible. Seuls deux polyndémes ont la précision souhaitée (valeurs en gras).

(v, Vv, V,Vv,Vv) | 1200 | (V,V,V,v,4) | 138.00 || (V,V,V,4,v) | 1300 || (7,V,V,A,40) | 14.03
(V,V, 0, v, V) | 13.00 || (V,V,4,v,D) | 1455 || (V,V, 0,0, v) | 1499 || (v,7, 0, A0, A) | 13.00
(v, 2, v, vV, V) | 13.00 || (v, 2,v,V,4) | 1613 || (v, A, v, A,v) | 1712 || (v, 4,7, A, 4) | 13.00
(v, 0,0,v7,v) | 1571 || (v, ,4,v,4) | 13.00 || (v, 4,40, A,v) | 13.00 || (v, 4,40, A, A) | 12.00
(A7, V) | 13.00 || (A v, v, v,4) | 13.00 || (A, v, A,v) | 13.00 || (A, 7, v, 40,4) | 13.00
(A7, 0, 7,7) | 13.00 || (A, 7, 4,7,40) | 13.00 | (A, 7, A,0,7) | 1299 || (A, 7,0, A, A) | 12.00
(A A 7,7, V) | 1299 || (A A 7,v7,4) | 1298 || (AA 7, A,v) | 1291 || (A A, 7, A,4) | 12.00
(AN N 7,7) | 1279 || (A, 0,0,57,0) | 1200 || (A, A, A, A7) | 1200 || (A, A, A, A, A) | 11.41

La solution avec le polyndme de degré 4 est donc utilisable par un bon choix des coefficients du po-
lynéme d’approximation. Mais on va montrer que méme celle de degré 3 l'est en pratique. Ce qui
constitue une optimisation significative de I'opérateur mais nécessite des outils.

Le polynéme minimax de degré 3 qui approche le mieux théoriquement 2% sur [0, 1] est :

p*(x) = 0.9998929656 + 0.6964573949x + 0.2243383647x2 + 0.07920424022°.

On aalors €app = |[f —p*||oc = 0.0001070344 soit 13.18 bits de précision. Ceci signifie que, quelque soit la
précision des coefficients utilisés pour représenter p* et celle utilisée pour son évaluation, on ne pourra
pas avoir un opérateur avec une précision meilleure que 13.18 bits.

Afin de déterminer la version représentable de p* que nous allons implanter, il faut trouver la taille des
coefficients. Etant donné la fonction et son domaine, le format cherché est constitué d'un bit de partie
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entiere et n — 1 bits de partie fractionnaire. On cherche n minimal pour une erreur d’approximation €,pp
correspondante la plus proche possible du maximum théorique de 13.18.

[ n-—1 [ 12 [ 13 ] 14 | 15 | 16 ]
€app 12.38 | 12.45 [ 13.00 | 13.00 | 13.02
nb. candidats 0 0 2 2 7

En effet, pour n — 1 = 14 bits, tous les modes d’arrondis possibles des coefficients donnent :

(V. v, v, v) | 1141 || (v,V,Vv,2) | 1200 || (7, Vv, A,v) | 1200 | (v,V,H,40) | 12.84
(V,2,v,v) | 1200 | (7,2, v,4) | 13.00 || (vV,4,A,v) | 13.00 || (vV,4A,A,A) | 12.36
(A,v7,v,V) | 1200 || (A, v, v,4) | 1225 || (A, v, 4,v) | 1223 || (A,v,4,4) | 12.23
(AN, ) | 1213 || (A A7, A) | 1212 || (A A, A, ) | 1205 || (A, A, A, A) | 11.64

Les deux polyndmes candidats sont donc :

8191 . 285333 1837 2 649 3 o 8191 n 28533: 919 2 649 3
8192 ' 4096° ' 8192" ' 8192 8192 © 4096~ 4096~ 8192
Tous deux conduisent a une erreur d’approximation de 0.0001220703 (13.00 bits de précision). Il reste

maintenant a vérifier que I'évaluation d’au moins un de ces polyndémes donne une précision finale d’au
moins 12 bits. Voici ci-dessous la précision totale (approximation + évaluation) retournée par GAPPA

en utilisant le schéma de Horner et le schéma direct pour évaluer 551 + 23582 + %xz + ez’ pour
différentes tailles du chemin de données n’ :
| ' [ 14 ] 15 | 16 [ 17 | 18 | 19 | 20 |

€eval Horner (| 11.32 | 11.93 | 12.36 | 12.65 | 12.81 | 12.90 | 12.95
€eval direct 11.24 | 11.86 | 12.32 | 12.62 | 12.79 | 12.89 | 12.94

Les valeurs obtenus pour I'autre polyndme (p; = -55-) sont équivalentes. Le schéma de Horner présente
un comportement légerement meilleur que 1’évaluation directe (qui en plus est plus cotiteuse en nombre
d’opérations). Il faut un chemin de données sur 16 bits au moins pour obtenir un opérateur avec 12 bits
de précision au final et ce a partir d'une approximation avec 13.18 bits de précision.

Passer les coefficients sur 16 bits ne modifie pas beaucoup la précision totale car on voit dans la table
qui donne e,pp en fonction de n que 1'on passe de 13.00 a 13.02 bits de précision seulement en passant
n —1de 14 a 16 pour I'approximation. Avec des coefficients et un chemin de données sur 16 bits, GAPPA
indique une précision de 12.38 bits en évaluant le polynome p(z) = 22785 4 22821, 4 T351 ;2 4 649 3,
Deux solutions ont été implantées pour cet opérateur : celle optimisée (degré 3, chemin de données de
16 bits) et celle de base (degré 4, chemin de données de 18 bits). La seconde version correspond a celle
que l'on aurait implantée sans 1’aide de notre méthode. La table 1 donne les différentes caractéristiques
des deux implantations pour un étage de Horner (logique et registres). L'optimisation permet d’obtenir
un circuit 17% plus petit mais surtout d’utiliser une approximation de degré 3 plutét que 4 et donc de
gagner 38% en temps de calcul.

| version | surface [slices] | période [ns] | nb cycles | durée du calcul [ns] |
degré 3, n' =16 193 21.9 3 65.7
degré 4, n' =18 233 26.9 4 107.6

TAB. 1 — Résultats de syntheése pour 2% sur [0, 1].

4.2. Racine carrée sur [1, 2]

Pour ce deuxieme exemple, nous cherchons a concevoir un opérateur trés rapide pour évaluer /z avec
x dans [1,2] et une précision d’au moins 8 bits au final (approximation et évaluation). Le polynéme
minimax de degré 1 ne conduit qu’a 6.81 bits de précision, il faut au moins un polynéme de degré 2.
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Le polynéme minimax de degré 2 pour /z avec x dans [1,2] est 0.4456804579 + 0.6262821240x —
0.7119874509z2. 11 fournit une erreur d’approximation théorique de 0.0007638369 soit 10.35 bits cor-
rects. La précision théorique supérieure a 10 bits permet de supposer que 1'on devrait atteindre notre
but si on trouve des coefficients représentables sans trop diminuer l’erreur d’approximation.

Toutefois, implanter directement ce polyndme, n’est pas une bonne idée du point de vue du format.
Avec z dans [1, 2], il faut travailler un nombre de bits variable pour la partie entiere. En effet, I'opération
x? nécessite deux bits entiers alors que les autres seulement un. Pour éviter ceci, on utilise un chan-
gement de variable pour évaluer v/1 + z avec x dans [0, 1]. Le polyndme minimax correspondant est :
1.0007638368 + 0.4838846338z — 0.7119874509z2. On obtient la méme erreur d’approximation de 10.35
bits corrects. Ceci est tout a fait normal car le changement de variable x = 1 + z utilisé ne modifie pas la
qualité du polyndéme minimax.

A partir de ce polynéme, on pourrait procéder comme pour 1'exemple 2%, mais les coefficients pg et p;
semblent trés proches de puissances de 2 et on va essayer de l'utiliser. La premiére chose a faire est de
remplacer pg par 1. Le polyndme 1 + 0.4838846338x — 0.711987450922 offre une précision d’approxima-
tion de 9.35 bits, ce qui nous semble satisfaisant.

Le coefficient p; semble proche de 0.5. Le polynome 1 + 0.5z — 0.711987450922 offre une précision d’ap-
proximation de 6.09 bits seulement. p; ne peut donc pas étre remplacé par 0.5. Toutefois nous allons
essayer d’écrire p; avec peu de bits a 1 ou —1. Le coefficient p; est trés proche de (0.100001),. Le po-
lynome 1+ (0.100001)22 — 0.711987450922 offre une précision d’approximation de 9.45 bits et en plus le
produit pyx est remplacé par la soustraction 1z — Jz.

Nous procédons a une recherche d’une version avec peu de bits non-nuls de p» et nous trouvons
(0.0001001)5. Donc le produit poz* est remplacé par I'addition 5722+ 5-22. Le polyndme 1+(0.100001)2z+
(0.0001001)522 fournit une précision d’approximation de 9.49 bits. Il ne reste donc plus qu’une seule
multiplication pour le calcul de z2.

On va donc déterminer la précision finale intégrant 1’erreur d’évaluation en utilisant GAPPA. En cher-
chant la taille n’ du chemin de données on trouve 10 bits. Le programme a faire prouver par GAPPA est
le suivant.

p0 = 1; pl = 31/64; p2 = -9/128;

x = fixed<-10, dn>(Mx);

x2 fixed<-10,dn>= x * x;

p fixed<-10,dn>= p2 * x2 + pl * x + pO;

Mp = p2 * (Mx*Mx) + pl * Mx + pO;

{ Mxin [0,1] /\ |Mp-Mif] in [0,0.0013829642] -> |p-Mfl  in ?}

L= e

GAPPA retourne une erreur totale de 8.03 bits. Mais ce programme GAPPA correspond a 'utilisation de
mutiplieurs pour effectuer les produits p;z et pz?. En pratique nous remplacons ces multiplieurs par
des additions/soustractions. Il faut donc donner & GAPPA une description exacte de ce qui est fait par
notre architecture. La détermination de la taille minimale du chemin de données est faite en partant
de n = 8 et en incrémentant n jusqu’a ce que la précision finale soit supérieure ou égale a 8 bits. La
recherche donne n = 13.

po = 1;
pll = 1/2; pl2 = -1/64;
p21 = -1/16; p22 = -1/128;

x = fixed<-8, dn>(Mx);

x2 fixed<-16,dn>= x * x;

p fixed<-13,dn>= p21 * x2 + p22 * x2 + pll * x + pl2 * x + pO;
Mx2 = Mx * Mx;

Mp = p21 * Mx2 + p22 * Mx2 + pll * Mx + pl2 * Mx + pO;

{ Mxin [0,1] /\ |Mp-Mf| in [0,0.0013829642] -> |p-Mfl  in ?}

e ® N e G A W N =

Dans ce cas, GAPPA retourne une précision de 8.07 bits avec une seule vraie multiplication pour z2.
L’architecture de l'opérateur est présentée en figure 3. Les cercles gris indiquent un décalage vers la
droite du nombre de bits indiqué a l'intérieur du cercle (routage uniquement).
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FIG. 3 — Architecture de 1'opérateur optimisé pour /1 + z sur [0, 1].

Nous avons implanté la solution optimisée présentée en figure 3 et celle que 1’on aurait implantée sans
I'aide de la méthode (degré 2, étage de Horner avec chemin de données sur 11 bits). Les résultats de
synthese correspondants sont présentés dans la table 2. Ici aussi, les gains sont intéressants puisque I'on
obtient une amélioration de 40% en surface et de 51% en temps de calcul.

| version || surface [slices] | période [ns] | nb cycles | durée du calcul [ns] |
degré 2 Horner 103 19.9 2 39.8
degré 2 optimisée 61 19.4 1 194

TAB. 2 — Résultats de synthese pour /1 + z sur [0, 1].

5. Conclusion et perspectives

Nous avons proposé une méthode pour concevoir et optimiser des opérateurs arithmétiques matériels
dédiés a I’évaluation de fonctions par approximation polynomiale. Notre méthode permet, a l’aide d’ou-
tils récents, de déterminer une solution avec :

— un degré d petit;

— une taille de coefficients représentables n petite ;

— et une taille du chemin de données n’ petite.

La méthode ne fournit pas des valeurs de d, n et n’ optimales. L'optimum pour ce probleme n’est pas
connu actuellement méme sur le plan théorique. Sur les exemples testés, la méthode permet d’obtenir
des circuits plus petits et plus rapides que ceux que l'on pouvait concevoir avant. Toutefois, il reste
beaucoup a faire pour les améliorer encore.

De plus, notre méthode permet, grace a l'utilisation du logiciel GAPPA [7], d’obtenir des opérateurs
valides numériquement dés la conception. En effet, la méthode permet de déterminer a la fois les erreurs
d’approximation et les erreurs d’évaluation. Il n’est plus nécessaire de qualifier a posteriori le circuit avec
de longues simulations ou tests. La contrainte de précision est vérifiée a la conception.

140



Dans l’avenir, nous pensons travailler dans plusieurs directions. Pour minimiser I’erreur d’approxima-
tion, nous poursuivons nos travaux présentés dans [2] et [1]. Pour minimiser 1’erreur d’évaluation tout
en évaluant rapidement le polynome, il reste énormement de travail a faire. En utilisant, par exemple,
d’autres schémas d’évaluation de polynomes comme celui proposé par Estrin pour certaines valeurs de
d. Enfin, nous travaillons sur l'intégration de cette méthode dans des outils pour générer automatique-
ment des circuits.
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1. Introduction

Les systemes sur puces embarquent de plus en plus de calmpgeses. En plus
des additionneurs et multiplieurs rapides, le support riedtd’opérations évoluées
est nécessaire pour certaines applications spécifiquesafdications en traitement
du signal et des images effectuent des divisions, inveraemes carrées ou racines
carrées inverses. D'autres applications utilisent dasssicosinus, exponentielles ou
logarithmes comme en génération numérique de signaux €Ssed, 2004).

Différents types de méthodes sont proposés dans la littérpbur I'évaluation de
fonctions. On trouve dans (Ercegowtcal.,, 2003) les bases d’arithmétique des erdi
nateurs et en particulier les opérations comme la dividlowerse, la racine carrée
et la racine carrée inverse. Dans (Muller, 2006), les ppialeis méthodes d’évaluation
des fonctions élémentairesdiy, cos, exp, log. ..) sont présentées.

Parmi toutes les méthodes possibles, les approximatidgagmiales sont sou-
vent utilisées. Elles permettent d’évaluer efficacemengligart des fonctions que
I'on trouve dans les applications embarquées. L'évalagpi@atique d’'un polynéme
s’effectue en utilisant des additions et des multipliaadid_a surface des multiplieurs
est souvent trés importante dans le circuit. Ceci limitedgrd du polynéme d’'ap-
proximation ou alors il faut recourir a des opérateurs éffaat plusieurs itérations
pour parvenir au résultat final.

En section 2, nous présentons les notations, I'état dediadomaine et en parti-
culier un outil récent permettant de borner finement lesuestrsApPA (Melquiond,
2005-2007). Dans ce travail, nous montrons comment ohdesiopérateurs spéci-
fiques pour I'évaluation de fonctions par des approximatipalynomiales optimi-
sées. La méthode, proposée en section 3, intervient a deexux pour réaliser cette
optimisation. A partir du meilleur polynéme d’approxinwtithéorique, nous déter-
minons des coefficients propices a une implantation méi&aéicace. Ensuite, nous
montrons comment réduire la taille des valeurs intermésagn utilisantcAPPA.
Notre méthode permet de construire des approximationsipoliales a la fois ef-
ficaces et garanties numériquement a la conception. Danlsiarp des méthodes
précédentes, seule I'erreur d’approximation était prise@npte pour I'optimisation.
Ici, I'erreur totale, approximation et évaluation, estinp$ée. Enfin, nous illustrons
en section 4 I'impact de nos optimisations pour quelquesgkes de fonctions sur
des circuits FPGAf{eld programmable gate arrdy

2. Notations et état de I'art
2.1. Notations

La représentation en virgule fixe est la plus courante pauapplications de trai-
tement du signal et des images. Dans la suite, nous supptmsdas les valeurs re-

présentées en virgule fixe. Une extension de ce travail adalbei flottante est assez
simple en pratique du fait des domaines de départ et d’&des fonctions cibles. La
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fonction & évaluer est pour 'argument: du domainda, b]. L'argumentz est dans

un format sum bits tandis que le résultgx) est sumn bits, souventon a ~ m. Le
polynéme d’approximatiop utilisé pour approchef est de degré, ses coefficients
sont notéspy, p1,...,pd.- ON a doncp(z) = Zfzo p;x’. La représentation binaire
des valeurs est noté®,, par exemplg11.01), représente la valeur décimae5. La
notation binaire signéleorrow-saveest utilisée pour les coefficients (notation en base
2 avec les chiffre§—1,0, 1}, cf. (Ercegovaet al., 2003)) avec le chiffre-1 notéT.

2.2. Erreurs

Largumentz est considéré comme exactetteur d'approximationeapp est la
distance entre la fonction mathématigfiet le polyndme d’approximatiop utilisé
pour approchef. Pour déterminer cette erreur, nous utilisonsdame infiniedéfinie
ci-dessous et estimée numériquement parlE (fonctioninfnorm).

€app= ||.f = Plloc = a@?ﬁﬂf(m) — p()].

Du fait de la précision finie des calculs, des erreurs d'alree produisent au
cours de I'évaluation du polyndmeen machine. lerreur d'évaluationce, €St due
a I'accumulation des erreurs d'arrondi. Méme si I'erreudvd@lluation commise lors
d’'une seule opération est toute petite (une fraction dugpdiddernier bit), 'accumu-
lation de ces erreurs peut devenir catastrophique lorsripules séries de calculs si
rien n’est prévu pour en limiter les effets.

L'erreur d’évaluation est tres difficile a borner finement§ipMirdet al, 2002). Le
probléme est lié au fait que cette erreur dépend de la valesiodérandes. Elle est
donc difficile a connaitra priori. Souvent, on considére le pire cas d’arrondi pour
chaque opération. C’est a dire la perte de précision casregmt a la moitié du bit de
poids le plus faible /2 LSB (least significant bjten arrondi au plus prés). La perte
de précision est au maximum dd.SB en arrondi dirigé. En virgule fixe, ce qui sera
notre cas, on arrive &/2 LSB de précision d’arrondi en utilisant des techniques de
biais. Pour I'’évaluation d’'un polynéme de degrén utilisant le schéma de Hornet (
additions et/ multiplications), cette borne pire cas correspond a unee gex bits de
précision. Nous allons voir dans la suite que nous pouvars d@s approximations
bien moins pessimistes en utilisant I'ouihPPA développé par G. Melquiond (cf.
section 2.5).

Il est possible de mesurer posterioril’erreur totale commise pour une valeur
particuliére de I'entrée en utilisantf(x) — output(p(z)) ou output(p(x)) est la
sortie réelle (physique ou simulée par un simulateur atanité) de I'opérateur. Cette
technique est souvent utilisée pour qualifigvosteriorila précision d’opérateurs par
des simulations exhaustives ou pour les entrées menantlasbgmndes erreurs
D’une maniére générale, cette technique de qualificatiposteriorides opérateurs

1. Ces entrées particulieres étant tres difficiles a détemndans le cas général.



4 Technique et science informatiques. Volume xxx — n°xx@20

de calcul est colteuse en temps de simulation et de conoegitib faut modifier
certains parameétres des opérateurs.

Dans la suite, nous exprimons les erreurs soit directenoénés terme de préci-
sion équivalente. Cette derniére est le nombre dewhipsstes ou corrects équivalents
a une certaine erredravecn, = — log, |¢| pour une représentation fractionnaire du
typexg.z122 . .. x,. Ceci signifie aussi que lorsque I'oma bits justes, I'erreur ab-
solue commise est alors plus petite Qu&<. Par exemple, une erreur de x 103
est équivalente & une précision&lg bits corrects. Calculer ave@ bits de précision
signifie avoir une erreur d’au plis'2 = 0.00024414.

2.3. Polynbme minimax

Il existe différents types de polyndmes d’approximatioru(ldr, 2006). Le po-
lyndme minimaxest, en quelque sorte, le meilleur polynédme d’approxinmagiour
notre probléme. Le polyndme minimax de dedrpour approcheyf sur[a,b] est le
polynémep* qui satisfait:

I1f =0l zgrelgillf—plloo,

ol P, est I'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degoéuad. Ce po-
lynéme peut étre déterminé numériquement grace a I'alyngtde Remes (Remes,
1934) (implanté dans la fonction MPLE minimax). Le polyndme minimax est le
meilleur car parmi tous les polyndmes d’approximation fmss def sur|a, b], il est
celui qui a la plus petite des erreurs maximalgs sur tout l'intervalle. On note;,,
I'erreur d’approximation du polyndme minimax avelg, = ||/ — p*||sc-

Mais le polyndme minimax est un polynéme « théorique » carceefficients
sont dandR et on suppose son évaluation exacte (c’est a dire faite aveprécision
infinie). Pour pouvoir évaluer ce polynbme en pratique, iltfiaire deux niveaux
d’approximation supplémentaires dont les erreurs peusertumuler avec l'erreur
d’approximation théorique;,;

— les coefficients dg* devront étre écrits en précision finie dans le format sugport
par le circuit;

— les calculs nécessaires a son évaluation seront effemygrgcision finie.

Pour le moment, il n’existe pas de méthode théorique peamiett'obtenir le
meilleur polyndme d’approximation en pratique (coeffitgeat évaluation dans la
précision du format cible). Mais nous allons montrer darsuite que d’'importantes
optimisations sont déja possibles avec une méthode assplest des outils facile-
ment accessibles. La figure 1 illustre la problématique idgplantation pratique de
polynémes d’approximation en matériel.
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Figure 1. Résumé du probléme d'implantation de polynémes d’appubiamen ma-
tériel.

2.4. Vers des polyndmes d’approximation avec des coefficienpgésentables

L'un des problémes pour I'implantation pratique d’approations polynomiales
est le fait que les coefficients du polynédme minimax ne sostrpprésentables dans
le format cible en précision finie. Ceci est vrai aussi posardatres types d’approxi-
mations polynomiales(Chebyshev, Legendre...), cf. (8uR2006).

Par exemple, prenons la fonctiefi sur l'intervalle [1/2,1] avec un polyndme
de degré2 et des coefficients sut0 bits dont1 en partie entiére, soit =
(zg.7122 . . . T9)2. Le polyndme minimax trouvé &st.116018832+0.535470996 +
1.06540715422, il conduit & une précision d’approximation 6 bits environ. C'est
la meilleure précision atteignable avec un polynéme deélegur|1/2, 1]. En arron-
dissant au plus preés I&scoefficients de ce polyndbme dans le format cible, on a alors
g% + %¢ + ?%12 et une précision de I'approximation el bits. Apres avoir testé
tous les modes d’arrondi possibles pour chacun des coeffcilans le format cible,
on trouve que le meilleur polynébme oﬁ% + %m + %12 pour une précision de
I'approximation de9.3 bits, soit un gain de.2 bit de précision.

Dans les derniéres années, différents travaux de rechenttéé menés pour ob-
tenir des « bons » polynémes d’approximation dont les coeffis soient exactement
représentables dans le format cible.

2. en arrondissant les coefficients théoriques sur 10 chiffézimaux soit envion 32 bits.
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On trouve dans (Brisebaret al, 2006) une méthode basée sur une formulation
en un probleme de programmation linéaire en nombres entiesscoefficients des
polynémes sont représentés par des rationnels dont le déai@ur est une puissance
de2 (2" pour un format fractionnaire surbits). Un polytope est construit a partir des
contraintes (les tailles) sur tous les coefficients du payae. Chaque point du poly-
tope est alors un polyndme dont les coefficients s’écrivest ¢&es tailles souhaitées.
Mais seuls certains de ces polyndémes sont des « bons » pobadapproximation de
/. Laliste des polyndmes résultats est filtrée en deux phese®ur d’approximation
est mesurée en un certain nombre de points d’échantillopagrechaque point (po-
lynéme) possible du polytope. Le parcours du polytope damadiste de polynémes
pour lesquels la distance entre la fonction et le polyndragétest plus petite qu’un
seuil pour chacun des points d’echantillonage. Cette grentiste de polynédmes est
ensuite traitée pour déterminer numériqguement les nornfieses entre chacun des
polynémes de la liste et la fonction. Cette méthode, sédtassur le plan théorique,
ne fonctionne pas encore trés bien en pratique. Le tempslde ea le volume de
mémoire nécessaires sont trop importants pour le moment.

L'article présenté dans (Brisebare¢ al, 2004) utilise (Brisebarret al, 2006)
pour produire des approximations polynomiales avec defficieats creux (avec
beaucoup de 0) pour des petits degBis(4). Toutefois, du fait des énormes besoins
en temps de calcul et en taille mémoire de (Brisebatral, 2006), les approxima-
tions trouvées sont limitées & une douzaine de bits de éciBe plus, seule I'erreur
d’approximation est prise en compte.

2.5. Ouitils pour le calcul de bornes d’erreur globale

L'étude de méthodes pour borner finement les erreurs del@dtwn domaine
de recherche trés actif depuis quelques années. Dans lerdoha traitement du
signal, des méthodes assimilant les erreurs d’arrondi ardia $ont utilisées avec
succes (Ménardt al,, 2002). Différents outils ont été développés pour le cadcign-
tifique en virgule flottante. Par exemple, FLUCTUAT (Goulaatlal, n.d.) est un
analyseur statique de code qui permet de détecter cerfanies de précision sur des
programmes flottants. Le logiciel CADNA (Chesneatal., n.d.) implante une mé-
thode stochastique pour I'analyse de la précision moyeesgtbgrammes flottants
(une version en virgule fixe est actuellement étudiée).

Le logiciel GApPA (Melquiond, 2005-2007) permet d'évaluer et de prouver des
propriétés mathématiques sur des programmes numériqaesaractéristique inté-
ressante deAPPA dans notre probleme est sa capacité a borner finement leserre
de calcul ou a montrer que des bornes sont en dessous d'amcsstiil.

Voici un exemple simple des possibilités depprasur la fonctiore® sur[1/2, 1].
On suppose tous les calculs effectués en virgule fixe sutd@dbnt 1 en partie entiere.
A ’ H : ilicA __ 571 275 545 .2 A 7
Le pglypor_ne_d approximation utilisé egtr) = 15 + £5 2 + 7327, Son évaluation
se décrit ainsi eGAPPA
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1 |p0 = 571/512; pl = 275/512; p2 = 545/512;
2 |x = fixed<-9,dn>(Mx);

3 |x2 fixed<-9,dn>= x * x;

4 |p fixed<-9,dn>= p2 * x2 + pl * x + pO;

s [Mp = p2 * (Mxx*Mx) + pl * Mx + pO;

6 |{ Mx in [0.5,1] /\ |Mp-Mf| in [0,0.001385]
;| -> Ip-Mf| in 7 }

La ligne 1 spécifie les coefficients du polyndme (choisiséspntables dans le format
considéré). Par convention dans la suite, les noms de Vesiglhii commencent par
unM majuscule représentent les valeurs mathématiques (eisipréinfinie), et toutes
les valeurs en miniscules représentent des variables dugmme (des entrées/sor-
ties ou des registres intermédiaires). La ligne 2 indiquexgest la version circuit de
I'argument mathématiquéx (en précision infinie). La constructiahixed<-9,dn>
indique que I'on travaille en virgule fixe avec le LSB de pad¥ et I'arrondi vers le
basdn (troncature). La ligne 3 indique que la varialteest la version calculée dans
le circuit dez2. La ligne 4 décrit comment le polyndme est évalué en pratitares
le circuit tandis que la ligne 5 décrit son évaluation theoei (en précision infinie car
sans I'opérateur d’arrondiixed<. , .>). Enfin, les lignes 6 et 7 indiquent la propriété
cherchée (entre accolades). Les hypothéses sont en pautteydu signe>, elles
indiquent que la valeur mathématiquexdest dangl/2, 1] et que I'erreur d’approxi-
mation entre le polyn6me d’appromixatitip (sans erreur d’arrondi) et la fonction
mathématiquéif (la fonction cible théorique sans aucune erreur) est iafiée ou
égale &.001385 (valeur fournie par MPLE). La partie droite du signe> indique
gue 'on demande &APPA de nous dire dans quel intervallen( 7) est la distance
entre la valeur évaluée dans le circuit du polynnet la fonction mathématique, en
incluant erreurs d’approximation et d’évaluation (arrishd

Le résultat retourné pasAPPA (version supérieure ou égale0as. 1) pour ce
calcul est:

Results for Mx in [0.5, 1] and |Mp - F| in [0, 0.001385]:
l[p - F| in [0, 232010635959353905b-64 {0.0125773, 2~(-6.31303)}]

Apres avoir répété les hypothésegPPA indique qu'il a trouvé une borne pour
|p — f| et qu’il y ait au moing.31 bits corrects.

En modifiant les lignes 3 a 5 par les lignes suivantes, on bledferreur totale
commise en utilisant le schéma de Horr@exppPaindique alors une précision globale
de6.57 bits.

3 |yl fixed<-9,dn>= p2 * x + pl;
4 |p Tfixed<-9,dn>= yl1 *x x + pO;
s |[Mp = (p2 * Mx + pl) * Mx + pO;
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3. Méthode d’'optimisation proposée

Dans un premier temps, nous présentons rapidement la nes#aglite nous don-
nerons des détails sur chacune des différentes étapesrmblesations sur les outils
nécessaires.

Les données nécessaires en entrée de la méthode sont:

— f lafonction a évaluer;

— [a, b] le domaine de 'argument;

— le format de I'argument (nombre de bits.,.);

— p I'erreur totale maximale cible (donnée en erreur absolue).

Les paramétres déterminés par la méthode sont:

—d le degré du polynéme a utiliser;

—po, P1, P2,- - -, Pa l€S valeurs des coefficients du polynéme représentabledelan
circuit;

—n la taille utilisée pour représenter les coefficients;

—n/ la taille utilisée pour effectuer les calctils

Notre méthode se résume aux 3 étapes ci-dessous avec dgs etssibles a une
étape antérieure (rebouclage) dans certains cas:

Etape 1: calcul dupolyndme minimax
On cherche™ de degrél le plus petit possible tel que,, < u avecez,, =
||f — p*|lo. Cette premiére phase donne I'erreur d’approximatigg mini-
male atteignable en supposant tous les calculs faits eficieafs représentés
en précision infinie.

Etape 2: détermination desoefficientsiu polynéme a implanter et de letaille.
On cherche ici a la fois leg; et leur taille minimalen telle que I'erreur d’ap-
proximationeap, du polyndmep utilisé (p(z) = Zfzo p;xt) soit strictement
inférieure .

Etape 3: détermination de l&ille du chemin de données
On cherche’ la taille minimale du chemin de données de I'étage de Horner
pour effectuer les calculs. Cette derniére phase donrrelied’évaluatiorkeya
qui integre les erreurs d’approximation et les erreursrdiai. La valeur der’
trouvée garantit quésya < p.

Dans certains cas, il n'y a pas de solution a une étape. lldmusrebouclera
I'étape précédente pour essayer d’'autres solutions.

Différents types de rebouclages sont possibles. Par exemaplfin de deuxiéme
étape, on peut ne pas trouver des coefficients représesifadile garantieap, < .

3. Nous verrons que dans certains cas, prendeen’ Iégérement différents peut aider a limiter
la taille du circuit.
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Ceci se produit lorsque la « marge » enffg ety était trop faible a la premiere étape.
Il faut donc retourner a la premiére étape pour essayer ympuoie de degré plus
grandd « d + 1.

Un autre type classique de rebouclage intervient a la fin deraiére étape. Si la
taille n’ trouvée est jugée trop grande devanil peut étre intéressant de revenir a la
deuxieéme étape pour essayermplus grand. Ceci permet d’avoigg, plus petit et
donc plus de marge pour les erreurs d’arrondi.

La décision d’application de ces rebouclages est pureneemigtique. Nous allons
lillustrer sur les exemples en section 4.

Dans les descriptions données jusqu’ici, nous utilisorss atraintes du style
€app < j €t paseapp < p. En pratique, il faut de la marge enitk,, et . puis entre
eapp €t 1. Le caractere stricte des contraintes pour les étapes Isetidrec nécessaire.
Pour la derniére étape, peut étre pouvons-nous trouveranwidn (probablement
triviale et donc peu intéressante) telle que I'oneajty = 1 a la fin. Cela nous semble
trés improbable. De plus, I'utilisateur saurait traiteneenablement ce cas.

3.1. Calcul du polyn6me minimax

Dans cette étape on utilise la fonctiminimax de MAPLE. On commence avec
d = 1, et on incrémentd jusqu’a ce que le polyndme minimax trouvé soit tel que
€app < K-

Voici un exemple pou)f = log, (x) avecz dans[1, 2]:

> minimax(log[2] (x),x=1..2,[1,0],1,%err’); -logl[2](err);
—.95700010+1.0000006x
4.5371245

> minimax(log[2] (x),x=1..2,[2,0],1,%err’); -logl[2](err);
—1.6749034+(2.0246817%.34484766 X)* X
7.6597968

> minimax(log[2] (x),x=1..2,[3,0],1,%err’); -logl[2](err);
—2.1536207+(3.0478841+{1.0518750+.1582487€x)* X )* X
10.616152

© ® N o g A W N e

Les lignes qui commencent par un signe supérieur (« prompapLd) sont les
commandes entrées par l'utilisateur. Les résultats reésupar M\PLE sont en ita-
lique. Laligne 1 signifie que I'on cherche un polynéme de dégt que I'erreur d’ap-
proximation trouvée sera placée dans la variahte. Les lignes 2 et 3 représentent
respectivement le polynéme trouvé et sa précision (en neabbits corrects).

Cette étape fournit trois éléments nécessaires pour ke suit
—d le degré du polynéme;
—p*(x) = Zfzo p;z’ le polyndme minimax (théorique);
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— e3pp I'€rTEUr minimaleatteignable en utilisant™ pour approchey (en précision
infinie).
Les deux autres étapes vont dégrader la qualité de I'appadian (i.e. fournir des

erreurs plus grandes qug,y). Il faut donc laisser un peu de marge entfg, et ..
Nous reviendrons sur cette marge.

Nous verrons dans I'exemple 4.2, que certains changementadables per-
mettent d’obtenir des coefficients d’ordres de grandewinsi Ceci limite les reca-
drages en virgule fixe. Si on évalyféx) sur[a, b] aveca # 0, il peut étre intéressant
de considéref (z + a) sur[0,b — al.

Toutes les fonctions ne sont pas « approchables facilemsreéc>des polynémes.
Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de références saluation de fonctions
comme (Muller, 2006, chap. 3) pour les fonctions élémeesaiEn pratique, les fonc-
tions usuelles s’approchent bien par des polynémes.

3.2. Détermination des coefficients du polynéme et de leur taille

Une foisp* déterminé, il faut trouver des coefficients représentadegrécision
finie. On cherche: le nombre de bits du format virgule fixe dgstel quen soit le
plus petit possible mais avegy, < /.

Nous avons vu en 2.4 que le choix des coefficients est impoEararrondissant
simplement les coefficients du polyndme minimax surits, il est peu probable de
trouver un bon polynéme d’approximation. L'exemple prééem 2.4 montre que tes-
ter 'ensemble des combinaisons des arrondis des coefSaep* permet de trouver
un bon polynéme. C’est ce que nous proposons de faire syStgmaent dans cette
deuxiéme phase.

Chague coefficient; du polynéme peut étre arrondi soit vers le haut= A(pf),
soit vers le bag; = /(p}). Il y a 2 choix possibles par coefficient et dop¢*?
combinaisons a tester au total comme illustré en figure 2 Elmague polyndme, il
faut détermineeapp = || f — p|| (fonctioninfnorm de MAPLE).

% V(Po)/.\A(PO)
AN SN
a v(p1) A(p1) v(p1) A(p1)
/N / N\ /N /N

Vp2)  Alp2)  vip2) Alp2) vp2) ADlp2) Vi) Alp2)

Figure 2. Différentes combinaisons d’arrondi pout de degrél = 2.
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Dans nos applicationd,est faible ¢ < 6). Il y a donc au mieux quelques centaines
de polynémes a tester. En pratique, chaque calcehgalure quelques fractions de
seconde sur un ordinateur standard.

Nous avons fait un programmeA®LE qui teste le2?*! combinaisons d’arrondi
desp?. Le programme retourne la liste des polynémes candidats lpomoisieme
étape, c’est a dire ceux pour qui I'erreur d’approximatigyy est minimale. On com-
mence par = [—log, |¢|] (le nombre de bits correspondant a I'erredy puis on
test tous les arrondis déds- 1 coefficients sur bits. On recommence en incrémentant
n jusqu’a ce queapp < [

A cette étape, on peut aussi souhaiter modifier plus en « mpdefar » cer-
tains coefficients. Par exemple, si un coefficient retours€0e5002441406 =
(0.100000000001)5 et que I'on travaille sur un peu plus d’'une douzaine de bis-fr
tionnaires, il est peut étre intéressant de fixer ce coaffiéi®.5 pour éliminer une
opération. La multiplication par une puissance2d réduit a un décalage. Nous ver-
rons un exemple de ce genre de modification dans I'exempl&éi2s ne savons pas
encore formaliser simplement ce genre de traitement, neddsoconstitue un de nos
axes de recherche a travers I'amélioration de la méthodeptée dans (Brisebarme
al., 2006).

3.3. Détermination de la taille du chemin de données

Le calcul du polyndme(x) peut s’effectuer en utilisant différents schémas d’éva-
luation (Muller, 2006). Dans la suite, nous utiliseronsqu@ment les schémas direct
et de Horner:

( Po + 17 + paz? + -+ - + paxd directd add, d + [log, d] mul;
xTr) =
P po+x(p1 + x(p2 +2(--- +apa)---)) Hornerd add, d mul.

Le schéma de Horner est souvent préféré au schéma diretthéaessite moins
d’opérations et donne souvent une erreur d’évaluatigyplus faible (Muller, 2006).
Toutefois, dans certains cas particuliers avec des cazffiitrés creux, le schéma
direct peut s’avérer intéressant (cf. exemple en 4.2).

La derniére étape permet de spécifier la taille du chemin deds pour I'éva-
luation suivant le schéma de Horner. L'étage de Horner pedrégalueru x v + z.
La taille du chemin de données de cet étageedDn commence aved = n et on
augmente:’ tant que I'encadrement de I'erreur d’évaluatiQQy, par GAPPA avecn’
bits pour le chemin de données ne donne@ag < u. Pour le moment, le codage
en GAPPA se fait a la main. Mais le schéma de Horner ou le schéma ditaict kes
mémes aux coefficients prés, nous avons les prograramesa types pour lesquels
il suffit de préciser les valeurs des coefficients et du degréoucle surn’ s'effectue
en quelques minutes tout au plus sur un ordinateur standard.
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La différence entre@’ etn est appelée le nombre de bits de garde. Conserpkrs
petit quen’ permet, par exemple, de limiter la taille mémoire nécesg@iur stocker
les coefficients.

Si la taille du chemin de données est un peu supérieur@ @ 3 bits), on pourrait
revenir a I'étape 2 pour essayer arplus grand. Notre expérience montre que:le
final change rarement. Par contre si la valeuntest bien plus grande qug alors
il peut étre intéressant de reboucler a I'étape 2 avee plus grand. Ici encore, nous
devons encore travailler pour formaliser ce genre de test.

3.4. Résumé de la méthode

La figure 3 résume graphiquement le fonctionnement de lagdéth

début

| <p*,5;pp):mmm(f,a,b,d) T ar -

T adeld

|

. |

oui * non |
P

Capp < M |

|

|

1

Z adeig

¢ adelg
L

rand 2

e grand
oui
fin

Figure 3. Résumé de la méthode (les rebouclages en pointillés sanitdfs).

4. Exemples d’applications sur FPGA

Les implantations réalisées ci-dessous ont été faitesgerIFPGA de la famille
Virtex de Xilinx (XCV200-5) avec les outils ISE8.1i de Xiln La synthése et le
placement/routage utilisent une optimisation en surfaee affort élevé. Les résultats
indiquent toutes les ressources nécessaires pour chagueteyr (cellules logiques
et registres fonctionnels). Nous avons utilisé des ciscBRGA pour ces premieres
implantations du fait de leur simplicité d’utilisation. Bs I'avenir nous souhaitons
optimiser et implanter nos opérateurs pour des circuitgirts standards (ASIC). La
méthode présentée dans cet article est indépendante déda’'dinplantation.
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4.1. Fonction 2% sur [0, 1]

On cherche un opérateur pour évaluer la fonc@ténavecz dans[0,1] et une
précision globale d&2 bits. La premiére étape est de trouver un polyndme d’approxi
mation théorique en utilisant MPLE. On cherche ici & minimiser le degd&lu poly-
néme utilisé. Voici la précision d’approximatiery,, (en bits corrects) des polyndmes
minimax de2® pourd variant del a5:

(da ] t 1213 [ 4] 5 ]
[capp | 4.53 | 8.65 [ 13.18 | 18.04 | 23.15 |

Bien évidemment, les polynémes de degrét 2 ne sont pas suffisament précis
pour notre but. La solution avec le polyndme de deyjodnduit & précision estimée
dans le pire cas £0 bits environ {3.18 — d, car on borne & bits la perte de précision
pour un schéma de Horner de dedyée qui semble trop faible. De plus, 1€3.18 bits
corrects correspondenta I'erreur d’approximation aveolgndme minimax avec des
coefficients réels (non représentables dans le formatf)cible

Sans outil pour aider le concepteur, il semble donc que Boaisobligé de choisir
la solution de degréd ou 5. Méme la solution avec un polynéme de dedrgeut
conduire a une précision trop faible. Certes sa précisiénrtue est au moins de
18.04 — 4 = 14.04 bits corrects mais seulement pour des coefficients en pracis
infinie. Le polynbme minimax de degrest (les coefficients sont affichés avec 10
chiffres décimaux dans le papier, maigRLE est capable de les calculer avec plus de
précision):1.0000037045 + 0.6929661227x 4 0.24163844582% 4 0.051690358 323 +
0.0136976645x%.

Pour étre certain que la solution de degngeut étre employée, il faut trouver un
format des coefficients pour lequel le polyndme minimax aesccoefficients arrondis
dans ce format ait une précision supérieure ou égietat = 16 bits. Pour un format
donné, on teste tous les modes d’arrondi possibles pouo&ffiaients du polyndme
minimax dans le format. On trouve des polyndmes acceptablesrtir del14 bits
fractionnaires efl entier. Pour montrer que le choix de coefficients reprébéedga
est important, nous présentons ci-dessous chacune desnzisons possibles des
modes d’'arrondi des coefficients et la précision d’appratiom du polynéme dont
les coefficients s'écrivent exactement dans le format ctdeils deux polyndmes ont
la précision souhaitée (valeurs en gras).
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(Vs VsV, Vv, V) | 1200 (V,v,V,V,4) | 13.00
(V,V,V,A,v) | 13.00 || (V,V,V,4A,A) | 14.03
(v, v, 4, v,v) | 13.00 || (vV,Vv,4,v,4) | 1455
(V, vV, 0, A, v) | 1499 || (v,V, ,A,A) | 13.00
(v, 4, v,v,Vv) | 13.00 || (v,4,v,V,4) | 16.13
(v, A, v, A, v) | 1712 || (v,4,v,A,A) | 13.00
(v, 0, 0,v,v) | 15.71 || (v, L, A,v,4) | 13.00
(V, 0, A,A,v) | 13.00 || (v, A, 40,A,A) | 12.00
(A v, v, vV, V) | 13.00 || (A, v,v,V,4) | 13.00
(A, 7, 0,v) | 13.00 || (A, v, v, 4A,4) | 13.00
(A v, A,v,v) | 13.00 || (A, v,A,v,4) | 13.00
(A, A0, v) | 1299 || (A, v, A, A,A) | 12.00
(A A, 7,7, V) | 1299 || (A A, v,v,4) | 12.98
(A A7, A,v) | 1291 || (A A7, A,A) | 12.00
(AN A7, v) | 1279 || (A A A, v,4) | 12.00
(A0 A7) | 12.00 || (A0, 0,0 AN) | 1141

La solution

avec le polyndme de degtéest donc utilisable moyennant un bon
choix des coefficients du polynéme d’approximation. Maisvarmontrer que méme
celle de degré I'est en pratique. Ce qui constitue une optimisation sigatfve de
I'opérateur mais nécessite des outils.

Le polyndme minimax de degre qui approche le mieux théoriquemeit sur

[0,1] est:

p*(z) = 0.9998929656 + 0.6964573949x + 0.224338364722 + 0.07920424022°.

On a alorseapp = ||f — p*||oc = 0.0001070344 soit 13.18 bits de précision. Ceci
signifie que, quelle que soit la précision des coefficientsés pour représenter

et celle utilisée pour son évaluation, on ne pourra pas auviopérateur avec une
précision meilleure qué3.18 bits.

Afin de déterminer la version représentablestigue nous allons implanter, il faut
trouver la taille des coefficients. Etant donnés la foncgbson domaine, le format
cherché est constitué d’un bit de partie entiere et 1 bits de partie fractionnaire.
On cherche: minimal pour une erreur d’approximatieg,, correspondante la plus
proche possible du maximum théoriqueldel 8.

| n—-1 ] 12 | 13 | 14 [ 15 [ 16 |
€app 12.38 | 12.45 [ 13.00 | 13.00 | 13.02
nb. candidats| 0 0 2 2 7

En effet, poum — 1 = 14 bits, tous les modes d’arrondis possibles des coefficients
donnent:
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(V,v, v, V) | 1141 (v,V,V,4) | 12.00
(V,V,4A,v) | 12.00 || (vv7,V,4,4A) | 12.84
(v, 4,v,v) | 12.00 || (v, 4A,v,4) | 13.00
(7,0, A7) | 13.00| (v, A,40,40) | 12.36
(A v, v,V) | 12.00 || (A,v,v,4) | 12.25
(A7, 0,v) | 1223 (A, v, A,A) | 12.23
(AN 7,v) | 1213 | (A, A, v, A) | 12.12
(AN N,) | 1205 || (A, A, A, A) | 11.64
Les deux polyndmes candidats sont donc:
8191 2853 1837 , 649 . 8191 2853 919 , 649 4

e .
85192 " 20067 T 8192° T 8102" 8192 T 2096" T 1096° T 8192"

Tous deux conduisent & une erreur d’approximation.d601220703 (13.00 bits de
précision). Il reste maintenant & vérifier que I'évaluatiteu moins un de ces poly-
némes donne une précision finale d’au moifsbits. Voici ci-dessous la précision
totale (approximation + évaluation) retournée pEaPPA en utilisant le schéma de
Horner et le schéma direct pour évaldeds + 2553 5 4 183752 + 8943 pour diffé-
rentes tailles du chemin de donnégs

| n’ | 14 [ 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 |
eevaHOrner [ 11.32 1 11.93 [ 12.36 [ 12.65 [ 12.81 [ 12.90 [ 12.95
cevardirect || 11.24 [ 11.86 | 12.32 | 12.62 | 12.79 | 12.89 | 12.94

Les valeurs obtenus pour l'autre polynéme (= %) sont équivalentes. Le
schéma de Horner présente un comportement légéremeneunaiilie I'évaluation
directe (qui en plus est plus colteuse en nombre d’'opégtidrfaut un chemin de
données sut6 bits au moins pour obtenir un opérateur av@dits de précision au
final et ce & partir d’'une approximation aveR:18 bits de précision.

Passer les coefficients suf bits ne modifie pas beaucoup la précision totale car
on voit dans la table qui donregy, en fonction dex que I'on passe dé3.00 a13.02
bits de précision seulement en passant 1 de 14 a 16 pour I'approximation. Avec
des coefficients et un chemin de donnéesl$uiits, GAPPAindique une précision de

12.38 bits en évaluant le polynémez) = 32765 4 22821, 4 1351 ;2 4 G4 ;3

Deux solutions ont été implantées pour cet opérateur: ogienisée (degré,
chemin de données dé bits) et celle de base (degtechemin de données d8 bits).
La seconde version correspond a celle que I'on aurait ingdasans I'aide de notre
méthode. La table 1 donne les différentes caractéristidgegdeux implantations pour
un étage de Horner (logique et registres). L'optimisatiempet d’obtenir un circuit
17% plus petit mais surtout d’utiliser une approximation dgrée3 plutdt que4 et
donc de gagne38% en temps de calcul.
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surface| période| nb cycles| durée du calcul
version [slices] [ns] [ns]
degré3, n’ = 16 193 21.9 3 65.7
degré4, n’ = 18 233 26.9 4 107.6

Tableau 1.Résultats de synthese pafrsur [0, 1].

4.2. Racine carrée suf1, 2]

Pour ce deuxiéme exemple, nous cherchons a concevoir uatepétres rapide
pour évaluek/z avecz dans[1, 2] et une précision d’au moirsshits au final (approxi-
mation et évaluation). Le polyndme minimax de degrée conduit qu's.81 bits de
précision, il faut au moins un polynéme de degré

Le polynéme minimax de degfpour./z avecx dans|1, 2] est0.4456804579 +
0.6262821240x — 0.071198745122. 1l fournit une erreur d’approximation théorique
de 0.0007638369 soit 10.35 bits corrects. La précision théorique supérieut® aits
permet de supposer que I'on devrait atteindre notre but siauve des coefficients
représentables sans trop diminuer I'erreur d’approxiomati

Toutefois, implanter directement ce polyndme, n’est pashonne idée du point
de vue du format. Avee dang[1, 2], il faut travailler un nombre de bits variable pour la
partie entiére. En effet, I'opératiar? nécessite deux bits entiers alors que les autres
seulement un. Pour éviter ceci, on utilise un changementadabte pour évaluer
V1 + z avecr dang0, 1]. Le polyndme minimax correspondant esfi007638368 +
0.4838846338x — 0.071198745122. On obtient la méme erreur d’approximation de
10.35 bits corrects. Ceci est tout & fait normal car le changemenadabler — 1+
utilisé ne modifie pas la qualité du polyn6me minimax.

A partir de ce polynéme, on pourrait procéder comme pourbheple2®, mais
les coefficienty, et p; semblent trés proches de puissance® @t on va essayer
de l'utiliser. La premiéere chose a faire est de remplagepar 1. Le polynémel +
0.4838846338x — 0.0711987451z2 offre une précision d’approximation de35 bits,
ce qui nous semble satisfaisant.

Le coefficientp; semble proche d&5. Le polyndmel + 0.5z — 0.0711987451 22
offre une précision d’approximation de09 bits seulementp; ne peut donc pas étre
remplacé pab.5. Toutefois nous allons essayer d’écpreavec peu de bits hou —1.
Le coefficientp; est trés proche d.100001)s. Le polyndmel + (0.100001)2z —
0.7119874512 offre une précision d’approximation de45 bits et en plus le produit
p1z est remplacé par la soustractigm — 5-z.

Nous procédons a une recherche d’'une version avec peu deobitsuls dep,
et nous trouvong0.0001001),. Donc le produitpz? est remplacé par I'addition
%x? 4+ Fz?. Le polyndmel + (0.100001)2z + (0.0001001)o2? fournit une pré-
cision d’approximation dé.49 bits. Il ne reste donc plus qu’une seule multiplication
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pour le calcul de:?. De plus, on constate qu’avec un coefficipnmoins précis (pas-
sage de).0711987451 &4(0.0001001),), la qualité de I'approximation est Iégérement
meilleure. Ceci s’explique car le coefficiept quantifié 4(0.0001001)2 permet de
compenser les erreurs de la quantification des autres depfficL’exploration d’'une
partie de I'espace des coefficients permet de trouver ceegienpolynéme. Mais en-
core une fois, il s'agit d’'une méthode purement heurist®pres aucune garantie ni sur
le résultat ni sur le temps de calcul nécessaire pour petlmtient améliorer le résul-
tat. Pour le moment, nous ne voyons pas de méthode pour traut@matiquement
ces petites améliorations.

On va donc déterminer la précision finale intégrant I'er@'évaluation en uti-
lisant GAPPA En cherchant la taille’ du chemin de données on troul bits. Le
programme a faire prouver panpPPAest le suivant.

1 |p0 = 1; pl = 31/64; p2 = -9/128;

2 |x = fixed<-10,dn>(Mx);

3 |x2 fixed<-10,dn>= x * x;

4 |p fixed<-10,dn>= p2 * x2 + pl * x + pO;

s |[Mp = p2 * (Mx*Mx) + pl * Mx + pO;

6 |{ Mx in [0,1] /\ |Mp-Mf| in [0,0.0013829642]
; -> |p-Mf| in 7 }

GAPPAretourne une erreur totale de)3 bits. Mais ce programmeAPPA corres-
pond a l'utilisation de mutiplieurs pour effectuer les putigp; = etp,z2. En pratique
nous remplagons ces multiplieurs par des additions/smigins. Il faut donc donner
a GAPPA une description exacte de ce qui est fait par notre architecta détermi-
nation de la taille minimale du chemin de données est faitgagtant dex = 8 et en
incrémentant: jusqu’a ce que la précision finale soit supérieure ou égélbits. La
recherche donne = 13.

1 | pO0 = 1;
2 |pll = 1/2; pl2 = -1/64;
s |p21 = -1/16; p22 = -1/128;

4 |x = fixed<-8,dn>(Mx);
5 | x2 fixed<-16,dn>= x * Xx;
6 |P fixed<-13,dn>= p21 * x2 + p22 * x2 + pll * x

7 + pl2 * x + pO0;
s |[Mx2 = Mx * Mx;
o [Mp = p21 * Mx2 + p22 * Mx2 + pll * Mx + pl2 * Mx

10 + pO0;
u |[{ Mx in [0,1] /\ |Mp—Mf| in [0,0.0013829642]
12 -> |p—Mf| in ? }
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Dans ce caszAPPAretourne une précision de07 bits avec une seule vraie mul-
tiplication pourz?. Larchitecture de I'opérateur est présentée en figure 4.ceecles
gris indiquent un décalage vers la droite du nombre de biiré a I'intérieur du
cercle (routage uniguement).

IEILL,

_|_

p

Figure 4. Architecture de I'opérateur optimisé poyfl + = sur |0, 1].

Nous avons implanté la solution optimisée présentée enefig@t celle que I'on
aurait implantée sans l'aide de la méthode (de&g&age de Horner avec chemin de
données sut1 bits). Les résultats de synthése correspondants soninpéésans la
table 2. Ici aussi, les gains sont intéressants puisqueobbient une amélioration de
40% en surface et d&l% en temps de calcul.

surface| période| nb cycles| durée du calcul

version [slices] [ns] [ns]
degré2 Horner 103 19.9 2 39.8 |
degré2 optimisée 61 194 1 19.4 |

Tableau 2.Résultats de synthése poyt + = sur |0, 1].

5. Conclusion et perspectives

Nous avons proposé une méthode pour concevoir et optinesasmkrateurs arith-
métiques matériels dédiés a I'évaluation de fonctions ppraimation polynomiale.
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Notre méthode permet, a I'aide d’outils récents, de déeemine solution avec:
— un degrél petit;
— une taille de coefficients représentablgzetite;
— et une taille du chemin de donné€é9etite.

La méthode ne fournit pas des valeurside etrn’ optimales. L'optimum pour ce
probléme n’est pas connu actuellement méme sur le planithgoiSur les exemples
testés, la méthode permet d’obtenir des circuits plusgpettiplus rapides que ceux que
I'on pouvait concevoir avant. Toutefois, il reste beaucaufire pour les améliorer
encore.

De plus, notre méthode permet, grace a I'utilisation dudiegcApPA (Melquiond,
2005-2007), d’obtenir des opérateurs valides numérignedes la conception. En
effet, la méthode permet de déterminer a la fois les errelarspdoximation et les
erreurs d’évaluation. Il n’est plus nécessaire de quakfigosteriorile circuit avec de
longues simulations ou tests. La contrainte de précisipnégiee a la conception.

Dans l'avenir, nous pensons travailler dans plusieurscties. Pour minimiser
I'erreur d’approximation, nous poursuivons nos travawsspntés dans (Brisebaee
al., 2006) et (Brisebarret al, 2004). Pour minimiser I'erreur d’évaluation tout en
évaluant rapidement le polynéme, il reste énormement daitra faire. En utilisant,
par exemple, d’autres schémas d’évaluation de polyndnmasneocelui proposé par
Estrin pour certaines valeurs deDe plus, toutes les heuristiques présentée pour ex-
plorer I'espace des coefficients pour pottentiellemeniven de meilleurs polynémes
doivent étre encore étudiées. Enfin, nous travaillons suéfration de cette méthode
dans des outils pour générer automatiquement des circuits.
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