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Introduction générale

La thématique du travail rapporté dans ce manuscrit est la recherche d’information & partir
d’un signal. La recherche d’information vise & acquérir de la connaissance vis-a-vis du ou des
phénoménes qui engendrent le signal observé. Elle consiste & mettre a jour un certain nombre
de caractéristiques qui seront utiles pour décrire, comprendre, expliquer ou encore discerner ces
phénomenes sous-jacents. La recherche d’information est soumise & deux éléments : le mode de
représentation du signal d’une part et I’extraction de 'information proprement dite d’autre part.

Le mode de représentation définit ’aspect sous lequel le signal est disponible. Dans une repré-
sentation temporelle, I'amplitude ou la puissance du signal est disponible en fonction du temps.
Une représentation spatiale décrit 'amplitude du signal en différents points de ’espace. De la
méme maniére, une représentation fréquentielle présente ’énergie du signal suivant les fréquences.
Chaque espace de représentation permet ainsi de décrire le contenu du signal en fonction dune
variable d’évolution : le temps, ’espace ou la fréquence dans les exemples cités précédemment. A
travers cette variable d’évolution, il apparait que chaque espace de représentation met en valeur
un type d’information : évolution dans le temps, répartition dans I’espace, distribution selon les
fréquences... La recherche d’information est donc intimement liée aux possibilités offertes par
I’espace dans lequel le signal est représenté. L’information recherchée doit en premier lieu étre
accessible dans cet espace.

Dans le cas contraire, il devient nécessaire de réorganiser le signal afin de mettre en évi-
dence l'information souhaitée. Nous opérons ainsi un changement d’espace de représentation. Par
exemple, nous pouvons passer d’une représentation temporelle du signal vers une représentation
fréquentielle, une représentation temps-fréquence ou encore un espace des phases, etc. Précisons
que changer d’espace de représentation ne modifie pas le contenu du signal et notamment ne
crée pas d’information. Seul 'angle d’observation est modifié. L’information recherchée doit étre
initialement présente dans le signal et le choix d’un espace de représentation doit simplement per-
mettre de la mettre en évidence. Précisons également que l'information contenue dans un signal
est limitée. Plus précisément, ’espace d’acquisition initial dans lequel un phénomeéne est observé
définit la nature des informations auxquelles il sera possible d’accéder. Par exemple, une représen-
tation spatiale ne peut étre obtenue & partir d’un enregistrement du signal sous forme temporelle.

Le second élément auquel est soumise la recherche d’information est son extraction propre-
ment dite. Si l'information recherchée est accessible dans un espace de représentation correc-
tement choisi, elle doit cependant étre récupérée afin d’étre utilisée par la suite. La mise en
ceuvre de cette extraction est alors contrainte par le degré d’accessibilité de 'information. Par
exemple, est-il possible d’extraire l'information sans commettre d’erreur 7 Toute l'information
est-elle accessible 7 Sur ce point, notons que le rapport signal sur bruit ou encore le degré de
parcimonie sont des mesures permettant de quantifier ce degré d’accessibilité. Il découle de cette
remarque que la méthode d’extraction & mettre en ceuvre afin de récupérer I'information souhai-
tée est intimement liée & ’espace de représentation choisi, et notamment & sa faculté & rendre
cette information accessible. Comme nous le verrons par la suite, ¢’est sur ce second aspect de
la recherche d’information que se focalise le travail présenté dans ce manuscrit.
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Objectif et contexte de travail :

Nous considérons les signaux pour lesquels une représentation temporelle est disponible. L’ana-
lyse de Fourier d’un signal temporel permet de mettre & jour la répartition de son énergie suivant
ses fréquences d’oscillation. Le caractére physique et intuitif de la notion de fréquence a engendré
le succes de cette analyse dans les domaines d’application les plus variés. Nous interprétons ce
succés par le caractére informatif de la représentation fréquentielle d’un signal. Cependant, en
révélant le contenu fréquentiel du signal, ’analyse de Fourier dissimule son caractére temporel
et ne permet pas la description de I’évolution du signal dans le temps. Or, si les fréquences
d’oscillations qui apparaissent dans un signal constituent une information pertinente, ’évolution
dans le temps de ces fréquences, lorsqu’elle existe, apporte une information plus compléte sur le
phénomeéne étudié. Afin de rendre possible une description fréquentielle du signal tout en gardant
Iinformation liée & son évolution dans le temps, des représentations temps-fréquence du signal
ont été proposées [Fla93]|[Coh95|. Ces représentations visent & décrire la répartition de I’énergie
du signal conjointement suivant le temps et la fréquence.

Les différentes possibilités offertes par plus d’un demi-siécle de recherche dans le but de
représenter un signal dans le plan temps-fréquence ne sont pas le point central de ce travail.
Dans la suite, nous ne considérerons qu’une seule représentation du signal dans ’espace temps-
fréquence : le spectrogramme. Ce choix sera discuté dans le premier chapitre. Partant de cette
représentation, nous nous sommes plutot attachés a y décrire le comportement du signal. Le
descripteur que nous avons retenu est le support du signal dans cet espace. Le support temps-
fréquence d’un signal correspond a ’ensemble des régions du plan temps-fréquence sur lesquelles
le signal existe. La détermination de ce support temps-fréquence correspond a l'objectif de notre
travail.

Si chaque signal admet nécessairement un support dans le plan temps-fréquence, notons
qu’une infinité de signaux peuvent admettre le méme support. L’information de support n’est
donc pas suffisante pour décrire complétement un signal. La maniére dont I’énergie du signal
s’y répartit en est effectivement absente. Sur ce point, la pertinence de cette information sera
donnée par I'ensemble des problémes pour lesquels elle apportera une solution suffisante. Aussi,
notons que la détermination du support temps-fréquence du signal ne nécessite pas la perte de
Iinformation énergétique qui reste dans tous les cas disponible.

Sans rentrer plus avant dans une méthode de détermination du support temps-fréquence, il
apparait dés a présent qu'un processus de décision doit étre mis en place. Un support temps-
fréquence est une information de nature binaire qui peut étre représentée par une fonction indica-
trice. A chaque point du plan temps-fréquence doit donc étre associée la valeur 0 ou 1 en fonction
de son appartenance au support du signal. Cette association est nécessairement le résultat d’une
décision.

Le support temps-fréquence d’un signal correspond donc a 'information que nous nous pro-
posons de rechercher dans le contexte spécifique que nous présentons maintenant.

D’une part, le signal d’intérét sur lequel nous souhaitons gagner de l'information est entie-
rement inconnu. Il ne sera donc pas possible de formuler quelques hypothéses a priori sur son
comportement dans le plan temps-fréquence, et notamment sur la forme ou la localisation de son
support.

D’autre part, nous considérons que le signal temporel observé, c’est-a-dire le signal auquel
nous avons acces, est une version perturbée du signal d’intérét. Nous considérons que cette
perturbation prend la forme d’un bruit gaussien additif dont le comportement temporel ainsi que
fréquentiel est inconnu. Nous verrons que la présence de ce bruit doit étre explicitement prise en
compte dans la détermination du support temps-fréquence du signal d’intérét. Notamment, elle



nécessite de prendre en compte les participations respectives du signal d’intérét et du bruit dans
les différentes régions du plan temps-fréquence. Aussi, la présence d’un bruit aléatoire impose
un caractére incertain au processus de décision qui sera mis en place. Il sera alors nécessaire
d’évaluer le degré d’incertitude qui accompagne la détermination du support temps-fréquence.

Organisation du manuscrit :

Dans le premier chapitre, nous posons les bases du travail qui a été mené. En point de dé-
part, nous donnons la nature et la composition des signaux qui sont étudiés. Nous définissons
un modéle temporel de signal pour lequel nous précisons les informations disponibles a priori.
Dans un second temps, nous précisons la notion de support temps-fréquence dans le contexte
d’un signal bruité. Aussi, la méthode d’extraction de cette information est introduite. Dans un
troisiéme temps, quelques éléments sur les représentations temps-fréquence sont présentés afin de
justifier le choix réalisé dans ce travail d’utiliser le spectrogramme. Enfin, les éléments du modéle
de signal précédemment établi dans le domaine temporel sont traduits dans ce nouvel espace de
représentation.

De par la présence du bruit, les échantillons temporels du signal observé ainsi que les coeffi-
cients du spectrogramme de ce méme signal sont de nature aléatoire. Le second chapitre présente
une étude menée sur le comportement statistique des coefficients du spectrogramme des signaux
considérés. Ce comportement statistique caractérise d’une part l'incertitude qui doit étre prise
en compte dans la détermination du support temps-fréquence du signal d’intérét. D’autre part,
I’entiére dépendance au bruit de ce comportement représente une porte d’entrée pour la carac-
térisation de ce bruit.

L’étude rapportée dans ce chapitre est la suivante. Dans le cas particulier d’un signal gaus-
sien, blanc et stationnaire, les coefficients du spectrogramme sont distribués selon une loi du chi?
a 2 degrés de liberté. Afin de nous replacer dans le contexte d’un bruit gaussien inconnu, nous
évaluons si cette proposition reste vraie lorsque les hypothéses de blancheur et/ou de stationna-
rité sont relachées. Ayant mis a jour les conditions pour lesquelles cette proposition n’est plus
vraie, la densité de probabilité du spectrogramie est ensuite formulée dans le contexte d’un bruit
gaussien non blanc et non stationnaire. Devant la complexité de la loi obtenue, nous mesurons
sa divergence avec une loi du chi? afin d’évaluer les possibilités d’utiliser une loi du chi? pour
décrire le spectrogramme. Notamment, nous mesurons I'impact de l'utilisation d’une loi du chi?
dans le cadre d’un test binaire d’hypothéses.

La connaissance du comportement dans le plan temps-fréquence du bruit gaussien additif su-
bordonne la possibilité de déterminer le support temps-fréquence du signal d’intérét. Le troisiéme
chapitre est consacré a I’estimation de ce comportement. A partir d'une réalisation du signal,
lobjectif est de connaitre 'espérance du spectrogramme du bruit. Dans ce but, un estimateur
basé sur les plus petits coefficients observés dans une région prédéfinie du spectrogramme est
développé. Cet estimateur est ensuite évalué sur des signaux réels et synthétiques.

Dans le quatriéme chapitre, le processus de décision permettant de sélectionner les points du
plan temps-fréquence qui appartiennent au support du signal d’intérét est étudié au niveau d’un
unique point temps-fréquence. Celui-ci prend la forme d’un test binaire d’hypotheéses permettant
de décider si I’énergie observée en un point du plan temps-fréquence est uniquement due au bruit
additif ou bien révéle 'existence du signal d’intérét. Notamment, un critére de rapport signal sur
bruit est introduit dans cette prise de décision. Les performances du détecteur mis en place sont
ensuite évaluées. De facon rétroactive, les performances obtenues caractérisent la représentation
temps-fréquence choisie, c’est-a-dire le spectrogramime, pour la détection d’un signal inconnu en
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présence de bruit gaussien additif.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre, le processus de décision est ramené au niveau de ’en-
semble de la représentation temps-fréquence afin de déterminer le support du signal d’intérét.
L’algorithme complet permettant 'extraction de cette information est présenté. L’'impact et le
choix des parameétres qui seront laissés libre & un utilisateur sont discutés, au méme titre que les
défauts et les limitations de la méthode.

Les conclusions de ce travail ainsi que quelques perspectives viennent finalement clore ce
manuscrit.
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1.1 Introduction 7

1.1 Introduction

Le role de ce premier chapitre est de présenter le modéle de signal, les objectifs et la méthode
choisie, ainsi que les outils utilisés dans ce travail. Il en constitue donc une introduction technique
et méthodologique.

Dans le premier paragraphe, nous présentons le modéle de signal sur lequel ’ensemble du
travail rapporté dans ce manuscrit est fondé. Les choix réalisés sur le type et la nature des
signaux qui seront pris en compte sont ainsi exposés. Egalement, nous précisons 1’ensemble des
informations que nous supposerons connues a priori. Dans un second temps, nous précisons
I’objectif et la motivation générale de ce travail. Nous donnons alors la démarche méthodologique
que nous avons adoptée : la détermination d’un support temps-fréquence est formulée en tant
que test statistique d’hypotheses dans le plan temps-fréquence. Le modéle de signal étant défini
dans le domaine temporel, la troisiéme partie de ce chapitre concerne alors sa formulation dans le
domaine temps-fréquence. Notamment, le choix du spectrogramme comine outil de représentation
temps-fréquence est argumenté. Finalement, nous résumons les objectifs et définissons le travail
qui sera présenté dans les chapitres suivants.

1.2 Le modéle de signal en temps

1.2.1 Composition du modéle et informations a prior:

Dans tout ce travail, nous considérons des signaux réels formés par ’addition d’un signal
déterministe et d’un signal aléatoire, indépendants 1'un de 'autre. Le signal observé, noté x[m]
avec m désignant la variable temporelle discréte, s’écrit sous la forme

x[m] = d[m] + p[m], (1.1)

avec d[m] le signal déterministe et p[m] la contribution aléatoire.

Le signal déterministe d[m] est supposé non stationnaire au sens ou la répartition de son
énergie spectrale évolue avec le temps. Concernant le signal aléatoire p[m], sa fonction d’auto-
corrélation, notée I'p[m, 7] & 'instant m et pour le décalage temporel 7, est définie selon

Ipim, 7] = E{p[m — 7]pm + 7]} . (1.2)

C’est une fonction paire selon la variable de décalage temporel 7. Notons que la dépendance de la
fonction d’autocorrélation a I'instant m traduit la non-stationnarité, tandis que la dépendance au
décalage temporel T caractérise la non-blancheur du signal'. La matrice de corrélation associée
a cette fonction d’autocorrélation sera notée Ryp.

Nous choisissons de connaitre la nature du processus aléatoire p[m|. Dans ce travail, la per-
turbation p[m] est un processus gaussien, centré et inconnu au second ordre, soit

plm] ~N(0,Tp[m, 7]). (1.3)

Le modeéle aléatoire des signaux observés retenu pour ce travail correspond finalement & un
processus gaussien, non stationnaire aux ordres 1 et 2, centré sur le signal déterministe d[m], et
de fonction d’autocorrélation I'y[m, 7]. Ce modéle se résume sous I’écriture

x[m] ~ N (d[m],Tp[m,1]). (1.4)

'Par définition, la fonction d’autocorrélation d’un signal blanc est nulle pour tous les décalages temporels
excepté en 7 =0
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1.2.2 Discussion

a) Le traitement du signal a une grande tradition de modéles dits "signal + bruit". Le signal
correspond alors a la composante informative qu’il faut généralement extraire du bruit, celui-ci
représentant une perturbation physique ou plus symboliquement une dégradation de 'informa-
tion. Cette perturbation peut souvent étre modélisée par une contribution additive de nature
aléatoire. Le modele adopté dans ce travail est un cas particulier dans cette catégorie tres géné-
rale de modéle "signal + bruit".

b) Le cas particulier évoqué ci-dessus provient du caractére déterministe attribué a la compo-
sante "signal". Ce choix peut s’apparenter a une considération "petite échelle" de I'observation
x[m], pour laquelle aucune hypothése n’est réalisée sur la composante "signal". A l'échelle de
I’échantillon, 'observation est formée d’une contribution d[m] inconnue, aléatoirement perturbée
par une variable gaussienne p[m]. Sans autre information, I’échantillon d[m] ne peut étre considérée
que déterministe. Dans une vision a plus grande échelle, quelques caractéristiques statistiques
et notamment un caractére centré peuvent rapidement venir décrire le signal. Maintenant, si le
signal d’intérét d[m| présente un comportement aléatoire différent de celui porté par la compo-
sante p[m], celui-ci ne sera tout simplement pas pris en compte. Notamment, ce comportement
serait entiérement préservé si une reconstruction exacte du signal d[m] était possible.

c¢) Le choix de donner au signal d’intérét d[m| une nature déterministe, ou un caractére in-
connu, donne une grande importance aux hypothéses placées dans le comportement aléatoire du
bruit : le signal sera reconnu comme ce qui ne correspond pas a ces hypothéses. La seule action
possible correspond & identifier dans un signal donné ce qui ne correspond ’probablement’ pas a
la tendance aléatoire spécifiée par les hypothéses. Par exemple, faire une hypothése de blancheur
ou de stationnarité sur la composante aléatoire p[m] caractérise le signal d[m] comme ce qui n’est
pas blanc ou stationnaire.

d) Le modele gaussien choisi pour la composante aléatoire limite bien entendu la nature des
bruits qui pourront étre pris en compte. Les bruits de nature impulsive par exemple, présents
dans les enregistrements de signaux atmosphériques ou sous-marins et modélisés par des lois
a-stables [NS95| n’entrent pas dans le cadre de ce travail.

e) Pour rester familier aux habitudes de langage propres au traitement du signal, les dénomi-
nations "signal" ou "signal d’intérét" ainsi que "bruit" ou "perturbation" seront communément
employées en référence aux composantes déterministe d[m] et aléatoire p[m| respectivement. Pré-
cisons cependant que le signal d[m] n’a pas nécessairement l’exclusivité du caractére informatif.
Par exemple, l'estimation du comportement au second ordre de la perturbation p[m], sous des
hypothéses de non-blancheur et/ou de non-stationnarité, permet une description du milieu envi-
ronnant qui peut s’avérer utile.

1.3 Travail proposé

1.3.1 Formulation

Etant donné un enregistrement bruité x[m] répondant au modéle (1.4) décrit ci-dessus, nous
sommes a la recherche d’informations concernant le signal déterministe d[m]. La non-stationnarité
de ce signal et de son environnement (le bruit) nous montre que l'information disponible évolue
au cours du temps et que sa recherche doit prendre en compte cette évolution. Comme second
élément de description, nous choisissons les fréquences au sens de Fourier, c¢’est a dire données
par les oscillations des fonctions sinus et cosinus. Ce choix correspond & observer les signaux
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dans le plan temps-fréquence, et plus précisément a observer la répartition de ’énergie du signal
conjointement suivant le temps et la fréquence. De nombreuses fonctions mathématiques ont
été proposées afin de permettre cette observation [Coh95]. Le choix d’une représentation temps-
fréquence adaptée au travail présenté dans ce manuscrit est discuté dans le paragraphe 1.4.1.

Le point de départ de notre étude est ainsi une représentation temps-fréquence de ’obser-
vation bruitée xz[m|. Cette représentation est notée Sy[n,k|. Dans tout le manuscrit, n désigne
'indice de temps et k lindice des fréquences associés au plan temps-fréquence. A partir de
cette représentation, 'information que nous nous proposons de retrouver est le "support temps-
frequence" du signal déterministe d[m]. Cette recherche s’apparente a localiser ’énergie du signal
d[m] dans le plan temps-fréquence ou encore a déterminer 1’ensemble des points temps-fréquence
sur lesquels ce signal est présent?. Le support temps-fréquence d’un signal correspond donc &
une région ou & un ensemble de régions du plan temps-fréquence. Il peut étre représenté par la
fonction indicatrice de cette(ces) région(s), c’est-a-dire la carte binaire sur laquelle la valeur 1
est attribuée aux points temps-fréquence appartenant a cette(ces) région(s), la valeur 0 étant
attribuée dans le cas contraire. A titre d’exemple, la figure 1.1 présente les spectrogramines et les
supports temps-fréquence relatifs & un signal de parole (en haut), un signal synthétique composé
de deux modulations de fréquence (au milieu) ainsi qu’un signal acoustique aprés propagation
dans un milieu marin dispersif (en bas).

Nous avons précisé dans le premier paragraphe de ce chapitre que le signal d[m] est en-
tierement inconnu. Il en découle qu’aucune hypothése restrictive sur la forme de son support
temps-fréequence ne peut étre formulée. Tout point temps-fréquence [n, k] a ainsi une probabilité
a priori d’appartenir au support TF du signal égale & 1/2 et cette probabilité n’est pas modifiée a
mesure que ce support devient connu dans une quelconque autre région du plan temps-fréquence.
L’hypotheése d’un signal d[m] inconnu impose de ce fait une approche locale : pour chaque point
[n, k] du plan temps-fréquence, son appartenance au support temps-fréquence du signal d[m] doit
étre remise en question.

Remarque : la non-connaissance du phénoméne observé doit d’abord étre percue comme une
contrainte imposée & la méthode d’analyse, et non comme le reflet général d’une réalité pra-
tique : il est souvent possible d’avoir quelques idées a prior: sur les signaux analysés. Cependant,
si la méthode a pour objectif une certaine adaptabilité & un grand nombre de signaux, elle doit,
au départ, réduire les hypotheses sur la forme (spectrale par exemple) et la nature (détermi-
niste/aléatoire) des signaux auxquels elle s’adresse. Une question se pose néanmoins : ou est
Iintérét d’une méthode générale lorsque ’apport de connaissances sur le signal observé engendre
des traitements certes spécifiques mais certainement beaucoup plus performants? Dans un pre-
mier temps, nous répondons que la connaissance a prior: n’est pas toujours suffisamment précise
pour étre directement utilisée par un algorithme. De plus, elle n’existe pas toujours exactement
sous la forme nécessaire a 1’algorithme. De ce point de vue, nous tentons de mettre en place un
traitement qui permette d’obtenir automatiquement, rapidement et de facon suffisamment fiable
une premiére information sur un signal, en I’occurrence son support dans le plan temps-fréquence
et comme nous le verrons, une estimation du bruit. Cette information pourra ensuite étre uti-
lisée pour des traitements plus spécifiques. Dans une perspective d’évolution, un intérét d’une
méthode générale repose par contre sur sa capacité a supporter et méme encourager l'intégration
de connaissances sur le phénomeéne analysé. Lorsque certains détails sur le signal d’intérét (par
exemple une forme harmonique ou une nature aléatoire) ou sur la perturbation sont connus, la
méthode doit permettre leur intégration dans le modeéle et accroitre ses performances sur les
signaux considérés.

2Cette derniére définition sera modulée dans la suite en raison de la présence de bruit.
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FiG. 1.1 — Exemples de représentations temps-fréquence et de supports temps-fréquence associés
pour a) un signal de parole, b) un signal synthétique et ¢) un signal d’acoustique sous-marine.
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1.3.2 Motivations

Nous avouns relevé diverses problématiques de traitement du signal pour lesquelles la détermi-
nation du support temps-fréquence d’un signal présente un intérét. Nous en citons deux grandes
catégories qui sont le filtrage temps-fréquence et la détermination de parameétres caractéristiques
d’un signal. Ces deux catégories correspondent respectivement a la transformation des signaux
d’une part et & la recherche d’informations d’autre part.

1.3.2.1 Filtrage temps-fréquence

Plusieurs études ont montré que les représentations temps-fréquence sont des outils perfor-
mants et trés intuitifs pour la réalisation de filtre linéaire et variant dans le temps. La prise en
compte de la dimension temporelle dans 'opération de filtrage est une caractéristique nécessaire
lorsque les signaux sont de nature non stationnaire.

Une opération de filtrage temps-fréquence, basée sur le support temps-fréquence d’un signal,
permet par exemple de réaliser un débruitage du signal. L’énergie de la perturbation additive qui
n’appartient pas au support TF du signal peut effectivement étre éliminée. Notons cependant que
le support temps-fréquence du signal, seul, n’est pas une information suffisamment riche pour
éliminer ou méme atténuer le bruit contenu & l'intérieur méme de ce support. Ce dernier point
nécessite ’estimation de 1’énergie propre au signal d’intérét au sein du support. Une seconde
application du filtrage temps-fréquence est possible lorsque le support du signal se compose de
plusieurs régions distinctes dans le plan temps-fréquence. Il s’agit alors de counstruire le signal
temporel correspondant & une partie seulement du support. Cette opération s’assimile & une sépa-
ration de composantes disjointes dans le plan temps-fréquence. La figure 1.1-¢) donne un exemple
de signal pour lequel cette opération est possible.

Nous mentionnons deux approches permettant de réaliser un filtre temps-fréquence.
La premiére prend la forme générique d’une analyse-pondération-synthése. Une représentation
temps-fréquence inversible du signal est construite puis pondérée terme a terme par une fonction
de gain (temps-fréquence). Une opération de synthése temps-fréquence permet alors de recons-
truire dans le domaine temporel le signal ainsi filtré. Cette technique est particuliérement utilisée
pour les signaux audio sur la base de la Transformée de Fourier a Court Terme (des exemples
de fonction de gain sont donnés dans [MM80, EM84|, la question de la synthese est traitée dans
[All77, ART7]). Dans cette approche, la connaissance du support temps-fréquence du signal d’in-
térét peut étre une aide utile & la détermination de la fonction de gain temps-fréquence. La
seconde approche permettant de définir un filtre linéaire et variant dans le temps, particuliére-
ment développée par F. Hlawatsch [HK94, HMKKO00|, repose sur la notion de sous-espace signal
dans le plan temps-fréquence. Elle consiste & projeter le signal sur une base de fonctions décrivant
une région prédéfinie du plan temps-fréquence. L’opération a ici 'avantage d’étre réalisée dans
le domaine temporel tout en gardant une représentation intuitive liée au plan temps-fréquence.
Pour cette méthode, la détermination du support temps-fréquence du signal d’intérét donne
explicitement la ou les régions du plan temps-fréquence sur lesquelles le signal doit étre projeté.

1.3.2.2 Caractérisation du signal

Le traitement du signal porte une tradition d’extraction de 'information. Une partie de son
activité est ainsi dédiée & la définition d’espaces de représentation dans lesquels I'information
est accessible. A chaque espace de représentation correspond alors un type d’information. Parmi
d’autres, les représentations temps-fréquence proposent de décrire un phénomeéne conjointement
en temps et en fréquence. Le temps décrit la non-stationnarité, la fréquence décrit une nature
oscillante. Si la lecture d’une représentation temps-fréquence est un élément pertinent quant a
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Spectrogramme S, [n, k] du signal z[m] = d[m] + p[m)]

Hyln, k] : Sg[n, k] = Spln, k]
Hin, k] : Sg[n, k] = Sqipn, k]

fréquence réduite

temps (s)

F1G. 1.2 — Principe du test binaire d’hypothéses mis en place en chaque point [n, k] du plan
temps-fréquence.

la connaissance d’un phénomeéne, ’emplacement dans le plan temps-fréquence de ce qu’on y lit
contient une portion de cette information. Le support temps-fréquence d’un signal revét donc
dans certains cas un caractére informatif qui suggére son utilisation comme une caractéristique
du signal. L’exemple typique d’une information particuliérement recherchée et qui s’apparente
a un support temps-fréquence est la loi de fréquence d’un signal modulé en fréquence (voir par
exemple le signal synthétique et son support TF présentés sur la figure 1.1-b)). L’utilisation de
cette information dans une perspective de diagnostique est présentée dans [HMOG6b|. Le support
temps-fréquence d’un signal peut également définir une caractéristique utilisable dans un pro-
bléme de classification qui s’apparente alors a une reconnaissance de forme.

Toutefois, si ces perspectives paraissent attrayantes, elles sont conditionnées a la maniére dont
ce support temps-fréquence pourra étre déterminé, et notamment a la possibilité de prendre en
compte la perturbation additive p[m], comme nous le verrons par la suite.

1.3.3 Meéthode proposée

Afin de déterminer le support temps-fréquence du signal d[m], nous choisissons de formuler,
en chaque point [n, k] du plan temps-fréquence, un test d’hypothéses binaires permettant de lui
attribuer la valeur 0 ou 1. Plus précisément, étant donné une représentation temps-fréquence
de l'observation x[m], il s’agit de déterminer si le coefficient S;[n, k] observé a la position [n, k]
provient uniquement de la perturbation p[m] (hypothese Hy dite "bruit seul") ou s'il refléte aussi
la contribution du signal d’intérét d[m] (hypothése H; dite "signal + bruit"). Illustré sur la figure
1.2, le test d’hypothéses au point [n, k| s’écrit, en utilisant les notations introduites en (1.1),

{ Hy : Sy[n, k] = Syln, k),

(1.5)
H1 : Sx[n,k] = Sd+p[n,k].

Le support temps-fréquence du signal d’intérét d[m], noté 8%/ (d), correspond a l’ensemble des
positions [n, k] pour lesquelles 'hypothése Hj est retenue.

Une maniére intuitive de sélectionner les points temps-fréquence qui constituent le support
d’un signal consiste & comparer le niveau d’énergie observé avec une référence prédéfinie. En un
point du plan temps-fréquence, retenir I'une des hypothéses Hy ou H; s’assimile alors & comparer
le coefficient temps-fréquence S, [n, k] avec un seuil, noté S%[n, k], et le support temps-fréquence
du signal d[m] est obtenu selon

8(d) = {[n, k]/Sz[n, k] > S [n, k] } . (1.6)



1.3 Travail proposé 13

Suivant cette démarche et pour une représentation temps-fréquence S, [n, k| donnée, il apparait
que le support temps-fréquence 8t/ (d) du signal d[m)] est entiérement déterminé par le choix
du seuil S%¢Uil[n, k]. Ce "seuil de détection" est donc le seul inconnu du probléme et I'objectif
principal de ce travail est de proposer et évaluer une facon de le définir.

Dans la maniére de formuler les deux hypothéses Hy et Hi, nous avons supposé que le bruit
p[m] et plus précisément sa représentation temps-fréquence Sp[n,k‘] est non nulle sur tout le
plan temps-fréquence. Notamment, I'hypothése "signal seul" n’est pas formulée. Ce choix peut
se justifier en considérant que 'enregistrement d’un signal dans un environnement réel contient
a tous les instants un bruit, au minimum le bruit thermique lié au capteur, approximativement
blanc et admettant ainsi une énergie non nulle sur 'ensemble du domaine fréquentiel.

Mais cette formulation posseéde surtout l'intérét de donner explicitement au bruit le réle de
"référence" a partir de laquelle le signal sera détecté. Il parait intuitif de considérer qu'un signal
est accessible en un point du plan temps-fréquence lorsque 1’énergie qu’il y développe est au
moins supérieure a celle que le bruit présente en ce méme point. Le signal accessible est ainsi
celui qui émerge du bruit. De la méme maniére, si nous avons plus haut présenté le support
temps-fréquence d’un signal comme ’ensemble des points temps-fréquence sur lesquels le signal
existe, le support temps-fréquence accessible du signal d’intérét correspond quant & lui & l’en-
semble des points temps-fréquence pour lesquels le signal est lui-méme accessible, c’est-a-dire
admet une énergie au moins supérieure a celle du bruit. Nous voyons donc que le bruit tient une
place tout a fait privilégiée, au sens oi il détermine I’énergie minimale que doit posséder le signal
pour étre accessible. Il en découle aussi que la sélection des points temps-fréquence appartenant
au support du signal se doit d’étre plus liée & I’évaluation d’un rapport signal sur bruit qu’a la
seule énergie du signal lui méme.

La figure 1.3 illustre quelques éléments de cette discussion. Pour chacun des trois cas a), b)

et ¢), la figure de gauche représente le spectrogramme d’un signal synthétique auquel un bruit
gaussien a été ajouté. A droite, deux possibilités de supports temps-fréquence sont présentés. Le
premier, & gauche, ne prend pas en compte les éventuelles variations du bruit. Le seuil de décision
est obtenu suivant un critére énergétique global® appliqué sur la représentation temps-fréquence
Sy[n, k] du signal bruité x[m]. Il correspond donc & une "référence signal". Par opposition, le
second support temps-fréquence, & droite, est obtenu en prenant explicitement le bruit comme
référence. Dans ce cas, les points temps-fréquence sélectionnés admettent une énergie au moins
supérieure a celle du bruit, celle-ci étant connue dans cet exemple.
Dans le cas d’une perturbation blanche et stationnaire, c’est-a-dire constante (en espérance) sur
tout le plan temps-fréquence, les supports obtenus suivant I'une ou 'autre des références sont
identiques, figure 1.3-a). La nécessité de prendre le bruit comme référence apparait lorsque celui-ci
est non stationnaire (figure 1.3-b)) ou non blanc (figure 1.3-c)), ¢’est-a~dire non constant sur tout
le plan temps-fréquence. Dans ces situations, le support temps-fréquence du signal ne peut étre
extrait justement si la forme du bruit n’est pas prise en compte. Aussi, la figure 1.3-¢) illustre la
notion de support temps-fréquence accessible. Pour ce troisiéme cas, la perturbation non blanche
recouvre certaines parties du signal. Celles-ci sont alors perdues et nous ne chercherons pas a
les retrouver. Le support temps-fréquence de droite, obtenu avec une référence bruit, correspond
alors au support accessible du signal.

Il ressort donc que le test de détection doit d’une part étre formulé localement (pour chaque
position [n, k]) et d’autre part que le seuil de détection doit étre défini en relation avec le niveau
de bruit au point [n, k] considéré. Ces deux conditions sont naturellement prises en compte dans

3par exemple retenir les valeurs supérieures a 1/10**™¢ du maximum, ne garder que 20% de 1’énergie totale, ou
encore évaluer le maximum de l'histogramme de la représentation temps-fréquence...
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Fig. 1.3 — Hlustration de 'intérét de donner au bruit le role de référence et de la notion de
support temps-fréquence accessible. A gauche, spectrogrammes du signal pour une perturbation
a) blanche et stationnaire, b) blanche et non stationnaire et ¢) non blanche et stationnaire. Au
centre, support temps-fréquence obtenu avec une référence "signal". A droite, support temps-
fréquence obtenu avec une référence "bruit".
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le test d’hypothéses formulé en (1.5). Maintenant, de par la nature aléatoire du signal observé
x[m], explicitée en (1.4), chaque coefficient S;[n, k] de la représentation temps-fréquence est éga-
lement une réalisation d’une variable aléatoire. Le test d’hypothéses formulé en (1.5) est donc de
nature statistique et rentre dans la classe de problémes dit des "tests statistiques d’hypothéses"
[VT68]. Nous pouvons ainsi utiliser & profit ’ensemble du formalisme qui a été développé dans le
cadre de ces problémes. Si ce formalisme propose une démarche générale menant exactement a la
définition d’un seuil tel que celui utilisé dans l'expression (1.6), il propose surtout un ensemble
de critéres statistiques a partir desquels ce seuil pourra étre défini. Nous verrons que certains de
ces critéres apportent une réponse tout a fait naturelle a notre probléme. Outre la détermination
du seuil, un second élément d’intérét lié aux tests statistiques d’hypothéses concerne I’évaluation
de la méthode. Afin de juger de la qualité de la prise de décision, un ensemble de critéres a
également été développé. L’observation de ces critéres permettra alors de préciser les limites de
validité et de juger des performances de I’ensemble de la démarche proposée pour déterminer le
support temps-fréquence du signal d[m].

Si la détermination du support temps-fréquence d’un signal aléatoire trouve une formulation
en terme de test statistique d’hypothéses, il convient maintenant de préciser les besoins de ces
méthodes, c’est a dire les connaissances qui sont nécessaires a leur mise en pratique. Dans ce
but, nous mentionnons dés a présent le cadre général de solutions apporté par le test du rapport
de vraisemblance [VT68]. Dans ce formalisme, le choix de '’hypothése Hy ou H; s’apparente
a comparer le rapport des vraisemblances de l'observation S, [n, k| sous chaque hypothése avec
un seuil p. En notant L, ;) ce rapport de vraisemblance au point [n, k|, la solution au test
d’hypothése est donnée selon

(Saln, k)

PH Pz T,

L nkl = — ¢ > , 1.7

[n,k] pHo(Sx[n, k‘]) < M ( )
HO

dans lequel p, (Sz[n, k]) et pm, (Sz[n, k]) représentent les densités de probabilité des coefficients
temps-fréquence Sy [n, k] sous les hypotheéses Hy et Hy ou ’conditionnellement’ & ces hypotheéses.
Ces deux densités de probabilité constituent dés lors le point de départ de la méthode visant a
résoudre le test d’hypothéses formulé en (1.5). Par ailleurs, elles représentent le strict équivalent,
dans le domaine temps-fréquence, du modeéle aléatoire de signal défini en (1.3) et (1.4) dans
le domaine temporel. Bien entendu, elles sont entiérement dépendantes de la transformation
temps-fréquence choisie.

1.4 Le modéle de signal en temps-fréquence

1.4.1 Choix d’une représentation temps-fréquence

Depuis plus d’un demi-siécle, de nombreuses transformations ont été proposées afin de re-
présenter un signal conjointement en temps et en fréquence. Ces transformations peuvent étre
de natures différentes et posséder des caractéristiques trés variables [Fla93|[TMAO00]. Comme
nous nous intéressons a la localisation de ’énergie d’un signal, les transformations quadratiques
et particuliérement celles appartenant a la classe de Cohen [Coh89| ont naturellement retenu
notre attention. Une caractéristique majeure de cette classe de représentations est un compromis
nécessaire entre localisation et présence de termes d’interférence. Une méme représentation ne
peut allier & la fois une localisation parfaite de I’énergie propre au signal dans le plan temps-
fréquence et I'absence de termes d’interférence liés & la nature quadratique de la transformation
d’un signal multi-composantes. Aux deux extrémes de ce compromis se trouvent la distribution
de Wigner-Ville et le spectrogramme. La distribution de Wigner-Ville présente une localisation
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FiG. 1.4 — Comparaison de la distribution de Wigner-Ville (& gauche) et du spectrogramme (2
droite) d'un signal composé de deux modulations sinusoidales de fréquences.

parfaite pour les signaux modulés linéairement en fréquence mais se trouve entachée de tous
les termes d’interférence. A linverse, le spectrogramme d’un signal multi-composantes ne fait
apparaitre aucun terme d’interférence mais présente une mauvaise localisation de I’énergie des
composantes. Pour illustration, la distribution de Wigner-Ville et le spectrogramme d’un signal
contenant deux modulations sinusoidales de fréquences sont représentés sur la figure 1.4. Pour
les autres transformations temps-fréquence de la classe de Cohen, le choix d’un noyau éventuel-
lement adapté au signal [JB95] ou & la finalité de I’analyse [Dav00] module le compromis entre
interférences et localisation.

Dans ce travail, nous avons choisi de représenter les signaux dans le plan temps-fréquence en
utilisant le spectrogramme. Trois éléments ont motivé ce choix : I'absence de terme d’interférence
d’une part, son inversibilité d’autre part et finalement les possibilités de calculs analytiques et de
manipulation de sa densité de probabilités. Notons que ces trois caractéristiques proviennent de
la nature linéaire de la transformée de Fourier & partir de laquelle le spectrogramme est construit.

Cherchant a localiser ’énergie d’un signal dans le plan temps-fréquence, 1'utilisation dune
représentation présentant de bonnes propriétés de localisation semble étre le choix le plus lo-
gique. Cependant, la méthode de détection du signal que nous nous proposons de mettre en
ceuvre est équivalente & un seuillage appliqué directement sur les coefficients de la représenta-
tion temps-fréquence. Un point du plan temps-fréquence sera considéré comme appartenant au
support temps-fréquence du signal d’intérét si ’énergie observée en ce point dépasse un certain
seuil. Avec une telle méthode, les termes d’interférence seront inévitablement retenus dans le
support temps-fréquence du signal. Bien que la nature quadratique du spectrogramme engendre
nécessairement quelques interférences entre les différentes composantes d'un signal [JW92], ces
interférences n’existent qu’au niveau de l'intersection du support temps-fréquence des compo-
santes. En conséquence, un relief observé sur un spectrogramme traduit toujours l'existence,
dans le signal analysé, d’'une composante dont I’énergie individuelle appartient a cette région du
plan temps-fréquence.

Nous pensons que la localisation d’un signal dans le plan temps-fréquence peut trouver un intérét
dans un processus d’interprétation automatique du contenu d’un signal. Ce processus d’interpré-
tation consiste en une description informative du contenu temps-fréquence, permettant a terme
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de mener & une prise de décision [MDO04|. L’utilisation d’un masque temps-fréquence comme
critere de classification est un exemple de ces processus. De ce point de vue, la présence de
termes d’interférence complexifie le processus d’interprétation car elle élargit la notion de com-
posante temps-fréquence : la caractérisation d’une structure temps-fréquence n’est plus possible
individuellement, mais doit désormais prendre en compte les autres structures ou composantes
présentes dans le signal et avec lesquelles elle est en interaction. Or, si cette caractérisation reste
possible pour des signaux simples ou bien connus, elle semble peu réalisable dans le cas général
d’un signal inconnu.

Outre le caractére informatif, un autre point d’intérét d’une localisation du signal dans le plan
temps-fréquence est 1ié a la définition d’'une opération de filtrage temps-fréquence. Le support
temps-fréquence du signal étant localisé, il semble intéressant de pouvoir reconstruire un signal
temporel correspondant & tout ou partie de ce support. Or, cette opération nécessite que la
transformation temps-fréquence utilisée soit inversible. Parmi les transformations quadratiques,
le spectrogramme posseéde cette propriété sous une simple condition de normalisation de la fenétre
d’analyse [Coh95|[AlL77].

Finalement, le traitement des signaux aléatoires nécessite la connaissance du comportement
aléatoire de ces signaux sur le domaine dans lequel ils sont représentés. Notamment, le test
d’hypothése formulé en (1.7) nécessite la connaissance de la densité de probabilité des coefficients
de la représentation temps-fréquence. Si pour l'ensemble des représentations de la classe de
Cohen, les moments d’ordre 1 et 2 ont pu étre exprimés [MF85]|Sta02], une description compléte
du comportement statistique en terme de densité de probabilité d’un signal aléatoire, méme
gaussien, reste difficile. La situation du spectrogramme est un peu différente. Bien qu’appartenant
a la classe de Cohen, son origine linéaire permet d’exprimer la densité de probabilité de ses
coefficients sous ’hypothése d’un signal gaussien, cette densité étant alors suffisamment simple
pour étre utilisée dans des développements analytiques.

Nous avons ainsi choisi d’utiliser une représentation temps-fréquence quadratique, libre de
tous termes d’interférence (au sens de Wigner-Ville), inversible et pour laquelle le comportement
aléatoire des signaux peut étre complétement déterminé. Pour ces raisons nous retenons le spec-
trogramme. Les faibles propriétés de localisation de cette représentation constituent une limite
intrinséque a notre méthode.

Le spectrogramme est défini comme le module carré de la Transformée de Fourier & Court
Terme (TFCT) [Fla93]. La Transformée de Fourier & Court Terme Fy[n, k] du signal z[m]| est
formée d’une succession de Transformées de Fourier Discrétes (TFD), calculées sur des portions
de signal pondérées par une fenétre d’analyse w[m] de longueur M. F,[n,k] est un nombre
complexe dont les parties réelle et imaginaire sont définies par

Fln, k] = Z z[nD + mlw[m ]COS(—Zﬂ'k‘%), (1.8)
Fin, k] = Z z[nD + mlw[m ]sin(—27rk%), (1.9)

ou K est la taille de la TFD, D est le pas de glissement de la fenétre entre deux analyses successives
et K/M correspond au facteur de zero-padding. Une condition nécessaire de reconstruction du
signal temporel & partir de sa TFCT est l'utilisation d’une fenétre d’analyse d’énergie unité
[ALL77], soit

M —

[y

wlm]? = 1. (1.10)
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Cette normalisation sera appliquée dans toute la suite de ce travail.

Le spectrogramme Sy[n, k] du signal z[m], module carré de la TFCT, s’écrit

Seln, k] = |Ey[n, k]?
= F’[n, k> + Ei[n, k]?
= F,.T[n, k]Fx[n, k], (1.11)

dans lequel le vecteur Fy[n, k], défini selon

Fuln, k] = ( Ezln, 4 ) : (1.12)

est introduit pour les besoins des analyses futures. C’est un vecteur réel de dimension 2 isomorphe
au nombre complexe Fy[n, k].

1.4.2 Formulation temps-fréquence du modéle de signal

L’objet de ce paragraphe est de donner la formulation temps-fréquence, basée sur le spec-
trogramme, du modéle de signal temporel introduit au paragraphe 1.2. Nous précisons comment
les différentes composantes de ce modéle apparaissent dans cette représentation et comment les
différentes hypothéses s’y traduisent.

En introduisant la décomposition temporelle du signal donnée en (1.1) dans la définition du
spectrogramme, nous obtenons

Szln, k] = Sagypln, k]
= |Faspln, k)
= Fyln, b2 + Filn, K2 + By In, b2 + Filn, k]2 + 2( Fyln, K1y [n, k] + Fafn, k) Filn, K]
= Saln, k] + Spln, k] + 254, [n, k]. (1.13)

Cette derniére ligne donne la formulation temps-fréquence du modéle de signal (1.1) utilisé dans
ce travail.

Le terme Sg[n, k] correspond au spectrogramme du signal d’'intérét déterministe d[m]. C’est
un terme déterministe. Le terme Sy[n, k] représente le spectrogramme de la perturbation aléa-
toire p[m]. C’est un terme aléatoire. Le terme Sgy[n, k] quant a lui, peut étre interprété comme
le spectrogramme croisé des signaux d[m] et p[m]. Il représente le terme d’interférence lié a la
nature quadratique du spectrogramme. Toutefois, & la différence des termes d’interférences ob-
servés sur une distribution de Wigner-Ville, ce terme n’existe que sur l'intersection des supports
TF des deux signaux d[m] et p[m]. C’est également un terme aléatoire.

De la méme fagon que la fonction d’autocorrélation I'y[m, 7] de la perturbation p[m| a été
introduite en (1.2) dans le domaine temporel, la densité "temps-fréquence" de puissance de cette
perturbation, notée v,[n, k], est ici introduite.

Dans le cas stationnaire, en suivant la relation de Wiener-Khintchine, la densité spectrale de
puissance 7,[k] se définie comme la transformée de Fourier suiavnt la variable de décalage tem-
porel 7 de la fonction d’autocorrélation I',[7] (stationnaire). Dans ce cas, le périodogramme du
signal, donné comme le module au carré de sa TFD, en est un estimateur asymptotiquement non

biaisé?.

“Le biais de I’estimateur tend vers 0 lorsque la taille du signal devient infinie.
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Dans le cas non stationnaire, une maniére de définir une densité spectrale de puissance est de
considérer & chaque instant m la transformée de Fourier suivant la variable de décalage temporel
7 de la fonction d’autocorrélation I'y[m, 7. Cette densité spectrale appartient a la classe des re-
présentations de type s-Wigner [Fla93|, pour laquel la valeur —1/2 est choisie pour le paramétre
s. Cependant, la propriété d’estimateur non biaisé n’est dans ce cas pas vérifiée par le spectro-
gramme pour lequel la taille M des trames temporelles de signal analysé est nécessairement finie.
La densité spectrale de puissance non stationnaire de la perturbation 7,[n, k|, ne peut donc pas
étre correctement estimée a ’aide du spectrogramme. Devant cette impossibilité, nous choisissons
de définir la quantité v,[n, k] & partir du spectrogramme selon

win k] = E{Sp[n, k]}. (1.14)

S’il s’agit d’une estimation biaisée de la densité spectrale non stationnaire de la perturbation,
I'introduction de cette quantité par Mark [Mar70| sous le nom de "spectre physique" repose sur
son caractére trés intuitif quant a la description des signaux aléatoires non stationnaires. En ce
qui nous concerne, nous verrons que cette quantité constitue un élément tout a fait central dans
ce travail. Dans la suite, la terminologie "densité spectrale de puissance du bruit" (ou dsp) sera
utilisée, par abus donc, pour la désigner.

L’hypothése de gaussianité de la perturbation p[m| a permis d’établir en (1.4) la distribution
de probabilité de I’échantillon x[m]. La formulation temps-fréquence de ce modele aléatoire, pour
le spectrogramme et dans le cas d’une perturbation non blanche et non stationnaire est 1’objet
du second chapitre de ce manuscrit.

1.5 Résumé

Nous proposons de déterminer le support temps-fréquence accessible d’'un signal d’intérét,
non stationnaire, déterministe et inconnu, noyé dans un bruit gaussien additif, centré et de fonc-
tion d’autocorrélation inconnue. Le spectrogramme est choisi pour représenter les signaux dans
le plan temps-fréquence. Le support temps-fréquence accessible d’un signal est défini comme ’en-
semble des points temps-fréquence pour lesquels le signal d’intérét admet une énergie au moins
supérieure a celle du bruit. Nous choisissons alors de résoudre le probléme de localisation au
moyen d’un test de détection binaire, formulé en chaque point du plan temps-fréquence. Pour
chaque coefficient du spectrogramme, un seuil de détection doit étre défini afin de retenir l'une

des hypothéses Hy ="bruit seul" ou Hy ="signal + bruit".

Afin de déterminer ce seuil de détection en lien avec la puissance du bruit et selon un critére
de détection approprié, les lois de probabilité des observations, c’est-a-dire des coefficients du
spectrogramme, doivent étre connues. La détermination de ces densités de probabilité est 'objet
du chapitre 2. La densité spectrale non stationnaire du bruit apparait naturellement comme
I'un des paramétres de la densité de probabilité des coefficients du spectrogramme. Aussi, le
role central qu’il joue dans la définition du support temps-fréquence accessible, illustrée par
sa position de référence dans le test d’hypothése impose sa connaissance. Dans le chapitre 3,
une méthode d’estimation de ce bruit est proposée. La mise en place et ’évaluation du test de
détection a travers la détermination d’un seuil de détection est ’objet du chapitre 4. Finalement,
I"algorithme complet de localisation temps-fréquence est présenté dans le chapitre 5.
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2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de préciser la loi de probabilité selon laquelle se distribuent les
coefficients Sy[n, k] du spectrogramme d’un signal z[m] répondant au modele (1.4) décrit dans
le chapitre précédent.

Sous I’hypothése d’un signal gaussien, la loi du chi? est classiquement utilisée pour dé-
crire le module carré des coefficients d’une transformée de Fourier, et donc le spectrogramme
|[Koo74|[Alt80]|Kay98|. Cependant, l'exactitude de cette loi repose sur ’hypothése de circularité
de la distribution des coefficients de la transformée de Fourier.

La circularité d’une variable aléatoire correspond a une invariance par rotation de sa densité
de probabilité. Dans le cas d’une variable aléatoire gaussienne a 2 dimensions G = (G1,G2), la
circularité se rapporte aux deux propriétés suivantes :

{ Cov{G1,G2} =0 2.1)
VYar {Gl} == V{GQ} 5

dans lequel 'Var’ et "Cov’ désignent respectivement la variance et la covariance.

Pour chaque coefficient de la transformée de Fourier d’un signal gaussien, 'hypothése de cir-
cularité renvoie donc a la décorrélation des parties réelle et imaginaire d’une part et & ’égalité de
leur variance d’autre part. Si en pratique la circularité de la TFCT est toujours supposée exacte,
certains auteurs notent que cette hypothése est strictement valide lorsque le signal analysé est
blanc (échantillons temporels indépendants) et pour une fenétre d’analyse rectangulaire de taille
infinie [Koo74|. Dans le cadre d’un signal non-blanc, Martin précise que la longueur de corréla-
tion du signal analysé doit étre faible devant la taille de la fenétre pour que cette hypothése soit
acceptable [Mar01].

Face a ces remarques, nous nous sommes intéressés a cette hypothése de circularité de la TECT
[HMMO06, HMMO8|. Nous avons cherché a définir les conditions pour lesquelles la circularité de la
TFCT peut étre acceptée et par conséquence, pour lesquelles le spectrogramme peut étre décrit
par une loi du chi®. Les paramétres pris en compte dans cette étude sont :

— la forme de la fenétre d’analyse,

— la taille de la fenétre d’analyse,

— le degré de corrélation du signal analysé.

— la non-stationnarité du signal analysé.

L’influence du zero-padding a également été étudiée. N’ayant jamais pu mettre a défaut la circu-
larité de la TFCT, I’étude de ce paramétre ne sera pas présentée dans la suite.

Dans les cas ou la circularité de la TFCT n’est pas vérifiée, les coefficients du spectrogramme
ne sont plus distribués selon une loi du chi? mais plus généralement selon la loi du module carré
d’une variable gaussienne bidimensionnelle. Nous avons alors cherché a comparer ces deux lois et
notamment & évaluer I’erreur commise lorsque la loi du chi? est malgré tout utilisée pour décrire
le spectrogramine.

Dans ce but, nous avons d’une part évalué la différence entre la distribution du spectrogramme
et la loi du chi? en utilisant la divergence de Kullback-Leibler [HMO07]. Cette étude permet de
mettre en évidence I'impact de différents parameétres comme la corrélation du signal analysé ainsi
que la nature et la taille de la fenétre d’analyse utilisée.

D’autre part, dans ce travail, la densité de probabilité du spectrogramme est utilisée dans le
cadre d’un test de détection. Dans ce contexte, remplacer la loi du spectrogramme par une loi du
chi? va entrainer des variations dans les performances du test : les probabilités de détection et de
fausses alarmes vont par exemple étre modifiées. Afin d’évaluer les conséquences de l'utilisation
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d’une loi du chi? pour décrire le spectrogramme, nous pouvons donc évaluer les variations des
performances du test de détection qui en résultent. Cette seconde étude permet de donner des
conditions pratiques sur Iutilisation de la loi du chi?® dans ce contexte.

L’organisation de ce chapitre est la suivante : dans un premier temps, la densité de probabilité
de la TFCT est exprimée en fonction des paramétres du signal et des parameétres de 'analyse
temps-fréquence. Ensuite, nous rappelons la définition d’une variable du chi? et formulons les
conditions de circularité de la TFCT, conditions & respecter pour que le spectrogramme puisse
étre assimilé a une telle variable. Dans une troisiéme partie, ces conditions sont évaluées en fonc-
tion des caractéristiques du signal et des parameétres choisis pour ’analyse temps-fréquence. Ayant
mis en évidence la possible non-circularité de la TFCT, la densité de probabilité d’un coefficient
du spectrogramme est formulée dans le cadre général du module carré de variables gaussiennes.
Finalement, dans la cinquiéme et derniére partie, la loi du spectrogramme est comparée a celle
du chi? et les conséquences de I'approximation dans un test de détection sont présentées.

2.2 Densité de probabilité de la TFCT

L’objectif de ce paragraphe est de formuler la densité de probabilité d’un coefficient F[n, k]
de la TFCT du signal z[m]. Autrement dit, étant donné un processus aléatoire dont la loi de
probabilité des échantillons temporels est donnée par (1.4), nous souhaitons connaitre la densité
de probabilité des coefficients de la TFCT de ce processus. Précisons que nous nous intéressons
a la densité de probabilité d’un unique coefficient et que I’étude de la densité de probabilité
conjointe a deux coefficients temps-fréquence dépasse le cadre de ce travail. Dans la suite de ce
chapitre, nous avons supprimé l'indigage temps-fréquence [n, k| dans les notations relatives aux
densités de probabilité ou & leurs parameétres. Nous insistons donc sur le fait que pour tout ce
qui suit, un unique point [n, k] du plan temps-fréquence est considéré et que tous les parameétres
décrits sont a priori fonction de ces deux variables n et k.

Les parties réelle F"[n, k] et imaginaire F[n, k] de la TFCT sont définies comme des combi-
naisons linéaires des échantillons du signal z[m] (1.8 et 1.9). Chaque échantillon z[m] étant par
hypothése une variable gaussienne, F[n, k] et Fi[n, k] sont elles-mémes des variables gaussiennes.
Le vecteur TFCT Fy[n, k] (1.12) est donc un vecteur gaussien que l'on note

EFrin, k by by
Fy[n, k] = k) m D > e (2.2)
Fyn, k| ma Yo Yoo
Les cing parameétres mi, ma, 311, 292 et 212 sont définis par

my = E{F},
my = E{F.},
211 = E{(FQZ —m1)2}
222 = E {(F; — m2)2} s
Yo = E{(F] —mi)(F,—ma)},

(2.3)

)

ou E {.} représente 'espérance mathématique.

Nous décrivons maintenant comment les parameétres de ce modéle temps-fréquence s’ex-
priment en fonction des parameétres du modeéle temporel de signal d’une part et de la TFCT
d’autre part. Dans notre cas, les parameétres du signal sont les échantillons déterministes d[m]
et la fonction d’autocorrélation I',[m, 7] de la perturbation. Les parameétres de la TFCT sont la
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nature de la fenétre d’analyse w[m], sa taille M et le nombre K de coefficients spectraux calculés.

Notons que le taux de recouvrement des fenétres n’intervient pas dans la distribution d’un unique

coefficient temps-fréquence!.

D’aprés le modele de signal (1.4) et la définition des parties réelle et imaginaire de la TFCT
(1.8 et 1.9), les moments d’ordre 1, m; et mo, du vecteur Fx sont respectivement les parties
réelle et imaginaire de la TFCT du signal d’intérét d[m], soit

my = FJj[n, k], (2.4)
mo = Fczl[n’ /{7] '

Les moments centrés d’ordre 2, soient Y11, Yoo et Y12, sont quant & eux définis par la fonction
d’autocorrélation I'p[m, 7] de la perturbation. En utilisant une notation matricielle, on obtient

Y11 = WICR,CyW,
Yoo = WIS, R S, W, (2.5)
Y19 = WITCLR,SW,

ou le vecteur W contient les échantillons de la fenétre d’analyse w[m], soit
W = [w[0] - w[M —1]], (2.6)

Cr et Si sont des matrices diagonales regroupant les coefficients du cosinus et du sinus pour la
fréquence k, soit

, m

Cy = diag [cos(—27rkﬁ)} o M1 (2.7)
. . m

Sk = diag [sm(—27rl<:E)] oM 1’ (2.8)

et finalement Rp, la matrice de corrélation associée a I'p[m, 7], est définie pour une analyse
débutant a l'instant m et d’horizon temporel M selon

Fp[m7 0] Fp[mv 1] e Fp[mv M — 1]
I'ym+1,1 I'ym+ 1,0 e pym+1,M —2

po_|  DmrLd B e L
Fp[m—l-M—l,M—l] Fp[m+M—l,M—2] Fp[m—l-M—l,O]

Nous notons que cette matrice Ry, définie ici dans le cadre général d’une perturbation p[m| non
blanche et non stationnaire, devient symétrique pour une perturbation stationnaire a l'ordre 2
et diagonale pour une perturbation blanche.

2.3 Variable aléatoire du chi?

2.3.1 Définition

Etant donné N variables gaussiennes G; ~ N(m;, 0?) indépendantes et de variance identique
02, la somme des carrés de ces variables Zfil G? est distribuée selon une loi du chi? [JKB95|.
Une variable du chi?, notée x2(8, o, 6), est caractérisée par trois paramétres :

! Ce paramétre agit par contre sur la corrélation entre les coefficients spectraux des trames temporelles succes-
sives.
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— le degré de liberté § correspond au nombre de variables gaussiennes indépendantes. Dans
le cas ci-dessus, § = N,
— le coefficient de proportionnalité « représente la variance des variables gaussiennes, soit ici

a=o?,
— le paramétre de décentrage 6 regroupe les moyennes des variables gaussiennes sous la forme
_ N 2
0=>,21m;.

Dans le cas décentré (6 # 0), la densité de probabilité p,2(54,¢)(z) d’'une variable du chi?
s’écrit

1 /a7 x+0 x0
pesonte) = (5) oo ()1 () w20 e
dans lequel I,,(.) est la fonction de Bessel modifiée du premier type et d’ordre n. Dans le cas
centré (# = 0), la densité de probabilité devient

1 5-2
-3
2

x
Pr2(65,0,0=0)(1) = ——5——a % exp(—— ), x>0, (2.11)
(2a)2T(3) ( )

2

ouT'(n) = f0+°° e %z" dx est la fonction gamma [JKB95|.

Les moments centrés d’ordre 1 et 2 d’une variable du chi? s’écrivent

E{x*(a.0)} = adé+0, (2.12)
Var {Xz(d, a,0)} = 2028 + 4ad, (2.13)

ou Var {.} dénote la variance.

Remarque sur cette définition : une variable aléatoire du chi? est classiquement définie &
partir de variables gaussiennes de variance unité. Elle est alors caractérisée par deux parametres :
le degré de liberté 0 et le parameétre de décentrage 6. Le coefficient de proportionnalité a étant
alors égal & 1. Lorsque les variables gaussiennes ne sont pas de variance unité, la somme de leurs
carrés est alors proportionnelle & une variable du chi?, le coefficient de proportionnalité étant
la variance des variables gaussiennes. Cette variance étant un parameétre important de notre
modeéle, nous avons choisi de I'intégrer explicitement dans I’écriture des variables du chi?. Aussi,
nous retenons I'appellation "variable du chi?" bien qu’il s’agisse alors d’un abus de langage. Les
densités de probabilité formulées en (2.10) et (2.11) sont obtenues selon

1 x

px2(5,a,9)(x) = faxz(é,%)(x) = fXZ(é,%)(a)’ (214)

a
dans lequel f,2(5¢)(2) correspond & la densité de probabilité d'une variable du chi? & 6 degrés de
liberté et de parameétre de décentrage 6 telle qu’exprimée dans la littérature [JKB95].

2.3.2 Conditions pour le spectrogramme

De par sa définition (1.11), le spectrogramme est la somme des carrés des parties réelle et
imaginaire de la TFCT. Chacune de celles-ci étant dans notre cas une variable gaussienne, le
spectrogramme semble naturellement suivre une loi du chi? a deux degrés de libertés. Toutefois,
comme précisé dans la définition ci-dessus, une variable du chi? est issue de variables gaussiennes
indépendantes et de méme variance. Pour étre assimilé & une variable du chi?, le spectrogramme
doit donc répondre a ces deux mémes conditions : 'indépendance et ’homoscédasticité (1'égalité
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des variances) des parties réelle et imaginaire de la TFCT, ou de maniére équivalente, la circu-
larité de la TFCT.

Reprenant la loi de probabilité de la TFCT établie en (2.2), ces deux conditions se rapportent
a la matrice de variance-covariance X : le spectrogramme est distribué selon une loi du chi? si la
matrice 3 est proportionnelle & la matrice identité, soit encore

condition 1 : X171 = X9, (2.15)
condition 2 : ¥15 = 0. (2.16)

L’objet de la section suivante est de vérifier si ces deux conditions sont toujours respectées.

2.4 (Non-)circularité de la TFCT

Nous avons vu que la condition nécessaire au spectrogramme pour suivre une loi du chi? est
la circularité de la distribution de la TFCT, condition également formulée par les deux égalités
(2.15) et (2.16). Dans cette section, nous cherchons a savoir s’il existe des contextes pour lesquels
ces deux égalités ne sont plus vérifiées. Par contexte, nous entendons un choix de parameétres
concernant 'analyse temps-fréquence (forme et taille de fenétre) ainsi qu’un niveau de corréla-
tion ou de non-stationnarité pour le signal analysé.

Face & différents contextes donc, les deux critéres suivants sont évalués :

i
h o= =, 2.17
s (2.17)

z
p = —2 (2.18)

VEiinYe

Ces deux critéres ne sont qu’une reformulation des deux conditions (2.15) et (2.16). h correspond
a un critére d’hétéroscédasticité (différence de variance), il vaut 1 lorsque les parties réelle et
imaginaire de la TFCT ont la méme variance. p est le coefficient de corrélation entre les parties
réelle et imaginaire de la TFCT. Les éléments 311, 292 et 212 de la matrice de variance-covariance
¥ sont évalués a partir des expressions (2.5) dans lesquelles le contexte intervient de maniére
explicite.

2.4.1 Observations
2.4.1.1 signal blanc et stationnaire

Pour une perturbation p[m] blanche, stationnaire, et gaussienne de variance o2, la matrice de
corrélation Ry du signal observé z[m] est proportionnelle  la matrice identité, soit Ry, = oI les
parameétres 11, Yoo et Y19 sont alors définis par la forme et la taille de la fenétre d’analyse w[m].

La figure 2.1 présente les évolutions du critére d’hétéroscédasticité h et du coeflicient de
corrélation p le long de I'axe des fréquences, pour les fenétres rectangulaire, Kaiser de paramétre
4 et Hanning, de longueur 64, 128, 256 et 512 échantillons. Pour la fenétre rectangulaire, aucune
différence entre les variances et aucune corrélation ne sont observées entre les parties réelle
et imaginaire de la TFCT. Les mémes tests sur des fenétres de 16 et 32 points menent aux
meémes résultats. Les coefficients de la TFCT sont donc distribués de fagon circulaire. Pour
les fenétres d’analyse non rectangulaires, une différence de variance ainsi que de la corrélation
apparaissent entre les parties réelle et imaginaire de la TFCT. Toutefois, le rapport des variances
ne dépassant pas 1073 et le coefficient de corrélation restant inférieur & 10™%, la non-circularité
de la distribution de la TFCT reste tres faible.
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F1G. 2.1 — Cas blanc et stationnaire. Critére d’hétéroscédasticité h (rangée du haut) et coefficient
de corrélation p (rangée du bas) entre les parties réelle et imaginaire de la TFCT d’un signal
blanc et stationnaire pour les fenétres d’analyse a) rectangulaire, b) Kaiser-4 et ¢) Hanning, de
différentes longueurs M.

2.4.1.2 signal blanc et non stationnaire

L’analyse temps-fréquence est dédiée & I'analyse des signaux non stationnaires. Aussi, si I'in-
terprétation physique du spectrogramme requiert la stationnarité du signal & I’échelle de la fenétre
d’analyse, celle-ci n’a pour ainsi dire aucune raison d’étre vérifiée. Nous observons donc ici leffet
d’une non-stationnarité sur la circularité de la TFCT.

Soit x[m] un signal blanc, gaussien, centré, dont la variance non stationnaire o?[m] admet un
saut plus ou moins abrupt dans l'intervalle de temps défini par la fenétre d’analyse. La figure 2.2
donne le profil utilisé pour la variance o[m], pour une fenétre de M = 256 points. Avec la taille
M de la fenétre, trois autres paramétres définissent ce profil : 'amplitude de la non-stationnarité
(saut), son caractére abrupt (L) et sa position dans U'intervalle de la fenétre (C').

La figure 2.3 présente les résultats obtenus pour différentes amplitudes de non-stationnarité.
Les deux critéres h et p observés sont comparables pour les trois fenétres. Ils traduisent une plus
grande non-circularité de la TFCT que dans le cas blanc et stationnaire précédent. On remarque
que cette non-circularité apparait pour une faible amplitude de non-stationnarité (saut = 1.1)
et lui est ensuite proportionnelle. De la méme maniére, nous avons observé une évolution des
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Fi1G. 2.2 — Profil de variance non stationnaire défini par les trois paramétres saut, L et C', pour
une fenétre de M = 256 points. Ici, L = M/4 =64 et C = M/2.
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FiGg. 2.3 — Cas blanc et non stationnaire. Critére d’hétéroscédasticité h (rangée du haut) et
coefficient de corrélation p (rangée du bas) entre les parties réelle et imaginaire de la TFCT d’un
signal blanc et non stationnaire pour les fenétres d’analyse a) rectangulaire, b) Kaiser-4 et c)
Hanning de M = 256 points et différentes valeurs de non-stationnarité.
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critéres h et p proportionnelle au caractére abrupt de la non-stationnarité. A ce titre, les résultats
présentés sur la figure 2.3 pour L = M /32 = 8 échantillons correspondent & une non-stationnarité
déja treés abrupte. Finalement, la position de la non-stationnarité (parametre C, ici fixé a M /2+-5)
n’influence pas le degré de non-circularité mais introduit plus ou moins d’oscillations sur les
profiles fréquentiels tels que ceux présentés sur la figure 2.3.

Cependant, les oscillations observées pour les fenétres non rectangulaires, soit ici les fenétres
de Hanning et de Kaiser, revétent un caractére particulier : & I'image d’un cosinus et d’un sinus,
elles sont déphasées de 7/2 entre les critéres h et p. Ainsi, lorsque 1'un ou 'autre des critéres
est maximal, son homologue s’annule. Ce comportement tend alors & limiter la non-circularité
puisque hétéroscédasticité et corrélation ne sont jamais fortement présents en méme temps.

2.4.1.3 signal corrélé et stationnaire

Prenons maintenant l’exemple d’un signal stationnaire gaussien centré et exponentiellement
corrélé. Sa fonction d’autocorrélation I'[7] s’écrit

I[r] = aexp{—m}, (2.19)

dans lequel la variance a = T'[0] est fixée a 1 et 7y correspond au temps de corrélation. Afin
de mettre en évidence le role de la corrélation du signal rapportée a la taille M de la fenétre
d’analyse, nous définissons le rapport fenétre-corrélation, noté A, tel que

A= (2.20)

70
A
L’évolution du critére d’hétéroscédasticité h et du coefficient de corrélation p le long de 'axe
des fréquences, pour différentes fenétres d’analyse et différents rapports fenétre-corrélation A est
rapportée sur la figure 2.4. Contrairement au cas d’un signal blanc, la circularité de la distri-
bution de la TFCT semble plus nettement mise & défaut lorsque le signal est analysé avec une
fenétre rectangulaire : pour une longueur de corrélation 10 fois plus grande que la taille de la
fenétre (A = 10), le coefficient de corrélation atteint 0.5, tandis que le rapport des variances est
de 3. Pour les fenétres non rectangulaires, 'impact de la corrélation est moindre (fenétre de type
Kaiser) voire tres faible pour la fenétre de Hanning. L’explication de I'impact de la forme de la
fenétre sur la circularité de la TFCT en présence de corrélation est I'objet du paragraphe suivant.

Nous avons également testé le cas d’un signal corrélé dans lequel intervient une non-stationnarité
identique & celle définie en 2.4.1.2. Les non-circularités observées sont alors la somme des cas
blanc/non-stationnaire et corrélé/stationnaire.

2.4.2 Circularité et forme de la fenétre d’analyse

La figure 2.4 montre que 'utilisation d’une fenétre non rectangulaire permet de considérable-
ment réduire 'impact de la corrélation sur la circularité de la TFCT. Nous tentons ici d’apporter
un élément d’explication a cette observation.

Revenons & la définition (2.5) des éléments de la matrice de variance-covariance 3. Chacun
des éléments ¥;; peut étre vu comme une forme quadratique, fonction de la fenétre d’analyse W
et d'un noyau Kjj, et 'on peut écrire

Y1 = WKW,
Yoo = WITK5,W, (2.21)
Y12 = WTK; oW,
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F1G. 2.4 — Cas corrélé et stationnaire. Critére d’hétéroscédasticité h (rangée du haut) et coefficient
de corrélation p (rangée du bas) entre les parties réelle et imaginaire de la TFCT d’un signal
exponentiellement corrélé et stationnaire pour les fenétres d’analyse a) rectangulaire, b) Kaiser-4
et ¢) Hanning de M = 256 points et différents rapports fenétre-corrélation A.

dans lesquels les noyaux Kjj, matrices carrées de taille M * M avec M la taille de la fenétre W,
sont fonctions de la fréquence k observée et de la matrice de corrélation Ry de la perturbation
gaussienne additive p[m] :

K11 = CiRpCy,
Ks2 = SiR,Si, (2.22)
Ki2 = CiR,S;.

En déployant explicitement les formes quadratiques (2.21), nous obtenons finalement

Suno= oo Kaa(ig) = wlilwlj],
Sa = Yorii Kaa(i,g) = wlilw[j], (2.23)
Y2 = Z%ZlKlz(m)*w[ﬂwUL

Il ressort de cette écriture que chaque élément >;; de la matrice de variance-covariance X est la
somme des éléments du noyau Kj; pondérés par la fenétre d’analyse w[m] choisie.

Intéressons-nous au phénomeéne d’hétéroscédasticité qui s’exprime par 'inégalité Y11 # Yoo.
Sur la figure 2.5 sont représentés les produits noyaux*fenétre avant la sommation (2.23). La
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FiG. 2.5 — Noyaux de covariance Ky1 et Koo multipliés par a) une fenétre rectangulaire et b)
une fenétre de Hanning de 512 points. Les cercles noires indiquent les pixels qui engendrent une
différence entre 11 et Yoo pour la fenétre rectangulaire. La fréquence observée est k = 4.

fenétre rectangulaire (figures du haut) génére une pondération uniforme tandis que la fenétre de
Hanning (figures du bas) ne retient que la zone centrale du noyau.

Lorsque le signal est blanc, la matrice de corrélation Ry, et par conséquent les noyaux Kj; sont
diagonaux. La présence de corrélation dans le signal va étendre les noyaux Kjj de chaque coté
de la diagonale principale. Les noyaux présentés sur la figure 2.5 correspondent a une corrélation
exponentiellement décroissante avec un rapport fenétre-corrélation A = 0, 5.

On observe alors que la présence de corrélation introduit une différence entre les noyaux Kq4
et Koo aux abords de la diagonale principale (voir le cercle noire sur la figure). Les fonctions
sinus et cosinus étant déphasées de 7/2, le noyau Kag est obtenu a partir de K31 par deux
translations de T} /4 échantillons dans les sens horizontal et vertical, ou T} représente la période
associée a la fréequence k observée. En conséquence, si 8 ronds (rouges) sont présents sur la
diagonale principale du noyau Koz (en haut a droite), ils sont au nombre de 7,5 pour le noyau
K1 (en haut a gauche). La pondération uniforme de la fenétre rectangulaire conserve cette
différence. Les parties réelle et imaginaire de la TFCT n’ont alors plus la méme variance. Par
contre, cette différence est éliminée par une fenétre dont la valeur est nulle & ses extrémités (par
exemple Hanning), et dont la pondération ne retient que la partie centrale des noyaux. Dans ce
cas les parties réelles et imaginaire de la TFCT admettent une variance identique, quel que soit
le degré de corrélation du signal analysé.
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2.4.3 Conclusion

Nous avons montré que I'hypothése de circularité de la distribution de la TFCT pouvait étre
mise en défaut par la présence de corrélation et de non-stationnarité dans le signal analysé. Nous
avons également vu que 'utilisation d’une fenétre & bordures nulles permet de considérablement
diminuer 'impact de la corrélation et maintenir la circularité de la TFCT. D’une maniére plus
générale, nous mentionnons que cette "bonne" propriété semble liée & la régularité de ’ensemble
de la fenétre d’analyse.

Notre objectif est maintenant d’évaluer 'impact de 1'utilisation d’une loi du chi? pour décrire
le spectrogramme dans les cas ot I’hypothése de circularité de la distribution de la TFCT n’est
pas vérifiée. Auparavant, la densité de probabilité d'un coefficient du spectrogramme doit étre
formulée pour ces mémes cas. C’est 'objet de la prochaine partie.

2.5 Densité de probabilité d’un module carré gaussien

Dans la partie précédente, nous avons vu que la circularité de la distribution de la TFCT n’est
pas toujours vérifiée, notamment lorsqu’une fenétre rectangulaire est utilisée pour 'analyse de
signaux non blancs ou non stationnaires. Dans de tels cas, le spectrogramme S, (1.11), module
carré du vecteur Fy, n’est pas distribué selon une loi du chi?, mais plus généralement comme
le module carré d’une variable gaussienne bidimensionnelle, que nous nommerons "module carré
gaussien". L’objet de cette partie est de formuler la densité de probabilité de cette variable
aléatoire.

Nous notons que le module carré d’un vecteur Fy, soit Fy! Fy, est un cas particulier de
forme quadratique Fyx ! AFy, pour lequel la matrice A est la matrice identité. Nous pouvons donc
avoir recours aux densités de probabilité des formes quadratiques de variables gaussiennes afin
de formuler celle du module carré gaussien.

2.5.1 Densité de probabilité dans le cas centré

Dans le cas centré, c’est-a-dire pour m; = mg = 0, le spectrogramme S;[n, k] est une forme
quadratique d’un vecteur gaussien centré. La densité de probabilité d'une telle variable est connue
et peut étre calculée de la maniére suivante. La fonction génératrice des moments s’écrit ([Sch91|
p.65) :

1
[det(Iy + 2u3)]1/2

M(u)=E {e—MFxTFx} - (2.24)

dans lequel ’det(.)’ correspond au déterminant. La transformée de Laplace inverse de cette fonc-
tion donne la densité de probabilité, qui en fonction de la matrice de variance-covariance X (2.2)
s’écrit [DNT73] :

1
] o [(tr =) —4det 3| . .
P = Uhders P\ 4detz”) 1det > e '

ou Iy(.) est la fonction de Bessel modifiée du premier type et d’ordre 0, tandis que ’det ¥’ et
‘tr 37 sont les déterminant et trace de la matrice 3.

Des exemples de densités de probabilité dans le cas centré et correspondant & différentes
matrices 3 sont présentés sur la figure 2.6. Par rapport a une loi du chi? (trait plein), la présence
de corrélation et/ou d’hétéroscédasticité tend a concentrer la densité de probabilité vers lorigine.
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FiG. 2.6 — Exemples de densité de probabilité d’un module carré gaussien centré pour différentes
matrices de variance-covariance 3.

2.5.2 Densité de probabilité dans le cas décentré

Dans le cas décentré, la distribution d’une forme quadratique de variables gaussiennes n’a
pas d’expression analytique finie. La littérature propose de nombreuses expressions et approxi-
mations de cette loi. On trouve notamment des développements en séries utilisant les polyndémes
de Laguerre [Gurb5|[FJ60] ou des lois du chi? [RP49|[Imh61]Tzi87| ou encore la fonction hy-
pergéométrique [JL99|. Bien que I'une de ces expressions eut pu étre utilisée, nous nous sommes
intéressés & une approche géométrique permettant de calculer la densité de probabilité du module
carré d’une variable aléatoire bidimensionnelle, centré ou non, gaussienne ou non.

Reprécisons ici que les parties réelle et imaginaire de la TFCT du signal z[m], notées respec-
tivement F et F! et définies en (1.8) et (1.9), sont des variables aléatoires, dont les réalisations
sont notées respectivement f7 et fi. De méme, le spectrogramme S, défini en (1.11) est une
variable aléatoire dont les réalisations sont notées s.

Le coefficient temps-fréquence S, est égal a une certaine valeur s si les réalisations f) et
fi des parties réelle et imaginaire de la TFCT satisfont I’équation fg’f + ff = s. Dans le plan
réel-imaginaire (F7,F?), cette équation décrit le cercle de centre (0,0) et de rayon /s. La densité
de probabilité du spectrogramme correspond donc & l'intégrale sur ce domaine de la densité
de probabilité conjointe des variables FT et F! soit P(Fr, F;’)( frofY). La figure 2.7 illustre ce
principe : & coté de la densité de probabilité conjointe des variables FI et F, le cercle d’équation
s = fg’f + ff est tracé. Il correspond & P’ensemble des réalisations (f7,f%) pour lesquelles le
spectrogramme prend la méme valeur.

Pour adapter les notations a la géométrie du probléme, la densité conjointe p(pr in)( oo
est exprimée en coordonnées polaires (7, ¢) par le changement de variables

(2.26)

i = reose,
fi = rsine.

La densité de probabilité du spectrogramme, pg,(s), est alors obtenue par intégration sur la
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S=Fr2+Fi2

FiG. 2.7 — Illustration de "approche géométrique utilisée pour le calcul de la densité de probabilité
d’un module carré du vecteur Fy & partir de sa densité de probabilité bidimensionnelle.
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FiG. 2.8 — Exemples de distributions d’un module carré gaussien dans le cas décentré (m?+m3 =
8) pour différentes matrices de variance-covariance 3. Dans chaque cas, I'histogramme de 10°
variables aléatoires équivalentes est également tracé en fond.
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variable angulaire entre 0 et 27 et s’écrit

2
ps. (s) :/0 Perr Eiy (Vs ¢)dd, s > 0. (2.27)

Dans notre cas, p(pr iy est une distribution gaussienne bidimensionnelle qui s’écrit en coor-
x x
données polaires

. _ 1 A, 9) >
Przrpln ) = 21/ 1122 (1 — p?) o ( 2(1-p%))"’ (2.28)

avec p le coefficient de corrélation (2.18) entre les parties réelle et imaginaire de la TFCT et

_ (rcos¢—my)?  (rsing —ma)?  2p(rcos¢ —my)(rsing — mo)
A(r,9) = o + 0 - N . (2.29)

Dans ce document, les densités de probabilité pg, (s) sont calculées par discrétisation de
I'équation (2.27). Typiquement, l'intervalle [0 27| sur lequel l'intégration est effectuée est de-
coupé en 2000 points équirépartis. Quelques exemples de distributions obtenues pour différentes
matrices de variance-covariance 3 sont affichés sur la figure 2.8. Pour chaque cas, 'histogramme
de 10% variables aléatoires équivalentes est affiché en arriére plan afin de justifier la validité de la
méthode de calcul. De facon similaire au cas centré (figure 2.6), la présence de corrélation et/ou
d’hétéroscédasticité tend a ramener les probabilités vers 'origine par rapport a la loi du chi?.

2.6 Le spectrogramme comme variable du >

Nous avons montré dans les sections précédentes que le spectrogramme d’un signal gaussien
n’était pas toujours exactement une variable du chi?, notamment lorsque le signal présente de la
corrélation ou des non-stationnarités abruptes. Toutefois, plusieurs raisons incitent & utiliser une
loi du chi? pour décrire la distribution de probabilité du spectrogramme :

— Les non-circularités observées sur la TFCT ne semblent pas trés importantes dés lors qu'une

fenétre non rectangulaire est utilisée.

— L’expression générale de la densité de probabilité du spectrogramme, formulée en (2.27),
limite les possibilités de développement analytique. En revanche, la loi du chi? posséde une
expression analytique plus simple et bénéficie de méthodes d’estimation de ses parameétres
[JKB95||[HMO02|.

Par ailleurs, la littérature faisant état d’une utilisation systématique de la loi du chi? pour décrire
le spectrogramme, il nous a semblé intéressant d’évaluer les différences entre la loi du chi? d’une
part et la loi du spectrogramme formulée dans le cas général d’autre part.

Afin d’effectuer cette comparaison, nous devons d’abord préciser comment les trois paramétres
de la loi du chi? peuvent étre définis. Ces parameétres pourront notamment étre définis de maniére
a minimiser une distance entre les deux lois de probabilité. Ensuite, face aux différents contextes
de corrélation, non-stationnarités et fenétres d’analyse utilisés pour évaluer la circularité de la
TFCT (cf. paragraphe 2.4), la différence entre la distribution du spectrogramme et la loi du
chi? sera évaluée a l'aide de la divergence de Kullback-Leibler. Finalement, nous replacerons ces
densités de probabilité dans le cadre du probléme de détection dans le plan temps-fréquence qui
nous concerne, afin d’évaluer les variations des performances du test de détection engendrée par
I'utilisation de la loi du chi? & la place de la loi exacte du spectrogramine.
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2.6.1 Quelle loi du chi? pour approcher le spectrogramme ?

Nous définissons ici comment les trois paramétres (§,a,0) de la loi du x? (cf. paragraphe 2.3.1)
peuvent étre estimés afin d’approcher au mieux la densité de probabilité du spectrogramme. Il
s’agit donc de mettre en relation les trois paramétres de la loi du chi? avec les cinq paramétres
(mq,me,%11,%92,%12) qui caractérisent la loi du spectrogramme.

2.6.1.1 Parameétre de décentrage 0

Les paramétres influant sur la localisation des densités de probabilité sont le paramétre 6 pour
la loi du chi? et le couple (myq,ms) pour la loi du spectrogramme. En accord avec la définition de
la loi du chi? (cf. paragraphe 2.3.1), nous gardons la relation

6 = m?+mi. (2.30)

Remarque : le décentrage de la loi du spectrogramme est défini par les deux parameétres
my et mo et résumer ce décentrage par un unique parameétre 6 induit nécessairement une perte
d’information. L’information perdue est exactement la phase de la TFCT, perte inhérente a
I'utilisation du spectrogramme en tant que module carré de la TFCT.

2.6.1.2 Degré de liberté § et coefficient de proportionnalité o

Plusieurs solutions peuvent étre envisagées pour relier les deux parameétres d et a de la loi du
chi? a la matrice de variance-covariance 3.

Degré de liberté ¢ fixe

Une premiére solution consiste 4 maintenir le degré de liberté de la loi du chi? a la valeur fixe § = 2.
(C’est la solution retenue dans toute la littérature dans la mesure ou elle découle naturellement
de ’hypothése de circularité de la TFCT. De plus, cette solution est trés attractive car elle
meéne 3 la plus simple expression de la densité de probabilité de la loi du chi?. La valeur du
coefficient de proportionnalité a peut alors étre donnée par son estimateur au sens du maximum
de vraisemblance ? et nous obtenons :

5 = 2
_ 211-5222‘ (2'31)

o =

La densité de probabilité de la loi du chi? associée & cette solution s’écrit :

1 s +m? +m3 2¢/s(m? +m3)
= — -] . 2.32
pel) = g ( ; (232

Y1+ Yoo 211 + Moo

Degré de liberté ¢ adapté

Une seconde solution consiste & tenter de mieux prendre en compte la non-circularité de la TFCT
en adaptant a la fois le coefficient de proportionnalité « et le degré de liberté § a la matrice de
variance-covariance 3. La loi du chi? ne disposant que des deux parameétres § et a pour traduire
les trois parametres Y11, 2og et 219, une bijection exacte entre une loi du spectrogramme et une
loi du chi? n’existe pas. Cependant, nous pouvons espérer une meilleure approximation de la loi
du spectrogramme en adaptant les deux paramétres de la loi du chi? et en faisant notamment
intervenir la covariance Y19 des parties réelle et imaginaire de la TFCT.

2Cet estimateur est également celui qui minimise la divergence de Kullback-Leibler entre une loi du chi® centrée
a 2 degreés de liberté et la loi du spectrogramme dans le cas centré (bruit seul).
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Nous avons en premier lieu souhaité exprimer les solutions maximisant la vraisemblance ou
minimisant la divergence de Kullback-Leibler entre les deux lois de probabilité. Malheureuse-
ment, les expressions des densités de probabilité du spectrogramme et d’un chi? de degré de
liberté § quelconque rendent ce calcul difficile & mener. Nous exposons ici la solution obtenue a
partir de la méthode des moments qui consiste a égaliser les premiers moments statistiques des
deux variables (chi? et spectrogramme) afin d’obtenir des équations liant les paramétres de la
premiére variable & ceux de la seconde. Comme nous recherchons deux parameétres de la loi du
chi?, cette méthode est appliquée sur les deux premiers moments.

Pour une variable du chi? centrée (§ = 0), ces deux premiers moments sont

E{2} = af,
{Var{xz} = 20?26, (2:33)

ou Var {.} désigne la variance. Les deux premiers moments du spectrogramme d’un signal centré
s’écrivent quant a eux :

(2.34)

E{S:} = X1+ X,
Var {S;} 2[x% + 33, + 253

L’égalisation des moments respectifs méne alors a formuler les parameétres § et o de la loi du chi?
de la fagon suivante :

5 = (X114+%22)?
T3 +33,+253, (2.35)
a = 211}-222'

et la densité de probabilité de cette variable du chi? est finalement obtenue selon (2.10).

Afin d’examiner cette nouvelle définition des paramétres de la loi du chi?, introduisons le
parameétre & tel que :

_ $(Z11 4 S2)
VENS:e

Ce parameétre reflete le niveau d’hétéroscédasticité entre les parties réelle et imaginaire de la
TEFCT. Il vaut 1 lorsque les variances 317 et X9 sont égales et tend lentement vers l'infini
lorsque ces variances difféerent. En utilisant ce parameétre, le degré de liberté § exprimé selon
(2.35) peut se récrire :

(2.36)

9
PRSETy
2- 7

5= (2.37)

dans lequel nous retrouvouns le coefficient de corrélation p entre les parties réelle et imaginaire de
la TFCT. Cette formulation, illustré sur la figure 2.9, fait ressortir U'influence de la corrélation
et de 'hétéroscédasticité qui agissent en diminuant le degré de liberté 9.

Interprétation :

Le degré de liberté refléte le nombre de variables gaussiennes, indépendantes et de méme
variance, qui forment une variable du chi?. Lorsque les parties réelle et imaginaire de la TFCT
sont corrélées, le nombre équivalent de variables indépendantes est intuitivement inférieur & deux.
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degré de liberté o

rapport =, / z,

coefficient de corrélation p

F1G. 2.9 — Degré de liberté ¢ (2.37) en fonction du coefficient de corrélation p et du rapport des
variances h = X171 /X99 entre les parties réelle et imaginaire de la TFCT.

Ce comportement est vérifié par le degré de liberté (2.37) qui évolue de 2 a 1 lorsque le coefficient
de corrélation p évolue de 0 & £1 (cf. figure 2.9).

De méme, lorsque l'une des variables gaussiennes posséde une variance supérieure a son
homologue, la somme des carrés de ces deux variables n’est plus influencée de facon équivalente
par chacune des variables. Le nombre de variables équivalentes participant & cette somme devient
alors inférieur a deux. Le degré de liberté (2.37) satisfait 1a encore U'intuition en évoluant de 2 vers
1 lorsque I’hétéroscedasticité &, ou de maniére équivalente le rapport h = X171 /%99, évoluent de 1
vers U'infini. La définition du degré de liberté donnée en (2.35) bénéficie ainsi d’une interprétation
en accord avec l'intuition.

2.6.2 Mesure de divergence

Deux lois du chi? susceptibles de décrire la statistique du spectrogramme ont été définies dans
le paragraphe précédent. L’objet de ce paragraphe est de mesurer I’adéquation entre ces deux
lois du chi? et la distribution du spectrogramme. Nous nous intéressons aux cas pour lesquels la
circularité de la TFCT n’est plus tout a fait exacte, c’est-a-dire lorsque le signal analysé contient
de la corrélation, des non-stationnarités, et pour différentes fenétres d’analyse temps-fréquence.
A ce titre, le modeéle d’une corrélation exponentiellement décroissante (de paramétre \) ainsi que
le profil de non-stationnarité employés au paragraphe 2.4 sont repris pour cette étude.

L’adéquation ou la dissimilarité entre deux lois de probabilité p et ¢ peuvent étre mesu-
rées avec la divergence de Kullback-Leibler (KL), notée Dgr(p, q). Cette mesure est positive et
égale a zéro lorsque les lois p et ¢ sont identiques. La divergence KL entre la distribution du
spectrogramme, notée pg, , et la loi du x2, notée Py2, se définit comme [CT91] :

Dir(ps,,py2) = /psx (x)log [%} dz. (2.38)

Le logarithme népérien est utilisé pour cette expression et les divergences KL sont exprimées en

‘nat’.

Pour un signal stationnaire et de corrélation exponentiellement décroissante, la figure 2.10
présente 1’évolution de la divergence KL en fonction de la taille M de la fenétre d’analyse pour
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FiG. 2.10 — Cas non blanc et stationnaire. En haut : divergence KL entre les lois du chi? et la
distribution du spectrogramme en fonction de la longueur M de la fenétre d’analyse. Le rapport
fenétre-corrélation du signal est maintenu & A = 30 et la fréquence observée est k = M /8. En
bas : divergence KL entre les lois du chi? et la distribution du spectrogramme en fonction du

degré de corrélation du signal analysé. Les fenétres sont de 256 points et la fréquence observée
est k= M/8 = 32.
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FiG. 2.11 - Profils de fenétre d’analyse et divergence KL entre la loi du chi® a 2 degré de liberté
et la distribution du spectrogramme en fonction du rapport fenétre-corrélation \. La fréquence
observée est k = M /8 = 64.

la figure du haut, et en fonction du rapport fenétre-corrélation A défini en (2.20) pour la figure
du bas. A D'exception de la fenétre rectangulaire pour laquelle la taille de la fenétre n’a pas
d’impact, I'utilisation d’une longue fenétre d’analyse améliore I’adéquation entre la loi du chi? et
la distribution du spectrogramme (figure 2.10, en haut). Aussi, la loi du chi? décrit de moins en
moins bien la distribution du spectrogramme lorsque le signal est de plus en plus corrélé (figure
2.10, en bas). Cependant, si la sensibilité & la corrélation est forte pour la fenétre rectangulaire,
elle l'est déja moins pour la fenétre gaussienne, et inexistante pour la fenétre de Hanning. Nous
retrouvons ici le phénomene observé et discuté aux paragraphes 2.4.1.3 et 2.4.2 : face & un signal
corrélé, la circularité de la TFCT est lige & la valeur de la fenétre d’analyse a ses extrémités. A
ce titre, la figure 2.11 présente les profils de divergence pour six fenétres d’analyse admettant
différentes valeurs & leurs extrémités : plus la valeur aux extrémités est faible, moins I’adéquation
chi?-spectrogramme est sensible a la corrélation du signal.

La figure 2.12 présente 1’évolution de la divergence KL entre la loi du chi? et la distribution
du spectrogramme en fonction de 'amplitude (figure du haut) et du caractére abrupt (figure du
bas) d’une non-stationnarité présente dans U'intervalle de la fenétre d’analyse (le profil de la non-
stationnarité et ses parameétres sont donnés sur la figure 2.2). Pour les trois fenétres, la divergence
KL croit avec I’amplitude de la non-stationnarité (figure du haut). Lorsque la non-stationnarité
devient de moins en moins abrupte (figure du bas), I'adéquation spectrogramme-chi? s’améliore
rapidement pour les fenétres non-rectangulaires, contrairement au cas de la fenétre rectangu-
laire pour lequel la divergence KL reste constante. Cependant, notons qu’en présence d’une
non-stationnarité fortement abrupte (L < 6 échantillons sur la figure), la fenétre rectangulaire
engendre la meilleure adéquation entre loi du chi? et distribution du spectrogramime.

Le troisiéme point d’intérét de ces mesures de divergence concerne la paramétrisation de la
loi du chi?. Deux possibilités ont été proposées : dans la premicére, le degré de liberté de la loi
du chi? est fixé 4 6 = 2. Dans la seconde, ce méme degré de liberté est adapté a la matrice de
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Fi1G. 2.12 — Cas blanc et non stationnaire. Divergence KL entre les lois du chi? et la distribution
du spectrogramme en fonction de "amplitude saut de la non-stationnarité pour L = 12 (en haut)
et de sa largeur L pour saut = 10 (en bas). Les fenétres sont de taille M = 256 points et la
fréquence observée est k = 20.
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variance-covariance 3. En opposition avec l'effet escompté, adapter le degré de liberté de la loi
du chi? ne permet pas une meilleure adéquation avec la distribution du spectrogramme. Dans
les quatre cas de figure présentés (figures 2.10 et 2.12), la plus petite divergence KL est obtenue
avec un degré de liberté fixé & § = 2. Nous reviendrons sur ce point a la fin du paragraphe 2.6.3.

Conclusion sur la mesure de divergence : cette étude basée sur la divergence de Kullback-
Leibler permet de confirmer 'existence de contextes pour lesquels les coefficients du spectro-
gramme ne sont pas distribués selon une loi du chi?. De maniére générale, nous pouvons conclure
que la divergence augmente avec la corrélation et la non-stationnarité du signal. Cependant, cette
conclusion doit étre modérée par le choix de la fenétre d’analyse : si une fenétre rectangulaire
impose a la distribution du spectrogramime une grande sensibilité aux signaux corrélés ou non
stationnaires, 'utilisation de fenétres non-uniformes réduit considérablement cette sensibilité. En
particulier; en présence de corrélation, les fenétres réguliéres admettant une valeur nulle & leurs
extrémités (par exemple les fenétres de Hanning ou Blackman) assurent une divergence faible et
constante entre la loi du chi? et la distribution du spectrogramme.

Si les mesures de divergence permettent d’observer le comportement de la loi du spectro-
gramme vis & vis de différents signaux, et de mesurer sa dissimilarité avec une loi du chi?, une
interprétation quantifiée des résultats reste difficile. Que signifie une divergence de 10719 nats ?
Peut-on malgré tout utiliser une loi du chi? pour décrire le spectrogramme ? Dans la section sui-
vante, nous apportons quelques éléments de réponses dans le cadre d’un probléeme de détection.

2.6.3 Impact de approximation dans un contexte de détection

Nous reprenons ici le probléme de détection dans le plan temps-fréquence tel qu’il a été for-
mulé dans le chapitre précédent. L’objet de cette partie est d’évaluer 'impact de 1'utilisation
d’une loi du chi? pour décrire le spectrogramme sur les performances de ce test.

Dans l'approche de Neyman-Pearson, le choix d'une probabilité de fausse alarme Py, permet
de calculer le seuil de détection $*°% en fonction de la densité de probabilité py, des observations
sous I’hypothese Hy. Cependant, I'utilisation d'une approximation pg, de la densité de probabilité
sous Hy entraine une variation des performances du test : la PFA réelle du test, notée Pyq réeiie, €5t
différente de la PFA initialement désirée, notée P, g¢sirée- Plus précisément, le seuil de détection
Sseuil est calculé de facon a satisfaire I’équation

+oo
medésirée = / pap(S)dS (2'39)
S

seuil

dans laquelle 'approximation p,, est utilisée. En revanche, les observations étant quant a elles
distribuées selon la loi pp,, la PFA réelle du test devient

“+00
Pro recite :/S PH, (8)ds. (2.40)

sewtl

La variation de PFA, notée Apr4, engendrée par 'approximation de pg, par la loi pg), est
alors évaluée selon

Apra = |Pragéeite — Pradésireel, (2.41)

“+oo
= /S Pt (5) = Pap(s)|ds. (2.42)

sewil

Cette variation de PFA peut servir a évaluer si I'approximation pg, est acceptable ou non.
Par exemple, si cette variation est supérieure a la PFA initialement souhaitée, nous pouvons
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conclure que ’approximation de la loi du spectrogramme engendre une erreur supérieure a la
précision souhaitée pour le test. Dans ce cas, I'approximation doit étre rejetée. Dans la suite,
nous calculons le taux d’erreur sur la PFA epp 4, définie selon

Apra
epra = —tA (2.43)
Pfa,désirée

pour évaluer 'approximation de la distribution du spectrogramme par une loi du chi?.

La figure 2.13 donne I’évolution du taux d’erreur epra en fonction de la taille de la fenétre
d’analyse M (en haut) et du rapport fenétre-corrélation A (en bas) pour un signal stationnaire
et exponentiellement corrélé. Notons que nous avons observé une invariance de ces courbes face
au choix de la PFA souhaitée Ppq gesirée- Pour la fenétre de Hanning, une tres courte fenétre
peut engendrer une erreur de PFA non négligeable (ici pour M < 32, figure du haut). Pour des
fenétres plus longues, le taux d’erreur epp g4 reste trés inférieur & 1, et ce quel que soit le degré de
corrélation du signal (figure du bas). Pour la fenétre gaussienne, le taux d’erreur epp4 se stabilise
autour de 1073 lorsque la longueur de la fenétre augmente ou lorsque la longueur de corrélation
du signal devient de l'ordre de grandeur de la taille de la fenétre (A = 1). L’erreur engendrée par
'approximation de la distribution du spectrogramme par une loi du chi? apparait donc faible.
Pour une fenétre rectangulaire en revanche, le taux d’erreur devient supérieur & 1 lorsque le
rapport fenétre-corrélation est supérieur & A = 0.1 (figure du bas). De plus, 'utilisation d’une
fenétre plus longue ne permet pas de réduire ce taux d’erreur (figure du haut). Ici 'utilisation
d’une loi du chi? n’est pas acceptable.

Pour les signaux blancs et non-stationnaires, la figure 2.14 montre que quelle que soit la non-
stationnarité, I'utilisation d’une loi du chi? engendre des taux d’erreur inférieurs ou de 1’ordre de
1073. Ces erreurs peuvent étre considérées comme négligeable et la loi du chi? peut étre utilisée
quelle que soit la fenétre d’analyse choisie.

Curieusement, si 'adaptation du degré de liberté de la loi du chi? n’est pas bénéfique face a
la mesure de divergence KL, elle permet ici de réduire le taux d’erreur de PFA. Dans toutes les
situations (figures 2.13 et 2.14), le taux d’erreur epp4 introduit par la loi du chi? est légérement
inférieur lorsque le degré de liberté est adapté selon (2.35) plutot que fixé a 2. L’explication,
illustrée sur la figure 2.15, en est qu’adapter le degré de liberté de la loi du chi? permet une
meilleure approximation de la queue de la distribution du spectrogramme. Or la mesure de PFA
est spécifiquement liée & cette zone de la distribution. En revanche, une loi du chi? a 2 degré de
liberté permet de mieux approcher le corps principal de la distribution du spectrogramme, zone
a laquelle la divergence de Kullback-Leibler est particuliérement sensible?.

Conclusion sur ’erreur de PFA : cette étude du taux d’erreur de PFA introduit par 'ap-
proximation de la distribution du spectrogramme par une loi du chi? nous permet de tirer des
conclusions pratiques sur l'utilisabilité de la loi du chi? dans un probléme de détection temps-
fréquence. En se basant sur un taux d’erreur epp 4 inférieur 4 1072, nous pouvons conclure qu’une
loi du chi? peut toujours étre utilisée lorsque le spectrogramme est construit avec une fenétre non-
rectangulaire de plus de 32 points. Les variations de la distribution du spectrogramme relatives

3La divergence KL correspond a P’espérance du rapport entre deux lois de probabilité (et plus précisément son
logarithme). Le rapport donne une mesure de différence, ’espérance introduit une pondération. Dans la mesure
de divergence, les différences entre les deux lois sont ainsi pondérées par la densité de probabilité de 'une des lois,
disons la loi de référence. La pondération est donc importante 1a ot la loi de référence est importante, soit sur
son corps principal. La mesure de divergence est ainsi sensible aux différences qui interviennent dans cette zone.
A Dinverse, les différences qui apparaissent sur des zones ol la loi de référence est faible, et notamment sa queue,
regoivent un faible poids et ont peu d’impact sur la divergence KL. Mais elles sont plus rares...
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Fia. 2.13 — Cas non blanc et stationnaire. Taux d’erreur sur la PFA epp4 engendrée par 1'utili-
sation d'une loi du chi? pour approcher la distribution du spectrogramme d’un signal exponen-
tiellement corrélé en fonction de la longueur M de la fenétre d’analyse pour A = 30 (en haut)
et du degré de corrélation A du signal pour une fenétre de M = 256. La fréquence observée est
k= M/8.
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caractére abrupt de la non-stationnarité (L)

Fia. 2.14 — Cas blanc et non stationnaire. Taux d’erreur sur la PFA eppa engendrée par 1'uti-
lisation d’une loi du chi? pour approcher la distribution du spectrogramme d’un signal blanc
et non-stationnaire en fonction de l’amplitude saut pour L = 12 (en haut) et de la largeur L
pour saut = 10 (en bas) de la non-stationnarité. Les fenétres sont de M = 256 échantillons et la
fréquence observée est k = 20.
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10 T T T I T T
spectrogramme
- - = x2 avec 6=2
x2 avec 0 adapté
10° .
iS]
o
meilleure approximation
avec 6=2
10 meilleure approximation
avec 0 adapté
1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

FiG. 2.15 — Densités de probabilité du spectrogramme d’un signal gaussien, centré et exponen-
tiellement corrélé (A = 10) et lois du chi? avec degré de liberté fixe (§ = 2) ou adapté. Le degreé
de liberté fixé a 2 engendre la meilleure approximation du corps principal de la distribution, le
degré de liberté adapté permet une meilleure approximation de la queue de la distribution.

a des signaux non-stationnaires ou fortement corrélés n’ont qu'un impact négligeable sur un cas
pratique de détection. Lorsque la fenétre rectangulaire est utilisée (pour l’analyse de signaux trés
courts par exemple), l'utilisation de la loi du chi? pour décrire les statistiques du spectrogramme
dans un test de détection doit étre soumise aux conditions de non-stationnarité et de corrélation
des signaux a analyser.

2.7 Conclusion

La mise en place d’un test de détection requiert la connaissance de la densité de probabilité de
la statistique de décision sous chacune des hypothéses envisagées. Dans le cas étudié, la statistique
de décision correspond & un coefficient du spectrogramme et ’étude de sa densité de probabilité
a fait 'objet de ce chapitre. Plus précisément, notre question était de savoir si la loi du chi?
a 2 degrés de liberté, unanimement utilisée pour le traitement statistique du module carré de
la transformée de Fourier d’un signal gaussien, restait toujours valable en présence de signaux
fortement corrélés ou non-stationnaires. Cela n’étant pas le cas, nous avons voulu évaluer I'erreur
introduite par 1'utilisation de la loi du chi? pour décrire le spectrogramme, notamment dans le
contexte de détection dans le plan temps-fréquence. L’étude présentée dans ce chapitre méne aux
conclusions suivantes :

La distribution d’un coefficient du spectrogramme n’est pas une loi du chi® dés lors que le
signal analysé est corrélé ou non-stationnaire. La distribution du spectrogramime est alors plus
généralement celle du module carré d’une variable gaussienne bidimensionnelle.

La sensibilité de la distribution du spectrogramme & la corrélation ou aux non-stationnarités
est fortement liée & la forme de la fenétre d’analyse utilisée pour construire le spectrogramine. Les
fenétres non-uniformes assurent une meilleure robustesse a ces conditions, et plus précisément,
le degré de sensibilité semble lié a la régularité de la fenétre, & la valeur qu’elle présente a ses
extrémités ainsi qu’a la valeur de sa dérivée a ces extrémités. Une grande robustesse est ainsi
observée pour les fenétres de Hanning et Blackman.

Si en présence de corrélation ou de non-stationnarités le spectrogramme n’est pas exactement
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distribué selon une loi du chi?, l'utilisation de cette loi est cependant possible si une fenétre
non-rectangulaire est utilisée. Dans un contexte de détection et utilisant I’approche de Neyman-
Pearson, l'erreur introduite par 1'utilisation d’une loi du chi? & 2 degrés de liberté est apparue
négligeable (toujours inférieure & 1072) pour les fenétres non-uniformes. Si la fenétre rectangulaire
est utilisée, I'utilisation de la loi du chi? doit en revanche étre soumise aux degrés de corrélation
et de non-stationnarité des signaux analysés.

Dans la suite de ce travail, les coefficients Si[n, k| du spectrogramme du signal observé z[m]
(1.1) seront donc assimilés a des variables du chi? a § = 2 degrés de liberté, de coefficient de pro-
portionnalité a = (311 +X92)/2 et de paramétre de décentrage 6 = m3 +m3. Les deux remarques
suivantes permettent d’alléger les écritures et de redonner la signification des paramétres :

Comme nous ’avons vu en (2.4), les moyennes mj et mgo sont respectivement les parties réelle
et imaginaire de la TFCT du signal d’intérét d[m]. Nous avons donc la relation

0 = mi+mi
= Fyln, k* + Fyln, kJ?
= Syln, K], (2.44)

ou Sy[n, k| est le coefficient au point [n, k] du spectrogramme du signal d’intérét d[m)].
En revenant aux définitions 2.3, nous avons

2114-222 = E{Fg[n,k]Q}—i-E{F;,[n,k]z}
= E{S[n K}
) (245)

ol p[n, k] est la densité spectrale de puissance de la perturbation p[m] au point [n, k]. Le coef-
ficient de proportionnalité « se récrit alors

Y11 + Yoo

2

k
_ el K] (2.46)
2

Ainsi, le coefficient S[n, k] est une variable du chi? & 2 degrés de liberte, de coefficient de
proportionnalité v,[n,k]/2 et de parameétre de décentrage Sg[n,k]. Dans le cadre du probléme
de détection formulé dans le chapitre précédent (1.5), les densités de probabilité pp, et pp, des
observations sous les hypothéses Hy et H; s’écrivent finalement en chaque point temps-fréquence
[n, k| :

1 s
prans®) = e (=) 240

pna®) = o (<L) (2 BRT). eay

Ypln, k] Ypln, k]

Si la forme des lois de probabilité des observations est maintenant déterminée, il reste encore
une inconnue avant de pouvoir résoudre le probléme de détection temps-fréquence. La densité
spectrale de puissance ,[n, k] de la perturbation gaussienne n’étant pas supposée connue, elle
est 'objet du probléme d’estimation auquel se consacre le chapitre suivant.
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3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les statistiques d’un coefficient du spectro-
gramme pouvaient étre décrites par une loi du chi?. Replacées dans le contexte de détection
formulé dans le chapitre 1, les lois sous les hypothéses "bruit seul" et "signal-+bruit", Hg et Hy,
sont formulées en (2.47) et (2.48). En chaque point [n, k] du plan temps-fréquence, ces lois sont
caractérisées par deux paramétres originaires du signal z[m| observé : le spectrogramme Sy[n, k]
du signal d’intérét d[m| et la densité spectrale non stationnaire 7,[n, k] de la perturbation p[m]
(plus précisément son spectre physique). Le test de détection proposé vise a déterminer si le pre-
mier parameétre Sy[n, k| est nul (hypothése Hp) ou non (hypothése Hy). Afin de mettre en place
ce test, il est nécessaire de connaitre la densité spectrale de puissance ~,[n, k] de la perturbation.
Dans le cas ou ce paramétre n’est pas connu a priori, il faut 'estimer, et cette question fait
I’objet de ce troisiéme chapitre.

Dans un premier temps, nous décrivons les enjeux et les contraintes relatifs a ce probléme
d’estimation et présentons trois approches rencontrées dans la littérature afin de le résoudre.
Dans un second temps, nous présentons notre contribution & ce probléme. Nous formulons un
estimateur de la densité spectrale de puissance du bruit basé sur la statistique des plus petits
coefficients rencontrés dans une régions du spectrogramme. Cet estimateur est ensuite évalué
en terme de biais et de variance et la détermination de ses paramétres constitutifs est discutée.
Finalement, nous présentons dans un troisiéme temps quelques résultats d’estimation sur des
signaux synthétiques et naturels.

3.2 Positionnement du probléme

Soit Sz[n, k] le spectrogramme du signal x[m], définis respectivement en (1.11) et (1.1). En
vertu du caractére centré du bruit p[m] et de son indépendance vis a vis du signal déterministe
d[m], nous avons

E{Sap[n,k]} = 0, (3.1)
et I’espérance du spectrogramme s’écrit
E{Sz[n,k|} = San, k] + vp[n, k], (3.2)

dans lequel Sy[n, k| désigne le spectrogramme du signal d[m] et ~,[n, k] le spectre physique de la
perturbation p[m] introduit en (1.14).

A partir du spectrogramme S, [n, k| observé, 'objectif présent est I'estimation de la densité
spectrale de puissance 7,[n, k] de la perturbation p[m]. Afin de rester dans le cadre le plus
général possible, aucune hypothése de blancheur ou de stationnarité n’est dans un premier temps
formulée concernant cette densité spectrale de puissance (dsp). Nous verrons en fin de chapitre
comment 'une et ’autre de ces hypothéses augmentent les performances des estimateurs. De cette
formulation, il apparait que 'estimation de la dsp du bruit se heurte a un double probléme :

— d’une part nous accédons a 7, via une espérance, or nous ne considérons disponible quune

seule réalisation de z[m] et donc de Sy[n, k.
— d’autre part la contribution Sg[n, k] est inconnue et son estimation nécessite la connais-
sance de yp[n, k...

Nous présentons dans la suite trois types d’approches proposées dans la littérature pour
résoudre ce probléme d’estimation.
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3.2.1 Les méthodes itératives

Pour répondre aux problémes de ’espérance et de 'indétermination sur le signal, une pre-
micre stratégie consiste a étendre explicitement 'investigation sur un voisinage du point [n, k]
considéré. Apreés une recherche de ’ensemble des points "bruit seul" contenus dans ce voisinage,
une statistique peut étre appliquée afin d’estimer la dsp du bruit. La forme et la taille de ce
voisinage sont alors régies par deux contraintes :

— la densité spectrale de puissance vp[n, k] doit étre constante sur l’ensemble du voisinage,

— le voisinage doit contenir des coefficients "bruit seul" pour lesquels Sy[n, k] = 0.

Sous ces deux conditions et sous couvert d’indépendance des coefficients temps-fréquence, la dsp
Yp[n, k] peut alors étre estimée par la moyenne arithmétique des coefficients "bruit seul" obser-
vés dans le voisinage. Notons que la moyenne arithmétique d’un ensemble de réalisations d’une
variable du chi? centrée, a 2 degrés de liberté et de coefficient de proportionnalité p/2 est Des-
timateur de 7, optimal au sens du maximum de vraisemblance.

L’existence de ce chapitre est lié¢ & la nécessité de connaitre la dsp <, du bruit afin de pou-

voir séparer, dans un plan temps-fréquence, les zones "signal" des zones "bruit seul". Or, dans
I"approche décrite ici, Pestimation de cette dsp demande la reconnaissance des coefficients "bruit
seul". Face a ce probléme qui reboucle sur lui-méme, des algorithmes qui rebouclent également
sur eux-méme, c’est & dire itératif, ont été proposés [HMCO02|[YR06]|[MHMO6] :
Le principe est d’éliminer petit & petit les points temps-fréquence contenant du signal et d’es-
timer le bruit sur les points restant. Les zones "signal" sont identifiées par le biais d’un seuil,
lui-méme défini d’aprés la dsp du bruit. La dsp du bruit étant estimée comme la moyenne des
points temps-fréquence non éliminés, un processus itératif d’estimation-élimination est mis en
place. Un critere d’arrét permet d’identifier si les points temps-fréquence non éliminés corres-
pondent uniquement a du bruit.

L’avantage de cette approche est de s’attaquer simultanément au probléme de l’estimation
du bruit et de la localisation du signal dans le plan temps-fréquence. Elle permet donc de tout
résoudre (pour ce qui nous concerne...) dans un unique élan. Un point délicat concerne le critére
d’arrét de la procédure : une vraisemblance avec une loi du chi? centrée est utilisée dans [HMC02),
le moment d’ordre trois est utilisé dans [YRO6] et le moment d’ordre quatre est utilisé dans
[MHMO06|. Le principal inconvénient de cette approche en est le temps de calcul et la variance
des critéres d’arrét lorsque la taille du voisinage est restreinte.

3.2.2 Les méthodes de lissage

Dans le domaine du traitement de la parole et des signaux audio, la mise au point d’algo-
rithmes robustes au bruit nécessite ’estimation de sa densité spectrale de puissance. La commu-
nauté du traitement des signaux audio a donc proposé un certain nombre d’estimateurs basés
sur le modéle "signal+bruit" considéré ici. Afin de prendre en compte 1’éventuelle non blancheur
du bruit, "analyse est classiquement réalisée par bande de fréquence. L’enjeu est alors de pou-
voir suivre les non stationnarités du bruit. Une caractéristique originale qui se retrouve dans la
plupart de ces algorithmes est l'utilisation d’un lissage récursif au premier ordre suivant ’axe des
temps. Un avantage de ce lissage est qu’il réalise une opération proche du moyennage, résolvant
ainsi le probléme de l'espérance décrit précédemment. De plus, ce lissage est controlé par un
parameétre qui est généralement adapté afin de discriminer les coefficients "signal" d’un coté et
"bruit seul" de 'autre.

Dans cette catégorie d’algorithmes, la dsp du bruit est finalement recréée & partir du spec-
trogramme observé en adaptant le coefficient de lissage & la présence de signal. Déterminer la
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présence du signal devient donc ’aspect central de ces algorithmes et plusieurs techniques ont
été proposées [CB02][Coh03|[RLO06], généralement basées sur I’estimation d’un rapport signal sur
bruit ou d’une probabilité de présence lorsqu’un modéle aléatoire de signal est adopté. Un avan-
tage important de cette approche est la possibilité de traitement en temps réel : I'estimation du
bruit est réalisée & chaque nouvelle trame de signal. Cependant, le nombre et la sensibilité des
parameétres de lissage représentent un frein quant & son utilisation et le discernement nécessaire
entre signal et bruit reste une question ouverte.

3.2.3 Les statistiques minimales

Une troisieme approche, également issue des techniques de traitement de la parole, a été initiée
dans les années 1990 par Rainer Martin [Mar01|[Mar06][MMO06|. Le principe de l'estimateur,
appliqué parallelement & toutes les fréquences, est de récupérer le plus petit coefficient temps-
fréquence contenu dans une fenétre temporelle de taille prédéfinie. Ayant de forte chance de
correspondre & un coefficient "bruit seul", un gain multiplicatif lui est appliqué afin de retrouver
la moyenne. Ce gain est défini par la statistique du minimum de la distribution supposée pour le
bruit. Dans ’approche initialement proposée, un lissage récursif du spectrogramme est appliqué.
Ceci permet de diminuer la variance des coefficients temps-fréquence, et notamment la variance
du minimum. Cependant, la méthode comporte trois points sensibles :

— le parametre de lissage doit tenir compte du rapport signal sur bruit,

— le minimum possede tout de méme une grande variance,

— la statistique du minimum doit tenir compte du lissage effectué, ce qui rend tres difficile

I’obtention du gain multiplicatif.

Afin de diminuer la variance de l’estimateur, Stahl et al. [SFB00| proposent d’utiliser non plus
le minimum mais le ¢**¢ quantile observé dans la méme fenétre temporelle. Dans le cadre d’une
tache de reconnaissance vocale, ils montrent que le choix de ¢ = 0.5 (c’est a dire la médiane)
donne les meilleurs résultats. Cependant, notons que le ¢*“™¢ quantile est directement considéré
comme 'estimateur de la dsp du bruit, sans gain multiplicatif.

La encore, la taille de la fenétre temporelle d’observation (équivalente au voisinage des mé-
thodes itératives) est le résultat d’un compromis entre la présence obligatoire de coefficients
"bruit seul" et le suivi des non stationnarités du bruit. Afin de gagner sur le nombre de points
disponibles sans limiter les possibilités de suivi des non stationnarités, 'extension de cette fenétre
suivant 'axe fréquentiel est proposé dans [EMO02|. Notons que dans ces deux derniéres méthodes,
le lissage récursif du spectrogramme a été supprimé.

L’approche des statistiques minimales semble donner une alternative intéressante face au
probléme de l'indétermination du signal. Contrairement & la recherche difficile de I’ensemble
des points "bruit seul" contenus dans une région temps-fréquence, elle se base uniquement sur
quelques coefficients pour lesquelles 'hypothése "bruit seul" est trés probable. A partir de ces
coefficients minimaux, une statistique est développée afin d’estimer la dsp du bruit. Les travaux
initiaux [Mar01][Mar06] montrent que l'opération de lissage, utile pour diminuer la variance du
spectrogramme, rend difficile I'expression de cette statistique. D'un autre c6té, ne plus baser cette
statistique uniquement sur le minimum, mais sur un quantile plus élevé permet de diminuer la
variance de cette statistique.

La suite de ce chapitre est dédiée a I'évaluation d’un estimateur de la densité spectrale de
puissance vp[n, k| retenant I'idée des statistiques minimales. A partir d'un spectrogramme non
lissé, il se base sur les Z plus petits coefficients observés dans un voisinage temps-fréquence du
point [n, k.
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sz(X)

Py (x), bruit seul
0

py, (%), signal+bruit
1

bruit seul : ? | signal + bruit

FiG. 3.1 — Densités de probabilité des coefficients du spectrogramme sous les deux hypothéses
"bruit seul" et "signal-+bruit". Identification de la zone dans laquelle I’hypothése "bruit seul"
est trés fortement plus probable.

3.3 Contribution : estimation par les Z valeurs minimales

3.3.1 Formulation

Nous posons le probléme de la maniére suivante : soit 'ensemble X = {X7,..., X7} des T
coefficients observés dans un voisinage du point temps-fréquence considéré [n, k|. Le choix du
voisinage sera discuté par la suite. Parmi ces 7' coefficients, considérons que N d’entre eux
correspondent & des réalisations "bruit seul", tandis que les T' — N restant sont "entachés" de
signal. Si aux N coefficients "bruit seul" sont attribués les N premiers indices, I’ensemble X se
divise schématiquement selon

X ={X1, .., XN, Xnt1,..., X1}

bruit seul signal+bruit

Au regard des densités de probabilités des coefficients du spectrogramme sous les deux hypothéses
"bruit seul" et "signal4+bruit", nous pouvons supposer, comme illustré sur la figure 3.1, que les
plus petits coefficients observés sont trés probablement liés a la présence unique de bruit, tandis
que les coefficients de trés forte énergie indiquent trés probablement la présence de signal. Entre
ces deux extrémes se trouve une zone de mélange dans laquelle des coefficients issus des deux hy-
potheéses coexistent avec des probabilités comparables. En supposant que le plus petit coefficient
contenant du signal est plus grand que le Z*™¢ coefficient relatif au bruit seul, les trois zones de
valeurs "bruit seul", "mixte" et "signal4bruit" se retrouvent, 14 encore schématiquement, dans
I’ensemble X selon

X1, X2, Xg00, 0, XN
Xnits ooy X, Xgits. ., X1

bruit seul ? signal+bruit
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Soit alors X,.q = {X(l), ...,X(T)} ce méme ensemble X dans lequel les valeurs sont entiére-
ment ordonnées de fagon croissante, i.e X(1) < ... < X(7). Selon le raisonnement précédent, cet
ensemble se décompose selon

Xord = {X(l),- .. ,X(Z),X(Z_H), R ,X(S),X(S+1), e ,X(T)}.

g
2

bruit seul signal+bruit

Rappelons que la dsp recherchée du bruit correspond a la moyenne des N coefficients "bruit
seul" contenus dans cette ensemble. L’opérateur de moyenne étant cependant une statistique
globale, il peut étre utilisé si les observations décrivent complétement et uniquement la loi sous-
jacente qui les caractérise. Dans le cas présent, ['utilisation de cette statistique nécessite alors
Iextraction des tous les coefficients "bruit seul" de la zone centrale de mélange. Sans hypothéses
supplémentaires, cette tache est impossible & réaliser de facon directe et fonde la motivation des
algorithmes récursifs présentés auparavant. Maintenant, ne retenir que les Z plus petit coefficients
permet d’isoler un échantillon de coefficients "bruit seul". L’estimation de la densité spectrale
du bruit par les valeurs minimales se raméne alors au probléme suivant : comment estimer la
moyenne de N coefficients que nous supposerons indépendants et identiquement distribués (iid)
sachant que 1’on observe uniquement les Z plus petits ?

3.3.2 Estimateurs proposés

La formulation mathématique du probléme est la suivante : soient N réalisations ordonnées
{az(l), ey I N)} d’une variable du chi? centrée 4 deux degrés de liberté dont la densité de proba-
bilité s’écrit (équation (2.47)) :

1 T

p(r) = —exp (——) . (3.3)
Tp Tp

Comment estimer le parameétre v, & partir des Z plus petites réalisations {:17(1), e 33(2)} de cette

variable X 7 Dans la suite, deux estimateurs sont proposés. Le premier utilise la fonction de

répartition d’une variable du chi?, le second est basé sur la densité de probabilité des Z plus

petites réalisations.

3.3.2.1 Utilisation de la fonction de répartition

L’utilisation de la fonction de répartition Fx(x) = P[X < x] permet de résoudre simplement
ce probléme. D’une part, son expression analytique est connue et il est facile d’en extraire le
parameétre 7, recherché : pour tout = positif, nous pouvons écrire

Fy(z)=1- eg;p(_%). (3.4)

et donc
T

T T (1 - Fx(z)

D’autre part, une fonction de répartition posséde l'estimateur empirique suivant : pour tout
indice (i) compris entre 1 et IV,

(3.5)

Fx(ag) =~ (3.6)

A partir de ces observations, il s’en suit qu'un estimateur de vp est disponible pour chacune
des Z réalisations observées {x(l), e :E(Z)} de la variable du chi?. Il s’écrit, pour tout indice (i)
compris entre 1 et Z,

L)

. 3.7
T 3) o0

Vp,i =
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coefficient

10°

— — — moyenne

variance normalisée

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
indice des coefficients

FiG. 3.2 — Variance des quantiles et de leur moyenne pour 10000 réalisations d’une variable du
chi? centrée. Les variances sont normalisées par le carré de Iespérance.

Avec cette formulation, un estimateur de v, est disponible pour chacune des Z observations ;.
Il s’en suit qu'un grand nombre d’estimateurs peut étre développé a partir d’une fonction de tout
ou partie de ces Z observations z(;. Il est par exemple possible de formuler un estimateur basé
sur la moyenne des z(;), ou encore sur 'intégrale de la fonction de répartition limitée a la donnée
T(z)- La variance d’un tel estimateur est néanmoins directement reliée a la variance Qes quantiles
qu’il utilise. Sur ce point, nous avons observé que ’estimateur n’utilisant que le Z'™¢ quantile
r(z) admet la plus faible variance : la figure 3.2 présente la variance (sur 10000 évaluations)
de chacun des 1000 quantiles d’une loi du chi? centrée (trait plein), ainsi que la variance de la
moyenne des premiers quantiles (trait pointillé). Les variances sont normalisées par le carré de
I’espérance de chaque quantile ou moyenne correspondant. Notons que la forme de cette courbe
est dépendante de la densité de probabilité sous-jacente, ici la loi du chi? centrée a 2 degrés de
liberté. Dans la zone des petits quantiles qui nous intéresse, nous observons une forte diminution
de la variance lorsque l'ordre du quantile augmente. Par exemple, la variance du quantile ¢ = 0.1
(soit d’indice 1/10%™¢ du nombre total de réalisations) est 100 fois plus petite que la variance du
minimum. Aussi, la variance de la moyenne des ¢ premiers quantiles est supérieure & la variance
du i*™¢ quantile (la moyenne utilise tous les termes précédents, chacun de variance plus élevée).
L’estimateur de plus faible variance est ainsi celui qui utilise uniquement le plus grand des Z
coefficients retenus pour I’estimation.

Finalement, le premier estimateur 4, de la dsp du bruit -, s’écrit

N Z(z
A = (2)

"7 (3.8)

dans lequel z(z) est le Z®me plus petit coefficient parmi les N coefficients "bruit seul" contenus
dans le voisinage.
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3.3.2.2 Utilisation de la loi des minima

Nous proposons un second estimateur, cette fois basé sur le calcul de la densité de probabi-
lité des Z plus petits coefficients. Son principe est de définir le comportement global de ces Z
coefficients afin de pouvoir estimer le parameétre «y, a ’aide d’une statistique d’ensemble comme
une moyenne.

Nous cherchons donc la densité de probabilité d’une variable X du chi? centrée, a 2 degrés de
liberté et de coefficient de proportionnalité v,/2, sous la condition que la variable X est inférieure
a un seuil u qui est ici le Z*™€ coefficient T(z). La notation u est cependant gardée dans la suite
afin d’alléger les écritures. La fonction de répartition Fz(z) de cette variable aléatoire s’écrit,
pour tout x < u :

Fz(x) = P{X <z/X <u}
P{(X <z)n(X <u)}
P{X < u}
_ P{X <u}
= PX <up car x < u
Fx(x)

= (3.9)

dans lequel Fx(x) est la fonction de répartition d'une variable du chi? donnée en (3.4). Par
dérivation, la densité de probabilité s’écrit

1
pz(z) = me(x)
1 1 T
= ———exp{——}. 3.10
T exp—2} 5, P15, (3.10)
En notant myz la moyenne empirique des Z coefficients z(y), - ,x(z), soit
1 Z
my = 2;:5@, (3.11)

Iestimateur 4, my de v, au sens du maximum de vraisemblance est solution de ’équation :

u
—A —— = 0. 3.12
mz — Vpmo T eXp{ ) } ) ( )

Tp,mv

La solution 4, . de cette équation ne posseéde pas d’expression analytique finie. Une solution
approchée peut néanmoins étre obtenue en récrivant I’équation (3.12) sous la forme

1-— Fx(u)

mz —Yptu Fx(u)

=0, (3.13)

et en utilisant l'estimateur empirique donné en (3.6) pour la fonction de répartition Fx(u).
L’estimateur se formule finalement selon

N
’Yp=mz+U<7—1>, (3.14)

en rappelant que u = z(z) est le Z ieme plys petit coefficient observé, et N est le nombre de points
"bruit seul" contenus dans le voisinage.
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3.3.3 Evaluation des estimateurs

Dans ce paragraphe, les deux estimateurs (3.8) et (3.14) sont évalués en terme de biais et de
variance et comparés a l’estimateur optimal qui consiste a réaliser la moyenne empirique des N
coefficients "bruit seul". Dans un second temps, la sensibilité de ’estimation & une erreur sur le
parameétre N et & la présence de signal parmi les Z plus petits coeflicients est évaluée.

3.3.3.1 Biais et variance

Le biais et la variance normalisés des estimateurs, présentés sur la figure 3.3, sont évalués
dans trois configurations :

— en fonction du nombre Z de coefficients retenus, pour un nombre constant N = 100 de
coefficients "bruit seul" et pour 7, = 1. Figure 3.3-a).

— en fonction du nombre N de coefficients "bruit seul", pour un nombre constant Z = N/10
de coefficients retenus et pour 7, = 1. Figure 3.3-b).

— en fonction de la puissance spectrale 7, a estimer, pour un nombre constant de coefficients
retenus Z = 10 parmi N = 100 coefficients "bruit seul". Figure 3.3-c).

Le biais et la variance normalisés des estimateurs 4, sont calculés de la maniere suivante :

E{3. )
biais normalisé (%,) = M, (3.15)
Tp
Var{4
variance normalisée (9,) = M, (3.16)
Tp

dans lequel lespérance et la variance sont évalués de facon empirique sur un ensemble de 5000
réalisations.

Les simulations présentées sur la figure 3.3 montrent que l'estimateur (3.8) basé sur la fonc-
tion de répartition (FAR) admet un léger biais et tend & sous-estimer la densité spectrale du
bruit 7,. Le second estimateur donné par (3.14), en revanche, ne présente pas cet inconvénient.
Concernant la variance, les deux estimateurs montrent un comportement tout & fait similaire.
La variance des estimateurs décroit logiquement lorsque le nombre Z de coefficients disponibles
pour 'estimation augmente (figure 3.3-a) et -b)). Aussi, les performances des estimateurs sont
invariants face a la quantité v, a estimer (figure 3.3-c). Logiquement, la variance des estimateurs
proposés n’utilisant que Z coefficients est supérieure a la variance de l'estimateur idéal utilisant
I’ensemble des N coefficients (figures 3.3-a), -b) et -c), courbes de droite). Pour tous les cas, nous
observons que le rapport entre ces deux variances est égal au rapport entre N et Z.

A partir de cette petite analyse, nous choisissons d’utiliser I’estimateur (3.14) basé sur la loi
des Z plus petits coefficients du spectrogramme afin d’estimer la densité spectrale de puissance
~pln, k| de la perturbation.

3.3.3.2 Sensibilité aux paramétres

Le nombre N de coefficients "bruit seul" présents dans la région d’analyse est un pa-
rameétre inconnu. Afin de spécifier 'estimateur (3.14), ce paramétre doit étre soit déterminé a
priori, soit estimé. Avant d’envisager une maniére de déterminer ce paramétre, nous évaluons ici
la sensibilité de 'estimateur & une erreur sur ce parameétre. La figure 3.4 présente la moyenne
sur 1000 réalisations du rapport 4, /7, en fonction de I’erreur commise sur le parameétre N. Nous
observons que 'erreur commise sur l'estimation est égale a l'erreur commise sur le paramétre
N. La détermination de ce parameétre apparait donc comme un élément important du processus



3.3 Contribution : estimation par les Z valeurs minimales 29
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Fi1G. 3.3 - Biais et variance normalisés des estimateurs 'FdR au seuil’ (3.8) et ’loi des mini-
ma’ (3.14) (traits discontinus) et comparaison avec l'estimateur idéal utilisant 1’ensemble des N
coefficients (trait continu).
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"bruit seul" Nygel = 1000, nombre de coefficients retenus Z = 10.
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FIG. 3.5 — Sensibilité de 'estimateur (3.14) & la présence de signal dans les Z coefficients retenus
pour l'estimation, en fonction du rapport signal sur bruit rsbgp = 10log;((S4/7p). Nombre de
coefficients "bruit seul" N = 100, nombre de coefficients retenus Z = 10.
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d’estimation.

Nous évaluons maintenant la sensibilité de I'estimateur face a un second élément perturba-
teur : I’éventuelle présence de coefficients "signal" parmi les Z plus petits coefficients
retenus pour l'estimation. Nous prenons l'exemple d’une région temps-fréquence au sein de la-
quelle N = 100 coefficients "bruit seul" sont présents. En fonction du nombre Ny de points signal
également présents dans cette région et du rapport signal & bruit, les Z plus petits coefficients
retenus pour 'estimation peuvent contenir certains de ces coefficients "signal", biaisant ainsi
Iestimateur. Nous représentons sur la figure 3.5-a) la proportion de coefficients "signal" présents
parmi les Z = 10 plus petits coefficients retenus. Quatre courbes sont données pour quatre pro-
portions de points "signal" : Ny = 0,1N, N; = N, Ny = 10N et Ny = 100N. Rappelons que
I’ensemble du voisinage est composé de T' = N + N, coefficients. Le rapport signal sur bruit
exprimé en dB est donné en abscisse. Logiquement, plus la proportion de points signal augmente
dans la région temps-fréquence analysée, plus le risque d’en retrouver parmi les Z plus petits co-
efficients augmente. Ce risque décroit naturellement avec le rapport signal a bruit. Ainsi, lorsque
I'énergie Sy du signal est environ 10 fois plus grande que I'énergie du bruit v, (rsb = 10 dB), le
risque de prendre en compte des coefficients ’entachés’ de signal est négligeable.

L’impact de ces éléments "signal" sur l'estimateur (3.14) est présenté sur la figure 3.5-b)
en terme du rapport E{4,}/7, estimé sur 2000 réalisations. La présence de signal parmi les Z
coefficients retenus tend & sur-estimer la dsp 7, du bruit. Aussi, nous observons que le biais
engendré est exactement égal & la proportion de coefficients "signal" présents parmi les Z plus
petits coefficients (cf figure 3.5-a)). Ainsi, si la moitié des Z coefficients retenus pour Pestimation
contient du signal, le résultat de I’estimation sera 4, = 27,.

3.3.3.3 Récapitulatif

L’évaluation des deux estimateurs proposés a mis en évidence les points suivants :

— Les deux estimateurs admettent une variance et une sensibilité aux parameétres similaires.
Toutefois, un léger biais entache l'estimateur (3.8) et & ce titre le second estimateur (3.14)
lui sera préféré.

— En comparaison avec la variance de l’estimateur idéal qui utiliserait la totalité des N
coefficients "bruit seul", la variance des estimateurs basés sur les Z plus petits coefficients
augmente d’un facteur égal & N/Z (figure 3.3). Soit

. N .
Var{yp} = — - Var{yp,iaea }- (3.17)

L’estimateur idéal ¥, iqsal étant ici une moyenne empirique sur N termes, sa variance est
égal a v,/N. Il en découle, dans le cas ou N est déterministe (connu), que la variance de
Pestimateur (3.14) est égale a

Var{4,} = g (3.18)

— Le nombre N de coefficients "bruit seul" étant inconnu, il devra étre déterminé ou estimé.
En cas d’erreur sur ce parametre, le biais introduit est égal au rapport entre le nombre N
utilisé dans ’estimation et le nombre Nyge de coefficients "bruit seul" réellement présents
dans la région temps-fréquence (figure 3.4). Soit

Ef3) = 1 (3.19)

réel
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— En cas de faible rapport signal a bruit, les Z coefficients retenus pour l'estimation peuvent
contenir des points "signal". Dans ce cas, le biais introduit est égal a la proportion p de
coefficients "signal" contenus dans les Z plus petits coefficients (figure 3.5) :

E{3p} = (1 = p) 7p- (3.20)

3.3.4 Détermination du voisinage et des parameétres Z et N

Dans ce paragraphe, nous discutons les trois aspects critiques relatifs a l'utilisation de l’es-
timateur (3.14), a savoir le choix du voisinage sur lequel l'estimation est réalisée ainsi que la
détermination des paramétres Z et N.

3.3.4.1 Détermination du voisinage

Pour un point temps-fréquence [n, k| donné, la taille et la forme du voisinage a partir duquel
la densité spectrale de puissance du bruit ~,[n, k] est estimée est soumise & plusieurs contraintes.

Premiérement, la dsp v,[n, k] de la perturbation doit y étre la plus constante possible, permet-
tant ainsi de considérer que les échantillons "bruit seul" sont identiquement distribués selon une
loi du chi? centré. Globalement, cette contrainte tend & limiter la taille du voisinage. Néanmoins,
un peu de connaissance a priori sur la perturbation permet d’adapter la forme du voisinage :
pour une perturbation blanche, la région d’analyse peut s’étaler sur ’ensemble de ’axe fréquen-
tiel. Pour une perturbation stationnaire, le bruit est identiquement distribué sur tout I'axe des
temps sur lequel le voisinage peut donc s’étendre. En revanche, pour une perturbation colorée
et non stationnaire, le recours & un voisinage centré en temps et en fréquence autour du point
temps-fréquence considéré semble nécessaire. Dans ce cas, la dimension temporelle du voisinage
représente une limite pour 'estimateur dans le suivi des non stationnarités. De facon équivalente,
la dimension fréquentielle du voisinage se traduit par une limitation de l'estimateur a décrire fide-
lement des variations fréquentielles importantes du spectre de la perturbation. Notons aussi que
I’estimateur étant basé sur les plus petits coefficients temps-fréquence, I’estimation sera toujours
biaisée vers le bas dans le cas ou la dsp du bruit n’est pas constante dans le voisinage considéré.

Une seconde contrainte est liée & la présence obligatoire de coefficients "bruit seul" dans le
voisinage. Sans hypothése a priori sur le signal déterministe d[m], 'existence de grandes régions
temps-fréquence sur lesquelles ce signal est présent partout ne peut étre exclue. Dans le cas idéal,
le voisinage doit étre plus grand que la plus grande de ces régions signal.

Une troisiéme contrainte est liée a la variance de I'estimation qui décroit naturellement avec
le nombre de réalisations disponibles. A titre d’exemple, la décroissance de la variance de esti-
mateur en fonction du nombre N de points "bruit seul" est observable sur la figure 3.3-b). Pour
une dsp du bruit constante, cette contrainte tend & augmenter la taille du voisinage.

Pour finir, une quatriéme contrainte associée aux "effets de bords" temporels peut étre men-
tionnée. La représentation temps-fréquence d’un signal réel de durée temporelle finie étant éga-
lement limitée dans le temps, la dimension temporelle du voisinage ne permet pas d’accéder aux
bordures temporelles de 'image temps-fréquence. L’information contenue au tout début et a la
toute fin du signal sera donc perdue. Par contre, concernant les "effets de bords" fréquentiels,
Iutilisation de la périodicité en fréquence du spectre d’un signal discret permet d’atténuer cet
aléa.

Il ressort de cette discussion que la détermination du voisinage est le résultat d’un compromis.
Aussi, des connaissances a priori sur le signal et/ou sur les variations de la dsp du bruit sont
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tres avantageuses pour ce choix. En I’absence de toute information, la seule contrainte qui puisse
étre prise en compte concerne la variance de ’estimateur. Afin de ne pas voir celle-ci prendre des
valeurs trop élevées, nous suggérons une taille minimale de 100 points pour le voisinage. Dans la
suite, une cellule temps-fréquence de 21 points fréquentiels sur 21 points temporels (soit 7' = 441)
et centrée sur le point [n, k] considéré est utilisée. Notons que ce choix est purement arbitraire
et doit dépendre en pratique des paramétres de construction du spectrogramme (notamment
le nombre K de fréquences calculées et le décalage D entre deux analyses successives). Une
formulation de la taille du voisinage en terme d’étendue temporelle (en seconde) et fréquentielle
(en hertz) est alors mieux adaptée.

3.3.4.2 Détermination du paramétre 7

Le paramétre Z représente le nombre de coefficients minimaux retenus pour l'estimation de
vp- Dans le meilleur des cas, il doit correspondre au plus grand coefficient "bruit seul" tel que
tous les coefficients contenant du signal lui soient supérieurs. En pratique, il est bien entendu
inconnu. Néanmoins, si le nombre de coefficients "bruit seul" observables ne peut étre déterminé
exactement, le nombre Z de coefficients retenus peut étre fixé a priori. Le compromis repose
entre une variance élevée de ’estimateur liée au choix d’'un Z trés petit et le risque de retenir
des coefficients "signal" en cas de Z trop grand, ce qui induit un biais dans 'estimateur (figure
3.5). Dans la suite, le nombre Z est arbitrairement fixé a 1/10m¢ du nombre total 7' de points
contenus dans le voisinage.

3.3.4.3 Estimation du parameétre N

Le parameétre N correspond au nombre total de coefficients "bruit seul" contenus dans le voi-
sinage du point [n, k] considéré. La encore, ¢’est un paramétre inconnu qu’il faut donc déterminer.
L’évaluation de ’estimateur a montré qu’une erreur sur ce parameétre se reporte a I'identique dans
le résultat de l'estimation (figure 3.4). La détermination de ce paramétre apparait alors comme
un élément tout a fait critique pour le bon comportement de 'estimateur et son utilisabilité.

La motivation premiére a l'utilisation des statistiques minimales est de contourner la déter-
mination de ’ensemble des coefficients "bruit seul" contenus dans un voisinage. Force est de
constater ici que la méthode proposée ne permet pas de s’affranchir complétement de cette diffi-
culté. Toutefois, au lieu de rechercher quels sont les coefficients "bruit seul", nous devons trouver
quel est leur nombre. Ce nouveau probléme est un petit peu plus simple, mais comme nous al-
lons le voir, ne peut étre résolu sans la connaissance de la dsp 7, du bruit. En conséquence, une
méthode itérative permettant d’estimer conjointement 7, et IV est également nécessaire.

La détermination du parametre IV repose sur le raisonnement suivant : un voisinage donné
contient T' coefficients, parmi lesquels N sont du bruit et 7' — N sont du signal. Si 'on peut
ajuster un seuil correspondant & un rapport signal & bruit de 0dB!, le nombre de coefficients
Neand supérieurs a ce seuil sera composé des T'— N coeflicients "signal" auxquels s’ajoutent des
coefficients "bruit seul" dont le nombre est donné par la probabilité de fausse alarme P, o4n
équivalente a ce seuil. Soit

Neand = (T — N) + N-Pfa,OdB- (3.21)

'Le rapport signal sur bruit considéré ici correspond au ratio Sg[n, k]/¥,[n, k] pour un unique point temps-
fréquence. Un rapport signal sur bruit de 0dB semble alors intuitivement représenter la limite de détectabilité d'un
signal. Les T'— N coeflicients mentionnés ci-dessus correspondent alors aux coefficients "accessibles" du signal.
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En manipulant cette expression, nous obtenons

_ T — Ncand

N =
1 — PaodB

(3.22)

Comme nous le verrons plus en détail dans le chapitre suivant, le seuil & 0dB est égal dans le
cas d'une loi du chi? a 1,26+, et la PFA équivalente n’est autre que Py, 045 = exp(—1,26). En
utilisant estimateur (3.14) de ~,, l'itération suivante est mise en place :

[ No=T;
fori=0:10
’?p7i=mz+u(%— );
seuil; = 1,269, ;; (3.23)
Neana,j = Card{X > seuil; };
No= TR
| end

Le choix du nombre d’itérations (ici 10) est lié a I'observation que N se stabilise généralement
peu apres 5 itérations. Notons aussi que le choix d’initialiser N & la valeur T" impose une sures-
timation initiale de 7y,. Les itérations tendent alors a faire descendre conjointement 4, et V.

Afin d’évaluer la pertinence et les limites de cette méthode d’estimation, 'expérience sui-
vante est réalisée : un signal sinusoidal (fréquence pure) d’amplitude variable est ajouté a un
bruit gaussien, blanc et stationnaire, de variance 7, = 1. La sinusoide est présente sur les 3/4
du signal temporel. A partir du spectrogramme du signal, la méthode d’estimation (3.23) est
appliquée uniquement sur les 1" coefficients temps-fréquence observés a la fréquence de la sinu-
soide. A cette fréquence, le nombre de coefficients "signal" est égal & 37/4 et le nombre N de
coefficients "bruit seul" est égal a T'/4. Aussi, les Z = T'/10 plus petits coefficients sont retenus
pour lestimation. Les figures 3.6-¢) et -f) donnent deux exemples de profils obtenus pour des
rapports signal a bruit de 5 et 10 dB respectivement.

Les résultats obtenus pour 1000 estimations des parameétres IV et «,, en fonction du rapport si-
gnal & bruit p = 10log;((S4/7p) sont présentés sur la figure 3.6. Les figures 3.6-a) et -b) donnent
respectivement la moyenne et 'écart type de 'estimateur de N, tandis que les figures 3.6-c) et
-d) concernent lestimation de +,.

Ces figures indiquent clairement une limite de validité pour les estimateurs autour d’un rsb de
10 dB. Pour les rsb supérieurs a 10dB, les deux estimateurs N et 4p sont non biaisés. Dans cette
zone de validité, l'estimateur N admet un écart type constant égal & 15 (pour une espérance de
97). L’écart type de 4, apparait également constant et vaut 0.35, pour une espérance de 1 (figures
3.6-b) et -d)). Pour les rsb inférieurs & 10dB, les estimateurs sont fortement biaisés vers le haut
(surestimation). La cause en est que la surestimation initiale de ~, (imposée par l'initialisation
Np = T') ne peut pas étre rectifiée : le signal étant faible, le nombre de points Ncang supérieurs au
seuil reste faible et N reste bloqué aux alentours de T’ (figure 3.6-a)). La figure 3.6-c) indique une
décroissance du biais de 'estimateur 4, pour les trés faibles rsb. Comme indiqué dans le para-
graphe 3.3.3.2 sur la sensibilité aux parameétres et I’équation (3.20), ce comportement est lié a la
présence de points "signal" parmi les Z coefficients retenus qui tend & diminuer la valeur estimeée.

Il convient enfin de noter que ce rsb limite est fonction du rapport entre le nombre N de
points "bruit seul" et la taille 7' du voisinage. Le rapport N/T fixe la surestimation initiale de
la récursion (3.23). Plus la proportion de points "bruit seul" est importante et plus I’estimateur
pourra prendre en compte des signaux de faible rsb. Ce comportement est illustré, pour la méme
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FiG. 3.6 — Evaluation de I’algorithme (3.23) proposé pour I'estimation du paramétre N et de
7p en fonction du rapport signal sur bruit 10log;y(S4/7p). a) moyenne sur 1000 évaluations de
estimateur N, b) écart type de N, ¢) moyenne de Pestimateur 4,, d) écart type de 4, e) et
f) coefficients temps-fréquence observés a la fréquence du signal pour un rsb de 5 et 10 dB

respectivement.
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a) moyenne de I'estimateur de N b) moyenne de l'estimateur de Yo
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FiG. 3.7 — Evaluation de l'algorithme (3.23) proposé pour I’estimation du paramétre N et de Yp
en fonction du rapport signal sur bruit 10log;y(Sa/7p), pour différents rapports N/T".

configuration que précédemment, sur la figure 3.7 pour les trois rapports N/T = 0.25, 0.5 et
0.75. Dans le cas le plus favorable (N/T = 3/4), la limite de validité de I'estimateur correspond
a un rsb de 7 dB.

La nécessité d'une estimation conjointe et itérative de N et 7, remet bien str en balance
I’avantage de la méthode basée sur les statistiques minimales par rapport a 'utilisation classique
de la moyenne sur les zones "bruit seul". En reprenant la décomposition de ’ensemble ordonné
Xora des coefficients observés dans un voisinage,

Xord = {X 1), X(2), X(z41)5 -+ > X(8), X(541)5 - » X(1) }

bruit seul ? signal+bruit

nous devons réaliser qu'une prise de décision sur les coefficients situés dans la zone centrale de
mélange est inévitable. L’utilisation de la moyenne nécessite la détermination précise des coeffi-
cients "bruit seul" de cette zone. Dans les algorithmes itératifs dédiés & cette tache, un critére
de connexité temps-fréquence des coefficients "signal" est utilisé et chaque itération contient une
recherche "spatiale" de ces coefficients dans le plan temps-fréquence. L’approche des statistiques
minimales, quant a elle, ne nécessite plus cette recherche puisque seul le nombre de coefficients
intervient. A ce titre, elle bénéficie d'un temps de calcul extrémement avantageux.

3.4 Exemples d’estimation dans le plan temps-fréquence

Dans cette partie sont présentés des résultats d’estimation de la densité spectrale de puis-
sance d’un bruit gaussien additif réalisée dans le plan temps-fréquence. Quatre signaux tests
représentés par leur spectrogramme sur la figure 3.8 ont été choisis afin d’illustrer ces résultats :
le premier est un signal synthétique composé de modulations de fréquence tandis que les trois
autres correspondent respectivement & un signal acoustique de piano, un signal de parole "chan-
tée" et un signal de parole "parlée". Le choix de ces signaux est principalement motivé par la
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FiG. 3.8 — Spectrogrammes non bruités des quatre signaux tests utilisés pour I’évaluation de
Iestimateur.

différence d’occupation du plan temps-fréquence et la diversité des motifs qu’ils présentent. Afin
d’évaluer les performances, un bruit gaussien synthétique, dont les parameétres de blancheur et
de stationnarité seront modifiés, est ajouté a ces signaux. Les cas d’une perturbation blanche et
stationnaire, non blanche ou non stationnaire, puis non blanche et non stationnaire seront tour
a tour présentés.

3.4.1 Perturbation blanche et stationnaire

Dans un premier temps, le cas d’une perturbation gaussienne blanche et stationnaire est étu-
dié. C’est le cas le plus favorable puisque la perturbation étant constante sur I’ensemble du plan
temps-fréquence, le voisinage d’estimation peut s’étendre sur la totalité du plan et contient fort
probablement un nombre raisonnable de coefficients "bruit seul".

La figure 3.9 présente les résultats d’estimation obtenus sur chacun des quatre signaux tests.
Pour chaque signal, I'histogramme de 10000 estimations est présenté. La valeur réelle de v, est
indiquée par le trait pointillé. Dans chaque cas, le biais et la variance normalisés de 'estimateur
sont indiqués.

Ce premier test met en évidence la dépendance de I'estimateur a la forme du signal et notamment
a son degré de présence sur lensemble du spectrogramme (rapport N/T'). Plus le signal est
présent, plus l'estimateur est biaisé vers les grandes valeurs (voir par exemple les deux signaux
de parole "chant" et "voix", figure 3.9-c) et -d)). A Iinverse, lorsque le spectrogramme contient
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F1G. 3.9 — Cas blanc et stationnaire. Evaluation de l’estimateur dans le cas d’un bruit blanc et
stationnaire. Pour chacun des quatre signaux test, le spectrogramme ainsi que ’histogramme issu
de 10000 estimations sont représentés.
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peu de coefficients "signal", I'estimateur tend & présenter un biais négatif (exemple du signal
"chi2", figure 3.9-a)).

3.4.2 Perturbation blanche ou stationnaire

La connaissance a priori du caractére blanc ou stationnaire peut étre prise en compte avec
beaucoup d’avantage par 'ajustement de la forme du voisinage. Une perturbation blanche ad-
mettant une dsp constante sur tout ’axe fréquentiel, le voisinage retenu correspond & l’ensemble
du spectre observé a la date n. De fagon conjuguée, 'ensemble des temps a une fréquence donnée
k sera retenu comie voisinage lorsque le caractére stationnaire de la perturbation est connu.

Les résultats d’estimation d’un profil fortement non stationnaire sont présentés sur les figures
3.10 et 3.11. Pour chaque signal, le résultat d’une estimation et de 100 estimations sont présen-
tés afin d’évaluer respectivement la variance et le biais éventuel de ’estimateur. Pour les trois
premiers signaux "chi?", "piano" et "chant", le suivi des non stationnarités est bien réalisé. Par
contre, la forte variance de l'estimateur est nettement visible. Concernant le signal de parole
"voix", trois cas limites mettant 'estimateur & défaut sont observés (figure 3.11-b)) :

— dans la zone autour de n = 0.25 sec, le rapport de présence entre signal et bruit est
raisonnable (N ~ T'/4). Par contre le rapport signal a bruit y est inférieur au rsb limite
acceptable pour 'estimateur.

— pour la zone autour de n = 0.6 sec, le signal est trés fortement présent sur tout le spectre.
Le rapport T'/N est trop important pour permettre une bonne estimation.

— pour la zone autour de n = 1.8 sec, méme si le signal est moins énergétique que dans le cas
précédent, le bruit y est tellement faible que le rapport N/T y est encore trop faible pour
que le bruit soit estimé correctement.

La figure 3.12 présente les résultats obtenus pour des perturbations non blanches et station-
naires. Ici encore, si le biais de l'estimateur parait acceptable, une grande variance est observée.
La figure 3.13 présente le cas de trois signaux réels issus d’un environnement naturellement cor-
rélé et stationnaire. Sur chaque signal, l'effet d'un filtrage anti-repliement accentue le caractére
non blanc du bruit de fond. L’estimation du bruit et la prise en compte du filtrage anti-repliement
semble ici acceptable.

3.4.3 Perturbation non blanche et non stationnaire

Le cas d’une perturbation non blanche et non stationnaire est bien entendu le cas le plus dif-
ficile. Néanmoins, il représente le critére final pour un estimateur n’utilisant aucune connaissance
a priors sur le signal et sur le bruit.

La figure 3.14 présente le cas du signal synthétique "chi2" sur lequel un bruit violet (ascendant

avec les fréquences) et non stationnaire a été ajouté. Pour chaque point temps-fréquence, la dsp du
bruit v, [n, k] est estimée & partir d’un voisinage de 21 points fréquentiels sur 21 points temporels
et centré autour de [n, k.
Les figures 3.14-a) et -b) présentent respectivement le spectrogramme du signal bruité ainsi que
la densité spectrale de puissance de la perturbation. Le résultat global de I'estimation est donné
sur la figure 3.14-d) ou les effets de bord temporels sont laissés apparent. Pour ces trois figures,
les échelles de couleur sont identiques. La figure 3.14-f) représente la carte des biais. Afin de
discerner les biais négatifs et positifs tout en normalisant par la valeur réelle & estimer, le biais
est calculé selon

. Tp
biais = log [—} .
10 Tp
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F1G. 3.10 — Cas blanc et non stationnaire. Evaluation de I'estimateur dans le cas d’un bruit blanc
et non stationnaire. Pour chacun des deux signaux test, le résultat d’'une estimation ainsi que la
moyenne de 100 estimations sont données.
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F1G. 3.11 — Cas blanc et non stationnaire. Evaluation de Iestimateur dans le cas d’un bruit blanc
et non stationnaire. Pour chacun des deux signaux test, le résultat d’'une estimation ainsi que la

moyenne de 100 estimations sont données.
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F1G. 3.12 — Cas non blanc et stationnaire. Evaluation de l’estimateur dans le cas d’un bruit non
blanc et stationnaire. Pour chacun des deux signaux test, le résultat d’une estimation ainsi que

la moyenne de 100 estimations sont données.
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FiG. 3.13 — Cas non blanc et stationnaire. Evaluation de l'estimateur sur trois signaux réels
présentant une perturbation naturelle non blanche et stationnaire. Sur les figures de droite, la
courbe verte (claire), nommée ’périodogramme’; correspond a la densité spectrale de puissance
des signaux, estimée par la méthode de Welch, c’est & dire par moyennage du spectrogramme
selon 'axe temporel. La courbe bleu marine (foncée) donne l'estimation obtenue de la ligne de
fond.
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Ainsi, un biais de —1 correspond & une estimation 10 fois plus petite que la valeur réelle. Un
biais de 40.3 correspond & une estimation 2 fois plus grande que la valeur réelle.

Dans l'ensemble, une tendance & la sous-estimation peut étre notée. Cette sous-estimation est
notamment visible au niveau des fortes non-stationnarités (¢t = 1.5, 1.9 et 2.2 sec) pour lesquelles
la dimension temporelle du voisinage ne permet pas une adaptation synchrone. Ce phénoméne
est plus précisément visible sur la figure 3.14-c), qui montre le résultat de l'estimation a une
fréequence donnée (indiquée sur le spectrogramme). L’estimateur anticipe la diminution de la dsp
du bruit (¢t = 1.5 sec) et présente ensuite un temps de latence lorsque la dsp du bruit augmente
a nouveau (t = 1.9 et 2.2 sec). La figure 3.14-e) présente le résultat de lestimation du spectre
fréquentiel du bruit & un temps donné. La tendance & la sous-estimation est visible au niveau
des basses fréquences pour lesquelles les variations d’amplitudes de la dsp du bruit sont plus
importantes.

Cet exemple synthétique permet de mettre en avant les défauts inhérents a 1’estimateur quant
aux fortes variations de la dsp de la perturbation. Ce défaut est bien entendu & relier avec la
taille du voisinage d’estimation. Il ne refléte cependant pas les défauts de U'estimateur liés au
signal analysé. Le signal "chi2" est effectivement trés simple au sens ou il n’admet pas de va-
riations d’amplitude et posséde un support temps-fréquence bien défini et trés étroit. La taille
du voisinage utilisé est ici toujours suffisante pour englober les zones signal tout en gardant un
nombre important de coefficients bruit seul.

La qualité de D'estimation est mise & défaut par le signal de parole "voix", pour lequel les
résultats sont présentés sur la figure 3.15. Le méme profil non-stationnaire est utilisé sur ce si-
gnal, par contre la corrélation est cette fois de type bruit rose (puissance décroissante avec les
fréequences). La figure 3.15-e), autour de 6000 Hz, présente le cas typique d'une grande région
"signal" sur laquelle I'estimateur proposé ne pourra pas fonctionner : la taille du voisinage est
trop petite pour englober cette région et en plus admettre les Z points "bruit seul" nécessaires.
L’estimation se base donc principalement sur des points "signal" et s’en trouve naturellement
fortement biaisée. Ce type d’erreur d’estimation se trouve encore accentué pour le signal de piano,
dont les résultats sont présentés sur la figure 3.16. La zone de signal (& partir de ¢ = 1 sec et
pour f < 2 kHz) étant trés grande par rapport a la taille du voisinage, la valeur estimée n’a plus
aucun rapport avec la densité spectrale du bruit.
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F1G. 3.14 — Cas non blanc et non stationnaire. a) spectrogramme du signal bruité, b) densité
spectrale de puissance du bruit & estimer, c¢) résultat de l'estimation a la fréquence indiquée, d)
résultat global de I'estimation, e) résultat de l'estimation au temps indiqué et f) carte des biais
logarithmiques.
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Fi1G. 3.15 — Cas non blanc et non stationnaire. a) spectrogramme du signal bruité, b) densité
spectrale de puissance du bruit & estimer, c¢) résultat de l'estimation a la fréquence indiquée, d)
résultat global de I'estimation, e) résultat de l'estimation au temps indiqué et f) carte des biais
logarithmiques.
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F1G. 3.16 — Cas non blanc et non stationnaire. a) spectrogramme du signal bruité, b) densité
spectrale de puissance du bruit & estimer, c¢) résultat de l'estimation a la fréquence indiquée, d)
résultat global de I'estimation, e) résultat de l'estimation au temps indiqué et f) carte des biais
logarithmiques.
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3.5 Conclusion

Dans le cadre d’un modeéle d’observation "signal inconnu + bruit gaussien inconnu", 'estima-
tion de la densité spectrale de puissance du bruit & partir d’un spectrogramme se heurte a deux
problémes majeurs : d’'une part la dsp recherchée est accessible via une espérance, et d’autre part
I'indétermination sur le signal impose & l'estimateur d’étre uniquement basé sur des coefficients
ne contenant que du bruit.

Sur la question de l'espérance, deux approches sont proposées dans la littérature. La pre-

miére approche, notamment utilisée dans le traitement des signaux audio [Coh03]|[RL06|, prend
la forme d’un lissage temporel récursif, généralement d’ordre 1, des coefficients temps-fréquence.
La seconde approche, adoptant un point de vue plus proche du traitement des images, consiste
a définir un voisinage temps-fréquence dans lequel des statistiques peuvent étre développées
[HMCO02|[YRO6]|[MHMO06|.
Dans 'approche "lissage", la prise en compte unique des coefficients "bruit seul" prend la forme
d’une adaptation du parametre de lissage & la présence ou non de signal dans I’échantillon ren-
contré. Ce dernier point représente alors le ceeur du probléme. Lorsqu’un voisinage est défini,
I'indétermination sur le signal nécessite la recherche des coefficients "bruit seul" qu’il contient.
Si tous les coefficients "bruit seul" peuvent étre déterminés, ’estimateur optimal de la dsp du
bruit consiste & réaliser la moyenne de ces coefficients.

Devant la difficulté de cette recherche exhaustive des coefficients bruit seul, une alternative
basée sur la statistique du minimum a été proposée dans [Mar01] : le plus petit coefficient observé
dans un voisinage étant le plus probable des coefficients "bruit seul", multiplier ce coefficient par
un gain défini suivant la statistique du minimum permet de retrouver la moyenne de l’ensemble
des coeflicients "bruit seul", et donc la dsp du bruit. C’est cette approche, non plus restreinte au
strict minimum mais aux Z plus petits coefficients, que nous avons étudié¢ dans ce chapitre. Des
conclusions sur trois points peuvent étre formulées :

L’estimateur :

Un estimateur basé sur le comportement statistique des Z plus petites réalisations parmi N
réalisations d’une variable aléatoire du chi? a été formulé. Dans le cas ou le paramétre N est
connu, cet estimateur est non biaisé et sa variance est égale a 7,/Z. Cette variance est dans un
rapport N/Z en comparaison avec 'estimateur optimal utilisant ’ensemble des N reéalisations.
Cette augmentation de variance est donc la contrepartie a 'utilisation d’une moindre quantité
d’information.

La discrimination bruit/signal :

La recherche de I’ensemble des coefficients "bruit seul" au sein d’un voisinage représente une
discrimination exhaustive entre bruit et signal. Si 'approche des statistiques minimales ne néces-
site pas cette recherche, la prise de décision pour discriminer le bruit du signal n’en est cependant
pas absente. Cette aspect apparait au niveau de chacun des deux paramétres Z et N.

Les Z coefficients retenus pour l'estimation doivent étre exclusivement issus du bruit. Le choix
d’une valeur pour Z représente donc une premiére discrimination entre bruit et signal. Un avan-
tage de 'approche étudiée est de restreindre ce premier choix & une zone de petites valeurs pour
laquelle la discrimination est ’probablement’ plus facile. La conséquence d’une mauvaise décision
a ce niveau est un estimateur biaisé si des éléments signal ont été gardés, et une variance non
minimale si quelques points "bruit seul" de plus auraient pu étre gardés.

Le second lieu de discrimination bruit/signal est la détermination du paramétre N. Au sens ou
elle concerne ’ensemble des coefficients observés, cette décision revét le méme caractére exhaustif
que la recherche de tous les coefficients "bruit seul". Néanmoins, seul leur nombre est dorénavant
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nécessaire, ce qui simplifie un peu le probléme. Les conséquences d’'une mauvaise décision a ce
niveau sont par contre importantes : I'erreur sur ’estimation de N se répercute a l’identique sur
la valeur estimée de .

Pour finir sur ce point, notons que la proportion de coefficients "bruit seul" contenus dans le
voisinage ainsi que le rapport signal sur bruit sont les deux facteurs qui déterminent la difficulté
de cette tache de discrimination bruit/signal. Aussi, I'évaluation de l'estimateur a montré qu’'un
rapport signal sur bruit supérieur a 10dB assure une bonne estimation de la densité spectrale de
puissance du bruit (figures 3.5 et 3.7).

Le voisinage :

Le choix du voisinage sur lequel la dsp de la perturbation est estimée est un élément dé-
terminant du processus d’estimation. Deux conditions majeures peuvent étre formulées & son
sujet :

— la présence de coefficients "bruit seul" dans le voisinage est une condition impérative au

fonctionnement de 'estimateur,

— la dsp du bruit doit étre constante sur tout le voisinage.

La premieére condition peut étre mise en défaut par le signal. La taille du voisinage doit étre suf-
fisante pour englober les plus grandes composantes temps-fréquence du signal et en plus contenir
quelques points "bruit seul". La seconde condition peut étre mise en défaut par le bruit. La taille
du voisinage ne doit pas étre trop importante lorsque le bruit admet des variations de grande
amplitude et localisées dans le plan temps-fréquence. Pour de tels cas, ’estimateur sera naturel-
lement biaisé vers les basses valeurs.

Aussi, nous avons vu comment la forme du voisinage peut étre adaptée lorsque le caractére blanc
et/ou stationnaire de la perturbation sont connus. Les performances de ’estimateur en sont alors
tres favorablement améliorées. D’un point de vue plus général, ce dernier aspect renvoie a une
caractérisation de ce qu’est le bruit par rapport a ce qu’est le signal. Il peut paraitre utile que le
bruit ne soit pas défini d’une facon figée et reste libre de contenir ce que nous ne souhaitons pas
prendre en compte, c’est & dire ce qui n’est pas du type de I'information que ’on cherche. La spé-
cification d’un caractére blanc ou stationnaire pour la perturbation traduit donc par opposition
le caractére non blanc ou non stationnaire de I'information.
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CHAPITRE 3. Estimation de la densité spectrale de puissance du bruit
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4.1 Introduction

Nous avons décrit dans le chapitre 1 comment la localisation du support temps-fréquence d’un
signal déterministe noyé dans un bruit aléatoire et additif peut prendre la forme d’un test binaire
d’hypotheéses, formulé en chaque point du plan temps-fréquence. Pour mémoire, nous rappelons
ici la formulation de ce test, déja établie en (1.5),

{ Hy[n, k] : Sg[n, k] = Sp[nvk]’ (4.1)

Hi[n, k] : Sg[n, k] = Sqypn, k.

Le support temps-fréquence du signal d’intérét, ici d[m], correspond alors & I’ensemble des posi-
tions [n, k] pour lesquelles ’hypothése H; est retenue.

Dans l'optique de résoudre ce test d’hypothéses, la densité de probabilité des coefficients
Sy[n, k] a été explicitée dans le chapitre 2 dans le cas d’une perturbation gaussienne. Il en est
ressorti que cette densité de probabilité dépend du parameétre ~,[n, k] défini en (1.14) comme
lespérance du coefficient S;[n, k] sous 'hypothése ’bruit seul’ Hy. Dans le chapitre 3, une mé-
thode d’estimation de ce paramétre a été proposée.

Ayant en main ces deux pré requis, le présent chapitre est dédié a la détermination et a I’éva-
luation d’une fonction de décision permettant de décider entre les deux hypothéses Hy et H; du
test (4.1). Dans le cas présent, cette fonction de décision prend la forme d’un seuil de détection
Sseuilly k] auquel la valeur S, [n, k] doit étre comparée. La détermination d'un seuil de détection
résulte du choix d’un critére de décision. Ce critére correspond & une caractéristique que doit
satisfaire la fonction de décision. Nous verrons que différents critéres ménent & différentes expres-
sions du seuil de détection faisant intervenir différents parameétres. Le caractére intuitif, pratique
ou connu de 'un ou 'autre de ces parameétres permet alors de retenir ’expression correspondante
pour la détermination du seuil de détection.

Ce 4°™¢ chapitre est construit comme suit. Dans un premier temps, les principes généraux
de résolution d’un test binaire d’hypothéses sont exposés. Notamment, les approches de Bayes
et Neyman-Pearson pour la définition d’un critére de décision sont présentées. Dans un second
temps, ces principes sont dérivés dans le cas du test d’hypothéses (4.1). Les seuils de détection
relatifs aux critéres de Neyman-Pearson puis du maximum de vraisemblance sont explicités. Le
choix de I'un ou lautre de ces critéres pour établir la fonction de décision entre les hypothéses
Hy et H; est ensuite discuté. Sur la base de ces résultats, les performances du détecteur ainsi
construit en chaque point du plan temps-fréquence sont finalement évaluées.

4.2 Tests binaires d’hypothéses

Etant donnée deux hypothéses Hy et H; relatives a une observation x de dimension finie, un
test d’hypothéses consiste a établir une fonction de décision ¢(x) permettant d’associer ’obser-
vation avec I'une ou 'autre des hypothéses. En notant R ’espace dans lequel I'observation = est
représentée, il s’agit de construire deux régions Ry et R formant une partition de R, telles que
la fonction de décision soit définie selon [Sch91]

¢(x) = (4.2)

0six e Ry (Hy est décidée),
1six e Ry (Hy est décidée).

Lorsque les observations sont aléatoires, nous verrons que la construction des deux régions
Ro et Ry, et de maniére équivalente le choix entre Hy et Hp, s’assimile & un test du rapport
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de vraisemblance. Plus précisément, la décision consiste & comparer le rapport de vraisemblance
L(x) de 'observation avec un seuil p, soit

H,y

_ bH, ($)
TG I -
0

dans lequel pp,(x) et pm, (z) représentent les densités de probabilité des observations x sous les
hypothéses Hy et Hi ou ’conditionnellement’ a ces hypotheéses.

La prise de décision peut donner lieu & quatre situations, pour lesquelles les dénominations
propres au traitement du signal seront utilisées :

a) une 'non-détection’ juste : 'hypothése Hy est décidée avec raison,

b) un 'manque’ : ’hypotheése Hy est décidée tandis que ’hypothése Hy est vraie,

c¢) une ’détection’ juste : I'hypothése H est décidée avec raison,

d) une ’fausse alarme’ : 'hypothése H; est décidée tandis que I'hypothése Hy est vraie.

A chacune des quatre situations correspond une probabilité d’occurrence. En fonction des
régions de décision Ry et Ry, et de la probabilité des observations, nous avons pour la probabilité
de non-détection juste,

Py = / pH, (x)dx, (4.4)
Ro
la probabilité de manque,
P, = / p, (z)dx, (4.5)
Ro
la probabilité de détection,
Pa= [ pu(a)da, (4.6)
R
et la probabilité de fausse alarme,
Py = / PH, (x)dx. (4.7)
Ry

Van Trees [VT68] décrit alors I'enjeu d’un test binaire d’hypothése comme la définition de
I'importance relative qu’il faut attribuer a chacune des quatre issues, et la définition de la fonction
de décision ¢(x) qui en découle. Nous présentons maintenant deux approches qui vont dans ce
sens, ’approche bayésienne et ’approche de Neyman-Pearson.

4.2.1 Approche bayésienne

Afin de déterminer les régions de décision Ry et Ry, le critére de Bayes consiste & minimiser
le risque du test, le risque étant défini comme 'espérance du coit de la décision. Ce critére se
fonde sur deux hypothéses :

— d’abord, une probabilité a priori peut étre attribuée a chacune des deux hypotheéses Hy et

H;. Elles sont respectivement notées pg et pq.
— ensuite, & chacune des quatre situations peut étre attribué un coiit de décision, notés Cyo,
Co1, C11 et Cig en respectant 'ordre de 'énumération donnée plus haut.
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Le risque bayésien Ry, associé a un test binaire d’hypothéses est alors défini par

Ry = poCoo P{décide Hy sachant que Hy est vraie}
+ poCioP{décide H; sachant que H est vraie}
+ p1Ci1 P{décide H; sachant que Hp est vraie}
+ p1Co1 P{décide Hy sachant que H; est vraie}, (4.8)

soit en utilisant les probabilités (4.4)-(4.7),
Ry = polCooPrd + CioPra] + p1[Ci11 Py + Co1 Pl (4.9)

En observant que P, = 1— P; et P,qg = 1 — Py, d’une part, et en utilisant la propriété de la
partition de R, soit Ry = R — Ry d’autre part, le risque bayésien & minimiser peut s’écrire sous
la forme

Ry = poCio +p1Cu +/

Ro
Si les deux premiers termes ne dépendent pas du choix des régions de décision et représentent un
risque permanent, minimiser 9 revient a ne garder dans la région Ry que les termes participant
négativement & U'intégrale. En supposant logiquement que Cp; > Ci1 et Cig > Cpol, la région
Ro est alors définie par ’ensemble des observations x de R telles que

p1(Co1 — C11)pm, (z) < po(C1o — Coo)p, (). (4.11)

Ceci permet finalement d’établir la fonction de décision sous la forme d’un test du rapport de
vraisemblance, soit

{pl(cm — C11)pm, (2) — po(Cro — Coo)pu, (z) |dz.  (4.10)

Hy
P, () - P0(C10 — Coo)

PH, () ;0 p1(Co1 — C1)’

(4.12)

ou par analogie avec lexpression générale (4.3), le seuil de détection p est défini ici par les
connaissances supposées connues a priori, & savoir les cotits relatifs & chacune des issues pos-
sibles du test et les probabilités a priori des deux hypothéses.

Si le test donné en (4.12) apporte une solution générale quant au choix entre deux hypothéses,
il permet d’englober plusieurs cas particuliers qui apparaissent lorsque les connaissances pré
requises (probabilités a priori et cotts de décisions) ne sont pas toutes connues. Nous présentons
deux de ces cas particuliers, correspondants & la minimisation de la probabilité d’erreur du test
d’une part et au choix de la plus grande vraisemblance d’autre part. Le troisiéme cas particulier,
apparaissant lorsque les probabilités a priori pg et p; ne sont pas connus et trouvant une solution
de type minimax, n’est pas présenté (cette solution est par exemple décrite dans [VT68]).

Minimiser la probabilité d’erreur : Lorsque seules les probabilités a priori py et p1 des deux
hypothéses sont connues, un test intéressant est obtenu en donnant un coit nulle aux décisions
correctes, soit Cpyg = C11 = 0, et un coiit égal aux décisions incorrectes, soit C1g = Cp1. Dans ce
cas, la minimisation du risque bayesien R;, conduit précisément & minimiser la probabilité d’erreur
P, du test, celle-ci étant composée de la probabilité de fausse alarme Py, et de la probabilité de
manque P,,, soit

P, + Pfa
—

1Cest a dire que le cott d’une erreur est plus important que le coit lié a une bonne décision.

P, = (4.13)




86 CHAPITRE 4. Détection du signal en un point du plan temps-fréquence

Le critére (4.12) devient alors

H,y
PH, (33) > bo

< .
X
pHo( ) Hy b1

(4.14)

En utilisant la régle de Bayes pour les probabilités conditionnelles, on observe que cette régle de
décision est équivalente a retenir I’hypothése dont la probabilité, conditionnellement a 1’observa-
tion x, est maximale, soit

H,
p(Hi/z) = p(Ho/z), (4.15)
Hy

dans lequel p(Hp/x) et p(H;/x) dénotent les densités de probabilités des hypothéses Hy et H;
conditionnellement & 1’observation x, appelées aussi densités de probabilité a posteriori. Pour
cette raison, le critére (4.14) est couramment appelé critére du Maximum A Posteriori (MAP).

Maximum de vraisemblance : Dans certains cas, en plus des cotits de décision Cjj, les
probabilités a priori pg et p; des deux hypothéses Hy et H; ne sont pas connues. Il semble alors
raisonnable de considérer les deux hypothéses comme équiprobables, et de poser ainsi pg = p1 =
1/2. En affectant de meéme un cott nulle aux décisions correctes, soit Cog = C11 = 0, et un coit
égal aux décisions incorrectes, soit Cg = Cp1, le test (4.12) devient finalement

H,
> 1. (4.16)
Hy

PH, (x)
PH, ()

Dans ce cas, le critére de décision consiste & comparer entre elles les vraisemblances de ['obser-
vation z conditionnellement & chacune des deux hypothéses. Pour cette raison, le critére (4.16)
est appelé critére du Maximum de Vraisemblance (MV) |Kay98|.

4.2.2 Approche de Neyman-Pearson

L’approche bayésienne pour la détermination des régions de décision Ry et Rq se rapporte
a la minimisation d’une fonction de risque, définie a partir des cofits assignés aux quatre issues
du test et des probabilités a priori des deux hypothéses. Pour une situation ol ces données ne
s’appliquent pas au probléme ou ne sont pas connues, ’approche de Neyman-Pearson permet
de définir une stratégie de décision basée sur la minimisation sous contrainte de la probabilité
d’erreur P, du test, définie en (4.13). On se rend vite compte que la minimisation conjointe de
la probabilité de fausse alarme et de la probabilité de manque (ou la maximisation de la proba-
bilité de détection Py = 1 — P,,) est impossible. 'approche de Neyman-Pearson consiste alors
a construire les régions Ry et Ry de maniére & maximiser la probabilité de détection Py sous la
contrainte d’'une probabilité de fausse alarme Py, inférieure a une certaine valeur a.

En utilisant la technique des multiplicateurs de Lagrange, ce probléme se formule selon
décide Ry et Ry tq f = Pp, + pu(Ppq — ), avec o < a, soit minimale. (4.17)

En utilisant les expressions 4.5 et 4.7, la fonction f & minimiser s’écrit

f = /% (o1, () — g ()| iz + (1 — ) (4.18)
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Afin de minimiser f, la région Ry doit regrouper l’ensemble des observations x donnant une
contribution négative a l'intégrale, c’est a dire pour lesquelles

pi, (T) — ppmE,(7) <O0. (4.19)

En assignant a R; les observations x pour lesquelles cette contrainte n’est pas vérifiée, le critére
de Neyman-Pearson méne alors au test du rapport de vraisemblance

H,
PH, Ei; > . (4.20)
PHy H,

Sous réserve de continuité de la densité de probabilité pp,(x), le seuil p correspond au cas
d’égalité Pp, = o [VT68]. Ceci permet de déterminer la région critique Ry, pour laquelle I’hypo-
thése Hy est décidée, en vérifiant I’équation

Py, = / pH, (x)dx = a. (4.21)
Ry

L’approche de Neyman-Pearson permet ainsi de définir une fonction de décision du type
(4.2) en mettant l’accent sur les deux situations d’erreur pouvant intervenir dans un test binaire
d’hypothése. Plus précisément, elle maximise la probabilité de détection tout en limitant la
probabilité de fausse alarme. Comme nous ’avons également vu, elle ne prend pas appuie sur un
ensemble de connaissances a priori, relatives aux deux hypothéses et a 'impact de la décision,
et differe en cela de I'approche bayésienne exposée auparavant. Aussi, si d’un point de vue
mathématique les deux critéres de Bayes et de Neyman-Pearson meénent & la comparaison du
rapport de vraisemblance de 'observation avec un seuil, la définition pratique des régions de
décision refléte une autre différence importante entre les deux approches : seule la densité de
probabilité des observations sous I’hypothése Hy est nécessaire dans le cadre de Neyman-Pearson,
tandis que l'approche bayésienne nécessite la connaissance des probabilités conditionnellement
aux deux hypothéses Hy et Hy. En contrepartie, les tests bayesiens assurent une décision cohérente
envers chacune des hypothéses, tandis que le critére de Neyman-Pearson, exclusivement fondé
sur I’hypothese Hp, ne permet pas ce compromis global.

4.3 Critéres de détection retenus et statistique de décision

Dans cette seconde partie de chapitre, les principes généraux de résolution d’un test binaire
d’hypotheéses précédemment rappelés sont appliqués au cas des coefficients du spectrogramme
d’un signal. Dans ce contexte temps-fréquence, le test du rapport de vraisemblance s’exprime a
partir des densités de probabilités des coefficients du spectrogramme données dans le chapitre 2
par (2.47) et (2.48). Pour mémoire, nous rappelons ici ces deux densités de probabilités dont un
exemple est donné sur la figure 4.1 :

PHy(Sz) = L exp <—&> (4.22)

et

pin(S) = —exp <—M> Iy (3\/%) (4.23)

Vp Tp Tp

La densité de probabilité pg,(Sz) du spectrogramme sous ’hypothése Hy est strictement dé-
croissante sur son intervalle de définition [0, +oo[. De son coté, la densité de probabilité pg, (S,)



88 CHAPITRE 4. Détection du signal en un point du plan temps-fréquence

*107°
51 PHD(S)v Yo = 2 b
al le(s),yp=2,Sd=7 i
= 3l le(s),yp=2,8d=15 1
=
2 - -
1 - -
/‘/—\\\\\
ot f_d/ 1 i 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

FiG. 4.1 — Exemples de lois de probabilité du spectrogramme sous les deux hypothéses Hy et H;.

sous 'hypothése Hy, définie elle aussi sur Uintervalle [0, +oo[, admet un mode & une abscisse
proche du parameétre Sy (figure 4.1). Dans ces conditions, la région critique Ry que nous cher-
chons a déterminer prend la forme d’un intervalle ouvert de la forme [s, +ool.

Dans un premier temps, nous explicitons deux solutions pour la détermination des régions de
décisions Rg et R;. Celles-ci sont basées respectivement sur le critére de Neyman-Pearson (4.21)
et le critére du maximum de vraisemblance (4.16). Dans un second temps, nous introduisons le
rapport signal sur bruit de focus. Ce parameétre définit le degré d’émergence du signal par rapport
au bruit & partir duquel la détection est souhaitée. Finalement, nous discutons de la statistique
de décision qui intervient dans le test de détection (4.1).

4.3.1 Critére de Neyman-Pearson

Dans 'approche de Neyman-Pearson, ’enjeu est de maximiser la probabilité de détection
aprés avoir fixé la probabilité de fausse alarme & un certain niveau. Ainsi, pour une probabilité
de fausse alarme Py, donnée, la région critique Ry pour laquelle 'hypothése Hy est décidée doit
satisfaire la relation (4.21). Dans le cas du spectrogramme, la région critique Ry prend la forme
d’un intervalle ouvert [S*U! +oo[ et la relation (4.21) se récrit

seuil

+o0o
Piq = / PH,(s)ds. (4.24)
S
Le positionnement du seuil par le biais de cette relation est illustré sur la figure 4.2-a).

En introduisant dans I’équation (4.24) la densité de probabilité du spectrogramme sous 1’hy-
pothése Hy rappelée en (4.22), la probabilité de fausse alarme s’exprime selon

seuil
P, = exp <— >, (4.25)
p

et le seuil de détection Sf;,“” obtenu d’apres le critére de Neyman-Pearson, pour une probabilité
de fausse alarme Py, choisie a priori, est donné par

seuil 1
Sppn k] = pn, kIn (P—fa . (4.26)
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F1G. 4.2 — a) Ilustration de la méthode de Neyman-Pearson pour la détermination du seuil de
détection. b) Seuil de détection rapportée a la puissance spectrale du bruit, soit Sﬁf,“” /Vp, en
fonction de la probabilité de fausse alarme Pr,.

Pour illustration, la figure 4.2-b) présente la valeur du seuil de détection rapporté a la puissance
spectrale du bruit, soit Sﬁ;“il /7p, en fonction de la probabilité de fausse alarme Py, choisie.

Nous retenons que ce premier seuil de détection est proportionnel au niveau de bruit ~,, le
coefficient de proportionnalité étant déterminé par la PFA. Nous notons également que la PFA
peut étre choisie librement entre 0 et 1, ce qui autorise le seuil de détection a prendre ses valeurs
sur U'intervalle [0, 4+o0].

4.3.2 Critére du maximum de vraisemblance

Dans ce paragraphe, un second seuil de détection est déterminé en utilisant cette fois-ci
I'approche bayésienne [HMO06a]. Pour un test binaire d’hypothéses, nous avons vu que la mini-
misation du risque bayésien (4.9) permet d’écrire le probléme sous la forme du test du rapport
de vraisemblance donné en (4.12) dans lequel le seuil de comparaison p regroupe un ensemble de
connaissances a priori.

Dans ce travail, nous ne souhaitons donner aucun a priori sur ’existence ou non du signal
d’intérét en un point du plan temps-fréquence. Les probabilités a priori sur les hypothéses sont
en conséquence fixées & pg = p1 = 1/2. De méme, en I'absence de contexte applicatif, nous choi-
sissons dans un premier temps de ne pas attribuer de cotts spécifiques aux différentes issues du
test. Nous donnons ainsi un coit nulle aux décisions correctes, soit Cyg = C11 = 0, et un coiit
égal aux décisions incorrectes, soit C1g = Cp1. Par ces choix, le critére bayésien se résume au
critére du maximum de vraisemblance pour lequel le test a été formulé en (4.16). La figure 4.3-a)
illustre la détermination du seuil de décision correspondant a ce critére.

A partir des densités de probabilité du spectrogramme données en (4.22) et (4.23), le test du
rapport de vraisemblance (4.3) utilisant le critére du maximum de vraisemblance (p = 1) s’écrit

H,
exp <—&> Iy (3\/Sm5d> > L (4.27)
p Tp H,

Afin de résoudre ce test, nous introduisons dans un premier temps le rapport signal sur bruit
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F1G. 4.3 — a) Illustration du critére du maximum de vraisemblance pour la détermination du
seuil de détection. b) Solution en $%¢%il /~, de I'équation (4.29) permettant d’obtenir le seuil de
détection, en fonction du rapport signal sur bruit local &.

(rsb) local &[n, k], défini en tout point du plan temps-fréquence selon

~ Sgln, k|
gln,k] = SRR (4.28)

En utilisant ce paramétre?, le seuil de détection S*¢! defini par le test (4.27) doit satisfaire

I’équation
Gseuil
exp (=€) Iy | 2 57 = L (4.29)
P

Nous n’avons pas pu formuler de solution analytique pour cette équation. La figure 4.3-b) en
présente la solution en S%¢vi/ Yp, obtenue numériquement en fonction du rsb local {. Une bonne
approximation linéaire peut en étre donnée sous la forme

Sseuil

= 0,26+ 1, (4.30)
Tp

ce qui conduit & définir le seuil de détection répondant au critére du maximum de vraisemblance

selon

Sl k] = yln, k] (o, 26 &[n, k] + 1). (4.31)

De facon identique au critére de Neyman-Pearson, le seuil obtenu est & nouveau proportion-
nel & la densité spectrale du bruit 7,. Par contre, le coefficient de proportionnalité est déterminé
en fonction du rapport signal sur bruit local €. La dépendance & ce parameétre traduit son role
discriminant dans I’analyse qui nous concerne. Il traduit I'information requise afin d’ajuster au
mieux?® le seuil de détection.

L’équation (4.26) reliant le seuil de détection a la probabilité de fausse alarme reste bien
entendue valable dans le cas présent. Le rsb local détermine le seuil de détection auquel correspond

2La dénomination de ’rapport signal sur bruit a priori’ a été introduite pour ce parameétre par McAulay et
Malpass [MMS80] puis reprise par Ephraim et Malah [EMS84], en contraste avec le 'rapport signal sur bruit a
posteriori’ réservé au rapport Si[n, k]/vp[n, k].

3 Au sens du maximum de vraisemblance...
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une probabilité de fausse alarme. De méme, le choix d'une PFA détermine un seuil de détection
qui est adapté a un certains rsb local au sens du maximum de vraisemblance. Pour un seuil de
détection donné, PFA et rsb local sont reliés selon :

1
In (P—fa> = 0,26&[n, k] + 1. (4.32)

Néanmoins, en comparaison avec ’approche de Neyman-Pearson présentée auparavant, I’apport
d’information qui accompagne les approches bayesiennes* se traduit dans le cas présent de la
maniére suivante. Les coefficients d’'un spectrogramme étant définis non-négatifs, il en est de
méme pour le rsb local, soit &[n, k] > 0. Il découle alors de la relation (4.32) qu’une PFA supérieure
a 1/e ~ 0.368 ne correspond & aucun rapport signal sur bruit local. Ceci nous informe que
le gain de détection ne pourra étre amélioré en élevant la PFA au-dessus de cette valeur. Ce
comportement s’exprime également par le fait que le seuil de détection (4.31) est toujours plus
grand que la puissance 7, du bruit, ce qui apparait sur la figure 4.3-b) lorsque £ tend vers 0.

4.3.3 Rapport signal sur bruit de focus

En supposant la puissance v, du bruit connue ou estimée, le spectrogramme Sg[n, k] du si-
gnal déterministe reste pour 'instant inconnu et il en est donc de méme pour le rsb local &[n, k].
Par conséquent, la relation (4.31) n’est pas directement utilisable pour déterminer le seuil de
détection. Une premiére solution consiste a estimer le rsb local. Une méthode d’estimation de
ce parameétre est par exemple proposée dans [EM84| dans un cadre gaussien. Cependant, l'es-
timation du rsb local s’appuie nécessairement sur la connaissance de la puissance 7y, du bruit.
Lorsque celle-ci provient elle-méme d’un premier processus d’estimation, l’addition des variances
des estimateurs peut porter atteinte & la validité du résultat.

Dans la volonté de déterminer le support d’un signal dans le plan temps-fréquence, il nous a
semblé que le contrdle du degré d’émergence du signal par rapport au bruit constituait un degré
de liberté pertinent. De plus, la formulation de ce degré d’émergence en terme de rapport signal
sur bruit nous est apparue intuitive. Nous avons alors choisi d’adapter le seuil de détection & un
degré d’émergence dont le choix est laissé libre. Ce degré est nommé rapport signal sur bruit de
focus et noté &y. Il correspond au rapport signal sur bruit local & pour lequel le détecteur est
réglé de facon optimale, au sens du maximum de vraisemblance. En fonction de ce parameétre, le
seuil de détection appliqué aux coefficients du spectrogramme s’écrit

sl k] = yln, k] (0,26£0+1). (4.33)

Notons que pour la majorité des points temps-fréquence, le rsb local {[n, k| est différent du rsb
de focus &y choisi et la décision ne satisfait plus le critére d’optimalité.

Dans cette nouvelle situation, un support temps-fréquence est caractérisé par le rsb de focus
&o avec lequel il est obtenu. D’une facon analogue a la relation (4.32), le choix d’un rsb de focus
détermine la PFA qui sera associée a ce méme support. Ces deux parameétres, Py, et o, jouent dés
lors un role tout a fait équivalent au sens ou ils établissent le seuil de détection. Ils représentent
un critére sur la base duquel la décision est prise. Les liens entre rsb de focus et PFA, illustrés
sur la figure 4.4, se formulent suivant

1 1
© = 5% [1“ (Pfa>_1}’ (434

Pja = exp— (0, 2% & + 1). (4.35)

Meéme réduites comme ici au cas le moins informe.
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F1G. 4.4 — Lien entre la probabilité de fausse alarme Py, et le rapport signal sur bruit de focus
&o (en dB) relatif pour le test de détection mis en place en un point du spectrogramme.

| Pra [ Gowm | [Sowm | Pra

1071 7 0 0,28
1072 | 11,4 5 0,16
1073 | 135 10 0,027
1074 15 20 | 1,8.10712

TAB. 4.1 — Valeurs de référence pour la correspondance entre PFA et rsb de focus (en dB).

Le tableau 4.1 donne quelques valeurs de référence pour la correspondance entre la PFA et le rsb
de focus (exprimé en dB soit 10log(&p))).

Concernant l'utilisation de 1'un ou l'autre de ces critéres, la probabilité de fausse alarme
et le rapport signal sur bruit de focus renvoient chacun a des éléments différents et répondent
ainsi & des objectifs différents. Le choix d’une probabilité de fausse alarme refléte 'importance
de controler 'impact du bruit. De son coté, le choix d’un rsb de focus précise la puissance
d’émergence minimale des éléments du signal sur lesquels I'intérét est porté en priorité. 1l permet
la détermination du support temps-fréquence sur lequel le signal admet une énergie supérieure
d’au moins &y dB a celle du bruit. Finalement, il permet d’indexer plusieurs supports temps-
fréquence déterminés sur un méme signal.

4.3.4 Statistique de décision

Dans ce paragraphe, nous discutons de la statistique de décision qui correspond au test d’hy-
pothése (4.1). Pour un test binaire d’hypotheéses, une statistique de décision est une fonction de
I’observation s dont la comparaison avec un seuil permet de décider entre les deux hypotheéses en
présence Hg et Hi. Une statistique de décision est dite suffisante lorsqu’elle contient toute I'infor-
mation, nécessaire & la prise de décision et disponible dans les observations. La mise & jour d’une
telle statistique est un élément pertinent car elle assure un traitement des observations adapté a
la décision & venir. Dans un test du rapport de vraisemblance, le rapport de vraisemblance L(s)
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de l'observation s constitue une premiére statistique de décision dont on peut montrer qu’elle est
suffisante [Sch91|. C’est sur ce rapport que se fonde la décision par comparaison avec le seuil p
(voir I’équation (4.3)).

La densité de probabilité d’une variable aléatoire fait intervenir deux éléments : le premier
correspond a la (aux) réalisation(s) s de la variable aléatoire, et le second correspond a l’ensemble
des parameétres de la loi. De méme, le rapport de vraisemblance est fonction de ces deux types
de parameétres. Lorsque le développement analytique du rapport de vraisemblance permet de
séparer les contributions relatives & ces deux éléments, il en ressort une fonction T'(s) & appliquer
sur l'observation afin de prendre la décision. Cette nouvelle fonction de 'observation counstitue
alors une nouvelle statistique de décision. Au méme titre que le rapport de vraisemblance dont
elle est issue, cette seconde statistique est également suffisante : elle contient toute 'information
disponible dans les observations et nécessaire a la prise de décision.

Dans notre contexte, aprés développement du rapport de vraisemblance (présenté dans le
paragraphe 4.3.2), le test de détection se résume & comparer le coefficient S, du spectrogramme
avec le seuil S donné en (4.31). En explicitant les dépendances aux différents paramétres, il
y a alors équivalence entre les deux tests suivants :

(5.9:50) m
L(s, 7y, Sg) = LS Im0d) o g g > geuil( G, (4.36)
pHo(Sa’Yp)
Hy Hy

Pour le test d’hypothese formulé en (4.1), le coefficient S, du spectrogramme correspond ainsi
a une statistique de décision dont nous savons qu’elle est suffisante. Cependant, nous n’avons pas
encore véritablement précisé le type des signaux auxquels cette décision fait référence. Autrement
dit, pour quel type de signaux le spectrogramme correspond-t-il & une statistique suffisante pour
leur détection dans le plan temps-fréquence ? Cette question est en réalité bien vaste et n’a pas
été approfondie dans ce travail. Nous donnons simplement dans la suite un exemple de signal
pour lequel le spectrogramme est une statistique de détection suffisante.

Considérons le probléme de la détection d’une sinusoide d[m| = Acos (2mkomfe/M + ¢) de
fréquence ko connue, de phase ¢ et d’amplitude A inconnues, dans un signal z[m] de durée finie
M, additivement perturbé par un bruit p[m] gaussien, soit

Ho : z[m] = p[m]
avec m =mngq, -+ ,ng+ M — 1. 4.37
{ Hy : x[m] = Acos (27rkom% + <,0> + p[m] 0 0 (4.37)
2

Pour ce probléme on montre que le module carré | X (ko)|* de la transformée de Fourier discréte

du signal xz[m], évaluée a la fréquence k = ko, soit

M
. .12
X (ko) 2 = | Y- almle2homdt |, (4.38)

m=1

est une statistique suffisante quant a la détection de d[m] [Sch91|[Kay98|. Nous reconnaissons
dans cette statistique le coefficient S, [ng, ko] du spectrogramme du signal, construit avec une
fenétre rectangulaire. Si le spectrogramme est construit avec une fenétre non rectangulaire, le
caractére suffisant est conserveé si la forme de la fenétre s’apparente a ’enveloppe A(m), dans ce
cas non stationnaire, de la sinusoide a détecter.
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Le coefficient Sy[n, k] du spectrogramme construit avec une fenétre w[m] de taille M est
donc une statistique suffisante pour la détection d’une composante sinusoidale de fréquence k°,
d’amplitude proportionnelle & w[m] et débutant a I'instant nS.

4.4 Evaluation du détecteur

En chaque point [n, k] du plan temps-fréquence, les expressions (4.26) et (4.31) déterminent
un seuil de détection qui permet de décider entre les hypothéses Hy et Hy du test (4.1). Dans
cette troisiéme partie, nous évaluons les performances du détecteur ainsi mis en place. Notons
qu’il s’agit ici d’évaluer la qualité de la décision prise en un unique point [n, k] du plan temps-
fréquence. La détermination du support temps-fréquence dans son ensemble sera évaluée dans le
paragraphe 5.4 du chapitre suivant. Comme il ’a été décrit dans la premiére partie de ce chapitre,
une prise de décision peut aboutir & quatre situations parmi lesquelles deux correspondent & des
erreurs (les fausses alarmes et les manques) et deux correspondent & une bonne décision (les
détections et non détections justes). Ayant en main l’ensemble des parameétres qui interviennent
dans le test, les probabilités d’aboutir a chacune de ces quatre situations sont un ensemble de
caractéristiques propres au détecteur qui permettent de juger de sa qualité. C’est donc sur ces
caractéristiques que nous évaluons ici la décision qui découle de la comparaison du coefficient
d’un spectrogramme avec le seuil défini selon (4.26) ou (4.31).

Le test de détection (4.1) fait intervenir deux paramétres : le spectrogramme Sy du signal
déterministe et la puissance spectrale vy, du bruit. Cependant, le seuil de détection étant déter-
miné en fonction 7, c’est uniquement de la valeur de Sy et plus précisément du rapport signal
a bruit £ = Sg/v, défini en (4.28) que vont dépendre les performances du détecteur. Dans un
premier temps, les caractéristiques du test seront ainsi évaluées en fonction de ce parameétre.
Dans notre cas cependant, le rsb local £ n’est pas connu. Le seuil de détection est effectivement
déterminé d’aprés un rsb de focus &g, lui-méme déterminé a priori. Dans un second temps, nous
évaluons donc I'impact de ce choix sur les performances du test.

4.4.1 Courbes de performances dans le cas clairvoyant

Nous nous plagons ici dans le cas idéal pour lequel le rapport signal sur bruit de focus &
correspond au rsb local £[n, k]. Ce cas correspond au détecteur "clairvoyant" au sens ou l'en-
semble des parameétres qui interviennent dans le test sont connus. Dans le cas présent, il est
optimal au sens du maximum de vraisemblance et d’une probabilité d’erreur minimale. Notons
que les performances obtenues caractérisent spécifiquement le spectrogramme en tant que détec-
teur temps-fréquence.

La figure 4.5 présente quelques courbes opérationnelles de réception (COR), c’est-a-dire Py
en fonction de Py, pour différents rapports signal sur bruit local £. Ces courbes ne tiennent pas
compte du critére de détection retenu pour déterminer un seuil de détection. Elles donnent plutot
une vue d’ensemble sur les performances du détecteur. Dans le cas du spectrogramine, ces per-
formances apparaissent trés satisfaisantes pour un rsb local £ supérieur & 10 dB, la probabilité de
détection étant alors proche de 1 pour une treés large gamme de probabilité de fausse alarme. Sur
cette méme figure, la courbe décroissante représente les points de fonctionnement du détecteur
étudié ici. Ces points correspondent au choix spécifique du critére de maximum de vraisemblance
pour la détermination du seuil de détection. C’est donc sur cette courbe de performance que le

Plus précisément de fréquence kffe avec f. la fréquence d’échantillonnage et K le nombre de fréquences
calculées.
SPlus précisément a P'instant m = nD avec D le pas de I'analyse glissante.
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FiG. 4.5 — Courbe Opérationnelle de Réception du test de détection en un point du spectro-
gramme, pour différents rapports signal sur bruit local . La courbe décroissante donne les points
de fonctionnement correspondant au critére du maximum de vraisemblance.
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F1G. 4.6 — a) Probabilité de détection P; et b) Probabilité d’erreur P, en fonction du rapport
signal sur bruit local £ (exprimé en dB) pour le test de détection mis en place en un point du
spectrogramme.
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détecteur utilisé pour la détermination d’un support temps-fréquence se trouve’. Notons que la
PFA se retrouve alors limitée, comme nous 'avons vu auparavant.

La figure 4.6 présente la probabilité de détection ainsi que la probabilité d’erreur (4.13) en
fonction du rsb local £. Ces probabilité sont calculées pour le critére du maximum de vraisem-
blance. Nous pouvons donner quelques chiffres représentatifs : la probabilité de détection atteint
90% pour £ ~ 7,4 dB et 99% pour £ ~ 11,4 dB. De son coté, la probabilité d’erreur est inférieure
a 1% a partir de £ ~ 11,5 dB, et inférieure a 0,1% a partir de £ ~ 13,5 dB. Pour ce méme
détecteur clairvoyant, 1’évolution de la probabilité de fausse alarme en fonction du rsb local est
donnée par la figure 4.4 présentée dans le paragraphe 4.3.3, en remplacant le rsb de focus &y par
le rsb local &.

4.4.2 Non optimalité et performances réelles

Nous insistons sur le fait que les courbes de performances présentées dans le paragraphe
précédent ne sont effectives que si le rapport signal sur bruit local {[n, k] = Sg[n, k]/vp[n, k] est
connu. Ces courbes représentent donc les performances maximales que 'on peut espérer atteindre
a partir du détecteur temps-fréquence utilisant le spectrogramme et le critére du maximum de
vraisemblance. Dans la plupart des cas cependant, le rapport signal sur bruit local &[n, k] est
différent du rsb de focus &y choisi. Le détecteur fonctionne donc généralement de maniére sous-
optimal, c’est a dire que le risque bayesien (4.9) et plus précisément dans notre cas la probabilité
d’erreur (4.13) ne sont plus minimiseés.

Lorsque le rsb local &[n, k] est inférieur au rsb de focus & choisi (figure 4.7-a)), la probabilité
de détection réelle® est inférieure a la probabilité de détection optimale®. Par contre, la proba-
bilité de fausse alarme réelle est inférieure a la PFA optimale. De fagon opposée, lorsque le rsb
local &[n, k] est supérieur au rsb de focus &y choisi(figure 4.7-b)), la probabilité de détection réelle
est supérieure a la probabilité de détection optimale et la probabilité de fausse alarme réelle
est supérieure a celle obtenue par détecteur clairvoyant optimal. Notons que méme si certaines
caractéristiques semblent contribuer positivement aux performances réelles du détecteur, la pro-
babilité d’erreur réelle reste toujours supérieure a celle obtenue lorsque le rsb local est connu.
Pour les deux cas, le surplus de probabilité d’erreur correspond a 'aire des surfaces colorées de
la figure 4.7.

Pour illustration, la figure 4.8 présente les probabilités de fausse alarme et de détection en
fonction du rsb local £, obtenues pour différents choix du rsb de focus £y. Dans les mémes condi-
tions, la figure 4.9-a) présente la probabilité d’erreur en fonction rsb local €. Dans chaque cas, la
caractéristique du détecteur clairvoyant est rappelée en trait discontinu.

Pour un rsb de focus {y donné, la probabilité d’erreur réelle P, du détecteur est supérieure
ou égale & la probabilité d’erreur P, ., du détecteur clairvoyant. Nous définissons le surplus de
probabilité d’erreur, noté AP,, comme la différence entre les deux probabilités d’erreur, soit

APe(éO:i) - Pe,r(§07§) - Pe,opt(g) > 0. (439)

Nous posons alors la question de savoir s’il existe un rsb de focus £y qui minimise cette quan-
tité. Afin d’exprimer une solution, il est cependant nécessaire de limiter I’étude & un intervalle

Tau mieux..., rappelons que nous supposons ici connu le rapport signal sur bruit local €.

Smesurée 3 partir de la densité de probabilité parameétrée par le rsb local & tandis que le seuil de détection est
fixé en accord avec le rsb de focus &o.

%obtenue par le détecteur clairvoyant sur le critére du maximum de vraisemblance.



4.4 Evaluation du détecteur 97

a) Sd::E_,D_'g.rp h)Sd}E_,D.Tp
@ &
ar 2"

N

Sseu.‘.'

Ssem‘.'

F1G. 4.7 — Variations des performances du détecteur dans le cas réel d’un rsb local inconnu. a)
rsb de focus & > rsb local £ et b) rsb de focus {y < rsb local £. La courbe pointillée donne la
densité de probabilité sous 'hypothése Hy qui correspond au rsb de focus & choisi. Les zones
colorées représentent le surplus de probabilité d’erreur.
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F1G. 4.8 — a) Probabilité de fausse alarme Py, et b) probabilité de détection Py en fonction du
rsb local £, pour différents choix du rsb de focus &.
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FiG. 4.9 — a) Probabilité d’erreur P. en fonction du rsb local &, pour différents choix du rsb
de focus &y. b) En fonction du rsb de focus &y, moyenne des surplus de probabilité d’erreur sur
l'intervalle de rsb local € € [0,20] dB.

[Emins Emaz) de valeurs possibles pour le rsb local £. Nous proposons donc de minimiser la quantité

Emaz
! / AP, (60, €) dt (4.40)

gmam - gmzn Emin

qui correspond au surplus moyen de probabilité d’erreur sur 'intervalle [£,in, Emaz] des rsb local .
L’intervalle [§in, Emaz] définit ici une zone de focalisation sur laquelle le détecteur sera optimisé.
La figure 4.9-b) présente l'évolution du surplus moyen de probabilité d’erreur, en fonction du
rsb de focus &, correspondant & l'intervalle de rsb local £ € [0;20] dB. Cet intervalle représente
a nos yeux une zone critique pour laquelle une procédure d’optimisation peut bénéficier & la
détermination du rsb de focus &y. Pour cet intervalle, un surplus moyen de probabilité d’erreur
minimum égal a 0,028 est atteint pour un rsb de focus & égal & 8,07 dB. Pour l'intervalle
¢ € [-10;60] dB, le surplus moyen de probabilité d’erreur est minimisé a 0,023 pour &, = 10,1
dB. Finalement pour Uintervalle £ € [5;10] dB, fixer le rsb de focus & a 7,43 dB entraine une
augmentation moyenne de la probabilité d’erreur de 0, 006.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons explicité la fonction de décision permettant de décider si le
point [n, k| appartient au support temps-fréquence d’un signal déterministe noyé dans un bruit
gaussien. Plus précisément, la décision se base sur la comparaison du coefficient S [n, k] du spec-
trogramme observé avec un seuil de détection S%![n, k]. A partir des critéres de Neyman-Pearson
et du maximum de vraisemblance, deux seuils de détection ont été formulés. Pour les deux seuils,
la puissance du bruit v,[n, k] joue le role de référence, ce qui définit le support temps-fréquence
du signal comme ’ensemble des éléments qui émergent du bruit. De fagon naturelle, cette émer-
gence se caractérise par le rapport signal sur bruit au point temps-fréquence [n, k| considéré qui
apparait dans la solution du test du rapport de vraisemblance.



4.5 Conclusion 99

C’est donc de ce rapport signal sur bruit local que dépendent les performances du détecteur
mis en place au point [n,k]. Comme point de repére, nous retiendrons qu’au-dela d’un rapport
signal sur bruit local de 10 dB, le spectrogramme admet les performances de détection suivantes :
Ppo <2,41072, P; > 0.97 et P. <2,7.1072.

Dans notre cas, le rapport signal sur bruit local n’étant pas connu, nous avons choisi de
I'intégrer en tant que paramétre du détecteur. Au méme titre que la probabilité de fausse alarme
dans l'approche de Neyman-Pearson, le choix du rsb de focus ainsi défini détermine le seuil de
détection. Bien qu’imposant un caractére sous optimal au détecteur, ce parameétre lui donne
cependant une flexibilité relativement intuitive. Il permet de poser explicitement le probléme de
la détermination d’un support temps-fréquence en terme d’un rapport signal sur bruit local a
partir duquel les composantes du signal seront retenues.
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5.1 Introduction

En se basant sur la caractérisation du comportement statistique des coefficients du spec-
trogramme établie dans le second chapitre de ce manuscrit, une fonction de décision permettant
d’attribuer a un coefficient temps-fréquence une étiquette ’signal’ ou ’bruit’ a été décrite et évaluée
dans le chapitre précédent. Afin de localiser le signal sur ’ensemble du plan temps-fréquence, cette
fonction de décision doit étre appliquée & tous les points de la représentation temps-fréquence.
Ce processus permet d’obtenir une carte temps-fréquence regroupant 'ensemble des étiquettes
'bruit’ ou ’signal’ attribuées & chaque coefficient du spectrogramme. La mise en commun de ces
étiquettes fait alors ressortir un ensemble de composantes temps-fréquence a partir duquel le
support du signal peut étre établi. C’est a cet objectif final que ce 5°™¢ et dernier chapitre est
dédié. Notamment, nous abordons le probléme des fausses alarmes inévitablement générées par
le processus de décision. Sur ce point, nous verrons qu'un critére de taille de composante permet
de réduire significativement leur nombre. Le traitement des fausses alarmes correspond a 1’étape
final de 'algorithme de localisation temps-fréquence que nous proposons dans ce travail. La se-
conde partie du chapitre est dédiée & la présentation compléte et & ’évaluation de cet algorithme.
Plus précisément, nous tacherons de décrire son comportement a travers le choix des parametres
qui sont laissés libres a l'utilisateur.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans un premier temps, une méthode de
réduction des fausses alarmes est présentée. Dans un second temps, nous donnons une vue d’en-
semble sur ’algorithme de localisation temps-fréquence auquel 'ensemble de ce travail a mené.
Dans un troisiéme temps, les résultats de cet algorithme en fonction du choix des parameétres
sont présentés et discutés. Nous en donnons également quelques limitations et nous étudions
finalement son comportement face & un signal d’intérét de nature gaussienne.

5.2 Réduction des fausses alarmes

Jusqu’a présent, nous avons défini le support temps-fréquence 8/ (d) du signal d[m] comme
I’ensemble des positions [n, k] pour lesquelles I'observation S,[n, k| est supérieure au seuil de
détection S*¢Uil[n, k], soit

8 (d) = { [n, k] / Su[n, k] > S [n, k] } . (5.1)

Cependant, nous avons vu qu’a un seuil de détection donné correspond une probabilité de fausse
alarme Pp,, probabilité qu’un coefficient du spectrogramme uniquement représentatif du bruit
Sp[n, k| dépasse le seuil de détection, soit

Py =P {Spn, k] > S n, k] }. (5.2)

Nous décrivons dans ce paragraphe un critére permettant de réduire sensiblement le nombre de
ces points ’bruit seul’ malencontreusement attribués au support temps-fréquence du signal d[m]
lors de sa détermination selon (5.1).

Dans la suite, I’ensemble des points du plan temps-fréquence retenus selon le critére (5.1)
sera dénommé ’ensemble des points candidats’. Parmi ces points temps-fréquence candidats, les
points connexes sont regroupés en composantes. La connexité est ici définie sur les 8 plus proches
voisins d’un point temps-fréquence. A partir de I’ensemble des points candidats, nous définissons
ainsi un ensemble de composantes temps-fréquence, candidates a devenir membre du support
temps-fréquence du signal. Parmi ces composantes candidates, nous souhaitons éliminer celles
qui ne proviennent que du bruit.
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Le principe est d’exploiter le caractére non structuré du bruit dans la représentation temps-
fréquence et parmi ’ensemble des points candidats. Ce phénoméne est de plus accentué par la
mise en référence du bruit dans la détermination du seuil de détection. Il y a effectivement de
fortes chances que les fausses alarmes se répartissent aléatoirement et selon une distribution uni-
forme sur I'’ensemble de plan temps-fréquence. Il en découle que les fausses alarmes consistent
naturellement en un ensemble de points plus ou moins isolés les uns des autres et engendrent ainsi
des composantes de taille réduites. D’un autre coté, le signal physique qui émerge de ce bruit
admet par hypothése une certaine structure dans le plan temps-fréquence. Celui-ci va donc gé-
nérer une ou plusieurs composantes dont la taille, certes variable, ne peut étre infiniment petite!.

Il semble donc possible de réduire le nombre de fausses alarmes qui apparaissent avec le prin-
cipe de détection (5.1) en définissant une taille minimale en dessous de laquelle une composante
candidate ne sera pas retenue dans le support temps-fréquence du signal. Deux éléments doivent
étre pris en compte dans la définition de cette taille minimale. La redondance interne du spec-
trogramme d’une part et le rapport signal sur bruit de focus &y choisi pour la détection d’autre
part. Ces deux points sont abordés dans les deux paragraphes qui suivent. Nous mentionnons
finalement qu’une approche tout a fait similaire est proposée dans [MKO07]| afin de réduire le
nombre de fausses alarmes issues du seuillage d’'un scalogramme.

5.2.1 Prise en compte de la redondance du spectrogramme

Le spectrogramme est une représentation redondante du signal. Le théoréme de Balian-Low
[Bal81] stipule qu’il est impossible de créer une base de fonctions oscillantes orthogonales assu-
rant un découpage non redondant du plan temps-fréquence. Il est ainsi impossible de créer un
pavage du plan temps-fréquence suffisamment dense pour décrire toute 'information et tel que
tous les coefficients soient indépendants deux & deux. Par conséquent, chaque coefficient partage
une certaine quantité d’énergie avec 'ensemble des coefficients appartenant & son voisinage d’in-
fluence.

Afin de définir une taille minimale pour une composante signal, la taille de ce voisinage
d’influence est un premier élément & prendre en compte car il définit un nombre de points en
dessous duquel une composante détectée n’a plus de sens physique. La forme et la taille de ce
voisinage d’influence sont données par le noyau reproduisant de la représentation, c’est a dire le
spectrogramme de la fenétre d’analyse w[m]. Ce noyau reproduisant est déterminé par tous les
paramétres de ’analyse temps-fréquence qui sont, pour le spectrogramme, la forme et la taille
M de la fenétre w[m], le nombre K de fréquences calculées et le pas de glissement D entre les
analyses successives. Nous choisissons de définir la taille du noyau reproduisant, notée Thoyau,
comme le nombre de coefficients de ce noyau admettant une énergie supérieure a 1/4 de son
maximum. A titre d’exemples, le tableau 5.1 donne la taille 7, noyau du noyau reproduisant pour
différentes fenétres d’analyse de longueur M = 256, différents pas de glissement D et un nombre
différent de fréquences calculées K 2.

Nous observons logiquement que la taille du noyau est multiplié par 2 lorsque le facteur
de zero-padding est doublé, et qu’elle diminue face & l’augmentation du pas de glissement. Dans
notre situation, nous utilisons la taille du noyau reproduisant ainsi défini comme la taille minimale
que doit avoir une composante détectée pour étre retenu comme une composante ’signal’; une
composante de taille inférieure ne pouvant provenir d’'un phénoméne oscillant sinusoidal.

!La taille minimale d’une composante ’signal’ est notamment limitée par le principe d’incertitude temps-
fréquence : le signal ne peut étre arbitrairement résolu a la fois en temps et en fréquence.
2Rappelons que le rapport K /M correspond au facteur de zero-padding.
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D 3M/4 | M/2 | M/4 | M/8 | M/2 | M/4 | M/8 | M/4

K M M M M 2M 2M 2M AM
rectangulaire 2,6 3,4 6,7 13,1 5,7 10,9 | 20,9 | 20,6
hanning 3,3 3,8 6 11,7 | 7,2 | 11,6 | 22,9 | 22,8
gaussienne 3,1 3,6 6 11,7 7 11,8 | 22,9 | 23,2
blackman 3,7 4 6 11,8 | 7,7 | 11,6 | 22,6 | 23,1

TaB. 5.1 — Taille T},pyau du noyau reproduisant pour différentes fenétres de longueur M = 256
échantillons, différents pas de glissement D et nombre de fréquences calculées K.

rsb focus = 4 dB ou PFA =0.19

rsb focus = 7 dB ou PFA = 0.095

8 8 L - .
g g .-!-"' yr*
g g . -'-,=.,.-"'
- - LR | B
TR, | <
ik T
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FiG. 5.1 — Illustration de la répartition et de la forme des fausses alarmes pour deux rsb de focus
& =4 et 7dB.

5.2.2 Prise en compte du rsb de focus

La figure 5.1 présente deux supports temps-fréquence obtenus sur un bruit blanc et station-
naire selon le principe de détection (5.1). Les points détectés correspondent ainsi uniquement
a des fausses alarmes. Pour le support de gauche, le rapport signal sur bruit de focus &y choisi
pour déterminer le seuil de détection est de 4 dB. Un rsb de focus £y = 7 dB a été choisi pour
le support de droite. Les PFA équivalentes a ces rsb de focus sont respectivement 0,19 et 0,095.
Cette figure laisse apparaitre que les fausses alarmes ont effectivement tendance & se répartir
de fagon plutot aléatoire et uniforme sur ’ensemble du spectrogramme. Cependant, elle indique
également qu’en fonction du rsb de focus pour lequel le seuil de détection est ajusté, les fausses
alarmes peuvent former des regroupements de taille plus ou moins importante. Plus le rsb de
focus est faible, plus ces regroupements peuvent atteindre des tailles importantes. Afin d’éliminer
ces composantes ’bruit seul’, le critére de taille minimale doit donc tenir compte du rsb de focus.

N’ayant pu obtenir analytiquement une estimation de la taille maximale que peut atteindre
une composante constituée uniquement de fausses alarmes, nous avons réalisé une série de si-
mulations du type de celle présentée sur la figure 5.1 sur des bruits blancs et stationnaires.
Pour différentes longueurs du signal et différents parameétres du spectrogramme, nous avons ainsi
pu évaluer la taille minimale critique, notée Ty,i,, permettant de rejeter un taux prédéfini de
fausses alarmes, dénommeé 'taux de rejet de fausse alarme’ et noté 7, r,. Un taux de rejet de 100%
correspond a I’élimination de toutes les composantes 'fausses alarmes’.
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B(E,) = aexp %

T T T T T

30 A . . . R X taux de rejets = 95%
a=6.5eth=0.227
o taux de rejets = 99%
25N a=135eth=0.255 |
o taux de rejets = 100%
a=32eth=0.298 :

20

coefficient

rsb de focus EO (dB)

FiG. 5.2 — Coefficient multiplicateur 3 en fonction du rsb de focus &y, pour des taux de rejet
de fausse alarme 7, g, de 95%, 99% et 100%. Les points marquent les moyennes obtenues sur 9
configurations différentes (taille de la fenétre, recouvrement et zero-padding), les courbes donnent
Iestimation continue obtenue avec le modéle exponentiel 3(&) = aexp™?%.

o | a | b |
95% | 6,5 | 0,227
99% || 13,5 | 0,255
100% || 32 | 0,298

TaB. 5.2 — Coefficients a et b du modéle exponentiel 3(£y) = aexp=%, obtenus pour les taux
de rejet de fausse alarme 7 g, de 95%, 99% et 100%.

Ces simulations ont d’une part permis de mettre en évidence que la taille critique T, est
proportionnelle & la taille du noyau reproduisant T},yay définie au paragraphe précédent, soit

Tmin = ﬂ * Tnoya,u' (53)

D’autre part, le coefficient de proportionnalité § est une fonction du rsb de focus & et du taux de
rejet 7;r, souhaité. La figure 5.2 présente les valeurs moyennes obtenues pour le coefficient 3 en
fonction du rsb de focus et pour des taux de rejet de 95%, 99% et 100%. Pour cette figure, chaque
point correspond & la moyenne obtenue sur 9 configurations (taille de la fenétre, recouvrement
et zero-padding) de spectrogramme pour chacune desquelles 100 réalisations de bruit ont été
générées. Sur la méme figure, 'approximation obtenue en utilisant le modele exponentiel

B0, Trefa) = aeaxp™ (5.4)
est également présentée. le tableau 5.2 regroupe les valeurs des parameétres a et b utilisée pour

les trois taux de rejet de fausse alarme.

Finalement, en fonction du rsb de focus choisi pour la détection et du taux de rejet de fausse
alarme désiré, la taille T1,;;, est obtenue selon

Tmin(an 7'r,fa,) = ﬂ(é‘Oy 7'r,fa) * Tnoya,ua (55)
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en rappelant que la taille T} oy, du noyau reproduisant est fonction des parametres de construc-
tion du spectrogramme. Seules les composantes candidates dont la taille est supérieure & Tiin
seront retenues dans le support temps-fréquence du signal.

5.2.3 Compromis fausses alarmes / signal

Nous avons défini une taille minimale pour une composante détectée afin d’étre retenue dans
le support temps-fréquence du signal. Cependant, I’application de ce critére entraine inévitable-
ment des faux rejets’, c’est & dire ’élimination de composantes pourtant issues du signal mais
dont la taille est inférieure & la taille minimale précédemment définie. La figure 5.3 donne un
exemple de ce type d’erreur : la composante centrale du signal (le nez) n’étant pas assez étendue
dans le plan temps-fréquence, elle ne peut étre distinguée des fausses alarmes qui forment des
composantes de grande taille.

Hormis la taille des composantes ’signal’, ce type d’erreur est & mettre en relation avec le rap-
port signal sur bruit local des coefficients qui forment ces composantes. Pour des rsb local élevés,
le seuil de détection peut étre placé assez haut, diminuant ainsi la taille minimale critique Ti,iy,.
La taille d’'une composante signal étant dans une bien moindre mesure dépendante du niveau de
seuillage, les composantes signal de petite taille mais de fort rsb pourront étre retenues dans le
support temps-fréquence en choisissant des rsb de focus élevés.

Le risque de faux rejets’ des composantes signal est également 1ié au taux de rejet de fausse
alarme que l'utilisateur souhaite obtenir. Abaisser ce taux permet de conserver des composantes
signal de plus petite taille et peut donc paraitre avantageux. Dans le choix de ce taux de rejet,
il faut alors tenir compte de l'impact d’une fausse alarme dans le contexte ou ’algorithme est
utilisé. Dans le cadre d’un filtrage temps-fréquence notamment, la synthése de quelques unes
de ces composantes 'fausse alarme’ a un impact tres fort sur la qualité du signal reconstruit.
Dans ce cadre, nous opterons pour un taux de rejet de fausse alarme de 100%, au détriment des
composantes signal de petite taille qui ne seront pas conservées dans le support temps-fréquence
du signal.

5.3 Algorithme de localisation

La prise en compte des fausses alarmes, abordée dans le chapitre précédent, constitue la
derniére étape dans notre démarche de détermination du support temps-fréquence d’un signal.
La figure 5.4 donne une vue d’ensemble sur I'algorithme complet qui résulte du travail présenté
dans ce manuscrit. En paralléle, les différents parameétres mis en jeu & chaque étape de l'algorithme
sont rappelés. Ces paramétres représentent les différents choix que l'utilisateur de 'algorithme
doit réaliser. Ce sont les degrés de liberté de l’algorithme. Comme nous le verrons, ils représentent
un éventail de possibilités qui peut étre mis & profit pour les besoins de 'analyse.

Calcul du spectrogramme S;[n, k]

La premiére étape consiste a calculer le spectrogramme du signal z[m|. Les paramétres en jeu
sont la forme et la taille M de la fenétre d’analyse w[m/|, le nombre K de fréquences calculées
pour chaque trame de signal, et le décalage D entre les trames successives. La fenétre d’analyse
détermine la résolution temps-fréquence du spectrogramme : un échantillon du spectrogramme
résume 'information fréquentielle présente sur M échantillons du signal, et la résolution fré-
quentielle croit avec la taille de la fenétre. Les deux autres paramétres déterminent la taille du
spectrogramme, c’est a dire sa discrétisation temporelle (un échantillon du spectrogramme tous



108 CHAPITRE 5. Localisation du signal dans le plan temps-fréquence

a) Spectrogramme du signal b) candidats initiaux, E =3dBou P =0.21

fréquence
N
fréquence

e " kel
1'-\.';-’4.-1-.:-'4

temps temps

c) taux de rejet = 99% d) taux de rejet = 100%

’ ..f\"ﬂu

fréquence
fréquence

temps temps

FiG. 5.3 — Illustration du compromis entre le taux de rejet des fausses alarmes et la taille des
composantes 'signal’. a) spectrogramme du signal, b) ensemble des points candidats pour un rsb
de focus &y = 3 dB, soit une Py, de 0,21, c) réduction des fausses alarmes avec un taux de rejet
de 99% et d) réduction des fausses alarmes avec un taux de rejet de 100%. Pour ce dernier cas,
la composante signal centrale a été éliminée.
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Signal
z[m] = d[m] + p[m]

Paramétres mis en jeu

fenétre w[m] : Caleul du
décalage D e =
taille de la fit K i spectrogramme S [n, k]
\J
voisinage d’estimation : Estimation de la densité spectrale de
.. ——————— >
nombre de minima Z : puissance du bruit v,[n, k]

Y

| Calcul du seuil de détection S*¢Uil[n, k]

Pfa ou rsb de focus & :" --------- >

et détermination des points candidats
{[n K] | Saln, k] > 5[, K]}

Y

taux de rejet Ty R = Réduction des fausses alarmes

Support temps-fréquence S/ (d)
du signal d[m)]

FiG. 5.4 — Schéma-bloc de I'algorithme de détermination du support temps-fréquence d’un signal
et parametres ’externes’ mis en jeu a chaque étape.
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les D échantillons du signal) et fréquentielle (la gamme fréquentielle [0; f./2]% est discrétisée en
K /2 échantillons).

Remarque : si le calcul d’'un spectrogramme ne représente aucun enjeu technique et 'impact
de ses différents paramétres sont des éléments bien connus, cette premiére étape de 'algorithme
n’en est pas pour autant dénuée d’enjeu. Une fois construit, le spectrogramme représente la seule
source d’information pour toute la suite de l'algorithme. Ce qui n’apparait pas sur ce spectro-
gramme ne sera pas ‘Tetrouvé’ par la suite. A ce titre, le choix des paramétres de construction
sont déterminants.

Estimation de la densité spectrale du bruit v, [n, k]

La seconde étape consiste a estimer la densité spectrale du bruit en chaque point du plan temps-
fréquence. Comme nous 'avons vu, la quantité estimée ici est plus précisément 'espérance du
spectrogramme Sy, [n, k] du bruit p[m], dit encore le ’spectre physique’ (non stationnaire) du bruit.
Pour chaque point [ng, ko] du plan temps-fréquence, les Z plus petites valeurs du spectrogramme
Sy[n, k] observées dans un voisinage de ce point sont utilisées pour Pestimation. Cette étape
nécessite deux parameétres, a savoir la forme et la taille du voisinage d’estimation d’une part et le
nombre Z de coefficients retenus d’autre part. N’ayant pas mis au point de technique particuliére
pour le choix du paramétre Z, il est dans un premier temps fixé a 1/10°™¢ de la taille du voisinage.

Rappelons que pour ce probléme d’estimation, 'apport de connaissances a priori sur la nature
du bruit bénéficie grandement & l'estimateur en suggérant le voisinage d’estimation & retenir.
Dans le cas d’un bruit blanc et stationnaire, la densité spectrale étant constante sur tout le plan
temps-fréquence, le spectrogramime entier peut étre utilisé comme voisinage. Dans le cas d’un
bruit blanc non stationnaire, la densité spectrale de puissance du bruit varie uniquement dans le
temps et reste constante suivant les fréquences. A chaque instant, I’ensemble de I’axe fréquentiel
peut servir de voisinage. De la méme maniére, I’ensemble des points temporels a une fréquence
donnée définit le voisinage d’estimation dans le cas d’un bruit non blanc et stationnaire.

Détermination des points candidats

Une fois la densité spectrale de puissance du bruit connue, le seuil de détection S%Ul[n, k] est
calculé pour chaque point [n, k]. Ce seuil est déterminé par le choix d’une probabilité de fausse
alarme ou d’un rapport signal sur bruit de focus défini au paragraphe 4.3.3). L’ensemble des
positions [n, k] pour lesquelles le coefficient S,[n, k] du spectrogramme est supérieur au seuil est
alors retenu comme 1’ensemble des points candidats.

Réduction des fausses alarmes

La derniere étape de ’algorithme consiste & réduire le nombre de fausses alarmes Parmi les
points candidats. Dans un premier temps, les points candidats connexes dans le plan temps-
fréquence sont regroupés en composantes. Dans ce travail, la connexité est défini sur les 8 plus
proches voisins. Dans un second temps, la taille de chaque composante est comparée avec une
taille minimale T1,;, afin de rejeter les petites composantes. Le choix d’un taux de rejet de fausse
alarme permet de déterminer cette taille minimale.

Support temps-fréquence du signal
L’ensemble de ces quatre étapes permet finalement d’obtenir le support temps-fréquence 8/ (d)
du signal d[m]. Celui-ci est formé d’une ou plusieurs composantes disjointes dans le plan temps-
fréquence. Dans le cas d’un signal multi-composantes, chacune des composantes est labelisée par
un numéro, permettant de n’en retenir qu’une partie lors de traitements ultérieurs.
Nous notons finalement que cette algorithme de localisation d’un signal dans le plan temps-
fréquence suggére une définition a posteriori de la notion de ’composante temps-fréquence’ dans

3avec f. la fréquence d’échantillonnage du signal x[m).
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un spectrogramme. Elle peut se traduire de la maniére suivante :

Etant donnée le spectrogramme d’un signal bruité, une composante temps-fréquence de ce
signal est un ensemble de points
— connexes dans le plan temps-fréquence,
— pour chacun desquels ’énergie observée est au moins supérieure a ’énergie moyenne du
bruit,
— dont le nombre est suffisamment élevé pour qu’il ne puisse s’agir uniquement de bruit.

Cette définition comporte encore deux imprécisions sur le niveau d’énergie requis ainsi que
sur la taille minimale de cet ensemble. Celles-ci sont déterminées par le choix du rapport signal
sur bruit de focus.

5.4 Evaluation de I’algorithme

Dans cette partie, 'algorithme complet de localisation temps-fréquence est évalué. Dans un
premier temps, nous tentons d’illustrer les variations de son comportement & travers le choix
des différents parameétres. Nous présentons les supports temps-fréquence obtenus pour différents
choix du rapport signal sur bruit de focus d’une part et du voisinage d’estimation du bruit
d’autre part. Dans un second temps, nous présentons quelques limitations de ’algorithme, c’est-
a-dire les objectifs que la localisation du support temps-fréquence d’un signal, telle que nous
I’avons présentée, ne peut satisfaire. Finalement, dans un troisiéme temps, le cas d’un signal
d’intérét gaussien est étudié. L’importance de ce cas repose sur le fait que le signal d’intérét et
la perturbation présentent alors le méme comportement statistique.

5.4.1 Dépendance au rsb de focus

Le support temps-fréquence extrait par ’algorithme est 1ié au choix d’un rapport signal sur
bruit de focus. Celui-ci détermine le niveau du seuil de détection qui sera calculé pour chaque
point TF en fonction de 'estimation du bruit. Dans ce paragraphe, nous présentons deux ca-
ractéristiques des composantes temps-fréquence extraites par 'algorithme directement liées au
choix de ce paramétre.

Taille et nombre de composantes

Comme nous 'avons dit, le rapport signal sur bruit de focus détermine le niveau de seuillage
du spectrogramme. Plus ce parameétre est choisi élevé, plus le support temps-fréquence obtenu
se limite aux composantes les plus énergétiques. De méme, en fonction du relief propre a chaque
composante?, plus le rsb de focus est grand, plus les composantes extraites sont susceptibles de
se réduire a un faible nombre de coefficients.

La figure 5.5 illustre ce comportement sur deux exemples de signaux. Les figures du haut
présentent les spectrogrammes tandis que sur les figures du bas sont superposés les supports
temps-fréquence obtenus pour différents rsb de focus. Cette derniére représentation permet de
faire apparaitre explicitement les variations du support en fonction du rsb de focus, et donne une
représentation temps-fréquence graduée en rsb plutét qu’en énergie ’brute’. Le premier signal (&
gauche) se compose d’une seule composante temps-fréquence. En fonction du rsb de focus choisi,
son support temps-fréquence se trouve plus ou moins étalé dans le plan. Outre la variation de
taille, le second signal met en évidence la disparition de certaines composantes avec 'augmenta-
tion du rsb de focus. Ici, la composante ’oeil droit’ n’appartient plus au support temps-fréquence
pour les rsb de focus supérieur & 40 dB.

4¢est-a~dire Pamplitude des coefficients temps-fréquence qui forment cette composante
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Présence de fausses alarmes connexes

Le critére sur la taille d'une composante présenté dans la premiére partie 5.2 de ce chapitre per-
met d’éliminer les composantes candidates constituées de ’agglomération aléatoire de plusieurs
fausses alarmes. Cependant, ces fausses alarmes se répartissant aléatoirement sur I’ensemble du
plan, il est inévitable que certaines d’entre elles apparaissent a des positions connexes aux compo-
santes temps-fréquence liées au signal d’intérét. Dans une telle situation, 'algorithme rattache ces
fausses alarmes aux composantes signal et les laisse apparaitre dans le support temps-fréquence
du signal. Cette situation se rencontre principalement pour les faibles rsb de focus, pour lesquels
la probabilité de fausse alarme est élevée et leur apparition & des points temps-fréquence connexes
est fréquente.

Pour un signal synthétique perturbé par un bruit blanc et stationnaire, la figure 5.6 illustre
la présence de fausses alarmes connexes dans le support temps-fréquence extrait par 'algorithme
pour des rsb de focus & de 0, 2, 5 et 10 dB. Pour £ = 0 et 2 dB, le support temps-fréquence
se trouve fortement entaché par ces fausses alarmes et ne parait pas acceptable. Nous notons
qu’au-dela d’un rsb de focus de 10 dB, le phénomeéne disparait et le support temps-fréquence
extrait par l'algorithme devient uniquement représentatif du signal d’intérét. Notons enfin que
ce phénomeéne est également visible sur la figure 5.3 présentée auparavant, pour laquelle le rsb
de focus est de 3 dB.

5.4.2 Dépendance a l’estimation du bruit

Aprés le rsb de focus, nous présentons dans ce paragraphe les variations du support temps-
fréquence qui résultent de I’étape d’estimation de la densité spectrale de puissance du bruit. La
détermination de la puissance du bruit est un élément tout & fait central de l'algorithme car il
précise, en chaque point temps-fréquence, le niveau de référence a partir duquel les composantes
'signal’” devront étre recherchées. Le support temps-fréquence d’un signal tel qu’il est donné par
I"algorithme est alors entiérement conditionné par ce niveau de référence. Dans la suite, nous
présentons deux aspects de ce conditionnement. Le premier reléve le risque et les erreurs liés a
cette dépendance. Le second présente la flexibilité 'maitrisée’ qu’il est possible d’introduire dans
Iextraction du support temps-fréquence d’un signal.

5.4.2.1 Mauvaise estimation du bruit

Lorsque la densité spectrale du bruit n’est pas connue a priori, il est nécessaire de l’estimer.
Le support temps-fréquence obtenu est alors dépendant de la qualité de D'estimateur. Dans le
chapitre 3, nous avons présenté un estimateur du bruit, qui comme nous ’avons vu présente une
variance importante. Ce défaut induit une premiére source d’erreurs. Aussi, ce méme estimateur
nécessite que le bruit soit constant dans le voisinage temps-fréquence considéré. Cette condition
introduit une seconde source d’erreur.

Variance de I’estimateur

L’estimateur proposé dans le chapitre 3 admet une forte variance. Etant donné un signal et
son spectrogramme, il existe de nombreux points temps-fréquence pour lesquels la valeur estimée
du bruit s’écarte fortement de la valeur réelle. Immanquablement, ces erreurs vont se retrouver
au niveau de la détermination du support temps-fréquence.

La figure 5.7 présente le cas d’un signal synthétique noyé dans un bruit gaussien, blanc et
non stationnaire. Le spectrogramme du signal est donné sur la figure 5.7-a). La figure 5.7-b)
présente le résultat de 'estimation de la puissance spectrale du bruit en fonction du temps
(courbe continue). La courbe pointillée donne la valeur exacte de cette dsp. Si ’estimation est
globalement satisfaisante, il existe néanmoins quelques points, entourés sur la figure, pour lesquels
le bruit est fortement sous estimé. Ces erreurs d’estimation se retrouvent alors directement sur le
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FiG. 5.6 — Illustration de la présence de fausses alarmes connexes au support temps-fréquence du
signal. En haut, le spectrogramme d’un signal synthétique dans un bruit blanc et stationnaire.
Colonne de gauche, les points candidats sélectionnés pour différents rsb de focus & = 0, 2, 5
et 10 dB. A droite, le support temps-fréquence déterminé par I’algorithme aprés réduction des
fausses alarmes.
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FiG. 5.7 — Impact de la variance de l'estimateur de la puissance spectrale du bruit sur le support
temps-fréquence extrait par I'algorithme. Les ellipses donnent les instants temporels pour lesquels
le bruit est sous estimé, entrainant ’apparition de motifs temps-fréquence indésirables dans le
support obtenu.
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support temps-fréquence extrait par ’algorithme, figure 5.7-d), sur lequel des composantes non
désirables apparaissent, malgré un taux de rejet de fausses alarmes fixé a 100%.

Non-constance du bruit sur le voisinage d’estimation

L’estimateur du bruit présenté dans le chapitre 3 fait appel & un voisinage réparti autour du
point temps-fréquence pour lequel le bruit est estimé. Afin que ’estimation soit juste, il est né-
cessaire que le bruit soit constant sur ’ensemble de ce voisinage. Lorsque cette condition n’est
pas vérifiée, 'estimateur est biaisé. Rappelons que 'utilisation des valeurs minimales pour ’esti-
mation du bruit conduit toujours, dans ce cas, & une sous estimation. Concernant la détection,
cette tendance est trés désavantageuse car elle conduit a un seuil de détection inférieur a ce qu’il
aurait da étre et a une augmentation du nombre de fausses alarmes.

Pour illustration, nous reprenons le signal de la figure 5.7, en imposant en plus un carac-
tére non blanc a la perturbation. Celle-ci devient donc non blanche et non stationnaire et son
estimation passe par le choix d’un voisinage local et de taille réduite. Le spectrogramme du si-
gnal est donné sur la figure 5.8-a). Les résultats de l'estimation du bruit et de la localisation
temps-fréquence sont respectivement présentés sur les figures 5.8-b) et -¢). Nous observons que le
support temps-fréquence obtenu contient de nombreuses composantes indésirables (précisées par
les ellipses). Ces composantes correspondent aux zones temps-fréquence pour lesquelles le bruit
admet de fortes variations et pour lesquelles son estimation est en conséquence fortement biaisée.
Dans un tel cas de figure, la solution consiste & réduire la taille du voisinage d’estimation, au
risque que le signal d’intérét se retrouve confondu avec les variations du bruit.

5.4.2.2 Flexibilité de la discrimination bruit / signal

En chaque point du plan temps-fréquence, la puissance du bruit constitue le niveau de réfé-
rence & partir duquel le signal est recherché. Toutefois, ce principe prend en compte deux entités,
le ’signal’ et le ’bruit’, qu’il nous est laissé libre de définir. Dans bien des cas, ce que nous pourrions
appeler le ’signal’ se compose de plusieurs éléments, issus pourquoi pas de sources différentes.
Visualisé dans le plan temps-fréquence, un tel signal peut présenter de multiples composantes,
parmi lesquelles certaines seulement sont de nature informative. Dans une telle situation, il parait
intéressant de ne pas faire apparaitre toutes les composantes du signal dans le support temps-
fréquence. Ce support étant défini en référence au niveau de bruit, la modification possible de ce
qui est jugé comme ’bruit’ introduit de la flexibilité quant au support temps-fréquence extrait
par l'algorithme.

En pratique, le bruit est estimé avec la méthode présentée dans le chapitre 3. Comime rappelé
sur le schéma 5.4, les degrés de liberté concernant cette estimation sont le voisinage autour
du point considéré et le nombre Z de coefficients appartenant a ce voisinage et retenus pour
Iestimation. Parmi ces paramétres, le choix du voisinage d’estimation définit la discrimination
entre bruit et signal & travers deux aspects :

— le voisinage précise la région temps-fréquence sur laquelle le bruit est jugé constant,

— le voisinage précise la taille maximale pour une composante 'signal’.

A travers ces deux aspects, une certaine flexibilité peut étre introduite dans la discrimination
entre bruit et signal. Par exemple, une composante du signal stationnaire pourra étre éliminée
en donnant au bruit ce méme caractére stationnaire. Aussi, une composante signal trés étalée
dans le plan temps-fréquence pourra étre éliminée en choisissant un voisinage d’estimation plus
petit que cette composante.

Nous voyouns donc que la discrimination entre le bruit et le signal se base sur un critére de taille
de composante d'une part et d’énergie constante d’autre part. Nous formons ainsi deux classes,
avec d’'un coté les éléments de petite taille et d’énergie fluctuante, et de l'autre les éléments
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FiG. 5.8 — Impact d’un bruit non constant sur le voisinage d’estimation. Les ellipses donnent
quelques exemples de zones temps-fréquence sur lesquelles le bruit est sous estimé. Ceci entraine
I’apparition de motifs temps-fréquence indésirables.
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de taille plus importante et d’énergie moins fluctuante. Maintenant, si dans une dénomination
générale la premiére classe est nommée ’signal’ et la seconde ’bruit’, il est possible que le ca-
ractére informatif soit porté par les grandes composantes rangées dans la classe bruit. Dans ce
cas, plutot que dans le support temps-fréquence extrait par 'algorithme, c¢’est dans le résultat
de estimation du bruit que sera présente I'information recherchée.

Nous illustrons ces propos & travers l’exemple présenté sur la figure 5.9. Le signal observé
correspond au niveau d’aimantation global d’un matériau, en réponse a un champ magnétique
d’excitation de forme sinusoidale. Ce signal, dit "bruit Barkhausen", permet de donner plusieurs
caractéristiques sur I’état du matériau [PMHO8]. La figure 5.9-a) montre que le spectrogramme
du signal mesuré par le capteur présente de multiples composantes de diverses formes. La partie
informative permettant de caractériser les matériaux se trouve quant-a-elle dans les composantes
étalées selon les fréquences. La troisiéme de ces composantes est mise en évidence sur la figure
5.9-a).

La figure 5.9-b) présente le support temps-fréquence obtenu sous ’hypothése d’un bruit blanc
et stationnaire. Dans ce cas, un seuil unique (correspondant ici & un rsb de focus de 30 dB) est
appliqué a tout le spectrogramme. Ce premier support met en évidence la présence d’un ensemble
de composantes 'parasites’.

Ces composantes parasites étant plutdt localisées en fréquence et de nature stationnaire, les
figures 5.9-c) et -d) présentent les résultats obtenus sous I'hypothése d’un bruit non blanc et
stationnaire. La figure 5.9-c) donne la puissance spectrale 7,[k] estimée pour ce bruit. Ce spectre
de référence englobe alors tous les éléments stationnaires contenus dans le signal. La figure 5.9-d)
présente le support temps-fréquence qui émerge de cette référence pour un rsb de focus de 20
dB. Sous ces hypotheéses, une grande partie des composantes parasites ont pu étre assimilé au
bruit et éliminé du support temps-fréquence du signal. Celui-ci contient alors la majorité des
composantes informatives, les éléments parasites ayant été éliminés. Toutefois, nous observons
que 'algorithme ne peut rassembler dans une méme composante un motif entier.

Afin de préserver une unité sur l'information extraite, I’hypothése d’un bruit non blanc et non
stationnaire a été réalisée. Les motifs d’intérét étant plutot étalés dans le plan temps-fréquence
et de nature peu fluctuante, il semble possible de les isoler en les assimilant au bruit de référence.
Le choix d’un voisinage d’estimation du bruit plus petit que ces motifs d’une part, et plus grand
que les motifs parasites d’autre part, revient alors & estimer le spectre moyen des motifs d’intérét
en rejetant les motifs parasites qui en émergent. Les résultats sont présentés sur les figures 5.9-e)
et -f). Pour ce troisiéme cas, le bruit correspond aux motifs d’intérét étalés et peu fluctuants,
tandis que les composantes parasites, plus petites et plus fluctuantes, constituent le support
temps-fréquence qui en émerge.

5.4.3 Limitations

Aprés avoir présenté quelques caractéristiques relatives au choix des paramétres de 1’algo-
rithme, nous donnons ici deux limitations, ou plutét deux exemples d’objectifs que l'algorithme
proposé ne peut atteindre dans son état actuel. La premiére limitation concerne la distinction
entre deux composantes qui se croisent ou se recouvrent dans le plan temps-fréquence. La seconde
limitation concerne les fortes variations d’amplitude au sein d’une méme composante temps-
fréquence.

Composantes non disjointes dans le plan temps-fréquence

Le but de l'algorithme présenté dans ce travail est de localiser, dans le plan temps-fréquence,
I’énergie d’un signal. Lorsque ce signal admet plusieurs composantes disjointes dans le plan
temps-fréquence, celles-ci sont isolées par Ialgorithme et peuvent étre reconstruites séparément
dans le domaine temporel. En revanche, lorsque deux composantes ne sont pas disjointes, c’est a



5.4 Evaluation de 'algorithme

119

fréquence (kHz)

énergie (dB)

fréquence (kHz)

100

80 |

[*2]
o

IN
o

20

a) Spectrogramme du signal

0.1
temps (s)

c) yp[k] estimé

0 2 4 6 8 10

100 ¢

o]
o

(o]
o

IN
o

20

fréquence (kHz)

e) yp[n,k] estimé

0.1
temps (s)

0 0.05

fréquence (kHz)

fréquence (kHz)

fréquence (kHz)

100

80

60

40

20

b) Support TF,

bruit blanc et stationnaire

oo

0 0.05

100

80

[*2]
o

IN
o

N
o

0

0.1
temps (s)

0.15

d) Support TF, bruit non blanc et stationnaire

=
&
=

5

temps (s)

f) Support TF, bruit non blanc et non stationnaire

100

80

(o]
o

N
o

N
o

B . T
| i s e,
LY TR T
R e T s
i
E] i i e
L T e
0 0.05 0.1 0.15
temps (s)

FiG. 5.9 — Extraction de 'information utile sur un signal "Barkhausen" en jouant sur le voisinage
choisi pour estimer la puissance spectrale du ’bruit’. a) spectrogramme du signal, b) support
temps-fréquence obtenu sous ’hypothése d'un bruit blanc et stationnaire, c) et d) estimation
de la densité spectrale de puissance et support temps-fréquence obtenus sous ’hypothése d’un
bruit non blanc et stationnaire. e) et f) estimation de la densité spectrale de puissance et support
temps-fréquence obtenus sous I’hypothése d’un bruit non blanc et non stationnaire.
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a) Spectrogramme du signal b) Support temps—fréquence, rsb focus = 20 dB
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FiG. 5.10 — Limitations de l'algorithme : deux composantes non disjointes ne peuvent étre sé-
parées, une composante modulée en amplitude est scindée en plusieurs petites composantes. a)
Spectrogramme du signal, b) support temps-fréquence obtenu pour un rsb de focus de 20 dB.

dire lorsque leurs supports temps-fréquence respectifs se croisent ou se recouvrent partiellement,
I’algorithme proposé ne peut en aucun cas les distinguer. Dans ce cas, une seule composante
temps-fréquence est reconnue et son support temps-fréquence correspond & l'union des deux
supports individuels. La figure 5.10 présente un signal synthétique pour lequel il parait intuitif
de vouloir séparer les deux composantes qui se croisent, ce que ’algorithme ne pourra pas faire.

Composantes modulées en amplitude

Une seconde limitation de 'algorithme apparait lorsque les coefficients temps-fréquence d’une
méme composante présentent des niveaux trés différents. Pour un rsb de focus donné, il est pro-
bable qu'une partie seulement des coefficients soit détectée, scindant ainsi la composante d’origine
en plusieurs petites composantes disjointes. Le signal présenté sur la figure 5.10 comporte une
fréquence pure modulée en amplitude qui se retrouve découpée en plusieurs composantes par
’algorithme.

Ces deux limitations sont liées au caractére local du fonctionnement de l'algorithme. La
décision de retenir ou non un coefficient temps-fréquence dans ’ensemble des points candidats
est prise sur la base unique de ce coefficient. L’algorithme est donc tout a fait aveugle a ce qui
se passe autour du point temps-fréquence considéré et plus généralement & l’ensemble du plan
temps-fréquence. Or, séparer deux composantes qui se croisent dans le plan temps-fréquence, ou
regrouper dans une méme unité plusieurs composantes disjointes nécessitent une interprétation
au moins 'régionale’ de la représentation temps-fréquence. Dans son état actuel, ’algorithme
permet simplement de détecter des zones énergétiques et d’éliminer celles qui correspondent a du
bruit. Ces questions d’interprétation apparaissent plutdt comme des perspectives de ce travail.

5.4.4 Cas d’un signal d’intérét gaussien

Nous abordons dans ce paragraphe le cas particulier d’un signal d’intérét d[m] gaussien. Dans
ce cas le comportement statistique du signal d’intérét est similaire & celui de la perturbation et il
parait intéressant de savoir si l’algorithme présenté dans ce travail peut s’adapter a cette nouvelle
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configuration.

Nous considérons toujours l'observation z[m| comme la somme de deux signaux indépendants,
soit

[m] = d[m] + p[m], (5.6)

avec p|m| une perturbation non stationnaire gaussienne, centrée et de fonction de corrélation
I'p[m, 7], soit

plm] ~ N (0,T'p[m,7]). (5.7)

Jusqu’alors jugé déterministe, nous supposons maintenant que le signal d’intérét d[m] est un
processus gaussien. A partir de ce point nous distinguons le cas général pour lequel le processus
est non centré, puis le cas particulier d’un processus centré.

5.4.4.1 Cas général

Dans le cas général, le signal d’intérét d[m| est un processus gaussien non stationnaire, de
moyenne v4[m] et de fonction de corrélation I'g[m, 7], soit

d[m] ~ N (vg[m],Tglm,7]) . (5.8)

Le signal observé x[m] = d[m] + p[m] correspond alors & un processus gaussien, non stationnaire
aux ordres 1 et 2, centré sur I’espérance v4[m] du signal d[m], et de fonction d’autocorrélation
Ly[m, 7] = Ca[m, 7] + Tplm, 7]°, soit

z[m] ~ N(va[m], Talm, 7] + Tplm, 7]). (5.9)

Par comparaison avec le modele (1.4) initialement choisi dans ce travail, I'introduction de 1’hy-
pothese gaussienne pour le signal d’intérét d[m] modifie le moment d’ordre 1 du modéle puisqu’il
ne s’agit plus du signal d[m/| lui-méme mais de son espérance, et ajoute le terme I'g[m, 7] dans le
moment d’ordre 2. Néanmoins, nous sommes toujours en présence d’'une observation gaussienne
et décentrée. En conséquence, 'algorithme développé s’adapte & cette nouvelle configuration et
s'interpréte de la maniére suivante.

Soit peg[m] le bruit gaussien centré équivalent a la somme de la perturbation p[m] et des variations
centrées d[m| — v4[m| du signal d[m] :

Peglm] = p[m] + d[m] — va[m], (5.10)
tel que
z[m] = vg[m] + peq[m]. (5.11)

L’algorithme permet alors de déterminer le support temps-fréquence de l'espérance vy[m] du
signal d[m]|, accessible en référence au spectre physique v, 41, k| = E{Sp 4[n, k]} de la pertur-
bation gaussienne pe,[m|. Aussi, le rapport signal sur bruit local qui détermine les performances
du détecteur est dans cas défini par

(5.12)

Il apparait ainsi que 'utilisation de l’algorithme dans le cas général d’un signal d[m] gaussien
et non centré est directe. La figure 5.11 présente le résultat de l’algorithme pour un signal

®Les signaux d[m] et p[m] sont supposés indépendants.
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xz[m| répondant au modele (5.9). Pour ce signal, la perturbation p[m] est un bruit gaussien,
centré, blanc et stationnaire. Le signal d[m] correspond a la somme d’une fréquence pure et
d’une modulation de fréquence, a laquelle a été ajouté un bruit stationnaire gaussien, centré
et coloré, de densité spectrale de puissance décroissante. Les deux modulations de fréquence
correspondent donc a l'espérance du signal d[m], dont le support temps-fréquence extrait par
l’algorithme est donné sur la figure 5.11-d).

5.4.4.2 Cas centré

Dans de nombreux cas, ’hypothése d’un signal gaussien est complétée par I’hypothése que
ce signal est centré, c’est a dire v4[m] = 0. Nous avons alors

dlm] ~N(0,Tg[m,7]), (5.13)

et toute 'information sur le signal d[m] est portée par son moment d’ordre deux. Sous cette
hypothése, le signal observé est toujours un processus gaussien de fonction d’autocorrélation
Ly[m, 7] =Tg[m, 7] + I'p[m, 7], mais cette fois-ci centré, soit

z[m] ~ N(0, Dg[m, 7] 4+ Tplm, 7] ). (5.14)

L’algorithme présenté dans ce travail est dédié & extraire une information (temps-fréquence)
concernant la moyenne d’un processus gaussien. Dans cette perspective, la variance du proces-
sus joue le role d’'un obstacle perturbant la recherche d’information. Cette recherche se traduit
alors par un test de décentrage sur une loi du chi?. Dans le cas du signal gaussien et centré
(5.14), linformation n’est plus portée par la moyenne du processus, mais par les variations du
moment d’ordre deux. Sous les deux hypothéses "bruit seul’ et ’signal+bruit’, les coefficients du
spectrogramme sont alors distribués selon une loi du chi? a 2 degrés de liberté et de paramétre
de décentrage nul. Le test devient celui de deux lois du chi? centrées de coefficients de propor-
tionnalité « différents. De ce point de vue, 'algorithme développé dans ce travail ne semble pas
utilisable dans ce nouveau contexte.

Néanmoins, il est a noter que la densité de probabilité des coeflicients du spectrogramme
sous ’hypothése 'bruit seul” n’est pas affectée par ce nouveau contexte d’un signal d[m] gaussien
et centré. Les coefficients temps-fréquence issus uniquement du bruit demeurent distribués selon
une loi du chi? centrée a 2 degrés de liberté et de coefficient de proportionnalité o = ~p/2. Ceci
implique que si le spectre physique ~,[n, k] du bruit est connu ou estimé, la détermination d’un
seuil de détection a partir du choix d’une probabilité de fausse alarme Py, reste valide en utilisant
I’équation (4.26) donnée dans le chapitre 4. Par contre, la loi des coefficients sous I'hypotheése
'signal” étant modifiée, la détermination du seuil de détection suivant le critére du maximum
de vraisemblance doit étre adaptée et les performances de ce nouveau détecteur doivent étre
réévaluées. Dans ce nouveau contexte, nous concluons donc que la localisation du support temps-
fréequence du signal d’intérét d[m] est possible avec 'algorithme développé dans ce travail, sous
les conditions que le spectre physique v,[n, k| du bruit puisse étre estimé d’une part et que le
seuil de détection soit déterminé & partir du critére de PFA d’autre part.

Nous avons appliqué l'algorithme de localisation sur un signal gaussien et centré composé de
la somme de deux signaux gaussiens et centrés. Le premier signal, constituant le signal d’intérét,
est non blanc et non stationnaire. Il est obtenu par filtrage d’un bruit blanc et non stationnaire.
Le second signal, représentant la perturbation additive, consiste en un bruit blanc et sinusoida-
lement non stationnaire. Le spectrogramme du signal bruité est présenté sur la figure 5.12-a).
En prenant appui sur I’hypothése que le bruit additif est blanc, alors que le signal d’intérét ne
lest pas, il a été possible d’estimer la densité spectrale de puissance du bruit au cours du temps
(figure 5.12-b)). Pour une probabilité de fausse alarme fixée a 1072, les points candidats ainsi
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FiG. 5.11 — Support temps-fréquence de la moyenne d’un signal d’intérét gaussien, non blanc et
non stationnaire aux ordre 1 et 2, additivement bruité par une perturbation gaussienne, blanche
et stationnaire. a) spectrogramme du signal, b) résultat de lestimation de la densité spectrale
du bruit global équivalent 7, 4[n, k], ¢) Points candidats obtenu avec un rsb de focus de 25 dB
et d) Support temps-fréquence retenu aprés réduction des fausses alarmes.
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FiG. 5.12 — Support temps-fréquence d’un signal d’intérét gaussien et centré, non blanc et non
stationnaire, bruité par une perturbation gaussienne, blanche et non stationnaire. a) Spectro-
gramme du signal, b) résultat de 'estimation de la densité spectrale du bruit 7,[n], ¢) Points
candidats pour un PFA de 1072 d) Support temps-fréquence du signal.
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que le support temps-fréquence du signal sont donnés sur les figures 5.12-¢) et -d).

Pour finir, nous mentionnons que dans le traitement statistique des signaux de parole, les
détecteurs d’activité vocale [SKS99|, ou encore les algorithmes de réduction de bruit ou d’amé-
lioration du signal [EM84|[CB01] ont dans un premier temps été pour la grande majorité fondés
sur ce modele de signal gaussien et centré, noyé dans un bruit également gaussien et centré.
Actuellement, ces méme algorithmes tendent & prendre appui sur des hypotheses différentes pour
le signal d’intérét, a savoir un modele laplacien ou de loi gamma [CKMO06| ou bien déterministe
[HHJ07|, ce qui renvoie au cadre initial de ce travail.

5.5 Conclusion

Un algorithme complet de localisation d’un signal dans le plan temps-fréquence a été pré-
senté dans ce chapitre. Celui-ci s’appuie sur ’application & ’ensemble des points temps-fréquence
du test d’hypotheses présenté dans le chapitre précédent. Ce processus permet de déterminer un
ensemble de points candidats & devenir membre du support temps-fréquence du signal. En regrou-
pant les points candidats connexes sous une méme étiquette, cet ensemble peut étre interprété
comme un ensemble de composantes candidates. Parmi ces composantes, certaines correspondent
a des fausses alarmes et nous nous sommes intéressé & leur possible suppression.

Dans ce but, un critére de taille minimale d’'une composante a été défini, prenant en compte
les parametres de construction du spectrogramme ainsi que le niveau de seuillage déterminé par
le rapport signal sur bruit de focus choisi. Si ce critére s’avére efficace, son application pour les
rsb de focus inférieur & 10 dB peut entrainer I’élimination des petites composantes signal. Un
compromis doit alors étre réalisé entre rejet des fausses alarmes et suppression du signal. Aussi,
ce critére de suppression est ineffectif vis & vis des fausses alarmes qui apparaissent & des positions
connexes aux composantes du signal. La encore, ce second phénomeéne peut étre négligé lorsque
le rsb de focus est supérieur & 10 dB.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons présenté et caractérisé ’algorithme de lo-
calisation temps-fréquence qui finalise ce travail de these. Cet algorithme permet de déterminer
le support temps-fréquence accessible d’un signal, ce support étant constitué des composantes
du signal qui émergent du bruit environnant. Outre les parametres de construction du spec-
trogramme, le support temps-fréquence est déterminé par deux paramétres : un rapport signal
sur bruit de focus ou une probabilité de fausse alarme d’une part et le voisinage choisi pour
I’estimation du bruit d’autre part.

Le rapport signal sur bruit de focus détermine le niveau de seuillage du spectrogramme. En
référence au bruit environnant, il précise le degré d’émergence des composantes du signal qui
sont retenues dans le support temps-fréquence. Il correspond & une discrimination énergétique
entre bruit et signal retenu.

Le second parameétre, le 'voisinage d’estimation’ du bruit joue le role le plus important en
terme d’impact sur le résultat de 'algorithme. C’est effectivement sur ce parameétre que repose la
détermination du bruit. Or, sans information a priori sur le signal d’intérét, il apparait naturel
que son support temps-fréquence dit 'accessible’ en référence au bruit environnant soit entiére-
ment conditionnée par la fagon dont ce bruit est défini. Le bruit constitue la référence a partir de
laquelle le signal devient accessible. En déterminant ce qu’est le bruit, le 'voisinage d’estimation’
détermine ce qu’est le signal. En complément du rsb de focus, le voisinage d’estimation introduit
une discrimination de forme entre bruit et signal. Ce qui apparait constant dans ce voisinage sera
défini comme bruit tandis que les fluctuations internes au voisinage seront attribuées au signal.
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Conclusions et perspectives

La détermination du support temps-fréquence d’un signal d’intérét inconnu et additivement
perturbé par un bruit gaussien a fait 'objet de cette thése. Cet exercice nécessite la mise en place
d’un processus de décision menant & décider si tel ou tel élément observé sur une représentation
temps-fréquence traduit ou non la présence du signal. En I"absence d’information a prior: sur le
signal recherché, nous choisissons dans un premier temps de restreindre la prise de décision & un
unique point du plan temps-fréquence et de lui donner la forme d’un test binaire d’hypothéses.
Ce test est alors répété pour chaque coefficient de la représentation temps-fréquence. Dans un
second temps, les résultats de ces tests sont regroupés et le processus de décision est complété
au niveau du plan temps-fréquence dans son ensemble.

Le caractere inconnu du signal d’intérét ainsi que du bruit environnant concentre la difficulté
de la tache et méne a reformuler le probléme sous une forme interrogative : que peut-on connaitre
du support temps-fréquence d’un signal inconnu noyé dans un bruit additif gaussien? Et dans
ce but, quelles connaissances sur le signal et sur le bruit est-il nécessaire d’acquérir 7 Dans le
chapitre 1, nous avons mis en avant la notion de support temps-fréquence accessible d’un signal
bruité. Celui-ci comprend les composantes temps-fréquence du signal d’intérét qui émergent du
bruit environnant. Cette définition met en avant la nécessité de connaitre le bruit. Dans le cas
d’un bruit inconnu, la qualité de son estimation conditionne l'utilisation possible des résultats
de ce travail. De cette méme définition découlent également deux éléments méthodologiques qui
ont été adoptés dans ce travail. Le bruit joue d’une part le role de référence dans le processus de
décision et le test de détection adopté consiste a décider entre une hypothése "bruit seul" et une
hypothése "signal+bruit". D’autre part, le rapport signal sur bruit local® qui représente intuiti-
vement le degré d’émergence du signal par rapport au bruit devient le parameétre discriminant
de la prise de décision.

L’estimation du bruit et la mise en place du test de détection font tous les deux appel au
comportement statistique des coefficients de la représentation temps-fréquence. En raison de 1’ab-
sence de termes d’interférences, nous avons retenu le spectrogramme pour représenter les signaux
dans le plan temps-fréquence et le comportement statistique de ses coefficients dans le cas d’un
signal gaussien a été étudié dans le chapitre 2.

Plus précisément, 1’étude s’est portée sur la prise en compte des caractéres non blanc et non
stationnaire du bruit gaussien additif. Dans ces conditions, il a été mis en évidence que la forme
de la fenétre d’analyse utilisée dans la construction du spectrogramme influence la distribution
de probabilité des coefficients temps-fréquence. Lorsque le bruit est non blanc, nous retenons que
le comportement statistique du spectrogramme est fidélement décrit par une loi du chi? a deux
degrés de liberté lorsqu’une fenétre d’analyse dont la valeur s’annule a ses extrémités est choisie.
Le parameétre de décentrage de la loi correspond alors au spectrogramme du signal d’intérét, tan-
dis que le coefficient de proportionnalité correspond a Iespérance du spectrogramme du bruit.
Cette derniére quantité correspond alors précisément & 'information concernant le bruit qu’il est

5La dénomination "local" renvoie en un point du plan temps-fréquence.
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nécessaire d’acquérir.

Le chapitre 3 est ainsi dédié & ’estimation de 'espérance du spectrogramme du bruit, histo-

riquement nommé "spectre physique" du bruit. Lorsque le bruit n’est ni blanc ni stationnaire,
son spectre physique varie selon le temps et la fréquence. A partir d’une unique réalisation du
spectrogramme du signal, son estimation posséde alors un caractére insoluble. La solution adop-
tée dans ce travail consiste a définir un voisinage autour de chaque point temps-fréquence et a
supposer que le spectre physique du bruit y est constant. Nous formons ainsi un ensemble de
'réalisations’ identiquement distribuées & partir desquelles le bruit peut étre estimé.
Cependant, parmi les coefficients temps-fréquence inclus dans ce voisinage d’estimation, seuls
les coefficients représentatifs du bruit seul,” doivent étre retenus pour son estimation. La distri-
bution de probabilité de ces coefficients "bruit seul" étant principalement concentrée dans les
petites valeurs, nous proposons un estimateur basé sur les Z plus petites valeurs observées dans
le voisinage d’estimation. L’évaluation de cet estimateur a cependant révélé sa grande variance
et sa forte dépendance aux caractéristiques du voisinage d’estimation choisi. Notamment,

— le nombre de coefficients "signal+bruit" présents au sein du voisinage doit étre connu. La
variance de son estimation lorsque le rapport signal sur bruit local est inférieur & 10 dB
représente une source d’erreur importante sur ’estimation du bruit.

— le caractére non biaisé de I’estimateur nécessite I'existence de coefficients "bruit seul" dans
le voisinage d’une part et les caractéres indépendants et identiques de leurs distributions
d’autre part.

Le choix a priori d’un voisinage respectant ces deux derniéres contraintes semble difficilement
conciliable avec I’approche "sans information" privilégiée dans ce travail. Sur ce point, la connais-
sance du caractére blanc et/ou stationnaire du bruit permet de choisir a priori un voisinage
d’estimation sur lequel le spectre physique du bruit est constant, ce qui ameéliore fortement la
qualité de I'estimateur. Dans le cas d’'une perturbation non blanche et non stationnaire, le choix
du voisinage d’estimation représente une contrainte de régularité sur le bruit : les fluctuations
d’énergie internes a ce voisinage seront attribuées au signal. Le voisinage choisi afin d’estimer le
bruit représente alors un élément modulable pour la discrimination entre bruit et signal.

Dans le chapitre 4, le test de détection mis en place en chaque point du plan temps-fréquence
a été présenté et évalué. Le seuil de détection correspondant au critére du maximum de vrai-
semblance a été formulé. Ce seuil est fonction du spectre physique du bruit d’une part et du
rapport signal sur bruit local d’autre part. Comme point de repére, nous retenons qu’au-dela
d’un rapport signal sur bruit local de 10 dB, les performances du détecteur sont les suivantes :
P, <2,4.107%, P; > 0.97 et P. <2,7.1072.
Le signal étant inconnu, il en est cependant de méme pour le rapport signal sur bruit local et le
seuil de détection ne peut étre ajusté de facon optimale en chaque point du plan temps-fréquence.
le rapport signal sur bruit local traduit le degré d’émergence du signal par rapport au bruit en
un point donné du plan temps-fréquence. Il représente une caractéristique trés intuitive quant
a la détermination d’un support temps-fréquence et nous avons choisi de le garder comme un
parameétre propre & l'algorithme de localisation temps-fréquence. L’utilisateur est ainsi libre de
choisir le rsb local dit "de focus" pour lequel le seuil de détection est ajusté au sens du maximum
de vraisemblance. Lorsque l'intérét est porté sur un intervalle de rapports signal sur bruit locaux,
une procédure d’optimisation du choix du rsb de focus est également possible afin de minimiser la
probabilité d’erreur relative a ’ensemble de l'intervalle. Le rsb de focus joue le méme roéle qu’une
probabilité de fausse alarme et une relation bijective existe entre ces deux parameétres. Cepen-
dant, si la PFA est dédiée spécifiquement au bruit, le rsb de focus précise une relation entre bruit

"Par opposition aux coefficients temps-fréquence pour lesquels la contribution du signal d’intérét est non
négligeable, soit les coefficients "signal+bruit".
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et signal. Le rapport signal sur bruit de focus spécifie le degré d’émergence minimum & partir
duquel le support temps-fréquence du signal est déterminé. Il précise le degré d’accessibilité de
la notion de "support temps-fréquence accessible".

La mise en commun des résultats des tests d’hypothéses réalisés sur chaque coefficient du
spectrogramme permet de faire évoluer le processus de décision au niveau de ’ensemble du plan
temps-fréquence. Décrite dans le chapitre 5, cette évolution se traduit par I'introduction d’un cri-
tére de connexité temps-fréquence qui correspond & associer & un point du plan temps-fréquence
ses 8 plus proches voisins. Cette connexité permet notamment de définir une composante temps-
fréquence comme un ensemble de points connexes pour lesquels ’hypothése '"signal+bruit" a
été retenue. Dans ce cadre, un critére de taille minimale de composante a été formulé afin de
réduire la présence des fausses alarmes. Finalement, un algorithme complet permettant de dé-
terminer le support temps-fréquence accessible d’un signal bruité a été décrit. Nous retenons
qu'un degré d’accessibilité de 10 dB assure la détermination d’un support temps-fréquence co-
hérent avec le signal. Aussi, lorsque le signal observé est formé d’un ensemble de composantes
dont le comportement différe dans le plan temps-fréquence, le choix des paramétres de 1’algo-
rithme permet de discriminer certaines de ces composantes. Plus qu'une distinction entre signal
et bruit, l'algorithme permet de séparer les composantes peu étalées en temps et/ou en fréquence
vis-a-vis des composantes dont I’énergie peu fluctuante se répartie plus largement dans le plan
temps-fréquence.

Perspectives :

La premiére perspective concerne le filtrage temps-fréquence. Cette question faisait partie des
motivations initiales de ce travail que la durée impartie limitée renvoie aujourd’hui au rang des
perspectives.

Plus précisément, le support temps-fréquence d’un signal délimite un ensemble de régions d’in-
térét dans le plan temps-fréquence. Il est alors naturel de souhaiter reconstruire le signal qui
correspond uniquement a ce support. Aussi, lorsque le support du signal fait apparaitre plusieurs
composantes disjointes dans le plan temps-fréquence, il est intéressant de reconstruire le signal
qui ne correspond qu’a une seule de ces composantes.

Des algorithmes de synthése d’un signal & partir d’une transformée de Fourier & court terme
(TFCT) existent. Les méthodes dites Filter-Bank Summation et OverLap and Add sont par
exemple décrites dans [AR77]. Afin de mener & bien ce filtrage, il est cependant nécessaire de
prendre soigneusement en considération les paramétres de construction de la TFCT, ainsi que
ceux de la transformeée inverse. Aussi, le support temps-fréquence du signal est un masque bi-
naire, équivalent & une fenétre temps-fréquence rectangulaire. Dans une opération de synthése,
la nature de cette fenétre engendre des modifications sur le signal reconstruit comme il est décrit
dans [All77, ABROG|. Le second enjeu de ce filtrage concerne alors I'impact sur le signal synthé-
tisé de la nature de la pondération appliquée a la TFCT avant la reconstruction. Une seconde
stratégie de synthese, dont un exemple est donné dans [HK95|, consiste a utiliser le support
temps-fréquence comme une fonction objectif. Dans ce cadre, une attention particuliére doit étre
donnée a la discrétisation du plan temps-fréquence.

Une seconde perspective de ce travail concerne son extension & des représentations autres que
le spectrogramine.
Une premiére adaptation semble immédiate au cas du scalogramme. Celui-ci est défini comme
le module carré de la transformée en ondelette. Cette derniére étant une transformation linéaire
du signal, le comportement statistique des coefficients du scalogramme est proche de celui étudié
dans ce travail. Si la loi de probabilité reste donc la méme, 'interprétation des parametres de la
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loi en fonction des parameétres de ’analyse temps-échelle doit cependant étre revisitée.

Une extension plus générale concerne la classe de Cohen. Pour cela, deux difficultés doivent étre
surmontées. La premiére difficulté est d’ordre mathématique et concerne la formulation du com-
portement statistique des coefficients. Les représentations de la classe de Cohen correspondent
a des transformations quadratiques du signal. Pour un signal gaussien, la densité de probabilité
recherchée correspond alors a la distribution de la somme de produits de gaussiennes®, ce qui
complique considérablement sa formulation d’une part et son utilisation d’autre part. Cependant,
la connaissance compléte du comportement statistique d’un coefficient a travers sa densité de
probabilité n’est pas une condition obligatoire & la mise en place d’un processus de décision. Par
exemple, des critéres de contrastes basés sur les deux premiers moments statistiques peuvent
étre utilisés. La seconde difficulté d’une extension aux éléments de la classe de Cohen concerne
la prise en compte des termes d’interférence. Doivent-ils par exemple apparaitre dans le support
temps-fréquence 7 Ils y seraient a juste titre en tant que représentant, dans ’espace mathéma-
tique défini par la représentation temps-fréquence choisie, de la présence du signal. Cependant
la lecture et l'interprétation du support s’en trouveraient fortement complexifiées. Pour une in-
terprétation plus physique, 1’élimination de ces termes semble nécessaire.

Du point de vue de la détection, les performances du spectrogramme en tant que détecteur d’un
signal dans le plan temps-fréquence représente un élément de comparaison pour toutes autres
représentations candidates.

Finalement, une troisiéme perspective est la construction d’une représentation temps-fréquence

utilisant I'information donnée par le support temps-fréquence obtenu a partir du spectrogramme.
Une premiére idée consiste & utiliser le support temps-fréquence obtenu sur le spectrogramme
comme un masque binaire sur une autre représentation temps-fréquence. Notamment, le support
temps-fréquence obtenu sur un spectrogramme ne comporte aucun termes d’interférence mais
souffre des mauvaises propriétés de localisation du spectrogramme. L’utilisation de ce support
comme un masque sur une représentation temps-fréquence admettant de bonnes propriétés de
localisation permet alors de concilier localisation et absence de termes d’interférence. Pour étre
mis en oeuvre, cette méthode doit cependant faire face a la différence éventuelle entre le pavage
temps-fréquence du spectrogramine et celui de la représentation visée.
Une seconde approche destinée aux représentations de la classe de Cohen concerne la définition
de leur noyau. Elle correspond a la question suivante : est-il possible d’adapter le noyau d’une
représentation temps-fréquence & l'information qui est donnée par le support temps-fréquence
du signal obtenu avec son spectrogramme ? Dans le cas du spectrogramme, le noyau de la re-
présentation est défini par la fenétre d’analyse temporelle. Aussi, le support du spectrogramme
étant lui-méme obtenu & partir d’une fenétre initiale, ce dernier cas renvoie naturellement aux
stratégies d’analyse temps-fréquence multi-fenétres [Tho98, BB96].

8Pour le spectrogramme, il s’agit de la somme de carrés de gaussiennes
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Résumé

Le travail de recherche présenté dans ce mémoire est dédié a la localisation d’un signal dans le plan
temps-fréquence. Plus précisément, nous proposons de déterminer le support temps-fréquence accessible
d’un signal d’intérét non stationnaire, déterministe et inconnu, noyé dans un bruit additif gaussien,
centré et de fonction d’autocorrélation inconnue. Le support temps-fréquence accessible est défini comme
I’ensemble des points temps-fréquence pour lesquels le signal d’intérét admet une énergie "au moins
supérieure" a celle du bruit. Dans tout ce travail, le spectrogramme est choisi pour représenter les signaux
dans le plan temps-fréquence.

Nous choisissons de résoudre ce probléme de localisation au moyen d’un test binaire d’hypothéses,
formulé en chaque point du plan temps-fréquence. Le seuil de détection correspondant & ce test est
déterminé d’aprés les lois de probabilité des coefficients du spectrogramme, en lien avec la puissance du
bruit et enfin selon un critére de détection approprié.

La premiére étude rapportée dans ce manuscrit concerne le comportement statistique des coefficients
du spectrogramme dans le contexte d’un bruit non blanc et non stationnaire.

La densité spectrale de puissance du bruit apparait naturellement comme 'un des paramétres des
densités de probabilité des coefficients du spectrogramme. Nous proposons une méthode d’estimation de
ce bruit, basée sur le comportement statistique des plus petits coefficients du spectrogramme.

Cet ensemble de connaissances nous permet finalement de résoudre le test d’hypothéses dont la
solution naturelle au sens du maximum de vraisemblance fait apparaitre le rapport d’énergie entre le
signal et le bruit en chaque point du plan temps-fréquence. Ce rapport signal sur bruit local permet dés
lors de préciser la condition "au moins supérieure" relative au support temps-fréquence accessible du
signal.

Mots-clés : recherche d’information, représentations temps-fréquence, spectrogramme, loi du chi?,
signaux aléatoires gaussiens, détection, estimation, support temps-fréquence.

Abstract

The concern of the studies reported in this manuscript is the localisation of a signal in the time-
frequency plane. More precisely, our aim is to specify the obtainable time-frequency support for a non-
stationary unknown deterministic signal of interest embedded in a centred Gaussian noise with an unk-
nown autocorrelation function. The obtainable time-frequency support is defined as a set of time-frequency
locations for which the energy provided by the signal of interest is "at least greater" than the energy
provided by the noise. All over the manuscript, the spectrogram is used to represent the signals in the
time-frequency plane.

In this work, this problem is formulated as a binary hypothesis test conducted on every time-frequency
coefficients. According to an appropriate detection criterium, the detection threshold has to be determined
according to the probability density function of the spectrogram coefficients on a first hand and according
to the power spectral density of the noise on a second hand.

The first study is thus dedicated to the statistical behaviour of the spectrogram coefficients. Specifi-
cally, the case of a non white and non stationary noise is focused on.

The second study relates the estimation of the noise power spectral density. Based on the statistical
behaviour of the minimal time-frequency coefficients, an unbiaised estimator is proposed and evaluated.

As a third study, the solution for the detection problem that obeys the maximum likelihood criterion
is formulated. From this study, the local (in a time-frequency meaning) signal to noise ratio appears as
a natural specification for the "at least greater" condition carried by the definition of the obtainable
time-frequency support.

keywords : time-frequency information, spectrogram, chi? law, Gaussian random signals, detection,
estimation, time-frequency support.
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