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INTRODUCTION GENERALE

Ce travail présente 1'étude et la mise en oeuvre de méthodes de résolution
du probléme de Dirichlet pour des opérateurs du type B(rB(.)). Ces méthodes
ont &té introduites par GLOWINSKI-PIRONNEAU [7] dans le cas du probléme de
Dirichlet pour 1'opérateur biharmonique.

Soit Q@ un sous-domaine de Ri de frontiére I réguliére ; le probléme
d résoudre est :

B(rB(v)) = f dans @

ol;=91 5 F5mlr =9

.9 (Lo, _ 3 13y
BW) = -3¢ G ~3z G5

avec (r,z) les coordonnées cartésiennes d'un point quelconque de R2 .

MOTIVATION

(a) En mécanique des fluides le probléme de Stokes modélise un écoulement
visqueux incompressible dans A ¢ R3.
Dans des conditions d'écoulement axisymétrique, @ étant simplement
connexe et la méridienne de A -voir fig. (0.1)-, la fonction de courant
p satisfait 1'équation (5).




(b)

(c)

On peut envisager la résolution des équations de Navier-Stokes
tridimensionnelles axisymétriques, en formulation vorticité-fonc-
tion de courant par 1'utilisation d'un solveur de Stokes.

On peut envisager aussi la résolution du probléme (P) avec Q multi-
plement connexe.

INTERET DE LA METHODE

(a)

(b)

(c)

Du point de vue de 1'approximation : le probléme P est un probléme
d'ordre 4. La méthode présentée est une méthode d'éléments finis

= =

mixtes qui consiste & ramener la résolution de (P) & :

1) La résolution d'un nombre fini de problémes de Dirichlet pour
1'opérateur B.

2) La résolution d'un systéme linéaire de matrice symétrique, définie
positive et pleine qui s'obtient par discrétisation d'une équation
intégrale.

Lors de Ta discrétisation i1 suffit alors de prendre des &léments

finis de classe C° alors que la résolution d'un probléme d'ordre 4
demande en général 1'utilisation d'éléments de classe (! (é1ément

d'Argyris, par exemple).

La discrétisation de (P) par la méthode des différences finies ne
peut pas se faire dans le cas ol la géométrie de @ est trop compliquée.

Du point de vue de la mécanique des fluides : une telle approximation
assure la continuité de la fonction de courant y mais également celle
du tourbillon w = rB(w) tandis que les approximations qui utilisent
des éléments de classe C! font apparaitre des discontinyités pour

le tourbillon.



IDEES PRINCIPALES DE LA METHODE

On définit la fonction vorticité w

rB(w) qui permet de ramener le
probléme (P) & deux problémes couplés de Dirichlet pour 1'opérateur B :

(0.1) rB(v) = w
_ 1 -
l"lr =97 F’Eﬁ‘r =9

Supposons A = w|. connue, alors on peut découpler le systéme (0.1) comme :

r
B(w) = f, wlr = A
(0.2)
rB(v) = w, vl =9

On va définir un opérateur linéaire A sur la frontiére qui détermine la

relation entre %-%%[r et wlP et qui permettra de calculer A en fonction
de 9p-

Une fois A connue, i1 n'y a qu'a résoudre (0.2) pour avoir y solution
de (ﬁ).

Or, pour avoir A en fonction de go ON devra résoudre un systéme linéaire
a matrice symétrique définie positive, pleine qui n'est pas connue.
Plusieurs méthodes peuvent &tre utilisées pour traiter ce systéme.

L'une de ces méthodes construit la matrice via la solution d'une suite
de problémes de Dirichlet pour 1'opérateur B, puis on résoud le systéme
linéaire, par exemple, par Choleski.

Des méthodes itératives sont envisageables pour lesquelles on n'a pas
besoin de construire la matrice si 1'on résoud,d chaque itération, deux
problémes de Dirichlet pour 1'opérateur B, parmi ces méthodes itératives
on décrit 1la méthode du Gradient Conjugué.






CHAPITRE |

On va préciser dans quelles conditions' le nrobléme de Dirichlet :
B(u) = f, u|r = g avec B(u) = -div (%-$u), a une et une seule solution.
C'est-a-dire, on va définir les espaces V, Vé et Ta dans lesquels i1 faut
chercher u, et prendre f et g respectivement. On va construire une formu-
lation variationnelle de ce probléme pour laquelle i1 est facile de démontrer
1'existence et 1'unicité de sa solution, puis on précise dans quelles

conditions ces deux problémes vont étre équivalents.

Ce chapitre comporte les paragraphes suivants :

1.0 Introduction

1.1 Origine du probléme

1.2 Définition de 1'espace V

1.3 Sur 1'espace de trace Ta.

1.4 Résultats d'existence et unicité du probléme (1.1)
1.5 Une autre définition de 1'espace V

1.6 Résultats de régularité de la solution

1.7 Une autre facon de poser le probléme (1.1)

1.8 Remarques et résumé du chapitre I.






Chapitre 1

- o b - - - w0 oo

1.0 - INTRODUCTIOM

t

' On veut résoudre le probléme suivant
Trouver u ¢ V tel que

(1.1) B(u) = f dans ¢
ul, =gasur aq

avec
(1.2) B(u) = - Ji.(l.éE) - Jij(l.éﬂ

| ar \r 3r 3Z ‘T 3z
et
(1.3) @< R2 = {(r,z) e R2 : r >0} ouvert borné connexe
a frontiére F=ryuly ol I, =T n{r = 0},r1 = TN\T, s

T supposée Lipschitz continue.
Le'prob1éme aui se nose est de savoir dans quel contexte i1 faut
situer le probléme (1.1) pour avoir 1'existence et 1'unicité de sa solution.

Pour essayer de trouver ce contexte on va étudier 1'origine du nrobléme :

1.1 - ORIGINE DU PROBLEME

Soit u la vitesse d'un fluide incompressible contenu dans un réci-

pient & symétrie de révolution et soumis a un champ de forces et a des
conditions de bord axisymétriques.

- ° ° - - > > J o
En coordonnées cylindriques (a repére {er, e ez}) cela se traduit

8
par :
(1.4) u = ur(r,z)er + uz(r,z)eZ
EY K a 2 ) .
(1.5) u|aA =0 =29 (r,z)e, + q:z(r,z)eZ sur T A

o . £ -
c'est-3-dire que la vitesse u (resp. &) n'a pas de composantes dans 1la

° 3 < o 3
direction e, et que les compnosantes, U et us dans les autres directions

ne dépendent pas de 9.



cordy 13 3 _ . T
(1.6) div(u) = Y (rur) taz U, =0 dans A (incompressibilité)
avec
(1.7) A= {(r,8,z) ¢ R3/(r,z) ¢ 9}

IT faut ajouter la condition de compabilité

(1.8) fr'

3 - - - - . ‘; -~
Puisque A est & symétrie de révolution, le vecteur normal v' & JA est

- >
' dr' =0 ol v' : vecteur normal i r'

S ¥

=

aussi vecteur normal a T = 3q.
D'autre part, comme $ ne dépend pas de 8, la condition (1.8) devient :

(1.9) f ru . V' ds
T

avec ds : mesure sur T et

En raisonnant dans R? avec le renére cartésien 0,r,z, soit :

-- -

Y
(1.10) VEru.e tru e

De (1.5) et (1.9) on a :

(1.11) Vlr = r U avec f ru . vds =0
T

de (1.4)

(1.12) div(v) =0  dans q .

Si U est assez réguliére (par exemple U e [L2(A)13, @ borné) on peut supposer
que :
(1.13) Ve [L2(a)P

Donc, si @ est défini par (1.3), les conditions (1.11)-(1.13) déterminent
-voir Théoréme 3.1 [1] - 1'existence d'une fonction |, anpelée "fonction
de courant" de ?, telle que :



(1.14) 4 < Hl() et

=39 A
(1.15) ru. =357 > ru, .

Q
N

A - .
donc u veut s'écrire comme :

=S|
o)lo)
NI

Dy

a _1ﬁ.>
(1.16) u F 3 ©

r Z

- Y
Si 1'on dé&finit "vorticité" comme V x u on aura, d'aprés (1.16) :

N S IS U SR B2 BCL Y
(1.17) VXU = (r (Fa) * 3z Gz )8
ou encore
(1.18) Txu = -B(t?)ée

si 1'on utilise la notation (1.2) .

Remargue
i) Si o est connexe, alors la fonction de courant  de U est unique a
une constante additive orés.
ii) On a encore 1'existence de la fonction de courant 4 méme si Ug
n'est pas identiquement nulle.
IT suffit que u, ne dépende pas de 6. De méme pour ¢g - Donc, on
a démontré la pronosition suivante :
- U ¢ [L2(A)13, U ne dépend pas de 6
- A comme dans (1.3), (1.7), (1.8)
- divu =0,
- GIF = ¢ indépendant de 8 avec [P‘ 3.3' dr' =0
si et seulement s'il existe une fonction ¢ ¢ Hl{p) telle que
-\_-\ 3-\ EY
u=vx (r ee) + uge,
S sl_g—(f.s lﬂ.; EN
(1.19) u= r3z % T 7 oar ez) * Ug®y
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iii) Une facon plus rigoureuse de définir 1'indépendance par rapport
d 6 est la suivante :

(1.20) Lo : & '(n) D' (1)

= g U _ 08U
u~>Lg(u) = x5 ax

(1.21) EV @)1 > [@(0)]13

14

a
oSy ou _ ou _2
u - LV(U) = X — W e_x

A
7 u

I1 est aisé de vérifier que pour u ¢ C2(A) (resp. [C2(A)I3) on a

au au ou
[N N r A e R Y Z -~
= —— . = —_ + — ——
Lsu (resp L, u 55 St 35 & t3 ez)

On a les propriétés suivantes (voir aussi [2] )

P1) Lg (resp. fv) est lindaire continu de @' (A) dans®' (1)
(resp. de (82'(A))3 dans (2 '(n))3).

-

P2) Pour m > 0, LS (resn. LV) est un opérateur linéaire continu
de H"(n) dans H™1(n) (resp. de (H"(1))3 dans (H™1(1))3)

Donc, une distribution dans ' (A) (resp. dans [©'(A)13) est dite
a_symétrie de révolution par rapport & 32 si elle appartient a

Ker LS (resp. Ker EV)

iv) Supposons 2 simplement connexe (pour simplifier 1'exposé)

- - -
H= {V e H(div,n), div v = 0} n Ker(L) ol

Ho(div,a) = {U e [L2(A)13 : div(d) e L2(A), U.5' = 0}

-
1

v' ¢ vecteur normal & 3A .
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Alors, si Vv e H et ¢ est une fonction de courant correspondant a
v alors aq/arlF = 0, c'est-a-dire :

?lr = une constante

D'aprés la remarque (i) plus haut,  sera uniquement déterminée

si 1'on fixe sa valeur sur T . Donc, V a une et une seule fonction
courant 4 qui s'annule sur T.

Soit :

Hé(Q) = {x e HI(Q) : X!r = 0} < H1(Q) qui est un sous-espace
fermé de Hl(Q). De plus, la semi-norme
i
[ul = 3 IID u|2drdz
L 421

est une norme &auivalente 3 la norme Hl(Q) sur Hé(n). Alors, la

. > . °
fonction de courant de v ¢ H qui s'annule sur T est 1'unique :
solution du probléme :

Trouvery ¢ Hé(n) tel que

(1.22) T (FE), 7« EE)> = <u,v (X &)> , ¥y e Hi(a)

avec

- 3

<U,V> = I f CAR dxdydz = 2r I (u%+ug+u§) rdrdz

i=1 /A Q
On peut écrire (1.22) comme :
(L% 3, 3¢ Bygrdr = [ (- ordx, lzax

(1.23) [Qr (ar c et 37 az)drdz = . ( + 52t alr_)lr'chr'dz

Si 1'on se restreint & y «2(Q), on obtient :

(L2a) - 2E 2 2L )2, dans (1)

Donc, trouvery e Hé(Q) tel que 1'on ait (1.21) équivaut &
résoudre le probléme suivant :
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Trouvercre Hl (@) telle que
o / "
def 3Yp 38U

= 0 _._..._._Z !
(1.25) B(g) = curl(u) 7~ o dans ' (9)
Pl=0
Si 1'on prend H = {ueH: Ug = 0} et V0 c Hé(g) tel que Te
probléme (1.25) ait une et une seule solution, alors la corres-

pondance, définie par (1.22), est biunivoque.

v) Conditions de bord sur Ta fonction de courant (cas non-homogéne):
De (1.15) on a que

B Y
(1.26) (ruz;rur) = VY
Sur To=Tn{r=0}:opna donc-%§ = 0, si mesure (r,) # 0 alors
(1.27) ¢ est constante sur To
Sur Ty =T N ¢ de’(1.26)

(1.28) 2P Y=

b - .
avec t : vecteur tangent (voir Figure suivante)

Egalement :
(1.29) T T=rid

5§ 3 est assez réguliére (5 € (Hl/z(r'))3, par exemple), on peut
trouver une fonction 9, définie sur r telle que :

394 _aas 0
(1.30) 37 = Mé.v sur 1, gllro = 0.
. Y > - s
Puisque 5z = ré.v sur Fl’ alors ¢ coincide avec g1 sur Pl'
Alors on peut définir une correspondance biunivoque entre
(1.31)  Ho= (0 e H(div,n)/By(0) = 0, u, 20, div(d) = 03
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et un sous-espace de
(1.32) o = {u e Hl(sz)/ulr0 = 0}

d travers Tle probléme :
Trouver(fe o telle que

(1.33) B(q)
¢l

curl U dans &' (o)

gy sur Ty

oll 9 est telle que (1.30)

I1 est évident que le sous-espace de & 3 choisir doit &tre tel
que le probléme (1.33) ait une solution.

1.2 - DEFINITION DE L'ESPACE V

1.2.1 - Infroduction

Comme d'habitude, on va ramener le probléme (1.1) & une formulation
variationnelle pour laquelle il est nlus facile de prouver 1'existence et
1'unicité de la solution et ensuite on démontrera 1'équivalence des deux
problémes.

D'abord, on remarque que :
__ 0 ,day 13y 1
(1.34) B(y) = - (& ar) ( az) = - div(z r vt?)
ATTENTION : ici, on se place dans le plan RZ avec le repére cartésien
a A
(er,ez) :
Si 1'on suppose :

(1.35) div(= vl?) e L2(Q)
alors, d'aprés la formule de Green™ , on a

(1.36) Lz B(y)n drdz = jg% V¢ .Yudrdz + Jr % (Vg .;')Yo(u)dp e H'()

x0On peut appliquer cette formule car l-v Y e H(div,Q) ol
(d1v,9) {V e [L2(R)12/div V « LZ(Q)} et i1 existe 1'extension de V -+ V.u

P Y o . o e - © © P 1T 1t 7 & e P ||=1f?ir\
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i) Si dans 1'espace V (& déterminer) on peut définir un opérateur de
trace sur la frontiére Ty alors i1 suffit de considérer des fonctions
qui sont nulles sur toute la frontiére.

i) On voit donc quelle est la forme bilinéaire rattachée au probléme
(1.1), & savoir :

(1.37) ay(u,v) = jQ %-$u.3v drdz

iii) Postérieurement, on doit construire des sous-espaces Vh de V de
dimension finie et appliquer la méthode des &léments finis pour
résoudre le probléme approché correspondant a (1.1).
Or, i1 s'avére difficile de construire un nouvel &lément sur
1'espace Vh pour lequel la forme (1.37) soit bien dé&finie. Mais,
en faisant le changement de variable u = ru, v = rv, on obtient la
nouvelle forme :

(1.38) az(u,v) = fQ (ru. v + %-uv)drdz
Pour le nouvel espace, c'est-a-dire celui ol az(u,u) < 4w, On pourra
trouver des sous-espaces de dimension finie construits avec des .
éléments standard.

Tout cela sera précisé ultérieurement.

1.2.3. - Définition

(1.39) V; = {u e ' () / J %-$U.$V drdz < +=}

Q

Soit le produit scalaire ((”'))V;: V1 x V1 -~ R défini par :

§u.$v d\r‘dz}l/2

5|

(1.40) ((u,v))V = {j uv drdz + f
Q

1 Q

Puisque @ est borné alors, Yu ¢ V1

laa ]_A-\
ﬁ'fﬂ Yu.vu drdz < JQ F-Vu.vv drdz < +
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~

ol R=supr .Donc Vue [L2(Q)]2et , d'aprés un résultat classiaue,
(r,z)eq
puisqué 30 est lipschitzienne on a u e L2() et :

(1.41) lull 2qy g < ©(@) 17l 2 g)g28t

(1.42) V, s Hl(2)

V1 muni avec le produit scalaire ((.,.))V est un Hilbert.
1
Preuve : Soit {un} suite de Cauchy dans V1 donc

u, L2()
suite de Cauchy dans
rl/2 3,

n [L2(Q)]12

2
u _LJ&)_.> u € LZ(Q)

n

FHE R >3 e 1L2(0)2)
2 2 2 IS '

On sait que si U, 5—191> u et eun [L2 { i> 6 alors 8 = Vvu
donc, si 1'on démontre que Gun L@ £ » alors

- > 1 S
Yro = u e (L2(Q))2 donc w = 7= U € [L2(2)1%2 et u e»Vl.
Or .

1 o> -
JQ |vu -Vrw|2drdz = fQ| 77-/? - /ro|2drdz <

1 s s
< R [ | Vu -w|2drdz -~ 0
g M

donc, on a bien $un+ Fw e L2(2) dans (L2(2))2.

i) Puisque V1 c H(Q) on peut bien définir la trace d'une fonction ue Vl'
D'autre part, comme 1'opérateur de trace vy  : H(Q) - Hl/z(r) est
1inéaire continue alors

o]
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D'autre part, on a vu que]luHH1<Q) <Klull, » K> 0
donc [lvg 0)ll1/2) < Klll, :

alors 1a restriction de Yo a v1 est encore un opérateur linéaire

1/2

continu de V1 sur H™7(T). Attention, i1 est fort possible que

I (vly,) § #7200,

1.2.7. - Définition -

(1.43) V={ueV
IT faut remarquer tout de suite que :
Vei{ueH(Q) :ul, =0}=zM

(1.48) T =1Im(y,l)

Supposons que 9 est ouvert, borné, connexe de B?i a frontiére
lipschitizienne T et Iy =Tn {r =0} tel que mesure(ro) > 0 alors
la semi-norme de V1 définie par :

_ 1 >~ o
luly = fQ + Vu.vudrdz
a la propriété suivante : i1 existe ¢ > 0 tel que
luljregy = cluly ¥ eV
Démonstration : D'aprés le résultat classique (voir Lemme 3.1

page 25 [6]1 ) on a que I'IHI(Q) = fQ Tu.%u drdz et H.Ihl(ﬂ) sont
deux normes équivalentes dans 1'espace

M= (v eHl(a) : v[, =0}
(o]

D'autre part, puisque Q est borné on a V ¢ M donc :

”u”Hl(Q) < ClulHl(Q) < Elu,v, Yu e V.
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- —— . - - . - O D O D - - e D e e oD W0 D b D an e e

La forme bilinéaire définie pnar (1.37)

B 1 ~ =
aV(u,v) = JQ = Yu.wv drdz

est Vo-e11iptique avec
1y
v, =2

muni de la norme ”'”V provenant du produit scalaire défini par
1

|
|
|
|
l
|
|
|
|
| (1.40).

Démonstration : En effet, soit u ¢ Vo’ alors

2 2 2
HUHV1 = HUHLZ(Q)“‘aV(UaU) < HUHHI(Q)"'aV(UaU)

mais, d'aprés la proposition (1.2.8)

lul g gy < cluly

et
|u|V = ay(u,u) par définition, donc
2 ~
Iy, = € 2ytuw).
g c.q.f.d.
- Remarque

On a que Vo c {u e V/you = 0} car Yo vV > Ta c Hl/z(r) est continu,
YU = 0 Yu ¢ D(q) et D (Q) est dense dans Vys par définition. On se

pose la question, de savoir s'il y a égalité entre ces deux espaces.

| La forme 3y * Vo x V0-+ R est Vo-continue, VO définie'par (1.45)

| muni de 1a norme [|.[[y -
1
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Démonstration :

. IR,
lay(usv) I-IJQ% Vu.Vv drdz| =| 3 f F(D1u.01v)drdz|

i]=1'q
Lond o 1/2,i -1/2,i
< z =(D'u.D v)drdz| < D . n
Sl Rl 20y 1B
(Schwartz) (@)
ComT?é pour |i|=1 : e 1
- i B 2 1 2 _
177500z gy < € 2 2 g2 <l
-1/2.i .
t D < s =1
ot 17BN o=l s 131
1 4) <4 .
alors (@) ”J”V]. HVHVI
donc !av(u,v)l < qIUINI.iN‘NI, Yoe vy

et 1'on a bien av(.,.) est Vl-elliptiquei
Puisque Vo est un s.e.v. fermé de V1 alors, elle est aussi Vo-e11ipt1que

o
1.3 - SUR L'ESPACE DE TRACE Ta

Dans la remarque (1.2.6) on a vu que, puisque V1 c Hli(Q), on peut
parler de la trace sur T , d'une fonction u ¢ Vl. D'autre part, si Yo représente
1'opérateur de trace standard de Hl(Q) sur Hl/z(r), on a défini
Ta = Im(yo]v). Pour u dans T,» on définit

(L46) [l = 0t
a
YO =u
L'opérateur p - HuIH est une norme sur T, et T_ est un espace de Hilbert
5

pour cette norme. Cela est une conséquence du fait que y, est continu de V
sur T (V avec 1a norme [[. [}, et T_avec Ta norme L2(q)) et que v, defini
1

Par 11y
V0 = [0 (Q)] 1 est fermé dans V.
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Soit T& 1'espace dual de Ta, normé par

|<u*’u>Ta,T&|

1.47 Wl = sup
< ) ” HTU. ueTa lh'l”T
u#0 o
ol <.,.> , représente la dualité entre T et T'
TOL’TU. a a

1.4 - RESULTATS D'EXISTENCE ET UNITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME (1.1)

1.4.1 - Théoréme

Soit f ¢ Vé avec Vé = dual de V0 et g ¢ Ta alors le probléme (Ql) :
Trouver u ¢ V tel que
(Ql) (1.48) B(u) = f dans Vé

(1.49) u-u, e Vo’ U, € V tel que Yoo = 9

a une solution unique.

Démonstration : On définit la forme bilinéaire av(.,.) :VxV-> R par
a,(u,v) = L& % drdz |
AN r
Q
Les propositions (1.2.8)et (1.2.10) démontrent que aV(.,.) est
Vo-e11iptique et Vo-continue.
Puisque 9.€.Tu = Im(yolv), on a bien 1'existence d'une U, € V telle
que y U, = 9- Examinons le probléme variationnel suivant :

Trouver u ¢ V tel que
(Q){ (1.50) u-u, e V0
(1.51) aV(u-uO,v) = <f’V>V6,VO-aV(u0’V) ¥v ¢ Vo{

Puisque av(.,.) est Vo-continue, ]'opérateur
S <f,v>T ’T,-av(uo,v)
a a

appartient & Vc')° Donc, par le théoréme de Lax-Milgram, le probléme
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I1 reste a démontrer que u peut &tre caractérisée comme 1'unique
solution de (P').
En prenant v e (2) dans (1.51) on a :

av(u,v) = f B(u)v drdz = <f,v> ¥v € D(Q)

Q Vo’vo

Donc u satisfait :

(1.50) u-u, € V0

(0,) ,
(1.48) B(u) = f dans Vé

Réciproquement, chaque solution de (01) est une solution de (0)
par 1a densité de@(e) dans V.
0

1.4.2 - Remargue

‘11 est important de remarquer que le probléme (Ql) n'est équivalent
au probléme (1.1) que si Vo ={ueV: Yol = 0} car, dans ce cas, on
aura yo(u-uo) = 0, donc YU = g- Mais, d'aprés la remarque 1.2.10, on
a 1'inclusion que dans un seul sens : Vo.E {ueV: You = 0}.

1.5 - UNE AUTRE FACON DE DEFINIR L'ESPACE V

IT y a une autre fagon de définir les espaces V et V0 sans utiliser
les propriétés de Hl(gq).
Or, en plus des hypothéses usuelles : Q < Rﬂ_='{(r,z)/r > 0} borné, connexe
a frontiére r lipschitzienne on demande des conditions qui peuvent, dans
certains cas, &tre trop restrictives, a savoir :

o

Q=0luld avecoln @ =9
ol = ouvert rectangulaire dont un cdté contenu dans 1'axe r = 0
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d : distance de & a 1'axe r = 0
est strictement positive Q,

Q aura la forme suivante :
On a introduit les définitions suivantes :

1.5.2 - Définitions

Soient L ¢ N, ae R, pe R avecl <p<+w

IA

WoP) = ue@' (o) : r*0Bu e LP(R), 0 < |8] < 2}

muni de la norme

111
—
™

(152) 1l

o

|r“DBu P )l/p
() |8|<2 | ”Lp(g)

(1) P@) = e (a) : P EIPuelP(a), 0 < 8] < 0
muni de Tla norme

(1.53) I ”ra-HlBleu“pp y1/p
LP (e

ECCORAER

(ii1) ﬁi’p(n) adhérence de @(g) dans W§’p(n)

(iv)  XbP(a)

adhérence de D(g) dans Xi’p(ﬂ)
(v) K(e) = {ulg : u eD(R2) avec R2 = {(r,z) ¢ R?/r > 0}.
Pour la démonstration des propositions suivantes - voir [2]

1.5.3. - Proposition

Pour e N, ae R etl<pc<+=» wi’p(ﬂ) (resp. Xi’p(ﬂ)) muni de la
norme définie par (1.52) (resp. (1.53)) est un espace de Banach (de
Hilbert dans le cas p = 2). '
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1.5.4. - Théoréme

Soit 2e N, pe R tel que 1 < p< +o alors 1'application
** de K(Q) dans ED(F ) se prolonge par continuité

U+Yl =u|
en une apnl1c%t1on continue de Wl’n(o) ou X ’n(ﬂ) dans L° (Pl)

1.5.5. - Proposition

Pour 2 ¢ N, a e P etl<pc< +o

(o]
i) WP e uLP(@) : yqu = 03
. 1 1
S a+l—3-sOou lSOL+B

o

i) xXDP = Pa) sy = 0

1.5.6. - Théoréme

Soient £ e N, 221, ae R,pe R (1 <p < +=) alors

i) Sieza+ %- 0 : D (3) est dense dans wi’p(ﬂ)
i1)Si @+ %<0 ousi 1<g <o+
D~ =T D

alors K(Q) est dense dans wi’p(a).

iii) K(q) est dense dans Xi’p(ﬂ), Yo

1.5.7. - Théoréme

L'application u -~ yo(u) = u(0,z) de K(Q) dans ia(r ) se prolonge par
continuité en une application linéaire continue de X1/2(0) dans
L2(r ) 3 cette application, notée encore Yo vérifie, en outre

12 2
Yu e Xl}z(g) 5 v =0 dans L (ro).

%% Rappel :
Iy = TNTg, T

'n {r =0}
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1.5.8. - Théoréme

Soient & entier >1, 1 < p < +=. On a alors .
[e]
sur wi’p(g), les normes

us oz feond)” )
lyl=2 L™ ()
u - |[u
Il

o

sont équivalentes.

1.5.9. - Définition

Soient
1,2
(1.54) V = W_l/z(Q)
_ 01,2
(1.55) Vo = W15()

1.5.10 - Remargues

i) D'aprés le théoréme 1.5.6. on est dans le cas ii) donc K(Q) est

dense dans V donc y (u) = u|F =0 YuelV
P ok [ ERR I 0

1,2

ii) D'aprés le théoréme 1.5.4. 1'opérateur de trace Yy ¢ w_1/2

prolongement de u - ulr dans K{Q) a un sens.
Soit
1,2 :
y : w-l/Z(Q) - L2(r) = LZ(FO) x LZ(I'I)

- Lz(l"l)

u- (Yo(u),Yl(u))s et

(1.56) T = Im(y)

o
qui muni de 1a norme défini oar :
(1.56 bis) T, 3 we T = Inf ) Il |
@ ewui/z(ﬂ)

Y§ = u

1,2

w_l/z(Q)

devient un espace de Banach.
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On définit aussi T& le dual de T,muni de 1a norme :

I<U*9U>T|’T l
T' s u™>||v] + = Su s . a
R R e
u#0

avec <.,.>py 1 représentent la dualité entre T et T'.
H) (¢} a

ii1) Du théoréme(1.5.8.) dans le cas a = -1/2 on a que sur V la

semi norme u ~ [uly = ( I Ilr” I/ZDBUHZ )1/2 est une norme

|8|=1 L2(a)

équivalente d la norme H.IN def . 'll 5 donc la forme bilingaire

3y * V0 x V0~+ R

J
(u,v) » f + Yu.%v drdz
Q
’ est vo-e11iptique ‘
D'autre part :
a,(u,v) < = (r 1/2Du r 1/ZDBV) 20qy < llull 1 5 Avil 1 5
! |8]<1 L5(@) W2 uls
- -1/2(q) -1/2(9)
< C|U|v-|V|V

donc

aV(.,.) est Vo-cont1nue

Si 1'on note Vé = dual de V0 et 1'on prend f ¢ Vé, ge Ta alors, en
utilisant les mémes raisonnements du théoréme 1.4.1., le probléme
(1.1) a une solution unique dans V.

En outre, on n'a plus le probléme exnosé dans la remarque 1.4.2. car,
avec la définition 1.5.9. de V et vo, on a d'aprés la proposition
1.5.5., que :

={ueV:yu=0}.
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1.6. - REGULARITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME (1.1)

On a vu que le probléme (1.1) a une solution unique si f ¢ Vé et g ¢ Ta.
D'aprés Lax-Milgram 1'opérateur 2 - u-u, définit un isomorphisme de Vé sur V.

Ici Uy € V est tel que Yy =9 et

2 v a-<f,v>vé’vo - av(uo,v)

Donc
“U'Uolw < Czﬂllhé
Puisque
Ielly, =1l 4 el
on a

IIUIN < C3{IKHV6 +||U0|N ¥s VUO e V YUy = 9

De la définition de la norme dans Ta on a :

lully = e5Cli¥ly, +llsly >

On a donc démontré la proposition :

Le probléme (1.1) a une et une seule solution u dans V et

(1.57) luly = cdlifly, + Il >

i.e. u dépend continuement des données de (1.1).

Soit @ assez réquliére.
2,2

Supposons que f ¢ L2(Q), Uy, € w_l/z(n) la forme ay(.,.)
w}i§2(91-e11iptique. Soit u e Wlj9,(a) Ta solution du probléme de
Dirichlet B(u) = f dans @ , u-ug <« Wi 00)
2,2 .
Alors uewﬁl/z(n) et
(1.58) lull,o % ez * gl
-1/2 =1/2
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Pour les espaces de Sobolev standard i1 existe des résultats semblables
d Ta conjecture (1.6.2.).Voir, par exemple,le théoréme [11] Théo. 2.1.
page 201:

- Théoréme

= |1l i J (0),1,= (2)
i D i5¢€C s e W
gl ) @)y < 2 @)

la forme A(v,u), ﬁél)( Q)-ellintique. Soit u ¢ Wél Q) la solution du
probléme de Dirichlet Au = f dans @, u- U, € Nél (@). Alors u « w(z)(a)
et
lull oy < cllfllargy + 1l o )
Q 2
D e el ]

(pour les notations voir Nécas).

On reviendra plus tard sur 1'importance de la conjecture (1.4.2.).

UNE_AUTRE FACON DE POSER LE PROBLEME (1.1)

Si 1'on veut résoudre le probléme (1.1) de facon approchée, i1 faudra
construire un sous-espace Vh de V de dimension finie. Au lieu de cela on
va modifier le probléme (1.1) de la facon suivante :

On fait le changement de variable formel
Y= ry
et le probléme (1.1) devient :

Trouver v ¢ V tel que
(1.59) H(v)
(1.60) rw]F g

fr dans @



(1.61)

(1.62)
(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

avec
H(w)=rL/ 28 (rv)

On définit Tes espaces

.27.

V= wi}g(g) = (e D (@)/r %P € L2(), 0 < |8 < 1}
- 1,2

-~ o W175(2)

Vo = Wpsh(e) = @Ay 2

T, = In(y) < L2(r) x L2(ry)

On a, d'aprés le théoréme 1.5.6. (ii),que

= u'r =0

Y. U
0
0

donc, dans un voisinage
de 1'ordre de r.
C'est-a-dire 4c, o

lg(r,z)| < cr

]

siuelV

de r = 0, 1a fonction g de (1.60) doit étre

>0 :

o
Notons

f=rf, g=g/r
et prenons

f e 96 = dual de Vo et é € fu

On peut associer au probléme (PH) le probléme variationnel suivant :

Trouver v ¢ V

W-WO € V0
aH(WQV) = <f,V>VI’VO - aH(WSV)
avec 0
V. x V. - R

= J (r Tu. v + l-uv)dr‘dz
N r
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(1.70) v, € V telle que vy, = §

Grace au théoréme 1.5.8. on a :

(1.71) ay(-»-) est V_-elliptique.
On peut voir aussi facilement que
(1.72) aH(.,.) est Vo-continue,
et que
(1.73) g i Ve <Fovs. L - ay (¥ ,v)
V',V 0
0’0o

est Tinéaire de Vo sur R.
Donc, d'aprés le théoréme de Lax-Milgram on a la :

1.7.3. - Proposition

- e - - - - -

Les problémes (PH) et (QH) sont équivalents et i1 existe une et une
seule u € V solution de (PH) (ou OH).

1.8 - REMARQUE ET RESUME DU CHAPITRE

On a developpé deux facons de résoudre le probléme

£

Trouver h tel que
Vxh=0U,0=4surr

avec U e [L2(A)1% dans des conditions de symétrie axiale.

On se raméne & résoudre un probléme de Dirichlet non-homogéne pour 1'opérateur
B(.) (resp.-H(.)) dans les espaces V, Vos T, (resp. v, Vé,fa). i

Dans le chapitre IV, on construit une approximation interne de V et une "appro-

ximation" formelle externe de V.
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CHAPITRE I

Etant données les fonctions f, 97 et 9, et o un domaine ouvert
borné de R2 avec frontiére r , on va considérer le probléme

Trouver
(P) B(rB(v)) = f dans @
3 1 sy
vlp =9 797 = 9

Dans ce chapitre on va établir le contexte théorique dans 1e9ue]
on peut assurer 1'existence et 1'unicité de la solution de (P)
puis 1'adaptation de ce probléme de la méthode de découplage du
d Glowinski [ 71 pour résoudre le probléme de Dirichlet pour
1'opérateur biharmonique.

Ce chapitre comporte les paragraphes suivants

Introduction

Résultats d'Analyse Fonctionnelle

Formulation Variationnelle et résultats d'existence
Probléme de 1'unicité i

Découplage du probléme (P)

N NN NN NN
Gl B~ W NN = O

Résumé de la méthode de découplage.
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2.0 - INTRODUCTION

Etant données trois fonctions f, g »9,5 On va considérer le probléme de

1
Dirichlet pour 1'opérateur B(rB(.)) :
(2.1) B(rB(cf)) = f
(P (2.2) Wl =9,
(2.3)

J=

Q
>3
[

avec B donné par
__ 9 ,1l3uy _ 5,13u
(1.2) B(u) = - =% (F37) - 3z(+ 32)

On peut remarquer que B peut aussi s'écrire :

(2.4)  B(u) = ~div(g %)

si on se situe dans R? avec les coordonnées euclidiennes (0,r,z).
Si 1'on fait le changement de variable

(2.5) g =ry,
dans (2.4), et en notant

(2.6) H(.) = -div(= 7(r.)),

S|~

1e probléme (P) peut s'écrire aussi

(2.7) H(Hy) = f dans @

P (2.8)  ryl =g
(2.9) Z

donc, on retrouve la méme structure du probléme biharmonique. En effet, il
suffit de mettre un "1" au lieu d'un r partout dans (PH) pour retrouver 1le
probléme de Dirichlet pour 1'opérateur AZ .
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Mais la similitude ne s'arréte pas 13 car on se retrouve avec ces deux problémes
quand on traite le probléme de Stokes en formulation fonction de Courant-
Vorticité.

Lg probléme biharmonique résulte du cas bidimensionnel tandis que le probléme
(P) correspond au cas axisymétrique.

On va donc utiliser une méthode due & R. Glowinski { 7]. Les idées principales
de Ta méthode sont les suivantes :

si Yo dénote la solution de

B(rB(wo)) = f dans Q , rB(wo)]F =0, wolr = 9;

a]or%w w-w est Ta solution de (ﬁ) avec f =0, 9q = 0, et 95 remplacée par
0

95" 55 - Donc, on peut supposer que f = 9 = 0.
Soit w = rB(y) et supposons que A = wlr soit connue.
Alors le probléme (P) se découple en deux problémes de Dirichlet pour 1'opérateur

B :

B(w) = 0 sur ¢
(2.10)

w|r=>\

B(v) = w/r sur Q
(2.11)

=0

Notons A 1'opérateur linéaire A - --é aw/anlr » avec ¥ calculée par (2.10),
(2.11). Alors, on démontrera que la solution de (P) est la solution de (2.10),
(2.11) avec X la solution du probléme linéaire

(E) M= -(g,/r)

Plus précisément on peut démontrer que la solution de (2.10), (2.11), (E)

)s (
est la solution d'une formulation variationnelle mixte de (P).

Comme dans la résolution du probléme (1.1), i1 faudrait préciser le contexte
théorique dans lequel se situe le probléme .(P). Or, certains points, n'étant
pas encore démontrés, n'auront qu'une valeur tout & fait formelle.

On introduit une approximation de (P) par des &léments finis de type mixte et
1'on teste la méthode avec un nrobhlame dont an connat+ 13 enliifdsan avarta an
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2.1 - QUELQUES RESULTATS D'ANALYSE FONCTIONNELLE

On va définir les espaces suivants :

2.1.1. - Définition (voir notatiorside définition 1.3.1.).

(1) W= 01152(9) n w2152( )
(i1) s = ue W22 (@) 1 r2B(u) € L2(a)}

-1/2

muni du produit scalaire :

(2.12) (U,V)e = (u,v) + r[B(u)l2drdz
> wilﬁg( ) IQ
Ici

-1/2,i
(usv)2, 5, = = |lr 7D |2,
w2 i< L=(a)

produit scalaire dans w}iiz(ﬂ).

(1) S avec le produit scalaire (2.12) est un espace de Hilbert.

(ii) IT existe un opérateur continu de S dans T', noté %-g% » tel que
1 3u I
T osnlp =7 Vuov[,  auand u e K(2)

De plus, on a pour tout u ¢ S, et v ¢ }132( Q) :

1 = = lau
(2.13) [ B(u) v drdz = f T VUV - <an YV g
Q Q o’ o

Démonstration :

~

i) facile & faire donc je la laisse a vos soins.

1,2
) Soit ¢ e T etvel 1/2(52) telle que yv = ¢ .

On considére 1'expression :

(2.14) Xu(q ) = IQ-% V.7V drdz - [g B(u)v drdz
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Cette expression a bien un sens pour ue S et v e wllfz( Q).

. 1,2
Soit vy et Vo € W 1/Z(Q) tels aue YV T YV, = €

o1,2 .
Alors v = Vi-Vy € W 1/2(52). Donc i1 existe Vi € & (2) qui converge

°1,2
vers v dans W 1/2( ) et

f 13 $V drdz - f B(u)v. drdz = 0  ¥n
Q' 2 n

Donc, & 1a Timite :

o 77

et Xu(y) ne dépend pas du choix de v.

'*:Ir--'

Vv drdz - f B(u)v drdz = 0
Q

De (2.14) on obtient, en appliquant 1'inégalité de Schwartz et sachant
qu'il existé un opérateur y* (relévement) de Ta dans X}ifz(ﬂ) tel

1 2
que yy© =1 (identité de W 1/2( ))

Xy < Mg g o o= sl
-1/2 *

Donc Xu est un opérateur Tinéaire continu de Ta dans R. I7 existe
donc 9, € T' tel que X (\f) = <9, cp>T Ty

1
De p]uslb IH. < qlulk et-— 3/3, 1 u > g est un opérateur 11nea1re
continu de S dans T'
On a alors démontré (2.13).

Rappel : K(2) = {¢ | ¢ « D (R2)}

IT reste 3 démontrer que l-—— prolonge u - l vu. v'pour u e K(Q).
Soit v € K(2), alors :



2.1.3.

(2.15)
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X (yv) = f l-eu.gv drdz - f B(u)v drdz
u r Q

J (% 3u.3)vdr (formule de Green)
T

1
1 5u

. 13
r an

—,YV> ¥ 3n

T T (définition de =

1,2

Par continuité (K(Q) est dense dans W 1/2(0). voir Th. 1.3.5.

_ 1~ >
()= gWvdop g ¥F e T,

donc

quand u ¢ K(Q)
1au_
r an

o

r .
su I’o

On va avoir besoin du lemme suivant :

(11)).

Soient r'lf e L2(Q), ¢ T& et notons V = w 1/2(9) le probléme :

Trouver u ¢ V
-1

B(u) =r °f dans @
1 5u _
Fan C ¢surT

=~

admet une solution unique & une constante additive prés si :

[ r 12 drdz + <o,15-, + = 0
Q

T',T
o o

Démonstration :

Associons au probléme (N) Te probléme variationnel :
Trouver ueV tel que

(2.16) é-$u.$v drdz = r'lfv drdz +<¢,yV>o,
o’ Q Ta’T

o

Y e V
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Montrons d'abord que le probléme (N') admet une solution unique i une
constante additive prés.
Définissons a(.,.):V/R x V/R - R

-

(2.17) a(u,v) = f Tu.vwv drdz  Yu e G, v e ¥

10

5|

Rappel : La norme sur V/R est définie par HVHV/IR = inf [Vl
VeV

a(u,v) est une forme bilinéaire continue et coercive sur 1'espace
V/R. Cela vient du fait, non évident (%), que 1'injection de

1,2 2
W_l/z(g) dans L_I/Z(Q) est COMPACTE.

IT reste donc & vérifier que :

p1
Q

(2.17) 2 :veVR »-J fv drdz + <¢,yv>

T&’Ta

est une forme linéaire continue.

Noter que le membre droit de (2.17) estindépendant du choix de v ¢ Vv
grace a& la condition de compatibilité (2.15). En plus, d'aprés (1.£6) bis
et 1'inégalité de Schwartz, on a :

IJ Pl fv drdz + <G> Wrr 1 | < ”r'l/zﬂle(p H|¢|H 1nf HVH .
Q o’ o a 1/2( Q)
Donc :
lellye < P26 o gy + el
et *

L e V!

Donc, d'aprés le théoréme de Lax-Milgram le prob]eme (N') a une:
solution unique dans V/IR.
I1 nous reste & démontrer 1'équivalence des problémes (N) et (N').

() Pour sa démonstration on peut appliquer la méme technique utilisée dans [10]
pour le Temme 4.1 et le théoréme 4.8.



(2.18)

(2.19)

2.1.4.

(N
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SiueVest solution de (N) alors ue S ={ue V : rB(u) ¢ L2(Q)}
donc, d'aprés la formule de Green (2.13) :

f l—?h.@V drdz = f l-fv drdz + <¢,yv> ¥v e V
o " o’

TI’T,
a” o
donc U est solution de (N').
Réciproquement, si 0 est solution de (N') alors, ¥v e2)9)
f l-Vuﬁv drdz = <B(u),v>__, = I r-lf v drdz
Q r D (Q)’@(Q) 9)

1

donc  B(u) = r “f dans L2(Q), ¥u < G

donc u e S, ¥Yu € U et on peut appliquer la formule de Green (2.13) :

J 1-$u.$v drdz - f B(u)v drdz = <1 3 YV ¥v ¢ V
r T T
Q Q
e (2.16), (2.18) et (2.19) on a :
%fi=¢ Yu € G
donc u est solution de (N) ¥Yu e U
0

Coro11a1re

1 5 . '
L'image de ¥ est tout 1'espace Ta .

Démonstration :

Soit u* € T& et considérons le probléme

Trouver g e w ’/2(9) telle que
(2.20) B( Le) +4=0 dans @

(2. 21)Fa—;$=u* sur T .

Différemment de ce qui se nasse dans le probléme de Neumann (N)

(Lemme 2.1.2), Te probléme (N;) a une solution unique dans “Eiiz(ﬂ)
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et d'aprés (2.20) on a que ¢ ¢ S et %-%; = .

Donc

(2.22) T, = Inlrlg) < T
muni de la norme

-

(2.23) I _
ule = Inf V|
Lra1 ves 3
YV=u
2.1.6. - Proposition :
2,2
| On a que X_l/z(g) cS
| avec
1

| 2,2 "7 lel g

| X{/p(0) = lue@'(a) = v DPu e L2(Q), 0 < [8] < 2}

l

Démonstration

IT suffit de voir que si u ¢ X?i?z(ﬂ) alors

-3/2

r au/or, r-l/Z(QEg)’ P-I/Z(EEE) e L2(p) °

3r2 522
et que

3r '‘r ar

522

r ) +r

- - 2 2
rl/ZB(u) = r3/2 %% +r 1/2(3—! + 3—!)
ar2  3z2

On a besoin du lemme suivant :

2.1.7. - Lemme :

Pour 2 ¢ N, 2 21, 1< p< +o on a les inclusions algébriques et
- topologiques :

(1) Ce ~ o M aver ~ 4L 1/ o N Ay A o a2 T v At A o
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2,p 2=3,p .
(2.24) wOt (Q)‘:;wa—j (@) pour j = 0,1,...,2
(i) Siae N avec 0 < a +<% < %, alors

%,p 2-3,p .z 1
(2.25) wa (Q) c;wa_j () pour j = 0,1,...,[c + p]

(ot [a+ 1/p] désigne le plus grand entier = 0 et < a+ %).

Démonstration : voir [10] . Attention au fait cque @ doit remplir les
hypothéses (1.3.0.).

2.1.8. - Corollaire

| Soient 2 entier 21, 1 < b < 4+ . On a alors

(2.26) | WP (o) < x2P(a)

|

(2.27) | pour o + % < 0 ou bien g <a+ %.

Démonstration :

D'aprés le lemme 2.1.7. (i), on a, pour o remplissant les conditions
(2.27) :

2,p 2-(2-|8
W, (Q)C’wa-(z-ls

)sD

)7 (@) 8] <2

Puisque @ est supposé borné et o-(2-|8|) < a , pour [8] < %,
alors on a toujours ’

(2.28) - X2*P(a) G Wt P(a)
et (2.26), (2.28) impliquent

(2.29) WhP(a) = x2*P(a) si (2.18)
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2.1.10 - Proposition

On a
2,2
(2.30) N_I/Z(Q) cS
Démonstration

Conséquence directe de la proposition 2.1.5. et de (2.2.9) avec
2 =p=2eta=-1/2.

2.1.11 - Proposition

Sur

(2.31) S, = D@
les normes : u +|]dls = /(u,uSs (voir (2.12)

U §l|r+1/2

def
B(U)”LZ = luls
sont équivalentes.

Démonstration

On va avoir besoin du lemme suivant :

2.1.12 - Lemme (Inéqualité de Hardy)

Soient 1 < p < +o, 8 # 1 et f une fonction mesurable positive sur
(0,+=), on pose :

+co
f(t)dt sil>ag
Fix) = { )
f(t)dt sig>1
0
On a alors :
f*” -8 b p \p [ p-8 p
X "[F(x)]7dx = (T—:TTd f xT P (f(x)) dx
0 B 0

Démonstration : cf. [9]




(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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Soit u eD(q) :
Puisque @ est supposé borné, il existe a > 0 tel que
Q< [093] X ['aga] = Q

D'aprés le lemme antérieur avec 8 = -1, p = 2, f(r)= 2“;-5;

+a a a
l Uy o 3r 0 1 5u 2 3 ,1 du 2
fo r Gridr s L Flar a1 J(o rlaF (F ar) 1%

en intégrant entre -a et a pour la variable z on a

2 3 2
==)2drdz < [0 r[ar 7 ar)] drdz

[ b

Puisque supp u < @ < Q alors

1 (8uy, 2 9.1 3uy.2
[Q = (ar) drdz < a f? r[ (F'a )14drdz

3
De 1a méme facon on peut vérifier aue
2
[ %(%%JZdrdz < a® f %-(E—H)Zdrdz, et puisque
Q Q 9z2
ar'r ar 3z \r 3z

[ r B(u) 2drdz = J ri 3(1 Bu) + 2 (1 Uy 12drdz
Q Q

2, L (22uy 1 22Uy,
- [ e 1 L G ¢ o e

car u eQD(Q) alors, pour une constante ¢ > 0 convenable on a :

c(|8?_1 ||}~‘1/203u||L2(Q ) < L}r[B(u)]zdrdz

En utilisant encore une fois le Temme 2.1.12 (avec B8 = 3, p = 2,¥(r)2%$)

on a :
]
J —l-lulzdrdz < J %-(%%)Zdrdz
Qrs3 Q

Puisque @ supposé borné

1
[9 = lu|2drdz < a2 IQF (= )Zdrdz a
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Donc, de (4.34), (4.36) on conclut :
2.37 2 <c | r[B(u)12drd i u <9
(2.37) Iy, ¢ ] riswizare siu @)

qui est encore vrai si
wls2

o ~1/»(2)
ueWid(e) = Pray V2

et finalement, puisquell.“§ =|[J|;1’2 + Hr1/2

B”LZ

on a
lul2 < c [ r(B(u)l?drdz  siueS_.
q 0

0
2.2. - FORMULATION VARIATIONNELLE ET RESULTATS D'EXISTENCE

S T'on muTtiplie (2.1) par une fonction test u «2(q) on a, en
appliquant la formule de freen de facon formelle, la formulation varia-
tionnelle de (P) suivante :

A Trouver y eV telle que P-4, €V, et
(Q)-
(2.38) a(kf-({’o,u) = sz u drdz - a((.fo,u), ¥u e VO

avec
(2.39) a(gf,u) = JQ r B(Lf)B(u) drdz : V0 X Vo - R

et S V telle que

_ 1 an _
(2.40) Bolr =9 ¥-mle =9

2.2.2., - Remargue

on voit bien que V et Vo seront des espaces tels que les opérateurs
de trace seront bien définis et que la forme a(.,.) sera bilinéaire
et e11ipt1qu3. De méme £ : p » [ fudrdz - a(“?o’“) devra étre
V-continue. L



(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)
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Si dans la formulation variationnelle (Q) on prend V=S, V_ =S
f e S;(dual de So) 9, €T > 9, e T alors Te probléme (Q) a
une et une seule solution déns S.

S

0

(Pour la définition de T  voir (2.22).

Démonstration :
Du fait que u » {yu, %.%%} est bien définie de S sur Ta x T& et
surjective,/bn a 1'existence d'une(.fo e S telle que 1
- 1 Mo _
Y90 791 v T %

IT est évident qu'il existe ¢ > 0 telle aue
(Schwartz)
f r B(u).B(v)drdz < clldlv Ml > donc
Q 0 0

‘ a(.,.) est Vo-bicontinue

avec !Idlvo = [g r(B(u)]2drdz = |u|S

D'aprés la proposition 2.1.10

l a(.,.) est Vo-e111ptique

Si 1'on définit ¢ : VO -~ R par
; V03 ey <f,u>V',V 'a(L?osU)
o’ o0
avec < .,.>yu y la dualité entre Vé et V0 alors on a bien
0’0
[ Vé

car a(CfO,.) est linéaire d'aprés (2.42).

)
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Donc, d'aprés le théoréme de Lax-Milgram, (2.42), (2.43) i1 existe
une et une seule q* € V0 telle que

a(ur*,v) = 2(v), Wv e V0
Si 1'on note @ = Lf?*+cfos Vona:

1 136" 1 3o
(2.45)  yqp= vty =9y et g A2 28 2 MO
car

) _ 1 5u _ '
Vo c{ueV : yu=0 dans Ta s F'Sf = 0 dans Ta}

1
Donc ¢ est 1'unique solution de (Q) cherchée.
N
2.3 - PROBLEME DE L'UNICITE
2.3.1. - Remargue
(1) Puisque & (@) est dense dans So’ par définition, alors en prenant

1 e D () dans (2.38), on a
a( ’U) = <B(Y‘B( ))3U> 1 = <f,1.l> 1 Vu € @ (Q)
Y ? VeV, VeV,
Donctf satisfait :
(2.46) ¢ - Py eV
(2.47) B(rB(y)) = f dans Vé
Et de (2. 45) et (2.47) on a _donc que y est solution du probléme (P

Mais si q est solution de (P) on ne peut pas dire que q PV
En effet, on ne sait que :

3 (G- g) = 0

S| e

Y([‘f- "fo) =0,

et que

. _ 1 du
OC{Ués.‘YU—OETal,FB—- OGT}

~

0



(2.47)bis

(11)

(iii)

.45,

Donc : On a trouvé une solution ye V de (P) qui est unique si
¢ -9, V, avec @ eV telle que

Y9, = 9 dans TOL c Tcx

1
qu
-9 dans Tu

Sl

Conjecture : Est-il vrai aue

au

- . - 1su _ '

={ueS: yu=0dans Tal, r T 0 dans Ta} ?
Supposons que la conjecture (1.4.2) soit vraie, on a alors d'aprés
(1.55) avec u, = 0, r" /% £ ¢ 12(g) :

llu” 2 2 < d[rl/zB(u)”LZ(Q\ = c!uls U U)
W_1/2(2) '
donc
a: ° %/g(g) X ﬁgifz(g) >R est 02 ?2(9) e111nt1que

Donc on a encore 1'existence et 1'unicité de 1a solution du

probléme (Q) avec

v Wes2

v = W2 1/2(9), o = Wijp(a), e (W 1/2(9))'

9y € TB’ 9, € TY avec T8 (resp. T_ ) 1'espace de trace correspondant

& 1'opérateur yg(resp. y_ ) extension de ulP (resp. %-5u.3|r) avec
2,2 Y .
ueK()awu 1/2( ).

On aurait pu prendre f telle que pl/2

1'opérateur u » [ fudrdz € Sé.
Q

f e L2(Q) et on aurait encore
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2.4 - DECOUPLAGE DU PROBLEME (P)

(2.48) rB(v) = o

=

L'idée de découplage consiste & trouver la trace de w surT ce qui
permet d'avoir deux problémes de Dirichlet pour 1'opérateur B, &

savoir

B(w)

f3 U)l

[}
>

T
(2.49)

B(w) = w/rs wl, =g

=~

On a donc deux choses a régler : ‘
1°) Est-ce qu'il y a un sens pour la trace de w ?

2°) Quel est le rapport entre i = wl et 9, = %-%% ?

On a demontre que si rl/z

f e L2(Q), 9q € T R 92 € T' on a 1'existence
et 1' un1c1te de la solution y du probléme (P) dans S.-Voir propo-

sition 2.2.3 et remarque 2.3.1. (iii)=

Donc,
r/2, . rl/zB(w) e L2(Q) car v e S
et
128(4) = r1/2¢ ¢ L2(q)
Si T'on appelle : -
(2.50) M=tue@ (o) : r Y2 ¢ 12(), r2B(u) € L2(0)}
on a
(2.51) we M.

)  TForvu que la conyecture (2.47)bis soit vral.



2.4.1. -

(2.52)

(2.53)

On aura

2.4.2.-
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On se pose la question de savoir si on peut encore définir un

opérateur de trace sur M qui corresponde a u[F si ue K(Q).
(Remarque : on a K(Q) < M).

Cette question, ainsi que beaucoup d'autres n'ont pas encore de
réponse ce qui fait que la méthode qui va étre exposée plus loin
n'est pas justifiée du point de vue théorique. Cela n'a pas empéché
d'avoir fait quelques pas dans ce sens.

Définitions
: °1,2
SO = w-l/Z(Q) nS

$

°

S .
T —Im(Fﬁlso) < T

Attention : dans la définition de Ta on preﬁd pour vy : wiiiz(g) > Ta
1'opérateur linéaire continu extension de u - ulr de K(Q) sur-@D(r).

besoin de 1a proposition suivante :

Soit A € Td'; alors

Le probléme variationnel

~

Trouver ¢ € S0 telle que
(2.54) | rB(v)B(v)drdz = -<t ¥ s Woe §
’ ron’” T, T )
Q a’ o
a une solution unique.
Si y est solution de (63) dans 50, 1'opérateur A défini par :

N2 - L3V
Ar = r an

est un isomorphisme de Tavsur TG"
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(iii) La forme bilinéaire a : Tu.x Tu—+'R définie par
(2‘56) a(>‘3u) = <A)\3U>TI,T
a o
est continue, symétrique :

Démonstration :

i) D'aprés la proposition 2.1.11%, Hrl/z

B(VNILZ(Q) définit sur S
une norme H.Hg équivalente & la norme inducide par S. Donc, 1la

o]

forme (u,v) - " B(u)B(v)drdz est continue et So-e11ipt1que.
D'autre part, 1'opérateur %-g% est linéaire continu de S sur T&-

voir proposition 2.1.11.- donc :

|<% %%’”T',T < l+ u%. e < dllall 7 Ml < cqlixlk ”V”§O

- 1 5v
1
et 1'opérateur v » < 3n,>\>T&,TOc

Donc, d'aprés le théoréme de Lax-Milgram, on a 1'existence et 1'uni-
cité de y « S0 solution de (9).

est linéaire continu sur So'

i1) Evidemment, A est linéaire. I1 est aussi une injection puisque,
d'aprés Ta proposition 2.2.3., v = 0 est 1'unique solution dans So
de
- - 1oy _
fQ rB(v)B(v)drdz = 0, yy =0, v 0

La surjectivité de A découle directement de la proposition 2.2.3.
(avec f =0, 9; = 0, 9, € T quelconque). Donc, A est un isomor-
phisme algébrique de Ta sur Ta'

Démonstrons que A est continu ; i1 est facile de voir que :

1/2 <
aan <cllr / B(v)HLz(Q), WeS,, c>0.

]
(¢

* Dans la démonstration de la proposition 2.1.11 on n'utilise pas le fait que

_ ] 1/2 °1,2
&) (2) est dense dans S, mais que H-Hw1{§2 N lIr B(M |2 gy dans W.1)5(2)



(2.57)
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En effet, dans la proposition 2.1.2. on a vu que

1/2

c>0

I+ 5 = divlg. or, dans S < [Ilg <elvlg=cllr/B(vll 2 gy

d'aprés la proposition 2.1.11.
Donc, en prenant v = ¢ §°dans (2.54) on trouve

1282 gy < M7 I 3oy < el Ir 280l 2 g
o . o a

1/2

ie. |r B(w)”Lz(Q) sc “1|Ha- Donc , V'opérateur
AR Toc"’g., est continu » et la continuité de A suit de
la continuité de %-3% : S > T&.
La continuité de A™* : T6 > T0 suit de la continuité de A par 1'appli-
cation du théoréme de Banach de 1'application ouverte : "Si T : X > Y

est une bijection linéaire continue entre X, Y de Banach alors T'1

est continue".

iii) La continuité de A implique la continuité de a(.,.).
Démontrons la symétrie de a(.,.) soient Apody € Td et ¥y s¥, € §0
les solutions correspondantes du probléme (2.47).

De (2.54)

rB(v,)B(v,)drdz = <Ax,,\,>;, ¥A.0h, e T
JQ 1 2 2°"1 Ta,Ta 1°72 «

et, en permutant xl avec AZ on a :
[Q rB(wZ)B(wl)drdz = <AA1,A2>T& ’Ta, Vxl,kz e T,

donc
a(xl,xz) = <Axl,x2>T. T <Ax2,xl>T. T - a(xz,xl)
(o8 Q- a -~ o

Vxl,xz € Toc .
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(i) Rappelons la définition de 1'espace M :

-1/2

M oue@'(e) Y e 12(0), P %B(u) € L2(2) , et

| SUPPOSONS :

(I) 1'existence del'opérateur de trace noté y, de M sur L2(T)
qui correspond a u|F siue K(Q)QDNotons TY = Im(ylM). En plus
T c; o

(II) 1'existence de 1a formule de Areen suivante :

1 %w

<=

1 a
f B(w)v drdz - J wB(v)drdz = <= ,Yw T T T <F AV LT

Q
(2.58)

Yo e M, ¥v ¢ S

|
l
|
|
l
|
|
!
l
|
|
| (I1I)Que 51'51 {ueM:B(u)=0}alors y :¢f - T, est
| un isomorphisme algébrique et topologique.

Alors on peut démontrer la proposition suivante :

2.4.4. - Proposition

Soit A e TY 3 alors

(i) Le probléme

B(rB(y)) =0 dans @
(2.59) yo =0 sur T
Y(rB(v)) = sur T

a une solution unique dans So.

(ii) Si y est la solution de (2.59) dans S0 1'opérateur AI défini par :

(1) K(2) = {y],: yed(R2)}



(2.60)

(ii1)

(2.61) |

(%))

(2.63)

(2.64)
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- _ 13y
A= Fan

est un isomorphisme de TY sur T;
La forme bilinéaire a : TY x TY -~ R définie par
al()\ﬂl) = <A1}\aU>T| T
Yy

est continue, symétrique et Ty-e11iptique.

Démonstration

i) On a vu déja que le probléme :
Trouver u ¢ §0 tel que

_ Lrav pe
(2.54) rB(y)B(v)drdz = '<F'§ﬁ”A>T&,Ta Yv ¢ SO
a une solution unique si A.eTy,c;Ta.
Puisque on suppose TY<; Ta alors T&c; T; ; donc on a aussi 1'existence
et 1'unicité de la solution de

Trouver u ¢ So telle que

_ 1 ov :
(2.62) f rB(y)B(v)drdz = '<F'EE”A>T',T ¥v e S,
Q Yoy
On va démontrer 1'équivalence des problémes (631) et (2.59).
~ 1)

Soit v solution de (@91). Puisque & (9) < S, et

ran r

sur T siv e£§>(n), alors d'aprés (2.52)

f rB(y).B(v)drdz = 0 W e ()
donc &

B(rB(y)) = 0 dans 52 '(q)
D'autre part, d'anrés la formule de Rreen (2.5R8)

1 3v - 13
[ B(w)vdrdz = J wB(v)drdz +<F-Sﬁqu>T.’T‘<F-5%,YV>T,,T
Q Q Yy o’ o

siweMetvesS.
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S w =1rB(y) alors w e M et de (2.63) et (2.64)

Q

v-
YT LT
Yo v

S|

(2.65) fﬂ rB(v).B(v)drdz = -< W o éo
En comparant (2.62) et (2.65) on obtient

(2.66) yw = A
et y est alors solution de (2.59).

Réciproquement, soit y est solution de (2.59) et prenons v e §0
dans (2.64), alors

- _1loav p
J Y‘B(xp).B(V)dY‘dz = '(F a—n,)\>T"T Yv ¢ SO
& Y’y

et ¢ est donc solution de (QPI)

i1) Puisque la solution de (2.59) appartient a M on peut toujours
définir 1'opérateur A1 par (2.60). Comme pour 1'opérateur A de 1la
proposition 2.4.2.on peut démontrer que A1 est un isomorphisme
algébrique de TY sur T;.

Puisque Tag TY et

7 5 s dir Bl Wedy e e
on a:

”1 2\ﬁ/”-ln— E” B(V)”LZ(Q)’ Wy ¢ go et T>0

donc, en prenant v = y dans (2.62) on trouve

1728002 gy < ol 17 3o, = HAHT"r” B0l2 o)

[r1/2

B8l L2 gy < € Iy -
,

Donc 1'opérateur A » y: T > § est continu et la conduité de A1

découle de la continuité de 1-—aﬁ-: S - T& et du fait que T&CZ» T# La
continuité de A™! : T\'(-—»TY découle de Ta continuité de A, par 1'appli-

cation du théoréme de 1'application ouverte.

-~
Q)

iii) La continuité de al(.,.) découle de la continuité de Al’ La
symétrie de 3y suit du fait que :
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(2.67)  a(rysdy) = erB(wz)B(wl)drdz ¥aisd, € T,
ol b; est Ta solution de (4?&) puisque A = A (i =1,2).

Démontrons maintenant 1la Ty-e]1inticité :
Soit Ap = Ay = A dans (2.67), donc

(2.68) f r|B(v)|2drdz = <A1A,A>T.’T ¥ e TY
f Yoy

D'autre part :
(2.69) Y(w) = A e T

D'aprés Ta supposition (I11), ¥ :¢f TY est un isomorphisme algé-
brique et topologiaue, donc :

(2.70) TR g =
:
et de (2.68)-(2.70) :
a;(as1) = <Ajxsas TOT 2 clluli .
Y Y Y

donc al(.,.) est Ty-e11iptique.

2.4.5.. - Conjecture : La forme bilinéaire

Mo xM 35 {ujv} > a(u,v) = f r B(u)B(v)drdz
0 o} q

est M -ellintioue avec My = {ueM: yu=0}

et M= .

Sous Tles suppositions de 1a remarque 2.4.3 et la conjecture 2.4.5.
si rl/2 e L2(q), 9; e T, alors Te probléme
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Trouver (mo,wo) e M xS tel que

(2.71) B(w,) = f dans o , §m0 =0

(P,)
(2.72) rB(wo) = W, dans gq, Yoy = 9q

a une solution unique :

Démonstration

Pour le premier probléme (2.71) i1 suffit de 1'écrire sous la forme
variationnelle

(2.73) JQ.%-B(MO).B(v)drdz - fQ FB(Y) drdz VW e M.

D'autre part i1 est évident que v » IQ f B(v)drdz est M0-1ihéaire.
Donc, d'aprés la conjecture2.4.5 et le théoréme de Lax-Milgram
le probléme (2.73) a une solution unique.
Vérifier 1'équivalence des problémes (2.71) et (2.73) se fait de 1la
facon usuelle.
Pour avoir 1'existence et 1'unicité de la solution ¥, de (2.72)
il suffit de se rapporter au chapitre I.
a

2.4.7. - Proposition

Admettons les suppositions de 1a remaraue 2.4.3 et la conjecture 2.4.5.
Soient y € S 1a solution de (5), w=rB(y) et A = y(w).

Si (w,A) est la solution du probléme (2.59) avec A = v(u) et (g5¥g)
la solution de (Po) alors

R p et o= w, + ©

Démonstration

Conséquence directe du fait que B,y et y sont des opérateurs
linéaires. ‘

La relaticn entre yo et %-g% est donrée rar la prcposition :



2.4.8. - Proposition

Avec les mémes hypothéses de la proposition 2.4.7, si ¢ (reso. wo)
est 1a solution du probléme (P) (resp. (Po)). Alors la trace X de rB(y)
sur T est la solution de 1'équation variationnelle linéaire

1 %
(2.74) al(}\,u) = <3 " 9o T ¥u ¢ TY
Y ¥

Démonstration :

De Ta proposition 2:4.4. on a

- 1w
<A1)\911>T| ,T = r on Qu>Tl ,T ¥u ¢ TY
Yy 'y Yy Ty
; Doy - la |
puisque ¢y =7y wo et Fan - 9p Sur T,
1 all’o
RATIS TIE Sl PR NI YueT
Yoy Y ¥

qui montre que A est une solution de (2.74). L'unicité de la solution
de (2.74) suit (via le théoréme de Lax-Milgram) du fait que

{Au} ~» <A1>\,u>.|..,T est bilinéaire, continue et TY-e11iptique

(voir propositioﬁ 272.4) et, de la continuité de 1a forme linéaire,

awo

W ean 9w p P T, > R
Y Y

i) On voit donc qu'on n'a pu justifier le découplage du probléme (5)
qu'en supposant la validité de certaines propriétés des espaces M et
S dont la démonstration implique une connaissance plus profonde des
espaces de Sobolev avec poids et qui est un travail encore & faire.

ii) Soit ; 1'extension de u sur @ . D'une fagon formelle, par la
formule de Green :
1 3y

a1 (hsu) = <Apdowegy po= <@ T o=
YOV Y'Y

J div(L Fy)u drdz - f L5 %5 drdz =
Q r "

5 | 1—

[ B drdz - [ L%y.30 drdz
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(2.75) a;(h,m) = J %—wﬂ drdz - J %-?w.ﬁﬁ drdz
Q Q

ol v est Ta solution de (2.59) et o = rB(y).

De Ta méme fagon on peut voir que

" drd
wou zZ

S|

oY -
1 0 _ 1= -
(2.76) <-F -a'—ﬁ—,u>.l.| ,T = J -F VII)O.V]J dr‘dZ - J
Y vy ‘Q Q
Si u est suffisamment réguliére (disons u e Ty), donc- i1 existe U e S,
alors (2.75) et (2.76) peuvent étre justifiées. L'intérét de (2.75)
(2.76) est_que maintenant on peut &valuer (2.74) sans connaitre

1311’ 13¢o . .
¥ et F o explicitement.

2.5 - RESUME DE LE METHODF DE DECOUPLAGE

Soit ¢y la solution de

B(rB(yv)) = f sur @

(P) vl =9
13y _
¥an - 92

et w = rB(y), X = w!r. Alors résoudre (P) est équivalent (moyennant
les suppositions de 2.2.3 et la conjecture 2.26)a résoudre les prob]é@es

sujvants :

B(wo) = f
(2.77)

wo‘r =0

Y‘B(\po) = g
(2.78)

Yolp = 9

oY
1 "o _

(2.79 A =3 g,

B(w) = f
(2.80)

wlr =

rB(v) = w
(2.81)



.57.

CHAPITRE 11T

On définit le probleme approché (5h), discrétisation formelle de (5)
qu'on va résoudre par une méthode d'é&léments finis mixtes. On profite de 1a
structure particuliédre du probléme pour le ramener 3 1a solution d'une suite
de systémes linéaires avec 1a méme matrice K et d'un systéme linéaire (Eh)
Adont on ne connait pas la matrice Ah' La matrice K va &tre creuse symétrique,

définie positive tandis que Ah va &tre symétrique définie positive et pleine.
Pour résoudre le systéme (Eh) on est obligé de résoudre une suite de systémes
linéaires avec la méme matrice K.

On introduit une autre discrétisation du probleme (P) qui suit le
méme traitement que celui de (Ph)‘

On applique la méthode décrite avant pour résoudre les équations de
Navier-Stokes stationnaires pour des nombres de Reynolds petits.

Finalement, on trace les Tignes générales pour 1'adaptation de cette
méthode & un code général d'@léments finis.

Ce chapitre a les paragraphes suivants :

Discrétisation de q , Espaces Fonctionnels
Problémes Discret, Existence, Unicité
Décomposition du Probléme Discret
Analogue discréte de 1a proposition 2.4.4,(Ch. II) N
~ Application de 1a proposition 3.4.2 4 la solution de (Ph)
Construction et Solution dy systéme linéaire &quivalent 3 (3.55)
Remarques sur 1'utilisation des méthodes itératives.
Etude du probléme de Stokes axisymétrique en utilisant 1'opérateur
H(u) = B(ru)
3.9 Application de la méthode de découplage pour résoudre Jes équations de

wwwwwwww
G)\IO\O'l-DwI\)I—'

Navier-Stokes stationnaires dans des conditions d'axisymétrie et de
nombres de Reynolds petits.
3.10 Intégration de 1a méthode de découplage 3 un code général d'éléments fini
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3.1 - DISCRETISATION DE €, ESPACES FONCTIONNELS

On va supposer, par simplicité, que o est un domaine polygonal.
Soit T?h, une triangulation de o telle que :

(3.1) T, est finie, Ted ¥t <&, U 1=3
" Tez;h

o o
TetT 6-5%, TET' ' >TnT" =0 etTnT' ont un cdté ou un sommet en commun
seulement.

Soit Pk 1'espace des polyndmes en deux variables de degré < k ; on introduit
. les espaces de dimension finie :

(3.2) V= {v, e C°(Q) : Vplt e P ¥T eEh, Vi =0 sur 1}
(3.3) Voh = {vh € Vh PV s 0 surr}

(3.4) OZ{h c Vh sV, = VOh ® 0?; ( 4{h sera précisé postérieurement)

(3.5) wgh = {(Vh’qh) € Vh x Vh/vh!r = glh et B((Vh99h)’ Uh) =

= Jr Ioppdl  ¥up e Vi3

(3.6) Woh = {(vh,qh) € Voh x Vh/B((vh,qh),uh) 0 Yu e Vh}

0 YueV

p = L0V 29p) < Vo x Vy/8((v).0,) ) oh

- - 1
(3.8) B((vh,qh)uh) = f %-vvh.vuh drdz - [Q # 9 Mp drdz

9]

(3.9) , . 99 “approximation" de 9 appartenant & +Vj
PR "approximation" de 95 telle que j gZhuhdr doit facile & calcule
r

ho approximation de f telle que IQ fhvhdrdz soit "facile" a
calculer. Dans la pratique fh est 1'interpolée de Lagrange
associée d f et la restriction de foarT e‘t} est un polyndme
du méme degré que celui des fonctions de base dans Vh'
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L'espace Vh défini par (3.2) est tel que : si 1'on intégre exactement :
1l o _
(3.10) JQ 7 VUp-Vu, drdz = +
si uy € Vh et support (uh) nr, D

Mais Tes intégrales du type (3.10) sont calculées de facon approchée, c'est
d dire, on fait :

[ fdrdz - 3 P; f(xi)
Q i

ou les x; sont des points dans @ dits points d'intégration numérique et P € R
sont des poids d'intégration [13 ].

Puisque on peut choisir les X;» On va le faire de fagon & ce qu'ils ne soient
pas sur rg (oG r = 0). Donc, si 1'on veut que les intégrales (3.10) soient

finies sur Vh il faudrait modifier les fonctions de Vh au voisinage de r = 0.
Une facon simple de le faire est la suivante : on définit 1'espace Vh comme :

(3.11) Vp={ov/veto(a), vlpeP, VT &, v;I,O:o }
ol ¢ : @~> R (voir Fig. 3.1)
r/t si0dsrc<rt
o(r,z) = }
1 sinon 3
et 0 <t <min {ri : (ri,zi) est point d'intéaration numéricue}.

Donc, prés de 1'axe z les fonctions de base de Vh sont comme dans la Fig. 3.2
a et b.

AN
\ T rr‘

cig 324 (vue en veremechive) Fig 32% (wue profil)
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Or, du point de vue du calcul, c'est comme si 1'on n'a pas changé d'espace.

(i1) Une autre fagon d'agir est de changer d'opérateur -voir remarque 1.7.1.-
en fajsant le changement de variable u » ru et dans ce cas on a besoin de :

la >
J F-V(ru).v(rv) < o Yu ¢ Vh
Q
c'est bien le cas pour la premiére définition de Vh‘

On reviendra sur ce point dans le paragraphe 3.8,

3.2. - PROBLEME DISCRET, EXISTENCE, UNICITE

3.2.1 - Probléme Discret : Soit le probléme

) Trouver (wh,wh) € wgh tel que
(P,)

IA

Jh(“’h’ h) Jh(vh’qh) V(Vhsqh) € wgh

~

ol
111 2 -
(3.12) Jh(vh,qh) = ?-JQF |qh| drdz Jﬂfhvh drdz

-

Le probléme (Ph) a une solution unique.

Démonstration
Notons U = (y;5 )» V= (vp.0p)

. oA _[1
Soit . bh la forme bilinéaire bh(U,V) = IQF w, Ay,

drdz

b, : W, xW

h * g > R

gh
. % la forme linéaire : o(V) = J fhvh drdz
. Q
L Wgh->]R

Un résultat classique est : le probléme (Ph) est équivalent a (PA)Z

Trouver U ¢ wgh
(3.13)
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Soit Vo = V-U
On a :
VeW ,v ]|, = et r L3v Sudrdz = L drdz + ’ dr
g’ Yhlr T 91 &8 ) F WVheTHp o T nth e
o Ve W - e [ Loy Sudrdz = [ Lo u drd e

Q
+ f gZhuth, Vuh € Vh
r

De (3.14) on voit que Vo € woh d'od (Pﬁ) est équivalent &

Trouver U ¢ wgh
(3.15)

bh(U,Vo) > z(Vo) VV0 € woh
woh est un espace vectoriel donc 1'inégalité est remplacée par une &galité.
(ﬁh) est finalement équivalent & (P;);

by (U,V) = 2(V) Woev,

(3.16) (P})

ergh

Soit V1 = (Vhl’th) un élément quelconque de wgh

u-= U-V1 +V, = U0 + V., avec UO e W

1 1 oh

d'od le probléme :

X bh(U0+V1,V) = (V) YW e Woh
(3.17) (Ph )
V0 € Woh
on encore
i bh(Uo,V) = l(V)-bh(Vl,V) LAT Woh
(3.18) (PH')
U0 € Woh

drdz

5|

Soit» L' (V) = z(V)wbn(Vl,V) = f f v, drdz - IQ 1%

a h"h
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Puisque on va utiliser comme fh 1'interpolée de Lagrange'associée af, (la
restriction de fh arT et? est un polyndme de méme degré que celui des fonctions
de base utilisées) et Vi € Vh alors 2'(V) est linéaire et continue sur W oh
(avec T1a norme produit). I1 faut montrer que la forme bilinéaire b (U V) est
coercive sur W oh On va utiliser le lemme suivant :

3.2.3. - Lemme

L2 (a) x L2} ()

La norme V]| llqleest une norme équivalente & la norme produit

Soit W = VelW,V=(v,qg)

e | wueuifom : 8((v.a)m) =0

sur 1'espace W

Démonstration
La norme produit sur W est

2 1/2
Wy = dvipy o vz g% W

1/2
D'autre part d'aprés le théoréme 1.5.8., chapitre I, les normes
v +[]r VWI[LZ(Q)] et ||v|| 172 sont équivalentes donc i1 existe
c >0 telle que : 1/2

Wy < ™% Bl gy Al 1% e

donc, i1 existe ¢' > 0 telle que

vy < CWIQngl/z(Q) W= (v,q) € W.
(1

L'espace woh défini est contenu dans W. Alors d'aprés le lemme 3.2.3.,
lIWlwoh =||qA]L%{?% définit une norme sur Wop- De plus

b (V,V) =[ }(qh)zdrdz =!|W|th donc b, est W op~€1liptique. Le théoréme de

Lax-Milgram donne alors 1'existence et 1'unicité de U = (wh,wh) € wgh solution

du probléme (P"')
a

Rappel : Lfl/z(ﬂ) = w9i52(9) = {u & () : r'l/zu e L2(Q)}
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3.2.4. - Remarque :

On n'a pas étudié la convergence de la solution discréte vers la
solution exacte du probléme (P).

3.3. - DECOMPOSITION DU PROBLEME DISCRET

D'abord quelques définitions :

(3.19) W= t(v,a) « W3500) x 12 5(0)/ 8((v,)5m) = 0 ¥u e W12, (a))

(3.20)  J(v.q) = %[ L 1q|2drdz - j fv drdz
r
Q Q
et Te Lagrangien

(3.21)  L((v,9), u)= J(v,q) + B((v,q),u)
Maintenant quelques résultats intéressants :

1,2 o
3.3.1 - Proposition  Seit M ¢ w_';/i(m tel que W, (0) =w_’:,2z(me/‘fa

Etant donné i ecﬁf, le probléme :

Trouver (u,,q,) « W tel que
(3.22)

L((uy59,)52) = min  L((v,p),2)
(v.q)el

a une solution unique qui peut aussi étre obtenue en résolvant les
problémes de Dirichlet suivants pour 1'opérateur B :

1 - - - 01’2 - 01,2
(3.23) JQ 7 VAW drdz = Jnf v drdz V¥v ¢ w_l/z(g), 9= Ae W_l/z(ﬂ)

1a A 1 °1,2 , °1,2
(3.24) JQ 7 VU WV drdz -JQ 7 v drdz V¥Yv ¢ w_l/zm), u, € w_l/zm)
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Démonstration : D'abord, on observe que le probléme (3.22) a une

solution unique puisque Te premier terme % JQ 1 |q|2drdz du Lagrangien

L est le carré d'une norme sur 1'espace%*. Par définition (voir (3.19)

un couple (v,q) « 1132(9) x L2 1/2(9) appartient a 1'espace Wsi

1> 1
(3.25) | JQ ¥ VV.Vu drdz = JQ + Qu drdz Yu e W 1/2(9)

Puisque pour une fonction q ¢ L2 1/2(52) quelconque, i1 existe une
unique fonction v ¢ wll/z(g) qui satisfait (3.25), on peut écrire
= Aq ; 1'opérateur linéaire

. °1,2
(3.26) A : L_I/Z(Q) > W_l/z(g)

ainsi défini est continu.
On peut donc considérer la minimisation d'une fonction d deux variables
(x fixé) a savoir

L(C-051) ¢ (v50) € WE2500) = L2 (@) > L((v,0) )

quand ces deux variables satisfont la contrainte

o(v,q) =0

°1,2 ,
2 W_1/p(0) x L2 ,(0) ~ W 2(9) est défini par

(3.27) e(v,q) = Aq-v

Puisque les fonctions L((.,.) »A) et ¢ sont Fréchet-différentiables,
o
11 existe un unique multiplicateur de Lagrange T e (W 1152(9))' (%)

tel que

al,2

(2))' = dual de W 1/2( )

<,> : dualité entre W: 1/Z(Q) et (W 1/2( )!

Df(a) : Fréchet-dérivée de f en a.
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En prenant des dérivées partielles par rapport 3 chacune des variables,

on trouve
1= _ al,2
(3.28) <Tx,v> +JQ 7 A Jv drdz = JQ f v drdz ¥v e W 1/2( )
= 2
(3.29) <T>\,Ap>+fQ p A drdz = IQ a,p drdz ¥p e L 1/2(9)

donc, les équations (3.28) et (3.29) plus
(3.30) u, = Aqg,

nous permettent de déterminer u, et q, - Pour mettre les relations

A
(3.28) et (3.29) dans une forme plus explicite, i1 est convenable

d'introduire 1'unique fonction E, € wl 22(9) qui satisfait :
- 12 = 01,2
(3.31) <TA’V> = JQ 7 Ve, W drdz ¥v ¢ W 1/2(9)
Donc, d'une part 1'équation (3.28) devient
v . .
(3.32) J L3, ). v drdz = [ £ v drdz w e W2 ()
Q Q

et d'autre part, en prenant en compte la définition de 1'opérateur A de
(3.27), 1'équation (3.29) peut s'écrire comme suit :

IQ (€A+ A -qk)p drdz = 0 ¥p € L%l/Z(Q)

donc qk =£X+ X.

De 1a méme fagon on peut démontrer le lemme suivant :

3.3.3. - Lemme

Etant donné M 635;, le probléme

Trouver (uh,qh)e€Z9; tel que
(3.33) '

L((up»9,)52,) =min  L((v, ,p,)s2,)
h*?h’*"h (Vh’Ph)eﬂVﬁ h’"h’*"h
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a une solution unique qui peut &tre aussi obtenue en résolvant les
problémes de Dirichlet discrets suivants :

1 o - -
(3.34) JQ-F va, -V, drdz = fﬂ fh Vi drdz Vvh € Voh’ IAy, € VOh
12 _ 1
(3.35) Jd 7 YUy, drdz = fg F IVh drdz Vvh € Voh’ u, e Voh
Par définition de 4! = @ dé Soit (wh,wh) la solution de

(P ) et soit A la composante de wh dans %{h’ c'est-a-dire
(3.36) wy, = (wh-Ah)ﬂ\h S owy Ay € Voh’ Ap € J{h

3.3.4 - Théoréme

Soit (wh,wh) la solution de (ﬁh) ; soit A la composante de w, dans
hos (wh,mh,kh) est aussi 1'unique élément de Vh x Vh x0£; tel que

12 o _ _
(3.37) f@ L A drdz = JQ fhvh drdz Vvh € Voh’ wy = Ay, € Voh
1 > > a 1 _
(3.38) JQ SRR TRV drdz -JQ-F oV drdz Vvh € Voh’ by, € Vh, wh]r = 91y
1 o A [ 1 .

Démonstration : Puisque (wh,mh) e W gh ° on a tout de suite (3. 38) et
(§.39). D'autre part, on a vu dans 1a proposition3.2.2 que le probléme
(Ph) équivaut a

1 =
(3.40) JQ h-9h drdz = JQ fhvh drdz , V(vh,qh) € woh c Voh x Vp

Puisque (vh,qh) € woh on a
1; =, - 1 1 1
(3.41) IQ 7 Wy Wy, drdz -[9 7 Yy drdz ¥v

donc, en prenant vﬁ =, dans (3.41) et (3.40)

h

ls = _
JQ-F_th.vvh drdz = JQ fhvh drdz
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qui est encore valable pour tout vy, € VOh car i1 suffit de prendre
q, = B(v.) ¢ V. et on a bien (v,,q,) ¢ W, . Réciproquement, si

h**h*h h*"h oh *
((wh,wh),xh) €V, x Vh x Aéh vérifie (3.37)-(3.39) on voit donc aque (wh,wh) € wgh
et la relation (3.40), donc (w;,w;) est aussi solution de (Ph)' Or, d'aprés
1'unicité de sa solution, il ne nous reste que

(d’;’w;) = (‘bh""h) .

3.4. - ANALOGUE DISCRETE DE LA PROPOSITION 2.4.4 (Ch. II)

3.4.1. - Définition

Soit Ay € d&; et Wy s respectivement U les solutions des problémes
de Dirichlet, pour 1'opérateur B, suivants :

€ Vonr ©p € Vpo wpry e Vo

1.-. - _
(3.42) JQFth.vvh drdz = 0 yvh

I o o
(3.43) jQ‘F Vl‘)h.VVh drdz —JQthvhdrdz VVh € VOh s (I)h € VOh

On va définir la forme bilinéaire L dgh ng;-+ R pér

(3.44) ah()\h,uh? = IQ% W My drdz - LZ % th.-euh drdz Vuh € (/Zh

3.4.2. - Proposition
La forme ah(.,.) est symétrique positive définie.
Démonstration : Pour j = 1,2, soient Ajh € OZ; et wjh’w

respectivement les solutions de (3.42) et (3.43).
Par définition de ah(.,.) on a :

jh

- | 1 I B S-S
(3.45) ah(xlh’AZh) = JQ T 91p*2n drdz fﬂ 7 Y¥1p- Yoy, drdz.

En prenant Ao = (XZh'th)+w2h’ (3.45) devient :
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_ 1 _ 1la -
(3.46) ah(xlh’AZh) = f@ T “1n%n drdz JQ 7 Vqp-Yoop drdz

1> o 1
+ JQ-F v¢1hxlu?h-A2h)drdz - fQ F-mlh(th-Azh)drdz

Ne (3.42) et puisque ¥qp € VOh :

1> _

Egalement, de (3.43) et puisque Wop=Aop € VOh :

12 a 1 ]
(3.48) fQ'F Ty gy =gy )drdz = JQ L o) (g =2y )drdz

De (3.46)-(3.48) on a :

! -
(3.49) 3, (Ag520p) = fﬂ 7 W1peop drdz ijh € ‘ﬁ/, j=1,2

»

ce qui démontre la symétrie de ah(.,.).

Pour démontrer qu'elle est définie positive, prenons

A = A, dans (3.49) ; alors

1h = *2n = *n

. 1
(3.50) 3, (A s2y) = fQ = wﬁ drdz

Si ah(xh,xh) = 0 alors wy = 0 denc Ay = 0 car A_ est la composante

h
de wp dans h

3.4.3. - Remarque

On a vu, dans Tle paragraphe 2 du chapitre II, que la forme af.,.)
'd condition (voir remarque 2.4.3) que certaines
suppositions soient vraies. Or dans notre définition discréte de ahb;J

on n'a plus ce probléme.

n'était elliptique qu
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P

3.5. - APPLICATION DE LA PROPOSITION 3.4.2. A LA SOLUTION DE (Ph)

Soit {wh,mh} la solution de (ﬁh) et Ay la composante de wp, dans‘zg.
Soient ah’ﬁh les solutions de :

1 2- o _ - ~
(3.51) [Q + th.VW\drdZ =0 Yy e Voh’ w, € Vh, WA, € Voh
52 L 37 vdrdz = [ 13 v drd W, e V., eV
(3.52) fQ 7 vlph.vv,1 rdz = JQ‘F wp -V, drdz Vi€ Vone Yy, € oh
Soient ©oh et Yon les solutions de
3.53 L N drdz = | £, v drd W, e V v
(3.53) Q.F Vmoh.vw, rdz = . h Vpdrdz Ve Vs Wop € oh
1> Y _ 1 _
(3.54) JQ F on % drdz = jQ T “oh %‘drdz lee Voh’ Yop = 9qp SUr T
alors
lph:ll-’h+¢oha mh=wh+wo’ﬁ.
Démonstration

Conséquence directe de la linéarité de 1'opérateur 7.
Cette proposition est 1'analogue discréte de la proposition 2.4.7.

Maintenant on va montrer que Ay est la solution d'un probléme variationne
dans 4§h.

Soit {wh,wh} la solution de (Ph) et Ay la composante de Wy, dans @%f.
Alors A est T'unique solution du probléme variationnel suivant :

_ 1a A 1
ah(kh,u) = JQ 7 Vwoh.Vu drdz -IQ 7 Yont drdz
(3.55)

- S
fr 9T s A& Ve‘»/h, Yy %h/
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Démonstration
Soit {ﬁh,éh} la solution de (3.42), (3.43) avec i, ; donc

ah(xh,u) = f %-Jh.u drdz - f %- vwh vu drdz

= IQ (wh-woh)u drdz - fQ v (v -woh).vu drdz

Q

(3.56) 1
= Ij%hﬁu drdz - I Fu e drdz

- (Lz l?wh Vu drdz - fQ ;1: wpn drdz)  Yu e ”gh

mais, d'aprés (3.39)

[Q %‘whﬁu drdz - LZ % wpy drdz

[ gZhu dr Yu E(ﬁ/h
T
avec (3.56) prouve (3.55).

L'unicité est conséquence du fait que ah(.,.) est définie positive.
rl

3.5.3. - Remargue :

Pour calculer le coté droit de (3.55) i1 est nécessaire de résoudre
deux problémes approchés de Dirichlet pour 1'opérateur B ((3.53) et
(3.54)). Egalement si M est connue, pour calculer wp et U il faut
résoudre les deux problémes de Dirichelt pour 1'opérateur B : (3.37) et
(3.38).

3.6. - CONSTRUCTION ET SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE EQUIVALENT A (3.55)

3.6.1. - Généralités

N
. s _ h s ﬁﬁ:
Soient N = d1m(4{h) et ®, = (o;};_; une base de 0@; st e
alors :

Nn
(3.57) Ay = T As85 A: ¢ R
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3.6.3.

(3.58)

(3.59)

(3.60)

72.

N
h 12 > 1
I (8:56:)A [ = vy .V, drdz - J = w_,0: drdz
j=1 h*"3°7 1775 q oh™ i q ' oh 1
- fr 92h61dr, i=1, ’Nh
Ny
On notera a5 = ah(ej,ei), Ah = [aij]i i1 .

Maintenant on va étudier la construction de Ah et du second membre
de (E,) pour un choix approprié de la base (Q%,q).

Choix_de %,

L'espaceégrldoit se faire de facon que le calcul des a5 et du second
membre de (Eh) soit facile. Donc les fonctions de base 0 553h
doivent &tre & support petit.

On a fait Te choix (standard [7]) suivant :

Offh : ‘complémentaire de Voh dans Vh

pedy = vily=0 VT, Tar-op.

En particulier, si Vh est défini par des éléments finis du tybe
Lagrange, alors Mg; est 1'espace des fonctions qui s'annulent sur les

=

noeuds de t?h qui n'appartiennent pas & T. Alors

=2
|

h = dim(oz;) = Cardinal (zh), avec

Z, = {P e r;/P noeud de tfh}

(rappel : Iy = InT et Ty =Tnfirs= 0}).

N
et un bon choix pour ‘55h est la base canonique §3h = {61}121 avec

Giévh

e_i(P_i) = 1, P_i € Zh’ 0.

1(Q) = 0 ¥0 noeud de E?h, Q#P,.



. Aj = Ah(Pj) VPj €L

3.6.4. -

(3.61)

3.6.5. -

3.6.6. -

(3.62)

(3.63)
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Si 1'on numérote y de 1 jusqu'a Nh et avec le choix de %Z; et SBh
dits plus haut, les coefficients Aj de A dans (3.57) sont précisément
les valeurs de Ay, sur les noeuds frontiére Pj, Jj = 1"“’Nh'
C'est-a-dire :

h’

Soit b, = {by,...,by } le vecteur membre droit de (E.) :
h 1 Ny h
b, = | L%y Fo.drdz-| L 4.6, drdz - | g.,.6.dr
i r "Yoh' i r “oh'7i 2h™1i
Q Q r
i=1,. ’Nh'
Remargue

Pour calculer bi on a besoin de connaitre Woh et Yoh* Cela se fait en
résolvant (3.53), (3.54). Le calcul de Bh est d'autant plus rapide que
le support des 8 est petit. De plus, si&Z/h vérifit (3.58), il suffit
de connaitre ®oh et Yo SUr les triangles T ¢ Cm tels que T n T # Q.
Cette remarque permet éventuellement de réduire 1'espace en mémoire
pour sauvegarder ®oh et Yoh*

Calcul de_la matrice A

Soit ej € S}h. Pour simplifier la notation on va oter 1'indice

h de w et y. Soit W resp. wj, la solution de (3.42), resp. (3.43),

correspondant a ej ; c'est-a-dire :

A
JQ ,

De (3.44) on trouve

Sl
]
(e»]

%J..E;‘u drdz Vue Vs w505 Vo

J

S|

T ;T drdz Lo drdz VeV, vl

J oh

n
—
e
-~
.

- _ 1 _ 1 .
.. = ah(ej,ei) = IQ 7 0.0, drdz JQ = vnpj.ve_i drdz 1 <1, < Np.
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(i) Pour calculer la jiéme colonne de Ah il est nécessaire de résoudre
deux problémes approchés de Dirichlet (3.62), (3.63) et aprés évaluer
les intégrales dans (3.64). La remarque 3.6.5. est aussi valable pour
le calcul des a5

(ii) Comme Ah est symétrique, dans le calcul de la j-iéme colonne, il

suffit de calculer a, s pour l<j<icx< Nh’

J

3.7. - REMARQUES SUR L'UTILISATION DES METHODES ITERATIVES

3.7.1. - Généralités

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Le probléeme (Eh) peut étre résolu par des méthodes itératives telles
que Ta méthode de 1a plus grande descente ou la méthode du gradient
conjugué. On verra que, dans les deux cas, on peut résoudre (Eh) sans
cannaitre Ah explicitement. I1 suffit de résoudre, & chaque itération,
deux problémes de Dirichlet appropriés.

IT est utile d'introduire 1'isomorphisme :

Xh : 6Q§h +]zNh
M
(VR D R VU D VOIS [T
h s2p 11 1 Nh

Soit (.,.), Te produit scalaire euclidien dans R et I Il Ta norme
correspondante. Alors

o) = (Apxphpoxpp)y ¥apouy, e//h’ et

A
o o,

ol Ah et Eh sont comme dans (3.6.2.) et (3.6.4.) respectivement.
5

> > 1 = (h
Vwoh.Vu drdz - JQ'F wohu drdz - JT 92hudT = (bh’XhU)h

Sl
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Puisque la matrice Ah est symétrique définie positive il est naturel
de résoudre (Eh) par une méthode du Gradient Conjugué.

3.7.2.(I) - Rappels_sur_la_méthode du_Gradient Conjugué

Dans RN , SOit A! une N x N-matrice symétrique définie positive et
§e IRN. Le systéme linéaire

(3.68) e =8

a une solution unique dans E!N. Pour ce probléme, 1a méthode du gradient
conjugué s'écrit : (voir par exemple [5])

(3.69) £ ¢ RV, choisi arbitrairement
(3.70) g =Ag-p ,n=0
(3.71) oq = (2"a") 7 2",2")
(3.72) M- g'-p, 2"
3.73 _ ,.n+l n+l n n
( . ) Yn = (g »9 )/(g »J )
(3.74) Zn+1 - 9n+1+Yth,
n = n+l et retour & (3.71).
Noter que (3.40) implique
(3.75) g"+1 = gn -anfz"

Cette relation joue un rdéle important dans la résolution de (Eh).

Ici (.,.) est le produit scalaire dans RN.
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3.7.2.(11) - Implémentation de_la_methode du_Gradient Conjugué_sur_(E,)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.83)

(3.84)

Dans le cas particulier de (Eh), (3.69)-(3.74) prend la forme :

xﬁ € qf%, choisi arbitrairement

I = Apxprp - By

zﬁ = gﬁ, n=20

on = (21590) 1 (ApZn o2,
hkﬂ+1 = Xh*h ~ °n Zh

Y

Y, = (gﬂ*l,gﬂfl)h/(gﬂ,gﬂ)h
n+l n+l n

>
1]
3
+
—
(o]
t
-3
(0]
[ng
o
[
1
an
—_
w
°\,
(Yo
N—

(i) En regardant (3.79), (3.81), . - 11 semblerait que 1'on ait besoil
de résoudre quatre problémes de Dirichlet pour implémenter (3.76)-(3.83)
(deux pour Ahzg -resp. Ahxhxﬂ+1-)

Mais, du fait que

n+l _ n _ n
I = 9 " PpPZ,

on peut réduire & deux le nombre de problémes de Dirichlet 3 résoudre
par itération. Pour cela on utilise 1'algorithme (3.76)-(3.80),

(3.84), (3.82), (3.83). On peut donc se rendre compte qu'une fois

zE, gR connus, deux problémes de Dirichlet sont nécessaire pour calculer

Anzp - Une fois ce vecteur connu on peut calculer pn,1"+1, gﬂ*l par
(3.79), (3.80), (3.84), ensuite la connaissance de gﬁ* nous permet

de calculer i et 22+1 par (3.82), (3.83).
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(1i) Tous les problémes de Dirichlet i résoudre on la forme

12 o -
f F-vu.vv--f f v drdz, u[F =g pour u ¢ Vh’ Ve Voh
Q Q
et gecéfh. Donc, Tla matrice est toujours la méme et il ne suffit
. de Ta calculer et la triangulariser qu'a la lére itération et de la
garder pour les itérations suivantes.

(ii1) Pour 1'algorithme du Gradient Conjugué décrit, on utilise le
produit scalaire canonique de I!N :

N

(x,y) = R X,Y € R

9
jop 1
On pourrait auparavant utiliser un autre produit scalaire rattaché
a une matrice symétrique définie positive Sh‘ Dans le chapitre corres-
pondant aux résultats numériques on verra qu'en changeant Te produit
scalaire on va modifier la vitesse de convergence.

(iv) Dans le calcul de g; comme dans le calcul de Ahzﬂ par (3.77),
(3.79) on aura besoin de calculer des termes du type :

1 n n 1= a
= w 08, drdz - T Vs f = V6..V6, drdz
fg r k P. noeud ! Q ro k
dé e,

avec wn,wn dépendant de 1'itération.
Puisque les fonctions de base 6; ont comme support des triangles
T etfh tels que T n 'y # 0, i1 suffit de sauvegarder les termes

1 Ve, W6, TeZ,, Ta Tp £ D et ik =1,...,N ala lere itération.

TY‘

3.8. - ETUDE DU PROBLEME DE STOKES AXISYMETRIQUE EN UTILISANT L'OPERATEUR
H(u) = B(ru)

3.8.0. Introduction

D'aprés ce que 1'on a dit dans la remarque 3.1.1. (ii) on fait le
changement de variable : =¢r dans (2.1) et on obtient une autre
expression du probléme (P) :



(P

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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Trouver ¢ telle que

H(H(Lf) = f
9lp=hy 'Z';_;h h,
avec

H(u) = ~div(E §(ru)).
Une possible formulation variationnelle est la suivante :

Trouver ¢ telle que
IQ r HQf).H(v)drdz = Jﬂf v r drdz
= el
(?'r h1’ anlr h2
Bien sir, i1 faudrait faire toute 1'étude théorique concernant 1'existenc
et 1'unicité de 1a solution de (PH) ainsi 1'équivalence de (PH) et

(3.85).

Dans le cadre de ce travail, on ne le fait pas et on se contente de
travailler de facon formelle.

Comme pour le cas de 1'opérateur B, on verra que la résolution d'une
"discrétisation" de (PH) est basée sur la résolution d'une suite des
problémes du type :
1 ~ -
J ¥ v(ru).v(rv)drdz = [ fvrdrdz
Q

¥v ¢ Voh, u e Vh.

Mais, que dans ce cas on n'a plus de problémes sur 1'axe r = 0 ;
c'est-d-dire 1'espace VOh décrit dans (3.3) est tel que :

2
f l-v\(ru).?(ru)drdz = f (r Tu.Vu + u—)d\r‘dz < +o
o Q r

donc que 1'on peut parler d'une approximation interne de (PH) par des
é1éments finis.
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Trouver (wh,wh,kh) € Vh x Vh:xga telle que

1> KN _ _

(3.86) JQ F-v(rwh)v(rv)drdz = fﬂ fhv r drdz ¥v ¢ voh’ WAy € VOh
. 1 > > _ B

(3.87) fﬂ L F(rg,).F(rv)drdz = fQ‘"h v drdz Wl =gy,
(3.88) L 3rg, ). Tru)drdz = [ w.y drdz + g,.u r dr Yu e/,

r h h 2h h

9] Q 1"1

3.8.2.- Definition_de_la_forme "a :

Soit A, « q{h et (Bh,?h) la solution du probléme

>

(3.89) f L9, ) F(rv)drdz
Q

]
o

¥v ¢ Voh, 5h'*h € VOh

1a = o - -
(3.90) fg-; V(r¢h).v(rv)drdz JQ w, V drdz ¥v ¢ Voh, P € Voh

on definit o : of A, >R par

(3.91) Hah(x,u) = f 5h ur drdz -J %-$(r§h).$(ru)drdz, ¥u S'Z%

9/ Q

On a aussi 1'équivalent de la proposition 3.4.2 :
Hah(.,.) est symétrique positive définie, et 1la

Soit {qh,wh} la solution de (HPh) et A la composante de wy,
dans qZh. Soient ah";h les solutions de :

1]
o

1>, - - -
(3.92) fﬂ = v(rwh).GTrv)drdz ¥v ¢ Voh’ w, € Vh, w,=Ay, € VOh

1l >, - > - -
(3.93) JQ v v(rqh).v(rv)drdz IQ wpy v drdz ¥v ¢ voh’ Py € VOh
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Soient ®oh et ?oh les solutions de

1= 2 _
(3.94) JQ F-v(rmoh).v(rv)drdz = IQ fh v r drdz , ¥v ¢ Voh’ Wop € VOh
1> = _ )
(3.95) JQ F-v(rth).v(rv)drdz = JQ Wop V drdz, ¥V ¢ Voh’ cfohlql— gl/r

alors Pp =P +Pone ©p = 9 * Pon
également 1'@quivalent de la proposition 3.5.2. :

3.8.5. - Proposition

Soit {qh,wh} la solution de (HPh) et A la composante de p dans Dzar
Alors Ay est 1'unique solution du probléme variationnel suivant :

H 1= =
(3.96) ah(xh,u) = IQ v v(rth).v(ru)drdz - JQ WM drdz
= J 92hur dar , ¥u 64}19 >\h €ﬁZh.
T

3.8.6. - Remargue

On fait le méme choix de QZh dans (3.6.3.) et on note encore Ny
Ny, = dim(qﬁh), B, ={ei}§gl une base dea@fh. Alors i, la solution de
(3.96) qui &crite dans la base @3h donne : :

3.8.7. - Proposition

Le probléme (3.96) est équivalent au systéme linéaire en (xl,...,xN )
h

gh Ha (.58 ), = 1 $(r f?(re )drdz - rw_, 6. drdz

. ht"3%i/%5 7 ¥ " on i “oh”4

j=1 Q Q
H
( Eh) - Jrl 92h61 rdr

i=1, Ny

H. _H H, _ H Ny
On va noter a5 = ah(ej,ei), a, = [ aij]i,j=1 .
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H
......................... h)

Soit ¢, = {C,...cC } 1e vecteur membre droit de
h 1 Nh

(HEh) : alors

_ Y - - -
c; = fQ.F V(r?bh),v(rei)drdz JQ rmoheidrdz Jrl 92heirdr

(3.97) }

3.8.9. - Remargue

3.8.10 - Calcul de la matrice HAh

Comme dans (3.6.6.) on trouve

H _H _ _ 1 =
a5 = ah(ej,ei) = JQ w50 drdz JQ F-v(rqﬁ).v(rei)drdz
(3.98)
l<ic<jc< Nh
ol (wj,qa) est la solution du probléme :
12 > .
(3.99) fﬂ F-V(ij)V(Pu)drdZ =0 Yue Vo, “j'ej < Von
1> =Y o
(3.100) L} 7 v(rcpj).v(ru)drdz = Lz wu drdz Yu ¢ Voh, (PJ € V.Oh

3.8.11 - Remargue

La remarque (3.6.7.) est encore valable pour les Haij.

3.8.12 - Solution_de 1?Eh)_gar la_méthode du_Gradient_Conjugué

On va avoir le méme algorithme décrit par les équations (3.76)-(3.80),
(3.84), (3.82), (3.83). I1 suffit de changer A, par "A_ et b, par c,.
La définition de Xy, reste inchangée -voir (3.65)-
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3.9. - APPLICATION DE LA METHODE DE DECOUPLAGE POUR RESOUDRE LES EQUATIONS
DE NAVIER STOKES STATIONNAIRES DANS DE CONDITIONS D'AXISYMETRIE ET
NOMBRE DE REYNOLDS “"PETITS".

3.9.1. Introduction

Dans des conditions de symétrie de révolution on a vu que les équations
de Navier-Stokes peuvent s'écrire, en formulation vorticité-fonction
de courante, comme [8] :

]R% B(w) - J(wsy) = rot ¥ = g
(3.101) €
rB(y) = w

avec J(w,p) terme non-linéaire défini par

= -9 (oL 3y 3 ,w 3P
(3.102) J(U)’lp) = 37 ( r2 32) 32 (r2 ar)

(3.103) f ("forcing") densité des forces extérieures et

(3.104) Re : nombre de Reynolds : constante qui dépend de 1a nature du fluide

et des conditions de 1'écoulement.

Quand Te nombre de Reynolds est "petit" on voit que le terme Tinéaire
B(rB(v)) va dominer sur Te terme convectif J(w,p). On va introduire un
procédé itératif qui profite de ce fait en ramenant le prob]éme (3.101)

- d une suite de problémes de Stokes de la forme (5) avec f, 94 et 95
variables. Puis on va résoudre chacun de ces problémes de facon approchée
en utilisant les outils qui viennent d'étre exposés dans les paragraphes
précédents de ce méme chapitre. '

Et on aboutit finalement & 1a méthode itérative suivante :

(pas 0) Soit (wﬁ,w;) € Vh x Vh quelconque

(dans les exemples numériques on va prendre wﬁ = w; = 0).
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(Pas n). Résoudre Te probléme :
Trouver (&E,&E) e Vp x Vp tel que

(3.105) B(ap) = Ry (J(wp.vp) + rot F1, &, ="

Y‘B({[;R) = (:‘;:’ ‘Pnlr = gl

. Mettre au jour w; et ¢E :

1 7 - - °
¢E+ = wﬂ te (Wﬂ - wﬂ) , p >0 (3 choisir)
(3.106)
m:*'l = w: + 0 (w;: - mg)

. Faire n = n+l et retour 3 3.105.

i) La trace Aﬂ de w; sur T n'est pas connue, bien évidemment. Mais, du
: “n
- L1 % .
fait que 1'on connaisse ¥ 3n- = Jop> ON va pouvoir la calculer

en-résolvant 1'équation (3.55).

Puisque la définition de 1a forme bilinéaire ap(.,.) -voir (3.44)- ne
dépend pas de fh’ la matrice Ah associée 3 cette forme va étre la méme
pour toutes les itérations de 1'algorithme 3.9.2. En conségquence, il

suffit de 1a calculer et de la factoriser i la premiére itération, puis
de 1a garder en mémoire.

ii) Sans rentrer dans tous les détails, on va exposer une autre méthode
possible pour résoudre les équations de Navier-Stokes (3.101).

IT s'agit d'utiliser la formulation par moindres carrés -contrdle
optimal, utilisée dans [4] pour résoudre les mémes équations de

- . . . - ; 3 .
Navier-Stokes en variables primitives (u : vitesse- p : pression).



(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

.84,

On doit résoudre :

Min C(u)

UGWgh

avec wgh défini dans (3.5) et

C(u) = ?%T IQ |B(u-£)|2r drdz
e

Dans (3.108), £ et u sont reliées par 1'équation d'état :

g B(rB()) = - K(), & Wy
ou €
K(u) = 2 (- 2l) 2y 2 (Blu) B

En résolvant (3.107)-(3.109) par la méthode du gradient conjugué on va &

etre obligé de résoudre 3 chaque itération deux problémes de Stokes
du type *

B(rB(u)) = f

U€Wgh»

donc, encore une fois, on a intérét a avoir un solveur efficace du
probléme de Stokes. (3.110).

3.10 - INTEGRATION DE LA METHODE DE DECOUPLAGE A UN CODE D'ELEMENTS FINIS GENERAL

Dans ce paragraphe, on va tracer les lignes générales & suivre pour ~

intégrer la solution du probléme (Ph) a un code d'éléments finis.

-

En récapitulant, résoudre (Ph) équivaut a résoudre les problémes :
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(3.111)
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1= > _
JQ 7 Y0on-"Vh drdz = JQ fhvh drdz ¥v € voh? wop € voh

L3 v odrdz = [ 1, v drdz ¥v, ¢V v =g
g T Yoh* Wh . “oh'h h € "oh® Yoh € p? l"‘oth 1

1 1
h(Apowp) = Lz 7 Vion-Tup drdz - LZ 7 wohup 4rdz - L S2nupdr

1 - _ -
1 $¢ W, drdz = l-m v, drdz ¥v, ¢ V b, e Vs |, =g
g ' h®*""h q " h'h h oh’> *h h? *hir 1h

Or pour résoudre le systéme linéaire (Eh), il faut résoudre une suite
de problémes du type :

l

1 a- o
= W, .V, drdz = I
fﬂ r "*h"""h 9

Vo, Vv, drdz = 0 wl, =X

S|

S|

wp-Vp drdz Vvh € Voh’ by € Voh

-voir § 3.6.6.- on a X = 65 avec o5 fonction de base de %Zh.‘

On pourra résoudre simultanément tous les couples des problémes
(Pe ) mais on sera obligé de résoudre le systéme linéaire Ahxhlh = bh.
J

on doit résoudre chaque couple de problémes (P n) un nombre indéterminé
de fois ; or on va perdre la simultanéite, M c'est-d-dire :

a + . P a .
pour connaitre Ag 1 il faut déja connaitre A", Mais on aura 1'avantage

de ne pas avoir besoin de connaitre la matrice Ah'

Donc, a@ la base de deux méthodes on aura besoin de résoudre des
problémes du style :

1= o _
[Q F Uy drdz = JQ PhVh drdz Vvh € VOh
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Avant de continuer on va introduire quelques notations :

£

/- Ny = dim v, N = dim L= NpeNy = dim v
a2 .~53Vk = {ei tio= 1...Nh} : base de Vh
. { .gbvoh = (o; 1 1= Nh+1,...,ﬁh} : base de V
.§5h = {65 : 1 =1...N} : base de ”Z;

\

ol les fonctions de

base 6. sont définies par (3.60) (avec P, noeud

€ T)) et le choix de th est celui de 3.6.3.

Donc, résoudre un probléme du type (3.111) équivaut a résoudre le

systéme linéaire :

(3.113) [K1d = F - K19
avec
[K] = [k'ij]’ [K] = [k'ij]’ F = (Fj)o u = (UJ)
et
. [ 12 o —— -
/(1) kij = JQ-F Vei.vej drdz i,j = (Nh+1),. -sNy
(3.114)
. A 1> 2 - N
ﬁ (i1) kij = IQ F-vei.vej drdz { T = (Nh+1), <Ny
J = 1...Nh
GRS fQ Py drdz 5= (N#L) L,
donc

[K] € M(Nh_Nh)x(Nh_N )?
N

-

-N
Fe]Rh h,

R'h

Kl e2f,
éZQNh'Nh)XNh

(avec‘@ﬂnxn : ensemble des matrices de m lignes et n colonnes).

- ' ) 3
On va décomposer le vecteur F de la fagon suivante :

- - =

F=Frixe * Frar
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A - 3 - 3
ou Ffixe représente un vecteur qui ne sera calculé qu'une fois et
- - L3 3 A 3 - -~
sauvegardé en mémoire, tandis que Fvar sera un vecteur qui doit étre
calculé & chaque fois, comme c'est bien le cas du vecteur
1
= . dr

[J r “nd5 dzly e®

Q J Voh

. B Y
"De méme, pour le vecteur q on a :

- E S _A
9= %ixe = Yar
avec les mémes remarques.

Maintenant, on va introduire des "modules" au niveau desquels vont
s'effectuer certaines opérations : chaque module va étre représenté
sous la forme suivante :

Mi(x,y,...; > C,d,...)

oll X,Y,... sont des arguments ou données & fournir au module et c.d,...
sont les "produits" du module.

DESCRIPTION DES MODULES

Actions :

MICZ?h’ élément fini, forme bilinéaire, options ; [K],[k],[k]...)

Construire les matrices [K] et [K] décrites dans (3.114)
En p]us,~ca1cu1er ou récupérer en option la matrice

[K] od Eij = |, %- ?ei.ebj drdz avec 85 ¢ By et o; « th telle

que supp(ei) n supp(ej) # 0. Les Eij peuvent &tre calculés €lément

par élément mais, qui n'étant pas utilisés dans la suite d'un calcul
standard d'éléments fin153i\s meuvent étre perdus lors de 1'assemblage
des éléments et de la prise en compte des conditions aux Timites.

Le tableau [R] est nécessaire pour le calcul de Bh’ de Ah (si on
utilise la méthode dite directe pour résoudre le probléme Eh) ou~de pn
(si on utilise la méthode du Gradient Conjugué -voir 3.7.2.-). [K]
peut aussi @tre utilisé dans le calcul de %% avec u solution du probléme
B(u) = f dans Q.
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Tandis que le calcul et le stockage de [E] peuvent se faire de facon
automatique (moyennant une réponse affirmative a4 la question si 1'on fait ou
pas cette action), 1'utilisation que 1'on fait de cette information est
tout-a-fait spécifique du probléme tra1te, donc i1 n'est pas_question que
le module se charge du traitement de [K] Le traitement de [K] devra se
faire dans un autre module introduit en option. Or cela implique une structure
exploiter.

=

de données assez simple a

£ aQ

MZCt?h, élément fini, forme linéaire ; - Feiva® Fvariab]e)

Actions :
Lorsque la forme linéaire est donnée, le modéle doit é&tre capable
de reconnaitre s'il s'agit de la lére fois qu'on la Tui fournit,
donc il calcule et stocke le vecteur ?; ou par contre T a et déja
calculé ; dans ce cas, i1 ne reste qu'ad le récupérer en mémoire.
L'appe]]ation de Ff1xe variable vient du fait que la mémoire
réservée i F soit récupérable ou pas lors d'un passage par M2

ou F

My(LKI, G 5 > [K1q)

Actions :
Calcul et stockage du second membre provenant des conditions de
bord. Si 1a condition de bord a est utilisée plus d'une fois, M3
calcule [K]g et le garde dans une partie de la mémoire appelée "fixe",
et dans le cas contraire on le garde dans une partie récupérable
appelée "variable".
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My ([K1, € 5 > U)

Actions :
Calcul et sauvegarde de u solution du systéme linéaire :

(3.115) K] = ¢

I1 faut remarquer que, puisque [K] est symétrique définie positive,
il suffit d'avoir la triangularisée de [K] pour pouvoir résoudre le
systéme linéaire (3.115).

M (KT, X 5 ¥ 5 > [KIX+Y)

Actions : -
SiXe RNh, Ve RVh on caleule 7 = [K] X+y

I1 faut remarquer que M5 est un module spécifique & ce probléme.
De méme, le calcul de Jr gthdr, ¥u e¢Z; doit étre fait dans un
module spécifique.

Donc, il ne reste qu'd introduire un module, dit de gestion, qui permette
1'enchainement des actions de tous les autres modules de sorte qu'il y ait
1la moindre intervention de 1'utilisation.

Remarque:

Puisque on a utilisé la version 1980 du code DELTA de A. PONCET [12]
pour résoudre le probléme (5h), on va dire de quelle fagon les modules décrits
auparavant sont implémentés dans ce code. Strictement parlant on ne peut pas
dire que la structure du code corresponde exactement & cette idée de module
que 1'on vient d'exposer.
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Les modules Ml’ M2, M3 sont en partie générés dans une commande,
appelée EQUATION et sont activés par 1'une des commandes résultat ou équation.
Par contre, la matrice [k] est calculée mais pas sauvegardée de facon automatiqt

IT n'y a pas de séparation entre la construction et la triangula-
risation de la matrice [K] car, dans DELTA cela se fait simultanément quand
on utilise la méthode frontale [12] pour résoudre le systéme (3.115). De
méme, les actions du module M5 et du %odu]e dit de gestion sont remplies
par les commandes RESULTAT ou SOLUTION.

En résumant, la version 1980 du code DELTA ne peut itérer que dans
les conditions suivantes :

i) matrice fixe, symétrique
(3.116) 1) conditions de bord fixes
' 1) deuxiéme membre variable.

IT y a une nouvelle version (1981) du code qui permet de traiter
d'autres procédés itératifs que celui déterminé par les conditions (3.116).
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CHAPITRE TV

4.0 - INTRODUCTION

On va tester dans des cas ol 1'on connait la solution exacte, Tes
différentes méthodes exposées dans les chapitres précédents.
IT comprend : '

4.1 Etude numérique du probléme de Dirichlet : (Ch. I)

1
B(rB(u)) = f u!r = 9,5 -3y

4.3 Etude numérique du probléme de Navier-Stokes axisymétrique en formulation
fonction de courant-vorticité :

R%e B(r8(u)) + J(u) = f
ulp =95 %'g%lr =9
avec J(u) = div(E%gl.(- %%w %%))
et B(u) = -div(7u) = - é% (1 ouy_ 2 1 o)

rar' 3z'r sz



.
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4.1 - ETUDE DU PROBLEME DE DIRICHLET POUR L'OPERATEUR B

On va résoudre le probléme :

B(u) = f
(4.1)
u|r =g

dans 1'espace Vh introduit dans (3.3) et pour différentes formulations
variationnelles, dans un cas précis, c'est-da-dire : on va se donner des
fonctions f et g pour lesquelles on connait la solution exacte du probléme
(4.1). Le voici :

4.1.1. - Probléme Test

(4.2)  domaine : @ = [0,1] x [0,1] ¢ R?2

(4.3) solution exacte y = 256 r2(1-r)2z2(1-z)2

(4.4) second membre f B(v) = -512 (4r-z)z?(1-z)2+r(1-r)2(1-62+622)

(4.5) condition de bord g = wlr = 0.
On va introduire aussi :

4.1.2. - Test d'erreur :

Soient : ¢, . : la solution approchée au noeud n°i
h,i

wi : Ta solution exacte au noeud n° i

(4.6) erreur = I Iwi'¢h,i|/ z lws !

Pi:noeud Pi:noeud
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4.1.3. - Formulations_variationnelles possibles du_probléme (4.1)

--------------------------- DT =R gt PR e Ry U QL el

On va résoudre des problémes variationnels du type
ai(u,v) = zi(v) ¥V € Voh’ ueV,
pour les choix de ai(.,.) et zi(.)‘suivants :

(4.7)  Forme n° 1 ’ a (u,v) = I %.$u.$v drdz
Q

(4.8)  Forme n° 2 ’ ay(u,v) = [ rlvu.%v + 2 %%—v]drdz
Q

n'a plus de probléme avec le facteur 1/r mais elle n'est pas symétrique
ce qui peut déranger du point de vue numériaue.

or v u

¢
(4.9) Forme n° 3 a3(u,v) =J [r2(c— = + . %l) + 4 ruv]drdz
’ Q z

ar ar = 3z

13(v) = J f v r2drdz
Q

I1 n'y a plus le probléme avec le facteur 1/r et elle est symétrique.

(4.10) Forme n° 4

_ dU BV, BU BV, uv
, a4(u,v) = JQ [r(SF’ar + az‘az)+ r,]drdz

14(v) = J uv r drdz
Q

Remarque 4.3 - La forme n°® 4 résulte de la forme n° 1 en changeant u (resp. v)

par ru, (resp. rv). Elle est encore symétrique et le probléme avec
le facteur 1/r persiste.
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4.1.5. -
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e R e = = L = Py

Sur chaque triangle T e?FL, on utilise la formule de quadrature :
N
t w_ f(X_ ) pour approcher J f(X)dX
g=1 9 q T

ol wq est le point associé au point Xq (point d'inté&gration) et ol N
est le nombre de points d'intégration numériques sur T.

On va appeler ordre d'intégration le degré de f (pour f un polyndme)

pour lequel 1'intégrale f? f(x)dx est calculée sans erreur par la
formule de quadrature (4.11).

Pour éviter des problémes avec le facteur 1/r on va choisir les
points d'intégration & 1'intérieur de chaque triangle.

On va rianguler le carré [0,1] x [0,1] de la facon indiquée sur

la figure 4.1 :
ta

] Fig. 4.1

La triangulation va étre donc déterminée par le pas d'échantillonage
1, constant sur la frontiére.

Sur le tableau suivant on donne les caractéristiques de chaque
triangulation :

. . nombre de nombre de
Triangulation pas(t) triangles noeuds
ﬂ§%1 0.25 32 16
T?hz 0.10 200 100
°!2h.3 0.05 800 400

Tableau 4.1.1
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(i) On va appeler lagl et lag2 1'élément fini qui résulte d'utiliser
K=1 ou K=2 dans la définition de 1'espace Vh :

V= {ueC(@) :ul, e Py ¥T Gy}

(i1) Les résultats sont affichés dans le tableau 4.1.2. voir
Annexe A.

(i) La forme n°® 3, malgré le fait qu'il n'y a plus de problémes avec
le facteur 1/r, donne de trés mauvais résultats.

(ii)La forme n°® 2 donne des résultats 1égérement meilleurs que ceux de
la forme n° 1 mais moins bons que ceux de la forme n° 4. Du point
de vue théorique elle est la mieux adaptée pour traiter le pro-
bléme (4.1) car on n'a plus le facteur 1/r. Mais, du point de vue
calcul, elle pose des problémes parce qu'on ne doit pas seulement
garder la matrice triangularisée (correspondante a la forme bili-
néaire) mais aussi la matrice de factorisation, (si 1'on veut
résoudre une suite des probiémes avec la méme forme bilingaire).
Or, puisque les calculs sont fait avec 1'aide -trés importante
d'ailleurs- du CODE DELTA, et puisque dans la version utilisée
on n'a pas la sauvegarde de la matrice de factorisation, alors
on ne pourra pas utiliser la forme n° 2 pour résoudre le probléme
(4.1).

(iii) D'aprés les remarques (i) et (ii) i1 ne nous reste donc que
le choix entre la forme n® 1 et la forme n° 4.

On va noter err(i) 1'erreur pour la forme n° i dans certaines condi-
tions (fixées & 1'avance) de triangulation, &lément, ordre d'inté-
gration.  Puis on va regarder le rapport erreur(l)/erreur(4) :
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. . Ordre d'int. erreur(1)
Triangulation Element num. erreur (2)
s Tagl 01 0.935
(= lag2 04 2.243
?E?hz lagl 01 1.287
b3 lagl 01 1.511

On voit donc que 1'écart des erreurs se fait plus important au fur et 3
mesure que la triangulation est plus fine.

D'autre part, quand on utilise lag2, au lieu de lagl, 1'erreur se divise
par 2 en utilisant la forme n° 4 au Tieu de la forme n® 1.

IT semble donc que 1a forme n° 4 est la bonne candidate.

(iv) Sur 1'effet d'ordre d'intégration numérique sur 1'erreur pour la
forme n° 4 : i1 est évident que plus on augmente 1'ordre d'intégration numé-
rique mieux les intégrales dans ai(.,.) et a4(.,.) sont approchées ; donc on
peut attendre une décroissance de 1'erreur -voir tableau 4.1.2.- Or, cette
diminution de 1'erreur n'est pas réguliére. En prenant en compte aussi le fait
que le colt de calcul augmente avec 1'ordre d'intégration, on doit faire un

compromis : chercher 3 réduire 1'erreur & moindre codt. Dans ce cas particulier,
11 semble suffisant de prendre 1'ordre d'intégration égal & 02.
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4.2. - ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME DE STOCKES AXISYMETRIQUE

4.2.0. - Introduction

Comme dans le cas du paragraphe 4.1, on va approcher la solution (connu

(connue) du probléme :

(4.12)

(4.13)

(4.14)

B(rB(v)) = f

vlp-= 9y

pour des fonctions f, 94 et 9, données, dans 1'espace Vh définit par (3

On va utiliser le procédé de découplage exposé dans le chapitre III.
On va dire qu'on utilise 1a méthode DIRECTE si 1'on construit la matric
correspondante au systéme linéaire (Eh) -voir 3:6.2.-

Autrement, on va utiliser la méthode du GRADIENT CONJUGUE pour résoudre
de fagon itérative le systéme linéaire (Eh) sans construire la matrice
Ah. | 4

Dans le cas de la méthode du Gradient Conjugué on va utiliser deux
produits scalaires dans IQNh. A savoir :

Produit scalaire n° 1 ou standard

N
(x,y) = .Z? X5e¥5 x,y ¢ RN
"|=
Produit_scalaire n’ 2_
N (|P.P. L ]+|P. .P.|)
h 1 i i+1 i-1 1
(Xs.V)Z = ‘iil —r'i X‘i‘y'i >

i i+

Fig.&4.2
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On verra dans les essais numériques que le fait de changer Te
produit scalaire dans B%Nh va modifier la vitesse de convergence
de 1'algorithme du Gradient Conjugué.

Remarque 4.2. - Pour Te choix (4.14) du produit scalaire, 1'algorithme du

Gradient Conjugué décrit par (3.76)-(3.80), (3.84), (3.82), (3.83)
s'écrit de la facon suivante :

N
(A':)kzl e RV queTconque

(4.15) ap =
re ot
o - 50 _ Kk 1 o - 1,2 -
(4.16) Iy = == JQ Fee drdz fﬂ = Vo -8, drdz} , k = 1...Nh
(4.17) (A zM =l{r LM drdz - L3n %6 drdz} k=1...N
. h“h’/k = 3 JQr‘*’ k g r Yk ’ “*Mh

N N
(8.18) oy =t ((zQ.gQ>/rk1/[k§: (C (Ayz)y-90) /7)1

n+l _ n n -
(4-19) }\k = }\k - pn Zk 9 k = loo-Nh

]
—
=

(4200 g™l - o (a ),

x>

N n+1

h N
42 g = 2SI ((aly2m, )

<2
i

n+l _ n+l n _
(4.22) z) 9+ Yn Ze k = 1...Nh

n = n+l, retour 3 (4.17).

ol {u°,y°} (resp.‘{;", @"}) est la solution du systame (3.42), (3.43)
avec j = (A;...xﬁh) (resp. Ap = (z?..zﬁ)), et r est le pas d'échan-
tillonage sur 1a frontiére -voir figure 4.2.-.

On va aussi é&tudier le méme probléme (4.12) quand on fait Tle change-
ment de variable y = r¢ pour passer a 1'opérateur H(.) = B(r.) -voir para-
graphe 3.4.- On aura donc le découplage du probléme et 1'apparition de 1'équa-
tion variationnelle (3.66) sur la frontiare qui donne la trace de w = H(yp)
sur la frontiére. On va résoudre cette équation par une méthode DIRECTE

(constric+ian Aa HA N
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4.2.1. - Probléme Test

(4.23) Domaine : le carré @ = 10,1[ x ]0,1[
(4.24) Fonction de courante : y = 1024 r*(1-r)2z2(1-z)2
(4.25) Vorticité : w = rB(wy) = -2048{(4r2-15r3+12r*)z2(1-z)2+r*(1-r)2(1-62+622

(4.26) Forcing : f = B(w) = 2048{3(32r-15)z2(1-z)%+
12r3(1-r)2+4r(4-15r+12r2) (1-62+622)}

(4.27) Conditions de bord : ¢ =

Sl

oY _ -
= 0 surT 0

4.2.2. - Test d'erreur

Comme dans 4.1.2., on va définir

(4.28) err(u) = z |u1.-uh s/ z !uil
Pi:noeud ’ Pi:noeud

(4.29) avec us = u(Pi) et u : solution exacte

(4.30) Up,i = uh(Pi) up solution approchée ¢ Vh

4.2.3. - Remargue

On va s'intéresser au calcul de err(i), err(w) et err(y).

Pour 1e calcul de err(i) les noeuds concernés dans la définition
(4.28) sont les noeuds sur la frontiére Ty

Pour le calcul de err(w) les noeuds concernés sont tous les noeuds
sauf ceux de To=Tn{rs= 0}; et pour err(y) les noeuds
“intérieurs", c'est-d-dire qui ne sont pas sur r= ry v To-
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Avec la notation (4.30) on va définir les tests d'arrét suivants :

n+tl _n n+l
(4.31) arrat = T, s7x, |/ z Ay 5]
l(x) Piznoeud h,i7"h,1 Piznoeud de h,i

de h

ol Aﬂ est la solution approchée de (Eh) a la ni-iéme itération.
a n n
(4.32) arréty(A) = [[An-bllp Ny = ”gh”RNh

-voir 3.2.2. (ii) pour les définitions de Ah, AE et gﬂ-.

4.2.5. - Description_des_triangulations

Comme dans la partie 4.1 de ce chapitre, on a choisit des triangula-
tions générées par trois familles de lignes paralléles -voir Fig. 4.1-
La construction des triangulations est faite de fagon automatique par la
commande DOMAINE du code DELTA [127], et 1'information est gardée dans des

-

tableaux dont la taille peut étre choisie & convenance.

Les caractéristiques des triangulations sont rassemblées dans le
tableau suivant :

Pas d"échantillonnage Nbe de Nbre de Nbre de noeuds

Triangulation d la frontiére (t) Elements noeuds frontiére
75;1 0.5 8 9 8
[ 0.333 18 16 12
T3 0.125 128 64 32

Tableau 4.2.1.

=

Dans le tableau 4.2.2. on donne les conditions correspondantes a chacun
des tableaux 4.2.3. - 4.2.23. (voir Annexe B).
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(i) Etude de la variation de 1'erreur de la vorticité quand on s'appro-
che de 1a frontiére.

Ce qui va @étre dit est valable pour les deux opérateurs B et H.

Avant tout on va introduire la notion suivante :

(4.33) err(u,) = ) eé |ui-uh,1|/ PZeQ ]ui!
ik i~k
avec u; = u(Pi), Up.§ = uh(Pi)
et u : solution exacte, up - solution approchée.

On va choisir les ensembles de points suivants :

9 = {(r,z) ¢ [0,1] x [0,1]/ r =nx 0.125, n =1...7, z = 0.}

Qy = {(r,z) € [0,1] x [0,1]/ r = n x 0.125, n = 1...7, z = 0.125}
Qy = {(r,z) € [0,1] x [0,1]1/ r =n x 0.125, n =1...7, z = 0.5}
g = { ! . / r=0.125, z =n x 0.125 n = 1...7}
o = { " / r=0.250, z=nx0.125n =1..,7}
9 = { " ~ /r=0.5, z=nx0.125n=1,..7}
9, = ¢ / r =0.750, z = n x 0.125 n = 1.,..7}
Qg = { " / r=0.875,z=nx0.125n=1...7}
Qg = r " / r=1, z=nx0.125n=1...7}

Dans Te cas de 1'opéréteur B avec la triangulation?§h3, 1'é1ément
lagrange 1 et la méthode directe on obtient les résultats suivants :

3
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k

1 2 3 4 5 6 7 8 9

err(m,Qk) 0.071 0.046 0.026 0.300 0.348 0.051 0.05 0.58 0.151

Des résultats semblables vont étre obtenus pour les autres conditions :
de triangulation,d'éléments finis, de 1a méthode -directe ou gradient
conjugué- utilisée.

On peut donc dire que :

"La vorticité est mal approchée vers la frontiére du domaine".
-voir Fig. 4.3 et tableau 4.2.24

Le fait que 1'on passe de lagrange 1 d lagrange 2 n'arrange pas tellement
cette mauvaise approximation de la vorticité a la frontiére bien que 1'erret
globale sur la vorticité (err(w)) diminue -voir tableau 4.2.24 (Annexe B)
et 1a figure 4.4.

(i1) Comportement de 1'erreur sur la fonction de courant :

On va évaluer 1'erreur err(w,Qk) d'aorés la formule (4.33) avec y au lieu
de Q@ et avec les ensembles 2 décrits par la figure suivante :

; .
f ——— 29 ¢ 1'ensemble des (x)
-~k --:I:-x--::l--*--x-—x-- Qll . n des (o)
"* -0 '0" ? "O' -0"')‘-- n
--)k -o- o--c--# -6—4)‘ - 912 des (.)

5 --':e--o -.M»w ~o~-x -
m*uo--o--o--o --6 * --
—-- *—-o--o«o-oo--o»x -
- -)ia-x-»oon—x“)k-x«

COEE ' 1 T
Pour le cas de 1'opérateur B avec la triangu]ation?§h3 1'élément lagrangel

et la méthode directe on obtient les résultats suivants :

k 10 11 12
err(w,ﬂk) 0.0889 0.0915 0.0732

I1 est aussi intéressant de voir le tableau 4.2.25, 4.2.26 (Annexe B)
et les figures 4.6 et 4.7.
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On peut donc dire :

La fonction de courant est partout mieux approchée que la vorticité.

La variation de 1'erreur par rapport & la distance 3 la frontiére est
plus faible que celle de la vorticite. 1

iii) Sur la convergence de la méthode du Gradient Conjugué

Les conclusions suivantes vont étre tirées de 1'observation des tableaux
4.2.3 - 4.2.23, 4.2.26, 4.2.27 (Annexe B) et des figures 4.8 - 4.15.

La vitesse de convergence est trés liée au produit scalaire utilisé.
Pour 1'opérateur B on a pu trouver le produit scalaire n° 2 (4.14) qui
permet d'augmenter la vitesse de convergence de fagon notable. Or, pour
1'opérateur H on n'a pas pu en trouver un.

I1 y a deux idées, auparavant contradictoires, qui vous guident pour
choisir le produit scalaire :

a) Que Ta matrice symétrique définie positive qui définit le produit
scalaire soit le plus simple possible, voire diagonal.

b) Refléter la nature de 1'espace, des fonctions, définies sur le bord,
dans lequel on résoud 1'@quation variationnelle qui donne la trace de
la vorticité -voir &q. 3.55-. Plus précidément :

soit sh(.,.) :0gh x&l’/h +~ R une forme bilinéaire définie positive et
symétrique ; on aurai donc 1'existence d'une matrice Sh, symétrique
définie positive, telle que :

ShApsp) = Spxprsxpip )y

avec x :c/éh > RNh : définie par (3.65) et (.,.)h produit scalaire
canonique dans ]RNh.

I1 serait raisonnable de prendre comme sh(.,.) la discrétisation d'une
forme s(.,.) sur TY qui soit Ty-elliptique. TY étant 1'espace de trace
pour la vorticité. Or, comme on 1'a déja dit dans 1'introduction 2.2.0
au chapitre II, on ne connait pas cet espace. Donc, dans notre cas, on
ne peut que se rapporter directement & 1'espace?fh et essayer de trouver

des formes qui soient symétriques définies positives sur cet espace.
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Dans Te cas du produit scalaire dit n° 2 (4.14), on a pris comme forme
bilinéaire sur)ﬁh 1'application :

1
ﬂh xMh (uh ,}\h) - JP F uh)\hdr

uis, pour avoir une matrice diagonale, on approché 1'intégrale sur par :
p p

rs Hity 2

1+1])

Eh
=1

i
ol “i (resp. Ai) est la valeur de My, (resp. Ah) sur le noeud P et

P. est la distance euclidienne de P. , & P (de méme pour P P.
i=- 1 i i-1
-voir Figure 4.2.-.

1+lI

c-6°) Sur le test d'arrét
On peut constater -voir tableau 4.2.28- que 1'erreur de la vorticité sur
la frontiére (err(i)), se stabilise assez rapidement tandis que la valeur
de 1'arrét1(x) met beaucoup plus de temps d la faire.

Par contre, le test d'arrét arrétz(k) semble mieux suivre 1'évolution de
err(x) comme on peut le constater dans la figure 4.13.

Tableau 4.2.28

Cas : opérateur B, triang. 6;3, &1ément lagrange2 et ordre d'int. 04

Nbre d'itérations arrétl(x) arrétz(x) err(a) err(:)
12 0.71x1073  0.14 x 10 0.639 x 1071 0.51 x 1072
30 0.51x10"°  0.17 x 1071 0.64 x 1071 0.47 x 1072 |

Dans notre exemple test cela n'est pas grave car on connait la solution
exacte et 1'on peut voir 1'évolution de 1'erreur (err(\)) ; or dans le cas
usuel, ol on ne connait pas la solution exacte, il est décisif d'avoir

un bon test d'arrét pour éviter les dépenses inutiles.

D'autre part i1 est facile de construire un exemple qui explique ce
comportement du test d'arrét (arrétl(x)) : plagons nous dans R? et
supposons que 1'on approche le pointx = (10.0) par une suite de points

Ay = (xn,O) tels que
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111 < Xoe1 < Xp < 112
alors

2 > err(i) 2 2
avec 10 ] 10

err(i) = lﬁ;é%QLz

D'autre part on peut se débrouiller pour que By = Xpi17%0 tende vers

n+
zero trés lentement, donc que

X 17X X q-X
arrét, (1) = ntl 'n . “n+l “n

*n 102

tende vers zéro trés lentement.

Par contre, le comportement du test d'arrét arrétz(x) est étroitement 1ié
d la nature du probléme a résoudre du fait que

arrét, (1) = HAhthn - bAlh.

En regardant le tableau 4.2.26 (Annexe B) on peut se rendre compte que

le nombre de problémes de Dirichlet & résoudre pour 1'opérateur B dans

la méthode du Gradient Conjugué est plus petit que celui dont on a besoin
dans la méthode dite directe.

Donc, si 1'on n'a qu'un seul probléme (5h) d résoudre on a intérét

d utiliser la méthode du gradient conjugué. Par contre, si on a une

suite de problémes du type (5h) d résoudre, comme il serait le cas

du probléme de Navier Stokes axisymétrique, i1 est préférable d'utiliser
. 1la méthode directe car la matrice Ah ne serait calculée et triangularisée
qu'une fois puis gardée en mémoire.
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Méthode Directe pour l’ope’ral:eur' B
VORTICITE

Cas - ‘Z&y,, ngz ,oralre d'in 04
So]u{:ion exacte : 'Lrai{ con{inu.

Solution appvoC\'\e'e )X st 3=0
< st 3= 0.25
o

Y3 ’s = 0.50
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Meth. du Grad. Con]. pour l)opérajceur B

VORTICITE

So‘u{:ion exache : Jcra'tl: conJc'mu

Solution approche’e :

| o lag2

i

10 lagy
E+ lag2

-100.00 -80.00  -60.00  -40.00  ~-20.00

~120.00
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Méthode Directe pour Vope’vajceur H

VORTICITE
Cas : Tz s 13_32, ordre d’int. 04

Solul:ion exac*:e :'trad: continu

X st 3= 0.
st 3=0.25
8] si 3= 0.50

Solution approche’e: res

<
4

Fig 4.5
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Fig. 4 6

M
Méthode Directe pour Iope’ra{eur H
FONCTION DE COURANT

Solution exacte : frait continu

> si

Solution approéhée ;{0 st 3=05
3= 0.25

4.5
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Fig. 4.7

Meéthode Direcjce pour lope’rajfeu.r B
FONCTION DE COURANT

Solution exacte : trat continu

1 = 0.5
Solution approchée :{0 * 1
X st 3= 0.2%

Cas - Z&s, 1&% 2, ordre d'int. 04

AS
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\ .
‘ Fig. 4.0
arr4(1) A0 + Mé“\ du Gracl. Con']. pour
Yopérakeu.r B
A.
Cas : ]ag4,{:rcé. esc. N22
%
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N X x
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Fig. 4.9
A Méﬂ'&. o\u Crracl. Con]’. pour
’l,cpérajceur B

X Cas: lag 2, prod. . esc. N*Z

‘ ‘ZM OO0
0+ o

triang : ¢ Ty  weeex

102 . Tz o—a
1071
207t
10° k-
40°-‘- \E\a
107+

3 5 7 9 44 13 45 47 49 24 23 25 27

Ttérations
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Fig. 410

0.42

041 L

040 L

0.3958 |~
0.39 ! ! N !

32

27
2674

26

25

24

‘o

A 3 5 7 9 44 43 15 47
I’Ce’ra.tions

Meth. du Grad. Conj. pour 1’ope'ra{'eur B

Cas: Ta.g 2  ordre &'int. 04, prod.sca‘aire N°2

2

Comporjcemen)c de err(X) pour differentas {riangulations
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Fi2. 410 bis

err (2)

.158
A57
.156
495
. 154
.53
.152

154

.150".’ . 1 bl 1 1 1 1 | NS T 1 T S VR N | 1 L 1 1 L 1 1 . . .
2 4 6 8 10 412 44 416 18 20 22 24 2

Ttérations

Meth. du Grad. Conj. pour lopératewr B

Cas - lag 2, ordre d’int. 04 , procl. scalaire N02
COmpor{’emen{'. de err(X) pour diﬁ-erenj(es {riangu\ajc‘\ons (suite)
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Fig. 445
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4.3. - ESSAIS NUMERIQUES POUR LE PROBLEME DE NAVIER-STOKES AXISYMETRIQUE

4.3.0. - Comme dans les cas précédents, on va tester 1'algorithme 3.9.2. sur
un probléme test dont on connait la solution exacte. Puis on va suivre
1'évolution de la solution approchée avec la croissance du nombre de
Reynolds.

4.3.1. - Probléme test

Comme dans le probléme test 4.2.1. on a
(4.34) Domaine : le carré @ = 10,1[ x ]0,1[
(4.35) Triangulation : 1la triangu]ation7§h3 -voir tableau 4.2.1.-
(4.36) Fonction de Courant : comme dans (4.24)
(4.37) Vorticité : comme dans (4.25)
Forcing :
(4.38) F = ]—Rle— F + Jwsb))
avec f donné par (4.26) et
(4.39) J(w,y) = m. +m, ou
(4.40) m = - 2 (- Blol 2

= 1024x2048{(22-223+2") (22-622+423) [ (-15+24r) (r*-2r5+r6 )+ (4-15r+12r 3)
(4r3-10r*+6r5)1 +(1-62+622)(22-622+4423)[ (2r+6r2+4r3) (r*+2r5+r6)
+(r2-2r3+rt) (4r3-10r++6r5) 1}

- -2 (Bly) 3wy
(4.41)m, = - 57 G359 =
= 1024x2048{ (4-15r+12r2) (4r3-10r*+6r5)[ (22-622+423) (22-223+2")
+(22-223+2") (22-622+423) 1+ (r2-2r3+rt) (4r3-10rt+6rS)
[(2z-622+423) (1-62+622)+(22-223+2%) (-6+122)]}.



-

4.3.3.

(4.42)

4.3.4.

.122.

(i) En faisant varier le nombre de Reynolds Re dans 1'expression (4.38)
on obtient une famille de problémes test dont la solution exacte est
toujours Ta méme -voir (4.24)-.

(ii) On va utiliser le méme test d'erreur défini par (4.28) pour calculer
err(1), err(w) et err(y) (i1 suffit de prendre comme u (resp. uh) dans
(4.28) 1a fonction A, w ou y (resp. Ay w, OU wh)).

(iii) Comme test d'arrét on va utiliser celui donné par 1'expression (4.31)

Dans 1'algorithme 3.9.2. il y a un coefficient o ( > 0), qui, en principe
peut &tre choisi de fagon arbitraire.

On va étudier 1'évolution du test d'arrét et des tests d'erreurs

(err(1), err(w), err(y)) dans les conditions fixées suivantes :

élément = lagrange 1

ordre d'intégration numérique : 02
triangulation : Gll (t = 0.5)
nombre de Reynolds : Re = 1.

IT aurait fallu essayer avec des autres conditions de triangulation,
élément, Re , etc... or, vu le colt excessif du calcul , on s'est borné
a ce seul cas. Donc, les conclusions qui peuvent @tre tirées sont d'une
valeur assez restreinte.

Donc, d'aprés les résultats affichés, dans le tableau 4.3.1%, i1 semble
que la valeur optimale de p soit 1.00.

On va fixer les conditions d'expérience suivantes :

triangulation : E7h3

élément : lagrange 1

ordre d'intégration numérique : 02
coefficient de relaxation : o = 1.



1°)

2°)

3°)

4°)

4.3.5.

.123.

Les résultats obtenus sont affichés dans les tableaux 4.3.1. - 4.3.9. *
On peut dire que, en général

La fonction de courant est mieux approchée que la vorticité.
Les résultats de w = rB(y) sur la frontiére ne sont pas trés précis.

Que 1'approximation de la vorticité et fonction de courant est de moins
en moins bonne au fur et & mesure que 1'on monte en nombre de Reynolds.

Pour 1le nombre de Reynolds Re =1 on a que la solution approchée est
assez différente de 1a solution exacte -voir Fig. 4.20- On se pose la
question de savoir : si Ta solution approchée obtenue correspond a
1'approximation d'une autre solution du probléme de Navier-Stokes pour

DQe = 1. ou simplement, une solution fictive due 3 1a méthode méme de

résolution ?

En tout cas, on peut dire slirement que 1a méthode itérative 3.9.2. ne
peut pas étre utilisé pour des nombres de Reynolds "grands" et, plus
précicément, qu'il ne peut étre utilisé que pour des nombres de Reynolds
petits (< 1. par exemple).

D'aprés les résultats obtenus -voir Figure 4.20 par ex.- on a que la
convergence se fait de plus en plus lente au fur et & mesure que 1'on
monte en nombre de Reynolds et qu'a partir d'une certaine valeur on
n'a plus de convergence.

I1 aurait fallu vérifier si 1a non convergence était due ou pas au

mauvais choix du coefficient de relaxation o (que 1'on avait fixé égal
al.).

* Yoir Annexe C
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Probleme de Navier'. Stokes

VORTICITE

Cas : Tas , 1a,g1) ordre d’int. 02

So]u.h'on exacte :£rallc cor\JLinv.

= 0.5 ‘
o Solution approchée - {+--—'-+ st Re =102

O---O st Re = 4.

-80.00  -60.00  -40.00  -20.00

-100.00

Fig 416
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.125.
Bobleme de Navier- Stokes
VORTICITE
(Cas : triang. Tis , clém lag, ordre d%nt.02, p=4)

Solubion exacte : tmit contint

} =0.0 » approc. :{----o——- si [Re = 10"2

O Y , Sadadad S( Re = 4.
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Fig. 4.18

Probléme de Navter-s{okes

FONCTION TDE COURANT

Cas ¢ Ta3z,lagi, ordre d’inl. 02

Solulion exacle s trail  continu
3205 -2
A5

]
ES
Q

Vd - - S R
Solution approchée : X > ‘ <
Si Re

O--——0

]
S
L]

4- “
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Fig. 419
'S . Probléme de Nawvier- Stokes

FONCTION DE COURANT

Cas: Tz , lag4, ordre dlint .02 , ¢ =14,

$o\u“:ion ex.a.cjce :vaai{ conting

-2
% = 0.25 Solution apProckée : K== - X st Re =10
0----0 si Re =1
A,




.128.

aanyEdou arped ¢

D an1y1s0d s1yaed

s Ud:dmuq

._‘ uM. ¢ Z0 "M P 3apao ¢ vW.ﬁﬂ ¢ m‘vbu : ﬂ.ﬂu

,«..O.v = mm_

( aguesgey
op u«u—oo_»uw:Hv

.wyumx,w uoyn|og

LNVYN0d
30 NOILINOA

JILY0A

3Ll




.129.

Pr ouéme Ae_ Na‘oier— Slol(es

Compor]:ement de arreﬂ (X) foour
oli”eren{s waleurs du mumero de 'Reﬂnolcls (Re)

(Cas: Tns , [ag1, ovdve d’int. 02, p= 1)

4.
10! |
10-% th 4, 24
103 |
104
1073
10
ﬂ?e =40'z x
10°7
&
4 2 3 4 5 6 7
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ANNEXE A

TABLEAUX DES RESULTATS CORRESPONDANTS
AUX ESSAIS NUMERIQUES POUR LE
PROBLEME
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ANNEXE B

TABLEAUX DES RESULTATS CORRESPONDANTS
AUX ESSAIS NUMERIQUES DU PROBLEME

B(rB(u)) = f,
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Produit

Opérafewsr  Méthode  Toduit  Tramgdalin  Elédment 000 Tableau
B Grad. Gomj. N2 T lagy 02 Giute)  4,2.3
W o " T2 " " 4.2.4
u " " i3 " n 4.2.5
" y " yy Nag2 04 4.2.6
" " " Zl2 2 n 4.2.7
" " " Tz " " 4.2.%
. " N Ty lagd  02ke) 4.2.9
" " ) iz » ? 4.2.140
" " n Z3 n » 4.2.4
n » " T lag2 04 4,242
" n " L2 » n 4.2°43
n » " T3 » » 4,2.14
H " NA T ladd 02(ite)  4.2.45
. ! . Ca y 3 4.2 A6
. n \ T3 h h 4.247
" » N°2 Zha n " 4,218
» » " RIRY 0 " 4.2 .49
n . " Zh3 " ] 4,2.10
" ” " T lag2 04 4.2.2
» ) n T2 » " 4.2.22
" » " Chs " " 4.2.23

i
I

Tableaw 4.2.2
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Nuil Tevation arret, (A) err (A)
¢ 2 3776  913¢

8 3 . 4814 . 107 . 9744
10 4 . 4044 « 107" . 9335
12 5 A463 < 107! . 93085
14 ¢ .5097 x 1077 -33085
16 7 . 4483 « 41079 .93085
47 err (W) = 0.8585

18 err (L) = 0.6928

TaUeau 4.2.3
Nuit T+ération arret, (M) err(A)

6 2 . 2674 . 5643
8 3 . 1846 . 5849
40 4 . 6985 < 10! . 5930
42 5 .423¢ < {07! . 5974
14 6 L1613 < 10! ,9970¢
16 7 .€304 x 1073 . 59703
18 8 A494  « 1073 .59703
20 9 2503 < 10-°¢ .59703
22 10 8972 » 10710 .59703
23 err(w) = 0.4918

24 err (V) = 0.4kA6

Tableau 4.2.4
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Nuit Ttevation arret, () arret,( ) ery ()
6 2 .2449 | . 6216 . A84

8 3 L4847 (407 L4974 (107" 4347
1o 4 A66t o407 249 10! 4447
42 5 9877 <4072 JI44 1072 44679
14 6 8508 . 107? 1863 1073 A483
16 7 5924 . 1077 4366 1077 . 1487
18 8 2313 1072 .2584 107 . 1495
20 3 1953 L4077 .6903 , 10-3 . 4493
22 10 ,8903 1073 A7 ai07d . 1494
24 4 A375 1073 607 1077 . 1495
26 12 L2105 <1073 J540 c107¢ , 1495
28 13 L6728 <107° 278 <4077 . 14953
30 14 .3¢72 <1077 L 443 x 1078 14953
32 15 L1847  « 1077 A3 1072 . 14953
34 16 1008 . 407° 437 107 . 14953
35 err (W) = 1202

3¢ err (¢) = .78 10!

Tableauw 4.2.5
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Noit  Ltev. arret, (X)) acrel, (3) err (A
4 1 A, 064l < 10" 0.4182
6 2 0.366 0.20 « 10" 0.406

8 3 04473 0.104 x10° 0.414

10 4 0436 107" 0,673  x 1077 0.3997
12 5 0.243 <10~ G.613 « AQ"% 0.3999
m % 046 407! 0.602  ~ AQT 0.3973
10 2 0.687 <1072 0.448 x 107° 0.3958%
18 8 0.184 1077 0170 < 107" 0-3959
2 9 0.645 <1073 0.326 < 107° 0.3958
22 10 0473  £107° 0.57%5 » 1078 0.33579
24 A 0549  x107° 0.229 x 1078 0.39580
26 12 0.499 <1077 0146 < 107" 0.545%0
28 13 0.719 1077 095 2 107*° 0.39580
29 err({w) = 0.322

30 ‘err(w.\/) = 0.207

Tableaw 426
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Nutk Ttér arcet, () arrel, (A eve ()
4 { 1, 0.4 « 10" 0.4257
6 © 2 0.247 0.53 A0° 0.3217
8 3 (.4104 0.29 A10° 0.2 17
10 4 0.756 - <107 044 <107 0.2417
12 5 0.498 «10~ 0.29 <1072 0.25 01
4 6 0.244 107" 0.41 <4072 0.26197
16 7 0.119  x{07? 0. 77 <1073 0. 26919
18 8 0426 <1072 0.58 <1074 0. 26 839
0 3 0128 <1073 0.23 407° 0. 2 753
22 A0 5.677 1073 0.20 . <107 0.26725
24 i 0.495 x 1073 0.20 <1077 0. 26719
2 12 0423 1073 042 07 0.267 143
5 43 0587 «107" 0.81 1078 6.2¢7 141
o 14 0433 < 107 0.3t x1078 0.267 13¢
32 15 045  «407" 0.52 0" 0.267 {34
34 1 0M5  «1075 0-96 <4072 02671336
36 17 0363 <1077 0.12 012 0,2¢7133¢
37 err(w) = 0.218
38 err ()= 0,54 x107"

Tableaw 4.2.7




Ntk Ttér avrel, ( A arré{z(l ) err ()
4 f 1, 0. « 0% 0.355

6 2 0.247 045 0. 28 4

8 3 - 0.710 « 107" . 0.18 0.2573

10 4 . 0.118 0.93 107! 0.1706

12 5030 <0 o7 .ig” 0. 15329
14 ¢ 0725 1072 - 0.81 < 1073 045452
1% 7 0863  ~1072 0.10 x 1072 0.-15473
18 § 0471 1077 1 042 1073 0.15¢698
20 50238 <1072 08l 074 045809
22 0 0T x40 044 1073 015844
24 " -0.395  x1073 037 x 1074 0.1583¢
24z sk A0TT 06 <1070 g issse
213 pd2d <1077 0.0 074 045882

o 4 0802 <107 069 05 G.45895
32 5 0777 <107 075 .10 g.158944
% g L0302 <1073 0.32 <105 0.1589 44
5 7026 <107 054 <407, 4sgg4¢
% B 0424 «(07° 537 <107 0458998
4 9 0403 <4077 0.2 107 0459049
2 0 .0.623 x107% 051 -~ 1077 0459078
44 2 0.268  «107% 0.17 1077 0.15908 3
44 22 0440 ,q0°" 025 L1077 04590857
48 22 0459 <107" 4623 1078 0.1590862
50 24 0.736 x 1075 0.44 « 10793 0.1590 3 61
52 25 0-789  x {075 0.66 « 107" 0-1590 862
54 %0443« 10% 045 0" 4 1590844
5t 7 0.508 X107 QA7 0" 590864
58 ert(w) = 064 107"

60 evr ()= 0. 47x1072
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ot Thér, arcéty (2) Atz (A)
4 A 1, 4.7
6 2 0.609 3.96
8 3 0.2.07 0.59
{0 4 0.225 0.60 {0
12 . 5 0.109 047 <107
14 6 0.76  x10”" 045 107
16 7 0.43 x410°! 0.36 <1072 Tableau
18 8 044 {0~ 0.29 {07 4.2.3
20 9 0.103 x40°2 0.22 » {07
2210 0.79 <107 0.51 . 107"
23 err(w) = 099
2% err (4) = 0774
Nut  Ttér arret, () arrety (W)
4 1 A 88.2
‘ 2 0.83 57.9
8 3 042 4.1
10 4 0.230 1.95
12 5 0.99 107" 0.29
14 6 0.18 0.25
16 7 0.79 *10—1 0.53 <40™" Tablau
18 8 078 0™ 063 x40~ 4,240
20 9 043 {0~ 0.94 <1072
22 49 0.25 A0~ 0.36 x10°"
26 0.24 0~ 0.36 x1072
26 12 0.81 <1072 096 x107°
2% 13 0.4 1072 0.57 «1073
44 016 <1072 043 107
2 15 0.40  £107¢ 043 1078
33 err (w) = 052
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C Nuwit Tter arret, () areél,, (1)
4 f A, 62.5
¢ 2 - 0.89 90.3
8 3 - 0.216 3.43
10 4 - 0.461 6.7¢
17 5 0.9 .40 C 045
14 ¢ . 0.80 «10™* 1.01
1 7 043 «107 - 0.25
18 8 034 <107 - 044
20 3 025 <10 054 <107
22 10 - 023 x40~ 03«0t
24 1" 044 <10~ 042 A0
26 12 051 <4072 035 07
28 13 - 079 0% 040 #0-!
30 14 . 092 <1072 0.3 «10°% -
32 5 . 0.864  «10°% 042 1072
34 16 0.67 1072 061 1073
3¢ 17 0.74 1072 . 0.59 x1G-3 -
38 18 029 <1072 - 020 x10°?
40 19 025 «1072 0.14 x1 073
4z 20 0.74 <4072 085 L4073
44 24 041 <107 - 0.43 407"
4¢ 22 S 0.36 072 0.33 <1073 -
48 23 027 1072 - 0.25 x107
50 24 S 036 L1077 044 « 1074
52 25 S04 (072 024 « 1071
54 2¢ 019  A0-% 065407
56 27 . 045 .03 032 1077
58 28 0.95 407 047 107" -

Tableaw 4.2

11 (1% poaakie )
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Vuib Ttér. arrét, (3) arrét, ()
60 24 . 045 <1073 032 1077
¢2 30 . 051 <073 047 x 10-4
64 - 3 . 0.65 1073 0.20 < 10-4
6C 32 0.36  <107* 042 «40°°
68 33 . 09 0™ 047 «10-¢
70 34 - 043 «1073 0.30 <10-¢ -
72 35 . 04T 107" 0.72 «{0-7
74 3¢ . 046 X073 0.48 < 10-7
7 37 082 «107° 0.44 «10-8
78 38 0.32 x107° 0.38 x10-8
%0 39 0.26 <105 0.16 x40
84 err(w) = 0.12
82 err(4 ) = 0.08

Tableaw 4.2.11

[Zema et dermiere owie)
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Nuit Itér. arret, () arrét, (1) err( )
4 4 A, 1423 0.88497
A 2 0.790 173.7 0.522¢
8 3 0.257 3.9 0.47%5
10 4 0.86 x10~" 3.06 0.4447
42 5 0.1¢4 3.52 0.4561

14 A 0.647 10" 1.07 0.4560
16 7 0.650 «10~" 0.18 0,4338
18 8 062 10" 0.80 x107! 0.4 68
20 9 048 x40~ 0.64 x4072 0.4219
22 {o 030  x107? 0.70 <1072 0.4229
24 11 045 x40~ 0,77 <1072 0.42785
26 2 044 < 10°" 046 <107¢ 0.42794
28 13 041 1o 0.9 <1073 0.42599
30 14 059  «<10? 0.24 <1073 0. 42762
32 45 0.86 x 1077 0.37 <1073 0.42779
34 16 0.35  x107? 0.44 <1073 0.42752
3¢ 17 048 1072 0.37 « 1073 0.42719
38 18 098 .07 0.15 5 107° 0.42724
40 19 0.67 1073 0.23 %107 0.427 64
42 20 0.4 L1073 0.43,107° 0.42%58
43 err (W) = 035

4y err (\{»‘) = (.22

Tableau

4,2,12
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Mdl  Tteér arret, (X) arrét, () err ( )
4 g 1, 0.4 ~403 0.8644
6 2 0.80 015  «103 0.5884
g 3 0.23 0.49 10" 0.4713
e 4 ¢.14 012 =107 0.3968
12 5 0.406 023 xI0! 0.3571
14 6 0.7 .40~ 068 ~10° 0.34 38
{6 7 0.40 <410~ 0.66 x10° 0.3323
18 8 051 . 10°" 0.23  ,.10° 03167
20 9 059 x107! 045  «10° 0.2897
22 10 0,47 <107 0.32 «107" 0.2811
24 14 044 107" 0.25  xy0°t 0.2077
26 12 015  x10~* 043  A0° 0.2637
26 13 04% «(0~! 0.64 072 0.2590
30 14 045 <407 013 <1072 0.2665
32 16 034 <1072 0.50 072 0.2685
34 18 0.15 x1g=" 0.40 «10°% 0.27 ¢4
% 49 0.35 x10-2 0,82 x103 0.2779
18 20 0.4 «10~" 0.46 <4072 0.281¢
40 24 040 107" 0.48 <1073 G.2864
49 22 0.34 1073 0.40 x1073 0.2865
44 23 025 X10°2 0.80 2107 0.2863
4¢ 24 0.M <1072 044 »1073 0.2860
48 25 0.82 <1073 0.25 104 0.285%
S0 ag 0.22 <1072 0.64 « 107" 0.2843¢
52 27 0.59 «10™* 0.3% «107° 0.284%3
54 28 0.29 107> . 0.58 x10~° 0.1.845
56 29 0.18 1072 0.67 «107° 0.28445
57 err(w)= 0,23
58 erv(d )= 060 x107"

Tableaw 4.2.13
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e THar arret, () arrét,(x) err(\)
4 1 1. 037  10? 0.8793
6 73 0.83 0.68  «10? 0.5314
- 8 3 . 0.18 028 «10° 0.4793
12 5 - 0.99 10" . 0.82 0.3305
14 6 - 0.45 107! 0.84 0.3280
16 7 C0.40  x107! . 0.29 0.31¢2
18 8 - 0.80 107" - 0.40 0.2914
20 9 . 0.18 <101 0. 11 0.2855
22 10 . 0.23 <1071 0.53 107! 0.2747
24 14 C 020 <107 .0.29 x40~ 0. 2645
26 42 . 024 107" 0.42 {0~ 0,2542
28 13 046 x 10~ 042 <10~ 0.2483
30 14 c 045 . 107! 018 x107! 0.2425
32 15 - 0.15 107! - 0.78 x107% 6.23%6
34 16 . 0.88 x1072 - 04¢ 107 0.2344
36 17 ©0.27 ~1071 0.99 {02 0.2240
38 18 - 0.40 <107 ©0.27 <407 0.139¢
40 19 027 <107 -0.92 x1072 0.1858
42 20 0.2 (107 052 <1077 0.1757
44 24 SRR 0.33 1072 0.1673
46 22 . 094 p~? C0.34 x107% 0.1622
48 23 c 0.9 x107° 070 <107 0.15%9
40 24 £ 0.22 X107 0.69 1073 0.4569
52 25 - 0.30 x107% 0.96 x1073 0.1559
54 26 - 075 <1072 0.43 1073 0.1542
56 27 0,40 x107? 0.26 1072 0.1535
58 28 - 0.20 x1077 0.60x10"3 0. 1534

Tableaw 4,214 {,ereW>
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Nk Tter arrél, () arrét, (x) err())
50 29 058 «10°? 033 41073 0.1527
52 30 098 1073 Q.48 <1073 0.4527
64 3 051 x10°? . 0.18 <107 ¢ 0.1532
66 32 013 <1072 . 0.59 x10°4 D.1535
68 33 054 x 4072 022 =1073 0.1549
70 34 039 <1072 044 <1079 0.4550
72 35 019 1072 0.286 <1074 04557
74 36 048 <10-3 0.40 x10-4 0.1559
i5 evr(w)= 6374 « 10!
76 err ()= .3337 1072
7 31 0.49 Al0? 0.3t xA0-H4 0.1560
80 38 4.5 «{0°3 L 0.32 1074 0.4362
82 39 0.40 %1073 - 0.4% x (04 0 1563
84 40 049 «10°3 C 044 < (0" 0.15¢64
86 44 L0224 x 1072 0,28 x10°4 0.157#
87 err(w) =.6402 « \C“l “
88 ervld) = 3301 <1077 o
90 42 . 042 1073 0.78 ~104 0.157428
32 43 .0.92 « 1077 S 0.69 x10°° 0157143
94 44 0.5¢ x 1073 042 . (167 0.1572
A 45 034 x 1073 . 0.28 <107“ 0.15732
98 46 -0.20 x 107> L 0.7 ~10°° 0.15738
100 43 044 x 102 0.14 ~ (0”1 0.1578
104 ere (W)= 0.6424 107
102 err (¢ ) =0.332¢ 1077
104 48 ©0.84 x1074 . 0.37 <1074 0.45784
{06 49 049 x 1073 . 0.0 =107% 0.15788
(08 50 027 1073 042 xl0™? 0,1579¢

Tableau 4.2.14

( 2 éme \oav‘he)



.149.

Nk Itér arrét, (D) arcél, (1) err(\)
140 51 - 0.20 «{073 C0.83 x10°° 0.15805

142 52 -0.35 «1073 S 041 < 107" 6.15818

{13 err(w) = 0. 6428 <40~

414 eve (W) = 6, 3384 »10°2

116~ 53 042 <1074 .0.97 x10°° 0. 15818

118 54 . 0.46 <1073 0,36 x107° 0.158175
122 58 . 044 1073 030 x10°° 0.45823

124 59 .31 x 1073 .0.52 x(07° 0.158456

126 60 - 0.29 x (073 _0.97 <10°° 0 15848
128 64 0143 < 10”72 .0.17 x10°4 0.15914

130 §2 0.54 « 1073 . 0.28 X104 0. 15944
12 (3 042 » 102 0.16 <104 0.16019

133 err (w)= 0.64(3 =10
134 err (L‘/ ): 03528 x‘o-z

Taueau. 4,214 ( 3éme et derniére Par’ﬂe )




CNwt . THer - a\'ré"[‘( 20

arrét, (2) err (\)

4 1 1, 042 10° 0.7200

¢ 2 0.42 052 = 10 0.8315

8 3 0.27 0.66 0.8350
10 4 0.49 0.20 0.9038
12 3 0. 21 0.13 0. 8882

14 8 0.42 0.5 10° 0.8523
16 9 0.95 « 107 044 107 0.8662
18 10 0.44  x 1073 0.3% %1077 0.96604
20 11 0.65 x 104 041 ~407° 0.86 608
22 12 049 <1077 0.23 x 407'3 0.86608
23 err(w)= 0.7834

24 erv ()= 0.3102

Tableauw 4,2.15

Nk Ttér Carvet, (N arrét , (3 err (2
4 « {. 04 «10° 0.3890

6 2 0.37 078 ~40% 0.4492

8 3 0.19 0.20 » {0' 05042
{0 4 0.15 0,33 0.5418
12 5 0.15 048 0.5469
(4 6 0.44 0.12 0.5319
6 7 0.34 . {0~ 0.20 o0 0.4894
18 8 047 « 107! 0.24 x10-% 0.5287
20 9 049 « {0~ 017 «107% 0.5299
22 10 0.27 x 1072 0.69 1073 0.5287
4 0.58 x 1072 0.73 1073 0.5293
26 12 045 = 107! 0,49 ~1073 0.5289

27 err (W) = 0.4602
28 err (V) - 0.2994

Tableaw 4218
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Nuit Ttde - arret,( a\rré'(,z (A err(n)
4 (R} 021 104 04972

6 2 0.25 045 «10? 0.1062

8 3 0.36 « {0 054 0.1138

10 4 - 0.26 x 10” 052 10" 0.1208
125 040 « 10~ 029 <t0°* 0.1255
& 6 04 x10” 047 x 10~ 0.1365
6 7 - 0.63x 10" 014 x10°" 0.1326
1§ 8 ©0.35 » 10~ 049 «10~" 0.1286
0 9 . 0.26 < 101 0.82 » 1072 0.1259
22 {0 044« 107 0.18 x10°! 0.1277
23 err(w) = 0.4024

24 err(d ) = 0.6816 A0~

26 4 .64z x 107

28 42 .067 x 1072

30 43 0.5) x 1072

32 44 - 0.39 x 1072

3% 45 046 x 1073

36 16 0,85 x 103

33 AT 0.22 « 1072

4 18 012 < {0°* 0.12¢5

a9 err(w) = 0.404

42 err(d) = 0 69¢8 10"

Tableaw 4.2. {7




.152.

f\{ut{ - “‘.e’r, : arrét,(2) a"ra‘\l(,)“\ err ()
4 { ] 097 .10% 07646

¢ 2 0.57 0.53  «10' 0.9092

8 3 043 0.60 0.8307

1 4 0.86 . 107> 0.53 x40 0.8336
2 5 0.65 1073 0.55 1075 0.833854
14 6 046 «10°¢ 0.82 . 10~" 0.833654
5 err (w)= (.755

16 err (4 )= 0.255

Tableaw 4.2.18

NuiL Tter areet, (2 areél, (20 err ()
4 1 1. 044,402 0.4262

6 2 0.5 0.9¢ . 10° 04585

B 3 0.17 025 10" 0.5050

10 4 013 0.45 0.5342

12 5 0.5 L 10° 0.95 x10°" 0.5186

14 6 0.33 10" 0.19 x10-! 0.516¢

6 7 032 {02 0.20 1073 0.5162

& 8 0.17 <1072 0.51 x107" 0.5149
20 9 051  10°3 0.87 x1i0~-* 0.546 683
22 10 0.23 1076 0.12 x 10™'° 0.516683
23 err(w) = 0.45170

24 err(d) = 0.2851

Tableaw 4.2.19




.153.

Mut - Tdér . arcél, (X) arrét, (X)) err(X)
4 4 1, 049 . 10“ 0.2650
¢ 2 0.39 021« 102 0.1729
§ 3 084 107" 0.24  « 10! 0.4621
{0 4 057 «10°! 0.50 . 0.1478
2 5 040, 10" 0.2 - 0.1049
4 ¢ 2022 .0 0.23 « {07! 0.1255
{6 7 S 046« g0 - 0.75 X 1072 0.1279
18 8 . 072 X 1072 0.1 . 102 0.1274
0 9 .05t x 1072 010 « 1072 0.1258
22 10 024 x 1077 045 . 1072 0.1262
24 A4 051 x 1072 0.47 x 1073 0.1263
26 42 065 1072 023 . 4073 0.1260
28 13 . 079 « 1072 0.52 ~ 1073 0.1262
30 14 046 < 1072 052 . 1073 0.1264
32 15 043 « 1072 048 x 1074 0.4263
34 16 087 x 1073 026 ~ 10™%  0.1264
35 err (W) = 0.102

36 ere (k) = 0684 10!

38 17 © 028 . 1073 066 « 1074 0.12¢3 ‘
40 18 0.21  x 107? 045 ~ 107" 0.12¢4
42 19 064 « (073 0.24 x 1079 0.42¢6

Tableaw 4.2.20




_Dueau‘ 4.2, 21

‘ /Vm%. Tter arré{q'( A) a”é{Q( X)) - err( x)
4 1 1, 028 . 103 0.4259
6 2 0.38 046« 10" 0.3408
8 3 0.22 030« {0} 0.2172
10 4 0.17 0.60 0.2874
2 5 0.65 . 107 0.38 » 107" 0.2912
4 6 023 < 107" 0.75 = 1072 0.3029
16 7 029 « 10~ 0.40 « {0°? 0.3124
18 & 044 x {0 0.54 x10°3 0.3082
0 9 043 » 1072 0.22 107" 0.3088
22 1o 0.1 « 107 0.37 «107¢ 0.3088
24 44 0.3 . 1673 017 < 10°° 0.3087
26 {2 0.32 . 1074 0.22 «{0°° 0.308%2
26 A3 0.33 x 10”2 0.3 x{078 0.30873
29 err( w) = 0. 2643

err (4) = 0.16¢3
Tableauw 4.2.22

Nut  Iteén arret, (X) arrat, (1) err(A)
4 { 1 0.43 « 10° 0.4992
A 2 0.40 6.76 x 10! 0.3133
8 3 0.18 025 « {01 0. 2084
0 4 0.35 <10~ 0.2 0.2175
2 5 0.65 107! 019 107" 0.2221
14 6 034 10! 0.12 0.2386
16 7 0.40 <0 012 0.2581
18 8 051 107" 015 0.2865
20 9 05¢ x107 0.2 0.3244
22 10 053 x10”" 0.25 0.3470
24 11 049 107! 0.25 0.3602
25 err (w)= 02821
26

err () = 0.6519 <10~




.155.

Nuitt - Tter. -

arrét, (1)

- arrEf, () err()
4 1 1 041 . 104 0.44 80
6 2 - 0.35 010 < 107 0.3007
& 3 044 044 < 10! 0.2305
10 4 0.8 < 107 . 0.35 0.1898
12 5 033 0! 0.81  x {07! 01790
14 6 049 x10°' .65 «10~" 0.1631
¢ 7 030 xf0”! 0.88 x10°% 0.1540
8 8 021 «10” 081 x107? 0.1526
20 9 090  x107% 0.32 x1072 0-1531
22 10 o011 <10~ L0.80 x107% 0.1523
2% N 041 a0~ _ 023 a107? 0.1506
26 12 0.1 0! 059 X073 0.1472
28 13 o4 L0t 0.90 X107 1435
79 ‘err(e)) = 0.5717 107
30 err (¥) = 0.3770x 10~2
32 14 037 <1072 026 <4073 014447
34 15 047 <1073 6.19  «107? 0.1463
3% 16 030 1072 012 «107° 01472
38 17 045 L g-2 018  A0°° 01474
40 18 029  «10°% L 0.26 103 0.1472
42 19 0.21  x107% S 0.6 <1073 0.1469
44 20 0.27  .107? L0447 x107° 0.-1468
46 24 022 «107° 073 x1077 0.1468
48 22 035 <1072 0.77 <107 0.14¢5
50 23 028  «10-2 . 0.56 1077 0.1468
52 24 015 A107F 031 07" 0.14€9
54 25 041 1072 036  x107* 0.146¢
55 err (w)= 0.5813 =10-!
5 err () = 03904 x1072
Tableau 4.2.23
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ANNEXE C

TABLEAUX DES RESULTATS CORRESPONDANTS
AUX ESSAIS NUMERIQUES POUR LES
EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
AXISYMETRIQUES
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VORTICITE -
‘ g Sghtene Re = 1072 Re-107"  Re=d
0 0.5 0.0 - 0.3804 -0.373¢ - 0.9437
0125 » - 4.433%¢ - 3.3384 -3.5374 - 3.9800
0.250 » - 5.75 - 5.0974 - 5.2037 -9.4380
— 0.375 ) 6. 7852 6.7874 6.6141 - {.8039
ﬂ 0.5 ) ‘52_ - 31.‘3-843M 34 1422 22.211¢
i 0.625 » -756.35 55.7386 55.5028 49,0813
» 0.750 » 5é25 57.1875 57. 0233 52.7¢00
_ 0. 875 » 32539 8.3357 8.3907 76806
1. | » -128. - 115.0974 -4 A0k - 105 44
Fc. DE  COURANT
0 0.5 0. 0. 0. 0.

6.425 » 0.1496 «\0~' 0.1092x10"" 0.4403 «10°! 0.84 <1072
0.250 » 0406 0.1394 0.1394 0.993 ~\b~"

0.375 » 0.4944 04664 0.4643 0.3737

0.5 » A, 0.9244 0. 9498 0.7970

0.625 » A.3733 A.2593 4.2530 A, 1285

0.750 » 4.7666 4.1585 A.4525 1. 052¢

0.875 » 0.5862 0.5401 0.5368 0, 4365

A. ) 0. 0. 0. 0.
Cas: Triang T3 , &lém, lagt, ordre d'int. 02 prob. Navier - Stokes

Tableay

432
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VORTICITE
r 2 Sg’l“if: Re =10-2 Re =10~ Re = 1.
8 0. -0 { 663 IR -.1235 . 10’
0,45 » ~.3828 3216 6092 . 3693 10
0.250 » -.45 o’ = 4140 < 10! - 2296 <10 A621 < 102
0.375 » ~. 1582 x 102 - 4670 102 - 1330 « \0° MBS < 10°
0.5 ” -. 32 < 102 —.3423 « \0% -. 3014 . 10% L7094 x 40"
0.625 » — 4395 <102 | - L4672 «10% = 4343 10T _ 1043 . 10°
0.750 » - 405 «10f 1 -.4252 < q0® - 4044 « 10F _ 2055 . 40°
0.875 » 876 < 10° | = 1277 «10° =.1239 <10°  _ 3918 x 10"
0 ” .0 sy . 10? , M3 L0F 725« o '_
Tableauw 4.33
FC. de COURANT
.00 0.250 0. 0. 0. 0.
5425 N 072 7066 . 10°F 4335 107 - 2407 x107"
0.250 » 7940 « 10 8547 < 10" LF <107 - g3
0.375 > . 2784 2770 .24 24 -.1025
BE » 5625 5365 4927 S P01 <07

6.625 ) 7725 50 (747 L2910
0.750 » 7119 . 6398 . 6133 . 3593
0.875 Y 3297 2806 L2744 , 1805

1, ” .0 .0

N ,0
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Ttération 1 2 3 4
aret (2) | 4 0A410"% 0.2 «107°  0.25 L7
err (1) 0.149¢ 04498 0.1498 0.1495
A ) -2 -5 ..;
arrét , (w) 1. 0.16 <10 0.31 x10 0157 « 10
err (w) 0.1182 04190 0.1190 0 11884
2 -3 -5 -8
arrét,(y) 1, 0.98. 10 0.14 <10 0.58 x10
err () 079 107" 079 107" 979 . 007" 4w .
Tableaw 4.3.5 ( Re = 10-2)
_H.'e/rai-(on 1 2 S 4
arrét, () 1 0.53 107 0.195.10°% 075 107°
err (X)) 0.1485 0.1509 0.150889 0.150888
arrél, (1) / 0.63 « 1072 0.53 x10™%  0.434 « 195
err (w) 0.1423 01453 01452¢ 014526
arret, (+) A 0.318 « 10~ ° 0.49 <10”" 088 «107°
err () 08305 107" 98369 107"  08352.107" 483935 _ 10~

EA/@BIL‘ 4~3€

( Re =10'1)
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I f era% ton

1 2 3 4
srrét, (A 4, 0.60 107" 75,1077 0.399.107
err () 0.5887 0.6436 0. 6355 0.63589
arrél, (W) A, 0.99 10°" 024,407 5454, 107
err () 0.7017 0.7710 0. 7520 0.7535
| arret, () . 0.7248 « 10~ 04577 107" 093 1077
err(¢) 0.4174 0.4591 0.4448 0.4463
Tteration 5 6 7 8
arret, () 0.456‘ <1073 0.3 x 10~ 0.84 107*
err(2) 0.6358 0.435819 0.435825
areety (w) 9304 <107 0924107 5 gu0 L 107"
err (w) 0.7533 0.7532 0.7533
_____ arét (Y G, 0 0.60<10°7 0176 L1077
errtd) 4 dugz 044413 044415
Tableaw 4.3.7 [Re =1 )
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I’_Lér. 1 2 3 4 L
arrét, (\) | 4 0.77 0.63 0.98 1.002

err (1) | 248 haq 7.3 25.49 17 10>
arret, (w) | A 0.93 0.92 1.02 1. 005
err(w) | 3.30 5.72 12.28 {142 2.9x10°
arrét, () | 1 0.85 103 101 1.002
ereis) 2.03 2.50 4 88 31.09 1.2 ,10°

Tobleau 438 (Re = 5.)

Tter 2 3 4 > 6
arret, (\) |0 9¢9 0982 0.999 1.000 0.999

er N |40 28 0% 14x10 i 40" g9 0%
arret, (w) 1.01 1.002 0.999 1.00 4.00
err(w) | 332,007  577x10% ;4,9 1.5« 10" 5.1, 10%2
arret, (4) | 1.07 1.002 4 000 1.00 1.00
err(4) | 977 1.83<10%  473x10° 8.4« 10" 2.5 107

Taf;»le;u_ 439

(fRe= 10.)
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