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Introduction

Nous donnons dans ce document une contribution & la modélisation des structures minces
et des assemblages multicouches. Cette thése est divisée en deux parties indépendantes : la
premiére partie concerne la déduction purement géométrique de la cinématique des modéles
classiques de plaque et de coque (chapitres 5 et 6) ; la deuxiéme partie est relative a I'étude du
comportement asymptotique d’une inclusion de type coque de grande rigidité dans un milieu
tridimensionnel (chapitre 7) et de trois différentes poutres multicouches (chapitre 8).

La déduction géométrique de la cinématique des structures minces s’appuie sur la forte
analogie qui existe entre la théorie de I’élasticité linéaire (nonlinéaire) et la géométrie différen-
tielle. La théorie de I’élasticité étudie les déformations possibles des solides élastiques soumis a
des forces extérieures. Ce probléme peut étre transposé en géométrie différentielle avec ’étude
des immersions, qui sont ’équivalent des déformations, définies sur une variété différentielle,
qui représente le solide dans une configuration de référence. Pour une présentation plus ap-
profondie sur quelques relations entre la mécanique des milieus continus et la géométrie, on
renvoie le lecteur & la thése de Doctorat de S. Mardare [31].

Dans ce mémoire de thése, le lien entre ces deux disciplines est donné par le théoréme de
Saint-Venant et la formule intégrale de Cesaro-Volterra. Le théoréme de Saint-Venant (voir, par
exemple, M. E. Gurtin [29]) donne des conditions de compatibilité quun tenseur symétrique
donné e doit satisfaire pour étre écrit comme le champ de déformation linéarisé d’un certain
champ de déplacement v, c’est-a-dire e = %(VU + VoT) . En effet, ce théoréme peut étre
considéré comme la version linéarisée du théoréme de Riemann-Christoffel sur les variétés
Riemanniennes plates. L’intégrale de Cesaro-Volterra (voir E. Cesaro [9] et V. Volterra [43])
représente une solution explicite du systéme différentiel %(V'v + VoT) = e : cette formule
exprime le déplacement v comme une intégrale de ligne sur un chemin arbitraire d’une fonction
qui ne dépend que du champ de matrice e donné.

La déduction géométrique de la cinématique des modéles classiques de plaque et de coque
est ainsi obtenue & partir des équations de compatibilité de Saint-Venant et de la formule de
Cesaro-Volterra : le fait que cette déduction ne se base que sur des considérations géométriques
et n’utilise aucun renseignement dérivant de la loi constitutive du materiau, de 1’équilibre ou
encore du chargement, lui donne un caractére original.

On consideére tout d’abord un domaine de type plaque simplement connexe de petite épais-
seur, définie par un paramétre petit . Afin d’étudier le comportement asymptotique de la dé-
formation et du déplacement lorsque I’épaisseur tend vers zéro, on applique un développement
asymptotique formel aux conditions de Saint-Venant et & la formule intégrale de Cesaro-
Volterra. En caractérisant les termes principaux du développement, on obtient les hypothéses
cinématiques des deux modéles classiques de plaque : le modéle de Kirchhoff-Love et le modéle
de Reissner-Mindlin, (voir I’article G. Geymonat et al. [27]).



Dans le cas de la déduction géométrique de la cinématique des coques, la méthode est la
méme que celle décrite précédemment. On considére un développement asymptotique formel
de la formule de Cesaro-Volterra en coordonnées curvilignes, adaptée au cas d’'une géométrie
de type coque. On caractérise les termes d’ordre inférieur du développement et on retrouve
la cinématique des modeéles de Kirchhoff-Love généralisé dans le cas des coques et de Naghdi,
(voir larticle sur la formule de Cesaro-Volterra pour une surface P.G. Ciarlet et al. [19]).

Dans la deuxiéme partie de la thése, on considére le probléme lié & la modélisation d’une
inclusion de type coque dans un milieu tridimensionnel et ’analyse asymptotique de trois
différentes poutres multicouches.

En ce qui concerne l'inclusion de grande rigidité, on utilise 'approche & deux champs
analogue a D. Chapelle et A. Ferent [10]. On étudie la situation géométrique ou la couche
mince est de type coque et ses materiaux sont élastiques linéaires isotropes avec les modules
élastiques d’ordre Eip, p = 1 ou p = 3, par rapport aux modules du solides qui 1’entoure.
Quand p = 1 I'énergie surfacique d’interface du probléme limite correspond a I’énergie d’une
coque membranaire. Quand p = 3 ’énergie surfacique d’interface associée au probléme limite
correspond & ’énergie d’une coque en flexion pure.

Ces premiers résultats sont le sujet d’une Note, A.L. Bessoud et al. [6], jointe & la these, et
ils sont en cours d’approfondissement en ce qui concerne 1’étude de la convergence du probléme
tridimensionnel vers le probléme limite et le cadre fonctionnel pour I’existence et ['unicité des
solutions des problémes variationnels.

Enfin, on a poursuivi une analyse asymptotique dans le cas de trois différentes poutres
stratifiées. Pour ce sujet, on a joint directement ’article correspondant (M. Serpilli et S. Lenci
[41]). Le but de cette partie est la justification mathématique des modéles classiques, utilisés
dans la pratique de I'ingénieur, des poutres multicouches. On essaye de couvrir divers types de
modélisation des structures stratifiées en changeant les rapports d’épaisseur et de rigidité entre
les différentes couches. Le premier modéle étudié est celui d’une poutre & trois couches dont les
épaisseurs et les rigidités de chaque couche ont des ordres de grandeur comparables : ceci est
le cas, par exemple, des poutres en bois lamellaire. Le deuxiéme modéle est une poutre dont la
couche intermédiaire est plus faible par rapport aux adhérents : ceci est le cas du collage des
poutres avec connecteurs déformables. Le dernier modéle concerne une poutre stratifiée dont
la couche du milieu est plus rigide et mince par rapport a la couche supérieure et inférieure :
ceci représente le cas du soudage ou du renforcement structurel.

A l'aide de la méthode asymptotique, on étudie les problémes limites pour chaque cas, en
retrouvant des modeéles déja utilisés dans la littérature de 'ingénieur. En ce qui concerne le
premier modéle, on établit la convergence forte dans H' de la solution du probléme général
vers la solution du probléme limite. Dans le deuxiéme et troisiéme modéle, on n’obtient pas de
résultats de convergence a cause probablement d’un probléme de couche limite aux extrémités.
Comme contre exemple, on donne une interprétation numérique de ce phénomene avec une
simulation par éléments finis : on met en évidence que la convergence faible est impossible a
obtenir étant donné que certaines normes des fonctions "explosent" & I'infini lorsque 1’épaisseur
de la poutre tend vers zéro.



Principales Notations

Les indices et exposants Latins prennent leurs valeurs dans I’ensemble {1, 2,3}, les indices
et exposants Grecs prennent leurs valeurs dans I’ensemble {1,2}. On utilise la convention
d’Einstein sur la somme des indices répétés.

Tous les espaces, matrices, etc., sont réels.

M" : ensemble des matrices carrées d’ordre n.
A™ : ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.
S™ : ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
S¥ : ensemble des matrices symétriques définies positives d’ordre n.
Q™ : ensemble des matrices orthogonales d’ordre n.
53- =6 =069 = { (1]: z ;; : symboles de Kronecker.
+1, si{i, ¢, k} est une permutation paire de {1,2,3}
g = "% :={ —1, si {i, £, k} est une permutation impaire de {1,2,3}
0, siau moins deux indices sont égaux
opérateurs d’orientation de Ricci.
(t;;) : matrice M® d’éléments ¢;;, oi le premier indice i est I'indice de ligne.
u - v, |u|, w A v : produit scalaire Euclidien, norme Euclidienne, produit vectoriel.
AT CofA, det A : Transposée, cofacteur, déterminant de A.
VA, divA, CURL A : Gradient, divergence, rotationel de A.
E3 : espace Euclidien tridimensionnel.
&, = &' : base orthonormée de R3.
(21, &9, 23) : coordonnées Cartésiennes d'un point & € Q.
(1,2, 23) : coordonnées curvilignes d’un point x € €.
® : immersion.
g; (resp. g%) : vecteurs de la base covariante (resp. contravariante).
[g7]; : composante i-éme du vecteur g7.
gij (resp. g¥) : composantes covariantes (resp. contravariantes) du tenseur métrique.
Lijq, I‘fj : symboles de Christoffel de premiére et seconde espéce.
Ryijk : composantes covariantes du tenseur de courbure de Riemann.
a, (resp. a®) : vecteurs de la base covariante (resp. contravariante) du plan tangent a
la surface.
a3 = a® : vecteur unitaire normal & la surface.
aop (resp. a®’) : composantes covariantes (resp. contravariantes) de la premiére forme
fondamentale.
bag (resp. bF) : composantes covariantes (resp. mixtes) de la deuxiéme forme fondamen-
tale.
Yags Pap : tenseurs linéarisés de variation de métrique et courbure.



— [ : partie linéaire de f.

e =V =13(Vv+ VoT): tenseur de déformation linéarisé.
fiy : restriction a U de la fonction f.
idy : application identité de ’ensemble U.

Hled
0% := ———— : operateur de dérivée partielle d’ordre m > 1, ol @ = (¢;) est un
0z 0x52 x5 P P -7 (i)
multi-indice qui satisfait |a| := a1 + a2 + a3 = m.

0; := 0/0x;, 0 := 0%/ Ox;0x; : dérivées partielles de premier et deuxiéme ordre
CO(X;Y) : espace des fonctions continues de X C R? & I’espace normé Y.
C%(X) : espace des fonctions réelles continues, ¥ = R.

C™(£2) : espace des fonctions réelles qui sont m fois différentiables dans €.
LP(Q;Y) : espace de Lebesgue, p > 1.

1
£l zeiyy = { fo |f(2)|Pda } /P,
WmP(Q;Y) : espace de Sobolev, m > 1, p > 1.

1 lwmsory = {JoF @) + japm [0%F (@)P)da |
H™(Q;Y) = W™m™2(Q;Y).

| floo = [[fllz2@)-

1l = 11l 0.

D(Q) : espace des fonctions infiniment dérivables & support compact inclus dans €.
D'(Q) : espace des distributions sur .

H{J'(Q) : fermeture de D(Q2) dans H™ ().

H™(Q) : espace dual de Hj"().

(+,+) = crochets de dualité.

AWkE  composantes contravariantes du tenseur d’élasticité.

a®77 . composantes contravariantes du tenseur d’élasticité d’une surface.

1/p

— [0%] : saut des contraintes en w entre Q1 et O~
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Chapitre 1

Géomeétrie Différentielle
Tridimensionnelle

1.1 Les coordonnées curvilignes

On considére un espace Euclidien tridimensionnel, identifié avec E3, et tel que les vecteurs
é;, = &' forment une base orthonormée.

Etant donné un sous-ensemble ouvert 2 de E? et supposant qu’il existe un sous-ensemble
ouvert € de R? et une application injective ® : Q — E? tels que o) = (), alors, chaque
point & € O peut étre écrit comme

z=0(z), z €,

et les trois coordonnées x; du point z sont appelées les coordonnées curvilignes de z.
Naturellement, il y a une infinité de facons de définir les coordonnées curvilignes dans un
ouvert () donné, selon le choix de 'ouvert €2 et de ’application ©.

Des exemples de coordonnées curvilignes incluent les bien connues coordonnées cylindriques
et sphériques.

On suppose que l'application © = 0;¢e' : Q — {Q}* c E? soit différentiable en z € Q. Si
oz est tel que (z + dz) € Q, donc

O(z +9d0z) =0(z)+ VO(z)dz + o(dz),
oil la matrice VO (z) € M? est définie :

0101 0201 030,
V@(HZ) = 81@2 82@2 83@2 (113)
0103 0203 0303

On définit les trois vecteurs g;(z) € R? par

0,04
g9,(x):=0,0(x)=| 002 | (x).
0,03

g;(x) est I'i-éme vecteur colonne de la matrice VO(z). Soit dx = dx’e;, alors le développe-
ment de ® en x peut étre aussi écrit dans la facon suivante :

O(z + d6z) = O(z) + dz'g,(x) + o(dz).

13



Si, en particulier, dz est de la forme dx = dte;, ou dt € R et e; est une base des vecteurs
dans R?, cette relation se réduit a

O(z + dte;) = O(z) + otg,;(z) + o(dt). (1.1)

Une application ® : @ — E? est une immersion en z €  si elle est différentiable en z et
la matrice VO(z) est inversible ou, de fagon équivalente, si les trois vecteurs g;(z) = 9;0(x)
sont linéairement indépendants.

En supposant que © soit une immersion en x, les trois vecteurs g;(x) constituent la base
covariante en £ = ©(z). Dans ce cas, la derniére relation (1.1) montre que chaque vecteur
g,(x) est tangent a la i-éme ligne coordonnée qui passe par £ = O(z), définie comme l'image
par © des points de Q qui sont situés sur une ligne paralléle & e; passant par .

Revenant a l'incrément général dx = dx'e;, on peut aussi deduire du développement de
® en z que

©(z + 6z) — O(2)]? = 62T VO(2)IVO(2)dz + o(|6z|?) = dzig,(z) - gj(m)éxj + o(|6z|?).

Donc, la partie principale par rapport a dz de la longueur entre O(z + dz) et O(zx) est
{62'g;(x)- gj(m)5$3}1/2. Cette observation suggere de définir une matrice symétrique (g;;(z))
d’ordre trois, telle que

9ii(z) := gi(z) - g,(z) = (VO(2)" VO(2));;.

Les éléments g;j(z) de cette matrice symétrique sont appellés les composantes covariantes
du tenseur métrique en = O(x).

Les vecteurs g;(z) étant linéairement indépendants, les neuf relations g'(z) - g;(z) = (52
définissent trois vecteurs, eux-mémes linéairement indépendents, g*(z), qui forment la base
contravariante en £ = ©@(z). De méme, on peut définir les composantes contravariantes
du tenseur métrique avec :

. .
(97 (z)) := (gi5(2)) "
Pour conclure, on rappelle les relations fondamentales qui sont valides entre les vecteurs

des bases covariante et contravariante et les composantes covariantes et contravariantes du
tenseur métrique. En conséquence, on a :

1.2 Dérivée covariante d’un champ de vecteur

On suppose d’avoir un champ de vecteur défini sur un ouvert () c E? & travers ses com-
posantes Cartésiennes o : O — R, i.e. ce champ est défini par ses valeurs 0;&°, ou les vecteurs
&' appartiennent a un repére orthonormé de E3.

On considére maintenant que 'ouvert Q) est équipé avec un systéme de coordonnées cur-
vilignes, par l'intermédiaire d’une immersion @ : Q — E?, satisfaisante @ () = (.

La fagon appropriée pour passer d’'un champ de vecteur en coordonnées Cartésiennes & un
champ de vecteur en coordonnées curvilignes, est de définir trois fonctions v; : @ — R, les
composantes covariantes du champ de vecteur, qui satisfont les égalités suivantes :

Uz(x)gl(w) = ﬁz(ﬁ)éza Ve = ®($)7 z € Q,
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avec g'(x), les vecteurs de la base contravariante.
Dans le théoréme suivant, on décrit le concept de derivée covariante d’'un champ de vecteur.

Théoréme 1.2.1 Soient Q un ouvert de R? et © : Q — E3 une immersion et C2-difféomorphisme
de Q vers Q := ©(Q). Etant donné un champ de vecteur 0;¢' : @ — R3 en coordonées Car-
tésiennes de composantes U; € Cl(Q), soit vig' : 0 — R3 le méme champ en coordonnées
curvilignes.

Alors v; € CH(Q) et Vz € Q,

0(2) = (vg)elg™ilg];) (), &= O(a),

>

ol
vily = Ojvi = Tjup et Ty;:= g” - Oig;,
et | |
g’ (2)]k := g'(z) - &

dénote la i-éme composantes de g'(z) sur la base {&}.

Les fonctions v;; := 0jv; — Ffjvp sont appelées les dérivées premiéres covariantes du

Ilj 4
champ de vecteur v;g’. Ces fonctions peuvent étre calculées aussi en utilisant les formules

suivantes :
A A L
9j(vig") = vy ;9" = vy; =1{05(vkg")} - g
Les fonctions I, := g” - 9;g; = I'}; représentent les symboles de Christoffel de seconde
espéce et ils satisfont les relations suivantes :

0;gP = —Ffjgj et djg, = Fé-qgi.

Si l’esApace ;fﬁne ]33 es‘g identifi¢ avec R® et ® = idg, la relation 9;(v;g") = vingi se
réduit & 0;(0;e") = (0;0;)€". En conséquence, la dérivée covariante est une généralisation de
la dérivée partielle en coordonnées Cartésiennes.

1.3 Conditions d’existence d’une immersion pour un tenseur
métrique donné

Les composantes g;; = g;; : 2 — R du tenseur métrique d'un ouvert () C E3, défini par
une immersion @, ne peuvent pas étre des fonctions arbitraires. En effet, il est facile d’établir
que les symboles de Christoffel du deuxiéme type satisfont les conditions de compatibilité
suivantes :

q q P 1a P _
oI, — kaij + L — Pijrpk = 0 dans ,
ol Ffj = gPGjq et Ty == %(ajgm + 0igjq — 0qgij) sont les symboles de Christoffel de
premiére espéce.

Ces équations lient, donc, les fonctions g;; a leurs dérivées partielles du premier et deuxiéme

ordre et peuvent étre exprimées en fonction des symboles de Christoffel de premiére espéce :

8]{‘1']“1 — 8kl“ijq + gm"(l“ijnl“qkm — Fiknl“qjm) = 0 dans Q,
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ou en fonction de tous les deux :
0ilikg — Oklijq + F%kaq — kal“jqp =0 dans €.

Ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes pour ’existence d’une immersion & dont I'on
donne le tenseur métrique C = (g;;) sur € :

Théoréme 1.3.1 Soit Q un sous-ensemble ouvert, connexe et simplement connere de R? et
soit C = (gi;) € C2(92;S2) un champ de matrice qui satisfait

Ryijk = @-Fikq — akl“ijq + F%F;cpq — kal“jqp =0 dans (), (1.2)
Alors, il existe une immersion © € C3(; E?) telle que

C=velve dauns 9.

Clairement, l’inverse de ce théoréme est valide méme si § n’est pas simplement connexe. De
plus, cette immersion est unique & moins d’une déformation rigide de R? : cela signifie que les
autres solutions sont nécessairement de la forme x € Q — ¢+ QO(x), ot ¢ est un vecteur de
R3 et Q € Q? est une matrice d’ordre trois orthogonale.

Les fonctions
Raiji := 0iLikg — Ocl'ijq + Ffjrk’pq F L jap

sont les composantes covariantes du tenseur de courbure de Riemann associées au
domaine ©(Q). Le théoréme précédent est ’equivalent du théoréme fondamental sur les
variétés Riemanniennes plates.

1.4 Probléme de 1’élasticité linéaire tridimensionnelle en coor-
données curvilignes

Dans cette section, on présente une simple utilisation des coordonnées curvilignes dans le
cadre de I’élasticité linéaire, en particulier, dans la formulation variationelle du probléme de
I’élasticité linéaire tridimensionnelle.

Le point de départ est la formulation variationelle de 1’élasticité en coordonnées Carté-
siennes. On considére un domaine (2 avec un bord 9Q = “T' U T : T est la partie du bord
avec des déplacements imposés et h correspond a la partie du bord chargée avec des forces
surfaciques données hi e L2 (hf‘) Dans le domaine {2 on applique des forces de volume, notées
fie L¥(Q).

Le probléme consiste donc a trouver une solution @ = (4;) telle que

e V(Q) ={v=(t;) € H(Q;R3); & =0 sur “T'},

N ga A DU A A 1.3
/ A”Mekg (@)é;;(9)de = / fivida + / hio,dl, Yo € V(Q), (13)
O ay
ou AUKE .= \§U§RE 1y (57F67¢ 4 5767F) est le tenseur d’élasticité pour un materiau isotrope et
éij(v) = (8 b; + ;1) est le tenseur linéarisé de déformation .
L’ equatlon (1.3)2 est exprimée en terme des coordonnées Cartésiennes du point & = (%;) €
{Q}~ et des composantes Cartésiennes ;, f* et h' des déplacements et forces.
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On suppose tout d’abord l'existence d’une immersion ©® : Q — E3 telle que ©(Q) =
{Q}_ L’objectif qu’on poursuit est d’exprimer les équations variationelles de 1’élasticité en
coordonnées curvilignes z; du point & = @(z) € {1}, ot & = (x;) € Q. Pour cela, on va
adopter un changement de variable pour passer du systéme de coordonnées Cartésiennes & un
nouveau systéme de coordonnées curvilignes.

Dans ce but, il faut définir univoquement des nouvelles inconnues u; :  — R par rapport
aux anciennes ; : {Q}_ — R, qui satisfont la proprieté suivante :

Ui (z)e' = ui(x)g'(z), V& = O(z), = € Q,

otl les vecteurs g’ forment la base contravariante associée a ©.
La méme chose doit étre faite par rapport aux densités de force fl et ﬁi, en définissant
deux nouvelles densités f? et h'.
On doit alors transformer les intégrales de volume et surface définies en terme de coordon-
nées &; en intégrales définies en terme de coordonnées z; :
— L’élément de volume dz en & = O(x) € ) est donné en fonction de I'élément de volume
dzr en x € Q) par

dz = |detVO(z)|dz = \/g(z)dz, ou g(x) := det(gi;(x)).

— L’¢lément de surface dI'(&) en & = @(:L') € 0 est donné en fonction de 'élément de
surface dI'(z) en x € ) par

0 (&) = |Cof VO(z)n(2)|dT(z) = v/g(a)y/ni(2)g" ()n;(z)dT (z),

ol n(z) := n;(z)eé’ est le vecteur unitaire sortant normale a la surface en z et CofA :=
(detA)A~T, avec A inversible.
Le probléme de I’élasticité linéaire tridimensionnelle en coordonnées curvilignes prend ainsi
la forme suivante : trouver la solution u = (u;) telle que
ueV(Q)={v= () H(QR?); v=0sur T},

/Aijkgekg(u)eij(v)\/gdw = / flvi/gd —I—/ hiv;i\/gdl, Yv € V(Q),
Q Q hp

(1.4)

ou “T' := @~ 1(*T"), "I := ©@ ("), les fonctions fi € LZ(Q) et h' € L?("T) sont définies par :

fl )e; d:z = \/ j”
hi(&) \/ hz dr'(z),

les fonctions AUk .= \gi gkt 4 ,u(g““gjé + giegjk), qui respectent les symétries classiques du
tenseur d’élasticite, AYF = AJIKE = ARG et enfin, les fonctions e;;(v) = ej;(v) € L*(Q)
définies par :

1 1
eij('u) = i(viHj + Uj||i) = 5(8jvi + 5'1'?}]') — F’z?jvp,

qui représentent les composantes covariantes du tenseur linéarisé de déformation ,
autrement appelé tenseur linéarisé de variation de métrique .
On en déduit les équations locales de 1’élasticité tridimensionnelle en coordonnées
curvilignes :
o|l; = f* dans Q,
u; =0 sur “I", (1.5)
oln; =h' sur hT,
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ot 0¥ := AY* e, (u) sont les composantes contravariantes du tenseur des contraintes
et les fonctions 0¥ || := o™ + Ff]kaqj + I‘;kapi représentent les dérivées premiéres cova-
riantes du tenseur (o%/).

Remarque : la dénomination "tenseur linéarisé de variation de métrique " pour (e;;(v))
est di au fait que les composantes covariantes eij(v) peuvent étre obtenues par différence
entre les composantes covariantes g;; du tenseur métrique attaché a ’ensemble ©(2) et les
composantes covariantes g;;(v) du tenseur métrique attaché a 'ensemble (© + v;¢")(92), ou
v = v;¢" est un champ de déplacement arbitraire. De cette différence, on ne considére que la
partie linéaire, [...]"", et donc on a :

1 1
eij(v) = S lgij(v) — gij]"™ = 50jv-g;+0v-g;).

18



Chapitre 2

Géométrie Différentielle des Surfaces

2.1 Les coordonnées curvilignes pour une surface

Soit w un sous-ensemble ouvert de R? et 6 : w — E3. On dénote avec S := 0(w) la surface
dans E3. Si I'application @ est injective, alors on peut identifier de facon univoque chaque point
y € S avec

y=0(y), ycw.

Le couple de coordonnées y,, représentent les coordonnées curvilignes de g. On peut définir un
nombre infini de coordonnées curvilignes en choisissant des differents w et/ou 8. Les exemples
plus connus de coordonnées curvilignes pour une surface sont les coordonnées sphériques et
stéréographiques.

On suppose que lapplication @ = 0,é" : w — E? soit différentiable en y € w. Si dy est tel
que (y + dy) € w, donc

0(y +dy) =60(y) + VO(y)dy + o(dy),

ot la matrice VO(y) € M3*2 est définie par

01601 090,
VG(y) = 6192 8292 (y)
0103 0903

Les deux vecteurs a,(y) € R3 sont définis par

0ab1

an(y) = 0.0(y) = 0o 2 (y)-
O3

L’application 0 : w — E3 est une immersion en y € w si elle est différentiable en y et la
matrice VO(y) a rang maximal, i.e. rang deux, ou, de facon équivalente, si les vecteurs a,(y)
sont linéairement indépendants.

En outre, les vecteurs a,(y) forment la base covariante du plan tangent a la surface
S en g. De facon analogue au cas tridimensionnel, si on calcule

0(y + dy) — 0(y)|* = 6y  VO(y)" VO(y)dz + o(|8y|*) = dy“aaly) - as(y)dy’ + o(|6y[*),
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on peut déduire la partie principale par rapport & dy de la longueur entre les points 6(y + dy)
et O(y) de la surface & est {6y aq(y) - ag(y)doy®}/2. Alors on définit le tenseur symétrique
(aqp(y)) de composantes suivantes :

aap(y) == aa(y) - ap(y) = (VO(y)"VO(y))as

Les composantes aqg(y) de ce tenseur sont appelées les composantes covariantes de la
premiére forme fondamentale, ou tenseur métrique associé a la surface S en y.

La base contravariante du plan tangent & la surface en g, constituée par les vec-
teurs a®(y), est définie par les quatre relations a®(y) - ag(y) = d5; en étant les vecteurs
a,(y) linéairement indépendants, aussi les vecteurs a®(y) seront linéairement indépendants.
Les composantes contravariantes de la premiére forme fondamentale a®’(y) sont
calculées en invertissant la matrice (aq3(y)), et donc :

(@’ (y)) = (aap(y)) "

On rappele les relations qui lient les vecteurs des bases covariantes et contravariantes du
plan tangent et les composantes covariantes et contravariantes de la premiére forme fonda-

mentale :
aap(y) = aa(y) - ap(y) et a*(y) = a®(y) - a(y),

aa(y) = aap(y)a’(y) et a*(y)=a® (w) 5(y)-

2.2 Le tenseur de courbure pour une surface

Il existe une difference fondamentale entre une variété tridimensionnelle dans E3, c’est a
dire un ensemble ©(f2) associé¢ a I'immersion © :  C R3 — E3, et une variété bidimension-
nelle dans E3, c’est & dire un ensemble 6(w) associé & I'immersion 8 : w C R? — E3. Une
variété 3D dans E? est bien définie et complétement déterminée par sa métrique, & moins
d’une déformation rigide de R3 : en effet, les composantes covariantes du tenseur métrique 9ij
satisfont des précises conditions de compatibilité (1.2). Par contre, une variété 2D dans E? ne
peut étre définie que par sa métrique. Le renseignement qui manque est fourni par la courbure
de la surface que ’on va lier aux composantes covariantes du tenseur de courbure.

On considére une surface S = @(w), ou @ est une immersion. Pour chaque point y € S, on
peut définir

_ 01(y) Nas(y)
a3( ).—
la1(y) A aa(y)|

le vecteur normal a la surface en g = 0(y). Dans la suite on utilisera la notation |ai(y) A
az(y)| == va(y), on a(y) := det(aas(y)).

Pour développer le concept de la courbure d’une surface, on doit passer tout d’abord par
la définition de la courbure d’une courbe plane. Etant donné un plan normal a la surface en
y =0(y), ie. qui contient le vecteur as(y), ce plan coupe la surface en correspondance de la
courbe (plane) C. La courbure algébrique de C en Y peut étre écrite comme R, ou R estle

rayon de courbure algébrique de la courbe C en y. On peut montrer (voir, par exemple,
P.G. Ciarlet [14] et [15]) que la courbure algébrique de C' est fonction de

% _ %(aaﬁ(y),baﬂ(y))a
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ol bog(y) représentent les composantes covariantes de la deuxiéme forme fondamen-
tale de la surface, ou tenseur de courbure et

bap(y) = a3(y) - Onap(y) = —0uaz(y) - ag(y) = bsaly)-

1 1
La courbure d’une surface prend ses valeurs dans un intervalle compact de R, [, ] ,
X : Ri(y) Ra(y)

et . En connaissant les courbures prin-
Ri(y)  Ra(y)

cipales au voisinage d’un point de la surface, on peut avoir des renseignements sur la géométrie
et la forme de la surface méme. Soit la matrice (bg(y)), avec «a 'indice de ligne, définie par

bg(y) = aﬁa(y)bao(y)'

borné par les deux courbures principales

Alors, on a :
rm(y) = Rll(y) + R;(y) = bi(y) + b3(y) = tr(ba(y)),
6l0) = iy~ R ) = et

Les fonctions bg(y) sont les composantes mixtes de la deuxiéme forme fondamen-
tale de la surface et la matrice associée n’est pas nécessairement symétrique ; ks (y) et kg(y)
sont respectivement la courbure moyenne et la courbure Gaussienne de la surface S en

Y.

Les surfaces sont souvent caractérisées par rapport & la nature du tenseur de courbure. On
rappelle qu’une surface est appelée elliptique, parabolique ou hyperbolique si la cour-
bure Gaussienne est positive, zéro ou negative. Par exemple, une portion d’un ellipsoide
est une surface elliptique ; un cylindre, un cone ou les surfaces développables en général sont
toutes des surfaces paraboliques ; un paraboloide hyperbolique est une surface hyperbolique.

Les surfaces générales, utilisées en architecture, ont une nature plus complexe et non uni-
forme par rapport & la courbure Gaussienne. Cette distinction est quand méme fondamentale
parce que les coques avec différentes natures géométriques ont un comportement mécanique
trés divers lorsque I’épaisseur devient petite.

2.3 Applications & quelques surfaces simples

2.3.1 Le cylindre circulaire

Une portion S d’un cylindre circulaire de rayon r correspond a une immersion 6 : [0, 2r[xR —
R3 de la forme
(p,2) — (rcosyp, rsing, z).
Les coordonnées ¢ =: x1 et z =: 2 sont les coordonnées cylindriques associées au
cylindre S.
Pour le cylindre S, on peut définir les vecteurs de la base covariante du plan tangent qui
prennent les expressions suivantes :

ai(p,z) = ay(p,z) = (—rsing, rcosyp, 0),
a’2(907 Z) = (],Z(QO,Z) = (07 07 1)
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Le vecteur normal unitaire toujours perpendiculaire & I’axe du cylindre est défini par

ai N\ az

T lar N ao = a3(p, 2) == a,(p,z) = (cos ¢, sinp, 0).

La premiére forme fondamentale en composantes covariantes associée au cylindre S est de

la forme :
( ) 7‘2 0
@p) =\ 0 1 )"

Si on inverse cette matrice, on obient la premiére forme fondamentale en composantes

contravariantes. Donc, on a :
1
@h={ ="
0 1

La base contravariante du plan tangent au cylindre est définie par a® := a®? ag et, donc :

1 1
a'(p,2) = a%(p,2) = (—T sing, —cosp, 0>,

a’(p,2) == a*(p,z) = (0,0,1).

Les composantes covariantes de la deuxiéme forme fondamentale sont calculées & partir de
la formule b,g := a3 - d,ag. Ceci implique :

(baﬂ)=<_or 8)-

La courbure moyenne et la courbure de Gauss assument les valeurs suivantes :

1
Ky =——, kg =0.
T
La courbure Gaussienne est nulle, donc une portion d’un cylindre est un exemple de surface

parabolique.

2.3.2 La spheére

Une portion S d’une sphére de rayon r, qui exclut les deux poles et un méridian, peut étre
représentée a travers les coordonnées curvilignes définies par I'immersion 6 : [0, 27[x[-7, §
R3, telle que

[—

(p,9) — (rsintcosp, rsinysinp, rcosy).

Les coordonnées ¢ =: x1 et ¢ =: x5 sont appelées coordonnées sphériques associées a
la sphére S.
La base covariante du plan tangent est définie par les vecteurs :

ai(p, ) = ay(p,1) = (rcostcosy, rcosysing, —rsiniy),
as(p, ) = a,(p,¥) = (—rsinysing, rsinycosy, 0).

Le vecteur normal unitaire radial est défini par

a1 N\ az . . .
as = Tar A ] = as3(p, ) = a,(p,1) = (sint cos ¢, sinysinp, cos).
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La premiére forme fondamentale en composantes covariantes associée a la sphére S est de
la forme :

(aaﬁ) =7’ ( (1) Sin(;w ) .

La premiére forme fondamentale en composantes contravariantes est obtenue en inversant
la matrice (aqg). Donc, on a :

5 1 (1 0

apy — — 1

(@) 2 0 ——
sin“

La base contravariante du plan tangent & la sphére est définie par a® := ao‘ﬁag et, donc :

1 1 1
a'(p, ) i= a?(¢,0) = ( - cosvcos i, —cosYsing, —rsinw>,

1sing 1lcose
GQ(SD)IZJ) = ad}(%i@ = _;COSQﬁ’ ;sind)’ ) .

Les composantes covariantes de la deuxiéme forme fondamentale sont calculées & partir de
la formule b, := a3 - 0,ag. Donc, on a :

1 0
(baﬁ) = _T< 0 Sil’l2¢ ) :

La courbure moyenne et la courbure de Gauss assument les valeurs suivantes :

2 1
Ky =——, kg=— > 0.
r r
La courbure Gaussienne est positive, donc une portion d’une sphére est un exemple de surface

elliptique.

2.3.3 Le paraboloide hyperbolique

Un paraboloide hyperbolique équilatére S de constante ¢ peut étre représenté a travers les

coordonnées curvilignes définies par I'immersion 8 : Rx] — 3, §[— R3, telle que

(u, ) — (ucosp, ctanp, usinp).

Les coordonnées u =: z1 et ¢ =: x9 sont appelées coordonnées hyperboliques associées
au paraboloide hyperbolique S.
La base covariante du plan tangent est définie par les vecteurs :

a1(p, ) == au(u,p) = (cosp, 0, sint),
. c
as(p, V) == ay(u,p) = <—us1n ©, m, U COS <p> .

Le vecteur normal unitaire est défini par

A 1
as = it BATL N as(u, ) = an(u,p) = —=(—ctanp, —ucosyp, c),
]al A 0,2’

S
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ol va = (¢ tan® ¢ 4 u? cos® p + ¢2)1/2.
La premiére forme fondamentale en composantes covariantes associée au paraboloide hy-
perbolique S est de la forme :

(Gag) = 1 0
BTN 0 w24 A1 +tany) )

La premiére forme fondamentale en composantes contravariantes est obtenue en inversant
la matrice (aqg). Donc, on a :

1 0
(a*) = 1
u2 + c2(1 + tan? )
La base contravariante du plan tangent au paraboloide est définie par a® := a®’ ag et,
donc :

a'(u,p) = a"(u, ) = (cos p, 0, sinp),

1 c
2 — _ o ‘
a”(u,p) = a®(u,p) W2+ 2(1 + tan? @) < U SN ©, 7(:052@’ ucoscp)

Les composantes covariantes de la deuxiéme forme fondamentale sont calculées a partir de
la formule b, := a3 - 0,ag. Ceci implique :

(bus) = c 0 1
o _\/chosgp 1 —2utane )

La courbure moyenne et la courbure de Gauss assument les valeurs suivantes :

2cusin c?

- _ , = — < 0.
i Vva(u? cos? o + ¢2) e a(u? cos? ¢ + ¢2)

La courbure Gaussienne est négative, donc un paraboloide hyperbolique est un exemple de
surface hyperbolique.

2.4 Dérivée covariante d’un champ de vecteur défini sur une
surface

On suppose d’avoir un champ de vecteur 17 = 7,;a® défini sur une surface S grace a ses
composantes covariantes 7, : w — R sur la base contravariante formée par les a’. Cela signifie
que 7;(y)a’(y) est le vecteur en § = (y) € S.

On introduit tout d’abord les formules de Gauss et de Weingarten. Les dérivées des vecteurs
des bases covariante et contravariante sont données par les formules de Gauss :

8aa,6 = Fgﬁag + bagag et E)aaﬁ = —Fggag + bga,3,
et la formule de Weingarten :
Onasz = aaag = _baﬁaﬁ = —bgam

ot les fonctions I%s=a%: Oqap sont les symboles de Christoffel de seconde espéce de
la surface S.
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Théoréme 2.4.1 Soientw un ouvert de R? et @ : w — E3 une immersion et C?-difféomorphisme
de w vers S := O(w). Etant donné un champ de vecteur n;a’ de composantes n; € C*(w) alors
les dérivées partielles 0,(n;a') sont données par

Oa(n;0") = (Dans — T4n, — bagns)a’ + (Bang + bang)a® =
= (Ngja — bapns)a® + (131 + bans) @,

0l 1g|q 1= anﬁ—Fgﬁng et 13| 1= Oatlg dénotent les dérivées premiéres covariantes du champ
de vecteur n;a’.

On se servira de la définition de dérivée covariante d’un champ de vecteur sur une surface
pour introduire deux tenseurs trés importants dans la théorie des surfaces, qui se référent aux
variations de métrique (7,4) et de courbure (p,3) d'une surface, associées a un certain champ
de déplacement. Ces tenseurs seront présentés dans les sections suivantes.

2.5 Condition d’existence d’une surface avec premiére et deuxiéme
forme fondamentale données

Les composantes covariantes de la premiére et deuxiéme forme fondamentale an3 : w — R
et bog : w — R, associées & l'immersion 6 : w — E3, ne peuvent pas étre des fonctions
arbitraires. Elles doivent satifaire avec leurs dérivées partielles des conditions nécessaires qui
prennent la forme suivante et que constituent respectivement les équations de Gauss et de
Codazzi-Mainardi :

08l aor — Oolapr + FggFow —T8oT 8ry = baobsr — bagber dans w,
aﬂbaa - aabaﬁ + Fgobﬂlj, — Fgﬁbgu = 0 dans w,

ou I'npr 1= %(85%” + Oaapgr — Oraqp) et I‘gﬁ = a""T',g, dénotent les symboles de Chris-
toffel de premiére et seconde espéce.

Ces conditions nécessaires deviennent aussi suffisantes pour I'existence d’une immersion
0 :w C R? — E3, dont 'on donne les tenseurs métrique et de courbure sur w :

Théoréme 2.5.1 Soit w un sous-ensemble ouvert, conneze et simplement conneze de R2.
Soient aussi (aag) € C*(w;S%) et (bag) € CH{w;S?) deuz champs de matrice qui satisfont les
équations de Gauss et Codazzi-Mainardi :

a,BFaUT - 80Faﬁq— + Fgﬂraru - FZJF,BT;L = baabﬁT - baﬁbUT dans w,
98bac — Osbag + Tacbpy — I‘Zﬁb(m =0 dans w.

Il existe alors une immersion 6 € C3(w; E3) telle que

010 N 090

0B - 930 = ang et Dog - 22 P27
Y= GaB €L OaBT 15 0 A 0,0

= bog dans w.

De plus, cette immersion est unique & moins d’une déformation rigide de R® : cela signifie que
toutes les autres solutions sont nécessairement de la forme y € w — ¢+ QO(y), ot ¢ est un
vecteur de R® et Q € Q2 est une matrice orthogonale d’ordre trois .
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On définit les fonctions
R‘raﬂa’ = 8ﬂFo¢ch - 8UFO¢BT + PZBFO'T}L - Fggrﬂ‘r,uy

comme les composantes covariantes du tenseur de courbure de Riemann associé
a la métrique (aqg), qui en général ne s’annule pas, a la différence du cas des variétés 3D
Riemannienne plate discuté dans la Théoréme 1.3.1 .

2.6 Les tenseurs linéarisés de variation de métrique et courbure
pour une surface

Dans la Section 1.4 on a discuté le probléme de 1’élasticité linéaire en coordonnées cur-
vilignes et on a défini pour un sous-ensemble ©(2) C E3 les composantes covariantes e;;(v)
du tenseur linéairisé de variation de métrique , associées & un certain champ de déplacement
v = v;¢°. Ces composantes prennent la forme connue suivante :

1 lin 1
eij(v) = 5l9ij(v) — 95" = 5(9jv - g + Giv - g;).

De fagon équivalente, on peut définir un tenseur linéarisé de variation de métrique sur une
surface. Soit i := n;a’, un champ de déplacement arbitraire sur une surface S = (), de
composantes covariantes suffisamment régulieres 7, : w — R. Les composantes covariantes
du tenseur linéarisé de variation de métrique associées au champ de déplacement sont

définies par
1

%ﬁ(’?) = 5[%5("7) — Qaj

ol ang et aag(n) représentent respectivement les composantes covariantes du tenseur métrique
des surfaces () et (6 + n;a")(w). En composantes, on écrit :

]lin

Y

1
7045(”) = 7(aﬁn “ Qo+ 804"7 : a’ﬁ) = 7ﬁa(n) =
= -(Nap + M8ja) — bapns =
= 5(304% + 9pn4) — Topne — bapns-

Ensuite,
Mo € H'(w) et 13 € L*(w) = v45(n) € L*(w).

Dans les Sections précédentes, on a mis en évidence le fait que pour bien déterminer une
surface on a besoin d’introduire le concept de courbure et, donc, de tenseur de courbure associé
a la surface. En conséquence, il devient naturel de définir un tenseur linéarisé de variation de
courbure associé & un champ de déplacement quelconque sur la surface.

Les composantes covariantes du tenseur linéarisé de variation de courbure ont
la forme suivante :

Paﬁ(ﬂ) = [baﬁ(n) - baﬁ]hna

ol bag et by3(n) représentent respectivement les composantes covariantes du tenseur de cour-
bure des surfaces (@) et (0 + n,a*)(w). En exprimant les composantes, on écrit :
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Paﬁ(n) = ((%5"7 - Fggaﬂ?) caz = Pﬁa(ﬂ) =
= N3jap — b2bepn3 + b3Ng3 + U3 + U5lan, =
= Oapnz — ' 5053 — bapns+
+02.(08n5 — L'omr) + 05(0an, — Igng)+
(Db + 5,05 — L7500,
Et donc,
Ny € Hl(w) et 3 € H2(w) = paﬂ(n) € L2(w).

Les tenseurs linéarisés de variation de métrique et courbure jouent en role essentiel dans
la théorie des coques élastiques linéaires : (7,4) est associé au comportement membranaire de
la surface moyenne de la coque; (p,g) & son comportement en flexion.

2.6.1 Cas du cylindre circulaire

Dans le cas des coordonnées cylindriques, les composantes covariantes du tenseur linéarisé
de variation de métrique prennent la forme suivante :

75050(77) = 8507750 + 125

7@27(") = 5(62774;: + 8@77,3)7

sz(n) = aznz'
Les composantes covariantes du tenseur linéarisé de variation de courbure en coordonnées
cylindriques prennent les expressions suivantes :

2
pww(n) = Opplly — Ny — ;aﬂ?w
1
pgpz(n) = 8<PZ77T - ;azngw

pzz(") = 62’2777“

2.6.2 Cas de la sphére

Dans le cas des coordonnées sphériques, les composantes covariantes du tenseur linéarisé
de variation de métrique prennent la forme suivante :

Yo (M) = 5(61&% + 9pny) + m%,

Yo (1) = Opn, + cospsinym,, +r sin? ¥, ..

Les composantes covariantes du tenseur linéarisé de variation de courbure en coordonnées
sphériques prennent les expressions suivantes :

2
Pmp(’?) = a’l”/)nr =Ny = ;a’l’niﬁ’
1 1 2
- o, — - (0, + 0 -
pcpzp(n) Ty + rtand; M r < <p771/1 + w’r]cp + rtan@bn“”) )

P (M) = Oppny + costhsindyn, — sin? ym, — (Opn,, + costpsinipn,,).

r
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Chapitre 3

Théorie Asymptotique des Coques
Elastiques

Dans la suite, on présente un modéle asymptotique linéaire de coque de type Koiter, qui
tient compte du comportement membranaire et en flexion de la coque, avec une discussion sur
I'existence et unicité de la solution du probléme limite.

3.1 Le modéle linéaire de coque de Koiter

Le modeéle bidimensionnel linéaire (ou non linéaire) de coque proposé par W. T. Koiter
(voir, exemple, W. T. Koiter [30] et M. Dikmen [23|) est obtenu par les équations tridimen-
sionnelles de D’élasticité linéaire (ou non linéaire) en faisant deux hypothéses a priori. Une
hypothése, de nature cinématique, est I’Ansatz de Kirchhoff-Love : elle affirme que tous les
points situés sur la normale & la surface moyenne restent sur la normale & la surface moyenne
déformée et, en plus, la distance entre ces points et la surface moyenne reste constante lors de
la déformation. L’autre hypothése, de caractére mécanique, suppose que 1’état de contrainte
dans la coque soit plan et paralléle a la surface moyenne.

Soit 7y, un sous-ensemble mesurable de v = dw de longueur positive et soit V g (w) 'espace
des déplacements admissibles de Koiter, défini par

Vi) i={n = (1) € H'w) x H'() x HX@); n; = dyms = 0sur 1o}, (3.1)

La formulation variationelle du modéle de Koiter linéaire pour une coque prend la forme
suivante :
,P;((w) : 5AM(C7 77) + 53AF(C? 77) = Ga('r’)a V’I’] € VK(w)v (32)
ot ¢ = (¢;) : @ — R3 est le vecteur des déplacements inconnus et les formes bilinéaires
Ap(¢,m) et Ap(¢,m) ont les expressions suivantes :

Anm(¢,m) :Z/aaﬁwvw(()vw(n)\/&dy,

AF(C7T’) = / pUT(C)pa,@(n)\/&dy'

w 3

aaﬁa'r

On rappelle que les fonctions

a®Por .= )\4_?;; a®Ba’m + 2M(aa"a’3T + a‘”a’ga)
1
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dénotent les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité de la coque (A et p sont les
constantes de Lamé du materiau élastique qui constitue la coque), v,5(n) et p,z(n) dénotent
les composantes covariantes des tenseurs linéarisés de variation de métrique et courbure asso-
ciés au champ de déplacement 1 = n;a’ définis par les formules :

1
Yas(M) 1= 5 (lajs + g1a) = bagns,
Pap(M) = N3jap — b2bopn3 + b3N015 + 5N ja + Ujlan,-

Enfin, Peffet des forces extérieures apparait a travers le terme
G(n) = €p/pim\/5dy,
w

ot p' € L%(w) sont les forces appliquées sur la surface moyenne de la coque. On va spécifier
dans la suite le réle important de ’exposant p en face de l'intégrale des forces : selon le choix
fait sur p, on obtiendra différents modeéles de coque, en privilégiant soit le comportement
membranaire soit la flexion soit, encore, le comportement mixte.

La formulation (3.2) satisfait les conditions de continuité et coercivité :

c-([Inll5)? < eAn(n,m) + 2 Ar(n,m) < C(In)|5)?, (3.3)

ou
1/2
Inll% = {Z [7allw + ||773||2,w} :
(0%

L’inégalité (3.3) implique que le probléme variationnel (3.2) est bien posé dans espace de
solution considéré (3.1).

3.2 Comportement asymptotique

Dans le concept de "coque" est implicite I'idée que 1’épaisseur est petite comparée avec
les deux autres dimensions. Si on considére la formulation de Koiter du probléme, on peut
remarquer que le role de € influence les propriétés du modéle, lorsque ce paramétre devient
de plus en plus petit. Il est aussi important d’étudier la convergence variationelle du modéle
vers un certain modéle limite, quand e tend vers zéro. Le modéle limite simplifié peut étre
donc utilisé et analysé a la place du modele original quand e est suffisamment petit (voir,
par exemple, P.G. Ciarlet [14], J. Sanchez-Hubert, Sanchez-Palencia [39] et D. Chapelle, K.-J.
Bathe [12]).

Soit

V(w) == {n = (;) € H @ R%); 1= 0 sur 7,}.

Dans l'analyse asymptotique des coques, un sous-espace particulier de V(w) devient crucial,
c.a.d.

Vo(w) :={n € V(w); Au(n,m) =0dans w} ={n € V(w); v,45(n) =0 dans w}. (3.4)

Cet espace (3.4) est 'espace des déplacements avec déformations de membrane nulles et donc,
il contient les déplacements de flexion pure.
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A différence de ce qui se passe dans le cas des structures plus simples comme les poutres
ou les plaques, on observe que les conditions qui définissent ’espace Vy(w) constituent un
systéme d’équations bien déterminé. Ce systéme réveéle une spécificité essentielle des coques,
lorsque Vo(w) = {0}. Cette situation corresponde au cas des coques a flexion pure in-
hibée ou coques membranaires. On verra dans la suite la distinction fondamentale entre
les coques membranaires elliptiques et les coques membranaires généralisées. Autrement, si
Pespace Vo(w) # {0}, on parlera des coques a flexion pure non inhibée ou coques
flexionnelles.

3.2.1 Coques a flexion pure non inhibée

On rencontre le cas des coques a flexion pure non inhibée dans I’étude, par exemple, des
coques plates et donc dans la formulation du probléme des plaques. Un autre exemple des
coques flexionnelles est celui des coques qui possédent une surface moyenne cylindrique ou
conique avec des conditions aux limites sur une des génératrices (Fig. 3.1).

FIGURE 3.1 — Une coque flexionnelle. Une coque linéaire élastique dont la surface moyenne S = 6(w)
est un cylindre ou un cone et soumise & une condition aux limites de déplacements nuls sur une des
génératrices O (v, X [—¢,¢]) (en noir dans la figure).

Pour faire en sorte que la solution du probléme de Koiter Pj (w) reste bornée et non nulle,
on doit supposer que la forme linéaire au second membre soit de la forme :

G*(n) =&°F(n),

ou F(n) est une forme linéaire indépendante de €. Pour chaque valeur de € le probléme a
résoudre devient :
Trouver ¢(¢) € Vg (w) tel que

1
Ar(C(e),n) + 5 Am(C(e),n) = F(n), ¥n € Vi(w).
Si on entreprend une analyse asymptotique sur ce probléme, qui apparait étre un probléme
d’optimisation avec contraintes, on obtient le probléme suivant :

Trouver ¢° € Vp(w) tel que

Pr(w): Ap((®,m)=F(n), Vne€ Vp(w),
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ot Vp(w) = Vg(w) N Vo(w) = {n = () € H'(w) x H'(w) x H*(w); n; = 9y =
0 sur vg, 743(n) =0 dans w} et

aaﬂUT

3

Ap(¢®,m) = / Por(C)pus (m)v/ady.

Le probléme Pr(w) est bien posé dans I'espace Vp(w) considéré. L'existence et ['unicité
de la solution du probléme variationnel Pr(w) sont une conséquence directe de 'inégalité de
Korn pour une surface générale :

1/2

1/2
+ ||773H%,w} <c Z |’7a[3 ’0w + Z |paﬁ |0w ,Vn = (777,) S VK(w)7

{Ea;llna i

du fait que le tenseur d’élasticité de la coque est défini positif et du lemme de Lax-Milgram.

De plus, on peut établir la convergence, dans un certain cadre fonctionnel, du modéle
tridimensionnel vers le modéle limite, lorsque € — 0, (voir M. Bernadou et P.G. Ciarlet [3] et
M. Bernadou et al. [4]). Pour cela, on a :

Théoréme 3.2.1 Lorsque ¢ tend vers zéro, la famille de solutions ({(g))e>0 du probléeme
P5(w) converge fortement vers ¢% dans Vi (w), ou ¢° satisfait le probléme Pp(w). De plus,
on a que

limg_,OE%AM(C(g), ¢(e) = 0. (3.5)

L’estimation a priori (3.5) entraine que ’énergie de membrane tend vers zéro quand ¢ — 0.
Ce fait explique pourquoi les coques a flexion pure non inhibée sont des structures dominées
par les effets de la flexion.

3.2.2 Coques a flexion pure inhibée

Pour obtenir un bon modéle de coque membranaire, il faut supposer un scaling approprié
de la forme linéaire. On suppose que

G°(n) = eLm(n),

ot Lys(n) est une forme linéaire indépendante de €. Le probléme Pj (w) devient :
Trouver () € Vg (w) tel que

AM(C<€)7 77) =+ €2AF(C(€)7 77) = LM(n)v VTI € VK(CU)
On a obtenu un probléme classique de perturbation singuliére d’un probléme elliptique. Si on
procéde a une analyse asymptotique, on peut définir le probléme limite suivant :
Trouver ¢° € V(w) tel que

Pu(w): Am(Cm) = Lu(n), ¥n e V(w).
On rappelle la forme de 1'espace V(w) := {n = (n;) € H(w); 7 = 0 sur v,} et

(@) = [ a7, (¢ m) Vady.

w
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En général, le probléme variationnel Pys(w) n’est pas bien posé dans ’espace V(w) considéré :
en effet, ’existence et 'unicité de la solution du probléme limite et, encore, la convergence du
modele général vers le modéle limite lorsque ’épaisseur € tend vers zéro ne sont pas garanties
et donc échouent dans cet espace particulier. Conséquemment, il faudra remplacer 1’espace
V(w) avec des espaces différents, moins réguliers, en général, et distinguer les deux cas de
coques suivants : les coques membranaires elliptiques et les coques membranaires généralisées.

1. Coques membranaires elliptiques

Soit w un domaine de R? avec bord v et soit @ € C2(w; R?) une application injective telle que
0,0(y) sont linéairement indépendants en y € W. Une coque élastique avec surface moyenne
S = 0(w) est definie coque membranaire elliptique si les deux conditions suivantes sont
vérifiées au méme temps :

(i) La coque est soumise a une condition aux limites de déplacement sur toute la face
latérale ®(y x [—e&,¢€]), i.e. le champ de déplacement s’annule sur le bord ; donc,

Yo =7-

(ii) La surface moyenne S est elliptique. Donc, il existe une constante ¢ telle que
D 1€ < clbap(y)e€’], Yy € et V(EY) € R?,
«

ou les fonctions b,g : W — R sont les composantes covariantes du tenseur de courbure de S.
Cette hypothése signifie que la courbure Gaussienne de S est partout strictement positive.

Un exemple de coque membranaire elliptique est une partie d’'un ellipsoide soumise & une
condition aux limites de déplacement nuls sur tout le bord, comme on montre dans Fig. 3.2,
ci-dessous.

Oy x [Z=.4])

FIGURE 3.2 — Une coque membranaire elliptique. Une coque linéaire élastique dont la surface moyenne
S = 0(w) est une partie d’un ellipsoide E et, qui est soumise & une condition aux limites de déplace-
ments nuls sur le bord entier ©(yx[—¢, ¢]) (en noir dans la figure) est un exemple de coque membranaire
elliptique.

Pour coque élastique membranaire elliptique telle que 8 € C?!(w; R3), Iinégalité de Korn
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pour une surface elliptique S = 0(w) est valide : il existe une constante cys telle que

1/2

1/2
{Z HnaH%,w + ’773‘%),0.)} < oM Z |7aﬂ(n)‘(2),w
o o,
Vn = (n;) € Vy(w) = H}(w) x H} (w) x L*(w).

Cette inégalité, conséquence de la définition de coque membranaire elliptique, est la clé
fondamentale pour I'analyse du probléme lié¢ aux coques a flexion pure inhibée. L’indice "M™"
indique que Vs (w) est l'espace fonctionnel sur lequel les équations bidimensionnelles d’une
coque membranaire elliptique seront posées.

Le probléme variationnel bidimensionnel Pj;(w) pour une coque élastique membranaire
elliptique admet la forme suivante :

Trouver ¢¥ € V(w) := H} (w) x Hi(w) x L?(w) tel que

Pu(w): An(C®m) =Lu(n), ¥ne Vy(w).

Ce probléme est donc bien posé dans ’espace V jr(w) : 'existence et I'unicité de la solution
limite sont assurées et on peut aussi établir le théoréme suivant de convergence fonctionnelle
de la solution générale vers la solution du probléme limite quand ¢ — 0 :

Théoréme 3.2.2 Lorsque ¢ tend vers zéro, la famille de solutions ((€))e>0 du probléme
P5.(w) converge fortement vers ¢° dans Vi (w), o ¢° satisfait le probleme Ppr(w). De plus,
on a que

lim. _oe?Ap(¢(e), C(e)) = 0. (3.6)

L’estimation a priori (3.6) implique que I’énergie de flexion devient négligeable lorsque ¢ tend
vers zéro.

2. Coques membranaires généralisées

Les coques membranaire elliptique fournissent un premier exemple de coques élastique
membranaires, i.e. celles dont Vp(w) = {0}. Dans cette section, on va traiter les cas restants
de coques élastique membranaires en identifiant 1’espace fontionnel ad hoc, ou le probléme
d’une coque membranaire généralisée vit, et en justifiant mathématiquement tout ceci avec
des résultats de convergence.

On a dit auparavant qu’une coque élastique devient une coque membranaire généra-
lisée si I'espace

Vrw) = {n=(n;) € H'(w) x H'(w) x H*w); 1; = dymg = 05ur 7, Yap(n) =0 dans w}
se réduit & {0}. Cette condition est clairement équivalente a dire que la semi-norme définie

par
1/2

M
|n|w = Z |7aﬁ(n)|(2),w
a,B

pour tous n = (1;) € H'(w) x H'(w) x L?(w) devient une norme pour l'espace

Vi(w) ={n= () € H'(w) x H'(w) x H*(w); n; = d,m3 = 0 sur y,}.
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On a demontré dans la section précédente que si la coque est une membrane elliptique,
grace a l'inégalité de Korn pour une surface elliptique, la semi-norme |- | est déja une norme
pour I'espace Vj(w) : donc, I'espace Vj (w) est complet s’il est muni de la norme | - [M.
Ce fait constitue la différence principale entre les membranes elliptiques et les membranes
généralisées.

Plus précisément, ’espace fonctionnel, ou les équations limites d’une coque membranaire
généralisée sont bien posées, est le complété abstrait de 'espace V (w) par rapport a la norme
|- |M. On le notera avec

ng(w) := complété de V(w) par rapport a | - |M.

La difficulté majeure dans ’analyse asymptotique des membranes généralisées est surement
I'identification de 1’espace Vg\/l (w), qui, pour certains cas, cesse d’étre un espace des distribu-
tions. Par exemple, il a été facile dans les cas de membrane elliptique, lorsque V(w) = H(w),
de reconnaitre que le complété ng(w) se réduisait & Vs (w) = H} (w) x H} (w) x L (w).

Les équations limites bidimensionnelles pour une coque membranaire généralisée prennent
la forme suivante :

Trouver ¢° € Vt]i\/[ (w) tel que

Pirw): By(¢Cm) =LA (n), ¥ne Vi (w),

ol ng est I'unique prolongement a V%w(w) X V?w(w) de la forme bilinéaire déja rencontrée
dans le probléme de coques membranaire :

(M) € V() x V(w) — / a0y (C)ya(m)Vady,

et ng : ng (w) — R est une forme linéaire continue déterminée par le comportement des forces
admissibles appliquées lorsque € — 0. A la différence des coques membranaires elliptiques et
des coques flexionnelles, les forces appliquées & une coque membranaire généralisée ne peuvent
pas étre arbitraires : elles doivent satisfaire certaines conditions d’admissibilité comme il est
formellement expliqué dans le livre de P.G. Ciarlet [14].

Pour I’étude des membranes généralisées, il est nécessaire d’entreprendre une analyse fine
et cela constitue un probléme difficile. Il faut tout d’abord prouver que l'espace Vp(w) se
réduit & {0}, d’aprés identifier I'espace ng(w) et les forces admissibles correspondantes.

Comme pour les problémes de coques précédents, on inclut les résultats de convergence
vers la solution limite (voir les articles : P.G. Ciarlet et V. Lods [20], et P.G. Ciarlet et E.
Sanchez-Palencia [22]). On a :

Théoréme 3.2.3 Lorsque ¢ tend vers zéro, la famille de solutions ((€))e>0 du probléme

Ps(w) converge fortement vers ¢° dans V?w(w), ot ¢V satisfait le probléme P?VI(w).

Un premier exemple est celui d’'une coque dont la surface moyenne est une surface elliptique
et soumise a une condition aux limites de déplacements nuls sur une partie du bord (v, x
[—e,¢]), telle que 0 < longueury, < longueury (Fig. 3.31). Il a été demontré que espace

R(w) = {n=(n;) € H'(w) x H'(w) x L*(w); 1 = 0 sur 7, 7a4(n) =0 dans w}
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se réduit & {0} et donc aussi ’espace Vo(w) = {0}.

Les équations qui gouvernent ce probléme constituent un exemple de probléme sensitif : en
effet, l’espace Vg\/l (w) n’est pas un espace de distributions et il existe des fonctions p' € D(w)
telles que les forces appliquées correspondantes & la forme linéaire n — fw p'n;v/ady ne sont
pas admissibles.

o g
- /

O x [“e,¢]) O % [~=,¢])

FIGURE 3.3 — Deuz coques membranaires généralisées. A gauche, une coque linéaire élastique dont
la surface moyenne S = 6(w) est une partie d’un ellipsoide et, qui est soumise & une condition aux
limites de déplacements nuls sur une partie du bord © (v, x [~¢,¢]) (en noir dans la figure). A droite,
une coque linéaire élastique dont la surface moyenne S = 6(w) est une hyperboloide de révolution
et, qui est soumise & une condition aux limites de déplacements nuls sur la partie inferieure du bord
O(v, x [—¢,¢€]) (en noir dans la figure).

Remarque : Dans le cas d'une coque elliptique membranaire, I’espace ng(w) est un es-
pace des distributions car il coincide avec Hg(w) x H}(w) x L?(w). Si la coque présente un
pli ou un coin, le probléme bidimensionnel devient sensitif et I’espace ng (w) cesse d’étre un
espace de distributions.

Un deuxiéme exemple est celui d’une coque dont la surface moyenne est une surface hyper-
bolique (sa courbure Gaussienne est strictement négative partout) : par exemple, une coque,
dont la surface moyenne est un hyperboloide de révolution, et qui est soumise a des dé-
placements nuls seulement sur le bord inferieur (Fig. 3.32). Sous ces hypothéses, 1'espace
R(w) = {0} et l'espace ng(w) est un sous-espace fermé de L?(w) x L?(w) x H }(w).

Remarque : Comme pour les coques elliptiques membranaires, si la coque hyperbolique
posséde un pli, alors le probléme relatif devient sensitif.

Un dernier exemple est celui d’une coque avec une surface moyenne parabolique. C’est le
cas d'une partie d'un cylindre ou une partie d’un cone, fixes sur le bord inférieur (Fig. 3.4).
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On peut démontrer que l'espace R(w) = {0} et I’espace V?M(w) sont des sous-espaces fermés
de H Y (w) x H Yw) x H2(w).

O x [e,¢))

O % [e.c))

FIGURE 3.4 — Deuz coques membranaires généralisées. A gauche, une coque linéaire élastique dont
la surface moyenne S = 6(w) est un cylindre et, qui est soumise & une condition aux limites de
déplacements nuls sur le bord inferieur ©(vy, x [—¢,¢]) (en noir dans la figure). A droite, une coque
linéaire élastique dont la surface moyenne S = 0(w) est un cone et, qui est soumise a une condition aux
limites de déplacements nuls sur la partie inferieure du bord @ (v, x [—¢,¢]) (en noir dans la figure).
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Chapitre 4

Les Equations de Compatibilité de
Saint- Venant et la Formule de
Cesaro-Volterra

4.1 Position du probléme

En mécanique des milieux continus, une question fondamentale est d’etablir si la répartition
des déformations dans un continuum est quelconque ou si elle est soumise a certaines conditions
d’admissibilité ou, mieux, de compatibilité. Autrement dit, si on se donne un champ de tenseurs
symétriques e = (e;;), existe-t-il un champ de déplacement v = (v;) dont il dérive? Est ce
tenseur donné e = (e;5) le champ de déformation associé au déplacement inconnu v = (v;)?
En général, la réponse est négative.

Au niveau géométrique, ceci s’interpréte comme suit : si un objet est coupé en morceaux et
si ces morceaux sont déformés de maniére quelconque, ils ne peuvent pas étre juxtaposés sans
vides (voir Fig. 4.1). Pour pouvoir le faire, et donc afin que les déformations soient compatibles
avec la continuité du milieu, elles doivent satisfaire des conditions de compatibilité.

-

FIGURE 4.1 — Déformation non compatible.

Le tenseur de déformation est défini a partir de la transformation ® ou, également, a partir
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d’un champ de déplacement v : par exemple, le tenseur de déformation de Cauchy-Green
C est défini par :
C:=VO'VO =1+Vuv+ Vv’ +Vv'Vo.

Dans le cas linéaire, le tenseur linéarisé de déformation e est défini & partir d’un champ

de déplacement v. On a :
e :=V,v,

ott (V4v);; = 3(d;v; + 9;v;), sont les composantes du gradient symétrique de v.

Par conséquent, les fonctions qui définissent la déformation, soit en terme de C, soit en
terme de e, ne sont pas indépendantes : elles sont liées par six relations.

Dans certaines formulations du probléme de D'élasticité (P.G. Ciarlet et P. Ciarlet Jr.
[16]), le champ de déformation peut étre I'inconnue primaire : il faut donc s’assurer que les
composantes des déformations vérifient des conditions de compatibilité pour qu’il existe un
champ de déplacement associé a une telle déformation donnée.

Par exemple, dans le plan (z1,22) en coordonnées Cartésiennes, soit le champ e = (eqg)

défini par
a ariT
e(xl,xg)::< ! 2), a>0.
ari1xro a

S’il existe un champ de déplacement v(x1,z2) = (vo(x1,22)) dont le champ donné est le
champ linéarisé de déformation , nécessairement on a :

O (x1,x2) = a, Owwa(z1,x2) = a, 01va + davr = 2az1T2. (4.1)
La premiére équation (4.1); entraine ’existence d’une fonction f(z2) telle que
vi(z1,22) = axy + f(x2),
la deuxiéme équation (4.1)9 entraine ’existence d’une fonction g(x1) telle que
vo(z1,22) = axs + g(xq).
La derniére équation (4.1)s implique que
' (z2) + ¢ (z1) = 2az1 22.

Cette égalité ne peut jamais étre satisfaite. On en déduit que les composantes d’un champ de
déformation donné ne peuvent pas étre arbitraires.

4.2 La compatibilité : les théorémes classiques de Saint-Venant
et de Donati

Dans cette section, on rappelle la caractérisation classique des champs de matrice comme
champs tensoriels linéarisés de déformation et les diverses extensions de cette caractérisation.

Soient € un sous-ensemble ouvert de R? et v = (v;) un champ de vecteur (ou déplacement)
défini sur 2. Le champ de matrice Vg v défini par

1
(Vsv)ij = 5(@'”;’ + 0jv;)
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est le champ linéarisé de déformation associé au champ de vecteur v.
La premiére caractérisation d’un champ de matrice symétrique e = (e;;) s’écrivant sous la
forme
e = Vv, quelque soit le champ de vecteur v,

a été annoncée par A.J.C.B. de Saint-Venant en 1864, et démontrée rigoureusement par E.
Beltrami en 1881. Ce théoréme est connu sous le nom de Théoréme de Saint-Venant et il
affirme (voir, par exemple, M.E. Gurtin [29] et C. Amrouche et al. [1]) :

Théoréme 4.2.1 (de Saint-Venant) Soit Q un sous-ensemble ouvert, connexre et simple-
ment conneze. Soit e = (e;;) € C*(2;S*) un champ de matrice donné qui satisfait

'Rijkg(e) = Ogjeir, + Orieje — Opiejr, — Orjei = 0 dans €. (4.2)
Alors, il existe un champ de déplacement v € C3(S;R3) tel que
1
eij = (Vsv)ij = 5950 + 9vj),
et les autres solutions v = (;) de Uéquation e;; = %(0;0; + 0;0;) sont de la forme v =
v+ a+ bAidg, avec a, b e R3.

Clairement, la réciproque de ce théoréme est vraie méme quand 2 n’est pas simplement
connexe. Les conditions de compatibilité de Saint-Venant (4.2), R;j(e) = 0, sont
mieux connues dans leurs forme implicite

CURL CURL e =0 dans {2,

ot (CURL e);; := ejgi, Oejp représente 'opérateur rotationel matriciel.
Remarque. La matrice CURL CURL e est toujours symétrique et ses composantes
Rijke vérifient les symétries suivantes :

Rijke = Rieij = —Rijek-

Les quatre-vingt une relations Rijkg(e) se réduisent donc & six relations indépendantes
pour (4,7, k,¢) = (1,2,1,2),(1,2,1,3),(1,2,2,3),(1,3,1,3),(1,3,2,3),(2, 3,2, 3).

Récemment, les conditions de compatibilité de Saint-Venant ont été généralisées sous des
hypothéses de régularité plus faible. P.G. Ciarlet et P. Ciarlet Jr., dans I'article [16], ont établi
la version dans L2(Q2) du théoréme de Saint-Venant, ot L2(Q) représente I'espace des matrices
symétriques avec composantes dans L%(Q) :

Théoréme 4.2.2 (de Saint-Venant, version L2(€2) ) Soit Q un sous-ensemble ouvert, connexe
et simplement conneze, avec une frontiére Lipschitzienne. Soit e = (e;;) € L2(Q2) un champ
de matrice donné qui satisfait

'Rijkg(e) = 8@% + 3kiejg — agiejk - 8kjeig =0 dans HiQ(Q).
Alors, il existe un champ de déplacement v € H'(Q;R3) tel que
1
€ij = (st)ij = 5(83"1)1' + 61"1)3') dans LQ(Q),

et les autres solutions v = (v;) € H (4 R3) de Uéguation e;; = 5(9;0; 4+ 9;0;) sont de la forme
v=wv+a+ bAidg, avec a, b € R3.
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Démonstration. Les conditions de compatibilité R;jrs(e) = 0 dans H2(£2) peuvent étre
écrites également comme suit :

8ghijk = 8khijg, avec hijk = 8j€ik — aiejk € H_I(Q).

Le théoréme de Poincaré implique existence des fonctions p;; € L?(f), uniques a une
constante additive prés, telles que

8kpij = hijk = @eik — &-ejk dans Hil(Q).

On en déduit que 'on peut choisir p;; telles que p;; + pj; = 0 dans L?(12).
On remarque que les fonctions g;; := (e;; + pij) € L*(2) satisfont

Okqij = Oreij + Okpij = Oeij + Ojei, — Oiejp =
= Ojeqn, + Ijpir = 0jqir, dans H~1(Q),

et on en déduit, grace au théoréme de Poincaré, I'existence des fonctions v; € H'(£2), uniques
A une constante additive pres, telles que

d;vi = gij = eij + pij dans L*(Q).

En conséquence :

1 1
i(ajv,» + 0jv;) = eij + 5(]%‘ +pji) = e;; dans L*(€),

comme il est requis. Il reste & démontrer que les autres solutions différent d’un déplacement
rigide infinitésimal. On utilise alors la propriété suivante :

{v = (v;) € D'(Q[R?); 9ju; + 0wj =0 dans D'(Q)} = {v =a + bAidg; a € R®, bcR?}.
O

L. Donati, en 1890, a montré la propriété suivante pour un champ linéarisé de déformation
(G. Geymonat et F. Krasucki [25] et [26]) :

Théoréme 4.2.3 (Donati) Soit Q un sous-ensemble ouvert de R? et soit e = (e;;) € C*(%;S?)
un champ de matrice symétrique dont les composantes satisfont

/ eijsijdz =0, Vs = (sij) € V(Q) := {0 = (0ij) € D(S?); dive = 0 dans Q},
Q

ot D(Q;S?) dénote l'espace des tenseurs symétriques dont les composantes sont C°(Q) et a
support compact dans §2, alors

CURL CURL e = 0 dans €.

Ce théoréme combiné avec le théoreme de Saint-Venant donne une autre caractérisation
des champs linéarisés de déformation , quand €2 est simplement connexe.
Une extension du théoréme de Donati a été apporté par T.W. Ting en 1974, [42] :
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Théoréme 4.2.4 (Ting) Soit Q un sous-ensemble ouvert de R? et soit e = (e;;) € LZ(Q) un
champ de matrice symétrique dont les composantes satisfont

/ eijsijdz =0, Vs = (sij) € Laa(Q2),
0

ot $qa(Q) dénote la fermeture dans L2(Q) de V(Q) = {o = (045) € D(S?); dive =
0 dans Q}.
Alors il existe un champ de vecteur v = (v;) € H'(;R3) tel que

1
eij = (Vsv)ij = 5(8jvi + 0;v;) dans L*(Q).

Il faut souligner que dans le théoréme de Ting I’hypothése de simple connexité du do-
maine n’est plus nécessaire.

J. J. Moreau a proposé en 1979 une autre extension du Théoréme de Donati dans le cadre
général des distributions, (voir J.J. Moreau [33]) :

Théoréme 4.2.5 (Moreau) Soit Q un sous-ensemble ouvert de R® et soit e = (e;j) €
D'(Q;S?) un champ de matrice symétrique tel que

(e,8) =0, Vs=(si5) € V(Q).

Alors il existe un champ de vecteur v = (v;) € D'(Q;R3) tel que
1
eij = (Vsv)ij = i(ajvi + 0;v;) dans D'(Q).

On dénote avec (-,-) le crochet de dualité entre D'(Q;S?) et D(Q;S?).

4.3 Le théoréme de Saint-Venant en coordonnées curvilignes

Le but de cette section est de généraliser le théoréeme de Saint-Venant dans le cadre des
coordonnées curvilignes. On se référe aux notations utilisées dans la premiére partie de la thése
sur les préliminaires géométriques.

Soit 2 un sous-ensemble borné de R? et soit @ € C3(Q;R3) une immersion. Soient les
vecteur respectivement des bases covariante et contravariante g, € C2(Q;R3) et g7 € C2(€); R?)
définis par _

9i(z) == 0;0(z) et g,(z) - ¢’ (z) = 5]
Les composantes covariantes et contravariantes du tenseur métrique induit par © sur €2 sont
définies par
9ij(w) == g;(x) - g;(x) et g¥(z) := g'(x) - g’ (x),

et les symboles de Christoffel associés a la métrique (g;;) sont définis par

1
FZ’ — 5gkz(é?igjz + 9jgie — 0ugij)-

Enfin, on peut définir la dérivée seconde covariante d'un champ de matrice e;; g’ ® g7, avec
e;; € L*(Q), comme suit :

.. — s — TP, . TP, .. TP »..
€ijlike -= Oeeijiik — Tiepjie — Lojepille — LogCijiips
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ou e = Ogeij — T iiepj — FZ j€pi est la dérivée premiére covariante du méme champ de
matrice.

On associe & un champ de vecteur arbitraire v € H'(Q;R3) le tenseur linéarisé de défor-
mation en coordonnées curvilignes, aussi connu comme les composantes covariantes du tenseur
linéarisé de variation de métrique, défini par

1
eij(v) == i(aﬂl “9;+9;- o0jv) € L2(Q).

On peut alors proposer le théoréme de compatibilité de Saint-Venant en coordonnées cur-
vilignes (voir P.G. Ciarlet et al. [17]) :

Théoréme 4.3.1 (de Saint-Venant, en coordonnées curvilignes ) Soient 2 un sous-ensemble
ouvert, connexe et simplement connezxe, avec une frontiére Lipschitzienne et © € C3(§; ]RS)

une immersion. Soit e = (e;j) € L2(Q) un champ de matrice donné satisfaisant les équations

de compatibilité de Saint-Venant en coordonnées curvilignes

lin

ine(€) = €inje; + €juri — €juje; — ity = 0 dans H™>(€). (4.3)

Alors, il existe un champ de déplacement v € H'(Q;R3) tel que
1
€ij = 5(82'” - g; + g; - 0jv) dans L(Q).

et les autres solutions v = (v;) € H'(Q;R3) de I’équation e;; = 3(9;v- g; + g; - 95v) sont de la
forme v=v+a+bA®, avec a, b R3,

Remarque. Les équations de Saint-Venant en coordonnées curvilignes (4.3) ne sont rien
d’autre que la linéarisation, ou la version infinitésimal du théoréme de Riemann-Christoffel,
qui donne des conditions de compatibilité quun espace Riemannien tridimensionnel doit sa-
tisfaire pour étre isométriquement immergé dans un espace Euclidien tridimensionnel. On
propose une extension du théoréme de Riemann-Christoffel, déja présenté dans les prélimi-
naires géométriques, dans le cas de faible régularité.

Théoréme 4.3.2 Soit Q un sous-ensemble ouvert, connexe et simplement conneze de R3 et
soit (gi5) € WI})’OO(Q; S%) un champ de matrice défini positif.

C
Si le tenseur de courbure de Riemann associé au champ de matrice (g;;) s’annule (les

dérivées sont prises au sens des distributions)
qujk = @Tikq — 8kFijq + F%kaq - kal“jqp =0 dans 'D/(Q),

Alors, il existe une immersion © € Wlifo(Q;RB) telle que

gij = 816) . 836) dans Q.

4.4 Comparaison avec les équations de Saint-Venant en coor-
données Cartésiennes

Dans la suite, on utilisera la notation " " pour toutes les grandeurs en coordonnées

Cartésiennes. Soit 2 un sous-ensemble ouvert de R3. Les coordonnées Cartésiennes d’'un point
Z € Q) sont dénotées par Z;. L’operateur de dérivée est noté par 0; := 0/0%;. Avec ces notations,
le théoréme de Saint-Venant en coordonnées Cartésiennes s’écrit :
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Théoréme 4.4.1 Soit ) un sous-ensemble ouvert, conneze et simplement connexe, avec une
fronti¢re Lipschitzienne. Soit & = (é;;) € L2(Q) un champ de matrice donné qui satisfait

RUB(€) := Dpjéin + Oniéje — Ouéjr, — Oysése = 0 dans H ().
Alors, il existe un champ de déplacement v € Hl(Q;RS) tel que

1,5 A .
eij = §(aj’l7z‘ + 0;0;) dans L*(Q).

Les conditions de compatibilité de Saint-Venant en coordonnées Cartésiennes présentées
dans le théoréme précédent peuvent étre interprétées comme un cas particulier des conditions
de compatibilité de Saint-Venant en coordonnées curvilignes quand ® = idgq.

Il est possible de démontrer que les conditions de Saint-Venant Cartésiennes impliquent
celles curvilignes si 'immersion © est bijective. On a :

Théoréme 4.4.2 Les équations de compatibilité de Saint-Venant en coordonnées curvilignes
sont une conséquence des équations de compatibilité de Saint-Venant en coordonnées Carté-
siennes si on considére une immersion © : Q — R3 bijective.

Démonstration. Comme dans le Théoréme 4.3.1, on suppose que {2 soit simplement
connexe et que © € C3(€;R3) soit une immersion. Le champ de matrice donné (e;;) € L(Q2)
satisfait les conditions de Saint-Venant en coordonnées curvilignes :

lin .__ _
Rijke = €ikl|ej + €je|ki — €jk|ei — €igllkj = O-

Puisque @ est bijective, le théoréme de la fonction inverse entraine que @ est un C3-difféomorphisme
de Q vers Q0 := O(9). Le théoréeme de l'invariance du domaine implique que ) est encore ou-
vert, connexe et simplement connexe, et, donc, qu’il satisfait les hypothéses du Théoréme
4.4.1.

Soit g, et g7 les vecteurs des bases covariante et contravariante et soit © = (%) Iinverse
de ® = (Of). On a alors :

(0xO")(%)(0;01)(z) = 6, Va €Q,
que 'on peut écrire sous la forme
w’(m) gj(z) = 5;-, Vx € Q,

ou w'(z) sont les vecteurs de composantes (9;07)(&). Ceci implique que w'(z) = g'(z) et
donc : o ‘
(0:6") 0 © = [g7] dans ,

oil [g%]x est la k-éme composante du vecteur g°.
On définit la matrice (é,4) € L2(€2) comme suit :

€pg © © 1= ¢ [gi]p[gj]q dans LQ(Q)>

et

5lin . A & 5 4 5 5 4 —2/¢
Resrpq = Osqlpr + Oprésq — Osplqr — Oyrésp dans H™=(£2).
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On veut prouver que Rgpq = 0. En utilisant les définitions de dérivées premiere et seconde
covariantes qui suivent :

(a:Tépq) 00 = ez’jl|k[gi]p[9j]q[gk]r»

(Osrépq) 0 © = ez‘j\\kz[gi]p[gj]q[gk] E]

rlg

S

on obtient que

lin

R 0O = (ene; + €jopsi — jnei — €ieji)9'1p197 101971 [9°]s = Rinela']p19714[9"]r (9]

s

dans H~2(f2), et donc 7%1;}37,(1 =0 dans H2(1).
Les hypothéses du Théoréme 4.4.1 étant toutes satisfaites, il existe alors un champ de

vecteur 9 € H'(€;R?) tel que
éij = 5(33@1 + éﬂA}]) dans L2(Q)
Le champ de vecteur v := & 0 @ € H*(Q; R3) vérifie les relations :

%(@'U ‘g9, t9;- djv) = (ép@q + éq@p)[gi]p[gj]q = (épq © 6)[9i]p[gj]q dans L2(Q),

ou [g,]? indique la p-iéme composante du vecteur g;. La définition des fonctions é,, implique :

1
5(8“7 "9, t9;° 83‘“) = ekz[gi]p[gj]q[gk]p[gqq = ey dans LZ(Q)a
ce qui achéve la démonstration.

a

4.5 Les équations de compatibilité de Saint-Venant pour une
surface

Un résultat classique de géométrie différentielle des surfaces, déja exposé dans la Section
2.5, montre qu’une surface simplement connexe peut étre reconstruite globalement & partir de
sa premiére et deuxiéme formes fondamentales, (ang) et (bog). Les deux formes fondamentales
doivent satisfaire des conditions des compatibilité ad hoc, qui prennent le nom d’équations de
Gauss et de Codazzi-Mainardi. Ces conditions ont la forme suivante :

Rior = barby — basb,
80'baT - 6Tbcw + FgTb,LLCT - Fgab,u’r = Oa (44)

ou RY,,. = 0,1 —0;I'% , + FZTFZU — ThoT%_ sont les composantes mixtes du tenseur de

T
courbure de Riemann associé a la métrique (aqg).
De plus, étant donné un champ de déplacement n € H'(w;R3), on a défini le tenseur

linéarisé de variation de métrique :

1
Yap(n) = 5(05m - o + 0am - ag) € L?(w),
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et le tenseur linéarisés de variation de courbure :

Pap(M) = (Oapn — T30,m) - as € H ' (w).

On définit ainsi la dérivée premiére covariante des composantes covariantes t,3 € L (w) :
ta,8|cr = aataﬁ - Pthuﬁ - Fgﬁtam

et la dérivée deuxiéme covariante des composantes covariantes tog € L?(w) :

taﬁ|cr7' = aTta6|o - Fgfrtz/ma - Fiﬁtaukr - Fiataﬁh/-

Les équations de Saint-Venant pour une surface représentent des conditions de compati-
bilité que les tenseurs (7,4) et (p,3) doivent satisfaire. On peut montrer que telles équations
sont la version infinitésimale des équations de Gauss et de Codazzi-Mainardi (4.4).

Le Théoréme de Saint-Venant pour une surface assume la forme suvante (voir P.G Ciarlet
et al. [18]) :

Théoréme 4.5.1 Soit w un domaine simplement conneve dans R? et soit 8 € C3(w; R3) une
immersion. Soient (Y,5) et (pag), deur champs de matrice symétriques dans L*(w;S?) qui
satisfont les équations de Saint-Venant pour une surface (les dérivées sont prises au sens des
distributions) :

Yoa|Br + VYarlac — VopBlar — Yar|es + R{/OJO'TPYBV - Rf/ﬂm—’}/al/ = bTCYIO,BU + bﬂUIOTa - boaPTﬁ - bTﬁpUON
Poalr — Par|c = b(Vf(/yauh' + Yrvja — 77‘041/) - b?(’}/aﬂo + Yovla — 70’041/)'

Il existe alors un champ de vecteur (ou déplacement) n € H'(w;R?) tel que
1 2
Vap = 5(8ﬂ"7 o + 0am - ag) dans L*(w),
Pap = (Oapn — Fgﬁ&,n) -ag dans H'(w).

Résumeé de la démonstration : la démonstration de ce théoréeme fournit un algorithme
explicit pour déterminer le champ de vecteur n & partir des champs de tenseur (7v,3) et (p,s) :
il faut résoudre tout d’abord le systéme différentiel

Aagloe T bacAs = BsoAa = Vopla ~ Voals: (4.5)
)‘a|0 + bcl;/\al/ = Poa — bzl;’yazn

oil les inconnues sont le champ de matrice antisymétrique (An5) € L?(w; A?) et le champ de
vecteur (o) € L?(w;R?); aprés

8&"7 = (/Vaﬂ + )\aﬁ)aﬁ + )\aa?’ dans w. (46)

Le champ de vecteur m trouvé de cette facon a les propriétés désirées. On remarque que le
premier systéme (4.5) admet solution parce que (7v,3) et (p,p) satisfont les conditions de
compatibilité de Saint-Venant pour une surface et le deuxieme (4.6) admet solution parce que
les tenseurs (7,4) et (p,3) sont symétriques.
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4.6 La formule intégrale de Cesaro-Volterra

On considére le probléme lié & un champ de déplacement v = (v;) tel que, étant donné un
champ de matrice symétrique e = (e;;), v est la solution du systéme différentiel aux dérivées
partielles Vg v = e.

En 1906, E. Cesaro, [9], a proposé une formule intégrale explicite, en revisitant et adaptant
une autre formule trouvée par V. Volterra, [43], qui résout le systéme différentiel précédent
(voir aussi l'article de R. Fosdick et G. Royer-Carfagni [24]). La formule de Cesaro-Volterra
exprime les composantes de déplacement comme une intégrale de ligne sur un chemin arbitraire
contenu dans le domaine € d’une fonction qui ne dépend que du champ de matrice (e;;) donné.

On considére que les fonctions impliquées dans la formule sont suffisamment réguliéres.
Soit e = (e;;) un champ de matrice symétrique donné défini sur Q. Etant donnés un point
fixe ¢g € Q et un point & # zg € Q, et un chemin v(zo, z) de g & x, la formule intégrale
de Cesaro-Volterra est définie comme suit :

vi(zo, ) = /( )[eij(y) + (T — yr) (Oeii(y) — Oiexj(y))ldy;, (4.7)

ou, dans sa forme implicite :
o(enw) = [ [e(w)dy (o y) A(CURL e(y))"dy.
'y(mo,m)

Il s'impose maintenant de s’interroger si l'intégrale (4.7) est indépendante du chemin consi-
déré. Si on choisit deux chemins différents, obtient-on la méme fonction de déplacement ?

La réponse dépend des propriétés intrinséques, topologiques du domaine ot la formule est
définie. Si le domaine €2 est simplement connexe, il est possible d’appliquer le théoréme de
Stokes, qui est équivalent & appliquer 'indépendance du chemin a l'intégrale. On obtient par
cette indépendance les équations de compatibilité de Saint-Venant pour le champ de matrice
e = (ej) :

8gj€ik + 8]%'63'4 — 8gi€jk — 3kj6ig = 0 dans 2.

La formule de Cesaro-Volterra est déduite & partir d’un concept plus général de primitive
d’une fonction. La fonction de déplacement en x est définie comme l'intégrale sur un chemin
arbitraire y(zo, ) d'une certaine forme différentielle. On a :

vilz) = o9 + / 9,vi(y)dy;,
Y

ou v? := vi(xg) est la valeur de v; calculée en correspondance du point fixe o. On peut

prolonger l'intégrale suivant ’arc de ¢ a x et réécrire la formule comme suit :

wtene) =l + [ eyt [ i)y, (48)
~v(zo,) y(®o,2)
ou e;j = %((%vj + 0jv;) sont les composantes du tenseur linéarisé de déformation et g;; :=

$(9;v; — 9;v;) sont les composantes de la rotation infinitésimale.
Afin que les composantes du tenseur linéarisé de déformation e;; apparaissent dans la
deuxiéme partie de U'intégrale (4.8), on applique l'intégration par partie suivante :

/ qij(y)dy; = —/ gir(y)d(k — yi) = —(wf — 27)q% +/ (xr — yr)dgir,
y(z0,2) Y(zo,2) v(zo,2)
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ot ¢% := qix(z0) représente la rotation infinitésimale en z et dgir = 9;qix(y)dy;. On remarque
que :
9;qik(y) = Oreij(y) — die;(y).

Donc,

vi(zo, ) = 0] — (xx —aR)q + / [eij(y) + (zx — yr) (Okeij(y) — Dier; (y))]dy;.
¥(zo,x)

La formule de Cesaro-Volterra donne une représentation explicite des déplacements v; en
connaissant les composantes de la déformation linéarisée donnée e;;. Les constantes v? et q?j
sont arbitraires.

Si on dérive la fonction v; par rapport a la coordonnée x; et la fonction v; par rapport a
i, on trouve :

Ojui(e) =~ + exi(e) + [ (@penly) — diews ()

y(wo,2) (4.9)
Ovj(m) = —q) + eji(z) + ( )(aiejk(y) — Ojeri(y))dyy.

v (2o,

En additionnant les dérivées (4.9) et grace a la symétrie de e;; et 'antisymétrie de q?j, on

6@'(.’17) = %(ajvz(a:) + BZ'U](:E))

Cette représentation de la fonction de déplacement est la solution du systéme différentiel
%(@»vi + 8Z~vj) = €;j-
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Déduction Purement Géométrique de
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Chapitre 5

Déduction Géométrique de la
Cinématique des Plaques

5.1 Introduction

La justification des modéles classiques de plaques minces a été le sujet de nombreuses
recherches dans les vingts dernieres années, (P. G. Ciarlet, [13]| et sa bibliographie, et S.
Miiller, [34]). Les hypothéses cinématiques de Kirchhoff-Love ont été obtenues par dévelop-
pement asymptotique des équations de I’élasticité tridimensionnelle en considérant les forces
appliquées et la géomeétrie propre a la plaque. Ces développements asymptotiques formels ont
été justifiés dans un cadre fonctionel spécifique. C’est seulement derniérement que B. Miara
et P. Podio-Guidugli [32], et R. Paroni et al. [36] ont donné une justification du modeéle de
plaque de Reissner-Mindlin & ’aide respectivement de la méthode de scaling formel et de la
I'-convergence. Dans ce chapitre (qui reprend G. Geymonat et al., [27]), on donne une déduc-
tion purement géométrique des cinématiques de Kirchhoff-Love et Reissner-Mindlin, & ’aide
d’un développement formel appliqué aux équations de compatibilité de Saint-Venant,

Rijkg(e) = agjeik + 81%'6]'[ — 8gi€jk — 8kj67;g =0, (5.1)

et a la formule de Cesaro-Volterra,
vi(zo, T) = /( )[%(y) + (@r — yr) (Okei (y) — Dier; (y))]dy;, (5.2)
¥(zo,z

Afin de reconstruire la cinématique de Reissner-Mindlin, on a besoin, tout d’abord, d’im-
poser certaines liaisons internes au champ de matrice donné e = (e;;). L’utilisation des liaisons
internes en élasticité est bien connu dans la littérature, e.g., B. Miara et P. Podio-Guidugli
[32], P. Podio-Guidugli [38].

Notamment, on dit qu'un champ de matrice symétrique, noté par e*™ = (efEM), est un
champ de matrice de Reissner-Mindlin dans un domaine 2, si pour tous ¢ = (z;) € , il
satisfait les liasions suivantes :

T) 1= ea3(T1,22), (5.3)
0.
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Il faut remarquer que les prescriptions (5.3)23 sont formellement équivalentes & J33v, = 0 et
O3v3 = 0, ou v = (v;) est un champ de déplacement.
Dans ce cas, les équations de compatibilité (5.1) se spécialisent comme suit :

O33ea3 = 0,
80a€ﬁ7' + 857'6011 - 8Ta€,80 - 8ﬂ0'67'a = 07 (54)
O3rega — 030€ra = Ora€s3 — Oyara.

La formule (5.4); implique que e, est une fonction linéaire en x3 :
€ag = Cag(xl, 1‘2) + $3’I“a5(x1, $2). (55)
Donc, en remplagant (5.5) dans (5.4), on obtient :

8mcm + (95Tcm - 87—046,6’0 - 86067'04 =0,

OsaTpr + 0pr70a — Orarpe — Oporra = 0, (5.6)
8TTO'()£ - 8Ur7a = Orq€s3 — 80(167'3-
Soit Q2 := wx| — €,¢[ un domaine de type plaque d’épaisseur 2e, et soient (x1,x2), les

coordonnées planes, et x3, la coordonnée transversale associée a la plaque. Alors, les équations
(5.6) représentent les conditions de compatibilité de Reissner-Mindlin définies sur le plan
moyen w de la plaque pour le champ e®M,

Si on considére le champ de matrice e®™ de composantes définies par (5.3) et (5.5), la
représentation de Cesaro-Volterra du champ de déplacement v = (v;) devient :

an(:l") == /[Caﬂ + (xa - ya)(aacaﬁ - aacaﬁ) + y3(ra,3 + (xa - ya)(aaraﬂ - 8araﬁ))+
’Y

+($3 - yS)(Ta,B - 804636)](13/6 + [eaS + (SUU - ya)(aae?)ﬁ - 804630)]dy37 (57)
vs() = / le35 + (o — o) (Bress — rop))dys.
Y

Ici et dans la suite, on omettra la dépendance explicite de la fonction intégrande par
rapport & y et de la courbe « par rapport au point initial et final z¢ et x.

5.2 Deéduction de la cinématique de Kirchhoff-Love

5.2.1 Les équations de compatibilité : développements asymptotiques

Soit € un petit paramétre positif qui tend vers zéro. Soit w un domaine simplement connexe
de R?. On considére un domaine plaque d’épaisseur 2¢ > 0 et occupant la configuration de
référence Q° = wx] —¢,¢[. Soit e°(z°) = (ef;)(z°) un champ de déformation symétrique
donné, défini dans le domaine variable Q¢, et qui satisfait les conditions des compatibilité :

0j;€51(x°) + Opi€50(z%) — 951, (%) — Opjei,(z°) = 0 dans Q°. (5.8)

Afin d’étudier le comportement asymptotique de la déformation e® = (ef;) lorsque 'épais-
seur tend vers zéro, on introduit le changement de variable standard qui permet de transformer
le domaine e-dépendant en un domaine fixe (P.G. Ciarlet, [13]). Soient Q := wx] — 1,1] et
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z = (z;) le point générique de Q; & chaque point z € €, on associe le point z€ € Q° a laide
de la bijection (Fig. 5.1) :

IF: = (x)€Q — zf=(25) = (1, x0,623) € Q. (5.9)

Par conséquent,

8 = 0, and & = %ag

et e;j(¢)(z) = ef;(z°) est le champ transformé par II°. Dans la suite, on omettra la dépendance

de e;;(e) par rapport a x.

Q=ox]-1,1[

FI1GURE 5.1 — Le changement de variable standard

Si on applique le changement de variable T1¢ (5.9) & (5.8), on obtient les équations suivantes
dans le domaine fixe
810a657(6) + 85716004(6) - a,-aelga(s) — Ogoeral(e) =0,
—2833%/5(5) — g a3€,63(5) - gaﬁ?;ea?)(g) + 8&5633(5) =0, (5.10)

1
gaTSecra(E) - 580367@(5) + 6Ua673(5) - 807-6113(5) = 0.

Puisque, dans les équations mises a ’échelle (5.10), le paramétre apparait en forme po-
lynomiale, on suppose qu’il existe le développement asymptotique formel des déformations
€ij (6) .

eij(e) = e?j + Ee}j + Eze?j +.... (5.11)

En remplagant le développement (5.11) dans (5.10) et en isolant les termes d’ordre zéro egj,

on a :

8336845 =0,
5ga€%7 + 9p,€3, — 8me%g — dp,€2, =0, (5.12)
agTega — Gggega = 0.
Par (5.12)1, on en déduit la caractérisation des composantes principales efﬁL = egﬁ :
el = cap(m1,22) + T3r0p(11, 22). (5.13)
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On peut remarquer que le champ de déformation est décomposé en deux parties, bien connues
dans les théories des plaques : c,3, le tenseur de déformation plane, qui gouverne les
déformations membranaires; r,3, le tenseur de courbure, qui caractérise les déformations
de flexion.

Si on remplage (5.13) dans (5.12)23, on obtient les conditions de compatibilité que les
composantes cog et rog doivent satisfaire :

aaacﬁr + 8370004 - aTaCﬂCf - 830070‘ =0,

0760 — OpTra = 0. (514)

Aucune condition n’a été trouvée en ce qui concerne les composantes de déformation egL .

Les renseignements manquants seront obtenus a ’aide de la formule de Cesaro-Volterra.

5.2.2 La formule de Cesaro-Volterra : développements asymptotiques
La représentation de Cesaro-Volterra du champ de déplacement v¢ = (vf

) associé au
chemin ~*(z§, %) a cette forme :

ui (z°) = / le5; (¥°) + (2 — yi) (Okes; (¥°) — 05 er; (7)) dy;.-
e (zg,2z<)

Comme la formule est indépendante du chemin choisi, on considére un point fixe £y =
(201, x02,0) € w et un chemin particulier :

76(370, me) = ’3/((1’01,1302,0), (l‘l,fL‘Q,O)) U ’yi((‘rla x2, 0)7 (xla IE2,€$3)),

ol 4 est une courbe arbitraire dans le plan moyen w de la plaque et v5 est un segment droit
transversal suivant z3 (Fig. 5.2).

X=(x,,,0)

FIGURE 5.2 — Décomposition du chemin

On étudie séparément les déplacements plans v, et le déplacement transversal vs. Si on
applique le changement de variable standard (5.9), on obtient la fomule de Cesaro-Volterra
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mise & 1’échelle :

va(e)(z) = /( A)[eaﬁ(e)(y) + (2o = Yo ) (Os€ap(€)(y) — Oatop(e)(y))+
(&0, T

—1—5353(2(93%[3(5)(31) — Oaesp(e)(y))]dys+
+e [y*(ﬁ; m)[€a3(€)(y) + e — y3)(§83€a3(5)(y) — Oues3(e)(y))ldys,  (5.15)

@) = [ lesa&)w) + (20— yo)Bresale)(w) = ZOneone) () s+

A(mo,%)

+€/ e33(e)(y)dys,
VY« (Z,2)

ou g = (o1, %02,0), T = (21,22,0) et = (z1, z2,23), Y(x0,Z) C w, 7,.(&, ) est le segment
transversal de & & z et v;(e)(z) = vi(z®) est le déplacement transformé par II°.

Dans la suite, on omettra la dépendance par rapport & y de la fonction intégrande et la
dépendance de ¥ et 7y, respectivement par rapport aux points initiaux et finaux xg et z, et &
et x .

Sous les hypothéses (5.11) sur le développement asymptotique de e;;(e), on considére les
développements asymptotiques formels des déplacements v;(¢) :

va(e) =00 +ev)t + 20 + 303 + ...,

1 _
v3(e) = Vs rod +evd +e%0f + 38+ ...,

ou
/ €ap + ya)(aaegﬁ — (%egﬁ) + l’g@gegﬁ]dyﬁ,
¥
o5 (@) = / (20— )56y,
gl
et les termes d’ordre supérieur, pour 7 = 1,2,..., sont :

v (z) = /[eiaﬁ + (vo — yv)(aﬂeiaﬁ - aaefyﬁ) + 903(3363[3 - 6a€§,f;1)]dyﬁ+
i

+/ el + (x5 — y3) (D3els' — Ouehz?)]dys,

*

vt () = / (€55 (20 — o) (Dot — Do) dys + / iy,
Y Y

Les termes principaux des deux développements asymptotiques

Q(z) = / (€95 + (o — 40) (€05 — Baelg) + 23052 5ldys,
Y

(5.16)
Us 1(33) = - [(ma - ya)a3egﬂdyﬁ7
Y

représentent la formule de Cesaro-Volterra dans le cas d’une plaque.
Si on applique l'indépendance du chemin aux intégrales curvilignes (5.16), on obtient encore
une fois les équations (5.12) et, par conséquent, (5.13)-(5.14). En remplacant (5.13) dans les

o7



KL

L., -1.
o = :

formules (6.5.1), on parvient aux formules suivantes pour vZXl ;=00 et vi U3

va(acl,xg,xg) = /[ca@ + (%5 — Yo )(OsCap — OaCop) + X3 / rapdys,
5y o

(5.17)
v?f(L($17552) == /(ZEU - ya)raﬁdy,é“
ol

En dérivant les formules (5.16) par rapport a la coordonnée transversale xz, on montre
que les composantes de déformation sont indentiquement nulles :

1
ehd = i(aavgg_l +0300) =0 et el = 03051 = 0.

La différence fondamentale entre egL et 6?3 est la suivante :

- egL sont calculés & partir de la formule de Cesaro-Volterra et ils représentent les défor-

mation associées aux déplacements v % et v:,f( L.
- 8?3 ne sont que les termes d’ordre zéro du développement asymptotique du champ de

matrice e(e).
5.2.3 La fonction d’Airy

On suppose qu’il existe une fonction d’Airy, notée par w € C3(w), telle que Tag = —0npw :
donc, les conditions (5.14), sont automatiquement satisfaites. En remplacant w dans (5.17),
on trouve :

ng(xlvx%«T?)) = /[Caﬁ + (xo - ya)(aacaﬁ - aacaﬂ)]dyﬂ — T3 / aaﬂWdyﬂa
vy vy

U:’f(L(l‘laiﬂz) = [(% - yg)&,gwdyﬁ.
o

On remarque que

&wéﬂ = /raﬁdyﬁ =— / Onpwdyg = —0qw.
¥ ¥

Ceci implique la cinématique classique de Kirchhoff-Love pour une plaque :

KL (5.18)

{ Ué{L(mlva?xii) = Wa(xl,-%Q) — .%'3804’11),
v3 (21, x2) = w(xy, T2),

ol Ty (21, x2) 1= /[cag + (o — Yo ) (OsCap — Outop)|dys.
A

I est important de mettre en évidence que, pour parvenir a (5.18), on n’a fait aucune
hypothése sur la loi constitutive du materiau ou sur 1’équilibre du systéme.

5.3 Déduction de la cinématique de Reissner-Mindlin

5.3.1 Les équations de compatibilité : développements asymptotiques

Comme auparavant, soit Q° = wx] — g,¢[, la configuration de référence d’une plaque
d’épaisseur 2¢. On considére un champ de déformation ef*™¢ de composantes données par
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(5.3)-(5.5). Les équations de compatibilité dans 2° sont définies comme suit :

acerac%T + aarcia aa Cﬁo’ B aaa 7o =0,
ae T%T + 827. (&;CM a TBU - 8,80' T — 07 (519)
876' Toa — 8cgr Tra = ia o3 80(1 €r3-

Soit II¢ le changement des variables standard (5.9), qui transforme respectivement caﬁ,
e €t €ag en cag(e), Tap(€) et eas(e). On suppose que cop(€), Tag(e) et eqz(e) possédent les
développements suivants :

caple) = Ca,@ +ecl 5+ €2ciﬁ +...,

Tag(e) =12 o T erl ap t g2 raﬁ +. (5.20)

o0 1 2
ea3(e) = €0y +eely +e2e24 + .

En remplacant (5.20) dans (5.19), on obtient, pouri = 0, 1,.. ., les conditions de compatibilité :

8gaci@T + (%chm — 87040%0 - 35(,02%04 =0,
(90047”/’3T + Bgfrfm — 8Tqr’ﬁa — 8@7"301 =0,
0-1rt o — 05T = Ora€ls — Oga€ls.

5.3.2 La formule de Cesaro-Volterra : développements asymptotiques

On considére la représentation de Cesaro-Volterra (5.7) du champ de déplacement v® =
(v$). Si on choisit la décomposition du chemin précédente, i.e.

76(3307 :BE) = ’AY(($01,5502,0), (.’1}'1,‘73270)) U r}/i((a:l’ X2, 0)7 (x171‘278x3))7

et si on met a ’échelle le domaine )¢ a I’aide de II¢, on a :

va(e)(z) = / [cap(e) + (2o = Yo ) (FoCap(e) = Ducop(e)) + ex3(rap(e) — Daess(e))]dys+

+e / eas(e)dys,

*

v3(e) () = / [e35(8) + (2o — ) Bresp() — ros(e))]dys,
Y

ou v(e) = (vi(e)) est le champ de déplacement v¢ transformé par II°.
Les hypothéses (5.20) sur le développement asymptotique de e;;(e) induisent le dévelop-
pement asymptotique des fonctions de déplacement v;(g) suivant :

vi(e) = v 4+ ev + 2P 4.,
ou
[+ (o = 50) 0oty — e,
v () = /:[ Cop T (To = Yo)(OoCap — Dacep) + x3(rog — O €3ﬁ)]dyﬁ+/y eosdys,  (5.21)
A €35+ (20 — 50) (@5 — 105)]ds,
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et les termes d’ordre supérieur, pour ¢ = 1,2,..., sont :

vitl(z) = /[clazl + (25 — yo)(ﬁgcioj%l - Oacfj;) + .I‘g(?”éﬁ - 6ae§ﬁ)]dy5 + / el adys,
gl Ve

vi(z) = / (€ + (20 — 10) Doty — 1 )| dys.
Y

On peut facilement montrer que vQ est indépendant de la coordonnée transversale 3. Pour
cela,

va(z) = /[035 + (20 — Yo) (Oocap — Dacyp)ldys = Tg (w1, 72).
gl

On remarque que v2 ne détermine que I’etat de déformation plan, alors qu’on recherche la

cinématique de Reissner-Mindlin qui tient compte des comportements membranaire, flexionnel
et a cisaillement.
On dérive (5.21)3 par rapport a x3 et on a d3v§ = 0. Donc :

V3 = w(zy, T2). (5.22)

Si on dérive v}, par rapport a x3 et vg par rapport a x,, et somme ces deux dérivées, on obtient :
1

eQa(xy,T0) = 5(8321;[ + 0,09). (5.23)

Grace a (5.22)-(5.23), on a la caractérisation compléte des fonctions v} et v§ :

{ v, (x1, 2, T3) = Ea(xl, x9) + mg(Zegg — Jw), (5.24)

Si on dérive vé par rapport a rg et fué par rapport a x,, on obtient :

ciﬂ(:z:l, x2) + mgrgﬁ(:nl, x9) = %(vaé + Gavé),
ou, avec (5.24),
c}m = %(85@1)4 + Oa@};) et rgﬂ = %(235633 + 28ae%3 — Oapw).
On peut enfin définir la cinématique de Reissner-Mindlin :

{ fugM(xl, To,23) 1= 00 (21, T2) + VL (21, 12) + x3(2633 — Jqw), (5.25)

v?M(xl, x9) = w(z1, T2),

et conséquemment, on peut calculer le champ de déformation associé :

€l = cgﬁ(xl,@) + Céﬁ($1,$2) + $3Tgﬁ($1,$2),
€a3 T 633(I1’x2)7

La quantité 22 ;—9,w dans la fonction (5.25); représente la rotation de la fibre transversale
de la plaque. Cette fibre ne reste pas perpendiculaire au plan moyen lors de la déformation,
comme dans le modéle de Kirchhoff-Love : c’est un modéle de plaque capable de se déformer
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a cisaillement. La fonction 633, qui apparait dans la rotation du segment transversal, mesure
la différence avec I'etat de déformation de Kirchhoff-Love et identifie ’etat de déformartion
de Reissner-Mindlin d’une plaque qui se déforme a cisaillement.

Il est important de souligner explicitement que, pour obtenir la cinématique de Reissner-
Mindlin, on doit imposer des liaisons internes au champ de déformation. Comme B. Miara
and P. Podio-Guidugli ont mis en évidence dans |32, ceci est di au fait que les modeéles des
structures qui se déforment a cisaillement, comme le modéle de plaque de Reissner-Mindlin,
ne peuvent pas étre déduits a partir de 1’élasticité classique linéaire, mais il est nécessaire
d’utiliser un théorie de I’élasticité du second gradient.

5.4 Conclusions

La dérivation de la cinématique des modéles classiques de plaque n’est basée que sur des
considérations géométriques, puisque les conditions de compatibilité et la formule de Cesaro-
Volterra sont profondément liées & la nature métrique de la déformation et de la variété sur
laquelle cette déformation est définie (article [26]). La représentation de Cesaro-Volterra semble
importante pour :

— une formulation récente du probléme d’élasticité tridimensionnelle, o les composantes

de déformation sont considérées comme inconnues primaire (P. G. Ciarlet et P. Jr. Ciarlet
[14])

— triangulation FEM.

La généralisation de la formule de Cesaro-Volterra dans le cas des coordonnées curvilignes
et de la cinématique des coques et surfaces constitue le sujet du prochain chapitre.
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Abstract We present a deduction of the Kirchhoff-Love and Reissner—Mindlin
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Cesaro—Volterra. This formal deduction is purely geometrical because we do not use
any information coming from the loading or the constitutive behavior.
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1 Introduction

The justification of the usual models of thin plates has been a subject of many
researches, see, e.g., P. G. Ciarlet [3] and its bibliography, and for more recent and
very general results S. Miiller [11]. In particular, the Kirchhoff-Love’s kinematical
assumptions have been obtained by formal asymptotic developments from the 3D
equilibrium equations taking into account the loading and the peculiar geometry
of the structure (i.e., its thinness). Such formal asymptotic expansions have been
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justified by different variational-type arguments. For what concerns the Reissner—
Mindlin plate model, a justification has been recently obtained in B. Miara and P.
Podio-Guidugli [9], with a suitable scaling method, and in R. Paroni et al. [12], via
["-convergence. In this paper we give a different purely geometrical formal deduction
of the Kirchhoff-Love’s kinematical assumptions and we apply the same method to
obtain the Reissner-Mindlin kinematics.

1.1 The Saint-Venant Compatibility Conditions

In order to describe the method of analysis employed in this paper, it is useful to
recall some classical results about the characterization of linearized strain tensor
fields. Let © be an open, bounded subset of R* and let u = (u;) be a smooth enough
vector (displacement) field defined over Q. The symmetric matrix field V,u defined
over Q2 by

1
(Vsw);j = E(aiuj + 0;u;) 9]

is the linearized strain tensor field associated with the vector field u.
A characterization of a symmetric matrix field e = (e;;) which can be written in
the form

e = V,u, for some vector (displacement) field u (2)

was announced in 1864 by A.J.C.B. de Saint-Venant (the so-called Saint-Venant
theorem), and rigorously proved by Beltrami only in 1886. This result can be summa-
rized in the following form (see, e.g., M. E. Gurtin [8], Section 14): Let the open
region 2 be simply-connected and let e = (e;;) € C*Q;S*) bea symmetric matrix field
satisfying the equations:

R,-jkl(e) = alje,-k + Bk,-eﬂ — 81[ejk — akjel-l = 01in Q for all i, Js k,l e{l,2,3}. (3)

Then, there is a vector field w € C*(2; E) (unique up to infinitesimal rigid displace-
ments) such that e = Vsu. Clearly, the converse of the statement holds even if Q is not
simply-connected.

Here and in the sequel, we employ the summation convention on repeated indices;
moreover, Latin indices take their values in the set {1, 2, 3}, and Greek indices in the
set {1, 2}.

Several extensions of the Saint-Venant compatibility conditions R;j;(e) =0 have
been provided under substantially weaker regularity assumptions. It must be cited
an Lf(Q)—VerSion of the Saint-Venant theorem established by Ciarlet and Ciarlet Jr.
[4] (where Lsz(Q) is the space of all symmetric matrices with components in L?(Q)).
Other characterizations (using various functional frameworks) have been given, e.g.,
in the papers of C. Amrouche et al. [1], G. Geymonat and F. Krasucki [6, 7], J. J.
Moreau [10] and T.W. Ting [14].

In order ro recover the Reissner—-Mindlin kinematics, we need, at first, some
internal constraints to be imposed to the matrix field e = (e;;). The use of internal
constraints in elasticity problems is well-known in the literature: see, e.g., B. Miara
and P. Podio-Guidugli [9], P. Podio-Guidugli [13].
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More precisely, we say that a symmetric matrix field, denoted by e = (egM ), 1S
a Reissner—Mindlin matrix field defined over Q, if for all x = (x;) € Q, it satisfies the
following constraints:

el (X) := eqp(X),
eBM(x) 1= eq3(x1, X2),
eBM(x) = 0. 4)

Let us point out that the last two prescriptions are formally equivalent to 933u, = 0
and d;u3 = 0, where u = (u;) is the displacement field.
In this case the compatibility conditions (3) specialize as:
033€qp = 0,
aoaeﬁr + aﬁreaa - 8!016130 - 85061'05 = 0»

a3reaa - a3<rera - artxea3 - aaaet3~ (5)

The formulae (5); imply that e, is a linear function of the coordinate x;3:

€up = Cap(X1, X2) + X3rep (X1, X2). (6)
Hence, by substituting (6) in (5), one has:

800:6/31 + 8ﬁrcaa - aracﬂo - 8,8(7Croc = 07
aaarﬂr + aﬂrraa - 8farﬂa - aﬂarra =0,

arraa - aarra = 8‘[01603 - aaaer3- (7)

Let Q° := wx] — ¢, ¢[ (with self-explanatory notation) be a plate-like domain of
thickness 2e, and let (x;,x;) be the in-plane coordinates and x; the transverse
coordinate associated to the plate. Then, (7) represent the so-called Reissner—
Mindlin compatibility conditions defined over the middle plane w of the plate for
the field e®M.

1.2 The Formula of Cesaro—Volterra

An explicit formula giving the displacement u as a line integral on a path contained in
Q2 of a certain function of the symmetric matrix field e has been obtained by Volterra
in 1906 (see [15]). In 1907 Cesaro re-wrote the formula of Volterra in a more refined
way presented in E. Cesaro [2] and M. E. Gurtin [8].

Given a fixed point xy € €2 and a path y (x, x) from x, to x, where x € Q is a generic
point of the set 2, let u;(x, X, ) be defined by the formula of Cesaro—Volterra:

ui(Xo, X, y) = /( )[eij(Y) + (Xk — yi) (Okeij(y) — diexj(y)ldy ;. (3)
Y (Xo,X

This formula gives explicitly the displacements u; associated with the deformation
field e = (e;;) only if the line integral is independent of the path. If the domain is
simply-connected (see, e.g., [5]), then the compatibility conditions (3) are sufficient
for the integral to be path-independent, as follows from the Stokes theorem.

@ Springer



302 G. Geymonat et al.

As in Section 1.1, let us consider the case of matrix field e®™, with components
as in (4) and (6). Consequently, the representation of Cesaro—Volterra of the
displacement field u = (u;) takes the form:

ua(x) :/ [Caﬁ + (xa_yo)(aacaﬁ - aacoﬁ) + )’3(i’aﬁ + (xo - yor)(aorraﬂ - 8araﬁ)) +
14
+ (X3 — ¥3)(rop — ue3p) |dyp + [€a3 + (X0 — Vo) (ds€35 — Du€3s)|dys,

us(x) = f [e35 + (X — yo) By e3s — rop)|dys. )
Y

Here, we have omitted the explicit dependence of the integrand function on y and of
the curve y on the initial and ending points x, and x.

1.3 Paper Outline

In this paper, we obtain a deduction of Kirchhoff-Love and Reissner—Mindlin
kinematics by using the formal asymptotic development method applied to the
compatibility conditions of Saint-Venant (3) and the formula of Cesaro—Volterra
(8), without using any information coming from the equilibrium or the constitutive
behavior.

In Section 2, we apply the usual scaling to the plate-like domain Q := wx] —
¢, €[ and to the strain tensor field e(e). Consequently, we scale the Saint-Venant
compatibility conditions (3) and we characterize, at least partially, the leading terms
of the asymptotic expansion of the strain field at zero™ order egﬁ. Then, the scaling
is applied to the formula of Cesaro—Volterra (8): we focus again our attention to the
lower order terms of the expansion for the displacement field, u? and u; ' Finally,
we construct the Kirchhoff-Love Ansatz by integration.

In Section 3, we deduce the Reissner—Mindlin kinematics for a plate starting from
a certain matrix field e®™, Then, as in Section 2, we apply the scaling to a plate-like
domain, we perform an asymptotic analysis of the compatibility conditions (7) and
the formula of Cesaro—Volterra (9). In this way, we characterize the leading terms
of the expansions for both deformation and displacement fields and we obtain the
Reissner-Mindlin Ansatz by integration.

2 Deduction of the Kirchhoff-Love Kinematics
2.1 The Compatibility Conditions: Asymptotic Expansion

Let ¢ be a positive “small” parameter which will tend to zero. Let w be a simply-
connected domain of R>. We consider a plate with thickness 2¢ > 0 occupying the
reference configuration Q° = wx] — ¢, ¢[. Let a deformation matrix field e®(x®) =
(ej)(x?) be given, defined over the variable domain Q¢, and satisfying the compat-
ibility conditions:

e (X°) + O (X7) — 3¢5 (X°) — 9e(x7) = 0in Q°. (10)
In order to study the asymptotic behavior of the deformation field e* = (ef;) when

the thickness goes to zero, we introduce the usual change of variables that allows us
to transform the problem posed on a e-dependent domain into a problem on a fixed
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domain (see [3]). Let Q := wx] — 1, 1] and let x = (x;) denote the generic point of
the set ©; at each point x € , we associate the point x°* € Q° through the bijection:

M: x=(x) eQ — X =(x%) = (x1, %2, 6x3) € Q. (11)

Consequently,
1
0, = 0y and 95 = —03
e

and e;j(¢)(x) = efj(xg) is the field transformed by I1°. In the sequel, we will omit the
explicit dependence of ¢;;(¢) on x. By applying the previous change of variables IT*
to (10), we obtain the following equations in the fixed domain :

aaaeﬁt (8) + aﬁreaa(g) - 81’0(6,30 (8) - 8/3(Iera (8) = O’

1 1 1
33336’0:5(8) — 53a3€,33(8) — 53ﬂ3€a3(8) + dupesz(e) = 0,

1 1
_81:36004(8) - _80361'05(8) + 80(16{3(8) - aarea3(8) = 0. (12)
& &

Since in the re-scaled (12) the parameter of smallness ¢ appears explicitly in a
polynomial form, we assume that there is a formal asymptotic expansion of the
deformations e;j(e):

ejj(e) = e?j + se}j + szel-zj + 836?]- + ... (13)
By substituting the asymptotic development (13) into (12) and by isolating the
zero” order term el i we find:
33362/3 = 0,
o€y + dpreoy — Ocally — dpoely, =0,
3316(70[ — 33061,0‘ =0. (14)

From (14); we derive immediately the characterization of the components of the

leading term ef" := e,

e({fBL = Cqﬂ(xl’ x2) + X3ra/5(x1, x2)- (15)

Thus, we can notice that the deformation field is decomposed into two parts, which
are well-known in theory of plates: c,g, the so-called in-plane strain tensor, governs
the in-plane deformations; r.g, the so-called curvature tensor, characterizes the
deformations outside the middle-plane of the plate.

By substituting (15) into (14),3, we obtain the compatibility conditions for the
fields c,p and rqg in the case of a plate:

aaacﬂt + aﬂtcaa - atacﬂa - 8ﬂacra = 09
0:Foa — O5Fra = 0. (16)
Let us explicitly remark that no conditions are found for the remaining compo-

nents of the deformation e5”. They are obtained in the following section using the
formula of Cesaro—Volterra
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2.2 The Formula of Cesaro—Volterra: Asymptotic Expansion

The representation of Cesaro—Volterra of the displacement field u* = (1) associated
with the path y*®(xg, x°) takes the following form:

W) = [ [0+ 0 -G A a ]y (7)
y¥ (X0, XF)

Since this formula is path-independent, let us consider a fixed point xy =
(X01, X02,0) € w and a particular path y®(xp, x°) := ¥ ((xo01, X02, 0), (x1, X2, 0)) U
vE((x1, X2, 0), (x1, X2, £x3)), With 7, an arbitrary path over the middle plane of the
plate w and y?, a straight line segment along the transverse coordinate x;.

We study separately the in-plane displacements u, and the transverse displace-
ment u3. By applying the change of coordinates (11) and denoting with u;(g)(x) =
u; (x*) the displacements transformed by IT°, we obtain:

Uy (e)(x) = /A s [eaﬁ E)(Y) + (X6 — Yo ) (05eqp()(y) — Oneop(€)(y)) +
Y (Xo0,X
1
+ ex3 (;83%,3 @y — 8aes,s(8)(y)>] dyg +
1
+e / [eas(s)(y) +e(x3 —y3) <—83ea3(8)(y) — 8ae33(8)(Y)):| dys,
Ve (®X) €
1
uz(e)(x) = ﬁ( . |:e3/3(8)()’) + (X5 — Yo) (80635(8)@) — 583655(8)@))] dyg +
Y (Xo,X

-I-S/ e33(e)(y)dys, (18)
Vi (X,X)

where Xy = (xo1, X02, 0), X= (x1,x2,0) and x = (x1, X2, X3), ?(Xo,sb C w and )/*(/)Z, X)
is a straight segment from X to x.

In the sequel, we will omit the dependence on y of the integrand function and the
dependence of 7 and y, respectively on the starting and ending points x, and X, and
Xandx.

Proposition 1 Under the assumption (13) on the asymptotic expansion of e;i(¢), the
following formal asymptotic developments for the displacements u;(g) hold:

U (e) = u) +eul + *ul + &'ul + ..., (19)

1
us(e) = gugl +ud + suy + &2u3 4 i + ..., (20)
where

g (xX) = /A[egg + (Xo — Yo ) (0o €0y — 0uly) + X303¢0, | dyp.
Y

u3_l(x) = _f\(xa - ya)33€2ﬂdy,3, (21)

14
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and the higher order terms, for i=1,2,..., are

0 = [ ey + (o = ) @l = Buehy) + xa(Bscly = el )]y +
Y
[ e+ o =yl — vy
Vs

i (x) = f [€5 + (X0 — o) (0o €5y — dueli)]dyp + f ¢h3dys. (22)
Y

Vi

The leading terms of the two asymptotic expansions

g (X) = ﬁ (€05 + (X6 — Yo ) (0s€hg — duely) + X303€04]dyp,
Y

uy' (x) = — /A(xa — Yo) 330 4dyg, (23)
14

represent the formulae of Cesaro—Volterra in the case of a plate.
By applying the independence from the path to the line integrals (23), we
obtain once more the (14) and consequently (15)—(16). By substituting (15) into the

formulae (23) we get the following formulae of Cesaro—Volterra for uX% := u? and
ulkl =yt
K, X2, 03) = /A[ca,s + (X5 = Yo) (35 Cap — BuCop) +x3/raﬁdy,s,
i
gt (xr, x) = — fA(xa — Yo )opdyp. (24)
Y

By differentiating formulae (23) with respect to the transverse coordinate xj , it is
easy to prove that the components of the deformation are identically equal to zero:

1
eff = E(Baugl + 83u2) = 0 and eﬁL = 83u3_1 =0. (25)

Let us stress explicitly the difference between e5% and €%y

o &L are calculated starting from the formula of Cesaro-Volterra and they

represent the strain functions associated with the displacements uX% and uX%;

e ¢ are only the zero™ order terms of the asymptotic development of the matrix

field e(s).
2.3 The Use of the Airy Function
Let suppose that there is an Airy function, noted by w(x;, x;) € C3(w), such that

rqp = —dgpw: thus, conditions (16), are automatically satisfied. By substituting the
function w into (24), we find:

KL(xl, X2, X3) = /:\[Caﬁ + (X5 — ya)(aacaﬁ - a(xcaﬁ)]dyﬁ - x3ﬁ8(¥ﬁwdyﬁ’
Y Y

ugL(xlaXZ) = ‘/;(xa - yo)aaﬂu)dyﬂ' (26)
Y
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We notice that

8(11,{%(1-’ — ‘/;ra,'gdyﬂ = —f\aaﬁwdyﬁ = —8aw,
4 Y

hence by substituting the previous expressions into (26), we find the classical
Kirchhoff-Love kinematics of a plate:

KL —
u, (X1, X2, X3) = Uy (X1, X2) — X30,W,
{ o (X1, X2, X3) (X1, X2) — X3 (27)

KL
uz - (x1, x2) = w(xy, x2),

where U, (x1, x2) 1= f [Cap + (X6 — Y5 )(05Cap — 0uCop)]dyp.

14
It is important to remark once more that in order to obtain (27) we did not make

any assumption on the constitutive behavior of the material or on the equilibrium
conditions of the system.

3 Deduction of the Reissner—-Mindlin Kinematics
3.1 The Compatibility Conditions: Asymptotic Expansion

As previously, Q° = wx] — ¢, ¢[ denotes the reference configuration of a plate of
thickness 2¢. Let us consider a strain field e®™-¢ with components indicated in (4)
and (6). The set of Reissner—Mindlin compatibility conditions in Q¢ are defined as
follows:

a(iacjgfir + agthIa - afacfﬁa - agocia =0,
a(iar%r + agrria - afar,%a - agaria =0,
85}’2“ - airia = 8'?an3 - 8§aei3' (28)

Let I1° be the change of coordinates defined in (11). By applying I1°, c;, turns into
Cap(€), rgﬂ into ryp(e) and €5 into ey3(e). We assume that cqg(e), rop(e) and ey3(e)
have the following expansions:

Cap(e) = cgﬁ + sc(}{ﬂ + szciﬁ + 8302}3 + ...,
rop(€) = rgﬂ + 81’;/3 + ezriﬂ + 83r2ﬂ + .,
eus(e) = €0y + eely + ety + e + ... (29)

By substituting (29) into (28), one obtains, for i =0, 1,..., the compatibility
conditions:

JgaClyy + OpcCly — OraClyy — IpoChy =0,
amr;;r + g1, — erfga — o1t =0,
Brréa — aaria = Bmeé3 — Baae"ﬁ. (30)
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3.2 The Formula of Cesaro—Volterra: Asymptotic Expansion

Let us consider the representation of Cesaro—Volterra (9) of the displacement field
u’ = (uf) (with self-explanatory notation). By choosing the previous path decomposi-
tion, i.e., y*(Xo, X°) := ¥ ((Xo1, X02, 0), (x1, X2, 0)) U y ((x1, X2, 0), (x1, X2, £x3)), and by
rescaling the domain Q¢, one has:

l/la(S)(X) :/A[Caﬂ(8)+(x0_ya)(aocaﬁ(g)_aacnﬂ(g)) + 8X3(Vaﬁ(8)—3a€3ﬁ(€))]dy,3 +
14

+e / eqs3(e)dys,
Ve

u3 (&) (x) =f [e3p(e) + (X5 — o) (s e3p(e) — Fop(e))]dyg, (31)

4

where u(e) = (u;(¢)) is the displacement field uw® transformed by IT°.

Proposition 2 Under the assumptions (29) on the asymptotic expansions, the follow-
ing asymptotic development for the displacement functions u;(e) holds:

wi(e) = uf +eu +e*uj +&u; + .., (32)

where

g (x) = ﬁ [0 + (X0 — yo) (Bochy — dacop) |dys.
14

ul (x) = /A[C;ﬁ + (Xo — Yo) (Vo Chp — 0uChp) + X3(ray — 0u€3y) |dyp +f . dys,
4 Vx

W) = /A (€2, + (0 — o) o€l — 1) |y, (33)
%
and the higher order terms, for i=1,2,..., are:

i (x) = /A [c5! + (Yo — Yo) (Bacly — Bucki) + 3Ly — Bu€l)|dys + / €ladys,
y r

Uuy(x) = /A[eé,g + (X6 — Yo) (o€ — 1o g) |dyp. (34)
Y

We can easily prove that u? is independent from the transverse coordinate
x3. Thus,

g (X) = /? (9 + (X6 — Yo) (BoChy — uclp) |dyp = U (x1, X2). (35)

We notice that u? governs only the in-plane deformation state, while we are looking
for a Reissner—Mindlin kinematics which takes into account not only membranal and
flexural but also shear behaviors.

We differentiate (33); with respect to x3 and we have d;uj = 0. Hence:

u == w(xy, x2). (36)
@ Springer
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By differentiating u) with respect to x3 and u§ with respect to x, and by summing up
these two derivatives, we find:

1
623()61, X)) = 5(8314,2 + 8au(3)). (37)

From (36)—(37) we have the complete characterization of the displacement functions
ul and uf:

{ uoll(xli X2, x3) = ﬂé(XI, x2) + X3(2€23 - 8Otw)7 (38)
0 —
us(x1, x2) = w(xy, x2).

If we differentiate u;, with respect to x4 and u, with respect to x,, we have:

1
Cop (X1 X2) + Xary (1, %2) = 5 Bty + Do), (39)

where, from (38),

1. _ _ 1
céﬁ = E(B,gu; + aau}j) and rgﬂ = 5(28,3(323 + 28aeg3 — JgpW). (40)

We can at last define the Reissner—Mindlin kinematics:

{ g M (61, X2, X3) = Ty (X1, %2) + Ty (1, X2) + 32603 — B w), (41)
upM(xy, x2) == w(xy, x2),
and consequently, we can calculate the deformation field as follows:

eo’fﬁM = 025 (x1, x2) + Cl,g (x1, x2) + X3”2,3 (x1, x2),

653M = egg(xl, X2),

eﬁM = 0. (42)

As we can notice from the definition (41) of the Reissner—Mindlin displace-
ments, the quantity 2¢; — 9, w represents the rotation of the transverse fiber of
the plate. This fiber does not remain perpendicular to the middle plane after the
deformation, as in the Kirchhoff-Love plate: hence, this is an example of a plate
which can shear. The function e’,, which appears in the rotation of the transverse
segment, measures precisely the deviation from a Kirchhoff-Love strain state and
identifies a new deformation state of a shearable plate, namely the Reissner—Mindlin
strain state.

It is important to remark explicitly that, to obtain the Reissner—-Mindlin kinemat-
ics we have to impose a constraint on the deformation field. As it remarked in B.
Miara and P. Podio-Guidugli [9], this is due to the fact that models for a shearable
thin structure, such as the Reissner—Mindlin plate model, cannot be obtained starting
from the classical linear elasticity, but it is necessary to use a second-order elasticity
as a parent theory.

4 Conclusions

Since the compatibility conditions and the formula of Cesaro—Volterra are deeply
connected with the metric structure of the deformation and the manifold on which
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this deformation is applied, our derivation of the Kirchhoff-LLove and Reissner—
Mindlin kinematics has only a geometric character. At the moment we are develop-
ing the analogous approach to various shell and beam kinematics (see P. G. Ciarlet
and M. Serpilli, in preparation, and G. Geymonat et al., in preparation). The formula
of Cesaro—Volterra seems also important for a recently proposed formulation of
the three-dimensional linear elasticity problem, in which the components of the
deformation are considered as primary unknowns (see [4]).
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Chapitre 6

Déduction Géométrique de la
Cinématique des Surfaces et des
Coques

6.1 Introduction

La justification mathématique des modeéles de coques minces a été sujet des nombreuse
recherches, voir, par exemple, P. G. Ciarlet [14], J. Sanchez-Hubert et E. Sanchez-Palencia
[37]. En particulier, les hypothéses cinématiques de Kirchhoff-Love généralisées au cas des
coques sont obtenues par développement asymptotique formel des équations de l'élasticité
tridimensionnelle en coordonnées curvilignes en tenant compte de la géométrie et des forces
appliquées. Les modeéles de coque ainsi obtenus sont justifiés dans un cadre fonctionel bien
précis.

Dans la suite, on proposera une déduction originale purement géomeétrique de la cinéma-
tique des coques de Kirchhoff-Love et de Naghdi & 'aide des conditions de compatibilité de
Saint-Venant et de la formule intégrale de Cesaro-Volterra (article associé dans le cas des
surfaces, P.G. Ciarlet et al. [19]). Aucun renseigment dérivant de I’équilibre ou de la loi consti-
tutive du materiau n’a été utilisé.

6.2 La formule de Cesaro-Volterra en coordonnées curvilignes

On considére la formule classique de Cesaro-Volterra en coordonnées Cartésiennes définie
sur un ouvert simplement connexe Q). Etant donné un champ de matrice symétrique e = (é;;) et
un chemin arbitraire 4(Z, ) entre deux points distincts &g, & € Q, le champ de déplacement
0 = (0;) est défini par :

8u(do, &) = / 637(9) + (@ — 1) (Deés(§) — iy ()] (6.1)
A(&o,&)

On suppose I'existence d’une immersion ® = (0y) : Q — R3 suffisamment réguliére telle
que Q := O(Q). A chaque point z € Q, on associe donc un point Z = ©(z) € {Q}~. Puisque
© est une immersion en z, alors les vecteurs g;(z) := 9,0 (z) sont linéairement indépendants
et forment la base covariante en Z = ©(z). Les vecteurs g’ (z) de la base contravariante sont
calculés avec les relations g;(z) - g/ (z) = &7.
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Notre objectif consiste & exprimer la formule de Cesaro-Volterra (6.1) en terme du nouveau
systeme de coordonnées curvilignes z; du point & = O(z) € {Q} .

Il est nécessaire de définir des composantes appropriées du champ de déplacement v = (v;)
et du champ de matrice symétrique donné & = (é;;) en terme des coordonnées curvilignes.

Soit v(x) = v;(z)é; le champ de déplacement en coordonnées Cartésiennes, on définit
trois nouvelles composantes v; : ! — R par :

0i(z)e; = vi(z)g'(x).
Les fonctions v;(z) représentent les composantes covariantes du champ de déplacement en Z.
Si on dénote avec [g7(z)]; := g’ () é; la composante i-éme du vecteur g’ (), les composantes
Cartésiennes ©; du champ de déplacement peuvent étre représentées comme suit :

0i(2) = vm(x)[g"™ (2)):- (6.2)

De méme, on peut définir les composantes covariantes e;; : {2 — R et exprimer les compo-
santes Cartésiennes €;; du champ de matrice symétrique donné. On a :

éij(z) =: eij(z)[g" (x)]ilg" (2)];- (6.3)
Le passage de coordonnées doit aussi étre appliqué aux dérivées partielles ékéij. Ceci
implique :

Oeij(2) = eomnye(@) (9™ (2)]ilg" (2)];[9" (2)]k, (6.4)

OU Eppplje = Ovlmmn — F?mepn — F’Znepm est la dérivée premiére covariante des composantes e,,,.

En remplagant les expressions (6.2)-(6.3)-(6.4) dans (6.1) et en réalisant un changement

de coordonnées de 2 a (), on obtient la formule de Cesaro-Volterra en coordonnées
curvilignes :

vm(z)[g™ (2)]; = / emn(Y) + (Or(z) — Or(Y)) (ermnfe(y) — eenum(y))[gé(y)]k} (" (y)]idyn,

¥(®o,x)
(6.5)
ou v := 4 0 O est le chemin dans le nouveau systéme des coordonnées.
Sous forme implicite, on a :
w@)g'@) = [ {g' ey - (©() - Ow) A gi(v) e esnyelw))d |
¥(@o,x)

. 1 .

on eF .= ——__2"F représentent les composantes contravariantes du tenseur d’orientation
g(z

de Ricci.

Si on dérive la fonction vy, (©())[g™(O(&))]; par rapport a &; et la fonction Un(@(i))[g"((:)(ﬁ:))]j
par rapport a z;, ou © est l'inverse de ®, on trouve :

0 (vmlg™)i) = emnlg™ilg"]; + / (emple — €ep|m)[9™i["1plg i dilp,
) ¥(@o.2) (6.6)
9i(vn[g";) = enmlg"ilg"]; + / (enplie — €epln) 901" )5 19 i

(&o,&

Les dérivées dans le premier membre de (6.6) peuvent étre représentées comme suit :

0i(tmlg"10) = (Ornvn ~ Thoy)l9" 15"
0i(vnlg");) = (Bnvm — Thnvp)lg"ilg"))- (6.7)
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On remarque que les deux intégrales au deuxiéme membre de (6.6) sont égales et opposées :
si on additionne les deux dérivées (6.7), on obtient :

Cmn = 5(8,”1)“ + Onpvm) — I8 vy,

qui ne sont rien d’autre que les composantes covariantes du gradient symétrique de (v;).

La formule de Cesaro-Volterra en coordonnées curvilignes (6.5) comme sa version classique
en coordonnées Cartésiennes, est dépendante du chemin ~ choisi : ainsi, étant données les
composantes du tenseur de déformation, pour chaque chemin choisi, on obtient une fonction
différente de déplacement. Afin que la formule ait un sens et que 'unicité du déplacement
soit garantie, il faut imposer 'indépendance de I'intégrale par rapport aux chemins. Ceci peut
étre fait en supposant que le domaine est simplement connexe et en appliquant le théoréme
de Stokes a l'intégrale de Cesaro-Volterra. On parvient ainsi aux conditions de compatibilité
de Saint-Venant en coordonnées curvilignes :

lin
Rijke = €ik|jej + €jel|ki — €jk|jei — Cie|ks = 0

6.2.1 Deux exemples simples : I’identité et la rotation

Dans cette section, on vérifie que si on choisit 'immersion ® égale & ’application identité
idg ou a une rotation tridimensionnelle Q € Qs3, on retrouve la formule de Cesaro-Volterra
sous sa forme Cartésienne.

1) L’identité
Soit ® :=idg. A chaque point z € Q, on associe un point # = z € {Q2}~. Les grandeurs
géométriques lices & ©® = idg sont définies comme suit :

ve=ve=I [§];=06, I =0

Si on remplace les relations ci-dessus dans la formule de Cesaro-Volterra en coordonnées
curvilignes, on a :

Um = / [emn + ($k - ykz)(akemn - amekn)]dyn
v(zo,x)
La formule trouvée est formellement équivalente a celle en coordonnées Cartésiennes.
2) La rotation

Soit Q € 03, ie. QT = Q! et detQ = 1. A chaque point & € Q, on associe un point
Z = Qox € {Q} . Les grandeurs géométriques sont définies comme suit :

ve=Q, vo=QqQ" ¢=g, [4];=Qu I =0

En remplacant les expressions ci-dessus dans la formule, on obtient :
Um = / [emn + QkakE(xp - yp)(aﬂemn - 8m€£n)]dyn~
’7({1}0,{1})
En remarquant que le produit Q,Qre = dp¢ (ou également QTQ =1), la formule devient :

Uy = / [€mn + (Tp — Yp) (Op€mn — Omepn)]dyn.
'Y(moﬁn)
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6.3 La géométrie d’une coque

Soit Q° := wx] — ¢,¢[ et soit °= = (z5) le point générique dans I'ensemble Q0 (donc
x5, = Yq). On considére une coque de surface moyenne S = 0(w) et d’épaisseur 2¢ > 0 qui
occupe la configuration de référence ©°(w x [—¢,¢]) (voir, par exemple, P.G. Ciarlet [15]), ou

©°(y,23) := 0(y) + 23a3(y), V(y,23) € W x [—¢,¢]. (6.8)

Les coordonnées (y, z5) d'un point générique = € Q° peuvent étre vues comme les coordonnées
curvilignes du point ° = @°(x°) de la configuration de référence de la coque.

Soit @ € C3(w; E®) une immersion. Alors ©° est globalement injective dans Q°, si 0 est
globalement injective dans @ et € > 0 est assez "petit". La régularité de 8 implique que
O° € C*(w x [—¢,¢]; E?) pour chaque ¢ > 0. On peut calculer les grandeurs géométriques
caractéristiques associées a la coque, en commencant par la base covariante g5 := 9;©°. On
a:

g5, = ao — 25bs0a° et g5 = as. (6.9)

Donc, les composantes covariantes du tenseur métrique sont données par
s = Gap — 205bag + (25)°cap et gi3 = dis, (6.10)

ol @aB, bap €t cag = bLbgy sont la premiére, deuxiéme et troisieme forme fondamentale

associées a la surface moyenne de la coque. Ici et dans la suite, on omettra la dépendence

explicite des quantités géométriques de la surface moyenne par rapport aux coordonnées y =

(Ya)- De plus, on calcule les composantes contravariantes du tenseur métrique avec 'inverse
3 15 .

de la matrice (g;;) et donc on a :

%5 =3 (n+ 1)(25)"a* (B et g% =67, (6.11)

o
n>0

ot (B)2 := b2 et (BM) :=b31---b2 | pour n > 2. (B")2 dénote I'élément de la o-éme ligne
et de la B-éme colonne de la matrice B™. La série ci-dessus est absolument convergente dans
'espace C2(€2).

Les vecteurs de la base contravariante de la coque sont définis par g»¢ := ¢**° g5. Ceci
implique que

g% = a®+a5b3a’ + ) (25)"a (B" ?)ic,ra” et g** = a’. (6.12)
n>2

Enfin, les symboles de Christoffel de seconde espéce FZ’-‘S ont les expressions suivantes :

L7 =T95— Y (a5)""b]s(B™)2,
n>0

Be _ _ eyn/mnt+1l\g
Fa3 - TZ:O('T?)) (B )om (613)
Pi’; = bag — xgcag,
s g ~o.

Dans la suite de ce chapitre, on déduira la formule de Cesaro-Volterra pour une coque et
une surface en utilisant la méthode des développements asymptotiques formels appliquée a la
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représentation de Cesaro-Volterra en coordonnées curvilignes. On utilisera ainsi un théoréme
de géométrie différentielle qui établit l'existence d’une extension canonique d’un champ de
vecteur n;a’ défini sur une surface & un champ de vecteur tridimensionnel v$g*® défini sur
toute la coque (voir P.G. Ciarlet et S. Mardare [21]) : le champ vf g% trouvé est tel que les
composantes efj(va) du tenseur linéarisé de variation de métrique ne sont fonction que de

Yap(M) et paz(n), les tenseurs linéarisés de variation de métrique et courbure.

Théoréme 6.3.1 Soit w un domaine de R? et soit @ € C*(w; E3) une immersion injective.
Il existe ¢ > 0 tel que lapplication ©°F définie en (6.8) est un C3-difféomorphisme de O a
05 (0).

On associe & un champ de vecteur niai, de composantes covariantes 1, € C3(w) et N3 €
CHw), un champ de vecteur tridimensionnel vfgi’a défini sur QO tel que

vi (4, 25)9™ (. 25) = mi(y)a' (y) — 25(Dans + b31,) (y) a” (y). (6.14)

Alors les composantes covariantes v sont dans C3(QF) et les composantes covariantes
g

€ij(UE) € C%(Q) du tenseur linéarisé de variation de métrique associé sont données par
€ap(V°) = %g(ﬂQ) — 230a5(N)+
(#3)? ., ) o
88 9y (1) + B (1) — 2656575 (1)}, (6.15)

() =0,
623 .

6.4 Déduction de la cinématique de Kirchhoff-Love généralisée

6.4.1 La formule de Cesaro-Volterra : développements asymptotiques

On considére la représentation de Cesaro-Volterra dans le cas général des coordonnées cur-
vilignes définies sur un domaine 2 par l'intermédiaire de I'immersion ©®° = (©7,). Etant don-
nés le champ de matrice symétrique de composantes covariantes e5,,, et un chemin +*(z{, %)
du point zj € 0° 4 z° € (2°, on a :

i = (g3l [ {chun+ (O5(0%) — @1 Ehnnyy — gl } 9755 (616)
.

Dans la formule (6.16), on a omis la dépendance explicite de e,
respectivement & z° et x°.

Soit w C R? un domaine simplement connexe. Le domaine Q° défini par QF := wx] — ¢, ¢]
est aussi simplement connexe. On suppose qu’il existe une immersion ¢ de la forme (6.8) a
laquelle sont associées toutes les grandeurs géométriques définies dans la section précédente.
L’ensemble ©°¢(Q)°) représente la configuration de référence d’une coque. On suppose ainsi que
la champ de matrice donné (ef;) ait la forme (6.15) : on peut donc définir les composantes co-
variantes de la matrice (ef;) en connaissant les composantes covariantes des tenseurs linéarisés
de variation de métrique et courbure (75 3) et (o).

De plus, puisque le domaine de type coque considéré est simplement connexe, 'intégrale
de Cesaro-Volterra est indépendante du chemin choisi. On suppose donc la décomposition du
chemin suivante : étant donnés un point fixe g = (yo1,¥02,0) € w et un point générique
Z = (y1,¥2,0) € w de la surface moyenne, le chemin v*(zo, %) := ¥((vo1, Y02, 0), (y1, y2,0)) U

n €t de UJE- par rapport
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FIGURE 6.1 — Décomposition du chemin

75 ((y1,y2,0), (y1,y2,25)) est décomposé en 4, une courbe arbitraire dans la surface moyenne
de la coque, et 7%, un segment suivant la normale & la surface moyenne.

Suite aux hypothéses exposées précédemment , la formule de Cesaro-Volterra dans le cas
d’une coque, définie dans le domaine ¢ e-dépendant, devient :

v§<y,x§>::[gsr'{jgvﬁﬁ[aahdza+-
+ [ 6w = ) (0o~ Vo) 0 la)i-
' (05 — D) ([a%4[a%); — [a®)i[a®]k) dzst
+a5[a kﬁ (2 310 — 150 (a0~
— (5 — b5Va0) ([@®]k[a®); — [a®]:[a®]y)) dza+

Hale [ (@5 - ) 055, - %%A[nWW%+O%ﬁ,
;

(6.17)

ou [gj]Z = [a,]" + [a3]' — 25b7,[a;]" dénote la composante i-éme du vecteur g5 et 2 = (zq)-

Afin d’étudier le comportement asymptotique du champ de déplacement v5(z¢) de la coque
lorsque I’épaisseur tend vers zéro, on introduit le changement standard de variable qui permet
de transformer la formule de Cesaro-Volterra définie sur un domaine dépendant du parameétre
e en une formule définie sur un domaine fixe. Soient Q := wx] — 1,1[ le domaine fixe et
x = (y,x3) un point de ; a chaque point z € €, on associe un point ¢ € Q a l'aide de la
bijection (voir Fig. 6.2; P. G. Ciarlet [14]) :

I :z = (y,23) € 2 — z° = (y,ex3) € 0. (6.18)

Pour cela,

OF = 0 et O — éag

et vj(e)(@) = v5(z°), Yap(e)(¥) = 155(Y) et pap(e)(y) = po5(y) représentent respectivement
les composantes du champ de déplacement, du champ de variation de métrique et du champ
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FIGURE 6.2 — Changement de variable standard.

de variation de courbure transformés par I1°. En appliquant le changement de variable II° a
(6.17), on obtient la formule de Cesaro-Volterra mise & ’échelle sur le domaine fixe € :

(€29 = (o] - cxatflart) { [ rap(@lalidsot
[ 0k(v) = 04(2)) ( (aplo (&) — Vs (@) [ lsla"]i -
~(as(©) = D ()([@°)e[a®): — [a%)a]0)) dz+
serala®l [ (Orape(©) = topalelala)i-
Y
~(pas(©) ~ B0 () (0%l — [0¥)a)s)) dzst

+€2[a3]k/ (3 — 23) (b5 Var (€) = baYor(€)) [a7]k[a]idzs + 0(52)}.
Y

Q

(6.19)

Puisque la formule de Cesaro-Volterra mise & 1’échelle a une structure polynomiale en

fonction du parameétre €, on suppose qu’il existe des développements asymptotiques des champs
tensoriels donnés (7,53(¢)) et (p,p(e)) de la forme suivante :

Vap(€) = Vog T EVag + Vo T+

6.20
Pas(€) =p2g+€ﬂi@+€2ﬂiﬁ+~-- (6.20)

Ceci implique le développement asymptotique suivant des déplacements v;(e) :
vj(e) :v?—i—ev} +52v32+.... (6.21)
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En remplacant les développements asymptotiques formels (6.20)-(6.21) dans la formule
de Cesaro-Volterra mise a 1’échelle et en isolant les termes du méme ordre en e, on peut
caractériser les termes principaux du développement (on s’arréte a I’ordre 1). Pour cela, on a :

W (y) = [a; ()] (y),
J
vy w3) = [a, (VI (y) — 2 (V[0 T0 ~ @, a5 T4 (). o
ou, pour p =0, 1,
)= / 7§ﬁ + (Ok(y) = 01(2)) Vapio — Vopa)a”lkla]i=
vy
() — 06(2)) (ks — W58 ) (0% k[a); — [a%]i[a®s) ) dzs, 6.23)

Oé]l_

Vama 725|a)[aa]k[a
—(pag — b5ae) ([a%]k[a]i — [a®k[a®);)) dzp.

Si on applique I'indépendance du chemin aux intégrales (6.22); a l’aide du théoréme de
Stokes, on obtient que les composantes covariantes des tenseurs linéarisés de variation de
métrique ('ygﬁ) et courbure (pgﬁ) satisfont les conditions de compatibilité de Saint-Venant

pour une surface :

4\

72a|57' + ’Y%TIaa - 725|a7’ - gT|Uﬁ + RV@UTW%V B Vﬂtﬂ"ygV - bTa’O%U + bﬂ"’oga o b”a’ogﬁ o bTﬂpga’
0 + 49 +b02(7° ., +° 0 )

_ _ v
po'oc\T pom'|0' =b ( al/|7' Tvja Ta|u) al/|o‘ avla 70a|y

On remarque que les déplacements UB & ordre zéro sont indépendants de la coordonnée
transversale z3 et, donc, ils n’ engendrent que des déformations membranaires. Pour cela, afin
de retrouver la cinématique compléte de Kirchhoff-Love généralisée pour une coque, qui tient
compte aussi du comportement en flexion, on couple les déplacements a ’ordre un avec les
déplacements & I'ordre zéro.

On pose vt := 0 + v} et vfL := v}. Les formules de Cesaro-Volterra pour une

coque de Kirchhoff-Love généralisée sont définies par :
{ U2 = o)) (20 +2)) (0) — a3 (Vilar T ~ [, T8) ). (oo
vi " (y) = [as(y)'T) ().

Si on dérive les expressions (6. 22) on peut obtenir les composantes covariantes du tenseur
linéarisé de variation de métrique e’ 3 , définies par les relations :

eﬁ%L(y,xg) = (8 vy +83v )+, vY et efl(y,x3) = 9309,
Donc, on a : ‘ ‘
3#“%) = —bl[ar]gg +[a,]"[a ] Tite
831);01 = _Tbu[aﬂo i T [a’lt] [ ] ¥7zk’ (625)
bv, = b lar]'Ty,
831)5) =0.

On remarque que les composantes 73, définies dans (6.232), sont antisymétriques, i.e.
ji% = —j,?i : en effet, elle représentent les composantes covariantes de la rotation infinitésimale.
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Par conséquent, en sommant les dérivées (6.25), on obtient que les composantes egL sont

identiquement nulles :
eﬁ?(y,xg) =0 et ell(y,z3)=0. (6.26)
Ceci est conforme aux liaisons internes de la cinématique de Kirchhoff-Love généralisée
pour les coques : en effet, les conditions (6.26) expriment le fait que la coque ne s’écrase pas et
que la fibre normale & la surface moyenne reste normale & la surface moyenne déformée aprés
la déformation.

Remarque : si on suppose que la coque dégénére en une plaque, on a que
O =idg, Fgﬁ: ag:b§:Oet a;=a'=e;,
oll e; est une base orthonormée de R3. Les tenseurs linéarisés de variation de métrique et
courbure donnés, ('yg B) et (pg B)’ se transforment respectivement en les tenseurs de déformation

plane et de courbure de la plaque, (cﬁﬁ), pour £ = 0,1, et (7“35).
La formule de Cesaro-Volterra (6.24) dans ce cas particulier prend la forme suivante :

Y 2l
U?[fL(y) = /(ya - ZJ)TgﬁdZ,B,
Y

ou ¢, = cgﬁ + cllw. Ce résultat est cohérent a ceux qui sont décrits dans la Section 5.2.2, sur
la déduction purement géométrique de la cinématique des plaques.

6.5 Déduction de la cinématique de Naghdi

6.5.1 La formule de Cesaro-Volterra : développements asymptotiques

La modéle de coque de Naghdi correspond au cas généralisé du modéle de Reissner-Mindlin
pour une plaque. La coque en question se déforme en cisaillement et, donc, lors de la déforma-
tion, la fibre normale & la surface moyenne ne reste pas perpendiculaire & la surface moyenne
déformée.

Comme dans le cas de la cinématique de Kirchhoff-Love généralisée pour une coque, on
peut considérer ’extension canonique d’un champ de déplacement défini sur une surface & un
champ de déplacement tridimensionnel défini sur toute la coque de type Naghdi :

Théoréme 6.5.1 Soit w un domaine de R? et soit @ € C*(w; E3) une immersion injective.
Il existe ¢ > 0 tel que lapplication ©°F définie en (6.8) est un C3-difféomorphisme de O
().

On associe & un champ de vecteur défini par le couple (n, ), de composantes covariantes
n; € C3(w) et @, € C3w), un champ de vecteur tridimensionnel v5g™° défini sur Q tel que

vi (4, 25)9™ (. 23) = mi(y)a' (y) + 2500 () a®(y). (6.27)
Alors les composantes covariantes v sont dans C3(QF) et les composantes covariantes

ef»j(vs) € C%(Q) du tenseur linéarisé de variation de métrique associé sont données par

€65(0) = Yap(M) + 25Xap(M, @) — (25)*Kas (@),
eas(v°) = Ca(m. ), (6.28)
e55(v°) = 0.

83



Les tenseurs (7,3), (Xap) €t le vecteur ((,) représentent respectivement les tenseurs li-
néarisés de variation de métrique et de courbure et le vecteur de cisaillement qui apparaissent
dans la cinématique du modéle de coque de Naghdi (P.M. Naghdi, [35]). Ils sont définis par :

1
Yap(n) = §(na|ﬁ + Mgja) — bapns;

1
Xas (M @) = 5(Pag + Psja — VsMuja — Yanus) + capis,
9 B

N (6.29)

2
1
Caln, @) = 5(% + Oanz + b4n,,)-

’iaﬁ(‘P) = (bg(p;da + bg%%w),

Afin d’arriver & une déduction purement géométrique de la cinématique de Naghdi, on va
suivre la méme procédure qui a été employée pour déduire la cinématique de Kirchhoff-Love
généralisée au cas des coques.

On considére la formule de Cesaro-Volterra en coordonnées curvilignes générales (6.16)
et 'immersion ©¢, qui définit la géométrie de la coque. Si le domaine coque est simplement
connexe, on peut donc supposer la décomposition du chemin déja présentée dans (Fig. 6.1).

On suppose que le champ de matrice donné (efj) ait la forme (6.29) et on transforme la
formule ainsi obtenue définie sur le domaine e-dépendant 2° en une formule définie sur un
domaine fixe Q a I’aide de la bijection II¢ (7.3). La formule de Cesaro-Volterra mise a ’échelle
a la forme suivante :

vi(e)(y, 23) = ([a;)" — ewsb][a-]') {/(vag(E)[a“]z +Cge)a’]i)dzp+

" / Ox(5) — 04(2)) (asio (&)~ Top1ale) +basCo(2) — boaCa(e))[alila]+
T (Xas(E) + B ar(e) — 0uC(2))([a%[a%); — [a®)i[a®]y)) dzs+
reafa®le | (Oragio(e) = Toptale) + baso ) = b (E))a”ela?)s +
’ - (a(E) + D10 (2) — 0aCs(2) ([a%]k[a%); — [a®)i[a®]0)) dzp-+
+6[a3]k/ ¢, (e)dzs + 0(52)}.

*

(6.30)

Puisque la formule de Cesaro-Volterra mise & 1’échelle est polynomiale en &, on suppose

existence des développements asymptotiques formels des champs tensoriels donnés (7,4(¢)),
(Xap(e)) et ((4(€)) de la forme suivante :

Vap(€) =Vop T Vg + V25 + -,
Xas(&) = Xop +eXas + X0+ (6.31)
Cole) =0 et +2¢2 + ...

Ceci implique le développement asymptotique suivant des déplacements v;(e) :

vj(e) = v? + 51)]1» + 627)? +.... (6.32)

En remplacant les développements asymptotiques formels (6.31)-(6.32) dans la formule
de Cesaro-Volterra mise a 1’échelle et en isolant les termes du méme ordre en e, on peut
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caractériser les termes principaux jusqu’a l'ordre un. Pour cela, on a :

(o) = 0w 2 (w). | | |
ob (. 29)) = [au () THy) - 3 (Bla- T — [, as] T8 () + [a, () K0y, 23),

(6.33)
ot les fonctions Z¥, avec p = 0,1, 7)), 0 et ICO sont définies par :
(y) = / (47 510 + CB[a¥]s)dza+
4 [ 0w = 062)) (010 — Ve + Dot — bopCR)a”ula +
Y
+ (0 + 050he — aCh) (@il ~ [0%)lal0)) dzo. g o

T (y) = / ((vgmg =010 + bapCl — bopC)[alk[a]: +
+ (X205 + W70 — 0aC)([a®]k[a®]; — [a]k][a’])) dzg,
Koy i= [ Blahdz.

T

Si on applique l'indépendance du chemin aux intégrales (6.33), on obtient que les com-
posantes covariantes des tenseurs de variation de métrique et courbure doivent satisfaire les
conditions de compatibilité de Saint-Venant pour une surface de Naghdi :

72'a|ﬁ7' + ’y%‘r\aa 70ﬁ|a7’ 7ar|oﬁ +RY aarpyﬂu - Vﬂm—’ygu -
- bTOé(Xﬂa + <ﬁ|¢7 + Ca\ﬁ) + bﬁU(XToz + CT'Oé + <a|7)
- baoz(X-,—g + C—r\ﬁ + <ﬁ|'r) - Tﬁ(Xaa + C0|a Co¢|U)
+ 2 + Voula — Yoal)-

0 . O v _ _ KV
XO'O(‘T oz7'|<7+C a'ra =b ( Oél/|7' TV 77’041/) b ( au|a ov|a 70a|u

On peut facilement montrer que U est indépendant de la coordonnée transversale xg et
que la fonction K?(y, x3) est linéaire en x3. Donc, on a :

K (y,a3) = [ Calaidzs = 23C0 (y)[a®(9)]:.

Y

Pour retrouver la cinématique d’une coque de Naghdi qui se déforme aussi en cisaillement,

on couple les déplacements au premier ordre avec ceux d’ordre zéro. Si on pose viv = v + vl
et v3 = v3, les formules de Cesaro-Volterra pour une coque de Naghdi ont la forme

suivante :

{ o (v.23) = la, )l (@ +21) (9) — 3 (B[] T~ @, (@ TR+ 60) W) g0
v3' (y) = [as(y)]'T)(y).
Comme dans le cas des coques de Kirchhoff-Love généralisée, si on dérive les expressions

(6.33), on peut calculer les composantes covariantes du tenseur linéarisé¢ de variation de mé-
trique eg , définies par :

1
~ (9,03 + 837)}1) + 0700 et ef(y,x3) = D508,

N
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Donc, on trouve : ‘ ‘
0uv§ = ¢y = bylas)'T} + [a,)*[as]' Ty,

)

8311; = CéL - bl[aT]iIQ +[a,]'[as]" Ty,

B E 6.36
bl = by ar) T, (6.36)
831]:(3) =0.
On remarque que les composantes J3, définies dans (6.342), sont antisymétriques, i.e.
jl-% = —jk?i : en effet, elle représentent les composantes covariantes de la rotation infinitésimale.
N

Par conséquent, en sommant les dérivées (6.36), on obtient que les composantes e;3 sont de la
forme :

efs(y,x3) = ((y) et eds(y,x3) = 0. (6.37)

Ceci est conforme aux liaisons internes de la cinématique de Naghdi pour les coques : en réalité,
les relations (6.37) expriment le fait que la coque ne s’écrase pas et que la fibre transversale
normale & la surface moyenne réalise une rotation égale a Cg(y) lors de la déformation, et,
donc, elle ne reste pas perpendiculaire a la surface moyenne déformeée.

Remarque : si on suppose que la coque devient une plaque, les tenseurs donnés de varia-
tion de métrique et courbure, (7&3) et (Xgﬁ), et le vecteur de cisaillement (¢%) se transforment
respectivement en les tenseurs de déformation plane et de courbure de la plaque, (cﬁlﬁ), pour
0=0,1, et (rgﬁ), et en (els).

La formule de Cesaro-Volterra (6.35) dans ce cas particulier prend la forme de la formule
de Cesaro-Volterra en considérant la cinématique de plaque de Reissner-Mindlin :

v (y, @) = / [Cup + (Yo — 20)(OCup — OuTop)l dzs + a3 / (s — Ouess)dzs + / ¢padzs,
gl

ol X
@Ww:/@ﬁwfwmm%—@mw%
Y

ou ¢, = cgﬁ + cllw. Ce résultat est cohérent a ceux qui sont décrits dans la Section 5.3.2, sur
la déduction purement géométrique de la cinématique des plaques.

6.6 Conclusions

De facon équivalente au cas de la cinématique des plaques, la déduction de la cinématique
de Kirchhoff-Love généralisée et de Naghdi pour une coque que l'on a proposée est obtenue
en n’utilisant que des renseignements géométriques, grace a la formule de Cesaro-Volterra et
aux équations de compatibilité de Saint-Venant (voir l'article de P.G. Ciarlet et al. [19] qui
concerne le cas de la cinématique des surfaces).

La représentation de Cesaro-Volterra dans le cas des coques peut étre utilisée donc dans
la formulation du probléme de I’équilibre des coques, ot les tenseurs linéarisés de variation de
métrique et courbure sont considérés comme inconnues primaires.
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Troisiéme partie

Etude Asymptotique d’Assemblages
Multicouches
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Chapitre 7

Inclusions Elastiques de Grande
Rigidité de Type Coque

7.1 Introduction

L’étude d’une inclusion rigide dans un solide tridimensionnel de propriétés mécaniques plus
faibles a été sujet des nombreuses recherches & partir, par exemple, des travaux de H. Pham
Huy et E. Sanchez-Palencia, [37], H.Brezis et al., [7], et D. Caillerie, [8]|. Plus récemment, D.
Chapelle et A. Ferent, [10], ont proposé une formulation variationnelle du couplage entre une
coque et un milieu 3D plus faible qui ’entoure, pour justifier des techniques utilisées dans le
cadre de la Méthode des Eléments Finis. D. Chapelle et A. Ferent ont étudié le comportement
asymptotique d’une inclusion de type coque de rigidité Eip, p =1 ou p =3, dans un domaine
tridimensionnel. Dans un contexte légérement différent au niveau géométrique et mécanique,
A.L. Bessoud et al. |5] ont étudié le comportement d’une couche 3D d’épaisseur ¢ de rigidité de
l'ordre % Plus précisément, la couche mince peut étre décrite de la fagon suivante : wx|—e, [,
ol w est une surface projetable, et que les matériaux sont linéaires élastiques anisotropes. Le
probléme limite est un probléme de transmission de Ventcel entre deux solides tridimensionnels
anisotropes. Quand w est plan et dans le cas isotrope, le terme d’énergie surfacique peut étre
interprété comme ’énergie de membrane d’une plaque de Kirchhoff-Love.

Dans la Note qui suit, on présente deux situations en utilisant ’approche & deux champs
analogue & [10]. On étudie une situation géométrique analogue a [5|, quand le matériau de
la couche mince est isotrope avec une rigidité Eip, p=1oup =3 Quand p = 3, 'énergie
surfacique du probléme limite a la forme de 1’énergie flexionnelle d’'une plaque de Kirchhoff-
Love. Quand p = 1, I’énergie surfacique est 1’énergie de membrane obtenue dans [5]. On étudie
ensuite une nouvelle situation ou la couche mince de type coque est obtenue par translation
suivant la direction transversale normale d’une surface générale 2D. En utilisant un systéme de
coordonnées curvilignes on déduit les problémes limites pour p = 1 et p = 3. Les paragraphes
de ce chapitre, détaillent les aspects de la Note concernant uniquement une inclusion de type
coque.
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7.2 Inclusion de type coque

7.2.1 Probléme physique en coordonnées curvilignes

On considére un espace Euclidien tridimensionnel, identifié avec E3, et tel que les vecteurs
e; forment une base orthonormeée. Soit Q* et 2~ deux domaines ouverts et disjoints de fron-
tieres régulieres 90T et 90~ Soit w := {90 N 9N~ }° un domaine dans R? ayant une mesure
bidimensionnelle non nulle et soit y = (y,) un point générique de w.

Soit @ € C%(w; R?) une application injective telle que les vecteurs aq(y) := 0,0(y) forment
la base covariante du plan tangent de la surface S := 0(w) en 8(y) ; les vecteurs du plan tangent
a®(y), définis par les relations a®(y) - as(y) = &3, forment la base contravariante. On définit

ainsi le vecteur unitaire normal & la surface en 6(y) par as(y) = a®(y) = %

On rappelle que les composantes covariantes ang et contravariantes a®? de la premiére forme
fondamentale, les composantes covariantes b,g et mixtes b’g de la deuxiéme forme fondamentale
et les symboles de Christoffel de seconde espéce I'2s de la surface sont définis par

AoB = G - Q3, a®? .= a® . aP, bog == ad - 0gaq, bg = aPbyy, I’gﬁ = a” - 0ga,.

Soit Q¢ 1= wx] — ¢,¢[, avec ['™° := w x {#e}. Soit z° le point générique de Q"™ avec
x5, = Yqo. On considére un domaine de type coque de surface moyenne S = 0(w) et d’épaisseur
2¢ > 0, dont la configuration de référence est I'image @m’e(ﬁm’s) C R? de Pensemble Q™° a
travers application ®™° : Q" — R3 donnée par

©™(z%) = O(y) + z5as(y), Ya° = (y,25) = (y1,y2,25) € 2"~ (7.1)

Les quantités géométriques, notamment la base covariante g et contravariante g"¢, les compo-
santes covariantes g;; et contravariantes g% du tenseur métrique et les symboles de Christoffel
[0, ont été déja définis dans (6.9)-(6.13).

De plus, on suppose qu'’il existe une immersion ©° : Q° — R3 de la forme suivante :

, @i,s(ri,s) — em,s(ri,s),

o — ©*< dans 0°°
"] @™ dans Q"

. =+, . . —t,e .o, . , .
o @ : O — R3 sont deux immersions sur ° qui définissent les coordonnées curvilignes

dans ©7°.

On insére une couche intermédiaire de type coque en translatant I'image ®@1¢(Q+¢) C R3
du domaine Q¢ (resp. @ ¢(Q)), suivant la direction a3, (resp. —a?), d’une quantité égale
a € > 0, un petit parameétre réel sans dimension. La structure est fixée en 'y C (9Q° \ T'"™*)
et chargée avec une densité de force surfacique h* en I'y C (9QF \ T™€) \ Ty. "€ := Juwx] —
e, e[ n’est pas chargée. On suppose que les materiaux occupant )¢ soient linéaires élastiques
isotropes.

Le probléme physique variationnel en coordonnées curvilignes dans le domaine variable (2°
est le suivant :

Trouver (U®, u®) € V*:= {(V*F,v%) € H'(Q%R?) x HH Q™5 R?); Vigm. = v; Vire = 0}
tel que

A5 (U, Vo) + AT (US, VF) + A™ (uf, v°) = LE(VE), ¥ (VE,v5) e Ve, (7.2)
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Les formes bilinéaires A%(U®, V) et A"™¢(u®, v°) sont définies par

ARE(UF,VE) = / AP es (U5, (V) g da®
Ot

A o) = [ AR ()l (o) VT da
m,e
ou

1
€ €Y .__ E ) P:E )€
eij(v )= 5(8111]- + 0jv57) — I‘Z] 5
dénotent les composantes covariantes du tenseur linéarisé de variation de métrique et g° :=
det(g;;) est le déterminant du tenseur métrique.
Les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité A¥*%¢ pour un materiau isotrope

de constantes de Lamé A\* > 0 et pu® > 0 sont définies par
Aijkf,z—: = )\sgz]s kl,e -|—,U, ( ik,e jés +gz€ sg]k,s)

avec les symétries classiques AUFGE = ATikbe — ARGIE  Grace a la forme particuliére (7.1) de
I'immersion ®™*¢, le tenseur d’élasticité de la couche intermédiaire satisfait les relations :

A%ﬂa&a _ A%333,5 —0.

7.2.2 Probléme physique posé dans un domaine fixe

Afin d’étudier le comportement asymptotique du probléme physique (7.2) lorsque € tend
vers zéro, on a besoin de transformer le probléme défini sur un domaine e-dépendant ¢ en
un probléme défini sur un domaine fixe 2.

Pour cela, suivant I'approche de P. G. Ciarlet, [14], on considére la bijection IT¢ : € Q —
z¢ € O définie par

=+
Ha(l‘l,ﬂfg,l’g) = (.’El,fL‘Q,CEg - %(1 - 5))7 pour x € 9%1;’
HE(ZL‘I,I‘Q,CEB,) = (.’L’l,.’L‘Q,EIL’?,), pour T € Q ) (73)
I1¢ (21, xo, x3) = (w1, T2, T3 + %(1 —¢€)), pour z € .,

ou Qf = {z + tes, T € QF}, Q™ = wx] — 1,1[ et T'F := w x {£1}. Pour simplifier la
notation, on pose Qfﬁ = QF et, donc, Q = Qtua™
Par conséquent, dans 2™,

%

1
=0, et a§:g83

Les domaines Q¢ ne sont pas affectés par la mise a échelle & travers II¢ : ils ne sont que
translatés de la quantité (1 —¢).

On associe aux inconnues (U¢, u®) et aux fonctions test (V= v®), qui apparaissent dans
la formulation variationnelle (7.2), respectivement les inconnues transformées par I1¢, (U, u),
et les fonctions test transformées par 11, (V, v), a l'aide des relations suivantes :

), =z eQ
&

u(e)(a
(z), v¢(zf)=:v(z), Yz HEJI e .
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Les hypothéses sur les constantes de Lamé des materiaux et sur les forces appliquées

sont décrites dans ce qui suit. On suppose, tout d’abord, qu’il existe des constantes de Lamé
indépendantes de £, AT > 0 et pt >0, et A >0et u™ >0, telles que, pour p=1oup=3
on a:

On suppose que la forme linéaire associée au chargement présente la dépendance par rapport
au parameétre € suivante :

L5(VE) = L(V).

+ pe . gte
s TPE.Q

En outre, aux fonctions Agkzﬁ P
Vechelle AL", g*, K Q" — R définies par

— R sont associées les fonctions mises &

AT (@) = AT (),
o*(z) = g5 (),

o— k] €
z](z) =15 (z°),

. ikl =m,e
et aux fonctions Ay °, ¢™*, FZ’.‘E -0

— R sont associées les fonctions mises a ’échelle
AF @), g™ (), T%(e) : @™ — R définies par

AR (e) () =Am’““< ),
g"(e) () = g™ (),
I, (5)(a) — T2 a°).

Enfin, les composantes de déformation linéarisée mises a I’échelle e;j(e;v) = eji(e;v) €
(™), associées & un champ de déplacement v = (v;) € H'(Q™;R3), sont de la forme

1
eap(e; ) = 5(Ogva + Oavp) — Th5(e)p,
1
eas(e;v) := ?(g(%va + 0av3) — os(e)vs,
633(6; ’U) = gagvg.

Les hypothéses précédentes sur le comportement des matériaux et sur les efforts extérieurs
permettent d’écrire le probléme physique mis & I’échelle dans le domaine fixe €2 sous la forme :
Trouver (U (¢),

u(e)) € V= {(V,v) € H'(:;R3) x HY(Q™;R?); Vigmn = v; Vi, =0}
tel que
A=(U(e),V)+ AT (U(e), V) + cA™(u(e), v)

ou

L(V), ¥ (V,v) eV, (7.4)

AEU(e), V) = / AR e (U
[QE=
et

)eii (V) g + dzx

A(u(e).v) = | AR Eexs(eul

e))eij(e;v)\/ g™ (e) dzx.
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7.2.3 Préliminaires géométriques et mécaniques pour la couche de type
coque

Pour poursuivre une analyse asymptotique formelle du probléme physique (7.4), on doit
tout d’abord étudier le comportement des fonctions A%M(s), Ffj(e), g™ (e) : Q" — R associée
a la couche intermédiaire de type coque, lorsque ¢ tend vers zéro, vue la forme particuliére
(7.1) de Pimmersion ™. Ces fonctions, qui dépendent de z = (y,z3) € Q" =@ x [-1,1],
a la limite pour € = 0 seront indépendantes de la coordonnée transversale zs.

Le comportement asymptotique des quantités géométriques Ffj(e) et g (¢) est le suivant :

rgg(g) =75 — ex3bfla + O(e?),
Fa5(€) = baﬁ - 6:63[)3()05,
63F£ﬁ(€) = O(E))

75(e) = —bF, — exsbbg + O(e2),
Fi:ﬁ(f) =T%;(e) =0,
g"(e) = a+0(e),

(7.5)

oil les symboles d’ordre O(e) et O(e?) sont considérés par rapport a la norme || - g oo définie
par
-m
[w]lg oo gm = sup{w(z)]; z € Q7},

et I'0 5, bag et b7, sont respectivement les symboles de Christoffel, les composantes covariantes
et mixtes de la deuxiéme forme fondamentale de la surface moyenne de la coque.

Le comportement des composantes contravariantes du tenseur d’élasticité quand € — 0 est
le suivant :

g 1 ..
AG () = S ATE0) + O(17) et A7) = AT (e) =0, (7.6)
ou
A%ﬂo’T(O) — N\ geBgoT + Hm(aoctfaﬁ'r + aoﬂ'aﬁa)’
ARPB(0) i= A™aP, AXT3(0) = pMat?, ABBB(0) = A 4 2,
AZP70) = A55(0) =0,

7.2.4 Développements asymptotiques et problémes limites

On peut maintenant appliquer la méthode des développements asymptotiques compte tenu
des hypothéses faites dans les sections précédentes, et distinguer les deux cas différents quand
I’exposant p en face des modules élastiques est égal & 1 ou 3.

On suppose le développement asymptotique formel a priori des déplacements inconnus

(Ul(e), u(e)) :
U)=U"+cU' +2U% + ..., u(e)=u’ +eul +2u?+.... (7.7)

Le développement asymptotique formel (7.73) des inconnues combiné avec le comportement
asymptotique (7.5) des fonctions I‘fj(a) induit le développement asymptotique suivant pour
les déformations linéarisées mises a 1’échelle de la coque :

-1

eig&5 (e)) = < () + e () + eely () + 2% () + ..., (7.8)
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ou

_ 1
eaﬁl(u) = (i? 6gﬁ(u) = *(agug -+ aau%) — Fa uo — baﬁug,

~1
6043(’“/) = 58371@17 633(’&) = 5(831&! + aaU3) bg 27 (79)
€3 () = O3uf, ed5(u) = Ozul,

1
eéﬂ(u) = *(Qaué + 0, uﬁ) F" U bagué + xg(bg\aug + bgbgﬁug),
eha(w) = 5 (92 + Ouu}) + bgul + wabbud, (7.10)
ess(u) = d3uj.

De méme, les fonctions e;;(e; v) admettent un développement asymptotique formel qui est
lié toujours au comportement asymptotique des fonctions I', j(e). On a donc :

1 _
eij(e;v) = geijl(v) + e?j + 662-]( v) + 826%( )+ ..., (7.11)
ou .
;é(v> = (i’ eg,@(v) = 7(&6’”& + aofuﬁ) - Pgﬁvo — bagus,
-1
asl(v) 283va, edy(v) = 5304@3 + b7 0,, (7.12)
es3 (v) = O3vs, e9(v) =0,
aﬂ(v) = 2303 |avs + 236005503,
els(v) = 23bTb%0,, ek (v) = —a§T0 %, (7.13)
633(1]) - 0

Le comportement asymptotique (7.5)-(7.6) des fonctions g(e) et A%M(E) implique que
. 1 . 1
A%kf(e) 9(5) _ gipAngZ( )\f_'_ AZJk:Z 1 €p72 A%ké,Q + 0(82_10)'

On injecte les développements asymptotiques (7.7)-(7.11) dans le probléme physique mis
a Péchelle (7.4) et on isole les termes du méme ordre en ¢ afin de caractériser les champs
de déplacements limites et les problémes limites correspondants. Le probléme variationnel
équivalent prend la forme :

Trouver (U,u) € V tel que V (V,v) e V

1 | .
AF(U, V) + AT (U, V) +... +¢ <E B, o (u, v)+€pHB_(p+1)(u,v)+...> = L(V),

(7.14)
ou les formes bilinéaires A;-'E(U, V),j>1, et B"(u,v), 7> —(p+2), sont indépendantes de
€.

On étudie séparément les deux cas pour p = 1 et p = 3 en identifiant les problémes limites
et les conditions de transmission.

1. p=1 : le probléme (7.14) devient : Trouver (U,u) € V tel que V (V,v) € V

1 1
AZ(U, V) +eAT (U, V) +... +¢ <€3BT3(U, v) + 6—237_”2(11, v)+ .. ) =L(V).
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Théoréme 7.2.1 (Condition de transmission de type coque membranaire) Siles
termes UV, u® et u' des développements (7.7) existent, alors le terme principal u° est
indépendant de 3 et, pour cela, il peut étre identifier avec le champ ¢° = (C?) ‘w— R3
qui, avec U°, résolvent le probléme variationnel de transmission de type coque membra-
naire suivant :
Trouver (U°,¢%) tel que V (V,n) € Vay := {(V,n) € H' (QR?) x H'(w;R3); Vi, =
n Vin, = 0}

AT (UV) + AL V) + A3 () = L(V), (7.15)

ol
ABE(U, V) ::/ A”Mek.g U%)eij(V)\/g* dx,
QF

A (¢ m) = | a4 (C)vap(m)Va dy,
afoT 4Amum af ot m( «o BT at , Bo
a .:ma a’” +2u™(aa”" 4+ a*a"?),
Yap(M) := 5atg + 9ana) —Logn, — bapis.

Démonstration : La démonstration est divisée en trois parties, qui correspondent aux

problémes a l'ordre e 72, e~ et £°.

2

(i) Le probléme variationnel que I'on obtient & 'ordre ™= est :

| A weg (o) do =0,

ou, de fagon équivalente,
{p"™a® 93ud D3vs + (™ + 2u™)d3u303v3 1V a dx = 0,
Qm
Ceci implique d3ul = 0 et, puisque la matrice (a®”) est symétrique et définie positive,
agug = 0. Dong, le terme u° est indépendant de x5 et, par conséquent, e;jl(u) = 0.

(ii) Le probléme variationnel a ordre ¢! grace au résultat précédent ei_jl(u) =0, est
le suivant :

A%M(O)egf(u)ei_jl(v)\/a dr =0,
in

ce qui équivaut a écrire

[ (27 w)ywg + (N5 (w) + (N 4 27 )by (w) D) Va dar =0,

Puisque la matrice (a®?) est symétrique et définie positive, on trouve que

PNE o
ens(u) =0 et e§3(u):—m Feds(u).

(iii) Le probléme variationnel obtenu & 1’ordre € prend la forme :
/Q+ Azkz U0 eii (V) gT dx —l—/ Ai_jM U0 Jeii (V) g~ dz+
+/ {AGF0) (eRe(w)el;(v) + exg(w)es;! (v) + AZ ey (w)ei! (v)}Va dz = L(V).

Qm
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Si on choisit des fonctions test v = 1 qui ne dépendent pas de x3, la quantité ei_jl(n)
s’annule et le probléme se réduit a

/ A”Me ke(U%)es;(V V)Vgt da +/ AR e, (U0) )eij (V V)Vg~ dz+

b [ AT Ockuel )V de = L(V). ¥ (V.m) € Vi

On peut facilement montrer, grace a (i) et (ii), que

aaﬁa‘r

m o 2

ATM(0)el, (u)el,(n)Va dz = / €0 ()l 5 (m)V/a de,

Qm

On identifie u9 avec ¢°. en remarquant que u° est indépendant de la coordonnée trans-
versale x3, la fonction

1
e(C)T’T(u) = 5(801‘9— + a‘ru ) — Fk uk = 7(6049 + aTCS’) - FZ’TCg - bo‘ng = 'VUT(CO)

est indépendante aussi de x3. De fagon analogue, pour la fonction test ), la fonction :

1 1
eas() = 5(Bats + Oga) = Tagni = 5(0ans + 9pa) = Tegn, — bagtls = Yag(m)

est indépendante de z3. Ceci implique que le probléme variationnel (7.15) est satisfait.

O
. p=3 : On définit ’espace
Vo := {n € H'(w;R%); v,5(n) = 0},

Le probléme (7.14) devient : Trouver (U,u) € V tel que V (V,v) € V
1 m 1 m
AT(U, V) +eAT (U, V) + ... +¢ (5535(11, v) + gB,4(u, v)+.. > =L(V).

Théoréme 7.2.2 (Condition de transmission de type coque en flexion) Sil’es-
pace Vyy ne se réduit pas a {0} et les termes U° et o', avec 0 < i < 3, des développements
(7.7) ezistent, alors le champ ¢° = (V) : @ — R? est dans Vo qui, avec U°, résolvent le
probléme variationnel de transmission de type coque en flexion suivant :

Trouver (U°,¢%) tel que ¥ (V,n) € Vi = {(V,n) € H'(Q;R?) x H?(w;R3); Vi, =
1, Vir, =0, 743(n) =0 dans w}

ot
Ax (€ / a7 0y (C")pag(m)Va dy,

pag(n) i= Oapns — L'0300M3 — bapnz + b3(0pn, — L'hn.)+
+bg(3oﬂ77 - Fgwna) + (8abE + Fgabg - Fgﬁbg)nT
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Démonstration : La démonstration est divisée en trois parties correspondantes aux
problémes que ’on obtient aux différents ordres. On peut constater que les problémes
variationnels & Iordre e=* et €73 coincident respectivement avec les problémes varia-
tionnels des parties (i) et (ii) du Théoréeme 7.2.1. On a alors :

Rl =0 & u¥:=¢":w—R3

X 7.17
eos(u) =0 et 633(“)2—W Fed (u). (7.17)

Si on suppose que Vy # {0}, le probléme variationnel & I'ordre ¢ 2

est le suivant :

, en choisissant v = n,

/ OCBUTPYUT( )Pyaﬂ( )\/> dy =0.

En choisissant 17 = ¢°, on obtient alors que ’yaﬁ(co) =0 et, donc, ¢° € 1.

i) Puisque on cherche des déplacements ¢° € Vj, avec v,5(¢%) = 0, cela implique que
af

eV () = v,5(¢) = 0 et, donc (7.17)o devient :

af3 af

egg(u) = 83u§ =0

et
1
eda(u) = 5(8311(11 + 0pud) + bul = 0.

« g

Donc
= Ca = 73(0aC3 + 203C7) et uy =G,
Pour cela, ¢§ € H?(w). Vu que e?j(u) =0, a Pordre 72 il ne reste que :

| A Ock(we; (0)Va dz =0,

-3

Comme dans le probléme & l'ordre £7°, on obtient :

)\m
ens(u) =0 et e(u) = —maaﬁ enp(u). (7.18)

On peut facilement montrer que
€iﬁ(ﬂ) = ’YQIB(Cl) - $3paﬁ(co)'
(ii) Le probléme & 'ordre e ! est de la forme (on rappelle que ei_jl(u) =el(u)=0):

{A”M( 0)(ere(u)egs (v) + eip(u)ey; (v) + AP ek (u)er; (v)}a dz = 0.

(7.19)
Si on considére des fonctions v(n) = (v;(n)) définies par

Va () = 23(2041, + Oang) et v3(n) :=0,
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le probléme (7.19) se transforme :

/ AT(0)el, (w)ely(v)v/a dat
4 / A373(0)e24 () (W1, + Oumy) v/a d+ (7.20)
Qm
14 / AL () (W, + Do) da = 0.

(iii) Le probléme & I'ordre ¥ est de la forme suivante :

/ Afﬁue o U0 )eij (V \/gTL dx +/ Ai_jke U0 Jeij (V \ﬁ dz+
O+
+/Q APFE0) (egp(w)e} (v ) + €exo(u)e] (v )+ eiolu )es; 1(v)Va dz+

+ /Q A el (o) + e (0) da+ | AT el (w)ei!(v) da = L(V).

Si on choisit des fonctions test v = n telles que

ei_jl(v) = (1) egg(”) = 7aﬂ(n) =0,
6a3(’0) - 28a773 +ba77m €g3(’U) =0,

alors on a ’équation

/ Afﬁkge o U0 Jeii (V)VgT dz +/ Ai,jke U0 eij (V) g~ dz+
O+

+4 / AZ373(0)e25(w) (b1, + Oans) Va dz+ (7.21)
Qm

+4/ A%&T&l ; ( )(anT—i_aOéT,S) dx :L<V)7 vV (V,n) € Vr.
Qm

Si on soustrait (7.20) & (7.21), on trouve que

/ Aifue o UO Jeij (V \/gTr dx —i—/ Ai_jke U0 Jeij (V \ﬁ dx+
Q+
+/ AFF0){ero(u)(efs(m) — e (v(m)}Wa dz = L(V), ¥V (V,n) € Vi

om

(7.22)

Gréce a (7.18) et au fait que

Cor(u) = —230,-(C7) et eap(n) — eap(v(n) = —3p05(n),

on en déduit que la deuxiéme partie de U'intégrale (7.22) prend la forme :

A O) k() elyn) — (o)} Va da = 5 [ a7, (papm)va dy.

Q?’n

ce qui achéve la démonstration.
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7.2.5 Forme locale des conditions de transmission

Dans cette Section, on dérive les équations locales correspondantes aux problémes varia-
tionnels (7.15) et (7.16). Dans la suite, on dénotera avec v := 0w, (r4) le vecteur unitaire
normal sortant de v, 71 := —vg et T9 1= v, et avec 0;Y := T,0,% la dérivée tangentielle de
) suivant la direction (74).

Théoréme 7.2.3 Si la solution (U°,¢°) du probleme variationnel :
Trouver (UY,¢%) € Vi := {(V,n) € HY(Q;R?) x H(w; R?); Vie=mn, Vir, =0} tel que

Ay (U, V) + A (U, V) + AT.(¢%m) = L(V), ¥V (V,n) € Vi (7.23)

est suffisamment réguliére, alors elle satisfait les équations locales suivantes :

—otl; = f* dans O, na’B|,8 = [[0'0‘3]] dans w
Vi=0 r 4
?LJ i sur Lo, naﬁbag — H0.33]] dans w, (724)
oinj=h sur I'y, o
= n Bug =0 sur vy
Viw =i dans w, )

ot les fonctions B 3
of = A e (U) et 0 = a7y, (C0)

sont respectivement les composantes contravariantes du premier tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff et du tenseur des efforts membranaires de la surface moyenne, [0%3] représente
le saut des contraintes en w entre Q7 et Q™ , et les fonctions

o] = 80" + T,0P + T3 o¥,
n®?|5 = dan’ + ra n + rﬁ

sont respectivement les dérivées premiéres covariantes des tenseurs (o) et (n®%).

Démonstration : On considére tout d’abord les deux premiéres intégrales dans le pro-
bléme (7.23) et, par conséquent, on applique la formule de Green dans les espaces de Sobolev.
Donc, on obtient :

/QA”MW (U%)ei(V \/701-"3—/Q ole;(V)Vg* do =
\ﬁa ( (0, Vi + 0;Vj) — rfjv,,)> de =

:/ VoEeo;Vi dz — /\ﬁar”vclz—

:_/ jﬁaiwdm—/ VoE TV, da+
/\ﬁainﬂ/ dF+/\fJ+m —/\/aaif’mdy:

= —/Qi Vo |;)Vi dx—l—/rl VoEainV; dF—i—/w\/&[[Ui:s]]m dy,

(7.25)

ot on a utilisé la propriété pour laquelle V;),, = 7; et le vecteur unitaire normal n a w coincide
respectivement avec as du coté QT et avec —as3 du coté Q~ et la définition de dérivée premiére
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covariante pour le tenseur (¢%/). Le saut des contraintes [0*3] en w entre QF et O~ est donc
défini : A
o] = (0% — o).
On considére maintenant la deuxiéme partie de U'intégrale (7.23) et on applique la formule
de Green. Pour cela, on a :

/ 0Py () Yas(m)Va dy = / n®Byo5(m)v/a dy =

o (1 -
\/an p <2(8577a + 8@”5) - Faﬁ”o‘ - baﬁ773> dy =
—/x/&n“ﬁaana dy—/fn T amy dy — /fn Pbagns dy =
—/aﬂ(\/&naﬂ dy—/fnaﬁl“"ﬁna dy — /fn Bbasns dy+/\fno‘ﬁygna dy =

/f B 504 + bagn®ns dy+/fn V3T dy.

(7.26)
Si on combine les intégrales (7.25) et (7.26) avec le probléme variationnel (7.23), on obtient :

/ Vo (ol + f Vdm+/\/ oin, —h)Vdr+
+ [ va( ﬂaa3ﬂ—naﬁ15) o, dy + / Va (1% = bagn®™ ) g dy + [ Vanvn, dy =0,
w w 0

pour tous (V,m) € Vj;. Ceci implique les équations locales définies dans (7.24).

a

Remarque : Dans le cas ou la surface de contact est plane, on retrouve la condition de
saut des contraintes déja trouvée par A.L. Bessoud et al. dans [5] :

093] = 8gn*? = (div,(n??))s dans w,
[[0_33]] =0 dans w.

Théoréme 7.2.4 Si la solution (U, ¢°) du probleme variationnel :
Trouver (U°,¢%) € Vp :={(V.,n) € H (R xH*(w;R3); Vi, =n, Vir, =0, 745(n) =
0 dans w} tel que

AU, V) + AF (U, V) + AR m) = L(V), ¥V (V,n) €V (7.27)
est suffisamment reguliére, alors elle satisfait les équations locales suivantes :

.. . b o e o _ a3 d
—of|l;=f" dans QF, (bgm?7)|g + b5 (m?"|g) = [o*] dans w,

Vi=0 sur T bgbffﬁmaﬂ - maﬁ|aﬁ = [[033]] dans w,

g = ’ maﬁVWﬂ =0 sur 7, (7.28)
oin;=h sur I'y, - B, _ g "
Vijw = dans w, v,

(m*7]q )Vﬁ+5( Tvatg) =0 sur v,
ot les fonctions

1 oT
m* = gaaﬁ paT(CO)
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sont les composantes contravariantes du tenseur des moments de la surface moyenne et la

fonction
Mg := 9 (m®|5) + T, (m*|5),

est la dérivée seconde covariante du tenseur (m®?).

Démonstration : En ce qui concerne la partie Ay (U, V)+Ag (U, V') du probléme (7.27),
on obtient les mémes expressions (7.25). On applique la formule de Green a la partie A7(¢ 0 n)
de (7.27). On a alors :

/ a*"7 0y (") pas(n \fdy—/wm pap(MVa dy =
= / Vam®P dymy dy + / Vam™(26505m, — T%505m3) dy+
+ [ Vam® S 2T, + ¥ lan, — o) dy =
== [ Vatme s+ v dy + [ Vatm s = ¥bosm® g dy+
+ [ Vamt ooty = [ Valm®laws + orm®var) syt
Y
f VabimPugn,dy.

(7.29)

Si on combine les intégrales (7.25) et (7.26) avec le probléme variationnel (7.27), on obtient :

/ Vg H]—Ff)Vid:I:—F Vgt (Uiinj—hi)VidF—F
Iy
Va [[Ua?’]] — (0emP)| — b?(m"ﬂ@) N dy + / Va [[033]] +m®| .5 — bgboﬂmaﬂ> N3 dy+
+fﬁma5VaV68unsdv—/ﬁ{( Bl v + O (m*Pvars) Inzdy+
Y

+ ] \/abg‘m"ﬁygnadv =0
2l

pour tous (V,m) € Vp. Ceci implique les équations locales définies dans (7.28).
O

Remarque : Dans le cas ou la surface de contact est plane, on retrouve la condition de
saut des contraintes déja trouvée par A.L. Bessoud et al. dans [6] :

[c°3] =0 dans w,
8™ (A™ + ™)

o ALAS .
SO0+ 2m) 13 dans w

[0%] = Oagm™ = —

7.3 Conclusions

Comme dans larticle [10] de D. Chapelle et A. Ferent, la définition des problémes limites
(7.15) et (7.16) dépend du caractére Hilbertien des espaces Vs et Vi, et de la coercivité de
la forme bilinéaire A%;. En effet, le Théoréme 7.2.1 doit étre adapté pour étudier des cas plus
généraux. Par exemple, comme on a déja montré dans la Section 3, 'espace Vjs n’est pas
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convenable quand le bord latéral n’est pas complétement fixé ou quand la surface moyenne S
n’est pas uniformément elliptique. Dans ces cas, le probléme est dit "mal-inhibé", et I’espace
de définition est plus large et il ne peut pas étre défini de fagon simple. En ce qui concerne
la position du probléme des coques en flexion voir [3], [4], et pour le probléme des coques
membranaires voir [20], [22].
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Abstract

We study the problem of an elastic inclusion with high rigidity in a 3D domain. First we consider an inclusion with a plate-like
geometry and then in the more general framework of curvilinear coordinates, an inclusion with a shell-like geometry. We compare
our formal models to those obtained by Chapelle—Ferent and by Bessoud et al. 7o cite this article: A.-L. Bessoud et al., C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I eee (eeee).
© 2008 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Résumé

Inclusions élastiques de grande rigidité de type plaque ou coque. On étudie le probleéme d’une inclusion élastique de grande
rigidité dans un domaine 3D. Cette inclusion est d’abord vue comme un domaine géométrique de type plaque, puis plus générale-
ment comme un domaine géométrique de type coque. On compare les modeles obtenus formellement a ceux de Chapelle—Ferent
et de Bessoud et al. Pour citer cet article : A.-L. Bessoud et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I eoe (e000).
© 2008 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Version francaise abrégée

L’étude d’une couche mince élastique insérée entre deux matériaux élastiques et possédant des propriétés d’un
ordre de grandeur différent de celles de ces deux matériaux, s’est largement développée a la suite des travaux de Pham
Huy—Sanchez [12], Brezis et al. [5] et Caillerie [6]. Plus récemment Chapelle—Ferent [7] ont étudié le comportement
limite dans le cas d’une inclusion de type coque d’épaisseur ¢ dans un domaine 3D, lorsque la rigidité de cette coque

est d’ordre EL,, avec p =1 ou p = 3. Dans un contexte géométrique et mécanique différent, Bessoud et al. [4] ont

étudié le comportement d’une couche 3D, d’épaisseur ¢ et de rigidité % Plus précisement cette couche mince est de la
forme : w x ]—e¢, €[ ou w est une surface 2D projetable, et les matériaux sont linéairement élastiques et anisotropes. Le
probléme limite est un probleme de transmission de type Ventcel, entre deux corps linéairement élastiques anisotropes.
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Dans le cas isotrope, lorsque w, 1’énergie de surface associée a cette condition de transmission peut &tre interprétée
comme une énergie membranaire de Kirchhoff-Love.
Ici deux situations sont considérées. Dans la section 2, on étudie la méme situation que [4] pour un maté-

riau isotrope dont la rigidité est d’ordre SL,, avec p =1 ou p = 3. Plus précisemment, dans 1’espace Euclidien

tridimensionnel £ muni du repere Cartesien (O;eq, e, e3), soient 21 and 2~ deux ouverts disjoints a bords
réguliers 927 et 327, Soit w = {927 N 9£27}° un domaine de R? de mesure bidimensionnelle non nulle et
soit y = (y4) un point générique de @. La couche intermédiaire est insérée, en déplacant 2% (respectivement
£27) suivant e3 (respectivement —e3), d’'une quantité & > 0, ol ¢ > 0 est un petit parametre réel positif. Soient
QT8 .= (x® :=x tee3;x € 2F), 2™ :=w x |—¢, e[, et 2°:= 27U L1TEUR™E. La structure est fixée sur
IoC (028 \ I'"¥%) et I'"* := dw X ]—¢, €[ est un bord libre. Le probléme physique sur le domaine variable $2°¢
s’écrit sous la forme variationnelle (2). On utilise alors une formulation & deux champs, de fagon analogue a [7]. Afin
d’étudier le probleme limite, on transforme 1’ouvert variable en un ouvert fixe, grace au changement de variables usuel
(voir [11]).

Le premier terme du développement asymptotique du déplacement (U (¢),u(e)) ou U(e) = U O+ eU' +
2U% + -+, u(e) = u® + su' + 2u? + - - vérifie alors, dans le cas p =1 le probleme (3). L’énergie de surface
associée correspond au terme d’énergie membranaire de [4] et s’écrit :

1 40" u™m
; f (mm ()err (1) +4Mmea/3(”)eaﬁ(“)) dy.

w
Dans le cas p = 3, le probleme limite obtenu formellement a 1’aide des développements asymptotiques s’écrit sous
la forme (4). L’énergie de surface associée a cette formulation est alors celle d’une plaque de Kirchhoff-Love en
flexion et est donnée par :

1 40" " m
3 WArMArM + 4" 0gpuzdapus | dy.
w

Dans la section 3 on s’intéresse & une couche mince de type coque. Plus précisemment, soit § € C>(@; R?) une
application injective telle que les vecteurs a, (y) := 9,6 (y) forment la base covariante du plan tangent a la surface
S :=0(w) au point f(y). On considere le domaine de type coque de surface moyenne S := 6 (@) et d’épaisseur 2¢,
dont la configuration de référence est 'image ©@"¢ (£2"¢) C R de £2"¢ par I’application @¢ : 2"¢ — R3 donnée
par:

0" °(x*) :=0(y) + xjas(y), pourtoutx® = (y,x5)=(y1,y2,x5) € 2"°. (1)

On suppose de plus qu’il existe une immersion @° : 2¢ — R> définie par :

+.,e oOx.c
o = {8, WZ T et(rte)—em(r)
ot @F¢ : 22 5 R3 sont des immersions sur £2%¢ qui définissent les coordonnées curvilignes sur 2%¢. On consi-
dere le domaine de type coque de surface moyenne S := (&) et d’épaisseur 2¢, ot § € C%(&; R?) est une injection
permettant de définir la base covariante du plan tangent de la surface S. On insere cette couche mince en translatant
d’une quantité égale a ¢ dans la direction normale a S, 'image de 2 (resp. £27) par I’'immersion définissant les
coordonnées curvilignes dans 2%¢. Le probleme physique sur le domaine variable £2¢ s’écrit sous la forme varia-
tionnelle (6).

Dans le cas p = 1, le premier terme du développement asymptotique du déplacement (U, u®) vérifie alors le
probleme (7). L’énergie de surface associée est celle d’une coque membranaire :

1
W, u) = E/a“ﬂ‘”ym(u)yaﬂ(u)«/c_ldy,

w
ol yup (u) sont les composantes covariantes du tenseur de changement de métrique.
Dans le cas p = 3, le probleme limite obtenu formellement a 1’aide des développements asymptotiques s’écrit sous
la forme (8). L’énergie de surface associée a cette formulation est alors celle d’une coque en flexion, donnée par :

1
c / a®Po" po o () pog () +/a dy,

w

Please cite this article in press as: A.-L. Bessoud et al., Plate-like and shell-like inclusions with high rigidity, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
(2008), doi:10.1016/j.crma.2008.03.002




CRASS1:3799

A.-L. Bessoud et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | eee (e00e) s0e—eee 3

oll pgp(U) := dppuz — Fa‘%agug — bopuz + b3 (0gus — Fﬁfau,) + b}é(aaur — Il us)+ (8ab/§ + Fofgbg — F‘Zgbg)u,,
sont les composantes covariantes du tenseur des variations de courbure.

L’existence d’une solution non identiquement nulle dépend a la fois de la nature hilbertiennne des espaces dans
lesquels sont définis les problemes (7) et (8) et de la coercivité des formes bilineaires associées aux énergies de
surface. Pour I’existence des solutions de problemes de coques en flexion, voir [2,3]. Pour I’existence des solutions
de probléemes membranaires de coques, voir [9,10].

1. Introduction

After the pioneering works of Pham Huy—Sanchez [12], Brezis et al. [S] and Caillerie [6], the thin inclusion of a
third material between two other ones when the rigidity properties of the inclusion are highly contrasted with respect
to those of the surrounding material has been fully investigated. More recently, Chapelle—Ferent [7], in order to justify
some methods used in the FEM approximation, have studied the asymptotic behavior of a shell-like inclusion of
gi,,-rigidity (p=1or p=23)ina 3D domain. In a slightly different geometrical and mechanical context, Bessoud et
al. [4] have studied the behavior of a e-thin 3D layer of é-rigidity. More precisely, they assume that the thin layer can
be written as w x ]—¢, ¢[ where w is a projectable 2D surface, and that all the materials are linearly elastic anisotropic.
Then the limit problem is a Ventcel-type transmission problem between two 3D linearly elastic anisotropic bodies.
When w is planar and in the isotropic case, the associated surface energy term can be interpreted as the membranal
energy of a Kirchhoff-Love plate.

Here two situations are considered using a two field approach analogous to [7]. In Section 2 we study the same geo-
metrical situation as in [4] when the material in the thin layer is isotropic and with a sip -rigidity (p = 1 or p = 3). When
p = 3, in the formal limit problem the associated surface energy corresponds to a flexural energy for a Kirchhoff-Love
plate. When p = 1, the associated surface energy corresponds to the membranal energy of [4].

In Section 3 we study a new situation where the shell-like thin layer is obtained by the translation in the normal
direction of a general 2D surface, see (5). Using a system of curvilinear coordinates we deduce the formal limit
problem for the two cases p =1 and p = 3. In this way we obtain the same limit problems as in [7], also if the
kinematical assumptions for the physical problem are not the same. Indeed in [7] the authors a priori assume a shell-
like energy in the thin layer. As in [7] one must stress that the well-posedness of the limit problems is essentially
linked to the well-posedness of the shell models [13,8,1].

2. Plate-like inclusion: asymptotic behavior

In the three-dimensional Euclidean space &3 referred to the Cartesian coordinate frame (O; ey, 2, €3), let 2T
and 22~ be two disjoint open domains with smooth boundaries 32" and 92~. Let w = {327 N 3£2~}°, which is
assumed to be a domain in R? having a positive two-dimensional measure and let y = (y,) denote a generic point of
@. We insert the intermediate layer moving 2 and £2~ in the e3 and —e3 directions, respectively, by an amount equal
to ¢ > 0, a small dimensionless real parameter. Then let QFE .= (xf :=x tees; x € 2F), 2™ :=w x |—¢, ¢, and
Q°F =27 U T U L™, The structure is clamped on Iy C (082¢ \ I'"¢) and I'® := dw x |—¢, g[ is traction
free. We suppose that the materials occupying £2¢ are linearly elastic and isotropic. Let

VE={(V,v) e H' (2% RY) x H' (2™ R?); Vigne = v; V| =0},
The physical variational problem defined over the variable domain £2° can be written as

!Find(Ug, u®) € V¢ such that for all (V,v) € V¢

A—,S(U&" VS) +A+,S(U{;" V&) —i—Am’E(u‘E, vé‘) — L(V), (2)

where

Ai’E(U‘E, Va) = / (ki’ae;p(U‘s)e;q(Ve) + Z;Li’eefj (U‘S)efj(V‘E)) dx?®,

Q:l:,a
Am’g(ug, vg) = / (Am’gegp (ug)e;q (vg) + ZMm’gefj (us)efj (vg)) dx?.
Qme
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The functional L(-) is the linear application associated with the applied forces.
Let us suppose that the Lamé’s constants of the isotropic materials satisfy

m ’SZ/,Li, )\m,sz_km’ Mm,sz_um’
ep ep

)Li,s —

where p € {1, 3}, and A%, A" (resp. uT, and u™) are of the same order of magnitude.

In order to study the asymptotic behavior of the solution of the physical problem (2) when ¢ tends to zero, we apply
the usual change of variable (see [11]), which transforms the problem posed on a e-dependent domain into a problem
over the fixed domain 2 := Q%! U 2™, where 2" := w x ]—1, 1[ is the rescaled domain of £2”¢. The rescaled
problem assumes the following form, with V = {(V, v) € HY(2:R3) x HY(2™, RY); Viegn =v; Vi, =0}

Find(U (¢), u(e)) € V such that for all (V,v) e V
{ A(U(e), V) + ATU(e), V) + 57 Al (u(e), v) + 5 Al (u(e), v) + S A% (u(e), v) = L(V),

gp—l1

where A*(, -) is the natural bilinear form on 2%, and the bilinear forms A?; (-, -) are defined as follows:

wn
Agpu, v) = / (kmeaa (@)err (v) + 21" eap(u)eqp (v) + 5 Oalt300 v3> dx,

Qm
wn
Ag{n")(u’ v) = / (7(801”383001 + 03Uy v3) + A" (eao (w)es3(v) + e33(w)eoo (l)))) dx,
Qm
wn
A% (u,v) = / <()»m + 2™ )es3 (w)es3 (v) + 7831/501831)0{) dx.
Qm

We look for the following formal a priori asymptotic expansion of the solution (U (¢), u(¢)):
U(8)2U0+8U1+82U2+"', u(8)=u0+8u1+82u2+---.

The leading terms (U°, u?) of the asymptotic expansion satisfy the limit problems:

i p=1:
Find(U°, u®) € Vy such that for all (V, v) € Vi, 3)
A=(U% V) + AT U V) + A" °, v) = L(V),

where
Vi ={(V.v) e H'(2:R°) x H'(0:R*): Vo =0, V|1 =0},

m 4" m
Ay, v) = W%a(")err (v) +4u"eqp(u)eqs(v) | dy

w
is the bilinear form associated with the membrane behavior of the plate.
(i) p=3:
Find(U°, u®) € V¢ such that for all (V,v) € Vg @)
AU V) + AT WO, V) + A7 @O, v) = L(V),

where
Ve={(V,v) e H'(2;R?) x H*(0; R?); Vi, = v, V|, = 0, eq5(v) =0},

m 1 4N " m

AF(u,v):g WATM3ATU3 +4M aaﬁu38aﬁv3 dy
w

is the bilinear form associated with the flexural behavior of the plate. A; denotes the two-dimensional Laplacian

operator in .
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Remarks. 1. This problem can be studied in the case of anisotropy of materials and with less restrictive assumptions
relative to the geometry of the central layer £2"¢.
2. In the case p = 1, the convergence is studied with a slightly different formulation in [4].

3. Shell-like inclusion: asymptotic behavior

Let 0 € C*(w; R3) be an injective mapping such that the vectors a, (y) := 9,60 (y) form the covariant basis of the
tangent plane to the surface S := 0 (w) at the point 6(y); the two vectors a®(y) of the tangent plane, defined by the

relations a(y) - ag(y) = 8%‘, form its contravariant basis. Also let a3(y) = a3(y) = AWAO) e the ynit normal

T lai(nAaz(y)l
vector to S. The covariant and contravariant components aqg and a®f of the first fundamental form, the covariant and
mixed components byg and bg of the second fundamental form, and the Christoffel symbols Foj’ﬁ of the surface S are
then defined by letting:

Aop =0y - g, a®? .= a” . a?, bap = a’- dpay, bg =aP by, 029 =a’ - dgay.

Let 2™¢ := w x ]—e¢, ¢[ be defined as previously, with I'H% .= w x {#e}. Let x® denote the generic point in the
set £2"¢, with x; = y,. We consider a sheg—like domain with migdle surface S = 0 (w) and thickneﬁs 2¢ > 0, whose
reference configuration is the image @€ (£2"-¢) C R? of the set £2”¢ through the mapping @ : 2-¢ — R3 given
by

0"°(x°) :=0(y) + x{as3(y), forallx®=(y,x§) = (y1,y2. x5) € 2™°. 5)
Moreover, we suppose that there exists an immersion ©¢ : 2°¢ — R3 defined as follows:
_JeTc on2*e, +.6( & (
68 = { em,a on [_2m,a’ ) S(F 8) = ®m S(F S)’

with @¢ : 2% — R3 immersions over 2%¢ defining the curvilinear coordinates on £2%¢.
The physical variational problem in these curvilinear coordinates on the variable domain £2°¢ is

Find(U*?, u®) € V¢ such that for all (V¢, v%) ¢ V¢ ©6)
A—,S(UE’ VE) +A+’8(UE, VE) +A’"’8(u8, US) — L(VE),

where

AT (U°,VE) = / AL el (UF)ef (VE) Vg5 da®,

_Qi,s

Am,é‘(us’ vs) -— / A%k@,seie (us)eisj (vs) /gm’é‘ dxt.
Qm.e

Here AUKEE .= pegliegklie 1 2(gikiegilie 4 oilieojkEY are the contravariant components of the elasticity tensor,
gf = det(gfj), with (gfj) = (9;©° - 9;0°) and the (g == (gfj)_1 respectively the covariant and contravariant
components of the metric tensor associated with @°.

As in the previous section, in order to study the asymptotic behavior of the physical problem (6), we apply the
usual change of variable, which transforms £2¢ into a fixed domain §2.

Now, the leading terms (U°, u®) of the asymptotic expansion satisfy the following limit problems:

Hp=1I

!Find(UO, u°) € V) such that for all (V, v) € Vi

A=U°, V) + AT, V) + AT, (0, v) = L(V), 7

where
Vir={(V.v) € H'(2: ) x H'(0:R): Vip =v. V|5, =0},

A (u,v) = /a“ﬂ‘”ym(u)yaﬂ(v)\/ﬁdy

9]
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is the bilinear form associated with the membrane behavior of the shell, a*f°7 := %a“ﬂ a’® + 2" (a% aft +
a®TaP?) are the contravariant components of the elasticity tensor of the shell and yug(u) := %(Bau,g + dgug) —

FOZS Uy — bopus are the covariant components of the change of metric tensor.
@) p=3:
{Find(UO, u®) € Vp such that for all (V,v) € Vg

A=W, V) + AT, V) + A7 O, v) = L(V), ®

where
Ve={(V,v) e H(2;R?) x H*(0; R%); Vi =0, V|1, =0, yop(¥) = 0 in 0},

1
T, v) = gfaaﬁ“fpm(u)paﬁ(v)\/ady

is the bilinear form associated with the flexural behavior of the shell and pug () := qgusz — I, 033 Osu3 — begus +
b3 (dgus — Fﬂfduf) + b}g (Oqutr — Y ug) + (Babg + Fa’abg - F;;gbf,)uf are the covariant components of the change
of curvature tensor.

Remark. As in [7] the well-posedness of the limit problems (i) and (ii) depends both on the Hilbertian character of
Vi and Vp, and the coerciveness of the bilinear form A’),. For the well-posedness of the flexural shell model see [2,3]
and for the well posedness of the membrane shell model see [9,10].
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Abstract

The mechanical behavior of three types of laminated strips is investigated. They are made of three layers filled with homoge-
neous, isotropic and elastic materials; the upper and lower layer are called adherents, the middle layer is called adhesive. The first
model studies a strip consisting of three layers made of materials with similar stiffness; the second one concerns with a strip in
which the adhesive is soft; in particular, we suppose that the elastic stiffness of the middle layer is two orders of magnitude smaller
than that of the upper and lower layers; the third case is a strip in which the core is thinner and stiffer than the two adherents:
the elastic modula of the adherents are one order of magnitude bigger that those of the adhesive. After identifying a parameter
of smallness ¢ (which measures the thickness and the stiffness of each layer), the limit of the solution when ¢ tends to zero has
been considered. Afterwards, it has been shown that each solution of the simplified models verifies the so-called limit problems,
written using a “weak” and a “strong” formulation. The existence and uniqueness of the solutions of each limit problem have been
established. The strong convergence of the exact solutions towards the solution of the limit problem of the first model has been
established, too.
© 2007 Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Keywords: Asymptotic expansion; Two-dimensional elasticity; Layered strips and beams

1. Introduction

This paper is aimed at giving a mathematical and theoretical justification to the classical models of layered com-
posite strips of beams. Multi-layer constructions are used in various structural assemblies which involve composite
materials. Their philosophy is to combine mechanically different materials to form a composite that satisfies specific
requirements of resistance and comfort. The advantage of such composites is that their mechanical performances and
properties are designed to be superior to those of the constituent materials acting independently. Nowadays, compos-
ites have been more frequently used in civil, naval, aeronautical and mechanical engineering, in general. We focus our
attention to a specific type of composite structure, named as laminates, which consist of stacks of two or more laminae
bonded together.
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The present work attempts to cover various types of multi-layer structure models just changing thickness and
stiffness ratios among each layer. Mechanical models of three different three-layers laminated strips are studied. In
the first one the layers are made of materials of similar stiffness: this model makes it possible to study the behavior
of various multi-layer structural components from lamellar timber beams to parts of wings and tails of aircrafts. The
second one is a strip in which the middle layer is weaker than the upper and lower ones: this is the case of panels
bonded with soft materials, sandwich structures or composite beams with deformable connectors. The last model is
about a strip in which the central adhesive layer is thinner and stiffer than the upper and lower ones: in this case,
models of welded panels or structural reinforcement for timber beams can be studied. The analyzed models are two-
dimensional. This choice is due to two reasons: a simplification of calculations and the fact that it is possible to
study the mechanics of the problem while focusing on the main effects of bending, stretching and shear. These effects
dominate in this type of structures.

The method of analysis utilizes the technique of asymptotic expansion (Ciarlet, 1997; Sanchez-Hubert and
Sanchez-Palencia, 1992). This particular method has been used in the justification of classical theories of beams
(Trabucho and Viafio, 1996, Irago and Viafio 1999, 2002) plates, shells (Destuynder, 1980; Ciarlet, 1997) and multi-
structure (Ciarlet, 1990). The asymptotic expansion is distinct from classical formulations in that it does not rely on
a priori assumptions that are sometimes mechanically unjustified but are used to reduce the number of unknowns and
simplify the three-dimensional elastic problem. The main idea of asymptotic methods is to approximate the solution
of the actual elastic problem through the successive terms of a power series with respect, for instance, to the diameter
of the section and in our case the thickness of each layer, considered as a small parameter. In this way, it has been
possible to give a theoretical background to some laminates theories such as the Equivalent Single-layer Theories
(ESL) and the Layer-wise Theories (Babuska et al., 1992; Frostig, 2003; Frostig and Baruch, 1990; Icardi, 2001;
Noor et al., 1995; Reddy and Robbins, 1994, 1993; Swanson, 1999; Thomsen, 2000a, 2000b): in the former, the
laminate is treated as a statically equivalent single layer structure with a more complex constitutive behavior and
the displacement field is assumed a priori to be regular through the thickness; in the latter, the displacement field is
considered to be a piece-wise continuous function along the through-the-thickness coordinate. Thus, the layer-wise
displacements give a more kinematically correct representation of the warping of sections.

We refer to other important mathematical analysis concerning with models of adhesive joints (Abdelmoula et
al., 1998, Geymonat and Krasucki 1996, 1997; Geymonat et al. 1987, 1999; Licht and Michaille, 1996; Lenci, 2000;
Serpilli, 2005), bonded joints with thin adhesive layer (Klarbring, 1991; Klarbring and Movchan, 1998) and adhesively
bonded non-linearly elastic plates (Aslund, 2005); in those papers, existence and uniqueness of the solution of the limit
problem and weak, strong and I"-convergence results have been fully described.

The layout of this paper is as follows. Each section is referred to one type of layered beam and each model is
numbered from 1 to 3. For each model, we introduce the mathematical problem and we define the “small” parameter &
and the geometrical and mechanical quantities related to it; then, we apply the asymptotic method which allows us
to obtain a simplified model of the actual elastic two-dimensional problem. The displacement field at zeroth order
u’ is characterized, finding the so-called limit problem in its variational and differential formulation. For each type
of layered beam, existence and uniqueness of the solution of the simplified models is established using classical
tools of variational analysis, as the Lax—Milgram Lemma. For the first model, it is also proved that the solution
u(e) of the actual elastic problem converges towards the solution u® of the simplified model when the thickness of
the layers, and thus the parameter of smallness ¢, tends to zero. This fundamental result shows that the latter is a
good approximation of the former. For what concern with the convergence of the other two models, we encounter
some remarkable analytical difficulties to bound the norms of certain subsequences of functions. For this reason the
problem of the convergence of the solution of the limit problem in some appropriate functional space is open and
absolutely non-trivial. Thus, we try to give a numerical interpretation of this problem using CASTEM, a software
which employs the finite element method. In this paper we give just some brief numerical examples of the lack of
convergence. Extensive numerical simulations are left for future works.

2. Model 1
In this section we analyze a three-layer compound two-dimensional strip clamped at both ends. It consists of three

similar homogeneous, isotropic, and linear elastic material layers. This model makes it possible to study the behavior
of various structural elements of importance to civil, aeronautical and naval engineering, such as lamellar timber
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Fig. 1. The reference configuration.

beams, reinforced safety glasses, panels for thermal and acoustic insulation, parts of the wings and the tail of an
aircraft or parts of a ship hull. Using asymptotic expansion method, we derive a mathematical one-dimensional model
from two-dimensional linear elasticity equations.

2.1. The mathematical formulation of the problem

We consider the Euclidean space &£ 2 with a Cartesian coordinate frame (O; ej, e»). Let € be a positive real “small”
parameter which will tend to zero (so that we can assume ¢ < 1). Given the constant L > 0 we define the following
domain, as shown in Fig. 1:

R.=25uRrue; cr?

QI = (=h",h') x (0, L),

QF =l h +2h}) x (0, L),

2, = (=hl'—2h;,—h7) x (0, L),

“Ie = (=h —2h; W2 +2hT) x {a}, a=0,L, #IF={+h?£2hF}x(0,L),

TE=Qfn@" ={£h"} x [0, L]. (1)

We consider a two-dimensional three-layer strip of length L occupying the reference configuration £2.. We study
the physical problem corresponding to the mechanical behavior of a two-dimensional compound three-layer beam,
supposed to be fixed at both ends. The thicknesses hf”" are linearly dependent of ¢: hsi’m = eh™™ The total height
of the beam is 2+ + 2h™ + 2h~ = 2h. The sets .Qj , 821", §2_, are filled in by three homogeneous, isotropic and

linearly elastic materials characterized by the Lamé’s coefficients kf”” and Mgt”", which are independent of ¢:

)\él:,m — )\‘:I:,m’ M;I:,m — 'u:I:,m. (2)

The beam is submitted to body forces ff’m =( fj;.’m) € L?(82,) and to surface forces ggi = (ngi) e L>8T si). We
will employ the summation convention on repeated indices; moreover, we suppose Latin indices (except m) take their
values in the set {1, 2}. Indices m is only used to denote those functions related to the middle layer.

Let V (£2;) be the following space of admissible displacements:

V(2 = {u. € [H'(@20)] lue=00n"r a=0,L}. 3)
The variational or “weak” formulation of the two-dimensional linear elastic problem is given by:

problem P;: find u, € V(82;) withu, = {u} in 27, u” in 2", u; in £2;"} such that

&

£ £ e +,m & + £
/ oij(ug)eij(vg)dx = / fs,l. Ve dX" 4+ / gs,ivg,,-dx2
Q;I:.m Qsj:,m gl—vgj:

forall v € V(82,),ve = {vi in 2, v in 2", v, in 2}, 4)

e’ e &
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where ef = (efj (u,)) is the linearized strain tensor: efj (g) = (0] ue, j + Bjug,,') (where 9/0x; = 07)and 0® = cr;j. (ug)
is the stress tensor, related to the displacement field u, = (u, ;) by Hooke’s generalized law: afj (uy) = Agef,p (ug)d;j +
2“86? (ug).

J

2.2. The rescaled problem
In order to study the behavior of u, when the thickness of the three layers goes to zero, we introduce the following

change of variable that allows to transform the problem posed on a variable domain (dependent of ¢) onto a problem
on a fixed domain (independent of &):

rlixt =, x0) e 27 - xF =7 (xT) = f, x5) = (e + ex1, x2) € 27,
" x" = (x1,x) € 2" — X' =l (x") = (x{, x5) = (ex1,x2) € 27,
Ty X =(x1,x2) €27 — X, =, (X ) =(x],x5) =(—e+ex1,x) €2, . (5)

First, we introduce the following scaling of unknowns and test functions (Ciarlet, 1997; Trabucho and Viafio, 1996):
W) = e (%), uy " ®)(e) = uly (xe),
v X)) = v (%), vy (X)) = vy (%) (6)

Then, we suppose the following orders of magnitude for the forces, using the rule that the work made by those forces
through the displacements (6) is left invariant by the transformation of coordinates, as in the books of Ciarlet (1997)
and Trabucho and Viafio (1996):

A& =efiF . 5" xe) = 0,
gri(xe) =787 (X),  gih(Xe) =285 (X), (7)

where the functions fl.i’m and gl.i are independent of the parameter ¢. Hence, we can derive the following equivalent
problem for the scaled displacements u(e):
rescaled problem P (¢g): find u(e) € V(£2) such that for all ve V(£2)

ao(u(e), v) + e 2a_z(u(e), v) + e *a_s(u(e), v) = L (v), (8)

where the bilinear forms ag, a_», a_4 and the linear L*™ forms are defined as follows:

aop(u(e), v) = / (E™ 425%™ en (u(e))ean (v) dx,

_Q:(:.m
a_(u(e), v) = / [2E"er1(u(e))exn (V) + 25 ex (u(e))err (v) + 4u™"e1z (u(e))ern(v) |dx,
_Q:t,m
a—s(u(e),v) = / (AWEM 420 eqy (u(e))er (v) dx,
_Qj:,m
LEM(v) = / [ vrdx + / gFvidxs. 9)
QTm g+

The solution and the admissible displacements belong to V(£2) = {u € [H' ()P |u=0o0n“r*,a=0,L).
Classical tools of elliptic partial differential equations guarantee existence and uniqueness of the solution (8). The aim
of the present work is to study the behavior of the problem when ¢ tends to zero and to characterize the limit solution.
From a practical point of view, this means that we are looking for a simplified model of the original problem whose
solution is easier to compute and still a good approximation of the actual solution u(¢): mathematically, this means to
evaluate the limit lim,_, ¢ u(e). This will be performed in Section 2.4.
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2.3. The limit problem for vanishing thickness: asymptotic expansion
Since in the rescaled variational problem (8) the parameter of smallness ¢ appears explicitly in a polynomial form,

we will look for the solution of the problem as a series of powers of ¢:
u(e) = u’ + e2u? + et + h.o.t., h.o.t.= higher order terms. (10)

By substituting (10) into the scaled variational problem (8) and by identifying the terms with identical power of &,
we obtain, as customary, the following sequence of equations:

P_y4: a_4(u0, V) =0,

P_5: a_4(u2, V) + a_z(uo, V) =0,

Py: a_4(u4, V) + a_z(uz, V) + ao(uo, V) —LEm V),

Pyj: a,4(u2j+2, V) + 072(u2j’ V) + ao(uzjfz, V) =0, j=2. (11)

First, we define the first and second order moments:

WM 2hT —h™
St = / x1dxy, S = / x1dxy,
hm —h"—2h~
h™42h* h™ —h"m
™= / xlzdxl, 1" = f xlzdxl, I~ = / xlzdxl. (12)
hm —hm —h"m—2h~

We have to impose some hypothesis on the regularity of the applied forces

e} (2), ;7" e HY0, Ly L2 (—h™ —2h k™ +20Y)),
gf eL*(0,L), gy €H'(0,L), (13)

to study each variational problem (11) and thus, to obtain the characterization of the limit problem. Consequently, the

limit displacement field u® = (uf’mo, uéc’mo) takes the form of the classical Bernoulli-Navier displacement field:

{u?"’o(xl,m) =1(x), neHFO.L), 4

3™ (1, x2) = v(x2) = X1021(x2), v € HJ (O, L).
We will denote the space of the Bernoulli-Navier displacements (14) with Vg (§2). The functions 7, v are solutions
of the coupled problem (we denote with ¢’ = 92 (x2))
L

L
/[(E+I+ + E™M 4+ E_I_)n” — (E~]+SJr + E_S_)v/]v/{dxz = /(Flvl — Myv})dxa,
0 0
Yu; € H3(0, L),
L L
/[(2E+h+ +2E"" +2E h )W — (EYST+ E7ST) " vy dxs = / Fovydxs,
0 0

Vv, € H} (0, L), (15)

~ +.mq£,m +,m +.m . . . .
where E+m — 4 i.(,,}l‘ J;“,,, ) - _E stands for the equivalent elastic modula of the bodies %™ which
AEm Lo E 1—(vEm)2

appears commonly in the two-dimensional theory of elasticity, and F;, M| and F; represent the resultants of forces
and moments, as we show in (81) of Appendix A.

The limit variational problem (15) is equivalent to the following differential problem (coupled bending-stretching
equations):
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(EYIT+E™I" + E" 17 )" — (EYST+E-S™ W' =F + M],
(EYST+E~S7)n” + (QEThT +2E" " +2E"h™ )V = F>. (16)

Remark. The limit displacement field u®, which represent the first term of the asymptotic expansion of the solution, is
a Bernoulli-Navier displacement field. Therefore, the simplified model reduces the three layers strip to one consisting
of just one layer. This corresponds to the classical laminates theories known as the Equivalent Single-layer Theory
which considers the multi-layer panel as a single layer one with a complex constitutive behavior. Analyzing the limit
problem, we notice that it is strongly coupled and the coefficients of the equations are a combinations of flexural and
axial stiffness of each layer. This coupling is due to the geometry of the strip and to the material reference frame we
choose at the beginning of the analysis: indeed, by taking a symmetric beam with respect to the adhesive layer, the
coupling immediately disappears. Whether the beam is not symmetric, we can decouple the problem by choosing an
appropriate origin of the reference frame. This amounts to saying that there exists a neutral material axis.

2.3.1. Existence and uniqueness

In order to prove the uniqueness of the limit problem we use the Lax—Milgram’s Lemma showing that the bilinear
form associated to the limit problem is coercive in VgN(§2), hence the solution of the problem exists and is unique. In
all this section we suppose that h*"™ = h just for simplicity of calculations.

Taking problem Py and substituting test functions belonging to the space of admissible displacements of Navier—
Bernoulli, i.e. v € VpN(£2), we obtain the limit problem Pgyn associated to the limit displacement field:

Pgn: a(u,v)=LE"(v), a(u,v)= / E e (0)exn (V) X, (17)
_Q:t,m

where u € VN (£2). Van($2) is a Hilbert space endowed with the natural norm ||l vy (2) = IvIi1,0,2) + 172, 0,1)-
We also define the two semi-norms in LZ(O, L), as follows:

L 1/2 L 1/2
|v|1,(o,L>={/|v’|2dxz} , |n|2,<o,L)={/|n”|2dxz} : (18)
0 0

Then, taking v =u € VpN(42), we have that

a(u,u) >c / en(wen(m)dx=c / 0 —xin")dx =
Q:&:,m Qj:,m

L
1
B C/<v/2 " §h2n//2>dxz = {00+ 70}

¢ 2 2 21112
= ﬁ{“v”L(O,L) + |I77|I2,(0,L)} =C ”u”VBN(Q)v 19)

where ¢ takes account of the geometric quantities and k> comes out as a consequence of Poincaré’s inequality. Hence,
a(u,u) > C 2||u||%/BN(_Q), Yu € Vpn(£2), the bilinear form is coercive in Vgn(§2) and thanks to the Lax—Milgram’s
Lemma we can deduce that the solution of the problem (17) exists and is unique.

2.4. Convergence

2.4.1. Weak convergence
To begin with, we introduce some notations that will be repeatedly used in this and next sections. First, we let

AEMB C = 2E"bpcqq + 21 bijcij = (A bppdi; 4+ 20" bij )i (20)
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for all symmetric matrices B = (b;;) and C = (¢;;). Let LE(Q) denote the space of all symmetric matrix-valued
functions whose components are in L?(£2). With the scaled displacement u(e) = (u;(¢)) € H 1(£2), we next associate
the tensors of the scaled strains k" (¢) = (/cij;’m(s)) € L?(.Q) defined by

1 1
" @) =en(ue). k") = —en(uE). «"E) = Sen(ue). @1

Then the variational equations of the scaled problem take the particularly condensed form

a="(u(e),v) = L= (v), (22)
where
a®tm (u(s), v) = f AEM M () e (o0 v) dx. (23)
_Qi,m

We now establish the main result of this section: first, the scaled displacement u(e) converges weakly in H L(2) as
& — 0; second, the limit u belongs to the space of displacement of Bernoulli-Navier and it is the solution of the
limit problem. We establish first the boundedness of the H'(£2)-norms of the scaled displacements, which allows us
to extract a weakly convergent subsequence; we then identify and characterize the weak limit; finally, we prove the
strong convergence of the whole family in the next section.

To prove the weak convergence, let v = u(e) in the variational problem (22). Thus, it takes a very simple form

/ AEMEEM (o) e E M () dx = L™ (u(e)). 24)
QEm

Clearly, 2utme; jCij < AEmC : C for all symmetric matrices C = (c;;). Therefore

cifu@|] o <cile(©)] o <erlk™" @ o <a™" (ue). u(e)) =

= L7 (u@) < eoffu@]] o}, (25)

where ¢; and ¢, are, as usual, two positive constants. The first inequality follows from the proprieties of tensors
k*™ (&) and from Korn’s inequality with boundary conditions, whereas the second is a consequence of the continuity
of linear forms. From (25), it follows that

[u@], o<, @, <6 (26)

The inequalities (26) prove that the norms are bounded and thus there exists a subsequence such that u(e) — u weakly
in HY(2), k¥ () — k=™ weakly in LE(Q), where u is a certain element of H'(§2) and k™™ is a certain element
of L2(R2).

The weak convergence is important because it is a necessary step in proving the strong convergence, that is a more
satisfactory result obtained in the sequel.

We now establish the weak convergence of the sequence (u(e)).~( towards the first term of the asymptotic expan-
sion of the scaled displacement field u’ € Vgn(£2), that is given by (14) .

For clarity, the proof is broken into three parts, numbered (i) to (iii). First, we establish that the weak limit u of the
subsequence (u(¢))g~¢ is such that u = u’ € Vgn(£2); then, we show that not just a subsequence, but all the family
(u(e))e=0 converges weakly to u’ € Vgn(£2) in HY(2).

(i) Denote by (u(e)),~¢ the subsequence, from the previous theorem, which converges weakly in H!(£2) and let u
be its limit.

Since k®™ (¢) are bounded in L?(Q) by (26), we can deduce by the definition of tensors k™M (¢) that

len(u@®)]y o <ce’s [enuE)|y o <ce. [en(u@), o <c. @7
From (27) it follows that

er1(u(e)) — 0 strongly in L*(£2),

e1x(u(e)) — 0 strongly in L*(£2). (28)
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But u(¢) — u weakly in H'(2), implies that ¢;;(u(e)) — ¢;;j(u) in L2(£2). Hence, e1;(u) = eja(u) = 0, i.e.
u e Van(£2).
(i1) We now show that the components of the weak limit kEm = (Kl.j;’m) € Lf(.Q) of the subsequence (KE"(£))e=0

satisfy
+ + +, AEm
,m ,m m
K22 = 622(11), K12 = 0, K11 = _—)Lj:,m n 2Mi’m 322(11)- (29)

Since /cziz’m(s) = ex(u(e)) and u(e) — u converges weakly in H'(£2), it follows that Kziz’m(s) — sz;’m = ex(u)
weakly in L?%(£2). The variational equations (8) can be written as

/ [E™ 4 2™ 55" (6) 4+ 2™ () [dova dx + 6~ / 205 () (3102 + dpv1) dx
Q:E,m _Q:t,m

+e7? / [E™ 4 2™ (6) + 2555 () |01 v1 dx = LE™ (v). (30)
_Q:t,m
Letting v; = 0 in this equations and multiplying by ¢, we find that

2utm / Ky (€)d1va dx = —¢ / [(AE™ +2u®m) 5™ (6) + A5k (6)[dpva dx + e LM (v)  (31)
_Qj;,m _Qj:,m

for all v e V(£2) such that vy = 0. Passing to the limit for ¢ — 0, the left-hand side converges to Z;Li’m f o%m Kfcz’m

01, dx by definition of weak convergence, and the right-hand side converges to 0, since a weakly convergent sequence
is bounded. Hence
f K" d1v2dx =0, Vv € H'(£2) that vanish on “I"%, (32)
Q:t,m
Integrating by parts along the through- the thickness coordinate, we obtain that K:t " =0.
Letting v» = 0 and multiplying by &2, we likewise find that

/ [(AE™ 4+ 20E M) (6) + A5 M55 (6) |81v1 dx = e LE™ (v) — ¢ / 2GS ()dvrdx (33)
QEm Q+m
for all v € V (£2) such that v, = 0; hence passing to the limit as ¢ — 0 gives

/ [(E™ 42 m)ic™ 4+ AE M55 9101 dx =0, Yoy € H'(£2) that vanish on “ ™, (34)
Qi,m
thus (AF" + ZMi”")Ki’m + 2% ’”KEZ " =0. Since /c;tzm = ey (u), the assertion is established.
(ii1) The third part of the proof shows that u = u’, and not only a subsequence, but all the family (u(¢))¢=¢
converges weakly to u’.

To begin with, we restrict functions v = (v;) € V(§2) appearing in the variational equations of the problem (22) to
lie in the subspace Vpn($2). Since e12(u) = 0, the equation reduces to

/ [(AE™ 420 m)ic35™ (6) + A5 M ™ (6) Jexa (V) dx = LE™ (v) (35)
QEm
for all v € Vgn($2). Passing to the limit ¢ — 0, we thus find that

| Erenwenmax=15"w) (36)
Qi.m
for all v € Vgn(£2), since K;tz’m =exn(), Klil’m = ,ﬁﬁzllezz (w) by part (ii). Hence u solves problem Pgn and

therefore is equal to u®, which is its unique solution. We may repeat this reasoning for any subsequence (u(g))s=0
weakly convergent in H'(£2). The uniqueness of solution of problem Pgy (see Section 2.3.1) implies that the whole
sequence (u(e)).~o converges weakly to uw’in H(£2).
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2.4.2. Strong convergence

In this section we will prove that the sequence (u(¢))e~o converges strongly to u? in H'(£2) and the sequence
(KE"(£))e=0 converges strongly to k™ in LE(Q).

To show this, it suffices to prove that (e(u(e)))s~0 strongly converges to eu’) in L%(.Q) (this is a consequence
of Korn’s inequality with boundary conditions). The strong convergence will in turn be a consequence of a sharper
result, namely the strong convergence of (K™ ())e=0 to £ in Lf(.Q).

Using the variational formulation of the problem (22), we infer that

C|Ki’m(8) _ Ki,m‘é’g < / A:l:,m (Kj:,m(g) _ K:t,m) . (Ki,m(g) _ K:I:,m)dx

Q+m

= / A eEm (Ki’m — ZKi’m(e)) dx + / ABM R () e E (o) dx

Qj:.rn Q:t,m
= / A (K:t’m — 2Ki’m(8))dX + LEm (u(s)). (37)
QEm

Since we already established that kE"(g) > gEM weakly in Lf (£2), and that u(e) — u weakly in H 1(£2), the
right-hand side of the last inequality converges to

A= / AR g pEm (38)
_Qj:,m

but knowing that fQi,m AT meEm . pekm gy — [EM(y) (see (22)), we infer that A = 0, hence, |kT"(g) —
lci”"|0,9 — 0 strongly in L%(Q).

The strong convergence implies that the limit displacement field is a good approximation of the original problem;
it gives us another important information, namely, that the energy of the limit model approximates in a good way the
mechanical energy of the original problem.

3. Model 2

In this section we consider a compound two-dimensional strip clamped at both ends consisting of three layers,
with the middle one being softer in comparison to the upper and lower ones. This situation corresponds, for instance,
to two layers bonded together by an adhesive joint made of glue or other soft materials, to composite beams with
deformable connectors or such reinforced glasses. Using the asymptotic method, a one-dimensional beam model has
been derived. The analysis performed in this section is quite similar to the previous one, thus only the points in which
the two cases are different will be emphasized.

3.1. The mathematical formulation of the problem

We consider the Euclidean space E? with a Cartesian coordinate frame (O; ey, e2), we define the same domain
introduced in Section 2.1, as shown in Fig. 1. The geometrical configuration and the constraints of the three-layer strip
are, thus, the same of the previous section, namely, the thicknesses h;t’m are linearly dependent of ¢: hgc’m = gh®m
and it is fixed at both ends.

The mechanical behavior differs in being the Lamé’s constants of £2;" and £, independent of :

)\g: = )\i, ,u,?: = Mi, (39)

while the elastic modula of £2/*, which is assumed to be softer than the upper and lower layers, depend on ¢ in such a
way that:

A= g2\, Wi = e2um. (40)

&

The beam is submitted to body forces f Ei’m =( ffi’m) € L*(£2,) and to surface forces g;t = (g:fi) e L% ng).
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Remark. The choice of this particular scalings for the geometrical and mechanical properties of each layer is moti-
vated by various reasons. The most important is that we want to emphasize the physical assumption of significantly
small stiffness of £2/", by employing elastic modula two order of magnitude smaller than the ones of the adherents.
Secondarily, using different powers of ¢ for the properties of the material we obtain limit models which we do not
consider appealing from a mechanical point of view. Besides, we want to study situations which are different from
those previously investigated, such as Klarbring and Movchan (1998) and Aslund (2005) which employ different scal-
ings, i.e. & and &3 for the Lamé’s coefficients of the adhesive and & for its thickness. The limit model obtained by
these authors is similar to that of this work. This confirms that the limit model, being obtained in different situations,
is a reliable approximation of the real cases of layered strips where the middle layer is thinner and softer.

3.2. The rescaled problem

As in Section 2, we introduce the change of variable (5) that allows to transform the problem posed on a domain
dependent of ¢ onto a problem on a domain independent of ¢. We introduce the same scaling of unknowns and test
functions are the same as in (6) and we suppose the following orders of magnitude for the forces, using the rule that
the work is left invariant by the transformation of coordinates (Ciarlet, 1997; Trabucho and Viafio, 1996):

[RE=efff®). 5% =f (),
&) = '), fIhxe) =€ f3' (%),
gri(xe) =g (X),  gi,(Xe) =28y (%), (1)

where the functions fl.i’m and gi‘JE are independent of the parameter ¢.
We can derive the following equivalent problem for the scaled displacements u(g): rescaled problem P(¢g): find
u(e) € V(£2) such that for all ve V(S2)

82a2 (u(s), V) + ag (u(s), V) + 87261_2 (u(s), V) + 874(1_4 (u(s), V) = Li(v) + 2™ (v), 42)
where the bilinear forms a», ag, a_s, a_s and the linear L™ forms are defined as follows:

az(u(e), v) = / (A" 421 )ex (0" (¢))exa (v) dX,

Qm
ap(u(e),v) = / [A"er1 (™ (€))exn (V) + 1" ex (0™ (£))er1 (V)

Qﬂl

+4p" e (0" (e))ern(v)] dx + / (AF + 265 ) e (uF () )en (v) dx,

Q=T

a_s(u(e),v) = /[Aiell(ui@))ezz(V)+)»i€22(ui(8))€11(V)

_Qj:
+4uFern(uF(e))ern(v)]dx + /(k’"+2u”’)ell(um(8))en(V)dx,
Qm

a-a(u@)v) = [ (5 + 205)en (w(e))er (v dx.

_Qi
Li(v)sziiviidx—l— / giiviidxz,

R* e+

WM:fﬂWﬁ. 43)

Qm
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The admissible displacements belongs to V (§2) = {u € [HY(2)]?|lu=0o0n“I"* a =0, L}. The solution of (42)
is guaranteed to exist and to be unique thanks to classical tools of elliptic problems. At this point we are looking for a
simplified model which can be a good approximation of the real problem.

3.3. The limit problem: asymptotic expansion

We can clearly notice that the rescaled problem has a polynomial structure in &: this suggests to look for the
asymptotic expansion of the solution (see (10)). By substituting (10) into the scaled variational problem (42) and by
identifying the terms with identical power of ¢, we obtain, as customary, the following sequence of equations:

P_4: a_y (uio, v) =0,
P_y: a_y4 (ujEz v) +a_» (u0 V) =0,
Po: a—4(uFt, v) +as(u?, v) +aop(u’, v) = LE(v), (44)
Ps: a_4(ui6, V) + a_z(u4, V) + ao(uz, V) + az(u ,V) = L™(v),
Pyj: a,4(ui2j+4, V) + afz(uzj”, V) + ao(uzj, V) + az(umzj_z, v) =0, j=>=2.
If the system of applied forces verifies
fifel*(2%),  f;FeH'(0,L; L*(£h™, £h™ £21%)),
g € L0, L), & €H'(0,L), (45)

by studying each variational problem (44), we obtain the following characterization of the limit problem at the zeroth

:I:mO :I:mO

order. The limit displacement field u =@ 1 ) assumes the form:

w0 (1, x2) = n(x2),  n(x2) € HZO, L),
7001, x) = v(x2) —x19am(x2), v € HJ (O, L),

uy O(x1,%0) = w(x2) — x1dn(x2), w e HY(0, L), (46)
uTO(xsz) — M +x (% _ 3277(962))-

As consequence of the asymptotic analysis we performed, the limit displacement field presents a Bernoulli-Navier
structure for bodies 2 and £, with the same transverse displacement for each layer and two different axial dis-
placements for the upper and lower layers; the middle layer behaves as an elastic interface, whose displacements are
an appropriate linear combinations of the displacements of the adherents.

We denote the space of admissible displacements of the form (46) by W (£2). The functions 5, v and w are solutions
of the coupled problem

[(EXIT+E" 17 )" —ETSTW + E-S™w'|v] dxy, = /(F1v1 — M) dxs, Yvi € Hy (0, L),
[1(2(\)—11))1)2—|—(2E~+h+v’—E+SJr " dx2=

vpdxy, Vv e Hol 0, L),

[K*(w —v)v, + (2E"h~w' — E=S™0")vh]dxs = | Fyv,dxs, Vo, € Hy(0, L). (47)

St ~—nr T T—nr T~

Z
/

~ + + +
In Egs. (47), E* = 4”“};512:& ) — 1—1(91;*)2 are the equivalent elastic modula for 2%, K2 = 2”;1," is an interface stiffness

and F;, M and in are the resultant forces and moment, as shown in (82) of Appendix A.
The limit variational problem (47) is equivalent to the following differential problem (coupled bending-stretching
equations):
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(EYIT+ E 1)y —ETSTW —E~S"w” = Fi + Mj,
2 Pt ot Pty ot
K wv—w)+ E"S™y" —2ETh™" = F}",
K*w—v)+E S 0" —2E h w'=F;. (48)

Remark. The previous system shows that the central adhesive layer behaves as an elastic interphase of stiffness K2,
which reacts to the gap between the axial displacements of the two adherents. The fourth order equation, associated
with the flexural behavior of the beam, is strongly coupled with the axial displacements of the two adherents. The
heterogeneity of the strip, due to the presence of the adhesive, and the choice of the material frame lead to a strong
coupling of the system. However, in the case of a symmetric strip (E* = E~ =E, ST =—-§"=S8,It=1"=1and
ht =h~ = h), by defining a new variable ¥ (x2) := v(x2) — w(x2), we can re-write Egs. (48) in a decoupled form:

/

EQIh — §?) 2K21 I B
—w///_ —lﬂ/:Fl —|—M{ — E(F;_FZ ) s

S S
V= —E(F; +F)+ %w”,
w’ = _E(F; +Fy) - %w“,

In general, in the model 2 it is not evident how to define a neutral material axis associated to the strip, so we do not
look for alternative reference systems allowing for the decoupling of the equations in non-symmetrical cases.

The limit displacement field u® is a piece-wise linear function of the through-the-thickness coordinate: this model
reminds to a technical theory of laminates called the Layer-wise Theory, in which the displacement field is assumed a
priori to be piece-wise continuous and not regular along the thickness.

3.3.1. Existence and uniqueness

As in Section 2 we use the Lax—Milgram’s Lemma to prove the existence and uniqueness of the solution. To
simplify calculations in all this section we suppose that h*" = h. Taking problem Py and substituting test functions
v € W(£2), we obtain, as customary, the limit problem Py associated to the limit displacement field.

Pw: a(,v)= Li(v),
a(a,v) = / Eiezz(ui)ezz(v)dx—}—/4/Lm€12(um)€12(v)dx, (50)
R* £m

where u € W(£2), that is a Hilbert space, endowed with the natural norm ||u||%,V(_Q) = ||v||%7(07L) + ||w||%’(O’L) +
||77||%’(0’ Ly Supposing « =v — 2hdrn and B = w + 2hdrn, we define a new space of admissible displacements

W(2)={ueL*(2)|neHZO,L), a € HI(0,L), B € H}(0,L), u= (x%)},

+,m0
u] (xl,xz):n()Q)s
uy O (x1, x2) = a(x2) + 2hd1(x2) — X181 (x2),
(%) Mz_o(xl,xz) = B(x2) — 2hdrn(x2) — x1021m(x2), Gh

S P | (DZIED ).

m0 —
uy (xq,x2) = > 7

that is a Hilbert space, equipped with the naturalform ||u||%(m =« ”%,(O,L) +118 ||%,(0’L) +1n II%’(O’L). It is isomorphic
to W(£2), so that the two norms of W (£2) and W (§2) are equivalent. By substituting v=u € W(£2), we obtain

a(u, w) >c{ | Eenfut)en(u)ax+ [ 4Mmm(um)elz(u'")dx}

Qi Qm
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h2
:c{/(v/—xm”)zdx—l—/(u/—xln”)zdx—kﬁ /(v—w)zdx}
2+ 2- omn

¢ 2 h?
:C/.(O[/Z-i- thn//Z +,3/2 + R(U _ w)z)dXQ
0
2 2 2 ¢ 2 2 2
= C{|05|1,(0,L) + |,8|1,(0,L) + |77|2,(0,L)} P p{”a”L(O,L) + ”/3”1,(0,L) + ”77”2,(0,L)}
=C?lull}y g (52)

where ¢ is a positive constant which takes account of the geometric quantities and k> comes out as a consequence of
Poincaré’s inequality. Hence, the bilinear form is coercive in W (§2) and thus, it is coercive in W (§2); then, thanks to
the Lax—Milgram’s Lemma we can deduce that the solution of problem Py exists and is unique.

3.4. Convergence features and a numerical counterexample

In the current section we summarize the convergence features obtained for the second model, the mathematical
difficulties which occurred and two schematic graphs regarding the numerical simulations we treated. We use the
same notations adopted in Section 2.4. As in Section 2.4.1 we can simply obtain the following a priori bounds:

@ s < e @], gn <e

N

e (@) gr <ce®s fen(@i©)]g g <o fen(uF@)]y 0 <o

(33)

® 1o I\

le11 (0" (&) ] om < cé, le12(u™ (&))lo,om < ¢, |e22 (0™ (8)) [ om <
We initially focus on ut(g). From (53) it follows that, when & — 0,

ut(e) > ut  weakly in H' (.Qi),

e11(u®(e)) = 0 strongly in L?(£2%),

elg(ui (8)) — 0 strongly in L? (.Qi) 54)

From the previous equations we can conclude that eq (ut) = e12(ut) = 0, which show that for u* the representa-
tion (46) holds.
We now come to the middle layer. From (53)¢ we have that

e11(u”(e)) > 0 strongly in LZ(.Q’"). (55)
Using this result and the fact that the L2-norms of the traces of (0 (&)),~o on the middle interfaces are bounded from
the displacements of the upper and lower layers, from the expression

x]
ul' (&) (x1, x2) = ul' (¢)(x1 = =", x2) + / oru’f' (e)(&, x2) d& (56)
_hm
it follows that u'' (¢) converges weakly in L?(£2™), and that the limit is independent of x;. This and the continuity
conditions across the middle interfaces prove that the limit of the sequences satisfies (46);.
From (53)7, on the other hand, we also have that e (u™ (¢)) converges weakly in L2(£2™).
If we want to proceed further, and in particular if we want to prove at least that also u%' (¢) converges weakly in

L%(£2™), and that the limit satisfies (46)4, we face with the problem of bounding the remaining derivative. In fact,
from (53) we only have that

|82u'l' (8) + 0115 (&) | om <€,

|02u5 ()] om < g (57)
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1,E-05 1 1,E-05

1E-06 \ 1,E-06

1,E-07 : =S 1,E-07 —~

1,E-08 € 1,E-08 £
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Fig. 2. The L%-norms behavior with respect of ¢ for the model 2.

The last inequality, in particular, suggests that it is not possible to have an ¢-independent bound for the previous
derivatives, and, consequently, that it is not possible to improve the convergence results obtained up to now.

To prove this guess, we performed some numerical simulations with the code CASTEM. We implement the initial
system into the software, namely a three-layer strip clamped at both ends subjected to its own weight, and we calcu-
late the L2-norms of the derivatives |82u’f1 o, m, |81u’2" (&)]o,em and |82u’51 (&)]o,2m. We then let the parameter of
“smallness” ¢ tend to zero: in the present case, this means that the thicknesses of each layer and the elastic coefficients
of the middle layer tend to zero. Indeed, we obtain what it is expected, namely, that all the three L>-norms “explode”
when ¢ tends to zero, as shown in Fig. 2. This proves that our estimations cannot be actually improved and thus, that
the weak convergence fails.

From Fig. 2 we can further infer that [dyuf' ()]0, om ~ &~
870.9572

0.8217 0.9271

s [01uy (€)lo,@m ~ &~ and [0ou5' (¢)o,@m ~
when ¢ — 0. The last estimation, in particular, agrees with (57);. The first two exponents of ¢, on the
other hand, are subjected to certain numerical approximations, which is the cause of the fact that they are different,
while from (57); they should be equal. In fact, from decreasing values of ¢ we observed numerical instabilities in
the simulations; in particular, the solution starts to perform very rapid oscillations close to the boundaries in the
middle layer. This phenomenon, which is known to occur from the fracture mechanics theory, is the root of the bad
approximation of the exponents, and further confirms the lack of the weak convergence of the considered derivatives.

Actually, combining three layers with very different mechanical properties (in this case, the elastic coefficients of
the adhesive are two orders of magnitude smaller than those of the adherents) produces most likely a strong concen-
tration of stresses at the edges, larger than the common one. This phenomenon, which is a boundary layer effect, is
not taken into account in the previous analysis, and likely is the mechanical root of the lack of convergence. It can
be studied by using a matched asymptotic expansion of the solution and of the boundary layer, or by looking for the
convergence in other less regular functional spaces.

4. Model 3

The last model presented is a two-dimensional three-layer composite strip, clamped on the bases, made of three
homogeneous, isotropic elastic materials, in which the core is stiffer and thinner than the face sheets. This type of
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Fig. 3. The reference configuration.

multi-layer panel models the behavior of two welded panels, the structural reinforcement of two timber beams used
in restoration or in prestressed concrete beams with a steel cable immersed in the matrix. The technique applied is
always the asymptotic expansion method by means of which we derive a mathematical one-dimensional model.

4.1. The mathematical formulation of the problem

We consider the Euclidean space &2 with a Cartesian coordinate frame (O; ey, er). Let € be a positive real “small”
parameter such that 0 < ¢ < 1. Given the constant L > 0 we define the following domain, as shown in Fig. 3:
Q.=2u2"MUR; cR?
Q0 = (=hl', hl) x (0, L),
2 = (W2 K2+ 20F) x (0.1,
2, = (=hl'—2h;,—hY) x (0, L),
“If = (=h" —2h; h" +2h}) x {a}, a=0,L, SIF={xh"£2hF}x(0,L),

TE=027n2" ={xh"} x [0, L]. (58)

We consider a two-dimensional three-layer strip of length L occupying the reference configuration £2.. We study
the physical problem corresponding to the mechanical behavior of a two-dimensional compound three-layer beam,
supposed to be fixed at both ends with a stiff core. The thicknesses 1 are linearly dependent of : hE = eh*, while
the thickness of the middle layer is thinner and it is scaled with &: h = €2h™ . The total height of the beam is
2ht 4 2h™ + 2h~ = 2h. The sets 2, 2", 27, are filled by three homogeneous, isotropic and linearly elastic
materials characterized by the following Lamé’s coefficients A5 and u ™. The Lamé’s constants of £2} and £2;
are linearly dependent of ¢:

+ + + +
Ay =EAT, My =EUT, (59)
while the elastic modula of £2/", which is assumed to be stiffer than the upper and lower layers, are independent of ¢:
Al =", wr =", (60)
The structure is submitted to body forces f z“" =( f;’:l.’m) € L%(£2,) and to surface forces ggt = (ngi) e L2(8T, Ei).

Remark. As for the other models, we have made an appropriate choice of the scalings of the geometry and of the
mechanical parameters, so that we can find a mechanically consistent limit model.

4.2. Equivalent formulation: the rescaled problem
To begin with, we introduce the following change of variable that allows to transform the problem posed on a

variable domain (dependent of ¢) onto a problem on a fixed domain (independent of ¢): that makes it possible to study
the behavior of u, when the thickness tends to zero:
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rrixt =) et - xF=r(x") = (f, x5) = (62 4 ex1,x0) € 27,
X" = (x1,x) € 2" - X' =a'(x") = x{,x5) = (e%x1,x2) € Qr,
X =) €eRT - x, =, (x) =], x5) = (—e2 4+ ex1,x2) € Q. (61)

We introduce the following scaling of unknowns and test functions for bodies £2* (Ciarlet, 1997; Trabucho and Viaiio,
1996):

uy () =eu (X)), uy (X)) =u,, (%),
VX)) =ev) (%), vy (X)) = v, (Xe). (62)

The displacement functions of middle layer £2” has not been scaled; this choice has an important mechanical meaning:
since the core is stiffer than the adherents, it behaves approximately as a rod, while the upper and lower layers are
considered as beams, thus their flexural behavior is favoured. Then, we suppose the following orders of magnitude for
the forces, using the rule that the work is left invariant by the transformation of coordinates (Ciarlet, 1997; Trabucho
and Viafio, 1996):

fAE) = f X, fhH&) =efs (%),
&)= f'®), e =& £ (%),
gri(xe) =g (X), g, (Xe) =678y (%), (63)

where the functions fl.i’m and gl.jE are independent of the parameter €. Now, we can derive the following equivalent
problem for the scaled displacements u(e):

rescaled problem P (¢): find u(e) € V (£2) such that, for all ve V(£2),
ag(u(e), v) + e 2a_s(u(e), v) + ¢ *a_s(u(e), v) = LE(v) + L™ (V). (64)

where the bilinear forms ag, a_», a_4 and the linear L=™ forms are defined as following:

ap(u(e),v) = / (AF +2u%) e (0= (e))exn (v) dx + / [(A™ +21™)exn (U™ (e)) €22 (V) + " Bouf drv1 ] dx,

Qi om

a2 (u(e),v) = / [2Fen1 (uF(e))ean(v) + 2 Fexn (uF(8))er1 (V) + 4pTern (u* () ern (v) ] dx

0+

+ / [A"er1 (0 (€))exn(v) + 1™ exn (0™ (8))er1 (V) + ™ (d2u] d1va + d1ufy drv1) ] dx,

nm

a_s(u(e),v) = / (A +2uF)en (uF(e))er (v) dx + / [(A" +2u™)er1 (u” (8))err (VI d1uly 91 v2 ] dx,

fols om
Li(V)Z / fl-:tv,'dX—l- / giividxz,

Q* er*

L™(v) = / fvi dx. (65)

an

The admissible displacements belongs to V (£2) ={u € [H'(2)?lu=00n*I"*,a=0,L).
4.3. The limit problem for vanishing thickness: asymptotic expansion

Since in the rescaled variational problem (64) the parameter of smallness ¢ appears in a polynomial form, we will
look for the solution of the problem as a series of powers of ¢ (see (10)). By substituting (10) into the scaled variational



M. Serpilli, S. Lenci / European Journal of Mechanics A/Solids 27 (2008) 247-268 263

problem (64) and by identifying the terms with identical power of ¢, we obtain, as customary, the following sequence
of equations:

P_4: a,4(u0, V) =0,
P_y: a_y4 (uz, V) +a_» (uO, V) =0,
Py: a_4(u4,v) +a_2(u2,v) +ao(u0,v) = L*(v), (66)
Py a_4(u6, V) +a_s (u4, v) + ao(uz, v) =L"(v),
szi a_q4 (u2j+2, V) +a_» (ll2j, V) +ap (u2j—2’ V) =0, j=2.
In order to characterize the first term of the asymptotic expansion, we now study each variational problem (66) and
we obtain, as customary, the characterization of the so-called limit problem. If the system of applied forces verifies
[ e} (), ;7" e HY0, Ly L2 (—h™ —2h k™ 4 20Y)),
g eL*0,L), gy eH'(0,L), (67)
then the limit displacement field u® takes the following form:
", x0) =n(x), 0 e HFO, L),
uy(xp, x2) =w(xz), weHy©,L),
uiO(xy, x2) = (w(x2) + "3 (x2)) — x18:n(x2),
uy 0 (rr, x2) = (w(x2) — "B (x2)) — x192m(x2).

(68)

The limit displacement field assumes a Bernoulli-Navier form for adherents £21 and £2~. The stiff middle layer has
the function to transfer the deformations, and thus the stresses, within the upper and lower layers.

We denote the space of admissible displacements which takes the form (68) by U (£2). The functions n, w are
solutions of the coupled problem (we denote with ¢’ = 3¢ (x2))

L
(A" + Apw' v dxy = /(FIUI — Mjv))dxy, Vv € HOZ(O, L),

Crt~—r TT—n=

0
L
[Apow’ + Aoy vy dxy = / Fvadxy, Yvy e Hy (0, L), (69)
0

where
An=E It 4+ ET I 4+ 2(ETST+ E~ST) + 20" (EThT + E"h7),
Ap=E S +E"ST4+20™(ETht —E~h7),

Ap =2EThT +2E~h™ +2E™h", (70)
~ +,my+,m +,m ,m . . . .
and E+m = 3 Xif(rﬂk+2ut/ﬁ" L = 1—?;-'")2 are always the equivalent elastic moduli associated to 2% and Fy, M;

and F; are resultant forces and moment, as shown in (83) of Appendix A.
The limit variational problem (69) is equivalent to the following differential problem (coupled bending-stretching
equations):

Ann™ —Apw” = Fi + My,
A" —Apw” = F». (71)

Remark. The limit displacement field u® is a piece-wise linear function along the thickness. The central layer, consid-
ered to be stiffer than the adherents, behaves as a rod in which displacements are only functions of the axial coordinate:
this is physically acceptable and reasonable. Hence, only the upper and lower layers have a flexural behavior.

If the strip is symmetric with respect of the central layer, the differential system automatically decouples. In more
general cases, it is possible to find a different (materials- and thicknesses-dependent) reference system which allows us
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to decouple Egs. (71). However, this is not actually required, because even with the present reference system Eqgs. (71)
can be written in the decoupled form:

Ai1Ar — A2 A
(M)n —F M -2 g (72)
A A
) 22
A " _ F
W' = en 2 (73)
A

4.3.1. Existence and uniqueness

As in the two previous sections we use the Lax-Milgram’s Lemma to prove the uniqueness of the solution. To
simplify calculations in all this section we suppose that 1" = .

Taking problem Py and substituting test functions v € U (§2), we obtain, as customary, the limit problem Py
associated to the limit displacement field:

Py: a(u,v):Li(V), a(a,v) = / Ei’mezz(u)ezz(v)dx, (74)
_Qj:,m

where u € U (£2). U(S2) is a Hilbert space, endowed with the natural norm ||u||%](9) = ||w||i(0’L) + ||77||%’ 0.L)" Sup-
posing y = w — hdan, we define also a new space of admissible displacements

U2)={ueL*(2)|neHjO,L), y € Hj(0,L),u= (x+)},
wE" (xy, x2) = n(x2),
uFO(x1, x2) = y (x2) + 231 (x2) — x1 921 (x2),

uz_o(xl, x2) =y (x2) — x192n(x2),
uy(x1, x2) = y (x2) + hdn(x2),

(k) (75)

that is a Hilbert space, equipped with the natural norm ||u||g(m =y II%’(O,L) + ||77”%,(0,L)’ isomorphic to U (§2). The

existence of an algebraic isomorphism 7' : U (£2) — U(£2) implies and guarantees that the two spaces can be identified
as the same Hilbert space and that the two norms of U (§2) and U (§2) are formally equivalent. Consequently, by letting
v = u, we have that

a(u,u) >c / EE ™ ey (w)ex (u) dx

Q:t,m
:c{/[(w/-l—hn”)—xm”]zdx—l-f[(w/—hn//)—xln”]zdx+ / w’zdx}
2+ 2 m

L
46
= C/<4V/2 + ?hznm)dm > C1{|V|%,(0,L) + |77|%,(0,L)}

C1
> I o0 + 1113, 0,00} = Il ). (76)

where ¢ is a positive constant which takes account of the geometric quantities and k%> comes out as a consequence
of Poincaré’s inequality. Hence, the bilinear form is coercive in U (§2) and thus, it is coercive in U (§2), due to the
isomorphism T'; then, thanks to the Lax—Milgram’s Lemma we can deduce that the solution of problem Py exists and
is unique.

4.4. Convergence features and a numerical counterexample
As for model 2, in this section we treat a summary of the convergence features obtained for the third model, the

mathematical difficulties which occurred and two schematic graphs regarding the numerical simulations.
As for the model 2 (Section 3.4), we have the following a priori bounds in £2%:
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[et@]; o= <,

le11 (U™ ()] e <ce?,  [en(u™ ()] gr e, |en(u™(©)) o <o, )
which proves that, when ¢ — 0,

ut(e) > ut  weakly in Hl(.Qi),

el (ui(s)) — 0 strongly in Lz(Qi),

elg(ui (¢)) = 0 strongly in L? (.Qi) (78)

We then conclude that e1; (ut) = e2(ut) = 0, which agrees with (75).
The a priori bounds for the middle layer are now the following, which are different from those of the model 2:

le1 (") ] on = [B117' @) gn < ce?,
doull'(e) + %sz’" <ec,
€ 0,02
|322(um(8))|0?9m = |82Mg1(8)|0,9m <ec. (79)

By using (56) and (79); we prove that u'{" (¢) converges weakly in L?(£2™), and that the limit is independent of x;.
This and the continuity conditions across the middle interfaces prove that the limit of the sequences satisfies (75);.
From the expression

X2

W (6)(x1, x2) = f Dol () (x1, &) dE (80)
0

and from (79)3 it follows that also u75'(¢) converges weakly in L2(£2™). Use is made of the boundary condition
for x, = 0.

So far, we have shown that u” (¢) converges weakly in L2(£2™), which is a better result with respect to model 2, in
which we prove the weak convergence in L%(£2") of the component u'l' only. If, however, we want to improve these
results, and for example if we want to prove the weak convergence in H'(£2), we have to bound the derivatives, and
we face with the same problems encountered for the model 2. In particular, the inequality (79), does not permit to
bound separately the derivatives du’l’ (¢) and d1u% (¢), nor ej2(u” (¢)), which would suffice.

We do not manage to solve this apparently non-trivial problem of boundedness of norms, but, as for model 2, we
obtained a numerical counterexample showing the impossibility of bounding the norms.

Hence, the model of a three-layered strip clamped at both extremities with the middle layer stiffer and thinner
than the upper and lower ones, has been implemented into CASTEM. For simplicity of calculation, the beam is only
subjected to its own weight. The numerically computed L2-norms of the derivatives |02u”' (€)]0,2m and [d1u?5' (&)]o,2m
are reported in Fig. 4 as a function €. When ¢ tends to zero, i.e., when thicknesses and the elastic modula approach
zero, we note that both norms tend to infinity, which explains numerically the analytical difficulty encountered to
bound those sequences of derivatives, and prove the impossibility of an improvement of our estimations and of the
weak converge in H L2).

From Fig. 4 we can further infer that [0u}" (¢)|o,om ~ &~ and [d1uy (&)]o,om ~ €
show a different asymptotic behavior for the two derivatives, in agreement with (79),.

The impossibility to reach a significant convergence result has important physical reasons and consequences. It has
already been noticed that from a mechanical point of view this can be attributed to the significant difference between
the elastic modula of each layer, which causes a concentration of stresses at the boundaries. This problem can be
overcome by studying this boundary layer effect, by adding some corrector terms to the asymptotic expansion and
thus, by focusing attention to what happens at the extremities of the strip.

1.055 —2.0215

when ¢ — 0. This

5. Concluding remarks

We have considered the problem of giving a mathematical justification to the commonly used engineering models
for multi-layer panels. We studied the problem of two-dimensional elasticity for each model and its solution u(¢) and
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Fig. 4. The L2-norms behavior with respect of ¢ for the model 3.

we have pointed out that it contains a parameter of smallness ¢ which thickness and stiffness ratios among each layer.
For each of the three types of layered beam, it was shown that the classical or engineering model can be obtained
by considering the limit ¢ — 0 of u(e). We have obtained also a strong convergence of the solution of the actual
elastic problem towards the solution of the limit problem for the first beam model, which enables one to infer that
the simplified limit model is an excellent approximation of the solution of two-dimensional elasticity. We realized
that the study of the weak and strong convergence in L2(£2) or H'(£2) of the solutions of the other two models has
to be considered a non-trivial problem: indeed, we encountered some analytical and technical difficulties, such as
in studying the boundedness of some subsequences of displacements functions, which prevent us from gaining the
important result of weak and consequently strong convergence. Since this sort of problem cannot be solved analytically
at the moment, we tried to give a brief explanation numerically by using the finite element method. What we obtain
in the simulation agrees and confirms the impossibility to find the bounds for those norms we considered. As it has
been remarked, the lack of convergence is likely due to the considerable contrast and difference among the mechanical
properties of each layer. This can generate a boundary layer effect which is not taken into account in the analysis of
these models. Therefore, in our work in progress we propose the use of a matched asymptotic expansion to analyze
the boundary layer effects and a mixed variational formulation. Moreover, we will study the problem of convergence
in a more general functional framework.

Acknowledgements

The authors would like to thank Prof. G. Geymonat and Prof. F. Krasucki of the Laboratoire de Mécanique et Genie
Civil de I’Université Montpellier II for their useful and helpful suggestions and support in making this work.

Appendix A

The expression of F1, M| and F> for model 1 is as following:

h"4+2ht

h)n

Fi = / Ffdx + / fldx1+/f1dx1+g1+g1,

pm —hm—2h— —pm
WM 2h+ —pm
/ fxidx + / fr xldx1+/f2x1dx1+g2h g h,
—hm 2 —pm
hm+2h+ —pm

/ fz dxy + / fz dxy + / fz dxl"‘é’z +82

—hm—_2h—

—hm

The expression of F1, M, F2Jr and F, for model 2 is as following:

81)
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R 420t —hm
F) = / fiFdxi + / frdxi+g) +g7.
hm —hm—2h~
20t —h™
My = / fxidxy + / fyxidxi +g5h—g h,
hm —h"m—2h~
R 42h —hm
Ft = / frdx+gy,  Fy = / fodxi+g5. (82)
hm —hm =2}~
The expression of F1, M1 and F, for model 3 is as following:
h™+2h —h™
A= [ frans [ gmdnee v
R —hm—2h~
R 420 —hm
M, = / (0" —xi)dx) — / £ (W™ +x1)dx
R —hm—2h~
+ g5 (W™ +20T) — g5 (K™ +207),
W™ 4-2h —h™
Fr= / £ dxi + / frdxi+g5 +g5. (83)
hm —hm—2h~
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Conclusions et Perspectives

Nous nous sommes intéressés a une déduction géométrique de la cinématique des modéles
classiques de plaque et de coque. Cette déduction est basée sur un développement asymptotique
formel des équations de compatibilité de Saint-Venant et de la formule intégrale de Cesaro-
Volterra. L’appellation "géométrique" est dte au fait que les conditions de Saint-Venant et
la représentation de Cesaro-Volterra sont profondement liées & la structure métrique de la
déformation. De plus, les hypothéses cinématiques obtenues ont été retrouvées sans faire appel
a une loi constitutive particuliére, a I’équilibre ou & des conditions sur les forces appliquées,
comme, par exemple, cela est fait dans les théories asymptotiques des plaques et des coques
(voir par exemple P.G. Ciarlet [13] et [14] et leur bibliographie, J. Sanchez-Hubert et E.
Sanchez-Palencia [39]), dans les théories de scaling formel de P. Podio-Guidugli 32], [38].

La formule de Cesaro-Volterra semble importante pour des nouvelles formulations du pro-
bleme de 1’élasticité linéaire tridimensionnelle et des problémes des plaques et des coques. Dans
ces formulations le tenseur linéarisé de déformation ou les tenseurs linéarisés de variation de
meétrique et de courbure sont considérés comme des inconnues primaires. Puisque la formule
de Cesaro-Volterra est valide dans le cas des foctions réguliéres, il faudra donc essayer de la
représenter dans un cadre fonctionnel non régulier.

De plus, l'intégrale de Cesaro-Volterra est bien définie dans des domaines simplement
connexes : en effet, 'hypothése de simple connexité du domaine a été toujours faite dans le
cadre de la déduction géométrique de structures minces que 1’on a présentée. Pour cela, un
travail sur la généralisation de cette formule dans le cas d’'un domaine non nécessairement
simplement connexe est en cours de préparation.

En ce qui concerne la partie sur les inclusions de grande rigidité, on a présenté les modéles
limites relatifs & une couche mince de type coque immergée dans un mileu tridimensionnel en

considérant que les modules élastiques de la couche intermédiaire sont d’ordre =, p = 1 ou

D
p = 3, par rapport aux modules des solides qui ’entourent. Les problémes limftes dérivant
de ’analyse asymptotique ont montré que, dans le cas p = 1, ’énergie surfacique d’interface
correspond a une énergie de coque membranaire et, dans le cas p = 3, la condition de trans-
mission est de type coque en flexion. Ceci est tout a fait conforme avec I’étude paralléle qui a
été accomplie dans la Note [6] dans le cas d’une couche mince de type plaque.

La convergence de la solution du probléme physique vers la solution du probléme limite
simplifié et ’étude de 'existence de la solution de ces problémes variationnels est en cours
d’étude. Des premiers résultats de convergence faible ont été déja obtenus.

Dans la derniére partie de la thése, grace & une analyse asymptotique, on a étudié trois
modeéles de poutres multicouches, avec le but de justifier au niveau théorique des modéles
classiques de structures stratifiées utilisés dans la pratique de 'ingénieur. En effet, les modéles
limites retrouvés pour chaque poutre correspondent & des modéles déja employés dans la
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littérature, basés sur des hypothéses cinématiques a priori sur le comportement mécanique du
stratifié. Dans ’approche asymptotique, aucune hypothése n’a été faite en ce qui concerne la
cinématique : les modéles obtenus dérivent d’une limite lorsque I’épaisseur de la poutre tend
vers z€ro.

L’é¢tude de la convergence faible dans L? ou H' des deux derniers modéles s’est heurté
a des difficultés pour borner certaines normes des fonctions de déplacement qui ont empéché
d’obtenir des résultats satisfaisants de convergence. Pour cela, on a opté pour une simulation
numérique qui montre 'impossibilité d’obtenir la convergence faible. Dans l’article [41], on a
montré que ce probléme de convergence est probablement dia au fait que la différence et le
contraste forts entre les modules élastiques de chaque couche ont produit un phénomeéne de
couche limite aux extrémités.

Ce travail doit étre bien évidement enrichi avec I’étude des couches limites grace & des dé-
veloppements asymptotiques raccordés et a I’étude de la convergence dans un cadre foctionnel
moins régulier.
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