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INTRODUCTION GENERALE

Cette theése est consacrée & 1'analyse du
comportement itératif de réseaux d'automates. D'une fagon
générale nous nous intéressons aux propriétés de 1'itération

Z1 = f1(y1,---,yn)

Zn fn(yl".”yn)

les variables y; étant astreintes & un ensemble fini.

Les réseaux d'automates interviennent dans la modélisation
discréte de phénomenes d'origines diverses : modéles en
sociologie [17]), physique statistique [15], chimie [10].
Cette approche discréte est d'origine relativement récente
et on dispose de peu d'outils d'analyse mathématique pour
étudier ces modeéles.

En régle générale, s'intéresser au comportement
itératif d'un réseau d'automates c'est chercher des
informations sur la longueur des cycles limites, le nombre
de pas nécessaire pour les atteindre & partir de
configurations 1initiales données, sur 1'organisation des
états d'automates dans le cycle.



En ce qui concerne le premier aspect du probléme
(longueur du cycle limite), des résultats ont été obtenus
récemment pour certains réseaux d'automates, il en sera fait
référence par la suite. Il n'en est pas de méme en ce qui
concerne les autres aspects.

C'est dans ce cadre que parallélement et en lien
avec 1'analyse théorique, il nous a paru nécessaire de
recourir & une démarche expérimentale afin de mieux
comprendre les mécanismes d'évolution de réseaux d4'automates

A cet effet, nous avons été amené, dés le début de notre
travail & élaborer un systeéeme informatique de simulation de
réseaux d'automates dont 1la description est 1l'objet du
chapitre 3 de cette theése.

Alliant cet outil expérimental aux méthodes
d'analyse en notre possession, nous nous sommes intéressés i
1'étude (théorique et expérimentale) de certains moddles
discrets.

Ainsi, au premier chapitre, aprés avoir fait
quelques rappels et notations, nous nous intéressons au
comportement cyclique des fonctions & seuil dont 1'étude a
fait 1'objet de travaux récents ([18] et surtout [6]) ; nous
montrons que ces fonctions englobent une famille d‘'automates
servant & la modélisation de phénoménes de ségrégation
(fonctions "double seuil" [17]), ceci en opérant une
reformulation de ces fonctions. Nous pouvons ainsi répondre
4 des questions , restées sans réponse jusqu'd présent,
concernant la période du cycle limite. Ce résultat trouve
une application au chapitre 4 qui traite des fonctions
opérant sur 72 (automates cellulaires uniformes & seuil) ;
en exploitant les possibilités du systéme "Sygedisc" et en
faisant la synth&se de résultats obtenus dans [6] et [19]
(sur les fonctions "double seuil"), nous faisons une analyse
du comportement spatio-temporel de ces fonctions, étudiant
entre autres 1'influence des paramétres sur la structure du
cycle limite.

Les réseaux d'automates & seuil réfractaires
constituent la deuxiéme classe de fonctions analysée dans



cette these. Ces réseaux d'automates sont dérivés de moddles
discrets de simulation en chimie (réaction de Bélousov-
Zhabotinski [9]) : 1leur appellation vient du fait que
lorsque que 1'un d'entre eux a été excité (suivant une ragle
de seuil prenant en compte 1l'ensemble de ses voisins), il
traverse une période réfractaire (il n'exerce ou ne regoit
aucune influence sur ges voisins). Des résultats ont &té
récemment obtenus dans le cas d'automates opérant sur des
pavages réguliers du plan (voir [11] puis [2]). Nous
adaptons 1l'analyse faite aux cas de graphes de connection
quelconques (éventuellement planaires) ; utilisant des
décompositions de graphes dans des bases de circuits
élémentaires, nous établissons des conditions portant sur
les paramétres de l'automate permettant de déterminer 1la
longueur des cycles limites.

Le chapitre 5 constitue une application de cette
étude aux cas de fonctions opérant sur 72 (automates
cellulaires uniformes réfractaires & seuil) cette classe
englobe des réseaux d'automates é&tudids récemment ([9],
[18]), sous des motivations différentes, et sans que les
liens entre eux aient été dégagés & 1'époque.

De la méme maniére qu'au chapitre 4 pour les
fonctions & seuil, nous analysons 1le comportement spatio-
temporel de ces fonctions, ceci pour différentes zdlnes de

paramétres.

En conclusion, nous voyons comment 1'intéraction
entre 1l'analyse conceptuelle et la simulation expérimentale
nous a permis d'aller plus 1loin dans 1l'analyse du
comportement itératif de réseaux d'automates.






CHAPITRE 1

RESEAUX D'AUTOMATES
NOTIONS DE BASE

RESULTATS RECENTS






1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons des notions de base
sur la théorie des automates cellulaires, fixant ainsi le cadre
de notre travail :

1'analyse de leur comportement itératif.

Nous rappelons et introduisons des définitions et
notations que nous utiliserons dans la suite de cette thése.Par
ailleurs nous faisons le point sur la théorie des automates 2
seuil qui forment une classe importante d'automates cellulaires.
En effet, 1'étude de leur comportement itératif intéresse de
nombreux domaines (modéles de sociologie [18], [19], physique
statistique [16]) et a fait 1'objet de travaux récents [6] :
nous donnons quelques exemples d'application.



2. DEFPINITIONS, NOTATIONS
et RAPPELS

Dans tout ce qui suit, on désignera par Q un ensemble
fini dont les éléments sont appelés états.
On pose qa =[Ql.

qp 6 Q est en état particulier appeld état de repos.

La terminologie de la théorie des graphes est celle de C. Berge

(4] .

2.1. Réseau d'automates.

Définition 1

~ n  étant un entier > 1 , on appelle réseau d'automates la
donnée d'un triplet (Q",qq,F) ol F désigne une
application de Q" dans lui-méme vérifiant ;
Plagye««-- yagr=(ag,-eens vag) -

‘{ On  désipgne  par  ($.3. 3% 53 33 3o
composantes de F.

Définition 2
On appelle matrice d'incidence, notée B(F) 1la matrice

booléenne suivante

1 si f., dépend de y,
b.. = 1 J
ij .

1 <i < n 9 sinon
1 <j<n

avec y = (yq,++.,¥,) un vecteur de Q" ,
On appelle graphe. de.. connection noté G(F) le graphe
G(F) =([n],Uu) avec :

[n] = {1,...,n}




Interprétation

En chaque sommet i du graphe de connection est
placé un automate M; ayant q états possibles ; fj désigne la
régle de transition de cet automate qui admet pour variables
d'entrées les états des automates M; +tels que (j,i) est

J
un arc de G .

De fagon générale, on s'intéresse & la longueur
des cycles de 1'itération parallele

y*th = pyT  , r-0,1,2

{yo 6 Q
ceci pour différents réseaux d'automates.

Dans la pratique nous aurons la plupart du temps
affaire & la situation suivante : le réseau d'automates est
défini & partir de son graphe de connection et de la donnde
des reégles locales de transition.

Plus précisément on désignera par :
* G = ([n),U) graphe simple orienté ou non suivant les cas
Pour i 6 [n], V(1) = { j/ (i,j) 6 U }.

X —9—~—? Q : c application de X dans Q notée configuration.

C désigne 1'ensemble des configurations.

* P (fi) opérateur global de transition.

1<icn *
£y régle de transition en i définie au sens
que f; ne dépende que des valeurs de c en
Xj et ses voisines.
8i V(i) = {i,j1,...,ji} on désigne (abus de notation) par
c(v(i)) l'ensemble suivant {c(i),c(j1),...,c(ji)} ,
ceci pour des commodités d'écriture.
On donne ci-dessous 1l'exemple d'un réseau d'automates
défini & partir du graphe de connection et des r&gles locales de
transition.
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Exemple 1

Soit le graphe suivant

Q= {0,1}

co, configuration de "Os" et de "1s" aux sommets
du graphe.

vi6 {1,2,. . ,8} , on pose :

S1(i) nombre de voisins de i & ™"

So(i) nombre de voisins de i & "O"

P = (fi)est ainsi définie : P : C—» C

1 si 8, (1) > 8,(4)
£;(e)(1) = 0 si8,(i) ¢ 84(1)
c(i) si égalité

On a ainsi défini un réseau d'automates par son graphe de
connection et des regles locales de transition.
Dans le cas de cet exemple, on démontre [6] que

Cr+1 = F of
1'itération - converge vers un point fixe ou
0

c'€ C
un cycle de longueur 2. Plus généralement, on sait que, X
ou Q" étant de dimension finie ytoute itération de ce type
converge en un nombre fini de pas vers un cycle de longueur
finie
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Etudier le comportement itératif d'un réseau d'automates
c'est, tout & la fois s'intéresser au nombre d'éléments du
cycle limite, & 1la 1longueur du transitoire y aboutissant,
ainsi qu'a 1'organisation des cellules dans le cycle.

2.2. Réseaux d'automates locaux.

Définition 3

e

Soit un réseau d'automates. Il sera dit local ssi :
fi(c)(i) = ¢(c(v(i)) pour i=1,...,n

6: Q—>Q avec Q =0V Q% .. vQ ¥

olag, « « + 49) = q

interprétation

Connaissant la reégle de transition de 1'automate
My placé en i on en déduit la re&gle de transition de
l'automate Mj placé en j
Exemple : fonctions locales en dimension 2
A// Fonctions locales de type 1

On se donne :
¥ X =2,,%x2%, et Zny= {entiers modulo nj}

*¥ Q= {091"'°)q}

* Vo X-——-QXk ,fonction voisinage ainsi définie :
si x=(1,j),v(x) = [(i+v1,J+v{),...(i+vk,j+vﬁ)]

(viov'y) 6 Z,x2Z .

l'addition est prise dans an (j=1,2).
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i+, )
Exemple : voisinage e - ®
e 1ee (i,3-1) (i,3) (i,3+1)
Von_Neumann
(1'1’3)
¥ F :C - C
h

F(e)(x) = 8(c(V(x)) , avec 6 : q =+ Q
opérateur local de transition.
Les fonctions locales de type 1 appartiennent bien
4 la classe ci dessus

Représentation fonction locale de type 1.

’ N

r'
.
S

-
AR
|

A
\
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B// Fonctions locales de type 2
On se donne successivement :
* X={1,. . . ng box 1,0 ',
* Q=1{0,1,. . . ,q }
¥ Pour k entier fixé on définit la fonction V
voisinage :
V(x) = {z€ X /32,1<2<k z:xﬁx}

¥%1:~k(vx’vl) € XV {(O’O)}

*F : C—» C
F(e)(x) = 8(c(V(x))
avec 6 : Qv 02» o o VQF + Q régle locale
de transition.

~

Représentation fonction locale de type 2 :
(Voisinage de Von Neumann) .

n‘ ‘? ..r._. M -

i JFJTET 1

1

=~§ ;

Le graphe de cunnection est un borné rectangulaire de
Z2 La notion d'automate cellulaire 1local sera largement
utilisée dans la suite puisqu'elle sert de support mathématique
aux modeles de simulation présentés au chapitre III.
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2.3. Automates cellulaires unifqrmes

Définition 4 :
[ Un automate cellulaire uniforme est caractérisé par 1la
donnée de (z",V,Q,q,,8) avec

7" :espace cellulaire (n =1,2)
Q,qy méme définitions qu'en 2.1
5 Qq__-i_a.Q fonction locale de transition
verifiant

6(q09' ”’qO) = qO

Une configuration ¢ est une application de 2Z* dans @
vérifiant SUPP(c) = ,{z e 72" / c(z) ¢ 4 HE = .

C désigne l'ensemble des configurations

On appelle fonction globale de transition une application
A de C dans C vérifiant
¥Vec6 C c'=ac(x) = 6[c(x+v_q),...,c(x+vp]
Ac  s'obtient par application en paralléle de la fonction
locale de transition & toutes les cellules de 1'espace.

Exemple de voisinages

Y

Von Neumann Etoile Moore




ion 5
est non expansive asi A vérifie
sUPP(a%c) € H(c) , v & G N,
H(c) étant un ensemble fini ne dépendant que de n

3i A est non expansive, 1'étude de son cdmportement itératif

se ramene & 1'étude du comportement de fonctions locales en
dimension 2 de type 2 (le domaine X étant le plus petit
rectangle contenant H(c)).

-]

8 A SEUIL

Le comportement itératif de fonctions & seuil
intéresse de nombreux domaines [6],[15],[17],[18],...
Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats récents.

3.1 Définitions,rappels.

Définition 1 :
On appelle réseau d'automates & seuil 1le triplet
(Q",0,F) avec Q = {0,1}

P : Q"—pQ , I =(fi) avec
n
0 si j£1ai’3x ¥y < 0
fi(Y1:°'°’yn) =
1 sinon
Oi , ai,J G R.

O désigne 1'état de repos.
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L'étude du comportement itératif de ces fonctions

n'est pas simple. Dans [6],E. Golds montre 1la proposition

suivante

Proposition 1 [6]

rSi @y, = ®j,; Ppour tout (i,j) e {1,.,. . .,n}
r+1_ F vl
alors,l'itération yo - ny converge vers un point
fixe y €Q

ou un cycle de longueur 2.
Cette proposition, quoique restrictive, trouve son

intérét dans des domaines varids. L'exemple que nous donnons
ci-dessous est dérivé d'un moddle de sociologie [17], repris
sous une forme différente au chapitre 3.

aux

3.2. Applications aux fonctions "double seuil".

On se donne successivement :
* G = (X,U) graphe simple non orienté

* 0 = {O?,Og,. ,62} dg(x) : degré de x dans G
* 1< od<dgx) , xg {1,2,...,n]

0. = {@1 01 91} X -

1 19929+ + 450 j=0,1

* Si ¢ désigne une configuration de "Og" et de "g"
sommets du graphe , on désigne par :

a/ Si e(x) =0 ,
So(x) le nombre de sommets voisins de x dans 1'état "O"

y compris lui méme.

b/ Si e(x) =1,
S1(x) le nombre de sommets voisins de x dans 1'état "o

y compris lui méme.
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*¥ P application de C dans C ainsi définie

Ple)(x) =0 si Sy(x) » 02
Si c(x) = 0 alors

F(c)(x) = 1 sinon .

Ple)(x) =1 81 8,(x) > o
8i c(x) = 1 alors

F(c)(x) = 0 sinon.

Proposition 2

e

F  est une application & seuil symétrique. Par
cr+1_ F of
conséquent, 1'itération { 0 - converge vers un
c € C

point fixe ou un cycle de longueur 2

Démonstration :
Soit 8(x) =

§ 6052;)
j# x

Si c¢(x) = 0, alors : 8o(x) = dg(x) - S(x) + 1
d'ohr : (8p(x) >eg) = (8(x) ¢ dg(x) +2 - 02)

Si c(x)

1, alors : 8;(x) = S(x)+1
d'ob : (84(x) > o;)e——e (8(x) > el -1)

1

— — 0 .
Posant h =06 -1 et 0= dg(x) +2 - 0, ,on obtient :
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F(c)(x) = 1[(e - h ) c(x) + 8(x) - 0,)]
0 si x 0]
1 s8i x >0

avec : 1[x] = {

Sous cette forme, on reconnait sans peine que F est une

fonction & seuil symétrique (ai,f:ex-}&f aLj= 1 pour i # j)
Remarque
Quoique simple, <ce résultat a un intérét non

négligeable car il permet de relier, comme nous le verrons au
chapitre 4, des études menées sur des objets identiques, mais
considérés comme différents jusqu'd présent.

3.3. Compléments , conclusion.

Longueur du transitoire :

Les résultats connus jusqu'd présent sont pauvres.
Cette constatation n'est d'ailleurs pas particulidre aux
automates & seuil : en régle générale, il est plus facile
d'obtenir 1la période du cycle 1limite que 1la 1longueur du
transitoire. Donnons deux remarques :

* Dans [7] , E.Golds exhibe une famille d'automates & seuil
symétriques ol la longueur du transitoire augmente en
fonction exponentielle du nombre de sommets.

* Dans le cas d'une fonction majorité sur 72 ,nous montrons

expérimentalement dans le chapitre 4 de ce travail que la

longueur du transitoire est trés faible par rapport au

nombre de cellules.

Le probléme reste donc largement ouvert...



Cas non symétrique

L.e comportement itératif est beaucoup plus riche en
ce sens qu'on peut obtenir des cycles longs ([6]). Nous verrons
au chapitre 4 que le comportement 2-cyclique reste vérifié dans
des cas particuliers.

4. CONCLUSTION

Ce chapitre sert d'introduction a l'analyse menée
dans la suite de cette +thése : au chapitre suivant nous
étudions, d'un point de vue théorique, une classe de fonctions
généralisant les réseaux d'automates & seuil, ceci, en
introduisant des paramdtres supplémentaires. L'analyse des
réseaux d'automates & seuil est reprise par ailleurs au
chapitre 4 dans le cadre de leur extension sur %2 (automates
cellulaires uniforme & seuil en dimension 2). Par ailleurs, 1la
terminologie introduite & propos des fonctions 1locales en
dimension 2 trouve son intérét au chapitre 3 ol nous présentons
un systéme informatique moddlisant le comportement itératif de
ces fonctions.
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CHAPITRE 2

AUTOMATES CELLULAIRES

A SEUIL REPRACTAIRES
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1. INTRODUCTION

La classe d'automates présentée dans ce chapitre
est dérivée de modeéles discrets de simulation provenant de
la chimie (réaction de Belousov-Zhobotinski), de la biologie
(comportement de neurones dans le cerveau). On peut décrire
ces automates de la maniére suivante ; on se donne un
ensemble fini de cellules interconnectées , chaque cellule
pouvant prendre trois types d'état : 1'état de repos, 1'état
actif (la cellule exerce une influence sur ses voisines),
1'état réfractaire (elle n'exerce aucune influence et ne
peut étre influencée). Le passage de 1'état de repos &
1'état actif est contrdlé par une regle de seuil (prise en
compte des voisines & 1'état actif) ; chaque cellule excitée
reste active durant une certaine période, puis évolue vers
1'état réfractaire avant de revenir & 1'état de repos.

Nous donnons, dans des cas simples des résultats
portant sur la longueur des cycles limites obtenus & partir
de contigurations initiales données ; 1'analyse menéde
trouvera une utilisation au chapitre 5 ou nous reprenons
1'étude de ce type d'automates mais dans un contexte
différent.
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2. PRESENTATION DE L'AU TOMATE;

ROLE DES PARAMETRES

On désigne successivement par

*G6 = (Xx,0) graphe simple non orienté connexe
card(X) = n
* E,R entiers positifs.

* Q {-R+1,,...1,0,1,...,E} ensemble d'états

It

*
D
1}

(01,...,@n) y 1 <o < dg(xi)
P

Pour ¢ 6 C,1'application F : C—>¢

*

1 < c(x) < E-1
c(x)+1 si ou

-R+1 < c(x) < -1

F(e)(x) = -R+1 si c(x) = E
1<x<n

1[y§v(§§y) - ex] si c(x) =0

V(x) désignant 1'ensemble des voisins de x dans @
1 si c(x)e [1,E]
c(x) =

O sinon

1 8i x>0

1[x] = {

O sinon
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E s'appelle la période d'excitation.
R s'appelle la période de réfraction.

Dans tout ce qui suit, on s'intéresse au
cr+1 - F of
comportement itératif de en fonction des

0
parametres E,R, 0. c'e ¢ .

Dans des cas simples, nous donnons des conditions portant
sur la structure du graphe de connection qui garantissant
des périodes limites & 1 ou E+R

Proposition 1 :

Si E =R =1 alors

Cr+1 - F of
1'itération converge vers le point fixe
coéf C

"O" (état de repos) ou vers un cycle de longueur 2.

Démonstration
¥x6X , ¥c6C, ona:

Fle(x)) = 1[ a, c(x) + 36?6{2) ~ex]

avec ao<-n .

F  est donc une application & seuil symétrique et on peut
appliquer les résultats connus.



V D
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Exemple :

& =2 ( j%2)

g

cycle 1limite de lonpueur 2 atteint en 1 pas
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Supposons maintenant (E,R) # (1,1) et ceci pour toute la
suite

péfinition 1 [11]

-

by

Soit  q4,dp, 6 Q . On appelle distance de q4 a 4ap
le nombre 6(q1,q2) tel que :
6(q1vQ2 ) = min( 'Q2° Q1|’ E+R - 'Q2' q1|)

& est en fait la distance usuelle sur Z/pZ avec p = E + R

Nous allons analyser en détail 1le comportement
itératif de 1'automate dans les deux cas extrémes suivants :

Premier Cas
Une cellule & 1'état de repos devient active si toutes
les voisines le sont ( 0= ag(i) ,i =1,...,n)

Deuxitme Cas
Une cellule & 1'état de repos devient active si 1l'une
au moing de ses voisines 1'est ( o, =1, i=t,...,n )

Nous donnerons enfin des indications sur le

comportement itératif de cet automate dans le cas de seuils
quelconques

3. CAS O0U o, =dg(i), i=1,...,n

Sous cette conditvion, nous établissons la
proposition suivante
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Proposition 1

0

1/ 8i E <R, 1'itération
c € C

converge en un nombre fini de pas vers. le point fixe O

2/ si E >R, alors
gi co 6 C vérifie la condition (P) suivante
(P) Vus=(x,y) 60 : 8%x), ) >R
alors c0 fait partie d'un cycle de longueur E + R
Sinon , 1'itération converge en un nombre fini de
pas vers le point fixe O .

EXEMPLES

1 /E=1, R=2

Convergence vers 1le point fixe 0




O vérifie (P)

0 2
2 0
GlE—
0 2
20 0
\
-1 1
\
1 -1 Q::‘:;‘
-1
1
1 -1

Cycle de longueur E + R = 4




(@]
2
1
-1
O ~ O
O 2 o 4
: Ot ——y
) (@] .
L O o ’1
o o
O ]
o O
o e

Convergence en 6 pas vers 1le point fixe O .
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Pour établir cette proposition, nous avons besoin de lemmes
intermédaires.

Lemme 1:

’cr+1 =7 of

veleco, 1'itération 0
Qc € C

converge vers le

point fixe "O" ou un cycle de longueur E + R

Démonstration :

8i 1'itération ne converge pas vers le point
fixe O , elle converge vers un cycle de longueur > E + R .
Supposons que le cycle limite soit de longueur strictement
supérieure &4 E + R .

On a alors la situation suivante :

r

3x 6 X , r > 0 (r suffisamment grand pour que c' soit

dans 1le cycle ) avec :
cr'1(x) cf(x) =0
Cr+1(X) =1

(1) =:>(2)‘: 3y 6 V(x), c(y) =1
d'ol cr‘1(y) =0 et c"(x) »1 (impossible).

i

(1)

Lemme 2 :
[ Si ¢ vérifie (P) , PF(c) vérifie (P)

Démonstration

Si c¢ vérifie (P) , on a nécessairement E > R
Soit u = (x,y) :
* Si c(x) # 0 et c(y) #+ 0O on a :
6(c(x),c(y)) = 6(F(c)(x),P(c)(y)) >R
* Si c(x) =0 on a c(y) » R.
La encore &(c(x),c(y)) = s(F(c)(x),F(c)(y))

6 est donc invariante par application de F .



Démonstration de la proposition 1

si ¢¥ ¢ ¢ et vérifie (P) , on a FE+R(CO) = Y.
cO est donc élément d'un cycle de longueur E + R ;
inversement, supposons O ne vérifie pas (P) . (Ce qui
inclut entre autres le cas E < R), il existe u = (x,y)

avec é(co(x) ,co(y)) < R

Supposons co(x)= O (on ne perd rien & la généralité).

Premier cas : cp(y) < O

Pour r <« —co(y) ona: ¢ (x) =c(y) =0
G étant connexe,ceci implique la stabilité & O de

tous les sommets du graphe en nombre fini de pas .

Deuxidme cas : ¢2(y) y 0.

* Si il existe =z G V(x) tel que co(z) > 0, on est

ramené au premier cas ;
r
2 (x) €0

* Sinon pour r = E + R -co(y) on a :(r
c (y) =0

et on est ramené aux premier cas.

La proposition 1 est donc démontrée.

On s'intéresse maintenant au probléme d'existence

d'une configuration initiale cO vérifiant (P) .
On rappelle que 1le nombre chromatique d'un graphe G ,noté
v(G) désigne 1le nombre minimum de couleurs & placer aux
sommets du graphe de telle sorte que deux sommets voisins

soient coloriés de manidére différente

Proposition 2

Une condition nécéssaire et suffisante pour qu'il existe

B

Y vérifiant (P) s'exprime sous la forme : y(G) < 7+ 2
S




Démonstration

Si g > v(G) - 1 on peut disposer aux sommets du
graphe les états (k R) avec k 6 {0,1,...,y(G)-1} de maniére
telle que deux sommets voisins soient dans des états
difrérents (vérifient P).

Par ailleurs, s'il existe 0 vérifiant (P) on partitionne Q
ainsi : Q = {-R+1,...1} {0,...R-1} ... [[%]XR,...E]
(OO N A —] | P
QO Q1 Qp

avec : p = [E/R] + 1 , card(Qi) <R

Pour tout u =(x,y) avec : O(x) ¢ Q;
co(y) 6 Qjona i o+ 3

Ceci implique q'il existe une coloration des sommets du
E
graphe en moins de [ﬁ 1 + 2 couleurs
.\ E
D'ou v(G) < R + 2
Cette borne est la meilleure possible , comme le montre
l'exemple ci_dessous

3
E =25
R =2
-2
E
[ﬁ] =1
1l 1

O vérifie (P)




. CAS OU 0, =1 (i=1,...,n)

Ce cas constitue une généralisation d'automates
étudiés d'une part par R.Shinga? [18], d'autre part par
J.Greenberg S.Hastings ([9],[10],[11]) notamment dans 1la
modélisation de phénoménes de réaction diffusion en chimie
(réaction de Belousov-Zhabotinski). Nous adaptons au cas d'un
graphe simple connexe non orienté 1'analyse menée par
R.Shingai et par Greenberg Hastings (Voir notamment [11]
repris et complété dans [2]) dans 1le cadre d'un pavage
régulier du plan.

Nous donnons notamment des conditions portant sur
la longueur des circuits élémentaires du graphe assurant une
période limite égale & 1 ou E + R . Auparavant, nous avons

besoin d'introduire des notations et de faire quelques

rappels.
4.1. Notations , Rappels
u = (x,y) aréte de G , c une configuration
* c(x) et c(y) sont relides ssi 6(c(x),c(y)) < E.

c(x) et c(y) sont fortement relides ssi 6(c(x) ,c(y)) < E

*

31 E »2 , c(x) et c(y) sont faiblement relides ssi
2 < 8(c(x),c(y)) < E
On vérifie aisément que :

Proposition 1 [1]

1/ Si c(x) et c(y) sont relides, il en est de méme pour
F(c)(x) et F(e)(y) .
2/ 81 c(x) et c(y) sont fortement relides, il en est
de méme pour F(c)(x) et F(c)(y).
3/ Si c(x) et c(y) sont faiblement reliées, on a
alors  6(F(c)(x),F(c)(y)) < 8(ec(x),c(y))




Conséquence

Dans 1le cycle 1limite, 6 vérifie les propriétés
suivantes :
1 (ole(x),ely)) < 1) ==3 (8(F(c)(x),F(c)(y)) < 1)
2 (8lc(x),c(y)) 6 [2,E] )= (8(F(c)(x),Flc)(y)) = 8(c(x),c(y))

La proposition 1 et les trois qui la suivent ont &té
établies dans [1] par Jp.Allouche C.Reder,dans le cadre d'un
pavage régulier du plan. Les démonstrations sont en fait
valables dans le cadre considéré (graphe simple connexe non
orienté) Nous ne les reproduisons pas en raison de 1leur
simplicivé.

Proposition 2

cr+1= F ol

c0 €cC

e

Si dans le cycle limite de 1'itération %

il existe une cellule stable & "O",il en est de mé&me pour

toutes les cellules.

Proposition 3:

cr+1 " cr

co €c

il existe une cellule de période E + R , 11 en est de

i Si dans le cycle limite de 1'itération {

| méme pour toutes les cellules

Proposition 4 :

cr+1 - F Cr

cOE} c
il existe u = (x,y) €6 U tel que x et y sont
faiblement reliées, alors toute cellule est

Si dans le cycle limite de 1'itération {

de période E + R

oy

Introduisons maintenant les définitions suivantes [11] :
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Définition 1

Une chaine ch = [xo,x1,...,xp] est continue (fortement continue) &
1'instant t si elle vérifie é(ct(xi),ct(xi+1)) <E
O<i<p -1

(o(e®(x;),e%(x; 1)) < 1)

De la méme maniére un circuit C = (xo,x1,... , xp:xo) est continu
(fortement continu) & 1'instant t s'il vérifie
t t
5(c (xi),c (xi+1)) <E
O<ic<p
( 6(c¥(x;),eb(x,,,)) < 1)
i’? i+

Définition 2 :

P .
Si  gy,4, 6 Q on définit o(q1,q2) de la maniére
suivante
Q2 - q1
6(a,,q,) si 8(q,,q,) = ou
1772 1772 E+R + q,-q
2 1
0(‘11’(12) =
- 6(q1,q2) sinon

Définition 3 :

r Indice d'un cycle continu : soit C un cycle continu &
1'instant t ; on note wt(c) son indice & 1'instant %
défini de la maniére suivante

1 p-1 t %
wt(c) = —Eﬁ:ﬁ'— x ( ]E.t:g(c (X l)’ c(xi+1)))

On vérifie que [11].
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Proposition 5:

Si E K R 1'indice d'un cycle continu vérifie les deux
propriédtés suivantes

a/ wt(c) est un entier

b/ W, (C) =W (C) , ¥ %' >t

Remarque:
Cette proposition établie dans [11] pour le cadre d'un
pavage régulier du plan reste 1a aussi valable dans le
cas considéré . On trouvera par ailleurs dans [2] et [11]
des interprétations de o et de Wt

Ces résultats servent d'outil & 1'analyse qui suit.

4.2. Analyse du comportement itératif

Nous allons tout d'abord montrer qu'il n'est pas
nécessaire de distinguer les deux cas : E >R et B R
En effet, nous avons la proposition suivante :

Proposition 6 :

Désignons Fg R l'automate paramétré par E et R . Si
E >R alors :
1/ S8'il existe u = (x,y) ¢ U tels que :
5(c°(x),c%(y)) > R
la période limite de 1l'automate est : E + R
2/ Sinon on a équivalence entre 1l'itération

r+l _ r r+1 _ r
{c = FE,RC . c = FE',R'C
O . —— e O . —
c’ € ¢ c € ¢
E' =R -1
avec : R'=E+1

C={cecC /Vu=(xye U, é(cc,)(X) 2y)) <R -1 }



8-

Application :

Si R =1, la période limite de l'automate est
E+1 =E+R

En effet, si toutes les cellules de la configuration initiale
ont le méme état O < x < E, 1l'automate évolue vers le point
fixe O en un nombre fini de pas ; sinon, il existe

u = (x,y) tel que 6(co(x),co(y)) > 1 et on peut alors
appliquer la premiére partie de la proposition 6.

Démonstration de la proposition

* Supposons qu'il existe u = (x,y) vérifiant
5(cO(x) , <%y)) > R

Si co(x) = O (resp. co(y) = 0) on obtient
F(c9)(x) = 1 (resp. F(co)(y) =1) car E > R

Dot : & (F(e®)(x),F(cO)(y)) = 6 (cO(x),e0(y)) > R
et plus généralement

s(F" (2)(x) , P W) = 8@ (D) (x),F T () ) > r
Par application des propositions 3 et 4 on obtient 1le
résultat demandé (périodicité E+R de 1'automate).

* Supposons maintenant : ¥ u = (x,y) , 6 (co,(x),co(y))‘( R
Par application de la proposition 1 on obtient
s(c"(x),e"(y)) < R (R<E)

Ceci veut dire que les états excitateurs sont en fait
‘E' = R-1
E= {1,2,...,R-1 } et que en posant
lR' = E+1

On se raméne a 1'étude de 1'itération

%Cr+1 - E',R'cr
cer

avec C = {ecéCc/Vvu=(x,y) €U, G(CO(X),co(y)) < B’}
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La proposition gqui suit est essentielle pour la suite de notre

analyse.

Proposition 7 :

Soit E KR

Supposons que 1l'itération ne converge pas

co & C
vers le point fixe "O" et que de plus, dans le cycle
limite, il n'existe pas deux cellules faiblement reliées.
Alors tout x € X est relié dans le graphe de connection
4 un circuit élémentaire fortement continu par une chaine
fortement cocntinue. De plus 1l'indice de ce circuit est
non nul.

Démonstration

Soit x5 6 X . D'aprés la proposition 2, x est non
stable a O.

cr(xO) =0

A
F(cr)(xo) = 1 ()

bonc : Ir > 0 /

(r est pris suffisamment grand pour étre dans le
cycle limite )

(W) = (3x,€ Vixg) / e™x)) = 1)

Donc : cr‘1(x1) = 0 avec cr‘1(xo) =0 ou -1

Par conséquent : _ oM (x

i
—

5)

3 x, € V(x,), x,# x avec
2 17 2 0 cr-1(x1)

i
o
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cr(x1) et c"(xp) wsont fortement reliés dans le cycle
limite.
Soit (x)) une suite dans G et n, une suite d'entiers

définie comme suit

no = 1
r—nk-1 ( )

x, € V(x ) c X, ) = 1

k k-1 ot - k

X ¥ X k -1 .

k k-2 c (¢, 4) =0

T
avec : 1/ n=n, g+ 1 s; c (xk) £ 1
2/ ny = 1 si ¢ (xk) = 1

On vérifie que .
1/ les suites (xy) et (ny) sont définies pour tout k
2/ les itérés successifs de la suite (x)) sont fortemen

reliés avec de plus : c(cr(xk),cr(xk))‘z 0 ou 1

X étant fini, la suite (Xk) about it nécessairement
en un nombre fini de pas & un circuit élémentaire de

longueur p

Soit C ce circuit.

¢ = ( Xkt Fap -1 K™ Xfk)

posons : t' = r-me

A 1'instant t' , 1'état des cellules dans le cycle C

est dela forme (1,2,...,E,-R+1,...,-1,00)" ., at
désignant une suite finie du mot a. On en déduit

Wt(C) =k, ¥ #+ 0 ,k désignant le nombre d4'occurences de
la suite (1,2,...,E,-R+1,...,-1,0")

Ceci ¢l0t la démonstration de cette proposition

Le théoréme ci dessous décrit le comportement itératif d
l'automate pour le cas de graphes n'admettant pas de circui

élémentaire de longueur supérieure & E+R-1.



A1-

Théoréme 1

8i G n'admet pas de circuit élémentaire de longueur
gupérieure 4 E + R - 1, alors 1'itération :
r+l_ P oF
{ 0 converge en un nombre
c’ € C
fini de pas vers le point fixe O ou vers un cycle
de longueur E + R
Plus précisément :
1/ Si E = 1,1'itération aboutit au point fixe "O"
2/ Si G est un arbre, alors une condition nécéssaire
et suffisante pour que 1'itération aboutisse &

un cycle de longueur E + R s'exprime sous la forme
(2) 3 (x,y) 6 0/ 8(c%x),e%)) > R

Exemples pages suivantes
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E=2’R=2o
G est un arbre , c0 vérifie (P)

Cycle de longueur E + R = 4



2 /BE=2,R =2
0

G est un arbre ,c” ne vérifie pas (P) .

Point fixe O atteint en 5 pas
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Démonstration du théoréme 1

0]

* Par application de la proposition 6, si ¢’ vérifie (P) ,
on obtient la périodicité E + R pour l'automate.
* Supposons pour toute la suite O ne vérifie pas (P). Si

dans le cycle limite, 11 existe deux celluies faiblement
relides, alors la proposition 4 prouve la périodicité

F + R pour l'automate. Montrons que si cette derniere
condition n'est pas réalisée la période limite est 1
En effet, si le cycle limite n'est pas réduit au point

fixe O nous pouvons appliquer 1la proposition 7 . Il
existe un circuit élémentaire C = (yO”"’yp—f’yp = ¥p)
et un instant % tel que :
1/ Ct(yO) = 1
t-p - -
2/ ¢y, = v, ) = 1

La cellule y, est deux fois (au moins) & 1'état "1" entre
les instants t-p et p : ceci implique p > E + R ce qui
est impossible car G ne posséde pas de circuit élémentaire
de longueur supérieure ou égale 4 E + R .

Nous ne sommes pas dans les conditions d'application de la
proposition 7 et la période limite est donc 1 .

* ‘Cas particulier
E = 1 ; il ne peut pas y avoir de cellules faiblement
relides dans le cycle 1limite, 1la période .limite est
donc 1 . ’
* Supposons, et pour la suite de cette démonstration
E>2. ’
Lemme 1 :
~ 8i G est un arbre, et si de plus co ne vérifie pas
Cr+1 - F of
(P) 1'itération aboutit au point fixe
0 € C

0O en un nombre fini de pas.
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Démonstration du lemme

Si cO ne vérifie pas (pP) y 11 en est de méme
pour cf =P et w0,
Plagons-nous alors dans 1le cycle limite de l'itération que
nous supposons non réduit au point fixe "O". |

to t.+1
Il existe tor Xy avec i c (xo) =0 et ¢ (xo) =1

t
. 0 -
Donc : 3 X, 6 V(xo) / ¢ (x1) = Ay

avec : A ¢l o, min(E, R - 1) ]

1

Y. - Ki
c (x1) =0
a tg - x1 nous avons % h1 |
c (xo) ¢ O

to— K1
d'oh 3J x, 6 Vixg) / ¢ (x2) = A,

}\2 6 [09 min(E,R '1)]
t. - A, - A
a to- x1- A, nous avons .- A, - A

De proche en proche on exhibe (Ak,xk) de la manidre suivante

X, € v( xk-1) , X X,

A, = ¢ J=1 (xk)

avec A G ]O,min(O,R-!)] .
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X étant fini, soit on ne peut plus construire la suite i
partir d'un certain rang so0it on exhibe un circuit

€lémentaire C' de longueur q

¢! = (Xk’ Xpppr oo0r Fyq® xk)

mais qg » 2 et donc : X = Xpuq OU X = Xp .5 CE qui est

impossible...

Remarque 1

La démonstration de ce lemme n'utilise pas le fait
que la periode limite de 1l'automate est 1 ou E + R

Ce lemme cl1l8t la démonstration du théoréme 1 ...

Remarque 2:

I1 existe G admettant des circuits de longueur égale
cr+1: F of
a4 trois tels que 1'itération admette

cO € ¢

des cycles de longueur E + R sans que co vérifie P

Exemple
E=2 , R=3

]= |

ra

(@]
NS

14

Jf
7
]

S
I
N
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Plagons -nous maintenant dans le cas ou G admet des circuits
élémentaires de longueur supérieure ou égale &4 E + R .
Supposons , et pour toute la suite , que G est planaire.
Toujours en utilisant la terminologie de [4], désignons aussi
par G une représentation planaire de G (graphe planaire
topologique). Appellons par ng le maximum des longueurs des
circuits élémentaires qui sont contour extérieur d'une face
finie de G . sous ces conditions le comportement itdratif de
1'automate est contrdlé par le résultat suivant

Théoréme 2

Soit G planaire, simple ,connexe. Si 1l'une des trois
propriétés suivantes est vérifide, alors 1'itération

cr+1“ F ol
0 converge vers un cycle de longueur
ceC ‘
E + R ou vers le point fixe O .
1/ E>R et E+R>n,
2/ E <R et E»>»n, -2

G

3/ BCR , € C_ et E+R>ng
avec C={c€C /vu=(xy)€ U, 8(c(x),c(y) < E}
Remarque :

Le théoréme 2 généralise, comme nous le verrons au
paragraphe 4.3 ainsi qu'au chapitre 5 des résultats obtenus
' dans [1] sur des réseaux rectangulaires.

Démonstration du théoreéme :

Cr+1 — Cr

Supposons que 1'itération 0 ne
converge pas vers le point fixe O . c"€ ¢
8'il existe deux cellules faiblement relides dans le cycle
limite la proposition 4 assure la périodicité E + R de
l'automate.Supposons pour toute la suite cette condition non

réalisée.L'idée de la démonstration consiste alors & dégager



suivant les cas, soit des contradictions entre les hypothéses
du théoréme 2 et le fait qu'il n'existe pas deux cellules
faiblement reliées,soit directement la période de 1l'automate .
Si E » R, ,on applique la proposition 6,et soit on obtient
directement la périodicité E + R de l'automate, soit on se
raméne au cas E <R (en prenant c® dans ©C ). Autrement dit
la condition 3 assure la condition 1.

Appliquons la proposition 7. Soit C le circuit fortement
continu d'indice non nul relid & x (x 6 X) par une chaine
fortement continue.

Désignons par p la longueur de C (on a p > B+ R d'apres
la démonstration du théordme 1).

A ce niveau démontrons le résultat suivant :

Lemme 1

[~ Si C n'est pas le contour extérieur d'une face finie,
il existe une face F entiérement contenue dans C dont
le contour extérieur cf vérifie la propriété (Py) :
"1'intersection de cf avec C est constituée d'une

chaine élémentaire et d'une seule.

Pigure 1
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Démonstration du lemme 1

Supposons que C n'est pas contour extérieur d'une
face finie. C vérifie (Py).
Soit
1/ 4 1'intérieur de C
2/ C vérifie (P,)
%3/ 8'il existe C' & 1'intérieur de @
alors C' ne vérifie pas (Py).

c tel que
C

~

C existe car X fini et C vérifie Py Montrons

¢ contour extérieur d'une face finie F . 8i ce n'est pas
le cas, il existe xg5 et Yy, éléments de c relids par
une chaine élémentaire situde & 1'intérieur de ¢ (voir
schéma ci dessous ) . Cette chaine partage ! ~en deux
circuits élémentaires 51 et 62 qui sont & 1'intérieur
de ¢ (schéma); 1'un des deux {(au moins) vérifie P, , ce

qui est impossible.

Figure 2

¢ est donc bien contour extérieur d'une face finie F
qui vérifie alors les conditions du lemme 1.

?
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Montrons maintenant la partie 3 de la proposition.
On suppose cp 6 C et E+R > ng.
Toutes les cellules adjacentes sont fortement relides dans G
Ona : p > E + R, p désignant la longueur de C .
Supposons que C soit contour extérieur d'une face"finie;
Ceci implique : 1g(C) = E + R (1g(Cc) désigne le nombre
d'é1éments de C)

car : 1g(C) < ny < E + R

De plus, C étant fortement continu, la répartition des états

sur ce circuit est de la forme :(1,2, ..., B, -R+1, ..., -1, 0)

1g(C).

En effet ona : 1 < wt(C) < —m

<1 et donc W.(C) =1
Cette répartition d'états assure pour chaque cellule de C, et
par suite pour tout 1l'automate une période limite &4 : E + R

Supposons pour toute la suite que C n'est pas contour extérieur
d'une face finie , et so0it ne le nombre de faces finies &
1'interieur de C

Ona : neg > 2 . ,

Désignons par F une face finie intérieure & C vérifiant les

conditions du lemme 1.

Figure 3
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Désignons par ¢y la chaine élémentaire reliant x & y
1'intérieur de € , ¢y chaine élémentaire reliant x &
sur C

cq = [ x,y ]O = [ Xg= Xy Xyy eoea¥gy Xguq =Y ]O

01 = [ Xy, ¥ ]1 = [ X = yk’ yk+1v “"yk-i—S: y‘.]“

Désignons par ¢ le circuit élémentaire contour extérieur de
F (C = 01\/ CO)-
1g(e) : nombre d'éléments dans c¢ .

On a : 1g(e) < B« E+R
De plus, ¢ est fortement continu.
Ceci implique : W, (o) < —i8le) ¢
B + R

a/ Si wt(c) =1, on a alors 1g(c) = E + R et comme

¢ est fortement continu, la répartition des états

sur ce circuit est de la forme :

(0,1, 0.0,E,"R+1, 0y -1, O)c

ceci assure que les cellules de ¢ et par suite de
1l'automate sont de période E + R . '

b/ Si wt(é) =0, ona :

8 -1 )
L oo Gy gy = §=Oa(ct(xj), Playy)) ()

Soit Cy 1le cycle obtenu 4 partir de C en
substituant cg a cy
L.e nombre de faces finies & 1'intérieur de C1

est < nf -1
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de plus, d'aprés (a) on a : Wt(C1) = Wt(C) done
C1 est fortement continu d'indice non nul.

A partir de C; (3 »1 ) , on exhibe ,en appliquant
a Cj la méme opération qu'ad C, soit la période E + R
de l'automate, soit Cj+1 vérifiant :

1/ wt(cj+1) = wt(cj)

2/ 1le nombre de faces finies & 1'intérieur de C
est < nf - (j+1).

j+1

Pour j au plus = ne -1 , Cj est contour

extérieur d'une face finie tout en étant d'indice non nul.

Or : Wt(C) < 1g(C). <
Ceci implique : wt(cj) =1 d'oh lg(Cj) =E+R.

Cj étant fortement continu on en déduit une
répartition des états sur ce circuit de la forme
(1,2, ...,E, -R+1, ..., -1, 0) et la périodicité

E4R recherchée pour 1l'automate.

Ceci cldt la partie 3 de ce théoréme.

E R '
Supposons maintenant (condition .2).
E+ 2 5>n
G
Soit C le circuit élémentaire fortement continu 4'indice

non nul exhibé ci-dessus.

Supposons de plus C minimal pour sa propriété, c'est &
dire

il n'existe pas C' & l'intérieur de C fortement continu
d'indice non nul (on s'y raméne facilement).
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Deux cas peuvent se présenter :

1/ C est le contour extérieur d'une face finie
2/ C n'est pas contour extérieur d'une face finie.

Premier cas :

Désignons par 1g la longueur de C
lg vérifie : 1g Sny, < B+ 3
"¢, B+3
Ona : We(C) < gm < ER
*¥ Si R » 3, on obtient wt(c) =0, et on en déduit

ainsi la périodicité recherchée pour 1'automate
(contradiction avec Wt(C) #0 ).

¥ 81 R =2 (le cas R = 1 est impossible), on
obtient successivement E = 1 , puis ng = 3 Ceci
implique C circuit élémentaire de longueur 3 ( car la
longueur de C est >3 ) ce qui nécessite une
répartition des états sur C de la forme :(0, 1, -1) ,
répartition qui elle-méme assure une périodicité &
3 = E+ R pour chaque cellule de C donc de G
(par application de la proposition 3).

Deuxitéme cas :

c n'est pas le contour extérieur d'une face
finie. Alors nous avons le résultat suivant y,démontré en fin
de proposition
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Lemme 2 :
™ I1 existe un circuit élémentaire C & 1'intérieur de
C , contour extérieur d'une face finie ayant Ila

propriété (a)

C=1(4d,, d ...,dq:do)

1 ’
(2)  8(c®(@;), ¢y, <1 pour i# iy (0 < i< q-1)

" 6(ct(dio), ct(diOH N> E

C étant contour extérieur d'une face finie on a
1g(C) < n, . Par ailleurs ,on a :

t % 4 % %
5( e¢’(d; ) , c’(a, ) < ¢ 6(e’(d,), c“(d,.,)) < n, -1
10 1O+1 i=0 i i+ G
i#io

avec E > nG - 2

* Si E»>n, -1, on obtient é(ct(d. ), ct(d. )) < B
G i i+
0 0
ce qui est contradictoire avec la propriété (a) - du lemme
23 par conséquent, la période limite de 1l'automate est
donc 1 ou E + R

* Si E = ng - 2, on peut supposer, sans perte de

t(dio) =0 .

généralité c¢

On a alors :
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d'ou ct+1(dio) = 1 car sinon, on aurait :

G+ t+1
s(c”"'(d; ),c""'(a )) = E
10 ’ io+1

Ceci assure une périodicité E + R & la cellule dio et
par suite & toutes 1les cellules de 1'automate par
application de la proposition 3. La démonstration du 1emme 2

donnée ci-dessous c¢ldt celle de ce théoreéme.

Démonstration du lemme 2.

Figure 4

Appliquons le lemme 1. Il existe une face F
entiérement contenue dans C telle que l'intersection de
Son contour extérieur avec C soit une chaine éldmentaire
[a,b] de C.

Soit ¢op la chaine élémentaire joignant a 2
b a& 1'intérieur de C (voir schéma) ; o n'est pas
continue sinon on montre (voir partie 3 de la proposition)
que le circuit C' obtenu & partir de C en substituant
o & [a,b] est fortement continu d'indice non nul. (Or
C est minimal pour cette propriété...).



56 -

Posons ¢y = [a,b] = [ao =a, a
Soit x = a; (1 < 1 < p) tel que :

2 £
aj_¢4 et a; non relies

a. et a reliés pour j < i -1

J j+1
D'aprés 1la proposition 7, X est relié & un circuit
fortement continu d'indice non nul par une chaine fortement
continue. Cette chaine coupe (d'aprés 1les propriétés de
minimalité de C) C en un point y .

Soit Cy le circuit constitué des chaines
élémentaires [a,x] [x,y] et [y,al (Cy entoure la région
hachurée de la figure 4).

Par "construction" Cy vérifie la propriété (a) du lemme 2.
soit € (& }'intérieur de 01) minimal pour la propriété
(a). Montrons que ¢ est contour extérieur d'une face F ;
Si ce n'est pas le cas, on peut appliquer & ¢ le lemme 1 .
Soit F la face exhibée.

Pigure 5

N

Désignons par co la chaine élémentaire (frontiere de
F reliant a' & Db') & 1'intérieur de ¢
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Si Cop est continue, alors :

1/ 8i c¢§ (chaine de C reliant &' & Db') contient les
points non relids de C , alors le contour extérieur de
P (cO v cé) vérifie la propriété (a) du lemme 2 tout

en étant dans C : impossible.

2/ De méme, si c's est continue, &' obtenue évpartirA
de C en substituant cy & cy vérifie la propriété
(2) du lemme 2 ce qui est également impossible...

Donc Co n'est pas continue ; mais alors, par une démarche
analogue & celle qui nous a permis d'exhiber € en fonction
de C , on fait apparaitre un circuit &' & 1'intérieur de
¢ vérifiant la propriété (a) du lemme 2 (en choisissant la
chaine élémentaire de ce circuit qui appartient & € de
maniére telle qu'elle ne comprenne pas les deux sommets non
reliés de C ) : 1& encore on aboutit & une contradiction
avec l'hypothtse de minimalité sur C
C est donc bien contour extérieur d'une face
finie de G , ce qui cl6t 1la démonstration du lemme 2 et par
suite du théoreme.

Exemple d'application
G = (x,U)
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On vérifie ng = 4
Les conditions du théoréme 2 s'expriment sous la forme
(1) E>R, E+R> 4
(2) E LR, E>2
E (R c

(3) (R, E+R>5, cy€C

Remarque 1 :

Si on s'affranchit des conditions d'applications
du théoréme 2, on peut obtenir des cycles limites de

longueur supérieure a4 E + R

Exemple : 1

1, R=23

I

0

On vérifie sans peine que la période limite est 8
(E+R=4).

Remarque 2 :

L'analyse faite plus haut ne "passe" pas dans le
cas d'un graphe non planaire (a cause des notions
d'"intérieur" et d'"extérieur"). Il serait intéressant
d'exhiber, dans ce cas, des conditions assurant encore une
période limite & E + R . Signalons que si G = Kn (graphe

complet d'ordre n) ou si G = Kp q (graphe biparti complet)
’

on montre que la période limite de 1'itération

Cr+1 - P ol

0 est égale &4 E + R ou 1 .
c’ €C
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4.3. Application (importante)

Supposons que G ,pris en tant que graphe planaire

topologique soit la représentation d'une portion d'un pavage

régulier du plan.

Les conditions d'application du théoréme 2 s'expriment alors

tres simplement pour chaque type de pavage (il y en & 3).

1/ Pavage du plan par des rectangles :

G

On

est de la forme :

a

T T T

Proposition 8 :

Pour 1les valeurs des couples (E,R) suivantes la
période limite de 1l'automate est E + R (au maximum) :
1/ E»2 ‘
2/ E=1 ; R=1,3

Démonstration

*

Le théoréme 2 assure la périodicité E + R pour
(E>2 ;R >»2) (en reliant les conditions 1 et 2)

ainsi que pour (E=1,R = 3); le cas
(E,R) = (1,1) a été 4également traité page 26 de ce

chapitre

reste les cas ( (B, R)= (2,2) et (E > 2, R =1)

Ces situations se rdglent immédiatement par application

de la proposition 6.
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2/ Pavage du plan. par des triangles :

G de la forme :

Proposition 9 :

Pour tout couple (E,R) , 1la période 1limite de
, 1'automate est E + R (au maximum).

Démonstration :

Application immédiate du théoréme 2 ainsi que de
la proposition 6.

3/ Pavage du plan par des hexagones

G de la forme :
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la encore, on exhibe le résultat suivant :

Proposition 10
B

La période maximum de l'automate est
valeurs des paramétres (E,R) suivant
E > 4
E=R=1

.
.

On retrouve & ce niveau, comme cas
théoreéme 2 des résultats déja montrés dans
pour des réseaux rectangulaires. Nous aurons
revenir au chapitre 5 dans un contexte un peu

E + R pour les

particulier du
[1] notamment
1l'occasgion d'y
différent.

5. CAS GENERAL :
1 < 0, < dg(i)
i=1’ ve ey n

Dans ce paragraphe, nous nous limitons & 1'exposé
de quelques applications de 1l'analyse précédemment faite aux

cas de régles de seuils non simples.
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Notations ,rappels

Soit : 6 = (91, e, 0) , 8= (0}, ..., eﬁ)
On notera : 6 < © si o, <o! (i=1, ..., n)

On désigne par Fg R 1'automate paramétré par E, R, ©
’
Fp r désigne l'automate associé au vecteur seuil
b

6=, ...,1)

Proposition 1

B Si le graphe d'itération de l'automate ;Fg g admet
’
un cycle de longueur E + R noté :
o = (a9 a', ..., a®B= d%) ,alors
-Cr+1: Fg . Ry .
1'itération : 0 ’ avec 6 < 0 converge en
c pris dans C
un nombre fini de pas vers un cycle de longueur : E + R.
bans
Démonstration

On peut supposer sans perte de généralité 9 = d°

Alors X se partitionne de la maniére suivante : X = X1\J X2

>
i

1 { x ¢ X / x est de période E + R pour Fg R }
]
) ]

1S

<
i

,={x€x/a'x) =0 (i=0, ..., BR-1

Lemme 1
Cvxexy, cP(x) =aP(x) (0 <p<ER-1)  (4)

Démonstration du lemme 1

» (Ay) est vraie pour p = O
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% Supposons (Ay) vraie pour tout k 6 {0, ..., p -1}
et établissons 1lh pour k = p .
Si eP"'(x) # 0 on obtient cp(x) = dp(x)
Si cp_1(x) = dp_1(x) = 0, on a alors dp(x)1= 1

D'ou : '{ ye V) N X /a_ (y) > 1 }”> o,
Mais : o_ » o et : dp'1 = cp'1 sur X,

X X 1

On en déduit : '{y e V(x) n X, / Cp 1 (y) > 1} |>,0;(

aP(x) = 1
Le lemme 1 est de ce fait démontré.

ce qui revient a dire :cP(x)

Ce lemme assure entre autres : ¥x ¢ X, cF"'R(x)=co(x)

Plagons nous maintenant dans le cycle limite
’
Tt F% Re
de 1'itération : d
co— dO

r

Ce cycle est de longueur p ( p > E + R d'apres le lemme 1)
X se partitionne de la maniére suivante X = X{ V] Xé avec :
X=X -X} ( ensenble des cellules non stables & O )

X)= {xex/ ct(x) = 0 & partir d'un certain rang |}

Désignons de plus par i1 1'ensemble des cellules de période
E + R dans le cycle limite ; on a la relation d'inclusion
suivante : X1(I i1CI X{ ceci d'apres le lemme 1.
Pour établir la proposition 1 il suffit de prouver que

X, = X4
Pour x 6 A = i - X1 ,désignons par r(x) l'entier suivant

r(x) =min { p > 0 / cp+‘(x) =1}

puis m = max {r(x)}
A
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m
on a la décomposition: A =) A(1) ,avec : A(i) = {x A / r(x) = i}
i=0

Lemme 2

[i ¥ie {0, ..., m} A1) C %, (4,)

Ce lemme prouve alors : A Cji1 et donc Y1= X! et par
suite la proposition -

Démonstration du lemme 2

* Montrons que (A2) est vraie pour i = O . _
Soit x ¢ A(0) ;on a :co(x) = 0 et 01(x)

i
—

D'ou : !Ep

ol =l yex v /Py >} e

. 0 3 0
Mais : B, C X1 ( car B, C X1 )

Par consequent : Vy @ Eg ¥k >1, ck(E+R)(y) > 1

:ck(E+R)+1(x) -1

Et par suite yce qui prouve x de

période E + R.

* Supposons (A2) vraie pour tout k < i - 1 et montrons
le pour k = i

ci(x) 0 et ci+1(x)«= 1

x 6 A(i) vérifie : : .
ca(x) = 0 pour tout j < i -1

On a done : \ﬁl:[{ y X0V /&@)>1” > 0!
i i~
Mais on a aussi : E_ C X, U A(J) ,ceci

par construction des ensembles A(j).Ceci
implique,d'apres 1l'hypothése de récurrence

E; c i1 et par suite : cl+k(EHR)(y) >1Vk >0

ceci pour tout y dans E;
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par conséquent : c(k(E+R)+1)(x) =1, Vk »0 |,
ce qui prouve que x est de période E + R
(A,) est donc vraie pour k =i.

Ceci cldt la démonstration du lemme 2 et en méme temps de la
proposition 1

Application

si c® ¢ € vérifie la propriété

(P) : vu=(x,5) ¢U, 6%, %)) >R
cr+1= Fg Rcr :
alors 1'itération : 0 ’ converge vers un
c

cycle de longueur B + R pour tout 6 = (01, ...,'en)

Démonstration

D'apres la proposition 1 du paragraphe 3% de ce

chapitre,co

fait partie d'un cycle de longueur E + R pour le
graphe d'itération de 1l'automate

6 ~
FE,R avec 0 = (dg(x1), ey dg(xn) .On peut donc

appliquer le résultat précédent;on pourrait montrer én fait
directement que Y fait elle méme partie d'un cycle de
longueur E + R

Remarque
Cr+1= Fg Rcr
Si 1'itération 0 ' converge vers un
c € ¢
cycle de longueur E + R, il n'en est pas forcément de méme
r+1_ .6’ r
= FE,RC

pour 1l'itération { 0 avec 6’ < o
c



1/ © =

£6-

(Zglyl)

1'itératien associée converge vers un cycle de longueur E + R

2/ @-=

(1, 1, 1)

1*itération converge alors,avec la méme configuration initiale

le point fixe O

Proposition 2

Si ER, et si G est un arbre ,

alors 1'itération converge vers le

D€ c

oint fixe "O" en un nombre fini de pas.
Y

.

vers
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Démonstration

La démonstration est identique & celle donnée pour
prouver le lemme 1 du théoréme 1 du paragraphe 4 (page 44) &
ceci pres qu'il faut remplacer l'expression min(E, B - 1)
par E .

Pioposition 3

B Si E =1 et 8i G n'admet pas de circuit de longueur

r+1_ 6 r
= Py R

supérieure & R, alors 1l'itération { évolue en

coéf c

nombre fini de pas vers 1le point fixe "O".

Démonstration

La encore, nous utilisons les réshltats

précedents.
Tout d'abord,par une argumentation de méme type que celle
qui prouve la proposition 7 du paragraphe 4 , nous montrons
que si le cycle limite de 1'itération considérée n'est pas
réduit au point fixe "O" il existe x dans G relié & un
circuit élémentaire C fortement continu ,et ceci par une
chaine fortement continue.

De plus, il existe t tel que 1l'état des cellules
sur C soit de la forme : (1, 2, ..., -R+1,07) , ce qui
implique que 1la 1longueur p de ce cycle est de 1dngueur
supérieure ou egale & R + 1 ,ce qui est contradictoire avec
1'hypothése de la proposition ...

Bemargue

Dans un contexte plus simple (pavage régulier du
plan), nous verrons au chapitre 5 comment pousser plus loin
1l'analyse . Toutefois 1' analyse du comportement itératif de
‘1'automate dans le cas général semble tres complexe &
aborder avec les outils que nous disposons.



6. CONCLUSTION

Les rappels et 1l'analyse développée au cours des
deux premiers chapitres serviront d'appui & 1'étude
d'automates cellulaires uniformes de méme type que les
réseaux d'automates qui viennent d'&tre étudiés. (voir
chapitre 4 et 5 de cette thése). En méme temps, nous nous
rendons compte de la limite des outils utilisés ; c'est
ainsi que, en ce qui concerne les automates 3 seuil dans 1le
chapitre 1 nous connaissons peu de choses concernant la
longueur du transitoire, l'organisation spatiale des
cellules dans le cycle limite, 1le comportement itératif dans
le cas non symétrique. De la méme manidre dans le chapitre
2, si nous obtenons des résultats pour des valeurs
particulidres des paramétres, le cas général parait tres
complexe & aborder, du moins avec les outils d'analyse dont
nous disposons.

Pour aller plus loin, il nous semble nécessaire d'allier
une démarche expérimentale & 1l'analyse théorique. Dans ce
cadre, nous avons été amenés & élaborer un systéme
informatique pour simuler 1l'évolution au cours du temps, de
réseaux d'automates : la présentation de ce systéme
constitue 1l'objet du chapitre 3 de ce travail. Nous
poursuivons ainsi un double objectif d 'une 'part nous
voulons visualiser les résultats connus et ceci sur de gros
exemples (ce qui nécessite 1l'utilisation de l'ordinateur),
d'autre part nous voulons mieux comprendre ce qui se passe
au cours de 1'évolution (question du transitoire,
organisation des cellules dans le cycle...) et en tirer
ainsi des enseignements sur la maniére d'analyser Iles
comportements.
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CHAPITRE 3

UN OUTIL POUR L' EXPERIMENTATION

SYGEDISC.
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1. INTRODUCTION

Soit A =(Q" »dg »F) un réseau d'automates.

,yr+1 - F yr
v y0 ¢ Q" , 1'itération 3 0. gn converge vers un

y

[43

point fixe ou vers un cycle de longueur finie notée p

Dans ce chapitre, nous présentons "Sygedisc"
(Systeéme graphique pour 1'expérimentation d'itérations
discrétes). Ce systéme est constitué d'un ensemble de sous
programmes dont l'activation permet, par prise en compte des
différents parametres de A , la simulation de son évolution
& partir d'une configuration initiale donnée. L'entrée des
données ainsi que le contrdle de 1'évolution se font de
maniére conversationnelle afin que 1'utilisateur puisse
disposer d'un maximum de souplesse. Nous donnons 1les
conditions d'utilisation de "Sygedisc" ainsi que des
indications sur la place mémoire et les temps de calcul.
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2. EVOLUTION D'UN RESEATU

D'AUTOMATES

QUESTIONS POSEES

En régle générale nous voulons des informations

Le nombre d'éléments du cycle limite.

L'organisation des cellules dans le cycle, en
particulier dans 1le <cas de fonctions locales en
dimension 2 : indications des blocs stables, des zones
instables...

La longueur du transitoire aboutissant au "cycle. Ce
probléme nous intéresse & double titre ; d'une part
nous disposons (cf chapitres précédents ) en regle
générale de peu de résultats concernant cette question,
d'autre part la recherche pratique du cycle limite est
conditionnée par un transitoire de longueur pas trop
grande, ceci pour des raisons évidentes de temps de
calcul.

Algorithme proposé pour la recherche du cycle

a/

Supposons dans un premier temps que 1l'on sache que tous
les cycles sont de longueur < p (p pas trop grand). On
peut alors utiliser 1l'algorithme suivant pour trouver

le cycle issu de yo



Algorithme cycle (P) :

début
1 Paire évoluer & partir de yo . A pendant un
noubre de pas q' fixé par 1l'utilisateur . Soit

; la configuration obtenue :
~ ]
7 =r'(y%

2/ Tant que (cycle limite non atteint) faire

début
Tester si § appartient au cycle limite par
comparaisons successives des  itérés
P'(§y) aveec ¥ pour r=2,3,...,p
81 (§ n'appartient pas au cycle) alors
v« PY(¥)

Fin

P

3/ Sortir le cycle.

Comme la longueur du transitoire est finie 1'algorithme
fournit bien le cycle limite. ‘

En général, nous ne connaissons pas la période maximum du
cycle limite (autre Dbien sur que qn inexploitable
pratiquement). Par ailleurs la rapidité de convérgence
dépend de la longueur du transitoire...

On adopte 1la démarche suivante au centre de

laquelle se trouve 1'intervention de l'utilisateur.

b/ Cas général
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Algorithme recherche cycle

Début

1/

2/

3/

4/

5/

Se fixer & priori un nombre p pour le nombre

maximum d'éléments du cycle.

Faire évoluer A & partir de 'yo pendant un

nombre d'itérations q' fixé par

l'utilisateur. yr configuration obtenue :

(¥ « ¥ (y)
A partir de 5 faire

Début

Tester si y appartient & un cycle de
longueur < p par comparaison successive
des itérés PP (¥) avec y pour
r=2,%,...,p

Si test positif Aller & (4)

Sinon deux possibilités

Cas 1 : arréter expérience : aller & (5)

Cas 2 : continuer recherche cycle ;
y « PP(y)
p « 2p
aller & (3)

Sortir cycle

Arrét recherche
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L'algorithme permet théoriquement d'aboutir au
cycle (les longueur du transitoire et du cycle étant
finies).

L'intuition joue donc un rdle dominant dans 1la
recherche pratique du cycle limite. C'est & cet effet que
nous avons été amené & élaborer le systime conversationnel

"Sygedisc". Ce systéme,dont la description est 1'objet des

lignes qui suivent a été congu pour permettre &

l'utilisateur de contrdler & tout moment 1'évolution de
l'automate étudié..

3. DESCRIPTION DE "SYGEDISC?™

"Sygedisc" est constitué d'un ensemble de sous
programmes (22) représentant environ 1500 instructions
fortran qui, prenant en compte les différents paramétres de
reseaux d'automates cellulaires locaux, permettent 1la
simulation de leur évolution & partir d'une configuration
initiale donnée.

Nous donnons ci-dessous 1'organigramme des
différentes parties de ce systéme avant de revenir en détail
sur chacune d'entre elles. Une documentation de programes a
été  rédigé séparément et le déroulement d'une
expérimentation se trouve en annexe.
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%.1. Organigramme de SYGEDISC

DEBUT

=

Entrige graphe connection
G

4

Fonction de transition

T
;mp“wmmm_meé'

Choix de configuration

¢ 3 affichage c

|
~ 1
<;:§gut transitoir;j:}——b___

. ¥
A4 Choix s pas
0 d'itérations
) c * F?(c)
¥
A4 . -
Straté gie \\L 1.
D —
sortie cycle / - l
1N ‘Recherche
< cycle
& 0 T Y
4
0 v ‘" Cycle attveint
N 1Y
74 .
1 Affichage
Y cycle
c <« F(e) B %
Affichage c A A
;% Nouvelle
__...._.._.4<, L . “—"6‘——_ . .
configuration

1y
0

< PIN
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3.2 Description des différentes parties du systéme .

On peut distinguer deux étapes principales dans le
fonctionnement de "Sygedisc".

Premitre étape : entrée des paramétres de l'automate A.

Deuxiéme étape : Evolution de 1l'automate avec sortie des
résultats. '

Nous allons analyser dans le détail chacune de ces étapes en
nous placant du point de vue de l'utilisateur.

3.2.1. Premitre étape : Entrée des paramdtres de A .

Il s'agit de définir la structure du graphe de
connection et les régles locales de transition.

A/ Entrée graphe connection :

I1 y a deux maniéres d'aborder le probléme suivant
que A représente (ou non) une fonction 1locale en
dimension 2

a) Premier cas :

A ne représente pas une fonction locale en
dimension 2 .
Le programme demande & 1l'utilisateur le nom du segment dans
lequel figure les caractéristiques de G qui y .ont été
préalablement inscrites & l'aide d'un programme auxiliaire.

b) Deuxiéme cas :

A représente une fonction locale en dimension 2.
Le graphe de connection est alors soit un pavé de 7,2
(fonction locale de type 2) ; soit un tore (fonction locale

de type 1). Le programme demande dans 1l'ordre.
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1/ La fonction de voisinage utilisée

Trois ©possibilités sont offertes dans 1'état
actuel du systéme.

a/ Voisinage type Von Neumann

B/ Voisinage en étoile

v/ Voisinage de Moore (k)

plus précisément

St x=(4,3) , V(x) = {2z = (p,a) / 8,(p,i) <k, 6,(p,i) <k}

avec
6,(p,a) = |p - al si A fonction locale de type 1
én(p,q) =min (Ip -ql, n - |p - q) ) si A fonction

locale de type 2 n étant une des dimensions du tore.

2/ lLes dimensions du réseau (torique ou rectangulaire)

On prendra dimensions du domaine < 30 .

3/ Le type de la fonction locale étudide (I ou II)
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Le type I correspond & un automate agissant sur un
tore.

Le type Il correspond & un automate opérant sur un
rectangle de Z2 (cas type de simulation d‘automate
cellulaire uniforme). La détermination des voisins d'un
sommet situé au "Bord" du domaine se fera automatiquement
selon que l'automate est de type 1 ou 2.

B/ Entrée fonction locale de transition
Le programme demande dans un premier temps &

l'utilisateur quel type de fonction il veut faire évoluer
aux sommets du graphe puis dans un deuxi®me temps 1les
paramétres de la fonction. Dans 1'état actuel du systime
"Sygedisc" sait prendre en compte :

1/ Dans le cas de graphes de connection "quelconque"
des fonctions de type majorité ([15]).
2/ Dans le cas de fonctions locales en dimension 2

deux types de fonctions :
a/ fonctions & sgeuil ‘"généralisée" dont
trouvera une définition précise au chapitre
b/ automates de type "fenétre" que 1l'on peut
ainsi définir i
Soit une cellule x influencée par Xy,...,%
deux états possible : O ou 1. On pose :
pour ¢ configuration donnée, ‘
S(c(x)) = nombre de voisines de x & 1

6(c(x)) = {1 si 6, < 8(c(x) < 0,

0O sinon

9,, 0, étant deux entiers.
Le comportement . de ces fonctions (qui
constituent une variante de 1l'automate de
Conway) est trds riche et complexe a
analyser.

on

3,




L'introduction dans le systéme de nouvelles fonctions ne
pose pas d'autre probléme que l'écriture d'un sous-programme
fortran décrivant la ré&gle d'évolution voulue

Ceci étant fait, nous avons introduit tous les paramdtres
de l1l'automate.

3.2.2.Deuxiéme étape : évolution de 1l'automate

1/ Entrée configuration initiale

Deux possibilités sont offertes & 1l'utilisateur
a/ La configuration est entrée "4 la main" sommet

par somnmet.

b/ Répartition des états aux sommets du graphe de

maniére aléatoire ; plus précisément,

* Si Q = {0,1} 1la répartition se fait
suivant une loi binomiale de paramdétre p
p étant la proportion de "i{" désirée par
1'utilisateur

* Si Q = {0,1,...,9} (a»2) , il y a
répartition des états aux sommets du graphe
suivant une loi uniforme sur Q .

On utilise & cet effet des générateurs de
nombres aléatoires fournis par la biblioth&que
N.A.G. Apreés entrée de la configuratidn, il y a
affichage sur console.

2/ Stratégie d'évolution :
Deux possibilités sont offertes.

a/ Faire évoluer l'automate pas & pas avec affichage
de chaque état jusqu'a décision d'arrét.
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b/ Rechercher le cycle limite suivant 1l'algorithme
décrit plus haut (paragraphe 2). A chaque étape de
l'algorithme i1 y a affichage de 1la configuration
courante. 3i la recherche échoue, il y a possibi}ité de
revenir & une évolution de type pas & pas.Sinon, il y a
affichage du cycle avec indication du nombre d‘éléments
et des zones stables.

3/ Test d'arrét, sorties graphiques :

Quand l'utilisateur décide 1l'arrét de 1'évolution,
le programme 1lui offre la possibilité de recommencer &
partir d'une autre configuration initiale. Sinon, on sort de
"Sygedisc". Si 1l'utilisateur le désire, il y a & chaque pas
d'itération , écriture sur fichier de 1la nouvelle
configuration avec indication de 1l'activité (nombre de
cellules changeant d'état au cours d‘une itération).

Enfin, i1l y a possibilité de faire apparaitre sur
écran graphique (et de faire dessiner) 1le graphe de
connection avec les états aux sommets.

3.3. Indications sur les temps de calcul

Soit F fonction locale de dimension 2 . Le temps
mis pour le calcul d'une itération est proportionnel aux
nombre de somets du domaine. (Quand on passe d'un rectangle
de dimension (10,10) & un rectangle de dimension (20,20) il
est donc multiplié par 4). Le temps de calcul augmente
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également en fonction du cardinal du voisinage utilisé.

Dans le cas d'une fonction de type majorité sur un
tore (voir chapitre 3), nous indiquons dans le tableau ci-
dessous 1le temps moyen de calcul pour une itération ceci
pour différents types de voisinage et de dimensions du tore.

Rappel
Si x = (i,j) , L et A& dimensions du tore

Vk)(x) = { z = (p,a) / 8,(p,a) <k, &, (p,q) < Xk }

6n étant la distance classique dans %2/n% ainsi

définie

6,(x,y) = min (jy -x} , n -1y - x1)

1
v

L=1=10 L=1=20 L=1=71730
0.02 0.08 0.2

Von_ Neumann
0.08 0.31 0.75

V(1)
V(2) 0.21 0.82 1.92

(Temps donré en secondes )
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4. CONCLUSTION

Avec "Sygedisc" , nous disposons d'un outil d'analyse
expérimental pour 1' évolution de réseaux d'automates.
Les chapitres suivant constituent des exemples d'utilisation
de ce systéme. Dans l'optique d'une utilisation plus large,
i1 serait intéressant d'améliorer 1les performances des
programmes au niveau du temps de calcul, d'intégrer un plus
grand nombre de fonctions de transition , et surtout de
résoudre des problémes 1liés aux sorties graphiques:dans le
cas de graphes de connection gquelconques
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CHAPITRE 4

ETUDE D°UNE CLASSE
D' AUTOMATES CELLULAIRES

UNIFORMES A SEUTII







1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions 1'évolution sur

7.2

these. Les automates cellulaires uniformes & seuil

des fonctions & seuil présentées au chapitre 1 de cette

interviennent dans la modélisation de phénom&nes de
provenances diverses : moddles en sociologie ([171]1), en
biologie ([18] )... Apr®s avoir rappelé et illustré par des
exemples les résultats connus, nous approfondissons
l'analyse du comportement itératif de ces automates pour
deux types de voisinage :

1/ Voisinage de Von Neumann ;
2/ Voisinage de Moore "généralisé".

Nous nous intéressons particuli®rement & 1'influence des
paramétres de 1'automate sur la structure du cycle 1limite
(existence et forme des blocs stables , mesure de l'activité)
Par ailleurs, nous établissons un 1lien avec une é&tude
réalisée par H D.Schultz [19]) sur des fonctions type "double
seuil" wutilisées dans la modélisation de phénoménes de
ségrégation (voir Schelling [17], et aussi le chapitre 1
de ce travail).Nous montrons que ces fonctions constituent
une classe d'automates cellulaires uniformes & seuil ,ce qui
nous permet de répondre A4 un certain nombre de questions
restées en suspens concernant leur comportement itératif.



2.

PRESENTATION,RAPPELS

Dans ce chapitre nous utilisons des notations et définitions

introduites et explicitées au chapitre 1.

Définition 1

i Un automate cellulaire uniforme & seuil est caractérisé

*/ gz .

' voisinage
0

(0,1

L

Rappellons que

introduite au chapitre

par la donnée de A

*/ V = (v_p,...,vo,...

(z",v,{0,1},0,8) avec

espace cellulaire.

,vp)

vi€Z' .1 <ic<p

symétrique quelconque.

état de repos.

}2p+1 {0,1} ,fonction de transition
J=p
5)( ,--.X, ...,X =1 Za. —9]
(e pr =o%g p [~__ ¥ o0
J=-p
25, 8 GR
-p<j<p
1 s8ix>»0
1[x] = § (notation  déj
2) 0 sinon
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Si c désigne une configuration initiale de
"Os" et de "18" on appelle fonction globale de transition
A , une application de C dans C telle que :.

vxe z° , Ale)(x) = 6(c(V(x)) avec V(x) = x+V.

Ainsi si V(x) = (x_p,...,xO = Xy eee, xp)”

J=p
on obtient : Ale)(x) =1 z a, c(x,) -0 ]
j=pd
Sauf exception nous nous intéresserons exclusivement au cas
Oh n = 2 ° V

Le résultat de base établi dans [6]) et rappelé au
chapitre 1 de cette thése sur le comportement itératif des
fonctions & seuil symétriques s'applique de 1la manidre
suivante aux automates cellulaires uniformes & seuil.

Proposition 1 [6]

Si les deux conditions suivantes sont réalisdes {
(i) A non expansive
(ii) a; =a_; pour j = 1,...,p
J J 8+2 s
alors ¥c 6 C; 3s 6N/ A" “(e) =4"(c)

Si A est non expansive, 1l'étude de son
comportement itératif se ramdne & 1'étude du comportement
itératif de fonctions opérant sur des ensembles finis (si
n=2 , A est en fait identifiable & une fonction locale en
dimension 2 de type 2 (cf. Chapitre 1)). On peut donc & la
fois appiiquer les résultats connus et faire des simulations
par ordinateur (en utilisant 1'écran borné d'une console).
Une condition suffisante pour que A so0it non expansive
s'exprime de la manidre suivante :
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Loy a; < o avec JV = {3, 1 < j<p/ a8y v 0 }

Au cours de ce chapitre nous nous intéresserons plus
particuliérement & wune famille d'automates cellulaires
uniformes & seuil , dont la description est 1'objet des

lignes qui suivent

Définition 2

On désigne  par A la famille d'automates
cellulaires uniformes suivante :

A = (Ah,e) avec h,0 G R
2
Ah,@ = (Z ’ V’ {011} ] O; 51’1,9)
. b _ ]
éh,e(x-p’ ces X, ...,xp) = 1[(o - h)xo + ji-pxj -0 |
— j #0

Tenant compte des notations indiquées plus haut la fonction
globale de transition s'éderit A, o avec
14

p ,
Ay (e)(x) = 1[(0 - h)e(x) + I e(x,) - 0]
» © i - J
J=-p
j#0
Nous allons maintenant établir quelques prOpriétés
de A.Tout d'abord,nous montrons que ce sont les valeurs
entieres de h et © qui exercent une influence sur le
comportement de Ah 5 .Ceci se traduit par :
?

Proposition 2

Si  [n] Ch ¢ [h] + 1 (Lol Lo ([l +1)

alors : Ay o= Alpler,e (Bn 0= Ay [o41)
( [hj désigne la partie entiére de h)




Démonatrgtion

Remarquons que : S(x) =
X

i
X

T

c(xj) est entier > 0
¢ Vi(x):
X

-

Supposons h non entier (la démonstration est

identique pour o) .

S8i e(x) =0, A e(c)(x) ne dépend pas de h.
’

Si c(x) =1, Ah,e(c)(x) = 1[8(x) - n)

Mais 8(x) 6 N D'ou : (8(x) > h) - (S(x) > [h] ; 1)
Donc : 1[8(x) - h] = 1[S(x) -([h) +1)] = A[h]+1'e(c)(x)
La proposition est de ce fait démontrée.

Par ailleurs, on vérifie que :
1/ 8i h <0 (6 <0) |, An, o= b, 0 (Ah’e= Ah’o)

2/ 8i ho> V)| (o> |v(x))), M,o® Ay Lo (B, v(x) )
On peut donc se ramener & : O < h,0 < ’V(x),

Dans toute la suite nous poserons :

) avec :

h, o entiers
A= (a I

h,0 0 <h,0 < [V(x)]

Proposition 3 :

83i ¢ est un point fixe de Ah o * © est également
9

point fixe de A avec h* <h , o' 5> 0 .

ht’el

-



Démonstration
Si e(x) =0
Si c(x) =1

par conséquent,
point fixe de

Nous

itératif de ces automates dans les deux cas suivants

Si

]

]

alors

Donc

D'ou

et

alors

d'ou

done

si c

Ah',@'

allons pousser
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: Ah,e(c)(x) =0

S(x) < o

S(x) « o'

Ahn’ec(c)(x) =0

car

Ah’e(c)(x) = 1

S(x) >h » h!

Ah',@'(c)(x) =1

est point fixe de A

avec

plus

h' < h

et

o' » o

h, o
o' > o

’

est

loin 1'analyse du comportement

1/ V = "voisinage de Von Neumann"
2/ V = "voisinage de Moore généralisé".
3. V. = " VOISINAGE VON NEUMANN.
3.1.__Notations , Hypoth&ses.
x = (i,j) on note V(x)= (x 51X _4,%5,%,%,) ,aiec
Y
- (i-1,3) 1,9
(i il a,
= (4,3-1) o 2 a.
x (1,3%0) 13) 1, 5+1)
(1,j+1) a_,
(i+1,3) i-1,3)
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Si ¢ désigne une configuration de "0s" et de "{g",

2
A s'éerit ¢ Ale)(x) = 1[ =
j=

© & R , -2 ¢ j <2

-2ajc(xj) -0 ]

avec | a

j ’

On peut, sans perte de généralité, supposer que (4 une
rotation pres)

a_1= a - A a1= a + A sy, > O
a,,=b - a,= b + p » p 20

Dans ce cadre, la condition de non expansivité (H) s'exprime

sous la forme :

a+ A (0
(H) :
b+ u ¢o0

Dans tout ce paragraphe, nous supposons (H) réalisde .
De plus nous  supposerons que les cellules sont
excitatrices, c'est-a-dire que :

a -A>0
b -pup>0

Sous ces conditions la proposition 1 du paragraphe 1 se

(HO) :

formule ainsi :

A=p=20 s
) => ¥ec 6 C, 86 N/ a%c =4
H

Dans un premier temps, nous nous restreignons au

s+2 -
c

cas A= p =0 (automate symétrique) et nous nous
intéressons au comportement des cellules dans le cycle
linite (de longueur < 2 ) ainsi qu'au probldme de la
longueur du transitoire y aboutissant .Dans un deuxiéme
temps, nous aborderons le cas non symétrique .
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3.2. Organisation des cellules dans le cycle.

On suppose dans les lignes qui suivent A = p=0.

Proposition 1

Si ang + a +b £ 0, il n'existe pas de configuration
stable non triviale (non réduite au point fixe "Q”)
De plus , si max(ag+a +b, a+b)¢ 6 alors
r cr+1

o>
o
]

1'itération 0 converge vers le point fixe "O"

Démonstration :

* Supposons : ag +a +b < o .
¢ point fixe non trivial de A
il existe x5 = (i5,Jg) tel que

.
?
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On obtient immédiatement : A(c)( 10,30) =1

¥ Supposons maintenant max(ao +a+b,a+b) o
Plagons nous dans le cycle 1limite de cette
itération que nous supposons non réduit au point
fixe "O" . r étant pris suffisamment grand

pour que e’ soit dans le cycle,désignons par

Xg = (io,jo) tel que :

0

Vj ) j() ? cr(iO’J)
Vi iy , cf(i,j) = 0O
Cr(iO:jo) = 1

3i T est la période de l'automate, nous avons :
" (1g,dg) =1, (B) |

Or on vérifie successivement :
0=ac (i ,j):Akcr(i ,3) pour 1iDdp; ¥k
b o (1,,3) = 8% (1y,1) =0 pour 3> Jo
et enfin :
Act(in, i) = 8" (i.,3.) =0 pour k =T
0'do’ = 0o’ = po =

On a donc cr+T(iO,jo) = 0 ce qui est contradictoire avec (A)

Le cycle limite de 1'itération 0
réduit au point fixe "O" .

Ceci cl6t la démonstration de cette proposition .
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Supposons maintenant 8y = © - h,0n retrouve ainsi 1la
famille A = (Ah 0) dans le cas particulier du voisinage de
9
Von Neumann.

b8! derit 4 (e)(x) = 1[(0 - h) o(x) +S(x) -0 ]

avec : S(x) = 1 e(x.)
j=-2 J
j#0

Domaine de variation des paramdtres h,e

La condition (H) de non expansivité s'exprime sous
la forme H : o » 2 . '
2 <0 <5

Nous avons donc comme domaine de variation pour
0 < h <
h et o . Z

by

©=5 : une cellule & "QO" reste stable

h =0 ¢ une cellule & "{" regte stable
h =5 : une cellule & "1" passe a4 "o

L'objet des lignes qui suivent est d'examiner, H étant
réalisée, 1'influence des paramétres h et ¢] sur la

structure du cycle limite.

Proposition 2 :

Si h >3, il n'existe pras de configuration stable non

hs>»3
triviale ;de plus si : (condition P), on a alors
0 >3
0 - s O -
¥c 6C, s /487 c’ =0 avec : 5 <p = max(L,8)
L et & étant les dimensions du rectangle enfermant la
configuration initiale .




Démonstration :

La 1° partie de cette proposition (condition P) n'est
autre que la +transposition de 1la proposition 1 au cas
considéré (famille A) '

Pour évaluer s ,on procdde de la manidre suivante :
'/ on montre : ® < § ol 8 représente le nombre de pas
nécéssaire & la disparition d'un bloc carré de dimension p .

2/ on établit qu'un bloc carré de dimension p disparait en
p pas

Toujours dans le cas h » 3 (pas de configﬁration
stable), imposons o = 2.

On donne ci dessous des exemples de cycles lihites obtenus &
partir de configurations initiales introduites & 1'aide de
générateurs de nombres aléatoires suivant une loi B(p)

(O ¢ p <1 ) (nombre & 1 avec une proba p )

On appelle activité de 1'automate la proportioﬁ de cellules
changeant d'état au cours d'une itération. On constate que
l'activité de 1'automate est importante dans le cycle (ce
qui est caractéristique d'une grande instabilité). Suivant
les cas de 75 # & 100 ¥ des cellules clignotent dans 1le
cycle.

Pour h = 3 , i1 est possible d'observer des blocs stables
de la forme '

+
0 1 1
1 1
Par contre, pour h = 4 , 1les seuls blocs stables

observables sont composés de cellules & "O"



Exemples :

1/ 6=2 , h=3

2 .
1 si -c{x) + ¢ eclx,) > 2
X 5l

%0

g
O
-
i
~—r
i
oty G

0 sinon

On donne (figure 1) le cycle limite obtenu & partir d'une
configuration initiale choisie & 1'aide d'un générateur de
nombres aldatoires (p = 0.7).( loi B(p)).

TS,
EO
-
418
l(b
it

g v oo 0+t o0+t g +top
to+ o0 t ot 0o tactoo t g

ot otrtoo t et o totatto+to
+tog+totot o+t totrtooto+
otototootogtotottato
tototo+|T T t1jot+totata
c+totnrojlt V1|4 00totg+
tao+o+o+ftt Y tjor+tagtotog
o+t totgltttijtoutaotogo
40+ *o{tl 11 llotadtotos+ ta
otoo +l V1t ll4ototo oot
+ototrtototoortotototooan
0Oto o +otod totortotaog o+ b
to*t0+ot o toot+at o+t bt
D+to0o+totorp+totodoetooat
Yo totototovotootatolt
a+t g+t rtogtotototoug to+oud
t gt rtotogtototrotntgopt
'G*Q‘Q"L}*c.*ﬁ*ﬂ‘ Pog o+ ¥ Gt
b g b0t ot gt bt g b 50

2/ =2 , h=4
M 2
1 si: -2 c(x) + = c(xj) > 2
Me)(x) = 15 ¢
’ 0 sinon

On remarque gque le cycle obtenu ne comporte pas de
blocs stables de "1g", ILa configuration . initiale est

choisie avec p = 0.4



Figure 2

0+t a+to J'}oloi'oouf
totao+viandtoroniota
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t 0+t 0+ g 4o ¢+ to+to

‘ufofofofo‘ '0*06

. h €2
Etudions maintenant le cas : ;
0 » 2

Proposition 3 :

Il existe des configurations stables non triviales .

Démonstration
Le bloc de ™"1" suivant est stable :
0 0
0] 1 1 0
0 i 1 0
0 0

La proportion des configurations stables augmente quand h
diminue et 0 augmente (application directe de 1la
proposition 3 du paragraphe 1). Par ailleurs la proportion
de blocs stables de "1s" et de "0s8" est contrdlée par les
valeurs des paramétres h et © . (Quand h diminue 1a
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la

0 augmente

stables augmente, quand

"1 "

proportion des

stables fait de méme).

"OS "

proportion des

.
.

Cas limite

toute configuration est stable.

(hye) = (095)

.
.

Exemples

(h,@) = (292)

1/

sinon

1
0]

Ale)(x) = ’
On donne deux exemples d'évolution (figures 3 et 4) & partir

B(p)

avec p = 0.25 puis p = 0.20 . Signalons que la longueur du

de configurations initiales obtenues suivant une loi

transitoire aboutissant au cycle limite est supérieure au

diamétre de la configuration initiale .

Figure 3
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A s'appelle fonction "majorité" sur 22 (Pour plus de
précisions sur cette fonction voir par exemple [15] ). Le
cycle limite obtenu & partir d'une configuration initiale

donnée se caractérise par :

1/ une grande stabilité des cellules : la probortion
des cellules clignotantes ne dépasse pas 3 &
4 % ;

2/ un regroupement des "{" et des "og" en blocs

stables bien délimités.
l'exemple suivant fait clairement apparaitre ces propriétés
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COmmentairea

A : vcleoc s 3s /AP ec=0.
B : région d'instabilité de l'automate , possibilité blocs
stables de 0", et de "1" (pour h=3).
C : Expansivité automate (peu d'intérét pratique)
D : Existence de configurations stables, la proportion de
configurations stables augmentant quand h diminue et
0 augmente .

Ces exemples, simples, donnent une idée de
1'influence évidente des paramdétres de 1'automate sur la
structure du cycle limite. Nous reprendrons cette étude au
paragraphe suivant dans le éas, plus riche, du voisinage de
Moore. ‘

3.3 question du transitoire

La question du nombre de pas nécessaires pour
atteindre 1le cycle 1limite & partir d'une configuration
initiale donnée n'est en général pas simple. Dans [7],
E.Goles exhibe' une famille de fonctions & seuil dont 1la
longueur du transitoire augmente exponentiellement en
fonction du nombre de sommets (ceci pour des configurations
initiales judicieusement choisies ) En ce qui concerne les
automates cellulaires uniformes, on peut faire les remarques
suivantes :

1/ Nous avons montré a la proposition 1 du paragraphe 2
que pour certaing automates "corrosifs" le nombre de pas
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était inférieur au diameétre de la configuration initiale ,
ceci au sens de la distance d_ ainsi définie :

d_(x,y) =max(|i - i'{, |§ - 3'D)

avec x = (i, j) ,y=(3, i)

Cette propriété n'est pas vraie en général (en particulier
pour les fonctions de type majorité , ol nous avons trouvé
des contre exemples )

La majoration conjecturée dans [6] ,voir aussi [22],
(longueur du transitoire < n , nombre de cellules de 1la
configuration initiale) n'est pas satisfaisante d'un point
de vue pratique ( pour L = & = 30 , il faut 900 pas
d'itérations pour &tre assuré d'atteindre le résultat )

2/ Toutes les simulations effectuées & 1l'aide de"Sygedisc”
ont montré que le cycle était atteint en quelques dizaines
de pas. Dans le cas de la fonction majorité sur Z2 , nous
avons abordé le probléme de manidre un peu différente. Nous
avons vu plus haut, que pour cette fonction , les cycles
limites obtenus & partir de configurations . initiales
choisies de manidre aléatoire se caractérisent par une tres
faible activité de l'automate (voisine de 0). On s'est donc
intéressé & 1'évaluation de 1l'activité 1le 1long du
transitoire, ceci a partir d'un grand nombre de
configurations initiales (choisies bien sur avec la méme
proportion de "{g") et nous avons constaté que cette
activité décroissait de maniére exponentielle le long de ce

transitoire comme le fait apparaitre le graphe ci-dessous :



— -t - — ——

o

R s e n.o...ic..»ul'

Chepae

emecpe me c fotcs-sereocccoc e . ann

TR

T

16

H
oeon
P i
R
o —
' PN SIS YLD .
—~~ b T T [R T e
=

.
cot

1 (

-
-

TIVITE

~
7

Al

ACTIVITE

(K



-106-

3.4. Cas non symétrique

L'objet des lignes qui suivent est d'examiner dans quelles
conditions le comportement 2-cyclique de 1l'automate reste
vérifié lorsqu'il n'est plus symétrique (c'est & dire en
dehors des hypotheéses assurant une période limite inférieure
ou égale & 2)

Plagons nous sous les conditions (H) (non expansivité)
et (HO) (cellules excitatrices)

a -x3> 0
(H,) g |
b -p >0
a+ \ < 0
(H) :
b +u <0
Notons Ay " la fonction globale de transition paramétrée
’

par Mk et p

1 si: e e(x) + (a - 1) c(x_1) + (a + 1) é(x1)
A, (e)(x) = + (b - ) olx_,) + (b +p) ce(x,) >0
sy 1

0 sinon

A, , €8t 1' opérateur symétrique i seuil dont i1 a été
’
question dans les pages précédentes (qui vérifie donc les

hypothéses assurant le comportement 2-cyclique)

Proposition 2 :

Si max(ao+ a+b -\ -p a+bdb -x-yp) o alors
1'itération

r r+1
Ay u(c ) = ¢

O’ converge vers "O" en un nombre
¢ ¢ C

fini de pas.
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Ce résultat est en fait la proposition 1 (3-2), adaptée au
cas étudié .Nous ne reproduisons donc pas la démonstration .

Remarque @

Ce résultat fait appel & des considérations de
type topologique (On utilise le fait que 1l'automate agit sur
un domaine fermé du plan). Il ne "passe" pas dans le cas
d'un tore ,comme le montre 1l'exemple ci dessous :

Exemgle.i
Posons
2 = 1
a_1=1
8.1':1 0=3
8_2:::0’9
&2=1,1
0 =3
On a :

agt 8 _y+ 8, =2,9¢ 3

3i l'automate agit sur 7,2 (automate cellulaire

uniforme), on peut appliquer les résultats de la proposition 2
v®ec, g3sew £ =0
Supposons maintenant que 1l'automate agisse sur un

tore (fonction locale en dimension 2 de type 1). Si n est la
dimension du tore, on peut obtenir des cycles de longueur n

en effet, soit O 1a configuration initiale suivante :



10 &=

Toutes les colonnes de co sont & "O" sauf deux :
~ L'une remplie de "1"
L'autre remplie de "1" sur toutes les lignes sauf une
h non ’
On vérifie sans probldme que 0 appartient & un cycle de
longueur n .

Supposons pour la suite que la condition (P) est vérifide :

(p) : max(ao+ a+b -\ -p,a+db-xr-yu)>o0

Proposition 3 :

Si ag = 0 , le comportement 2-cyclique de 1'automate
reste vérifid.

Démonstration :

Posons pour ¢ ¢ C, E(x) = {y 6 V(x) / c(y) =1}

1°/ B[ =o, 1
Alors en utilisant (H) , on obtient :
by ule)(x) = 8y,0(e)(x) =0
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2/ |E(x)| =2

On a alors E(x) = | Yq y2}

En fait ,on se trouve géométriquement dans 1l'un des deux
cas suivant, & une rotation pres :

3o

1°. cas

En utilisant 1'inégalité : a +b > a - A +b - > 0
on obtient : Ax'“(c)(x) = O’O(c)(x) =1

2° cas

i

I ° S 3 ° °
On obtient immédiatement : Ak,u(c)(x) AO,O(C)(X)

3°/ |E(x)| > 3

Alors il existe yy , y, dans V(x) avec

[ Yo

¥y X

Utilisant (Hy) et ce qui vient d'8tre dit pour |v(x)| = 2
on obtient immédiatement : A, (e)(x) = A, ~(c)(x) = 1
A, 0,0



-110-

Par conséquent on a : A = A ycé qui prouve le

comportement 2  cyclique de A .

Remarque :
La propriété 2 reste vraie dans le cas d'un tore
(démonstration purement algébrique) avec bien entendu
atb-A-p > 0 '

Intéressons -nous maintenant au cas ou ao 0

Proposition 4 :
Si ay % [0 -2 (a+ D), o[ le comportement 2-cyclique

reste vérifié.

Démonstration :
Si e(x) = on a : (c)(x) = 8 (c)(x)
d'aprés ce qui précede (pas d'1nfluence de aO)

Si c(x) = alors :
Ax’u(c)(x) =1 = AO,O(C)(X) si:ay 0
8,,()(x) =0 =8y o(e)x)  si:ay @-2 (a+h)

On a donc (c)(x) (c)(x) et on obtient ainsi la

o 0
pér10d101té recherchée

Dans le cas ou an G [6-2(a+b),e[ nous conjecturons
que la période limite est toujours 2 , ceci en nous appuyant
entre autres sur les simulations effectuées.
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Remarque

Z , (automate

4

A

Considérons la restriction de

cellulaire uniforme & seuil en dimension 1)

Ay

X+

x-1

a(e)(x) = [ aOC(x) +(a-A)cx+1)+@+r)cx+1) -0]

avec
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e » 0
a+rx£ o0

aq R,a-x>»0, x>0
On démontre que pour toute configuration initiale cO
2 . r r+1 . .
1'itération A, ¢ = ¢ converge vers un point fixe en un

N
nombre fini de pas,inférieur ou égal A& 1la largeur de 1la
configuration

4. VOISINAGE DE MOORE
"GENERALISE?™"™

4.1. Notations , Hypothe&ses.

Si x = (i,j) , k > 1 entier. On notera Voisinage
généralise de Moore de X , 1'ensemble
V() = {2z €2° /a (x,2) <k}

" avec d_(x,2) =max ( ji - 2 [» |3 -m])
si z = (&,m)

Vi (x)| = (2k+1)2 = p

Pour k = 1 , on retrouve le voisinage de Moore classique

Considérons 1la famille A = (4 O) (0<h, o« |v(x)j)
9

présentée au paragraphe 1 de ce chapitre et appliquée au
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voisinage V(k) .

Pour h,® fixés, on désigne par A la fonction globale de

transition

By oe)(x) = (e -h) c(x) + = C(XJ) - 0]
xJe%Jx)-{x}

Dans un premier temps nous allons montrer que A est identique
4 une famille d'automates cellulaires uniformes analysée par H
D.Schultz [19] dans 1la modélisation de phénomdnes de
ségrégation [17]). Combinant 1'analyse de H D.Schultz aux
résultats connus sur les automates & seuil, nous présentons un
tableau d'ensemble du comportement itératif de ces automates
suivant les valeurs des paramdtres h,o . |

4.2.. Identification avec l'automate .de H.D.Schultz.

Soient i,j deux entiers positifs. On considdre 1la
famille d'automates cellulaires uniforme suivante:

8 = | 8y | (i, 6 N) }

avec : §; 4 = (2%,V(),{0,1},0,0; )

ainsgi définie

ag

i,]

8i c¢(x) = 0 alors :

‘, (0)(x) = si So(x) >.i
» 1 8inon

So(x) désignant le nombre de sommets voisins
de x y compris lui méme & "O".
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31 e(x) =1 alors

1 si S1(x) > j
Gi J(C)(X) =
’ O sinon

S1(x) désignant le nombre de sommets voisins

de x y compris lui méme & "1",

La famille d'automates 8§ = (Sij)
1 < i« (2k+1)2 y 1 <3 < (2k+1)2

est utilisée dans la modélisation de phénomeénes de ségrégation
et est analysée dans [19] du point de vue de 1'existence des
configurations stables.Toutefois »yOn  ne sait pas ,jusqu'a
présent, déterminer 1la période limite des automates de cette

famille.

Mais ces automates sont aussi 1'extension sur Z2 , dans
le cadre du voisinage V(k), des fonctions double seuil
introduites au chapitre 1. On peut donc faire état du résultat

suivant,qui va nous permettre de répondre & cette question de
la période limite de cette famille d'automates.

Proposition 1
A =S58
Plus précisément 83

i = Ah,e avec

1]

{h: j-1
0 = (2k+1)2 - i + 1

Démonstration :

La démonstration de cette proposition se fait par
application de la proposition 2 du paragraphe 3 du chapitre 1
(fonction double seuil)
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I1 suffit & ce effet de remplacer dana la démonstration de
cette proposition dg(x) par : (2k + 1)2 - 1 pour obtenir h
et O en fonction des paramétres i et j.

A et S ayant le méme nombre d'éléments , ces deux familles
sont donc identiques. |

Remarque :

"

h = j-1 i= (k)41 -0
, on déduit

De 2
0= (2k+1)° -1+ 1 J

h+1

4.3. Analyse du.comportement itératif.

‘Condition de non expansivité

0 0 0
k

l
o
W

\./’

Pour x (& 1'état "O") disposé comme ci dessus ona
S(x) = x(2 k + 1)
La condition de non expansivité s'dcrit sous la forme (H) :

(H) : 0 » k(2k + 1) + 1 = eexp
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Valeurs de @exp pour k = 1, 2, 3, 4

K D > 3 2
Cxp ! 4 1 l 00 !37
(2k+)° i 9 o5 i 49 ]81

Dans ce qui suit, nous supposons (H) réalisée.

L'objet des lignes qui suivent est, de la méme maniére qu'au
paragraphe précédent d'étudier 1'influence des paramdtres h
et © sur la structure du cycle limite de 1'itération ,la

configuration initiale étant prise suivant une loi B(p).
Sous (H) , nous pouvons, d'apres ce qui précede faire état

du résultat suivant concernant la longueur des cycles de cet

automate

Proposition 2

¥ co G C, 1'itération Ah o c'= cr+1 converge vers un
14

point fixe ou un cycle de longueur 2

L'utilisation de la théorie des fonctions & seuil
nous permet donc de répondre & une question .restée en
suspens concernant "l'automate de H D.Schultz".

On rappelle (paragraphe 1 de ce chapitre) que si
c est point fixe de by g © est point fixe de A
?
avec ' » 6, h' < h .

h|,el ’
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Proposition 3 :
Soit &, = k + (2k+1) k + 1
Si h > L, alors il n'existe pas de configuration
stable non triviale (non réduite au point fixe "O")

h > 2

De plus si ¢ , alors 1'itération
6 > 1
c
A of = cr+1
0 converge vers le point fixe "O"

.Bzmonstration :

* Supposons :h > 2, -
Soit ¢ point fixe non trivial de A, 0
?
il existe xq = (io,jo) tel que
vi ig cl(i,j) =0

vi 3y clig,3) =0

C(ioyjo) = 1

On obtient 8(xy5) <k + (2k + 1) k 2,

D'ou A(c)(io, jo) = 0 ce qui prouve qu'il
n'existe pas de point fixe non trivial.

h > xc
b Supposons maintenant

0 > 10

Plagons nous alors dans le cycle limite de 1'itération
que nous supposons non réduit au point fixe "O".
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r étant pris suffisamment grand pour que e’ appartienne au
cycle ,désignons par
Xy = (io,jo) tel que
¥ j;} jo ’ Cr(iOyj) =0
Vi , (4§ =0

cr(iO9jO) =1

On a la relation : cr+2(io,jo) =1 (4)
En méme temps, on vérifie successivement que :

a(c") (1, 3) = a%(c")(1,y,5) = 0 pour j

H

Jo

B(e)(1,3) = 2%(e™)(1,3) =0 pour 1 i,

. Ty . T/«
et enfin : A(c )(10,30) = Afe )(10,30) =0

Cette dernidre affirmation est contradictoire avec (A);
Le cycle limite de 1'itération considérée est donc
réduit au point fixe "O".

Ceci cldt la démonstration de cette proposition.

Valeurs de xc pour k = 1,2,3%,4

Soxp S I § B SR N | S
(2k4+1)° 9 .. .25 49 81
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Intéressons-nous maintenant au cas :

eexp < 0 < 2, - i
h < lc
Comme les exemples ci.dessous le montrent , il peut exister

cependant des blocs stables de "O" et de "1" (en moindre
proportion quand h augmente).En méme temps ,on a constaté
expérimentalement une forte instabilité dans le cycle limite
(qui ne se retrouve pas dans les exemples ci dessous choisis
pour faire apparaitre des blocs de "{". ‘

Exemples :

k =2, @ =11, 2 = 13)

On donne deux exemples d'évolutions (figures 1 et 2 ) pour :
10
13

(o =12 )
et
lh = 13 h

i
[}



p = 0.7

0 =12
h =13
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(pour toute la suite).

h‘< QC

Supposons maintenant



Proposition 4 [19] :

Si h « L, ,il existe des blocs stables de "1s" , et
ceci pour tout k De plus , si 0 > xc il existe des blocs

stables de "O0s" & 1'intérieur de blocs stables de "1"
| SON—

Démonstration

La démonstration de cette proposition est due &
H.D.Schultz [19]. FElle consiste & exhiber un algorithme
construisant la frontiére de blocs stables.

Ce résultat, allié au fait que :
(c point fixe de B o ) (c point fixe de Ah',e' , h" <h,0'>0)
nous permettent d'affirmer que le cycle limite de

r r+
M, = ¢

coe C

1'itération : ( ® obtenu & partir de B(p)) se
caractérise en général dans cette zone par une faible
activité (blocs stables importants) qui tend d'ailleurs &
diminuer quand h diminue et © augmente (la proportion de
configurations stables augmentant).

Cas limite :
* (h,0) = (0,(2k+1)?)
Toute configuration est stable.

Exemples :

1/ k=2 e =12 , h =12
Nous donnons 1le cycle 1limite obtenu & partir d'une
configuration initiale introduite & 1l'aide d'un générateur

de nombres aléatoires.
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Figure 3
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2/ k=2 ;3 0=133; h = 12
Cet exemple est 1l'application pour k 2 de la fonction

majorité sur %° associde au voisinage V(k)

]

0]

It

n= @k+ D kek+1=(2k+ 12 1) /2

m = Op- 1 R
Les cycles limites correspondant & ce type de fonction se
caractérisent par une trds faible activité de 1'automate et
une délimitation +trés nette des blocs de "y et de
"Og" (cf. paragraphe 3.2.)

On donne deux exemples de point fixe pour k = 1

, puis k = 2
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4.4  Synthése

On peut résumer l'analyse faite dans le tableau suivant :

1C= (2k+1)k+k+1

e =(2k+1)k+1

exp
E région ol 1l'automate est expansif
A ve®cc , sew, c=0.
LY Pas de configuration stable ;existence blocs stabies de ™",
forte activité dans le cycle limite .
B,C : Existence de configurations stables dont 1a proportion

augmente quand © augmente et h dimirue . Dans C ,
Existence de blocs stables de "O" inclus dans une
région stable de "1g"
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CONCLUSION

En utilisant & la fois les résultats connus sur la
théorie des fonctions & seuil et les possibilités du systéme
"Sygedisc", nous avons pu décrire plus finement 1le
comportement itératif d'automates cellulaires uniformes &
seuil et unifier des travaux menés hil'époque sur des objets
considérés comme différents mais qui étaient en fait
identiques (voir par exemple [17] et [19]).

Dans le cas du voisinage de Von Neumann , reste &

approfondir 1'étude concernant le cas non symétrique, ainsi
que celle concernant la longueur du transitoire. ,
' Dans le cas du voisinage de Moore ,il serait
intéressant d'avoir une caractérisation plus détaillée des
configurations stables ( et des blocs stables) suivant les
valeurs des paramétres de 1l'automate ceci en faisant , par
exemple une étude expérimentale plus systématique. Par
ailleurs ,il faudrait analyser 1'influence de la fonction de
voisinage ( c'est & dire du paramdtre k ) sur la forme de
ces blocs stables ( par exemple dans le cas de la fonction
Majorité) ;on ne peut toutefois, dang 1'état actuel de
"SYGEDISC", faire des simulations pour des valeurs de k
importantes (ceci pour 1les raisons de temps de éalcul
exposées au chapitre 3)
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CHAPITRE 5

AUTOMATES CELLULAIRES UNIFORMES

REFRACTAIRES A SEUIL
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1. INTRODUCTION

La classe d'automates dont nous analysons le
comportement dans ce chapitre eS8t une extension sur Z2 des
fonctions étudiées au chapitre 2. Cette classe constitue en
méme temps une généralisation des automates cellulaires
uniformes & seuil par introduction d'une période d'excitation
(la cellule influe sur ses voilsines) et de réfraction (elle
n'est pas prise en compte par ses voisines), 1le passage de
1'état de repos & 1'état actif étant contrdlé par une rdgle de
seuil.

Le formalisme adopté permet , par lé‘ jeu des
paramétres de relier des moddles discrets issus de problimes
distincts et analysée de manidre séparée : sociologie,
biologie (neurones dans le cerveau (18)) ou encore en chimie
(phénoménes de réaction diffusion (9),(10)...). Nous donnons
quelques résultats portant essentiellement sur la longueur des
cycles limites de cette famille d'automates.
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2. PRESENTATION DE LA

FAMILLE D'AUTOMATES

Dans ce qui suit nous utilisons des notations et définitions
introduites et explicités au chapitre 1 .

2.1. Définitions, réle des paramdtres

On désigne succegsivement par :

E={1,2,...,E} , E>1 : E période d'excitation
R={R+,...,-1} , R > 1 : R période de réfraction
Q=EBEVURV {0] : ensemble d'états.

vV = (V-gt V_4s 0, vy, v2) : voisinage de Von Neumann

vy € z° (-2 ¢ j < 2)

8§ 1 Q5 + Q@ : fonction locale de transition.

> a§§~e]six0=o

2¢j<2
( ) 1 <XO<E-1
BIX Ay X 4 3 XnoXa sXn) = x~+1 s1 fou
Sl 0 | R+ < xg < -

-R + 1 si x0=:E
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© 6 R (-2 <j< 2)

N 1 si x € [1,E]
et x = B
O sinon

Un élément de la famille d'automates cellulaires uniformes

étudide se définit par la donnde de A = (Z2,V,Q,O,6)
O désignant 1'état de repos.

Si c désigne une configuration, 1la fonction globale de
transition A se définit ainsi :

AC-;C

(
i[ =& ajg(xj) -0 )sic(x) =0
-2¢j<2"
1 < e(x) < E-1
Ale)(x) = 8(c(x 2), ceey c(x2)) =¢ c(x) +1 si {4m1
(xo _ ;) R+ < e(x) < -1

-R+1 s8sic(x) =E

. 1 s8i c(x) > 1
Ceci bien sur en posant c¢(x) = {
O sinon

Le passage de 1'état de repos & 1'état actif se fait donc
suivant une de seuil.
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2.2. Liens avec automates existants :

Questions posées

La condition de non expansivité s'exprime sous la

forme

Remarque n® 1

Supposons : (a, > 0 ) j=-2,2

1

alors : Y 3£ a,c(x,) -0 1 = clxy) -1]
2¢ee d0 2¢jc2 J

A s'éerit alors de la manidre suivante

Si e(x) =0,

1 8i 1l'une des quatre voisines de x (au moins)
est & 1'état actif

a(ce)(x)

]

0 sinon

1 <c(x) <B -1
e(x) +1 si l ou
R +1 <cx) < 4
Sinon Ale) (%)

i

R +1 si c(x) = E
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A ce niveau,on retrouve dans un contexte un peu
différent ,puisqu'il s'agit de fonctions opérant sur 72 ,la
classe d'automates analysée au chapitre 2. Or, c'est sous
cette forme que ces fonctions avaient été auparavant
étudides (références indiquées au chapitre 2) ,céci dans
l'optique de 1a modélisation de phénoménes de réaction
diffusion en Chimie. Nous y reviendrons plus en détail dans
le paragraphe 3.2.2.

Remarque n° 2 :

Pour E =1 , on retrouve un automate analysé par R.Shingai
dans [18] sous des motivations différentes que celles 2
1'origine des articles cités plus haut ,et de ce fait |,
étudié de manidre complétement indépendante.

 Supposons maintenant : E =R = 1 .

A se définit alors ainsi :

1 81 (c(x) =0 et L a, c(x;)»>0)
x, v(x)d d
Me)(x) = J
0 sinon
formulation équivalente & :
Ale)(x) =1 - Ac(x) + % a, c(x,) -0 1]
Xy V(x)j J
2
A o - X a
avec :> oo j

Sous cette formulation, on reconnait un automate cellulaire
uniforme & seuil.(voir chapitre 4)

La classe d'automates introduite recouvre donc partiellement
les automates & seuil.
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Le but de 1'étude qui suit est de déterminer, en fonction
des paramétres E,R, 0 la période 1limite de cette

famille d'automates.

3. ANALYGSE D U

COMPORTEMENT ITERATIP

3.1. Cags ou E =R =1 ;
comportement 2-cyclique :

L'application A se formule de la maniére suivante

Ale)(x) =1 -A e(x) + by a4 c(x,) -0 ]
x, V(x) J
) J
avec A‘> 0 - I a, , ceci d'aprés le . paragraphe

i__n J
précédent. j=-2

A vérifie les conditions d'applications de 1la proposition 4
du paragraphe 3 du chapitre 4 .

cr+1 = Aot
Par conséquent 1'itération 0 converge vers un

c & C
cycle de longueur inférieure ou égale & 2 ,ceci sans avoir
forcément : a;= a
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Remarque

Ce résultat avait déja été obtenu par Shingai dans
[17].L'utilisation de 1la théorie des automates & seuil
simplifie considérablement la démonstration puisque qu'elle
la réduit & 1l'application d'un théoréme. '

3.2. Cas général

Nous supposons dans toute la suite (E,R) # (1,1)
On va analyser le comportement itératif de 1'automate dans
deux cas : '
1/ automate non expansif (H réalisée)
2/ ay > 0, j=-2,2 .

3.2.1. Automate non expansif :

Nous sommes donc sous la condition

(€]
(H){ £
-2 < j <2

a
On peut supposer, sans perte de généralité, que ;a‘ < a

Proposition 1 :

ro_ i+1
Si a4 +a_, {0 , alors 1'itération {A c =¢
CO(E Cc
converge en un nombre fini de pas vers le point fixe "O"

Démonstration :

Supposons la proposition fausse et plagons nous

A of - cr+1

dans le cycle 1limite de 1'itération 0.
c € C

Soit t suffisamment grand pour que ct appartienne au

cycle.,
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Désignons par (io,jo) tels que
oo B0 .y L
Vid>ig, e"(i,j) =

o)
¥i>i, Ct(ioyj) =0
#

c®(ig,dg) * O

(ig,dg) existe car A non expansive
J
19 0

.1

I1 existe T tel que : ct+T(iO,jO) = ct(io,jo) # 0

(1)

utilisant ( A non expansive) et (a‘1+a_2.< ©) on obtient

successivement
k, tv/,. .
1/ A(c’)(i,3) =0 pour : (i >'1O) et (i = iy J >,jo)
k > 1

T
pirct (1
2/ A o JO)(ct)(i

. tyrs s
0930) =0 = Ap(c )(10,30) (2)
pour p > E + R - ct(io*jo)

(2) est contradictoire avec (1).

c = Ac
Le cycle limite de 1'itération { 0
réduit au point fixe "O".

est donc
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proposition 2 :

a ta, >0 I a et
Si B B alors 1'itération { 0 converge
c €

E <R . C

vers le point fixe "O" .

Remarque @

Supposer que a_y + a_, > 0 est équivalent &

aj =1 et 06 =2
poser , j=-2,2

A se formule alors ainsi :

4

1[ s(c(x)) - 2 ]‘ si c(x) =0

aAle)(x)= ﬁ c(x) + 1

ou
-R +1 < c(x) < -1

-R + 1 si c(x) = E

1 <c(x) <E -1
si {

2
avec : S(e(x)) = = 25(x1) ( Xo= x)

Démonstration de la proposition 2 :

Supposons 1A encore 1la proposition fausse
placons nous dans le cycle limite de 1'1tération :

1 cr+1= A cr
co e C

Soit T 1la période de 1l'automate.

et
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Soit de plus Zg = (io,jo) défini de la manidre suivante

1/ 2y non stable & "O"
2/ == (i,]) stable & "0" pour (i Cip) , et (J ¢y, i=iy) -

Zn existe car A non expansive
On peut prendre t tel que ct(zo) =1 = x
(t suffisamment grand pour que le cycle soit atteint).

On a : ct+T(zO) =1 (1)
et aussi : ct'1(io,jo) = 0 ce qui implique :

b1, . - ’
X, = ¢ (IO,JO+1) ¢ {1,E}
t-1-x
Donc ¢ 2(io,jo+1) =0
la cellule (io,j0+1) 4 1'instant t-1-x2 est excitée par

au moins deux voisines ( 0 = 2 ).

t -1
c

-X
or ?(ip,dp) = 0 ou < 0 (E < R)

t-1-x
d'oh Xz = C (io,jo+ 2) ¢ {1,E}

A partir de X1, on construit une suite (xk) , k > 1

de la manidre suivante

t-1-8
e (xk°1)(io,jo+k 1) (ks 2)

———
>
~
It

t
avec S(xt) = I x (t»>2)
2=

vérifiant pour tout k > 2
x € {1,E}

t—1—S(xk_1)
c (io,jo+k-3)=00u<0
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Comme A est non expansive, il existe I tel que (io,jO+L)
stable & "O"

X, On a simultanément

A l'instant : t -1 - 2

(10, JO + L) stable & "O"

t-1-S(xL)
xIrH =C (10, Jo‘*' L) 6 {19E}

Cette situation est impossible. La cellule 1z, n'existe pas ,

ce qui veut dire que toutes les cellules dans le cycle sont
stables a "O" ‘

Remarque :
Cette démonstration a été établie dans le cas du
voisinage de Von Neumann. Elle "passe" dans le cas d'autres

types de voisinages sur 22 (ceci en prenant

0 > eexp ’eexp étant la valeur du seuil assurant la non

expansivité de A ).

Exemple : Voisinage de Moore généralisé .

2 a(x,2) < x|

V(x) = Vk(x) = {z 6 42
X = (ioj)

avec z = (2,m)

d_(x,8) = max (Vi-2),]j-m)) (voir chapitres précédents)
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E <R
Alors, pour i
. 0 >0 _ =k(2k + 1) + 1
exp
cr+1= A Cr
1'itération { 0
c €C

converge vers le point fixe "O" en un nombre fini de as.
P4 P p

Supposons maintenant E>R.

On se place bien sur sous la condition -
a_y + a_, ? © qui s'exprime aussi sous 1la
aj:: 1 (j =’2, 000,2)
forme {
0 = 2

Proposition 3 :

I1 existe des cycles de longueur : E + R .

Démonstration :

Les quatre cellules suivantes sont périddiques
de période E + R (quel que soit 1'état des cellules
environnantes).

Nous avons constaté expérimentalement que les cycles limites
obtenus & partir de configurations initiales introduites
aléatoirement suivant une loi uniforme sur Q étaient de
longueur E + R .
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Il serait intéressant de démontrer la conjecture

suivante, vraie pour R = 1
T+ = A ef

€cC

converge vers un cycle de longueur inférieure ou égale & E + R

a_1 + a_2 > 0 )
8i , 1'itération i 0
E >R c

.

Automate agissant sur un tore

Nous avons vu que les propositions établies plus

haut dans Z2

Posons aj = 1 (j=-2,2) . On retrouve, dans le cas d'un

ne "passaient" pas dans le cas d'un tore.

tore les fonctions analysées au chapitre 2.

81 o = 4 (une cellule & 1'état de repas devient active si
toutes ses voisines 1le sont), on peut faire état du
résultat suivant :

Proposition 4 :

cr+1 = A Cr
O e

nombre fini de pas vers le point fixe "O" ou un cycle de

Si © = 4 L'itération i converge en un

longueur E + R . Plus précisément, désignons par L et &
les dimensions du tore; ' ‘

1/ 81 E <R, 1'itération aboutit au point fixe O

2/ 81 B >R, alors : :

a/ 8i L et & pairs, il existe des cycles
de longueur E + R .

b/ Si L ou £ impair, une condition
suffisante ‘ pour qu'il existe des
cycles de longueur E +R s'exprime sous la
forme : E > 2 R
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Démonstration

Cette proposition est une application directe des
résultats du paragraphe 3 du chapitre 2
la remarque suivante :

, en tenant compte de

Si  y(G) désigne le nombre chromatique du graphe de
connection (ici représenté par un tore), on a :

2 s8i1i L et & pairs
v(G) ={

3 sinon

On a donc entidrement analysé le comportement itératif de
1l'automate dans le cas non expansif.

3.2.2. Cas expansif :

A s'éerit donc de la manidre suivante :

A i c-5c

1 si une des quatre voisines de x est

4 1'état actif
Sic(x) =0 Ale)(x) =

0 sinon
1 < e(x) < E-1
e(x) + 1 si { ou
81 c(x) #0 Ale)(x) = RH < e(x) < -

-R+1 siclx) =E

Cet automate a été largement étudié tant du point
de vue de son comportement temporel que spatial dans (11,
[11] et d'autre part dans [18). Nous nous bornons de ce fait
& voir comment 1'analyse faite au chapitre 2 s'applique
ici,ainsi qu'ad quelques rappels sur le comportement spatial
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Désignons par X un rectangle de 72 .

~

Pour x 66X, V(x) ={yeX/y=x+ Vv (2 <2c2)}

l ’
avec :
0 0] -1 1
V.o = » vV, = 1 Vg o= o v, = (;
V2
[ o —Q
VA i
& v-z
On désigne respectivement par :
* C, : ensemble des configurations sur X .
* Ax S o 2 Cy fonction de transition sur X telle qu

i c(x) #0, ale)(x) = Ale)(x) "

1ol :3y6 V() /oly) =1
8i e(x) =0 |, Ax(c)(x) ={

0 sinon

Ay est en fait la fonction locale de type 2 restriction de
A & X (cf chapitre 1)

Pour ¢ 6 Cdésignons par H(c) 1le plus petit rectangle
contenant ¢ et ses voisines (au sens de 1la métrique a_ )
La proposition ci dessous est capitale pour la suite.
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Proposition 5 [10]
— A

S0it ¢ une configuration initiale .

Pour tout rectangle R enfermant H(c) , on a
2" (c) = AQ(C) '

démonstration

la démonstration se fait par l'absurde.
Soit ty le plus petit entier tel qu'il existe un rectangle R
et une cellule x5 sur sa frontidre & 1'état de repos et
excité & 1'instant to + 1 par une voisine Xy & l'extérieur
de R .(les voisines de Xg & 1'intérieur de R étant & 1'etat

de repos ou réfractaire)

Utilisant les propriétés de la distance des états & et le
fait qu'a t = O les cellules sur la frontidre de R (et &
l'extérieur) sont & 1'état de repos, on mnontre sans
difficulté que 1'on ‘se trouve & to dans une des deux
situations suivantes :

tO 3 2 3 5
. -
1
5 ,
e e
1° cas ,// _2° cas” ////

A 1l'instant t = tg -2, 1la cellule y a été excitée par
une cellule en dehors de R , ce qui est impossible
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Applications

1/ La proposition 5 justifie 1'étude sur console.

2/ O &tant fixé (donc A support fini ...), on peut se
ramener & 1l'ensemble fini H(co) et appliquer ainsi 1les
résultats du chapitre 2

(en particulier du paragraphe 4.3)

Par conséquent

Proposition 6

Pour les valeurs des couples (E,R) suivantes (condition P)

cr+1= A cr

0

converge vers O ou vers un
ce€C, x ¢ H(c

1*itération l O)

cycle de longueur E + R.

1/ E > 2
2/ E=1,R=1,3

e

Remarque

Dans [17] , R.Shingai montre que pour E =1, R = 4é -2

cr+tx) = A et (x)
(¢ »1) 1'itération 0 0 peut converger
¢c€C, x € H(c”) v
vers un cycle dont longueur est fonction croissante des

dimensions de H(co)

Comportement spatial de 1l'automate.

le comportement spatial de l'automate est largement décrit
dans [2].

la caractéristique essentielle est l'existence de "fronts
d'onde" (courbes fermées isovaleurs de A ) entourant
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1 & chaque pas

Ces fronts d'onde sont paralldles entre eux et

E +R

4 la vitesse

a'en éloignant

et

H(c0)

d'itération.

.

> 2

ceci pour E

H

distants de

des exemples d'un tel comportement.

On donne ci joint
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4  Conclusion

I1 serait intéressant d'étendre cette dJtude pour

d'autres types de voisinage (en particulier 1le voisinage

V(k) ) dont il a été question dans le chapitre précédent.

Dans le cas "non expansif" il serait A& notre avis
Y ’ :

important en soi, de démontrer la conjecture gui y est faite

(paragraphe 3.2.1).

dans le cas "expansif" , nous reprenons & notre compte

des conclusions de [2]

1/
2/

3/

Trouver une borne satisfaisante pour le transitoire.
Déterminer une C.N.S sur une condition initiale pour
1'itération associée n'aboutisse pas au point fixe "O".
modifier 1les régles de transition en introduisant
plusieurs états de repos (relids entre eux par une
regle de seuil) (voir par exemple [20])

gue
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CONCLUSION GENERALE

En entamant ce travail, nous nous donnions
1'objectif de déterminer comment 1l'utilisation d'un systime
de simulation de réseaux d'automates pouvait permettre
d'approfondir 1l'analyse de leur comportement itératif.

La mise au point et 1l'utilisation de "Sygedisc" a
d'une part débouché sur une analyse descriptive des réseaux
d'automates & seuil (chapitre 4) et de visualiser des
résultats connus. Aller plus 1loin dans ce domaine, et
notamment dans le sens des remarques faites en conclusion du
chapitre 4 nécessite d'améliorer les performances en terme
de temps de calcul de ce systéme : on peut & cet é&gard
s'inspirer de [23]. Il est par ailleurs nécessaire
d'enrichir ce systéme en y intégrant de nouvelles régles de
transition différentes de celles utilisées dans cette thése.
Mais 1'apport essentiel qu'a constitué, pour nous "Sygedisc"
est avant tout d'ordre pédagogique : en effet la conception
et 1l'utilisation de ce systéme nous ont permis pour les
réseaux d‘'automates étudiés de mieux saisir les regles
d'évolution et de dégager des liens existant entre eux.

C'est ainsi que nous avons pu faire apparaitre
1'identification entre des réseaux d'automates formulés de
manitre différente (fonction' & seuil et & double seuil) et
unifier des études menées de manidre indépendante.
(chapitres 2 et 3).
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Pour aller plus loin dans l'analyse effectude dans
cette theése les recherches suivantes peuvent é&tre faites,
qui s'ajoutent & celles proposées dans chacun des chapitres‘
la constituant. ‘

1/ En ce qui concerne les réseaux d'automates &
seuil réfractaires, il seait intéressant
d'étendre 1'analyse aux cas de regles de

connection non symétrique (en prenant
éventuellement un graphe de connection fortement
connexe) .

2/ D'une maniére plus générale, nous avons peu de

résultats concernant la longueur des transitoires
aboutissant aux cycles limites.

Enfin, il convient de remarquer 1l'analogie existant entre
les analyses faites au chapitre 2 et celles [6] concernant
le comportement 2-cyclique des fonctions A& seuil : dans les
deux cas, 1'exhibition d'un opérateur invariant pour
l'automate joue un rdle décisif dans la démonstration des
résultats.
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