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INTRODUCTTON

Depuis 1965 (date de publication du principe de résolution de Robinson) le
domaine de la démonstration automatique de théorémes n'a pas cessé de croitre en
importance, en tant que discipline indépendante et comme outil dans d'autres do-
mines de 1'Informatique (vérification et synth&se de programmes, systémes
question-réponse, divers domaines de 1'Intelligence Artificielle, langages de
programmation (PROLOG)).

Parmi les nombreuses raisons que 1l'‘on pourrait évoquer pour illustrer 1'uti-
1lité des travaux dans ce domaine nous en retiendrons deux.

Ia premiére est en rapport avec 1'utilité de la démonstration automatique -dans
la vérification de programmes; nous laissons parler Boyer et Moore [21}: "Ia
démonstration automatique de théorémes est cruciale pour l'automtisation du rai-
sonnement sur les programmes.,.. Peu de programmes aujourd‘hui peuvent &tre certi-
fiés corrects. Ia raison principsle &tant la carence d'un démonstrateur de
théorémes... "

In deuxieéme est plus en rapport avec le futur et correspond a 1'utilisation de
démonstrateurs automtiques de théorémes pour essayer de resoudre des problémes
ouverts, notamment en mathématique, (voir, par exemple, la conférence par L.Wos
au dernier Congrés sur la démonstration automtique & New York, en Juin 1982).
Cette voie qui pouvait paraTtre il y a quelques années trés peu prometteuse a don-
née déja quelqués résultats trés encourageants.

" Nous avons choisi comme sujet de travail une wéthode de démonstmtion qui avait
€té quelque peu délaisée et qui n'avait fait l'objet d'aucune implantatio
~ (en principe elle exige plus de place que la résolution). L'inté&rét de certains
principes sur lesquels cette méthode est fondée a &té confirmé depuié par leur
utilisation dans d'autres méthodes (voir par exemple Andrews [ 3] , Henschen [62]
et notamment les developpements trés intéressants faits par Bivel [11] ,[12] ,[13
(1% 1),

La méthode, dite de "ré&duction matricielle", date de 1969 (Prawitz [11] ). C'est
une méthode de démonstration pour la logique du premier ordre (la logique du pre-
mier ordre, comme on le sait, l'permet de spéifier un tr@s grand nombre de problé-
mes).

Pour répondre aux ohjections qui avaient detourné d'elle les efforts d'implanta-
tion, nous avons proposé d'y incorporer les notions de connexion et d'absf.raction
sur les connexions, ainsi que l'utilisation d'un algorithme d'unufication adapté
& notre but. ‘

L'introduction de ces notiong a deux conséquences: une & un niveau technique

et l'autre &4 un niveau conceptuel, Ia premiére est une technique de partage de



structure et la deuxiéme correspond 3 la division en deux de la recherche d'une
preuve (ou de la solution d'un probléme en général): recherche d'un "plan" et
"essai de validation" (verification de l'ad8quation au cas particulier traité)
du plan proposé. '

Ia recherche d'un plan correspond & la recherche d'une réfutation d'un en-
‘semble de clauses (considerdes comme des multiensembles de littéraux constants)
et 1'essai de validation du plan 3 la résolution d'un systéme d'8quations sur les
termes.

Bien que 1l'implantation faite soit sBquentielle, cette division en deux se
préte parfaitement (et a &t& congue dans ce but) 3 une implantation en paral-
1éle du démonstrateur.

Un avantage additionnel de la technique proposée est de permettre une utilisa-
tion des &hecs de l'unification pour un retour arridre non aveugle (un algo-
rithme pour ce faire est donné au Chapitre 4). v

Nous avons validé les idfes exposées dans la thdse par une implantation reali-
sée en Pascal sur un microordimateur LSI11.

Ia thése comporte 4 chapitres, une annexe et une bibliographie.

Le contenu de chaque partie est organisé comme suit:

Le chapitre 1 est un résumé de connaissances en Logique nécessaires & une bon-
ne compréhension de la suite. Ce chapitre pourﬁait aussi constituer une synthése
des conmaissances en Logique les plus utilisdes dans le domaine de la démonstra-~
tion autommtique.

Le chapitre 2 est plus explicitement d8dié & certaines méthodes de démonstratior

automatique et & la présentation de guelques concepts fondamentaux comme ceux de
substitution et d'unification.
- Nous avons choisi de parler des méthodes dont les idées sousjacentes se sont a-
verées les plus fertiles et qui ont influencé les travaux ultérieurs dans le do-~
raine. Parmi ces méthodes ont &té retenues celles qui avaient le plus de rapport
avec la méthode de réduction matricielle.

Dans le chapitre 3 nous parlons de la méthode de réduction matricielle. Nous
la présentons avec la notation introduite au chapitre 2 et d'une fagon plus for-
‘melle que celle de la présentation originale. Une généralisation, qui tire parti
du fait que la méthode isole les littéraux des clauses, est donnde pour le cas
propositionnel.

Bien que la démonstration n'en soit pas donnée dans le texte, une extension est
possible A la logique du 16T ordre. )

Pour le cas général, une modificatieﬁ de la méthode est aussi donnéde. Elle

* N e fembamication manre la résolution mais, a différence de celle-ci,



elle n'est pas nécessaire & la complétude de la réduction mtricielle.

Dans le chapitre L, les idées de "graphe abstrait" de "plan" et "validation du
plan",d' “ensemble minim lement incompatible" (et 1'algorithme pour le détecter)
utilisé pour un retour arriére non aveugle, sont données. Quelques détails d'im-
plantation sont aussi mentionnés.

Dans l'annexe quelques exemples du fonctionnement du démonstrateur sont don-
nés; le but est d'en montrer les catactéristiques principales et non 4'établir des
statistiques ou des comparaisons. )

Pour 1a bibliographie consultée nous avons essayé "d'aller aux sources" ainsi

que d'étre exhaustifs dans la mesure du possible.






CHAPITRE 1

PRINCIPES DE LOGIQUE ET DE DEMONSTRATION AUTOMATIQUE
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Dans ce chapitre, nous donnerons un apergu de 1°'éveolution historique des con-
cepts étroitement 1iés a la démonstration automatique et nous ferons un résumeé
des outils logigques nécessaires a la comprdhepsion de la suite.

+

1.1 APERCU HISTORIQUE
La démonstration automatique. de théorémes par ordinateuyr

représente 1'aboutissement historique de préoccupations qul remon-
tent loip dans la logique et la philosophis (en effet la logique ne s'est sé-
parée de la phllosophie qu'en 1847 avec la paru%ion de 1'ouvrage de G. Boole
*"The mathematical analysis of logic"). La logiqus a été longtemps (dans la
monde occidental) soumise & 1'influence d'Aristote, si longtemps que Kant di-
sait, au XVIII¢ sigcle, qu'elle n'avait plus fait le moindre progrés depuis
Aristote et qu'il la pensait méme achevée. Cette influence est tout & fait
justifiée, et i1 faut signaler que la syllogistique d'Aristote copstitue déja
une étude systématique de la théorie de la démonstration puisqu’slle se fixe
commas but de répertorier tous les procédés de ralsonnement correct, ceux qui
permettent de tirer des conclusions justes, et tous lei procédés erronés, csux
‘qui ne conduisent pas & des conclusions certaines.

Pans 1'évolution historique qui copduit & la démonstration automatique nous
devons citer Leibniz [ g4 ] dont les idées constituent le programme du logicisme
tel qu'il sera développé & partir de Fregs.

Nous pouvons situer la paissance de la logique moderne, ou logique mathéma-
tique, aQ milieuy du XIX® siécle [15]. Elle s'est. présentée successivement
comme l‘algébra de 1a logiqus (avec Boole) et comme ce qu’on appellera, & par-
tir de 1904, la logistique (avec Frege, Russell et aussi Peana).

Frege [ 51 1 propose de placer la logique comme fondement des mathématiques.

Le systéme de Frege manipula des signes en tanant compte exclusivement de la
5anme des expressions manipulées. I1 comporte des axiomes et des régles d'in-
férence (nous appelerons ces systémes ax{omaiico-déductifs ou formefs) qui per-
mettront d'obtenir des théorémes de la théorie. Aucune idée de la sdgnifdication
(sémantique) des signes manipulés n'est introduits.

Un des points prévus dans le programme de Lelbniz &tait la construction d'up lan
gage formalisé capable de servir de moyen d'exprsssion pour la logique pure. La
méme idée a été reprise par Frege qui développa une idéographie qui était un lan-
gage pour la pensée pure copstruit & partir de symboles spécifigues et manipuls
d'aprés certaines régles parfaitement définies. Ce symbolisme, qul était trop en-
combrant, n'a pas été utilisé par la suite. |

[
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radoxe de Russell qui montrait la possibilité de construire des antinomies dans
le systéme de Frege. C'était une premiére crise des fondements et une alternati-
ve se présentait: soit abandonner le programme logiciste, soit le réaliser d'une
autre fagon. La théorie des types de Russell (1903) permitie deuxiéme choix.

Parall€lement au logicisme, 1'école ensembliste arriva aussi a la découverte
de paradoxes ICahtor, Zermelo)} engendrant dans les deux écoles des problématiques
tout & fait analogues. La solution au probléme des paradoxes ensemblistes fut dor
née par l;axiomafisatian que Zermelo a faite de la théorie des ensembles (1908]).

Le formalisme radical de Hilbert et sa conception de la métamathématique (mé-
thodologie des sciences déductives - 1920) furent aussi une réponse 3 la crise de
fondements. La méthode métamathématique étudie pes théories mathématiques compld
tement formalisées. La démonstration des théorémes dans une telle théorie consti
tue 1'objet d’'étude de la théorie métamathématique (Hilbert exigeait d'un systéme
formel qu'il possdde un algorithme de vérification des démonstrations). Le but
de cette conception étalt de démontrer la non-contradiction d'une théorie mathé-
matigue quelconque. Cette possibilité allait échouer dans, la deuxiéme crise des
fondements provogquée par la découverte de Gddel (1931) d'un théoréme dit de £Li-
mitation. A partir de 1'observation de 1'analogie entre métamathématique et a-
rithmétique il arriva a des résultats sur 1'existence, dans certains systémes
formels, de formules qu'on ne peut ni démontrer ni réfuter daps ce systdme. Tl
démontra aussi (ce qui établissait des limites triés précises a la formalisation)
que si la métamathématique d'un systéme .S'admet une arithmétisation dans .S', a-
lors elle ne permet pas de démontrer la non-contradiction de .S'

Ces théorémes de limitation donnent une réponse définitive & des questions i-
névitables sur les systémes formels (comme, par exemple,levyr non contradiction).
Aprés cet apercu historique sur la recherche des fondements des mathématigues
et des méthodes slres pour trouver des démonstrations de théorémes ou tester

leur exactitude - recherches d'ailleurs intimement 1lides - nous concentrons

notre intérét sur la formalisation du langage de la logique (tel qu'il est
employé actuellepent) et sur les résultats qui ont permis une mécanisation de
‘1la démonstration des théorémes dans le Calcul des Prédicats. ‘

Nous présentons d’abord le calcul propositionnel et nous introduisons des dé-

finitions et des notions auxquelles nous reviendrons pour 1'étude du Calcul des

Prédicats, en ajoutant la notion de quantification.

1.2 LE CALCUL PROPOSITIONNEL

Traditionnellement une proposition est un énoncé déclaratif auquel on peut as
signer une valeur vrai ou faux ( que nous noterons y et F respectivement), mais

T om o dAseve nene restans donc dans le cadre de la logique classique.
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1'on infenpréte certaines‘suites finies ds symﬁoles (que nous appelerons par la
suite expressions ou formubes) d'un certailn langage. Cette approche sémanti-
que, appelée théonie des modeles, est celle gue nous utiliserons pour la calcul

propositionnel.

1.2.1 APPROCHE SEMANTIQUE
A. LE VOCABULAIRE DU LANGAGE

. Les connectifs propositionnels;

1} -+ negation (non)

2} » conjonction (et)

3) v disjonction (pu)

4} o implication (si alors)

5) = equivalence (si et ssulement si)

- Les symboles propositionnels: Toutes les majuscules de 1'alphabet ou des ma-
yuscules sulvies d'indices numériques.
B. LE LANGAGE

Les fornules bien formées (fbf) ou plus bridvement les gornmutes sont les

mots du langage définis récursivement_comme suit:

1) Tous les symboles propositionnels sont deé Fof et on les appelle atfomes.

ii) 81 P et Q sont des fbf alors

AP PAQ PYVQ P2 et PEQsont.{aussidesfbf.

111) Seulement les expressions satisfailsant i) et 11) sont des fbf.

Pour éviter les ambigultés et minimiser 1'emploi des parenthéses, on introduit
une hiranchie des connectifs qui colncide par ordre décroissant avec 1'énuméra-
tion des connectifs logiques cl-dessys,

Nous appellerons les formules obtenues par application de la régle ii) formubes
composées.,

1.2.1.1 TERMINOLOGIE

La valeur da vérité des formulss composéas en fonction des valeurs de vérité
des atomes (ou de 1'atome) qui la composent est donnée par des goncfions de vé-
nite. Une fonction de vérité n-aire est une application;

(V.FI" g (V,F} (n2

On définit pour chaque connectif une fonction de vérité par des équations [132]:
Négation:
Ha(Y) = F  Ha(F) =Y
Conjonction:
Ha (V.V) =y
Ha (YV.F) = HA(F.V) = Ha F .F1 = F
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Disjonction:
Hy (F,F)
Hv (V,V)
Implication:
Ho (V,F)
Ho (F,V)
Equivalence:
Hz (F,F) =H- (V,V] = V
Hz (F,V) =Hz (V,F) = F

Ces fonctions peuvent &tre schématisées par des fables de vérnite:

)]

F
Hv [V) F}

]
<

#

Hv (F,V)

n

F
Ho (F,F)

H]

]
<<

i
H]

P Q I-P PAQ PVQR P>Q P=EQ
vV VIF v v v v
V FIF F vV F F
F v]|v F VooV F
F Fiv F F VooV

Bien que la découverte des tables de vérité soit attribuée & Peirce et &
Wittgenstein on sait qu’elles étaient connues des grecs anciens [ 15].
On peut voir que les tables de vérité nous fournissent une procédure mécanique
pour décider la valeur de vérité de n'importe quelle fbf.

Nous donnons ci-dessaus gquelques définitions pour le calcul propositionnel.

A(*) yne Anterpretation I pour une fbf A est une fonction
1: E\-—-}{V,F}
ﬁ: ensemble des symboles propositionnels de A.V

Pour une fbf comportant n atomes,nous aurons un maximum de 20 interprétations
possibles. Dans le calecul propositionnel le nombre d'interprétations possibles
pour une formule est donc toujours fini.

NOTATION: Pour représenter une interprétation d'une fbf A ayant n composants or
écrit:

I={v, ,e.e,vpl
ol vy (124 2n )} représente un atome (ou sa négation) composant de A. Si 1'atoms
figure nigé cela signifie qu'on lui assigne (dans 1l'interprétation) la valeur F;

s'il apparait non nié on lui assigne la valeur V.

EXEMPLE: |
Une interprétation possible de la formule
MA Nv P2 Q)
est I= {M,-N,=P,~Q}.

(x) Pour alléger 1'écriture le symbole "A " remplace dans tout le texte le mot
HAILDL 202 cill e T oo T 0 B T mat Neimdsfinition'.
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A Une évaﬂuaiion.;.d’une fbf A est une fonction ( partiellel.
E:Ax ! V. B
¥: ensemble de fbf.
/: ensemble d'interprétations des fbf dag’. .
La valeﬁr de lF(AaIl est calculée par application des fonctions de vérité dé&-
finies aup§ravant V. |

A Une fbf A est dite wvaade pour une interprétation I ssi f(A.I) =Y, autre-
ment A est dite fausse dans 1'interprétation.V

A Une fbf est dite vafide ssi slle est évaluée a V pour toutes ses interpré-
tations. Ces formules sont aussi appelées fautologiques [160] .y

NOTATION:
= A sera une abréviation de A est valide.

A Deux fbf A et B sont dites &quivalentes ( ou Logiquement Equivalentes ou
A est Equivalent & B) ssi les valeurs de vérité de A et B sont les mémes pour
toute interprétation de A et B.V.

Cette définition peut étre inadéquate si 1'ensemble des symboles proposition-
nels de A st de B ne sont pas les mémes. C'est pourquol nous préferaons la défi-

nition sulvanta:

4 Deux fbf A et B sont dites Equivafentes ssi-A = B est une tautologie; au-
trement dit si A 28 et B @ A sont des tautologies.V

A Une fbf est dite {nsatisfaisable (au contradictoine) ssi elle est fausse
pour toutes ses interprétations. Elle est dite safdisgaisable ssi elle n'est pas
contradictoire {(c'est & dire s'il existe auy moins une intsrprétation pour la-
quelle elle sst vraiel).V

51 une fbf A est'vraie (fausse) pour une interprétation I, on dit que I satis-
gait (falsifie) A.

A Quand une interprétation satisfait une formule,on dit que 1'interprétation
ast un modele de la formule.V

A Si S est un ensemble de fbf, M est un modéfe de S ssi M est un modéle pour
toutes les formules de S.V

4 Un ensemble de fbf est dit satisfaisable ssi 11 existe un moddle de S.V

Une propiété bien connue & laquelle nous pous ref@rerops souvent par la sults
gst la sulvante:

THEOREME: Une fornmule A est une tautofogie 844 ~A est une contradiction.

PREUWE; Par application dirscte des définitiops de tautologie et con_tradictipn.-
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«

Etant donné wune fbf A, on est souvent amené & se poser la guestion:"quelles
sont les conclusions que 1'on peut tirer de A si 1'on suppose A vraie?”.

Cela justifie la définition suivante:

*

A On dit que la fbf B est une conslquence Logique de A ou que B découle Lo-
giquement de A ou que B est une conséquence valide de A ssi toute intérpréta-

tion qui satisfait A satisfait aussi B.V

Nous noterons ce fait:
Al=8 _
I1 est important, en particulier dans les méthodes de démonstration de thécrame:

~dont nous parlerons, d'aveir les formules sous une foxme normale.

A Une formule est dite sous forme nonmale conjonctive ssi elle est de la form
ol chaque C; (1<1<np),appelé conjoint ., est de la forme:
ALV AzV...vAL. (1si<n)

ol chaque Aj E?S,jsrni} est un atome ou la négation d'un atome.V

A Une formule est dite sous foame normale disjonctive ssi elle est de la forme
Dy VvV D2V...vD, (n21) '
ol chaque Dy (1<1i<n),appelé dis foint, est de la forme:
Ay A AZA.“A'Ami (1<isn)

1 _
ol chaque Aj (1< 3smy) est un atome ou la négation d'un atome.V

Pour toute formule,on péu,t trouver une gormule Equivalente 'sous forme normale
confonctive et une autre sous forme normale disjonetive (voir par exemple [27 1)

La présentation qui vient d’&tre faite du calcul propositionnel est suffisante
paur répondfe a4 toutes les questions intéressantes qui peuvent s'y poser. En
particuliér,elle permet 1'usage d'une procédure mécanique pour tester la validit
d'une formule quelconque. v

Cependant, une approche synfaxique {02 axiomatique) est aussi possible.

Nous ne donnerons pas ici 1'approche syntaxique du calcul propositionnel {voir
approche syntaxique du calcul desprédicats: §1.6.2) mais, par contre, nous don-
nerons quelques définitions et résultats plus généraux de la théonie de La dé-

monstration (qui utilise cette approchel.

1.3 SYSTEMES FORMELS )
Frege [ 51] fut le premier & donner un syst2me formef pour le calcul propositi

nel, composé d’'axiomes et de regles formelles d'inférence. Dans cette approche,

n'intenpréde plus les expressions du langage mais on les manipule (& 1'aide de

taines régles) pour obtenir d'autres expressions.
Un systeme axiomatico-deéductif ou sysiteme formel ou théorie formelle S utiz
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un langage dont les mots sont les formules biep formées (fbf) de S' Souvent on
parle simplement de théonie (sous-sntendu: formelle).

Du point de vue de la méthodologie des sciences déductives (métamathématique)
toute discipline déductive est un systéme d'expressions ou de fornmules bien
fonmées,

Naturellement, toutes les suites de symboles (d'un certain vocabulaire) ne
sont pas acceptées comme des fbf, mails seulement celles ayant une certaine struc-
turs.

Soit A un ensemble d'expressions d'une discipline particuliére. A 1‘aide de
certaines opérations (les n2gfes d'ingerence) des formules nouvelles sont dérivées
a partir de A. Ces formules sont les conslquences de £'ensemble A.

A L'ensemble de foutes £es conséquences de £'ensemble A (noté C_(A)) est 1°in-
tersection de tous les snsembles contenant A, fermés pour les régles d'inférences

donnéas.V

Tarski [150] donne 4 axiomes qul expriment des propiétés &lémentaires des deux
boncepts primitifs: celui d'expressdion et celui de cons€quence. Ces axiomes sont
satisfaits dans toutes les disciplines formalisées connues. ’

S: ensemble de toutes les fhf.
Al. card (3155?‘,(c0mme d* habitude a‘, est la puissance du dénombrable}.
A2. s1 ASS alors A€ C, (AlE S.
A3. si ASS alors C [Cn (A]l =C,, (A).
A4. si ASS alors UC ().
X€P6[M
ol Pﬂ (A): ensemble des barties finles ds A.

A Un ensemble de fbf qui contient toutes ses conséquences est appele un Sys-
t2me déductif ou un systeme fermé,v

A En ce qui nous concerns, nous dirons qu*un dysteme §oxmel J?est défini si les
conditions 1 & 4 ci-dessous sont satisfaites (i1 est facile de voir que les sys-
temes formels ainsl définls satisfont A1 - A4).

1. Le vocabulaire de .S' est un ensemble dénombrable de symboles.

-

2. I1 exista un sous-ensemble de tous.les mots qu'an peut engendrer & partir du
vocahulaire de S:les fbf de S . En général on dispose d'une procédure mé-
canique pour déterminer si un mot est uns fbf.

3. Parmi les fbf,on en distingue un sous-ensemble: les axdiomes de jr Quand an peut

décider si une fbf est un axiome (ce qui est le cas le plus courant),on dit
que ,S' est une théonie axiomafique,

4, I1 existe un ensemble 6ini de relations dans 1'ensemble des fbf de J? i Rysee

R, appelées negles d'inférence. On peut décider pour une fbf A si‘elle sst en
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relation R; avec une autre (d'autres) fbf. A est dite une conslquence direci
de cette (ces) fbf par Ry-V

A Une démonstration dans j? est une suite finie A1,...,An de fbf telle que
tout Ai (1< i< pn) est soit un axiome de g , soit une fbf obtenue d'une fbf

(plusieurs fbf) précédente (s) par application d’une régle d’inférence .V

A Un théonlme A de 5 est une fbf telle qu'il y a une démonstration dans 5
dont A est la derniere fbf.V

NOTATION:
On note le fait que A est un théoreme d'une théorie formelle S par
= A '
Généralement, on peut se permetre la notation plus simple:
- A
{sous-entendu: dans une théorie formelle donnéel.
Quand on démontre informellement des théoremes,on introduit naturellement dans
les démonstrations les hypothéses du théoréme que 1l'on est en train de démontrer.

La définition suivante formalise cette notion:

A Si A est une fbf et I' un ensemble de fbf d'une théorie jr , on dit que
A est une conséquence de T (dans § ) ou que A est déductible a partin de T
ssi il y a une suite finie Ay, ...,A, de fbf telle que A=A, et Aj(1s is n)
est soit un axiome, soit une fbf dans T , soit une conséquence directe par une
régle d'inférence des fbf précédant A; dans la suite. Les éléments de ' sont

appelés les hypotheses ou prémisses de la déduction.V

NOTATION:
Nous noterons "A est conséquence de T » par:
| ro—

1.4 THEORIE DE LA DEMONSTRATION : QUELQUES THEOREMES IMPORTANTS

THEOREME ( de la déduction [64 ](*): Soit T " un ensemble de %bf. A et B des
4bf : 54 I' , Ar=B alors T ==A 2 B. (T , Awr B est une facon simplifiec
d'écvine TlU{ A }=B).
Le cas parnticubien T = @ donne;

44 Ar— B alonse=— A © B.

PREUVE: dans [100].m

( x) En fait, on devraitdistinguer les théorémes du langage des théorémes sur le
langage en appellant ces derniers d'une fagon différente (ils sont appellés
"oropogitions " dans [1001). Cependant, sutvant 1'usage le plus répandu,nous ne
ferons pas cette distinction.



1-9

Ce théoréme permet de réduira 1la notion de déduction 3 celle de démonstration.
En effet nous aurons & déduine une cons€quence B & partir des hypothéses A,
Au lieu de faire cecl nous démontrenons le théoreme A = B.

L'approche de la démonstration automatique que pous utiliserons étant séman-

tiqua, la version de ce théoréme dont nous ferons usage est la suivante;
THEOREME ;* A[:: B 444 l.:A 2 g3,

PREUVE: dans [27 ], [73], [100].8
Comme nous 1'avons déja avancé les formules A auront pour nous la forme
donc
‘11/\ Hz AIDCA thc 581 F[H,IAHzA oonAHn)D C
ol la formule
(Hy A Hy Aves A HG) 2C est le theongme, Hy (1S 1< n) sont les
hypotheses ou prémisses et C est la conclusdion du théor2me.
Pour démontrer une formule, nous testerons 1'ipsatisfaisabilité d'une autre

formule:

Tt1EDREME: H1 A l12 A .. A Hn F c 66& “1 A H2 AN .. N HnA L u't &Mafu"
faisable.

PREUWE: dans {27 1, [73], [100].@

1.5 PROPRIETES DES SYSTEMES FORMELS

Les propriétés des systémes formels introduites dans les défipltions suivantes
sont d'importance fondamantale dans 1'étude ds n'importe quel systéme axiomatico-
déductif. I1 faut remarquer qu'il existe de légéres différences entre les défi-

nitions adoptées par les divers auteurs.

A Un systéme formel (ayant le symiole de négation) est dit simplement con-
sdstant ssi il n'ya pas de fbf A dans le systéeme tel que 1'on ait;p-A et
+— A, Il est dit simplement inconsistant dans le cas contraire, c'est 3
dire g8l 11 existe une fLF A dans le systéme tel qu’'on a =~ A 8t = A.V

Pour le calcul propositiopnel et pour les systémes qui nous intéressept,ls
définition sulvante est équivalente:

A Un systéme formel est simpLement consistant ssi 11 contient au moins une
bt non démontrable (autrement dit ssi au plus certaines fbf sont des théorames).
Il est dit sdmplement inconsdisiant dans le cas contraire, c'est-a-dire ssi
toute fbf est théoréme.Y

On peut justifier intuitivement pour le calcul propositiodnel cette équivalence
en partant du fait qu’'a partir d'une contradiction (A et —3A) toute autre far-
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mule est déductible: il suffit de voir dans la table de vérité (§1.2.1.1) que
si 1'antécédent d'une implication est F 1'implication est évaluée & V; appli-
quer le théoréme de la déduction {(version sémantigue) et la complétude du cal-
cul propositionnel, (yoir la fin de ce paragraphel. Plus de détails peuvent
gétre trouvés dans [72].

I1 est intéressant de noter gue cette deuxiéme définition est plus générale
que la premidre parce qu'elle est applicable & des systemes formels ol le con-
cept de negation n’'existe pas.

Etant donné une propriété pour les fbf du systeme,alors:

A Un systéme est dit consd{sfant relativement & la propriété ssi seuwlement

les fb¥ gqui ont cette propriété sont des théoremes.V
Si, par exemple, la propriété pour une fbf est "étre valide " alors:

A Un systéme est dit consisfant ssi seulement les fbf valides sont des

théorémes.V

Une autre notion de consistance (la w-consistancel) sera présentée au §1.6.3.
Une autre guestion fondamentale est celle de la compféfude d’'un systéme for-
mel. Les différents critéres choisis comme réponse & la question informelle:
* gue veut-on pouvoir démontrer dans le systéme? " donneront lieu & des notions
différentes de complétude.

Etant donné une propriété pour les tbf du systéme alors:

A Un systéme est complef relativement & la propriété si foufes les fbf qui

ont cette propriété sont des théoremes.V

En choisissant une propriété "intéressante” une définition équivalente est la

suivante:

A Un systéme est complet relativement & la propriété ssi au moins certaines

fbf sont des théoréemes.V
Si, par exemple, la propriété pour une fbf est "8tre valide”, alors:
A Un systéme est compfet ssi toute fbf valide est un théoréme.V

Cette notion est la plus utilisée pour les systémes. gqul nous intéréssent.
Nous donnons deux autres définitions de complétude citées souvent dans la bi-

‘Bliographie:

A Un systéme est complef ssi pour toute fbf A on a un (et seulement un) des

cas suivants: = A 0oU = T1A.V

Une propriété trés forte (que les systémes importants n'ont pas] est la com-

plétude de Post (voir par exemple {40 1):
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A Un systéme est comptef ssi 1'incorporation comne axiome d'une fbf qui

n*est pas démontrable rend le systéme inconsistant.V

Le calcul propositionnel est complet avec n'importe laquelle de ces trois
définitions.

Une fols une théorle formelle définie, une guestion qui se pose naturellement
est de savoir si 1'on pesut toujours répondre a la question: "la fbf A est-elle
un théoreme t" ou la questien équivalente {dans 1les systémes complets}:" la fbf
A est-elle valide ?". Cette question est connue comme le probleme de fa déci-
a40n,

4 5'11 existe un algorithms qui permet.de décider si une fbf de la théorie
est ou n'est pas un théoréme,on dit que la théorie est décidable st 1'algorith-
me est appslé une procidure de déedision.v

Cette notion formelle deg décidabilité est étroitement 1iée & la notion de
fonction récursive ou calculable. En effet, le systéme est décidable ssi 1'en-
semble des théorémes est Afcursdf (c’sst & dire si sa fonction caractéristique
est calculablel.

Un systéme qui n'est pas décidable est appelé indécidable.

Pour les systémes indécidables une propriété moins forte peut &tre exigée:

A 51 dans un systéme formel il existe une procédure qui permet de détermi-
ner en un nombre fini de pas si une fbf A est un théoréme, mais qul peut ne
pas se terminer si A n'en est pas un ( c’est & dire on ne sait pas si on n'a
pas trouve parce que effsctivement A n'est pas un théoréme ou parce qu‘on n'a
pas assez cherché) alors on dira que la systéme posseds une procédune de
preuve ou qu'il est semidécidable.v

Le caleut propositionnel est consistant, complet ot décidable,

Bien que le calcul propasitionnsl permstte de formaliser un nombre de pro-
blémes et d'introduire les notions sur lesquelles s’appuieront des notions dans
des langages plus complexes, 11 est insuffisant gquand 11 pe s'agit pas d'expri-
mer des propriétés,mais des nefations entre objets d'une fagon générale (on
peut voir des exemples tras clairs dans [65 ])' En particulier,il est impuis-
sant a exprimer les mathématiques en termes de lagique (jusqu'au travaux de
Frege et Peano,on aurait pu croire que la logique traditionpelle suffisait paur
cdnatruire les mathémat1Quea).

Nous étudions maintenant le calcul des Prédicats du premier ordre (1'adjectif
premien est 1a pour le distinguer des logiques avec un pouvolr d'expression plu
fort:; logique de second ordre, logique faible de sescond ordre, logiqus de trai-
siéme ordre, et logiques d'ordre supérisur en générall.
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1.6 CALCUL DE PREDICATS DU PREMIER ORDRE

1.6.1 LANGAGE ET TERMINOLOGIE

A. LE VOCABULAIRE DU LANGAGE

1) c 1, (symboles de ponctuation)

2y » A VoD = (connectifs Logiques)

3) f] avec iz 1 et n 20 (symboles de fonetion)

REMARQUE: 1'ensemble de symboles de fonction peut &tre vide {voir § 1.6.2:
Calcul de prédicats du premier ordre pur)
Conventions pratigues:

i} Pour éistidguer les différents symboles de fonction, nous écrirons f,g,
hoeo. au lieu de +9 , 7. fg -

ii) L’indice supérieur n sert & ideritifier 1'arité de la fonction, nous
1'omettrons; dans le cas ol l'arité est zéro le symbole fonctionnel
est appelé une constante, notée a,B,0,.0. -

4} P? avec 121 et n2=0 ‘{éymbeiea de prédicat)
Conventions pratiques: '

i}‘L’indice i sert & identifier le symbole de prédicat, nous pe 1'utili-
serons pas; pour distinguer las différents symboles de prédicat,naus
gorirons: P,Q,R,... '

ii) L'indice supérieur n sert & identifier 1'arité du prédicat, nous
1'omettrons; dans le cas o@l l'arité est zéro,nous avons un symbole pro-
positionnel (ou une proposition). ‘ *

53 v appelé gquantificateur universel et qui est lu dans ses occurrences:

"powr Lout " ou “quelque s0it ", ‘

8) 3 appelé quantificateur existentiel ot qui est lu dans ses ocourrences:

" AL exdste ". ' '

7} U, V,aeanZ, Ugs Upsaa., Vs Voseea §ymba£e¢ de vaniables)

B- LE LAMBAGE

1) Les fenmes
i} Les variables et les constantes sont des termes.
i1) si f§ est un symbole de fonction et ty,..., t, sont des termes,
alors fg (tg,...,tn) est un terme.
iii) Une suite de symboles du vocabulaire est un terme ssi elle obéit
aux regles de formation 1i) et 1ii).
2} tes foumules atomiques ou atomes ,
i} Les propositions sont des formules atomiques.

cem mtema B0 (.., .,t.) est une formule
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Nous appellerons tq,....t, les arguments du prédicat.
11i) Une expression est une formule atomique ssi elle abéit aux régles 2ii)
et 2iii). '
Dans l'utilisation de la logique on appele souvent un prédicat unaire
propriété et un prédicat n-aire; aelafion n-aire.
3) Les goumules bien fonmes {fbf).
i) Une formule atomique est une fbf.
ii) Si A et B sont des fbf et x est une variable alors
T A A >B ( ¥x )A sont des fbf.
iia) La quantificateur existentiel et les connectifs A, v et E 'sont in-
troduits au moyen des définitions:
( 3x) A estdefini par = (L ¥Yx) (- AN

A AB ” ] " - [A D"LB]
AVEB " " " {(=A) =B
A=H ” " " (A>B) A (B > A)

La hiérarchie des connsctifs et quantificateurs est la méme que dans le cal-
cul propositionnel (§ 1.2.1). " 3 " ogt " V " opt la méme hiérarchie que
"o,
I1 aurait 6té possible d*introduire d'abord (3Jx) A et définin ( Y x) A
comme —3(( 3 x)( YA}, |

. Souvent, nous écrirons VxA at ixA 3 la place de { Vx]l\ et ( axll\.
111} Une suite de symholes du vocabulaire est une fbf ssi ells obéit aux

régles 31) et 31id).

REMARQUES:

1"} L'ensemble des termes est le plus petit ensembla d'expressions contenant
les variables et constantes et fermé& pour la regle de formation 1ii}.

3') L'ensemble des fbf est le plus petit ansemble d’expressions contepant las
formules atomiques et fermé pour la régle de formation 3ii).

Pour faire le lienavec las langages de programmation, il est intéressant de

noter que dans [120] 1les symboles de fonction sont appellés des condfruc-
Leuns.

A Un terme qui ne contient pas de variables est appelé un {feame fenmé . v

EXEMPLE:
f (a,g (hib,al, ¢)}

A La pwfondeur h(t) d'un terme t est définie récursivement comme suyit :
1. s1 t est une variable ou une copstante alaors
h(t) = 1
2. sdnon (t = flEtg,..., t))
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h(t) = 1 + max {h(tq),....,h(t)}.V
La profondeur d'un terme est une mesure du niveau d'imbrication maximum.
A Dans les fbf (Yx)JA et ( 3x)A, A est la pontée des quantificateurs.V

A Une occurrence d'une variable x dans une fbf est dite £{€e ssi x ap-
parait aprés un guantificateur [V>m 3x) ou si elle est dans la portée d'un

quantificateur; toute autre occurrence de x est dite Libre.V

A Une variable est dite £{8e (£ibre) dans une fbf ssi elle a une occuren-
ce liée (libre) dans la fbf .V

Une variable peut donc &tre libre et liée dans la méme formule.
La notion de variable liée correspond & celle d'une variable telle que 1la

fbf dans laquelle elle apparait a un sens {ndépendamment de cette variable.

A Si A est une fbf et t un terme, t est dit £ibre pour x dans A ssi lors-
qu'on remplace une occurrence libre de x dans A par t; aucune variable de t ne

devient liée .V .

Dans 1'approche sémantique du Calcul de Prédicats du 1€T ordre, nous pourrons
facilement montrer que les formules contenant des variables libres ne sont pas

"intéressantes”.

A Une fbf ne contenant pas de variables libres est dite fenmée (autrement
dit toutes ses variables sont quantifiées]).

Si elle n'est pas fermée elle est dite ocuverte. V

A La fermetune univernselle, ou plus simplément la fermetfure d'une fbf A est
définie comme la fbf fermée obtenue a partir de A en la préfixant avec des
quantificateurs universels suivis des varigbles libres dans A. Si A est fer-

mée sa fermeture universel coincide avec A.V
EXEMPLE:
La fermeture de la fbf : Ply,ul 2~ ( 3y) Q (x,y,z) est

Vx Vy Vu Vz P (y,w)o= (3 y) 0 (x,y,2))

Nous présentons maintenant les deux approches classiques du Calcul des Predi-
cata- la premiere,qui est historiquement la consédquence du logicisme, est une
approche syntaxique et nous 1’'appellerons méthode axiomatique: elle ,corresponc
aux systemes de type hifbertien [72 1. On pourrait aussi parler de 4ysf2me de
type Frege puisque ce fut Frege qui introduisit en 1879 [51 ] les systemes
formels et la théorie de la quantification. La deux ieme approche est une ap-

proche sémantique.
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1.6.2  APPROCHE SYNTAXIQUE

A Upe théorie dans laguelle on introduit des quantificateurs (sur les varia-
bles individuelles) s'appelle une fheondie du premien ondre.V ’

4 Les axlomes d’une théoris du premisr ordre se divisent en: axiomes £ogi-
ques et axiomes non-fogiques {ou propres).v

Les premiers sont les axiomss * inhérents” au langage et les deuxidmes sont
les axiomes particuliers de la théorie dont on veut démunirer des théorames.

4 Une théorie du premier ordre dans laguelle 11 n'y a pas d'axiomes propres
est appelée un Caleul de¢Pridicats du premien ondne.v

A Un Calcul de Prédicats du 18F ordre dans lequel 1l n'y a pas de symboles
fonctionnels (dont les constantes sont un caé particulisr) et tel que pour tout
entier n 11 y a une infinité de symboles de prédicat d'arité n ast appelé un
Cateul deqPriédicats du premiern ondre pun,v
(Par example: Pix,y} est une fbf da ce calcul mais P(f(x),b) n'en est pas
unel.

Suivant [100} , nous donnons les axiomes logiques et les régles d’inférence du
Calcul des Prédicats qu1ar ordre {qul sont aussi ceux de toute théorie du pre-

mier ordral.

A. AXIOMES
S1 A8 et C sont das fbf aloré
1 A > (B 2A)
2} (A 2 (B oC}) » ({ A 2B) 2 (A =C))
3] (+B > A} o ({ B »A) > B)
4) {vx} A(x) o A (t) 81 A{x) est une fbf et t un terme libre pour x

dans Alx).
5) (Yx} (A = B} o (A GIVX} B) si A ne contiant pas d'occurrence 1ibre
de x. ‘

On peut renplacer A,B et C par n'importe quelle fbf (ce sont des métavaria-
bles représentant des fbf), Chaque fbf 1) & 5) représente donc une dnfinitd
d'axiomes c'est pourquoi on les appelle Achém d'axdiomes.

B. REGLES D' INFERENCE
1} Modus ponens 1+ de Aset A2 B on conclut B.
2} Généralisation: de A on conclut | v x} A,

. REMARQUE:

Au § 1.2 nous avions différé la présentation d'une théoris formells axiomati-
que pdur‘ le calcul propositionnel; nous le- falsons ici comme connectifs propo-
sitionnals on garde ssulemant la négation et 1'implication (les autrss connectifs
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peuvent &tre introduits & 1'aide des définitions); les fbf sont celles utili-’
sant ces deux connectifs; les axiomes sont 1) & 3) ci-dessus; la seule régle
d'inférence est le modus ponens. '

Les définitions de démonstration, théoréme et déduction sont les mémes que
nous avons données pour le calcul propositionnel; en ajoutant une hypothése

(voir [100]1) 1'énoncé du théoréme de la déduction est le méme.

1.6.3 APPROCHE SEMANTIQUE

Une autre approche (historiquement postérieure) qui ne fait usage ni d'axio-
mes ni de régles d'inférence - abandonnant donc la notion de formule démontra-
ble - utilise la notion de validité. Ici la notion de validifé repose sur des
considérations relatives & la thécris des ensembles. Cette épproche est appelé
théorndie des modeles. L'objectif est de pouvoir assigner'é des fbf un 4ens et
des valewrs de venits. |

Pour donner un sens & une fbf on choisit une sfauctfune et on fait correspond:
aux symboles de la fbf certains objets de la structurs. Le sens des symboles
dans 1la fbf est celui des objgts correspondants de la structure.

iPourassigner des valeurs dé vérité la facon la plus naturelle est de donner
le moyen d'assigner des valeurs de vérité aux formules atomiques (lesqguelles
pourront avoir la valeur V ou la valeur F , mais pas les deux) et d’utiliser
les tables de vérité comme dans le calcul propositionnel. ,

Nous devons aussi définir une procédure d'évaluation des formules quantifiée
" (un traitement exhaustif du concept de vérité dans les langages formels est do
né dans [151] ), _

Pour la formelisation de ces 1dées nous nous sommes inspirés de [ 6 ], [ 60
[8S] et [132].

I1 est utile de considérer des structures, c'est & dire des ensemples dans
lesquels on définit des opérations et des relations (par rapport 3 [60 ] nous
donnans des définitions 1légérement simplifiées qui sont suffisantes pour nos

besoins).

A Une structure de premien ondre ou plus simplément une structure I ec
un triplet < D3F,R > g \
D: ensemble non vide.

i

F: { fi’ A S f;n , ...}

é? ( j= 1,2,...) est une operation d'arité i; (f4nie) dans D (applica-

v J
tion de Dlj dans DJ.
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) K, k, kn
R: { R T ETRIE vosad
ffj ( j= 1,2,... ) ast une nelation d'arité ky (g§inie) dans D.

On peut remarquer deux cas particuliers intéressants:
a) s'il n'y a pas de relations -on note < D; F, @ > ou < D; F > - 'Il est
une afgebre.
bl s'il n'y a pas d’'opérations -on note < D B, R > ou < D; R > - 'I‘ st
un dysteme refationnel .v

Une telles structure est parfois appelée stnuctune dans La théonie des ensem-
bfes parce qu'on pourrait aussi considérer des structures ol D n’est pas un
ensemble [ 6 ]. '

Dans 1la définition de la sé&mantique des fbf du calcul de prédicats du pre-
mier ordre, D est appelé le domaine ou undvens ou unfvens du discouns.

A Une assignation £ d’une fbf A 3 une structure 'I‘= <D; F, R> est un
triplet d'applications;

£ = < 51. €2. 63 >
ou
£yt Fp—2F
€2 : EA-——-?rR D¥

Fp # ensemble de symboles de fonction de A.
P, : ensemble de syminles de prédicat et de symiples propositionnels de A.
A

TA : ensemte ds termes de A,
pr=p* ) oV ... 0 on U ...

REMARQUE: On aurait pu considérsr seulement R commes le codomaine de £, 3 ON
a ajouté D* simplement pour pouvoir traiter d'une facon "&légante” la séman-
tique des symboles propositionnsls, gui peuvent intervenir dans des fbf du cal -
cul de prédicats (voir § 1.6.1).
£y
Conme 11 est habitual nous considérons D% @ et une constante com- -
me une fonction @-—90.
La valsur €1ta], si a ast une constants.est parfois appslés un

élément distingué de D [89 ]} et aussi la dénotation de a [20 }.
€2 s

i} si P est un symbole de prédicat

52 (P) € R
ii) sinon (P est un symtole propositiocnnel)
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52 (P} =82 ou EZ-(P] = D*

E3
i) si t est une variable

€3 (tleD

(on peut considérer 53 comme assignant £e sens €3 (t} & la variable tJ).

ii) sinon (t = f [tq. v tn])

€3 (t) = &1 (f) (&5 (tq),..., €3 (t,))
Cette notation correspond, évidément, & la valeur de la fonction §&4(f) ap-

pliquée aux valeurs des arguments &3(tq),..., &g(ty).V

A une structure JIT est adéquate pour une fbf A ssi il existe une assigna-
tion de A a M.V

La phrase "une structure]“ de A" suppose quel’l est adéquate pour A,

A Une dntenprétation I pour une fbf A est un triplet
I= <A,m)€>

od ]TI est une structure et £ une assignation de A & l]l .V
>, S

S\ .

A Soit S un ensemHe de fbf.Si Tiest une interprétation pour chague for-

mule de S, alors I est une {nterprétation de S.V

Si A est une fbf,ltl une structure adéquate pour A, £ et £' deux assigna-
tions de A a Ir‘telles qu'elles coincident sauf, peut &tre, dans la valeur
assignée a la variable 1 ibre v: Eé[v) = a (c'est & dire on peut avoir dans

€ : &g [v]) = a ou €3 (v) # a), alors nous noterons &' comme £ [3 .

A Une dvaluation d'une fbf pour une interprétation donnée pour cette fbf

est une fonction (partielle)

Elxl—pv. F?

l : ensemble des fbf du calcul de prédicats.
/ : ensembles des interprétations.

Evidemment IF(A,I) n'est définie que si I est une interprétation pour A.
Toutes les faormes possibles de A sont 1 & 5 ci-dessous et la définition de

IF[A,I] est la suivante:

1) A: P ( P: symbole propositionnel)
Finny = Vo ossi £, (P} = D*
2) Ar P (tg.... tg)
Fiam = v ssi <ggltydi..., E3(t,)>€Eo(P)
( €5(P) représente £'exfension du prédicat)
3) A: mB; BAL; Bv<cC;Bo>oC; B=C
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ou B et C dénotent desfbf
(vaoir définition fonctions de vérité § 1.2.1.1)

a) £a1) =V ssi Ha ( F,1 =V

p) A0 =V sst n, ( £e.0), Fc.1)
e fa.D =Y ss1 n, ( FB.1). £ic.1))
@) D =V sst n, ¢ fe.D, e
e) £(AT) =V s W ( F,1), Ec.in

n
b

H

u
< € < <

4) A: 1xB ol B est une f et
ka,I) = V asi 11 existe une interprétation 1I°' =< B.nn.€’> avec
£'=E (2) telleque £(B,1°) =V
5) A: va od B est une fbf
f]A.I) = Y ssi pour toute interprétation I' =< B.lti.§'> avec
£ =g (i) pour tout ye D on a:
w11 =V
8) si Ean #Y alors (A1) =F

REMARQUE: La regle 4) d'évaluation correspond & la général isation de 1’évalua-
tion d'une disfjonction des fbf dans le calcul propesitionnel. Pour illustrsr
ceci considérons la fbf SxP(xl et une interprétation I avec domaine fini D.
On peut assigner & x successivement tous les éléments de D (disons X4 xz,..xn].
Pour chacune de ces assignations P(x) peut étre évaluée aV ou a F lavec 1
regle 2}, Si 1'on forme la disjonction P(x1) VP[x2]V caaV P(xn) alors elle sera
évaluée & V, ssi 11 y a au moins un disjoint quil est évalué & V. La quanti-
fication existentielle permet d'étendre cette notion & des interprétations avec
domaine infini.

Un raisonement analogue montre que la régle 5) correspond 3 une général isation

de 1'evaluation d’une confonction dans le calcul propositionnsl.

Pour une Interprétation daonnée, une fbf fermée repreésente une proposition qui
est vrale ou fausse, tandils qu'umgfbf ouverte représente une aefation dans le
domaine et peut avoir la valsur ¥ pour certainas valeurs assignées aux varia-
bles libres dans le domaine et la valeur F pour d'autres valeurs assignées aux
mémes variables dans le domaine. C'est dans cs sens que nous avions dit au
§ 1.6.1 que les formulss ouvertes n'étaisnt pas "intéressantes”.

11 faut noter aussi qu'en ee gui concerne interprétation et évaluation il
n'y a pas Jusqu'ici de différence entre constante et occurrence 1ibre d’'une va-
riable.

D'aprés la sémantique décrite ci-dessﬁs,on peut dire que les fermes dénotent
des dndividus (de 1'univers du discours) et les §bf denotent des valewrs de
venite,
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. La question de 1a validité d'une fbf se raméne & celle de la validité d’'une
fbf fermée. Si 1'on veut pouvoir assigner une valeur de vérité a une fbf conte-

nant des variables 1ibres il faut introduire la définition suivante [8a].

A Une fbf est évaluée aV dans une interprétation ssi sa fermeture est

gvaluée 3 V . ¥

EXEMPLE:
(V x3 Pix) > P (y) est valide ssi (Yy) (C ¥ x) P(x)> P(y)) est
valide.
REMARQUE: Si 1'on remplace dans la définition d'interprétation "A est une fbf"
par "A est un langage” (un systéme formel) nous avons la définition d’'inter-
prétation pour un langage. Mais il est évident qu'il nous faut une notion qui

nous permette de considérer une infinité de fbf:
A Un modele d'une théonie formelle est un modéle des axiomes. V

Intuitivement,on voit que le modele satisfera toutes les fbf déduites dans le
systéme si la (les) régle (s) d'inférence "transmet” ("transmettent”) la sa-
tisfaisabilité. Au Chapitre 2 nous dirons d'une telle régle d'inférence
gu'elle est conrecte.

Les définitions d’'équivalenre, satisfaidabil ité, validité et insatisfaisa-
bilité sont les mémes que pour le calcul propositionnel.

Puisqu'ii n'y a pas de limitation sur la cardinalité des domaines, on a une
infinité d'interprétations possibles pour une fbf. Pour tester la validite
d'une fbf,nous ne pouvons donc plus utiliser la procédure de décision fournie
par les tables de vérité. Si on regarde les régles d’évaluation d'une fbf on
conclut facilement que la seule chose qui importe est la cardinalif€ du do-
maine et non pas les noms que 1'on donne & ses éléments.

Pour les univers finis la définition suivante est parfois utiliséé:

A Une fbf est dite n-valide ssi elle est évaluée a3 V dans toutes les in-

terprétations avec des univers de cardinalité n.V

Nous examinons quelques exemples d'évaluation des fbf du calcul de prédicats
i

du 18T ordre.
EXEMPLE 1: Soit la fbf:

(¥x) (P(x) > Q (f(x), a))

nous allons 1'évaluer pour une certaine interprétation définie comme suit:

strucTture §H:
1} Domaine:
p=1{1,21}
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2} Ensemile de fonctions:
(bien que ce ne soilt pas nécessaire F peut 8tre ici i'ensemble de
toutes les fonctions de D—p D puisqus le domaine est de faible
cardinalité),

al fq sl <1,1>, <2151}
b f, s {<1,1>., <2,2>}
c) a3 {<1.,2>, <2,9 1}
d f, s {<1,2>, <2,2>}

3) Ensemtle de relations:

Rq 3 { <1> }

Ryt { <1.1> . < 1,25}

Ry & h1> . < 02> < 2,1>)
ASSIGNATION &: {

51 [a} = 2
51 (f1 = f4
€3 (x}) = 2

£y (fix)} = f4(23 =2
EVALUATION (avec interprétation I = <A, §I¥, £>1):
P(x) evalué & F : < 2>¢ R, ‘
I1 n'est pas nécessairs alors d'évaluer le conséquent de 1'implication.
Plx) =Q (f(x),a)l est donc évaluse a ¥ dans }'ipterprétation I.
La seule autre assignation possible qui différe au plus de la premiére dans
+ 1a valeur assignée a4 x est &' avec:
Eé (x1 =1
EVALUATION (avec interprétation I* = < A, l“ . E'> )
P (x) évaluda V ; < 1>¢ R1
@ (f(x),a) éGvaluea F : <2,2>¢ Ry
P (x) o> Q(f(x},a) est donc évaluée & F dans 1'interprétation 1I°'.
Finalement la régle 5) d’évaluation nous permet d’évaluer la formule du départ:
{ v x) (P(x} @ (ftx), a)) est évaluée 3 F dans 1'interprétation 1.

EXEMPLE 2: Soit la fbf:
Iix]PMl:>(Vxl Pix)

Elle est 1-valide. En effet il est facile de vérifier que pour les univers de
cardinalité 1 1'évaluation de J x Pix) et de ¥ x P(x) coincident, donc 1'an-
técédent et le conséquent de 1'implication sont évalués 3 la méme valsur de vé-
rité, donc 1'implication est toujours V .

I1 est clair qu’elle n'est pas valide.
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EXEMPLE 3: Soit la f bf:
(VY x)(( = Plx,x) A [Vy) ( Vz] {(P{x,y} A Ply,z)) DP(x.z]]Atauﬂ Pi{x,wl)

H

- Elle n'est pas satisfaisable dans 1les univers de cardinalité finie, mais si
1'on interpréte P (x,y) comme "x< y" alors elle est satisfaisable dans 1'u-
nivers. des entiers [115] {g2lle nie la réflexivité et affirme la tramsitivité
de " <" et 1l'existence d'un entier plus grand qu’un entier donnél.

Un théoreéme trés important dans la voie de la mécanisation de 1'’approche sé-

mantique est le suivant:

THEOREME ( de L& wenheim ou de Skolem-Ldwenheim [80 ]11:

S{ une fbg du caleul des prédicats est satisgaisable, alons ellfe est satis-
faisable dans une Anfernprnétation avec domaine dénombrable.
PREUVE: Dans [20 ], [100].m

Skolem a postérieurement donné une version plus puissante du m8me théoréme
dans laguelle il est dit que si une fbf st satisfaisable dans unevinterprétatim
I avec domaine D alors elle est satisfasable dans une interprétation 1' ave:x
domaine dénombrabfe D'. D' est un sous-ensembfe de D et I' peut étre extraste
de I (des précisions peuvent &tre trouvées dans [20 1).

Des résultats plus récents permettent de remplacer dans 1'énoncé du théoreme
"domaine dénombrahle " par des sous -ensembles trésoparticuliers de l'ensemhle
des nomires naturels.

Nous faisons remarquer ici que la méthode employée par L8wenheim pour démon-
trer son théoréme a €té a 1'origine de la théorie de Herhrand dont nous par -
lerons au § 1.7.2. '

Comme conclusion des paragraphes 1.6.2 et 1.8.3 nous retenons les guestions
fondamentales qui se posent dans les deux approches du calcul de prédicats:

" Soit A une fbf; peut -on savoir si”:

A est démontraHe?
approche syntaxique {
{axiomatique]
. A n'est pas démontrable?
4

A est valide?

approche sémantigue {
A n'est pas valider?

Le rapport entre ces propriétés est é&tabli par le théoreme suivant:

TEOREME (de Complétude de G&dell 57 1): Dans fout caleul de prédicats du pre-
mien ondne une §bf est un théorldme 444 efle est valide.

PREUVE: dans [ 20] , [100].m
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<

REMARQUE: Dans [ 201 on donne le nom de "théoreme de complétude " a la partie
"si” du théoréme et “"théoréme de correction” (nous avons traduit
"soundnass” par‘ "correction”) & la converse. L'intérét de cette séparation
{exclusivement dans un souci d'homogéneité de l'exposé) sera évident au Chapi-
tre 2 quand nous introduirons les definitions de correction et complétude pour
les méthodes de prsuve.

Comme 1'indique le théoréme suivant le calcul de predicats du premier ordre

est "libre de contradiction®:
THEOREME :  Le caleul de prédicats du premien ondre est (simplément) consdistant.
PREUVE: Dans [100].!

Avant de parler des problémes de décidabilité nous donnons une définitibn de

consistance que nous n'avons pas présentés au § 1.5.

A Un systeme Sdans lequsl an psut représenter les nombres naturels est
w-consistant [ 56] si dans S 11 n'y a pas de variable x et de formule Alx) |
telle gue l'on ait:

al = ALD), = Al1), == A(2]),...
et

b} —- ¥ x Alx)
sinon S est dit w-inconsistant. v

ta w-consistance implique fa consistance simp€e ( [73 1, [100} ).
1.6.4 PROBLEMES DE DECIDABILITE DANS LE CALCUL DES PREDICATS DU PREMIER ORDRE

1.6.4.1 INDECIDABILITE DU CALCUL DES PREDICATS

Une autre question fondamentale (en particulier quand on veut mécaniser la
démonstration de théorémes) esi: " existe-t-il une procédure de décision pour le
calcul de prédicats du premier ordre?”. ‘

Une réponse négative a été donnée par Church en 13386.

THEOREME (de Church [ 301): Le caleul de prédicats pdu premien ondre est inde-
cidable ( on dit aussi; nleurnsivement indécidable).

PREUVE; ODans [ma}.g

En utilisant une codification, par exemple uns godelisation (application bi-
jective de 1'ensemble dss fbf dans les nombres naturels), on peut considérer le
codomaine de cette codification & la place de 1'ensembls de fbf. Le probleme
de la décision est alors équivalent a se demander si la fonction caractéristi-
gue de cet ensemble d'sntlers est récursive.

Un énoncé équivalent pour le théoréme de Church ssrait donc:
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L'ensemble des theondmes du caleul de prédicats du premien ondne est ne-
cusivément enumérable mals non neeursddif

I1 existe pourtant une procdure de preuve ou de sémidécision (voir §1.5),
1'enumération en est une, bien gu'elle ne soit pas praticable. Une fagon &-
vidente d'énumérer les théorémes est : en partant des axiomes appliquer toutes
les régles d'inférence de toutes les fagons possibles & chaque théoréme obtenu
(une facon plus formelle de faire ceci utiliserait une gbdelisation des fbf et
des démonstrations.

Le caleul de prédicats du premiern ondre est donc (simplement) consis-
tant, complet et sémidécidable.

Etant donnée la réponse négative pour le probléme de la décision on peut l'e;
noncer d'une fagon moins forte comme suit: " Peut-on décider pour une fbf quel-
congue sielle est n-valide pour £out n fini?".

Trakhtenbrot montra en 1950 {(cité dans [ 46 1) qu’én ne peut pas npon plus trou

ver une solution pour cette deuxidme forme du probléme de la décision.

1.6.4.2 DECIDABILITE POUR CERTAINES CLASSES DE FORMULES

L' inexistence d'une procédure de décision dans le cas général n'empéche pas
1'existence d'une procédure de décision pour certaines classes de formules (pro-
cédure de décision dans le sens le plus fort].

Nous donnons d'abord guelques définitions:

A Une Tbf A est dite sous foame noamale prénexe ssi A est de la forme:
(Q1 x4l Qg xp) M

ot Q3 (1 <1< n) est soit V., soit 3 et Mest une fbf qui ne con-
tient aucun quantificateur.

(Qy x4} ...(Q, xp) est appelé le préfixe et M la mafaice de A.V

Une propriété bien connue est la suivante:

12 existe une procddure effective pour trasfonmer toute £bf dans une §bg sous
forme normale prénexe Equivalente (voir par exemple [100 ] ).

Une telle procédure sera implicitement donnée dans la transformation d'une
formule sous forme clausale ( §1.7.1.2).

Dans ce qui suit nous parlerons de préfixe et de matrice d'une fbf, en omet-

tant de préciser & chaque fois que ladite {§b{ est sous forme nommale prénexe.

A Une fbf est dite sous foame noumale de Skofem ssi le préfixe est de la
forme: 3x1 axn Vy»l Vym {c'est & dire ssi tous les quantifica-
teurs existentiels précédent tous les gquantificateurs universels).

Dans tout caleul de prédicats de 19 ondne pun iR existe une procédure ef-
fective poun transformen toute §bf A en une aufre en gorme normale de Skolem
B, telle que A est valide ss4i B est valide (voir par exemple [100] J.



Par abus de langage nous appelerons les atomes "atomes positifs” et les ato-
mes précédés du signe " - * atomes négatifs. Le mot "atome " identifiera les

atomes positifs et les atomes négatifs.

A La matrice d'une fbF est une formule de Honn ssi elle est en forne
normale conjonctive et chague conjoint contisnt au plus un atome positif {66 1,
[1321.v
REMARQUE: Les formules de ce type (aveé élimination des guantificateurs exis-
tentiels) sont celles admisas dans le langage PROLOG ( [75 1, [125}) .

A La matrice d'une fbf esf Krom ssi elle est en forme normale conjonctive

et chaque conjoint est une disjonction ds dsux atames.V

Une étude exhaustive du probléme de la décisiop est faite dansl 1 Jet [46 1,
nous nous bornercns icl & énumérer quelques clases décildables.

Dans un traitement systématique du probléme de la décision, les formules sont
groupées en fonction de leurs structure logique. On peut classifier les fbf

pour lesquelles ls probléms de la décislon a une réponse positive d'aprés [ 1 1.

i} Le préfixe.
i1} La structure de la matrice.
1ii) Le nombrs d'occurrences et 1'arité des symboles de prédicat.

Dans la liste suivante ne sont consideréas que des fbf appartenant au falcul
de Prédicats du 18% ordre pur {(mais la plupart d'entre elles psuvant 8tre ,
transformées en des formulss contenant des symboles fonctionnels par skolemi-
sation - voir §1.7.1.1).

I1 existe une procédune de décisdion pour les classes de formules suilvantes:

1} Awvec préfixe da la forme: 3x,§ axm Vy»} Vyn {classe de
Barnays - Schinfinksl).

2} Avec préfixe de la forme ; Vy«;Vngx,l Exn {classe de Gidel -
Kalmar - Schuttel.

3) La matrice est une conjonction d'atomes (classe de Harbrand}.

4} Formules en forme normale de Skolem dont la matrice est Krom (classe
de Maslov),.

8} La matrice est en forms normale conjondtive et contient au plus deux
gccurrences de chaque symbole de prédicat.

B) Le préfixe est de la forme: Vy1 3 X Vyz et la matrice est une for-
mule de Horn (classe de Hornl.

7} La matrice est ung formule de Horn et le nombre d'occurrences de chaqus
atomg negatif est de 1 au plus.

8) La matrice est une formule de Horn et le nombre d’cccurrences de chagque

atome positif est de8 1 au plus.
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8) ta matrice contient seulement des atomes & 1 argument (claSse monadi-
quel.

Sur le probléme de la décision on peut consulter également [28 1,[311.

1.7 MECANISATION DE LA DEMONSTRATION DES THEOREMES

La plupart des procédures de démonstration automatigque, et en particulier cell
gque nous avons choisie d'implanter, s'appliquent & des formules sous une, forme
normale ou standard obtenue (par simple omission des quantificateurs universels]
& partir de leur foame nonmale confonctive de Skolem [89 1, ou forme normale
gonctionnelle [115] (cette forme ne doit pas étre confondue avec la forme normal
de Skolem du §1.8.4.2):

(Vxp ¥ xpm
ol %4 {1 £ 1< n) sont Jfoutes 1les variables dans M (la fbf en question est
donc fermée). M est en forme normale conjonctive.
Cette forme normale est appel ée, dans la terminclogis de la démonstratiocn au-
tomatique foame clausale et il exiiﬁe un algorithme pour le passage d'une fbf
gquelecongue a une autre ( non éguivalente, mais qui préserve la validité) sous

cette forme. b

1.7.1 TRANSFORMATION SOUS FORME CLAUSALE

Nous donperons les régles de transformation sur une formule gue nous prendrons
commg exemple. Cette formule du Calcul de Prédicats du premier ordre exprime ur
théoréme de la théorie des groupes. Puis, en utilisant un algorithme de trans-
formation nous obtiendrons sa forme no;male.

Considérons le théoréme de la théorie des groupes: " fout &€ément d'un groupe
a un Lnvernse a drno.te". Nous écrivons une des fbf qui représente cet énoncé en
écrivant d'une part les axiomes propres (ou prémisses) et d’autre part la con-
clusion du théoréme (qui devra é€tre une conséquence logigue des axiomes -voir

8 1.3, § 1.6.2, § 1.6.3 -).

En général, dans la pratique, pour formuler un théoréme & démontrer la démar-
che générale est la suivante: on consideére la structure mathématique ou une
structure gui est censée représenter le "monde réel”, dont on veut exprimer
certaines propriétés, et 1l'on suit la démarche {nverse a celle d'assigner une
sémantigue & une fbf, ce qui correspond & la description d'un systéme abs-
thait L 721, La structure mathématique du départ (ou celle représentant le
"monde réel ") constituent une aeprdsentation [ 721 ou un modéle du systéme
abstrait {ici modéle a sa significatién logique, et ne doit pas étre confondue

avec la notion de modéle utilisée par exemple, en simulation).
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Le fgait de montren que fa fonmufe est un théonlme nevdient 4 montrer que
toutes Les structunes qui sont, via une interpréfation, un modéfe des axiomes,
satisfont via La méme Antenprétation La propiéié @noncie dans La conclusion du
théoneme,

Pour notre exemple nous Ecrivons:

Plx,y,z) dénote x o y = z oli "¢ " est l'opération binaire dans le groupe

A1} v X Vy 3 z Pix,y,z) (1'opération est internel

A2) ¥ x Yy Vz¥uV¥yvV¥uw (Pix.y,ud APly,2.v)) o (P(x,v.WIE Plu,z,w)))
{associativité)

A3) Ix [Vy Plx,y,yl A Vy _32 Plz,y,x)) (existence de 1’identité a gau-
che st de l'inverse a gauche)

Tl 3 X (Vy Pix,y.¥) A Vy 32P(y.z,x}} {conclusion du théoréme)

Pour démontrer le théoréme A1A A2A A3 o7 (noter qu'il s'agit d'une formule
fermée ] nous montrerons 1°* insatisfaisabilité de la formule sulvante;
A1 A A2 A A3 A=T {voir las 2 dernisrs théorémes du § 1.4), et au lisu de par-
ler de démonstration de la premi2re nous parlerons de néfufation de la deuxia-
me. La deuxitme formule ssra trapnsformés dans une autre, en forme standard, an
utilisant un algorithme connu sous le nom de méise sous forme clausale. Cette
forme standard a été introduite en 1960 par Davis et Putnam [42 ] et elle ast
largement utilisée depuls. La forme clausale est uns formule fermeée, en forme
normale conjonctive, sans guantificateurs existentisls. Elle se prédte trés bien
a la mécanisation des démonstrations basées sur le théoréme de Herbrand(§1.7.2)
et en particulier elle est utilisée dans la méthode de résolution (voir Chap.2)
et de Prawitz (voir Chap.3). En outre, la formulation des théoremes dans plu-
sieurs disciplines, conduit naturellement a des réprésantations sous forme
d'ensemble de clauses. Des exsmples d'utilisation dans la résclution de pro-
blémes (en générall, dans les hases de données, daps la dérivation des program-
mes a partir des spécifications, entre autres, peuvent &tre trouvés en [75 ].

L'algorithme des mise sous forme clausale transforme une fbf A en une autre
fof A* en préservant la satisfaisabilité (insatisfaisabilité). I1 faut noter
qu'en général A et A' ne sond pas Equivalentes. La cause de cette non équiva-
lence a son origine dans un pas de l'algorithme appelé skofemisation, qui a pour
but d'éliminer les. quantificateurs existaentisls et que nous présentons d’abord.

1.7.1.1  SKOLEMISATION

L'idées intuitive de la skolemisation est simple. Scit la fbf en forme normale

prenpexe:

v x 3y Plx,y)
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si elle est satisfaisable, alors il existe une interprétation I avec domaine D,
te]l que pour tout a € D il yla au moins un beD avec < a,b>eg ,(P) (voir
§ 1.6.3). C'est & dire pour chaque "a” on peut choisir un "b” qui dépend de
"a", DA peut donc choisir une fgonction f telle que:
y = f(x]

En géneral f n'est évidémment pas unique, elle dépend du choix particulier de
y, parmi tous les y possibles. Cette fonction est appelée gonction de Skolem.
La formule initiale peut donc &tre transformée en une autre qui contient une

fonction de Skolem: ; |
Vx Pix,fix))
Les fonctions de Skolem peuvent &tre des fonctions a zéro ou plusieurs argu-
ments, leur arité étant toujours égale au nombre de quantificateurs universels

précédant le quantificateur existentiel éliminé. Par exemple:

3 « V y ¥z E TR Y P{x,y,z,u,v)

serait transformée en:

) Y% V: Pla,y,z,fly,z),gly,z))
I1 est naturel de se poser la question: "gst-ce qu’on ne change rien en ce
qui concerne la validité d'une formule en y introduisant des fonctions de

Skolem?”, La réponse est donnée dans le lemme suivant:

LEMME:  So4t A" une §bf obtenue par skoLemisation & partin d'une gbg A. A est
satisfaisable ({nsatisfaisable) ssi A' est satisfaisable (insatisfaisable);
autrement dit La skolemisation préserve La propriete d'une formube d'avoin ou
de ne pas avoir de modele.

PREUVE:
Sans perte de généralité on peut supposer A de l1la forme:
A: V Xqooe V Xn 3 y P(x1,...,xn,yl
A’ aura donc la forme:
A: v;<1... Y Xn P[x1....,xn,f[x1....,xnl) ol f est un symbole fonc-

fionnel qui n'est pas dans A.

1) Si A est satisfaisable, alors elle est évaluée a Y dans une interpré-
tation I = < A, IIY, & > avec m - <D:; F, Roet £ =<4, E5, E3> .
C'est & dire pour tout n-uplet < 81seee, @y > dans D", il existe au moins
un eélément de D (disons "b") tel que <ay,...a ,b> ¢ € 5 (P)
(voir reégles d'évaluation 2,4 et 5 § 1.6.3).

Considérons 1'interprétation 1I' pour A':
I' =<A! m', £E' > avec m'b = <D; F', R> et & =<€'1, €2, §3>

Fro=fF U {0}

i
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. f4 est une fonction de D7 —pD définie de la fagon s&ivante;
fx lag....0a) = b ssipour le ntl -uplet < a1....,an.b > , A est satisfaisa~
hle (on fait ici usage inplicite de 1'axiome da choix puisqu'on admet que 1'on
peut toujours préciser les valeurs de la fonction f, et nous n'avens fait aucu-

ne hypothése sur O],
domaine ( £°'4) = domaine (& 4) b (1}
6'1(“ = f* ‘
I' est up modéle de A‘, Ep effet: d'aprés la définition de fx et du failt

que A est satisfaisable, pour tout n-uplet < a4,...., ag> € Vil

<a1loocpanp f* €a1,...,an)> € g 2 {P]

donc I' satisfait A’.
2) La convarse est demontrée d°une fagon tout & fait analogue.

L'existence des fonctions de Skolem pose certains problémes. On peut utili-
ser une approche non constructive comme 1'on vient de faire; mais une approche
constructive est aussi possible (remarque faite dans {42 1).

'Si A est satisfaisable alors elle l'est dans une interprétation avec domaine
dénombrable (théoréme de Skolem - Lowenheim § 1.6.3). on peut donc @numérer les

n-uplets < X4, Xose.eaXy > dans 0" st assigner au symbole de fonction de

n
Skolem "f" f, 3 D“..iyatﬁ 1{f) = f, ) définie de la fagon sulvante;

f‘* (X/x..o”xﬂ} = uy

ot Uy est le plus petit y tel qus pour le

N o+1-uplet < Xqo Xposees Xpo ¥ 7 4 A est évaluée aV .@

REMARQUE: Comme nous i'avions déjd avancé, une fbf A et celle obtenue a partir
d'elle par skolemisation A’, ne dont pas en général Zquivalentes. comma le mon-

tre 1'exenple sulvant:

EXEMPLE:
A: 3x Pix)
A': Pla)

Nous évaluons A' > A et A 2 A' dans une interprétation définls comme suilt;

STRUCTURE;
1} Domaine:
D= {121

2) Ensemble da ralations:
R1={<2>}
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ASSIGNATION:
51 {a) = 1
52 (P} = Ry
53 {x) = 2

Pour évaluer nous utilisons les régles 2,3 et 4 du § 1.6.3

EVALUATION:
Pla) est évaluée a F : < 1 >£Ry
P(x) est évaluée a V : <2 >¢ R,
d'aprés la régle 4 3 x P(x) est évaluge a V .
d'aprés la regle 3 on évalue:
P(a) > IxpPx) a Vv
IxpPix) o> pPa) & F
L'explication dans le cas général est que
A" o A est valide
tandis gue A o A' n'est pas V  en général

Soit 1'implication:

Vx Pix,f(x)) o Vx Jy Plx,y]
il est facile de se convaincre intuitivement que chague fois que 1'antécédent

est YV alors le conséquent 1'est aussi.

l.a converse: ‘
Vx JvPrix.y) o Vx Pix,f(x))

peut facilement €tre falsifiée en exhibant une interprétation dans laquelle la
signification de P et de f n'ont pas de rapport: en effet 1'appartenance de

< X,¥ > & EZ(P) ne nous assure pas que

Er} () ( gg {x)} = Vi
Des considérations {qui font intervenir la logigue de second ordre) extréme-

ment intéressantes & propos de ce sujet sont faites dans [120].

La n2gle de skolemisation est la suivante:

Dans une 4bf en fonme prénexe eLiminer fout quantificateur existentiel et
Le nom de varniable conrespondante (3Ix;) du préfixe. Toute occunrence: de
x; dans fa mabtiice est nemplacCe par un terme. Ce tenme est un symbole
gonetionnel n'apparaissant pas dans fa formule, {2 a comme arnité Le nombre de
quantificateurs universels précédant Le quantificateur existentiel BLiming et
comme arguments Les varniables quantifides univensellement cornespondantes .
Dans Le cas od I x; n'est précede d'aucun quantificateur universel , x; est
nemplacie dans La matrnice parn un symbole de constante.
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ALGORITHYE DE MISE D'UNE FBF SOUS FORME CLAUSALE

Considérons le théorémes & démontrer comme unel formule fermée écrite comme 1la

conjonction des axiomes et da la négation de la conclus ion du théaréme.

Dans le tablsau suivant nous donnons les transformations a appliquer a chacun

des conjoints, dans 1'ordre et intérativamant, jusqu'a ce qu'aucune autre appli-

cat ion ne soit possible.,

sociativité des connect ifs
9 sont facultatifs.

“ v L] 8 t " A n

sont applicables.

A chaque pas les propriétés de commutativits et d'as-

Ix Iy (an B)

Iy Ix (A4 B) (4)
) 8% x est lide dans 4

1(9: 87 x est lide dans B

(3: 87 x est libre dans

A et dans B.

(9: 87 x est lide dans A
ou dans B et y est
libre dans 4 et dans B

Pas .
ne Chagque occurrence das: La remplacer par: But
A =8 “Av B -
1 AZB (Av =B)A(=A Vv B) Elimination de o 8t =
- VX A 3x = A ' Déplacer les =1 le plus
13x A VX =2 A a 1'intérieur possible
2 - (A A B) <AV =B {on arrive & cs que les
.= (A VvV B) 1A A 2B - précédent une formu-
43 A A le atomique).
une variable liée une nouvelle variable I1 n'y a pas deux varia-
dont le nom est par- (dans 1'un des cas) bles 1liées partagsant
3 tagé par deux quan- dans le quantifica- le méme nam.
tificateurs. ' teur et dans 1'occur-
rance liés correspon-
dante.
1 -
3x (Av B) [/\v 3}x B (1) ol Déplacer les quantifica
lxl\.v B (2) teurs vers la droite,
vx (Av B) Avixs 1 o Permet dans certains cas
VXA vB (2) de minimiser l'arité des
AA 3x B8 (1) fonctions de Skolem in-
ou
3)( (A~ B) ixA AB (2} troduites dans le pas 5
AA vx B (1) (en réduisant le nombre
ou
4 VX (A~ B) VxA A B (2] de quantificateurs uni-
Vx (A A B) VX/\ I VxB (3] versels qui ont des
3x (A v B) Ixav 3x8 (3) quant if icateurs existen-
Vx Vy (A v B) Vy Vx (A v B) (4) tiels dans leur portée).

Ceci a des conséquences
pratiques parce qu'on
peut réduire ainsi la
conplexité de la recher-

che d'une réfutatian.

Les pas 4, B et




' =7
Pas
no Chague occurrence de: La remplacer par: But
une variable guanti- une fonction de Skolem] Elimination des quanti-
fiée existentiellementy et éliminerile qguanti-] ficateurs existentiels
> ficateur existentiel par skolemisation.
du prefixe,
un guantificateur uni-| son déplacement tout Transformation de 1la for-
versel, & fait & gauche de 1la mule en forme prénexe
B formule. (sans quantificateurs
existentiels, puisqu'ils
ont été €liminés aupas 5).
A v (B aAC) (A vBla(AvEC) Transformation de la ma-
7 (BAaClv A (B v A)YA(C vA) trice en forme normale
conjonctive.
FvGvF dans la Fv©G
8 matrice. | Simplification,
F v Gv qF dans 1la £limination du con-
matrice. joint,

Une fois les pas 1 & 8 eéffectués sur tous les conjoints,appliquer le pas 9.
On dit qu'un conjoint F "subsume” un autre conjoint G si tout disjoint de F
est {aux noms des variables prés) dans G. Exemple P(x1] v Q(x4]) subsume

Plx2) v Q(x2) v Rla,x5]).

un conjoint G sub- €1 imination du con-
9 sumé par un conjoint] joint G. Simplification.
F.

EXEMPLE: Nous appliquons 1’algorithme au théoreme sur le théorie des groupes
énoncé au 8§ 1.7.1.

1) TRANSFORMATION DE A1:

) Pas 5: V><Vy Plx,y,flx,y))

A ¥ x Wy Pix,y. fix,y))
2) TRANSFORMATION DE AZ2:
Pas 1: Vx Vy ¥V2Vu _VV VW[ =(P{x,y,uln Ply,z,v)) v [[P(x,v,wiv=P{u,z,w).

(=P(x,v,w) v PLu,z,w)) )
Pas 2: ¥x Vy V- VquVw ([1P[x.y,ﬁ]v <Ply,z,vl} v [{P{x,v,wlv

=1P{u,z,wl) A (-P{x,v,w) vP(u,z,w))]})



1-33

DISTRIBUTIVITE DE “"v";

Vx Vy VZ VvaVW(((ﬂP(x,y,u)V-P(y.z,v)] VIP(x,v,wlvaPlu,z,wlllA

{((~P(x,y,u)yaPly,z,v)] Vv (4P(x,v.w)V Plu,z,wl))]
ASSOCIATIVITE DE "v*®;

A2 Vx Vy VzVu VV ww((ﬁP(x.y.u)Vthy,z.v]V Plu,z,WwivP{x,v,w}lA

(=P{x,y, ulvaPly,z, vWIP{x,v,wlv Plu,z,wll)
3) TRANSFORMATION DE A3;

Pas 3: ix( Vy P{x,y.yla VUaz Plz,u,x])]
Pas 5: 3x( Vy P(x.y,y}AVu Plgiul),u,x}}
_Vy P(a,y,y}AVu Plg (u),u,a)

A'3; Vy Pla,y.yla Vu Plgluld,u,al
4) TRANSFORMATION DE Ad: =T

2 (Ix(Vy Pix.y.v3aVWy 3z Ply.2,x)))

Pas 2: VX('\!Vy Plx,y,yly "Vysz Ply,z,x)))

VX(IYWP(X,LY” lyv:ﬁ"lﬂy.z_.x])

Pas 3: VX( ly—;P[x,y.y)v 3qu1P(u.z.x])
Pas 5: ¥ x(=Plx.h(x),h(x}) v ¥ zaP(kix),z,x))
Pas 6: ¥x ¥zl = P(x,h(x),hix)}v 4 P(K(x).2z,x))

T+ ¥x ¥z (2 P(x,hix).h{x)IV A PUKX},Zz,x))

Nous n'avons pas eu la possibilité d'appliquer le pas 4 dans la transformation
de notre formule, mais en voicl un exenple d'applicationfg3 }:
Soit la formule VUayVXav (Pix,y) o Qlu,v)l.
Si 1'on n'applique pas la pas 4 la formule transformée obtenue est:
VuVx (Pix.£(ud) A Qlu.glu.x)]).
Si 1'on applique le pas 4 on obtient:
Iy ¥x Pix.yla | E VEOR%

Vx P (x,al A Vu QCu,flull.
C'ast a dire apres application du pas 6:
VxVu (Pix.a) A Qlu,ful)).

L'application de ce pas d'essai de minimisation du nombre d'arguments des fonc-
tions de Skolem n'assurs évidemment pas gqu'aucung minimisation ne soit ancors
possible (un algorithme plus complexe seralt nécessaire pour cela). DOn retien-

dra comma conclusion qu'dl peuf y aveir pouwr une meme formule pfus d'une forme
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normate ou standand.

1.7.1.3  TERMINOLOGIE POUR LA DEMONSTRATION AUTOﬂﬁTIQUE‘

A Un atome ou sa négation s'appelle un L{ttéral.v

A Si 1 est un litteral, le littéral 1' est son Lttéral complémentaine ssi
il ne différe du premier que dans le symbole de négation (1 et 1' sont dits des
Littenaux complémentaines). Parfois on note le complémentaire d'un littéral 1
par 1¢ [s89].v

A D' un littéral qui est un atome on dit qu’il est un £4tferal positif, d'un
littéral qui n’est pas un atome on dit qu'il est un £Ateéral négatif.v

A Une clause est une disjonction de littéraux {on appelle aussi clause un
ensembte de Littéraux). La différence entre les deux significations sera faite

par le contexte d'utilisation.V

A Un ensemble de cfauses S est un ensemble qui représente la conjonction

de toutes les clauses de S.V
A tLa clause vide, notée [}, est une clause qui ne contient aucun littéral.v

{talgorithme de mise sous forme clausale d'une formule permet de voir facile-
ment que:

Toutes Les variables de toutes Les clauses sont quantigiZes univensellement
et A8 n'y a pas deux clauses contenant un méme nom de variable.

THEOREME: Toute §bf A peut etne mise en fornme clausale, donnant une gbf A’
{ou ce qui est Zquivalent: un ensemble de clauses S). A' est satisgaisable
{insatisfaisable) 584 A L'est.

PREUVE: Dans [27 1, [89 1], [83].m
La forme clausale du théoréme de la théorie des groupes est la suivante:
(on peut renommer les variables de mSme nom que celles d'une clause différente

si cela préte, &8 confusionl:
Plx,y,Tlx,y}]
-1 Pix,y,u) = Ply,z,v] =1 Plu,z,w} Plx,v,w]
- Pl(x,y,u) 1 Ply,z,v] =1 P(x,v,w) P(u,z,wj
Pla,y,y) |
P{glul,u,al

= P{x,h{x},h{x}} =~ P(kix]),z,x]
ot & yades "V " . implicites entne Les Lifiérnaux dans chaque Ligne, ef des ",
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Amplicites entne Les claused consiitfules pan Les Lignes.

REMARQUE 1: Dun point de vus théoriqus il n'y a pas & faire de différsnce entre
ung clause provenant des axiomes et une clause provenant de la négation du théo-
réme. Cependant une s{ratégie de nechenche (voir Chapitre 2) 1les traitera dif-
génemment.

REMARQUE 2: Par transformation en forme clausale d'une fbf on obtient toujours

un ensemble {§4nd de clauses (évident d'aprés 1'algorithme de transformation).

REMARQUE 3: La faorme clausale n'est pas toujours le plus adéquate [dans ls sans
de 1l'efficacité)l ni la plus paturelle pour trouver upe démonstration d'un
théoreme. En outre,l’utilisation de la distributivité du " v " (pas 7 de 1'al-
gorithme de transformation) cause une prolifération de littéraux.

Ces difficultés se présentsnt aussi pour des théorémes de la logique d'erdre
supérisur. Epn effet, certains théorémes dans ces logiques peuvent facilement
étre traduits en des théorémes de la logique du premisr ardre et en exiger
seulement les méthodas { 3 J. L'utilisation combinée de la forme clausale et
d'une forme dans laquelle on permet des occurrences des quantificateurs non né-
cessalrament au début de 1la formule, ou des connectifs autres que " v " et * A 7,
gst parfols souhaitable ([ 3 1,[751] 1.

1.7.2 LA METHODE DE HERBRAND

Nous abordons mainteneht 1'sxposé de la méthode qui est 3 1'origine de la plu-
part des réalisations de démonstrateurs automatigues.

Pulsqu'on sait qu’il n'y a pas de procédure de décision,nous pouvons essayer de
trouver une procedure de preuve. 0Oans l'aspproche syntaxique,elle est facile &
imaginer; on énumére les théorémes ( 8 1.3); si 1'on arrive & la formule dont on
veut savoir sielle est un théoréeme on arréte, sinon on continue (on fait évi-
démment abstraction de la complexité d'une telle procédure et de 1'impossibili-
té pratique de sa mise en e uvre dans le cas générall. Mais une procédure est
moins facile a imaginer dans 1'approche sémantique parce que la définition de
validite exige que la formule testée soit vraie pour Zfoufes les interprétations
ou, ce qui est équivalent, sa négation fausse pour foufes les interprétations,
donc on n'a pas en apparence une réponse {au moins partielle) a la question:
"quand arréte-t-ont”®, ) :

En fait la réponse sera donnéas par la méthods de Herbrand, qui réduit le pro-
bléme & des fests d'insatisfaisabilite utibisant Lesy negles du caleul propo-
sditionnel. -

Nous donnons auparavant les déf initions st résultats nécessaires a 1l'énoncé et

a la démonstration du théoréme de Herbrand.




THEOREME (de Compacité): Un emsemble S de §bf fermées est Ansatisfaisable 544
AL existe un sous-ensemble fini Sy de S Ansatisfaisable.

Un énoncé équivalent est évidemment:

Un ensemble de S de fbf fermees est satisfaisable 554 tout sousensemble find
S¢ de S est satisfaisable. ‘

PREUVE: Dans [ 6 1, [20 1, (83 ].m

Le théoréme de compacité doit son nom au fait qu'il impligue la compacité d'un
certain espace topologique [ 60 1.

Ce théoréme est appelé aussi Lod de La confonction inginie [115] et correspon
au lemme de 1'infini de Kénig : Dans fout arbre orienté infini (cfest a dixe
avec une Anfinite de nceuds ) dans Lequel tout nceud n'a qu'un nombre find de
neuds  descendants il y a un chemin ingini & partin de La racine.

A Soit S un ensemble de clauses, L'univers de Herbrand de S, noté H(S)

est défini comme suit:

Hy est l'ensemble de constantes apparaissant dans des clauses de
S.
51 cet ensemble est vide Hg contient un seul élément: une cons-

tante que nous appellerons conventionnellement " a”.

Hizq = {1:53 [t’l""’tn]} U H; (120, j2zo, n21)
ol F? est un symbole fonctionnel dans les clauses de S et ty
{(1<1<n) sont des éléments de Hi’

HIS) = H

H;{1iz20) est appelé L'ensemble de termes constants de niveau £
de S.v

Les é€léments de 1'univers de Herbrand sont des termes fermés appelés feames de
Henbrand de S (ou plus simplement, si 1'on sous-entend 1'ensemble de clauses S:
tenmes de Herbrand) .

L’univers de Herbrand va étre 1'univers "privilegié”, dans ce sens qu'il suf-
fira de s’ intéresser & lui comme seul univers possibie.

Soit S un ensemble fini de clauses [(ce qui est le cas le plus courant) alors:

al sidans S il n'y a pas de symbole fonctionnel d'arité plus grand gque zéro

H(S) est {fdnd.
b) autrement H(S) est 4Anfind dénombrable.

EXEMPLE 1:
S ={Plx,y), =Q(z) Ply,z)}

REMARQUE: Cette fagon de représenter les clauses est parfois utilisée (par exen

pie dans [ 89 1); on sous-entend un symbole " Vv " entre deux littéraux non sé-



parés par une " ,",

Une autre représentation [ 27 ] indique explicitement le * v ";
§ = { Plx,y), = Qlz) v Ply,z)}

Nous utiliserons indistinctement 1'une ou 1'autre de ces représentations.
H(S) = { a }
EXEMPLE 2:
s ={ P(x.,a), Q (f(b))}
H(S) ={a,b,f(a),f(b),f(fla)),F(f(B)),...}

4 Un littéral dont les termes sont des termes de Herbrand est appelé un Lif-
ternat constant (ou c-Littéral) ou un  cas particulien d'un littéral de S. V

A Une Anstance constante d’une clause de S (ou c-clause) est une clause
de S ou toutes les varilables ont &6té remplacées par des termes de Herbrand

(autrement dit o0 tous les littéraux sant des littéraux constants).V

Nous appellerons c~littéral aussi des symboles propositionnels et c-clauses

aussi a des clauses dont les littéraux sont des symboles propositionnels.

EXEMPLE:
S ={Plx,y), = Q(f(x),b} Pla,z)}
Des instances constantes da clauses de S (parimi toutes les possibles) sont:
Pla,b}
P(f(f(al),f(b))
= Qlflal),bl v P(a,f(b))
QUF(f(b)),f(a)) v Pla,h)

A Soit S un ensemble de clauses, 1'ensemble de toutes les instances constan-
tes da tous les atomes desclauses de S est appelé 13 base de Henrbrand de S ou
t'ensemble d'atomes de S, et 11 est noté B(S}.¥

EXEMPLE:
S = { P(x) v Qly), = P(f(a)) v 7 0Q(b)}
L'univers de Herbrand de S:
H(S) ={ a,b.fla),f(b),f(fla}), FIF(D}),...]
La base des Herbrand ds S: |
B(S) ={P(a), Qral), PLb), Qtbl), P(f(a)),...}
Une autre notion trés importante et sur laquelle nous reviepdrons au Chapitre
2 gst la suivante:;

A Soit S un ensemble da clauses et P un ensemble de termes de Herbrand de
S; on appelle saturation de S sur P, notée SATR(S]), 1'snsemble de toutes les

c-clauses obtenu en remplagant les variables des clauses de S par das tarmes darns




P (les occurrences de la méme variable dans une clause étant remplacées par le

méme terme).V

A Soit S un ensemble de c-clauses. UQ ensemble M de littéraux de clauses
de S est dit un c-modéle de S ssi il ne contient pas de paire de 1ittéraux com-
plémentaires et pour tout C dans S: CfiM # d. !

En général, si S est un ensemble de clauses, on dit que M est un c-modele de

S ssi il est un c-modéle de SATH(S](S].V

Le lemme suivant correspond & 1'idée intuitive suivante: comme pour le calcul
propositionnel ( 8 1.2.1) on peut penser un c-modéle M comme un ensemble de 1it-
téraux (éventuellement infini) qui seront évalués aV .

Comme chaque clause contient au moins un littéral de M alors toutes les clau-

ses seront évaluées & V et leur conjonction sera donc aussi évaluée a VY

LEMME: S4 A est une 4bg et S L£'ensemble de clauses conrespondant, alons A es
satisfaisable s34 SATy(g)(S) a un c-mod2le.

PREUVE: Elle est basée sur 1'idée intuitive avancée ci-dessus. A partir d'un
c-modele de SATH(S)[S] on peut construire une interprétation qui satisfait A e
viceversa; 3 partir d'une interprétation qui satisfait A, on peut construire un
c-modéle de SATH[S](S) (les détails de la démonstration dans [ 89 ]].g

Le théoréme suivant fournit une p?océdure de preuve pour le calcul de prédicat
du premier ordre, en ramenant le prébléne de la validité (dinsatisfaisabilité)
d'une Tbf dans le dit calcul & un test de validité (insatisf@isabilité] d'un en-
semble de c-clauses qui peut donc étre évalué avec les régles du calcul propo-

sitionnel.

THEOREME (de Herbrand [ 64 ]1): Soit A une §bf fermée, S £'ensemble de clauses
cornespondant. A est insatisfaisable 884 il existe un ensemble fini de c-clau-
ses (c'est a dine un ensemble findi T g.SATH(S)(S)) Ansatisfaisable.

(On pourrait aussi dire "...s84 A€ existe un ensemble §ini de c-clauses dont
La confjonction est evaluée a gaux").

PREUVE:

a) SupposonsexisteT/TQSATH(S)[S], T fini et insatisfaisable.
SATH(S](S] n'a pas de c-modéle M, parce que s'il en avait un il y aurait dans IV
au moins un littéral de chaque clause de SATy(g)(S), donc au moins un littéral
de chaque clause de T et en évaluant a.V chacun des littéraux de Met de T or
aurait un modéle de T, contredisant 1'hypothése. SATH[S)(S] n'a donc pas de

c-modele: par lemme antérieur, A est insatisfaisable.

b) Pour prouver la converse nous prouvons la contraposition éguivalente.

Supposons que pour tout R fini ( R ¢ SATy(g)(S)) R est satisfaisable, alors
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par théoréme de compacits. SATy(g)(S) est satisfaisable. Si SATH[S)[S) ast sa~
tisfaisable alors on évalue & V au moins un littéral de chacune de ses clauses,
on peut construire 1'ensemble de littéraux M avec tous ces 1ittéraux (M est
donc un c-modéle de SAT 5533,
S1 SATy(g)(S) a un c-modéle alors par lemme antérieur A est satisfaisable.|g
les deux lemmes suilvantes donnent deux proprietés importantes des ensembles

de clauses insat isfaisables.

LEMME: S84 £'on ajoute des clauses a un ensemble de clauses Ansatisfaisable
alons on obtient un ensemble de clauses Ansatisfaisable.

PREUVE: Solent S l'ensemble de clauses insatisfaisable et S' 1'ensemble ds
clauses élargi.0’apreés le th. de Herbrand il existe un ensemble fini de c-clau-
ses de S insatisfaisable: T. 11 suffit de considérer un ensemble fini de
c-clauses quelconques de S§°'-S: T°. L'ensemble { T,.T'] est clairement insatis-
faisable (propriété de la conjonction: TAT' est évaluée & F si TouT' le
sont). Par théoréme de Herbrand S' est donc insatisfaisable.ig

Cette propriété étant triviale i1 est plus intéressant de chercher des sous -
endembles insatisfaisables d'un ensemble insatisfaisable.

A Un ensemble de clauses S est minimalement insatisfaisable ssi S est insa-
tisfaisable et 1l n'existe pas de 4sous-ensemble propre de S insatisfaisable.V

LEMME: Un ensemble de clauses minimalement insatisfaisable est fini.

PREUVE: Supposons S infini, alors par théoréme de cowpacité il existe T fini
insatisfaisable, T <8. Ce qui contredit la propriété de S d'Gtre minimale-
ment insatisfaisable. '

Du premier de ces deux dernisrs lemmes et de la notion de minimalement insatis-
faisable on peut aisément conclure que tout ensemble de clauses insatisfaisable
contient un sous-ensemble minimalement insatisfaisable, mais {f n'est pas unique
en générat (exemple: S ={ A8, A~ B} ).

Comme nous 1l'avons avancé au § 1.7.1 dans les méthodes basées sur le théoréms
de Herbrand, si 1l'on veut prouver le théoréme:

Ap A Ay A e AALD B
(ou les Ai('l $1<n) et B sont des fbf fermées), 1'approche la plus fréquente
consiste & passer & la forme clausale et & montrer 1°insatisfaisabilité de
la conjonction:

Ap ARy ALl A, A7B
et les méthodes de preuve utilisant cette approche sont appellées procédunes de
nefutation.

11 serait équivalent de montrer la validité de la disjonction:

-BA/lV -lszo-ov"!AnVB




Les procédures utilisant cette autre approche sont appellées procédures de va-
Lidation. Cette approche est celle utilisée dans [ 97 1. Un exemple d'utilisa-

tion des procédures de validation peut étre trouvé dans [ 89 1.

1.8 POURQUOI CE CHAPITRE ?

Nous avons présenté dans ce Chapitré les notions de logique que nous considé-
rons comme indispensables pour comprendre la suite, ainsi que la terminologie
spécifique et les principes sur lesquels sont basés les méthodes présentées
dans les chapitres suivants . Nous dirons quelques mots pour justifier la pla-
ce accordée au premier de ces points (la justification du'deuxiéme point n'étant
évidémment pas nécessaire). .

Il v a de bonnes raisons pour considérer la logique du 18T ordre comme le lan-
gage de base des mathématiques. Mendelson [100] écrit: “Les théories de 18T or-
dre suffisent pour exprimer les théories mathématiques connues, et en tout cas,
la plupart des théories d'ordre supérieur peuvent éfre "traduites” d'une fagon
convenable en des théories du 1°' ordre” (il faudrait pour cela expliciter les
suppositions mathématiques Amplicites - par exemple les propriétés des nombres
naturels, au moyen d'axiomes exprimés dans la logique du 18T ordre, ce qui est
toujours possible).

Bien que ce point de vue théorique fasse 1l'objet d'un consensus parmi beaucoup
de mathématiciens et logiciens, son utilisation dans la pratique mathématique
peut Etre extrémement encombrante et méme contre-indiquée; il est bien connu
-que la logique du 18T ordre ne permet pas d'exprimer, par exemple, un concept
aussi couramment utilisé que celui de "bon ordre” . Des logiciens ont developpé
des extensions du calcul de prédicats du 1®7 ordre qui permettent d'absorber dan
la logique certaines riotions ou structures mathématiques trés utilisées et qui ne
peuvent pas €tre exprimées d'une fagon simple en logique du 18T ordre (le pro-
bléme du pouvoir d’expression relatif de logiques d'ordres différents a donné
lisu & un certain nombre de publications ces derniéres années).

Nous finissons ce chapitre en rappelant 1'importance croisgante de 1'utilisa-
tion de la logique en Intelligence Artificielle {(dont la démonstration automati-
que fait partie} en citant 1'opinion de N. Nilsson [1063]1: "La logique est {Le
langage pour décrire le raisonnement mécanisé”, a laquelle il ajoute le souhait
que son utilisation se généralise, évitant ainsi les langages ad hoc, souvent

inadégquats, util isés par beaucoup de chercheurs.



CHAPITRE 2

OUTILS DE BASE EN DEMONSTRATION AUTOMATIQUE ET QUELQUES METHODES DE PREUVE
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On peut situer le renouvellsment de 1°intérét pour la mécanisation des procé-
dures de test de validité de formules du Calcul des Prédicats dans les années
1860 avec les travaux de Wang [ 157 1 , Prawitz et al. [113] ,Gilmore {551} .
Davis et Putnam [ 42 ]. 1I1 faut citer aussi la méthode présentée en 1955 par
Quine [1161].

lLes méthodes,ou procédures de preuve,sont des techniques permettant de détec-
ter si une formule du Calcul de Prédicats est insatisfaisable (1l est facile de
vérifisr que cette définitlon est équivalente 3 le définition de procédure de
preuve (ou de sémidécision) donnée au § 1.5).

Nous parlerons de guelques méthodes de preuve aprés avoir présenté des outils
de base. i

Nous commencerons donc ce chapitre en parlant das notions de substitutilon et
d*unification dont 1®'importance,bien que fondamentale en démonstiration automati-
que, dépasse largement ¢e domaine.

Ensuite,nous parlerons de quelques procédures de preuve (basées sur la méthade
de Herbrand) pour des formules du Calcul de Prédicats du premier ordre {ces pro-
cédures pauvent s'appliquer égalament a des formules du Calcul Propositionnell.

Nous avons choisl de parler de ces méthodes parce qu'elles représentent des
points de repére dans 1’histoire de la démonstration automatique et par leur rap-
port avec la méthode que npous avons implantés,

Dans la présentation des différentes méthodes, rious supposons que la formule &
réfuter est sous forme clausals (§ 1.7.1.3); en fait,dans la méthods ds Gilmore
ce n'est pas exactement le cas, mais on peut le supposer sans changer en rien
1'essence de la méthode. ‘

Pour finir,nous parlerons de quelgues résultats fondamentaux sur la complexité
des preuves, sur le probléme de la tautologia (en particulier des théoremes de
Cook} ainsi que sur des résultats plus récents sur la complexité moyenne des

preuves.

2.1 OUTILS DE BASE : SUBSTITUTION ET UNIFICATION
2.1.1 SUBSTITUTION., ALGEBRE DE SUBSTITUTIONS

Nous noterons {vair § 1.6.1 définition du langage du Calcul de Prédicats)
: ensemble de variablas.
: ensaemble de termes.

; ensemble de symboles de fonctilon.

~ Mo <

: ensamble de symboles de prédicat.

A Une substifuiion est une application de V dans T .V
On s’intéresse presgue toujours & des substitutions quil colncident avec la fone-

tion ldentité sauf dans un nombre fini de points; nous adonisrons dono comme dE-
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finition:
A Une substitution est une application de V dans T, identité presque par-
tout, c’'est & dire sauf dans un ensemble fini de V [68 1.v

Une définition, qui correspond & la restriction de la fonction a 1'ensemble de
variables pour lequel la fonction n'est pas 1’'identité est largement utilisée
dans la littérature sur la démonstration automatique (voir par exemple [27 ],
[8al, [121D.

Dans la définition que nhous avons adoptée, le fait qu'une substitution soit une
gonction totale sur V nous permettra de définir naturellement la composition de
substitutions (§ 2.1.1.1).

NOTATION: Nous noterons, selon 1'usage généralisé, les substitutions avec des
lettres grecques.

La représentation utilisée pour une substitution o dans le cas le plus courant

(celui ol la substitution différe de 1'identité dans un nombre fini de points)

est:
o=1{ ty 7 oxg, tgp Xoseeast o X }
ou
o= { t, /Xq s t, /x2. cest /xn }

Oou encore

o = {<x1. By >, < X, By > eens <X, t, >}

xy € V tie T X4 # ty (1< 1< np)

Avec la définition adoptée, on sous-entend:

0 (x5) = x, ij # x (1<1i<n)

J

Nous utiliserons indistinctement les trois représentations ci-dessus.

i

2.1.1.1 TERMINOLOGIE ET EXTENSION DE LA DEFINITION DE SUBSTITUTION

A les éléments ti—>xi {ou ty

de substitution. La variable x; est appelée nom du composant et le terme ty

/ Xj OU<xy, tg > ) s'appellent composants

est appelé feame composant, V

A Soit 0 une substitution; DO; =1{ xe V/ 0o (x) # x1} . Sipour tout
xe DBy 0 ({x) e V et la restriction de 0 & DO est injective, alors ¢ est

dite une substitution de nenommage des variables de Ds- v

A Si tous les termes composants d'une substitution sont des termes fermés, la

substitution est dite sans variable. v

A La substitution identité partout est appelée la substifution {dentité ou
parfois la Adubstitution vide, et elle est notée € ("vide"” parce que la substi
£

tution est représentée par 1'ensemble videﬁ. v
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On eétend le domaine d'application des substitutions 3 1’ensemble des termes,

avec la definition suivante:

A Soit 0 une substitution; t € T
1) S1 t est une variahle (t = x) alors o (t) =0 (x)
2) Si t est une constante (t = a) alors 0 (t} = a
3} Si t n'est ni variable ni constante (t = 7 (t4,....t)s n 2 1) alors

o () =F0 (0 (ty),e.., 00t )) WM e F (nz 1y

Une fols cette définitlon adoptée, on peut &tendre d'une fagon naturelle le

domaine d’application a:

A . Un ensembls de termes:
¢ ( ty,....t by ={otg,.., 0t
. Un 1littéral: ‘
si L=P g (L) =P
sl L =n-P o (L} =~-P
Si L P (t1’n.e.tn] ] (L} =P(0t1.uu05 Otn]
Si Lz—‘P(t1'oouatn) OIL) =1P(0 t'l,e.-gotn]
. Un ensemble de littéraux {en particulier uns clausae):
=l o0 henld
o () s{oLy,.... 0 Lses-}
. Un ensemble da clauses;
s ={ Cqseves Chavoo }
o (8) ={eo Cq,.0 e} W

nOv-

]

Nous noterons indistinctement o (t), o (L), o (C), 0 (S) ou O0t,0L,0C,08S.

A o(L), 0 (C) et a(S) s'appellent des Jnstaptiations de L,C et S par o
ou des .Jdnstances de L,C,S. V

A Soit L un littéral et 0 upe substitution de renommage de variables ap-~
paraissant dans L, OL est dite une vaadanfe tou une copde) de L. V

b st €={ g byeeaaily ) est une clause, €' ={ L], L. L) est une
variante (ou une copie) de C ssi 11 existe L'y {1 <1 s n) tel que L' est une
variante de L. V

Un concept trés important utilisant la notion de substitutlon est le suivant:

A Etant donn& deux clausss A et B, on dit que A Subsume B [27 ] ou que A
O-subsume B [ 89 ] ssi: card (A) Scard (B) et 11 existe une substitution 6 tel
que 6 AcB. YV o




REMARQUE: Nous avons confondu les définitions de subsompticn et 8-subsomption,
ce qui suffit pour nos besoins. Dans [89 ] 1a subsomption est un critére plus

fort que la ©O-subsomption.

2.1.1.2 COMPOSITION DE SUBSTITUTIONS

Une fois qu'on a étendu le domaine d'application des substitutions & 1'ensemb.
des termes, le domaine et le co-domaine des substitutions coincident; on peut
donc considérer leur composition.

La définition de composition de deux substitutions est évidemment celle de cor

position de deux fonctions,c'est-a-dire:

A Etant donné deux substitutions A et 8
A:T~>T (en fait A : V> T; VeT)
8 : T>T (en fait 6 : V> T; VeT)
la composition de A avec 8 , notée Ao 8 ,est définie comme suit:
Vee 7 (enfait Wte ViAo ) (£ =26 (1))

C'est-a-dire pour obtenir le terme résultat de (Ao 6 ) (t) on applique

l

d’abord 6 , puis on applique A au résultat .V
CONVENTION PRATIQUE: Parfois nous écrirons A6 a la place de X o6.

EXEMPLE:

8= {a+x, flz) >y, x>2z1

A= {b+x,c+2z,d~»u}l
(pour toute autre variable que celles apparaissant explicitement, 8 et A
coincident avec 1'identité - voir' § 2.1.1-)

Aeoe® ={a»>x, fle) >y, b>2z,d+ul

(A oB) (v) =v Vv e v - { x,y,z,u }

En appliquant les définitions concernant les substitutiocns et les résultats co
nus sur la composition des fonctions, la démonstration du lemme suivant est tri

viale.

LEMME: L'ensemble dessubstitutions avee L£'opération de composition est un monoi
C'est-a-dire, si O , A, 0 sont des substitutions quelconqgues:
1) L'opération de composition de substitutions est une opération interne.
2) € o B8 = Bog =28 (exdistence d'élément neutre: £ , la substitution
identité'pértaut).

3] {0oA)oo= 8o (Aoo) (associativits).

PREUVE: En appliquant les résultats de la théorie des fonctions (voir par ex.

lagl, [1201) .



On peut se demandar si l'ensemble de substitutions n'a pas une structure plus
riche, par exenple existence des substitutlon inverse d'une substitution ou la
conmutativité de la composition. La réponsa est négative dans le cas général

{voir remargues ci-dessous),

A On dira qu'une substitution 6 est 4nvenfibfe ssi il existe une substitu-
tion A -notée 671 et appelés 4nvenrse - tel que 8 o 8°1= £ (cette notion cor-

respond évidemment & la notion d'inverse 3 droite).V
REMARQUE 1: En général, 1l'inverse n'existe pas.

EXEMPLE: o =1{ a-» x }

Pulsque "a" ne peut pas &trs un nom de composant, o1 n'existe pas.
REMARQUE 2: En général, la composition des substitutions n'est pas commutative.

EXEMPLE:
{ fix} » x }
= { glx} + x }
8ok ={ g {f(x))} + x }
o8 ={ f (g(x)) + x}
C'est-a-dire €8 o A # X o 8
L'exemple trivial de substitution qul commute avec toute autre substitution
sst celul de la substitutilon identité €.

> D
i

o
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2.1.2  L'UNIFICATION
2.1.2.1 DEFINITION ET PROPRIETES

Comme nous le verrons auy § 2.2, une limitation inhérente aux méthodas dites
de saturation est d'sngendrer exhaustivement des c-clauses, pour tester leur con-
tradiction en appliquant le théoréme de Herbrand { 8§ 1.7.2). En 1960 Prawitz
[110]} suggéra de n'engendrsr qus les clauses contenant dss 1ittéraux complémen-
taires; pour ce faire, 11 fallait "égaliser" las arguments des atomes correspon-
dants. Ce concept fut précisé par Robinson en 1965 [121} avec sa définition
d'unificateur le plus général; 11 donna aussi un algorithme ds calcul.

A Etant donné 1'éguation dans les termes
(a) ty = t,
on appelle unificatewr des termes t, et t, toute s0fution de 1'équatian,
c'est-&-dire toute substitution o , telle que:
(b) Oty = ot, .V

REMARQUE: Dans 1'équation, las varilables sont prises au 4ens conditionnel {73 }
elles ne sont pas liées {§ 1.6,1). Dans (a) donc le signs " =" ne corrsspond

pas a l'idantité, tandis que dans (b)] il correspond 3 1°'identita,




L'équation établit une propr(eté des termes et la (les) solution(s) donne(nt)
les valeurs des variables des terines qui satisfont cette propriété (c'est-a-dire
pour lesquelles la propriété est évaluée a VY (voir §1.6.3)).

Un cas particulier, et plus simple, du problémeade 1'unification est celui du

filtrage ("pattern matching”)

A Etant donné deux termes t4 et t,, le probléme du §iltrage de t, & partir
de t2 est de trouver la substitution o , telle que t, =0 t1. '

On dit que 1:,I AchZmatise t2, et on note t,ls't2 (la relation < est un
préordre) [68 ]. V

Bans le probléme de 1'unification, on se pose naturellement celui d'existence
et d'unicité des solutions. Il est évident qu’il y a des équations qui n'ont pe
de solution (exemple a = b). Mais on peut se demander ce gui se passe guand il

en existe {au moins) une.

EXEMPLE:
x = f (gly))
a comme solution
o =1{<x, flglaly>, < y,a>}
mais aussi
o={<x, flg(b))>, <vy,b>}
et d'une fagon plus générale:
o={<x, flgly)l) > }

Cette derniére peut engendrer toutes les solutions de 1'équation (dans le cas
qui nous occupe, une infinité): elles sont obtenues en remplagant "y” par un ter
me "t" et en ajoutant le doublet "<y,t> " & o .

On veut donc en général connaitre non seulement si deux termes sant unifiables
mais aussi l'ensemble de ses unificateurs (et évidemment la fagon de les engen

drer). Ceci peut étre expliqué en introduisant un ordre parmi les solutions.

A Soit 't1 = t2 une équation dans les termes et soit S 1l'ensemble de ses
solutions.

Si S # ¢ alors on peut introduire un ordre parmi les &léments de S:
0e€ S,0¢€ S 0 <6 ssiilexiste une substitution A /8 =X ,0 ("< est
un préordre). )

Le plus petit élément de S avec ce préordre s'appelle £'unificateur Le plus
génernal ou L'unificateun prineipal de ty et to.V
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Divers algorithmes ont ét8 propasés pour le calcul de 1l'unificateur principal
({1201 et [121], [123}, [ 91, (681, [961, [105]).

L'algorithme d'unification est d'une importance capitale dans les démonstra-
teurs des theéorémes. Ses applications dépassent cependant largement lg cadre de
la démonstration automatique et parmi les domaines d'application nous pouvons
citer: algebre, calcul symbolique, langages de programation, bases de données,
systémes de réécriture ([69], [119]).

Le mécanisme d'unification n’est pas restreint aux langages du premier ordre
(voir par exenple [ 68 1), mais pour nos besoins il est suffisant de considérer
1'unification dans ces langagss. !

Nous exposons l'algorithme d'unification de Huet [ 68 ] gui est celul choisi
pour 1'inplantation du démonstrateur (les critéras qu} nous ont amené 3 ce choix
seront donnés au chapitre 4}, et nous le faisons sulvre d'un example d'applica-
tion.

Nous donnons une description detailée de 1'algorithme, trés proche d'un codags

en Pascal.

2.1.2.2  ALGORITHME D'UNIFICATION POUR LA LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

L'algorithme qui détecte }'existence de p.g.u. comporte deux étapes. La pre-
miére étape construit des classes d'équivalence contenant les termes qui doivent
étre égaux. S1 aucune impossibilité 3 cette construction ne se présente, la
deuxiéme étape construit um graphe dont les nceuds sont les classes dféquivalen-
ce, puls 11 teste l'sxistence des cycles dans le graphe. Le p.g.u existe si la
graphe ne contisnt pas de cycle. Si 1'on veut le connaitre, on peut le construi-
re effectivament & partir des classes d’'équivalence et de 1l'environnement.

Comme 1'algorithme explore récursivement les sous-termes des termes pour cons-
truire les classes d'équivalencae, il est pratique (mais non nécessaire) d'’avoir
ung notation pour pouvoir décider si deux tels termes sont dans la méme classe.
L'algorithme commence donc avec un prétraitement qui réduit & 1 au plus la pro-
fondeur de tout sous-terme (voir 8§ 1.6.1). Ce prétraitement crés un ensemble da
variables de travail (notées w,) et un environnement p qul est une substitu-
tion (en supposant que les variables de travail font partie de 1'ensemble de va-
riables),

EXEMPLE: tLe terme f(f(y,a), flz,f(b,z})) sera noté aprés prétraitement W1,

avec l'envirocnnement:

p i { < Wis f(wz.w3)> , < wz.f(y.w4] >, < w3, flz,wgl >,'< Wg.@>.< wﬁ.f(gﬁz) >

<wg,b >}




NOTATION: Dans ce qul suit, nous noterons:
X4 1 variables apparaissant dans les termes & unifier
w. : variables de travail
Vi d soit un x4, socit un wj (les vV sont appelées "variables” dans 1'algorithn
vk : représentant de la classe d'équivalence & laguelle appartisnt Vi

ka] : classe d'éguivalence dont le représentant est .VK'

Dans la description que nous faisons par la suite de 1'algorithme, la foncticn
principale est UNIFIABLE, elle appelle EQCLASSES et NONCYCLE; ces deux dernie-
res utilisent en commun l'ensemble de classes C* et 1l'environnement 0.
PRETRAIT et EQCLASSES utilisent en commun epvu (identificateur de 1l'ensemble de
paires de variables & unifier).

Les données d'entrée sont deux termes a unifier, la sortie est la valeur vaal
si les termes sont unifiables, et la valeur gaux s'ils neé le sont pas.

La procédure PGU construit effectivement le p.g.u. dans le cas ol il existe,

en utilisant C* et p.
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foncfion EQCLASSES: booféen;

* Elle construit les classes d'équivalence et délivre la valeur vrai ou faux se-
lon qu'elle a pu ou non terminer cette &tape de 1°algorithme; 1'ensemble de clas-
ses d'équivalence est noté C* =

debut
finir « gaux;
résultat + vaad;
dantque non finir
faine

Lantque epvu # ¢ ef résultat * epvy initialisée dans PRETRAIT =

ﬁa«ULQ

choisir un < Vi.vyi’' > €epvuy
<V1; V2>+ <V13V1D > 3
epvu + epvu - { < vivyit>

éi.Vﬁ # 72 % c’est & dire s1 v, 'at v n’étaisnt déjd dans la mdme.classe;
les classes d’équivalence sont initialisées dans UNIFIABLE «
alons

44 vy et v, sont des variables de traﬂail afons
* s?jent plv,) = f(vil,,.,vin] et p {vy) = f’(v}l "'°”V39J*
3 f £ £ alons
finir <« vaad;
résultat + faux
ddnon * p = n *
pour k:=1 jusqu'a n
£¢LUL(’.

epvu + epvu | { < VigsVig® i

* vy s 1-eme argument de f, corraspondant a p {vq)y
v

iks i-eme argument de f, correspondant a p (vy)»

484 ffaine

Ad;

* Union da classss d'équivalence (comprend le cas ol V4 ou vy n'est pas
une varilable de travaill):»

44 non finir afors
44 V4 ést une variable de travail afons

(Vql < [V41 | [V}

C* <% - [Vy]
44non

(vl « (vl ) (Vg

c* + ¢c* - {V«l]

5,

e

r < viat

§-b
e
3
[

eqclasses + rasultat
fin * EQCLASSES # ;
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.

La procédure suivante est destinée & refuser comme composant de substitution

( § 2.1.1.1) ceux de la forme < X,fl.u.,Xseasl)> .

fonetion NONCYCLE: booléen;
début
Construire un graphe G dont les neuds appartiennent a c* et tel qu'il v a u
arc de [v4]1 vers [V,] ssi (al,(b) et (c) sont vérifiées:
(a) 71 est une variable de travail;
(b p (Vvq) =+¢ (vil,...,vin);
(c) Ik 1<ksn / vy < [95]
44 G ne contient pas de cycle afoas noncycle + viad
Adnon noncycle < faux;
f84

gin  * NONCYCLE * ;

onction UNIFIABLE (t,, t,) : booléen;
* Elle détermine si t1 et t2 sont unifiables *
début .

PRETRAIT (tq, t,); * reduction & 1 de la profondeur des sous-termes et

2

initialisation de epvu avec < w,, w, >, ol wq et wp

sont les caodes de t1 et t2 r;speitivement *
Pour toute variable v dans les termes ou dans l'’environnement, construire la
classe [ V1 awvec V = v; * initialisation des classes d'équivalence *
A4 EQCLASSES afons wunifiable < NONCYCLE
Adinon unifiable <+ faux
s

fdn * UNIFIABLE * ;

Si 1'on veut non seulement prouver l'existence du p.g.u. mais aussi le cons-
truire effectivement on peut employer 1la procédure PGU, qui utilise UNIFIABLE
et SUBST. On définit d'abord SUBST.
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onetion SUBST (v: variable); terme composant;

44 v n’est pas une variable de travail afors
subst+ v
sdnon
% Soit p (V) = My, oonavy) ®
44 n=0 alons

subst + p (V) ;cv est une constante *
4dnon
subst <+ P (subst (v4),..., subst (v,)}
44
§84

fin * SUBST * ;

procedune PGU (tq, ty)y
début

PGU + ¥
44 UNIFIABLE (t,, t;) alons
pour toute variable xj faire
PGU + PGU J { <x;. SUBST (x4)>}

flaine
sinon
écrire (‘nan unifiables’)
fa4
fin * PGU *

L'existence d'un unificateur principal est une des propriétés fondamentales

de la logigue du premier ardre; eile est exprimée habituellement socus forme de
théoreme:

THEOREME: (d'unification): Efant donng £'équation dans Les termes 1 = 45, A&
existe une procidure de décisdion poun £'existence d'une solution et un algo-
nithme de cateul de £'unificatewr principal. |Cet unificateun principal est u-
nique (& un nenommage des vaniables pres). |

PREUVE: Dans [68 ). Pour 1'algorithme de Robinson, voir [27 },[89 1,[1201,

[121}; pou les autres algorithmes, les références citéas au § 2.1.2.1.9

Nous donnons maintenant un exemple du fonctionnement de 1'algorithme.




EXEMPLE: Soit 1'éguation
flglyl),h(x,y}) = f (gl2),h (z,k(a,1(bl))))
1. PRETRAIT transformera cette équation en :
W1=W2
Avec 1'environnement:
p ={<wy, flwgowg) >, <wy, flwg,wgd >, <wg,gly) > ,< was hix,y) >,

<w5.glz) > ,< wg, hlz,w,) >,< wy,klwg,wg) >, <wg,a > ,< wg, 1{wqg)>,

< W1D‘b >}
Et elle initialdisera epvu a:
epvu = {< Wqs w2>}
2. EQCLASSES donne les ensembles de classes d'équivalence suivants (nous don-

nons aussi les états de l'ensemble de paires de variables & unifier {epvul).

Etats de 1'ensemble de paires Ensemble de classes d'équivalence:

de variables a unifier:

CE={{\7J1} sLwd, oo L@l {x{§}.{2}}
epvu ={ <wq, wy > }

cy= Lagwdt B o3 ({aq} .0 wy}}
epvu ={<w3.w5>, <w4,w5>]

c3= ¢y U{{ag,wsl} - {{ag} ,{ @)}
epvu ={<wy,wg>, <y,z>}

s =5 U {{ag.wg}- {{ag} ,{ agh
epvu ={<y,z>, <x,z>, <y,wy >}

ci-csU U 9.2} - ({3} L 21
ct=ch Uily.x.2}} - (5.2} . 21}

cg=c: U {{w,,v,x, 2z} - {{g.x,z} . {wy}}
C*Final ={{W1)W2}'{ WB’WS} :{ W4JW8} ;{W7:y,X.Z} I{WB}D{WQ}J{W1O}
Valeur retournée par EQCLASSES: viadl

3. NONCYCLE construit le graphe suivant:

tigowy} > ligaugt —— {0, x, v, 2} —»{ig}

Nen”
~,

{W4,w6}
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Qui n'a pas de cycle, donc:
Valsur retournée par NONCYCLE: vaal
Valeur retournée par UNIFIABLE: waadl
4. PGU construit 1'unificateur le plus général;

o ={<x,k (a,1(b)) >,< y,k (a,1(b)) >,< z,k (a,1{b))>}

2.2 QUELRUES METHODES DE PREUVE ET CONCEPTS ASSOCIES

2.2.1 CORRECTION (“SOUNDNESS”) ET COMPLETUDE DES METHODES DE PREUVE,
CORRECTION DES REGLES D INFERENCE.

Le probleme fondamental de la recherche automatiqus de la preuve de la vali-
dité ou de 1°insatisfaisabilité d'une Fbf par'une méthode quelconque, est le
suivant:
"Utiliser une procédure, qui pour foute fbf valide (insatisfaisable) - st
seulement dans ce cas- trouvera que la fbf est valide {insatisfaisabls)”.

S'1l s'agit d'upe méthode basés sur le théoréme de Herbrand, alors on dira:
"Utiliser une procédure, qui pour fouf ensemble insatisfaisable de clauses
- et deulement dans ce cas - trouvera un ensemble fini de c-clauses insa-
tisfaisablaes”.

La terminologie utilisée pour exprimer ces notions est la suivante:

A  Soit:

P la proposition: “La procédure classifie comme valide {insatisfaisable) una
fof",
et 0 la proposition: "La fbf testés est validd (insatisfaisablel”.

Une méthode qui satisfaits
(1) siP alors Q
est dite coarecte (“sound” ou "correct” [ 751]).
Une methode qui satisfait:
(2) si 0Q alors P
est dite compféte. ¥

On s'intéresse en général & des méthodes comnectfes et complites.

Dans les systémes corrects et conplets, la notion sémantique d'insatisfaisabi-
1ité (validité) colincide avec la notion syntaxique de réfutation (démonstration).

Jusqu’ici les notions de théorie formelle et de régle d'inférence étaient 1iées
& un traitement syntaxiqua da la logique.

Les méthodes de preuve testant 1'insatisfaisabilité d'un ensemble de clauses,
bien que fondées sur une notion s&mantique (le théoréme de Herbrand) font un
traitement Syntaxdique des clauses: elles manipulent des formules sans avoir be-
soip d'attribuer un sens quelconque aux symbolas qul la comrposent, ni d'effec-

tuer des tests des vérité. C'est pourquoi a partir de maintenant nous narlsrons




de régles d'inférence (et de théorie formelle), pour des methodes basées sur le
théoreme de Herbrand.

Si 1'on veut mettre en rapport les notions d'insatisfaisabilité et de réfuta-
tion il est naturel d'exiger des regles d'inférence qu’elles vérifient certaines

propriéetés:

A On dit d'une régle d'inférence qu'elle est connrecte ("sound”) ssi elle

transforme des fbf valides dans des fbf valides.V

EXEMPLE: Le "modus ponens” est une regle correcte: Si A et A >B sont des
tautologies, alors il est facile de vérifier par application des tables de vé-

rité que B est aussi une tautologie.

2.2.2 ESPACE DE RECHERCHE. STRATEGIE. HEURISTIQUE.

Nous examinons brigévement ces trois concepts fondamentaux. Nous en faisons
une présentation orientée & la démonstration automatigue, mais son extension
aux autres domaines de 1'Intelligence Artificielle est immédiate.

Le concept d’'espace de recherche que nods définissons en premier correspond
a celui d'ensemble de toutes les conséquences ( § 1.3]. '

Si P est une procédure de preuve, I 1'ensemble des régles d'inférence de P
et T (s), T?sy, T 3(s),... le résultat de 1'application de toutes les régles

d'inférence de I respectivement 3 S, T (8]}, I 2(8},... alors:

A Etant donné un ensemble de clauses S, L'espace de recherche de S, noté

r£S}, est défini comme suit:

T -Uris I =0.4,2veeuunn... (TO(S) =8).¥
i€l

REMARQUE 1: L'espace de recherche de S contient toutes les refutations de S.

REMARQUE 2: L'espace de recherche d'un ensemble de clauses peut &tre fini ou
infini.

REMARQUE 3: L'espace de recherche est généralement représenté comme un arbre
(ou un graphe). C'est pourquoil on parle indistinctement "d'espace de recherche”
ou "d'arbre de recherche”.

Si 1'on examine les neeuds de 1'afbre de recherche d'une fagon aveugle
{exhaustive) slors on peut voir intﬂitivement gue cette recherche n'est pas a-
déquate pour la démonstration de théorémes complexes {(une regherche exhaustive,
d'ailleurs, sera inévitablement faite en temps exponentiell.

OUn est donc amené & essayer d'éviter cette "explosiocn ccmbidatoire".

Ainsi une fois la notion d'espace de recherche introduite, la guestion
se pose de éomment 1’explorer (ou ce qui est équivalent comment le construire)

d'une fagon systématiqué (non exhaustivel). Ceci conduit aux autres deux con-

LY



cepts; celul de stratégie et ceiui d ‘hauristique. Ces deux concepts étant une
répopse a la question: "Est-1l1 possible de trouver une réfutation en explarant
{en construisant) un snué»arbre de l'arbre de racherche?".

I1 est classique de considérer deux possibilités da parcours (construction)
"extremes";
1)  En largeur d'abord {"breadth-first"): explorer tous les nmuds d’un niveay de
1'arbre avant d'explorer tous les neuds du niveau suivant.

On suppose ici, évidemment, que tout neud dans 1’arbre est racine d‘'un nombre
fini de sous-arbres.
2} En profondeur d’abord {“depth-first”); explorerune ssuls branche de 1'arbrs.
S1i 1'on arrive a une impasse on est obligé de faire un retour arriére (*backtrack’).

Nous empruntons les deux définitions suivantes 3 Loveland [ 83 Mun traitément
plus abstrait de la notlon de stratégie peut Strs trouvé dans [ 77 ]).

& Une nestriction dtune procédure P est une procédure quil sngendre un sous-
ensemble des déductions de P pour tous les ensembles de clauses et un Sous-en-
semble propre pour au moins un ensemble de clauses.V

A Un aaffinement d'une procédure P est soit une restriction de P, soit une
procédure gul réordonne l'ordre de développement des déductions associées a P.

Un raffinement qui réordonne 1'ordre de développement est appelé une stratlgie.V

Une stratégie de parcours étant fixée, on veut s'assursr qu'en 1’'appliquant
a un ensemble de clauses insatisfaisable on trouve effectivement une réfutation
pour cat ensemble; on introduit donc, en accord avec la définition de complé-
tude de § 2.2.1, la définition de ca&plétude pour une stratégie.

4 Une sfnatlgdie pour une méthode de preuve est dite complete ssi en 1'ap-
pliguant & tout ensemble de clauses S insatisfaisable on trouve une réfutation
de S.V

Une autre fagon d'éviter l'explosion combinatoire est d'utiliser des heuris-
tiques (heuristique = "aide & la découverte®). Les heuristigques sont des cri-
téres {en général empiriquss) qul permettent d'explorer.un sous-arbre de 1‘ar-
bre de rachercha.

A différsnce des stratégiss complétes,une heuristique ne garantit pas qu'en
1'appliquant & un ensemble de clauses insatisfaisable on en trouvera une ré-
futation. Cependant,i'util isation des heuristiques peut dtre trés utile dans
la démonstration de thécrémes compliqués.
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2.2.3 METHODES DE SATURATION

Ltes méthodes ainsi appelées dans [121] et [124] appliquent directement le
théoréme de Herbrand (8§ 1.7.2). La recherche d'un ensemble de c-clauses insa-
tisfaisable est faite & partir d'une Bnumération de 1'univers de Herbrand
corresppndant aux clauses dont on veut montrer 1'insatisfaisabilité.

Nous donnons d'abord quelques définitions gqui nous aideront a formaliser

1'exposeé.

A L'ensembfe de variables d'un terme t, noté EV(t), est défini récursive-
ment de la fagon suivante:
EV (x) = {x} VX €
EV (a) = ¢ Va € F

EV (£, at)) = ﬁ Ev (t;) W& e Fuv
A L'’ensemble des variab1;;1d'un littéral, d'une cla;se et d'un ensemble de
clauses est défini de la fagon suivante. Pour:
al un littéral
si L: P (symbole propositionnel)
EV(L) = ¢
si L:.Plty,e.a,t)) ou Li aP(ty,..,ty) WP eP

n
ev (1) = {J eveey
i=1

b) wune clause

TS G PRI

n
EV (C) = U EV (L)
=1

c) un ensemble de clauses

S: { CqseeesCpsundl

ev (s) = {J ev (cy) I=1.2,0eun,ee. .V
iel .
NOTATION: Soit V un ensemble de variables (Ve V), nous noterons 0, la restric
tion.de la substitution o & V. Quand nous voudrons mettre en évidence que
P (Pc T) est le codomaine de O , nous écrirons Ovp.
En particulier,pour un ensemble de clayses S, nous nous intéresserons & des
sous-ensembles de T gquil sont aussi des sous-ensembles de H(S) (univers de

Herbrand de SJ.

A Soit of si P ¢ H(S) nous dirons que q;L(S) est une h-substitution

EV(S)”’
pour 1l'ensemble de variables EV(S).V
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une h-substitution est donc une substitution sans variables ( §2.1.1.1).

» - p ~ - p
| ‘ensemble de toutes les h-substitutions OEV[S} sera note ZEV[S]'

5i P est fini et si 1'on considére un ensemble fini de clausss {(ou un ep-

semble de clauses avec up nombre fini de variables différentes), alors:

card ( Zéb(sz’ - {carg pycard (EV(S))

Nous pouvons définir la saturation d'un ensemble de clauses par un ensemble

de termes (voir § 1.7.2), en utilisant les notions définies dans ce chapitre:

A La saturation d'un ensemble de clauses S par un ensemble de termes P
(P ¢ H(S)) est définie comme suit:
SAT,(8) = { 6eS  / o e IR o]
Nous voyons maintenant les procédures de Gilmore et de Davis et Putnam, qui
sont des procédures de satwation.
Le principe ds ces méthodes est trés simple:
" Pour tester 1'insatisfaisabilité d'un ensemble (fini) de clauses S, on

énumére 1les substitutions de rg?é) i04, 02,...,04,... et l'on évalue

avec las reglas du calcul propositionnel) 1la valeur de vérité de

945, 048 A0S, ...y, G458 A 055 A ... A0S Jusqu’a ce que 18 résultat

2
de 1‘évaluation soit F, ou que 1°on décide d'arréter”.

2.2.3.1 LA METHODE DE GILMORE

Elle correspond a une application directe du théoréeme de Herbrand. Le pro-
gramme, présenté dans [ 55 ] fournit aussi une procédure de décision pour upe
sous-classe de formulas du Calcul de Prédicats. Bien que les formules accep-
tées par le programme de Gilmore ne solent pas sous forme clausale, nous pou-
vons considérer qu'elles le sont sans rien changer & la méthode. Nous appelons
S 1'ensemble de clauses dont on veut tester 1'insatisfaisabilité.

On peut décrire la méthode comme suit;




procédure  GIIMORE;
début

donner une facon d’énumérer ZH(S)

EV[S]: 01, 02,...;
théoréeme <« faux;

non-théoréme + faux;

arrét <« faux; * représente un critére d'arrét quelconque, autre que la
propriété de l'ensemble de clauses d’'Stre ou de ne pas
€tre un théoréme *

i« 1;

Po + vl

tantque (non théoréme ef non arrét)
faire

Pi*‘ 04iS A Pi_1i

(13 développer la forme normale disjonctive de Pys
(2) évaluer (avec les régles du Calcul Propositionnel) Pj;

A4 Py = faux alons théoréme <« wrai

s4non
(3) . 44 procedure de décision applicable afons

non-théoréme < wviad
arrét + wviad
s4non
A4 critére d'arrét se vérifie afors
arrét + vaal
£845
fa4;

gin  *GILMORE = ;

Certaines optimisations (utilisant essentiellement un codage) sont décrites dans
[ ss].

L'inefficacité ée cette méthode, due & 1'explosion du nombre de disjoin@s en-
gendres, a fait que 1'on ne s'intéresse a elle que comme réeférence historique.
Lependant dans un travail récent [62 ], une méthode est présentée qui est une
reformulation de 1'approche de Gilmore, et qui lui est équivalente pour le cas
propositionnel.

La correction et la complétude de cette méthode découlent de 1'énoncé du

théoreme de Herbrand.
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La méthode suivante évits le développement sous forme normale disjonctive ds la
formule, en utilisant des régles qui permettent de 4{mplLifien £'évatuation de fa
valeur de vérnité des ensembles de clauses testés.

2.2.3.2 LA METHODE DE DAVIS ET PUTNAM

Elle comporte les 5 régles suivantes (dans 1'article ol elle a été publiée
pour la premiere fois [42 1, elle ne camportait que lss reégles 1,2 et 3).

Appliquées & un ensembls (non vide) de c-clauses S, elles permettent selon les
cas de ;:

a) decider si S est insatisfaisable.

b) décider si S est satisfaisabls. .

¢} transformer S dans un autre ensemble S° (ou dans 2 autres ensembles S" et S™ ),
en préservant la satisfaisabilité.

La regle O est appliquée une seule fois avant de commencer la méthode propre-
ment dite. Il est facile de veir que d'autres tautologies ne peuvent pas étre
engendrées par 1l°application de la méthode.

Pour les regles 0, 1b, 2, 3: si 1l'ensemble S’ ast vide,alors S est satisfaisa-
ble sinon S est insatisfaisable ssi  S° 1'est.

Pour la reégle 4: S est insatisfaisable ssi1 S" et S™ 1e sont.

REGLE 0:
ELiminen Les clauses qui contiennent des tautologies.

REGLE 1:

al Si S contient deux clauses unitaines avec des Littéraux complémentaines,
alons S est insatisgaisable,

b) (r2gle de La clause unitaine): Si a) ne &'applique pas et 8i S contient
une clause unitaine { L} [L; positif ou négatif), éLiminen toutes fes clauses
condenant L et &liminen foutes Les occurrences de LG dans Les clauses nestantes.

REGLE 2 (du littéral pur):
S4 un Littenal est présent mais son complémentaine ne £'est pas, alorns toutes
Les clauses (e contenant peuvent étrhe ELiminées.

REGLE 3 (de la division):

~ S'Al existe des clauses non unitaires contenant des Littéraux complémentaines
(disons L et L'), nemplacen S par Les ensembles S" ot 8", S" est un ensenm-
ble ol toutes fLes clauses contenant L ont ete eLiminées ainsi que foutes fes
occwriences de L'. S™ est un ensemble de clauses, oii toutes Les clauses con-
tenant L' ont 21¢ éLimindes ainsi que toutes Les occuviences de L.

REGLE 4 (de subsomption):
Eliminer de S foute clavse confenue daws une @ufss cfauis,
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A Un littéral d'une clause qui n'a pas de complémentaire dans les autres

clauses de 1l'ensemble est appelé un L{ttéral pur.v

La régle 2 est souvent appelée "prinedpe de purete” [124].

Ces regles donnent une procédure correcte et compléte ([27 1,[ 421,[ 891).

L'algorithme de preuve utilisant la méthode de Davis et Putnam peut &étre ob-
tenu en remplagant dans la procédure Gilmore (8§2.2.3.1) 1a ligne (1) par:

(1'): appliquer les régles 1,2,3 et 4, dans cet ordre, itérativement et Jusqu’'a
ce que chaque regle ne soit plus applicable.

Et la ligne EZ) par: ' |
(2'} 44 1'on ne peut pas conclure & 1'isatisfaisabilité (ou la satisfaisabili-

té) de Py
alors évaluer P; (avec les regles du Calcul Propositionnel);

La ligne (3) correspond & 1'obtention d’'un ensemble vide.

La régle 3 remplace un ensemble de clauses par deux autres ensembles et son
application cause une croissance exponentielle des ensembles de clauses & tester

On voit que 1'on Admplifie le test de contradiction, mais on continue & tester
d'une fagon exhaustive (par énumération) les ensembles de c-clauses.

Plus récémment, Shostak [135] & donné une fagon d’incorporer l'unifiQation a
cette methode, évitant ainsi 1l'explosion combilnatoire de clauses engendrées. On
peut aussi trouver dans [ 271 une généralisation de la méthode de Davis et
Putnam & des ensembles de clauses (c'est-a-dire qu'on n'exige plus de c-clauses)

ainsi qu'une général isation de la régle de division.

2.2.4 LES ARBRES SEMANTIQUES

Ils ont été présentés par Robinson [122], modifiés et utilisés dans [79 ].
Cette fagon d'organiser la recherche d'un ensemble fini de c-clauses insatisfai-

sable apporte des éclaircissements sur la notion de preuve.

CONVENTION PRATIQUE: Dans le reste de ce chapitre et dans les chapitres suivant

nous écrirons indistinctement -P(...) ou P (...} au lieu de ~P...].

4 Soit S un ensemble de clauses, un arbre semantique associé @ S est une
arborescence Einaire, arientée, et ol les arcs sont étiquetés par des atomes {ou
la négation des atomes) de la base de Herbrand de S. L'étiquetage est fait de
la fagon suivante: '

. On donne une fagon d'énumérer la base de Herbrand de S: (Aq, AgsevisApgse..

- Pour un neud au niveau i(i 2 1), son fils gauche est étiqueté Aj et so

fils droit -Aj (i = 1 correspond & la racine).V

14

REMARQUE:  Dans un arbre semantique, un chemin issu de La nacine ne pewut done pa
contenin deux Littérnaux complémentaines.
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Il est evident gque plusieurs arbres sémantiques peuvent 8tre associés a un
méme ensemble de clauses S, dépendant de 1°'énumération faite de la base de

Herbrand de S.

EXEMPLE:
S = {P(x), QUf(x)1}

H(S) = { a,f(a), f(fla)),... }
B(s)={P(a). Q(fla)), P(Flal)), QUF(fla)}),...}

L'arbre sémantique correspondant a cette énumération est ;

On parle habituellement del™arbre sémant ique de S". Comme 1'on sait, en géné-
ral 11 y en a plusisurs, leur différence résidant dans 1'ordre d'étiquetage des

arcs. Cette différence n’a aucune importance dans le lemme suivant.

LEMME: Un ensemble de clauses S est satisfaisable ssi £'arnbre semantique pourn
S contient un chemun {88u de £a nacine dont £'ensemble d'Etiquettes est un
c-modéde.

PREUVE:

1) La partie "si” du lemme découle directement de la définition de c-modéle
(81.7.2) et du premier lemme du §1.7.2.

2] La partie "seulement si"gpeut étre prouvée de la fagon suilvante: d'apres le
premier lemme du § 1.7.2 SATH(s]lS] a un c-modele; il faut montrer que ce
c-modele colincide avec l‘ensemble d'étiquettes d'un chemin issu de la racine.

On peut construire ce chemin en étiquetant . las arcs avec les c-littéraux du
c-modéle et "en complétant” 1'étiquetage avec les c-littéraux éventuellement
manquant dans le c-modéle (1% est évident que cette construction respecte la dé-
finition d'arbre sémantique) i

On a trouvé un c-modele pour un ensemble de clauses S, quand un chemin issu
de la racine a ses arcs étiquetés avec au moins une instanpce constante d'un 11t-

téral de chaque clause. Pour qu'une branche de 1’arbre ne 404t pes un c-modeis,




il faut alors qu'elle contienne un c-littéral complémentaire des instances cons-
tantes de chaque littéral d'une clause. D'aprés la définition d'arbre sémantique

cette branche évaluera toujours & F 1la clause en quest ion.

A Une branche qui ne peut pas étre un c-modéle s'appelle une branche d'echec,
et le neud de la branche le moins profond dans 1'arbre pour lequel cette pro-

priété est vraie s'appelle un nceud d'échec.v

Exemple de nauds d'échec: ceux repérés par une " x " dans le dessin ci-dessus
Si S est insatisfaisable, il n'existe pas de c-modéle pour S, chaque branche de
1'arbre sémantique associé contient donc un neeud d'échec, un tel arbre s'appelle

un arbre sémanidique ferme. ) '

EXEMPLE:
Soit S = {P(x), -P(x) v Q(f(x)}, -Q(f(a))}

la base de Herbrand de S: .
B(S) = { Pta), Q(f(a)), P(FfLa)), Q(Ff(Ffla))),...}

le suivant est un arbre fermé pour S:
Pla) Pla)
Q(Fla)) \Q(FfLa))

Nous pouvons donner ‘maintenant une autre version du théoréme de Herbrand:

THEOREME  (de Herbrand): Un ensemble fini de clauses est insatisfaisable s44
tfout arnbre semantique associé a S est fermd.

PREUVE: Deécoule immédiatement de la version du théoréme donnée au Chapitre 1.
Une autre preuve utilisant le lemme de Kdnig peut-étre trouvée dans [ 27].!
Il est clair que dans un arbre sémantique toute branche issue de la racine est

une interprétation de SATy(g5)(S).

Tci, il est utile de considérer 1la question suivante: "Quel est le rapport
entre la notion (sémantique) d'interprétation définie au § 1.6.3 et celle consi-
derée dans les arbres sémantiques?”. (La deuxiéme notion est d'ailleurs impli-
cite dans 1le théﬁréme de Herbrand). |

Dans [ 271 on peut trouver une définition précise de ce que 1'on appelle
"h-interprétations”: interprétations dont le domaine est 1'univers de Herbrand,
et o4 une facon égquivalente aux arbres sémantigues pour définir 1l'extension des
prédicats est utilisée. )

11 y est montré qu'a Zfoute interprétation on peut faire correspondre une
h-intenprétation zel que 54 La premitne satusfait un ensemble de clauses S alons
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La deuxi@me satisfact aussl 8.

2.2.5 ENSEMBLE DE PREUVE

Pour un ensembls fini de clauses insatisfaisable S, il serait intéressant de

disposer d'un ensemble finl P(P ¢ H(S)), tel que 1'on soit assuré (par exenple
' P

EV(S)
obtenir un ensemble de c-clauses insatisfaisable [(ceci 1imiterait la cro ilssance

par un eracle) qu'il suffirait>d'utiliser des substitutions dans L pour
explosive de c-clauses engendrées par énumération). Cette idée a été utilisée
dans un démonstrateur { 124} o0 1°utilisateur jouait le rdle de 1l'oracle. Nous
citons ce travail parce qu‘il a été 1'un des premisrs & notre connaissance a
reconnaitre les possibilités de 1'interaction utilisateur-programme.

Les deéfinitions suivantes formalisent la notion évoquée ci-dessus:

A S1i S est un ensemble de clauses, P € H(S),P fini, est un ensembfe d'in-
satisfaisabilit? pour S ssi SATp(S) est insatisfaisable.V

A Si P est muimal, c'est-a-dire tout autre ensemble d'insatisfaisabilité
P' est tel que P’ 2 P, alors P est dit un ensemble de preuve.v

Soit un ensemble de clauses S ={ C1. 82...,,Cn } ; si 1'on suppose

al 1'ensemble de preuve P connu
b) card (EVIC4)) =¢y : 1S51Sp
c) card (P) =p |
alors le nombre total d'instances constantes (avec des termes dans P) d’'une clause
Ci {1 =1 % n) est égal au nombre total d’applications possibles de EV(C4) dans
P; c'est-a-dire p©1 (1 5 1 S p), et le nombre total de clauses constantes que
1'on peut engendrer avant de trouver un ensemble fini de c-clauses insatisfaisable
peut atteindre:
I pCi
1=1
Ceci permet de se faire une idée des limites pratiques des procédures de satu-

ratian.

REMARQUE: Soit un ensemble fini de clauses S, on pesut engendrer SATH[S](SJ de

.la fagon suivante: on commence par S et on y ajoute successivement des variantes
de clauses de S (ces variantes ne contenant pas de variable dans S). Obtenant

zH(S)

] HLS)
S4» S2sve+sSqs..., On applique des substitutions dans I . EV(S1-SJ'

EVLS)

sH(S) s yH(S) N Ve
EV(32‘31] EV(Sn-bn-1]

Cette fagon de faire pour 1la recherche d'un ensemble fini de c-clauses insatis-

faisable est la plus répandus, et quand on a réussi & obtenir un tel ensemble on
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dit que l'on a utilisé, par exemple, i1 variantes de Cqys 12 variantes de Cosennnd

variantes de Cn.
En correspondance avec cette idée, nous pouvons introduire une notion bien plus

forte que celle d'ensemble de preuve; nous 1'utiliserons au Chapitre 3:

A Soit S un ensemble de clauses insatisfaisable, un ensemble de clauses T
est dit un ensemble S-insatisgaisable pan substitution ssi:

i) VI;i € T soit C; € S, soit 3 Cj € S8 / C; est une variante de Cj.

11) SicCy, €y Talors EV(Cy) fleviey) = ¢ Vi

iii} 3 O € ZE&?%] / 0 ol est contradictoire.

O est dite une dubstitution de réfutation pour T.V

Ii est facile de vérifier que ce qui est Amportant pour prouver 1'insatisfaisa-
bilité est 1l'existence, dans des clauses différentes, de littéraux qui peuvent
étre rendus complémenfaires par instantiation. En 1960 Prawitz [ 110] suggéra
qu'au lieu d'engendrer dés c-clauses par enumération, on engendre seulement les
c-clauses correspondant & des clauses qui contiendraient iaprés 1'instantiation
correspondante de la clause) un littéral complémentaire dans une autre clause.
Ceci permettrait.,par exemple dans le développement sous forme normale disjonctive
pour évaluer la formule,d'évaluer a F le disjoint contenant ces deux 1littéraux
complémentaires. Cette idée trés simple fut un pas en avant trés important pour
rendre réalisable en pratique les méthodes de démonstration automatique.

Cette idée est le principe fondamental de la méthode du "1inked conjunct” [ 41 ]
Que nous traduirons par paineA £ites. Ce sera la dernilre des méthodes ayant

précédé la resolution, dont nous parlerons dans ce chapitre.

2.2.6 LA METHODE DES PAIRES LIEES (“LINKED CONJUNCT")

Cette méthode utilise 1'idée de Prawitz citée ci-dessus, et elle évalue la va-
leur de vérité d'une formule sous forme clausale & 1'aide des regles de Davis et

Putnam.

A Un ensemble de c-clauses § = { C45C2,000,C ) est dit un ensemble de paines
£i8es, ssi pour tout littéral L dans une clause C; (1 < i< n) il existe un 1it
téral complémentaire LC dans une clause C; (1 <3sn) 1if].

Autrement dit: si aucune clause ne contient un littéral pur.

L'occurrence de LC(L) est dite un associe ("mate”) pour 1l'occurrence de
L(LE). v

La meme idée sous une forme légérement différente a été utilisée dans un tra-

vail plus récent [ 4 ]. '
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THEOREME: S¢S = { Cy, -++»Cy) €8t un ensemble de é—c&auuus Ansatisgaisable alans
AL existe S' insatisfaisable, tel que S' c S et S' est un ensemble de paines Lides.

PREUVE:

S1 S est un ensemble de paires liées, il n'y a rien a démontrer.

31 S contient une clause avec un littéral pur Lj. alors nous allons prouver
qu'elle peut €tre éliminés en préservant 1°insatisfaisabilité:

Supposans Lj € Ci‘ Lj pur

Ci: {-Li""'LJ'°"‘L1+p }
nous construisons §' = S —{;Ci }

{ nous suypposons que m est le nombre de littéraux de S, donc n = m-p ast 1le
nombre de 1littéraux de S°),

Supposons S' satisfaisable, alors S' a un modéle M = {L1. L2.....Ln} od
Ly # Ly 1 =1 <n

Puisqu’ une clause est évaluée & V si 1'un de ses littéraux est évalué a V ,

nous pouvons construire un modele pour S’ en utilisant M

' =Ml { Ly Lyssoealynpl

La valeur de vérité assignée & Li...o.lyep est indifférente.

Donc S' est satisfaisable, contredisant 1'hypothése. S*' est donc insatisfai-
sable.

Le méme raisonnement ss généralise évidemment & toutes les clauses contenant un
*1ittéral pur.

S' ne peut pas étre vide, parce que ceci signifierait que toutes les clauses
contiennent au moins un 1ittéral pur, donc on pourrait construire un modéle pour
S qui contisndrait tous ces littéraux purs (évalués a8 V ), ce qui contredit
1'hypothese d'insatisfaisabilité de S.

Cette preuve est aussi la justification de la régle 2 de Davis et Putnam
(principe de pursté).@g

Davis propose alors ds tester (3 1'aide des régles de Davis et Putnam) 1°'insa-
tisfaisabilité 4eufement quand on a obtenu un ensemble de paires liées.

L'idée de ne travailler gu’avec des ensembles de paires liées a été utilisés
ultérisurement dans la méthode des graphes de connexion [75 ],[76 1.

Dans la méthode des graphes de copnexion {dont nous parlerons aussi au chap itrse
4)les clauses sont gardées dans un graphe, ol les naeuds d’un méme arc sont des
littéraux qui peuvent &tre rendus complémentaires {qui sont des "associés") et
chaque arc est étiqueté par 1s p.g.u des arguments des 1ittéraux reliés par 1l'arc.
Les clauses contenant des littéraux purs sont éliminées, ainsi que tous les arcs

qul y avaient leurs origines (ce processus est répété jusqu'a ce qu°il n'y ait




plus de littéraux purs dans les clauses].

La méthode des paires liées a été implantée bien aprés sa publication au Courant
Institute [162 1 (une implantation non publiée y est citée), 1'implantation ayant
comme but, entre autres, une comparaison aveé les méthodes de résolution [121] et
de "model-élimination” [ 86 1.[ 83)]. Dans la présentation qui est faite de la mé-
thode dans [ 41 1, il n'y a aucune indication (sauf peut-étre des remarques heu-
ristiques) sur la maniére d'cbtenir un nouvel ensemble de paires licées & partir
d'un autre. Dans [162]. des régles d'inférence sont données pour ce faire (elles
utilisent l'algorithmique d'unification).

La méthode utilisée dans 1'implantation a deux phases:
1) Phase de recherche (d'un ensemble de paires liées).

2) Phase de test d'insatisfaisabilité (avec les régles de Davis et Putnam; d'autre
régles pourraient évidemment étre appliquées]).
Si le test d’'insatisfaisabilité donne une réponse négative, on cherche un autre

ensemble de paires liées que 1l'on teste & nouveau.

2.2.7 LA METHODE BASEE SUR LE PRINCIPE DE RESOLUTION

En considérant guelques exemples de théorémes relativement simples & montrer
(voir par ex.[124]) et 1’évaluation faite au § 2.2.6'du nombre de clauses que 1'or
peut engendrer avant de trouver une réfutation, le besoin de principes de recher—
che plus efficaces que ceux présentés jusqu'ici appqraii clairement. Cette plus
grande efficacité et une présentatioh trés élégante de la logigque du premier or-
dre sont contenues dans le principe de résolution. Ce principe publié en 1865
[121 ] fut & 1'origine de trés forts espoirs sur les possibilités de la mécanisa-
tion de la démonstration de théorémes, et la plupart des démonstrateurs réalisés
jusqgu'a aujourd’'hui sont basés sur lui. Nous présentons le principe de résolu-
tion tel qu'il a été exposé par Robinson; beaucoup de raffinements ont été congus
-depui son apparition {(voir par ex:{27 1, [89 1).

I1 est classigue de considérer d'abord la régle de résolution pour des ensemble

de c-clauses, puis la résolution pour les ensembles de clauses en général.

2.2.7.1 LA RESOLUTION POUR LES ENSEMBLES DE C-CLAUSES

Dans ce cas elle n'apporte pas de nouvelle technique, puisqu’elle utilise un
outil classique de la logigue: la régle de coupuwie des systémes de Gentzen
([ 541.[ 731.[100]). Elle est aussi le dual de la n2gle du consensus [114] et
une extension de la negle de La clause unitaine de Davis et Putnam (régle 1bl.

Nous présentons brievement les séquences de Gentzen et la regle de coupure:
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A Une séquence est une éxpression de la forme:
- A ( T s'appelle L'antécédent et A 1ls conséquendt)
o I' et A sont des ensembles de fbf.
Quand T' et A sontfinis, ' > A est appelée une s8quence §inie (seules las

séquences finies nous intérsssent ici).v

L]

Soit T = { Ap Ajueeoify ] A ={8B,. 8,....8}

n

~

ol A1 (1£i<sm) et Bj {31 <3< n) sont des fbf.

La séquence T -+ A est une assertion Aur une fbf; elle affirme la validité de

la fbf: A AAZA...AAmDB VBV ...v B

1 1

-4 signifie donc: "pour tout modeéle de I' au moins une des fbf B, est

0

évaluée 3 V dans le madéle®. Ce qui est lu couramment comme: "si toutes les
formules de I' sont V , alors au moins une formule de A est V "; ou encore:
"la conjonction des formules de T implique la disjonction de formules de A *.

La n2gle de coupure das systémes de Gentzen (qui peut étre considérée comme

une génsaralisation du "modus ponens”) est la suivante:

A+A C C.T +6 C: fbt

A.T+A, 86 A, A, T,0; ensembles de fbf

les formules au-dessus de la ligne sont les pr@misses (11 faut interpréter cet-
te écriture comme la conjonc{ion des premisses); celles en dessous sont les
conclusions. Les prémisses et les conclusions s’appellent aussi formules supé-
nieunes et {nférieures respectivement [ 54 1.

On peut exprimer (voir par exemple [ 89 3,[121}) 1a méthode de résolution
comne une théorie formelle pour le calcul de prédicats sans axiomes fLogiques
et avec une seule regle d' inférence:la s2gfe de nésolution.

La théorie formelle pour la logique de c-clauses est spécifiée comme suit:

1}  LANGAGE:
a) Vocahulaire; symboles fopctionnels (incluant au moins un symbole
de constants).

symboles propositionnels
symboles de prédicat
-{ Yc y ., .
(si 1'on veut pouvoir indiquer explicitement que les
clauses sont des disjonctions de littéraux, i1 faut
inclure aussi le symbole * Vv ”},

b} Formules bien formées: (i) les c-clauses.

(i1} 1a clause vide (notées * 1.
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2} AXIOMES: aucun.
3) REGLE D'INFERENCE: 1la résolution (dans .les c-clauses).

La regle d'inférence peut &tre symbolisée par:

AV A -AVvV D -+ ALA A->29
oy

A v o8 - A, 0

ot A est un littéral positif et A et 6 représentent des disjonctior

de 1littéraux.

La deuxiéme forme d'écriture de la regle d'inférence correspond & la forme
d’écriture d'assertions dans PROLOG [ 75 1.l 1251.

On voit aisément que cette régle d'inférence correspond'a la coupure {avec
A= ¢ et T = ¢ ).

Au & 1.3, on a défini une regle d’'inférence comme une nefatfion dans 1'ensem-
ble de fbf. En fait les régles d' inférence qui nous intéressent, et en parti-
culier la régle de résolution, sont des fonctions. La définition de la régle

de c-résolution peut donc étre faite comme suit:

A Soit
L* i ensemble de tous les c-littéraux
c* = P (L% )
P (L* ): ensemble de parties finies de L*.
(C* représente donc 1’ensemble de. toutes les c-clauses)
La c-nesobvante de deux clauses est une application (partielle):
R, €* 12 x (* 12—pc*
Si les conditions (a), (b) et (c) ci-dessous. sont satisfaites:

(a) C;e C*; C;e C¥

J
{c) L = L% ( c'est-a-dire Ly et L. sont des littéraux complémentaires)
3 J

alors la définition de la fonction est 1la suivante:

BotCicyn Ly ) =ccy- {31 (cy; -1 L1
si 1'une quelconqgue des conditions n'est pas satisfaite, B(: n'est pas définie.

Avec la notation ensembliste pour les clauses, 1'ensemble vide {correspondant
a4 la clause vide) est aussd nof¢ " [ .
HC est appelé {L'opérateun de c-nésofution. Quand on applique BC a C;et
Cj (et la résolvante existe), on dit qu'on 4dsout Ci et Cj. L; et Ly sont ap-
pelés les Littenaux sur Lesqueds on rdsout, Cjet Cj sont appelés les clauses
parents de la résolvante obtenue.
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REMARQUE 1: Le c-résolvante de deux clauses est une conséquence logique
(5§ 1.2.1.1) de ces deux clauses {la preuve en est triviale, en appliquant les

tables de vérité).

REMARQUE 2: L' ensemble de toutes les c-résolvantes de deux clauses est tou-
Jjours fini (la preuve en est triviale; l'snsembls de 1ittéraux de deux clauses

est finl et la résolution n’ajoute pas ds nouveaux 1 ittéraux).

EXEMPLE 1:
s {Cq. Cyu Cq. Ly )
Cj s AvBYC

i

C,y s C

€3+ AvCOvVD

C4 : C

R. (c,.C3. A, A) =BvCvVvD
R (co.cq.C.0) = 3

(La clause vide est une conséquence de la contradiction C A C présente dans

1’ensemble de clausas).
EXEMPLE 2:

S= {Cq Cy}
Cq: Pla, flb)v Q (c) )

C2: - Qlc) \
B, (cq. 0,00 (0). - Qle)) =Pla, £(b))

Pour la définition précise de lg méthode ds résolufion, 1l nous faut d’abord
étendre le domaine d'application de 1'ocpération de c-résolution 3 des ensembles
ginis de c-clauses.

A Soit
C*: ensemble de toutes les c-clauses
C- P c*)
P (C* ); ensemble de parties finies de C*
L'ensemble de nesofvantes d'un  ensemble de clauses est une application

R.:C—p

définie comme suit:
RC(S) ={ nc(Ci, CJ; Li, LJ] / i f JS Ci€ S} Cj € S) L1€ C13
_.c
LyeCys Ly =Ly} v
Etant donné un ensemble fini de clauses S, la méthode de agsolution epgendre

une suite ordonnée d'ensembles de clauses. Cette suite est définie de 1la facon

sulvante;




L ——————————

}go (S} = S {les clauses de S sont dites de niveau 0)

kﬂ+1(53 = Rz (S]!!B(RZ[SQ))(IES clauses de an[S) :Rn(S] sont dites
de niveau nt1y ° - °

REMARGQUE: Ceci correspond & la construction de 1’ensemble de toutes les con-
séguences de S (voir § 1.3).
I1 est facile de prouver que les propriétés 1 et 2 ci-dessous sont véri-

fiées pour tout ensemble fini de clauses.

1) kg (s) < k;‘”(S) pour n = 0,1,2,...(d*aprés la définition de R_)

2) 313 / RZ+1(S) ‘-‘,RFC)[S], donc vq> D &2 (s} :Rz (S)

{parce gue le nombre de c-clauses que 1'on peut construire avec des 1lit-
téraux de S est fini, et gue 1'opératiion de c-résolution n'engendre pas

de nouveaux littéraux].

La méthode de c-résolution gqui s'applique & un ensemble S de c-clauses con-
siste & chercher la clause vide (" ] ") dans les ensembles engendrés. Si on
la trouve, alors S est insatisfaisable. Si on ne la trouve pas (la procédure
finit aussi dans ce cas puisqu’on arrive toujours & la stabilisation des ensem-
bles de clauses engendrés - voir propriété 2 ci dessus-), alors S est satis-

faisable.

Une implantation de la méthode partant de 1l'ensemble S et engendrant
A?l(Sl, A? i {S},..., c'est-a-dire en "largeur d'abord”, ne serait pas pra-
tigue; dans les réalisations de la méthode on cherche en "profondeur d'abord”;

c'est-a-dire on fait ce que 1'on appelle des CR-déductions:

A FEtant donné un ensemble de c-clauses S et une c-clause A, une CR-déduc-

tion de A & pantin de S (notée Sp=A) est une suite finie By, By,...,B, de

CR
c-clauses telle qgue:
(1] Bn = A
(2] vj. 1 <1<n soit:
a)l Bye S
- soit ‘
b) By = R, (B3, Bk, Cj. Cx) avec J < i, k<i.V

A Une CR-nZfutation de S est une CR-déduction de [} & partir de S.V
Cette méthode est correcte et complefe,comme 1l'assure le théoréme suivant:

THEOREME (de c-résolution): Sodf S un ensemble de c-clauses. S esd Ansatis-
faisable 88 Fn =z 0 tel que [J € R ().

Autrement dit: Un ensembfe de clauses S est insatisfaisable ssi Sp= [
‘ CR
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PREUVE : Dans [ 89 ]-!

REMARQUE: S peut @tre un ensemble {ngind{ de clauses (pour les détails de la
démonstration voir { 89 }).

Dans les realisalions de démonstrateurs de théorémes basés sur ce principe,
on cherche une CR-réfutation de S.

On voit que cette définition de dérivation correspond a celle de conséquen-

ce (ou de déductible) donnée au § 1.3.

EXEMPLE; CR-réfutatian d'un snsembls de c-clauses
s =1{cC,. Cyp C3, C4uC5)

€4ye AvBVD

€, AvVCvD

£y. B

£y C

€. D

Cg. BvCvD de C; et C,
€;. CvD de C, et Cg
Cg D da €, et C,
Cg. [J de Cg et Cg

La définition suivante nous sera uytile:

A Etant donné un ensemble de littéraux C (card (C) = 2}, s'il existe une

alors nous dirons que £es Lif-
tenaux de € sont unifiables ou que £'ensemble C de Littéraux est unigiable,
ou plus bridvement que C e8f unifiable.y

substitution O tel que O C est un singlston,

REMARQUE: 11 est évident gque, pour qu’un ensemble de 1ittéraux soit unifiable,

ils doivent €tre tous positifs ou tous négatifs.

2.2.7.2 LA RESOLUTION DANS LE CAS GENERAL

A la différence des méthodss de saturation, elle fudione les pracessus de
substitution des variables et de test propositionnel.
Elle pefmet aussi de spécifier le Calcul de Prédicats comme un svstére for-

mel sans axiomes logiques st avec une seule regle d'inférence.

A Soit
L* : ensemble de tous les 1ittéraux
c* Pa* )

P LY 3: ensemble de pariiss finizs -2 _F
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La xresolvante de deux clauses est une application (partielle)
R: (c%2 « (E*]Z—tc*
51 les conditions (a), (b), (c) %t (d) ci-dessous sont satisfaites:

* * § * *
(a).CiEC ;Cj€C ; Ly ecC ;LjEC

(b} Lj. Lj ensembles de littéraux, tel gue tous les littéraux de Lj sont
positifs (négatifs) et tous les littéraux de Lj sont négatifs (positifs)

LiS Ci. Ly< c (Li#¢ . Ly #¢)
(c) Si EV (Cy) u EV [Cj] # ¢ alors appliguer a Ci» ou a Cj ou acyet Cj
une substitution de renommnage n telleque:
N: substitution de renommage ou

EV (T]Ci] 'I BV (n Cj]ﬁf ¢ identité partout
c'est-a-dire apres renommage Cj; et Cj n'ont pas de variable en commun.
(d) Si 1'on considére a 1la place de l'ensemble de littéraux. négatifs 1'en-
semble de ses littéraux complémentaires, alors 71Li et n Lj sont unifiables
avec p.g.u. O

Alors la définition de 1a fonction est la suivante:

Bic, e Ly 1) = oy - teghyWon ey 51

Si 1'une des conditions n'est pas satisfaite, 1la fonction n'est pas définie.

En adoptant cette définition de résolvante les définitions de résoclution et d
résolution de niveau n sont les mémes que celles données au § 2.2.7.1. 0On dé-

finit aussi d’une fagon analogue & CR-dérivation et a CR—réfutation une R-dé-

rivation et une R-réfutation.Dans la définition de l'opér‘ateurl{il faut con-
sidérer auwssdl les résolvantes entre"une clause et ses variantes.

A Si 1'on prend L; et Lj tels que card [Li) = card [LjJ = 1, la défini-

tion ci-dessus est celle de 18solvante binaine de deux clauses C; et Cj.V
L'utilisation de la résolution binaire comme seule reégle d'inférence ne don-

ne pas une procédure de preuve complete (voir 1l'exemple aprés la définition de

R-logique). Pour lui "redonner” 1la tomplétude, il faut ajouter la factorisa-

tion:

A Soit
L* : ensemble de tous les 1ittéraux
C* = P (L*)
P (L* ): ensemble de parties finies de ¥
La factorisation d'une clause est une application (partielle).
F: c)2—pc*
si les conditions (a), (b) et (c) ci-dessous sont satisfaites
al Cec*,; pec*
bl L< C;

c) L est unifiable avec p.g.u o
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alors la definition de le fonction est la suilvante:

Fc.Ly = oc
OC est dite un facfeur de C.
S1 1'on admet que card (L) 2 1, et que la clause contenant un seul 1itté-
ral est un ensamble unifiable, une clause est alors un facteur d’elle md-
me).v

EXEMPLE:
C: { P (x), P (f(y)},Rigly}}}
C's { P (fly)), R (gly)) } est un facteur de C.
La logique du premier ordre peut étres specifiée comme systéme formel basé sur
ia résolution:
(1} LANGAGE:
a) Vocabulairs: variahles
symboles fonctionnels
symboles propositionnels
symboles de prédicat
-{ Yo oo,
(s1 1'on veut indiquer explicitement gqus les clauses
sont des disjonctions de 1littéraux, il faut inclure
_ aussi le symbole " v*),
b} Formules bien forméas; (i) les clauses.
(i1) la clause vide (" [").
(2) AXIOMES: aucun.
(3} REGLE(S) D’'INFERENCE:
soit a) résolution.
soit b1] résolution binaire.

el
b2] factorisatian,
Dans les implantations de la résoclution, on util ise généralement la résolution
binaire et la factorisation.

La méthode de résolution est conrecte et complife:

THEOREME: So4f S un ensemble de clauses, alons S est insatisfaisable 484 SrﬁD.

PREUVE: Dans [ 839] y |
Parfois il est possible de détecter un ensemble de clauses satisfaisable an

appliquant la méthode de résolution:

THEOREME: Sodt S un ensemble de clauses, a4 In (mnz o) /¢ Rm(S) st
j?""1(3) = ]?"TS) alons S est satisfaisable.




PREUVE: D'aprés la définition de : ¥Ynzm Af”(s] = A{”WSJ.
sid¢ Rm[S] alors la clause vide ne sera jamais engendrée et d'aprés la con

plétude de la résolution, S est satisfaisable.@

EXEMPLE:
' Soit 1'ensemble de clauses:

s = 1{Cq, Cys C3s Ty Cgl

G- Pla) Plu)

1
CZ. -R(x} S{a,x)
C3. -P(y} -Q(z) -Sly,z)
C4. R(flal) .
CS' R(Fflal))
CB. Sla,fl(al) de C2 et C4
C7. P(a) factorisation de C1
CE' -@Q(z) -Sla,z] de C3 et C7
Cg. -85(a,f(al) de CS et CB
C1D. O de CB et CQ

S est donc insatisfaisable.

REMARQUE: La factorisation est nécessqine & la complétude de la résolution
binaire. Voici un exemple tres simple d'un ensemble de clauses insatisfaisable

et pourtant on n’en obtient pas la clause vide [89 ].

EXEMPLE:
-s={rc,.c)}

Cq' Plx} v Ply]

CZ' -Plul) v -P(v)

CB' Plyl v -P(v] de C1 et CZ avec 0 : {x -~ ul

C4. Ply) v P{(2) de C1 et C3 avee 1N : {z~-> vy} r}C1:P(x) v P{z)
c={ v~>x}

CS. -P{v) v -P{w) de C, et C3 avec 1N : {w-> v} r]CZ:-P(u] v -P{w)
o={u~->yl

C.. P(z} v -Plw) de C, et C o= {y~» v}



2-35

On voit facilement qu‘'on ne peut pas déduire des clauses de moins de 2 litte-
Taux.

Si l'on utdlise la resolution binaire et aussdi la factorisation, on obtient:

Cé. P({x) facteur de C1 c ={x->yl}

Cé. -P{u} facteur de C2 ¢ ={u-+v}

¢ ? ] =
Cce O e €y et g, o ={x->ul

Une définition da l‘opérateuriE;utilisant la résolution binaire et de la fac-
torisation peut &tre trouvée dans [89 ].
Plusieurs stratégiss complétes existent pour la résolution (voir p. ex.[27 ]

et [89 ]).

11 est intéressant de pouveoir comparner des preuves; pour ce faire, il faut
€tre capable de meswien les mémes, Cette mesure est appelée la complexi{g de

la preuve.

2.3 COMPLEXITE DES PREUVES ET DES PROCEDURES DE PREUVE

Dans ce paragraphe et dans le suivant, “"ensemble de clauses” sera synonyme de
"ensemble de c-clauses”,

Nous concentrerons notre intérét dans deux méthodes, celle de résolution et
celle de Davis et Putnam, parce qu‘elles sont su%fisanment représentatives, et
parce qu'une partie trés inportante de la littérature sur la conplexité leur est
consacrée. Une étude comparative de la complexité de diverses méthodes peut
8tre trouvée dans [ 34} et f3s].

La définition de déduction (ou réfutation) donnée au § 2.2.7.1 correspond &
une définition £inéaine , mais une définition équivalente sous forme d'arbre

binairs est aussi possible [ 52 }]:

4 Un arbre de preuve (par résolution) powr une clause € (utilisant S} est
un arbre binaire A dont les neeuds sont étiquetés de la fagon suivante:
1} C est la racine da A.
2) Toute feuille est une des clauses de S.
3) Toute clause d'up n®ud intérisur est la résolvante de deux clauses étique-

tant ses ancétres.vV

A Un arbre de preuve (ou de réfutation ) parn a8spfution pour un ensemble

de clauses S est un arbre de résolution pour 0.v

A ta complexite d'un anbne de bneuve par nesobution A, notée N(A), est le
nombre de clauses différentes apparaissant comme n®uds de A. (Si A correspond

a une réfutation linéaire, alors N(A} est le nombre de clauses de catte réfuta-




tion). Vv

EXEMPLE | 52 ]:
Soit 1'ensemble de clauses S ={ C,, C., C., C }

Cq: R

DZ: Rv P
CS: Pv @
C4: QV R

1'arbre suivant est un arbre de preuve par resolution de S (de complexité 9)
v R R
\/
Q v Q _
\/\/
P

La complex1te d'une procedpre de preuve est définie (en fonction des donné:

Correspondant au cas le plus défavorable) de 1la fagon suivante [52 ].
l
A Si 1'on note:

S ¢ le nombre de littéraux différents dans les clauses de §
et
AS ={ A / A est un arbre de preuve par résolution pour S}

La complexité de £a procédure de nésolution est une fonction Comp, défini:
comme suit:

Comp (n) = max min N(A).V
Ist=n Ae Ag

La comptexite de La nEsolution n'est pas encore commue,mais il existe 1a conj .
ture suivante.

CONJECTURE:  La complexit? de fLa nésolution est exponentielle.

REMARQUE: La méthode de Davis et Putnam quiest de complexite exponentislle

([341,[52 1) peut étre considérée comme une procédure qui engendre des preu-
ves par résolution d'une certaine forme [ 34 ].
Une reégle dite d'extensdion fut introduite par Tseitin en 1968[ 153]; elle

est utilisée en conjonction avec 1a résolution, donnant lieu & 1la neésolution
étendue.



La regle d'extension permet 1'introduction de nouveaux littéraux et de nouvel-
les clauses, et avec certaines substitutions permet des raccourcicements pour la
réefutation de certains ensembles de clauses; c'est paurguoi elle est citée sur-
tout dans les travaux sur’'la complexité des méthodes de preuve (pour la résoluy-
tion étendue on peut consulter aussi [ 34),[52 ]).

Pour des raisons pratiques évidentes, 1l est clair que méme pour des théories
décidables (comme, par exemple, le Calcul Propositiannel), le nombre de fbf dans
une démqnstratian d'un théoreme est de la plus grande importance. C'est pour-
quoi nous parlons maintenant briévement du probléme de la complexité des procé-
dures de decision pour certaines théories, et des limites & la mise en ®muvrs
des telles procédures. Nous parlerons ensuite de 1’ importance (qui va biep au-
dela de la démonstration automatique) du problems consistant & déterminer. pour
une fbf du Calcul Propositiopnel, si elle est une tautologie. Comme nous 1’a-
vians annoncé au début nous finirons en considérant des résultats sur la com-

plexité moyenne des procédures de Davis et Putnam st de résolut ion.

2.4 QUELQUES QUESTIONS EN RAPPORT AVEC LA COMPLEXITE DES PREUVES
2.4.1 LIMITES THEORIQUES (ET PRATIQUES) INTRINSEQUES A CERTAINES CLASSES DE

PROBLEMES

S5i 1'on se place d'un point de vue purement formaliste, par exemple le pro-
gramne de Hilbert, la preuve d'un théoréme dans une théorie décidable est une
question triviale puisqu’une méthode mécanique est applicable. (Pour une théo-
rie semidecidable, il y aura en plus le probléme de 1'arrdt dans le cas o0 la
formule testée n'est pas un théoréme). Mais on peut légitimement ss demander:

al Quelle est la faisabilifé d'une telle méthode?
et s'il en existe plusisurs; ‘
b) Quelle est leur &fficacit? nelative ?

Les problemes a et b se présentent pour les algorithmes dans divers domai-
nes, qu‘on peut classifier an deux grandes catégories: calcul numérique, et ré-
solution des problémes dans lesquels la recherche est faite dans un ensembla
partiellement ordonné de solutions possibles. En particulier cette desuxiéme
classe d'algorithmes est celle utiliséa en Intelligence Artificislle.

Depuis quelques années, 11 y a eu un intérét croissant pour 1'étude de 1la
complexité de calcul de théories décidables {ou de problémes, dont on avait prou-
vé 1l'existence d'une solution)}. Un exposé des travaux sur les théories décida-
" bles peut étre trouvé dans [ 117). .
On a appelé dntrinslquement complexes  ("intractables”) les problémes dont

le nombre de pas, pour trouver une solution dans une infinité de cas, pouvait
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étre "énorme™. Des exemples de ces problémeés dans [851,[ 147 1.

Dans [147]1, une intéressante spéculation est faite sur les milliards d'an-
nées gue devrait tournmer un programme sur un ordinateur hypothétique dont les
limites seraient seulement celles imposées par les lois physigues et la dimen-
sion de l'univers pour résoudre certains problémes. En tout ce qui suit, nous
nous restreindrons aux problémes de complexité dans la démonstration de théora-
mes'[avec d’'eéventuelles extensions & 1'Intelligence Artificielle).

Dans [ 351, une définition rigoureuse de complexité d’une preuve "linéaire”
est donnée. Elle s'adapte parfaitement aux problémes sur la complexité des
preuves.

En ce qui concerne le probleme "a" évoqué ci-dessus; il a été montré que, pour
certaines theories décidables, n'4importe quel algorithme de décision exige un
nombre de pas tellement élevé que la théorie devient du point de vue pratique

Andécddable . Nous donnons deux exemples:

1) Dans 1’arithmétique de Presburger (arithmétique de 1'addition des nombres
naturels) qui est une théorie décidable, il a été montré ([ 48 1,1118]) que pour
fout algorithme de décision, il existe des fbf A (dont le nombre de symboles
est n) quil exigent de 1'algorithme 220 pas de calcul pour décider si A est

ou n'est pas un thécréme.

2) Soit le langage du second ordre connu comme S1S ("logique monadique faible
du second ordre avec successeur”), qui permet d'écrire des assertions sur des
ensembles d'entiers (quantification sur les ensembles, appartenance d'un é1é-
ment & un ensemble) et qui est muni de la fonction successeur. Bien que ne
permettant pas d'écrire des formules contenant la somme de deux variables, ce
langage est assez puissant et permet, par exemple, d'exprimer le principe du
bon ordre pour les entiers (dont nous avions vu au § 1.8 qu'on ne pouvait pas
le faire tout au moins sans ajouter les axiomes sur les entiers, en logique du

premier ordrel:

Vs 03 txest > t Ja) (zesat WPy tyes oz <yl
(5: ensemble d'entisrs)
S1S est décidable , mais sa conplexité est superexponentielfe.
En ce qui concerne le probléme "b” évoqué ci-dessus, la guestion se pose de
comment mesurer la complexité des algorithmes. Une mesure de complexité pour
les arbres de recherche (voir par ex. [143]) est la profondewr minimale a

laguelle une sclution est trouvée.
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2.4.2  PROBLEME DE LA TAUTOLOGIE ET LA QUESTION P L NP
On appelle probléme de La satisgaisabilité (ou-de 1a fautologie ) pour le

Calcul Propesitionnel 1le probléme de savoir si une fbt de ce calcul a un mo-
dele (sielle est une tautologie); Le probléme de la satisfaisabilité (de 1la
tautologie) correspond au probléme de la décision dans le méme calcul (c'est-
a-dire savoir si une fbt donnée du calcul est un théoréme) et 1l est exiréme-
ment liportant de connaitre la complexité des algorithmeg d& décision; son

intérét dépasse largement le domaine de la logique et de la démonstration au-
tomatique. Nous pouvons citer 2 raisons qui justifieraient a elles seules

1"&tude de ce probléne:

1) Le probleme de fa décision pour toute théonie gormalisée est au moins aus-
4. complexe que £e probleme de La décision du Caleut Propositionnel [117].

2)  Le probteme de fa décision du Caleul Propositionnel est intimement £i8
au probleme P I NP (théonemes de Cook ci-dessous).

11 est bien connu que si 1'on veut des algorithmes qui "puissent tourner”, il
faut eviter ceux dont la conplexité est expanentielle (1l'exponentielle croissant
plus vite que n'importe quelle autre fonctlonl}, donc pour le probléme de la sa-
tisfaisabilité, on a aussi cherché des algorithmes polynémiaux.

11 est possible de contruire un programe non déterministe qui décide si une
fbf A est satisfaisable dans un nombre de pas qui est une fonction polynomiale
du nombre de symbéles de A. .

Une question qui se pose est de savoir s'il existe une procédure de décisian
détenmindiste polyndmiale. .

La néponse a ceite question n'est pas connue. '

Cependant, il existe des résultats extrémement importants & ce propos; ces
resultats mettent en rapport le probléme de la tautologie avec le célébre pro-
bieme P 2 NP (question d'un intérét capital du point de vue de 1’ informatique
théoriquel. Habituellement, on note Plrespectivement NP) la classe des ensem-
bles de chaines de symboles, qui peuvent 8tre reconnues par une machine de Tu-
ring déterministe (respectivement hon déterministe ) en tenps borné par une
fonction polyndmiale du nombre de symboles de 1l'entrée.

" Si 1'on suppose une formalisation du Calcul Propositionnel avee un ensemble
donné jde connectifs (par exemple celui du § 1.2), et si 1'on note TAUT 1'en-

semble de tautologies,alors Cook a démontré les théorémes suivants:

THEOREME: P = NP s5( TAUT est contenu dans P. (Autrnement dit Le probleme de
La tautologie est NP-complet).

PREUVE:  Dans [33],[35].m




A Soit LI 1'alphabet fini consideré; £* le monoide libre engendré par I ,
{ un ensemble de chaines de symboles, L € £* . Si L dans NP impligue que

£¥ - | est dans NP, alors on dit que NP est gerumé pan complémentation.V
THEOREME: NP est fenmé parn complLémentation ss4 TAUT est contenu dans NP.

PREUVE: Dans [331.[35].m

Il a été montré que beaucoup de problémes combinatoires tres compliqués sont
réductibles au probléme de la satisfaisabilité. Le probleme de la satisfaisa-
bil ité est donc trés complexe, ce qui renforce la plausibilité de la conjectu-

re suivante:

CONJECTURE: P # NP.
Du point de vue de la démonstration automatique, une formulation plus intéres-

sante est:

CONJECTURE: Le caleul propositionnel est exponentiellement complexe.
(comparer avec la conjecture du § 2.3)

Cette conjecture, unie au fait que beaucoup de recherches ont été faites pour
améliorer 1'éfficacité des preuves, nous aménent & nous poser la question sui-
vante:

Pour une procédure de preuve gquelconque, peut-on éviter d'engendrer des for-
mules sans rapport avec la preuve, c'est-a-dire en adoptant la terminologie
du théoréme de Herbrand: "Pour un ensemble de clauses S, peut-on assurer, quand
on a trouvé un ensemble fini de c-clauses de S insatisfaisable, qu’il est mind -
malement insatisfaisable?”

Certains résultats de la théorie des fonctions récursives ([ 23], [99 1) per-
mettent de donner une #48ponse négative & ceffe question , c'est-a-dire: on ne
peut pas assurer qu'on n'engendrera pas de formules inutiles a la preuve.

Malgré ces résultats qu'on peut qualifier de "négatifs” en ce qui concerne
les possibilités pratiques des méthodes de preuve, d'autres résultats plus en-
courageants ont été publiés plus réqemment. Ils portent sur la complexité
moyenne de plusiesurs méthodes (Davis et Putnam, résolution, graphes de réfuta-
tion [136]). Il vy est montré [ 59 ] gue la complexité moyenne en temps pour
résoudre le probléme de la tautclogie pour ces meéthodes, est polynomiale ., et
son ordre est:

0 (r n?)

n: nombre de clauses
r: nombre de littéraux différents dans 1l'ensemble de clauses.
C'est-a-dire, si 1'cn appelle CM (r,n) la complexité moyenne du test de tau-

tologie pour des ensembles de n clauses avec r littéraux différents, alors il
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existe une constante k telle que:
CM (r,n) < kK xr x p2
pour  Wr, n N - E (E< N , E: fini) N: les naturels

Comme le fait remarquer Bibel [ 12 ] ces conclusions permettent de cons idér

ar
a nouveau

la démonstration automatique comme un doma ihe prometteur.







CHAPITRE 3

LA METHODE DE REDUCTION MATRICIELLE
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Avant de présenter la méthode de reduction matricislle, nous essaisrons de
montrer la place qu'elle a occupée parmi les autres meéthodes, ce qui justi-

fiera, a notre avis, le fait que nous nous y soyons intéressé.

3.1 SA PLACE PARMI LES AUTRES METHODES

ta méthode de réduction matriciells (MRM), due a Prawitz ({24 ). [27 1. [111 1.
{112 1) a été, depuis sa publication en 1963, l‘objet de deux attitudes dif-

férentes:

1) D'abord elle a 6té considérée comme inintéressante et abandonnée en
faveur, notamment, de la résolution.

Les ecritiques qui lui étalent adresées concernaient surtout une premiere
version de la méthode {110 1. Pour ces critiques, on peut gonsulter par exem-
ple [132 ] ou la methode est disqualifiée essentiellement en fonction de la
place mémoire exigée. La deuxieme version de la méthode { gqul est celle a
laquelle nous nous sommes intéressés, et qui regoit le nom de "reduction ma-
tricielle” (RM)), répond déja en partis & ces critiques. Nous pensons que la
technique de partage de structure prapbsée dans le Chapitre 4 donne une ré-
ponsa détinitive & 1'objection sur 1'importance de 18 place neécessairs pour

une mise en wuvre de la méthode.

~

2)  Plus récemment -approximativement & partir de 19787 il vy a eu un re-
gain d'intérét pour la méthode, ou tout au moins pour des méthodes basées sur
des principes similaires & celui de la réduction matricielle [3], {4 1L [111].,
(1211131 1141 (28], 0621 [129 7.

Nous pensons que ce renouveau d'intérét a deux causes: la premiére étant la
méme que celle qui a été & 1l'origine de méthodes de démonstration n'utilisant
pas la résolution {17 1, & savoir que 1a presqus totalité des travaux availent
été dédiés & la résolution et qua 1'on avait négligé d'explorer d'autres volies.

La deuxiéme cause réside, d'une part dans la constatation qu'une des fai-
blesses de la résolution était sa focalité, d'ol 1'intérét pour des méthodes
dites globales (dont la MRM), et d'autre part dans la possibilité d’sppliquer
des techniques de partage de structure, comme cela avait déja éte fait pour
la résolution, & une méthode comme la MRM exigeant plus de place mémoire [128],

[13017.

REMARQUE: Le premisr & notre connaissance a avoir classifie la RM comme "glo-
bale” et la résolution comme "locale” a été Maslov [97 1

Une des fagons de situer ure méthode est de la comparer a d'autres, ce, qui
est reputé étre une tache difficile. Les travaux ou 1'on compare la MRM a

d'autres méthodes sont & notre connaissance, et par ordre chronologique:[117],
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[88 1, [621, [131.

Dans [112 ] des considérations trés concises et trés générales sont faites;
en particulier, la canjecture appelée par Loveland [88 ] 1la "conjecture d'un
pas en avant” ("one step ahead conjecture”) , vy a été émise.

Dans [88 ] il a été montré que des liens trés étroits ("isomorphismes"”)
existent entre la MRM, une forme de la résclution linéaire ([ 801, [89]) et
la méthode d’élimination de modeéles ([86], [8381).

Dans [62], une analogie est faite avec la méthode, due a Henschen, d'"expres-

sions de recouvrement” {("covering expressions”).

Bans [13], une vision unificatrice de plusieurs méthodes (résoclution, SL-ré-
solution, élimination de modéles,...) & partir d'une méthode due & Bibel est
donnée. En autre, plusieurs aspects importants de la MRM qui avaient été ig-
nores a 1'époque de sa parution y sont-signalés.

Dans [24 1, nous avons comparé brigvement la résolution de base et la MRM
sur quelgues points (voir aussi § 3.2.2.2 et § 3.2.3).

Nous considérons que les données et conclusions de ces travaux n'autorisent
pas & conclure sur la valeur relative de la méthode par rapport par exemple
a la résolution, ni sur ses possibilités.

En autre, elle utilise les concepts de "chemin” et de "matrice"”, concepts
qui se sont révélés tres fructueux et qui ont &té étudiés et développés plus

récemment par Bibel ( [111, [121., [131, [141).

3.2 PRINCIPES ET DESCRIPTION DE LA METHODE

Dans tout ce qui suit, nous abrégerons "forme normale disjonctive” par "fnd”,
et nous appelerons mafnices les ensembles de clauses.
Comme pour la résolution, nous parlerons d’abord de la MRM pour les c-clau-

ses, et ensuite de la MRM pour le cas général.

3.2.1 DEFINITIONS

A Soit M une matrice:

M = {Cp Cyr wnus C )

Ci ( 1< 1< m) est une clause: *
= i i i

co=(td. Ll Lty

un chemin PK de M est un ensemble de m 1ittéraux:

_ i . ) , .
PK ={ Lj / Lj € Ci 1< i<m 1<3c¢ n, et ¥ L,L" ¢ PK si L € C1 et

L* € Cl, alors Cl # Cl' } .V
{(Un chemin de M correspond donc & 1'ensemble de littéraux d'un disjoint de la

fnd de M).



Nous dénotons  Pg(M} 1’ensemble de chemins de M.
D'apreés ces définitions il eFt évident que:
s :

NM‘= card (PI{N)} = Ap X Ny X oae. XN o0 ngy = card {Cy) 1< 1< m et que

m
i
la fnd de M est obtenue de la fagon suivante:

Nﬂ m ;
tnd (M) =\\/,1/\(j
k=1 L;‘; Py
i=1

A Un chemin Py d'une matrice est dit un chemin contradictfoine ssi la con-

Jonction des littéraux de PK est contradictoire.V .
L’éguivalence avec la définition suilvante plus simple est triviale:

A Un chemin Pk d'une matrice est dit chemin contradictoine ssi il con-,

tient deux litéraux complémentaires.vV

Pour mieux apprécier le gain représenté par 1'application de la régle de RM,
nous exposods d'abord une méthode qui teste 1°insatisfaisabilité d'une matrice
en testant la contradiction de {fous les chemins de ﬂa matrice (comparer avec
la méthode de Gilmore § 2.2.3.1); cette méthods est une description détaillée
de la version préliminaire de la MRM proposée par Prawitz dans [1111].

Nous donnons une version non-déterministe; une version déterministe équiva-

lente peut étre trouvée dans [131].
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gonction INSAT (M: matrice): booléen;

* détecte si une matrice M ={ Cys Cos e, Cm} avec card (Cy)=nj (1< i<m)
est insatisfaisable en testant 1'existence dans tout chemin de M d'une paire
de 1littéraux complémentaires *
debut

Donner une fagon d'énumérer tous les chemins de M;
n *‘n,lxnzx...xnm;
i <« 1 ;

NP < m x (m-1)/2 ;* nombre de paires de 1ittéraux différents dans un chemin *

exismod < faux ;
fantque (i< = n)} e (non exismond)
faire
Pi < i-éme chemin dans 1'énumération
Donner une fagon d'énumérer toutes les paires de Pn 5
" cont <+ faux ;
k< 1
fantque (k < = NP} et [(non cont)
faire

< Li’ L. > <« k-eme paire dans Pn H

AL Ly o= Lg alorns cont < vrai
sdnon k< k + 1
§44
ffaire
A4 k> NP alorns exismod < vrai

ddnon i+ i+ 1
g4
ffaire
insat < non exismod ;
* si exismod alors Pn est un modele de M =+

fin * INSAT « ;
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3.2.2 A METHODE DE REDUCTION MATRICIELLE POUR LES C-CLAUSES

La méthode décrite dans le paragraphe précédent pourrait étre qualifiée de
"brutale” puisqu'aucune aptimisation n'est faite.

Suit par exemple des deux matrices suivantes

A A B
A at A
r B

r

(I' dénote un ensemble de clauses)

S1 np dénate le nombre de chemins de ', alors la boucle externe s'exécu-
tera np tols dans un cas, et 2 x np fols dans 1'autre, bien qu'il soit clair
que tous les chemins (dans le deux cas) sont contradictoires, sans qu'il soit
nécessaire de les tester tous.

A partir de ces exenples, il est légitime de se demander si 1'on ne pourrait
pas trouver une fagon de conclure & 1'insatisfaisabilité de M sans fester fous
ses chemins. .

La MRM répond & cette question. Flle est fondée sur une propiété (a) et une
observation (b).

(a)  Une matrice M estinsatisfaisable 884 tout chemin de M contient une paine
de Litténaux complémentaines.

(L'algorithme insat du § 3.2.1 utilise cette propriété).

(b} Dans une matnice M, une paire de Littéraux complémentaines peut éitne
formée de deux Litteraux appartenant a plus d'un chemin de M, dans ce cas cette
paine nendra contradictoines tous Les chemins f£a contenant. Si une telle painre
est détectée, Le nombre de tests nécessaines pour prouver fa contradiction de
Tous Les chemins de M diminue.

On donnera un nom aux matrices dont 1'insatisfaisahil ité est "évidente”.

A Une patrice avec deux clauses unitaires qui sont des littéraux complé-
mentaires est dite une matnadice AdmpLement contradictoire. Une telle matri-

ce est notée "{ J. V

D*aprés la définition de chemin, 1l est trivial de vérifier que tous les
chemins d'une matrice "[ J' sont contradictoires. Autrement dit, tous les

disjoints de la fnd de M sont contradictoires.

CONVENTION PRATIQUE: Pour simplifier 1'exposé de la méthode, naus adnet-
trons qu'une matrice "[ ]” soit remplacée par 1'ensemble vide (1'ensemble vi-
de ne repreésentant pas la matrice vide, mais £'ensemble de chemins qu’1l
faudrait encore tester pour détecter 1*insatisfaisabilité de la matrice. Dans

le cas d'une matrice "[ 1" il ne reste évidemment plus de chemin a tester.




Nous définissons maitenant, avec une notation fonctionnelle, la regle de

réduction matricielle.

A La négle de néduction matrhicielle est une application
Me: ¥ x ™17 x (L 12— P (0" )

~

ot
L* : ensemble de tous les c-1ittéraux.
C*

*

M

Pﬁ (L*) : ensemble de toutes les parties finies de L*(les clauses)

P6 (C*) : ensemble de toutes les parties finies de C*(les matrices)
Parmi les ensembles appartenant & Pé(M*] nous sommes pour 1'instant intéressés

seulement & ceux de cardinalité 2

Si les conditions (a) - (b) et (c) ci-dessous sont satisfaites:
(a) MeM
{b) Ci €M ; Cj e M
(c) LyeCysLyeCy Lg=Lj(LjetLl, sontdes littéraux complémen-

taires)

alors la valeur de nﬂc est définie comme suit:
M.cm, Cir Cyo Lye L) = X N Mg ¥ n My }
ol

Mg = (m-{ cyt- {c;)) Uit U te, -0 L)

My = (M -{c ¥ {cj})u{{ Lj}} U {c_i-{ Li}}
¢ si Cj={Lj}
X =
kMG sinon
si Cc, ={L.}
1 1
Y = 4
KI"ID sinon

si 1'une quelconque des conditions (al), (b) ou {c) n’est pas satisfaite
alors nﬂcn’est pas définis. V
Prawitz [1111, [112 1 n'a pas présenté sa méthode avec une notation fonc-

tionnelle, mais d'une fagon informelle plus directe

P o P a
M: [P B MG: B MD: P .
T T r

oll o, B dénotent des ensembles de 1littéraux; I' dénote un ensemble de clauses.
Le résultat de 1'application de ﬂﬂ:é M sur les littéraux P et P est:

G’ MD > gi o #¢ B #¢

2) MB(P’ID} si o =¢ B F£O (o #9¢ B =¢ )

1) La paire < M



3} M est simplement insatisfaisable sia = B = ¢ .

Le lemme suivant exprime la proprifté sur laquelle est basée la MRM.
(Nous insistons sur le fait que 4£'ensemble vide nemplace une matrnice simple-

ment contradictoine). Nous appellons c-matrice un ensemble de c-clauses.

LEMME:  Soit M une c-matnice et Mumc.oidy = tx fn. v R Mmoo
Tous tes chemins de M sont contradictoines ssi tous Les chemm/:. de X n My
et ous Les chemins de Y M My sont contradictoines.

PREUVE: La preuve est trés simple & faire si 1'on considére que dire "tous
les chemins de M sont contradictoires® équivaut & dire "1'ensemble de clauses
M est insatisfaisable”, et que dire "M contient (au moins) un chemin non
contradictoire " équivaut a dire "M est satisfaisable”.

Soit Mm={{ LUt Yttt U s U r

ou L(L) ,a (B).T dénotent respactivement un littéral, un ensem-
ble de littéraux et un ensemble de clauses.
Il suffit de cansidérer le cas oi X f} Mg #9 et ¥ 1] My ¢ . 1la

démonstration des autres cas peuvent étre extraites de celle-ci.

Mg = Lty Ut v et .

my=tad 0 (Lt Ur

Il y a deux cas & considérer (le cas T =¢ est assimilable au cas 2)
1) T n'a pas de modéle.. M, MG‘ et MD n’ont donc pas de modéle parce qu‘il

faudrait que ses modéles respectifs contiennent un modéle de T.

2) T a un modéle: mp

9
En notant
Lo € @ !
LBG B
tous les modeles de M peuvent étre représentés comme:
M, = {L, LB} U my,
m, = (L, . L} U m,
my <L L. tgh Uomp
L { L, Ly - LB} u my
m, et m. repréesentent tous les modélss de NG; m., et m4 représentent tous les

modeles de MD‘ cecl conplete la preuve de 1'équivalence énoncée.

REMARQUE: A oause de la présence delL dans HG et de L dans ND.un modéle de M
ne peut pas 8tre un modéle de MG et de MD.!




Le fait gque tout maodéle de M est, soit un modéle de MG' soit un modele de

M constitue la preuve du corollaire suivant:

D’
COROLLAIRE: La negle de RM est conrecte.

Cette regle, qui utilise la propriété qu’uné paire de 1ittéraux complémen-
taires peut rendre complémentaires plus d'un chemin, diminue le nombre de che-
mins & tester: en effet, si le nombre de littéraux de a et B est (m-1) et

{n-1) respectivement, et le nombre de chemins dans T est n alors le nom-

r
bre maximum de chemins & tester pour prouver 1'insatisfaisabilité d'une matri-
ce est:
NM =m X N X np

{évidemment, si la matrice est satisfaisable, on arréte le test guand on ren-
contre un chemin non contradictoire; le nombre de chemins testés peut étre
donc, dans ce cas, inférieur a Nm).

Le nombre maximum de chemins & tester si 1'con applique & la matrice la régle
de RM est

NMG + NMD = (mtn-2) x n

r

Pour le cas d'application de la RM, ol une seule matrice de l'ensemble ré-
sultat est non vide, on a m = 1, et dans le cas ol la matrice est simplement
contradictoire m =1 et n = 1.

On voit que 1l'on réduit le nombre de chemins & tester, mais la MRM, comme
nous les verrons au § 3.2.2.2, ne teste pas La contradiction des chemins en
Les enumérant: elle applique récursivement 1a RM jusqu'a ce que 1'on obtienne
une matrice sdimplement insatisgaisable ou une matrice a Laquelle on ne peut

pas appliquer La RM.

NOTATION: "{[ ]}" dénotera tout ensemble de matrices simplement contradictoi-
res, qui seront représentées d'aprés notre convention par "¢ .

Nous passons maintenant & la définition de la cm-déduction (déduction pour

les ensembles de c-clauses en utilisant comme régle d’ iférence la RM).

REMARQUE: Nous aurions pu définir un opérateur équivalent au Rn de la ré-

solution ($§2.2.7.1), mais ce n'est pas nécessaire ici.

A Soit M une c-matrice et T = { M1. Mz. oo Mr} un ensemble fini de
matrices. Une cm-deéduction de T & partin de M, notée M= T est une suite

finie B1, 82 fens

1) 81 ={ M} Bn =T

Bn d'ensembles finis de matrices tel que:

2) Y1 2<i<n
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By= M, M, Ll Mepqr »oms Ml et
E R Mioe B, MCmJ) = in .nm b
By o= Gy - Uy B Oneame b

A Une cm-rlgutation de M est une cm-déduction de {[ 1) & partir de M.V

3.2.2.1 CORRECTION ET COMPLETUDE DE tA MRM POUR LES C-MATRICES

La RM pour les c-matrices est correcte et compfete. En outre elle permet la
recherche s0mdtanée d'une réfutation et d'un modéle d'un ensemble de clauses.

Ces deux propriétés sont prouvées dans le théoréme suivant:

THEOREME:  Sodt M une c-matnice M = { C,, Cz, cees Cn}
1} M est insatisgaisable 854 Mp={[ 1}
2) Si 3.4, tet que M; e B, ef qu'if n'est pas possible d'appliquen fa

]
RM a Mj' alons M est satisfaisable et £'ensemble

(L / iK € Cpi Cpe Mj I's Ksnl estun modete de M.
FPREUVE:

Nous prouvons d’abord le point 2 de 1°'énoncé du théoréme.

Supposons que dans une cm-déduction 3 i.,j / Nj € Bi et la RM n’est pas
définie sur Mj. C'est-a-dire I"lJ ne contisnt que des clauses o0 tous les 1it-
téraux sont purs. Mj contient le méme nombre d’'éléments que M (1'application
de la RM ne modifie pas le nombre de clauses des matrices résultat par rap-
port a Mj.

L'ensemble contenant un littéral de chéque clause de Nj est un modele de Nj'
et d'apres le dernier lemmne et la définition de la cm-déduction , est aussi
un modele de M.

Le point 1 de 1'énoncé peut &tre prouvé de la fagcon sulvante:

a) Supposons M insatisfaisable. D'aprés le lemne antérieur, par ap-
plication de la RM on ne peut pas obtenir des matrices satisfaisables; en qu-
tre, du fait que la RM réduit le nombre de littéraux des clauses et d'aprés
la démonstration ci-dessus, il existe un n e N tel que, si 81. BZ""Bn
sont des ensembles de matrices dans une cm-déduction, alors Bn ={[ 1.

b} Si l'on a déduit *{[ 1} " de M. alors en raisennant par 1‘'absurde on
peut supposer M satisfaisable. D'aprés le point 2 déja prouvé, on ne peut
pas déduire "{[ }}”. M est donc insatisfaisable.

L’algorithme suivant détecte 1'insatisfaisabilité ou la satisfaisabilité (et
dans ce cas i1 fournit un modéle) d'une c-matrice, sa correction et son arrst

sont assurés par le théoréme ci-dessus. Il est intéressant de le comparer




i

avec 1'algorithme insat du § 3.2.1.

ponction PRAW ( M: matrice): booléen;
* M o= { C1. [32, Cn} ;i ¢ ne représente pas la matrice vide, mais la
matrice simplément contradictoire *
debut
A M=[1 (M=4¢ ) alons

praw < vrai
Adnon
AL Mcn'est pas applicable a M alons
& . < < «
modéle +{LK / L € CK,CKe M, 1<K<sn} ;
praw <« faux

sdnon

(*) calculer M:[N] {x N Mg s Y Nl My Yo

praw <« praw ( x |} Mgl &t praw (Y [} My
gsi |

484

f4n * pPRAW *

Cet algorithme admet 1'incorporation des restrictions telles que le principe
de pureté et la subsomption (§ 3.2.2.2); il suffit d'ajouter apreés la ligne
( ) une action dont 1'effet est de modifier (en appliquant le raffinement
voulu) MG et MD'
Les exemples suivants montrent une réfutation d'un ensemble de c-clauses u-
tilisant la RM, ainsi que la construction des modeles d'un ensemble de c-clau-

ses sat isfaisable.



EXEMPLE 1: Réfutation d'une c-matrice utilisant la MRM {les littéraux encer-

clés sont ceux choisis pour 1’application de MC]

® 7 R
R
R
0 R

EXEMPLE 2: Essai de réfutation d'une c-matr ice satisfaisable

o) 7ol o
T T o

€

R P

R

ol

La refutation n'est pas possible, les modéles de M obtenus a partir des

feuilles de 1'arbre sont { P, Q, R} , { P, Q, R} .




3.2.2.2 RESTRICTIONS APPLICABLES A LA MRM POUR LES C-MATRICES : COMNSEQUEMCES

Nous considérons ici trois restrictions, qui s'appliquent couramment & la
résolution et qui, comme le fait remarguer Loveland [89], sont simplement
des regles d'élimination superposables & tout raffinement de la résolution.
Ces 3 restrictions sont : 1'application du principe de pureté, 1'élimination
des tautologies et 1'élimination de clauses subsumées.

1

1} APPLICATION DU PRINCIPE DE PURETE ’
D'apres le théoréme du §2.2.6, le principe de pureté ne concerne pas une méthode
en particulier, mais la satisfaisabilité d'un ensemble de clauses. Comme nous
le verrons au §3.2.2.3, la division de 1littéraux opérée par la RM favorise
1'application de ce principe, et comme nous 1'avions avancé au §3.2.2.1 il

~

aurait pu €tre incorporé & 1'algorithme "Braw ",
2) ELIMINATION DES TAUTOLOGIES

Dans 1'application de la méthode de résolution & un ensemble de c-clauses, on
peut engendrer des nouvelles clauses qui sont des tautologies., Par exemple,
les résolvantes de AVB et de AVB sant AVA et BvB. D'une fagon générale, si on
élimine les tautologies engendrées au cours d'une RC-déduction la complétude de
la méthode n'est pas compromise. Evidemment, 1'application de cette régle
d'eélimination diminue 1’espace de recherche simplifiant les CR-déductions (ou
CR-réfutations).
En ce qui concerne la RM : 1'application de cette regle div{se les clauses et
n'ajoute pas de nouvelle clause. Pour 1la RM‘pour les c-matrices cette regle
n'est donc d’aucune utilité. Notre conclusion sur ce point se réduit donc
a la constation éuivante':
La RM n'engendre pas de tautologie (comparer avec la méthode de Davis et
Putnam §2.2.3.2).

Cette vérification permet de mettre en valeur une des caractéristiques impor-
tantes de la RM. En effet 1'élimination des tautologies dans la résolution ne

va pas sans poser de problémes, le probléme étant de savoir quand les éliminer.

La complétude d'une stratégie utilisant 1'é&limination des tautologies dépend
de £a fagon dont les tautologies sont é1iminées (voir p. ex. [271, [89]. Dans

[89] il est montré une restriction de la résolution pour laquelle on perd la
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conplétude, si les tautologies sont éliminées dés qu'elles sont engendrées.

3} ELTMINATION BES CLAUSES SUBSUMEES

4

Si 1'on applique la définition de subsomption donnée au $2.1.1.1 a des c-clauses,
elle revient sinplement a dire qu'ung c-clause A subsume une c-clause B ssi

A est contenue dans B.

On avait déja vu au §2.2.3.2 avec la méthode de Davis et Putnam que 1'on
pouvait éliminer les clauses qui étaient subsumees par d’autres clausas. Ca
méme principe peut évidemment &tre appliqué dans la RM. Etant donné que la
régle de RM isole des littéraux, ellé favorise 1'application de cette restric-

tion.

En particulier, l'utilisation de cette restriction permet de simuler la méthode
de Davis et Putnam {1'ocbservation que la méthode de Davis et Putnam peut &tre

simulée par la RM est aussi faite dans [13]). l

N

Nous indiquons graphigquement le principe 3 employer (une démonstration fornelle
en est triviale) pour simuler la régle 3 de Davis et Putnam. Dans le dessin
ci-dessous 3

L et L® dénotent des littéraux complémentaires.

o et Sj des ensembles de littéraux (1sism ; 1<j<nl

Léa Lcéai LeB, L"éej (i1sism ; 1<jsn)

I : ensemble de clauses (VC | CeT ; LéC 5 L°¢4C)




| n applications de RM

LC
r
|

g F

n

m aplications de R
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@ | %
B, ‘ .

. o i
g :

. am

T i j
T

-==-> : Subsume
1} tittéral pur {pouvant donc étre 8liming)
La simulation des regles de Davis st Putnam par la méthode de RM peut étre

faite comme suit :
REGLE 1 : RM + subsomption + principe de fpureté
REGLE 2 : Principe de pureté

REGLE 3 : RM + subsonption + principe de pureté fvoir dessin ci-dessus)

3.2.2.3 EXTENSION DU PRINCIPE DE RM : L.° HYPERREDUCTION MATRICIELLE AVEC
SUBSOMPTION (SH-RM)

Nous pouvons étendre le principe de RM des faqon.é obtenir une régle simi-

laire & 17 hyperrésolution.

Dans 1'exemple suivant, il est clair que 1'on peut tester 1'insatisfaisabil ité

de la matrice sans appliquer effectivepent 3 fols la RM.

EXEMPLE

W

|

o I o

1
pruli

[WE Y
.

’

Le principe d'hyperreduction matricielle (HRM) est une généralisation de
cette propriété. |

Profitant du fait que la RM {40fe des littéraux et que ceci rend beaucoup
plus probable 1'élimination de clauses subsumées, nous combinerons la régle de
HRM avec la regle d’élimination de clauses subsumées et nous obtiendrons une

regle qui sera appelées SH-RM.




02, i = e e — . et ——————— -
e TS
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{On notera ici 1'intérét d’avoir choisi Pé {M*) comme codomaine de la fonc-
tion M (53.2.2)).

Nous spécifions la SH-RM en forme algorithmigue.

REGLE DE SH-RM:

Soit M une matrice

1)} Fixer un ordre parmi tous les littéraux des clauses de M.
2} Choisir une clause C = B u { L1, LZ,...,Ln} tel que pour chaque
Li {1 £ i g n) existe une clause dans M de la forme Ci = oy u { Li }
{chaque Lz appartenant & une clause différentel.
{(Nous supposons @ # ¢ (1 si<n)let B #4¢ , mais la modification pour
le cas a,; = $ ou B =4¢ . ne présente pas de difficulté).
L'application de la SH-RM donne comme résultat n+1 matrices ol Mi(1 < i< n+1)

est obtenue & partir de M de la fagon suivante:

al Efiminer toutes Les clauses contenant LY, Ly, ...,L5 ;, L, .
b) . Eléméner des clauses nestantes Ly, Ly,..., L; ;, LS

(SC dans £'application de La négle b on élimine fous Les Littéraux d'une
clause ou £'on eLimine foutes fLes clauses d'une matrnice par application
de fa n2gte a, alors M. = [1 ).
En appliquant le fait que la RM est une régle correcte, le principe d'élimi-
nation de clauses subsumée% 2t le principe de ﬁureté il est facile de prou-
ver que: ‘
La HS-RM est une négle connrecte. ,
Uné HS-RM déduction peut &tre définie d'une facon similaire & une RM-déduc-

tion.
LEMME: Une matnice M est insatisdaisable s5i M 'ﬁs‘m i n.

PREUVE: TImmédiate par application repetée de la RM et des principes de puretéd

et de subsomption.@



EXEMPLE:
P< BB <R<T

(:): Littéral selectionné pour

1'application de la SH-RM.

—-3: Application de 1a régle

de subsomption.

[SY]

-7
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3.2.3 LA REDUCTION MATRICIELLE DANS LE CAS GENERAL

3.2.3.1 CONDITIONS DE SUBSTITUTION ET SUBSTITUTION UNIFICATRICE

Ces deux concepts nous seront nécessaires pour la définition de 1a MRM
dans le cas général. Ils sont présentés séparément du reste, parce qu’en
les considérant ainsi nous suggérons la gp-abstraction et le choix de 1'al-

gorithme d'unification {voir Chapitre 4).

A L’ensemble de deux littéraux, dont le symbole de prédicat est le meme

et qul différent dans le signe :
5 ’ ]
{P[t1,...,tn), P(t1,...,tn]}.
est appelé une contradiction possibfe ; 1'ensemble d’équations dans les termes

=4 =4t
{t1 tq,...,tn tn}

est appelé la condition de substitution cornespondante pour cette contradictior
possible. V¥

N

On généralise cette définitdion & un ensemble de plus de 2 littéraux

A Un ensemble fini de littéraux dont le symbole de prédicat et le signe

sont les mémes
‘ 2
A 1 1 2 £ p p
{P[t,l)-tttn]» P(t1xb-ta n] ;:a.,P [t,})\na tn}}

est dit un adngleton possible ; 1'ensemble d’'équations dans les termes

1..2 1_,2 1.,p 1
{t1 t1.....tn tn""'t1 t1,...,tn

est appelé la condition de substitution cornrespondante.

Py
n

{I1 est évident, d'aprés la transivité de 1’égalité, que 1'on aurait pu prendre

t; (2<i<n ; 1<isp) comme terme gauche des équations) . V

REMARQUE : Il est clair que si la condition de substitution a une solution,

1'ensemble de 1littéraux est un ensemble unifiable (voir §2.2.7.1).

Dans tout ce qui suit "condition de substitution” sera synonyme d'"ensemble

fini d'éguations dans les termes"”.

Nous aurons besoin, sans la définition de déduction utilisant l1a RM, de 1la
notion de compatibi{lité. Elle peut étre définie pour les conditions de subs-
titution ou pour les substitutions (les deux définitions correspondent au

méme concept et sont équivalentes].
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La compatibilité de n conditions de substitution est une application :
£ £CS"——p{V.F}

(ol ECS : ensemble de toutes les conditions de substitution 1}, définie comme

suyit .
v siCS, U cs, B ... UESn a une solution.

€(cs,,...,C8 ) =
n

1'
F sinon.

Pour la définition de conpatibilité de substitutdons nous suivons [135]. Cette

opération doit combiner 1'action de deux substitutions sans donner priorité a

1'une ou 1'autre, et elle est différente de £a composifion de substifutions.

On généralise la définition d*unificateur le plus général de la fagon sulvante :

¥

A Une substitution Y est la substitufion fa pfus générale satisfaisant une
proprieté, ssi elle satisfait la propriété et pour toute substitution o satis-

faisant la propriété il existe une substitution 8 telle que o=ye8. V
A La composition unificatrice de deux substitutions est une application :
U: ESXES——pES
ot ES : ensembls de toutes les substitutions
détinie comme suit :
{ia.Bl=y
ssi 31&[8 /
YOG:QOY;Y:Y°B=B°Y- v
EXEMPLE :
a={<x,a>} ; p={<x.b>} ; y={<x,flyl)>, <z,flal>} ; &={<z,fly)>, <y.a>}
{(a.8) non définie
Uiy.8) = {<x,fla)>, <y,a>, <z,fla)>}

REMARQUE : Il est facile de vérifier qu'en général ({a,Blfacg
Un algorithme qui calcule le résultat de 1l'opération {f a été défini dans [154].

5 La compatibi{lité de n(nz2) substitutions est une fonction booléenne :
C: (£9)" —(V.F}
ES : ensemble de substitutilons )
v sil[(a1.l/(a2.....aian_,!.an))..1) est définie

C(aq,“.,an) =
F sinon. ¢
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Comme nous le verrons au Chapitre 4, nous avons choisi pour le test de comnpa-

tibilité de substitutions 1'approche induite par la premiére de ces défini-
tions. L'algorithme utilisé pour résoudre le systéme d'éguations est celui
d'unification de Huet. Cetalgorithme contient 1'opération et il n'y a pas
de calcul effectif de substitutions, tant que 1'on n'est pas assuré de la
compatibilité de toutes les conditions de substitution engendrées au cours
d'une démonstration.

Nous pouvons maintenant énoncer la régle de RM et la notion de déduction

dans le cas général.

3.2.3.2 LA METHODE DE RM POUR LES MATRICES

Comme pour la RM pour les c-clauses nous appelons matrices les ensembles
de clauses. Nous acceptons conventionnellement qu'qne matrice représente un
ensemble de chemins dont il faut prouver la Contradiction pour prouver 1'in-
satisfaisabilité de la matrice correspondante. Avec cette convention la ma-
trice vide correspond & un ensemble de clauses insatisfaisable.

A Soit
L* : ensemble de tous les littéraux
C*
M*

P6 (L* ): ensemble de parties finies de L* (les clauses)

Pﬁ (c* ): ensemble de parties finies de C* (les matrices)
La régle de réduction matricielle (RM) est une applicatian

M: v x@c*i12 x*)? —>P (M* )
si les conditions (al, (b) et (c) ci-dessous sont satisfaites:

*
(a) Me M™; CieM; Cj e M; L: € Ci ;5 L.

C.
i i€t

(o) Ev eyl ev (cj) = ¢

(el { Ly, Lj } est une contradiction possible et la condition de
substitution correspondante a une solution o
(autrement dit o { Ly,
la fonction est définie de la fagon suivante:

L; } est un singleton

M. c.. Cyv Lyr L) = L X Nong v Aot

=
[

. (M-{Ci}-{Cj}]u{{oLi}} U o tey,-tuh

=
It

p-nMm-te;r-fegpal o L3b o f -

n : substitution de renommage ou identité partout
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c. = L.
] ¢ si j { J}
X =1
MG sinon
¢ si Ci={Li} ,
Y:
MD sinon

si 1'une quelconque des conditions (a), (b) ou (c) n'est pas vérifiée alors

la fonction n’est pas définie.V

La régle que nous venons de définir aurait pa &tre appelée, par analogie
avec la résdlution, "RM binaire® ( c’est d'ailleurs celle qui a été défi-
‘Nie par Prawitz). On peut également définir une régle de RM faisant interve-

nir des ensembles de Litteraux de clauses. Cependant les deux régles sont é-

quivalentes dans ce sens qu'd toute déduction utilisant une des regles on peut

faire correspondre une autre déduction utilisant 1'autre régle (voir théore-

me ci-aprés). La notion de factorisation n‘est donc pas nécessaire dans la RM.

A Soit
L* : ensemble de tous les 1ittéraux
C*

*

M

P6 (L* ) ensemble de parties finies de L* (les clauses)
P6 (C* ) ensemble de parties finies de C* (les matrices)

la régle de réduction matricielle non binaire (RMNB) est une appl icat ion;

M, : n*x@c ) —p P (M* )
si les conditions (a), (b) et (c)} ci-dessous sont satisfaites:

* v
(a) Me®M™; Ci € M; Lj e M; Qi = Ci' Dj < Cj' Di ¢ ,DJ L T

(b) Di et Dj sont de singletons possibles, CS1 et C82 sont les
conditions de substitution correspandantes

(c) Cs, 1} €S, a une solution g
la fonction est définie de la fagon suivante:

My (mococoono )= 0x Momg y A omy)

oy .
NG=[N-{C1}-{CJ})U{0 Dil U{U‘CJ‘DJ-”
Mp=nm-{c} -0 eyt (o b, U e Ccy-o))

n : substitution de renommage ou identité partout

i C. =0,
$ 81 Ly =0y

MG sinon
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MD sinon

81 1'une quelconque des conditions (a), (b) ou (c) n'est pas satisfaite alors

la fonction n'est pas définﬁe. v

On définit une déduction et une réfutation pour les matrices d'une fagon
similaire & celle du § 3.2.2 en ajoutant une condition de compatibilité des

substitutions correspondants 3 1'application de 1'opération M

A Sait M une matrice et T = { M,', I"lz, ""Mn} un ensemble fini de matri-

ces. Une m-déduction de T & partir de M, notée M t; T est une suite
1 2

]
1) B,!— {m} Bn—T

2) Wi 2<i<nq

finie B,, B_,..., Bn d'ensembles finis de matrices tel que:

B

I
-
=
=
=
=

i 1 2°"
3 M, e B;_, M (I"Ij] ={n, Meoq 0,4 est la sustitution

J
correspondante & lapplication de M

C(oi_l- , 01 , 02 ....,01_2] =y

(ou € (o, ,y]=v,_a\_/ecy=a(cl,ll(cz....,l/[c ).V

i-1 i-3" Y-
Pour prouver la correction et 1a complétude de la RM on utilise le lemme

suivant

LEMME: Sodit M une matrice Yo Y, Y, des substitutions sans varia-
bees (§ 2.1.1.1) tekles que Y, = l/(y?_.ya) et

Y1=51°0 Y2=6200 y3=6300

0l o est La substitution comnespondante @ une application de La RM & M;
Mo, c.. Cjp Lo b33 = Ux ) w5 v N My 3

Tous Les chemins de yM sont contradictoines ssi fous Les chemins de
v, CX fl My ) et fous Les chemins de yz(yﬂ My ) sont contradictoinres.

PREUVE: D'aprés les définitions de RM, de M et du Lemme correspondant pour
les c—matrices.!

La MRM pour les matrices est conmrecte et compleite :

THEOREME: e matrice M est insatisfaisable ssi if existe une m-negutation
pour un ensemble de variantes de clauses de M.
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PREUVE: En utillisont le lemme ci-dessous, la définition de m-déduction et
la théoreme de Herbrand. @

La MRM ("binaire”) n'a pas besoin de factorisation:

THEOREME: A foute m-déduction on peut gaine connespondre une m-déduciion
("non binaine "} et neciproquement.

PREUVE: D’aprés la definition de déductilon et de celle de RM "binaire” et "non
binaire”. M '

EXEMPLE 1: Réfutation de la matrice de 1'exenple de § 2.2.7.72

Ply}
Ptw) [Py

{x « v}
Piv] £ly)
P(u) P(v)
i{v < u} . ' l {y « v}
I1 i1
EXEMPLE 2: Réfutation avec RM non binaire
G Fix)) PIX)
[P(a) . Qta).fta))  |Piy)
[Fiz)] Qlu,v) Qta,fla))f"
Plt) Qlw, flal))

/O\y]a),( Z,a>}

Qlx,fl{x)} P(x) D(x,f[x}‘ Pix]
Pla] [3(a. fta1)]

Ltu.v) [ota,ria))] Pla)
Plt) : Pt Qlw,fla))
<u,a>,w,flal>,<w,a>} l{<x.a> }
Qi x,fix)) Pix) )
P(a)] ‘ Qla, F(a))
Qfa,fla)) N
[Pt ) P(t)  Qlw,f(a))
[i<t.a »)

{1 ‘ £1







CHAPITRE 4

ABSTRACTION, PLANS. VALIDATIONS. RETOUR ARRIERE ET PARTAGE DE
STRUCTURE DANS LA REDUCTION MATRICIELLE
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Nous pouvons résumer en deux points les critiques qui ont été adressées a la
MRM, et qui ont certaipement influencé 1'attitude vis-a-vis d’elle dans un

premier temps :

1) te travail de Loveland [88] (travail qui date de 1872]. Il y est montré
que la RM correspond ("presque toujours”)} & des résolutions linéaires d'une

certains forme.

Il est intéressant de citer les points principaux de cet article pour pouvoir
placer ces conclusions dans le bon contexte (et en méme tenps de les relati-

viser) :
[
al Par rapport aux méthodes les plus imporiantes basées sur le theoreme de

Herbrand et connues 3 1'épogue, la question suivante y est posée : "Faut-1il

N

continuer les recherches pour des procédures autres gue la résolution 7%,

b} Il reconnait 1'inportance des inplémentations, ainsi que la difficulte de

les comparer.
¢c) Le souhait de l’existence d'une théorie générale de 1'efficacité y est emis.

d) Une alternative & ce dernier point est d'@tablin un napport entre procédures
différentes de'fagon a estimer!emsperformances relatives. Cette option a 8té

celle de 1l'auteur et elle 1'a conduit & 1a conclusion citée dans le point 1.

e) La conclusion générale de 1'article sst “qu'en gros” on peut considérer
les procédures autres que la résolution, étudiées dans 1'article, comme des

formes de la résolution lineaire.

Nous pensons qu'on a répondu aux points a et e depuls (voir par exemple [14],
[17]1) et qu'i1l v a un consensus général sur les points b st c. Reste a consi-
dérer le point d. Le failt de vouldir absolument voir la RM du "point de vue
de la résolution” était une fagon de faire qui ignorait les caractéristiques
propres de la RM, en particulier ses possibilités de généralisation (voir

travaux de Bibel [141).

Au chapitre 3, nous avons montré certaines caractéristiques de la RM indépen-
damment des stratégies et des raffinements qu'on peut luil appliquer. Ce point
qui peut paraitre sans inportance en a cependant une : il suffit pour s'en
convaincre de considérer deux exenmples. Le premier est la difficulté de savoir
quand utiliser la factorisation dans ga méthode de résolution (pour éviter de

contribuer & une explosion combinatoire) [145]. Le deuxiéme est le probléme

d*élimination des clauses subsumées (voir [89]). Il faut y ajouter lss problémes




posés par la preuve de compléfude de certaines stratégies.

2) Du fait que la méthode manipule des ensembles de clauses, et non des clau-
ses, la deuxiéme critique était dirigée contre fa place mémoire qu'elle

exige (voir [134]}.

Dans ce chapitre, nous combinerons deux concepts avec la RM ; 1'utilisation

de ces deux concepts aura comme conséquence naturelle upe technique de partage
de structure quil répond a la deuxiéme critique.

les deux cancepts sont celuil de "graphes de connexion", et celui d'"abstrac-
tion". Ils sont fusionnés dans un seul : ce que nous appelons les "ap-graphes”
ou les "gp-abstractions”,

La technique employée sépare, dans la recherche d'une preuve, 1a partie pure-
ment déductive de 1'algorithme d'unification. Une idée similaire a été utilisé:
par Huet [B7].

Nous utiliserons cette caractéristique pour pouvoI faire un retour arriére

"non aveugle”, en utilisant les échecs de 1'unification.

4.1 ABSTRACTION ET CONNEXIONS DANS LA REDUCTION MATRICIELLE : LES AP-GRAPHES

Nous rappelons brievement la méthode des graphés de connexion due & Kowalski
({751, (7861).

4.1.1 LES GRAPHES DE CONNEXION

Dans cette méthode 1'ensemble de clauses est transformé en un graphe dont le
noeuds sont les 1ittéraux des clauses. Les arcs relient les littéraux qui peu-
vent 8tre rendus complémentaires en appliquant & chaque 1littéral la substitu-
tion gqui étiquette 1'arc. On ne travaille qu'avec des ensembles ne contenant
pas de littéraux purs (avec la terminologie du §2.2.6 avec des "ensembles de
paires liées"). La régle de résolution est appliquée pour transformer le gra-
phe, le but étant de trouver la clause vide, c'est-a-dire un arc dont les

noeuds qu'il relie sont les seuls composants de leurs clauses respectives.

REMARQUE : Les arcs du graphe sont appelés "liens” ("links”). Ils permettent
de caractériser foufes les résolvantes possibles qui peuvent étre obtenues 3
partir de 1l'ensemble initial de clauses (et des variantes de ces clauses).

En particulier, pour ne pas perdre La compléfude, il faut cons dérer les liens
entre des littéraux qui peuvent étre rendus complémentaires, dans la m2me cfau
{ce qui donnerait une autorésolvante). Cette exigence est contenue dans le

théoreéme de Herbrand {voir aussi remargue du §2.2.5].



Nous ne donnons pas ici une définition mathématique des graphes ce connexion,
nous "le ferons pour les ap-graphes. L’algorithme permettant de détecter 1°in-
satisfaisabilite d'un ensemble de clauses, utilisant le méthode de connexion

gst le suivant {75].

1 - Eliminer les clauses contenant des 1ittéraux purs, ainsi que leurs 1iens
assocliés jusqu'a ce gue toutes les clauses contenant des 1ittéraux purs
alent été éliminées.

2 - Sélectionner un lien, 1'éliminer et ajouter au graphe la résclvante et

les nouveaux liens correspondant & la résolvanie.

REMARQUE : Des restrictions comme par exemple 1'élimination des tautologies

peuvent &tre incorporéss. La factorisation est néecessaire a la complétude.

@

Voici un exemple de réfutation util isant cette méthode
EXEMPLE [75] :

A 1'ensemble de clauses :
H{u)

H(x) Plx)

H{z) Q[y) f[z.y)

Plb) wib)

Tla,bl

On fera correspondrs le graphe initial ;

Hlu) e lien sélect onné
-/4. ¢ lien éliminé
u< z u*x [:::]: clause €liminée
par application du
H{x) P(x) - principe de pureté
. _ {::}: résaolvante ajoutée
H{zi Wiy) Tlz,y) ;
X+ b
y<b Z+ a )
y< b
W(b) P{b)

T(a,b)
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qui sera transformé en :
H(uw)
U+ X
H(x) P(x)
/ Wly) Tl(z.y}
X < b
=
Wib) P(b)
Tla,b)
- -
Wib)

En appliquant la résolution sur les liens ﬁ(u].H{x) 5 Wb),W(b) ; P(x),P(b)
nous arrivons 3 ce que la résolution sur ce dernier lien produit la clause
vide (nous ne donnons pas le détail, le dessin ci-dessus contient toutes les

gpérations possibles dans le graphe}.

Nous passons maintenant au deuxiéme concept : celui d'abstraction {1'abstrac-
tion propositionnelle -voir §4.1.2- était implicite dans [130]1, [131] et a
&té traitée dans [24]).

Un concept similaire a &té utilisé par Plaisted [108], [109] et il a appliqué
cette idée a la démonstration de théorémes par résolution.

L'idée qui nous a amené a l'abstraction (et qui est d’ailleurs semblable a
celle exprimée dans [108], [109]) est basée sur le principe suivant : un pro-

bleéme P peut étre decompos€ en deux autres problémes Py et Py ; Py étant un

probléme plus simple (ou analogue & un asutre probléme que 1l'cn sait résoudre),
et qui peut correspondre & une AN§Lnifé de problémes avec la méme sfructunre
que P.P2 etant un probléme qui "particularise” (si possible) la solution pro-
posée par Py pour la classe de problémes a laguellie appartient P, Si P a une
solution alors Py et P; en ont une. Si Py et Py ont une solution alors P en a
une (daﬁs ce sens P; et P, sont des sousprobllmes de P). Nous présentons d'abor
la définition d'abstraction quelques absfraciions syntaxiques de Plaisted. On
parlera seulement de celles qui nous intéressent dans un but de comparaison

avec l'abstraction que nous proposons dans les ap-graphes (§4.1.3).



L'idée de base est de construire une esquisse de preuve [que nous appel lerons
"plan") et de prleisen fes détails aprés. L'étre humain confronté & la diffi-

culté de démontrer un théoréme agit souvent de cette fagon.

L'abstraction peut étre appliguée a plusieuns niveaux (dans notre cas ce

sera sinplement. par exemple, la suppression de tous les arguments, de tous
saut 1,..., d'aucun argument). Une abstraction des arguments pour un littéral
correspond & 1'idée de "ian" dans [73]. [P[“l,‘z....,‘n) est un lon du litté-

1ral P[tlntg....,tn]]g

Plaisted considére 1'abstraction comme une classe particuliére d'analogie.
Pour nous ce sera £'analogie pan excelfence puisqu’elle correspond, via une
représentation standard des probléemes, 3 £°'ddentité de structure.

4.1.2 ABSTRACTIONS POUR LES CLAUSES

les abstractions sont des applications qui (comme le fait remarquer Plaisted
[109]) convertissent un ensemble de clauses A dans un ensemble de clauses plus
sdmple B (pour nous ce sera plus sdimple ou analogue). Plaisted considére des
abstractions syntaxiques et des abstractions sémanticques. Nous ne considérons
que des abstractions syntaxigues. (Il introduit des "m-clauses” qul sont des
multiensembles de littéraux. Pour nous les m-clauses sont une conséquence

naturelle de 1'abstraction proposéel.

A Soit
L* : ensemble de tous les littéraux
une application
AL ey 1"
est dite une absfraction poun fes Liftéraux ssi
1) A(L) = A(L) .
2) Le signe de A(L) est le méme que celui de L.
)3) Si b=P(...), L'=Q(...) alars A(L)ZA(L') (noter que nous n’'exigeons pas de
A gu'elle soit injectivel. )
4} Si L=P(t1,...tn] et L°=P&‘1,.,.,t61 alors le symbole de prédicat que A

assigne a L et 4 L' doit étre le méme. ¥

REMARWUE : Ces conditions sont plus restrictives'que celles de Plaisted.

T




EXEMPLE :

Plx,y) est une abstraction de Pla,b)

9 o
gla.b,c)
Qtay "
Rix,y,z) "

REMARWUE 1

littéral (Plaisted n'admet pas ce type d'abstraction), ce qui serait intui-
tivement contraire & 1'idée d'abstraction, mais 1'on peut considérer que le
fait d'avoir résaly un "probléme_plus complexe” peut aider dans la solution

d'un probléme plus simple.

REMARQUE 2

ticuliere.

”

1

: Dans le dernier exemple on augmente le nombre d'arguments du -

Q(x,a,z,b,c)
Q(b,c,a)
Qla.b.c)
R{x]

L'abstraction n'est pas orientée vers une regle d'inférence par-

On généralise la notion d'abstraction aux clauses et aux ensembles de clauses :

A Soit

*
L

C*

S

t

i

A

Une abstraction pour £es clauses est une application
A i e

C

définie comme suit :

si C={L1,L2,...,L } alors AC£C)={A(L1),A[L2},...,A(Ln}}

et une abstraction pourn Les ensembles de clauses est une application
S '——p 5"

définie comme suit :

AE :

si 8={C;.Cy,....C_} alors

ensemble de tous les littéraux

Ff(L*) ensemble des parties finies de~L* : les clauses.

une abstraction pour les littéraux

Ac(SI={A_(C1),A_(C2),....A (C )Yy

Pour les ensembles de clauses, une abstraction intéressante (puilsqu’elle ne

PF(C*) ensemble des parties finies de C* : les ensembles de clauses.

"change rien” & la structure du probléme) est une abstraction que nous appelon:

simplement "transformation équivalente”

A Soit S un ensemble de clauses, et soit A une abstraction pour les litté-

raux de S avec la propriété suivante :

Viec Vees

A(L[tl)tz:..a;tn}} = L'{ti:téll‘l;t;‘}
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0 ti.t)....t’ est une permutation de ty.tz, ...t (£a méme pour tous les

littéraux).
Cette abstraction est dite fransgormafion 2quivalente de 1'ensemble de clauses
Ss. V )

Nous n'avons pas défini formellement les abstractions pour les termes {fonc-
tionnels) et nous en parlons ci-dessous (dans 3, 4, 5). La signification dé-

coule du contexte.

Nous pouvons comparer les abstractions gui viennent d'étre définies avec
certaines abstractions syntaxiques de Plaisted.
L.'abstraction pour les clauses gque nous avons définie correspaond aux abstrac-

tions suivantes de Plaisted :

1) L'abstraction constante ("ground abstraction”)
AC[C)=C' C' est une instance constante de C
2) L'abstnaction propositionnelle
A(Pltl,....tn)] =P ]
3} Renommage de symboles fonctionnels
A la différence de Plaisted, nous exigeons que le renommage de symboles de
fonction soit une fonction injective. A
4} Permutation d’anguments (nous 1'avons appelée "transformation équivalente”)
La permutation d'arguments est aussi permise pour les fonctions. |
5) Changement du nombre d'arguments (diminution ou augmentation)
aussi bien pour les littéraux que pour les fonctions.
Plaisted n‘admet que la diminution du nombre d’arguments.

Evidemment le cas 2 est un cas particulier du cas.5.

REMARQUE : Le résultat de 1'application d'une abstraction & une clause peut
donner comme résultat un mubliiensemble de littéraux (c'’est-a-dire un ensemble
ou un méme élément peut figurer plusisurs fois). Ce mqltﬁansemble est appelé
dans [108], [189] une "m-clause”.

Pour étre rigoureux, il aurait fallu définir une cm-déduction ou une cR-déduc-
tion pour les m-clauses, mais le sens intultif est suffisamment clair et nous

nous contentons d'un exenple.




-EXEMPLE :

Soit l'ensemble de clauses

1) Pla) P(b) 0Qlc)

2] Pla)

3} P(b) R(d)

1'abstraction propositionnelle donne 1'ensemble de m-clauses :
1"V P P B

2'} P

3'}) P R

On peut faire, par exemple, une CR-déduction ou une CM-déduction pour cet
ensemble.

Une CR-déduction serait :

4') P Q@ (de 1' et 2")

5'3 8 R (de 3' et 4')

Une CM-déduction :

® 7 o
®

P R

ol
B

R P

Le pas suivant a &té pour nous d'incorporer & la MRM les connexions ef £'abs-
trhaction en les combinant dans ce que nous avons appelé les gp-abstractions
ou les ap-graphes. Cette notion nous sert & diviser les preuves en un"plan’

et une"validation du plan”

|
'
i
!



4.1.3 LES GP-ABSTRACTIONS OU LES AP-GRAPHES

A Soit M une matrice, et soit A une abstraction propositionnelle pour les

littéraux de M. tel que
AltL(t ,....tn]) = Li ot 1 identifie la clause & laquelle appartient &

une gp-abstraction de M ou un ap-graphe deM (noté indistinctement gpa(M) ou

apg(M)) est un graphe non orienté, étiqusteé ;
apglM) = <N,B,E>
(N : ensemble de noeuds ; B : ensemble des arcs ; E : fonction d’'étiquetage)

N=(multilensemble de littéraux : image des littéraux des clauses de M par A
B : ensemble des arcs ou des liens

A={<n;,n2> | njeN noeN ; si n1=L alors n2=LCo ey, ngeCy Cy#CH}

{(Neter que nous ne considérons pas les pseudo-liens parce gque nous en tiendrons
conpte d'une fagon équivalente : nous élargirons la matrice en ajoutant des

variantes des clauses).

L'étiquetage des arcs est une application .

€ :B ————pf’f(s)

€ ¢ ensemble de toutes les équations dans les termes

Pf(el = ensemble de parties finies de € : ensemble de toutes les canditions
de substitution

E est definide de la fagon suivante

6B a=<ALLAIL')>  L=Pleg,..out) Lt =P(t]

lﬂl.l’t':.]

e, {ti:t;} lgsisn)

El(a) ='q e,. v
1:.‘.
REMARQUE 1 : En pratique, et pour des radsons d'implémentation, la fonction E

sera "dédoublée" en deux autres fonctions E; et Ep
apglM) = <NB ,E;,Ex>
E; : 8 —pN £y @ Iu___-;l’f(e]
£) et Ep sont telles que :
E = EyeoE;
En pratique donc, les arcs seront étiquetés par des entiers correspondant &
des noms de conditions de substitution et non par des conditions dé substitu-

tion. Le lien entre les noms des conditions et les conditions étant fait par

ailleurs.




REMARQUE 2 : Il est clair que dans la constructlon du graphe on aurait pu
considérer d'autres abstractions que les abstractlons propositlonnelles Par
exemple celles qui suppriment m parmi les n arguments d'un littéral {(m<n).

I1 est clair aussi que 1'on peut considérer des abstractions d'une abstraction,

1’abstraction "globale” correspondant & la composition d'abstractions.



4.2 PREUVE = PLAN *+ VALIDATION

Etant donné une matrice M et une gp—abstractionrde M, on peut introduire

les notions de "plan” et de "validation d’un plan”.

A Soit M une matrice et gpa(h] une gp-abstraction de M. Un plan de déduc-

f4ion d'un ensemble de matrices T a partir de M est un ensemble fini :
Jv J2 J
{nl 2Np L eeeun

*

ou les ny (1<isp) sont des étiquettes du graphe dans la gp-abstraction (corres-

pondant & des noms de conditions de substitution), et o0 les Ji (1<isp) permettent

d*identifier la matrice dans laguelle on a appliqué la RM utilisant les litteé-

raux qui sont les noeuds de ni.V

A uUn plan de néfutation est un plan de déduction de {[]}.V

Il est clair que, sauf dans le cas propositionnel, un plan de réfutation est
uneg condition nécessaire, mais non suffisante pour trouver une réfutation.
Etant donné une matrice M, une gp-abstraction de M et un plan de déduc-
J J . , ~ . -
tion (réfutation)f: {n11,...,npp}, une validation du plan de déduction (néguta-

fion) est une solution du systéme d'équations ;:

p J1

Q= o . AV A

S U nit:(ni ) E : fonction d'étiquetage dans apg(M)
i=1

J
n substitution de renommage des variables de E(nii) ou 1dentité partout.

ny correspond au renommage des variables incluesdans la régle de RM (§3.2.3.2).
Si P’ correspond a un plan de réfutation, alors la solution de S est une Aubsti-
tutdion de néfutation (§2.2.5) de M.

REMARGUE : Nous n'avans pas parlé de connexions, d'abstraction, de plan et de
validation pour les c-matrices, parcé qu'il est évident que c'est un cas par-
ticulier de la gp-abstraction o4 la validation est toujours possible (1'ensem-
ble d'équations est vide). Si, dans une déduction, on décide de représenter las
matrices par ses ap-graphes correspondants (ce qui est 1’idée principale du
partage de structure pour les matrices), 1'algorithme qui détecte 1'insatisfai-
sabilité d'une matrice est le suivant. Avec des modifications concernant entre
autres le retour arriére (voir $4.3) 1l peut 8tre considéré comme spécifiant
(d’une facon trés générale) 1’action principale du démonstrateur. Il correspond

a implantation séquentielle ; comme nous le verrons au‘§4.B la divisiaon en plan
+ validation se préte a une implantatien en paralléle.




Bnocédune MRM (M : matricel ;

* cherche a trouver une réfutation comme plan-+ validation *

début
arrét < faux;
sat + faux;

insat <« faux;

choisir une fagon d'énumérer les chemins dans
1’arbre de recherche ;

x équivaut & énumérer les plans éventuels *

tfantfque non arrét et pon insat
fairne
plan <+ plan-suivant ; % la fonction plan-sui&ant glargit la matrice

abstraite #*

A4 plan # ¢ akons
44 validation (plan] alons
insat <« vrai
Adnon
A4 critére arret vérifié alors
arrét < vrai
§o4
Adinon
arrét « vrai

sat < vrai * correspond & un cas décidable *

ﬁéi
5ﬁaine;
A4 insa alons
imprimer ('M insatisfaisable’, 'subst de réfutation;’', solution
systéme d'équations fournie par validat ion)
sdnon
sisat abons
imprimer ('M satisfaisable')
Adnon
imprimer ('2')
ﬁéé;
34
44n = MRM *



Il est intéressant de comparer sur gquelques points la MRM utilisant la

gh-abstraciion, avec le méthode des graphes de connexion de Kowalski.

L’exenple déja traité par la méthode dey graphes de connexion sera traité par

cette methode de la fagon suivante :
EXEMPLE

La ¢gp-abstraction de‘m est

il E(1) < {sz}
2
° ° E(2) = {u=z}
3 .
/ o E(3) = {x=0}
}a : .
° ° E(4) = {y=b}

E(5) = {z=a,y=b}

Dans la réfutation suivante, nous notons

ame . lien choisi

—ﬂL: lien éliminé (par élimination d'un noeud par application RM ou par
L]

application principe de pureté)

x>,.<
M o > »




Un plan de réfutation est donc

{3tm, ), 4my), 5Un5), 2(M, ), 1M 3}
Validation (renommage de u dans NSJ
L'ensemble d'éguations

{x=b, y=h, u_,=x, z=a, y=b, u=z}

1

a une solution.

Quelques différences (générales) peuvent étre remarquées sur cet exemple :

1) Les liens du graphe de la gp-abstraction ne sont pas étiquetés par un p.g.u.,

mais par une condition de substitution.
2) Aucun p.g.u. n'est calculé avant la phase de validation (comparer avec [28]).

3) Dans la méthode de graphes de connexion on 2fangd{t successivement un graphe .
dans la MRM on snemplace un graphe par un (ou deux) autre(s) de ses sous-

graphes.
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4.3 ENSEMBLE DE CONDITIONS DE SUBSTITUTION MINIMALEMENT INCOMPATIBLES:
UTILISATION POUR LE RETOUR ARRIERE

L'essai de validation d’'un plan consiste‘a tenter de résoudre un systénmne
d’'équations dans les termes.

Une strategie possible, qui est d'ailleurs celle qui a été cheisie, pour
chercher une solution est de considérer la partition fournie par les conditions
de substitution associées au plan, de fixer un ordre, et d'ajouter (dans 1'or-
dre choisi) une & une ces conditions en résolvant des ensembles croissants
d' éguat ions. "o

D'apres la définition de solution d‘un systéme d'éguations, si le éystéme a
une solution,alors,pour n'dimponte quelle partition de 1‘ensemble, tous les en-
sembles de la partition ont une solution.

11 est aussi clair que £'oadre dans lequel on décide de résoudre les équations,
ne peut pas influencer la propriété de 1‘'ensemble initial d'avoir ou de ne pas
avoir une solution. Par contre dans le cas ol l’ensemble & valider n'a pas de
solution, 1'ordre dans lequel les ensembles de la partition sont considérés, a ; -
une importance pour detecter le plus tot possible 1'inexistence d'une solution.

On peut considérer comme exenple 1'ensemble d’équations S=5° u {x = a}

Uy = b} J {x = y} o0 S' est un ensemble d’éguations ayant une solution.

Si 1°on commence par tester 1'exixtence d'une salution pour {x = a} u {y = bl

U {x = y} on peut arréter immédiatement avec une réponse négative a la ques-
tion de l'existence d'une solution. Le cas n'est pas le méme si 1'an décide
de commencer la recherche de la solution par S* (S° peut étre un ensemble de
trés grande cardinalité ).

Nous ne nous intéressons pas au %robléae de savoir dans quel ordre résoudre

un systene d'équations. Dans le cas ou un systéme d’équations n’a pas de so-

lution, nous voulons detecter des sous-ensembles particulisrs.

A Un ensemble E d'équat ions dans leé termes (card (E)} 2 2) est dit mindima -
Lement incompatible ssi E n'a pas de solutiﬁn et pour tout E' tel que E'c E
E' a une solution. V

La restriction card {E} 22 est dans la définition pour écarter le cas tri-
vial d'une équation sans solution. a .

En général, un ensemble d'équation quil n'a pas de solution contiendra plus
d'un sous-ensemble minimalement incoppatible.

Nous nous intéresserons & des snsembles des copnditions de substitution,
la définition d’incompatibilité minimale carrespondante est obtenue en rem-
plagant "ensemble d'équations " par "ensemble de conditions de substitution”.

Dans un essal de réfutation, una fols un ensemble minimalement incompatible
detecte, bn ne choisira pas de plan le contenant. L'intérét de pouvoir iden-

tifier de tels ensembles est donc évident.




Une fagon que nous avans trouvéepour ce faire est de mémoriser certaines
informations pendant la phase de validation.

Comme nous 1’avons déja annoncé au Chapitre 2, nous avons choisi d'utiliser
1'algorithme d'unification de Huet (§ 2.1.2.2). Nous exposons maintenant les

raisons de ce choix.

4.3.1 CHOIX DE L'ALGORITHE D'UNIFICATION

Une premieére version de cet algorithme a été donnée par Robinson el 1365
[1227.,[123]1 . D’autres algorithmes plus performants ont été publiés depuis:
ceux de Baxter [ 91, Huet [681, Martelli etgmontanari [96 ], Paterson et
Wegman [105 1 et Robinson [1201.

Nows n'avons pas choisi en fonction exclusivement de leur complexité rela-
tive (voir par exemple [681, [961 )., mais en fonction de caractéristiques
autres que la simple efficacité.

Les caractéristiques qui nous intéressent dans 1'algorithme de Huet sont;

1) 11 4@8pare le processus d'unification en deux phases (1l'algorithme de
Baxter sépare aussi les deux phases).

Cette caractéristique pourrait €tre utilisée dans un langage comme PROLOG
[751, [i25 ] pour un test de cycle ("occur check") facultatif.

Cette séparation n'est pas faite dans les algorithmes de Martelli et Mon-
tanari, et de Paterson et Wegman.

~

2} lLes pajres de termes a unifier peuvent étre choisis dans n'dmponte
quel ordre. L'algorithme original de Robinson n'avait pas cette caractéristi-
que, mais celui publié dans [120 ] 1'a incorporée.

L' intérét que celas. a dans une implantation est évident (veir aussi [681]).

Dans [961 une comparaison est faite entre les algorithmes de Huet, de Mar-
telli et Montanari, et de Paterson et Wegman, dont nous retiendrons les
conclusions suivantes:

. L'algorithme de Paterson et Wegman est théoriguement le meilleur. Il
a une complexité linéaire.

. L' algorithme de Huet et celul de Martelli et Montanari n'ont pas une
complexité linéaire.” L'algorithme de Huet a une complexité presque 1li-
néaire.

. les 3 algorithmes comparés peuvent s'arréter, soit avec succes, soit
avec echec. Dans le deuxiéme cas,l'arrét peut étre dd & un essai d'u-

nification de deux termes de nom différent {"clash"), ocu & un cycle.



En appelant

F‘m ¢ probabiiité d'arrét avec succeés
Pt 3 » " *  échec (clash®)
F‘C : " " * arrét {cycle)

Trois passibilités sont considérées:

1 P >> P P > P
m c n t
L'algorithme de Paterson et Wegman est asymptotiquement le meilleur (mais
cette caracteristique n'est pas trés utilisée dans les démonstrateurs de
theoremes parce qu’en général on n‘unifie pas de termes "trés longs”).
2) P _>> P, > P
c t n :
L*'algorithme de Paterson et Megman ast 1le meilleur.
3) P, >> P_>> P :
t c m
l.'algorithme de Huet est le meilleur. P
Nous allons maintepant voir comment on peut utiliser 1° information manipulée
par 1'algorithme de Huet, dans le cas ol 11 y a su échec pour déterminer un

ensemble de conditions de substitution minimalement incompatible.

4.3.2 DETECTION D'ENSEMBLES D'EQUATIONS MINIMALEMENT INCOMPATIBLES

Notre présentation est orientée vers le prabléme qui nous intéresse, c'ast-
a-dire la division d’'un essai de réfutation en “"plan” et "val idation®, mais
il est clair que le méme algorithme peut &tre appliqué dans la résolution de

n'importe quel systeme d’équations dans les termes.

Soit un plan de réfutation d'une matrice M

Pour valider ce plan, il faut trouver une sclution de 1'ensemble d'équations

P

U E [njii) E: fonction d'étiquetage du graphe de la gpa (M).
Comment détecterii;s ensembles minimalement incompatibles quand un échec se
produit dans la recherche d'une solution de 1l'ensemble d’équations a 1'aide
de 1'algorithme d'unification ? s

Dans l'algorithme d'unification de Huet,dsux types d’échecs sant possibles:

1) Essai d'unification de deux termes dont le nom de fonction est différent
{voir procedure eqclasses § 2.1.2.2).
2} Detection d'un cycle dans le graphe de classes d’équivalence (voir fonc-

tion noncycle § 2.1.2.21].




Un ordre &tant choisi pour la solution de l'ensemble de conditions de substi-
tution, une fonction f est utilisée pour représenter (mémoriser) la fussion des
clausses.

f: v~> (N xV)

V: ensemble de variables du probldme (dans le sens du § 2.1.2.2, c'est 3 dire

-

soit une variable dans les termes & unifier, soit une variable de travail).

N: ensemble de noms de conditions de substitution du probléme.

f(vl) = <m, v, signifie que la classe de la variable v, a été fu-
sionée avec la classe de la variable v, Qquand on a incorporé la condition de
substitution n & l'essai de validation.

En particulier v, = vy, =V signifie que la classe de Vv n'a pas &té fusionnée

1
(elle contienne seulement v, voir fonction UNIFIABLE § 2.1.2.2) et que v a &été

introduite quand on a incorporé n & 1l'essai de validation.

A L'histoine d'une variabfe v pour arriver & une classe dont le représentant -

est w, est la plus courte suite de noms de conditions de substitution

n1, ng,...,np, telle que
n; = pr, (f(vi)) 1 €1 p
o= pr, (£(v))

Vj = v

J: le plus grand entier tel que v € EV (nj) (notation du Chapitre 2)
PT, (f(x)) et PT, (f(x)) sont respectivement la premidre et la deuxidme pro-

jection de f(x)

Vi = PT (f(vi)) 1<1<p-1 .V

Supposons que l'ensemble de conditions de substitution 8 tester pour compatibilité
soit un ensemble de p conditions de substitution que nous ordonnons pour résou-
dre et gque l'on renomme 1,2,...,p. On commence par 1 et on ajoute successivement
2,3, ... jusqu'a ce que il y ait &hec ou que l'on puisse prouver la compatibilité
de 1,2,...,p. Le but est d'extraire de 1'information des &hecs de 1l'algorithme
d'unification (utilis& pour résoudre le systéme d'équations), ceci est fait a
1'aide des fonctions mininonunif_clash et mininonunif_cycle ci-dessous (on
utilise 1le §2.1.2)
Cas 1: Echec de l'algorithme d'unification par &hec de EQCLASSES.

Supposons que EQCLASSES a pu construire les clases pour 1,2,.;.,n et
1l'&hec se produit en essayant d'incorporer n+1 et ceci en essayant d'unifier

les variables {(au sens large )v1 et v,.



onction MININONUNIF_CLASH (V1’V2)‘ ensemble de noms de conditions de substitution
X V., € [ w1] N V2 € [ w2 ] *J

début {

E o+« {,2,...,00}
powr j:= 148 n % pour trouver la suite la plus courte =

fatne |
sé w3 B Uv,Y¢ ¢ atons
E < E - {1,2,...,5 -1
A4 2

fhaine
t o« pr, (£lv)))s
hist < pr, (f(vi))

tantque t# oWy

paine * construction de 1'histoire de v, %
t o« pr, (f (pr(£(t))));
hist « hist |J { prl(f(pre(f(t)))) } . ’
ane
aire

mininonunif_clash <« hist U ¢ n+1})

*# le "clash" s'est produit avec 1l'ajout de n+1 %

fin * MININONUNIF_CLASH « 5

|

I1 est intéressant de remarquer que cet algorithme est une approche "duale"
de celle proposée par Cox [36], qui utilise l'algorithme de Baxter (similaire &
celui de Huet). Il est plus simple que celui-ci. T1 présente des similitudes

avec celui de Pietrzikowski et Matwin [ 106 ].

Cas 2 : Echec de l'algorithme d'unification parce que.NdCYCLE retourne "“faux"
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pjonction MININONUNIF_CYCLE: ensemble de noms de conditions de substitution;
debut
mininonunif_cycle <« @ ;
pour  chaque fléche C; > C, dans lecycle
faire
*x le représentant de la classe de Cy est w, (p(w1) =f(...v...)) *
* le représentant de la classe de C2 est W, %
mininonunif_cycle < mininonunif_cycle || hist (v,w);
* la fonction hist peut &tre obtenue & partir de mininonunif_clash *
phaine

f4n  » MININONUNIF_CYCLE * ;

LEMME: Les algonithmes mininonunif_clash et mininonunif_cycle detectent un ensem-
ble minimakement incompatible contenu dans un ensemble incompatible de condi-
tions de substitution.

PREUVE: D'abord il est clair que les algorithmes proposés en sont effecti-

vement (ils s'arrétent toujours).
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L'idee de la demonstration est la suivante:; les ensembles detectés sont in-
2
compatibles (puisqu’ils contiennent un "clash” ou un cyecle). 1Ils sant mi-

nimalement inconpatibles par construction.m

EXEMPLE {106 ]:
Nous traitons avec notre méthode 1'sxemple suivant {comparer avec la fagon

dont il est traité en {106}).

Plx]} Qlyl Rix,y) Via,x}
1
8 ﬁ(d]

V(b,b)
Vic,c)

Un plan possible (dans le sens de [106 } (et aussi dans le notre) est {1,2,3,4.5}.

La méthode proposée fonctionne de la fagon suivante:

C* ={{ a, x 1} i1}

C* ={{a, x}, {w yl} {1.2}-

t* ={{a, x}t {b w yh {1,2,3}

C* = "clash” en voulant résoudre {1.2.3} ) {(x=2,y =z}

L'histoire qui a conduit x dans la classe de a est {1}

L'histoire gui a conduit vy dans la classs de b est {2, 3}

Donc  {1.,2.3,4} est minimalemant inconpat ible et {1,2,3)} est campatible, ce"
qui peul &tre utilisé'par le démonstrateur dans 1la reqherche d'un autre plan

{voir annexe).




4.4 UNE TECHNIQUE DE PARTAGE DE STRUCTURE POUR LES MATRICES ET POUR LES
SUBSTITUTIONS )

Un travail maintenant classique sur le partage de structure dans les démonstre
teurs basés sur la résoclution a &té publié en 1972 par Boyer et Moore [22]. Il

y a dans ce travail deux idées fondamentales :

1) La premiere est une idée qui avait été déja utilisée en LISP [98] et qui
evite de cnéen physiquement La valeur d'un tenme ou d'un Littéral ou d'une
clause (appelés tous des fermes dans [22]1) dans le contexte d'une substitu-

tion.
EXEMPLE

L Pix,fly.glz,x}))

dans le contexte de la substitution (environnement)
o = {<x,a>, <y,flv,w)>, <z,b>}
nepnesente Pla,flv,w), glb,all)

{L'application de o & L n’étant pas effectivement réalisée)

2} Les résolvantes peuvent étre obtenues (représentées), sans appliquen fa
neésolution et sans consfruine effectivement La clause nésolvante a parntin
des clauses parents.

Pour ce faire, Boyer et Moore introduisent conventionnellement un ordre parmi
les littéraux des clauses, et il montrent {ce qui est intuitivement facile a
accepter) que la résolvante de deux clauses C et D peut étre représentée par un

t-uple.

T: <C,4i,0,3,NL,MI,0>

~

oid C et D repérent les clauses parents.

iet j: les littéraux sur lesquels on a résoclu.

NL : le nombre de littéraux dans la clause résolvante.

MI : indice utilisé pour le renommage des variables.

o : modification de 1l'environnement due au processus d'unification dans
1'obtention de la résolvante (l’envircnnement est global au processus et

représente 1'ensemble des lisns des variables].

Un algorithme d'unification et un algorithme de résolution adaptés & la représe

tation proposée sont donnés. I1 faut signaler que Robinson avait déja décrit



{1231 comment unifier des termes dans le contexte d'une substitution, 4ans

appliguer la substitution.

Nous avons utilisé dans [130] et dans [24) des idées semblables, en les géné-
ralisant & des matrices, c'sst-a-dire des ensembles de clagses.

Oes algorithmes adaptés & cette représentation ont été donnés dans [130}. [131].
Nous allons présenter la technique de partage de structure proposée, tout en

la conparant & celle de Boyer et Moore.
les deux points principaux sont également :
1} La représentation des termes Aans appl ication des substitutions.

2) La représentation Economique des matrices.

11 LA REPRESENTATION DES TERMES SANS APPLICATION DES SUBSTITUTIONS
r
Elle est naturellenent faite par 1’algorithme d'unification choisi. Les classes
d'équivalence et 1'environnement donnent une représentation économique de

substitutions.

ta fonction Egclasses (§2.1.2.2) manipule des classes d'équivalence ; elle
détecte si un élément appartient a une classe et elle fait 1'union des classes
d’équivalence. Cette spécification correspond & ce qui est connu dans la litté-

rature comme "union find algorithm® {2}, [53]. [83].

Par rapport 3 la représentation de Boyser et Moore, 1'utilisation de 1l'algorithme
de Huet a un avantage additionnel ; celui de ne pas représenter une substitu-
tion comme un ensemble de couples, mals comme des classes d'équivalence, ce

qui équivaut 3 ne représenter qu'une fols un né€me ﬁerwe composant de plus d'un
conposant de substitution. .

I1 faut aussi remarquer que 1'on ne cafcule pas 22 p.g.u, mais simplement 1ubn
s'assure de son existence.

Evidemment, il n'est pas nécessaire d'adapter 1'algorithme d’unification a cette

représentation économique, compe ont été obligés de le faire Boyer et Moore.

Dans [22] 1'envireonnement de substitution est modifié avec chaque calcul de
resolvante. Les classes d'éqdivalence le sont aussi quand on résout ung équa-

tion dans les termes correspondant a une condition de substitution,
i




EXEMPLE [22]

Il s’agit de détecter si un ensemble de deux littéraux est unifiable.

L'ensemble de deux littéraux est représenté comme un ensemble
E = {P(xz,yzl, P(g[x7],z7]}
et un environnement

6 = <x

5+ Xg>s <y2,f[x4,y4>. <Yge%g7s <Z7,f[x8.y8]>, XgeXz>s <Vg.glyc)>

(Les doublets soulignés seront fusionnés dans une seule classe d’'équivalence
par l'algorithme d'unification de Huet).
Ceci correspond, comme il est intuitivement clair, & essayer d'unifier 1'en-

semble de deux littéraux suivant :

{P[xa,F(x4,x3)], P(g(x7],f[x7,g(y5))}

I
L'éguivalent de 6 est 1'ensemble de classes d’équivalence suivant :

*
C ={{F[x4,y4l,y2}. {x3 Xo y4}, {F[xa,yB],z7}. {x7,x§}, {g(y5].y8}}

Apres unification 1'environnement devient
e[j{<x4,y5>, SXgaXp>s <x3.g(x7]>}
Le C* correspondant est
*
C = {{F(x4.y4).y2}, {y5.x4.x7,x8}. {g(x7],x2,x35y4}. {f[xB,yB],z7}}

Nous pensons que cet exemple illustre clairement 1'avantage représenté par

1'utilisation d'un algorithme comme celui de Huet.
2) REPRESENTATION ECONOMIQUE DES MATRICES

Une premiére version a &té donnée dans [130] [131]. Nous y avons proposé
une adaptation de la méthode de Boyer et Moore & 1a MRM. Il y avait une {onme

etendue et une forme néduite pour les matrices.

La matrice sous forme étendue était représentée une seule fois en mémoire et
elle correspondait & 1'ensemble de clauses initial.
Une matrice sous forme réduite était une 1iste de paires correspondant aux RM

appliquées pour arriver & la matrice en question :



l<{Ln,Pn).csn>, <(Ln_1,Pn*1).CSn_1>,a,,,<(L1,P1),L81>1

CSi {1<i<n) : conditions de substitutian

On parlait aussi de "compatibilité verticale” et "compatibilite horizontale®
des substitutions appliquées (correspondant respectivement a la compatibilité avec
les substitutions appliquées aux ancétres et aux fréres dans 1'arbre de recher-

chel.

Nous avons modifié (en la sinplifiant) cette représentation depuis [24]. En ce
qui concerne le traitenent des classes d’équivalence nous avons utilisé le
mécan isme dJdécrit au $§4.3 pour pouveir utiliser les:échecs de 1'unification
pour un retour arriére non aveugle, ce gqul a été possible par 1°introduction
du concept d'abstraction. Les algorithmes associés de recherche d'un plan et-

d'une .réfutation sont considerablement plus simples.

Dans la représentation économique des matrices, la différence avec [22] est plus
grande a cause de 1'introduction des connexions.

La matrice initiale M est représentée une seule fois en méqojre, A partir de
cette matrice, on obtient le gp-graphe de M, et 1'on représente M comme un

ensemble de liens @
M= {1.2,....n}

et une tonction faisant correspondre a chaque conpdsant de M la condition de
substitution qui luil est associée.

Les matrices obtenues par Rﬁ[é partir de M seront des sous-ensembles de M ;

c’est POquuoi on peut utiliser une structure de données statique comme les

gnsembles,

Nous avons choisi Pascal [70] comme langage d'inplantation, pour des raisons
similaires & celles évoquées dans [92].

Dans ce langage, la structure d'ensemble est 1'une des structures fondamentales.

Un ensenble est représenté d’une fagon convenable par sa gonefion caractenistique,
sa représentation interne étant une chaine de bits (on peut donc simulsr cette
structure, avec les mémes avantages, dans des langages comme PL1 ou ADA, par
exemple). Dans cette représentation les opérations d'union, intersection et
différence d'ensembles peuvant étre inplantéss comme dés opératiens logiques
glementaires qul operent simultanénent pour tous les bits d'un mot (voir p. ex.
[1581). ’




La fonction d'étiquetage est représentée par un tableau ECS dont nous donnons

la déclaration en Pascal.

fype condsubst = necord
licolit,ldicolitcomp : integer ; * ligne et colonne des

noeuds d'un lien *

descpairetermes : ptstrcond ; * pointeur vers une structure
décrivant les paires de termes composants

de la condition de substitution =*

end;

vart ECS : array [1..N] of condsubst ; * ECS : ensemble de conditions de

substitution =*

Nous donnons aussi la description Pascal de noeuds de 1'arbre de recherche. I1

y a deux types de noeuds : les noeuds "et" et les noeuds "ou”.

tqge

liens : 1..N;
ptnoeudet : 4noeudet;
ptnoeudou : 4noeudous;

ensdeliens: 4ef 04 liens;
noeudet = recond * matrice =

liencourant : ptnoedou ; * lien choisi pour 1'application RM =
liens : ensdeliens ; * ensemble de liens de la matrice *
listeldiens : ptnoeudou ;
end;
noeudou = necord * liens : sur lesquels on applique la RM =*
nomlien : liens ; * un lisn =%
matgauche ,matdroite : ptnoeudet ;
liensuivant : ptnoeudou ; * ordre défini par stratégie ou
heuristique *
actif : boolean ;

end;
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Parmi les algorithmes nécessaires a 1'inplantation du démonstrateur, celui
qui correspand le plus directement a la structure de données proposée est
celul de 1'application de 1a regle de RM & une matrice ; cette matrice et

la (les) matrice(s) résuyltat &tant représentées comme des ensembles de liens.

procédure MATREL (M: ensdereds; van My. Myensdeldens);

* elle n'est pas appliguée si M= [ 1. lien choisi: 1 =< 11', 1,> »
debut
EL <« ensemble de tous les 1ittéraux de toutes les lignes de M;

* on peut obtenir cet ensemble utilisant M et ECS »

M’i < M
M2 + M;
ELT e EL - 1 b - [lig‘ne L -1, 1)
EL2 « BL - | 12] - (ligne 11 -1 11 });
powr i =1 & N * N =nb maximum de liens dans une matrice *
aine
8L ien  atons
obtenir de ECS les deux neuds du lien: i =< Nye D52 3
P n, € EL1 ou n, ¢ EL1  afons
My« M -1}
.éi‘.:
44 n, £ EL2 ou n, £ EL2 M
n, < n, -1}
jb_/é
gpaine

Appliquer le principe de pureté 3 M1 et a M
A My =9 ou M, =¢ abons

23

marquer le lien 1 comue non actif
§44
gin  * MATRED + ;
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4.5 STRUCTURE DES DONNEES UTILISEE POUR LE RETOUR ARRIERE

Aprés un échec de validation, un retour arriére dans l'arbre de recherche est
nécessaire. Nous sommes intéressés & des retours arriére "non aveUgles {nan
exhaustifs). La question se pose de savoir quelle est la fagon la plus conve-
nable (la plus rapide) pour avolir accés a n'importe quel neeud de 1'arbre, sans
augmenter la place mémoire occupée pour représenter 1l'arbre. Ce probléme est
similaire a celui traité dans [ 45 ].

La solution la plus naturelle est d'utiliser un tableau, comme nous 1'indi-
quons graphiquement ci-aprés.

Par rapport aux deux types classiques de retour arriére (voir par exemple
[144 1) notre approche correspond & un "retour arriére d'état” plutst g’'un
"retour arriére séguentiel".

Cette représentation nous permet de repérer simplement la partie de 1'arbre
qui reste inchangée dans le retour arriére, et d'effectuer un "ramassage de
miettes” ad hoc des branches de 1'arbre inutiles.

La place occupée par les pointeurs dans le tableau est la méme qui occup-
peraient les éventuels "pointeurs vers 1'ancétre”.

Les indices du tableau correspondent a £'ondne de parcours (construction) de
1'arbre de recherche.

Un méme lien ne peut pas apparaitre plus d'une-fois dans un plan,la taille

max imale du tableau est donc‘égale au nombre de liens de la matrice initiale.

rang info place dans 1'arbre

it1
i+2
i+3
it4

SUCCES IMPASSE



wemeees $ chiemin parcouru a la recherche d'une réfutation
--=--: retour arriére aveugle

_____ ! possible retour arriére guidé. .

4.6 POSSIBILITE D' INTRODUIRE! LE PARALLEL ISME

Une fpis que la division en plan et validat ion est faite, la question sui-
vante se pose naturellement: "Pourquoi attendre d'avoir fini la recherche d'un
plan pour commencer le processus de- validation?". Autrement dit: si 1'on
dispose de, disons, dsux processaurf (PROC1 et PROC2) et d'une fagon de com-
muniquer des processus entre eux, on peut lancer un processeur & la recherche
d'un plan et 1'autre & la validation de sous-plans communiqués par le premier.

FROC1 communiquera & PROC? le sous-plan qu'il est en train d'obtenir. PROC2
communiquera a PROC1 1'échec éventuel de la validat ion d'un sous-plan ou bien
le sous-plan qu'il a pu valider avec éventuellement, des informations pour gui-
der le retour arriére. Nous n'avons fait aucune hypothése sur la durée rela-
tive des pas élémentaires dans 1'obtention d'un plan et d’une val idat ion. Nous
Suppesons que la communication peut se.faire de fagon asynchrore. On peut
imaginer par exenple une conmunication par mémoire commune. Evidemment, PROC{
se servira du mécanisme de retour arriére décrit auparavant.

Comme 1'ordre de validation est indifférént, on peut se servir d’informaticns
extérieures 5our changer 1'ordre d'évaluati&n, par rapport & 1l'ordre des choix
communiqués par PROCY.

Avec un graphisme ad hoc, nous exprﬂnqns 1'évolution dans le temps des proces-

sus se déroulant sur PROC1T et PROC? (le tenps croit vers le bas)
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CV :
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nhRe el On continue &
valider ...

consultation d'information

durée d'un choix élémentaire

durée d'une validation élémentaire

Le dessin représente un cas de figure, mais nous n'avons fait aucune hypo-

thése sur les valeurs relatives de t.

ip

de PROC1 & PROC2 (un & un ou groupés).

et tiV ainsi que sur la communication

Trois cas peuvent se présenter (soit toujours, soit du point de vue statis-

tique)
13} tlp< th
2] tlp = th
3) t1p> tl\/

qui contiennent les trois "cas pratiques” suivants:

t
t
t

:b << t
i

~ tj

1y

Vv

ip >> ti\/
le cas 1 et 2 (1' et 2'),

l1a mise

en parallele du processus est intéres-
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sante, tandis que dans le cas 3 (3') elle ne l'est pas.

Dans le cas 1', il se peut que le processus de recherche d'un plan ait 1le
tenps de trouver plusieurs plans possibles avant que le processus de val ida-
tion ait pu valider ou infirner le premier des plans. I1 faudra donc modifier
convenablement la structure de retour arriére par accés direct exposée ci-des-

SuUS.







Comme conclusion de ce trgvail nous Bnumérons ce que nous considérons &tre les
points importants de cette thése et des suites possibles de ce travail.

les points importants peuvent &tre divisés en deux:

Une premiére partie est un travail de synthése,moins ambitieux que celui des 3
ou b excellents ouvrages (en anglais) existant dans le domaine,mais plus orienté
vers' une utilisation par un informaticien.

Nous sommes fermement convaincus que la pldce accordée a cette partie est
pleinement justifiée (nous pensons qu'il est non seulement intéressant mais aussi
utile de "s'attarder”" un peu sur des résultats gui ont aidé & la fondation d4'un
domaine d'&tudes). ’

Ia deuxiéme partie développe les idées que nous avons introduites et donne
quelque détails sur 1'implantation realisée:

Les ap-graphes: représentation d'un ensemble de clauses comme un graphe eti-
quetté par des noms d'ensembles d'équations sur les termes. Avec une représenta-
tion naturelle des ap-graphes, on peut représenter des ensembles de clauses par
des ensembles de naturels, chaque maturel représentant une possibilité d'applica-—
tion de la regle d'inférence (1'information restante &tant representée une seule
fois statiquement).

. Partage de structure pour les substitutions: utilisation des caractéristiques
de l'algorithme d'unification choisi (celui de Huet).

Retour arriére non aveugle: modification de 1'information memoris&e par
1'algorithme d'unification dans ces deux phases pour permetre ce retour arriére.
. Introduction de 1la régle de SH-RM, utilisant la caractéristique de la méthode,
qui sépare les litteraux des clauses.

Posibilité q'utiliser la méthode comme une "réduction matricielle non binaire".

Ces points ont permis de répondre aux objections faites contre la méthode, ainsi
que de montrer 1'utilité des méthodes que 1l'on pourrait qualifier de "globales"
(par rapport & la resolution qui pourrait &trequalifiée . de ™locale").

L'idée d'abstraction (qui a &té developpé d'une fagon similaire par Plaisted)

a €été parfois critiquée en ceci que 1'on peut &ventuellement produire beaucoup

-

de plans sans intérét puisque destinés 4 ne pas pouvoir &tre validés. Ia concep-

_tion du programme pour une mise en paralléle de 2 processus fondamentaux (plus

éventuellement d'autres) répond aussi & cette objection puisque 1'on ne “perd
rien" si pendant que 1'on attend le résultat d'‘une unification, on continue & cher-
cher la suite d'un plan. Cette observetion est aussi valable si 1'on &tiquette

le graphe avec les p.g.u correspondants. Il est aussi parfaitement possible
dfutiliser la subsomption sur 1l'abstraction des clauses. Ceci €quivaudrait &

supposer que la subsomption est possible, la validation ultérieure &tant faite




de la méme facon que pour les plans sans tenir compte de la subsomption.
D'ailleurs les ap-graphes constituent & notre avis, méme en admettant les criti-
ques valables pour une implantation séquentielle, une "bonne abstraction': elle
abstrait la forme du probléme. Elle est parfaitement adéquate 3 une mise en pa-
ralléle du démonstrateur, qui constitue une des suites possibles de ce travail
(la programmtion en Pascal permet une traduction "facile" en ADA et une utilisa-—
tion des possibilités offertes par ce langage pour le traitement du parallelisme).
D'autres suites possibles seraient 1l'incorporation de 1'égalité [131] et de

1'induction mathémtique.
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EXEMPLE 1 . (Detection densembles minimalement a'nsqﬁa—‘f@is&bf&s)

RUN DENO1

VOULEZ VOUS LIRE LES CLAUSES A PARTIR DE LA CONSOLE.D'UN FICHIER
OU DES DEUX? (C/F/D)

F
ENTREZ LE NOM DU FICHIER(SANS SON TYPE) $KOW
(3332223283383 333 2 AR ESITILTTT i
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER!

+G(%1) -P(X1)
C 2 +04Z2) -§{Y2)
~T(22,Y2)
€3 4P(R) ’ +5(B)
C4 17(AsB)
€35 -aum

KRRROKR R R KRR RN R R R RN RN R K&
R Yyttt e ity P ety e Rateeeeesess

REDUCTIONSS

1 31- 13 = {P(B)-P(X1)

28 21- 51 = +Q(Z22)-@(US)

34 11- 51 = +Q(X1)-Q(us)

44 32- 22 = $5(B)-S(Y2)

H - 23 = +T(AsB)-T(22,Y2)
FEORORR RO RRRR R R R R UK R R AR R RS B RRR RN ¥ K
SCHEMA!

1 2 3 4§
ARBRE DE REFUTATION}
KEERERRRRRERRRN KA ARN RN REERRRERRERRAFE 4
HATRICE FILS GQUCHE FILS DROIT \

M1 N2

H2 M3 M4

M3

M4 HS

HG

FARLKERRARRRR KUK ERRRBRRE RN RE SRR NB AR R RS
REDUCTIONS COMPATIBLESS '
13 9 ¢ 41- 23)3 #T(AsB)-T(Z2,Y2) SUR MATRICE M1
2 A ¢ 32- 22)% +S5(B)-8(Y2) SUR MATRICE M2
3 2 (21~ 51)1 4+0(Z2)-0(US5) SUR MATRICE M3
4 3 (13- 5100 +8(X1)-0{US) SUR MATRICE M4
N
5

INCOHPATIBLES AVEC:
‘ 1 31- 12)¢ $P(B)-P(X1) SUR MATRICE HS

ENSEMFL§ RESFONSABLE}
i 2 )
ENSENBL%S gEBFDNSﬁBLES(INCDNPAI.) JUSQUICT

i 2 :
ENTREZ NO.(S) LIGNE(S) A AJOUTER AINSIINO. LIGNE...NB. BE FOIS

e

e oo e v

L'a_jou.f des variantes de clauses est i ne€cssaire /au,is?u’t'(, na
f_)qs ew de renomMaje des varrables (uoir ) 4—.2) . Cet ajouf
FW{ She fou:t interactivement (/:osaibih'k’ de perte de fa comple

tude ) ow aAL*Orm(1+f7qun1€hf-.




EXEMPLE 2

(Traite ave RrRM "non binaire” au § 3.’2.3.’Z>

RUN DEMO1

VOULEZ VOUS LIRE LES CLAUSES A FARTIR DE LA CONSOLE,D’UN FICHIER

ouU b

ES DEUX? (C/F/D)
F
" ENTREZ LE NOM DU FICHIER(SANS SON TYFE):!PRA
FRRRRR KRR KKK R KRR KRR KK KKK
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER!
C 1 +0(X1sF(X1))
C 2 +P(A)

+PCY2)
£ 3  -P(Z3)

+ACASF(A))
C 4 -F(X4)
FRRER R KRR KOO KRR KR KKK KK

+F(X1)

-QCAF(A))
+Q(U3:,V3)

—Q(W4F(A))

KRRRKRRRRRRKRKR KRR RRRR KRR KRR RR KKK KRR KRR KKK KK

REDUCTIONS?

13 23~ 41 = tF(Y2)~F(X4)

23 23- 31 = +P(Y2)-P(Z3)

33 21- 41 = +F(A)-F(X4)

43 21- 31 = tFP(AI-F(Z3)

L 12- 41 = +P(X1)-F(X4)

- 12- 31 = +P(X1)-P(Z3)

73 33- 42 = +Q(AF(A)I-Q(W4F(A))
8: 33- 22 = +Q(AsF(A)I-Q(AIF(A))

H 32- 42 = +Q(U3HVI)-B(W4F(A))

103 32~ 22 = +Q(UIVII-B(AF(A))

11 11~ 42
123 11~ 22

TA(X1»F(X1))-B(UW4:F (A))
HA(X1PF(X1))-ACAsF(A))

de la

il west

de 1 prim er)

**************************************************

SCHEMA S
1 3 6 810 11 12
ARBRE DE REFUTATION:
KRRRRRRKK KRR KRR KKK KKK KKK KKKk KKK KKk KKK

MATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT

M1 M2 WS

M2 M3

M3 M4

M4

M5 Hé

Mé M7

M7

BRRXFERRRERRRRR R KR KRR KORK KK KKK KKKk

M

M'.‘>+
ne b

cl

REDUCTIONS = Toutes les
possi bilite's o ,‘"f‘f’ [ication

RM. (Evidémment

AS negcessons, R

s

Ho6

* "]
01



ERRREEKKRRREKRRRRRRRE KRR RRR KKKk
ENSEHMELE DE CLAUSES A KREFUTER:

Ci +A(X1F(X1)) tP(X1)

£ 2 +tFCA) -RC(ArF(A))
P (Y2)

c3 ~-P(Z3) +a(U3,v3)
+tQCAsF(A))

€ 4 -P(X4) -Q{WAa,F(A))

L2222 2222223230333 3338 F

t**#***#***t*XXf#*tt****#X***8*##8#****#*#*#**$$K***#t*#*t**
UN GCHEWA DE REFUTATION A ETE TROUVE; REDUCTIONS AFPLIQUEES!

1§ 12 ¢ 13- 22)8 +0(X1sF(X22)-Q(AIF(A)) SUR MATRICE M1
2% 11 € 11~ 42)3 +Q(X1sF(X1))-Q(W4sF(A)) SUR MATRICE M2
3 3 3 ¢ 21~ 41)% +F(AY-F(X4) SUR MATRICE M3

4 i 1 € 23- 41)% +F(Y2)-P(X4) SUR MATRICE M4

9 3 10 ( 32- 22)3 +QU3VI)-QACALF(A)) SUR MATRICE M5

6 3 8 ( 33- 22)% +0(AF(A))-QB(AIF(A)) SUR MATRICE M6

7 3 6 ¢ 12~ 31)3 +P(X1)-P(Z3) SUR MATRICE M7

***t#************t##*t**#i**tl*#*#tt#*****#*#t#t##**********‘

KEXRRKKKEAAKRRRERRERARRRK KKK KK
SUBSTITUTION DE REFUTATIONS

X 1 <- A

Y 2 <- A

Z 3 <~ A

U 3 <~ A

U 3 <- F(A) '

X 4 <- 4

B 4 <- A
KERKRKKEREXRRRK KR KERRKRRK KKK K

ARBRE DE REFUTATIONG
ARREERERERRREE RN RN R KRR KRR G KRR K

MATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT
M1 H2 M3
M2 M3
M3 Ha
M4 {
MS Mo ’
Ma M7
M7

Hii

EARERKRRKRRERRKRKER KRR RRRR KKKk
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER?$

[V | +R(X1,F(X1)) +F{(X1)

€ 2 +F(A) -QCAF(A))
+tF(Y2)

€c3 -P(Z3) QU3 VI)
tQCAsF(A)) :

C 4 -F(X4) -~Q(W4F(A))

(222222020 E R PP es s sssct




M23
KRRRRRERR KR KB RKKAR KKK KX
- ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER?

€1 TR(IX1F(X1))
L2 +F(A)

HROY2)
3 -P{Z3)

+QCAsF(A))
C 4 -F{X4) ‘

KRRk Rk Rk Rk ROk Okk Rk Kk R kX

M3
KRKKRKKKKKKKRKKRKKRKKKKKKKKK KKK
- ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER:
L Co2 +F(A) :
+F(Y2)
C 3

C 4 -F{X4)
1322322223222 2230233202332 0 328

| Has
| RRRRRRRRRRRRR KRR KRR KRR
" ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER:
c1
e 2

+P(Y2)
c 3

LA -E(X4)
FRERRKRRKRKRRRROROOOKK KRR KRR KX

NS
XK KRR KRR KKK R R KKK
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER:
c 1
€ 2

C3 -PZ3 |
TRCAIF(A))

€4 -P(X4)

L ORRRRRRRRRKRRRRRR AKX AR RRRK KK

3

+RCU3IV3I)

-Q(W4F(A))

Les litterau= & J.A'sl:araxsse'nt
por a,H:ll cation ou Frfnd.r-e.
de Puref—e’ (§ 2/2.3.2.)

tF(X1)
~Q(AsF(A))

+Q(U3V3)

~Q(WAasF(A))



§
P23 222322323203 22233 22228
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER:
C1i
C 2

c 3 ~-F{Z3)

+A(AF(A))
C 4 ~F{X4)
KEKKKKRKKKEKKKKKRKRAKEKR AR KN &S

[

H73
1323222222332 230022232223 82228 04
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER:
€1
€2

£ 3 -F(23)

C 4
1232322233222 0200 0002223222222

+F(X1)
-Q(AsF(A)D

-Q(WAF(A)D

tP(X1)




e .
= =
EXEMPLE 3 : [27]
RUN DEMO1
VOULEZ VOUS LIRE LES CLAUSES A PARTIR DE LA CONSOLE.D’UN FICHIER
gu I
ES DEUX? (C/F/I
F

" ENTREZ LE NOM DU FICHIER(SANS SON TYFE)!G10
KERKKKKKKKRER K KKK RRR KR KRRk
ENSEMELE DE CLAUSES A REFUTER?
c1 FE(B(X1sY1) s X12Y1)
L2 ~F(X2eHIX25Y2)Y2)
£ 3 -P(X3:Y3:U3) tP(Y32Z3,V3)
f “F(X3yV3,U3) HPCUZPZ3 0 Y-
L 4 ~P(K(X4)»X4sK(X4))
CORRRRERRRRRRRKRRERRRARRRRRRRRRK

1333223222 233323233233 3322232332283 32222822282 Re R
© REDUCTIONS!

it 34- 41 = +P(U3SZ32UB)I-F(K(X4) 1 X4sK(X4))
2% 34- 21 = FP(UZSZ32UR)-F(X2s/H(X22Y2),Y2)
33 32- 41 = +P(Y35Z32VI)-F(K(X4) 1 X4,K(X4))
43 32- 21 = +P(Y39Z3:V3)-FP(X2yH(X24Y2)yY2)
63 11- 33 = +P(6{X12Y1) s X1sY1)-F(X3,V3sUW3)
7% 11- 31 = tP(B(X1sY1)eX1:Y1)-F(X3»,Y3,U3)
81 11- 21 = +P(B(X12Y1) X1 Y1)-F(X2yH(X2,Y2)»Y2)

CRRRERORORRR KRR O RO KRR RO R R R R KRR KKK

On pent no-{er ?u’x'/ 'mam?U«t la. réducton 5 (é[/g w,fesrond a 14—44).
Cece est r auw aslt gu'un Frefrai}emeﬂf V'a efiminee.
Licliminaton o &FfE e ewn Wﬁ'{“-‘anf seulement la F"&w—iirb /Dka‘,
Se e llalgori-{'kmt Alund °ca,+-10w) Clent f:our?uo,' [a réduction §
reste (elle confient um o;/c,/&) ,ef sera étmuince /bar la suife

SCHEMAR

8
ARBRE DE REFUTATION:G
1233322233232 303 2333238222232 b2t
MATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT

M1
E$33322322 32T S22 RSS 0222022203222 82 2
IL Y A UN CYCLES

SCHEMAS

2 4 6 7

ARBRE DE REFUTATIONZ

FRRRRRF KRR KRR R RR R KRR KRR KRR RKRX

MATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT
M1 M2
M2 M3
H3 M4
M4

1332320223223 8222222222 R R



A-7

(2222032222 2322323333223 30¢33¢
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER:
c1 TP(G(X1:Y1) 9 X12Y1)
€ 2 ~P(X22H(X2+sY2),Y2)
c3 ~F(X32Y¥Y3U3)

. “F(X3sV3,UW3)
C 4 ~P(K{(X4):X4,K(X4))
2222222222233 3332303333237 443"

tF(Y3»235V3)
+FU3223:43)

KRR KRR R R AR KRR RN AR RN KRR AR RN R KRR KRR KRN &
UN SCHEMA DE REFUTATION A ETE TROUVESREDUCTIONS AFFIL.TQUEES!

B Dl tS e
*e 56 oo oo

7 € 311- 3101 4P(G(X12Y1)oX1oY8)-P(X3»Y3»U3) SUR MATRICE M1
6 € 11- 3308 tP(BIX1sY1)aX29YE)-F(XZsU3,W3) SUR MATRICE N2

4 € 32- 2101 +P(Y3,23,V3)-PIX2;H(X2:Y2)»Y2) SUR MATRICE M3
2 34- 2108 +PUZ2Z39U3D-PUX2:H(X2,Y2)5Y2) SUR MATRICE M4

KEKEEERRKRKRRE R KRE R KA RERRK R E R KRR RO KRR KRR KKK

KERERRKRRRRRRR KRR RRRR R R KRR KK
SUESTITUTION DE REFUTATION:

X 1 <~ Y1
Y 1 <- Y1

X 2 <- Y1

Y 2 <~ Y1

X 3 <~ G{Y1sY1)

Y 3 <~ Y1

U3 <- vt

Z 3 <~ H(Y1sY1)

Vv 3 <~ Y1

W3 <~ vl

X 4 <- X4
EERXRKKRRKKKRKRRRRRRRRRRRR KK

ARBRE DE RECHERCHE:
ARBRE DE REFUTATION;S

KERKREKKEERKKARR AR R KRR RN KRR KRR kA

MATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT
M1 M2
M2 "3
M3 M4
M4
M1:

1 2222222233 22323 3¢ 2883287334 ¢

ENSEMEBLE DE CLAUSES A REFUTER!

€ 1 +P(BCX1sY1)eX12Y1)

c 2 “PUX2sHI{X2,¥Y2)9Y2)

C 3 ~P(X3yY3:U03)
~“P{X3rV3,UW3)

C 4 ~PIRK(X4)2X41K(X4))

KERRERRKEKREERRRKEKEKBRRRR KK RKKEEE

tF(Y3,23,V3)
P (U3 Z3,U3)




M2t
KRRRKRKRKKKRR KKK KK KKK KRR K KKk K
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER!
€1 HP(B(X1:Y1)yX1sY1)
C 2  ~P(X2rH(X2,Y2)sY2) | .
C3 _ tP(Y3+23,03)
~F{X3,V3sU3) TP (UR 234 4;
C 4 ~P(K(X4)rX4sK(X4))
BRRREKRRKKRKK KKK K KKK KKK KKK KK

LER
***#*****#**********X****#*t**
ENSEMBLE DE CLAUSES A REFUTER!
C1 tP(G(X1:Y1)sX1rY1)

C 2 -P(X2rH(X2sY2)sY2)
C 3 +P(Y3:23,V3)

| P (U235 W7
C 4 ~P(K(X4)sX4sK(X4))
FRRERRRRRERRRRRK R KKK RRKKKAK KKK
M4

KRERRERRRRRARRRRERRRRKRKKRR KKK
ENSEMELE DE CLAUSES A REFUTER!
€1 tF(G(X1sY1)9X14sY1)

2 “PUX2HIX2,Y2),Y2)

3 H

TF{U3,Z23,U3

c
C
C 4 “PAK(X4)+X4,K(X4))

KRKKKKKRERRKRRKRRRRRKKRKRKKKKK

-~ . / .
Le méme &Ker‘Af’!& f,eud’ 2 fre {rwJ"e. avec une version fofalement
interachive du de"monsh'af’ﬁw", ce <7wb Mnows ferme,f de frouver wmn<.

awbre SOIu‘HOK i

' (Méme ensemble de c,!ow,ses)

LE2 22222223 8322222222223 3223232303323 3223323822232 8¢3 ¢

UN SCHEMA DE REFUTATION A ETE TROUVES;REDUCTIONS AFFLIQUEES:
13 8 € 11- 2101 +P(GIX1,Y1)s X1 Y1) -P(X2,H(X2,Y2)»Y2) SUR MATRICE

1

FEERRHRKRRKKERRRRRKK R KRR KRR E R KRR KRR R AR K R kK

ARBRE DE REFUTATION!
KREREKKKKEREKREKEKEKRKKKRRRKRK KK KRR KK KKK K K
MATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT

M1
L2322 2222232233322 233 323332332382 232893



ACCEPTEZ-VDUS CE SCHEMAT(O/N)
0
IL Y A UN CYCLE?S

VOULEZ-V0US FINIRT(O/N)

NUOULEZ—\JOUS HODIFIER CE SCHEMAT(O/N)

DA FARTIR DE QUELLE REDUCTION (1+2s...) VOULEZ-VOUS RECOMMENCERT
.;;ti*t***#**#t*t**tt*t**t****X*i*tt***#**lK#***##X**##******
UN SCHEMA DE REFUTATION A& ETE TROUVE$REDUCTIONS AFPFLIRUEES

13 7 ¢ 11- 3108 +P(B(X12Y1)oXLoYRD-P(X3,Y3sU3) SUR MATRICE
2 4 6 € 11- 3303 +P(G(X1sY1)eX2sY1)-P(X3,V39UW3) SUR MATRICE
3 3 4 (32~ 2133 tP(Y3+Z39VI)-PLX2oH(X2:Y2)9Y2) SUR MATRICE
4 3 2 € 34~ 2101 +P(U3Z3,WI)-F(X2:H(X2:Y2),Y2) SUR MATRICE
KRR R KRR KRR KRR KRR KRR R RN KRR KRR KR AR E K

ARBRE DE REFUTATION:
KRRRKRRKERERRKKRRRRKE AR NRRKKRRRRRRRRNEREEK

MATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT
M1 M2
M2 H3
H3 H4
M4

KERKKRKEARKR KRR KRR R RN AR R KRR KXY
ACCEFTEZ-VOUS CE SCHEMAT(O/N)
N \

VOULEZ-VOUS FINIR?(O/N)

1{ >
VOULEZ-VOUS MODIFIER CE SCHEMAT(O/N)
o .

A FARTIR DE QUELLE REDUCTION (1s2s.,,) VDULEZ-VOUS RECOMMENCERT
4 h
*#**t*X#*#**t*****##*#***#***tt**t*tt*t**ttt*tt#*t****##*#**

UN SCHEMA DE REFUTATION A ETE TROUVESREDUCTIONS APFLIQUEES:

7 € 11- 3138 P(G(X1+Y1) o X1 YL)-P(X35¥Y3,U3) SUR MATRICE
6 € 11~ 33> $F(B(X1s¥1)sX1aY1)-F(X3,V3,W3) SUR MATRICE
4 € 32~ 2101 tP(Y3,Z23,V3)-PIX2,H(X2,Y2)5Y2) SUR MATRICE
1 ¢ 34- 4103 4P(UIFZ3,W3)-PCK(X4)+X4,K(X4)) SUR MATRICE
*#*********t**#*#**********tX*#*#**}t*#**#t*x#***#*#*t*#**##

L R
- ®0 e e

ARBRE DE REFUTATION:
FRECEERRERERKRREKR R KRR KRR RN RN KK

HATRICE FILS GAUCHE FILS DROIT
M1 M2
N2 H3
M3 M4
M4

KEEKRRRRRR KRR KRR R RIRR KRR KRR K

Mi
M2
M3
M4

M1
M2

N3




A-10

ACCEFTEZ-VOUS CE SCHEMAT(O/N)

0 -

FRERERKRKIRKR KR KR RRRRRR KRR KKK

ENSEMELE DE CLAUSES A REFUTER:?

C1 HP(G(X1,Y1)sX1sY1)

c 2 “F(X2sH(X2:,Y2)sY2D)

€ 3 ~“P(X3yY3,U3)
~F(X3V32U3)

C 4 “F(R(X4)1X4,K(X4))

KRERERKRRKRKKKRKRRR KRR KRR RR KKKk

+P(Y3:Z23,V3)
+P(U3:Z35 4

KRFRRRRRROR KRR KRR R RRRRRKRKR KRR RR R R R KRR KRR KKK KKK KKK KK
UN SCHEMA DE REFUTATION A ETE TROUVESREDUCTIONS AFFLIQUEES:

HP(G(XL12 Y1) 2 X1 Y1)-P(X35Y32U3)
TPCE(X1sY1) s X1 Y1) -F(X3»VIU3)
TP(Y39Z3sVI)-F(X2:H(X2:Y2),Y2)

S5UR MATRICE M1
SUR MATRICE M2
SUR MATRICE M3

13 7 C 11- 31)%
21 6 ( 11- 33)1¢
3 3 4 ( 32- 21)%
4

: 1 ¢ 34- 41)% +P(U3ISZ3,UI)-F(K(X4)sX4,K(X4)) SUR MATRICE M4

FRRRRRRRRRRRRRERRRERRRLERRERE KRR KRR KRR KKKk

KARKKRKARRR KRR KRR KR KRR KRR RKK
SUBSTITUTION DE REFUTATION!
X 1 <- X1

<= K(H(X1:sX1))

X1

X1

G(X1sK(H(X1sX1)))

X1 '

K(H(X1:X1))

H(X1sX1)

X1

K(H(X1sX1))

H{X1:X1)
KRRKKKORRRFRRRKRR KRR PR kKK

A SN S D A
| J T R R R

-~
H

Y1
X 2
Y 2
X 3
Y 3
U3
Z 3
vV 3
W3
X 4
XKk

L)

Imfwession de la ref;Fu,‘l'a.‘H»on



A-11

EXEMPLE 4 [106]

KUN DEMOD (Version tofalement (nteractive drm demonsiratewr)

VOULEZ VY0US UNE TRACEZ(O/N)

VOULEZ VDOUS LIKE LES CLAUSES A PARTIR DE LA CONSOLE.D'UN FICHIER
U DES DEUX? (C/F/D)

F

ENTREZ LE NOM DU FICIIER(SAN BON TYPEDIPH

13022835380 0230238 0202328243

ENSEMBLE IE CLAUSES A REFUTER

€1 1P (X1) Y1)
/ tR{XRp Y1)

+5(AsX1)

-P(A)

~S{U3»u3)

-P(C)

-R(U5) 8 (NDIM3)

2
3
4
3
6 -R{ZbEsZ6)

g -R(U7,U7) +TEU2)
9

0

3

-T(A)
~5¢(B+B)

-S(CyC)
1323300833030 02223 080238001

P22 220 R0 223000232330 32222 0082230002228 %3 0000
R%DUCTIOMS%

€
C
C
C
c
C
£
C
C
¥

e e e e oo o o e o
={ NN R DD 2 VY
G P, g, P, e, e, Py TN P S

-
-
CDEE EXMN DX

& 1D R Cadlad 1) b
!
—

Gl D OO U

i

]
mwtnunnn

1 b= L0 N O~ Lllod> {ad B bt
Peeeee >e e Bace PO O ee
At TR AL o

t

e ks ot fna B st P> e (ke
SN LA LN twbion pub o gt
wrlE W W W
= | | )
=i o LA LN LN bbb £33 0 D
P | e e e et s Sy
S>Wi T,
o AL LY TIT0 U}~ e

£ o o g, e e

¥

3
1 a1
t**tttt*###t*t**tt#tttt**tlittitiltttttttttt&tt*l‘

1302202282230 3¢ R 2200282392 03383322¢088333 088382}
UN SCHEﬁA DE REFUTATION A ETE TROUVEIREDUCTIONS APPLIGUEES!

14 12 (¢ 72- 81)3 +T(U7)-T(A) SUR MATRICE M1
2% 11 ¢ 14- 31)¢ IS(Ale) §(U3,U3) BUR KATRICE M2
3@ 8 ( 52- 31)! +8(US,WG)-S(U3,U3) SUK HATRICE M3
4 4 9 (0 13- 61)1 tR(X1:.Y1)-R(Z&sZ8) SUR HATRICE M4
54 3 ( 12- §1)1 $Q(Y1)-Q(UDY SUR MATRICE HS
b6 3% 2 ¢ 11- 2133 #P(X3)-P(A) SUR MATRICE M6
192 SRR TR P TRt R it ses i ittt issistdodsss}
ARERE DE REFUTATIONI
120 3o RS20 33300 2230200282230 832¢82
HATRICE FILS GAUCHE  FILS DROIT
M1 2 :
Mz Hi
H3 H4
| K3
Mo Hé

Hé
ST AVET SRR 02 232800220023
ACCEPTEZ-VOUS CE SCHEMAT(O/H)
N

VOULEZ-YOUS FINIRT(O/N)

N
VOULEZ-VDUS MOBIFIER CE SCHEMAT(O/N)

0

A PARTIR DE QUELLE REDUCTION (2s22...) YOULEZ-VYOUS RECOHMENCER?
4

EEKRRERRERRRRER RN AR AR E R EAR RN E R AR B AR SRR KA Rk

UN SCHEM? DE7§EFg ATI?? ﬁ7§T (X§°”§E§R§R¥3138N§1APPL!“"EES’

2 11 ¢ 14~ 31> #S5(A«X1)-S5(U3,U3) SUR HATRICE M2
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