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INTRODUCTION

Grdce aux progrés de la technologie actuelle, il est
devenu possible de concevoir et de réaliser des circuits

intéygrés a4 trés haute densité de composants.

Bien mieux, & la condition que les coilits dominants -
conception et test - solent réduits par 1le choix d'une
configuration géoumétrique réguliére, la production de circuits
spécialisés ( ie dont le champ d‘épplication reste limité )

peut elle-méme devenir concurrentielle.

Devant une telle é&volution, 11 importe, pour le
mathématicien, de reconsidérer les algorithmes usuels afin de
leur donner une structure 4 fort degré de parallélisme qui

soit adaptée aux exigences de la nouvelle technologie .

L‘adéquation & ces exigences du modéle systolique
introduit par H.T.KUNG est si remarquable que de trés nombreux
réseaux systoliques ont été proposés dans les domaines les
plus divers, allant du traitement du signal ([091,[{15],{16],
[22]) & 1la reconnaissance de 1la parole ([{053,[10]3) . en
4péssant par l'arithmétique matricielle ([01]3,[06],[12]3,[211)

et les bases de données ([201,[23]).

Une présentation générale du modéle systolique fait
1'objet du premier chapitre. Dans les deux chapitres suivants
sont étudiés de nouveaux algorithmes systoliques, congus pour
le calcul algébrique et le traitement du signal. Le chapitre
quatre est consacré 3 la simulation sur micro-ordinateur de
l'algorithme de la médiane ( modélisé au chapitre trois ),
tandis que le chapitre cing constitue le premier pas vers une
implémentation sur silicium : il s'agit du dessin de masques,

~

a l'aide d'outils de C.A.0., du réseau de la médiane.

Par ailleurs, 1l'examen détaillé de certains algorithmes
des chapitres deux et trois a été renvoyé aux annexes un et

deux. Enfin, 1l'annexe trois donne un cadre théorique pour



1'étude des factorisations incomplétes ( algorithme du

chapitre trois ).

NOTE : Les résultats des chapitres 2.1,2.2,2.4 et du chapitre
3 ont été établis en collaboration avec M.TCHUENTE et sont a
paraitre. Le chapitre 5 résume un travail conduit avec
Y.CLAUZEL qui sera détaillé dans un rapport de recherche IMAG.

Les résultats théoriques de 1l'annexe trois sont publiés.



CHAPITRE 1

TITRE : RESEAUX SYSTOLIQUES

RESUME : On présente le modéle systolique. L'étude
d'un exemple permet d'introduire les notions
de parallélisme temporel ( pipe-line ) et
d'expliquer pourquoi 1la rapidité de calcul
n'est pas limitée >par la vitesse
d'acquisition des données. On définit enfin

les cellules élémentaires.
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Sous~chapitre 1.1:

Principe des réseaux systoliques

Un systéme systoligue est un modéle introduit par
H.T.KUNG et est constitué par un réseau de processeurs ( ou
cellules )

- qui ont tous la méme structure

- qui sont connectés entre eux

- qui, au méme rythme, effectuent des opérations é&lémentaires
sur 1les variables en provenance des cellules voisines en
entrée, puis envoient celles-ci vers les cellules voisines en
sortie. '

Ainsi chaque cellule a-t-elle un fonctionnement semblable &

celui du coeur humain, d‘'od la terminologie.

La premiére étape dans la conception d'un algorithme
systolique pour le calcul d'une fonction
x = dxpaeeeax ) 7 (£ ()L E(x))
consiste a mettre chaque £, sous la forme

f (x) = b, + L (x. ,x. ..., )
i i

(EIURREPS SN A VL FURERTE Mt Ml i,
On cherche alors un réseau od chaque cellule a r+l entrées et
r+l sorties ;

~ toutes les variables-données X4 circulent d'une cellule a
l'autre sans changer de valeur

- chaque variable-résultat y;, initialisée 4 bj, circule de
maniére a rencontrer tous les r-uplets dont elle a besoin, et
a la rencontre de (xj (X o sese. X ), (jl,...,jr) €V.. ona

1 12 Ip

{x, ,...,x. )

. o= + . . .
y y gl,]l,...,]r ]l ]r

i i

yj Se calcule donc par accumulations successives .

En résumé, pour «calculer une fonction £, on la
décompose en opérations élémentaires pouvant &tre effectudes
simultanément: on obtient ainsi le parallélisme dans 1‘'espace.
L*‘obtention du parallélisme dans le temps (Pipe-l1ine) sera

analysée a l'aide de 1l'exemple présenté ci-dessous.
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Auparavant, nous avons besoin de préciser la définition

que nous adoptons pour 1l'efficacité d'un réseau systolique :
soit (P) un probléme donné. On note t(k) le 'temps
nécessaire 4 la résolution de (P) sur un réseau comportant

k processeurs. Une bonne mesure de 1l'efficacité du

parallélisme est donnée par la quantité
£{1)
k . t(k)
Comme on peut toujours simuler sur un seul processeur en un

temps k.t(k) un algorithme & k processeurs, on vérifie que

e=<<]1 .
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Sous~chapitre 1.2:

Etude d‘'un exemple [17]

Le calcul de la suite réelle
yi =axt +pxi-1 4 ¢ xi-2
a partir de la suite de données (x1), i== 0, se modélise comme
indiqué figure la. On explicite quelques pulsations
successives 4 la figure 1b, pour mettre en relief 1le
croisement du flot des variables-données avec celui des

variables-résultats .

Moyennant 1l'ajout d'un processeur de retard, le méme
u peut &tre utilisé pour 1'évaluation de la récurrence

ea
réelle

[}

rés
xitl = a xi 4+ p xi-1 4 ¢ xi-2

x0, x1, x2 donnés ( figure 1c ) .

Dans les deux cas, l'efficacité est e = 1/2 car chaque
cellule est active une pulsation sur deux. De méme, ces deux
réseaux illustrent la possibilité de commencer le calcul d'une
variable-résultat y;4] avant d'avoir terminé celui de Yis en
fait 1l'exemple a valeur de régle, 1la structure des réseaux
systoliques conduit naturellement au parallélisme dans le

temps .

D'autre part, plusieurs calculs sont effectués par
chaque variable-donnée x4 qui entre dans le réseau : ainsi la
performance de 1l'ensemble n'est pas limitée par la vitesse
d*acquisition des données - c'est souvent 13 le goulot
d'étranglement d'un processeur - mais bien par la rapidité de
calcul du circuit. Ici encore, cette remarque reste valable

pbour toutes les architectures systoliques .
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FIGURE 1c¢
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Sous chapitre 1.3:

Les cellules élémentaires

On distingue deux types de cellules é&lémentaires,

suivant que 1l°'on utilise un seul ou deux flots de variables-

données

- type 1 : mode de connexion orthogonal
X X = X
in S out out in
Yout ¢~ t-— Yin Yout = F(®ypne¥ip)
- type 2 : mode de connexion hexagonal
 “in
+
*in . *out *out = *in
— & ‘, = .
Yout Yin Yout = ¥Yin
T
‘7
out z =gl )

out ~ TY¥in¥in’%in
Le choix le plus simple est
f(x,y) =y + a x ( exemple précédent )
g(x,y,2) =z + x y
Chaque type de cellule est adapté 4 la modélisation ' de
problémes spécifiques; chacun des deux chapitres suivants

illustre 1°' utilisation de 1l'un de ces deux types de cellules
élémentaires . l






CHAPITRE 2

TITRE : EXEMPLES DE RESEAUX UTILISANT DES CELLULES
A MODE DE CONNEXION ORTHOGONAL
RESUME On présente dans ce chapitre des réseaux

dont le champ d'application reléve

essentiellement du domaine du calcul

numérique :
-~ récurrences vectorielles
- évolutions discrétes issues

1’automatique

calcul polynomial

- convolution bidimensionnelle

de

La plupart des réseaux obtenus délivrent

leurs sorties en temps réel. Quand

tel

n'est pas le cas ( récurrences

vectorielles ), 1'étude de 1la complexité de

1'algorithme est détaillée .
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Sous chapitre 2.1

Récurrences vectorielles

L'objectif est de généraliser 4 la dimension n les
résultats obtenus par H.T.KUNG en dimension un : on a vu au
chapitre 1 gque le calcul d'une suite réelle avait la méme
complexité gque le calcul récurrent; il n‘en est pas ainsi pour

les dimensions deux ou plus .

Résumons les résultats exposés dans l'annexe 1 :

A ) Calcul en temps réel d'une suite vectorielle

soient A, B deux matrices carrées d'ordre n. Etant donnée

une suite ( x! )j— o de vecteurs d n composantes,on veut

calculer la suite ( yi )i:a 1. ou
yil =a xi + B xi-1

4 1l'aide d'un réseau comportant 2n2 cellules ( puisque

celles—ci n'‘effectuent que des opérations scalaires ). Un

tel réseau est explicité a la figure 1 ( annexe 1 ) pour

n = 3. Son efficacité est e = 1/2 .

La généralisation au calcul de

yitp=1 = a(p=1)xi+p-1 4. .+ a(l)xi+l 4 a(0),1

est immédiate .

B ) Récurrence linéaire a p termes en dimension n

solent A, B deux matrices carrées d'ordre n, xo et x

1 deux

vecteurs a n composantes. On veut calculer la - suite
{ Xi )i:} 1 ol
xi"‘l = A xi + B xi“l

—~ 1'efficacité e d'un réseau solution satisfait 4 e =< 1/n+l
-~ on a des estimations plus précises en faisant des
hypothéses sur 1l'entrée des cowmposants des itérés
successifs dans le réseau

- un mode d'approche analytique assure d'une solution
réguiiére cylindrique d‘'efficacité e = 1/2n. Une telle

solution est représentée figure 8 ( annexe 1 ) pour n = 3 .
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Sous-chapitre 2.2 :

Modélisation d'évolutions discrétes issues de 1'automatique

A ) Calcul des puissances successives d'une méme matrice

les réseaux proposés au sous-chapitre précédent permettent
de résoudre le probléme du calcul des puissances
successives d'une méme matrice M d'ordre n ( frégquent en

automatique ) : 1'idée est de superposer sur un méme réseau

le calcul des n récurrences vectorielles x;P*l = M x;P,
p 20,1 < i <{n, correspondant & chaque vecteur-colonne Xi

de M. On obtient ainsi le réseau de la figure 1, qui est

d'efficacité e =1 .

B ) Cas d'un systéme discret

considérons un systéme linéaire du premier ordre, discret:
il est constitué par un espace d'entrées noté U, de
dimension m, par un espace de sorties noté Y, de dimension
p. et par un espace d'états du systéme, noté X, de
dimension n.

A chague entrée ut=u(t) e U et pour un état xt=x(t) € X, on
associe une sortie yt=y(t) € Y lide & ut et xt par une

fonction de transfert T :

Uﬁu......_) —--—»er
entrées E sorties
‘ v
_
Le systéme est alors de la forme | xt+¥l = A xt + B ut

A matrice n.n, B.matrice n.m, C matrice p.n .

Ce probléme est modélisé figure 2 pour (n,m,p) = (3,4,2) .
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Sous-chapitre 2.3 :

Calcul polynomial

Dans la conférence ACM 1981 sur le calcul symbolique et
algébrique, H.T.KUNG [19] propose quelques réseaux systoliques
pour le calcul polynomial, avec 1l'objectif d'illustrer
l'emploi de la technologie VLSI dans ce domaine du calcul

scientifique .

Partant du méme ordre d'idées ( mais plus modestement )
on s'attache dans ce paragraphe & résoudre 1le probléme
suivant, abstraitement posé :

soit P un polynbme d coefficients réels de degré K,
soit xg € R une origine et h> 0 un pas de calcul donnés
Trouver un réseau systolique délivrant en temps réel les

valeurs ( P ( x +i h ) ) s, 1 =0, 1,...,n,...

0

A ) Développement de Newton

considérons la Dbase de Re[X]1 : Up=1, U;=X, Uy=X(X-h),
U5=X(X-h) ... (X-(j-1)h),...

En posant P = Z?=O ajUj et en remarquant que
A = —_ = 9 <7 4 <
WUy = U (X+h) Uj(X) j h Uj_l’(X) 1< i<K
on obtient
K n ., n
P { Xgt n h ) = 2j=0 aj uj ol uj = Uj(xO + n h)
avec la récurrence u§+l = u? + j h u?_l l j=<<K

qu'on peut écrire sous forme matricielle
r n+l | n
u

U, 1 5
ntl n
Y

ul h

n+l

| o1/ | R

B ) Réseau proposé

la formulation matricielle précédente conduit directement

au réseau de la figure 3a; 1'initialisation est décrite aux
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Réseau d'initialisation

Figﬁre 3c
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figures 3b et 3c; le réseau complet est présenté figure 34,

son efficacité est e = 1/2 .

application 1 : é&quations différentielles

Le calcul en pipe-line des récurrences de la forme

P(n) a, = Q(n) a,_3 + R(n) ap_p

od P,Q et R € R[X] et ag,a; sont donnés, peut étre modélisé a

l1'aide de 1‘'&tude précédente. De telles récurrences sont liées

*

4 1l'utilisation des séries entiéres pour la résolution des
équations différentielles linéaires

exemple (*) (£2+1)y'" + ty' - g%y = 0, q € Ry

— o R i

C ant 'il1 existe une série entiére L a t
herchant s'il X e un i n= 0 °n

gt®
n=0

n
de rayon

de convergence R> 0 telle que ¢ : t * soit solution de

(*) sur }-R,R[, on obtient la condition nécessaire

¥ n € Iy (n+2)(n+l)an+2 + (n2~q2)an =0 .
L'étude des conditions *suffisantes n'est pas notre propos
{ dans tous les cas, R>* 1 ), mais un réseau permettant de

calculer 1les (au)ly = 2 en fonction de ag et a; est donné
figure 3e .

application 2

Soit £ ‘[xg,x0+h} + R suffisamment réguliére. On
cherche & interpoler £ par un polyndme de degré K. La

modification du pas d'interpolation h s'envisage comme suit :

si P = £§30 a? U? ( avec des notations évidentes )
j O ] -~ 03
alors ag = 3?157 a3 £f{x ) ( 23 est 1a j~-eme puissance de
1'opérateur & : Af(X) = E(X+1) - £(X) )
]
Ainsi si h' = XA h , an = ~£T
] AJ

d'ol la modification des cellules du réseau exposé figure 3f .
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note un polyndme de degré K qui interpole la fonction f

cofncide a priori avec f en K+l valeurs. L'utilisation de P

pour approcher f sur le segment [xg,xg+nh] (nh << H) peut
cependant s'envisager compte tenu de la formule d'erreur :

(£-P) (x) , <J(%%TL gKHL)

qui utilise les notations habituelles [14], qui suppose f de

by

classe CKtl, et qui se démontre & 1'aide du théoréme de Rolle

généralisé

application 3

On utilise les résultats précédents pour calculer les
valeurs en
(9 +ih, yp+3ih), lecijsc N, iz 0
d'un polyndme P € R[X] de degrés partiels H et K en X et Y
respectivement. Pour simplifier, on expose la méthode de
calcul de

(P(nym) ), lsmssN, n=0

Ecrivant
P(X,Y) = pH o gK U, (X) U.(Y)
e R R S e j
et notant wu- = U,(n) , il vient ul = ul + i utl (n=1)
n i n n-1 n-1
. - vH i = rK
Si Pj(n) i=1 aij un , alors P(n,m) 3=1 Pj(n) uj(m) .

écriture qui conduit au réseau de la figure 3g .
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Sous-chapitre 2.4

Convolution bidimensionnelle

La convolution bidimensionnelle ( ou 2D-convolution )
est une technique de filtrage largement utilisée en traitement

du signal ( algorithme de lissage d'une image ).

Le probléme peut s'énoncer ainsi : étant données n
lignes infinies de données xﬁ, 1 = j< n, et une fenétre de
taille k.k avec des coefficients de pondération Wi g

1< 1i,j= k, calculer

.k K s+i-2

i=1 “j=1 wij Xpe4i-2 7 les Yrsgn e s= 0

Ce probléme a été résolu par H.T.KUNG et S.W.SONG[22]. On
donne dans l'annexe 2 une solution plus simple, utilisant
uniquement les cellules de base de type 1, sous la forme d‘un
réseau régulier d'efficacité e = 1/2.

Par ailleurs, on explicite dans cette annexe quelques

cas particuliers intéressants .



CHAPITRE 3

TITRE : EXEMPLES DE RESEAUX UTILISANT DES CELLULES

RESUME

A MODE DE CONNEXION HEXAGONAL

Deux algorithmes non linéaires sont
modélisés dans ce chapitre :

- & partir des réseaux proposés en [21] pour
la décomposition A = L.U d'une matrice bande
A, on étudie la factorisation incompléte de
A ( méthode itérative pour résoudre le
systéme A x = b, décrite en annexe 3 )

- aprés la convolution ( chapitre
précédent ), on étudie une nouvelle
technique de lissage, appelée algorithme de
la médiane, modélisée dans le cas
unidimensionnel cette fois ( A cause de la
complexité de 1l'algorithme, due & sa non-

linéarité ) .
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Sous-chapitre 3.1 :

Factorisation incompléte de matrices-bandes

A ) Pactorisation L.U

Les résecaux des figures 1 et 2 sont dus & H.T.KUNG et
C.E.LEISERSON [21]; le réseau de la figure 1 modélise 1le

produit C = C;.C, de deux matrices creuses structure bande,

a
celui de la figure 2 la décomposition A L.U 4'une matrice-

bande

Le lien entre ces deux réseaux peut s'expliquer ainsi:
pour connaitre les coefficients de L et U, il suffit de
déterminer A' = L + U, en notant L' =L - I , puisque L' et U
sont disjointes. Or A' = A + L'.(I - U), les premiers
coefficients sont calculés directement 4 partir de A puis
réinjectés dans un réseau comme celui de la figure 1 (Cc; = L',

Cy = I- U, A initialise le réseau qui calcule C = A + C;.Cp) .

B ) Factorisation incompléte

Considérons une matrice A ( par exemple issue de la
discrétisation d'un  probléme d'équations aux dérivées

partielles ) ayant la forme symétrique suivante :

x x 0 0 0 x x
x x x 0 0 0 x x
0 x x x 0 0 0 x x
0 0 x x x 0 0 0 x x
0 0 0 x x x 0 0 0 x x
X 0 0 0 x x x 0 0 0 x x
A= Xx x 0 0 6 x x x 0 0 0 x
X x 0 ¢ 0 x x 0 0
x x 0 00 X x O

o
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La décomposition L.U de A utilise un nombre de cellules

g

directement 1ié & la largeur p + rj + ry de la bande de A.
Pour tirer parti de la structure creuse de A ( et éliminer les

processeurs inutiles ), dn peut envisager une factorisation
incompléte [31] : cette méthode, présentée en détail dans
l'annexe 3, est d'autant plus avantageuse que p est grand
( exemple de la matrice du potentiel ). On obtient alors une
décomposition A = L.U - R, od L est triangulaire inférieure de

diagonale unité et U triangulaire supérieure, avec

1.. u, .
1j 13 1
0 si 0 < |i-—jig r, ou ti-—ji} r,+ r,* p

=0 si rl<|i—j‘<r+r2+p

]

rij

Un réseau a mode de connexion hexagonal est proposé
figure 3, sur un exemple, pouf le célcul des facteurs L et U
de cette décomposition ( 1'algorithme itératif 1ié & 1la
factorisation incompléte ne nécessite pas la connaissance de
R ). Le nombre de cellules ne dépend que de r) et rp, et non

de p. D‘autre part, la figure 4 offre la possibilité d‘une

comparaison visuelle entre les deux méthodes .
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Sous-chapitre 3.2

Algorithme de la médiane

Le lissage par médiane est une technique de filtrage -
utilisée en traitement du signal - qui consiste & remplacer
chaque point de 1l'image par 1la médiane a 1l'intérieur d'un
certain voisinage 1local. Contrairement 4 1la convolution du
sous-chapitre 2.4, le lissage par médiane a 1'avantage de ne
pas introduire de nouvelles valeurs dans 1'échantillon des
données...malheureusement, la non-linéarité de 1'algorithme

conduit a des structures compliguées, comme celle de

A.L.FISHER[09]

Nous proposons dans 1l'annexe 2 des réseaux n'utilisant
que des cellules définies au chapitre 1 pour les cas
particuliers od la médiane est prise sur un voisinage de 3 ou
5 valeurs ( application immédiate au lissage d'un tableau &

deux dimensions sur le voisinage de VON NEUMANN

X xix|x x
X x|x|x x
|x X x_i_ﬂ
X X{x[x x
X x|x|x x )
La médiane de 2k-1 valeurs -;l"-"aZk—l s ‘exprime par la
formule
i v oy Lagdebag )
1 k 1 k

Les cellules de base sont définies 4 1'aide des opérateurs A
( minimum ) et V ( maximum ), les réseaux sont présentés

figures 5 et © ( annexe 2 ) .






CHAPITRE 4

TITRE : SIMULATION SEQUENTIELLE
D*UN ALGORITHME SYSTOLIQUE

RESUME : On simule séquentiellement sur micro-
ordinateur ( en PASCAL ) 1°' exécution de
1'algorithme de 1la médiane & 3 et 5
éléments. Cette simulation teste la validité

des réseaux proposés au chapitre précédent .
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Sous~chapitre 4.1 :

Contexte de la simulation

Dans un algorithme comme celui de la médiane ( a 3 ou 5
él1éments ), chaque cellule est active une fois toutes les deux
pulsations; distinguant les cellules paires ( actives aux
pulsations d'ordre pair ) des cellules impaires, on peut
simuler 1'exécution =~ par nature en paralléle - de
1'algorithime systolique d'une maniére séquentielle comme suit:
on fait jouer & un compteur le rdle d‘une horloge, et, a
chagque incrémentation ( chaque pas dans une boucle FOR...DO en
PASCAL ), on active par une boucle interne
- d'abord les cellules impaires

~ ensuite, les cellules paires .

C'est avec cette idée que nous avons écrit un programme
en PASCAL simulant 1l'exécution de 1l'algorithme de la médiane
sur un réseau systolique...pour obtenir un programme de plus
de 200 lignes, alors que la transcription directe de
l'algorithme n'aurait pas nécessité plus de 50 lignes |
L'interdt de la simulation réside bien sir dans la preuve de
validation du réseau gu'elle apporte: le bon fonctionnement de
ce réseau est ainsi établi autrement que par une page

d'écriture formelle suivie d'un dessin comme dans 1'annexe 2 .

Les outils de vérification du bon tracé des réseaux
dessinés sont fort peu nombreux, malgré la tentative [08]
destinée plutdt & fournir un moyen de trouver un réseau-
solution qu'a le vérifier. il peut alors sembler intéressant
de noter que la simulation écrite en PASCAL sur micro-
ordinateur MICRAL 90 a conduit & un programmne n'occupant que
28 K en place mémoire sur les 100 K disponibles par disquette,
et ce pour un réseau comportant 25 cellules actives. On peut
donc envisager de simuler de cette facgon le fonctionnement de

réseaux systoliques comportant jusqu'a 100 cellules actives .



Sous—-chapitre 4.2 :

Listings

Le programme est écrit en PASCAL MT+86; les procédures

sont précédées par des commentaires expliquant leur objet

L'utilisateur rentre 30 entiers, puis choisit 1'un des
nombres 3 ou 5 selon l'algorithme désiré. On donne un exemple
de résultats pour chacun de ces choix :
~ pour la médiane d& 3, six séquences suffisent a vérifier 1la
validité
- pour la médiane & 5, il en faudrait 120, aussi ne donne-t-on

dans ce cas qu'un seul exemple d‘'illustration .
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PROGKvir dlib biade. CEHFUT, QUTPUTL ) 3

Cn LE FROGRaHnE STAULE SEQUENTIELLENMENT LYEXECUTION EN PaRaLLELE DE

L7aALGORLTHELE DU LISSAGE Pak HMEDTaRE

DORNEES .

LET ALGORTTHEL EST DEFINT DANS LE KKk 295

BIUNE SUITE UNIDINMENSIONNELLE DE

LHAaG HaRkRs 1982 .

Uk PROGRAFFE DEVARDE 6 L7UTILISATEUR DE RENTRER UN TABLEAU ENTIER

G CONPOSANTES
UM VOISENAGE DE 3 0U 5 ELEHENTS
LE PROGRAMNE aFFICHE ALORS LE

COUGT W =
N1 = 29
M = w1y
N3 = 27 3
NG =

30 5

28 3

» PULS DE DECIDER 81 L& HMEDIANE DOILT LTRE PRISE SUR

REGULTAT CORRESFOHDANT . )

TYPE TEBD = ARRAY [1..N1 OF INTEGER ;

TEB1 = GRRAY £1..N13
TABE = ARRAY [1..H21
TAB3 = ARRAY . .N32
Va4 = ARRAY [1..N43
VAR A ¢ TaBD
MED3 & TaBa
HEDS

: Tal4 j
CHOLA & INTEGEK ;

OF
aF
o ‘:."
OF

T

TEGER 5
INTEGER
INTEGER 3
INTEGER

G LES FONCTEONS HIN ET HAK DEFINIES CI-DESSOUS CORRESPONDENT aUX

OPLRATIONS ELEHENTAIRES EFFECTUEES EN PARALLELE PAR LES CELLULES

DU RESEAD SYSTOLIGUE %)

FURCTLION MIN
BEGTN
IF $Xi <

(AL, Y1 3 INTEGER) s

1) THEN WlH a=
ELSE MIN g

END

FUNCTION HAX (X2, Y2 s
BEGIN
IF (82§ 72) THEM iax s=

ELSE HAX g=

INTEGER) s

EHD

(v LA PROCEDURE CI-DESSQUS DETER

UNE VALEUR DE La SULTE PAR L IGHE

INTEGER 5
Al
v
INTEGER

Vd
R

RINE LE HODE DYENTREE DES DONNEES j

* )

PROCEDURE LIRETALL (VAR X 5 TaBO) 3

VAR J g
BEGIN

INTEGER 3

WRITELH (*wxx ENTRER LE TAULEAU DES DONNEES

FOR b = 1 10 N DO
BEGIN
READ (XEJ1) ¢
READLN
E N

END

(v LEB DELX PROCEDURES CI-DESHOUS DETERMINENY
GELON GUE LA MEDTAMNE o F1E

DES RESULTATS

(U ENTIERS) #4”) ;

LE HODE D' IHPRESSION

R S NN N S L S I N N I PO e S P
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Tate PROCELURL fikbat Chsch 3 TABO ¢ Valk YREDRS o Tal+ay g

12 Vak Utz Tabt g

123 Vo, URE, VL 3 TaBa 4

14y 3 UR2, VAL BTLVRTL W ¢ Taba :
Vs WA, URS VI, B2, M VR, BRT W2, UL, WR L HRZ, HE, K AR, 3 s ThB4
Pdos s THVEGER

Ve BEGLH

VEGy FOGR T s~ 1 10 W1 LG

1293 BEGIN

130 ALY o= MIN (VATETd vai kv i

131 IF <121 THER

1a2s BT

IEEE : IF (I<{N~1) THEN

1343 . BEGLH

T : UREZEL-11 s MIN CATDIA YATLIH2Y) 5
LT UBET-11 s= NI (YATULI-13,.Vaillle21)
1372 ' END ¢

138 VALT- 13w HIN (WUICL-11, 0208110

189 ERD: ¢

140 LF o022y THEN

T4l BEGIN

T4ds WAL L-ed s= dIN CUALE-21,U301-20) 3

143y IF CECN-13 THEN .

144 BEGIN

14%s VArI-23 = AIN (UILT-23,U401-21) 3
ERT-T B2l I-21 ¢= Max (B1LTI-21,V301-21)
147 ' VRELI-21 g= HIN (URILI-21,URILI-2]
1at BRILI-23 5= MaxX (URILI-23,VR201-2
RN CHEL-21 2s MAX (WILE-23, W20I-21)
160 ERD

151 ERD 3

19 IF <123 THEN

153 BEGIN

1544 XKRVLT-G4 o= MIN CURACI-20, 010111
REET MRELI-31 = HAX (MICI-31,WR1LE-31) 5
ks H20 L33 s+ HaxX (MR201-51,.CHET-31)

1574 XEL-37 = HIN CUBLL-33,U401-31)

1583 END 3

1594 . L CLCN-1) THEN

160 BEGIN

1414 U2EIY s MIN (YATETI.YALEL2D) ¢

1hay URTETD &= MIN (YAILI+13,VATLI+20)

1649 END ; -

164: I o) THER

145 - BEGIN :

146 IF CES-4) THER

i
1) 3
1

1
2

1674 - BEGIN
16t Vil 1]
1694 B1LLI~11
1700 YRIEL-11
173 END ;
17es ' : IF CLIN-2) THER
173 BEGIN
1743 UL -1 g= HIN (YAILI-12, V810131 ¢
17563 URSBET-13 a= HMIN (YATLIZ, YAILI+31)
1743 ’ END

1774 END 3

178 EC (E2a) AND (X<{N-13 2 THEN

179y BEGIN

1803 WL -1 ev Fax (G200 -2 RRAVT D0

g5 WM CUET-10,UBE L1

42
# HAX (WIDI-10, V201112
1

u
k4
"
..... r
4

s= (LN CURTLI-13,URRET-11)
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1o WRALE-20 n= FLW (R Lo 3 URSEE-24
T2 Wil T Toas ML CUELT 21, U200
183 CAUE-20 g= Mia) (WICL-20, Wall-21

185 Ly
168G LF clody THEM
GIi

THG

187

SRS

187

190y Lol
191 Eidly g

T

1Y

TYau

I EST

196 O VOICT #ialiTERANT LE PROGESHHE PRINGIPAL o TRES COURT , 1L AFPELLE
T2 LES PROCEDURES DEFIMIES PLUS HaUT

198

----- sy

g MEA CRALE-33, KRB0 -5810
U I R L TSV T Py W AR I IO 101 S e I

BEGIN

LIRETAERL (ar oy

WIRITE CTENTRER LE NOMBRE 3 OU % SULVANT LY 7alGORLITHEE DESIRE"Y
WRITELM

REALN CCHOIX)Y 3

IF O CHOTX = 3 3 THER

Ca, FlzbBd s
(A, MEDSE)

=08
g
206y il g
“0%s EF ¢ CHOTLE = 5 3 THEN

210y B
P I
2ty PRl RS Ca bEDS )
215 BNy

2145 END

EGILIN
R DTN

3oChALMEDE Y g
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Un exemple d'utilisation de la médiane 3 trois

EMTRER LE NOMERE 3 0U 5 SUIVANT L7TALGORITHHE DESIRE
)

\

AN REGSHLTAT %ax

#* LA MEDIANE ¢ DE 1 2 3 EST 2 %

Pk
r.s
i

® LA MEDIGHE A 3 DE 2 3 1 EST 2 %
LA HEDIANE A 3 DE 3 1 3 EST 3 »
¥ LA MEDIANE A 3 DE 1 3 2 EST 2
¥oLa HEDIANE A 3 DE 3 2 2 EST 2 »
¥ LA MEDIANE A 3 DE 2 2 1 EST 2 %
¥ LA HEDIANE & 3 DE 2 1 3 EST &2 =
* Lo MEDIANE A 3 DE 1 3 2 EST 2
% LA MEDIANE A 3 DE 3 2 3 EST 3 %
¥ LA MEDIANE A& 3 DE 2 3 1 EST @ x
* LA MEDIARE A 3 DE 3 1 3 EST 9 =
¥ LA MEDIANE A 3 DE 1 3 11 EST 1 »
¥ LA MEDIANE A 3 DE 3 1 2 EST 2 «
¥ Lo MEDIANE A 3 DE 1 2 3 EST 2 »
® LA HEDIANE A 3 DE 2 8 2 EST 2 x
LA MEDIANE A 3 DE 3 2 1 EST 2 %
* LA MEDIANH'Q 3DE 21 1 EST 1 %
# LA MEDIANE & 3 DE 1 4 11 EST 1 %
¥ LA MEDIANE & 3 DE 1 1 4 EST 1 »
¥ LA MEDIANE A 3 DE 1 1 1 EST 1 =

¥ Léa HEDIAHE A DE 1 1 1 EST 1 %

o

# LA MEDIANE A 3 DE 1 1 1 EST 1 »
¥ La MEDIANE A 3 DE 1 1 1 EST 1 %
¥ La MEDIANE A 3 DE 1 4 1 EST 1 =
®¥ LA MEDIANE & 3 DE 1 1 1 EST 1 %
¥ La MEDIANE A 3 DE 1 1 1 EST 1 %

* LA MEDIANE A 3 DE 1 1 1 EST 1 x
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Un exemple d'utilisation de la médiane 3 cing

ENTRER LE MOMERE 3 O0U 85 SUIVAHT L7ALGORITHHE DESIRE
9

s REGULTAT somx

P
s
-
.
¢
o
LS
&
—

G %

LA MEDIANE A& 5 DE 3

<

Lo MEDIANE o § DE 4 2 7 % 4 EST
#o LA MEDIAME A& § DE 2 7 9 4 2 EST 4 =
oL MEDIANE A 5 DE 7 % 4 2 8 EST %
BoLA MEDIANE & 8 DE 5 4 2 8 7 EST 85 »
oL MEDIANE A 5 DE 4 2 8 7 89 EST 5 =
ol MEDIAME & 8§ DE 2 8 7 5 3 EST 5 w
o La MEDIAGNE A 85 DE 8 7 9 3 ¢ EST 7 %
¥ LA MEDTAHRE o 5 DE 7 8 5 ¢ 8 EST 7 x
o ba MEDIANE A 8 DE 5 3 9 8 4 EST 5
* La MEDIANE A S DE 3 9 6 4 2 FS8T 4 %
®oLa MEDRTANE & 5 DE ¢ 8 4 2 1 EST 4 %
® LA MEDIANE A& 5 DE 8 4 2 1 3 ES8T 3 w
w LA MEDTANE A S5 DE 4 2 1 3 8 EST 3 x
®ola MEDIANE & &5 DE 2 1 3 8% ¢ EST 3 =
® LA MEDIANE A 8 DE 1 3 8§ & 3 EST 3 %
¥oLA MEDIANE o 8 DE 3% & 3 7 EST % «
LA MEDIANE o O DE S 6 3 7 9 EST 5 x
® LA MEDIAME & & DE & 5 7 9% 8 EST & »

obe MEDIAME & 5 LDE 3 7 8% 8 ¢ EST & =

.
&2
fa
-
G

% LA MEDIaME & 5 DE 7 8§ EST 7 x
% Lo MEDIANE & 5 DE 5 8 & 9 3 EST & x
® Lo MEDIARE & 5 DE 8 & 9 3 9 EST & %
o Lo MEDIANE A 8 DE & 9 3 9 4 EST 5 =

¥ LA MEDIANE & 8 DE 9 3 5 4 3 EST & =

LA MEDIANE & 5 BE 3 % 4 3 3 FS8T 2w






CHAPITRE 5

TITRE : CONCEPTION ET DESSIN DES MASQUES D'UN CIRCUIT
INTEGRE POUR LE LISSAGE PAR MEDIANE

RESUME : On étudie 1l'architecture et 1le comportement
" d'un circuit intégré réalisant l'algorithme de
la médiane 4 3 voisins. On propose un dessin

des masques & l'aide de LUCIE [13]
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Sous-chapitre 5.1 :

Aspect logique

La figure 1 présente le réseau de la médiane & trois
voisins. En nous limitant au cas d'une suite de données
entiéres, nous avons Dbesoin de deux réseaux combinatoires
calculant respectivement le minimum et le maximum de deux

nombres codés sur n bits .

Soit (R) un réseau combinatoire recevant en entrée deux

entiers x] et xp codés sur n bits et délivrant en sortie leur

minimum. On notera

0 n-1 n-1 n-1-i _i
Xy = (xk,...,xk ) = Li=0 ¥k 2 k =1,2

La cellule (Rj) de traitement du i+l éme bit sera de la forme

ordre de comparaison ordre de comparaison a
en provenance de (Ri_li *destination de (Ri+l)
i R, . - .
xi — ( 1) i+l-éme bit
X5 - du résultat

On adopte la solution suivante :

Eli : x3[i] xpli] ordre de
Ezi i Xofi] x10i] comparaison
oi xx[il = (xg,...,xi—l) désigne la troncature aux i premiers

bits de poids fort de Xx - on a Eli + Ezi =1 .
i+l i+l _ 82i ;

(Ri) délivre en sortie Ej = 511 et Ep

1'expression de S;!, est donnée, en omettant les indices, par

S =E E_+E E +
y T E B EE, Lx )
ce qui se simplifie en

S =E E_+ x +
1 p C By v x4+ x,)

ou encore, en utilisant une synthése en portes NOR

S =E. + E_+ X,
1 y P OB x X )

Une expression analogue pour Szl conduit au schema logique de

la figure 2 ( bien sir, Elo = E20 =1) .
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Saus-chapitre 5.2 :

Aspect temporel

Le circuit recgoit en entrée une suite unidimensionnelle

de données (xt)tta o dqui devront étre combinées a 1'intérieur
d'un certain voisinage local. La nécessité de disposer d'une
méme valeur & des instants successifs impose 1l'emploi d'un
registre & décalage, ie d'une suite de latches commandés par
des horloges alternées non recouvrantes ( oy 4 9, )

( figure 3 )

La figure 4a montre alors 1l'ordonnancement temporel Adu
circuit et conduit au chronogramme de la figure 4b. Enfin, la
figure 5 précise 1l'agencement spatial des différentes
cellules: on retrouve bien le schéma de principe présenté

figure 1

note : Cette démarche sera reprise et détailléde en [07], et
complétée par

- 1'étude des entrées-sorties ( communication avec le monde
extérieur )

- la détermination d'une fréquence de fonctionnement & 1'aide

d'une simulation électrique .
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Sous-chapitre 5.3

Dessin des masques

La technique d‘'implantation utilisée est 1la technique
double-bande [03] selon laquelle la hauteur d°une cellule est
déterminée par le nombre de lignes Qd’aluminium qui 1la

traversent entre les lignes d'alimentation .

Le codt de conception est réduit par l'utilisation de
briques programmables, pouvant se connecter a n'importe quel
bit des bus d'entrées qui la traversent: les contacts
effectifs sont réalisés aprés assemblage. On a choisi de

traiter des nombres de 4 bits

On trouvera
- figure 6: le dessin d'une cellule standardisde (Ri), sans
génération de sortie

- figure 7: le dessin de (Ry) tenant compte des
simplifications dues aux relations Elo = E20 =1

- figure 8: le dessin des cellules générant la sortie des
{R;), fonction MIN ou fonction MAX
- figure 9: le dessin d'un double latch horizontal

- figure 10: le dessin des deux latches verticaux
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CONCLUSION

Nous avons abordé dans ce travail trois thémes

complémentaires :
- la conception d‘algorithmes systoliques
- la vérification de leur validité

- la réalisation de ces algorithmes

Cette approche nous améne & mettre en relief les points

suivants

A } La richesse du modéle

Les divers exemples traités montrent que le modéle
systolique combine les deux types classiques de parallélisme :
- le parallélisme dans l'espace : pour calculer une fonction
F, on la décompose en opérations élémentaires pouvant &tre
effectuées simultanément
- le parallélisme dans le temps : lorsqu‘on doit calculer

Fi(x¢), t = 0,1,... on peut commencer le calcul de F(x¢) avant
d‘avoir terminé celui de F(x _j) .

Ces deux caractéristiques permettent, dans la plupart
des cas, d'obtenir des algorithmes en temps réel, ie ol les

résultats sont délivrés au méme rythme que les entrées .

De plus, 1la régularité et la modularité des réseaux
obtenus permettent 1'implémentation sur silicium de
configurations comportant un trés grand nombre de cellules
( de telles tentatives ont été faites 4 1'Université de

Carnegie Mellon ) .

B ) Le probléme de la validité

La simulation du chapitre 4 serait plus convaincante si
elle était cablée. Quoi gu'il en soit, wvu la lourdeur de la
méthode, une justification formelle ( comme celle de 1l‘'annexe

2 pour l'algorithme de la médiane ) reste préférable .




C ) Une lacune grave au niveau de la conception

I1 manque au concepteur un outil wvisant, sinon a
automatiser, du moins a proposer des régles élaborées pour la
transformation d'un algorithme wusuel en un algorithme
systolique. La démarche esquissée au chapitre 1 reste
imprécise, . et 1 'approche analytigue de 1'annexe 1,
satisfaisante pour 1'esprit, apparait beaucoup trop compliquée
dans la pratigue pour pouvoir déboucher sur une construction

effective .

Sans doute faut-il voir 14 1l'explication du faible
nombre d'algorithmes fortement non linéaires qgu'on a pu
modéliser sous forme systolique & ce jour ( par exemple, il
n'‘existe pas encore de réseau sysﬁolique pour un algorithme

aussi usuel que la F.F.T. ) .
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ANNEXE 1

TITRE : * Organisation du calcul en paralléle de

récurrences vectorielles *

On détaille ici les résultats. présentés au sous-

chapitre 2.1 .
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RESUME
On étudie des réseaux composés de cellules élémentaires
permettant de modéliser le calcul en parallele de suites
et de récurrences linéaires & p termes en dimension n .
Pans le cas d'une suite, nous proposons un réseau régulier
d*efficacitd maximale ax * 1/2 qui généralise celui
de. H.T. KUNG [1]. Pour le calcul récurrent nous établis-
sons l1a majoration e ax $ 1/n+1l et nous exhibons un réseau
régulier cylindrigue d*efficacitéd e = 1/2n . Les deux
problémes sont donc de complexité différente dés la dimen-
sion deux contrairement & la similarité observée en dimen-

sion un [11].

ABSTRACT ' -

We study systolic systems, i.e networks of processors
which rhythmically compute and pass data through the
system, for the evaluation of n-dimensional linear sequen-
ces oxr recurrences. For sequences, we propose a regular

network of efficliency e , = 1/2 , generalizing H.T.KUNG [1].

For recurrences, we show that € ax S 1/n+1 and we exhibit
a regular cylindric network of efficiency e = 1/2n. Thus

the two problems share the same complexity in the l-dimen-

stonal case [1] but this is not the case for dimension two

Qr more .,



~-Al.2-

I - INTRODUCTION

Nous disposons de processeurs ou cellules €lémentaires
ayant tous la wéme structure, et pouvant &tre connectés entre
eux. Chague processeur a trois registres

Rx permet de stocker une variable x

Ry permet de stocker une variable Y

Ra contient une variable locale qui sera dans la guite

une entrée de matrice .
Chaque cellule §$ﬁode de fonctionnement semblable & celui du
coeur humain : & tout instant elle absorbe deux variables x R
Y provenant respectivement deg registres Rx et RY des cellules
qui lul sont voisines en entrée, elle effectue une opération
€lémentaire et l'instant d'aprés elle envoie ces variables
X , Y respectivement dans les registres Rx et RY des cellules
qul lui sont voisines en sortie .

Plus précisément, si & l'instant t, la configuration du

réseau au voisinage d'une cellule (C) est de la forme

R'xl }\\\ ,/
~ ,/
~ -~
~ )
~ rd
1% r
B
By

alors, 1l'état de la cellule (C) & 1'instant t+1 est défini par
R := R_,
x X
R t= R , + R_.R
Yy Yy a
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Soit (P) un probléme dcnné ., Notons ¢ (k) 1le temps
nécessaire 4 la résolution de (P) sur un réseau comportant k

processeurs . Une bonne mesure de l'efficacité du parallelismec

est donnée par la guantité 0 (1)

k.¢ (k)

Comme on peut simuler sur un seul processeur en un temps

k.9 (k) ,un algorithme & k processeurs, on déduit que e < |

EXEMPLE [1i1]

Le calcul de la suite réelle y1 = axt 4+ pxi-! , a,b réels

3 partir de la suite de données (xi) + 1 2 0 se modélise ainst

-~ -y
vt Yy
——— e 4 .
b "-Q.——.._._Q____“‘____—‘_
<=, <=,
?:‘ x‘ T‘fl
Pouxr la suite récurrxente réelle x1+l = axi + l.)xi-1 ., avec
"0 1
x et x donnés on a
> ~
- xhet
LN -
o ’ L
s et T b ~—-—-M Q= —r¥ H
] L...d
& *-—.
-3 [

La celiule en pointillé est un processeur de retard .

Dans les deux cas, l'efficacité est e = 1/2 car chague
cellule est active une pulsation sgsur deux . Cette valsur est
optimale car on vérifie aisément qu'il n'est pas possible de
définir un algorithme avec un écart d'une unité entre deux

ité8rés successifs

Le calcul d'une suite a donc en dimension un la méme
complexité que le calcul récurrent . Nous verrons dans la

suite gqu’il n'en est pas de méme pour les dimensions deux ou plu
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ITI - CALCUL EN TEMPS REEL D'UNE SUITE VECTORIELLE .

Soit A,B deux matrices carrées d'ordre n . On souhaite

donner la configuration d'un réseau de 2n2 cellules permettant

de calculer A partir d'une sulte (xi) . 1 =0,1,2, ... de
données vectorielles & n composantes, la suite (yi) 1 = 1,2, ...
définie par yi = ax" + Bxl~1, ce gqui en terme de composantes
s'écrit : n i-1 (o g 4

i +zk=1bjkxk (iz1°, 1<4<n) .

n
y;' =2k=tajkxk

Un tel réseau est proposé pour n = 3 & la figure 1 . Nous
avons explicité quelques pulsations consécutives a& la figure 2

pour le cas n = 2 .

En négligeart 1 temps d'nitialisation qui est de 1'ordre d.
2n, on voit que ltefficacité de l'algorithme est e = 1/2 car

chaque cellule est active une pulsation sur deux .

Le schéma précédent s'étend aisément a4 l'évaluation de la suite

gl L le-D)itp-t (1) i+1 (0) i

+ ... + A + A X" 4+ b
(k)

od les matrices A sont des matrices carrées d'ordre n et b est
un vecteur & n composantes ,Pour cela il suffit d'initialiser
les coefficlents y% a4 la valeur bj . Nous donnons un exemple

de réseau a la figure 3 . L'efficacité est encore e = 1/2 .
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IIT RECURRENCE LINEAIRE A p TERMES EN DIMENSION n .

xt o< oaxtTt o4 oBxtt? 4t ; 1%, x'. 6t donnss .

Nous disposons de 2n2 cellules . Nous pouvons toujours
supposer quelles sont disposées selon n lignes comportant
chacune 2n cellules, et gue chaque x; reste sur la ligne }
au cours de son calcul . Par contre, nous ne pouvons falire

aucune hypothé&se sur la trajgctoire de xgune fols qu'il est
calculé .

Comme 4} s’agit d'un calcul od les sorties sont déli-
vrées au mé@me rythme que les données, l'écart (dans le temps)
i ot bi~3 i i-1 .,

3 3 est le wm8me que celui entre X et X

entre b
b 3

LEMME 1}
{13 xi se calcule aprés tous les x; ed = 1,...,n 1 5 h-1..
i~-1

(11) L'écart dj entre x; et xj est indépendant de j .

Démonstration

(1) Se vérifie aisément par récurrence sur k,h .

(11) s'41 n'en était pas ainsi, la propriété (1) ci-dessus
serait mise en défaut au bout d'un certain temps II

PROPOSITION 2
i i-1 1-2 i
Tout algorithme de calcul de X = AX + BX + b
a une efficacité e < L/n+1). .
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Démonstration

Soit Xi la composante de xi gui est la premiére & se calculer,
et plagons-nous & l'instant ot elle commence & accumuler sa
i-1 .

i-1

i-
- si d < n alors aucune composante de X ou X n'‘est encore

P < i
valeur ; désignons par d l'écart entre X et X

calculée, ce qui est absurde

~ si d = n, notons J l'ensemble des indices j tels gque x§ se

i
calcule en méme temps que x1 . Les xi i € J rencontrent

3

i-2
forcément des X j € I3 car ce sont les seules composantes

de Xl—2 et Xi«l 4 8tre calculées . En conséqguence, Xj'.1 rencontr

1
i~ i~
une composante de X 3 . Comme aucun x* 1 ne sera disponible

i
avant n pulsations , on voit que Xy aura 4 rencontrer au moins

n+l composantes de Xi-z, ce qui est absurde .

Nous avons ainsi montré gque d 2:n+l ce gui entraine

e s

Dans le cas ol nous faisons des hypothéses sur l'ordre

dA'arrivée des bi 1 < j s n dans le réseau, on a la

PROPOSITION 3
(i) Tout algorithme od les b§

dans le ré&seau, a une efficacité

e s 14§+lﬁ/§T) od fu] désigne le plusipetit’entier

supérieur ou égal & u .

entrent en méme temps

i
(i) Tout algorithme ou les bj entrent dans le réseau
& des instants consécutifs j = i,...,n a une efficaci
e £ 2/(G+1)n .

Démonstration

Supposons gu'd un instant on ait dans le réseau r (resp' r')
composantes de x‘i‘”1 {resp xi ) et notons m (resp m' )} le
nombre de composantes de xi-l (resp Xi } gui rencontrent
des composantes de Xi_3‘{resp Xi~2 } . On vérifie gue

m* 2 r'-(n-r) et m 2 r-{(n-m")
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L'application de cette propriété perﬁet d'obtenir une
minoration M du nombre de coefficlents bij que comporte

le réseau et on obtient alors les résultats annoncés en

écrivant M = n2 .

(1) Posons d = n + 4* , d*' < n-1 . On a alors
2n(n-d') = M S n2

d'od d' 2 n/2 . Comme d' est entier, on a en fait

a* 2 lﬁ/il d'od e s 1/d S 1/(n + p/i] ).

(i1) Posons 4 = 2n-q .
- S8t  g~1 S n~q alors g S (n+l1)/2
d'od d 2 {30 1) /2 ce qui entraina-
e s 2/ (3n-y) s 2/(/3 +1)n .

< S4non on a pour les différentes zones du réseau un
nombre de coefficlents bij minoré comme indiqué dans

le schéma ci~dessous ,

x} i
3 q -4 '-fa q
— e 3 . =
L B Sl i e L@ slalie o rad
(L P A y 7}
142 AR 2
L4 "Il 77 / 4 //
2 7 // Ve
& m "7 . / m-q
] P .
. w2y, @) 7,
o~ VA ) 2.,
i s 7/ 7 s+ pAGLagY, °
/ 7 /7 s
4 ;I/ / 4 /s /7 4 4
Y ot d P P4 i
b —3
9 m-q

Figure 4 i
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Oon en déduit que
2 2
=29 + 2(3n+1l)q - (3n“+n) = O

d'on

a £ 3n+l - /30 & 4n +1)/2

Oon a alors

d 2 2n - (3n+1 - V3n° + 4n+1)/2

D' ol
e S 1/d s 2/(/3+1)n

Remargue

q S 2n

La borne 1/ (n+ ﬁ/i‘) obtenue dans le cas ou les b; 1<i<n

eantrent dans le réseau en méme temps, peut 8tre atteinte. Il

suffit pour cela de considérer la généralisation pour n

quelconqgue, de l'algorithme que nous donnons ci-dessous dans

le cas n = 3 |

e R ) S - - | — o xf ot
.~ - 2
xid L >
b, 44 &3, bya
N
S T /4 N :r:'
'If.d S A-tr 3
% oY) &y by4
Co ; :
¢ i [ -
[}
]
[ RS L-—--'

Fiqure 5
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UN MODE D*APPROCHE

Nous allons exhlber maintenant un réseau régulier cylindrique
pour le calcul de la suite récurrente

Xi - AXL"I + BX1F2 + b1 i xu, xl, b1 données

Pour la commodité de l'exposé, nous allons d'abord présenter
un réseau pour le calcul de

v! a axt & Bxttt 4 pd i xig bl donnses

puis nous indiquerons comment ajouter des procesgseurs de retard

pour obtenir un rédseau adaptéd au calcul des suites récurrentes.

Nous adoptons une approche analytique. Plus précisément nous

Supposons que dans le référentiel ci-dessous

A

Figure 6 |

les coordonndes de y; et xi sont linéaires par rapport a i,j.k,t,

ol t reprdsente le temps ; nous supposons (sans perte de
généralitéd), que y; a une ordonnée constante et &gale 3 j . On

a alors

~t+ai+bi t+ci+dk

yi(t} =

i
3 xkit) =

b t+k module n

od a,b,c,d ¢ 2
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Remarquons que a(resp.c) représente le décalage entre

yi et yi+1 (resp. xi et xi ) i de méme b (resp. d) représente
3 3 J i+
le décalage entre i et L (res xi et xi ), 1£j<n-1

Comme par définition du modéle, il s'agit d'un calcul ol les
sorties sont produites au méme rythme que les entrées, et

i i
comme les yj et x, dolivent se croiser, on a nécessairement a=-c

k
Par ailleurs l'efficacité d'un tel algorithme est e =1/ral = 1/!
et, pour la maximiser, nous devons donc choisir a aussi petit

gque possible,

Croisement de y| et x
-

i
En notant t

ik l}'instant du croisement, on a

i i
—tjk+ai+bj—tjk+ci+dk
i

tjk + k = jJ modulo n

ce qui peut encore sg'écrire

i _ (a-c)i + bj -dk

£k 2

j-k modulo n

Comme 1,j,k prennent des valeurs arbitraires entre ! et n,

on déduit que
a-c , b , d sont pairs.
Nous prendrons b = 4 = 2 ,

Ce qui entraine

i ar-cC
jk 2

1 +3j -k = j-k modulo n

D'ot

(1) E%S = 0 modulo n

En notant t;; l'instant du croisement, on a



i i
-t ! = ¢ - k
g tjk + ai + bi tjk + c{i-1) + d

b
Lo -
tjk *k 3 modulo n

En procédant comme précédemment, on dédult que

s, a-C
{2) tt . 3 i+

(X1T]

+ 3~k = j-k wmodulo n .

En combinant les dquations (1) et (2) on déduit que
¢ = 0 modulo 2n

Le meilleur choix possible pour a,c est donc
a = «2n ¢ = 2n .

Finalement lesa coordonnées des cellules portant les coefficients

ajk et bjk sont
i 4 j+k N i J+k-n
t = ' P
Yj( jk) ; yj(tjk) , )

L'algorithme ainsi obtenu est d'efficacité 1/2n ;

nous dornnons & la figure 7  un exemple pour n = 3 .

Pour le calcul récurrent, on adopte la méthode utilisée dans U]
pour la dimension un : on calcule les y; et on les renvoie dans
le réseau apré@s les avoir convenablement retardés. Dans le cas
présent, on vérifie aisément que la ligne j doit comporter

n-3i+! processeurs de retard (cf. figure 8 ).

Nous avong donc exhibé pour le calcul récurrent, un algorithme
d*efficacité 1/2n ; comme nous l'avons vu au paragraphe
précédent, on peut faire mieux mais le réseau obtenu ici a
l1'avantage d’'admettre une immersion réguliére dans un cylindrs,
c'est~d-~dire qu'on peut répartir les cellules sur un cylindre
de mani@re 4 ce que la distance parcourue par un signal entre
deux cellules voigines soit constante. Par ailleurs, notons
que, au ve de la proposition 2, 1l semble difficile de trouver

un réseau régulier plus performant.
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Enfin, cette étude se généralise aisément pour le calcul de

xt = A0} xi-1 A(1) xi-2 (p—l)xi—-p + pt

+...+ A
On obtient un réseau régulier cylindrique d'efficacité e = 1/2n
(r)

avec pour a.
P ik

les coordonnées

j+k+ro

1<4 , k=<n
i Osr<p~1

3

- = = by —bggm - - Bage i gy g g - — = - — s
L
Ll
%, Xy x,
Figure 7
. -
- | o
1 == - -
e R P . e S L Y S P

Xt

Figure §
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ANNEXE

On s'intéresse ici, au calcul de ¥ = Ax1+Bxi"1 lorsgue les
matrices A,B comportent un grand nombre de coefficients nuls,
et on désire alors réduire au minimum, les cellules

correspondant & ces coefficients.

Si A(resp B) est triangulaire inférieure (resp supérieure),
on obtient un algorithme d’efficacité e = 1/2n , en généralisant

la solution exposée ci-dessous dans le cas n=3 .,

cer>
'y

L S W R

Rt i . R

Figure 9
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S1i A et B ont des structures en bande, on cobtient comme dans

le cas triangulaire, un algorithme d'efficacité e = 1/2n en

généralisant celui que nous exposons ci-dessous

Sl e P W

A structure bande (3.2) ; B structure bande (2.4) ; n=5

Figure 10

Cette solution montre que contrairement au cas précédent

(cas triangulaire), on dolt recourir & guelgues processeurs

48 coefficients nuls.
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ANNEXE 2

TITRE : * Systolic algorithms for convolution and

median smoothing *

On détaille ici les résultats présentés aux sous-

3

chapitres 2.4 et 3.2 . '
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RESUME

On étudie des réseaux systoliques, c'est-d-dire des
réseaux composés de cellules élémentairels , ayant toutes
la méme structure , et réguliérement agencées , permettant
de modéliser un probléme de lissage fréquent en traitement
du signal : la convolution d'une image bidimensionnelle
Nous proposons par ailleurs une approche permettant le
lissage par médiane d'une suite.de données

ABSTRACT

We study systolic systems, i.e. networks of processors
which rhythmically compute and pass data through the system
We propose algorithms for the following problems (issued
from image and signal processing )

-2D{two-dimensional) convolution filtering

-median smoothing on the Von Neumann neighbourhood

SYSTOLIC ALGORITHMS FOR
CONVOLUTION AND MEDIAN SMOOTHTNG
R.R. n° 295

Y. ROBERT
M. TCHUENTE Mars 1982




I - INTRODUCTION

The development of very large scale integration
(VLSI) technology has revolutionized computer design ;
the number and complexity of components that can fit
on a chip, has been doubling every one-to-two years.
It is now possible to produce relatively inexpensive,
highly parallel special purpose computing devices, for
the implementation of computationnaly demanding ope-
rations. For these reasons, it is now necessary to
reconsider algorithms, in order to give them a highly
parallel structure which way be adapted to new tech-
nologies. v

In this paper, we present systolic arrays, i.e.
networks consisting essentially of only one type of
simple cells whichrhythmically compute and pass data
through the system, and which are mesh interconnected
in a regular way. This model was introduced by
H.T.KUNG (4] and it has already been applied to
special purpose d?signs in many application areas
£2,3,5,6 1. In such networks, I/0 constraints are
greatly reduced because multiple computations are
performed per I/0 access ; furthermore, high perfor-
mance can be obtained by extensive concurrent and
pipelined use of the cells in the array.

The first step in designing a systolic algorithm
for the computation of a function

X = (X],.-.,Xm)k—#(f1(X),.-.,fn(X)),
consists of putting any fi into the form

(Xe XL, eee,Xs )

Fi(x) = b, + 1 -
i) e P T PR A ir

Yo Gpeeed ey,

one can then look for a network where each cell has r+]

input-lines and rv+1 output-lines.
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- every data-variable xj travels from cell to cell

without changing its value.

- every result-variable Y is initialized at bi; it
travels from cell to cell and, when it meets
a r-tuple {xjx,sz,...,xjr),()],}z,...,Jr)evi,
it performs the partial accumulation.

Yy ¢ % yi+gi (xj yeeeaXe )

nj‘lt"'jr ] Jr

In the sequel, we shall make use of essentially

two types of basic cells

X. X X € X .
in ¢ out 3 out in ,
qug_ (Yign“ Yout® E(xin’yin)
vz
! “in
1] .
X X .
- out Xin
*in Xout — °
— g —> ' Yout Yin

Yout yiQW,u
< Zouts 8 (x )

. . Z.
1n’y1n? in

If a network of k cells solves a problem in time t,,

. .. . T .
we say that its efficiency is e = E%‘ where ty is the
k
time necessary to solve it using a siapgle cell., Clearly,

esl and a parallel algorithm is of maximum efficiency
ife=1. '
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IT 2D CONVOLUTION FILTERING

The algorithms given in H.T.KUNG {41 for the
evaluation of one-dimensional real sequences

yt = axt + bx!7]
or recurrences x' = axl-j + bxl—2 are pipelined in
the following linear arrays
s Y
i+1 Y A
R4 ; ‘
- —— — —~ a i
v _ _ i
X
i-1 A
;i;’]
- T T 5
i+2 f :
& - —t ._J b . _| a _. |¢—delay-
L] ] | ____) processoi
X1—1 Xi
é——.— é—_

Both algorithms are of efficiency e = 1/2 . Clearly,

. . . i i-k
1D convolution (computation of yl = a_kx1+k + ... 1 akx )
and 1D recursive convolution (computation of

i i+k Ji=k i-1 i-h
YT o= a_ X too.. toapx + bly + ...+ bhy )

can be modelized with these arrays , as shown in figure 1

2-1 2D CONVOLUTION

This problem has been solved by H.T.KUNG and S.W.SONG {513
We give here a simpler solution, using only the basic cells
defined in the introduction

Let us consider n infinite rows of data and a k«k
window with weighting coefficients Wigos 1 £ 1i,j £ k

We use k = 3 for purpose of illustration (see figure 2)
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343 window

Figure 2

— — L
xt 1"“ 1“1
1“3
' Q. a - N
.x” %) M T MR S S MRGRN L] ™ o) % I e i
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The problem is to compute

‘K—"‘ﬁ 3 U*j -2 < < ~
2_ 13 X_,3., where 1 r<n and s>0

Our %a51u 1&ea is to compute on each row i the three partial

welghted sums

. —3 L2tk
2+k
53 ek T0 T 2 S
I Vg k i > k=1
J=1 3 j+1

for any three consecutive values X5 T, Xy and Xy

(since each row,except the first and the last one, appears
inNthPee windows) ; then we add the corresponding partial

Sumé . As illustrated in figure 3, we obtain a regular network
of efficiency e = 1/2

2-2) GENERALIZATION

We can notice that our network remains valid if the

weighting coefficients w.. vary from row to row . Indeed,
1]

<

changing our notations and setting

ot Gt

=

We have to compute Y9 = A(l)XJ“1+A<2)XJ+ A<3)XJ+1 where

/‘“"214

LA
a8 = \




> -y

pry !
A (== Qg == Ay ? t t
. - . 4 !
: x,* zitt
=13 xy1 vy &y > ,
5 e b P A
4y ) - 1t
XYy = qy |~ q a ——>| a -
3 2 wo|g 23 { !
.illlll e ¢ y RN?.
. .hMar ey xm.v R .K
[ > - wnP (N -y -
4a ¢ 't “7 34°% 12 i
. &
By = | Ay [ 4, q - - - -
3 u 3¢ R NN e BE. 1Y . ay (== P ag >l ags
- - 3 3
A P < -3 3
457 —to preris x5 Tk - =¥, "
ey It
a3 e Py A, g3 P 14" A“.#Il
- Lo
&y == Ay, | a - P -
) \ @ Qe % P P
\ PP S—— PrINTI—. P, Cray Cmmemnes 3 P S ‘n & Yz & 3 !
7 -
- =P Lote -3 - Y
. i Hf - “r . 208 - - T~
I S 14 Gl e ‘ -3 Phe W = P e fll.xr
<< 3 i P 3" 9 A
f
(E [T ag [T gy dy T A, |w= - '
- < a -
— € -— < | Y e | M | W ] 23 ' :
Kur.u.u 2 e T o™ Alllkm..aw
p 3 N Fuo N-\U
PRI AIJI.,_ . G “ s bl._MIl
1 ' !
” “ cey
R il RS, D w v ws - - = o
\ . ‘
3 ;
)
3
]
.
P

2D CONVOLUTION
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This is a special case of the computation of general

n-dimensional sequences

vl = a(Pmhydep-dy o gDyt (00

studied in [ 7] (the A(k) »0 £ k £ p-1 are nxn matrices and

b is a vector of order n )

REMARK
If the weighting coefficients do not depend on the row,
i.e. ‘Wij = aj sthen we are lead to the cpmputation of
j i j j+i
Y9 = M(a,X + a X’ + a,X ) where
1 2 3
1 1

BIERNN

We then obtain the simpler network of figure 4
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ITT - MEDIAN SMOOTHING ON THE VON NEUMANN NEIGHBOURIIOOD

Median smoothing is a filtering technique widely used
in digital signal and imapre processing, which consists of
replacing each sample in a grid, by the wedian of the




samples within some local neighbourhood. As pointed out
in [1] , median filtering, contrary to convolution, does
not introduce intermediate values not found in the

original pattern.

This problem has already been solved by A.L.FISHER [1]
but the basic cells of the array were rather complicated.
Here we propose algorithms with simpler cells, for the
particular cases where the median is taken ever three or

five values.

Clearly, our algorithm can be applied to the median
smoothing of a rectangular pa%tern, using the VON NEUMANN
neighbourhood.

X X X X X
X X§{Xi1X X
X‘X X XIX
X XX} X X
X X X X X

Our idea consists of expressing the median of Zk-1

values A158950 005801 15 by the well known formula

R . (a. ABL Ao A8y )

iy<i, <<y 1 2 k

where o (resp v) is the minimum (resp maximum) operation.

The basic cells used here, have three inputs, three
outputs, and are defined as follows

t Zi
: n X &—X.
x o x out in
jnm_‘> out v —
v “out yin
P A—— ) b Z —X. VvVy., VvZ.
. t
yout : yln ou in “in Tin
‘z
t“out
¥

In the figures, a missing or z. 1is supposed to be

X: Y.
in’/in in
constant and equal to -«
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|

z.
I“in
x L x Xout ¢ xin
in “out
A : yout ¢ yin
o } .
Yout ! ! Yin Zout ¢ 2_inV(XinAyin)
!
iZout
v

In the figures, a missing x. . or z. i 0s
ig , SSIng Xyo, Yy, OF jn 1S supposed

to be constant and equal respectively to +w y,t* ,and -«

The networks are presented in figure 5 and figure 6.

[}
—y L]
ey —k c———
' 1A —
) [ ]
3 et
)
'
e
) median Y. Q.
v --91~--~.i i, 4004}
[ 9

“a.
.8

- - c.-.-
A v
Lok

: : ’ =< ~-1
' AY v
| S v

]

IV

i

Eigure ) .
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The celll Nlis special

X.
[ in
Y - X X — X. -
out out out in
A Yout ¢ Xin
N
in &—— X. ANZ.
—3 Zout in in
i
{
1Zout
v

The symbols a,b,b',... of the figure, are defined as

follows

&7 854445

b = ai+4Aai+5

DT = Bi4g"8440

¢ = (aj5na5,4085,500(a5,508; 4035, ¢)

c' = (ay,pr85,3085 g dn(ag, 085,508,008 (a5, 08,5085 ,6)

d = 35,3546

A1 = 85,3085, 5

d' = a;,3084,6

€ 7 25433546

e’ T 454345

£= 8542446

1= 3540085,4%85,5

£ = a;,0044y

L O A T P |

h' = (a5, 085,085,300 (@5,0885 085, )0 (85 ,1885,5085, (85,1885, 208; )
Majyqh84430845)

h = 8591854408545

ko= a; ,ra;.0
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REMARK

We can derive from the two preceeding networks , a
recursive computation for the median taken over 7, 9 or

more values . Setting for any positive integers n,k
Fn(al""’ak) - i,<i <..¢i
which we call the n-function of order k

we can clearly express any n-function of order k+1 as a

first degree polynoumial in the m-funtions of order k with m<n

For instance,

F“(al,..»a7): Fu(al,...,au) V'(Fs(a],...,aq)ApgaS,_;.é7))

v (Fg(al,...,au)AFz(a5,...,a7))

Vv (Fl(a],...,aq)AFB(aS,...,a7))
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ANNEXE 3

TITRE :; * Regular incomplete factorizations of real

positive definite matrices *

On donne ici un cadre théorique pour 1'étude de la
méthode de factorisation incompléte; 1l'algorithme
correspondant pour les matrices-bandes a

au sous-chapitre 3.1 .

été présenté
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Regular incomplete Factorlzations
of Real Positive Definlte Maltrices

Yves Robert

Laboratoire IMAG

BP. 53X
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Submitted by Richiurd A. Brualdi

ABSTRACT

We study the classes of matrices which admit a segular incomplete factorization
with respect to any graph sct. We extend the construction to the class of real positive
detinite matrices. The convergence of the basic iteration associated with the splittings
we have is discussed.

1. INTRODUCTION

Norarion. Throughout this paper, L (U) is a lower (upper) triangular
matrix with unit diagonal, and D is a nonsingular diagonal matrix. *

L1

Suppose we want to solve the matrix equation Ax = b, where A is a large
sparse n X n matrix. Chousing a Gaussian elimination would lead us 1o a
factorization A = LDU. But the limitations of the method are the fill-in and
the resulting high cost in terms of storage. To avoid these difficulties we may
consider an incomplete factorization technique to obtain a splitting A = LDU
— R, where the fill-in has been controlled by zeroing previously determined
coefficients in L and U during the elimination (the numerical power of the
method is shown in [1-5]).

L2
Let G be a set of pairs of integers (i, j), with 1 <, j<nand i=j We
denote by &, {9] the coliection of all such sets G.

LINEAR ALCEBRA AND ITS APPLICATIONS

¢ Ebevier Saence Publishing Co., lnc., 1062
52 Vanderbilt Ave., New Yurk, NY 10047 : 0024-3795 /82 /040
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YVES ROBERT
ExampLE.  The simplest choice for G is G = {(i, j)li = jand a,;= 0).

DeriniTioN. A admits a regular incomplete factorization with respect to
G if there exist four matrices L, D, U, and R such that A = LDU — R, with

Li=u,=0 if (i,j)eG, i=j

r,=0 # (i,jJeGori=j

We denote by 9 the set of n X n matrices which admit a regular incomplete
factorization with respect to any G € 5. An element of ¥, is concisely said to
be IF-regular.

13.

In {5] Meijerink and Van der Vorst show that any M-matrix is IF-regular.
In [4] Manteuffel extends this result for the H-matrices; he then constructs a
regular incomplete factorization for symmetric positive definite matrices. The
basic idea is to let A be symmetric and positive definite and write A = D — B,
where D is the diagonal of A; then

1
Al@)=D~ 7B

is diagonally dominant (and thus an H-matrix) for a large enough.

14.

First we give conditions for a matrix to be IF-regular (these conditions
lead us to a new proof of Manteuffel’s result). Then we extend the construe-
tion to the class of real positive definite matrices (not uecessarily symmetric).
Finally we study the convergence of the basic iteration associated with the
splittings we have.

2. CLASSES OF IF-REGULAR MATRICES

2.1
Let A € C™" adniit a regular incomplete factorization with respect to G:

A=LDU-R.
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REGULAR INCOMPLETE FACTORIZATIONS
The following relations hold [4) for l <ign, i+l < jsm

t—1
s

d,=a,~ L Lidyuy,,
Lk}

i-1
lpdﬁﬂrkzl‘»dms it (ji)eq,
L=0 it (ji)eG | (+)
i-1
ud,=a;,- r bidgu,;, if (i.j)eC,
k=1l
u,=0 if (i,j)e G

For § € { € n we define the schemne

d,

. i
(}1,) = computation of { lyandu,, with i+1<j<n.

The decomposition exists iff [9) the coefficients d,, 1 <i<n, in (») recur-
sively defined by the scheme (H,), 1 <i<n, are all nonzevo. Using this
scheme, we make two remrks:

(1) ¥ the factorization with respect to G exists, then it is unique.
{2) I A is synunetric, and if we add the condition (i, )€ G = (Ji)E G,
then U= L!, and R= LDL' - A is symmetric too.

22

Norarion. A € C**" iy written

Aa(all b‘). b,cecn«-]' Eec(n"l))&ln"l).
¢ E

We define

A'=E~ ——ch‘:
u
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A’ is the “Gaussian transform” of A, for one step of Gaussian elimination

gives
Ax( 1 0 )(au 0) 1 b'/ay,
C/au In‘-l 0 A 0 1 '

n-1
Tueorem. Let w be a class of matrices (of any order ) satisfying a given
property, and such that

(T1) A€ w = the diggonal D of A is nonsingular,

(T2) if A€ w and B is obtained from A by zeroing some nondiagonal
coefficients, then B € w;

(I A€w = AEw

Then any matrix of w is IFregular.

Proof. Let us consider A € w of order n and G €§5,. We set

[13] t
ajy by
¢, E

(ab Bi 0 -
= 11 ﬁi - 3 - Al . Rl
n £k 5 0

where 8, [v,] is obtained from b, [c,] by zeroing a; [a,] if (1, )&C
[(i1)€ G). (T1) and (T2) give a{)= 0 and A &€ w: one step of Gaussian
elimination on A, gives

R [ R SR
A={ g
Ul egm L

a

11

n-—1

(1)
xL,(a” %o,

0 A,

From (13), A; € w, so we decompose A, as

(2 0
A2=L2(“22

U,— R,.
0 A, 2T
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REGULAR INCOMPLETE FACTORIZATIONS
Filling out matrices of order n — }, we get

)
ay

A=LL, ag UU, - (R, + R;)
Aa

(obviously L,R,U, = R;), and A, € w.

By iteration we finally have A= LDU-R, L=L,---L,, U=U;-- U,
D=diag(a!P)and R=R,+ - - + R,; and A is IF-regular. ]
2.3. Diagonally dominant matrices

Proposition [4).  Any diagonally dominant matrix A (la,,)> L, ja,}
1 g i< n)is IFvegular.

Proof. Let w be the class of diagonally dominant matrices. (T1) and (T2)
are obvious. Let A be diagonally dominant of order n: the coefficients of its
Gaussian trunsform A’ are given by

, 1
a‘l‘a‘l"'z‘l’;a“aun 2“.]‘ a.

Fixing { > 2, we have

2 2 a,a
Zlam- z “”.._iL_'_!
-2 i=2 4
i=} ie}
n a, n
< Z Iaul*la_'!‘ 1840
=3 -2
i=j A |
thus
n : al .
5 i < Gad=1a.a+ |52 Goul-tau
=2 11}
iej
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or
_19a8yi _|8u0y
la gl e = |a“| a
11 1
Q.
- 1% 1 — ’
S8y a =la;l
11
So A’ is diagonally dominant, A" € w, and (T3) is verified. ]

2.4. H-matrices

ProrosiTion. Any H-matrix A (i.e., any A such that B defined by
b, =|a,|and b= ~|a, |, i = j is an M-matrix) is IF-regular.

Proof. Let w be the class of H-matrices. (T1) and (T2) follow from usual
properties of M-matrices (see [6] for instance). For (T3) we use the following
characterization [6]: :

(*) A is an H-matrix iff there exists a real nonsingular diagonal matrix A
such that AA is diagonally dominant.

Setting
4 .
A=( ' ) d,€R, Ajofordern—1,
4,

the Gaussian transformation of AA is (AA) = A’A,. From the proposition in
Section 2.3 and the characterization (*) we see that A’ is an H-matrix,
thereby establishing (T3). |

3. EXTENSION TO REAL POSITIVE DEFINITE MATRICES

3.1

DermiTion. We denote by 0" the class of real positive matrices.
A €D iff (x, Ax)> 0 for any x € R"\{0), where n is the order of A.
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Remanxs (7).

(i) A€ D" = all the principal minors of A are > 0; the converse is false.
(ii) If A is symmetric, then A € D" & gll the principal minors of A are
>0

Lemma. A€D = A’€D*, where A’ is the Caussian transform of A.

Proof. Let n be the order of 4 € D*. We write

{
A=(“” b), a=E-Lop
¢ E a,

For any X € B" ™ ¥\ (0) and any seal z,

e ().

or equivalently, x(a,x + b*X)-i— X(cx + EX)> 0. Choosing 35 =
~{1/a,,)b'X, we get

X‘(E - -ch')x >0;
LAY
thus A’ €9, .

The lemma shows (T3) is true for D*. (T1) is clearly verified. But the
choice of

4 3 3
A-(S 4 3) snd G ={(1,3),(3,1))
3 3 4

provides a counterexample to (T2) (A € D* —use the remark (ii)—but the
determinant of
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3.2

We extend the definition of an incomplete factorization A = LDU ~ R by
suppressing the condition diag R = 0. We then have the following theorem:

Tueorem. Let A€ of order nand G € §,. Then A admits a regular
incomplete factorization with respect to G: A= LDU — R. Furthermore,

D > 0 and R is semipusitive definite ((x, Rx) > 0 for any x €R").

Proof. Divided into four parts.

First part. A 2 X2 matrix

is semipositive definite iff a > 0, d > 0, 4ad — (b + ¢)* > 0, since

(x,, xz)(z 3)(2) = ax{ +(b+ c)x,x, +dx}

~ btc \? (b+¢)*) ,
—a(xl+~—22—xz) +(d 4a . 3

(and if @ = 0, the result is obvious).
Second part: construction of R;,. We define R, by setting

m=-ay i (@l)e Gi=l,

n=—ay, if (Lje G j=1

=0 if (i,l)e &

n,=0 if (Lj)e G

m= 2 %(l’xﬂﬂ’)ﬂ)»
2 jen

rp=3(nl+inl). j=1

if a=0
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and all the other coefficients of R, equal to zero. The configuration of R is

¥ 3 x
T z
(i
% x)
' (LY RAEN)] T
R, may be viewed as the swn of 2 X 2 matrices )
' f Hind+im)

\
The first part shows R, is semipositive definite.
Third part: First step of the elimination process: 4 + R, € D*. One step

of Gaussian elimingtion gives

dy,tr 1]
A+R,=L,( “0 H Ag)u‘
with @), + 7, > 0 and A, € D" (from the lemma in Section 3.1).

Fourth part: lteration of the process. The same iteration s in the
theorem of Section 2.2 leads to A + i = LDU, where D >0, and R =R,
+ -+ + R, is semipositive definite, which is the required incomplete factori-
zation of A, ' ]

Remanx.  This factorization is clearly not unique: we may compute the
diagonal of R by setting 1, = a, (Ir, |+ |r;D and 1, = B, I, | +|r, ), with &, . B,
real numbers such that 4a, 8, > | (remember “ must be semipositive defi-
nite).

3.2 Process of computation

Let A = LDU - R be the incomplete factorization of the matrix 4 € ¥*
of order n with respect to some G € §,. We use the jecursive scheme (H,),
1 € € n, of Section 2.1 to compute the coefficients of L, D, and U as follows.

(1) Suppose the coefficients related to (H,), k € i - 1, are computed. For
j2i+1 we have

-1 .
a,~ Z lﬁd‘uh + L= "d“ (E)
k=)

§ -

3
Gy~ *Z‘ I.Adk'.‘u* = ud, (E)
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(2) Compute

i=1
_/ Z likdk“k,'"ai] if (i,j)&G,
5T \k-l
0 otherwise,
i1
__/ 3 Lidu, —ay il (51)€C,
= \k-l :
0 otherwise.

(3) Compute 7, =X, ié("}jl+|fﬁ!) and d, =a,, + 5, ~ Dyl ilyd gy,
(4) Compute l; and u,; using respectively (E) and (E) if (ji)€Gor
(i.pe &

Thus we compute the coefficients through the successive configurations

X X xr x x X x x x =x

x X ¥ X X x

X , X x ,
x X x

x X x

Remaek. If A is symmetric, and we add the condition (i, JEG =
(ji)€ G, then R is symmetric too, and U= L',

3.4

EXaMPLE.

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
-1 0 4 —1

0 -1 -1 4

is symmetric, its eigenvalues are 2, 4, 4, 6, and thus A €07, The choice of

G ={(1,3), (1,4), (2.3), (3,4), (3,1), (4,1}, (3,2), (4,3))
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feads to the factorization

1 5 1’0 -4 0
0 1 6 1 0
-4 0 1 ¥ - %
0 ¢ -F% 1 £ 1
11 0 0
1 2 01
e 0 0 O
01 0 1

The eigenvalues of A + R are 5,6,(9 ¢ V5 /2) (A + R hal a condition number
1.7 times as good as A).

4. CONVERGENCE OF THE BASIC ITERATION ASSOCIATED WITH
THE INCOMPLETE FACTORIZATIONS

4.1

Suppose we waut to solve the linear system Ax = b by using a splitting
Aw=M-—N (A and B are nonsingular). The basic iteration associated with
this splitting is defined as follows:

(1) 2 is an arbitrary vector. _

(2) x**? is obtained from x' by solving Mx**! = Nx' + b,
It converges to the solution of Ax = b (for any x°) iff {[8] p(M "N ) <1 (we
set p(X )= max,|A |, A, the eigenvalues of the matrix X).

4.2,  H-matrices
Prorosition.  Let A be an H-matrix of ovder n, and A= LDU ~ R the
incomplete fuctorization of A with respect to C €5, The basic iteration

associoted with this splitting converges.

Proof. The M-matrix B associated with A (see Section 2.4) admits [5] a
regular incomplete factorization with respect to G

B=LDO-R  suchthat p((LDO) 'R)<1.
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Using the recursive scheme (H,), 1 <i < n, of Section 2.1, we see easily that
ILi< L, U< U,{D{> D, and |R| <R.Since L™'=2I ~Land U "' =21 -
U, we have (LDU) 'R} < {LDU) 'R}, and the Perron-Frobenius theorem
enables us to conclude that p((LDU) 'R)<1. ]

4.3.  Positive definite matrices

Provosition. Let A €D be symmetric of order n, and A= LDL' - R
be the incomyplete factorization of A with respect to some G € §,. The basic
iteration associated with this splitting converges.

Proof. Let X be an eigenvalue of (LDL')"'R, and x an eigenvector
associated with A, A is real, since LDL' is symmetric positive definite and R is
symmetric. Then

O0<(x,Rx)=Nx,{(A+R)x) = Az0,
O<(x,Ax)=(1-A}x,(A+R)x) = 1-A>0;

therefore we do have p((LDL') 'R)< L. n

Remark. If A €9 is nonsymmetric, A = LDU — R, the eigenvalues vy
of (LDU ) 'R may have a modulus greater than 1: the choice of

{2 -10
A'(lo 2)

(A€ D" from 3.2) and G =0 gives

- (12 o) | _{ 10 10
L=U=1, D (0 12), and R (-10 o)’

so that (D" 'R)=3{1+ i|=5/2 /6> 1.

44. Conclusion

For H-matrices and symmetric positive definite matrices the basic itera-
tion associated with the incomplete factorization converges for any graph set.
For nonsymmetric positive definite matrices this is not the case; the question
of finding some graph set leading to convergence remains open.

I am greatly indebted to the referee for his helpful suggestions.
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Résumé

Mots—clés

On présente le modéle systolique introduit par
H.T.KUNG pour la conception d'algorithmes VLSI. Orn
propose alors quelques nouveaux algorithmes
systoliques pour le calcul scientifique , notamment
—- 1'évaluation de récurrences vectorielles

- le lissage par médiane

- la factorisation incompléte de matrices-bandes .

Pour l'algorithme de la médiane, on simule son
exécution systolique sur micro-ordinateur, et on

dessine les masques d'un circuit intégré réalisant

cet algorithme

°
o

algorithme, systolique, calcul paralléle, VLSI
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