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- INTRODUCTION






0. INTRODUCTION

La sémantique dénotationnelle ou mathématique d'un langage de programmation

est le nom de la méthode développée par D. Scott et C. Strachey [SeSt71) pour décrire
les concepts qui apparaissent dans les langages de programmation, et consiste a
associer & chaque constructeur syntaxique du langage que 1'on étudie -langage de pro-
grammation- une valeur ou objet mathématique. Cette association se réalise 3 partir
de la morphologie du langage que 1'on étudie (syntaxe abstraite). Ces valeurs ou

objets mathématiques appartiennent & une théorie mathématique, dans ce cas la théorie

des treillis, et c'est cette théorie qui conditionne le méta-langage dans lequel
s'exprime la sémantique du langage de programmation. L'exactitude du méta-langage
est validée par l'existence d'un modéle, c'est-a-dire un objet mathématique existant,
ou qui peut &tre construit, ol sont interprétés les concepts du méta-langage.

A. Tarski [TaA 36] et [TaA 33] propose ce type de schéma pour établir la sémantique
des langages formels selon 1'ordre logique que ceux-ci possédent. Dans la théorie
que présente D. Scott |ScD 72], il est possible d'établir la sémantique du lambda-
calcul, dans lequel 1'ordre est infini, sans réaliser une théorie des types dans ce

langage formel. Cette étude de Scott a &té & 1'origine d'une théorie "mathématique"

du calcul [ScD 70] et de plusieurs développements pour montrer la validité de cer-
taines méthodes de preuves de programmes [4BJ 80). Comme dans toute théorie du calcul

[McJ 63], on trouve une définition précise des fonctions calculables 1Scb 761.

Dans ce travail, nous allons présenter la théorie qui traite des objets
mathématiques ou des valeurs qui sont utilisés pour &établir la sémantique des langages
de programmation avec la méthode dénotationnelle. Ces objets sont les &léments d'une
classe d'ensembles, les ensembles eux-mémes, et les fonctions (continues) entre ces
ensembles ; les ensembles sont structurés par une relation d'ordre et possédent

certaines propriétés spéciales qui les caractérisent comme treillis algébriques,

et que nous appellerons ici domaines de calcul.

Pour donner une idée du point de vue dénotationnel et des problémes qui se
rencontrent (et se résolvent) en utilisant cette méthode, nous verrons la définition

d'un langage qui caractérise les fonctions primitives récursives : le langage LOOP
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[MiM 67 ] [MeRi 67] ; une explication plus détaillée de la définition de ce langage

se trouve en [TeR 76 ], d'ol nous avons pris 1'exemple.

La syntaxe abstraite du langage LOOP est la suivante :

. Domaines syntaxiques :

% € Var variables
E € Exp expressions
I' e Cmd commandes
¥ € Prg programmes
. Productions :
E ::=0 z&éro
| & variable
I succ E successeur de E
r :s:=T 3T séquence
| 51:=2E affectation
| faire E fois T itération
| (M) parenthésage
¥ ::= lire s ; I' ; écrire E

Avec cette partie, nous avons donné la 'syntaxe abstraite" du langage, c'est-a-dire,
les différents ensembles (domaines syntaxiques : variables, expressions, commandes,
programmes) qui devront &tre interprétés, et comment ils sont engendrés par la gram-
maire (productions) du langage. La syntaxe abstraite évite les aspects accessoires du
langage : comment sont construits les identificateurs des variables n'est pas impor-—
tant. Maintenant nous procédons a la définition des objets mathématiques "dénotés"
par les constructeurs du langage (domaines sémantiques) et a la facon dont se fait

1'association (fonctions sémantiques).

. Domaines sémantiques :
v ¢ Val = Nat valeurs = domaines des entiers naturels. ‘
6 ¢ S = Var » Val états de la mémoire = fonctions avec les va-
riables comme domaine et les valeurs comme

codomaine.

. Fonctions sémantiques (Interprétation) :
M : Prg » [Val - Vall]
E:Exp~>I[S - Val]
C:Cmd~>[S » S ]
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Ceci est la fonctionnalité des fonctions sémantiques et exprime 1'idée suivante

la fonction M a comme domaine les programmes écrits en LOOP et comme codomaine les
fonctions des naturels dans les naturels, dans ce cas : les fonctions primitives
récursives. E est 1'évaluation d'une expression E ¢ Exp avec un état de la mémoire
0 ¢ S dans laquelle se trouvent les valeurs des variables qui apparaissent dans E.
Finalement, C associe a chaque commande I ¢ Cmd la transformation de 1'état de la
mémoire que la commande réalise. Maintenant, voyons la définition exacte de ces

fonctions sémantiques a la fagon de la notation lambda([ChA 41],[HLS 721).

{11

(1) MIl[lire 2 3 T ; écrireE]jv = EIE] (C[Hﬂ]oi)

ol g, = A =" ’

1

113
[£9]

=% alors v sinon 0

.si

C'est-a-dire : g, est 1'état initial de la mémoire oii toutes les variables valent

0 (0 € Val) excepté E qui vaut v cet état initial est transforméipar clrn, ec
1'état final est le résultat de cette transformation, dans 1eque1 1'expfession E est
évaluée. Entre les symboles [[ et ]], nous indiquons quel est le constructeur synta-
xique argument de la fonction. Nous présentons la définition de E et C selon les

cas qui apparaissent dans les productions :

(2) Ello)l 0 =0 (0 ¢ Vval)
(3) ElEN o = o(E)

(4) Ellsucc EN o = E(IEN o + 1 (1 ¢ Val)
G CU@)N o=Clrl o

(6) C[U’I;FZ o C[[I‘%] ( [ITII] o)

(7 Cllz:=El o = a5'.5i ' =3 alors EIlH] o sinon o(z ")
(8) Cllfaire E fois I']) 0 = A 3 .81 E[IENl 6 = 0 alors o(z )

sinon (CIITH...CCUTN...CCUTN 6)...)(5)

v fois

i

ot v = EIEN o

Il convient de préciser que les constantes 0 et | qui apparaissent a droite dans les
définitions des fonctions sémantiques sont les valeurs 0 et | des entiers (Val = Nat
dans les domaines sémantiques) ; 1'opération "+" (équation (4)) est 1'opération

d'addition dans les entiers naturels.

Telle qu'a &té définie la sémantique du langage LOOP, il n'est pas

nécessaire que les domaines sémantiques soient structurés ; c'est-a-dire, nous
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avons seulement demandé que le domaine des valeurs posséde deux constantes 0 et 1,
et que soient définies les opérations d'addition et d'égalité (équation (8)) ; par
rapport aux états de la mémoire -fonctions des variables dans.les valeurs-, qu'il
existe 1'égalité dans 1'ensemble syntaxique des variables (équation (7)). Maintenant

nous allons redéfinir le fonction sémantique C pour le cas de 1'itération (équation

(8)) :

Soit JS = Nat x [S§»S] x §
et Iter : JS > S
Définissons Iter de la maniére suivante :

Iter = A(n,$,x). si n = 0 alors x sinon ¢ (Iter(n-1,$,x))

Maintenant, soit
F : lJS+S] - [JS+S]

et F = Af. A(n,¢,x). si n = 0 alors x sinon ¢ (f(n-1,¢,x))

la fonction Iter est un point fixe de la fonction F, c'est-a-dire :

F(Iter) = Iter
Le th€oréme de Tarski (§2.3.1) garantit 1'existence de points fixes, quand 1'ensemble
[JS+S] est structuré (est un treillis complet, §1.3.2) et F est monotone (§2.1.1)
dans cette structure ; de plus, l'ensemble de points fixes posséde aussi la méme
structure. Dans le cas ou F est continue (§2.1.2), nous pouvons définir un opérateur

u, (§4.2.1) tel que p appliqué a F donne le plus petit point fixe de F, c'est-i-dire

Mot ([JS+S] > [JS+S]) > [JS+S]
uF = F(uF)
et (yf) F(f) = £ => uF € f
olu & est la relation d'ordre partiel qui structure 1'ensemble [J§+S] comme treillis

complet.
Avec ces définitions, 1'équation (8) a la forme suivante :

(8a) Cllfaire E fois I'll o = (uF) (EIE] o, CIIrY, o)

I1 est bon de faire remarquer que, dans cet exemple du langage LOOP, nous avons
introduit le probléme du point fixe d'une maniére artificielle ; cependant, le
probléme apparalt naturellement dans les langages de programmation qui possédent

1'instruction "tantque ... faire ... ", ou la récursivité. Nous noterons aussi que

1'ensemble [JS+S] (fonctions continues de JS dans S) est structuré par une relation
d'ordre partiel -définie d'une mani&re naturelle- et posséde les propriétés nécessai-
res pour é€tre un domaine, si JS et S sont des domaines ; cela signifie que + cons-

truit des domaines a partir de domaines, ainsi que x et + (produit cartdsien et



23

union disjointe, respectivement) ; nous verrons cela plus en détail dans les para-

graphes §3.1, 3.2, 3.3. .

Maintenant, nous allons introduire dans le langage LOOP la notion de pro-
cédure, et avec elle, les domaines définis de fagon circulaire. Pour cela, nous
définirons un nouveau type d'expression ~proc(T')- et un nouveau type de commandes
-call £ - ; 1'affectation assigne une dénotation (= ,variable) i ce type d'expression
proc(l), qui est une transformation dans les é&tats de la mémoire. Donc, parmi les
valeurs dénotables par les variables, nous aurons les procédures. Pour réaliser
ceci, nous modifierons le domaine sémantique Val et définirons un nouveau domaine

Proc. Les domaines sémantiques sont définis par les équations suivantes :

. Domaines sémantiques :
Val = Nat + Proc (+ : union disjointe)
Proc = S » §
§ = Var » Val

Dans ces équations de définition des domaines sémantiques, il faut que Val soit
défini de fagon circulaire (récursivement) ; de plus nous avons deux "types" de
valeurs : Nat et Proc. Les fonctions sémantiques E et C interprétent les nouveaux

cas de la maniére suivante :

(9) EIl proc(r) 1l o = Aa*.CIr)l o
(10) Cllcall 2 1] 0 = (a(2 ) |Proc) o

ol (O(= )| Proc) est le résultat de ¢ sur la composante Proc de Val.

Le reste de la définition de E et C reste identique ; il faut seulement prendre
soin, dans les Equations (4) et (8), que la valeur de 1'expression E en o ne soit

pas de "type" Proc.

L'équation (10) est trés proche du cas de 1'application d'une fonction

a elle-mé@me, ce qui peut produire des paradoxes ; par exemple :

g = Ax. si x(x) = 0 alors 1 sinon 0

le paradoxe se trouve quand on veut faire o(o).

Un aspect important de la méthode dénotationnelle est 1'utilisation du
lambda-calcul d'une fagon libre (c.a.d. sans types), ce qui.,, nous 1'avons vu,
peut créer des paradoxes. Dans ce travail, wous présentons une théorie avec laquelle

il est possible d'établir des modéles sémantiques pour le lambda-calcul, et par
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conséquent pour les langages de programmation. Un autre aspect important de cette
méthode est que lorsque 1'objet associé est une fonction, on ne donne pas une
fagon de calculer cette fonction (algorithme) ; au contraire, la fonction se pré-
sente sous forme extensive (c.a.d. 1'ensemble des paires que représente la fonction).
On verra plus clairement cette représentation extensive (et unique) d'une fonction
quand nous présenterons les modé&les (§ 5.4. ). 11 est important de remarquer que

les constructeurs sémantiques que nous avons montrés (fonctions, domaines, opéra-
tions entre domaines, etc..) fournissent une base pour établir des modéles sémanti-

ques concis des langages de programmation [TeR 761].

Pour terminer cette introduction, donnons une idée de la relation d'ordre
partiel qui structure les domaines que nous devons manipuler.

Cet ordre est basé sur une certaine notion d'approximation entre les &léments selon

1'information qu'ils contiennent. Par exemple, si nous prenons les deux valeurs

booléennes : vrai, faux et ajoutons les valeurs indéfini et contradictoire, nous

siurons que vrai et faux sont incomparables, mais contiennent plus d'information
que indéfini, et ces trois contiennent moins d'information que la valeur contradic-
toire. Ainsi, nous représenterons graphiquement le domaine des valeurs booléennes

de la maniére suivante :

T (contradictoire)

faux o . vrai

La valeur indéfinie sera représentée par le symbole L (bottom) et la valeur sur-
définie (dans 1'exemple : contradictoire) par T (top). Avec cette notion d'infor-

mation, il faut que les entiers naturels soient un domaine avec 1'ordre suivant :

Dans le cas de Nat (domaine des entiers naturels), nous pouvons, par exemple,

interpréter T comme la solution de 1'équation :
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c'est-a-dire, le point fixe de la fonction :
f = Ax.x+1

L'idée d'approximation apparait plus facilement dans le cas des fonctions ;

soient fi : Nat » Nat définies par :

f (x) = | 2 six est pair
1
si x =17
L+ (von définie) sinon (x impair et x # 7)
f (x) = 2 si x est pair
2
7 si x =25
5 six=1
L sinon
£ (x) = §2 si x est pair
3
L sinon

les fonctions f et f sont incomparables, mais sont "plus définies" que £ ; nous
1 2 3
dirons que f est une approximation de f et f .
3 1 2

La fonction'la plus petite" de toutes sera :

f(x) = 1 (vxeNat)

c'est-a-dire, la fonction non-définie pour n'importe quel argument.

C'est avec cette notion d'ordre que nous terminons 1'introduction & la
méthode dénotationnelle pour €tablir la sémantique des langages de programmation.
Ce travail est divisé en six parties : dans la premidre, nous présentons les no-
tions générales sur les treillis pour définir les domaines de calcul (treillis
algébriques avec base récursive) ; dans la seconde, nous étudions les fonctions
entre ces domaines de calcul, le concept de continuité, points fixes, et nous pré-
sentons une classe de fonctions qui définissent ces domaines, ces fonctions sont
idempotentes et nous les appellerons ici "rétracts" & caractére fini; la troisiéme
partie montre la construction de domaines de calcul & partir d'autres domaines de
calcul, ces nouveaux domaines étant le produit cartésien, 1'union disjointe, et
1'exponentiation entre domaines de calcul ; cette derniére -1'exponentiation- est
1'espace des fonctions continues entre deux domaines. Puis, dans la quatriéme par-
tie, nous donnons une série d'opérateurs associés aux concepts des langages de pro-

grammation, et parmi ces opérateurs nous trouvons les opérateurs de point fixe,
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opérateurs (rétracts a caractére fini) qui définissent les domaines obtenus dans
la troisiéme partie, et les opérateurs qui produisent des domaines de rétracts a

caractére fini (c.a.d. qui établissent un '

'calcul" de rétracts & caractére fini) ;
dans la cinquiéme partie, nous définissons les domaines réflexifs avec le concept
de connexion de Galois, et nous donnons la solution d'é@quations (circulaires) de
domaines ; enfin, dans la partie 5.4., nous exhibons un modéle ol sont valides
les concepts présentés dans le développement de ce travail ; la sixiéme partie

essaie de résoudre le probléme de trouver des domaines de fonctions qui satis-

font des équations en vue de donner une sémantique des types abstraits.
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ChaPITRE 1.
DOMAINES
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1. DOMAINES

Comme nous 1l'avons déja mentionné dans 1'introduction, les ensembles
d'objets que nous manipulons sont structurés par une relation d'ordre partiel.
Dans ce chapitre, nous donnons la définition de différents ensembles avec ce type
de relation, sur lesquels nous exigerons certaines propriétés, pour arriver aux

domaines de calcul, qui seront des treillis algébriques avec une base récursive.

1.1 Définitions préliminaires

1.1.1. Ensemble_partiellement_ordonné (e.p.o.)

- e e v an o D e - v P - - -

Un ensemble partiellement ordonné est une paire (P,=), ot P est un en-

semble non vide, et € une relation binaire dans P qui satisfait les conditions

suivantes :

(i) (a) [acP => a € a] réflexive
(ii) (ya,b) la,bcP => (a= b AbE a=>a=b)] antisymétrique
(iii) (ya,b,c) la,b,ceP => (a €EbAbEc=>a¢t c)] transitive

On représentera le fait que deux é€léments x et y ne sont pas en relation

C(x=y) A T(y=x)) par xlly, et on dira qu'ils sont incowmparables,

e m e v A G B e e e W B S S e

Un ensemble totalement ordonné ou chaine est un ensemble partiellement

ordonné, ol = satisfait de plus :
(iv) (ya,b) la,beP => a ©bvhbe al f totale

Comme exemples d'ensembles part.ordounés, nous avons les parties d'un ensemble A
(P(A)), oii la relation est 1'inclusion ; les entiers naturels, oii 1a relation est

1'ordre canonique ; ce dernier est aussi une chaine.

1.1.3. Majorant_{minorant)

B o L X R i i

Soient (P,%) un e.p.o.et Q € P ; meP est un majorant (minorant) de Q,

s'il existe, et 1'on &crira Q cEm (m< Q) ssi

(ya) [qeQ => q = m (resp. m= q)]
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et 1'on dira que Q est borné supérieurement (resp. inférieurement).

1.1.4. Borne_supérieure_(borne_inférieure)

Soient (P,=) un e.p.o.et Q < P ; beP, s'il existe, est borne supérieure

(inférieure) de Q ssi
(yp)[peP => (bep(resp. p=b) <=> Q=p(resp. pcQ))]

c¢'est~-a-dire, la borne supérieure (inférieure) d'un sous-ensemble d'un e.p.o. est
le plus petit (grand), s'il existe, des majorants (minorants) du sous—ensemble.

On notera la borne supérieure (inférieure) d'un ensemble Q par LIQ(Q).

Lxemple : Soit (P,=) 1'e.p.o. suivant :

/‘/.

L

b (i‘ e

ety

g)
o
o

soient Q = {¢,d} et R = {c¢,d,e} ;
les majorants de Q sont : a, b, e ; et de R : a, e ;

la borne supérieure de Q(JJQ) n'existe pas et LR = e

- o - - - - = - - _ - ke - . - - - -

Les trois théorémes que nous donnons ci-dessous sont conséquencé immédiate de la
définition de borne supérieure (ils sont valides aussi, en faisant les changements
nécessaires -'"principe de dualité"- pour la borne inférieure). Le premier et le
second théoréme expriment 1'unicité et la minimalité de la borne supérieure ; le
troisiéme, conséquence du second, la relation qui existe entre 1es bornes supé-

rieures de deux ensembles, l'un étant sous-ensemble de 1'autre ; le quatriéme,

dont nous donnons la démonstration, exprime la distributivité de 1a borne supérieure.

Nous supposons que les bornes nécessaires existent.

Théoréme 1 : [(P,®) e.p.o. A X ©¢ P => ||X uniquel

Theoréme 2 : (¥x) (3y)[(P,=) e.p.o. A xeX CPAyeY cPAxEy=>|Kcl]

Théoréme 3 : [(P,=) e.p.o. A XcPAYcPAXcY =>|KXc|lY] ’ .

In

Théoréme 4 : [(P,=) e.p.o. AR

P(R) => LYY = LHLIX|XeR}]
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Démonstration :

Wy)lye U¥ => (IX) (XR A y £ |[X)]
par conséquent (théoréme 2) :
LIGUE) = LHLIX|XeR)
WX)[XeR => | X £ U(GUeX)1  (théoréme 3)
par 1la minimalité de 1a borne supérieure (définition-théoréme 2), on a que :

LHLIX|XeR]} = LG YeX) cqfd

1.2. Dirigé. La notion d'Approximation

L'idée d'approximation que nous avons mentionné dans 1'introduction est
représentée par les ensembles dirigés. Dans ce paragraphe, nous donnerons sa défi-

nition et quelques notions qui dérivent de ce concept.

Ve e o P B e D -

Soit (X,€) un e.p.o. (non vide), X est un ensemble dirigé ssi

WY)@y)Y fini A Y € X A yeX => Y £ y]
autrement dit, un ensemble est dirigé quand tout sous—ensemble fini de 1'ensemble
posséde un majorant dans cet ensemble.
Exemple | : toute chaine est un ensemble dirigé.

Exemple 2 : dans 1'e.p.o. (P(X),c), P(X) est un dirigé pour n'importe quel ensemble
Lxemple £

X3 Po(X) = {Y]Y fini A Y ¢ X} © P(X) est aussi un dirigé.

La notion d'approximation est exprimée de la maniére suivante : soient

(P,£) un e.p.o., X ¢ P (X dirigé), et zeP ; on dit que le dirigé X est une appro-

ximation de z, s'il existe iLIX et de plus z = X,

Exemple 3 : PE(X) dans 1'ex. 2 est une approximation de X, puisque

A e e Gk G Tk 8 Ted e A T B T W G A D o WS B D R R L e e e b o b m -

Une autre notion intéressante est 1'approximation exacte, que 1'on donne 3 travers

le terme d'élément non-isolé ou accessible ; c'est la suivante :
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Soient (P,=) un e.p.o. et xeP,

x est non isolé <=> (IX)(IX)[X < P A X dirigé A x = X A LIX ¢ X].

Ce type de dirigé, oli la borne supérieure n'appartient pas au dirigé s'appelle

dirigé intéressant [StJ 77] ; cela signifie qu'une approximation a une limite
g g q PP

~

qui est a l'extérieur d'elle-méme : 1'élément accessible. Un dirigé intéressant

ne peut étre fini, puisque : X dirigé A X fini => [[XeX.

Exemple : Dans les rationnels avec 1'ordre habituel, (§,<) est un e.p.o. ol tous
les éléments distincts de zéro sont accessibles ; un dirigé intéressant pour chaque

rationnel q est :

{0, 1q, 2q, ... ngq, ...}

2 3 n+!

Le lemme que nous allons présenter est un résultat de T. Iwamura [IWT 44] ; ce
lemme garantit la décomposition d'un dirigé infini en une chaine de dirigés de
cardinalité plus petite que le premier. Son &noncé est la suivant ([GrG 78],

[MaRo 76l)

X dirigé infini A |X]| = a

=> (3R) X = JUp¥

AR ={X {X dirigé A y<al
s g8 A Y

A (y<b<a => XY < Xd)

A (y<a => IxYl<a)

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce lemme, que 1'on peut trouver en

[MaG 76] pp. 54-55. Ce lemme permet que des propriétés ou définitions qui se basent
sur les chaines, soient aussi valides pour les dirigés, dans certains contextes.
L'inverse est toujours valide puisque toute chalne est un dirigé. Comme exemple
d'application de ce lemme, nous aurons le cas de continuité dans les fonctions
(§2.1.2., lemme 3).

. et e o e B . Bt . - e Wt . e S M SR W e M - e e o -

([Sep 721, [sty 771, [MaG 771).

Nous allons présenter maintenant la notion de partie essentielle (ou relativement
compacte) que nous écrivons x<<y (x est partie essentielle de y ou x est relative-
ment compact & y), qui est liée a4 1'idée d'approximation de 1'information. La défi-

nition est la suivante :
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Soit Ay = {Y|(P,=) e.p.o. A Y dirigé A Y C P AyeP Ay E (Y]

c'est-a-dire, Ay est 1'ensemble des approximations de y ;

Soit xeP ; alors
X<y <=> (VY)(3Z)[Y€AY A zeY => x & z]

Cela signifie que, dans toute approximation de 1'é&lément Yy, i1 y a un élément qui
posséde une information égale ou supérieure a'x, et donc 1'information que contient

x est "partie essentielle' de y.

Exemple : (R,<) e.p.o. -les réels avec 1'ordre habituel- H

on a : x<<y <=> x3y A xfy, yx,ycR

1.2.5. Element_isolé, ou_compact, ou fini

- e - - o e B e o . o - - e e e o

La notion (quasi-) inverse a celle d'éléments non-isolé ou accessible (§1.2.2.)
est la suivante :

X est isolé (ou compact, ou fini) <=> x<<x

Exemple 1 : Dans (N,<), tous les é&léments sont compacts.
Exemple 2 : Dans (R,<), il n'y a pas d'éléments compacts.

On a ; x est isolé => T(x est accessible) ;

1'inverse n'est pas vrai, sauf dans les treillis continus que nous verrons plus
loin (§1.3.4.).

1.2.6. Propriétés de la_relation_partie essentielle (<)

- - - - R R R R R e ueh-S ol el G e

Cette notion de relativement compact ou partie essentielle, établit une relation

entre les &léments d'un e.p.o. Cette relation satisfait les propriétés suivantes :

Soit (P,£) um e.p.o.
et soient xl,...,xn, y,2¢P, on a :
a. x<<y =>x ey
b. x<<y A y e 2z => x<<2z
c. X E y A y<<z => x<<z
d. X<<y A y<<z => x<<gz

e. y =l{x ,...,xn}A X <2 AL AX <<z => y<<g
1 1

Nous ne donnonspas ici la démonstration de ces propriétds.
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Pour terminer cette présentation sur les dirigés, remarquons qu'un
dirigé est un ensemble non vide, et qué tout ensemble d'un seul élément dans un

e.p.o. est un dirigé.
1.3. Treillis

Jusqu'a présent, plusieurs définitions et propriétés que 1l'on a données
dépendaient de 1'existence de bornes supérieures ou inférieures dans la structure

de 1'e.p.o. Les treillis sont des e.p.o. qui garantissent 1'existence de ces bornes.

1.3.1. Treillis_(simple)

Soit (P,E) un e.p.o.,
P est un treillis <> (VK)[X < P A X fini => [|XeP A [XeP]

Exemple 1 : Les entiers naturels et les rationnels avec 1'ordre canonique sont des

treillis.

L'e.p.o. de 1°' exemple en §l.1.4. n'est pas un treillis.

Exemple 2

1.3.1.1. Les treillis comme algébres

Etant donné que, dans un treillis, la borne supérieure et la borne
inférieure existent pour tout sous—ensemble fini, on définit deux opérations bi-
naires (totales) -u et n (union et intersection)- dans 1'ensemble qui posséde 1la

structure de treillis, comme suit :

Soit P un treillis,

]

vyx,yeP, xuy = [[{x,y} union

xny

Mx,y} intersection

De cette fagon, on a défini une algébre dans 1'ensemble des &éléments du treillis,

ou les opérations sont 1'union et 1'intersection.
1.3.1.2. Propriétés des opérations d'union et d'intersection

Soit P un treillis, yx,y,zeP,

a. xUx = x idempotence
b. xuy = yux commutativité
c. xu(yuz) = (xuy)uz associativité
d. xu(xny) = x absorption

Ces propriétés sont aussi valides quand on échange u et n.
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- - - - on - -

Quand la borne supérieure et inférieure existent pour tout sous-ensemble

dans un e.p.o., on dit que l'e.p.o. est un treillis complet ;
q p

Soit (P,£) un e.p.o.
P est un treillis complet <=> (YX)[X < P =>[XeP A [XeP]
En particulier, on a |IP et [P, qui sont dénotés respectivement par T ("top") et 1

("bottom").

Exemple | : si 1'on ajoute ® (comme T) aux entiers naturels, on obtient un treillis
» ]

complet avec 1l'ordre canonique.

Exemple 2 : les rationnels ne sont pas un treillis complet ; il manque les bornes
supérieures des approximations des irrationnels ; c‘est-a-dire, les bornes sont
les irrationnels.

Nous identifierons un treillis complet P de la fagon suivante :
P(=,1,T,ULM).

Le théoréme suivant exprime qu'un treillis complet est caractérisé par 1'existence

de la borne supérieure,

Théoréme :

Soit (P,e) e.p.o.
(YX)[X < P A LIXeP => P est un treillis complet]

Démonstration :

]

Soit Y = {y|]y € X} (1'ensemble des minorants (§1.1.3) de X)

{z|Y = z} (1'ensemble des majorants (§1.1.3) de Y)

et soit Z
par la définition de la borne supérieure (§1.1.4), on a que ;.

Lye zaAYELNY

mais,
Xcz=>|lf¥eX
donc Ly =X
en particulier ¥ =1 cqfd

1.3.3. Sous-treillis_(complets)

Un sous-treillis est un sous-ensemble d'un treillis complet qui est a

son tour un treillis complet, avec la méme relation d'ordre : c'est-a-dire, si
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P(E, L, T, LLID, S(CE,L",7",U', (1) et S < P, alors S est un sous-treillis (de P).
Les primes dans le treillis complet $ indiquent que les bornes (en S) des sous-
ensembles de S peuvent &tre distinctes des bornes des mémes sous-ensembles en P.

Plus précisément, la relation entre les bornes de P et S (en P) est la suivante :

.LeE AT BT
WX)[X c S cP=>|XellI'SAfXe MNx]
Exemple : Py(<,d,N,L,M)
P, est l'ensemble des parties des naturels (P@))
. S est 1'inclusion comme relation d'ordre partiel
. @ 1l'ensemble vide est 1
. N 1'ensemble des entiers naturels est T

.U XX € PQ) => LK = Uox]
LUK © PA) => X = A x]

In

Si on enléve les ensembles infinis d'entiers en P,> sauf 1'élément T, on obtient

un treillis complet Pog(c,@1,L1",M), ou

U WX X
(W)X ¢ ow A X infini => [I'X = T]

In

.. i
Ruf A X fini => |J'X xLeJXx]

On a alors que ow est un sous-treillis de Py, et pour quelques cas dans les sous-
ensembles infinis de Eﬂf’ la borne supérieure n'est pas la méme dans les deux treil-

lis. Prenons par exemple :

X< Py < Py

et X {XfIXf fini A [xeXf <=> x est pair]}
on a
U'X =7

et X = {x|x est pair}

Prenant en compte cette différence entre les bornes d'un treillis et celles du

sous-treillis, on note trois cas ([SaL 771, [MceN 791) :

Soient R(5,1,T;1LID, S(=,1",7",1/,M"), S cR
a) S est |J-fermé <=> (WX)[X ¢ S => [|'X = |[X]
b) S est M-fermé <=> (W)[X ¢ S => [1'X = []X]

I

In

c) S est de caractdre fini <=> (yX)[X c S A X dirigé => ||I'X = |)X]

Dans 1'exemple, P

wg est [-fermé.
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- . o " n o - -

Soit le treillis complet C(=,1,7,ll,[1),
C est continu <=> (Yy) yeC => y==H{XIXEC A x<<y}

Cette définition garantit que tout &lément d'un treillis continu est un &lément

accessible (ou limite) ou est un &lément compact (ou isol&), formellement :

Soit C(=,1,7,LL'D continu
et soit RC(y) = {x|xeC A x<<y] (VyeC)
on a : RC(y) dirigé d'aprés §1.2.6.e.,
yeRC(y) <=> y compact,
y¢RC(y) <=> y accessible (ou limite)

Exemple 1 s R (,0,7,U,M i R’ = {r|reR A rz0} v T

est un treillis continu ; le seul élément compact est O.

Exemple 2 : Rmf tel que défini au §1.3.3. -exemple, est un treillis complet qui n'est
pas continu, puisque 1l'unique é€lément accessible est T, et l'unique &lément compact
est L. Les autres éléments, c'est—-d-dire les ensembles finis non vides de naturels
(en Puf) ne sont ni accessibles ni compacts). Il est clair que ces éléments ne
peuvent pas &tre accessibles (limites), puisque tout ditigé tel que la borne su-
périeure soit un de ses éléments est un dirigé fini, et par conséquent, la borne
supérieure appartient au dirigé (non intéressant) ; ils ne sont pas des &léments

compacts (ou isolés) puisque :

(¥x) x € me A XEL A XET,
définissons

X = {ylyepbf AyET A yox =@ )
alors :

X dirigé A x & LX =T A x£X
1.3.5. Treillis_algébrique

Soit le treillis complet A (=,1,T,L4,01),
A est algébrique <=> (yy)lyeA =>y = [H{x|xeA A x<<x A x € y}]

Cela signifie que tout &lément d'un treillis algébrique est la borne supérieure
des Eéléments compacts qui sont inférieurs a cet é&lément ; par conséquent, on

dira que les &léments compacts sont 'denses' dans un treillis algébrique.
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La définition de treillis algébrique satisfait la définition de treillis
continu, puisque : X<<x A X £ y => x<<y, Mais on peut donner une condition-suffi-
sante sur les treillis continus pour qu'ils soient algébriques [Sal 771, cette con-

dition est que la relation de partie essentielle (<<) soit bien fondée, c'est-a-dire

Al by g Degy<oxg A xpyy x5l

Lemme 1 : C(=,1,T,LL[D continu A << bien fondée

= C(2,1,T,U,[D algébrique

Démonstration :

Supposons que C ne soit pas algébrique et soit G 1'ensemble des éléments de C

qui ne sont pas engendrés par des compacts, c'est-a-dire,
G = {y]yeC n y#{x|xeC A x<<x A x = y}}

Soit y' un &lé&ment minimal en G (<< Dbien fondé)

y' = [RC(y') A RC(¥") = {x']x'eC A x'<<y'} (C continu)

y' = LR' AR' = RC(x") (t.4, §1.1.5)

X'gRC(y')

n
]

Soit R = {v]v
et y' =|R (§1.2.6.e)
y'ea => (gv")[v'eR"' A T(v<<v)]

zuz' A zeR' A z'¢R'} U R', R est dirigé

v'eR' => v'eRC(x') A E'ea (pour quelque x')
mais E' e y' oA _’5'*3"

donc y' n'est pas minimal, et << n'est pas bien fondée. h ' cqfd

Exemple : RDQi,wJN,LLﬂ) est un treillis algébrique, avec

A) x est compact (ou isolé, ou fini) si x est un ensemble fini de naturels ; en
effet :
Soit xePy, x un ensemble fini de naturels et soit XcP,, X dirigé, x = X = ngy'
On a deux cas :
1) X fini => | |XeX,
donc il existe yeX (c.a.d. y =|X) et x = y
2) X infini A x fini (c.a.d. |x| = p<w) A xgygxy
=> (3yi)(i=l,...,n)[yiex A xgu{yl,...,yn}]
A X dirigé => (Fy")Ily'eX A U{yl,...,yn}gy']
donc il existe y'eX et x E y'

alors x est compact (x<<x).



39

B) x est accessible (ou non isolé, ou limité) si x est un ensemble infini de
naturels ; en effet ¢
Soit x<P,, un ensemble infini de naturels
et soit X = {y|y est fini A y & x) = {y|ly<<y A y = x],
on a :
X dirigé A x = LIX A |IX¢X

donc, x est accessible.

Nous appellerons les treillis algébriques domaines ou domaines & caractére fini,

puisqu'ils sont "engendrés" par les éléments finis (ou compacts).

Terminons ce paragraphe avec le lemme suivant :

Lemme 2

e o o

Soient, . A(5,1,7,(},[D domaine (treillis algébrique) ;
. Al

. F
X

au compact x.

{x|xeA A x<<x)} les &léments compacts de A ;

[}

{y|lycA A xeA' A x = y} 1'ensemble des &léments plus grands ou égaux

Alors : (1) Fx est un domaine (treillis algébrique)

(2) (vA")[A"cA => {1} v (ng"Fx) est aussi un domaine (treillis algébrique)|

démonstration : (nous donnons seulement la démonstration pour (1) ~FX*, puisque

celle pour (2) est identique).

Soit  yeF_c A

alors y =|fz|zcA' A z =y} (puisque A est un domaine)
‘et y = yux = U{LkizeA' Az Ery}, x} (puisque x £ y)
y = Li({z]zeA' A z = y} v {x}) (7.4, §1.1.5)
y = u(ng' NzE y{z,x})
y = Uz, x}|zeA" A z = y} (v 4, §1.1.5)

mais Li{z,x} = zux est compact (puisque x<<x A z<<z => XUz<<XUZ
de §1.2.6, ¢ et e)

de plus U{z,x}ch (puisque x = zux = |H{z,x}) cqfd.

- - ey o B - -

Un type de domaine (ou treillis algébrique) "simplifié" est le treillis

plat, qui est défini de la fagon suivante :

F(=,1,T,u,[T) est un treillis plat

<=>(yx) (Yy) [xeF A yeF A xty A x#L A x#T A yEL A y#T => x ¢ y A y # x]
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c'est-d-dire, tous les éléments distincts (et différents de L et T) sont incompa-

rables ; on obtient le graphique :

,‘f». € re (L,7,f£,f',...€F)

On peut observer que dans un treillis plat, tous les &léments sont compacts. C'est
une facgon de transformer tout ensemble F en un treillis algébrique : il suffit

d'ajouter 1 et T ; aussi on appellera L et T &léments impropres. Il est & noter

que le treillis plat F est un sous-treillis du treillis -algébrique lui aussi-

P(F) ; de plus, il est [|-fermé.

1.4. Base - La notion d'élément calculable

Nous donnons maintenant le concept de génération d'un treillis 3 partir

d'un sous—ensemble de celui-ci.

o - b . e

Soit P(=,4,T,lI,[) et BcP ; on dit que B est une base du treillis complet P ssi

(yx) [xeP = (1) (3B")[B'cB A x = [[B']
(2) (Vb)(yb')[beB A b'eB => bub'eB]]

si la condition (2) n'est pas satisfaite, on dira que B est une sous-base de P.

Comme conséquence de ces conditions, on déduit le lemme suivant :

Lemme : B base A B' = {b|beB A b & x} =>B' dirigé et x = LB’

Exemple : en Pu%, une base est 1'ensemble ow moins 1'élément T, et une sous—base

est constitude des ensembles d'un seul &lément et du vide (1).

1.4.2. Base dans un treillis continu

- e - A am e e e A A o M . e

Si le treillis est continu et posséde une base, on a le lemme suivant :
“EI0€ F (2,1, 7,10, continu A BeC A B base
=> (yx)[xeC => x = {{{b|beB A b<<x}]

Démonstration :

C continu => YxeC, x = U{ylyec A y<<x}
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et B base => yxeC, x = |HLHb|beB A b © y}|y<<x} ;

par le théoréme 4 (§1.1.5), on a :

[

LH{IHb|beB A b = y}|y<<x}

LG Y, tblb = yh

L{b]b = y<<x}

X

]

[}

par les théorémes 3 et 1 (§1.1.5),

x = L{b|b<<x} cqfd

Cela signifie que tout €lément xeC est la borne supérieure des éléments de la

base B<C qui sont partie essentielle de x.

Exemple : les rationnels positifs (Q+ = {q]|qeQ A q=0}) sont une base du treillis

continu des réels positifs GR* = {r|reR A r20}ut)

1.4.3. Base_dans_les_treillis_algébriques

R R R T T R R~ RPN P PP X = Pg =PI peo-Puagped

Dans la définition du treillis algébrique (§1.3.5), tout élément du
treillis est la borne supérieure des compacts inférieurs a cet élément ; cela
signifie que 1'ensemble des compacts est une base du treillis algébrique. Le lemme

suivant nous dit que cette base est minimale.

Lemme : Soient A(=,1,7,l,M) algébrique,
et C = {x|xeA A x<<x}
et B une base de A,

alors CcB

Démonstration :

]

(Wx) xcA => x = UBx A Bx = {blch A b<<x} dirigé
(yx) xeC => (36')lb'eBx A x € b'] (puisque x<<x)

x =B =>x = Db'eB_cB ’ cqfd
x x—

1.4.4. Bases_récursives ([Vul 741])

e e el L R R - e D Aepuiiy A

On dit qu'une base B d'un treillis P(=,1,7,I),[1) est une base récursive

s8i ¢

(1) B est en bijection avec un sous-—ensemble récursif I (kN) des entiers

naturels ;
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et (2) la relation ternaire JeIxIxI, définie de la maniére suivante :
n,m,k)eJ <=>b ub = A €B
(n,m,k) VP = By A bosb Dby
est aussi en bijection avec un sous—ensemble récursif des entiers naturels.

De cette fagon, on a imposé une énumération (un ensemble récursif d'indices) aux
léments de la base ; c'est-a-dire :

é
B

{bilbi€P A i€l A I récursif} est la base. De plus, le probléme de décider si
bi E'bj ou biUbj = bk est décidable ; dans le cas ol les ensembles I et J sont ré—
cursivement Enumérables, ce probléme de décision est semi-décidable ([paM 58 1,

[RoH 671).

+ + - = ' i F3
Exemple : Q@ dans R est une base énumérable, en prenant par exemple la codifica-

tion de Cantor (c.a.d. : q = n/m = ., i= (m+n) (m+n+1)+m)

1
2

e e = - - - = o~ = - = - - - - - - - o~

On associe aussi 3 tout &lément d'un treillis complet avec base récursive, un
ensemble d'indices :

Soient P(=,7,L,ll,[1), B base récursive de P et IcN 1'ensemble récursif associé
aB,
et (xcP) B, ={b|beB_ A b = x} (x=LB) ;
on dira que IX est 1l'ensemble d'indices associé a x ssi

(yi) [IEIXSI <=> bieBx]

La notion d'élément calculable est la suivante :

(yxeP)[x est calculable <=> IX est récursivement énumérable]

1.5. Domaines de Calcul

Les ensembles qui nous intéressent, et que nous utiliserons dans le reste du travail,

seront appelés domaines de calcul. En voici la définition.

1.5.1. Définition

- -

Un ensemble D est un domaine de calcul, s'il satisfait les conditions

suivantes :

(1) D est un treillis algébrique avec base récursive

(2) 1'ensemble des compacts de D constitue sa base récursive.
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Note : dans tout treillis algébrique (continu ou complet), 1'&lément 1 est compact

cependant, on ne considérera pas cet &lément dans la base.

Exemple : P, est un domaine de calcul, et on peut affecter aux éléments de la
Lxemple w P

base (les ensembles finis de naturels) 1'indice calculé de la maniére suivante :

Ado= .52
€

(yxePw)lx fini (ou compact) => x = b iEx

i

1.5.2. Interprétation_topolagique

"

Maintenant, nous présentons les considérations topologiques (topologie
de Scott) que 1'on peut faire sur les domaines de calcul. Avant de donner une sé-

rie de définicions de la topologie, nous donnons la notion de filtre associé a
1°8lément x dans un domaine :

Soient D un domaine, x¢D un élément et FXSD'
on dit

Fx filtre associé& a x <=> Fx = {y|yeD A x = y}

et on a la propriété suivante,
zeD A yeF  => zuy ¢ F
Y% y X

(le filtre est.la notion duale de idéal dans les treillis).

Un espace topologique est une paire (5,T), od S est un ensemble quelconque,

T<P(S) une topologie sur S, et oii les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) SeTcP(S)
(2) (VOi)[OieT A del AT fini => iQIOieT]

(3) (VOi)IOieT A del => igI OieT]’

C'est~a-dire, T est fermé pour les intersections finies et pour les unions quel~
conques. Les membres de T s'appellent ouverts. Le complément (par’ . rapport a S)
d'un ouvert s'appelle un fermé. Une base BcT dans un espace topologique est une
famille d'ensembles non vides, et telle que tout ouvert est 1'union de membres de

la base. Un sous-ensemble C(CcS) est compact, ssi

Cc.U 0. AO.eT =>Cc.U ,0, A I'cl A L' fini.
—iel i i —-1i€l' 1 -

On définit la topologie "induite" dans 1'ensemble D par la structure du domaine
de calcul D, en donnant les ouverts qui forment une base de cette topologie in-
duite.

Soit le triplet (D,Ti,B)

oi . D ensemble (dans lequel existe ume structure de domaine de calcul)

. Ti < P(D)

°
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. BcT,
-1

avec la définition suivante de B,
0eB <=> (3x)[xeD A x<<x A O = Fx]

Autrement dit, les membres de B (base) sont les filtres associds aux &léments
compacts de D. De plus, B est en bijection avec J ¢ N, et J est récursif puisque

1'ensemble des compacts (base de D) est récursif.
Les membres de Ti sont définis par :

(VO)[OETi <=> 0 AB = {OJ.} 1

= Y119 jed
Notons que, par le lemme 2 du §1.3.5, les ouverts de la base (filtres associés aux

€léments compacts de D) sont des domaines, et que {1}u0 (OeTi) est aussi un domaine.

11 est facile de vérifier que Ti (la topologie induite) satisfait les conditions
(1) & (3) d'une topologie. Ainsi on a que (D’Ti) est un espace topologique avec
une base récursive. De plus, cette topologie satisfait 1'axiome de sé&paration le

plus faible, celui qui caractérise les topologies-Ty ; cet axiome est le suivant :

Soit (S,T) un espace topologique ; T est une topologie-T;, si en plus des
conditions (1) 3 (3), elle satisfait

(4) (Ux)(¥y) (I0)[xeS A yeS A x#ty A 0eT => (x€0 A yf0) v (x40 A ye0)]

Pour montrer que Ti satisfait la condition (4), il suffit de prendre le filtre

associé 34 un compact W défini par :
Soient B = {z|z<<z = x} et By = {z]|z<<z & y}
alors,
We (BLUB.) = (B )

et on a que :

i}

Fw filtre A xe0 A y#0

Fw filtre A x40 A yeO

W€BX => 0 ouvert A O

]

v WEBy => 0 ouvert A O

Etant données les définitions des ouverts en Ti (ce sont des sous-domaines), on
peut donner la caractérisation suivante :

(VO)[OETi <=> (yx) (Iy) (x€0 <=> yeO A y<<y E x)]

C'est-a-dire, pour tout &lément x d'un ouvert, il existe un &lément compact (ou
fini) plus petit ou égal a4 x, et qui appartient aussi 3 1'ouvert. Cela est connu

sous le nom de caractére fini des ouverts ([ScD 76]).

Les ouverts OeTi possé&dent aussi la propriété de monotonie :

(V=) (W)lx = y A x€0 => ye0].
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Graphiquement, deux éléments de 1'ensemble D et les filtres associés dans 1'espace

topologique (D’Ti) sont représentés par :

"

. X uy
\\\ Fx f Fy
\\ E xuy
\ : .
N . i

\Q/ d \‘

. X y
Notons que : (Vx,yeD)[Fxﬂ.Fy = Fny # V1. De plus, tout filtre est un ensemble com-

pact, dans le sens topologique, dans 1'ensemble D de 1'espace topologique (D’Ti)°

La notion d'élément compact s'exprime en termes du concept de filtre

associé a un élément, de la maniére suivante :

x<<x (compact ou fini) <=>

R .. S v es s
(W) (FY')LY dirigé a ng Fy < rx yQY'EXFy < Fx AY f1n}]

1.5.3. Autres domaines

LR R e 2"

Dans la littérature sur les domaines, on trouve d'autres définitions

pour ces structures, habituellement basées sur la notion d'ensemble inductif ou
“cpo”. La notion d'ensemble inductif est :
I ensemble inductif <= (I,c) est un e.p.o.

(30) [111]
(VC)IC chaine A CcI = ||Cel]

Note : une conséquence du lemme de Iwamura (§1.2.3) est que X dirigé, I cpo, et

XcI implique LIXcI.

Un avantage de travailler avec les ensembles inductifs, est que cela n'exige pas
1'existence de 1'élément T ("top") dont 1'interprétation est difficile dans quel-
ques cas.

D. Scott en [ScD 80] définit les domaines de caractére fini, comme ensembles induc-

tifs, ou les &léments finis (compacts) forment une base récursive infinie, et dans
lesquels, pour tout sous-ensemble borné (qui posséde des majorants), la borne su-

périeure existe. Ces domaines sont aussi connus comme domaines algébriques sous

conditions [BeG 79]. Une autre définition des domaines i caractére fini (en anglais

finitary domain) est la suivante [BrF 81] :

-

D domaine 3 caractére fini <=>

(D,=) e.p.o. non vide

A E = {e|leeD A e<<e}
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A (yx)[xeD => x = li{e|ecE A e £ x}]

A (VC)(VCf)(}]y)[Cf fini A C. ©Cc DA yeD A C_ & y =>ICeD]

f f

Dans cette derniére condition, C représente les sous-ensembles consistants en

D (i.e. : tout sous—-ensemble fini de C posséde un majorant), ce qui exprime que
tout ensemble consistant a une borne supérieure. Les autres conditions expri-
mant que D est un ensemble non vide, partiellement ordonné, et qui possé&de une
base (récursive) des &léments finis. Notons que le fait qu'un ensemble soit con-
sistant est une condition nécessaire pour qu'il soit borné, dirigé, chalne. Les

-

domaines de calcul (§1.5.1) sont un cas spécial de ces domaines & caractére fini.

Une notion importante, pour la calculabilité, est celle de w-cpo, qui sont des
ensembles inductifs, oii la troisiéme condition (LICeI) est valide pour les chal-
nes énumérables. Notons que dans les w-cpo, qui sont une notion plus générale que
celle d'ensemble inductif, les dirigés énumérables ont la borne supérieure dans
1'ensemble. On définit aussi le concept de w-continuité dans les fonctions (§2.1.2)

-4

avec cette idée d'énumérabilité.
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CHAPITRE 2,
LE CONCEPT DE FONCTION (CONTINUE, MONOTOME) DANS LES DOMAINES
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2. LE CONCEPT de FONCTION (CONTINUE-MONOTONE) dans les DOMAINES

Les autres '"objets mathématiques" qui nous intéressent sont les fonctions
entre domaines, et en particulier, les fonctions qui possédent un certain comporte-
ment sur les bornes supérieures des dirigés. Dans ce paragraphe, nous donnons un
bref rappel de la notion de fonction, quelques notations, et quelques concepts liés

a cette notion.

Une fonction f d'un ensemble D dans un ensemble D', notée f : D*D', est

un sous-ensemble de DxD' (c.a.d. fcDxD') qui vérifie la propriété suivante :
(V<X,Y>)(V<U.V>)[<X,y>ef A <u,v>cf A yi‘v => x#u] N ')

Dans le cas ot <x,y>cf, on dit que y est 1'image de x par f, symbbliquement :
y = £(x).

Une fonction f : D»D', D et D' ensembles, est totale ssi :
(yx) (Qy) [xeD A yeD'A y = £(x)] . )

uand cette propriété (2) n'est pas satisfaite, on dit que la fonction est par-
P I q p

tielle (non totale), c'est-a-dire, f "n'est pas définie” en Xch, ot :

X = {x|xeD A (yy)[yeD' A “(<x,y> ¢ £)]} . 3)

Ici, nous ne traiterons uniquement que des fonctions totales entre domaines sans
perte de généralité ; les fonctions partielles sont rendues totales de la maniére
suivante

Soit £ : D»D', D et D' domaines
et soit XcD l'ensemble ol f n'est pas définie (3) alors, nous posdns f(x) = 1',
pour tout xeX ; c'est-a-dire f prend la valeur indéfinie 1' (bottom) en D', 1a oi
elle n'est pas définie. :
Généralisant la notion d'image d'un élément, on a :

Soit £ : D»D', D et D' domaines, et soit XcDh ; 1'image de X par f est donnée par :
f£(X) = {f(x)lxeX} < D'

et Image (f) est exprimée par :
Image(f) = £(D) < D'

Une fonction £ : D*D', D et D' domaines, est injective ou I-1 ssi :

(yx) (Wy) [xeD A yeD A x#y => £(x)#££(y)] (4)

f est surjective ssi :
Image(f) = D' H - (3

($3]
N
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Si f est injective et surjective (c.a.d. bijective), il existe une fonction inverse
-1 .. .
(totale) f définie par :

£ : DD f—](x) =y (ot x = f(y)) ' (6)

2.1. Comportement des fonctions sur les bornes supérieures des ensembles dirigés

Nous donnons maintenant la définition de deux classes de fonctions selon
la relation qui existe entre 1'image de la borne supérieure d'un ensemble dirigé,

et la borne supérieure de 1'image du dirigé.

2.1.1. Fonctions monotones

Soit f : D»*D', oi D(=,1,7,,[T) et D'(c", 1", TN sont des treillis complets.

On a :

f monotone <=> (yX)[XcD A X dirigé => |J'f(X) ' £(UX)]

Lemme 1 : f monotone <=> (yx,yeD)[x Cy =>f(x) =" f(y)]
Démonstration :
(=>) x =y => {x,y} dirigé et U{x,y} =y

AL EUx,yh) = U{E(x),£(y)} = f(Ux, ¥y} = f(y) => £(x) e f£(y)

(<=) (y)lxeX => x = [X]=> (yxeX)[(£(x) ' £(LX)]
=>1"£(X) ' £(LX) cqfd

Notons que la partie (<=) de 1la preuve n'a pas exigé que X 501t dirigé, c'est-i-
dire : f monotone => (VX)[XcD => [J"£(X) €' £(LX)]

Lemme 2 : f monotone A X dirigé => f(X) dirigé

c'est-a-dire, 1'image d'un dirigé par une fonction monotone est un dirigeé.

Exemple : Soit f : Pw>Pw définie par :
X si x est fini
f(x) =

T si x est infini . Image(f) =

Parmi les fonctions monotones, on trouve les fonctions strictement momotones et les

isomorphismes :
2.1.1.1. Fonction strictement monotone

Soit £ : D*D', D et D' treillis complets, alors :
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f strictement monotone <=> (yx,yeD)Ix & y <=> f(x) ' £(y)]

Lemme : f strictement monotone => f injective

Démonstration : £(x) = f(y) => £(x) €' £(y) A £(y) &' f(x) => xS y A yE x
=> x =y cqfd

2.1.1.2. Isomorphisme

Soit £ : D*D', D et D' treillis complets, alors :

f isomorphisme <=> f strictement monotone et surjective

, , -1 ,
Lemme : £ isomorphisme <=> £ isomorphisme

) B, . . .
(ot £ ~ dénote 1'isomorphisme inverse de f).

Dans ce qui suit, nous étudierons une autre classe de fonctions monotones entre

domaines : les fonctions continues.

2.1.2. Fonctions continues

- - e - . 4= st " . - -

Soit £ : D*D' ol D(E,4,T,ILID et D' ,1",7",14",I1') sont des treillis

complets, on a :
f continue <=> (yX){XcD A X dirigé => [I'£(X) = £(LIX)]

Lenme | : f continue =) f monotone. .

—— o

Lemme 2 : f monotone A (VYX)[X dirigé => |iXeX] => f continue.

Le lemme | nous indique que les fonctions continues sont un sous-ensemble des fonc-
tions monotones ; et le lemme 2, que les fonctions continues se différencient des
monotones par leur comportement aux limites (§1.2.2),

Le concept de continuité d'une fonction peut &tre fondé sur les chaines au lieu des

-

dirigés :

Soit £ : D°D', oi D(=,1,7,l,M et D'(E",1",7",11°,[1") treillis complets, alors

f est chaine-continue <=> (YC)[CcD A C chaine => [I'£(C) = £(iC)]

Lemme 3 : f continue <=> f chalne-continue [MaG 76]

—— s 2o e o
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Démonstration :
(=>) immédiat, puisque toute chaine est un dirigé.
(<=) a) X dirigé A X fini, on peut décomposer X en un nombre fini de n chalnes
finies Ci (i=l,...,n), telles que
X = iQICi ALK = Lc,  (i=1,...,n)
par conséquent :
£QX) = £Qc,) =H£e) | ceC.} (i=1,...,n)
£ (LX) U'{U;{f(c) | ceC;} | i=1,...,n}
= L' U, {fC) | cec.D) (th.4 §1.1.5)
= I'{E(x) | xeX} = LI"E(X)

]

b) X dirigé A X infini ; par le lemme de Iwamura (§1.2.3), X peut &tre décomposé
en une séquence de dirigés, qui forment une chalne pour 1'inclusion, et sont

de cardinalité strictement inférieure 3 celle de X ; c'est-a-dire :

soit |X| = a, alors
X =Yy {XYIXY dirigé A IXYI = y<o A (Y1<Y2<a => XY EXY <X)}
par conséquent : X = U{UXY} ! 2 (th.4 §1.1.5)

ot {ny} est une chaine,
ainsi, on a : f(UX) = U'{f(ny)}, et par induction transfinie, on obtient :

EQUX) = L' {f(x) | xex} ; cqfd

Un autre concept de continuité d'une fonction est celul de W-continuité, et se

référe au fait que le dirigé et/ou la chalne est &numérable ; c'est-a-dire :

f w-continue <=> (V¥X)[X dirigé A X &numérable => f(lJX) = [I'£(X)]

Au contraire des fonctions monotones, f continue n'implique paé que
(VX)[XcD => IJ"£(X) = £(LIX)]. Si cette propriété est vérifiée pour une fonction f,
alors f est additive. :

Exemple : soit f : Pw>Pw définie par

.

1 si X est 1
f(x) = X si le cardinal de x = 1, Image(f) = Nat
T si le cardinal de x > 1

Cette fonction est continue et non additive, mais f : Pw>Nat est additive.

Dans les trois lemmes suivants, nous mettons en relation quelques unes des défini-

tions que nous avons données.

Lemme 4 : f additive => f continue.

Lemme 5 : f isomorphisme => f additive

Démonstration :
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£ isomorphisme => [|'£(X) €' £(IX) (yX<D) (f monotone)
= £ IEX) © £ EWK))  (lemme §2.1.1.2)
= e EE) = £ e € £ Eam) = LXK (67! monotone)
= UKe £UE®) = £ EW) = LK
= e laree) = £ hEam)

=>[1"£(X) = £(LX) (f~l injective, lemme §2.1.1.1)
=> f additive cqfd
Lemme 6 : f additive A injective => f strictement monotone.
bémonstration :
f£(x) €' £(y) => £(y) = W' {£(x),f(y)}
=> f(y) = f(xuy) (f additive)
=>y = xuy (f injective)
=>xEy cqfd

Pour continuer, on &tablit la notion de domaine "isomorphe" ; c'est-a~-dire, chaque
€lément d'un domaine posséde les mémes propriétés que son image dans 1'autre do-

maine et vice-versa. Les deux domaines ont la méme cardinalité,

Lemme 7 :

Soient D(=,1,T7,l,I]) et D'E",1',7',LI',1") des treillis complets ct soit £ : DD’

un isomorphisme (c.a.d. D isomorphe a D') alors : D domaine <=> D' domaine.

Démonsctration :
(=>) (1) x fini en D(c.a.d. x<<x) => f(x) fini en D' (c.a.d. £(x)<<'f(x)) ;
soit YeD' A Y dirigé A £(x) ' [|' Y, alors :
f_l(f(x))= X € f—l(U'Y) (t:'“l isomorphisme, lemme §2.1.1.2)
x<<x A x€ £ UY) = Ay lyeY axe £ ()]
yeY A x E_f-|(y) => f(x) €' y A yeY => f(x)<<'"f(x)
(2) pour tout yeD'
Elwmen = ') = Uixlx = £ 4) A x<<x} (D domaine)
=> f(f—l(Y)) =y = U{fx)]x E‘f-l(y) A x<<x} (lemmes 4 et 5)
=>y = U'{zlz ' y A z<<'z} (par (1) et f isomorphisme)
=> D' domaine. '
De plus,on a :
@ z<tzazey =@ £y A T @<t @) ar @) et (1)

(<=) la démonstration est équivalente a (=>). cqfd

2.2. Continuité dans les domaines de calcul

Dans ce paragraphe, nous présentons trois résultats (théorémes) qui
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€tablissent 1'équivalence entre différentes fagons de définir le concept de conti-

nuité des fonctions dans les domaines de calcul.

2.2.1. Théoréme

Soit £ : D*D', ol D et D' sont des domaines de calcul, avec bases B et

B' respectivement, alors on a :

f continue <= > (Yx)[xeD A Bx = {eleeB A et x}

=> £(x) = 'E(B)]

Démonstration :
(=>) immédiat, puisque BX dirigé A LJBx = x (lemme §1.4.1).

(<=) U,B = ng{eleeB ne= x} c {eleeB A e= [X} =B

xeX ' x Lix
(puisque xeX, e Ex =>ec [X) (i.e : xgx BXEBUX’ t.3 §1.1.
mais,
eeBJ;> e<<e E X => IxeX A e < x (i.e : BUXEXLEJX BX’ t.2 §].1.5)

done ngBx = qu

f£UX) = U'f(ﬁJX) = U'f(ngBx) = U'(xgxf(Bx))
= U'{U'f(Bx)IxeX} (Théoréme 4, §1.1.5)
= UME x) | xeX} ’
= U'£(X) cqfd

Ce théoréme nous garantit que, dans les domaines de calcul, on peut se limiter

aux dirigés composés des éléments de la base.

2.2.2. Théoréme

Soit £ : D>D', ol D et D' sont des domaines de calcul avec bases B

et B' respectivement, alors on a :

f continue <=> (¥xeD)(yc'eB') (JeeB)[e' €' f(x) <=>ec< x Ae'c' f(e)]

ou, sous forme équivalente (théoréme 2.2.1),

(yxeD)f(x) = LU'{f(e) IeeB A e € x}

<=>Ve'eB') (JecB) (e'c'f(X) <=> e = x A e't f(e))]



55

Démonstration :
(=) (1) (e')@edle's 'f(x) = e=xae' ='£(e)1nf(x) =U'{e'|e’ = £(x)
= f(x) €' |I'{f(e)]e & x} (Vx)

In

"

(2) By] = {elecy;} A B {efe = v, Ay, ey, = B

< B ,
y2 - Yo
(yx)(ve’)Qel)le £ x an e’ ='f(e) = e' ="f(x)]

= f{e'le’ ="f(yP} c te'|e’ = £(y,)]

par conséquent,
£y = U e’ e’ ="f(yDle’ L' letfe’ ='flyy) ) = £(yy)

alors, U'{f(e)le = x} ='£(x)

(N AQ) = £(x) = L' {f(e)]|e = x}

(=) D' domaine > f(x) = ([ {e’|e' «"£(x)} ;
(lemme 2 §2.1.1.) A f continue = ({f(e)]e = x} dirigé A £(x) = (|'{f(e)|e = x
(We')(e'«<'f(x) <« (If(e))(e’ 'f(e)) n e = x cqfd

Notons que ce théor&me a &té démontré avec D' treillis continu.

Ce théoréme nous dit que les fonctions continues sont celles pour lesquelles on
obtient une partie finie (e') du résultat (f(x)), chaque fois que la fonction est
évaluée pour une partie finie (e) de 1'argument (x). Cela Signifie'que cette
définition de la continuité est reliée a une certaine notion de "calcul™ [StJ 77].
Avec cette définition de fonction comntinue, semblable & celle ¢-8 des espaces
métriques, on va montrer 1'@quivalence avec la définition de fonction continue

des espaces topologiques.

2.2.3. Théoréme

Soient (D,T;) et (D',T;') des espaces topologiques (comme en §l.5;2.),
f : D >D', alors : ‘

f continue <=> (VO')[O'ETi' => f_l(O')eTi]

Démonstration :
( <) Soit O'¢B' S‘Ti' (B base de 1'espace D'), 0' F ¢ (Filtre associé a

1'&lément e' de la base du domaine D'), de plus £ (F 1) = U Fe
ec B '
,f

ol B 'E < B E'Ti' On a que VFe" les implications suivantes sont valides :
(1) (yx) f£(x) ¢ Foo = e' ='f(x) (Fe. filtre-ouvert)

-1 -
(2) (yx) xcf (Fs) = (Qe)(ect a(Fe,) Ao € x) {czvactére fini des ouwverts)

Sy f Lo e Y 3 L1 R & g S . 3 G 4
(3) {ye) eci {F i = i{e}&&eo Ae' = fe) siypothése et ¥ , filire)
i e



56

autrement dit, 1'hypoth&se implique :

(ye') (yx) (e)le' €'f(x) Aec x A e' ='f(e)]

qui est une condition suffisante pour obtenir :

(yx)(e')@e)le' ='"f(x) = e=x Ae' ='f(e)]

(= ) Supposons que f_l(O') ¢ Ti (n'est pas ouvert)
(1) £ 00T, » @D (yedle = X » et (0")

(f—l(O') ne posséde pas la propriété de caractére fini)

(2) f(§)e?&' = (3e')[e'e 0 A e"f'f(E)] (caractére fini des ouverts)
(3) f continue = (ye')(de)[e’ E'f(;() ® ec XA e' ' £(e)]

(4) e' ="'f(e) A e'c0' = f(e)cO’
(par (2), (3) et monotonie des ouverts)

f(e)e0' A e = x contredit (1) puisque gefwl(O') cqfd.

2.3. Points fixes et caractérisation de domaines

s

Un des problémes que 1l'on a cité au commencement de ce travail est
1'existence du point fixe - x=f(x) ~ d'une fonction f:D-> D. Le théoréme que 1l'on
va donner maintenant affirme que pour les domaines et les fonctions que l'on a

présentés, ces points fixes existent.

2.3.1. Théoréme de Tarski [TaA 55]
Soit D(&,1, T,U,/D un treillis complet, et soit f:D- D une fonction

monotone, alors :

FIX(f) = {x|xeD A x=f(x)} n'est pas vide,

et FIX(E)(g,t',T',0',1") est un sous-treillis complet de D.
Cela signifie que, outre que les points fixes existent, ceux-ci forment umn
sous-treillis complet de D avec la méme relation d'ordre.
En [Co PR 77 1 se trouve une démonstration de ce théoréme qui, par son caractére
constructif (schémas itératifs) s'adapte aux problémes de calcul.

Dans le paragraphe §4.2.1., on donnera une fagon d'obtenir le plus
petit point fixe (1' en FIX(f)), mais avec 1'hypoth&se que f est continue.

Nous présentons ci-dessous un corollaire du théoréme de Tarski, en

supposant que la fonction est continue.
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Corollaire : D(=, L, 7,LI,[) A £ 5 D > D continue

= FIX(£)(=,1', T,11°,I1") sous-treillis de D, de caractére fini (§1.3.3.).
Cela signifie : (yX)[X dirigé A X < Fix(f) c D= |II'X = K]

Démonstration :
E(LK) = LEx)| xeX) A X < FIX(£) = £(LK) = [i{x|xeX) = [X
c’est-a-dire : [KeFIX(f) et [J)'X = LK ' cqfd.

2.3.2. Rétractions

Une fonction continue £ : D -+ D, D treillis complet, est
idempotente ssi .
(yx) [xeD = (fof)(x) = f

c'est-a-dire :

2

(x) = £(£(x)) = £(x) ]

f(D) = Image(f) = FIX(f) « f2 = fof = f

Alors, par le corollaire (§2.3.1.) du paragraphe précédent, on a que :
Image (f) (5,1 , 7' ,11°,M*) est sous-treillis complet de caractére fini du
treillis complet D(g,1,7,lI1), si £ : D » D est continue et idempotente (fof=f).

En raison de cela, on dira que f caractérise un sous—treillis de D

Avec le théoréme suivant, on voit comment se comporte une fonction continue et

idempotente quand le treillis est continu.

Théoréme :
Soit D(s,1,7,l,M) treillis continu, et soit £ : D + D, £ continue, fof=f
(idempotente), alors :

Image(f) (=,0',7',l1',M") est sous-treillis continu de

caractére fini de D.

Démonstration :

Comme Image(f) est sous-treillis complet de caractére fini de D, on va
montrer : D continu = Image(f) continu.
(Vy)(y € Image(f) € D) :

(D x<<y = (y2)(32)[Z dirigé A 2 € p A YEWZ® zeZAaxce

(partie essentielle §1.2.4.)

en particulier, de(l) on a '
V2)[Z c Image(f) = f(x) = f(z) = z] (f monotone)
donc, comme f(x) € Image(f)
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(2) x<<y = f(x) <dy (f(x) partie essentielle de y dans Image (f))
3)y =1y = f(U{xlx<<y} = [ {f(x)|x <<y} (D continu et £ continu)
(2) = {f(x)|x <<y} c {f(x) |[£(x)<<" y} |
{£(x) |x <<y} c {v<d y A v e Image(£f)}
(3)=> y = HE(x) |x <<y} = [H{v]v <<y}

donc
y = Ulv]|v << y} (puisque v <2 y = veoy)
Comme le résultat est vrai, yy, y ¢ Image(f) ¢ D, on a que
Image(£) (=,u',7',1',[1") treillis continu
cqfd.

Dans la littérature sur les domaines, on dit que f est la rétraction ("retract")

qui caractérise le sous-treillis continu de D égal 3 Image(f).

2.3.3. Fermetures

Une classe particulidre de rétractions est la classe des fermetures.
Leur définition est la suivante :
Une fonction continue et idempotente g : D > D, D treillis complet, est une

fermeture ssi

(yx)[xeD = x & g(x) = g(g(x))]

Dans le cas ol D est un domaine - treillis algébrique -, on a le résultat suivant :

Théoréme : .
Soit D(e, 1,T,U,[) treillis algébrique, et soit g : D -~ D une ferﬁeture continue,
alors :

Image(g)(=,1',7',U',[1") est un sous-treillis algébrique de caractére fini,
[Ffermé de D (c.a.d. [1'" =), et 7" = T.
Démonstration :
Par le théor&me du paragraphe antérieur (§2.3.2.), on sait que Image(g) est un
sous—treillis continu, puisque D domaine (treillis algébrique) implique D
continu. Ainsi on va montrer que pour tout compact en D, son image en
g(D) = Image(g) est aussi compacte.

(1) (yx)[xeD A x<<x A x £ g(x) = x<<g(x)] (g fermeture A §1.2.6.b)

(2) (yy)ly ¢ Image(g) < D A x<<y = g(x)<<' y] (théoréme §2.3.2.)

comme g(x) ¢ Image(g), par (1) et (2), on a que :

(¥x) [x € D A x<<x = g(x)<<' gx)]1-
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par conséquent,
Image(g) est un sous-domaine de caractére fini de D.

Soit X ¢ Image(g), on sait que :

N X=X (en D)
mais [X € g([X) A g(I'lX) ¢ Image(g) (g fermeture)
et (Vx)[x ¢ X > g((X) = g(x) = x] (g monotone et idempotente)
alors, [I'X = g([X)
comme N'X =X & g(I'X) on a MN'x =g

c’est-a-dire, Image(g) est un sous—domaine [|-fermé de D.
Il est facile de voir que 7' = 7, puisque 1" & 7 e g(1) = 7'
cqfd.

Exemple | : en Pw, soit S = {x|x ¢ Pu A cardinalité de x = 1},

une fermeture continue en Pw (dépendant de §' ¢ 8) est :

L si x =
gs,(x) = x si xeS' cS§
T si x  S" ¢ 8§

Cette fermeture nous fournit les treillis plats, a partir des ensembles

unitaires de Pu.

Dans ce qui suit, on identifiera par fermeture, indistinctement, la fonction et
le domaine qu'elle caractérise. '
Il y a une autre classe de rétractions qui s'appellent projections, et sont

le "dual" des fermetures ; leur définition est :

]

P projection < p monotone A (yx) (p(p(x)) p(x) = x)
5i le domaine possdde la propriété : x € y A y fini = x fini
(notons que cette propriété est ume condition nécessaire pour que la relation
de partie essentielle soit bien fondée §1.3.5.), alors 1'image d'qhe projection
dans le domaine est aussi un domaine.

Le domaine caractérisé par la projection sera ||-fermé.
Exemple 2 : en Pu, soit le sous-domaine engendré par les ensembles finis
d'entiers de cardinalité supérieure ou égale a 2, c'est-a-dire :Pw-S
(S de 1'exemple 1). Ce sous-domaine de Puw est caractérisé par la projection
continue en Py :

1 sixeSv x=4
p(x) =

x six ¢S
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La fonction identité I (c.a.d. : (¥x)(I(x) = x)), est 3 la fois une fermeture

et une projection.

2.3.4. Rétracts a caractére fini

En général, les rétracts définis sur un domaine et dont 1'image est aussi

un domaine, seront appelés rétracts 3 caractére fini. Avec le th&or&me suivant,

nous verrons que les &léments finis dans 1'image d'un rétract défini sur um

domaine, sont les images par le rétract des &léments finis du domaine.

‘Théoréme :
Soient : . D domaine et E les éléments finis en D
. f :D~>D A f2 = f A £ continu

alors : (yx)(je) [x e Image(f) A x <<' x

> ecEAeExXxAXS= f(e) A e c fle)]
(o <<' est la relation de partie essentielle dans Image(f))
Démonstration : soit Ex = {e‘e € EAecg x}
alors x = LE A X e Image (f)
Uf(EX) A f(Ex) dirigé A f(Ex) E_Im;ge(f)

(£f°=f et lemme 2 §2.1.1.)

= X

on a :

x <<"'xnx = UEE) = (Qf(e))(f(e) £(E) A x = f(e))
mais ¢ f(e) € f(x) A £f(X) = X A e = X
par conséquent : x = f(e) A eE X A e c f(e)

cqfd.
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CHaPITRE 3,
CONSTRUCTION DE DOMAINES DE CALCUL
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3. CONSTRUCTION DE DOMAINES DE CALCUL

Les opérations (constructeurs) de produit cartésien (%), union disjointe
(+) et espace de fonctions continues (») entre les domaines sont fermees H
c'est-a-dire que ces opérations "construisent" de nouveaux domaines. Dans cette

partie du travail, nous présentons les domaines que créent ces constructeurs.

3.1. Produit cartésien

D,... Dn des domaines ; le produit cartésien est défini comme suit :

Soient D 9

<xl,x2,...xn> € D' x D2 X "'Db < (i=1,...n) X; € Di

Dans les n-uplets ordonnés KpaXgyeooX > € Dpox Dy x ouax D, on'a 1'opération

de projection +, définie par les n-fonctions suivantes :

RITEOTRRIS eI j=x,¢€eD (3 =1,2,...n)

] J

e R T T o ROy AR Al ~d - e e oo o -

3.1.1. Définitions en DlxDZx...xD (D; _domaines)

Nous donnons une série de définitions qui vérifient les concepts que nous avons
donnés pour les domaines. Pour abréger, nous représenterons un n~up1et ordonné

<X XpeeeX > ar <X.>,
1°%2 n~ P i

3.1.1.1. Relation d'ordre partiel

x>, <Y € Dlx...an
Xy E <y > <= x> 4 j f.<yj> 3 (en Dj) g = booooym)

C'est-a-dire, chaque composante de <X,> est plus petite ou &gale aﬂla composante

en <y.>.

3.1.1.2. Borne supérieure et inférieure, 7 et ., dirige.

Soit X ¢ D = DIXD2X...an,

et soit Xj = {z|z € Dj A (3<xi>)(<xi> € XAz = <X;> 4 Dl (G =1,...,n),

c'est-a-dire, Xj est 1'ensemble des &léments correspondant & la composante j des

éléments de X.
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On a :
‘UDX=<UD1X1’ Ly Xoseens Uy X2
2 n
e X = <y Xis My Xoyseves [y X >
D Dl 1 D22 Dn n
e Ty = <Tp s Ty sece Ty >
D D, D, D
lpT<tposlp >ectdlp ?

i 2 n
(les indices en |, [1, + et T dénotent les domaines ol sont prises les bornes).
I1 est clair que ces dé&finitions satisfont le concept de borne ;

cependant, notons que X E.X] X X2 X esa X Xn'

Aussi, on a que :
X dirigé en D = D, x D, X...x D = Xj dirigé en Dj (j = 1,...n)

le contraire n'est pas toujours vrai, mais :

Xj dirigé en Dj (G=1,...,n) = Xy XKy X .. X Xn dirigé en D = D] X Dy Xa.ux Dn'

Exemple : soient,

<a,c>
c <a,d> <b,e> <a,e>
D1 = Z s D2 =d e, D] x D2 =<b,d> <a,f> <b,e>
£ <b,f>
X = {<a,c>,<a,d>, <b,c>,<a,e><a,f>}c Dl X D2 , X dirige.
Y = {<b,c>,<b,d>,<a,f>,<b,e>,<b,f>}_S Dl x D2 , Y non dirigé.

cependant : Xl = Yl = Dl’ X2 = Y2 = D2 et Dl X DZ est dirigé.
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3.1.1.3. Partie essentielle - Elément compact

Kivy <yi> o€ Dl D, X ... x D

2 n
P <Kp> << <yL> <m> <K +j << <y;> +i (en Dj) (3 =1,..., n)
- <X.> compact <=> <x.> +] compact en Dj (G=1,..., n)
3.1.1.4, Base
Soient B‘_S D!’ B2 S.Dz»"'» Bn E.Dn des bases (§1.4), alors Bl X»B2 X ... B
est une base de D] X 02 X goo % D“, ‘

3.1.1.5. Base récursive

Soient Bl c Dl’ B2 c D2, oo Bn c Dn des bases récursives (51.4.4) et soient
‘Il’ 12""’In les ensembles récursifs d'indices (Ii c N) associés aux bases
Bl’ BZ""’Bn ; 11 suffit de prendre une fonction de codification de N dans

N qui soit injective et ré@cursive, par exemple la fonction [RoH 67 ] :
I 2 '
T,(%,y) =5 ((x+y)” + 3x +y))

. . - . P . 2 -
qui est une fonction injective et récursive de N° -+ N ; elle est étendue pour

les puissances finies de N de la maniére suivante :
T, = AX.x (identité)

Tl = kxl...xk+l. Tz(Tk(xl,...,xk), xk+l)

Cette fonction est aussi injective et récursive.

Avec ces définitions, il est facile de montrer le lemme qui suit. .

3.1.2. Lemme

Soient Dl’ Dy, «.. D des treillis complets (- continus) (- algébriques)
(domaines de calcul), alors
Dl Dy X ... XD est un treillis complet (- continu) (- algébrigue)

(domaine de calcul).
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e ma i - e e e s b - T - s A o - - — - o - - a - —

Grace au concept de dirigé et de borne supérieure dans un domaine obtenu comme

produit cartésien d'autres domaines (§3.1.1.2.), on a le théoréme suivant :

Théoréme :

Spit £ : D+>D', D =D «x D2 X ... x D et D' domaines, alors

1
f continue (en D) <=> f continue dans chaque Dj (j=1,...,n) séparément.

Démonstration : .

Nous donnons la démonstration pour deux variables, qui se généralise facilement
a i X XQ‘IX = X X..'X L]

4 n variables (Dl D2 Dn Dl (D2 Dn))

Le théoréme devient :

soit g : D x D' » D"

et soit Z < D x D' dirigé,

It

c'est-a-dire Z, =XgcD dirigé et 2 Y ¢ D' dirigé (§3.1.1.2.),

2
alors :
g(z) = LI g(z) <=> (1) g(<lX,y>) = I" g(X,y)
et (2) glx,lU'Y>) = " g(x,Y)
(ol || dénote la borne supérieure en D = D x D', et

g(X,y) = {g(<x,y”)|xeX}, et g(x,Y) = {g(<x,y>)|ye¥}).

(=>) immédiat, puisque :
Z <LX,y> )
et Z = (x,Y) ={<x,y>|er} {x} x Y implique Lz = <x,'Y> (§3.1.1.2.)

(=) Soit LZ = <K,LI'Y> = 1 (X xY)  (§3.1.1.2)

i
fl
f

(X,y) ={<x,y>|xeX} = X x {y} implique || Z

giz) = g(<tX,lU'y>)
= " {g(<x,l'Y>) |x € X} (par (1))
= UM Mglax,y>) |y € YHx e X} (par (2))
=" U {gl<x,y>)| vy e Y} (théoréme 4, §1.1.5)
xeX

]

U'{g(<x,y>)| x ¢ X Ay e Y}
U {g(<x,y>) | <x,y> ¢ X x Y}

On sait que : Z c X x YA Z, =X AZ, =Y (§3.1.1.2),

1 2

par conséquent (théoréme 3 §1.1.5)
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U g(2) = " {glx,y>) |<x,y> ¢ 2} = g(l12)

et g(li2) = M"{gl<x,y>) |<x,y> ¢ X x Y} = || g(X x Y)
Maintenant, 11 faut montrer :

g(liz) = 1" g(X x Y) = " g(2) (ineg-1)
Soit g(<x,y>) ¢ g(X x Y)
comme Z, = X A Z, =Y, il existe <x,y'> ¢ Z A <x',y> ¢ Z ;
mais Z dirigé implique

(3<x,y>) <x,y> ¢ Z A <x,y*> € <x,y> A <x',y> £ <x,y>
par monotonie de g sur chaque variable ((1) et (2)) :

g(<x,y>) =" g(<x,y>) A g(<x,y>) ¢ g(2)
et donc ineg~l est vérifiée (théoreme 2 §1.1.5)

cqfd

"u' (§ 1.3.1.1.) dans les treillis complets,

Exemple 1 : 1'opération d'union
définie par :
U:DxD->D, Dtreillis complet, et u(x,y) = {|{x,y},
est une fonction continue. La démonstration que cette fonction est continue, et
méme additive, est une conséquence du théoréme 4 (§ 1.1.5) (voir aussi la
démonstration du lemme § 1.3.5).
La projection, au § 3.1, est continue.
Exemple 2 : 1'opération d'intersection "N" (§ 1.3.1.1) dans les treillis continus
est une fonction continue. Cette fonction est définie de la maniére suivante :
N: Dx DD, D treillis continu et n(x,y) = {}{x,y} ;
Comme 1'intersection est une fonction commutative (c'est-a-dire x d y =y N x)
et en vertu du théoréme précédent, nous allons démontrer :
(VZ)[Z ¢ D A D continu A Z dirigé = yn(112) = |y n = |z e 2}.
De plus, l'intersection est monotone :
Xey= zaxezny
par conséquent :
yoa (z) aifly n z]|z ¢ 2}
Ainsi donc, il suffit de démontrer :
yn W2) et {yn z|lz e 2}
comme D est un treillis continu (domaine), on a :

y o (J2) =1 RC(y n 1J2) avec RC(y.nLiZ) = {x|x<<ynliZ}
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et
(Wx)[x € RC(y n 1UZ) = x <<y A x << [Z]
Wx)[x<<lUz = Az)(z ¢ Z A x = z)
Wx)3z) [x € RC(y nUZ) = z € Z A x EyAxEz]
Vx) [x e RC(y nlIZ) = [Az)(z € ZAxeEynaz)] ‘
c'est-a-dire, pour tout x dans RC(yn UZ), il existe un &lément v en {y n z|z e 2}
tel que x = v ; par conséquent (théoréme 2 §1.1.5) :

y nlUz = [RC(y nUZ) eli{y n z|z e 2}

cqfd

Exemple 3 : P,¢ (dans 1'exemple du § 1.3.3) est un treillis complet non continu ;
dans ce treillis, 1'opération d'intersection n'est pas continue :
Soit Z 1'ensemble des ensembles finis d'impairs et soit y = {2},
on a :
ynliz =y (puisque |JZ =7)
Iy n z|lz e 2} =14

3.2. Union disjointe ou somme

Soient Dl’ Dy,-nn, Dn des domaines, on définit 1'union disjointe (ou somme)
comme suit :

X € Dl + D2 t ...+ D <=>x¢ Dj (pour un certain j = 1,2,...,n)
Notons qu'un méme &lément peut apparaitre plusieurs fois (dans des composants
distincts de la somme) dans 1'union "disjointe” ; de méme, le méme domaine peut
apparaitre plusieurs fois comme composant de 1l'union disjointe. Ainsi donc, un
méme &lément est différent s'il se trouve dans deux composants distincts de la
somme. Nous verrons cela plus précisément avec la définition dé.la relation
d'ordre partiel (§ 3.2.3.1). '

- T, =Ten D implique T ;ST . (i 1,2,...,n)

» iy =1 en D implique 1y =i (i 1,2,...,n)
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en particulier, on distingue deux cas :

QD) fTDi=TD/\LD=LDi| (L=1,2, ..., n)
et (2) fTDi # T ALy f,LDiJ (i=1,2, ..., n)

Le second cas est connu comme la somme séparée. Graphiquement, nous pouvons

représenter la somme séparée de la maniére suivante :

soirt D = Dl + D2’ TD
' ,»‘\.\_\\\
T L \\\\ T
D AD,
N
\ o by 7
\‘\ \ l//
N \/
iR P
Dy \\\ TP
D

La somme séparée a 1'avantage de permettre la distinction des 1 (et 1) de chaque
Y g P q

domaine de la somme.

e kK R R PP R R S T T P

Nous donnons maintenant trois opérations (continues) qui permettent d'identifier
q p

des &léments dans 1'union disjointe.

3.2.2.1. Injection (in)

Soit la somme D = Dy +D, + ...+ D, 1'opération d'injection est donnée par
les n-fonctions (continues) suivantes :

Bi in D : Di +D (i=1,...,n)

avec Ei in D(x) = (xi in D) dénote 1'élément correspondant a x ¢ Di dans la

somme D,
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3.2.2.2. Projection (|).

Soit la somme D = Dy + Dy + ...+ D, les n-projections (fonctions continues)
sont : IDi : D~ D, (i=1, ..., n)
T six =T
D; D
avec IDi(x) = xIDi = y si x = (yi in D) = Ei in D (y)
'LDi sinon

3.2.2.3. Appartenance a un composant de la somme ("E" ou "est") et sib.

Soit Bool le domaine des valeurs booléennes :

Bool TBool
faux vrai
\\
lBool
et soit D = D, + D2 * ..o v D 1'appartenance d'qn élément é‘un composant

de la somme est défini de la manidre suivante :

i A =
iBool s1 X e D X LD
T sixeDAax=T
- Bool D
x est D, = x gD, =
i i . . .
vrai s1 Xx € DA x = (yi in D)
faux si XxXe DAXx=

(yj in D) Ai#j

A partir de ce prédicat en Bool, définissons la fonction (continue) de condition :

sib : Bool x D x D » D (D domaine)
ol sib (TBool’ X, y) ='TD
$1b Qpogys % ¥) =1

]

sib (vrai, x, y) X

i

sib (faux, x, y)

y



71

3.2.3. Definitions en D, + D, + ... + D

Comme au § 3.1.1., nous donnons maintenant une série de définitions qui

vérifient les concepts présentés dans les domaines.

3.2.3.1. Relation d'ordre partiel (50)

Soit D = Dl + D2 + ...t Dn’ Di domaines (i = 1,...,n)

(Wx)(yy)Ix e DAy e DAXE Di AYE Dj A (1<i,jsn) =>
X ey y<=> i=j A x Eni yl

c'est-3-dire, deux éléments de la somme sont comparables ssi ils appartiennent

au méme composant et sont comparables dans ce composant.

3.2.3.2. Borne supérieure et inférieure

Soit D = Dl + 02 L Dn’

soit X c D, et soit I l'ensemble des indices des composants associés a X de la

Di domaines (1 = 1,...,n) ;

maniére suivante :
iel © (Ax)[xe XaAxE Di]

on a deux cas : .
(M) I =1 (c.a.d. : 1T = {k})
= UD X = (U‘)k X in D) et ﬂD X = (”Dk X in D)

2) 1] >1 > Ly X = 1pet i) X =1

D D

‘c'est—ﬁ—dirc, si X est contenu dans un composant, sa borne est la borne dans

ce composant ; dans le cas contraire, les bornes supérieures et iﬁférieures de

X seront respectivement T et + de D. Notons qu'un dirigé est "intéressant"
(c.a.d. ne contient pas la borne supérieure), s'il est contenu dans un composant

de la somme et s'il est intéressant dans ce composant.

3.2.3.3. Partie essentielle - Elément compact (<<D).
Soit la somme D = Dl + 02 + ...t Dn’ Di domaines (1 = 1,...,n)
Wx)(yy)[x e DAy e DaAxE Di Ay E Dj Al i, j<n) =

X <y <=>i=ij<<Diy'l
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Cela signifie que la propriété d'étre partie essentielle ou compact se maintient

quand un domaine est injecté dans une somme.

3.2.3.4. Base

Soit D=D, +D, + ... + D Di domaines (i = 1,...,n)

1 2 n’
et soient Bi [= Di (i = 1,...,n) bases,
une base B de D (B <€ D) est :
B = B] + B2 + ... Bn.

I1 est clair que n'importe quel E€lément de D peut &tre engendre a4 partir des
€léments de B. Mais tous les sous— ensembles finis de B n'ont pas leur borne
supérieure en B (second cas du § 3.2.3.2), sauf si nous définissons la somme

B =B +B,+ ... +B avec un élément T .
1 n B

2

3.2.3.5. Base récursive

Soit la somme D = Dl + D2 S S D , D. domaines (i = 1,...,n),
soient B. (i=1,...,n) les bases de chaque D (i=1,...,n), soient Ii(i=l,...,n)
les ensembles récursifs des indices associés aux bases B. T et soit

B = B] + B2 + ... (comme au § 3.2.3.4.) ; pour trouver 1'ensemble récursif

d'indices associés a B il suffit de trouver une fonction de codification qui

soit injective et récursive de N X n dans N ; par exemple :

T(i,j) = (i-1) X n + j (ol i e T, A1 <j<n)

Avec cette série de définitions données sur la somme D = D1 + D2,+ el Dn’

il est facile de démontrer le lemme suivant.

3.2.4. Lemme

- -

Soient D D des treillis complets (-continus) (-algébriques) (domaines

]’ D2’

de calcul) alors, Dl + D2 + .00+ Dn est un treillis complet (—continu)(—algé—

brique) (domaine de calcul).
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3.3. Espace des fonctions continues ou opération d'exponentiation

Dans ce paragraphe, nous nous limitons 2 présenter 1'espace des fonctions conti-
nues entre les domaines - treillis algébriques - ou domaines de calcul - treillis

algébriques avec base récursive -.

Soient D et D' des domaines, nous dénotons 1'espace des fonctions continues
de D en D' par (D » D'], Par conséquent, si £ : D - D' est

continue, on a : f « [D +D'].

3.3.1. Définitions en [D > D'}

- - - A -t A

Les définitions suivantes caractérisent [D - D'} comme un domaine (de calcul)

si D et D' le sont.

3.3.1.1. Relation d'ordre partiel (=")

Soient D(=, L, T, LI, D et D'(=", +*, 7', I, [1') des treillis algébriques
- domaines - ou domaines de calecul, et soit D » D'] 1l'espace des fonctions
continues entre D et D'. La relation d'ordre partiel (=") en [D - D'] est

donnée par :
(VE)(Wg) [E e ID>D']agelD>D"] =

fe" g = (yx ¢ D) £(x) ' g(x)]

3.3.1.2. Borne supérieure et inférieure - v ety .

Soit Fc[D~+D'], on a:
" F

= Ax.)' {E(x)|x ¢« D A £ ¢ F}
PR = xS {g(x)lx e DA ge"F} (théovréme § 1.3.2.)
T o= Ax.T! (x ¢ D)

1t o= ! (x ¢ D)

Il est clair que ces définitions satisfont les propriétés des bornes ; le point

intéressant est que les fonctions ainsi définies sont aussi continues. Il est
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immédiat que T" et 1" sont des fonctions continues uisque ce sont des
q » P q

fonctions constantes. Avec le lemme suivant, on voit que [['F est aussi continue.

Lemme : Soient F ¢ [D » D'1, D(=, i, 7, LU, ), D(=', ', T, U, N
et soit |I"F = Ax.U'{f(x)Ix e DA f e F},
on a 3

(X)X dirigé A X < D = [[' F(UX) = [I' ()" F(X))]

Démonstration :

U'F(UX) = L' {E(LX) |f ¢ F}
=l {0 £X)|f ¢ F} puisque f continue (yf ¢ F)
=1 (U £(X)) théoreme 4 § 1.1.5. -
feF
=1 (U {f(x) puisque £(X) = {f(x)|x ¢ X}
e - U LEG)
=U" (U {£&x)]|f ¢ F})
xeX
=U" {U'{Ex)|£f € F}|x e X}  théorzme 4, § 1.1.5.
=" {M'F(x) |x € X}
=" (U" FX))
cqfd.
Corollaire : ["F = | "G (G={glge>D'Tnrg ="F}) est continue.

Dans ce paragraphe, nous avons montré que [D -+ D'] (D et D' domaines ou treillis
complets) est un treillis complet. Maintenant, nous verrons quels sont les

€léments finis de [D ~ D'] a partir des &léments finis de D et D'.

3.3.1.3. Elément compact ou fini.

Soient D(=, 1, 1, I, [1) et D'(=', 1", 7', IU', ') des domaines (treillis algé-

briques) ; soient B = {ele e D A e <« e} et B' = {e'|e" ¢ D' Ae' «e'}

les ensembles d'&léments finis de chaque domaine ; et soit 1'ensemble de fonctions
S = {<eje'>|e € B A e € B' A<ege'> : D> D'}

ot chaque fonction <eje'> est définie de la maniére suivante :

el

v si e = x
(yx € D) <eje'>(x) =

L' sinon
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On a les lemmes suivants :
Lemme 1 : S ¢ [D~> D'l ([D~> D'} espace des fonctions continues)

ctest-a-dire, toutes les fonctions dans S sont continues :

(VX)LX dirigé A X c D = <eje’>(X) = I <eje’'> (X)]

.Démonstration ; (il y a deux cas)
(1) (xeentiXfe)v (ellUX) il esc immédiat que <eje'>(1IX) = 1"
et (¥x ¢ X) <ese'> (x) = 1°

(2) (e = LK)
comme e << e alors (3x € X) tel que e = x
et comme (yx) [e & x = <eje’> (x) = e’}
alors <eje'> (LX) = LI' <eje’'> (X) = e
et par conséquent 3
S c (b ~D"]
cqfd.

Avec le lemme suivant, nous donnons une caractérisation de 1'ordre partiel des

fonctions continues par rapport aux éléments de S :

(V<ese'>)(Yf) [<ejse'> e S < ID>D'1 A £ e iD>D"]

= <eje'>e" £ &= e' &' f(e)l

Démonstration :

(=) immédiat, puisque e' =<eje’>(e) &' f(e)

(=) (i1 y a deux cas)

(1) (x=enrx#te) x “e,_comme <eje® (x) = 1' alors <e;e5'(xj = f(x)

(2) (e = x) comme <z2j3e™ (x) = e' A f monotone (continue)

A e' e f(e) » <eje™ (x) = e’ E' f(e) S' f(x)
de (1) et (2) on a :
(¥x) <eje’> (x) = f(x)
et par conséquent, <eje’> ff' f

cqfd.

Lemme 3 : (yF)(yx) [F dirigé A Fc [D+>D'1 A x . D
= F(x) = {£(x)|f ¢ F} est un dirigé en D']
c'est-a-dire, 1'image en un point d'un ensemble dirigé de fonctions continues

est aussi un dirigé.
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Démonstration :

l.a définition de dirigé (§ 1.2.1.) est :

F dirigé <> (yf)(¥g)(I)[f e FAge FAhe FAF =" h A ge" h]

alors, pour tout Xx ¢ D, on a

(Vy) (Vz2)(Av) [y e F(x) (c.a.d. y

Ave F(x) (c.a.d. v = h(x)) A ¥y ' v aAze' v]

par conséquent,

F(x) dirigé en D' ( x ¢ D)

f(x)) A z e F(x) (c.a.d. z = g(x))

cqfd.

Lemme 4 : (keje'>)[<eje'> ¢ S = <eje'> fini eje'> <«<" <ege’>)]

Démonstration :
Soit F < [D > D'] A F dirigé
et soit <eje'> " |
alors, e' ' F(e) (lemme 2)
et F(e) = {f(e)|f ¢ F} dirigé (lemme 3)

mais

e' fini = (£ E(e) ¢ Fle) A e' =' f(e)]
et e' ' %(e) = <eje'> &" ; (lemme 2)

par conséquent,

f ¢ Faceje'>e" f = <eje’'> fini

cqfd.

Tous les €léments finis de 1'espace des. fonctions continues [D = D']

n'appartiennent pas a S. Par exemple, la fonction suivante :

e' u. g’ si ewu

Cese'>u <&;8'>) (x) = e' siefé e
&' sie # 88
! sinon

il est clair que <eje'> u <&;8'> est finie puisque <eje'> et

le sont, c'est-a-dire

X KXAYy<<y= XUy <K<XUY (de § 1.2.6. c et e)

et cette fonction (<eje'> u <&;8'>) n'appartient pas 3 S quand

é

[ =

[ el

[ g
X

X
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3.3.1.4. Base

Bien que tout &lément fini de [D > D'In’'appartienne pas 3 S, S constitue une
sous-base de 1'espace des fonctions continues ; c'est-a-dire :

Lemme :

Soient D(=, 1, v, I, ) et D'(=", 1", 7', [I', [1') des domaines (treillis algé-
briques) ; soient B < D et B' c D' les ensembles des éléments finis de chaque
domaine ; et soit S ¢ [D -+ D'] le sous-ensemble d'éléments finis (fonctions
finies) comme nous 1'avons défini au paragraphe précédent ; alors :

(WE)f e (D> D' 1 £ =|{<ese’>|<eje™> € S A<e,e'> =" £}

Démonstration :
(<) immédiat, puisque [/"{g|g ¢ 8' < S < [D » D'} est continue (lemme §3.3.1.2.)
(=) onafelD>D'] (c.a.d. f est continue) ssi
(1) (¥ e D)(Ve' ¢ B')(Je e B)e’ =" f(x) <= ecx e’ c'f(e)] (§2.2.2.)
par le lemme 2 (§3.3.1.3.) nous avons :
<eje’>c" f = e' &' f(e)
alors, par (1) :
(ve')(3e) e’ ' £(x) <= <eje'> =" f A e x]
par conséquent :
f(x) =11'{e’|e' &' £(x)} = Wkese'>(x) |cese>c" £ a e = x}

comme <ege'>(x) = '

si (x=eaAx#e)v x "e, nous avons ;
f(x) = LP{<e;e'>(x)|<e;e'> E" £}

c'est-a-dire,
f = . ' {<e;e'> (x)|<e;e'> =" £}

alors, par la définition de la borne supérieure (§3.3.1.2.) :

£ =1 Sf A Sf = {<ese’> '<e;e'> e S A <eje’s E" £)

cqfd.

Avec ce lemme, nous avons montré que toute fonction continue est la borne supé-
rieure d'un sous-ensemble de fonctions finies continues dans S ; autrement-dit,
S "engendre" 1'espace des fonctions continues.
Une base pour 1'espace des fonctions continues [D -+ D'] oii D et D' sont des
domaines, esf la suivante :

E={lIS|ScS S fini}
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Il est clair que E satisfait les conditions d'une base ; de plus :

S cEc[D~>D'] C'est-a~dire, les éléments de E sont finis et continus.

3.3.1.5. Base récursive

Soient B et B' des bases récursives (§1.4.4.) des domaines de calcul D et D'
respectivement (c.a.d. B € DA B'c D') ; et soient T et I' les ensembles
récursifs d'indices associés aux bases B et B'. L'ensemble récursif J associé

a S = %ﬁen;e'm> len e BAnelIa e'm € B' AmeI'l est défini de la maniére
suivante : & chaque <en;e' > on associe 1'indice Tz(n,m) (T2 est la fonction de

m
~codification en § 3.1.1.5.) ; par conséquent :

J = {Tz(n,m)ln e I Ame I'}

Pour les Eéléments e ¢ E = {USIS.S S A S fini}, 1'indice associé k est le
suivant :

. soit J le sous-ensemble (fini) de J associé a §

. alors e = USsSAk= 3 R 2t
i€J

3.3.1.6. Fonction calculable

Ici, nous répétons la définition présentée au § 1.4.5., mais dans ce cas-ci,
1'élément calculable est une fonction continue, et nous employdns le concept de
sous-base : i

Soient D et D' des domaines de calcul, S la sous-base récursive (§ 3.3.1.5.)
de [D ~D'J], J 1'ensemble récursif d'indices associé a S, et pour tout
f e [D~>D"] soit S¢ = {<en;e;f| <en;eé> =" f} ¢ S, tel que dans le lemme

§ 3.3.1.4. ; nous disons que Jg est 1'ensemble d'indices associés 3 f ssi :
Wil e Je e JA j = T, (n,m) <> <en;e$> € Sf] 5

la notion de fonction continue calculable est la suivante :

(Vf € [D > D']) [f est calculable <= Jf est récursivement énumérable].

Avec les résultats présentés a partir du § 3.3.1., nous avons montré le lemme

suivant pour les espaces de fonctions continues entre domaines (de calcul).
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3.3.2. Lemme

poguuaeaipe gy

Soient D et D' domaines (domaines de calcul) alors, [D - D'1, 1'espace des

fonctions continues entre D et D' est un domaine (domaine de calcul).

Dans cette partie du travail (§ 3), on a montré que les ensembles construits
avec x, +, et » a partir de domaines, sont aussi des domaines ; par conséquent,
on a agrandi la classe des ensembles qui satisfont les propriétés des domaines.
Aussi nous pouvons dire que la classe des domaines est fermée par rapport aux
opérations de produit cartésien (x), union disjointe ou somme (+) et exponen-

tiation (7).
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CHAPITRE 4,
QUELQUES FONCTIONS (OPERATEURS, FONCTIONMELLES) CONTIMNUES DANS LES DOMAINES
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4. QUELQUES FONCTIONS (OPERATEURS, FONCTIONNELLES) CONTINUES dans les DOMAINES

Les opérateurs que 1'on présente dans cette partie, avec ceux du
§ 5, représentent les développements fondamentaux de la méthode dénotationnelle
pour établir la sémantique des languages de programmation. On utilise les
termes opérateurs, fonctions ou fonctionnelles indistinctement, &tant donné
que les domaines, comme nous 1°avons vu au § 3, peuvent &tre des espaces de

fonctions continues (produit cartésien ou somme).

4.1. La composition de fonctions

Le concept de s&quence d'exécution dans les languages de program-
mation est associé dans la méthode dénotationnelle a la composition des
fonctions. Dans cette partie, nous avons différencié, pour faciliter 1la
suite, la composition de deux fonctions de celle de plusieurs fonctions,
Aprés avoir montré la continuité de la composition (application) de fonc-
tions, on définit la puissance d'une fonction, pour établir un lemme sur les

ensembles dirigés de fonctions.

4.1.1. La_composition de fonctions continues °

o o e e e L o e o o e e D o o > W S > 0 vm v Am M e o o o . - g -

Le théoréme suivant établit que 1'opérateur de composition de

fonctions (continues) est continu.

Théoréme :

- -t o

Soient . D, D', D" des domaines,

- (la composition) o : (D » D'} x [D* » D"]) » [D ~ D"]

. ° définie par :
(VE) (Vg) (Vx) [f €[D > D'] A ge [D'>D"] A x=«D )

=> o (f,8) =g o f = Ax.g (£(x))]

alors : (la composition) ¢ est continue.
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Démonstration :
D'abord, nous savons que °(f,g) est continue (c.a.d. g o f e[D->D"] ,
puisque : soit X ¢ DAX dirigé
alors, go £(LIX) = g(£(LX))
g f(X)) (f continue)
" (g(£(X)) (g continue et f(X) dirigé - lemme 2 § 2.1.1.)
" (ge£ (X))

(Dans ce qui suit, nous dénotons par UI’UZ’UB les bornes supérieures dans

it

[}

[}

Ib »p*'] , ID*>D"], ID>D"] respectivement).
Soit F c{D>D']AF dirigé
alors, (go UIF)(X)

it

g (LI F) (x))

gU' {£(x) [£eF} ) (§ 3.3.1.2.)

U" {g(£(x))|f ¢ F} ({f(x) |f ¢ F} dirigé - L3 - §3.3.1.3.)
Uy {gof | £cF} (x) (§3.3.1.2,)

i

Soit G c<ip'-»p"]
alors, ( UZ Geof) (x)

]

L, G(£(x))
" {g(£(x)) |geG)
Uy {g°f |geC) ()

(notons que la composition est additive en g)

[}

par conséquent (théoréme § 3.1.3.)

(la composition) ° est continue cqfd.

4.1.2. Composition de n fonctions (on)

Le thé&oréme suivant est une généralisation naturelle du théoréme
précédant. Nous n'en donnons pas la démonstration (qui utilise 1'induction

simple).

Théoréme

Soient . nelN Anxz |

. Dl’ DZ’ .«. D domaines

n+l’
(la composition nje ([ D1+ D2] X uae X [Dﬁ+ Dn+l] )a—[Dl+ Dn+l]

ouo : . X+D, 1-ID>D ]
n i=1 "1 i+l 1 n+l
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. avec la définition récursive suivante :
°) f) = f£ (fe [Dl+ Dzj)

“art (CEpfpee e £ 0) = ooy e pun £ 2), £)
£ D> Din) Gyl m

autrement dit :

on(<fl,f2,... fn>)

]
[

n °( fn-l

Ax.fn (... (f2(fl(x)))"') (x.le)

alors : (1) on(<fl,f2,...,fn>)e[D|~>Dn+l] est continue et

o(... O(fzo fl)°"))

L

(2) o est continue

c'est-a-dire (2) :

> 3

F c

< X, D,y A Fdirigé=>o (LF) = Lo (F))

4.1.3. Puissance d'une_fonction (f")

On définit la puissance n (n21) d'une fonction continue f de la
maniére suivante :

£' = o (<£,f,...65) (Ec[D+D] )
¢'est-a-dire, la fonction appliquée n fois.
Le lemme suivant établit que la puissance n de la borne supérieure d'un
ensemble dirigé F de fonctions continues, est égal a la borne supérieure d'un
ensemble dirigé de fonctions continues, et dans cet ensemble de foﬁétions,

chaque fonction est la puissance n d'une fonction en F.

Lemme

Soit D un domaine ,
(1) fclp>p 1=>£" ¢ [D~D] (£ continue).
(2) (WF) IF <Ip»>D ] AF dirigé
=> (a) {" |feF) dirigs
et (b) WM™ =" (E"fe R
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Démonstration :

(1) immédiat (" = o (<f,...£2))
(2) (a) comme F est dirigé, nous avons :
(vE) (yg) (3h) [£ <F /\geF/\heF/\fE" hage" hj
De plus £ e hn/Agn en h" (par continuité - induction)

par conséquent

{fn |f e F} est dirigé
(2) (b) comme °y est continue, nous avons
' n e}
\"F) " = UWon(<fA,f .. fn>)|<fl,... fn>eF }
= U“O (F )
n n n
mais {f Ife:F}Efn(F )

alors U" (" | £e F}E_" (U"F)n (théoréme 3 §1.1.5.)

2°

n c e
comme {f |f c¢F} est dirigé, nous avons

n
pour touton(< fl’fZ"" fn >)e°n(F )

. . .n n .
il existe j €{f |feF} tel que on(< I PR fn >)e'" j
c'est-a-dire : fiE“ j/\fie'FAj e F (i=1,...n)

alors (théorgme 2 § 1.1.5.) : U (F)e UM {£']fcF)

par conséquent : (LJ"F)n =" {£" | £ eF} cqfd.

En particulier, nous avons le corollaire suivant :
Corollaire :

Soit EcID>Dl 1la base de 1'espace des fonctions continues dans le

domaine D, alors :

(VE) LEe[D»D 12£" =l"{e" |ecEnec" £}]

4.2. Plus petit point fixe d'une fonction continue

Par le théoréme de Tarski (§2.3.1.), toute fonction monotone
définie dans un treillis complet a un ensemble non vide de points fixes

qui est aussi un treillis complet ; donc il existe un point fixe minimal :
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la borne inférieure du treillis complet de points fixes,On présente maintenant
un opérateur qui fournit ce plus petit point fixe, mais avec 1'hypothése que 1la
fonction est continue. Cet opérateur est défini sur la base d'un schéma
itératif, et a son origine dans le premier théoréme de récursion de Kleene
(IK1552],[CoPR77D. Dans 1'introduction, nous avons mentionné que la notion de
point fixe est associée au concept de récursion dans les’ languages de program-

mation.

e mammmmmmmttanc el a oo non oo - - o m oo - - a o on fe o w00 > e o s e S - S

Dl X R N SR U o g

Soient . D(g 1, 7, U, domaine (ou treillis complet)
[D>D] 1'espace des fonctions continues
« M 3 [D>D]D
. # définie par :
(VE) L€ c[D>Dl=>n(f) =U(U (£"(WD]

n=0
on £2 = 1 (c.a.d. (yxeD) [£0(x) = x1)
alors, (a) u(f) = £(u (f)) (u(f) point fixe de f)

(b) (yx) Ix eDA X =f(x)=>u(f) € x]
(u(f) est le plus petit point fixe)

(c)u est continue.

Démonstration :

S e s o e o e e o

(a) comme fO(L) = 1Ef(4)

ona: f'G)e fn+l (1) (yn) (puisque f continue, monotone)
alors,

(1) g (£"(1)) est une chaine (dirigé)
n=0

de plus @

1]
(2 U= E" W) =uC = W) (puisque £(1) =1 < £"(1)(Vnz 0))
nMO ugl'
=UC u EE" WD
n=0

£( LI 3 (") 1)) (puisque f continue et (1)
n=0

]
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par conséquent :

uw(f) = £Cu ()
(b) soit x = £(x),
comme f0 (L) = 15 x = f(x)
on a : fn(i)E fn+l(x) = X (ynz 0)
alors, x est un majorant de ngo {fn(i)}
par conséquent :,

u(f) = 1i( ngo (ML) 1) E x

(¢) (l/'dénote la borne supérieure dans [D-D])
Soit Fc[D~>D]IAF dirigé
alors, uw(U'® =u § tcumHwi)

n=

M(UE) = (O (UM EeF 1) 1) (lemme § 4.1.3)
= U( U {Ule® (1) [£¢F1}) (définition de la borne § 3.3.1.2)
= U0, (£ ) |[£eF}) (théoreme 4 § 1.1.5)
= WO Cup £ 1)
= LU (O 18" ) 1))
= WL, (€7 (Ol feF } (théorgme 4 § 1.1.5)
= Ui (£) | feF Y= LUnu(F) cqfd.

e e L Lot SR AR ST R St ipb i Ay S - - - . 0" - S - -

d'une fonction continue (Yo) ([BrF 81])

- - " 8 v . . . -

4.2.2. Opérateur de plus petit point fixe_ (par_rapport_a_un é}ément fini)

L'opérateur (continu) suivant fournit
le point fixe le plus proche (supérieurement) d'un &lément fini e du domaine,
si et seulement si la fonction est extensive en e (c.a.d. e e f(e)). Cet

-~

opérateur, dii & D. Park, est semblable a .

Théoréme :

Soient : . DE,L,7,lJ,[) domaine,
. E= {e'eezD/\e<<e }JeD les €léments finis de D,
.ID~>D] 1'espace des fonctions continues,

.Ye:[D+D]+D
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. Ye définie par :
(yE)(ye) lfec D>DlrecE
w n .
= Y (i) = {“(n';_!o {f (e 1) ssi ecf(e)
u(f) (=Y, (£f)) sinon ]

alors
(a) Y, () = £(Y_(£)

et (bl) (yx) [xeDAegx/\x=f(x)Aegf(e)=>Ye(f)gx_]

et (b2) (Vx) [xeD ax = f(x) A ﬁ(eEf(e))=~>Ye(f)E x]

et () Ye est continue
et (d) Ye (f) est fini dans le treillis complet FIX(f).

Démonstration :

La démonstration de (a) (bl) (b2) (c) est identique 3 celle de p (théoréme
§ 4.2.1) ; notons que F, ={x|xeD AD domaine e €x} est un domaine (lemme 2
§ 1.3.5), de plus : eEf(e)<=>f(Fe)eFe. v

(d) Ye(f) est fini en FIX(f)
e fini<=>(VS)(38)[ £eScDAS dirigéaec{|S=>ecs]
en particulier (VS) [Sc FIX(f) cDAS dirigé]
il existe s'eSnecs', c'est-a~-dire s’ eFe
mais (par (bl) et (b2)) Ye(f)E FIX(f)lﬁFe
par conséquent ,
Ye(f)E s', Ye(f) fini en FIX(f) cqfd.

Cet opérateur permet de trouver les &léments finis dans le sous—treillis
complet FIX(f) (g, ', 7,11',01" ) du domaine D(s,t,T ,lI,/1 ). Le corollaire
suivant caractérise 1'union de deux &léments finis, qui est aussi un &lément

fini (c.a.d. : x<<xA y<<y=>xU y<xUy, § 1.2.6, b et e)

Corollaire :

Soient D,E,f,Ye du théoréme précédent, et FIX(f)(E,i',T',LP.rP)le sous-

treillis complet du domaine D(E,4,T,[),[) alors :
(Ve|)(ve2) le, €E Ae, cE=>Y (f) v’ Y, (f) = Y

(£) ]
1 2 € uey
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Démonstration :

I1 suffit de montrer cela pour le cas e

| Ef(el) A e Ef(ez), et pour ce cas,

2
on remarque que

. cqfd.
& f(el u e2)

e} Ef(el) Ef(el U e2)/\' ez Ef(ez) Ef(el U e2)=> e]Uez

4.3. Caractérisation de 1'espace des fermetures continues sur un domaine

L'opérateur que nous présentons dans ce paragraphe, et ceux que
nous donnerons dans les paragraphes suivants ( § 4.4. et § 4.5.), ont
comme objectif d'établir un "calcul" des fermetures ( § 2.3.3) ou rétracts
A caractére fini (§ 2.3.4). Comme nous 1'avons vu, cette classe de fonctions
caractérisent des domaines et correspondent au concept de "type" dans les
langages de programmation (ensembles de valeurs, ex : Nat § 2.1.2). L'idée
du calcul des rétracts 3 caractdre fini est d'obtenir la solution des
équations de domaines qui se posent dans la méthode dénotationnelle, ainsi
que nous 1'avons présenté dans 1'introduction. Cette sorte d'Equations
apparait aussi dans la définition de types plus complexes. Avec les domaines
réflexifs (§5) nous donnerons un outil fondamental pour la solution d'équa-

tions de domaines. Ensuite nous verrons comment obtenir les fermetures, et

que celles-ci forment un domaine.

Soit R le sous—ensemble de fonctions continues définies sur un

domaine D, qui sont des rétractions, c'est-a-dire :

R = {f| fe[D>DIAES = £)
R est un treillis complet avec la relation d'ordre (g') définie sur
[D+D'l ( § 3.3.1.1) puisque par le théoréme de Tarski ( § 2.3.1), on a :
R Image (r) = FIX(r)

]

r = [D+>D]>[D~>D]
est définie par

r=A. fof (VEe[D>D])
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On a montré que R n'est pas un domaine (ni treillis algébrique, ni continu)(cf.
[ScD 76 |). Cependant, nous verrons que si r est restreinte 3 1'espace des
fonctions extensives (c.a.d. (V) x €£f(x)), alors FIX(r) est un domaine ;

autrement dit, les fermetures forment un domaine.

4.3.1. Opérateur d'extension

- - e W 0 T - 0 . G0 WS D CR A

Soit ¢ 1'opérateur suivant :

e:ID->D] »ID D]

e(£) =)' (I,f} ({1' borne supérieure en [D- D])
clest-a-dire : d
() (x) = £(x) si xsf£f(x)
X sinon

¢(f) est une fonction extensive ; de plus elle est continue ( § 3.3.1.2): ¢
est aussi continue (exemple 1 § 3.1,3), et est une fermeture :

(VE) LEcID>D]=f ='e(f) Ae(e(f)) = e(f)]
Par conséquent (théoréme § 2.3.3),e caractérise un domaine : le domaine des

fonctions continues extensives ; c'est-id-dire :
’

Image (¢) = FIX(e) = (f] fe[D-rD]AIDE?f]
est un domaine (treillis algébrique).
Nous noterons ce domaine par [D-*D]E = FIX(e)c[p~ DI
le fait qu'une fonction f soit extensive implique que f s'f2 ; une fonction g

. . . P 2 . e
qui satisfait cette propriété (c.a.d. : g='g’) est appelée progressive,

Notons que, dans le domaine[D»rD]e , 1'81ément minimal est la fonction identité
([D), et 1'élément maximal (T') est la fonction constante Ax.T (VxeD), et

les deux fonctions sont des fermetures,

4.3.2. Opérateur qui donne toutes les fermetures (T )

R e o X

(fScb 76},IMcN 791)

I1 est clair que FIX(r) (ol r = Af. fofar :[D*—D]é+[D4~D]€ )
est 1'ensemble des fermetures, et est un sous-treillis complet de [D-)-D]E

aves le méme €lément maximal (Ax.T) et le méme Alément minimal (L' = ID)'
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Nous voyons maintenant que 1'ensemble des fermetures C = FIX(r)E_[D»D]G est

un domaine.
Théoréme :

Soit 1'opérateur T,

rs [D>pl>Ip>nl
€ €

I'= Af.[f(ngo {fn} ) (LI' borne supérieure en [D- D]e)
alors : .

@) r(f) e [D-*D]8 ( T(f) est continue et dé&finie en '[D—+D]€)

) I(Be ¢ =fefy='e = %) = FIX(r)

(3) I' est continue

(4) I' est une fermeture

(5) image (I') = C est un domaine

Démonstration :

(1) est immédiat, puisque f est extensive et [D—>D]E est domaine

) T D)) =) (WG ") )
=T (£) U, "0 1)

=U (U Ir@®E @ )N (E"0} dirigs et (£) continue)

L]

o0 o0 n+m
U0 (B " e h

=U 0 0 "1 (théorzme 4 § 1.1.5)
- U, "oh
= Utngoffn})(x) =T'(f) (x) 2 x (puisque f extensive )
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(3) Soit F dirigé AFEID"’DIE
ators = T(I'F) = 1K U (L'F"})

= L0 (LMER £ eF 1)) (lemme § 4.1.3)
= 1K, (" [fcF}) (théoreme 4 § 1.1.5)

w n
UG (O ("))
U (O, "D £ eF) (théoréme 4 § 1.1,5)

IMr(£)| £ eF)

"

=  'T(F)
(4) rarEN =1 G (rEn™ |
=K 0 () (puisque, par (2), vn,(r(£)" = r(f))
= I'(T(£))
= 1(f) 2 (puisque f e[D-+D]E » progressive)

(5) par (2), on a :
Image (') cC

il est immédiat que

..

ceC=>p(c) = ¢ (puisque Vn, o= c)
par conséquent : ‘
Image (r) = C

comme ' est une fermeture (4) et par le théoréme § 2.3, 3, on a que C est un

domaine.
cqfd.

4.3.3. Les €léments de_la_base (finis) dans le_domaine_des fermetures C

I il e R e ek L L T Y Yittpag S5y 4 O D B0 0 w9 et G = 8w WD o " B Bn - . - Pn

Soit Ec|[D-»D] 1'ensemble des &léments finis en LD+ D]. Par les théo-
remes §2.3.3, et é,e(E)gg[D—+D]esont les €léments finis dans 1'espace
(domaine) des fonctions continues extensives, Par les mémes théorémes, les

eléments finis de C (les fermetures finies) sont données par :

E, = I'(e(E))



94

Par le théoréme § 4.2.2. (partie d), on a :
(ve)lec e(E) A f = Ag.gug => Y, (f) EEC]
il est facile de voir que

(Ve) leece(E) Af =Ag.gog::>Ye(f) =I'(e) = HC (Fewa)]

4.3.4. Propriétés_du_domaine_des_fermetures C(S,1,T,l,[1)

Signalons deux propriétés :

(1 (Vcl)(VCZ) [cl cChcye CAcyScy => Image(cy)c Image(cy)l

(2) (vcl)(VCZ) [cl eCiﬂcz eCt:>(cloc2 EC<:>C10C2 = czocl)]

4.4, Points fixes d'une fonction continue, engendrés d'une maniére_continue

(IBrF 81])

La notion générale d'un opérateur continu (F) de point fixe sur des

fonctions continues (f) définies dans un domaine (D) est la suivante :
Fe[[D~>D] » D], D domaine

F opérateur continu de point fixe (ocpf)

<=> (y£)[fe[D~>D] => F(f) = £(F(£))]

On définit 1'ensemble des points fixes, engendrés continuement, d'une

fonction continue f, comme :

FEC(f) = {x|xeDa x= F(f) AF ocpf }
ainsi, on a :

FEC(f) c FIX(f) = {x |xeDA x = £(x)}

Nous savons que FIX(f) est un treillis complet, ou un sous-treillis complet
de caractére fini de D (corollaire § 2.3.1), mais non nécessairement un

treillis algébrique. Cependant, FEC(f) est en vérité un domaine. Dans cette
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partie, nous définissons un opérateur qui donne tous les &léments de FEC(f).
Le lemme suivant établit la forme que possédent (nécessairement) les &léments

de FEC(f).

Soient . D(s,1,7,l1,M) domaine,

. EcD la base -~ éléments finis - de D,

ID>DJE, L, T",14",[1") 1'espace des fonctions continues sur D,
alors, :

VEY (W) If ¢[D~>Dh x € FEC (f)

=> x =|l{e l[ecEnrecsxnrecf(e))]

Démonstration ;

Soit Ec[D~+D] la base - &léments finis - de [D-D]
et soit F ocpf, on a :

f=U'(c|ecErse"s)
et F(f) #J{F(E)Izkzﬁkég'f}

(puisque {e | eecEnes'f) dirigé et F continue)
de plus,

(vecE) F(e) = e(F(e))cE

(puisque F ocpf et (Vx)e(x) est fini § 3.3.1.3)
comme €<'f, alors :

F(e) = e(F(e)) £(F(e))
c'est-a-dire e =f(e), oii e = F(c) AecE
par conséquent,
F(f) =lifelecEnecf(e) ne<F(f)]) cqfd
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4.4.2. Opérateur de_points_fixes_engendrés_continuement_(Cgn)

o iprogiudiuiuidh AR Guaiy i gnaipiignespdpuepuap Beperg A g e e e bl Bl

L'opérateur qui donne les éléments de FEC(f) est le suivant :

Théoréme 1

Soient . D(e,L,T,ll,1 ) domaine,

. E = {e ietzD‘Ae <<e }cD les &léments finis (base) de D,

. [D+D] 1'espace des fonctions continues,

. Cgn : [D>D]~[D ~D]

. Cgn définie par :

(Vi) (vx) [feiD>DjaxeD
=> Cgn(f)(x) =U(n§0 {fn(e) !eeEAeEXAeEf(e)} )1

alors, (1) ax.Cgn(£f)(x) est continue

(2) ax.Cgn(f)(x) est idempotente

(3) (vx) £ (Cgn (£)(x)) = Cgn(f) (%)

(4) Af.Cgn (£f)(x) est continue ,

(5) 1Image (Ax.Cgn (f)(x)) = FEC(f) et Ax.Cgn(f) (x) est un

rétract a caractére fini

(6) f est un rétract a caractére fini<=> Image (Ax.Cgn(f) (x)) = Image(f)

Démonstration ;

Pour la démonstration du théordme, nous utiliserons une autre caractérisation
de la fonction Ax.Cgn(f)(x) (conséquence du théoréme 4 § 1.15 et du § 4.2,2)

donnée par :
Af. Ax.Cgn(f) (x) = Af. Ax.U{Ye (f)|e ¢ E Ae =x]}
N Soit X dirigé AXgD

Cgn (£) (LX) =LY () | e sLiX}
UG U g (T, (D 1)

lﬂng{Yeﬁ)]eEx})
(puisque e finiz=>{e|lez [X} ={e|ec=xArxeX])

LY (£) |e=x} |xeX} (théorgme 4 § 1.1.5)

i
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= [H{Cgn(£) (x) |xeX}
= |J Cgn(£f) (X)

(2) Maintenant montrons que Ax.Cgn(f)(x) est idempotente
(Ax.Cgn(f) (x)) (Cgn(f) (x)) = Cgn(f) (Cgn(f)(x))
=Lify _(f) |e =LY (£) |e= x }}

Il faut montrer :

Lty (£) ee Lty () |es x}} = LI {Ye(f)leE x} (= Cgn(f)(x))

(2) immédiat, puisque (Y _(f) |e=x }-C-{Ye(f” es L{Y_(f)| esx}} ,
qui est did a ce que e€Sf(e)=> efEYe(f) et par th,3 § 1.1.5

(=) par la démonstration du corollaire § 4.2.2,, on a :
y_(6) |esx} est dirigé, et comme e est fini, alors

eELJ{Ye(f) leex )=>(Fe*) (es Ye.(f)_l\ e' =x)

de plus Ye(f) EYe,(f) (théoréme § 4.2.2 - bl,b2)
et le résultat se déduit du théoréme 2 § 1.1.5,
Par conséquent, Ax.Cgn(f)(x) est un rétract (c.a.d. idempotent)

(3) Comme f est continue, {Ye(f)l e €x} dirigé, et par le théoréme § 4.2,2,
on 4a

£(Cgn(£) (x)) = E£CLLY (£)] e=x D)

=Ll{f(Ye(f) lesx )

Llf{e(f)le‘fx] .
Cgn(f(x)) (c.a.d. (Vx) Cgn(f)(x) est point fixe de f)

: (4) Soitll® la borne supérieure dans [D+D], et soit F dirigé et

I c¢lD>D], alors :

Cgn(lI'F)(x) = lJ{Ye(U'F) ecx)
=) ﬂJYe(F) lesx } (Ye continue, th., § 4.2.2)
(U, (Y ()] £cF}) (th, 4 § 1.1.5)

= 1( (Y (6)H

feF%eEx
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i

LUy HeG)IeEXD

L L Ye(f)l e x} | feF} (théoréme 4 § 1.1.5)
L1{Cgn(£) (x)| feF}
LiICgn (F) (%)

1}

(5) par (4) et (3), nous savons que Af.Cgn(f)(x) est un opérateur continu
de point fixe (ocpf -~ § 4.4), par conséquent

Image (Ax.Cgn(f) (x)) . FEC(f) c FIX(f)
Maintenant voyons que FEC(f) c Image (Ax.Cgn(f)(x)):

xe FEC(f)=>x={|{elec Ene=xne Ef(e)} (lemme § 4.4.1)
comme {e leegE Aeex Ae=f(e)} est dirigé, et x est point fixe de £ con-

tinue, et par le lemme 2 § 2,1.1, on a :

(Vn2=0) x = £7(x) = U{f"(e) |ecEnecxnre = f(e)}
et nous obtenons : X ¢ FEC(f) =>

X = U(ngo {fn(e) leeE/\eEX/\eE f(e)l )

= Cgn(f) (x) ¢ Image( Ax.Cgn(f)(x))
par conséquent :
Image (Ax.Cgn(f)(x)) = FEC(f) <« FIX(f) ‘
I1 est facile de voir que Image( Ax.Cgn(f)(x)) est un sous—treillis algé-
brique de D, puisque ses éléments sont engendrés par les é€léments finis de
FIX(f) (c.a.d. Ye(f) théoréme § 4.2.2(d)), et ces &léments fiﬁis appar—
tiennent aussi a Image ( Ax.Cgn(f) (x)). Ainsi, nous avons que Ax.Cgn(f) (x)

est un rétract a caractére fini (§ 2.3.4), et par conséquent'FEC(f) est un

domaine.

(6) (<=)immédiat, par (5) et puisque FEC(f) ¢ FIX(f) ¢ Image(f)
(=>) il est clair que:
Image ( Ax.Cgn(f)(x)) = FEC(f) c FIX(f) = Image (f)
Pour montrer que : Image(f) c Image (Ax.Cgn(f) (x)), il suffit de voir que les
é1éments finis de Image (f) (c.a.d. x-<<'%) correspondent aux &éléments
finis de Image ( Ax.Cgn(f)(x)) (c.a.d. Ye(f», et cela est une conséquence

du théoréme § 2.3.4 cqfd,
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4.4.3. Expression de_r__en_fonction_de_Cgn

o o b o o o o B0 e o S et 20 e o et e W v - e e = -

Nous montrons maintenant que le domaine des fermetures (C § 4.3)
est un ensemble de points fixes engendrés continuement de la fonction
r = Af.fz, ol f appartient au domaine des fonctions extensives:
ID>D] - § 4.3.1.
Théoréme :
Soient .|D—rD]£(E,1,T,U,rD le domaine des fonctions extensives ( § 4.3.1)
. Ec [D D]C, les éléments finis de [D—+D]e
. T :[D-ij€ + [D -+ D]e’ r = Af.f2
r(définie dans le théoréme § 4.3.2)

alors

Image (A f.Cgn(r)(f)) = FEC(r) = Image (P) = C

Démonstration

-

l.a;démonstration est immédiate a partir des théorémes § 4.3.2 et § 4.4.2.
De plus, il est facile de voir que :

(VE£) [fe l'D+D]é>Af.an(r)(f) =xf.P (£)] cqfd.

- o n e gy P - e o an ws B o e > B e e n w0 e 0 - 0 o0 po e

4.4.4. FEC(_Ag. 9°9)_:_le domaine des_rétracts_engendrés continuement

Dans le paragraphe précédent (§ 4.4.3) nous avons vu que le domaine
FEC(Ag.gog), ol g appartient au domaine des fonctions extensives coincide
avec le domaine des fermetures. Maintenant., nous analyserons le domaine

FEC(Ag.geg) . oli g appartient au domaine des fonctions continues. Nous appeller

ons ce domaine: le domaine des rétracts engendrés continuement. Nous verrons

que les ¢éléments de ce domaine sont des rétracts a caractére fini (th; § 4.4.4.2),
et que ses &léments finis sont les limites des &léments finis de 1'espace des

fonctions continues qui sont progressives (§ 4.4.4.1). De plus, la fonction qui
produit les points fixes engendrés continuement d'une fonction continue f (i.e.:

&.Cgn(f)(x) ) appartient a ce domaine (théoréme § 4.4.4.3).
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4.4,4,1. Reétracts finis

Le domaine des rétracts engendrés continuement et ses éléments finis,

ou rétracts finis, sont définis en accord avec le théoréme § 4.4.2 (5) de la

maniére suivante :
Soient . D domaine et E l1'ensemble des &léments finis de D ;
. E les €léments finis du domaine des fonctions continues
(c.a.d. E ¢[D»D])
On a
rg.gog : [D>DP[D->D]
FEC(Ag.gog) = Image(Af.Cgn(ig.gog)(f)) (oit fe|D->D] )
et 1'ensemble des &léments finis (rétracts finis) du domaine FEC(Ag.gog)

est donné par :
n

(¥, Og.gog) | ecE I={U(D (e’ | ece’D| eckl

Par cogséquent, chaque €lément fini est de la forme :

(vw) (3e) [weFEC(Ag.geg)h ec E => N
.. © 2
(w est fini en FECQWg.g>g)<:>w=lJ(ngo{ 32 | e= e 1)1
Le point intéressant ici est que les &léments finis dans le domaine des

rétracts engendrés continuement peuvent &tre reformulés comme suit :

w fini en FEC(Ag.geg) <= > -
GE)Gk)[EeEAkeN
2 k

= U 2" o n 2
U Gh T ese ) = e =G, feles e )l

s_ 12 P . . 2
c'est-a-dire, les éléments de la base qui sont progressifs (c.a.d. e=e”)
atteignent leur limite (deviennent des rétracts) dans une puissance finie

(k). Le lemme suivant nous donne ce résultat,

(Ve)(A) [ ecEnes e’ akeheet = 1y

Démonstration :

e fini implique que e ne peut prendre qu'une quantité finie de valeurs, disons k ;
N " 2 k  k+l

comme la succession : e, e ,...e , e ,++. €st une suite croissante de fonctions

(valeurs), puisque e est progressive ; on a :
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2 k_ ktl

et e = oooEe

m
i
1
B

-

. 2 k k+1
par conséquent : etfe £...&t e = e = L4 cqfd.

4.4.4.2. Rétracts a caractére fini dans FEC{ rg.g0q)

Le théoréme suivant &établit que les rétracts engendrés conti-

-

nuement sont des rétracts & caractére fini.

Théorgme :

(vE) [ £ clD>DJAD domaine
=> Cgn(Ag.gog) (f) est un rétract a caractére fini ]

Démonstration :

Par le théoréme § 4.4.2 partie (6), il suffit de montrer 1'égalité suivante

entre ensembles 3

(WEY(wvx)[ £e¢|D>Djax ¢D =>
tmage (Ax.(Cgn(Ag.goz) (£))(x))= Image (Ax.Cgn(Cgn(dg.gog) (£))(x)) ]
Pour abréger, posons :
£' = Cgn(rg.gog) (f)
nous savons que : flof' = f°' (théoréme § 4.4.2. partie (3))
( ») il est clair que : '
Image (f°') 2Image (Ax.Cgn(f')(x))
puisque : Image (Ax.Cgn(f')(x)) = FEC(f') ¢ FIX(f') = Image (f')
(<) pour voir que :
Image (f') < Image(Ax.Cgn(f")(x))
il suffit de montrer :
W) [ xeD=>Cen(f*)(f'(x)) = £'(x)]
Soient E et E les ensembles des &léments finis dans les domaines D et

| D->D}] respectivement, alors :

£' = Cgn(rg.gog) (f)
n
2 | geg‘_lxgsf/\gsgz D

#

LY, e

ecEne cfaete )] (lemme § 4.4.4.1)
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(VneN) (WxcD)[ ecEnecf'= £l0f'=> e"(x)e Ene (x) & £'(x)]

par conséquent :

£'G0 = U( 0, (£7¢"(0)| ecEaes £ es e’ )

U (nogo {f'(e)leeEAeE f'(x) nes f'(e)} )

U}

Cgn(f") (£'(x)) cqfd.

De cette facon, nous avons &tabli que le domaine des rétracts engendrés conti-

nuement est composé de rétracts a caracté@re fini, D. Scott a identifié ces

rétracts par ;

p(f) =Ue"|ecEne

c'est-d-dire :

p(f) = Cgn(rg.gog) ()

4.4,4.3, Ouelques éléments du domaine FEC (rg.geq)

Nous présentons maintenant quelques éléments particuliers (rétracts
i caractére fini) du domaine des rétracts engendrés continuement. Ces rétracts

sont les fonctions obtenues d partir de 1'opérateur de points fixes engendrés

continuement (Cgn).
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Théoréme :

(WE) (Vx)[ D domaineaxeDAf ¢[D~+D]
=> Cgn(Ag.gopg) (Ax.Cgn(f) (x)) = Ax.Cgn(f)(x)]

Démonstration

Soit f" = Ax.Cgn(f)(x) et soient E et E 1les ensembles des &léments finis

des domaines D et [D-»D] respectivement ; nous savons que :

Cgn(rg.gog) (£") =1J (n§0 {e" |ecEne=£" Ag_s_e_z b)
(lemme § 4.4.4.1)

et f" = (£9H" =L]{§_n |ecEaes £")
par comséquent :
Cgn( Ag.gog) (£ = £" (lemme § 4.4.4.1)
maintenant nous devons montrer ;
£"c Cgn(Ag.geg) (£)
pour cela, rappelons-nous que :

£" =LJSf.o (lemme § 3.3.1.4)
(ot Sf., ={<e!;,e2 >| e éEAeze E A< el;e2>e_l_§ A<e je,> £ £1 )
et <e|;e2> 3 f"<=>e2 € f“(el) (lemme 2 § 3.3.1.3)

Comme f'" est un rétract 3 caractére fini, alors s -

£''(x) €eFEC(f") (théoréme § 4.4.2 (6))
par conséquent :

£"'(x) = Ule |JecEae sf"(x) ae =£"(e)} (lemme § 4.4.1)

en particulier, pour chaque <e je,> es , ON a :

f"
e, £f"(e)) =Ufe lecEne £f'(e)) ne ef"(e)}

Comme e, cE (c,a.d. est fini) et {e |eecEnaes f"(ez) re =f"(e)]
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est dirigé, alors :

(Je') [e' ¢E ne's f"(el) Ae'e f'(e") e, ce']
de plus :
<eﬁef5<eﬁe5fff'meﬁe55f” (lemme 2 § 3.3.1.3)

Soit e'=<e1;e'> u<e'se'>

on a .

e'eEA‘%ﬁef ce'Ae'ce'oe' Ae' ef"

Soit F" 1'ensemble des e' finis, qui sont construits pour chaque

<el;e2>e Sf" ,alors :
£" =[JSf" A USf" s|JF" (théoréme 2 § 1.1.5)
et UF" =Cgn(Ag.geg) (f") (théoréme 3 § 1.1,5)

par conséquent

f" =Cgn(rg.gog) (f") cqfd.

4.5. Caractérisation au moyen de rétracts a caractére fini des opérations

X, ¥, > .

Dans les lemmes § 3.1.2 , § 3.2.4, § 3.3.2, nous avons vu quelles opérations
X, +, > respectivement, construisent de nouveaux domaines. Maintenant, nous
allons voir que si ces opérations se réalisent entre domaines caractérisés
par des rétracts a caractére fini (§ 2.3,4), alors le domaine résultat de
l'opération est caractérisé par un rétract a caractére fini (r.c.f.). Les
trois théorémes suivants établissent la caractérisation des opérations données

(constructeurs) au moyen des opérateurs r.c.f.
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4.5.1. Opérateur - r.c.f. - du_produit_cartésien (a_ B b)

hnkadesiadbad ol bt d Aol e R R TR ) M- tpeeipuops Jodhn@fiihutpuod- Mol dhd P " 00 e -

Soient . DI(E,L,T,U,[1) et 02 (=%, 4", 7°,U', )  domaines,
. achDl-*Dl] et b«z[02»+02] rétracts a caractére fini,

. Da = a(Dl) g_l)l et Db = b(DZ)g D2 les domaines cgracterlses

par a et b respectivement

et soit a W b ¢ Dl x D2‘+ Dl x 02

défini par : a b b = Ax.<a(x+1),b(xy2)>

alors
1) aldb est continue
(2) aldb est un rétract (c.a.d. idempotent)
(3) Image (a & b) = FIX(a & b) = Da x Db
(4) aldb est un rétract a caractére fini (r.c.f.)
(5) a fermeture et b fermeture=> a [ b fermeture.
Démonstration :
(1) immédiat, puisque 1, 42 a et b sont des fonctions contfnues 3

(2)  (a Bl b)’= (ax. <a(x41), b(x42) >) (hx. <a(xi1), b(xi2) >)

= <a((Ax. <a(x+t1), b(x+2)>) ),
b((Ax. <a(x+1), b(x42) > )42)>
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= Ax. < a((<a(x+l), b(xe2) >)41), (puisquenx est la méme dans

b(( <a(xy1l), b(x42)>) +2)> les deux composantes)
= Aax. <a(a(x¢l1)), b(bx +2))> application 41 et 42)
= Ax. <a(x¢1), b(x+ 2)> (a et b rétracts)
= a W b

]

(3) (@B b)® x Dy

) = (D, X D4, b(D, X D,)y2)>

il

<a(d)), b(D,)>

{ <w,y> l Xe a(Dl) A Ve b(DZ)}

par le lemme § 3.1.2, Da X Db est un domaine; et de (2), on a le résultat.

4) immédiat ; (2) A (3) => (&)

(5) (a8 b) <x,y> =<a(x), b(y) >

comme a et b sont des fermetures, on a :

x £a(x) et y ='b(y)=><x,y> ='"a(x), b(y)>

( €'"relation d'ordre dans Dl x D2 - § 3.1.1.1)

par conséquent : <x,y> £"(a @ b) <x,y> (VY <x,y> ¢ Dlx Dz): cqfd.

B R R e R el o e B LR O P SR ity Qi St apiibgn-qpedy b hpbhusqiiig. Wagripugpiped

Soient : b,,D,,a,b,D_ et D, comme définis dans 1'hypothése du théoréme
1272 a

b
précédent ( § 4.5.1)
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et soit : alyb : Dl + 02 > Dl + D2

définie par : a M b = ax. sib (xEDl,(a(XIDl))l inD, +D,
' (b(x | D)), in D, + D,)
alors : (1) aMWDb est continue
(2) aMWb est un rétract
(3) 1Image (a M b) = FIX (a fj b) = Da + Db
(4) a b est un rétract 3 caractére fini

(5) a fermeture Ab fermeture=> a | b fermeture

Démonstration :

(1) ‘Immédiat, puisque : sib, E, lDl’ |D2, in sont des fonctions
continues,

(2) (a @ b)?

(Ax.sib (xEDl,(a(x IDl))l in Dl + DZ’

(b(x | D)), in D, +D,))(a i b)

Ei_l_)_((a # b) EDID (a((a M b) IDI))l in Dl + D20

(b((a B b) |D2))2 in D, +D,)

Comme la variable liée x en a H b est la méme dans les trois composants de

sib, on a :

(aBM2=ugg(wmbHﬂE%dM@BbNﬂlehinm+Df

(>((a @ b) (x) |D,)), in Dy+.Dy)

Dans le preﬁier composant de sib (c.a.d. (a f b)(x)lEDl), on a :
(a M b)(x) ED, = §i§_(xEDl,(a(x |Dl))l in Dl +D, ,
(b(x |DZ))2 in D, +D,) ED,

par la définition de in ( § 3.2.2.1), Eet sib ( § 3.2.2.3), il est facile
de voir que :
(a # b)(x) ED, = xED,

par conséquent, en substituant et en développant (a M b) (x)

(a H b)2 =ix.sib (x EDI’
(a((gig(xEEDl, (a(x IDI))I in Dl + D2,
(b(x |Dy)), in D + D,)) |D))), in D, +D,,

(b((sib (xED},(alx|D))), in D, +D,,
(b(x |Dz))2 in D, +D,))|D,)), in D, +D,)
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. 2 P
La fonction (a # b)” peut prendre quatre valeurs selon la définition de

E et sib

(2a)  xED. = => (a B b)2(x) =1

1 lBool Dl + D2
(2b) % ED] - TB001:> (a # b)z(x) - TDl + D2
(2c) x:EDl = yrai =>
(a B b)2(x) = (a(((a(x | D)), inD + Dz)lDl))l in D, + D,
= (a(a(x)))l in D, +D, (§3.2.2.2)
= (a(), in D + 0D, (@’ = a)
= (a(x ]Dl))l in D, +0D,

(24) x[EDl = faux =>

(a 8 b)2(x)

1]

(b(((1>(XID2))2 in D+ D,) |D2))2 in D+ D,

= (b(x |D2))2 in D1 + D2 (comme en 2c)

Par conséquent :

(a B b)° = dx.sib (xE D, (alx | D)), in D, +D,),
(b(x IDZ))Z in Dl + D2)
=afb
(3) (a @ D)D) + D)) = sib((d) +D,) ED|,(a((D) + D)D) in D, + D,
(b((D, + D2)|D2))2 in D, + D)

]

Elk((nl + DZ) El)l, (a(Dl))l in D] + DZ’

(b(Dz))2 in Dl + D2)

sib (( D1 + D2) ED

(Da)l in D, + D

1° 1 2?

(Db)2 in DI + D2)
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si nous identifions & avec L et T avec T » 11
D, +D D
i 2 a b | 2 a b
est facile de voir que :

(a B b) (DI*DZ)r'Da*Db

Par le lemme § 3.2.4, Da + Db est un domaine ; et de (2) on a le résultat.

(4) immédiat, (2) A (3) =>(4)
(5) on a :

xEDlA an(x):>x‘_=D . D (a @ b)(x) ( §3.2.3.1)
et XED,A x‘.‘:‘b(x)=>X'5D: + D, (a H b)(x) (idem)
Par conséquent :
a4 fermeture Ab fermeture =>xEDl + D, (a M b)(x) cqfd.

S 2 0 e G v O D On e D 2 O = e o D 00 S D O Y e e 0 e Cxn e G S0 o T e e L R e XL TS

Soient D, ,D,

1272
¢t solt aosb | Dl->92]u>[pl., D, ]

2

,a,b,Da et Db comme définis dans 1'hypothése du théoréme § 4.5.1

définie par a 0»b = Af.bofoa

alors ¢ (1) a o+b est continue
(2) a o+b est un rétract
(3) Image (a 0»b) = FIX(a 0+b) =] Da + Db]
(4) a o°b est un rétract a caractére fini

(5) a fermeture Ab fermeture =>a o»b fermeture

Démonstration

(1) immédiat (§ 4.1,2)

(2) (a 0b)2 = (AE.bofoa) (Af.bofea)
. be(Af.bofoa)eca

M .bo(bofoa)oa
Af.(bob)efe(aca)

Af.beofoa (32 = aI\b2 = b)
a o+rb

n
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(3) (a 05b)(ED > D, 1) = belD > D loa |
Comme a "réduit" Dl en a (Dl) et b réduit D2 en b(DZ)’ il est facile de
voir que :

(ao->b)( [Dl—>D2]) = [a(D])-+b(D2)] = [Da+ Db]

Par le lemme § 3.3.2.,I[ Da+»Db] est un domaine ; et de (2), on a le résultat.
(4) immédiat, (2) A(3)=>(4)
(5) x =a(x)=>(bof)(x) =' (bofoa)(x) (b et f monotones et continues)'
YE'B(y)=> £(x) E' (bof) (x) ’
£(x) £ (bof) (x) E' (bofoa)(x)=> £(x) &' (bofoa) (x)

(=4}

Comme f(x) (bofoa) (x) pour tout x¢ Dl et pour tout fe[Di+ D2] , O a par
le paragraphe § 3.3.1.1
f €"(aosb) (f)

(=" est la relation d'ordre partiel en[Dl+ D2] ) cqfd.

4.5.4. Continuité des opérateurs ¥ , M__et_ o

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu que les opérateurs
afb, af b, et a 0+b sont des opérateurs continus, oli a et b représentent des
rétracts a caractére fini. Nous allons voir, maintenant, ce qui arrive quand
a et b sont des variables qui appartiennent aux domaines des rétracts engendrés
continuement ( § 4.4.4)

FEC ()\g.gz)D = an(Ag-gz)([Dl~>D]])
1

et FEC (Ag.gz)D an(Ag.gz)([D2+ D2]) respectivement,

2

Théoréme :

Soient les domaines : D) (& ,u4,7T ,ll,M), Dy s dys Tyullys i)
. FEC(Ag-gz)Dl(53,13’T3’Ll3,ﬂ3)
. FEC(Ag.gZ)D2(54,14,14,U4,ﬂ4)
LDy > D)) () < DT (=, g, Ty ,lg, 1Y)
L@+ D) s (D) + DT (5, L, Ty L M)

. [[Dl > 1)2]+[1)l > D2]] (57,17,T7,u7,ﬂ7)
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et soilent les opérateurs

E FEC(Ag.gﬁ) x FEC(Ag.g2). ~[(D, * D) =(D, X D,)|
. | p,” 101 Py) (B % By

@ FEC(Ag.gz)DX- FEC(Ag.gz)D A, + DY) > (0+ D]

| 2
M 2 nd 2 . e
. o»: FEC()g.g )Dax FEC()\g.g )D2>[[Dl» D,1+[D, »D,1]

définis par :

M (y,2) =y bz (théoréme § 4.5.1)

.M (y,2) =yHa (théoréme § 4.5.2)

. Or(y,z) = yO>z (théoréme § 4.5.3)
alors : (1) & est continue

{2) H est continue

(3) 0+ est continue

Démonstration :

Nous présentons uniquement la démonstration pour (1) ; dans les
cas (2) ‘et (3), elle est similaire. Pour (2), il suffit de voir que 1'in-
jection (§ 3.2.2.1) et sib (§ 3.2.2.3) sont continues ; et pour (3), que la

composition est continue (théoréme § 4.1.1).

(1) B est continue, c'est-a-dire :
Soient Yg;FEC(Ag.gz)D A2c FEC(Ag.gz)D A Y,Z dirigés, il suffit de montrer
(théoréme § 3.1.3) : ! 2

(la) Y (IJ3Y,z) = us(ﬁd(Y.z))
(1b) 7] (y,u4 )= us(b](y,z))
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la) (la démonstration est la méme pour 1b)

U3Y Bz = x. < (U3Y)(x v 1),2(x 4 2)> (théoréme § 4.5.1)

& U3Y,2) =
= Ax.<[J](Y(x-&l)),z(x~&2)> (définition borne § 3.3.1.2)
= AxL<¥(x+ 1), z(x +2)> (Llest la borne en Dlx DZ’

déf. § 3,1.1.2)

li

US ( K(Y,2)) (définition borne § 3.3.1.2)

cqfd,
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CHaPITRE 5.,
DOMAINES REFLEXIFS ET EQUATIONS DE DOMAINES
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5 - DOMAINES REFLEXIFS et EQUATIONS de DOMAINES

Dans les chapitres précédents nous avons montré que les opérateurs
gui caractérisent le produit cartésien, la somme, et 1l'espace des fonctions
continues sont des rétracts a caractdre fini. Nous avons vu aussi comment
calculer les fermetures (§4.3.2.) et les rétracts a caractére fini (§4.4.2.),
et nous avons présentés des domaines dont les &léments sont des rétracts a
caractére fini (le domaine C - §4.3. -, et le domaine FEC (Ag. geog) - §4.4.4.).
Maintenant, nous allons voir comment utiliser ces opérateurs dans certains
domaines spéciaux : les domaines universels réflexifs, dans le butide trouver

une solution aux équations de domaine. Ces équations sont de la forme :

Y=F (X)
ot F est une expression (fonction) formée des opérations de produit cartésien
(<), somme (+), et exponentiation (+) entre domaines, X &tant le domaine variable

et Y le domaine résultat. Par exemple :

F(X) = A+ [B>X]
dans ce cas, F(X) est le domaine &gal 3 la somme du domaine A et de 1'espace
(domaine) des fonctions continues du domaine B dans le domaine X (variable
liée). Comme nous 1'avons dit dans 1l'introduction, la méthode dénotationnelle
conduit a des définitions récursives (circulaires) de domaines, c'est-a-dire
X = F (X). En général, nous appellerons ce type de domaines (i.e. : X = F(X))

des domaines réflexifs, et le probléme est de trouver des points fixes

(domaines) de la fonction F ; c'est-a-dire, des domaines qui possé&dent comme
sous-espace leur propre domaine et/ou des domaines construits avec les
opérations x ,+, -, oili leur propre domaine est un opérande, par exemple H

X = Xx[X+X]. En réalité, nous verrons que ces domaines (X dans 1'ékemp1e)
possédent comme sous-domaines, des domaines isomorphes au sous-espace de-

mandé ( [ X>X] dans 1'exemple).

5.1. Connexions de Galois ( [Sal 771)([Or O 441})

Pour continuer, nous présentons la caractérisation de domaines via

des isomorphismes (§2.1.1.2.). Pour celd, nous utilisons la notion de connexion

e ——— ot - e

dc Galois, qui est définie de la maniére suivante :
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Soient : . D(z,1,T,l,[M et D'(c',1',7',U'.1") des domaines, .
. £ : D+D', une fonction monotone (ou continue, i.e. fe[D>D']),
. g : D'>D, une fonction monotone (ou continue, i.e, ge[D'=>D]),

alors, la paire (f,g) forme une connexion de Galois entre les domaines D et D'

ssi : (1) fog of = f et (2) geofog = g.

Nous dénoterons une connexion de Galois par le quadruple ordonné <f,D,D',g>,
c'est-a-dire : <f,D,D',g><=>fogof = faAgofog =g

et nous dirons que la connexion <f,D,D'g> est continue si f et g sont continues.
Comme conséquence immédiate de la notation prise pour représenfer les connexions,

on a le lemme suivant

Lemme | : <f,D,D',g> «<=> <g,D',D,f>

Un point important dans les connexions est donné par le lemme 'suivant

Lemme 2 :<f,D,D',g><=>fog et gof idempotentes.,

Démonstration :
2
(fog)” = fogofog = fo(gefog) = fog cqfd.

Cela signifie que la composition des fonctions qui forment une connexion,
caractérisent des sous-espaces (3 travers des rétracts) dans les espaces qui

interviennent dans la connexion.

Le thdordme suivant établit 1'isomorphisme entre les sous-espaces (treillis

complets) images de la connexion.

Soit la connexion <f,D,D',g> ,

et soient fg(D') et 8¢ (D) les fonctions f et g restreintes aux espaces
g(D') cD et £(D) cD' respectivement, c'est-a-dire :

fg(D') = f : Image (g) ~Image (f)

et &¢ (D) = g : Image (f) >Image (g)

alors :
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n fg(D') et B¢ (D) sont surjectives,

(2) 1mage (f) et Image (g) sont des treillis complets,
(3) fg(D') et gf(D) sont strictement monotones,
(4) gf(D) est 1°'isomorphisme inverse de fg(D°)°

Démonstration

(1) fg(D') surjective, c'est-3-dire : Imége (fg(D')) = ymage (f) ; il est
clair que : Image (fg(b°)) < Image (f) ; montrons 1l'inverse (c.a.d.:

tmage (£f) < Image (fg(uo)))°

fog o f (D) (<£,D,D*,g> connexion)
fog (£(D)) c feg (D')
Image (f) c £(g(D")) = f (Image (g)) = Image (fg(Do)) .

lmage (f) = £(D)

il

(l.a démonstration est semblable pour gf(D))'

(2) 11 est clair que gof est monotone (continue) ; par le lemme 2 précédent
(c.a.d. : (ng)2 = fog) et le théoréme de Tarski (§2.3.1.), nous avons que
lmage (fog) est un treillis complet, de plus, par la partie (1) de ce théoréme,
nous savons que :

lmage (fog) = f(g(D")) = f(Image (g)) = Image (fg(D')) = Image (f).

(l.a démonstration pour Image (g) est semblable).

est strictement monotone, c'est-a-dire :

3

(3) fg(D')

v ¥ [ [ = I:.

(vx,y € Image (g)) lx..y<.¢fg(b,)(x) e fg(D.)(y)]

(=>) immédiat, puisque f +y €st monotone(continue)
g(D*)

G B ® =" Bgpn @
=7 (g (p) °fg(0.))(>c) ¢ (8¢ py fg(D.))(y) (3f(1)) monotone)
= (g (py ofg(D.))(g(x'))E(gf(D)°fg(D.))(g(y')) (x = g(x') et y = g(y'))
> (gefeg)(x') £(gefeg) (y")
=> g(x') =gly")
xey

(La démonstration est semblable pour gf(D))‘
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(4) Notons que, en (3), nous avons montré aussi que

(Vx ¢ Image (g)) [(gf(D)ofg(D')) (x) = x]
c'est~3~dire : gf(D) = ngD') H

Par (1) et (3) nous avons que fg(D') est un isomorphisme.

Par conséquent, Image (f) est isomorphe a Image (g). cqfd.

Avec ce théoréme, nous avons vu que les sous-espaces —treillis complets -
caractérisés par la connexion (i.e. : Image (f) et Image (g)),éont isomorphes,
Par conséquent, si fog = ID' alors gof est un rétract @ caractére fini puisque :
Image (gof) = Image (g) €(th. § 5.1(2)) est isomorphe au domaine D' (lemme 7

§2.1.2,) (i.e. : D' = Image (I = Image (feg) = Image (f)). De cette fagon,

D')

nous avons que gof caractérise un sous domaine du domaine D, méme si g.f n'est

pas continue ; cependant si g est continue alors elle est méme additive (lemme 5
2.1.2. uisque : fog = 1, implique g = .

§ ) puisq g = Iy, 1mplique g = g; )

Par conséquent : si f est continue, alors gef est continue

Avec ces considérations, nous donnons la définition suivante :

5.1.1. Les connexions comme rétracts a caractére fini

T - . - A G et AL b e b G G e G W S B M A e N S G e W g R A

La connexion <f,D,D',g>est une connexion a caractére fini (donnée

par le rétract & caractére fini geof) ssi

(1) f est continue
et (2) fog = ID'
Le domaine caractérisé par la connexion est Dgof = (gof) (D) c¢D, et est isomorphe
au domaine D'.
Le lemme suivant nous indique ce qui se produit avec les sous-domaines de D'

caractérisés par des rétracts a caractére fini.

—— s v e

Soit <f,D,D',g >une connexion & caractére fini, et soit la fonction :
H:[D'»D1>[D>D]
définie par :

H = Ah. gehef
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alors :
(1) H est bien définie et est continue,
(2) (Vh) [h <[D"-»D"A h2 = h (i.e. h idempotente)
=>(2a) <hef,D,D', goh> est une connexion
(2b) et H(h) = gohof est idempotente ] ,
(3) (vh) ThelD*+D'JAh vrétract a caractére fini
AD" = h(D') = Image (h) (i.e. : D" domaine)
=>(3a) <h°f,D,D", goh> est une connexion & caractére fini

(3b) et Image (h) est isomorphe i Image (gehof)] .

Démonstration :

(1) immédiat, par le théoréme §4.1.1.
(2a) (hef)e(goh)o(hof) = ho(fog)o(hoh)of
= hol ,ohef (Fog = Tp,A h? = )
= (hoh)ef = hof
(geh) o(hof)o(goh) = go(hoh)o(fog)oh = gehoh = goh

(2b) (goho£) % = gehof ogohof = goho(fog)ohof = go(hoh)of = gohof

(3a) 11 est facile de voir que : hof ¢[D>D")A geh ¢[D">D] ,
alors par (2a), on a que <hef,D,D",goh > est aussi une connexion. I1 nous man-

que a montrer que : (hef)o(goh) = Lo c'est-a-dire :

(hef)o(geh) = ho(fog)oh
= hel ,oh (<f, D, D', g> est a caractére fini)
= hoh = h
mais,
Wx) [xed® = h(d') Ab? = h=>p(x) = x ]

donc : h = ID"
(3b) par (3a) nous savons que :

lmage ((gef)o(hof)) est isomoxrphe a D" = h(D') = Image (h)

mais Image ((goh)e(hof)) = Image (ge(heh)of) = Image (gohof) ;

ainsi donc, gohof = H(h) est un rétract 3 caractére fini, puisque son image

est isomorphe au domaine caractérisé par le rétract a caractére fini h.

L)

cqfd.
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Graphiquement :

[

/"““\
gohof<:}’/’ D' ) h
\ NG

\-._..—‘/
f

5.1.2. Représentations

Une classe de connexions de Galois sont les représentations, et sont définies

par :

Soient : . D et D' des domaines,
. f :D>D"Aag: D'>D des fonctions monotones,
alors

<<f,D,D',g>> représentation<=>fog=Il AIDssgof

D'

Lemme :<<f,D,D',g>> représentation=><f,D,D',g> connexion,

Démonstration :

ngEID,=>f°g°fEf/\g°f°gEg n
IDEgof =>f E fogof Ag Egofog | (2)
(1) A(2) =>f = fogof Ag = gofog : cqfd .

~

De méme que pour lés connexions, nous définissons les représentations & caractére

fini, mais cette fois nous obtenons des fermetures.

5.1.3. Les_représentations_comme rétracts a_caractére fini

. o2 - profurueitbginiuthuigh iy S uiyiigucpuiphiyisqualiip- et A e b e e R N R e

Nous disons que <<f,D,D',g >>est une représentation 3 caractére fini

(donnée par la fermeture continue gof) ssi

(1) <£,D,D',g> est une connexion i caractére fini
et (2) ID e gof
Le domaine caractérisé par la représentation est Dgof = (gef) (D), lequel est
isomorphe & D',

I1 est clair qu'une représentation a caractére fini est une représentation.
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Notons que si la représentation est continue (i.e : f et g continues),
fermeture gof caractérise toujours un sous-domaine de D (théoréme §2.3.3.).

Cependant, nous nous intéressons au cas oll fog = I puisque de cette

Dl.
fagon, le sous-domaine caractérisé par gof est isomorphe ("représente")

l¢ domaine D',

.

En guise d'exemple, nous présentons maintenant un sous-domaine du domaine

D x D (D domaine), qui est isomorphe a la somme séparée D + D,

51.4. D+D comme_sous-domaine de D x D

Soit D(=,1,7,L,D domaine, et soit <0,D x D, Dl + D2

une connexion, avec les domaines D x D(e'y 1" 7', (1) et Dl + D (= "1

sV >

lvs indices 1,2, indiquent uniquement 1'opérande gauche et 1' operande droit res-

pectivement dans la somme, i.e Dl = 2 = D),

Définissons cette connexion de la fagon suivante :
soient e ete, deux €léments finis de D tels que e ete, soient incompara-

bles et leur intersection soit 1 , formellement :

e <<g . eDAe.<<e,eDAe Ae e = °
1 7€) 2°%€y € llegne ne, =1

On a

o : D x D‘>Dl + D2

AV [)I + D2->.D x D

définies par
" s% x$2 =1

6 (x) (XH)l inD, +0D, si x42 € e, A x+2 # 1
(xH)2 in Dl + 02 si x¥2 = eyA x¢2 #
" sinon

et v(x) =sib (y E DlgfyIDl, e >,<y|Dz, e,> ).

Avec ces définitions de Oet v, on a que <0, D x D, Dl + D2, v > est une connexion

a caractére fini, et par conséquent : (y°0)(D x D) est isomorphe a D + D,
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5.2. Domaines Universels

On dit qu'un domaine U est un domaine universel ou un

domaine universel reflexif s'il poss&de des sous-domaines qui sont isomorphes

aux domaines U x U, U + U, et [U > U] . Les isomorphismes sont donnés par des
connexions (représentations) a caract&re fini que nous identifions a partir
d'ici par :

(1) <a,u,u xU, B >

(2) <vy,0,0 +U, § >

(3) < ¢,u,lu >ty >

Notons que si le domaine U a deux &léments finis comme ceux mentionnés dans
le paragraphe précédent (§5.1.4.), alors la connexion < y,U,U + U,8> - 2 -

s'obtient a partir de <a, U, Ux U, g > - (1) - et de <0,U x U, U + U, v>

= (§ 5.1,4.) - en faisant y=00a et § =B o v, puisque :
(1) y =0ca est continue

et (ii) yo 8§ =0QoaoBov=0 o(goB)oV=00] oV=Qov= T

Uxu U+U
Par conséquent : < 0°q,U,U + U,Bov>est une connexion 3 caractére fini (§5.1.1.)
Graphiquement :
B v
‘/"‘\ . L \
U UxU U+ U
o 0

Comme nous 1'avons fait dans le paragraphe précédent (§5.1.4.), nous pourrions
essayer de trouver les conditions que doit remplir le domaine U pour &tre
universel ; c'est-a-dire les conditions pour pouvoir définir de fagon précise
les fonctions : a,B,Y,8,¢ et Y. Nous ne ferons pas cela ici, simplement
noussupposerons qu'elles existent, et nous verrons dans le modéle (§5.4)
comment sont définies ces connexions pour ce domaine - le modé&le - en par-

ticulier,
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Nous représentons le fait que deux domaines sont isomorphes par le symbole w~.

Ainsi dans le domaine universel U, nous avons que :

(Boa)(U)=UxU, (§cy)(U)mU+U, et (Yod )(U)w~[U » U] .

Les fonctions a,y,$ sont appelées fonctions d'interprétation ; et les fonctions

B,4,4 fonctions de représentation. Dans le premier cas : a, y, ¢ "interprétent"

les €léments du domaine U comme &léments dans les domaines U x U, U + U, tu - vl
respectivement ; dans le second : B ,8, y "représentent" les &léments des

domaines U x U, U + U, [U > U] respectivement, dans les &léments du domaine U.

5.3. Solution des équations de domaines

Supposant 1'existence des domaines universels réflexifs, nous allons
montrer comment obtenir des solutions aux &quations de domaines. L'idée est de
définir des fonctions continues qui sont des rétracts 3 caractére fini, dont les
lmages sont isomorphes aux expressions de domaines F(X) (§5). Il est clair que
si ces fonctions sont définies dans un domaine, nous pouvons en trouver des points
fixes, et ainsi donner des solutions aux é&quations circulaires de domaines, par
cxemple : X = [X »X]. .Par conséquent, le premier pas est de donner le domaine
oih sont définies ces fonctions - rétracts a caractére fini - ; ce domaine est
celui des rétracts engendrés continuement (§4.4.4.) et définis dans le domaine
universel réflexif U, Nous appellerons ce domaine REC, c'est-a-dire :

REC FEC'(Ag.gZ)U

L]

Image (A f. Cgn (Ag.gz)(f))
(o felu-ul)

Cgn (g.g) (1 U>U]) c[U-U]

5.3.1. Caractérisation_des opérations x,+ et + dans REC

Comme nous avons déja vu (§5), les expressions de domaines sont
formées avec les opérations de produit cartésien (X), somme (+), et exponen-

tation (>) entre domaines. Nous définissons maintenant les opérateurs ‘"isomorphes"

-

a ces opérations dans le domaine REC, qui se comstruisent & partir des trois

connexions (représentations) a caractére fini qui ont &té définies dans le domaine

universel U (§5.2),
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Lemme | : (Produit cartésien ©)

Soit ® : (REC x REC) -+ REC
définie par : ©® (y,z) =y ®z
= dw, Cgn (Boll (y,z) ca) (W)

(ot wel);
Graphiquement :

®: <y,z> e (REC X REC)

H =) h.Bohon

" (::}1‘////#E\\\\‘ ' i

Bo(y W z)ea N UxU y U=
\\,__._.,’//
o
St '/ ® z ¢ REC
Af.aw.Cgn(f) (w)

alors :
(1) ®: est continue,
(2) 1Image (y ® z)~ Image (y) X Image (z)
démonstration :
(1) Comme @ (théoréme §4.5.4.), Af.iw.Cgn (f)(w) (théoréme (4.4.2)
et Ah.Bohoo (lemme §5.1.1,) sont des fonctions continues, alors :
e = (Af.xw.Cgn(f) (w)) o (Ah,Bohoa ) (K) est continue ; et par ié théoréme
§4.4,4.3.; il est facile de voir que y ® z ¢ REC |
(2) Image (y ® z) = Image (Bo(y H z)eoa) (théoréme § 4.4.2. (6))

~ Image (y ® 2z) (lemme §5.1.1,)
et Image (y K 2z) = Image (y) % Image (z) (théoréme §4.5.1.) cqfd .

Un raisonnement semblable nous améne 3 établir les deux lemmes suivants sur la

somme et 1'exponentiation,



Soit @ : (REC x REC) +REC
définie par : @ (y,z) =y e z
= Mw.Cgn (8oki(y z)eoy) (w)
(o wel)

alors ¢

(1) ® est continue,
(2) TImage (y ® z) ®Image (y) + Image (z)

Jdémonstration :

-

(semblable a celle du lemme !) cdfd .

Soit o» ; (REC x REC) » REC
définie par ; o»(y,z) = yorz
= Aw,Cgn (Poor(y,z) o) (w)
' (od w e U)
alors :

(1) ¢» est continue,

(2) Image (yeo»z) “[Image (y) » Image (z)]
démonstration :

(semblable 3 celle du lemme 1), cqfd .,
Notons que : lmage (y), Image (z), Image (y ® z), Image (y @ 2z), et
Image (y o>z) sont tous des eeus-domaines du domaine universel u.

Avec cette caractérisation des opérations x,+, et + en REC, nous pouvons
représenter les sous-domaines de U qui sont isomorphes aux expressions de

domaines.

5.3.2. Caracterlsation des_expressions de_domaines F(x)

inbahaiaiaiadeabalabele ol U L T ) S T N R0 P =i gl et A oo g 4

btant donné ‘une expression de domaines F(X), le rétract a caractére fini
T(x) dont 1'image est isomorphe a 1'expression de domaines FX) est obtenu

de la fagon suivante :
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(1) Substituer les variables libres dans F(X) par les rétracts en REC qui

caractérisent en U ces variables libres ;

(2) Substituer les opérations x,+, et -~ en F(X) par les opérations respectives

(i.e : ®, ®, eto> ) en REC ;

(3) Substituer la variable liée X (s'il y en a) par le rétract x (xecREC),

~
uaique variable liée en F.

~

F construite de cette fagon est une fonction continue définie en REC
(i.e : F ¢ [REC>REC]), puisqu'il n'y a qu'une seule variable liée. S'il n'y a

pas de variable liée, alors F est une expression constante en REC,

Exemple :

(Supposons pour simplifier que les opérations x,+ et > sont de méme priorité,
aussi nous devons utiliser une notation complé&tement parenthésée)
Soit F(X) = [(A + (B x X)) »X ]
et soient a(U) AAb(U) = B, a,beREC ;
on a: % = rx.(a ® (b ® x))ox (ol x € REC)
A ; €[REC ~REC]
A () [ xeRECAX = x(U) => ( l’; (x)(U) =F(X)]

5.3.3. Equations_(circulaires) de_domaines

- - o . - o - - " tor o o o o g o . - - -

-~

Lorsque X = F(X), nous obtenons F comme dans le paragraphe précédent

(§ 5.3.2.), et comme F ¢[REC~»REC] , alors :

(vx) [xeCgn (F)(REC) => x = F(x)] (théoréme §4.4.2. (3))

et par conséquent, nous pouvons, pour tout x e Cgn (F) (REC) interpréter dans le
domaine x(U) 1'expression de domaines F(x(U)), c'est-a-dire :

x(U) = (F(x)) (U) ®F(x(U))

Exemple :
Soit F(X) = [(A + (B x X)) >X]
AF=2rx.(a® (b ®x))erx (oti x € REC)
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alors :
(yx) (x ¢ Cgn (F) (REC) AX = x(U)=>X=[ (A + (B x X)) +X ]

5.4. Le modéle graphique Pu([ScD761,[StJ77],[BaH81])

Pour terminer ce chapitre, nous montrons 1'existence d'un modéle
oi sont inclus les différents concepts qui ont &té présentés au cours de ce
travail, Avec ce modéle sera démontrée la validité du language que nous four-
nit la théorie des domaines, comme méta-langage pour &tablir la sémantique des
langages de programmation.
Dans le §1.3, nous avons vu que Pw - 1’ensemble des parties des naturels -
est un treillis algébrique, oli la relation d'ordre partiel est 1'inclusion des
cusembles et les &léments finis ou compacts sont les ensembles finis de naturels,

Ainsi on a :

«Pw (S_ » ¢p ‘Na U, n)

1’inclusion est la relation d'ordre partiel,

1n

® 1’snsemble vide est &,
IN

est 1'Elément T,

(>4

1'union est la borne supérieure ()
n 1'intersection est 1a borne inférieure (1)

o (Yx)[xePw =>(x <<x<=>x est un sous-ensemble fini de IN) |

Plus loin, en §1.5.1., nous avons vu que Pw est un domaine de calcul, ol
I'énumération des &léments de la base (i.e : les éléments finis de Pm) est donnée
par 3 ) .

. Si x fini en Pw, alors x = b, et i = ,2 2]

i jex

I} nous manque a montrer que Pw est un domaine universel réflexif (§5.2). Pour
cela, nous allons définir des connexions 3 caractére fini (§5.1.1,) qui carac-
térisent les sous-domaines de Pw qui sont isomorphes aux domaines Pw x Puw,

Pw +Pw, et [Pw->Pu] .
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5.4.1. Connexion_qui_caractérise_le_produit_cartésien (x)

B ke e B e EE PR g S puepuip S iy wipuhutu g Shu it Sy Sy

Les fonctions a et B (§5.2) sont définies de 1la facon suivante
.o Pw~>PuxPw
Ax. <{n |2nex }, {m|2m + 1 e x}>
B : Pw x Pw-Pw

Ax. {n|n=2iAaiex+1}ulmim =27 + 1A jexy2}

Q
I

w
Il

Soient a,B (définies ci-dessus)
alors

~

<o, Pw, PuxPw,B > est une connexion i caractére fini.

Démonstration :

I1 est facile de vérifier les assertions suivantes :
(1) o et B sont bien définies et sont monotones,

(2) o o B = IPw><Pw et Boa = IPw

Par (1) et (2), on a que aet B forment une représentation (§5.1.2.), c'est-a-dire
<< a,Pw,Pwx Pw,B >>, et par le lemme §5.1.2., elles forment aussi une connexion
de Galois. Par le théoréme §5.1. (partie (3)) et (2) - ci-dessus - o etB sont
des isomorphismes, avec a==B—l, B=a 1, et par conséquent sont des fonctions
additives (continues) (lemmes 4 et 5, §2.1.2.). Ainsi on a que_ :

< o,Pw, Pw * Pw, B > est une connexion 3 caractére fini (§ 5:1.1.). On a
méme le r&sultat plus fort que o et § forment une représentation a caractdre

fini entre Puw et PoxPw (§ 5.1.3,) cqfd .-

De cette fagon : Pw x Pu 8 Bea (Puw) = Pw

5.4.2. Connexion_qui_caractérise_la_somme_séparée (+)

R e R e o il el L T T L L L p-iiytiguiipuipur) uiad Sty

Pour définir la connexion 3 caractére fini <y, Pw, Pw + Pw, § >
nous établissons d'abord < 0, Pwx Pm,Pml + sz,v> (§ 5.1.4.) avec

e, = {1} et e, = {2} . C'est-a-dire :
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O 2 PuxPuw Pwl-thz

Ax, 4" si x¥2 = L
- (xH)l in Pu;+ Pu, si x¥2 = {1}
P ke k1), in Puye Puy si x¢2 = (2]
Ax. T sinon

.V :Pml «sz + Pwx Pw
v=2Ay. sib (y EPuj,<y| Puy, {1} >, <y | Puy, {2} >)

fvec la connexion 3 caractére fini <0, PuxPw,Pu; + Puy, v > et la connexion
du paragraphe précédent (§5.4.1.) < a, Pw, Pw xPw,8 > , nous construisons y

¢t § comme au § 5.2.,, c'est-a-dire

§=Bov
//’Jiﬂ#ﬂ*‘~§\\“~ “/::::::::::::::E:::::T\\
v ~
Pw Puwx Pw : Pu+Pw
N
S
y=00¢

Ainsi on a :
(607) (P‘”) = (80\"’0,0(1)(?(0)% Pml+ P“’Z

Dans ce cas, 8oy n'est pas une fermeture, et par conséquent n'est pas une repré-

-

sentation 4 caractére fini.

5.4.3. Connexion qui_caractérise_1'exponentiation (- )

P e b LR R R PR ipay- Aput ghsihgpoty-Su Sip-dpugiig. Qo -

La connexion @ caracté&re fini entre les domaines Pw et [Pw - Pu]

(i.e. : < ¢, Pu, [Pw -+ Pw] , ¢ >) est définie de la fagon suivante :

Svient : Pw (¢ , L =¢, T =IN, v, n)
[Po > Pul (£,Ax.0,Ax.7,1,[)

.
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alors :
$:Pw > [Po ~ Pul
¢ =iw. [J{rx, < bn’bm >(x)| 1o (m,n) € w}
Y [P » Pul - Pw

p=Arf. {tp(m,n) | bm_c_f(bn)}

~

ou

-1, est la fonction de codification définie au § 3.1.1.5,, c'est-a-dire :

To + N27N, 1y=AxAy .-% ((x+y)2 + 3x+y), et il existe
Do xm, 1 bty = Ty patpeta! = T

-< bn’bm> sont les &léments finis de [Pw > Pwl (§ 3.3.1.3.) et le b.1 sont les

Tz_

éléments finis de Pw(i est 1'indice de 1'&numération, § 1.5.1. ou § 5.4.).

.wePw est défini a partir dew ¢ Pw par w =wu{0}.

L'idée est que y(f) est un &lément de Pw qui représente 1'ensemble des &léments
finis (dans S, § 3.3.1.3.) de [Pu~>Pw] qui sont "moins définis" que la fonction
fe [Pw~> Pu] , en codifiant les indices de ces &léments finis. En d'autres

termes, ydonne la représentation par extension et unique d'une fonction

continue en Pw, c'est-a-dire : son graphe. Il est clair que tous les &léments

de Pw ne correspondent pas & des graphes de fonctions continues en Pw, par
exemple : les éléments finis de Pw , puisque les graphes sont infinis

(i.e. : p([Pw - Pu]) cPw)., D'un autre cO6té&, ¢w) est une fonéﬁion continue
qui est la borne supérieure des &léments finis de [Pw ~Pwjdont les indices cor-
respondent aux &léments de l1'ensemble w ., Pour que ¢ soit totalé, c'est-a-dire

#,nous ajoutons 4 w 1'é1ément "O" qui correspond

i

soit définie quand w' = L

0422 b'rz-l (0)+]>=< bO’bO> = <], 1> =AXKL ),

Les deux fonctions : ¢ et Y sont connues dans la littérature sur les domaines

4 la fonction Ax.yt (i.e. :< bT -1
2

sous les noms de fun et graph respectivement.

Le lemme suivant &tablit que ¢ et  forment une connexion entre les domaines Pw

et [Pw - Puw] .
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Soient ¢ , ¥ (définies ci-dessus),
alors

<¢p, Pu, [Pw > Pw} , p > est une connexion a caractére fini.

Démonstration :

Il suffit de montrer :

(1) ¢ et ¢ sont bien définies et sont monotones,
(2) poyp=1 [Po > Pu]’®

(3) ¢ est continue.

Notons que (1) et (2) impliquent que ¢ et y forment une connexion de Galois

(§5.1.)

(1) est immédiat,
(2) dop =(awdl Xx .< b sb > (x)| To(m,n) € we

(Af. {t2(m,n) | <b sb >Ef })  (lemme 2 § 3.3.1.3.)

L}

Af.ll (k. <bn;bm>(x)|'t2(m,n) € {ta(m,n) |<bn;bm > e f}}

(puisque Vf, Ax.L E f=w =yw)

Af, U{)\x.<bn;bm > (x) | < bn’bm > e f)

Af.f(puisdue fe [P »Pu] et lemme § 3.3.1.4.)

]

I [P > Pwl]

(3) soit W< Pw, W = Ulw|we W}

dUW) = Ow.li {rx. < b sb > (x) | T2 (m,n) ew})UW)

= {Hax., < bn;bm> x)|1o(m,n) € uw }
= | Hrx. < bn;bm> (x)sz(m.n)eU{y_I we Wl}

= [ ilgw(xx, <b ;b > (x) |t (m,n)ew 1)

= L Lax. < bn;bm> (x) | t2(m,n) € wl|l weWl (théoreme 4 § 1.1.5)

= ¢ (w) [wewl (définition de ¢)

Lip (W)
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Cela signifie que ¢ est non seulement continue, mais additive .( § 2.1.2.) de
méme que VY, puisque la démonstration vient d'étre faite pour n'importe quel

W< Pw et non pour les dirigés cqfd

On peut montrer aussi que IPm ¢y o¢ , ce qui prouve que ¢ et ¢ forment des
représentations d caractére fini.

Par le lemme précédent, on a :
[P -+ Puwl=x po¢ (Pw)c Pu

Par conséquent, avec les définitions données pour les fonctionsa,B,y,8,$
et Y dans les paragraphes précédents, nous avons montré que Puw est un domaine
universel. Il existe d'autres modéles pour les domaines universels, en particulier :

™ [Poc 78] » ol est développé un modéle semblable d celui de Pw, mais avec la

notions d'ensemble inductif ( § 1.5.3.).

Un aspect important du modéle Pw est que 1l'on peut définir d'une fagon précise
les fonctions calculables comme un sous-ensemble des fonctions continues de

Po dans Pw . L'idée consiste a définir les &léments de Pw qui correspondent
aux ensembles récursivement &numérables, et ceci se fait a partir d'un groupe
de fonctions continues données dans LAMBDA [ScD 76] et 1'opérateur de plus
petit point fixe. Ces fonctions correspondent dans la représentation aux

ensembles récursivement é&numérables.

5.5. Autre point de vue

Dans les paragraphes précédents, nous avons décrit la solution des
équations de domaines (§ 5.2.1.3.), en nous fondant sur 1'existence d'un
domaine universel U (§ 5.2.), pour lequel nous avons trouvé un exemple dans
le modéle Pw(§ 5.4.). Le probléme de trouver des solutions aux équations de
domaines a aussi &té abordé en utilisant les concepts de la théorie des
catégories. L'id&e est la suivante : les opérations de produit cartésien,
somme et exponentiation sont des foncteurs dans une certaine catégorie.

De cette fagon, dans les équations de domaines X X F (X), on considare F comme
comme un foncteur, et on cherche & montrer 1'existence et la facon d'obtenir

un "foncteur inverse'" de F, qui soit un isomorphisme. Les détails pour
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trouver la solution des &quations de domaines en utilisant les concepts de
la théorie des catégories, n'entrent pas dans les objectifs ni dans la
portée de ce travail. Les principales références sur ce point de vue sont

les suivantes : [BeG 79], [SmPo 77] et [WaM 79].






135

CHAPITRE 6,
SUR L* INTERPRETATION DES TYPES DE DOMNEES
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6 SUR L'INTERPRETATION des TYPES de DONNEES

Dans le paragraphe § 4.3 nous avons vu que les fermetures, comme
tonctions qui caractérisent des domaines, correspondent au concept de type
de données dans les languages de programmation; c’est-a-dire : type comme
la notion d'un ensemble de "valeurs" - le domaine des valeurs - qui peuvent
étre affect@s a un identificateur. L'idée de type comme dénotation de ferme-
ture se trouve dans [ScD 76] .

Avec cette correspondance : type-fermeture, on résout les problémes reliés
a la sémantique des types, en particulier la vérification de la cahérence des
types [DoJ 79] .

En général, nous dirons qu'un type dénote un rétract a caractdre
tini - r.c.f. - (§ 2.3.4). Pour les types simples : bool, nat; ... 1'inter-
prétation (r.c.f. associé) dans le modéle Pw (§ 5.4) pourrait &tre la sui-

vante

xemple | : Bool ¢ [Pw - Pu]
Bool =Ax. 8i x = 1 alors &
sinon si x = {0) alors {0}
sinon si x = {1} alors {1}
sinon T
(oti {0} interpréte la valeur faux , {1} 1la valeur ngi, 1 et T les valeurs
indéfini et surdéfini respectivement). De cette facgon, bool dénote la ferme-
ture Bool en Pu (i.e. : Interprétation llboolll = Bool = (Bool)z)."De fagon
scmblable, on pourrait obtenir nat (voir Nat dans ex. § 2.1.2.).
lLes opérateurs -r.c.f. - que nous avons présent@s dans les paragraphes § 4.5. -
5.3.1., interprétent les types suivants dans les langages de ptogtémmation :
soient a et b (r.c.f.), qui caractérisent (interprétent) les types tl et t2

respectivement, alors :

- aflb interpréte le type <tl, t2> (type structuré) ;

- a 0> b interpréte le type des fonctions dont le domaine est 1'ensemble
des valeurs de type tl, et dont le résultat est l'engemple des
valeurs de type t2 ;

-~ all b interpréte 1l'union de types, aussi bien que la surcharge (anglaié 3
overloading) d'un identificateur d'opérateur, par exemple : + entre

entiers, + entre réels, ...
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Les types de données plus complexes : ensnat (ensemble de naturels), listnat
(liste de naturels), ... sont interprétés comme r.c.f. résultats d'équations de

domaines (§ 5.3.2.). Ainsi on a :

Exemple 2 : Interprétation [lensnatll = Ensnat
et Ensnat = Nat °» Bool
(ol les fonctions du type Nate- Bool correspondent aux fonctions
caractéristiques des €léments - ensembles de naturels - du type

ensnat), s )

Exemple 3 : Interprétation [[listnat]]l = Listnat
et Listnat = <>® (Nat ® Listnat)

(ol <> interpréte la liste vide).

Dans ce dernier exemple, nous avons un type dont 1'interprétation est définie

par une &quation récursive de domaines (§ 5.3.3.)

L'inclusion des types de données abstraits dans les langages de
programmation (CLU[LSAS77], ALPHARD[SWL 77], EucLID[Laal 771 , ADALADA 81] ,
RUSSELL[peDo 79] , MLIGMW 79] ) établit la notion de type comme une classe
d'objets - valeurs - qui sont caractérisés par les opérations disponibles
sur ces objets. Cela signifie que le type de données est associé a 1l'ensemble
des fonctions qui opé&rent sur les données. Dans ce cas, la sémantique du
type de données est définie par la sémantique des fonctions associées au type.
Par exemple, pour le type listnat, les fonctions associées sont : lvide, cons,
téte, reste, vide, long, appartient. Ces fonctions sont définies dans le for-

malisme de ML de la fagon suivante :

Exemple 4 :
absrectype listnat = , + nat # listnat
with lvide = abslistnat (inl () )
and cons (i,l) = abslistnat (inr (i,1) )

and téte 1 = fst (outr (replistnat (1) ))

and reste 1 = snd (outr (replistnat (1) ))

and vide 1 = isl (replistnat (1) ) 33

[t

letrec long (1) = if_ vide (1) then O else 1 + long (reste (1) ) ;;

letrec appartient (i,1) = if vide (1) then false

else i = téte (1) or appartient (i, reste (1)) ;;
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b'une maniére équivalente, on peut présenter le méme exemple avec les opérateurs

présentés au cours de ce travail : .

Exemgle 5

. T i o . .
Soit le domaine D = : , caractérisé par le v.c.f. 3 <, ol "." est la liste

i

vide, et soit D, = Nat ® Listnat, alors :

2
. Listnat : <>& (Nat' @ Listnat)
(i.e. : Listnat point fixe de A\p.<>®(Nat®p), §5.3.3.),
. lvide = A().8(.;inD +Dy)
A <i, 1> . 8(B(<i,1>,inDy+D)y)
. téte = A1, (a (y (V)] D2 N1
. reste = Al. (a (v (V)| D))+ 2
Al.1 E Dl
. long w (Af. A1, sib (vide (1), 0, 1 + £ (reste (1))))
. appartient = yu (Af, A <i,1>.sib (vide (1), faux, (i = t@te (1)) v £(i, reste(1)))

. cons

L]

[

. vide

od ¢ a, B, Yy, 8, sont les fonctions des connexions présentées dans le para~
graphe § 5.2. - domaines universels —~, les autres opérateurs étant définis

dans les paragraphes : § 3.1 - 3.2 - 4.2,1 - 5.3.1.

De cette fagon, la sémantique de listnat est donnée par le tuple :
< lvide, cons, téte, reste, vide, long, appartient > ¢

[ »Listnat } x [Nat x Listnat~Nat] x {Listnat - Nat] x [Listnat - Listnat] x
fListnat +Booll x IListnat+Natl * [Nat X Listnat~ Booll .

Ce tuple de fonctions et les domaines caractérisés par Listnat, Nat et Bool,
forment une algébre hétérogene [BiLi 70 ). :

De 13 vient le point de vue algébrique| GuHe:78] oil on &tablit la sémantique
des fonctions associées au type abstrait de données au moyen d'axiomes.
Normalement, dans 1'approche algébrique, on distingue deux parties dans la
spécification : la syntaxe et la sé@mantique. Dans le cas du type abstrait

listnat, on a :
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Exemple 6 :

. syntaxe (1) lvide : - listnat
(2) cons : nat X listnat - listnat
(3) téte : listnat ->nat
(4) reste : listnat -+ listnat
(5) vide : listnmat - bool
(6) long : listnat - nat

(7) appartient : nat X listnat - bool

. sémantique

(1) vide (lvide) = vrai

(2) vide (cons(i,l)) = faux
(3) téte (cons(i,l)) =1
(4) reste (cons (i,1)) =1

(5) long (lvide) =0

(6) long (cons(i,l)) = 1 + long(l)

(7) appartient (j, lvide) = faux

(8) appartient (j, cons(i,l)) = si i=j alors vrai

sinon appartient (j,1)

Les fonctions associ8es au type abstrait listnat (i.e. : lvide, cons, ...) sont
du "type" exprimé dans la partie syntaxique, et doivent 'satisfaire" les huit
8équations (axiomes) présenté@s dans la partie sémantique, Il est facile de

vérifier que les fonctions définies dans 1'exemple 5 satisfont 1'axiomati-

sation de 1l'exemple 6.

En [GIW 78], on précise la sémantique exprimée par les axiomes
au moyen de la notion d' "initialité", qui consiste a définir dans 1'algébre
des termes (univers de Herbrand), donnée par la partie syntaxique, les classes

de congruence engendrées par les &quations - partie sémantique - (§ 6.2.1).

Toutes ces approches de spécification de la sémantique des types
abstraits sont &tendues pour admettre la paramétrisation des types (et des
fonctions) par des types., De tels types de données paramétrés ont &été appelés

"polymorphes" [MiR 77] , ou "génériques"[BeJa 77} utilisant la terminologie des
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langages de programmation. Par exemple, le type listnat peut admettre
I'abstraction du type des &léments de la liste, et 1'on obtient le type

générique : liste [elem] . Sa spécification est la suivante :

Lxemple 7 ;
syntaxe (1) 1lvide :>liste [elem]
(2) cons : elem x liste [elem]~liste [elem]
(3) téte : 1liste [elem]>elem
(4) vreste : liste lelem]l+1liste elem
(5) vide : liste feleml-bool
(6) 1long : liste leleml~+ nat

sémantique
identique aux axiomes (1) a (6) qui apparaissent dans la partie
sémantique de 1’exemple 6,
Pour la fonction appartient associée & listnat, nous ne pouvons pas avoir
1'abstraction du type des &léments, 3 moins que nous ayons aussi 1°’abstraction
de la fonction "=", qui est, elle, associde au type des &léments. En faisant
ces deux abstractions dans la fonction appartient, nous pouvons compléter

I'exemple 7 avec :

. syntaxe (7) appartient : elem x liste [elem] x [elem x elem + bool]

-+ bool

semanthue(” appartient (j, lvide, f) = faux

(8) appartient (j, cons(i,1),f) = si £(i,j) alors wvrai

sinon appartient (j,1,f)

Le probléme qui existe avec cette abstraction de la fonction "=" dans
appartient est que seul est exprimé le type de la fonction f associé au type
des Eléments (i.e. : f est de type [elem X elem - bool]) c'est-a-dire,
I'abstraction est syntaxique. Pour réaliser 1'"abstraction sémantique" de la
fonction f, on définit la notion de-propriété [BeJa 78], Dans 1'exemple, f
doit satisfaire la propriété de 1'égalité, c'est-a-dire, f doit &tre la fonc-
tion d'égalité associée au type des &léments. De cette fagon, on dit que le
type générique liste[elem]) exige la propriété d'égalité sur le type effectif
qui est substitué au type formel elem. Le point 1mportant est que les pro-
prigétés peuvent &tre spécifides de fagon semblables aux types abstraits.

ArA

tiwet la proprigré Sgalicd sur elem avec 1z fometion eq pezt ='exprimer mpar -
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Exemple 8 :

syntaxe (1) eq : elem X elem-bool

. sémantique
(1) eq(x,x) = vrai
(2) eq(x,y) = eqly,x)
(3) eq(x,y) Aeqly,z)r " eq(x,z) = faux

La sémantique des types génériques et la paramétrisation a été
étudide dans divers travaux ([ReJ 741 ,[McN 791 ,[KaA 78] ,[TWW 78] ,
[BeD 79] ). Les langages de spécification qui incluent la définition de‘
types abstraits, fondent la sémantique sur la notion de théorie ([NHM 77] ,

[BuGo 801 ).

Ici, nous allons présenter une interprétation des types de données,

en tentant de préciser la notion de satisfaction avec la théorie (théorie de

Scott-Strachey) que nous avons développé dans ce travail. Comme il vient
d'étre montré, la notion de satisfaction est exprimée par le fait qu'une
fonction f ¢ [D; » Dyl (ou n-uplet de fonctions) vérifie une Equation de la
forme G(f) = F(f), ol on a que G,F ellpy » Dg]->b3].*Dans [BeSo 81] nous avons
montré la nécessité de manier cette notion de satisfaction pouf capturer le
concept de "géndricitéd" (abstraction sémantique) dans les types abstraits
paramétrés (types génériques), en ayant la possibilité de réaliser de cette
manidre un typage des types (i.e. : propriétés), ce qui améne 3 une vérifica-

tion de la cohérence des types a un autre niveau.

6.1. Interprétation de la notion de satisfaction ( F)

Dans ce paragraphe, nous allons associer a la notion de satisfac-—
tion un rétract 3 caractdre fini (r.c.f.) dont 1'image (les points fixes)
contient les fonctions qui vérifient une &quation (les axiomes) et qui peut
&tre obtenu par les opérateurs continus de points fixes (ocpf - § 4.4),
L'idée est la suivante :

Soient . G, Fe [D»D] , D domaine
. feD
alors, le prédicat suivant est vrai
( VE) [fe FIX (G) n FIX (F)=> G(f) F(£f)]
c'est-a-dire, f satisfait 1'équation G(f) = F(f) (i.e. : f F G(f) = F(f)).

.o

i
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Maintenant, nous présentons un lemme dans lequel nous donnons un rétract i
caractére fini dont 1'image contient 1'intersection des images des deux
rétracts a caractére fini., Dans notre cas, ces deux images correspondent &
FEC (G) c FIX (G) et FEC (F) c FIX (F) (§ 4.4), c'est-d-fire les points fixes

cngendrés continuement des fonctions G et F, Le lemme est le suivant 3

Lemme 1 :

Soient . G,FelD »bl, D domaine
. £eD

alors :

(v £) [f e FEC (G) nFEC (F)=> f ¢ FEC (GuF))

Démonstration

On a, FEC(GuF)

Image ( Af.Cgn (GUF)(f)) (théoréme 4.4.2. (5)):
image ( AfAIU ((GuF)™(e) |lecEne=f nee " (GuF) (e)] ))

P79 (ot E est la base de D)

i

de plus, f ¢ FEC(G) n FEC(F)
(1) £ =11 E(G,f) Af =11 E(F,f) (lemme 4.4.1)
(ot : E(G,f) le [ecEres fA e £ G(e))
E(F,f) = {e |[ecEAeSfaeSF(e)} )

i

A (2) G(f) = F(F) = f (théoréme 4.4.2 (3))
De (1) et par définition dell (i.e. : G € GUFAF EGUF), on a :

(3) ec E(G,f) vee E(F,f)=>e c E(GUF,f) )
(ol E(GUF,f) = {e |[ecEreEfreS (GuF)(e))

be (2) on obtient

(4) G(f) = F(f) = £ => (GuF)(f)

G(E) uF(f) (§ 3.3.1.2)
fuf = £

bar (3) : £ = LIE (G,F) = |JE(GUF),f) (théoréme 3 § 1.1.5)
£ LU ((GUP" (e)] ecE(CUF,E) }) (théoreme 2 § 1.1.5)
£Cgn (GUF) (£)

Par (4) : (ye)(yn) IneNAec=f =>(GuF)n(e)E Fl
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de cela on déduit : Cgn (GUF)(f)E f
ainsi on a : f = Cgn (GuF)(f) (i.e. : £eFEC (GUF))
par conséquent : FEC (G) nFEC (F) < FEC (GuF) cqfd

De cette fagon, nous interprétons 1'intersection de deux domaines caractérisés
par des r.c.f. par un r.c.f. dont 1'image contient l'intersection. Dans quel-
ques cas, il est possible de caractériser exactement 1'intersection, par exemple,
quand G ou F est 1'identité, ou une fonction bijective. Cela signigie qu'il

faut connaftre avec plus d'exactitude la structure de G,F,f et D,

Dans l'iﬁage du r.c.f., que nous avons obtenu (i.e.i: A .Cgn(GuF) (£))
nous avons montré que l'on trouve des f qui sont les points fixes engendrés
continuement des fonctions G et F, et par conséquent vérifient 1'équation
G(f) = F(f). Cependant, il y a d'autres f qui peuvent vérifier G(f) = T(f)
et ne sont pas des points fixes de G et F. De plus, nous avons vu que la notion
de satisfaction est donnée par le fait qu'une fonction fe Dl = [Di—*DY]
vérifie une équation G(f) = F(f), oii G,Fe [Dl-+D2] . Maintenant, nous donnons
un lemme qui garantit 1'existence de deux r.c.f. : G',F'e[D+D] , tels que
1'intersection de leur image contient uniquement toutes les fonctions f

qui vérifient G(f) = F(f).

Lemme 2

Soient Dl’DZ domaines,

f<:Dl,
. G,F e[Dl -+D2] (i.e. :G,F continues)
. D= Dl X D2
- G' =D>DAG" = Ax. <I(x+1), Sx+1)>
. B =D>DAF' = Ax. <I(x+1), F(x+1)>

(I est 1'identité en Dl)

alors : (1) G' et F' sont bien définies et sont continues,
(2) G' et F' sont des rétracts a caractdre fini,

(3) (y£) [fE G(f) = F(£)<=>F ¢ (FEC (G') nFEC (F') )+1]

Démonstration :

(1) Immédiat, il suffit de voir la définition de Jen § 3.1.1.2
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(2) Notons que : <1,6> : Dl > (Dl x D
AE. <I(f), G(£)>

Af. <f, G (f)>

9)

<I’G>

H

est continue (voir (1) ) ;

et 41 : Dl x Dz—»Dl, o= A<f,x> .f

(i.e. ¢ 41( <F,x> ) =<f, x>+l = f)
est continue (§ 3.1 et 3.1.1.2,),
et de plus

<, D, x D2, D',<I,G>>

est une connexion a caractére fini (§ 5.1.1), puisque
1o <[,G> =1

Par conséquent : G' = <I,G> o4 ] est un rétract a caractére
fini, et le domaine caractérisé par G' est isomorphe a Dl'
La démonstration pour F' est similaire, et le domaine carac-
térisé par F' est aussi isomorphe 2 Dl' Et les deux fonctions

(G' et F') caractérisent des sous-domaines de D = D' x D2.

(3) Tmmédiat. puisque :

VE) £ cD'<=a><f.G(f)> €eDA<EF(E)> e D
A <f£,G(f)> ¢ FIX(G') = FEC(G') (théoréme 4.4.2,(6))
A <f,F(f)> ¢ FIX(F') = FEC(F')] (th. 4.4.2,(6))

de plus,

(V x) [ x¢D == (x ¢ FEC(G") n FEC(F')
<=><xt 1, x42>€eFEC(G") A<x+1,x# 2>£FEC(F')
<==> G(f) = F(f)] cqfd.

i

Comme conséquence des lemmes | et 2, nous interpréterons la wotion de satis-
faction par la condition nécessaire que nous donne le rétract A caractére fini

A S (G,F)(f).
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En d'autres mots
tnterprécationl|la(f) = F(EXl = S(G,F)
et on a
f FG(F) = F(f) = S(G,F){E) = 1
ot : S(G,F) = Ple(a<t,y>.Cgn(A<t,y>.Cgn(<t,Gro4 1) (<f,y>)
U A<E,y>.Cgn (<L, P> 1) (<f,y>)) (<f,y>))e(Al.<f,y>)
(ol Y(.DZ) (voir lemme §5.1.1 avec l)=l)l et D'=DIXDZ).

6.2. Interprétation des types abstraits algébriques

Dans 1'exemple 6 (§6), on a donné une spécification algébrique du
type listnat, Maintenant, nous présentons le formalisme algébrique pour la spe-
cification des types de données abstraits, Puis nous donnerons une interpréta-

tion des types abstraits dans le domaine universel U ( § 5.2.).

6.2.1. Définition algébrique _des types abstraits [¢iw 781

e e e L e e - . - ——

La spécification d'un type abstrait 1 est donnée par le triplet :
<8, u, B>

oli ¢ . § est un ensemble d'indices (anglais : sorts
24 ’

. ¥ est une famille d'ensembles d'opérateurs, ol 1'ensemble d'indices est
4 »

* * . .. . . P

S" x 8, S est l'cnsemble des chaines finies incluant le vide <> d'éléments de
- . v g ol \*» > ;

S. C'est-a~dire, X = chi> (1 ¢S = 8)

tel que,

¢

*
el AWe § Asel ==0giwrs

y

i.e. :0 est un opérateur de domainew et de codomaine s.

. E est un ensemble d'équations (lois, identités, axiomes), que doivent

satisfaire les opérateurs enl,

Le type abstrait 1 appartient 3 S* (les chaines finies et non vides d'éléments

de S). Par exemple, pour listnat (ex.6 - §6), on a :



17

{listnat, bool, nat} ,t = listnat

<, listnat {lvide }

° e = {cons
<nat, listnat > , listnat fcons}

. = {téte on
L <listnat>,nat { » long}

{vide (lvide) = vrai, ...} "

Comme nous 1'avons dit, le type abstrait correspond 3 la notion d'algébre
(hétérogéne). Pour le moment, on a les noms (indices) des ensembles‘(S), es
identificateurs des opérateurs (£), leur fonctionnalité donnée par 1l'ensemble
d'indices (S x S), et les &quations (E) que doivent satisfaire les opérateurs.
I'l manque a donner les ensembles ol sont définis les opérateurs, c est-5~dire,
la famille d'ensembles dont les indices appartiennent 2 S, et la définition des
opérateurs sur ces ensembles. Dans 1'approche "initiale" [GTW 78],iéette fa-
mille est constituée des ensembles de tefmes (univers de Herbrand) qui sont

construits a partir de I , et sont dénotés par TX = <T >

C'est-a-dire :

(cl) 0620’3 => OGTZ',S
(¢2) o€l <sl,,..sn>,s/\tl€l‘z,slA°°°AtnET2:S“
=> o(tl,.,.,tn)eiTz’s
Par la définition des opérateurs (ZT) en Tz » ON a3
(ol) oe¢ £<>,s => Oy € Ll./\ G'l e Tx,s
A GT =(J€Tz’
(02) 0€z<sl,...,sn>,sAtleTZ,slA”' tnETZ,sn
=> 0p €Lphog: Ti:,sl)< ”'XTZ,sn +T£,s

AoT ltl,...,tn] =dxtl,...tn)eT£ s

On appelle TZ (i.e. : <TX , 2T>) la L algébre initiale.
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Le terme 'initial" se référe 3 l'objet initial d'une catégorie. Nous ne

donnerons pas ici ce concept (voir : [ArMa751 , [cTww77] ).

Pour que les opérateurs (ZT) satisfassent les équations (E), on
construit 1l'algdbre quotient :

= TZ / g oli est la relation de congruence engendrée par E.

TZ B E

2

Le type abstrait 1 est défini comme le type d'"intérét" [GuHo78] de 1'algébre TZ B
?

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu 1'approche algébrique, ol la sémantique

d'un type abstrait est donnée par 1'algébre des termes T Maintenant, nous

L’E°
associons aux éléments de I (opérations) et E (&quations) de la spécification d'un
type abstrait t = (S,I,E) un objet (r.c.f.) dans le domaine universel. C'est-ad-dire,
de méme que 1'ensemble d'indices S (noms des types) dénotent des ensembles de
valeurs données par des rétracts 3 caractére fini -r.c.f.- (i.e. : Nat, Bool ;
ex.l, §6), la paire (I,E) dénotera le r.c.f. S(G,F) -§6.1~ ol se trouvent les
fonctions (£) qui satisfont les équations (E), et sont définies dans les domaines
dénotés par les éléments de S. De cette fagon, 1'ensemble des équations E est trans-

formé en une équation de la forme G(f) = F(f) de la maniére suivante

Soient Ly Ty seeesTy les r.c.f. associés A chaque indice de S (i.e.

1 2 k
S = {s], Syseees sk}); on a :
*
(1) pour weS A w # <> A w = $8y--+8 5 le r.c.f. associé est
r, =L, ® r_ ® L® T,
1 2 n
(2) pour wES* AW=x>, le r.c.f. associé est
T
r =r et Image (r_ _) = -
w <> <> L

* .
(3) pour <w,s> ¢ S x S, le r.c.f. associé est

. Soient T 30yseess0 les opérateurs en I

(i.e. : .U

Ys*xs Zi = {ol,o .,an}) on a,

Ik

si 0.el alors o! ¢ Image (r
W, S ] W, S

r 'opé -
w. s est le type de 1'opérateur OJ

), ot 03 est l'interprétation de Oj’ i.e.
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(Dans ce qui suit, j(j=1,...,n) identifie les paires w,s ; c'est-a-dire :

U5 € Image (rj), j = 1,...,n)

. Ainsi nous obtenons 1'équation
G(f) = F(f)
ol . feD, = Image (rl ®r,®...0 rn)

(i.e. : Interprétation[[<ol,02,,.°,on>ﬂ = f)
. G,F  [D 2D, ]

G = <G,6)y..0 06 > , F = <F|,Fy, ... F >

avec, Gi’Fi € [DR+D2,i] (i=1,2,...,m)

qui correspondent aux m équations en E, et <G|,G2,...,Gm>, :

<F',F2,...,Fm> € [l)'-rnz’l X ... %D, m], c’est-a-dire :

Comme nous 1'avons vu dans le modéle Puw - §5.4 -, les fonctions continues
comprennent les fonctions calculables (§ 5.4.3 ), Par conséquent, nous pouvons
exprimer les équations en E 3 travers les fonctions continues Gi’Fi (i.e. :
ui(f) = Fi(f))'

De cette fagon, 1'interprétation d'un type abstrait t avec spécification ou

dénotation (S,%,E) est :

Interprétacion [[t]] = Interprétation I (S5,2,E)]

]

Interprétation [ S ® Interprétation ([ (Z,E)]

(r., ®r_ ® ...®r_ )@ S(,F)
1 5 ®k

Pour continuer, nous donnons une condition qui permet d'identifier les fonctions
qui appartiennent a S(G,F), et qui, prises avec les domaines caractérisés par les

r.c.f. associés a S, sont des algdbres isomorphes i 1'algébre initiale T. _,
g P g 5 E
’

Condition d'initialité

Svit £ ¢ Image (S(G,F)), tel que f F G(f) = F(f) ;

nous disons que f = <0;,oé,...,o;> est une interprétation initiale de <0l,02,...,05

ss5i

<t 0Y ~ . * ] =
Image (oj) x {oj(t)loj(t)cTz’E AL e TE, E] (j 1,2,...,n)
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6.3. Interprétation des propriétés

Dans 1'exemple 8 (§6) nous avons vu que les propriété@s sont utilisées
pour spécifier 1l'abstraction sémantique (et syntaxique) des fonctions, afin

d'obtenir les types génériques.

La notion de propriété est celle de "type des types', c'est—ad-dire,
la propriété@ est vue comme un ensemble de types de données abstraits, dont les
fonctions, ou sous—ensembles de celles—ci, satisfont les schémas d'équafions
qui apparaissent dans la propriété, et c'est précisément cela 1'interprétation

que nous allons donner aux propriétés.

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent, les types abstraits
sont interprétés par des rétracts & caractére fini. Par conséquent, REC (§5.3)
est l'ensemble de tous les types de données, c'est—-a-dire, la propriété & un
seul type formel, dans laquelle il n'y a pas d'opérateurs ni d'axiomes. Ainsi,
les propriétés sont interprétés pas des r.c.f. dont le domaine de définition

est REC.
La spécification d'une propriété m est semblable 3 celle d'un type abstrait :

1 = At.{(S,Z,E)
oli 1'indice t (teS) est formel (i.e. : est une variable de type). L'interpré-

tation d'une propriété mw est la suivante :

Interprétation [[ w]] = Interprétation [[ At.(S,Z,E)]l
= ' ' '
AT .(Cl(T v1) ® S(G“,F“)(cz(r ¥2)))

oli . T' est 1'interprétation d'un type abstrait,
(i.e. : 1' = Interprétation [[ Tl = (rs ® ... T ) @ S(F,G) :
1 k .
Lt v = ® L..8 T et ' + 2 = §S(F,C) ;
51 Sk

. et ¢, sont les fonctions de sélection qui domment les r.c.f. (associés

aux indices) et fonctions qui entrent dans les propriétés ;

. S(Gﬂ,Fﬁ) le r.c.f. associé aux opérations et équations de la propriété.

De cette fagon, on a qu'un type abstrait 1 satisfait la propriété w (i.e. :

Tk w) ssi
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Interprétation [[ v]] (Interprétation {{ 111)
= c' (Interprétation I t11 + 1)
® c, (Interprétation [ t1 ¢ 2)

Nous pouvons aussi établir une relation d'ordre partiel entre les propriétés

[BeD 79 ] de la fagon suivante :

m, s, <=> Image (Interprétation [{ H2B )

< Image (Interprétation ([ ulﬂ )

C'est-d—-dire : les types abstraits qui satisfont la propriété Ty satisfont aussi

la propriété n , en formule :

<=> (1) [tk u, => 1Fu

2 l]

w,Su,

P72

6.4. Interprétation des types génériques

La spécification d'un type générique (ex.7; §6) est semblable & celle

présentée pour les types abstraits et les propriétés :
At.tleswl= Ae.(S,E,E,w)

oli t est une variable de type qui doit @tre substituée par un type effectif Ty et
celui~ci doit satisfaire 1a propriété w. De cette fagon, l'interprétation
d'un type générique est une fonction définie dans 1'ensemble des types abstraits,

¢'vst-a~-dire :
Interprétation f[ At.tlt:w]]ll : REC » REC

et Interprétation [[ Ac.tlt:w]]l (Interprétation ([ TOD )
= Interprétation [[ T[TO]D

Cette derniére application exprime 1'"instanciation" d'un type générique par le

type effectif o Comme nous 1'avons mentionné plus haut, 1'instanciation est
pussible si T satisfait la propriété n. D'od le résultat suivant qui nous permet

de vérifier statiquement la validité de 1'instanciation d'un type générique.

6.5. Cohérence dans les types génériques

Soit le type générique At.tlt:w] = A¢t.(S,L,E,n), Finterprétation d'une

instanciation par Ty est définie ssi o satisfait la propriété n. C'est-a-dire :
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Interprétation [ At.t[t:n]]]
(Interprétation [[ n]] (Interprétation [[ TOII ))

= Interprétation [[ T[TO]]] .
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CONCLUSION
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7. CONCLUSION

Au cours de ce travail, on a donné les &léments d'un meta-langage
pour la description sémantique des langages de programmation. En particulier,
ce méta-langage décrit les langages ol les calculs se réalisent de facon essen-

tiellement séquentielles [BeG 78] . Un point important que nous avons vu de cette
théorie dans laquelle est basé le méta-langage, est qu'elle est développée

indépendamment de son application postérieure comme outil de desciption

sémantique. Une nouvelle présentation vient d'ailleurs d'en &tre faite par

D. Scott lui-mé€me, d'une maniére plus axiomatique [ScD 82] . Les concepts
fondamentaux de la théorie ont été : 1'existence de points fixes dans les
fonctions (continues), comment les calculer, et la possibilité de représenter
lvs fonctions comme €léments des ensembles mémes (domaines universels) dans
lesquels elles sont définies; c'est-a-dire : les éléments de ces domaines
pecuvent €tre interprétés comme fonctions d'un ordre quelconque. Ces concepts
permettent d'@tablir la sémantique des langages de programmation, et de plus
fournissent une méthodologie pour la conception de ces langages [TeR 77]. On
4 aussi réalisé des travaux dans lesquels on engendre un compilateur pour un
langage, a partir de sa description sémantique par la méthode dénotationnelle

(IMoP 75],[MoP 791).

Avec cette théorie, on a essayé d'exprimer le concept de satisfaction
(§ 6.1) a travers 1'intersection de rétracts a caractére fini. Ce probléme est
simple quand on travaille avec des fermetures (§ 4.3.4), et il faudrait en
faire une étude plus approfondie pour le cas général (c.a.d. rétracts a carac-

tere fini).

Une suite du travail que nous avons présenté est de trouver une struc—
ture convenable pour les types abstraits, structure qui tienne compte des
axiomes a satisfaire. Par exemple :

T,sT R A A :REC A A €

(Vll,lz)[Tl € REC T E AT, ¢ RE T, Fnz L “2

=> T. 7T

i 2 !
De cette fagon, nous avons une relation d'ordre pour les types de données

abstraits, et cette relation est induite par les propriétés. Avec ces nations,
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nous pouvons essayer de trouver des solutions aux €quations de types de la
forme :

t = tlt]

ou la spécification de 1 est donnée & travers des axiomes.
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