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Introduction générale

L’étude de la propagation et de ’absorption d’ondes acoustiques dans les matériaux poreux est
un enjeu majeur notamment pour leurs applications dans la lutte contre les nuisances sonores. Ces
matériaux sont composés de deux phases : une structure solide entourée d’un fluide saturant. La
structure solide peut étre continue (comme par exemple les mousses plastiques) ou discontinue (cas
des matériaux fibreux). Lorsque la structure est immobile, la propagation des ondes acoustiques
s’effectue dans les pores du matériau et est décrite par le modele de “fluide équivalent” introduit
par Johnson [28]. Les pores du matériau sont, dans ce cas, le sitge d’importants effets dissipatifs
liés & des frottements visqueux [27] d’une part, et & des échanges thermiques [13, 36] d’autre part.
La description par ce modele nécessite la connaissance d’un certain nombre de parametres dont la
détermination constitue la caractérisation du matériau [6]. Si la structure est mise en mouvement,
la propagation s’effectue dans les pores et dans la structure du matériau. Dans ce second cas, des
effets associés a la déformation du squelette viennent s’ajouter aux effets précédemment cités. La

propagation est alors décrite par le modele de Biot [7, §].

Les effets visco-thermiques mentionnés précédemment se produisent aux grandes longueurs d’onde,
c’est-a~dire, lorsque la longueur d’onde acoustique est tres grande devant la dimension caractéris-
tique du matériau considéré (correspondant a un volume d’homogénéisation a 1’échelle duquel les
propriétés géométriques du matériau sont invariants par translation). L’hypothese de grande lon-
gueur d’onde, illustrée sur la figure 1 (a), est une condition d’utilisation des modeles décrivant la
propagation dans les matériaux poreux. Lorsque la longueur d’onde diminue, et devient comparable
a la dimension caractéristique du matériau, des effets de diffusion multiple émergent. Dans cette
configuration, illustrée par la figure 1 (b), les modeles classiques cités précédemment (issus de la
théorie de ’homogénéisation) ne sont plus capables de décrire la propagation correctement. Les mé-
thodes acoustiques de caractérisation doivent donc étre appliquées dans des domaines de fréquences

suffisamment éloignés du domaine d’émergence des effets de diffusion multiple.

La difficulté de la prise en compte des effets de diffusion multiple dans les modeles classiques
provient de la complexité de la microstructure des matériaux poreux (observable sur la figure 1
(b)). Cependant, pour des géométries simples, ces effets de diffusion multiple sont parfaitement
considérés. C’est le cas des systemes a structures périodiques appelés “cristaux phononiques”. Dans
ces cristaux, et dans un régime de hautes fréquences, les effets de diffusion multiple se traduisent
par 'apparition de domaines fréquentiels dans lesquels aucune onde acoustique ne peut se propager
(bandes interdites). La prédiction de I'existence, et auquel cas des positions, de ces bandes interdites

a suscité un grand intérét pour différentes géométries et matériaux a deux dimensions [34, 35, 66]
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1000 microns

a b
Grandes longueurs d’onde, Petites longge)urs d’onde,
régime visco-thermique dominant émergence des effets de diffusion multiple

F1a. 1 — Représentation d’un matériau poreur (mousse plastique, photo prise par Frank PARIS,
Centre de Transfert et Technologie du Mans). La figure (a) correspond a un régime ot la longueur
d’onde acoustique est trés grande devant les dimensions caractéristiques du matériau. Dans ce cas,
les effets visco-thermiques sont prédominants et le comportement du matériau est décrit par les mo-
déles classiques (homogénéisation). La figure (b) illustre un régime ot la longueur d’onde acoustique
est comparable auxr dimensions du matériau. Dans ce second cas, des effets de diffusion multiple

interviennent et sont difficiles a intégrer dans les modeles.

et & trois dimensions [57]. Bien que les effets de diffusion multiple soient bien intégrés, tres peu

d’études [25, 53, 58| considerent les effets visco-thermiques ayant lieu au cours de la propagation.

Ce travail de these a pour objectif ’étude conjointe des effets visco-thermiques et de diffusion
multiple pour une géométrie a deux dimensions simple représentée sur les figures 2 (a) et (b). Cette
géométrie représente un cristal phononique constitué de cylindres rigides entourés d’air. Aux grandes
longueurs d’onde (figure 2 (a)), la propagation est régie par les modeles classiques en considérant
les effets visco-thermiques. Une étude basée sur une méthode de calcul par éléments finis a déja été
réalisée par Cortis [17] dans ce cadre. Aux petites longueurs d’onde (figure 2 (b)), la propagation est

décrite par des modeles de diffusion multiple négligeant les effets dissipatifs.

L’objectif du travail présenté est dans un premier temps, de caractériser I'importance des effets
visco-thermiques qui ont lieu dans un régime de diffusion multiple (petites longueurs d’onde). Dans
un second temps, une analyse de la transition entre un régime exclusivement visco-thermique (tres
grandes longueurs d’onde) et I’émergence des effets de diffusion multiple est proposée. Ce second
point permet de mettre en évidence la limite des modeles existants. La démarche adoptée dans ce

document se décompose en deux parties.

Dans une premiere partie, I'intérét est porté sur ’étude du comportement du cristal phononique a
deux dimensions représenté sur la figure 2 (b) en fluide parfait (i.e. non dissipatif). Plus précisément,
le premier chapitre rappelle la méthode de décomposition en ondes planes. Celle-ci donne acces

aux bandes interdites éventuelles pour un cristal infini. Le chapitre 2 présente un autre modele de
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a
Grandes longueurs d’onde, Petites longueurs d’onde,
régime visco-thermique dominant émergence des effets de diffusion multiple

F1G. 2 — Représentation d’un matériau poreux particulier : cristal phononique o deux dimensions.
La figure (a) correspond a un régime ot la longueur d’onde acoustique est trés grande devant les
dimensions caractéristiques du matériau. Dans ce cas, les effets visco-thermiques prédominants sont
considérés par les modéles classiques (homogénéisation). La figure (b) illustre un régime ou la lon-
gueur d’onde acoustique est comparable aux dimensions du matériau. Dans ce cas, les effets de
diffusion multiple se traduisent notamment par la présence (possible) de bandes interdites. Ces effets

sont pris en compte par des modéles de diffusion multiple.

diffusion multiple permettant également de prédire I'existence de ces bandes interdites. En outre,
cette deuxieme méthode donne acces aux propriétés d’un systeme fini composé d’une succession de
rangées infinies de cylindres. Par ailleurs, ce modele peut étre étendu au probléme de la propagation
en fluide dissipatif qui fait ’objet de la seconde partie du document. Dans le chapitre 3, une validation
des deux méthodes de calcul est proposée : d’'une part, en effectuant des comparaisons avec des
résultats expérimentaux et d’autre part, en analysant la limite asymptotique aux grandes longueurs
d’onde de ces modeles de diffusion multiple. Cette limite doit correspondre & la limite petite longueur
d’onde des modeles classiques issus de la théorie de I’homogénéisation. A la fin de ce troisieéme
chapitre, une premiere problématique concernant I'importance des effets dissipatifs dans un régime
de diffusion multiple est soulevée. Une seconde problématique, plus fondamentale, sur la transition

entre un régime visco-thermique et I’émergence des effets de diffusion multiple est posée.

La seconde partie du document traite du comportement du méme cristal phononique entouré d’un
fluide dissipatif. Dans le chapitre 4, des effets visco-thermiques localisés a la frontiere des cylindres
(faibles dissipation) constituant le cristal sont introduits et conduisent & une premiere extension du
modele présenté dans le chapitre 2. Cette introduction est réalisée par I'intermédiaire d’un concept
d’admittance de surface déja utilisé dans le cadre de travaux sur des réseaux aléatoires par Tournat
et coll. [62]. Des prédictions théoriques et des résultats expérimentaux sont présentés et permettent

d’analyser 'efficacité de ce concept. Le chapitre 5 présente une seconde extension du modele présenté
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dans le chapitre 2. Dans cette seconde extension, les effets visco-thermiques ne sont plus nécessai-
rement locaux mais considérés en tout point du fluide entourant (effets dissipatifs importants). Les
résultats de ce dernier modele sont comparés d’une part, aux résultats obtenus par Cortis [17] dans
le cadre de la théorie de 'homogénéisation et d’autre part, aux résultats des modeles de diffusion
multiple en fluide parfait et en considérant le concept d’admittance, au cours du chapitre 6. Les com-
paraisons effectuées permettent d’analyser la transition entre un régime basse fréquence régie par des
effets visco-thermiques et haute fréquence accompagnée par des effets de diffusion multiple. Cette
analyse donne la limite de validité des modeles existants et montre 'importance des effets en fonc-
tion de la longueur d’onde associée a une onde acoustique se propageant dans le cristal phononique

considéré.
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Introduction

L’objet de cette premiere partie est d’étudier les caractéristiques de propagation d’une onde acous-
tique dans un cristal phononique & deux dimensions (x, y). Ce cristal est constitué de cylindres rigides
disposés en réseau périodique carré et entourés d’un fluide parfait. La propagation d’une onde acous-

tique longitudinale dans un tel systeme s’effectue donc sans dissipation par effets visco-thermiques.

Une onde acoustique incidente sur un cylindre est partiellement réémise dans toutes les directions
par effet de diffusion. Dans le cas plus général, étudié ici, d’un systéme composé de plusieurs cylindres,
ces derniers réémettent tous des ondes acoustiques dans toutes les directions. Dans cette premiere
partie, seuls ces effets de diffusion multiple sont pris en compte dans la description de la propagation
d’une onde acoustique dans le cristal. La géométrie du cristal a deux dimensions est présentée sur
la figure 3. Elle fait intervenir comme seuls parametres le rayon R des cylindres et le parametre de

maille L du réseau.

Fig. 3 — Cristal phononique o deux dimensions constitué d’un ensemble de cylindres disposés en
réseau périodique carré. La géométrie de ce cristal est entiérement définie par le rayon R des cylindres

et le parametre de maille L du réseau.

Des études antérieures [34] et plus récentes [68, 41] montrent qu'une particularité de ce type de

cristaux est qu’ils peuvent présenter des domaines fréquentiels dans lesquels aucune onde acoustique

7



ne peut se propager. Ces domaines sont appelés "bandes interdites”. Lorsque la propagation est
prohibée quelque soit ’angle d’incidence, les domaines sont appelés "bandes interdites totales”. La
prédiction de ces bandes a suscité un grand intérét pour la configuration proposée [33, 56, 67] mais
aussi pour d’autres configurations dans les domaines de 1'acoustique (cristaux phononiques) et de
Pélectromagnétisme (cristaux photoniques). Ainsi, plusieurs méthodes numériques permettant ces
prédictions ont été développées dans le domaine fréquentiel : la méthode de décomposition en ondes
planes donnent les bandes interdites et les champs dans une cellule élémentaire d’un réseau infini
de géométrie donnée. Cette méthode a été largement utilisée pour déterminer les bandes interdites
présentées par des cristaux photoniques de différentes natures (i.e. milieux divers) [45, 70, 42, 71, 72].
La détermination des propriétés de cristaux phononiques a également suscité un grand intérét [30,
32, 69].

Une autre méthode utilisant les séries de Schlémilch introduites par Twersky [63, 64], permet égale-
ment de déterminer ces bandes interdites et ces champs [38]. Parallélement, une méthode numérique
permettant de résoudre ce probléme existe aussi dans le domaine temporel ; ¢’est la méthode de dif-
férence finie [59] utilisée également pour les cas acoustique [20, 31] et électromagnétique [23, 48, 60].
Cette derniere consiste a déterminer le champ en tout point de I'espace et différents instants, en
discrétisant 1’équation de propagation d’une onde dans un cristal phononique (acoustique) ou pho-
tonique (électromagnétisme). Un état de I'art sur les différentes méthodes et géométries étudiées est

présenté dans [65].

Le travail qui suit porte sur I’étude de la propagation d’une onde acoustique longitudinale en
incidence normale sur un cristal phononique constitué de cylindres rigides entourés d’un fluide parfait.
Le premier chapitre consiste en un rappel de la méthode classique de décomposition en ondes planes
qui permet de déterminer les bandes interdites associées a un cristal phononique de géométrie fixée. Le
chapitre suivant présente une autre méthode faisant intervenir les séries de Schlémilch. Cette méthode
offre 'avantage de pouvoir étre étendue simplement, d’un point de vue formel, & la propagation d’une
onde acoustique en fluide dissipatif. Ce travail fait ’objet de la seconde partie de ce document. Dans
ce deuxieme chapitre, les propriétés de réflexion et de transmission d’un nombre fini de rangées
infinies de cylindres (ou réseaux linéaires [54]) seront également mises en évidence. Une analyse des
temps de calcul et des caractéristiques de convergence des résultats est réalisée en appliquant ces
deux méthodes & un échantillon fictif. Le troisieme chapitre est consacré a la validation des résultats
obtenus par ces deux méthodes numériques. Dans un premier temps, une comparaison entre les
résultats issus des deux simulations numériques et des mesures expérimentales sur des échantillons
est proposée. Une deuxieme comparaison entre ces mémes simulations et des données existantes dans
la littérature vient appuyer la validité de ces deux modeles. La limite de validité des résultats issus
de ces calculs et le probleme de la prise en compte des effets visco-thermiques sont discutés & la fin

de cette premiere partie.



Chapitre 1

Méthode de décomposition en ondes

planes

La détermination des domaines de fréquences pour lesquels un cristal photonique ou phononique
est passant ou non, a suscité un grand intérét au cours de ces dernieres années. De nombreuses
méthodes numériques permettant la prédiction du comportement de matériaux inhomogenes pré-
sentant un aspect périodique ont été développées. Dans le cadre de ce chapitre, un de ces outils
numeériques, consistant & décomposer en séries de Fourier spatiales I’équation du mouvement d’une
onde acoustique longitudinale dans un cristal phononique particulier est rappelé. Ce cristal, dont la
géométrie est représentée sur la figure 3, est constitué d’une infinité de cylindres rigides de rayon R
et disposés en réseau périodique carré de parametre de maille L. Ces cylindres sont entourés d’un

fluide considéré comme parfait (i.e. les effets visco-thermiques ne sont pas pris en compte).

Dans un premier temps, les notions de réseau direct et réciproque permettant de décrire la géo-
métrie du cristal sont définies. Elles autorisent, dans un deuxieme temps, a réécrire ’équation du
mouvement en termes de séries de Fourier spatiales. La méthode de résolution de cette derniere
équation est discutée dans un troisieme temps. Une étude de la convergence des résultats et de leurs
temps de calcul est ensuite effectuée. La fin de ce chapitre est consacrée & une analyse des avantages

et inconvénients de cet outil numérique.

1.1 Réseau direct et réseau réciproque

D’un point de vue géométrique, chaque élément du réseau illustré sur la figure 3 peut étre représenté
a l'aide de deux vecteurs de base dy et da. De plus, le réseau considéré étant a géométrie carré, ces
deux vecteurs définissent une base orthogonale dont les normes sont égales au parametre de maille
L7

[y ]| = [|da]| = L . (L.1)

Ces deux vecteurs de base sont représentés sur la figure 1.1. En fixant pour origine arbitraire le

centre d’un cylindre, ’ensemble des positions des centres des cylindres est décrit par les vecteurs

9
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F1a. 1.1 — Vecteurs de base et maille élémentaire de Wigner-Seitz (zone grisée) dans le réseau direct.

l_jll,lz du réseau direct. Ces vecteurs sont définis par la relation,
Dy, 1, = lidy + lady (1.2)

ol l; et Iy sont des entiers relatifs. Les vecteurs D désignent les positions du centre des cylindres

dans le réseau direct.

Pour décrire totalement ce réseau direct, il suffit de connaitre la géométrie complete d’une maille
élémentaire. A partir de celle-ci, ’ensemble du réseau est décrit par I'intermédiaire de la relation (1.2).

Un exemple de maille élémentaire est représenté en zone grisée sur la figure 1.1.

A tout réseau direct est associé un réseau réciproque également décrit par deux vecteurs de base

71 et 75 définis d’apres la propriété suivante,

-

d;.

3

G =0ij (1.3)

ou ¢; ;j représente le symbole de Kronecker et les entiers i et j prennent chacun les valeurs 1 ou 2.

La norme de ces vecteurs vérifie la relation,

|71 = [|72l] = (1.4)

=

Ces deux vecteurs de base sont représentés sur la figure 1.2. Pour le cas particulier du réseau carré,
les deux vecteurs de base du réseau réciproque 1 et 75 sont respectivement colinéaires aux vecteurs
de base du réseau direct d; et ds. L’ensemble des points du réseau réciproque est décrit par les

vecteurs R, m, définis par la relation,

—

Ry me = mam + maty , (1.5)

ou my et mo sont des entiers relatifs. Dans le réseau réciproque, ces vecteurs R désignent des direc-

tions de propagation. La plus petite cellule élémentaire permettant de décrire ce réseau réciproque
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est appelé "premiere zone de Brillouin” [9]. Cette zone est délimitée par le contour I'XM représenté
sur la figure 1.2. En incidence normale, 'onde acoustique se propage suivant 'axe Oz, c’est-a-dire,

suivant ’axe I'X du contour de Brillouin. Pour des raisons de commodité, dans la suite, ’ensemble

Fi1G. 1.2 — Vecteurs de base et premiére zone de Brillouin dans le réseau réciproque. Le contour
de cette zone défini toutes les directions possibles de propagation. L’incidence normale d’une onde

acoustique selon l'axe Oz est décrite par l'aze I'X.

des points du réseau réciproque est décrit par les vecteurs éml’m définit par la relation,
éml,mz = 2mm 71 + 2mmeTy . (16)

Ceci permet de rendre les grandeurs mesurées dans le réseau réciproque (décrivant des directions de

propagation) homogene & des nombres d’onde (i.e. [rad.m™!]).

1.2 Position du probleme

Le cristal phononique & deux dimensions représenté sur la figure 3 est un systéme inhomogene
dont les caractéristiques géométriques sont le rayon R des cylindres et le parametre de maille L. Le
comportement de ce cristal soumis & une onde acoustique dépend d’une part, de ces deux grandeurs
géométriques et d’autre part, de la nature des cylindres et du fluide entourant ces derniers. Dans
Pétude qui suit, les cylindres sont supposés parfaitement rigides et le fluide est supposé parfait (i.e.
londe acoustique se propage uniquement dans le fluide parfait sans effets dissipatifs). Ce cristal
peut étre considéré comme un milieu unique dont les masse volumique p(7), célérité () et module
d’élasticité x () prennent tous trois des valeurs différentes suivant que le vecteur 7 pointe un cylindre
ou une région du fluide intersticiel. Dans le fluide, ils prennent les valeurs pg pour la masse volumique,
co pour la célérité, yo pour le module d’élasticité, et la célérité est définie par la relation : cg = po/Xo-
Dans les cylindres, ou aucune onde n’est censée se propager puisqu’ils sont supposés parfaitement

rigides, les masse volumique et célérité sont infinies et le module d’élasticité nul.
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Dans le cadre de 'acoustique linéaire, le champ de déplacement (7, t), associé a la propagation
d’une onde acoustique longitudinale dans le fluide parfait entourant les cylindres, obéit a I’équation

du mouvement suivante [37] :

p(F)T) = grad [p(7)(Adiv @(7,t)] (1.7)

ou seul le champ de déplacement @ est dépendant du temps. Le gradient s’applique aux grandeurs
dépendantes de I’espace. Le champ de déplacement longitudinal, étant & rotationnel nul, dérive d’un

potentiel scalaire ¢(7,t) suivant la forme,
—_—
p(7) () = grad ¢(7,t) . (1.8)

L’équation du mouvement (1.7) s’écrit alors,

@%:ﬁ(mmczmdw (samdorn)) (19)
c’est-a-dire,
1 0%(F, . 1 —
AT = (ﬁgmd ‘b(r’t)) | (1.10)

Les solutions ¢(7,t) de cette équation sont reliées au champ de déplacement (7, ¢) par I'intermé-
diaire de la relation (1.8). Leur détermination conduit donc & celle des champs acoustiques pouvant
se propager dans le cristal. De ce fait, la résolution de cette équation donne aussi les champs acous-
tiques correspondant aux bandes interdites d’un cristal phononique de géométrie fixée. L’objet du
paragraphe suivant est de résoudre cette équation en utilisant la méthode de décomposition en ondes

planes.

1.3 Résolution par la méthode de décomposition en ondes planes

1.3.1 Séparation des variables

Le probléme est traité en régime harmonique avec la convention e~*?. Dans ce régime, la dépen-

dance temporelle du potentiel scalaire ¢(7,t) est portée par 'exponentielle complexe e~ ce qui
permet de séparer la variable spatiale () de la variable temporelle (),
O(F, 1) = p(Pe™ ™", (1.11)

ol w est la pulsation de I'onde acoustique. L’équation du mouvement (1.10) associée au potentiel

scalaire ¢ devient,

w?

: I —
—WQS(F) = div <ﬁgrad (b(r)> . (1.12)

Le probleme consiste alors a déterminer les potentiels ¢(7) solutions de 1’équation (1.12).



1.3 Résolution par la méthode de décomposition en ondes planes 13

<y

Fi1c. 1.3 — Hllustration d’une conséquence du théoréme de Bloch. Le passage d’un point du réseau a

un autre espacé d’une maille se traduit par un déphasage de e™*BL.

1.3.2 Théoréme de Bloch

Le réseau étant périodique, les potentiels scalaires ¢(7) sont des fonctions de Bloch [9] définies par

la relation,

o(7) = ¢p, (Mo, (1.13)

ol les kp sont les nombres d’onde de Bloch & déterminer correspondants aux constantes de propaga-
tion. La fonction ¢EB (7) est une fonction de période L dans la direction Oz. Cette propriété, illustrée
par la figure 1.3, indique que le passage d’une maille & une autre du réseau est entierement décrit par
un facteur d’amplitude porté par la fonction exponentielle apparaissant dans la relation ci-dessus.
De plus, les fonctions masse volumique p(7), célérité c¢(7) et module d’élasticité y(7) possedent la

méme périodicité que les fonctions (bEB (7). De ce fait, les fonctions —L_ et W qui apparaissent

p(7)

dans I’équation du mouvement (1.12) satisfont elles aussi cette propriété. L’équation du mouvement
fait donc apparaitre un ensemble de fonctions ayant toutes la méme périodicité. Dans ce cas, et
conformément & la méthode de décomposition en ondes planes [34], il est possible de développer

toutes ces fonctions en séries de Fourier spatiales.

1.3.3 Décomposition en séries de Fourier spatiales

La décomposition en séries de Fourier spatiales des fonctions périodiques apparaissant dans ’équa-

tion du mouvement (1.12) se fait sur la base orthogonale des vecteurs G du réseau réciproque (définis
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par la relation (1.6)),

— _ 3N G
¢EB (T‘) - Z (I)EB (G)e
1 ¢ 5
- _ P G’ iG .7
o(7) EG: (G)e : (1.14)
1 N iGL7
e~ 200
G
ou les coefficients de Fourier P(é) et C (é) dans les séries sont connus et s’écrivent,
- 1 1 A
P(G - // —_,e_ZG'szf
= 1)
, (1.15)

5 - 1 L —iG.7 2
W”‘AUMMmedT

avec A l'aire d’une cellule élémentaire. Le calcul explicite de ces deux fonctions, détaillé dans I’an-

nexe A, donne pour G = 0,

P0) = 1 <1— %@2)

o (1.16)
et, pout tout G £ 0,
P(G) = —%F(é)
, (1.17)
c(l) = - 5F(@)
ot la fonction F(G) est définie par la relation,
F(G) = QWL—]EQ Jlgf) : (1.18)

avec (G, la norme du vecteur Get] 1, la fonction de Bessel d’ordre un.

L’utilisation conjointe du théoreme de Bloch (1.13) et de la décomposition en ondes planes (1.14)

permet de décomposer le potentiel scalaire recherché sous la forme d’une série d’ondes planes,
. L (AN ilkp+G).F
o) = 3_ 05, (Ge : (1.19)
G

Une réécriture complete de 1’équation du mouvement (1.12) dans le domaine défini par les vecteurs

G du réseau réciproque, sous la condition de Bloch, est effectuée dans le paragraphe suivant.
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1.3.4 Solutions de I’équation du mouvement

Les fonctions ¢(7), ﬁ et W intervenant dans ’équation (1.12) sont remplacées par leurs
décompositions en séries de Fourier spatiales données par les relations (1.14) et (1.19). Dans le

réseau réciproque, 1’équation du mouvement (1.12) prend la forme suivante,

div [ | S PGS grad 3" @ (G)e o7 | | (1.20)

G G

L’application des opérateurs divergence et gradient dans I’équation ci-dessus, réalisée dans l'an-

nexe B, conduit a 1’équation,

—

PG — @) (EB + @) : (EB + é) Py (G) = w2C (éf - é) ; (G)]. (1.21)

ot G et G’ sont des vecteurs du réseau réciproque. Il s’agit d’un probléeme aux valeurs propres. Les
valeurs propres sont associées aux solutions de ’équation de dispersion donnant les nombres d’onde
de Bloch recherchés. Les vecteurs propres correspondent a la forme des potentiels scalaires reliés
a l'expression du champ de déplacement dans le réseau. Les solutions sont obtenues en fixant un
nombre d’onde kg et en recherchant les différentes pulsations w solutions de I’équation. Ainsi, la
résolution de ce probleme donne acces aux bandes interdites éventuelles : celles-ci sont définies par

les pulsations w pour lesquelles il n’existe pas de nombre d’onde de Bloch kp.

D’un point de vue numérique, une troncature est effectuée sur les séries qui font intervenir les
vecteurs G et G’ du réseau réciproque. Cette troncature conduit a des sommes finies sur un nombre
N d’ondes planes dont 'influence sur les résultats obtenus est discutée dans la section suivante au

travers d’un exemple de calcul.

1.4 Résultats et temps de calcul

Le probleme aux valeurs propres (1.21) est résolu numériquement pour une géométrie fixée (i.e. les
parametres R et L sont fixés). Les solutions correspondent d’une part, aux fréquences f = 5= auto-
risées et d’autre part, au champ de déplacement () dans une cellule élémentaire du réseau. Dans
un premier temps, un exemple de résultat numérique est présenté. Une discussion sur la précision
des résultats et les temps de calcul nécessaires en fonction du nombre N d’ondes planes considéré

est ensuite proposée.

Exemple de résultat

L’ensemble des vecteurs kg appartenant au contour I'XM de la zone de Brillouin décrit toutes les
directions de propagation. Pour chacune de ces directions, il existe des fréquences f autorisées qui

sont solutions du probleme aux valeurs propres. En utilisant 169 ondes planes, ce probleme est résolu
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pour une géométrie fixée par R = 1 mm et L = 3 mm (dans lair). Le diagramme de bandes ainsi
obtenu, représentant la fonction f (EB), est présenté sur la figure 1.4. Les bandes interdites totales
(i.e. propagation interdite quelque soit 'angle d’incidence) sont définies par les domaines fréquentiels

dans lesquels aucun vecteur kp n’existe.

x10°
2

18

—_
o

—_
~

—_
N

Frequence (Hz)

06 : : : M : ; -
04k o NC e L ]

02 : : : 1 : : =
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Fic. 1.4 — Diagramme de bandes représentant la fonction f(EB). Le vecteur kg décrit le contour
T'XM de la zone de Brillouin (la direction T'X correspond au cas de l'incidence normale). La bande
interdite totale représentée en gris définie un domaine fréquentiel dans lequel aucun vecteur l;B

n’existe. Cette figure comporte 100 points obtenus pour 169 ondes planes en t = 135 s.

Dans la suite du document, ’étude est restreinte au cas de I'incidence normale (direction I'X du
contour de la zone de Brillouin). Cette restriction permet une comparaison plus simple avec les

résultats expérimentaux obtenus en incidence normale.

Etude de la convergence

Pour un méme échantillon fictif de rayon R = 1 mm et de parametre de maille L = 3 mm,
Pévolution de deux fréquences fi et f3 (représentées sur la figure 1.4) autorisées en fonction du
nombre d’ondes planes considéré est observée. Ces deux fréquences correspondent a un nombre
d’onde de Bloch /_<;B = ﬁ( fixé. Les résultats et temps de calcul nécessaires sont reportés dans le

tableau 1.1 et la figure 1.5 associée.
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Nombre d’ondes planes | 49 81 121 169 225 289 361
Temps de calcul [s] 6 24 63 135 300 639 1178
fl(EB = 1“—)X) [Hz] 39692 | 38661 | 38659 | 38659 | 38657 | 38657 | 38657
fa(kp = IW) [H z] 117 870 | 115 758 | 115 704 | 115 694 | 115 692 | 115 692 | 115 692

TAB. 1.1 — Temps de calcul nécessaires pour évaluer les fréquences autorisées en incidence normale

S —
et convergence des résultats obtenus pour les premiére et troisiéme fréquences associées a kp = T'X.
La géométrie du réseau est firée par R = 1 mm et L = 3 mm. La convergence des résultats est

étudiée en fonction du nombre d’ondes planes N.
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F1G. 1.5 — Evolution des fréquences f1 et f3 correspondantes auz deux premiéres solutions du probléme
- - —
aux valeurs propres (1.21) pour kp fixé tel que kg = T'X. Ces figures montrent la rapide convergence

des deux fréquences en fonction du nombre N d’ondes planes considérés.

Les résultats obtenus (en terme de temps de calculs) dépendent fortement de la configuration
matérielle et ne sont présentés que pour comparer les méthodes entre elles & titre d’information.
La convergence des résultats est assurée pour 169 ondes planes. Le champ de déplacement (7)
correspondant a la fréquence f; (ﬁ) pour 169 ondes planes est représenté sur la figure 1.6. Ce champ
décrit la propagation d’une onde plane dans une cellule élémentaire du réseau. Les cylindres étant

supposés parfaitement rigides, la propagation n’a lieu que dans le fluide entourant. Cette hypothese
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n’apparait pas de maniere explicite dans la formulation du probleme (pas de conditions limites
explicites) mais de maniere implicite dans les décompositions en séries de Fourier spatiales (1.14).
Les effets de ces décompositions font apparaitre un phénomene de Gibbs [22]. Ce phénomene illustré
sur la figure (1.7) correspond & la présence d’oscillations, liées a la décomposition en séries de
Fourier des deux fonctions ﬁ et W . Les conséquences se traduisent par une imprécision sur
I’évaluation du champ de déplacement a la frontiere des cylindres : la composante tangentielle du

champ tend vers zéro au lieu d’étre maximale.

e . e > e s e - —— — —— —

- T e e e —— . —— — — = —

_____ T T T T e e . — — — — — —

-

Fi1G. 1.6 — Représentation du champ de déplacement dans une cellule élémentaire. Le champ de
déplacement tend vers zéro a la frontiére entre le cylindre et le fluide au lieu de présenter une

composante tangentielle mazximale.

1.5 Conclusion

Ce chapitre présente une méthode numérique simple et rapide permettant de prédire d’une part,
I'existence et la position de bandes interdites et d’autre part, la forme du champ de déplacement
dans une cellule élémentaire d’un réseau de cylindres. Pour une constante de propagation fixée kp,
la résolution du probléme aux valeurs propres donne les fréquences autorisées dans le cristal. Le

nombre de fréquences obtenues dépend du nombre d’ondes planes retenu.

Malgré une bonne convergence des résultats, des imprécisions sur les pulsations autorisées et sur
la forme du champ de déplacement dans une cellule élémentaire sont inévitables. En effet, elles

proviennent du phénomene de Gibbs apparaissant au voisinage de chaque cylindre et du a I’absence
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Fi1Gg. 1.7 — Représentation de la fonction ﬁ dans une cellule élémentaire. Le phénomeéne de Gibbs
se traduit par Uapparition d’oscillations a la limite entre le cylindre et le fluide alors que la fonction
devrait étre constante par morceau. La valeur de la masse volumique de lair est pg = 1.2 (soit

1/pg = 0.83). La masse volumique des cylindres est supposée infinie (soit 1/p. — 0).

de conditions aux limites explicites dans la formulation du probleme. Cette concession a permis de
considérer le milieu comme unique et, par la méme occasion, de développer les fonctions le décrivant

(masse volumique, module d’élasticité) en séries de Fourier spatiales.






Chapitre 2

Méthode utilisant les séries de
Schlomilch

Ce chapitre présente une méthode numérique permettant de caractériser la propagation d’une onde
acoustique au travers d’une rangée contenant une infinité de cylindres (réseau linéaire) parfaitement
rigides entourés d’un fluide parfait (i.e pas de dissipation par effets visqueux et thermiques, seuls les
effets de diffusion multiple sont pris en compte). La méthode utilisée dans le cadre de ce chapitre
a déja été introduite par différents auteurs [2, 14, 15, 24] pour cette méme géométrie. Elle est
présentée ici en introduction a la prise en compte des effets visco-thermiques. Dans la seconde partie

du document, l'introduction de ces effets ne changera pas les étapes présentées ici.

Dans un premier temps, I'utilisation des séries de Schlomilch, introduites par Twersky [63, 64] et
récemment étudiées par Linton [39, 40] et McPedran [43], permet de construire la matrice de diffusion
du réseau linéaire et ainsi, de calculer les coefficients de réflexion et de transmission de ce réseau
soumis & une onde acoustique. Dans un deuxiéme temps, une premiére extension est proposée pour
le cas d’une onde acoustique traversant un nombre quelconque de réseaux linéaires (régulierement
espacés) et permet de prédire les coefficients de réflexion et de transmission associés a un tel systeme.
L’introduction du théoréme de Bloch [9] dans les calculs précédents donne une seconde extension
vers un systeme composé d’une infinité de réseaux linéaires. Cette derniere étude correspond au cas
du cristal phononique représenté sur la figure 3 et rejoint ainsi ’étude effectuée dans le cadre du
premier chapitre. Comme dans le chapitre précédent, la fin de celui-ci est consacrée d’une part, a une
étude sur la convergence des résultats et d’autre part, a une analyse des avantages et inconvénients

de ce deuxieme outil numérique.

2.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, le probleme considéré est résolu en trois étapes : dans un premier temps, I'intérét
est porté sur la détermination des propriétés de réflexion et transmission d’une rangée contenant
une infinité de cylindres. Un deuxiéme probléme concernant ces mémes propriétés mais pour une

géométrie contenant plusieurs rangées de cylindres est ensuite étudié. Le troisieme probleme consiste

21
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a déterminer les bandes interdites d’un cristal phononique, ce dernier étant interprété comme une
superposition d’un nombre infini de rangées de cylindres. Ce dernier cas correspond a celui étudier
dans le cadre du chapitre précédent. La géométrie de ces trois problemes est représentée sur les

figures 2.1 (a), (b) et (c) respectivement.

® o000 00 0o
‘o~ &0 0 e o o

—————— y=-L/2
x=0 x=L
(a) (b) (©)
Une rangée infinie N, rangées infinies Cristal phononique

Fi1G. 2.1 — Hllustration des trois problémes considérés dans ce chapitre. Ces géométries sont caracté-
risées par le rayon R des cylindres et le paramétre de maille L. La figure (a) représente une rangée
contenant une infinité de cylindres. La figure (b) illustre le probléme de N, rangées de cylindres.

Enfin, le cristal phononique est représenté sur la figure (c).

Les cylindres, de rayon R, sont parfaitement rigides et le fluide entourant est considéré comme
parfait (pas d’effets visqueux et thermiques). Le parametre de maille séparant les centres de deux
cylindres consécutifs est & nouveau noté L. Pour le cas d’une rangée (figure 2.1 (a)), la face d’entrée

est située en x = 0 et la face de sortie en x = L.

La maille élémentaire est symétrique selon 'axe Ox. L’excitation considérée (onde plane de direc-
tion Oz) vérifiant aussi cette symétrie, cette derniére se reporte sur le champ de pression qui vérifie

donc,

pa(xayat) :pa(x7_y7t) > (2'1)

ou t représente le temps. De plus, les cylindres étant périodiquement espacés de L selon 'axe Oy, le

champ de pression possede cette méme propriété,

palz,y,t) = palz,y + L,t) . (2.2)

Dans la suite, I’expression de ce champ de pression acoustique est explicitée sur les faces d’entrée

~wt est adoptée). Pour ce faire,

et de sortie de la rangée en régime harmonique (la convention e
la matrice de diffusion associée & cette rangée est d’abord construite. Elle permet de prédire les
ondes acoustiques entrantes et sortantes lorsqu’une excitation extérieure est imposée. Une extension
permettant de caractériser les propriétés de réflexion et transmission pour le cas de IV, rangées est
ensuite effectuée. Le cas du cristal phononique, s’interprétant comme une succession (infinie) de

rangées de cylindres, est abordé dans une derniere partie.
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2.2 Etude des propriétés d’une rangée infinie de cylindres

2.2.1 Expression du champ de pression acoustique sur les faces d’entrée et de
sortie

Dans ce paragraphe, les champs de pression acoustique sont exprimés sur les faces d’entrée et de
sortie de la rangée infinie de cylindres, représentée sur la figure 2.1 (a), par 'intermédiaire d’une

décomposition en ondes planes.

2.2.1.1 Formulation générale

Le champ de pression acoustique p,(x, y) recherché obéit a I’équation de Helmholtz & deux dimen-

sions [46],
(02 4 92 + k*)pa(z,y) = 0 , (2.3)
ou k est le nombre d’onde vérifiant la relation,

k==, (2.4)

w
c
avec w la pulsation de 'onde acoustique et ¢ la célérité dans le fluide. A cette équation de Helmholtz
doivent étre ajoutées les conditions limites aux frontieres de chaque cylindre en r = R,

Opa
or |,_p

=0, (2.5)

traduisant leur immobilité.

2.2.1.2 Face d’entrée z =0

Sans pertes de généralité, le champ de pression acoustique p,o(z,y) sur la face d’entrée x = 0,
solution de I’équation (2.3), peut se décomposer en une somme infinie d’ondes planes. Pour satisfaire
aux conditions de parité selon axe Ox et de périodicité selon I’axe Oy, données par les relations (2.1)

et (2.2) respectivement, le champ de pression est développé sur une base de fonctions cosinus,
> 2mn
Pao(z,y) = Zcos <Ty> (a:;oemmm 4 aaoe—zkmm> ' (2.6)
n=0

Dans cette relation, les coefficients a:; o €t a, o sont associés aux amplitudes des différentes compo-
b b

santes du champ de pression sur la face x = 0. Ces amplitudes correspondent respectivement a une

“onde aller” suivant ’axe des = croissants et une "onde retour” suivant ’axe des = décroissants. Le

report de cette solution dans I’équation (2.3) permet d’écrire la relation de dispersion,

2 e (7Y (2.7)
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Deux cas sont alors a considérer suivant les valeurs de k et n,

2 2\ ? 2mn

) 2mn\ 2 9 9
kmn:’L T —k ,k‘<T

, (2.8)

qui correspondent aux ondes propagatives (k. réel) et évanescentes (k,, imaginaire pur).

En résumé, le champ de pression ainsi défini s’interprete comme une somme infinie d’ondes planes
se propageant suivant les z croissants (onde aller) et décroissants (onde retour), symétriques par

rapport a I’axe Ox, propagatives et évanescentes.

2.2.1.3 Face de sortie x = L

La démarche précédemment effectuée pour la face d’entrée x = 0 reste valable pour la face de
sortie x = L. Les conditions de parité et de périodicité étant les mémes, un développement similaire

peut étre effectué en z = L,
> 2mn
n=0

ou a:; . et a. ; représentent les coefficients associés aux composantes aller et retour du champ de
b b

pression sur la face z = L.

2.2.2 Matrice de diffusion

Les expressions du champ de pression étant connues sur les faces d’entrée et de sortie, I’approche
par une matrice de diffusion consiste a exprimer les coefficients sortants a0 €t a:{’ 5, sur les deux
faces en fonction des coefficients entrants a:,o et a, ; sur ces mémes faces. Les coefficients entrants
et sortants de chacune des faces sont représentés sur la figure 2.2 sur laquelle les vecteurs @ désignent
I’ensemble des coefficients a,. Les matrices de réflexion et transmission qui traduisent le compor-
tement de la rangée sont évaluées sur les faces x = 0 et x = L. Elles sont respectivement notées
[Rol, [To], [Rz] et [Tz]. Ces quatres matrices interviennent dans I’écriture des coefficients sortants

en fonction des coeflicients entrants selon les relations suivantes,

{ iy = [Tl + [RO]FLOI , (2.10)

‘_iL+ = [RL]ﬁL_ + [TO] _)0
Les coefficients sortants en o = 0 portés par le vecteur @, représentent la somme de ce qui est
transmis en x = L et réfléchi en z = 0. De Pautre coté, les coefficients sortants en & = L portés par
le vecteur a L+ s’identifient & la somme de ce qui est réfléchi en x = L et transmis en x = 0. Sous
forme matricielle et en introduisant la matrice de diffusion [S] telle que,

[S] = , (2.11)
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ag \z/ ar,
< —

x=0 x=L
(face d'entrée) (face de sortie)

Fic. 2.2 — Représentation des coefficients entrants et sortants de chacune des faces d’une rangée

infinie de cylindres.

la relation (2.10) s’écrit,

( N ) — 5] ( o ) | (2.12)
ar, Qg

Pour construire la matrice de diffusion [S], il est nécessaire de déterminer au préalable les matrices
de réflexion [R] et de transmission [T] évaluées sur chacune des faces x = 0 et © = L. La symétrie

du probleme implique,

Dans la suite, ces matrices de réflexion et de transmission sont notées respectivement [R] et [T)].

Leur détermination fait ’objet du paragraphe suivant.

2.2.3 Matrices de réflexion et transmission

Dans ce paragraphe, l'intérét est porté sur la détermination des matrices de réflexion et transmis-
sion sur chacune des faces d’entrée et de sortie d’une rangée infinie de cylindres. Pour cela, il est
nécessaire d’expliciter les champs de pression mis en jeu dans cette rangée. Ces derniers sont écrits
en fonction des coefficients de réflexion et transmission de la rangée dans un premier temps. Une
seconde formulation en fonction des champs de pression diffusés et incidents autour d’un cylindre
est ensuite proposée. L’identification entre ces deux formulations permet de construire les matrices

de réflexion et transmission recherchées.



26 2 Meéthode utilisant les séries de Schlomilch

2.2.3.1 Champs de pression acoustique réfléchis et transmis en fonction des coefficients

de réflexion et transmission de la rangée

Un champ de pression acoustique extérieur p, ¢q¢(2,y) se propageant dans le sens des x croissants
est imposé. Deux composantes selon 'axe Oy sont retenues en fixant n. Ces deux composantes sont
symétriques selon 'axe Ox. Les résultats pour un champ complexe (somme de plusieurs composantes
n) s’obtiendront dans la suite en utilisant le théoreme de superposition. Les deux composantes du

champ de pression retenues prennent la forme,

2mn ;
Pa,ext(T,y) = cos <7y> gikan® (2.14)

ou le nombre d’onde k,, est donnée par la relation (2.8). A une pulsation w fixée, ce champ se
présente comme la somme de deux ondes planes, propagatives ou évanescentes (selon les valeurs de
n) et symétriques par rapport a la droite d’équation y = 0. Les deux ondes planes définissent un

angle +60,, par rapport a 'axe x tel que,

kyn = kcos (6,)
2 ) 2.15
kyn, = ksin (0,) = - (2.15)
L
et qui est, soit réel (cas d’une onde propagative), soit complexe (cas d’une onde évanescente). La

configuration décrite est représentée sur la figure 2.3.

DPa,ext (l‘, y)

0
%f\

Y.

@ O

O

x=0 : x=L
(face d'entrée) (face de sortie)

F1G. 2.3 — Champ de pression acoustique extérieur incident fité pg ert(z,y) se propageant dans le

sens des x croissants. Aucune onde n’est émise dans le sens des x décroissants.

Par effet de diffusion, le champ de pression acoustique imposé et incident sur la rangée infinie de
cylindres crée d’une part, une onde réfléchie p;O(aj,y) sur la face z = 0 et d’autre part, une onde

transmise p: 1 (x,y) sur la face x = L. Les expressions des champs de pression associés & ces deux
k)



2.2 Etude des propriétés d’une rangée infinie de cylindres 27

ondes peuvent, elles aussi, étre développées en sommes infinies d’ondes planes,

o0
- 2mm »
pa,o($>y) = E R, cos (Ty>e T

0

Z 2 : (2.16)
™m _
pa L ‘T y Tmn COS < y> ikgm (x—L)

ou Ry, et Ty, représentent les m x n éléments des matrices de réflexion [R] et de transmission
[T] respectivement, pour n fixé. Les champs de pression réfléchis Pao (z,y) et transmis pI 1 (x,y) se
présentent comme deux sommes infinies d’ondes planes symétriques, propagatives et évanescentes,
dans les directions de propagation adaptées. Le champ p;O(az, y) s’interpréte comme la somme des
champs diffusés en = = 0 par I'’ensemble des cylindres constituant la rangée. Le second, pI (z,y),
s'interprete comme la superposition des champs diffusés en x = L par ces mémes cylindres et du
champ extérieur imposé pg eqt(x,y). Afin de déterminer les éléments R, et T,y constituant la
matrice de diffusion [S]| recherchée, une deuxiéme expression de chacun de ces deux champs est

développée dans la suite.

2.2.3.2 Champs de pression acoustiques diffusés et incidents autour d’un cylindre ap-

partenant a la rangée

L’objet de ce paragraphe consiste a écrire les champs de pression incident et diffusé par un cy-
lindre quelconque de la rangée créés en réponse a la sollicitation extérieure py eqt(x,y) définie par la
relation (2.14).

En coordonnées cylindriques, le champ de pression p, q; (7, 7;) diffusé par le cylindre j situé en

7j, appartenant a la rangée infinie, se développe sur les fonctions de Hankel de premiere espece,

Pa,dif (T, 75) Z A i Hy, (k|7 — 75])e™ ™75 (2.17)

m=—0oQ
ou les A,, sont des coeflicients de pondération associés aux champs diffusés. La rangée de cylindres

étant infinie, ces coefficients sont indépendants du cylindre considéré.

Dans le méme systeme de coordonnées, le champ de pression pq inc(7, 77) incident sur le cylindre {

situé en 7] est la somme du champ émis p, ez¢ et du champ diffusé par tous les autres cylindres de

la rangée,
pa,ino(ﬁ 7:’\l) = pa,ext(fj + Zpa,diff(ﬁ F]) . (218)
J#
Ce champ incident est nécessairement fini et peut donc se développer sur une base de fonctions de
Bessel,
Pa, znc Z BmZmJ | |) imr— m s (219)
m=—o00o

ou les B,, sont des coefficients de pondération associés aux champs incidents. La remarque faite sur
les coefficients A,,, s’applique ici aussi : la rangée de cylindres étant infinie, les coefficients B,,, sont,

eux aussi, indépendants du cylindre considéré.
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En outre, les cylindres étant supposés parfaitement rigides, le champ de pression total (pginc +

Padiff) doit vérifier la condition limite (2.5) qui peut se réécrire,

8(pa,inc + pa,diff)
or r=R

=0. (2.20)

Le report de 'expression des champs de pression incident (2.19) et diffusé (2.17), dans cette condition

donne,

Ap =D By (2.21)

(2.22)

Le nombre d’onde k étant fixé, ces coefficients sont entierement determinés par la géométrie des
cylindres. En résumé, pour connaitre les champs de pression incident et diffusé recherchés, il suffit
donc de connaitre I'un des ensembles de coefficients A,, ou B,,, ces derniers étant liés par ’expres-
sion (2.21).

2.2.3.3 Coefficients associés aux champs diffusé et incident

L’objet de ce paragraphe est de déterminer les coefficients B, intervenant dans I’expression (2.19)
du champ incident sur un cylindre quelconque (et par la méme occasion, les coefficients A,, inter-
venant dans l'expression (2.17) du champ diffusé par un cylindre quelconque). Pour cela, les deux
expressions du champ incident pq jn. données par les relations (2.18) et (2.19) sont développées sur
une méme base (fonctions de Bessel J,,, centrées sur le vecteur 77). D’une part, le champ de pression
iImposé pg eqt, dont Pexpression en coordonnées cartésiennes est donnée dans 1’équation (2.14), peut

se développer, en coordonnées cylindriques, sur les fonctions de Bessel centrées sur le vecteur 77,

o
ckenL ; Lo
Paeet(F) = D €2 cos (mby)i™ T (k|7 — 7)™ 1 (2.23)
m=—oo
et d’autre part, la relation (2.21) permet de réécrire le champ de pression pq 4i¢f(7,7;) diffusé par le

cylindre j et donné par la relation (2.17) en fonction des coefficients By,

o
- = . — — 3 9,,7,77'.
Padiff(T,T5) = Z Dy, B Hyp (k|7 — 7)€" 75 (2.24)
m=—o0o
Ce champ peut étre décomposé, en faisant usage du théoréeme d’addition des fonctions de Bessel [1],

sur les fonctions de Bessel J,,, centrées sur le vecteur 7} (détail dans 'annexe D),

e}

o0
Paditt 7)== 3 ( S DBt Hyo (k7 —Fjl)el(q_m)%Fj>ime(kIF—ﬁ|)elm9’*’(12-25)

m=—00 ‘g=—00

Le report des nouvelles expressions du champ de pression imposé (2.23) et des champs de pressions

diffusés (2.25) dans l'expression du champ incident (2.18) donne ’écriture explicite recherchée du
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champ de pression incident p, ;n. sur la base des fonctions de Bessel J,,,

00
RN kanL
pa,inc(rarl) = Z (62 2 COoSs (m@ )

(350 Duis (bl = 5005 ) g bl 220
J#l g=—o0

Des lors, une identification entre les deux expressions du champ incident (2.19) et (2.26) peut étre
effectuée et donne la relation suivante sur les coefficients de pondération B,,,

[e.e]

By, = %% cos (mf,) + > (Z H (k|7 — m)ez’(q—m)eﬁrj) DyByit™™ . (2.27)

g=—00 “j#l

Il s’agit d’une expression implicite des coeflicients B,,, puisque ces derniers apparaissent dans les deux
membres. La résolution de ce systeme d’équations donne ’ensemble des coefficients B,,, recherchés.
Pour cela, il est nécessaire d’évaluer avec précision la somme sur les fonctions de Hankel H,_,,
portant sur tous les cylindres j de la rangée infinie tels que j # [. Cette somme peut étre réduite
car, les coefficients de réception B, étant les mémes pour tous les cylindres, il est possible de choisir
arbitrairement le cylindre [ tel que [ = 0. Dans ce cas, la somme portant sur les cylindres j # 0
se décompose en deux; la premiere porte sur les cylindres j tels que 7 =1 a j = oo et la seconde,
sur les cylindres j tels que j = —oo a j = —1. Les termes en j et en —j peuvent alors se regouper
dans l'expression (2.27). En effet, pour tout entier j et —j, d’une part, le module |7y — 7| est le
méme et d’autre part, I'angle arg(iy — 7;) prend alternativement la valeur 7/2 et —m/2. De plus, la
symétrie des fonctions (cosinus et Hankel) impose B,,, = B_,,, ce qui restreint 1’étude aux entiers m
et [ positifs ou nuls. Compte tenu de ces remarques, Iécriture de (2.27) se simplifie & (détail dans

l’annexe C),

1
55%0) Fq(K)DgBy (2.28)

[o.¢]
B, = 5" cos (mby,) + Z <1 —
q=0
ou K représentent les nombres d’onde adimensionnés tels que K = kL et d40, le symbole de Krone-

cker. Les fonctions F;’mq(K ) sont définies pour tout m et pour tout ¢ par la relation suivante,

00

Fg o (K) = (14 ()™)Y " [Hin (1K) + Hp g (GK)] - (2.29)

j=1

L’évaluation des fonctions Fy, ,(K'), ot K est réel, passe par le calcul des séries de fonctions de Hankel
d’argument jK avec j, entier naturel. Numériquement, une troncature sur les sommes infinies est
inévitable. Ces sommes se calculent alors pour des entiers j allant de 1 & Jpsq;. Elles convergent
trés lentement en fonction de la valeur Jysq, retenue a cause du comportement des fonctions de
Hankel. La solution utilisée pour contourner ce probleme, détaillée dans l'annexe C, consiste a
développer les fonctions F, | (K) en série de Schlomilch permettant d’assurer une convergence rapide
des résultats. Ces fonctions Fy, (K) étant évaluées, une fomulation matricielle de I’équation (2.28),
détaillée également dans ’annexe C, donne la solution pour les coefficients B,,, recherchés. Une fois ces
coefficients connus, les coefficients A,, associés au champ diffusé se déduisent de la relation (2.21). La
connaissance de ces derniers conduit alors a celle des matrices de réflexion et transmission constituant

la matrice de diffusion [S]. La construction de ces matrices fait 'objet du paragraphe suivant.
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2.2.3.4 Construction des matrices de réflexion et transmission

Dans ce paragraphe, les matrices de réflexion [R] et de transmission [T] sont déterminées a I’aide des
coefficients associés aux champs incident B,, et diffusé A,,, connus. Pour cela, les champs de pression
diffusés sont calculés sur chacune des faces d’entrée et de sortie pour tout y tel que 0 < y < L/2
(domaine correspondant & la moitié d’une cellule élémentaire) lorsqu’une onde acoustique extérieure

est imposée.

Un champ de pression extérieur p, ;¢ est imposé sur la rangée infinie de cylindres. Par effet de
diffusion multiple, celle-ci réémet un champ de pression diffusé p, 45y dont I'étude, du fait des
propriétés de parité et de périodicité, peut se limiter aux coordonnées x = 0 et x = L et pour tout y
tel que 0 < y < L/2. Ces deux domaines sont représentés sur la figure 2.4. L’expression de ce champ

de pression en coordonnées cylindriques est,

00 oo

Paditf(F) = > > Ai™Hy (k|7 — 7)™ (2.30)

j=—00m=—00

ou le vecteur 7 désigne une position dans le domaine 0 < y < L/2 sur les deux faces. Le vecteur 7;
représente la position du centre du cylindre j. Dans cette expression, les coefficients A,, sont connus.
Le calcul de la double sommation sur les indices j et m est réalisé d’une part en utilisant le théoréeme
d’addition présenté dans 'annexe D et d’autre part, en faisant intervenir les séries de Schlémilch
(annexe C). Les résultats donnés dans ces annexes permettent d’évaluer le champ de pression diffusé

Pa,diff €n tout point des deux domaines considérés.

YA

/Xy=L/2 5 FL/2
/AR
e

pext(xay

x=0 i x=L
(face d'entrée) (face de sortie)

F1G. 2.4 — Représentation des deux domaines d’étude du champ de pression acoustique diffusé (en

traits gras).

Dans le domaine délimité par 0 < y < L/2, les champs de pression acoustiques réfléchi en z = 0
et transmis en x = L, donnés par la relation (2.16), s’identifient d’une part, au champ diffusé dans
la direction des x décroissants et d’autre part, au champ diffusé dans la direction des x croissants.

C’est-a-dire, en présence du champ imposé py ez,

Pao(™) = DPadirs(T)
(2.31)

p;L(ﬂ = pa,ext(ﬂ +pa,diff(F)
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Les doubles expressions (2.16) et (2.31) des champs de pression sur les deux faces permettent d’ex-
primer les éléments R,,,, des matrices de réflexion et T,,, des matrices de transmission en fonction
des champs de pression diffusés connus. Le calcul détaillé dans 'annexe E conduit aux relations

suivantes [2],

4 y=L/2 2mm
Ry = m/y:() cos (T >pa,diff(07y)dy
(2.32)
4 y=L/2 2mm iK
T = gy ), (Z20) puaiss Loy + i,

La dépendance selon I'entier n est portée d’une part, par le champ émis pg ez¢, dont I'expression fait
intervenir le nombre d’onde adimensionné K,,,, et d’autre part, par les coefficients A,, intervenant
explicitement dans le calcul des champs de pression diffusés p, 4if¢. Les éléments R, et T,,, ainsi
calculés permettent de construire la matrice de diffusion [S] d’une rangée infinie de cylindres. Cette
matrice de diffusion caractérise le comportement de la rangée : lorsqu’une onde acoustique extérieure
d’incidence donnée est imposée, la matrice de diffusion [S] donne les champs de pression sortants dans
toutes les directions. Ces champs correspondent aux champs de pression réfléchis et transmis par
la rangée. Cette matrice permet notamment de prédire les coefficients de transmission d’une rangée
infinie de cylindres soumise & une onde acoustique d’incidence normale. Ces prédictions théoriques
feront ’objet d’une comparaison avec des mesures expérimentales sur des échantillons dans le chapitre

suivant.

2.3 Extension aux propriétés d’un systeme constitué de plusieurs

rangées de cylindres

L’intérét est ici porté sur les propriétés d’'un systéme constitué de plusieurs rangées de cylindres [47].
Dans un premier temps, les propriétés d’un tel systéme constitué de N, rangées, avec N, entier fini,
sont déduites de celles d’une rangée. Dans un second temps, le probleme de la propagation dans un
réseau périodique carré a deux dimensions (cristal phononique) est traité en utilisant les résultats
relatifs au sytéme contenant une seule rangée de cylindres. Les géométries de ces deux systemes sont

représentées sur les figures 2.1 (b) et (c) respectivement.

2.3.1 Systéme constitué de N, rangées de cylindres

L’objet de ce paragraphe est d’exprimer la matrice de diffusion [Sy,| d’'un nombre N, de rangées
a partir de la connaissance de la matrice de diffusion [S] d’une seule rangée. Pour cela, une relation
de récurrence est écrite entre la matrice [S] d’une rangée et celle, notée [Sy,_1] de N, — 1 rangées,
avec N, > 2. Les matrices de diffusion [S] et [Sy,—_1] sont connues et prennent respectivement les

formes,

: (2.33)
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et,

[Sn,—1] = (2.34)

[Trn.—1] [Ry,—1] ]
Ry, 1] [Tn—1] |
Ces deux matrices permettent d’écrire les coefficients sortants en fonction des coefficients entrants
pour le cas d’une rangée et pour celui de IV, — 1 rangées. Conformément aux notations de la fi-

gure 2.2, pour une rangée, ’ensemble des coefficients sortants s’écrivent en fonction de ’ensemble

( ZL; > , (2.35)
0

et pour N, — 1 rangées,
( ar, ) _ | [Ty,—a] Ry, ] ( AN, 1), ) ' (2.36)
a0 1)L Ry, -1 [Tn,—1] it

ar,
La matrice de diffusion de NV, rangées est recherchée sous la forme,

des coefficients entrants,

[Swn.] = (2.37)

Elle est déterminée en exprimant les coefficients sortants @, et d'(;\; _qy, en fonction des coefficients
T

Ny—1
fonction de ceux des matrices [S] et [Sy,.—1],

—1
M) = [T([] = Ry, -)R])  [Tw, 1]

entrants @, et c?( )L Les expressions ainsi obtenues donnent les éléments de la matrice [Sy, ] en

, (2.38)
—1
Ry,] = [R]+[T)([la] = R, 1][R])  [Ro, ][]

ou [I4] est la matrice identité. La loi de composition décrite par les relations (2.38) donne les coeffi-
cients de réflexion et de transmission de IV, rangées a partir de ceux d’une seule. Il est donc possible
de déduire les propriétés de réflexion et transmission d’un systeéme constitué de plusieurs rangées a

partir de la connaissance de ces mémes propriétés dans le cas d’une rangée.

2.3.2 Cristal phononique infini

Pour traiter le cas du réseau périodique carré infini, illustré sur la figure 3, une solution consiste a

inclure le théoreme de Bloch [9] dans la formulation du probleme. Du fait de la périodicité suivant

) —eket [T ) (2.39)

ou les kp sont les nombres d’onde de Bloch & déterminer. L’utilisation conjointe de la matrice de

Iaxe Oz, ce théoreme impose,

diffusion [S] (2.33) et du théoreme de Bloch (2.39) conduit au probléme aux valeurs propres classique

a +
< o ) . (2.40)
ar,

(probleme analogue obtenu par Poulton et coll.[52]) suivants,

=+
< ‘io_ ) — ikl
ar,
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Les valeurs propres de ce probleme sont liées aux nombres d’onde de Bloch kp. Ces derniers, portés
par la fonction exponentielle, s’identifient aux constantes de propagation dans le milieu. Les vecteurs

propres associés représentent les amplitudes des ondes entrantes EL'0+

enx=0etd, enx=L.Les
solutions de ce probleme sont obtenues numériquement pour une pulsation w fixée (contrairement
au chapitre précédent ou les solutions w sont obtenues en fixant le nombre d’onde kp). A chaque
pulsation correspond un ensemble de valeurs propres (correspondant aux ondes propagatives et éva-
nescentes dans plusieurs directions) et de vecteurs propres associés. La résolution du probleme, pour
plusieurs pulsations, permet donc de caractériser le comportement acoustique du cristal phononique
étudié. En effet, la connaissance des constantes de propagation conduit a la prédiction d’éventuelles
bandes interdites et celle des amplitudes des ondes entrantes informe sur la forme des champs de

pression.

2.4 Résultats et temps de calcul

Le probléme aux valeurs propres (2.40) est résolu numériquement pour une géométrie fixée (i.e
les parametres R et L sont fixés). Les solutions correspondent d’une part, aux nombres d’onde de
Bloch kp et d’autre part, au champ de pression p,(7) dans une cellule élémentaire du réseau. Dans
un premier temps, un exemple de résultat numérique est présenté. Une discussion sur la précision
des résultats et les temps de calcul nécessaires en fonction du nombre N d’ondes planes considéré

est ensuite proposée.

Exemple de résultats

Les solutions kg du probleme aux valeurs propres sont recherchées pour différentes fréquences
f = 5=. En utilisant 144 ondes planes, ce probleme est résolu pour une géométrie fixée par R = 1 mm
et L =3 mm (dans l'air). Le domaine fréquentiel d’étude s’étend de 0 a 200 kHz. Le diagramme de
bandes obtenu, représentant le nombre d’onde de Bloch réduit Kp = kgL/7 pour le cas des ondes
propagatives en incidence normale, est présenté sur la figure 2.5. Les bandes interdites correspondent
aux domaines fréquentiels dans lesquels les nombres d’onde de Bloch réduits valent zéro ou un
(correspondants aux deux points I" et X de la zone de Brillouin). Dans la gamme de fréquence
d’étude, le cristal choisi présente plusieurs bandes interdites en incidence normale. La premiere
bande est située dans la région fréquentielle allant de 40 kHz a 66 kHz environ. Sur la figure 2.5,
trois autres bandes interdites sont observables. La validation des positions de ces bandes interdites

est discutée dans le chapitre suivant.

Etude de la convergence

Pour un méme échantillon fictif de rayon R = 1 mm et de parametre de maille L = 3 mm,
Pévolution de deux nombres d’onde réduits Kpy et Kpg (représentés sur la figure 2.5) en fonction
du nombre d’ondes planes considéré est observée. Ces deux nombres d’onde correspondent a des
fréquences de f1=20 000 Hz et fs=180 000 Hz. Les résultats et temps de calcul nécessaires sont

reportés dans le tableau 2.1 et la figure 2.6 associée.
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F1a. 2.5 — Diagramme de bandes représentant le nombre d’onde réduit Kp = kpL/m en fonction
de la fréquence f pour le cas de lincidence normale (direction T'X de la zone de Brillowin). Ce
diagramme est représenté dans le domaine de fréquence allant de 0 a 200 kHz. Cette figure comporte
100 points obtenus pour 144 ondes planes ent = 1 120 s (environ 18 minutes). Les bandes interdites
sont repérées par les nombres d’onde réduits Kp = 0 (correspondant au point T') et Kp = 1 (au
point X ).

Valeur de N 2 4 6 8 10 12 14
Nombre d’ondes planes | 4 16 36 64 100 144 196
Temps de calcul [s] 25 7 149 | 328 | 632 | 1120 | 2780

Kpi(f1=20000 Hz) | 0.411 | 0.413 | 0.414 | 0.414 | 0.414 | 0.414 | 0.414
Kpe(fi =180 000 Hz) | 0.801 | 0.999 | 0.931 | 0.897 | 0.897 | 0.897 | 0.897

TAB. 2.1 — Temps de calcul nécessaires pour évaluer les deux nombres d’onde de Bloch Kpi et Kpg
représentés sur la figure 2.5. Ces deux nombres d’onde correspondent a des fréquences f1=20 000 Hz

et fe=180 000 Hz respectivement. La géométrie du réseau est firée par R=1 mm et L=8 mm.

Les résultats obtenus dépendent fortement de la configuration matérielle (temps de calculs) et
ne sont présentés que pour comparer les méthodes entre elles a titre d’information. La convergence
des résultats est assurée pour 64 ondes planes. Le temps de calcul correspondant est de t = 328 s
(environ 5 minutes), ce qui est trois fois plus long que le temps de calcul nécessaire avec la méthode

de décomposition en ondes planes (convergence assurée pour 169 ondes planes en t = 135 s).
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Fic. 2.6 — FEwvolution des nombres d’onde réduits Kpgi et Kpg correspondants a des solutions
du probléme aux valeurs propres (2.40). Ces deuxr nombres d’onde sont associés auz fréquences
f1=20 000 Hz et fg=180 000 Hz respectivement. Ces figures montrent la rapide convergence des

nombres d’onde de Bloch en fonction du nombre N d’ondes planes considéré.

2.5 Conclusion

Ce chapitre présente une méthode numérique basée sur le calcul des séries de Schlémilch. Dans un
premier temps, 'application de cette méthode a la caractérisation d’une rangée infinie de cylindres
a conduit a la détermination de la matrice de diffusion. Une formule de récurrence introduite dans
un deuxieme temps a permis de déduire de ce premier calcul la matrice de diffusion de N, rangées
de cylindres. Enfin, I'utilisation du théoréeme de Bloch a apporté une seconde méthode permettant
de traiter le cas du cristal phononique (considéré comme une infinité de rangées de cylindres). Dans
ce cas et a l'instar du chapitre précédent, la constante de propagation du milieu est déterminée en

résolvant un probleme aux valeurs propres.

Malgré I’'allongement des temps de calcul, I'avantage donné par I’acces aux conditions limites dans
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la formulation permet d’adapter le probleme au cas ol une fine épaisseur de couches limites traduisant
les effets visqueux et thermiques est considérée. Cette premiere extension réalisable simplement fera

I’objet du chapitre 4.



Chapitre 3

Validation des modeles et discussion

sur leur limite

Ce chapitre propose une validation des deux modeles présentés dans les chapitres précédents.
Dans un premier temps, des expériences dans le domaine ultrasonore (20 kHz & 200 kHz) sont
réalisées sur des échantillons constitués de cylindres en aluminium disposés en réseau périodique.
Le comportement de ces échantillons est comparé aux prédictions théoriques issues des modeles
numériques utilisant respectivement la méthode de décomposition en séries de Fourier spatiales
(chapitre 1) et le calcul des séries de Schlomilch (chapitre 2). Dans un second temps, une comparaison
est effectuée entre des résultats issus de ces deux méthodes de calcul d’une part, et provenant de

données existantes d’autre part.

3.1 Description de la géométrie étudiée

Le systeme étudié est constitué de cylindres rigides disposés en réseau périodique carré et entourés
d’air. La géométrie de ce systeme, représentée sur la figure 3, est entierement décrite par le rayon R
des cylindres et le parametre de maille L. Le comportement du systéme soumis a une onde acoustique
dépend de la variation de ces deux parametres. Une autre maniere de décrire cette géométrie consiste
a fixer le rayon R des cylindres et a introduire un nouveau parametre traduisant la porosité ® du
milieu. Cette derniere est reliée au rapport entre le volume occupé par le fluide et celui occupé par
le milieu. Dans une cellule élémentaire du réseau (figure 3.1), A est la surface occupée par le fluide
et A. celle occupée par le cylindre. Dans ce cas, la porosité du milieu est définie par le rapport entre
Apet Ay + A, c’est-a-dire,

d=1-— WL—R; . (3.1)
Cette quantité est comprise entre 0 et 1. Plus précisément la porosité tend vers 1 pour le cas de
milieux tres dilués (i.e si la distance L entre les centres de deux cylindres tend vers U'infini). La valeur
minimale de cette porosité, pour le cas du cristal phononique étudié, correspond au cas limite ou
deux cylindres sont en contact : ® =1 — 7/4 ~ 0,21. Dans la suite, le rayon R est fixé & 1 mm et

I’étude est réalisée pour différentes valeurs de porosité ®.

37
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L

F1G. 3.1 — Représentation d’une cellule élémentaire. Ay = L? est Uaire du fluide et A, = TR? celle

du cylindre.

3.2 Comparaisons avec les expériences

Deux échantillons composés de 6 rangées contenant chacune 100 cylindres en aluminium sont
réalisés. Le premier est composé de cylindres de rayon R = 1 mm et le parametre de maille L
vaut 3 mm, ce qui correspond a une porosité de ® ~ 0.65 d’apres la relation (3.1). Le second, plus
concentré, est composé de cylindres de rayon R = 1 mm également avec un parametre de maille
L = 2.5 mm, ce qui correspond a une porosité de ® ~ 0.50. De tels échantillons peuvent présenter
des bandes interdites pour certaines fréquences et sous certains angles d’incidences. Une série de
mesures permettant de caractériser les comportements de ces deux échantillons soumis a une onde
acoustique se propageant en incidence normale & des fréquences ultrasonores dans l'air est effectuée.
Les impédances caractéristiques Z,. traduisant la résistance des deux milieux (air et aluminium) au

passage d’'une onde acoustique sont définies par la relation,
Ze = pc, (3.2)

ol p est la masse volumique du milieu et ¢, la célérité. Les valeurs de ces impédances pour lair et

Paluminium sont données dans le tableau 3.1.

Milieu considéré Air Aluminium

Température 293 K 293 K

Célérité co = 343 m.s~! cA = 6 400 m.s~!

Masse volumique po=1.2kgm™3 P Al = 2 700 kg.m™3
Impédance caractéristique | Z.o = 412 Pa.s.m™* Ze A = 17 280 000 Pa.s.m™*

TAB. 3.1 — Parameétres traduisant les conditions expérimentales et utilisés dans les calculs numé-
riques. Les cylindres en aluminium présentent une impédance caractéristique trés grande devant

celle de l’air; ils sont considérés comme immobiles dans les calculs numériques.

La méthode de mesure utilisée et illustrée sur la figure 3.2 consiste & mesurer le coefficient de
transmission des 6 rangées de cylindres en fonction de la fréquence. Pour cela, une impulsion ultra-

sonore est émise par un transducteur large bande centrée a 100 kHz puis recue par un deuxieme
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(a) Mesure de référence

i Ay

Signal émis Signal de référence

(b) Mesure avec échantillon

%

Signal émis Signal transmis

par I’échantillon

F1G. 3.2 — Méthode utilisée pour la mesure du coefficient de transmission. (a) Mesure de référence
Sref sans [’échantillon. (b) Mesure du signal s, avec échantillon. La comparaison de ces deux

signauz donne accés au coefficient de transmission grace a la relation (3.3).

transducteur identique. La bande passante de ces transducteurs, correspondant a la transformée de
Fourier S,.f(f) du signal s,.¢(t) recu par le deuxieme transducteur, est représentée sur la figure 3.3.
Bien que la bande passante a -3dB soit restreinte, les mesures sont effectuées sur une bande plus
large comprise entre 20 kHz et 200 kHz (ce qui correspond a des longueurs d’onde variant de 17 mm
a 170 mm, c’est-a-dire d’environ 5L & L/2). Ce dernier point se trouve justifié par le fait que les
signaux acquis apres passage dans les échantillons sont systématiquement normalisés par rapport a
cette bande passante. Cette méthode de mesures relatives permet donc de travailler sur une bande
fréquentielle plus conséquente. La limite est liée aux bruits observables sur cette méme figure a
gauche et a droite. Apres la premiere mesure de référence, les échantillons sont positionnés entre les
deux transducteurs et deux nouveaux signaux Secnes(t) et Seenso(t) sont enregistrés. Les rapports,
dans le domaine de Fourier, entre les signaux Secnes(f) et Secnso(f) ayant traversés les échantillons
et le signal de référence Sy.¢(f) définissent les coefficients de transmission 7' des deux échantillons

en fonction de la fréquence,

Tr(f) = = )] (3.3)

Les figures 3.4 (b) représentent les coefficients de transmission des deux échantillons en fonction de
la fréquence dans l'intervalle allant de 20 kHz a 200 kHz. De part et d’autre de ces deux figures, les
prédictions théoriques des deux méthodes de calcul détaillées dans les chapitres 1 et 2 sont présentées
sous forme de diagrammes de bandes. Ces diagrammes représentent les nombres d’onde de Bloch

réduits Kp = kpL/m pouvant se propager dans un réseau infini en incidence normale (axe I'X de
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Réponse en féquencea une impulsion

102 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
01 03 05 07 09 11 13 15 17 19 21 23 25

Fréquence (Hz) X 10°

Fic. 3.3 — Réponse des transducteurs large bande dans un domaine fréquentiel allant de 10 kHz a

250 kHz. La fléche représente la bande passante utilisée (rapport signal & bruit suffisant).

la zone de brillouin représentée sur la figure 1.2). Ces nombres d’onde sont les premieres solutions
des problemes aux valeurs propres (1.21) et (2.40) obtenus dans les chapitres 1 et 2 respectivement.
Les calculs sont effectués en considérant les parametres de ’air donnés dans le tableau 3.1. Les
informations présentées dans ce tableau justifient I’hypotheése d’immobilité des cylindres (le rapport
Ze At/ Zeo est de Tordre de 10%). La température donnée est celle correspondante aux conditions

expérimentales.

Les nombres d’onde de Bloch théoriques obtenus sont représentés dans le domaine allant de 0 a
1 conformément & la définition de ’axe I'X du contour de Brillouin. Les domaines fréquentiels pour
lesquels les nombres d’onde de Bloch sont tels que K = 0 ou K = 1 définissent les bandes interdites
des deux cristaux phononiques. Les nombres d’onde ne vérifiant pas cette relation correspondent a

des ondes pouvant se propager dans ces cristaux.

Les résultats numériques utilisant la méthode de décomposition en séries de Fourier spatiales et les
séries de Schlomilch, représentés de part et d’autre des mesures expérimentales, sont en bon accord.
D’un point de vue expérimental, les deux prédictions théoriques des domaines fréquentiels pour
lesquels aucune onde ne peut se propager en incidence normale se traduisent sur les deux courbes
expérimentales 3.4 (b) par des chutes du coefficient de transmission. La position de ces domaines est
en trés bon accord avec les prédictions théoriques, bien que les échantillons soient d’épaisseur finie.
Ainsi, la seule prise en compte des effets de diffusion multiple en fluide non dissipatif par les deux
méthodes de calcul permet de prédire convenablement les bandes interdites d’un systéeme constitué

de plusieurs rangées de cylindres.
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Fi1G. 3.4 — Dans les trois figures du haut, la porosité est ® =~ 0.65 et pour celles du bas, ® ~ 0.50. La
mesure des coefficients de transmission de 6 rangées de 100 cylindres est représentée sur les figures
au centre (b). Les figures (a) et (c) montrent les prédictions théoriques des bandes interdites d’un
cristal phononique infini soumis a une onde acoustique en incidence normale par les méthodes de
décomposition en séries de Fourier spatiales et les calculs des séries de Schlomilch. Ces comparaisons
montrent la bonne coincidence entre les minima des coefficients de transmission en (b) et les bandes

interdites prédites (zones grisées) pour les deux échantillons.
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De plus, la méthode développée dans le chapitre 2 permet de traiter le probleme correspondant
exactement a 6 rangées de cylindres infinies. Pour cela, la matrice de diffusion [S] d’une seule rangée
est d’abord calculée conformément & la relation (2.12). La matrice de diffusion [Sg] de 6 rangées
de cylindres est ensuite déduite & partir de la relation de récurrence (2.38). Cette derniére permet
notamment de prédire le coefficient de transmission en incidence normale correspondant au systéme
expérimental étudié. Les comparaisons entre les coefficients de transmission prédits et mesurés pour
les deux échantillons sont présentées sur la figure 3.5. Les résultats expérimentaux sont ceux présentés

sur les figures 3.4 (b) dans lesquels les axes ont été transposés.

Dans les zones associées aux chutes du coefficient de transmission, les résultats théoriques et
expérimentaux sont en accord. Ces chutes s’expliquent exclusivement par des phénomenes de diffusion
multiple générant des phénomenes d’interférences. Le modele utilisé et développé dans le chapitre 2
est donc suffisant pour déterminer les positions et étendues de ces zones. Cependant, en dehors de ces
zones, des écarts significatifs apparaissent. L’origine de ces écarts provient d’effets de dissipation qui
ne sont pas considérés dans le modele. La conséquence se traduit sur la figure 3.5 par un coefficient
de transmission théorique surestimé. La prise en compte de ces effets de dissipation fera l'objet de

la seconde partie du document.

3.3 Limite aux grandes longueurs d’onde

Une autre validation de deux calculs numériques utilisant la méthode de décomposition en séries
de Fourier spatiales et les séries de Schlomilch consiste & étudier le comportement asymptotique des
résultats obtenus dans la limite grandes longueurs d’onde, c’est-a-dire, lorsque la longueur d’onde
associée a ’onde acoustique est grande devant les dimensions caractéristiques du cristal. Dans cette
limite, les nombres d’onde calculés par les méthodes prenant en compte les effets de diffusion multiple
doivent coincider avec ceux obtenus par les modeles issus de la théorie de ’homogénéisation [11] pris
dans leur limite aux petites longueurs d’onde. En terme de fréquence, la limite basse fréquence des
modeles de diffusion multiple doit coincider avec la limite haute fréquence des modeles issue de la
théorie de I’homogénéisation. Cette jonction entre les limites des modeles, restreint au cas du fluide

parfait, suscite un intérét grandissant [12, 61].

L’étude qui suit porte plus précisément sur la tortuosité des matériaux poreux. En toute généralité,
cette grandeur, notée ay, traduit le trajet non rectiligne de 'onde acoustique & travers les pores
d’un matériau poreux au cours de la propagation [27]. Dans le cas de pores droit, 'onde acoustique
suit un trajet parfaitement rectiligne. En conséquence, la tortuosité est égale a 1. Pour tout autre

trajet, cette derniere est strictement supérieure a 1.

Du point de vue de la théorie de 'homogénéisation et dans la limite haute fréquence, la tortuosité
est reliée au nombre d’onde kg, (w) par la relation (détails dans ’annexe F),
K rom (@)

Hom

: (3.4)

s = lim
o0 Ww—00 k2

ou k =w/e, avec ¢ la célérité dans le fluide constituant les pores du matériau. De Pautre coté, dans

le cadre des modeles décrivant les effets de diffusion multiple, la limite basse fréquence des nombres
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Fia. 3.5 — Coefficients de transmission expérimentaux et prédictions théoriques associées a deux
systémes composés de 6 rangées de 100 cylindres de porosité ® ~ 0.65 (figure du haut) et ® ~ 0.50
(figure du bas). Les prédictions théoriques obtenues par la méthode utilisant les séries de Schlomilch
(chapitre 2), indiquent d’une part une bonne estimation des positions des bandes interdites et d’autre

part, une surestimation du coefficient de transmission hors de celles-ci.
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d’onde kp; sy obtenue doit correspondre a cette méme quantité,
(3.5)

Ce raisonnement général s’applique au cas particulier du cristal phononique a deux dimensions
étudié ici. Le nombre d’onde kp;f¢ dans la relation (3.5) s’identifie alors au nombre d’onde de Bloch
kp. L’utilisation de la relation (3.5), pour différentes porosités ®, permet de calculer les valeurs
de tortuosité en étudiant la limite basses fréquences des nombres d’onde de Bloch kp, solutions
des problemes aux valeurs propres (1.21) et (2.40) (correspondant aux deux méthodes de calcul
développées dans les chapitres 1 et 2). Parallelement, les valeurs de tortuosité correspondant a des
échantillons de méme porosité sont obtenues indépendemment par d’autres méthodes : d’une part,
par Cortis [17] en utilisant un code de calcul par éléments finis [18] et d’autre part, par Perrins [49]
en utilisant une méthode électrique [29]. L’ensemble des résultats ainsi obtenus est reporté dans le
tableau (3.2).

P ag‘oourier aSchl(’jmilch

Cortis Perrins
pos (6%

aOO [e.°]

0.9 | 1.0997 1.1000 1.0999 | 1.1000
0.7 | 1.3012 1.3021 1.3020 | 1.3021
0.5 | 1.5379 1.5401 1.5400 | 1.5401
0.3 | 2.2198 2.2298 2.2345 | 2.2298

TAB. 3.2 — Estimation de la tortuosité a pour différentes porosités ® du milieu (premiére colonne)
dans Uair a Paide de différentes méthodes de calcul. Les deuxiemes et troisiémes colonnes repré-
sentent les résultats obtenus par des méthodes de diffusion multiple (chapitres 1 et 2). La quatriéeme
colonne correspond aux résultats obtenus par Cortis [17] en utilisant une méthode d’éléments finis.
Les résultats de Perrins [49] sont reportés dans la derniére colonne du tableau et sont obtenus par

une méthode électrique.

L’excellente concordance des valeurs théoriques de tortuosité, pour différentes porosités, présentées
dans le tableau 3.2 permet de confirmer la validité des calculs utilisant les décompositions en séries
de Fourier spatiales et les séries de Schlomilch. Pour observer la transition entre les phénomenes de
diffusion multiple et ceux, associés aux effets visqueux et thermiques, il est nécessaire de prendre en
compte ces derniers dans les calculs. Dans la suite du document, cette intégration se fera a travers
une extension de la méthode de calcul utilisant les séries de Schlomilch ; cette méthode permettant

d’intégrer ces effets dissipatifs sans modifier les étapes présentées dans le chapitre 2.

3.4 Limites des modeles

Bien que le tableau 3.2 laisse supposer que la continuité est assurée entre les modeles considérant
les effets visco-thermiques d’une part, et ceux associés aux effets de diffusion multiple d’autre part, il
ne traduit que la concordance entre les limites asymptotiques de ces différents modeles. Cependant,
les données ne permettent pas d’analyser la transition entre les modeles issus de la théorie de 1'ho-

mogénéisation (grandes longueurs d’onde) et ceux décrivant les effets de diffusion multiple (petites
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longueurs d’onde). C’est-a-dire qu’aux grandes longueurs d’onde, les effets visqueux et thermiques
sont prépondérants et lorsque la longueur d’onde diminue, les effets de diffusion multiple inter-
viennent. Il existe donc un domaine de longueur d’onde dans lequel s’effectue une transition entre
un régime purement visco-thermique et ’émergence de la diffusion multiple. A ce stade de 1’étude,
les résultats obtenus dans les sections précédentes conduisent a une transition qui peut étre de deux
types : soit il existe une zone, représentée sur la figure 3.6, dans laquelle les résultats obtenus avec un
modele ou 'autre sont identiques, auquel cas, la continuité est assurée. La propagation d’une onde
acoustique est dans ce cas décrite par la théorie de ’homogénéisation aux tres basses fréquences et
par les modeles de diffusion multiple aux hautes fréquences. Pour les fréquences intermédiaires (i.e.
dans la zone de transition), les deux descriptions sont valables. Soit il existe une zone, représentée
sur la figure 3.7, dans laquelle les effets visco-thermiques et de diffusion multiple coexistent. Dans
cette seconde configuration, les deux modeles négligent un effet important dans la zone de transition.
De ce fait, la propagation n’est décrite ni par I'un, ni par 'autre de ces modeles. En outre, la limite

de validité d’un modele ou 'autre n’est plus définie.

2.4

Effets de diffusion multiple
(bandes interdites)

2.2

Effets visqueux et thermiques

wp

1.6

Tortuosité dynamique a(w)

1.4 == . -

\ Limite:asymptotique o ,/d)

i A A ] i A A ] i A A ] i A A ] i A A ] i i

Grandes longueurs d’onde Petites longueurs d’onde

Fi1G. 3.6 — Schéma de transition entre les modéles classiques issus de la théorie d’homogénéisation
(grandes longueurs d’onde) et les modéles prenant en compte la diffusion multiple (petites longueurs

d’onde) présentant une zone de recouvrement (données arbitraires).

Le probleme soulevé consiste a déterminer s’il existe une zone de recouvrement entre les régimes
visco-thermique et de diffusion multiple. Dans le cas contraire, 'intérét sera porté sur I’étendue de
la zone de transition en fonction de la géométrie du cristal phononique étudié. Pour répondre a
cette problématique, il est nécessaire de développer un modele complet prenant en compte aussi bien
les effets visco-thermiques que les effets de diffusion multiple. Ce nouvel outil permettra d’étudier
Iinfluence de chacun des effets qui ont lieu au cours de la propagation et, par la méme occasion,

donnera les limites des modeles classiques issus de la théorie d’homogénéisation d’une part, et celles
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Effets de diffusion:multiple
(bandes interdites)

Effets visqueux et thermiques
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\ Limite asymptotique a_| /’)
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Grandes longueurs d’onde Petites longueurs d’onde

Fic. 3.7 — Schéma de transition entre les modéles classiques issus de la théorie d’homogénéisation
(grandes longueurs d’onde) et les modéles prenant en compte la diffusion multiple (petites longueurs

d’onde) ne présentant pas de zone de recouvrement (données arbitraires).

des modeles de diffusion multiple d’autre part. Cette étude complete fait I'objet de la seconde partie
du document ou les effets de dissipation visco-thermiques sont introduits dans la méthode de calcul

utilisant les séries de Schlémilch présentée dans le chapitre 2.
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Introduction

L’extension de la méthode de calcul présentée dans le chapitre 2 de la premiere partie fait I’objet
de cette seconde partie. Le systeme étudié représenté sur la figure 3 est composé de N, rangées
de cylindres, ou NV, peut tendre vers l'infini auquel cas, le systéme est un cristal phononique. Les
résultats de la premiere partie montrent qu’un tel cristal peut présenter des bandes interdites dans
certains domaines de fréquence. Ces domaines sont bien prédits par les modeles de diffusion multiple
et le travail effectué précédemment montre que leurs existences proviennent exclusivement d’effets
de diffusion multiple (cf. fin du chapitre 3). Cependant, certains probléemes ne sont pas résolus :
premierement, en dehors de ces bandes interdites, les prédictions théoriques ne sont plus aussi sa-
tisfaisantes et se traduisent par des coefficients de transmission théoriques surestimés par rapport a
ceux obtenus expérimentalement. L’origine des écarts ainsi observés réside dans ’absence de la prise
en compte de la dissipation par effets visqueux et thermiques dans les modeles de diffusion multiple
utilisés. Deuxiemement, le probleme de la transition entre les résultats des modeles classiques issus
de la théorie de '’homogénéisation d’une part, et ceux issus des modeles de diffusion multiple d’autre

part, soulevé a la fin du chapitre 3 n’est pas non plus résolu.

Le premier point fait I’objet du chapitre 4 ou des effets de dissipation visqueux et thermiques
sont introduits dans la méthode de calcul utilisant les séries de Schlomilch. Ces faibles effets se
produisent aux hautes fréquences et sont considérés par l'intermédiaire d’'un concept d’admittance
de surface équivalente. Ce concept permet de considérer les pertes localisés a la frontiere de chaque
cylindre constituant le systeme étudié. Dans le chapitre 5, un modele complet utilisant les séries
de Schlomilch et décrivant aussi bien les effets visqueux et thermiques que les effets de diffusion
multiple est développé. Ce modele permet d’analyser précisément la transition entre un régime visco-
thermique important et un régime de diffusion multiple. En outre, une discussion sur les limites des
différents modeles de propagation est proposée dans le chapitre 6. Ce dernier est consacré a une
analyse des résultats obtenus avec le modele complet ainsi développé et permet d’étudier les limites

des modeles classiques d’une part, et des modeles de diffusion multiple d’autre part.
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Chapitre 4

Concept d’admittance de surface

équivalente

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'influence de la prise en compte d’effets visqueux et thermiques
sur la propagation d’une onde acoustique dans divers systemes. Les systemes étudiés sont composés
d’une ou plusieurs rangées infinies de cylindres. Les effets dissipatifs sont considérés au voisinage
des cylindres constituant ces systemes. Pour cela, un concept d’admittance de surface permettant

de traduire ces effets localisés est introduit.

Dans un premier temps, une description des couches limites visqueuses et thermiques dans les-
quelles sont localisés les effets de dissipation est brievement effectuée. L’expression de 'admittance
de surface équivalente autour d’un cylindre est ensuite donnée. Celle-ci permet d’adapter les condi-
tions aux limites exposées dans la formulation du probleme du chapitre 2. Cette extension du modele
utilisant les séries de Schlomilch conduit & de nouveaux résultats qui sont comparés a des mesures
expérimentales sur différents échantillons. La derniere partie de ce chapitre est consacrée & une

discussion sur la limite du concept utilisée.

4.1 Extension du modele utilisant les séries de Schlémilch

Cette premiere section présente I’approche théorique permettant d’intégrer certains effets visqueux
et thermiques dans le modele utilisant les séries de Schlomilch (détaillé dans le chapitre 2). Les effets
considérés sont localisés dans le voisinage proche des cylindres du réseau. Leur prise en compte

constitue une premiere extension du modele présenté dans le chapitre 2.

4.1.1 Couches limites visqueuse et thermique

Comme abordé dans la premiere partie, lorsqu’une onde acoustique heurte un cylindre, celui-ci
réémet un champ acoustique dans toutes les directions ; ¢’est 1'effet de diffusion (ou diffraction). Dans
le cas général d’un systeme composé de plusieurs cylindres, ces derniers réémettent tous des champs

acoustiques dans toutes les directions. Le phénomene ainsi produit est qualifié de diffusion multiple

ol
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et constitue un effet d’atténuation de 'onde acoustique. En plus de ce phénomene, viennent s’ajouter
des pertes par effets visqueux et thermiques au cours de la propagation de I'onde acoustique. Aux
hautes fréquences, ces pertes résultent respectivement de frottements et d’échange de température
entre les particules en mouvement dans le fluide et les cylindres rigides immobiles et donc, ont lieu
aux voisinages des cylindres. Plus précisément, ces phénomenes s’établissent dans des couches limites
visqueuse et thermique, représentées sur la figure 4.1. Leurs épaisseurs, notées respectivement 9, et

dn, dépendent des caractéristiques du fluide et de la pulsation w de ’onde acoustique incidente [10],

5 [
w

e
w

ou v, et v, sont respectivement les coefficients de viscosité cinématique et de diffusivité thermique du

fluide entourant les cylindres. Comme le montrent ces relations, les épaisseurs de couches limites, et

donc 'importance des effets visqueux et thermiques, augmentent lorsque la pulsation diminue; c¢’est-

a-dire, aux grandes longueurs d’onde. En outre, 'influence des effets qui ont lieu dans ces couches

limites sur la propagation et I’absorption d’une onde acoustique est variable selon la nature du fluide

considéré.

Couches limites visqueuse et thermique

Fi1G. 4.1 — L’introduction des couches limites permet de considérer les effets visqueux et thermiques

dans le voisinage des cylindres.

4.1.2 Expression de admittance de surface équivalente

Les phénomenes de dissipation visqueuse et thermique ayant lieu au voisinage des cylindres, décrits

dans le paragraphe précédent, peuvent étre pris en compte en introduisant une admittance de surface
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équivalente. Cette introduction est réalisée en suivant la démarche proposée par Tournat et coll. [62]
dans le cadre de I’étude de réseaux de cylindres aléatoires.

L’admittance de surface entoure les cylindres et integre les phénomenes dissipatifs liés aux effets
visqueux et thermiques dans les couches limites. En adoptant la convention e~**, I’expression de
cette admittance § est, dans le systeme de coordonnées cartésien et dans le cas d’une onde plane
incidente sur une surface plane [46],

1—i k3
B0 0 = 5k | (1= 55 ) b (= 1 (1.2

ou la dépendance en w de 'admittance apparait implicitement dans les expressions de la constante de

propagation dans le fluide k = w/c et des épaisseurs de couches limites définies dans les relations (4.1).
Le nombre d’onde kpy représente la composante normale du vecteur d’onde k. Pour le cas & deux
dimensions d’une onde plane incidente sur un disque, repéré en coordonnées polaires (r, ) et illustré
par la figure 4.2, le champ de pression incident p, (7, 6) peut se décomposer sur la base des fonctions

de bessel J,,, comme suit,

Pa(7,0) = Z Pa,m (7, 0) = Z i"(2 = 0m,0)Jm(kR) cos(mb) . (4.3)
m=0 m=0

Dans ce cas, 'admittance de surface équivalente correspondante s’écrit, pour chaque composante

cylindrique m du champ de pression pg m,

2 k2 R?

Cette expression est obtenue en identifiant dans la relation (4.2), le nombre d’onde normal ky au

B (8 01y 0) = [ T Gt (= ] (4.4)

nombre d’onde radial k, en coordonnées cylindriques : k2 = k? — m?/R?.

Onde plane incidente Onde plane incidente
Couches limites visqueuse et thermique Couches limites visqueuse et thermique
Cas du plan Cas du disque

F1G. 4.2 — Représentation des couches limites visqueuse et thermique pour le cas d’une onde plane

incidente sur un plan et sur un disque.

4.1.3 Report du résultat dans le probleme étudié

Une premiére extension du modele présenté dans le chapitre 2 utilisant les séries de Schlomilch

consiste a inclure les effets visqueux et thermiques au voisinage des cylindres. Pour cela, il suffit
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simplement de modifier la condition limite & la frontiere des cylindres (2.3) en r = R par une
nouvelle condition faisant intervenir les composantes cylindriques 3, de 'admittance de surface

équivalente,

OPa,m
or

Dans la formulation du probleme présenté dans le chapitre 2, la substitution de cette nouvelle

—1Bmkpam = (4.5)

condition limite a pour seule conséquence de modifier les coefficients de diffusion D,, donnés par la
relation (2.22). Les nouveaux coefficients de diffusion sont notés D}, et traduisent les effets visqueux
et thermiques aux voisinages des cylindres. Ils sont déterminés en introduisant la somme des champs
de pression incident pg inc et diffusé p, gir s, respectivement donnés par les relations (2.19) et (2.17),
dans 'expression de la nouvelle condition limite (4.5). Ces coefficients prennent la forme,
T
m By (kR)

De la méme maniere que pour le cas du fluide parfait traité dans le chapitre 2, les deux termes portés

(4.6)

par les dérivées des fonctions de Bessel J, et Hankel H, traduisent les effets de diffusion par les
cylindres. Les deux nouveaux termes faisant intervenir I’admittance de surface 3,, représentent une

correction associée aux effets de dissipation dans les couches limites des cylindres.

Comme discuté dans les paragraphes précédents, les effets de 'introduction du concept d’admit-
tance de surface équivalente se répercute en premier lieu sur les valeurs des coefficients de diffusion
D,, qui dépendent maintenant de ’admittance (3,,. De ce fait, des modifications sont également ap-
portées sur les valeurs des coefficients de réflexion et transmission constituant la matrice de diffusion
d’une rangée de cylindres. Cette derniere sera donc corrigée par la prise en compte de ces effets
visqueux et thermiques. Il s’en suit que pour le probleme de la propagation d’une onde acoustique
dans un cristal phononique, la constante de propagation kp du systéeme sera également modifiée.
L’objet des sections suivantes est de quantifier la correction apportée par 'utilisation de ce concept

d’admittance.

4.2 Résultats obtenus en utilisant le concept d’admittance de sur-

face équivalente et discussions

Pour le cas d’un systeme constitué de plusieurs rangées infinies de cylindres, la correction appor-
tée par I'introduction des effets visqueux et thermiques au voisinage des cylindres peut s’observer
aisément & partir de I’évaluation du coefficient de transmission théorique d’un tel systéme soumis
a une onde plane acoustique en incidence normale. Une comparaison peut des lors étre effectuée a
partir d’un dispositif expérimental permettant la mesure de ce méme coefficient de transmission.
Parallelement, le report des résultats obtenus dans le cadre de I’étude en fluide parfait présenté dans
le chapitre 2 permet de quantifier I'intérét d’utiliser le concept d’admittance de surface. Les temps
de calculs nécessaires pour obtenir les résultats présentés sont sensiblement du méme ordre que ceux

présentés dans le chapitre 2.

La méthode expérimentale permettant de mesurer le coefficient de transmission de NV, rangées

infinies de cylindres est celle décrite dans le chapitre 3 et illustrée par la figure 3.2. Deux séries
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de mesures sont effectuées sur des échantillons de porosité & ~ 0.65 et & ~ 0.50 et contenant
chacun plusieurs rangées de 100 cylindres entourés d’air. Les largeurs d’une rangée de 100 cylindres
sont de Lgs=30 cm et Lsp=25 cm respectivement pour les échantillons de porosité & =~ 0.65 et
® ~ 0.50, et la hauteur de I’échantillon est de 10 cm dans les deux cas. Une impulsion acoustique
longitudinale, produite a I'aide d’un transducteur ultrasonore large bande centrée sur 100 kHz, est
émise en incidence normale sur ces différents échantillons. Pour chacun d’eux, le signal en sortie est
recu par un transducteur de méme type. Le rapport entre le signal de sortie apres passage dans un
échantillon avec celui recu sans I’échantillon, constituant un signal de référence, permet d’évaluer
le coefficient de transmission de chaque échantillon en fonction de la fréquence dans le domaine de
Fourier. Les deux transducteurs ultrasonores utilisés ont un rayon d’environ 2 cm et permettent ainsi
de considérer chaque rangée de 100 cylindres comme étant infinie. Cette hypothése est assurée par

la bonne directivité des deux transducteurs dans la gamme ultrasonore d’étude.

Plus précisément, les coefficients de transmission expérimentaux sont mesurés pour des échantillons
comportant 2 & 6 rangées de 100 cylindres dans 'air ayant des porosités de ® ~ 0.65 et & ~ 0.50. La
gamme fréquentielle d’étude s’étend de 20 kHz a 200 kHz environ et est représentée sous la forme
réduite kL /7. Les mesures sont reportées sur les figures 4.3 pour deux échantillons contenant deux
rangées. Les résultats pour un nombre de rangée allant de 3 & 6 sont représentés sur les figures 4.4.
Dans toutes ces figures ont également été reportés d’une part, les résultats obtenus pour le cas du
fluide parfait présenté dans le chapitre 2 (utilisant les coefficients de diffusion D,,) et d’autre part,
ceux obtenus en considérant des pertes visqueuses et thermiques au voisinage des cylindres présentés
dans ce chapitre (utilisant les coefficients de diffusion Dg@) Ces deux derniers résultats sont obtenus
a partir de la construction des matrices de diffusion [S] d’une rangée pour les cas fluide parfait et
admittance de surface. La construction de la matrice de diffusion [Sy,] de N, rangées est effectuée
en utilisant la formule de récurrence (2.38). Cette matrice permet de prédire les coefficients de
transmission correspondant aux résultats expérimentaux. Ces prédictions théoriques sont obtenues
a partir des seules connaissances de la géométrie des échantillons d’une part (rayon R des cylindres,
parametre de maille L et nombre de rangée N,), et des parametres du fluide entourant (masse
volumique, célérité, coefficients de viscosité cinématique et diffusivité thermique de lair) d’autre
part. Les parametres correspondants a la configuration expérimentale et utilisés pour les calculs

numériques sont reportés dans le tableau 4.1.

Température Ty =293 K

Vitesse du son co = 343 m.s~ !

Masse volumique po =12 kg.m™3
Rapport des capacités y=14

Diffusivité thermique vp =215 x107° m?.s7!
Viscosité cinématique Vp = 1.5 x 107° m2.s7!
Capacité calorifique massique & pression constante | C, = 1 005 Jkg LK1

TAB. 4.1 — Paramétres de l’air traduisant les conditions expérimentales et utilisés dans les calculs
numériques. Les diffusivité thermique et viscosité cinématique apparaissent dans les expressions des

couches limites définies par la relation (4.1). Les valeurs reportées ici sont celles données par [37].
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F1G. 4.3 — Représentation du coefficient de transmission en fonction de la fréquence réduite kL/m
(échelle équivalente a un domaine fréquentiel allant de 20 kHz a 200 kHz environ). La figure de gauche
représente le coefficient de transmission de 2 rangées pour un échantillon de porosité ® ~ 0.65. La
figure de droite représente ce méme coefficient pour un échantillon de porosité ® =~ 0.50. Dans
les deux cas, les échantillons contiennent 100 cylindres, de rayon R = 1 mm, par rangée. Trois
courbes sont représentées sur chacune des figures : résultats expérimentaux en croix (+), prédiction
en fluide parfait en traits discontinus (——) et, prédiction en utilisant le concept d’admittance de

surface équivalente en traits pleins (—).

Sur chaque courbe sont représentées trois séries de résultats ; les résultats expérimentaux obtenus
avec la méthode de mesure décrite plus haut (courbes en croix (+)) et les prédictions théoriques
obtenues numériquement en utilisant la méthode détaillée dans le chapitre 2 pour deux cas. Dans
le premier, les calculs numériques sont effectués en considérant le fluide entourant comme parfait
(courbes en traits discontinus (——)). Dans le second, le concept d’admittance de surface équivalente

est intégré dans le modele (courbes en traits pleins (—)).

Pour chacune des deux porosités, les coefficients de transmission expérimentaux montrent ’exis-
tence de bandes fréquentielles & I'intérieures desquelles 'atténuation est treés importante. Cette atté-
nuation est d’autant plus importante que le nombre de rangées considéré est grand. En outre, avec
I’augmentation du nombre de rangées, les positions de ces bandes sont de mieux en mieux décrites et
s’approchent de celles définies pour le cas de cristaux phononiques infinis. Les positions des bandes
interdites en fonction de la fréquence sont présentées dans le chapitre 3 pour des cristaux de mémes

porosités (cf. figure 3.4).

Les positions de ces domaines fréquentiels sont aussi bien décrites par les calculs utilisant les
séries de Schlomilch en fluide parfait que par ceux considérant des effets visqueux et thermiques
par l'intermédiaire du concept d’admittance de surface équivalente. Cette observation confirme le
fait que 'origine de 'apparition des bandes interdites est purement liée aux effets de diffusion mul-
tiple au cours de la propagation de 'onde acoustique. Les oscillations périodiques qui apparaissent
avant chaque bande interdite traduisent des effets d’interférence dus a la périodicité des cylindres
constituant les échantillons (effets visibles aux basses fréquences ultrasonores sur les figures 4.4).
La période de ces oscillations diminuent régulierement avec I'augmentation du nombre de rangées

et est associée & des phénomenes d’interférence qui se produisent entre les rangées successives. Les
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F1G. 4.4 — Représentation du coefficient de transmission en fonction de la fréquence réduite kL/m

(échelle équivalente

\

a

un domaine fréquentiel allant de 20 kHz a 200 kHz environ) pour des échan-

tillons comportant 8 a 6 rangées de cylindres. Les figures de gauche sont associés a des échantillons

de porosité ® ~ 0.65. Dans les figures de droite, la porosité des échantillons est ® ~ 0.50. Tous

les échantillons contiennent 100 cylindres de rayon R =1 mm. Trois courbes sont représentées sur

chacune des figures :

résultats expérimentaux en croix (+), prédiction en fluide parfait en traits

discontinus (——) et, prédiction en utilisant le concept d’admittance en traits pleins (—).
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domaines définissant les bandes interdites s’interpretent comme des zones ou les ondes acoustiques
réémises par les cylindes interferent de maniere totalement destructive. La prise en compte ou non,

d’effets visqueux et thermiques ne changent donc rien a 'apparition de ces bandes interdites.

Cependant, en dehors des bandes fréquentielles ou les ondes sont fortement atténuées, I'intérét de
la prise en compte des effets visqueux et thermiques se manifeste par la bonne concordance entre
les résultats numériques obtenus en utilisant le concept d’admittance et les résultats expérimentaux.
En effet, les résultats théoriques obtenus en fluide parfait prédisent des coefficients de transmission
qui sont surestimés par rapport a ceux mesurés. L’origine des différences constatées provient donc
d’effets visqueux et thermiques qui ont lieu au voisinage des cylindres. Le concept d’admittance de
surface équivalente constitue ainsi une maniere simple et efficace de considérer ces effets visqueux et

thermiques.

4.3 Limite d’utilisation du concept d’admittance de surface équi-

valente

L’admittance de surface équivalente utilisée permet de considérer les effets visqueux et thermiques
au voisinage des cylindres. Cependant, ce concept n’est valable que sous deux conditions. D’une
part, les épaisseurs de couches limites doivent rester tres petites devant le rayon R des cylindres et
d’autre part, 'espacement L — 2R entre deux cylindres doit étre supérieur a ces mémes épaisseurs.
La premiere condition exprime le fait que la surface doit apparaitre localement plane en regard de la
longueur d’onde associée a 'onde acoustique incidente. La seconde restreint 1'utilisation du concept
d’admittance au cas d’un systeme relativement dilué. La non validation de ces deux hypotheses,
respectivement illustrées par les figures 4.5 (a) et (b), constitue une limite d’utilisation. Dans ce cas,

les effets visqueux et thermiques ne sont peuvent plus étre pris en compte.

(a) (b)

6 n’est plus inférieure a R 6 n’est plus inférieure a L — 2R

L

Fi1G. 4.5 — Lllustration des deux cas pour lesquels le concept d’admittance de surface n’est plus valable.
Le cas (a) correspond a un régime de grandes longueurs d’onde ot les épaisseurs de couches limites ne
peuvent plus étre considérées comme trés petites devant le rayon des cylindres. Le cas (b) représente

un milieu trés concentré.
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4.4 Conclusion

Les résultats expérimentaux et théoriques présentés dans ce chapitre montrent que les effets dissi-
patifs se produisant au voisinage des cylindres, constituant les réseaux étudiés, ont une importance
significative dans un domaine hautes fréquences. Le concept d’admittance équivalente présenté suffit
a caractériser la propagation d’une onde acoustique en considérant ces faibles effets visco-thermiques.
En effet, dans les cas étudiés dans les sections précédentes, les deux hypotheéses évoquées plus haut
sont entierement satisfaites dans la gamme de fréquences considérée. Cependant, pour des milieux
plus denses et/ou aux tres grandes longueurs d’onde, les hypotheses illustrées sur la figure 4.5 per-
mettant I'utilisation de ce concept ne sont plus validées. Dans ce cas, il est nécessaire de prendre en
compte tous les effets visqueux et thermiques au cours de la propagation, i.e. non nécessairement

localisés dans le voisinage des cylindres.

L’objet du chapitre suivant consiste a développer un modeéle complet prenant en compte aussi bien
les effets de diffusion multiple que les effets visqueux et thermiques sans restriction sur ces derniers.
Ce modele permettra ainsi d’étudier la transition entre un régime visco-thermique important (décrit
par les modeles de propagation classique connus aux grandes longueurs d’onde [3]) et 'apparition

des effets de diffusion multiple.






Chapitre 5

Modele complet : diffusion multiple
avec prise en compte des effets

visqueux et thermiques

Ce chapitre présente une seconde extension du modele développé dans le chapitre 2 basé sur le
calcul des séries de Schlomilch en fluide parfait. Dans le cadre de ce chapitre, les effets visqueux et
thermiques ayant lieu au cours de la propagation sont entierement décrits par I'intermédiaire de deux
potentiels : tourbillonnaire et entropique. Ces deux potentiels sont respectivement associés aux effets
visqueux et thermiques non nécessairement localisés au voisinage des cylindres (contrairement au
chapitre précédent). Le probleme est formellement analogue a celui présenté dans le chapitre 2. De
maniere similaire, dans un premier temps, ’étude porte sur les propriétés d’une rangée contenant une
infinité de cylindres périodiquement espacés de L. Plus précisément, ['objectif est de déterminer la
matrice de diffusion associée a cette rangée de cylindres. Dans un deuxieéme temps, les propriétés d’un
systeme composé de plusieurs rangées de cylindres sont déduites en utilisant la méme procédure que
celle du chapitre 2 (relation de récurrence). L’extension a la détermination des caractéristiques d’un
cristal phononique, représenté sur la figure 3, est ensuite réalisée par l'intermédiaire du théoreme de
Bloch [9]. Dans une derniére partie, des simulations et une analyse des temps de calcul correspondants
sont présentées et comparées aux résultats obtenus en fluide parfait dans le cadre du chapitres 2.

Dans I’ensemble, la structure de ce chapitre est analogue a celle du chapitre 2.

5.1 Position du probleme

Le probleme considéré est, comme dans le chapitre 2, résolu en trois étapes : dans un premier
temps, les propriétés de réflexion et transmission d’une rangée contenant une infinité de cylindres
sont déterminées. Ces mémes propriétés sont ensuite recherchées pour un systéme contenant plusieurs
rangées. Enfin, I’étude de la relation de dispersion d’un cristal phononique & deux dimensions est
réalisée. La géométrie de ces trois problemes est représentée sur les figures 2.1 (a), (b) et (c), et est

rappelée ici sur la figure 5.1

61
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Fi1G. 5.1 — Illustration des trois problemes considérés. Ces géométries sont caractérisées par le rayon
R des cylindres et le paramétre de maille L. La figure (a) représente une rangée contenant une
infinité de cylindres périodiqguement espacés. La figure (b) illustre le probléme de N, rangées. Enfin,

le cristal phononique est représenté sur la figure (c).

Les cylindres, de rayon R, sont maintenant entourés d’un fluide dissipatif. Le parametre de maille
séparant les centres de deux cylindres consécutifs est toujours noté L. Pour le cas d’une rangée

(figure 5.1 (a)), la face d’entrée est située en z = 0 et la face de sortie en x = L.

Dans ce chapitre, les deux grandeurs d’intéréts sont les champs de déplacement u(z,y,t) et de
température excédentaire 7(z,y,t) & deux dimensions. Ces deux champs sont décrits par 'intermé-
diaire de trois potentiels : acoustique ¢, (x,y,t) , entropique ¢y (z,y,t) et tourbillonnaire J(az,y,t).
Ces potentiels traduisent respectivement la propagation de I’onde acoustique, les échanges de chaleur
et les effets de viscosité au cours de la propagation. Le potentiel vecteur 1/7(:17, y,t) n’a qu'une seule
composante dirigée selon axe Oz et est notée ¢(x,y,t) dans la suite. La relation entre ces trois

potentiels et les deux champs s’écrit,

—

7 = grad (¢ + dp) + 10t U

2 ﬁOTO w ’
T=Ww Ga — o)
Cp oy "

ol w est la pulsation de 'onde acoustique et 3y, Tp, Cp et vy, sont des constantes définies par le fluide
entourant les cylindres. Elles représentent respectivement le coefficient d’augmentation relative de

pression isochore, la température, la capacité calorifique isobare et la diffusivité thermique,.

La maille élémentaire est symétrique selon I'axe Oz. L’excitation considérée vérifiant aussi cette
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symeétrie, cette derniere se reporte sur les trois potentiels de la maniére suivante,

( (ba(w,y,t) = ¢a(x7 _yvt)

th(x»y»t) = th(l’,—y,t) : (52)

¢(9€; Y, t) = —1/1(957 -y, t)

De plus, les cylindres étant périodiquement espacés de L selon ’axe Oy, les trois potentiels possedent

cette méme propriété,

$a(z,y,1) = ¢a(x,y + L, t)

¢h($,y,t) :(bh(xay—i_Lat) : (53)

Y(x,y,t) =Y,y + L,t)

Dans la suite, I’expression de ces trois potentiels est explicitée sur les faces d’entrée et de sortie de la
rangée en régime harmonique. La matrice de diffusion associée a cette rangée est ensuite construite.
Elle permet de prédire les potentiels entrants et sortants lorsqu’une excitation extérieure est émise.
Une extension permettant de caractériser les propriétés de réflexion et transmission pour le cas
de plusieurs rangées est ensuite effectuée. Le cas du cristal phononique, s’interprétant comme une

somme infinie de rangées de cylindres, est abordé dans une derniere partie.

5.2 Etude des propriétés d’une rangée infinie de cylindres

5.2.1 Expression des potentiels sur les faces d’entrée et de sortie

L’objet de cette section est d’exprimer les trois potentiels sur les faces d’entrée et de sortie de la
rangée infinie représentée sur la figure 5.1 (a). Leur expression est obtenue par 'intermédiaire d’une

décomposition en ondes planes.

5.2.1.1 Formulation générale

Dans le cadre des équations de l'acoustique linéaire (i.e. faibles variations), les trois potentiels
décrits dans la relation (5.1) obéissent aux trois équations de Helmholtz suivantes (cf. Pierce [51])

—iwt

en régime harmonique (la convention e est adoptée),

A+E)p, = 0 , K=uw20

Ko

w
(A+k)dn = 0, %z; : (5.4)
Ak =0, K=

ou po et Ky sont respectivement la masse volumique et le module de compressibilté adiabatique du

fluide. Les coefficients de viscosité cinématique et de diffusivité thermique du fluide sont, comme dans
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le chapitre 4, notés v, et v, respectivement. Les nombres d’onde k, et kj associés a la dissipation
(1+4)

par effets visco-thermiques sont complexes et de la forme 7

|ky,p|. Le nombre d’onde acoustique

ke est réel positif.

A ces trois équations de Helmholtz doivent s’ajouter les conditions aux limites & la frontiere des

cylindres en r = R. Ces conditions s’appliquent sur les champs de déplacement 4 et de température

=0
{T:o . (5.5)

Ces deux conditions imposent respectivement un champ de déplacement nul et un champ de tem-

7 et prennent la forme suivante,

pérature excédentaire nul a la frontiere de chaque cylindre et traduisent le couplage des trois équa-
tions (5.4).

5.2.1.2 Face d’entrée z =0

Les trois potentiels acoustique ¢,, entropique ¢, et tourbillonnaire v solutions des équations (5.4)
peuvent se décomposer en trois sommes infinies d’ondes planes. Pour satisfaire aux conditions de
parité selon axe Oz et de périodicité selon 'axe Oy, données par les relations (5.2) et (5.3) respec-
tivement, les potentiels acoustique et entropique sont développés sur une base de fonctions cosinus

d’une part, et le potentiel tourbillonnaire sur une base de fonction sinus d’autre part,

[eS)
2nm ) .
(ba,()(xa y) = Z cos <Ty> |:an-7i-oezka,:cnm + e zkavznx]
n=0
3 2nm + Sikp an® — _—ikp znT
¢h,0(x7 y) — COS Ty |:hTL,Oe , TN + hn’oe xn :| ) (56)
n=0
S5
. 2nm ) L
¢0($7 y) - Z Sin (Ty> [Un:ibelkv’x”x + ,Un’oe Zkv,acnl']

Dans ces relations, les coefficients a0, hpo et vy, sont associés aux amplitudes des différentes
composantes des potentiels acoustique, entropique et tourbillonnaire respectivement. La notation
“ 17 désigne des potentiels “aller” suivant 1’axe des z croissants et la notation “ ~”, des potentiels
“retour” suivant I’axe des z décroissants. Le report de ces solutions dans les équations (5.4) permet

d’écrire les trois relations de dispersion,

ou les nombres d’onde k,, kj, et k, sont définis dans le systeme d’équations (5.4).
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5.2.1.3 Face de sortie x = L

La démarche précédemment effectuée pour la face d’entrée x = 0 reste valable pour la face de

sortie x = L,

( > 2nmw . ,
Sar(T,y) = D cos <_§f_y> [aﬁszmhmxx—L)+_aﬁiff%kmmdx_L{
n=0
o
nm ) .
¢h,L($7y) = Zcos <Ty> [hnTLelkh,xn(x—L) + hn,_Le_Zkh’x"(x_L)] ’ (5.8)
n=0
> sin (207 + etkvan(z—L) — —iky,gn(z—L)
wL(x7 y) - Z S11 Ty |:UTL,L6 v,Tn -+ UTL,Le v,xn :|
. n=0

ou les coefficients aff I hf et vff ;, sont respectivement associés aux composantes aller et retour
b b b}

pour les trois potentiels acoustique, entropique et tourbillonnaire.

5.2.2 Matrice de diffusion

Les expressions des trois potentiels étant connues sur les faces d’entrée et de sortie, 'approche par
une matrice de diffusion consiste a exprimer les amplitudes associées aux trois potentiels sortants
en fonction des amplitudes associées aux trois potentiels entrants comme lillustre la figure 5.2.
De la méme maniere que dans le chapitre 2, en introduisant les matrices de réflexion [RD] et de
transmission [TP] d’une rangée infinie de cylindres en fluide dissipatif (la notation “D” est introduite
pour différencier ces matrices de celles utilisées dans le cadre du chapitre 2), les amplitudes des ondes

sortantes sont reliées a celles entrantes par la relation,

dy~ TP] [RP a;
_;0+ — [ D] [ D] _;L+ 7 (5'9)
ar, [R”] [T7] ag

ou les vecteurs a regroupent ’ensemble des amplitudes associées aux trois potentiels acoustique,

entropique et tourbillonnaire,

aTL,O anvL
dy = h,y et dp =| h,p , (5.10)
Un,_(] Un,_L
+ +
an,L CLn,O
-+ _ + =2+ _ +
L= My et ay" = | hy,y . (5.11)
+ +
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[TP] [RP]
[RP] [TP]
matrices de transmission [TP] et de réflexion [RP] dont les expressions sont,

La matrice de diffusion d’une rangée infinie de cylindres [SP] = < ) est définie par les

[T] aa [T] ah [T] av [R] aa [R] ah [R] av
)= | et | e ®P)= | P RMORM [ (5a2)
[T]va [T]Uh [T]vv [R]va [R]Uh [R]UU

Ces deux expressions font appraitre 18 matrices. Leur présence provient de la contribution des trois
potentiels sur les autres. Par exemple, les n amplitudes du potentiel entropique sortant en z = 0,
notées hn,_() (cf. figure 5.2) s’écrivent comme la superposition des amplitudes acoustique, entropique
et tourbillonnaire transmises en z = L et des amplitudes acoustique, entropique et tourbillonnaire

réfléchies en = = 0, c’est-a-dire,
hn,_(] = [T]haan,_L + [T]hhhn,_L + [T]hvvn,_L + [R‘]haan—:’b + [R] hhhn—jz] + [R] hvvn—,‘?] : (513)

La détermination des éléments constituant ces 18 matrices fait ’objet des paragraphes suivants.

+ y=1L/2
+
an—j_o a’mL
= B —
- -
an,_O anzL
+
ther hn,L
= B —
O
- -
hnj() hn,L
+
UnJ’B Un,L
e - =
- -
Un;) Un,L
y=—L/2
=0 x=1L

Fi1G. 5.2 — Amplitudes des différents potentiels entrants et sortants en x = 0 et © = L dans une cellule
élémentaire. Les n amplitudes notées a, sont associées aur potentiels acoustique, celles notées hy,
aux potentiels entropiques et enfin, celles notées v, aux potentiels tourbillonnaires. Les notations “+”
et “—7 font références a des potentiels se propageant dans la direction des x croissants et décroissants

respectivement. L’indice 07 est utilisé pour désigner la face d’entrée et “L”, la face de sortie.
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5.2.3 Matrices de réflexion et transmission

Pour déterminer I’ensemble des matrices de réflexion et transmission sur chacune des faces d’entrée
et de sortie d’une rangée, il est nécessaire d’expliciter les formes des différents potentiels pour chaque
cas (acoustique, entropique et tourbillonnaire). Dans un premier temps, ces trois potentiels sont
écrits en fonction des coefficients de réflexion et transmission constituant les 18 matrices décrites
précédemment. Une seconde formulation ou les potentiels sont exprimés en fonction des champs
diffusés et incidents autour d’un cylindre de la rangée est ensuite proposée. Une identification entre
ces deux formulations conduit a l'expression exacte des coefficients de réflexion et transmission

recherchés. Le probleme est traité parallelement pour les trois potentiels mis en jeu.

Expression des potentiels réfléchis et transmis sur les faces d’entrée et sortie de la ran-

gée lorsqu’un potentiel incident est imposé

Dans ce paragraphe, les potentiels réfléchis et transmis sont exprimés sur chacune des faces d’en-
trée et de sortie lorsqu’une sollicitation extérieure est imposée. Cette sollicitation peut étre de type

acoustique, entropique ou tourbillonnaire. Chacun des trois cas est présenté ci-dessous.
— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

Dans ce premier cas, un potentiel acoustique extérieur ¢ ¢.+(,y) se propageant dans la direction
des x croissants est imposé. Deux composantes selon 'axe Oy sont retenues. Ces deux composantes
sont symétriques selon 'axe Ox. Les résultats pour un potentiel complexe (somme de plusieurs
composantes) s’obtiennent dans la suite en utilisant le théoreme de superposition. Tenant compte

de la symeétrie, les deux composantes de ce potentiel s’écrivent sur une base de fonction cosinus,

2m™n .
Ga,ext(T,y) = cos (Ty> gthaen® (5.14)

ol kg gn est définie par la relation (5.7). Les deux composantes selon I'axe Oy et symétriques selon
I’axe Ox sont obtenues en fixant n. A une pulsation w fixée, ce potentiel se présente comme la somme
de deux ondes planes, propagatives ou évanescentes (selon la valeur de n) et symétriques par rapport
a la droite d’équation y = 0. Les deux ondes planes définissent un angle 6, , par rapport a 'axe .

Cet angle est soit réel, soit complexe.

Par effet de diffusion, ce potentiel imposé et incident sur la rangée crée des potentiels acoustique
Daa, entropique ¢p, et tourbillonnaire v, réfléchis et transmis par cette méme rangée. Les expressions
de ces potentiels peuvent étre développées en ondes planes sur les faces d’entrée x = 0 et de sortie
z=1,

{ za_o(%y) = a0 T Phao Va0 (5.15)

+ ¥ + +
ar(TY) = Bpurt btV
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avec, sur la face d’entrée,

o0
_ 27p ke s
¢aa70(x7 y) - ZRZ?L COS <—L y) e WRa,zpT
p=0
> 2mp ik
Onao(@y) = D Rpicos <T?J> e”hert (5.16)
p;o 27p
— 3 —tky,z
baplen) = S Rysin () e
p:

et sur la face de sortie,
' ZOO it cos (272, ehemo-
(baj],_L( y) = T <Ty> e ka,ﬂcp( L)
2 )
¢hJ£,L(33vl/) = E T < P > etkn.aep(z—L) : (5.17)

wa}/(ajay) = ZT sm< )eikv,wp(w—L)

ol Rg% et Tg‘,’z (b désigne les différentes contributions : a pour acoustique, h pour entropique et v pour

\

tourbillonnaire) représentent une partie des éléments des matrices de réflexion [RP] et transmission
[TP] respectivement. L’indice n est associé au choix des deux composantes symétriques retenues pour
le potentiel imposé (5.14). Les autres éléments constituant les matrices de réflexion et transmission
apparaissent en considérant d’une part, un potentiel entropique imposé et d’autre part, un potentiel

tourbillonnaire imposé.
— Cas 2 : potentiel entropique imposé

Dans ce deuxieme cas, un potentiel entropique extérieur ¢, cr¢(,y) se propageant dans la direction

des x croissants est imposé. De la méme maniere, ce nouveau potentiel s’écrit,

2 .
Ohext(T,y) = cos <%y> etknon® (5.18)

ol kp, z, est définie par la relation (5.7).

Par effet de diffusion, ce potentiel imposé et incident sur la rangée crée des potentiels acoustique
dah, entropique ¢y, et tourbillonnaire 1y, réfléchis et transmis. Les expressions de ces potentiels se

développent en ondes planes sur les faces d’entrée x = 0 et de sortie z = L,

th})(:nv y) = ¢QZ70 + ¢hi_170 + ¢h7_0 (5'19)
¢h—j—L(x7 y) = a—}t,L + ¢h—;;,L + wh—,i_L
avec, sur la face d’entrée,
( > 2mp
- h —ika,z
Dano(®,y) = ZRa <Ty> e Haept
_ 27 i
(bhh,o(xa y) = Z th < py> e~ hn.ap® ; (5.20)
_ . (2mp \
wh,O('x7 y) = Z R;’)Z sin <Ty> e~ thv,apT
\ p=0
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et sur la face de sortie,

oo
2 .
¢a—i|L—7L(m>y) = ZT;ZCOS <%y> elka’zp(m_L)
p=0
G 27p K oy (—L)
by = 3 T cos (Ty> nene-D) o1
pO:OO 2 .
Yp(y) = > Thisin <pr> ¢iko.op(@—L)
\ p=0

ou RZZ et Tgh représentent une autre partie des éléments des matrices de réflexion [RP] et transmis-

mn
sion [TP].
— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé

Enfin, un potentiel tourbillonnaire extérieur 1.,¢(x,y) se propageant dans la direction des x crois-
sants est imposé. En tenant compte de la relation de symétrie (5.2) (différente de celle des deux cas

précédents) ce potentiel s’écrit sur une base de fonction sinus,

9 ,
T;Z)ext(x> y) = sin <%ny> elkv’xnx ) (522)

ol ky 4n est définie par la relation (5.7).

Par effet de diffusion, ce potentiel imposé et incident sur la rangée crée des potentiels acoustique
dav, €ntropique ¢y, et tourbillonnaire 1, réfléchis et transmis. Les expressions de ces potentiels se

développent en ondes planes sur les faces d’entrée x = 0 et de sortie z = L,

b (@, y) = bt b F UL
avec, sur la face d’entrée,
ad 2mp ;
Dumo(T,y) = ZRZ;JL cos <Ty> o~ tkape
p=0
o0
_ 27p .
Srmol@,y) = Y Rpncos <Ty> e~ et (5.24)
p=0
o0
U, olzy) = ZR“’ sin 2pr e hv.ap®
0,0\ prd y 40 L
et sur la face de sortie,
( > 27p
%XL(;E,y) = ZT% cos <Ty> etka,zp(z—L)
po=00
2mp ; _
Sprpl@y) = Y Thrcos <Ty> gitnar(@=L) (5.25)
p=0
o
w + (1. y) — ZTUU sin 2pr eik,uywp(x—L)
\ v, L\*" = pn L
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ou R;’f,’z et Tg% représentent les derniers éléments des matrices de réflexion [RP] et transmission [TP]

a déterminer.

L’ensemble des trois couples d’équations (5.15), (5.19) et (5.23) constitue une premiere fomulation
des potentiels sur les faces d’entrée et de sortie. Ils sont interprétés ici comme résultant de la diffusion
par la rangée infinie et s’expriment donc en fonction des coefficients de réflexion et transmission de
cette rangée. Pour déterminer ces coefficients, une seconde formulation de ces mémes potentiels est

proposée dans la suite en fonction des potentiels diffusés par les cylindres de la rangée.

Note sur les indices affectés auz différents potentiels :

-le premier indice indique la nature du potentiel considéré (a pour acoustique et h pour entropique).
-les potentiels de nature tourbillonnaire sont toujours désignés par .
-lautre indice informe sur la provenance du potentiel considéré.

Ezxemple 1 : ¢ny est de nature entropique et provient d’un potentiel extérieur tourbillonnaire.

Ezxemple 2 : ¢y est de nature tourbillonnaire et provient d’un potentiel extérieur entropique.

Expression des potentiels diffusés et incidents autour d’un cylindre de la rangée soumise

a un potentiel

L’objet de ce paragraphe est d’écrire les potentiels incidents et diffusés par un cylindre quel-
conque de la rangée soumise a une sollicitation extérieure. Comme précédemment, les potentiels
sont exprimés pour des sollicitations imposées de différentes natures (i.e. acoustique, entropique et

tourbillonnaire).
— Cas 1 : potentiel acoustique imposé
La forme du potentiel acoustique imposé en coordonnées cartésiennes est celle donnée dans la

relation (5.14). En réponse a cette sollicitation et en coordonnées cylindriques, le cylindre j situé en

7; diffuse trois potentiels qui se développent sur les fonctions de Hankel de premiere espece,

. 0o
Gonig s (7)) = 3 AL (ka7 — 7)) cos(mbi_s)
m=0
0o
Pha,diff(T275) = Z AlaimH,, (k|7 — 7)) cos(mbp_,) | (5.26)
m=0
0o
wa,diff (7:: Fj) = Z A%ZmHm(kv’F_ FJ ’) Sin(mef—f’}')
m=0

oit les A% AR et AV sont des coefficients de pondération associés aux potentiels diffusés. La rangée
de cylindres étant infinie, ces coefficients sont indépendants du cylindre considéré. Dans le méme

systeme de coordonnées, les potentiels incidents sur le cylindre [ situé en 7; s’écrivent comme la
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somme du potentiel imposé et du potentiel diffusé par tous les autres cylindres,

gbaa,inc(ﬁ Fl) = Z gbaa,diff (Fa Fj) + ¢a,emt (Fa Fl)
J7L

Phasine(F,71) = > Ghadirs (7 7) : (5.27)
i

wa,inc(ﬁ _}) = Z wa,diff (7:: Fj)
J#l

ou le potentiel extérieur n’a de contribution que sur le potentiel acoustique ¢qq inc. Les sommes sur
Iindice j apparaissant dans chacune des relations désignent la contribution des champs diffusés par
tous les cylindres de la rangée situés en 7; tel que j # [. Ces potentiels sont nécessairement finis et

peuvent se décomposer sur les fonctions de Bessel,

Paa,inc(T,7) = Y Boti™ Ty kol — 71]) cos(mb_z)
m=0

(bha,inc(f: _2) = Z BﬁnaZme(kh’F_ 7:’l‘) Cos(mH,?_ﬁ) ) (528)
m=0

YaineT7) = Y Boti™ Iy (ko7 — ) sin(mbr_r)
m=0

ot les B Bha et B sont des coefficients de pondération associés aux potentiels incidents. Ces

coeflicients sont, eux aussi, indépendants du cylindre considéré.
— Cas 2 : potentiel entropique imposé

La forme du potentiel entropique imposé en coordonnées cartésiennes est celle donnée dans la
relation (5.18). En réponse a cette sollicitation et en coordonnées cylindriques, le cylindre j situé en

7; diffuse trois potentiels qui se développent sur les fonctions de Hankel de premiere espece,

(o)

Ganaiff(F,75) = > A" Hy, (ka7 — 75]) cos(mbr_z,)

m=0
oo

Srnair (7o) = > AMGTHy, (k|7 — 7)) cos(mbp_z) (5.29)

m=0

Unaigr(F75) = Y AN Hy, (k|7 — 75]) sin(mbr_g, )

m=0

oit les A% AR et AU sont des coefficients de pondération associés aux potentiels diffusés. La
rangée de cylindre étant infinie, ces coefficients sont indépendants du cylindre considéré. Dans le
méme systeme de coordonnées, les potentiels incidents sur le cylindre [ situé en 7 s’écrivent comme

la somme du potentiel imposé et du potentiel diffusé par tous les autres cylindres,

Pahyine(T>71) =Y Ganaify (F.75)
J#

Ohninc(Ts ) =Y Snnaisf(F275) + Gnyeat (7, 77) 7 (5.30)
i

Unine(® ) =Y Ynaigr(F75)
T
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ou le potentiel extérieur n’a de contribution que sur le potentiel entropique ¢pp ine. Les sommes sur
Iindice j apparaissant dans chacune des relations désignent la contribution des champs diffusés par
tous les cylindres de la rangée situés en 7 tel que j # [. Ces potentiels sont finis et peuvent se

décomposer sur les fonctions de Bessel,

( o
Pahinc(F,71) =Y BIi™ (ol — 7i]) cos(mb_g)
m=0
Ghnine(F,71) =Y B T (kn| 7 — 1) cos(mb_z) (5.31)
m=0
Unine(T 1) =Y BT (k|7 — 71]) sin(mf_z,)
\ m=0

oit les B, B et BY! sont des coefficients de pondération associés aux potentiels incidents. Ces

coefficients sont indépendants du cylindre considéré.
— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé

La forme du potentiel tourbillonnaire imposé en coordonnées cartésiennes est celle donnée dans la
relation (5.22). En réponse a cette sollicitation et en coordonnées cylindriques, le cylindre j situé en

7; diffuse trois potentiels qui se développent sur les fonctions de Hankel de premiere espece,

Gavdisg (Fy75) =Y A" Hyn (kal 7 — 7]) cos(mbr_r,)

m=0
oo

Ghodiff(F,75) = > AW Hy (k|7 — 75]) cos(mbz_s,) (5.32)

m=0

[e.e]
Yoaisg(FF5) =Y A Hp (k|7 — 75]) sin(mé—r,)

m=0

oit les A%, AM et AU sont des coefficients de pondération associés aux potentiels diffusés. La rangée
de cylindre étant infinie, ces coefficients sont indépendants du cylindre considéré. Dans le méme
systeme de coordonnées, les trois potentiels incidents sur le cylindre [ situé en 7; s’écrivent chacun

comme la somme du potentiel imposé et du potentiel diffusé par tous les autres cylindres,

( (Zsav,inc(f; _2) = Z (bav,diff (F7 Fj)
i1
¢hv,inc(ﬁ Fl) = Z thv,diff (Fv Fj) , (533)
JF#l
wv,inc(ﬁ Fl) = Z wv,diff (F7 Fj) + wext(Fy Fl)
\ J#l

ou le potentiel extérieur n’a de contribution que sur le potentiel tourbillonnaire 1, jn.. Les sommes
sur l'indice j apparaissant dans chacune des relations désignent la contribution des champs diffusés

par tous les cylindres de la rangée situés en 7 tel que j # [. Ces potentiels sont finis et peuvent se
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décomposer sur les fonctions de Bessel,

( o]
Pav,ine(F,7) =Y BWim™ Ty (kali — 7)) cos(mby_z)
m=0
(bhv,inc(f: _2) = Z By}ylzvim‘]m(kh‘F_ Fl’) Cos(mef—ﬁ) ’ (534)
m=0
Yoine(F) = Y BEi™ Ty (k|7 — 7)) sin(mby_s)
m=0

ot les B®, B™ et BY’ sont des coefficients de pondération associés aux potentiels incidents. Ces

coefficients sont indépendants du cylindre considéré.

La connaissance de I’ensembles des coefficients de pondération A,, et B,,, apparaissant dans chacun
des trois cas, conduit a celle des différents potentiels. La détermination de ces coefficients fait I’objet

des deux paragraphes suivants.

Conditions aux limites

Les conditions aux limites (5.5) imposent I'annulation des champs de déplacement et de tem-
pérature a la frontiere des cylindres. L’utilisation de ces conditions aux limites permet, comme dans
le chapitre 2, de relier les coeflicients A,, aux coefficients B,,. Cette liaison s’effectue par I'intermé-
diaire des coefficients de diffusion D,,. Ces derniers font intervenir les effets de diffusion multiple
ainsi que ceux associés aux effets visqueux d’une part et thermiques d’autre part. L’ensemble des
coefficients est regroupé dans une matrice [D,,] explicitée dans la suite. Pour les trois cas, les re-
lations entre les coefficients de pondération des potentiels incidents B, et diffusés A,, s’écrivent

successivement,

— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

Aaa Bae
Ale | =[D,,] | Bhe . (5.35)
Ave BYe

— Cas 2 : potentiel entropique imposé

Aah Bah
At | =, | B | (5.36)

Avh BYh

m
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— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé

A% B
A | =on) | B | . (5.37)
Avy By

Dans ces trois cas, la matrice [D,,]| contenant les coefficients de diffusion s’écrit,

Dge  Dah D
[D,,] = | Dhe DI Dhv : (5.38)

h
Dy DU D

ou les valeurs des 9 familles de coefficients de diffusion D,, sont explicitées dans I'annexe G. La
connaissance de cette matrice permet d’écrire les coefficients A,, en fonction des coefficients B, et
donc, d’écrire les différents potentiels diffusés (5.26), (5.29) et (5.32) en fonction des coefficients B,,.

Cette écriture et la détermination des coefficients de pondération font ’objet du paragraphe suivant.

Calcul des coefficients de pondération des potentiels incidents et diffusés

Le but de ce paragraphe est de déterminer ’ensemble des coefficients B,, intervenant dans les
expressions des potentiels incidents (5.28), (5.31) et (5.34) (et par la méme occasion, les coefficients

A, intervenant dans les expressions des potentiels diffusés (5.26), (5.29) et (5.32)).

Les coefficients de diffusion D,,, introduit précédemment permettent d’exprimer les coefficients de
pondération A,, en fonction des B,,. Pour chacun des trois cas, les potentiels incidents donnés par les
relations (5.27), (5.30) et (5.33) peuvent s’écrire en fonction des coefficients By, et D,,, (ces derniers

étant maintenant connus).

— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

gbaa,inc(ﬁ Fl) = ¢a,ewt(Fy 7’_‘)l) + ...
> [Dee B + Dt B + D By i Hyp (ka7 — 75) cos (mbr_r,)
m=0 j#I
Snaincl771) =D SOIDE B + DI B + DL B o 7 — 7)) cos(rntyr,) O
m=0 j#l
Yaine(®7) = Y Y [DUB + DU BRY + DU B Hpy (k|7 — ) sin (mbr_y))
m=0 j#£I
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— Cas 2 : potentiel entropique imposé

o
Gahyine(T,71) = > Y DB+ Dot Bt + Doyt Bii™ o (a7 — 7]) cos(m_ )
m=0 j#I
¢hh,inc(ﬁ Fl) = gbh,ezt(ﬁ Fl) + ..
o
. S S 5.40
Z Z[DZ{IB%Z + DM B DM BYMimH,,, (k|7 — 7)) cos(mby_y,) (5-40)
m=0 j#I
o
Uhne(T571) = Y Y DBt + Dot Bl + Dyt Bit i Hy (k|7 — 75]) sin(mby,)
m=0 j#£I
— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé
o
Gav,ine(F,71) =Y > DR Bay + Dt Bl + Doyt By li™ Ho (|7 — 75]) cos(mbr_5,)
m=0 j#£I
[e.e]
Ghoinc(™7) = > Y [DIBI + DI BY 4 DI BL)i™ H,y, (k|7 — 7]) cos(mby—,) (5.41)
m=0 j#I :
wv,inc(ﬁ Fl) - wex’t(ﬁ Fl) + ...
[e.e]
S STIDE B + DUMBLY + DY BL )i Hy (k|7 — ) sin(méy_r,)
m=0 j#I

En résumé, les potentiels incidents sur un cylindre j peuvent s’interpréter de deux manieres dif-
férentes. D’une part, ils peuvent étre écrits comme des potentiels finis et développés sur une base
de fonctions de Bessel centrée sur le cylindre situé en 7;. Dans ce cas, leur forme est donnée par
les relations (5.28), (5.31) et (5.34). D’autre part, ces mémes potentiels peuvent également étre in-
terprétés comme la somme des potentiels diffusés par tous les autres cylindres j situé en 7; tels
que j # l. Cette interprétation conduit aux relations (5.39), (5.40) et (5.41) ci-dessus qui font ap-
paraitre explicitement la contribution du potentiel extérieur imposé pour chaque cas. Ces relations
sont écrites sur une base de fonction de Hankel de premiere espece centrée sur les vecteurs ;. Pour
déterminer la valeur des coefficients B, et conformément & la démarche utilisée dans le chapitre 2,
il est nécessaire de développer les différentes expressions des potentiels incidents et des potentiels
extérieurs imposés sur une méme base de fonction. La base retenue est celle utilisée dans les ex-
pressions (5.28), (5.31) et (5.34), c’est-a-dire, la base des fonctions de Bessel centrées sur le vecteur
7. Ces développements, ainsi que ceux des potentiels extérieurs, sont réalisés dans 'annexe H en
utilisant le théoreme d’addition des fonctions de Bessel. Des lors, une identification entre les diffé-

rentes formes des potentiels conduit aux trois expressions suivantes (associées & chacun des trois cas),

— Cas 1 : potentiel acoustique imposé
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e}
B = 60(2 = dm0)e =2 cos(mio) + Y Frly Y DB (642)

q=0 c=a,h,v
— Cas 2 : potentiel entropique imposé

BU = §,(2 — S 0)emen /2 cos(mby ) + SO FG S DB (5.43)

q=0 c=a,h,v
— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé

o
Bl = <2i8y, et sin(mb,0) + Y Frt S DB (5.44)
q=0 c=a,h,v
ou ¢ est le symbole de Kronecker et 'indice b prend les trois valeurs a, h et v correspondant aux cas
acoustique, entropique et tourbillonnaire. Les fonctions an’f; ont la forme suivante,
1
F&’Z =(1- §5m,0)(5b,a + 5b,h)[‘7m+q(kbL) + Um—q(kbL)] + 5b,v[am+q(l‘3bL) - Um—q(kbL)] , (5.45)
enfin, les fonctions o,,(kyL) représentent des séries de fonctions de Hankel de premiere espece d’ar-

gument kpL et d’ordre m définies par la relation,

00
om(kpL) = 0_m(kpL) = (14 (=1)") > Hn(jkL) (5.46)

j=1
et s’annulent pour tout m impair. De plus, ces séries ont un comportement dépendant de la nature
de argument kp L (réel ou complexe). Pour le cas réel, déja rencontré dans le chapitre 2, les séries de
Hankel convergent trés lentement et sont développées en séries de Schlomilch [63]. Si 'argument est
complexe et de la forme (1+14)|K| avec | K| réel positif, les séries de Hankel convergent naturellement.

Le comportement de ces séries, d’argument réel ou complexe, est discuté a la fin de 'annexe H.

Les premiers termes dans les trois équations (5.42), (5.43) et (5.44) représentent les contributions
des potentiels extérieurs imposés (dont I’angle d’incidence est fixé par 'entier n). Ces trois équations
font apparaitre les coefficients B,,, d’ordre m en fonction des coefficients B, d’ordre g. Pour estimer
la valeurs de I’ensemble de ces coefficients, une formulation matricielle est proposée dans I’annexe H.
Celle-ci donne acces aux solutions des trois équations en effectuant une troncature sur la série portant
sur entier ¢ a l'ordre M. Cette troncature permet alors d’estimer les Bj; premiers coefficients
recherchés. L’ordre de cette troncature sera aussi celui utilisé pour déterminer les coefficients de
pondération A,,, de diffusion D,,,, de réflexion R,,, et de transmission T,, dans les calculs numériques.

La convergence des résultats ainsi obtenus, dépendant de I'ordre M retenu, sera étudiée dans la suite.

L’ensemble des coefficients B,, étant calculé, les coefficients A,, se déduisent directement des
relations (5.35), (5.36) et (5.37) faisant intervenir la matrice des coefficients de diffusion D,,. La
connaissance des coefficients A,, conduit a celle des matrices de réflexion et transmission recherchées ;
ces derniéres constituant la matrice de diffusion [SP] du probléme. La construction de ces matrices

fait I'objet du paragraphe suivant.
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Construction des matrices de réflexion et transmission

Dans ce paragraphe, les matrices de réflexion [RP] et transmission [TP] sont déterminées & 1'aide
des coefficients associés aux potentiels incidents B,, et diffusés A,, maintenant connus. Pour cela,
les potentiels diffusés sont exprimés sur chacune des faces d’entrée et de sortie pour tout y tel que

0 <y < L/2 lorsqu’un potentiel extérieur est imposé.
— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

Un potentiel acoustique extérieur est imposé sur la rangée infinie de cylindres. Par effet de diffusion,
celle-ci réémet des potentiels acoustique, entropique et tourbillonnaire dont I'étude, du fait des
propriétés de parité et de périodicité, peut se limiter aux coordonnées x = 0 et x = L et pour
tout y tel que 0 < y < L/2. Ces deux domaines sont présentés dans le chapitre 2 sur la figure 2.4.

Les potentiels diffusés s’écrivent, en coordonnées cylindriques,

—+00 e’}

(baa,diff(fj = Z ZAaa mI’I k ‘T‘ ’)COS( 97?_773)

j=—ocom=0

+oo

Ghaairr(F) = Y > AR Hy, (ky |7 — 7)) cos(mbp_z,) . (5.47)
=—o0om=0
j—l—oo [ee]

Yadirf(F) = D> AW Hy, (k|7 — 7)) sin(mb_z, )

j=—ocom=0

Cette relation représente la somme des potentiels diffusés par tous les cylindres de la rangée infinie.
Elle s’écrit donc comme la somme sur l'indice j des potentiels diffusés par un cylindre j appartenant
a la rangée, dont les expressions sont données par la relation (5.26). Le calcul de la double sommation

sur les indices j et m est effectué selon la méthode détaillée dans 'annexe H.

Dans le domaine délimité par 0 <y < L/2, les potentiels réfléchis en x = 0 et transmis en = = L,
donnés par la relation (5.15) s’identifient d’une part, aux potentiels diffusés dans la direction des
x décroissants et d’autre part, aux potentiels diffusés dans la direction des = croissants. Soit, en

présence du potentiel acoustique extérieur et en z = 0,

(ba;,O(_’) = (baa,diff(_’)
¢h;,o(f) = Ghadirf(t) (5.48)
o) = g ()
et de l'autre coté, en z = L,
gba—;L(F) = ¢aa,diff(_’) + gba,egct(f)
Do (T = Ohadifs(F) ' (5.49)
Vo (7)) = Yaaifs(F)

Les deux sytemes d’équations (5.48) et (5.49) constituent une deuxieme formulation des potentiels
réfléchis en x = 0 et transmis en x = L. IIs s’interprétent ici comme la somme des potentiels diffusés

par tous les cylindres de la rangée infinie et évalués sur les faces d’entrée et sortie. Des lors, une
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identification entre ces relations et celles (5.15) obtenues précédemment permet d’exprimer une partie

des éléments constituant les matrices de réflexion et transmission recherchées,

4 y=L/2 2
Rae — % 2pm B .
" L(1+ 6p0) /y:O €08 < I y) Daan(T) dy
4 y=L/2 2pm
i = 7/ 7Y ) Pnao(™ dy | 5.50
o L(1 + 0p,0) Jy=o cos < L y) Phao(T) dy (5.50)
4 y=L/2 . 2p7 B
Rpn = f(l — 5p,0)/ sin <Ty> Y5 (7) dy
y=0
et,
( 1 4 y=L/2 2p7T 4
Tfla — - - + — d 5n Zka,;cn/L
" (1+5po)L/y:0 COS< I y> a1, (7) Ay + Op pe
1 4 [v=L/2 2pm
W= Gran L T Y) Orar () d : 5.51
o (1+6,0) L /y:O cos < L y> (bha,L(F) Y ( )
4 [v=L/2 . 2pT
T;}JZ = (1 — (5p70)—/ sin <Ly> wa—z(f») dy
N L y=0 L )

le détail des calculs aboutissant a ces résultats est donné dans 'annexe I. Les autres éléments des

matrices de réflexion et transmission sont obtenus de la méme maniére.
— Cas 2 : potentiel entropique imposé

Un potentiel entropique extérieur est maintenant imposé sur la rangée infinie de cylindres. Par effet
de diffusion, celle-ci réémet des potentiels acoustique, entropique et tourbillonnaire dont I’étude, du
fait des propriétés de parité et de périodicité, peut se limiter aux coordonnées r = 0 et z = L et

pour tout y tel que 0 < y < L/2. Les potentiels diffusés s’écrivent, en coordonnées cylindriques,

—+00 e’}

Ganaiff(F) = D> AMIMHy, (ko|7 — 75]) cos(mbi_r,)

j=—ocom=0

400 [e’e]
Ghnaiff(7) = > > AN Hy, (k|7 — 7)) cos(mbr_z,) . (5.52)
j=—o00 m=0
j—i—oo [ele]
Unairf(F) = > Y AW Hpy (k|7 — 7)) sin(mb_z, )
\ j=—ocom=0

Cette relation représente la somme des potentiels diffusés par tous les cylindres de la rangée infinie.
Elle s’écrit donc comme la somme sur 'indice j des potentiels diffusés par un cylindre j appartenant

a la rangée, dont les expressions sont données par la relation (5.29).

Dans le domaine délimité par 0 < y < L/2, les potentiels réfléchis en x = 0 et transmis en x = L,

donnés par la relation (5.19) s’identifient d’une part, aux potentiels diffusés dans la direction des
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x décroissants et d’autre part, aux potentiels diffusés dans la direction des x croissants. Soit, en

présence du potentiel entropique extérieur et en x = 0,

Dan,o(T) Gan,diff(T)
Grno(™) = Grnairs(t) (5.53)
Vo™ = Vnairs(r)

et de autre coté, en x = L,

San (T = bandifs(7)
Onr(F) = Onndifr(7) + Gheat(F) (5.54)
WL(F) = Ynaiff(r)

Une identification entre les relations (5.53) et (5.19) d’une part, et les relations (5.54) et (5.19)
d’autre part permet d’exprimer une autre partie des éléments constituant les matrices de réflexion

et transmission recherchées,

4 y=L/2 2pm
eh _ = 2pm .
Hon = L(140p0) /y:O COS< I y> Pano(T) dy
4 y=L/2 2pm
. 2pm B
Hon = L(1+0,0) /y:O C°S< i y> Dpno(F) dy | (5.55)
4 v=L12  fopr L
y=0
et,
1 4 y=L/2 2p7T
T[lh = e - + = d
pn (1+0,0) L /y:O COS( 7 y) Pan,1,(7) dy
1 4 y=L/2 2p7T '
Thh — - = e + d S ikh,on/L 556
b (1+5p,0)L/y:0 COS( T y> Gpp, 1 (7) dy + 0n pe (5.56)
4 y=L/2 o B
Tgiﬁ = (1 —5p,0)z/ . sin <—y> qpher(r) dy
y:

— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé

Un potentiel tourbillonnaire extérieur est enfin imposé sur la rangée infinie de cylindres. Par effet
de diffusion, celle-ci réémet des potentiels acoustique, entropique et tourbillonnaire dont I’étude, du

fait des propriétés de parité et de périodicité, peut se limiter aux coordonnées z = 0 et z = L et



80 5 Modéle complet

pour tout y tel que 0 < y < L/2. Les potentiels diffusés s’écrivent, en coordonnées cylindriques,

( +o00 o

Gavdiff(F) = Y > AW Hy, (kal7 — 7]) cos(mbr_y,)

j=—o0om=0
“+00 [e%e}

Ghoaiff(F) = Y > ARy, (k|7 — 75]) cos(mb_z,) . (5.57)

j=—o0om=0
“+00 [e%}

Voaiff(F) = > > AR Hy (k|7 — 7]) sin(mbr_g,)

j=—0c0om=0

Cette relation représente la somme des potentiels diffusés par tous les cylindres de la rangée infinie.
Elle s’écrit donc comme la somme sur 'indice j des potentiels diffusés par un cylindre j appartenant

a la rangée, dont les expressions sont données par la relation (5.32).

Dans le domaine délimité par 0 < y < L/2, les potentiels réfléchis en x = 0 et transmis en x = L,
donnés par la relation (5.23) s’identifient d’une part, aux potentiels diffusés dans la direction des
x décroissants et d’autre part, aux potentiels diffusés dans la direction des x croissants. Soit, en

présence du potentiel acoustique extérieur et en z = 0,

¢a;,0 (F) = (bav,diff (F)
Droo™ = Onoairr(F) (5.58)
Yool = Yuaipp(F)

et de l'autre coté, en z = L,

(ba—tt,L (F) = (bav,diff (F)
() = Onudifs(7) , (5.59)
¢UE F) = ¢v,diff (F) + ¢emt (fj

Une identification entre les relations (5.58) et (5.23) d’une part, et les relations (5.59) et (5.23)
d’autre part permet d’exprimer la derniere partie des éléments constituant les matrices de réflexion

et transmission recherchées,

4 y=L/2 2pm
R¥®W = — —— - d
pn L(l + 6p70) /y:O COs < L y) ¢av70(f‘) Yy

4 y=L/2 opm .
Ry = — / cos <%y> oo™ dy | (5.60)
)

4 y=L/2 . 2 —
Ry = f(l — 5p7o)/ sin <%y> Yy 0(7) dy
y
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et,
( 1 4 y=L/2 2p7T
TCLU — _ =0 + — d
o (1+0p0) L /y:O COS( L y> P, (T) dy
Thv  — é/y:Lﬂ 2pm ot () d (5.61)
e 1+5 )L J,—o 7 Y) ProrlT) Ay . (5
4 y=L/2 - 4
T;Z = Z/ . sin < P y> qpvjfL(F) dy + (1 _ 5p70)5n’pe7/kv,xn/lz
. y=

La connaissance des éléments R, et Ty, permet de construire les matrices de réflexion [RP] et de
transmission [TP] données dans la relation (5.12). Dés lors, la construction de la matrice de diffusion
[SP] d’une rangée définie par la relation (2.10) s’en déduit. Ces matrices permettent de prédire les
coefficients de réflexion et transmission d’une rangée infinie de cylindres en fluide visco-thermique
lorsqu’une sollicitation extérieure quelconque (i.e. acoustique, entropique et/ou tourbillonnaire et

avec un angle d’incidence quelconque) est imposée.

5.3 Extension aux propriétés d’un systéeme constitué de plusieurs

rangées de cylindres

Dans un premier temps, les propriétés de réflexion et transmission d’'un systéme composé de
N, rangées, avec N, entier fini, sont déduites du probleme précédent. Dans un second temps, le
probleme de la propagation dans un cristal phononique infini est traité. Les géométries de ces deux
configurations sont représentées sur les figures 5.1 (b) et (c) respectivement. La démarche utilisée

dans le chapitre 2 est aussi valable pour I'extension en fluide dissipatif.

5.3.1 Systéme constitué de plusieurs rangées de cylindres

L’intérét est ici porté sur la détermination de la matrice de diffusion [SP,] d’un nombre N, de
rangées en fluide dissipatif. Pour cela, la relation de récurrence (2.38) détaillée dans le chapitre 2 est

réutilisée ici,

T0x,] = [T°)([l] ~ [RPx, ][RP]) " [TP, 4]

: (5.62)

RPx,] = [R2]+ [1°)([la] — [RPw, 1J[RP]) " [RP, ][]

ot [I4q] est la matrice identité. Les matrices de réflexion [RP] et de transmission [TP] sont celles
calculées dans la section précédente. La loi de composition décrite par les relations (5.62) donne les
coeflicients de réflexion et de transmission de N, rangées a partir de ceux d’une seule rangée. Il est
donc possible de déduire la matrice de diffusion de plusieurs rangées de cylindres en fluide dissipatif

en connaissant la matrice de diffusion d’une rangée. La connaissance de la matrice de diffusion de
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N, rangées permet de prédire les coefficients de réflexion et transmission en fluide visco-thermique
lorsqu’une sollicitation extérieure quelconque est imposée. L’étude du comportement d’un systeme
constitué de plusieurs rangées a déja fait 'objet du chapitre précédent. Une comparaison entre des
résultats expérimentaux et une premiere extension du modele présenté dans le chapitre 2 et prenant
en considération les effets dissipatifs aux voisinages des cylindres a été réalisée dans ce cadre. Une
autre comparaison entre le modele développé ici et les résultats obtenus précédemment (et validés)
sera présentée dans le prochain chapitre et permettra de valider cette seconde extension dans un

régime de hautes fréquences (effets de diffusion multiple prépondérants).

5.3.2 Cristal phononique infini

Pour traiter le cas du cristal phononique & deux dimensions illustré sur les figures 3 et 5.1 (c), le
théoreme de Bloch [9] est une nouvelle fois introduit dans la formulation du probléeme. Du fait de la

périodicité suivant I’axe Oz, ce théoréeme impose,

=+ -+
< CiL_ ) — eik)BL ( CiO_ ) , (563)
(IL )

ou les kp sont les nombres d’onde de Bloch a déterminer. Les vecteurs @ désignent les amplitudes

des composantes des potentiels acoustique, entropique et troubillonnaire. L utilisation conjointe de

propres suivant,

la matrice de diffusion [SP] (5.9) et du théoreme de Bloch (5.63) conduit au probleme aux valeurs
[TP] [RP]

a + a +
0 — ez’kBL 0
0]  [Ld < ar, ) ( i )

ou les matrices de réflexion et transmission sont celles du probléme d’une rangée infinie en fluide

L] [0]

RP] [TP] (5.64)

dissipatif. Les valeurs propres de ce probleme sont liées aux nombres d’onde de Bloch kp. Ces derniers,
portés par la fonction exponentielle, s’identifient aux constantes de propagation dans le cristal. Les
vecteurs propres associés représentent les amplitudes des différents potentiels entrants EL'0+ enz =0
et @, en x = L. Les solutions de ce probleme sont obtenues numériquement pour une pulsation
w fixée. A chaque pulsation correspond un ensemble de valeurs propres et de vecteurs propres. La
résolution du probleme, pour plusieurs pulsations, permet donc de caractériser le comportement
du cristal étudié. En effet, la connaissance des constantes de propagation permet de prédire les
éventuelles bandes interdites et celle des amplitudes des ondes entrantes informent sur la forme
des potentiels acoustique, entropique et tourbillonnaire. De plus, les effets dissipatifs étant pris en
compte, les résultats obtenus peuvent étre comparés a ceux existants pour la méme géométrie [17]
dans la limite grandes longueurs d’onde. Cette comparaison sera réalisée dans le chapitre suivant et
permettra de conclure sur la validité du modele aux grandes longueurs d’onde (effets visqueux et

thermiques prédominants).

5.4 Résultats et temps de calcul

Le probléme aux valeurs propres (5.64) est résolu numériquement pour la méme géométrie que

celle utilisée dans le chapitre 2 (i.e. R = 1 mm et L = 3 mm). Les cylindres sont entourés d’air
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dont les parametres sont donnés dans le tableau 4.1 du chapitre précédent. Les solutions donnent
notamment les nombres d’onde de Bloch complexe kg. Dans un premier temps, un exemple de
résultats numériques est présenté. Une discussion sur la précision des résultats et les temps de calcul

nécessaires en fonction du nombre N d’ondes planes considéré est ensuite proposée.

Exemple de résultats

Les solutions kp du probléme aux valeurs propres sont recherchées a fréquence f fixée. Du fait
de la prise en compte des effets dissipatifs, les nombres d’onde de Bloch ont une partie imaginaire
associés a ces effets. Dans le cadre de ce chapitre, le nombre d’ondes planes considéré est multiplié
par trois; ceci est di a la présence des trois potentiels acoustique, entropique et tourbillonnaire. De
ce fait, les temps de calcul sont aussi multipliés par trois (au moins, car le traitement numérique
des fonctions d’argument complexe est plus long). Le diagramme de bande obtenu sur la figure 5.3
montre les parties réelles et imaginaires du nombre d’onde de Bloch obtenue pour N = 432 ondes
planes. La partie réelle, a gauche, est en bon accord avec celle obtenue dans le cadre du chapitre 2 ; les
positions des bandes interdites sont sensiblement les mémes. L’intérét du modele en fluide dissipatif
apparait principalement dans la figure de droite. En effet, les augmentations significatives de la partie
imaginaire du nombre d’onde de Bloch sont associées a de fortes atténuations a I'intérieur des bandes

interdites (ondes évanescentes).

Etude de la convergence

Pour un méme échantillon fictif de rayon R = 1 mm et de parametre de maille L = 3 mm,
I’évolution des deux nombres d’onde de Bloch complexes K1 et K pg en fonction du nombre d’ondes
planes considéré est représentée sur la figure 5.3). Ces deux nombres d’onde correspondent a des
fréquences de f1=20 000 Hz et fs=180 000 Hz. Les résultats et temps de calcul nécessaires sont

reportés dans le tableau 5.1 et la figure 5.4 associée.

Valeur de N 2 4 6 8 10 12 14
Nombre d’ondes planes (3N?) 12 48 108 | 192 | 300 | 432 | 588
Temps de calcul [s] 80 222 | 468 | 960 | 1402 | 4052 | 9500
Re(Kp1)(f1 = 20 000 Hz) 0.416 | 0.417 | 0.418 | 0.418 | 0.418 | 0.418 | 0.418
Im(Kp1)(fi =20 000 Hz) (x1073) |35 |41 |38 |38 |38 |38 |38
Re(Kpe)(f1 = 180 000 Hz) 0.799 | 0.997 | 0.863 | 0.861 | 0.861 | 0.861 | 0.861
Im(Kpe)(f1 = 180 000 Hz) (x1072) | 443 | 2.01 |3.47 |347 | 347 | 347 |347

TAB. 5.1 — Temps de calcul nécessaire pour évaluer les deur nombres d’onde de Bloch complexes
Kp1 et Kpg représentés sur la figure 5.3. Ces deux nombres d’onde correspondent da des fréquences
f1=20 000 Hz et fg=180 000 Hz respectivement. La géométrie du réseau est fizée par R =1 mm et

L=38 mm.

Les résultats obtenus (en termes de temps de calcul) dépendent fortement de la configuration

matérielle et ne sont présentés que pour comparer les méthodes entre elles a titre d’information. La
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F1a. 5.3 — Diagramme de bandes représentant le nombre d’onde kp(f) pour le cas de l'incidence
normale (direction T'X de la zone de Brillouin) pour un échantillon de rayon R =1 mm et L = 3 mm.
La partie réelle de kg est représentée a gauche et la partie imaginaire a droite. Cette figure comporte

100 points obtenus avec un total de 432 ondes planes en t = 4 052 s (environ 70 minutes).

convergence des résultats est assurée pour N = 192 ondes planes. Le temps de calcul correspondant
est de t = 960 s (environ 16 minutes), ce qui est trois fois plus long que le temps de calcul nécessaire

pour le cas du fluide parfait.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une seconde extension de la méthode développée dans le chapitre 2 a été réalisée.
Cette seconde extension prend en compte les effets visco-thermiques qu’ils soient localisés au voisinage
des cylindres ou non, contrairement au probleme traité dans le chapitre 4. La méthode numérique
présentée est basée, une fois de plus, sur le calcul des séries de Schlomilch. De plus, de nouvelles séries
de Hankel d’argument complexe ont été introduites. Leur comportement differe de celles d’argument
réel; en effet, lorsque 'argument complexe est de la forme (1 + i)|K|, avec |K| réel positif, ces
nouvelles séries convergent naturellement est n’ont donc pas besoin de traitement particulier. Cette
nouvelle méthode ne pose donc pas de problemes numériques nouveaux. La méthode ainsi développée
permet de prédire le comportement d’une ou plusieurs rangées de cylindres en termes de propriétés
de réflexion et transmission. Pour un cristal phononique, la résolution d’un probléeme aux valeurs

propres donne la constante de propagation dans le milieu. L’objet du chapitre suivant est de valider
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Fic. 5.4 — Evolution des nombres d’onde réduits Kpgi et Kpg correspondant aux deuxr premiéres

solutions du probléme auz valeurs propres (5.64). Les deux figures du haut représentent les parties

réelles de ces nombres d’onde. Les parties imaginaires associées sont représentées sur les figures du
bas. Les deux nombres d’onde étudiés correspondent a des fréquences f1 =20 000 Hz et fe=180 000 Hz.

Ces figures montrent la convergence des nombres d’onde de Bloch en fonction du nombre N d’ondes

planes considérés. La convergence est assurée pour 192 ondes planes.

les résultats obtenus ici avec d’une part, ceux présentés dans le cadre du chapitre 4 (régime de

diffusion multiple avec dissipation localisée) et d’autre part, avec ceux existants dans la littérature

(aux grandes longueurs d’onde). Le modele permettra ainsi d’étudier précisément la transition entre

un régime visco-thermique et ’émergence des effets de diffusion multiple.






Chapitre 6

Validation et discussion sur la
transition entre un régime
visco-thermique et I’émergence des

effets de diffusion multiple

Ce chapitre propose une validation du modele développé dans le chapitre précédent dans le cadre
du cristal phononique entouré d’air illustré sur la figure 5.1 (c). Une premiere validation est réalisée
aux hautes fréquences ou les effets de diffusion multiple sont prépondérants. Dans ce cadre, une
comparaison entre les résultats du modele développé dans le chapitre 5 et ceux, obtenus par l'ex-
tension proposée et validée dans le chapitre 4 est réalisée. Une seconde validation est discutée dans
le domaine des tres basses fréquences. La propagation est alors régie par des effets visqueux [28] et
thermiques [36] importants. Des études antérieures, basée sur la théorie de ’homogénéisation, per-
mettent de décrire le comportement du cristal phononique dans ce domaine. Une comparaison entre
ces résultats existants et ceux, obtenus d’apres le modele du chapitre 5 est effectuée. L’étude de la
transition entre les deux domaines est ensuite analysée pour différentes configurations. L’ensemble

des études menées dans ce chapitre est exclusivement numérique.

6.1 Validation aux hautes fréquences

6.1.1 Domaine d’étude

Les hautes fréquences correspondent a un régime ou les longueurs d’onde acoustique sont com-
parables (ou inférieures) aux dimensions géométriques caractéristiques du systeme étudié. Dans le
cadre du cristal phononique, la dimension caractéristique est celle de la cellule élémentaire notée L.
Dans ce régime, la longueur d’onde acoustique, notée A est donc du méme ordre ou plus petite que

L. Cette configuration est illustrée sur la figure 6.1.

La validation dans le domaine des hautes fréquences s’effectue dans un domaine défini par la

87
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A
Y

L

Fic. 6.1 — Illustration du domaine d’étude correspondant aux hautes fréquences en terme de longueur
d’onde. La dimension caractéristique du sytéme est la période L du réseau. La longueur d’onde
associée a l'onde acoustique est notée \. Cette derniére est du méme ordre (ou inférieure) que la

période du réseau.

relation,

koL

s

>1, (6.1)

ou kg est le nombre d’onde acoustique défini dans la relation (5.4). I’étude dans ce domaine a déja été
réalisée dans le cadre du chapitre 4 en considérant des effets de dissipation non négligeables et localisés
au voisinage des cylindres. Les figures 4.4 montrent les coefficients de transmission expérimentaux
et théoriques sur un domaine allant de k,L/m = 0.5 a k,L/m = 3 pour des cristaux constitués de
cylindres de rayon R = 1 mm. La limite k,L/m = 1 correspond & un régime ou la demi-longueur
d’onde acoustique \/2 est égale a la dimension L du cristal. Cette limite définie le centre de la
premiere bande interdite conformément a la condition de diffraction de Bragg [9]. Lorsque kqL/m
augmente, la longueur d’onde diminue et les effets de diffusion multiple se traduisent notamment

par 'apparition de nouvelles bandes interdites.

Les effets se produisant dans ce régime sont essentiellement associés a la diffusion multiple. Néan-
moins, de faibles effets visco-thermiques se produisent au voisinage des cylindres. Ces effets peuvent
étre pris en compte par le concept d’admittance de surface équivalente présenté dans le chapitre 4.
Une comparaison entre les résultats obtenus avec ce concept validé et ceux, obtenus avec le modele

du chapitre 5 (modéle complet) est proposée dans ce régime de hautes fréquences.

6.1.2 Résultats

Les grandeurs d’intérét retenues ici sont les nombres d’onde de Bloch complexes adimensionnés

kpL/m. Ces derniers sont solutions des deux problémes aux valeurs propres (2.40) dans lequel le
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concept d’admittance est inclu et (5.64) pour le modele complet. Les parties réelles et imaginaires
de ces nombres d’onde sont étudiées en fonction de la fréquence réduite k,L/m ot L est la période
du réseau et k, = w/cy désigne la constante de propagation dans le fluide entourant les cylindres.
Différents échantillons (numériques) sont utilisés : le rayon des cylindres est fixé & R = 1 mm et la
période L du réseau varie. La porosité @, reliée au rapport entre la surface d’un cylindre et celle de

la cellule élémentaire, est définie par la relation,

d=1-— WL—T . (6.2)
Cette grandeur, déja rencontrée dans le chapitre 3 (3.1), permet de différencier les échantillons : une
porosité tres faible correspond a un milieu trés concentré. Les nombres d’onde de Bloch complexes
adimensionnés kpL/m obtenus par les deux modeles sont présentés sur les figures 6.2 en fonction de
la fréquence réduite k,L/7 tel que 0.5 < k,L/m < 3. Les figures de gauche représentent les parties
réelles et celles de droite sont associées aux parties imaginaires, pour différents échantillons (i.e de

porosité différente).

Les bandes interdites correspondent & des nombres d’onde de Bloch adimensionnés de partie réelle
nulle ou égale & 1 (auquels cas il n’y a pas de propagation, cf. chapitre 1) et résultent d’un phénomene
d’interférences destructives associé aux effets de diffusion multiple. Cette partie réelle suffit a prédire
la largeur et la position des différentes bandes interdites du cristal. Le centre de la premiere bande
interdite est située en k,L/m = 1, conformément & la condition de Bragg. Lorsque la porosité du

milieu diminue, cette bande s’élargit autour de cette position centrale.

L’intérét de la prise en compte des effets de dissipation se manifeste sur les figures de droite
qui représentent la partie imaginaire du nombre d’onde de Bloch. D’une part, la partie imaginaire
permet aussi de prédire la largeur et la position des bandes : ces dernieres sont définies par des parties
imaginaires de fortes amplitudes. D’autre part, elle renseigne sur 'importance des effets dissipatifs
a lintérieur et a I'extérieur des bandes interdites. Dans le domaine d’étude, les parties imaginaires
sont aussi bien prédites par le concept d’admittance de surface que par le modele complet pour tous

les échantillons présentés.

En outre, les coefficients de transmission expérimentaux présentés dans le chapitre 4 sont prédits
aussi bien en utilisant le concept d’admittance de surface (chapitre 4) que le modele complet (cha-
pitre 5). Une comparaison entre ces coefficients de transmission expérimentaux et ceux prédits par
le modele complet conduit aux mémes figures 4.4. L’écart, pour les parties réelles et imaginaires des
nombres d’onde de Bloch, entre les résultats obtenus par les deux méthodes est de 'ordre de 1074,
quelque soit la porosité considérée. Le modele développé dans le chapitre précédent est donc validé

dans le domaine des hautes fréquences.

6.2 Validation aux basses fréquences

6.2.1 Domaine d’étude

Les basses fréquences correspondent & un régime ou les longueurs d’onde acoustique sont tres

grandes par rapport aux dimensions caractéristiques du systeme étudié. Ce qui se traduit par une
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F1G. 6.2 — Représentation des nombres d’onde de Bloch complexes adimensionnés kpL/m en fonc-
tion de la fréquence réduite koL/m dans un régime hautes fréquences. Les courbes en traits pleins
(— ) représentent les prédictions du modéle complet (chapitre 5). Les courbes en croix (+) sont as-
sociées auz résultats obtenus avec le concept d’admittance de surface équivalente (chapitre 4). Cette

comparaison permet de valider le modéle complet aux hautes fréquences.



6.2 Validation aux basses fréquences 91

longueur d’onde acoustique A tres grande devant la dimension L d’une cellule élémentaire du réseau.

Cette configuration est illustrée sur la figure 6.3.
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Fic. 6.3 — llustration du domaine d’étude correspondant aux basses fréquences en terme de longueur
d’onde. La dimension caractéristique du sytéme est la période L du réseau. La longueur d’onde

associée a l'onde acoustique est notée A. Cette dernicre est trés grande devant la période du réseau.

La validation dans le domaine des basses fréquences s’effectue pour un domaine défini par la

relation,

koL
™

<1, (6.3)

ou k, est le nombre d’onde acoustique défini dans la relation (5.4). L’étude dans ce domaine a été
réalisée par Cortis [17] pour la méme géométrie. A la limite grandes longueurs d’onde, les effets
visqueux et thermiques sont prédominants sur les effets de diffusion multiple. La propagation et
I’absorption sont alors bien décrites par la théorie de I'homogénéisation [11]. Celle-ci prédit le com-
portement du cristal phononique en incluant les effets visco-thermiques sous la condition de connaitre
plusieurs parametres (cf. annexe F). Une comparaison entre les résultats existants, issus de la théorie
de 'homogénéisation, et les résultats du modele développé dans le chapitre 5 est proposée dans la

suite.

6.2.2 Résultats

Dans le domaine des basses fréquences, la comparaison est réalisée sur la vitesse de phase complexe
dans le milieu. Le rayon des cylindres est toujours fixé & R = 1 mm. Le domaine retenu s’étend de
koL/m =1073 a k,L/m = 107!, Celui-ci assure la validité de I'hypotheése de grandes longueurs d’onde
par rapport a la taille de la cellule élémentaire et représente ainsi un domaine ol la propagation est

régie par des effets visco-thermiques (sans effets de diffusion multiple). La vitesse de phase complexe
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Fi1G. 6.4 — Représentation de la vitesse de phase complexe cy en fonction de la fréquence réduite
koL/m dans un régime basses fréquences (I’échelle des ordonnées est différente sur chaque figure).
Les porosités des échantillons présentés ici sont de ® = 0.90 et & = 0.80 (milieuzx relativement
dilués). Les courbes en traits pleins (—) correspondent aux résultats prédits par le modéle complet.

Les courbes en croix (+) sont obtenues par Cortis [17] en utilisant une méthode de calcul par éléments

finis.

cg(w) est obtenue & partir du nombre d’onde de Bloch complexe kp solution de ’équation aux valeurs

propres (5.64). Cette vitesse est reliée au nombre d’onde de Bloch par la relation,

w

)= LW

(6.4)

ol w est la pulsation de I'onde acoustique. La vitesse de phase comporte une partie réelle et une
partie imaginaire qui sont toutes deux comparées aux résultats obtenus dans le cadre de la théorie
de I’homogénéisation. Les résultats sont reportés sur la figure 6.4 pour des échantillons de porosité
® = 0.90 et & = 0.80 (relativement dilués) et sur la figure 6.5 pour des échantillons de porosité plus
faible. Dans tous les cas, les figures de gauche représentent la partie réelle de la vitesse de phase
complexe. Cette vitesse diminue significativement lorsque la fréquence diminue. Sa décroissance est
d’autant plus rapide que la porosité du milieu est faible. La partie imaginaire, représentée a droite,

montre 'importance des effets visco-thermiques dans ce domaine de fréquence.

Les résultats obtenus avec le modele développé dans le chapitre 5 sont cohérents avec les résultats de
Cortis [17] : les prédictions sont en bon accord dans cette limite grande longueur d’onde, notamment
lorsque la porosité est forte. Cependant, lorsque celle-ci diminue, des écarts importants apparaissent

aux trés basses fréquences (bien visible dans le cas ® = 0.40 pour k,L/7 ~ 1073). L’origine de ces
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Fi1G. 6.5 — Représentation des vitesses de phase complexes cg en fonction de la fréquence réduite

koL/m dans un régime basses fréquences (I’échelle des ordonnées est différente sur chaque figure).

Les porosités des échantillons présentés ici varient de ® = 0.70 ¢ ® = 0.40 (milieux concentrés). Les

courbes en traits pleins (—) correspondent aux résultats obtenus avec le modéle complet. Les courbes

en croix () sont obtenues par Cortis [17] en utilisant une méthode de calcul par éléments finis. Le

modéle complet est validé aux grandes longueurs d’onde sous la condition suivante : kqL/m > 1072,
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écarts provient de probléemes numériques (mauvais conditionnement des matrices) dans ’évaluation
des coefficients de pondération A,, (et B,,) associés aux champs diffusés (annexe H et G). Néanmoins,
ces écarts n’apparaissent qu’aux tres grandes longueurs d’onde et la validité du modele développé
dans le chapitre 5 pour des arguments k,L/m > 1072 et des porosités supérieures ou égales & ® = 0.50
suffit & étudier la transition entre les basses et les hautes fréquences (les écarts sont inférieurs a 1%
a partir de cette limite). L’analyse de cette transition fera 'objet de la section suivante ou I’étude
sera limitée au domaine 2 x 1072 < k,L/m < 5x 10~! et pour des échantillons de porosité supérieure

ou égale a 0.50.

6.3 Etude de la transition entre les basses fréquences et les hautes

fréquences (rayon des cylindres fixés & R =1 mm)

L’objet de cette section est d’étudier la transition entre les régimes basses fréquences et hautes
fréquences définis précédemment. L’intérét est plus particulierement porté sur ’emergence des effets
de diffusion multiple au cours de la propagation lorsque la fréquence augmente. L’étude est toujours
réalisée en fonction de la fréquence réduite k,L/7 et le rayon des cylindres est fixé & R = 1 mm.
Les figures 6.6 représentent la vitesse de phase complexe ¢y (définie par la relation (6.4)) pour un
échantillon de porosité ® = 0.90. Les résultats pour d’autres porosités sont reportés sur les figures 6.7.
Pour toutes les figures et comme précédemment, la partie réelle de la vitesse de phase est représentée

a gauche et la partie imaginaire, a droite.
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Fi1G. 6.6 — Représentation de la vitesse de phase complexe cy en fonction de la fréquence réduite
koL/m dans un régime de transition entre basses et hautes fréquences. La porosité de l’échantillon
présenté ici est ® = 0.90 (milieu dilué). Les courbes en traits pleins (—) correspondent aux résultats
obtenus avec le modéle complet (effets visco-thermiques et de diffusion multiple). Les courbes en croix
(+) sont obtenues par Cortis [17] en utilisant une méthode de calcul par éléments finis et décrivent
les effets visco-thermiques. La courbe en traits discontinus (——) représente les effets de diffusion
multiple seuls. Enfin, les courbes en triangles (A) sont associées aux résultats donnés par le concept

d’admittance de surface équivalente (chapitre /).

Pour les parties réelles (figures de gauche), un ensemble de quatre courbes apparait sur chaque

figure. Les courbes en croix (+) représentent les résultats obtenus par Cortis [17]. Les variations de
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la vitesse de phase sont, dans ce cas, décrites en considérant les effets visco-thermiques qui ont lieu
aux basses fréquences (i.e. k,L/m < 1). Les courbes en traits discontinus (——) sont obtenues en
considérant les effets de diffusion multiple en fluide parfait qui se manifestent aux hautes fréquences
(i.e. koL/m > 1) (modele présenté dans le chapitre 2). Les courbes en triangles (A) donnent les
prédictions obtenues en intégrant le concept d’admittance de surface équivalente (chapitre 4). Ce
concept permet de décrire les effets de dissipation localisés au voisinage des cylindres. Enfin, les
courbes en traits pleins (—) sont obtenues a partir du modele complet développé dans le chapitre 5.

Ce dernier représentent les effets de diffusion multiple en fluide dissipatif.

Pour les parties imaginaires (figures de droite), seules sont représentées les trois courbes associées
aux résultats donnés par Cortis, le concept d’admittance et le modele complet. Les résultats obtenus
en fluide parfait conduisent & un nombre d’onde de Bloch de partie imaginaire nulle dans le domaine

de fréquence considéré et ne sont pas reportés ici.

Aux trés basses fréquences, les longueurs d’onde sont tres grandes devant les dimensions carac-
téristiques du cristal. De ce fait, les effets de diffusion multiple ne présentent pas de contributions
significatives. Ceci se traduit par la bonne concordance entre le modele complet et les résultats issus
de la théorie de ’homogénéisation (figures de gauche), quelque soit la porosité du milieu. Plus la
fréquence diminue, plus les effets visqueux et thermiques se produisant entre I’onde acoustique est
les cylindres constituant les cristaux sont prédominants sur les effets de diffusion multiple. Par consé-
quent, la partie réelle de la vitesse de phase diminue et la partie imaginaire, associée a la dissipation,
augmente (en valeur absolue). De plus, les résultats obtenus en considérant seulement les effets de
diffusion multiple en fluide parfait tendent vers une valeur asymptotique constante dépendante de
la porosité du milieu (valeur qui sera discutée dans la suite). Ce caractére asymptotique vient ap-
puyer le fait que les effets de diffusion multiple n’ont plus de contributions dans cette limite grande

longueur d’onde.

Lorsque les longueurs d’onde se réduisent, les parties réelles des vitesses de phase obtenues dans
le cadre de la théorie de ’homogénéisation (courbes en croix (+) & gauche) tendent vers une valeur
asymptotique constante (valeur qui sera aussi discutée dans la suite). Cette tendance traduit main-
tenant le fait que les effets visco-thermique s’annulent aux hautes fréquences. De plus, les parties
imaginaires associées (courbes en croix (+) a droite) tendent a s’annuler également dans cette limite,
prévoyant ainsi un caractére non dissipatif du cristal. Cependant, les effets de diffusion multiple se
manifestent dés k,L/m =~ 0.1 qui correspond donc a la limite de validité des modeles issus de la
théorie de I'homogénéisation. A partir de cette limite, correspondante & une longueur d’onde acous-
tique 20 fois supérieure a la maille du réseau, les écarts entre les prédictions du modele complet et
celles de la théorie de I’homogénéisation augmentent. Ces écarts deviennent tres significatifs lorsque
koL/7 s’approche de 0.5. La décroissance de la partie réelle de la vitesse de phase s’expliquent par
la proximité de la premiere bande interdite du cristal phononique. L’augmentation de la partie ima-
ginaire associée (en valeur absolue) est surtout marquée pour les échantillons de faibles porosités
(® = 0.60 et & = 0.50). L'origine de cette particularité est également associée a la proximité de la
premiere bande interdite. En effet, conformément aux résultats présentés dans les figures 6.2, lorsque
la porosité diminue, la premiére bande interdite apparait plus tot (élargissement de la bande). Pour

une porosité ® = 0.50, elle apparait aux environs de k,L/m ~ 0.5 sur la figure 6.2, ce qui est en
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Fi1G. 6.7 — Représentation de la vitesse de phase complexe cg en fonction de la fréquence réduite
koL/7 dans un régime de transition entre basses et hautes fréquences pour des échantillons de diffé-
rentes porosités. Les courbes en traits pleins (—) correspondent auz résultats obtenus avec le modéle
complet. Les courbes en croix (+) sont obtenues par Cortis en utilisant une méthode de calcul par
éléments finis et représentent 'impact des effets visco-thermiques. Les courbes en traits discontinus
(——) représentent les effets de diffusion multiple seuls. Enfin, les courbes en triangles (A) sont
associées aux résultats donnés par le concept d’admittance de surface équivalente. Ces figures per-
mettent d’étudier la transition entre un régime visco-thermique et I’émergence des effets de diffusion

multiple.
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accord avec 'augmentation de la partie imaginaire de la vitesse de phase en k,L/7 =~ 0.5 également,

sur la figure 6.7.

La théorie de 'homogénéisation prévoit une limite asymptotique haute fréquence de la vitesse
de phase (partie réelle). Cette limite est caractéristique du matériau considéré. Elle est reliée a la
tortuosité dynamique [27] déja rencontrée dans le chapitre 3 et définie par la relation (3.4) (voir
aussi 'annexe F). Les valeurs de tortuosité données par Cortis [17] sont présentées dans la quatrieme
colonne du tableau 3.2 pour le cas du cristal étudié. De Dautre coté, la partie réelle de la vitesse
de phase obtenue par le modele de diffusion multiple en fluide parfait (chapitre 2) tend vers une
limite asymptotique aux grandes longueurs d’onde. Cette limite est également reliée a la tortuosité
du matériau. Les valeurs obtenues dans cette seconde limite sont celles données dans la troisieme

colonne du tableau 3.2 et sont tout a fait cohérentes avec les précédentes.

L’ensemble des parties réelles représentées sur les figures 6.6 et 6.7 fait apparaitre un croisement
entre les résultats obtenus en fluide parfait (diffusion multiple seule, courbes en traits disconti-
nus (——)) et avec la théorie de 'homogénéisation (effets visco-thermiques seuls, courbes en croix
(4+)) pour toutes les porosités. Il n’existe donc pas de zone de recouvrement entre le régime visco-
thermique et celui dominé par les effets de diffusion multiple (probléme soulevé a la fin du chapitre 3
par 'intermédiaire des figures 3.6 et 3.7). Cette conclusion, valable pour toutes les porosités, conduit
a l'existence d’'un domaine dans lequel les effets de diffusion multiple et ceux, associés a la dis-
sipation coexistent. Dans ce domaine, la propagation ne peut étre décrite ni par les modeles de
diffusion multiple, ni par la théorie de I’homogénéisation. Ce domaine est notamment caractérisé
par un changement de comportement de la partie réelle de la vitesse de phase dii a ’émergence des
effets de diffusion multiple. La vitesse présente alors un maximum local dont la valeur et la position
dépendent de la porosité du milieu. La détermination numérique de ces maxima est réalisée par le
calcul de la dérivée de la vitesse de phase. Cette derniere s’annule aux points recherchés. L’ensemble
des valeurs obtenues est résumé dans le tableau 6.1. Ce tableau montre que la position de ces maxima

est sensiblement la méme pour des échantillons de faible porosité. L’existence de ces maxima locaux

® | koL/7 | Re[cg] (m.s71)
0.90 | 0.195 325.6
0.80 | 0.171 310.4
0.70 | 0.155 296.7
0.60 | 0.155 283.5
0.50 | 0.155 269.2

TAB. 6.1 — Maxima locauzx de la partie réelle de la vitesse de phase dans la zone de transition entre les

basses fréquences (régime visco-thermique) et les hautes fréquences (régime de diffusion multiple).

est associée a la transition entre un régime visco-thermique prédominant (décrit par la théorie de
I’homogénéisation) et un régime de diffusion multiple (décrit par les théories de diffusion multiple).
Aux tres grandes longueurs d’onde, I'impact des effets visco-thermiques se traduit par une décrois-
sance de la vitesse de phase. Ce phénomene connu [5, 3] et valable pour tout matériau poreux est

d’autant plus important que la fréquence diminue. Pour le cas particulier des cristaux phononiques,
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lorsque la fréquence augmente, ceux-ci présentent une premiere bande interdite dont la conséquence
est aussi une décroissance de la vitesse de phase. L’union de ces deux effets explique donc 'origine

de 'existence des maxima locaux observés sur les parties réelles des vitesses.

L’étendue du domaine de transition dépend des caractéristiques du fluide considéré. Les parametres
utilisés dans les cas présentés sont ceux de 'air résumés dans le tableau 4.1 du chapitre 4. Une
digression sur la transition entre ces deux régimes pour des cristaux phononiques de méme géométrie

(i.e. cylindres de rayon R = 1 mm) entourés d’un autre fluide est présentée dans annexe J.

D’un point de vue quantitatif, les variations observées dans ’ensemble des figures présentées dans
cette section ne sont pas tres significatives, notamment pour 1’échantillon de porosité ® = 0.90 : la
partie réelle de la vitesse ne varie que de 1% sur une décade et la partie imaginaire reste de I'ordre
de quelques unités. Malgré la diminution de la porosité, les effets d’atténuation liés aux échanges
visco-thermiques restent faibles. Dans le cas présenté ici (rayon des cylindres R = 1 mm), ces faibles
échanges visco-thermiques sont localisés dans le voisinage des cylindres et peuvent donc étre pris
en compte en utilisant le concept d’admittance de surface. Les figures 6.6 et 6.7 montrent la tres
bonne concordance entre les résultats donnés par le modele complet et le concept d’admittance.
Dans le domaine considéré, et pour des cristaux phononiques de rayon R = 1 mm, le rapport entre
les épaisseurs de couches limites (définies par la relation (4.1) dans le chapitre 4) et le rayon des
cylindres est tres inférieur & 1 (rapport de I'ordre de 10~ pour I’échantillon de porosité ® = 0.90
et de I'ordre de 10~2 pour celui de porosité ® = 0.50). Les deux conditions d’utilisation du concept

d’admittance, illustrées sur les figures 4.5 (a) et (b), sont donc validées pour les géométries proposées.

En résumé, pour des cristaux phononiques constitués de cylindres de dimension millimétrique
entourés d’air, le concept d’admittance est suffisant pour analyser la transition entre un régime
visco-thermique et I’émergence des effets de diffusion multiple. En effet, dans cette configuration
géométrique, les effets visco-thermiques sont tres faibles et restent localisés au voisinage des cylindres,
dans la zone de transition. Cependant, lorsque les effets dissipatifs ne sont plus localisés, ce concept
ne peut plus décrire la propagation. Dans ce cadre, I’étude de la transition entre un régime visco-
thermique et un régime de diffusion multiple dans des cristaux phononiques constitués de cylindres

de dimension micrométrique entourés d’air est proposé dans la section suivante.

6.4 Etude de la transition entre les basses fréquences et les hautes

fréquences (rayon des cylindres fixés a R =1 um)

Dans cette section, le rayon des cylindres est fixé a R = 1 um. L’étude de la transition entre les
régimes basses fréquences et hautes fréquences est réalisée dans le domaine de longueur d’onde allant
de koL/m ~ 0.1 a k,L/m ~ 0.5 (zone de transition). La porosité des échantillons varient de ® = 0.90
a ® = 0.60. Les figures 6.8 représentent la vitesse de phase complexe ¢y (définie par la relation (6.4))
pour des échantillons de différentes porosités. Comme dans les deux sections précédentes, la partie

réelle de la vitesse de phase est représentée a gauche et la partie imaginaire, a droite.

Aux grandes longueurs d’onde, les résultats obtenus par Cortis d’'une part, et avec le modele

complet d’autre part, sont en bon accord. Cet accord traduit la prédominance des effets visco-
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F1G. 6.8 — Représentation de la vitesse de phase complexe cgy en fonction de la fréquence réduite k,L/m

dans la zone de transition entre basses et hautes fréquences pour des échantillons de différentes poro-

sités. Le rayon des cylindres est fité & R =1 um. Les courbes en traits pleins (—) correspondent auz

résultats obtenus avec le modéle complet. Les courbes en croiz (+) sont obtenus par Cortis en uti-

lisant une méthode d’éléments finis et représentent l'impact des effets visco-thermiques. Les courbes

en traits discontinus (——) représentent les effets de diffusion multiple seuls. Enfin, les courbes en

triangles (A) sont associées aux résultats donnés par le concept d’admittance de surface équivalente.

Ces figures montrent linsuffisance du concept d’admittance en fluide fortement dissipatif.
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thermiques sur les effets de diffusion multiple dans cette limite. De plus, les résultats obtenus en
considérant les effets de diffusion multiple en fluide parfait tendent vers une asymptote qui, comme

dans la section précédente, traduit ’absence d’effets de diffusion.

Dans cette nouvelle configuration, et quelque soit la porosité, les figures 6.8 montrent que le
concept d’admittance ne suffit plus a caractériser la transition entre un régime fortement dissipatif
et I’émergence des effets de diffusion multiple. Dans le domaine de longueur d’onde considéré, le
rapport entre les épaisseurs des couches limites, définies par la relation (4.1), et le rayon des cylindres
est maintenant de ’ordre de I'unité. Dans ce cas, les effets visco-thermiques ne sont plus localisés au
voisinage des cylindres. Les hypothéses permettant 'utilisation du concept d’admittance, illustrées
par les figures 4.5 (a) et (b), ne sont plus validées et expliquent I'incohérence des résultats associés
aux courbes en triangles (A). Cependant, lorsque la longueur d’onde diminue, le rapport entre
les épaisseurs de couches limites et le rayon des cylindres diminue. A une certaine limite hautes
fréquences, la valeur de ce rapport permet de réutiliser le concept d’admittance ; ce qui se manifeste
par une jonction entre les courbes associées au concept d’admittance et celles données par le modele
complet, visible sur les parties imaginaires correspondant aux échantillons de porosité ® = 0.70 et
® = 0.60. Pour ces deux échantillons et dans la limite k,L/m ~ 0.5, le rapport entre les épaisseurs
de couches limites et le rayon des cylindres est de l'ordre de 0.3 (et de l'ordre de l'unité pour
koL/m ~0.1).

D’un point de vue quantitatif, les variations observées dans cette nouvelle configuration géomé-
trique sont tres significatives pour toutes les porosités. La partie réelle de la vitesse augmente de 20%
sur une décade (environ) pour I’échantillon de porosité & = 0.90. Pour un échantillon de ® = 0.60,
la partie réelle de la vitesse est multipliée par trois sur une décade. De plus et quelque soit la po-
rosité considérée, les parties imaginaires présentent des valeurs dix fois plus élevées que dans le
cas de cylindres de R = 1 mm. L’importance des variations et des valeurs des vitesses de phase
complexes, soulignée par les figures 6.8, traduit une forte dissipation dans les cristaux phononiques

micrométriques entourés d’air.

En présence de ces effets dissipatifs importants, la chute de la partie réelle de la vitesse de phase
aux hautes fréquences n’est pas aussi marquée que sur les figures 6.7 associées aux échantillons
millimétriques. Ce qui signifie que l'effet de la premiere bande interdite n’est plus visible sur la
partie réelle. Par contre, I'influence de cette premiere bande est bien traduite par I’augmentation de
la partie imaginaire (en valeur absolue) prédite par le modele complet aux environs de k,L/7 = 0.5.
Cette décroissance est d’autant plus marquée que la porosité du milieu est faible (du & 1’élargissement

de la premieére bande interdite, comme discuté précédemment).

Dans le cadre de cristaux phononiques micrométriques entourés d’air, la zone de transition, ol
les effets visco-thermiques et de diffusion multiple coexistent, est marquée par des effets dissipatifs
tres importants. Ces derniers entrainent de grandes variations sur la vitesse de phase complexe. La
propagation et I’absorption dans la zone de transition, ou les effets visco-thermiques sont conséquents,

est décrite correctement par le modele complet.
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6.5 Conclusion

Une validation du modele présenté dans le chapitre précédent a été réalisée. D’une part, aux
hautes fréquences, la comparaison entre les résultats validés dans le chapitre 4 utilisant le concept
d’admittance de surface équivalente et ceux obtenus dans le chapitre 5 (modeéle complet) permet de
valider ce dernier aux hautes fréquences. D’autre part, aux trés grandes longueurs d’onde, le modele
complet rejoint les résultats obtenus par des méthodes issus de la théorie de 'homogénéisation dans
une certaine limite. En effet, des probleémes numériques apparaissent aux environs de koL /7 ~ 1072 et
dans ce cas, les modeles de diffusion multiple présentés ne permettent plus de décrire la propagation.
Cette limite correspond & un régime exclusivement visco-thermique, parfaitement décrit par les
modeles existants et qui se situe loin de la zone de transition d’intérét. Malgré cet inconvénient,
I’étude de la transition entre les régimes grandes longueurs d’onde et de diffusion multiple a donc
été réalisée sur deux types de cristaux phononiques (millimétriques et micrométriques) entourés
d’air. Dans les deux cas, les études montrent 'existence d’une zone de transition ou les effets visco-
thermiques et ceux, associés a la diffusion multiple coexistent. Pour les cristaux phononiques dont
les cylindres sont de rayon R = 1 mm, les effets dissipatifs sont faibles et la transition peut étre
décrite par le concept d’admittance introduit dans le chapitre 4. Lorsque les rayons constituant les
cristaux sont de 'ordre du micrometre, les effets visco-thermiques sont trés importants dans la zone
de transition. Dans ce second cas, le rapport entre les épaisseurs de couches limites et le rayon des
cylindres, étant de 'ordre de quelques unités, le concept d’admittance ne permet plus de décrire la
propagation et I’absorption dans la zone de transition. Le comportement du cristal est alors décrit

par le modele complet.
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L’objectif de ce travail a été d’étudier les contributions des effets visco-thermiques et de diffusion
multiple au cours de la propagation dans un matériau poreux particulier. Le matériau poreux choisi
est un cristal phononique a deux dimensions de géométrie simple. Dans un régime haute fréquence
(petites longueurs d’onde), ce type de matériau, de part sa périodicité, peut présenter des bandes
interdites ou la propagation est prohibée. Ce phénomeéne est associé aux effets de diffusion multiple.
Dans la limite basse fréquence (grandes longueurs d’onde), les caractéristiques microscopiques du
matériau (périodicité) n’interviennent pas et la propagation est régie par les modeles classiques issus
de la théorie de 'homogénéisation. Le travail réalisé a pour but de déterminer I'importance des
effets visco-thermiques et de diffusion multiple en fonction de la longueur d’onde. Plus précisément,
la question de I’émergence des effets de diffusion multiple lorsque la longueur d’onde diminue a été

traitée.

Au cours de la premiere partie, les propriétés d’un cristal phononique ont été déterminées par deux
méthodes différentes (chapitre 1 et chapitre 2) en fluide non dissipatif. Ces deux méthodes ont cha-
cune conduit & un probleme aux valeurs propres dont les solutions, obtenues numériquement, donnent
acces au comportement du cristal phononique étudié. Les résultats ainsi obtenus ont été validés au
cours du chapitre 3. Une premiere validation, réalisée par comparaison avec des résultats expérimen-
taux, a montré que la détermination des positions et largeurs des bandes interdites présentées par un
cristal phononique est satisfaisante. Une autre comparaison a été réalisée sur des systemes constitués
de plusieurs rangées de cylindres. Les propriétés de transmission de tels systemes ont été obtenues
d’une part, a I’aide du modele présenté dans le chapitre 2 et d’autre part, expérimentalement. La
comparaison entre les prédictions théoriques et les résultats expérimentaux a montré une insuffisance
des modeles de diffusion multiple & traduire le comportement de tels systemes. Les écarts observés
proviennent d’effets visco-thermiques ayant lieu dans ce régime de diffusion multiple et constitue
une premiere problématique a résoudre. Une seconde validation sur la limite aux grandes longueurs
d’onde des deux modeles a ensuite été réalisée. Cette seconde validation a montré un excellent ac-
cord avec la limite petites longueurs d’onde des modeles issus de la théorie de 'homogénéisation
(traduisant les effets visco-thermiques). Néanmoins, le probléme de la transition entre un régime
visco-thermique et I’émergence des effets de diffusion multiple ne peut étre résolu sans considérer a

la fois les effets dissipatifs et ceux liés a la diffusion multiple et constitue une seconde problématique.

Dans le chapitre 4, une extension du modele présenté dans le chapitre 2 a permis de considérer des
effets visco-thermiques localisés au voisinage des cylindres constituant le réseau. Cette extension a été

réalisée en introduisant un concept d’admittance de surface équivalente. Pour ce faire, les conditions
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limites utilisées dans le chapitre 2 ont été substituées a une condition d’admittance intégrant ces effets
dissipatifs localisés. Ce concept simple a permis de décrire les effets visco-thermiques se produisant
dans un régime de diffusion multiple. Des comparaisons avec les coefficients de transmission obtenus
expérimentalement sur deux échantillons présentant chacun plusieurs rangées de cylindres ont été
proposées au cours de ce méme chapitre. Ces comparaisons ont montré 'efficacité de ce concept
et répondent, par la méme occasion, & la premiere problématique posée dans la premiere partie
du document : les écarts observés entre les prédictions théoriques et les résultats expérimentaux
présentés dans le chapitre 3 proviennent d’effets dissipatifs non négligeables qui ont lieu dans un

régime de diffusion multiple (petites longueurs d’onde).

Au cours du chapitre 5, une seconde extension du modele présenté dans le chapitre 2 a été réalisée.
Dans cette seconde extension, le cristal phononique est entouré d’un fluide dissipatif. Ces effets ne
sont plus nécessairement localisés dans le voisinage des cylindres (cas du chapitre 4). La méthode
développée est formellement analogue a celle détaillée dans le cadre du chapitre 2. Le probléme a
été traité autour de trois potentiels : un potentiel acoustique associé a la propagation d’'une onde
acoustique dans le réseau, un potentiel entropique exprimant les effets thermiques et enfin, un poten-
tiel tourbillonnaire traduisant les effets visqueux. A l'instar du chapitre 2, un probléme aux valeurs
propres a été obtenu. La résolution de ce nouveau probleme a permis de déterminer le comportement

du cristal phononique dans tous les domaines de fréquences.

Dans le chapitre 6, une validation du modele présenté précédemment a été réalisée d’une part,
dans un régime de diffusion multiple (petites longueurs d’onde) et d’autre part, dans un régime
visco-thermique (grandes longueurs d’onde). Pour le premier cas, une comparaison avec les résultats
obtenus avec le modele présenté et validé dans le chapitre 4 (incluant le concept d’admittance de
surface équivalente) a montré un trés bon accord et a ainsi permis de valider le modele complet du
chapitre 5 dans un régime de diffusion multiple. Dans le second cas, une comparaison a été effectuée
avec des résultats obtenus indépendamment dans le cadre de la théorie de ’homogénéisation (effets
visco-thermiques seuls). Des probléemes numériques sont apparus aux tres grandes longueurs d’onde
correspondant a un régime exclusivement visco-thermique. Néanmois, le modele a été validé dans
une limite grandes longueurs d’onde suffisante ; ¢’est-a-dire permettant d’analyser la transition entre
un régime visco-thermique et ’émergence des effets de diffusion multiple. Cette analyse a été réalisée
pour deux types de cristaux phononiques a deux dimensions entourés d’air : les premiers sont définis
par des cylindres de rayon R = 1 mm et les seconds, par des cylindres de rayon R = 1 um. L’analyse
de la transition a montré ’existence d’une zone de transition dans laquelle les effets visco-thermiques
et de diffusion multiple coexistent. Dans cette zone, la propagation ne peut étre décrite ni par la
théorie de ’homogénéisation, ni par les théories de diffusion multiple et donne ainsi la limite de ces
modeles. Pour le cristal de dimension millimétrique entouré d’air, les effets visco-thermiques sont
faibles et localisés au voisinage des cylindres. De ce fait, la transition a pu étre caractérisée par le
concept d’admittance. Pour le cristal de dimension micrométrique, la dissipation est tres importante
dans la zone de transition et n’est plus localisée dans le voisinage proche des cylindres. Dans ce
second cas, la transition n’a pu étre décrite par le concept d’admittance mais a été considérée par le

modele complet.

Au dela de I'étude réalisée dans le cadre de cristaux phononiques simples, la question de I’émer-
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gence des effets de diffusion multiple dans des matériaux poreux plus complexes peut étre soulevée.
En effet, 'un des enjeux majeurs de 'utilisation des matériaux poreux, en raison de leurs diverses ap-
plications, réside dans la caractérisation expérimentale conduisant aux “parametres caractéristiques”.
Une fois ces parameétres connus, la théorie de ’homogénéisation permet de décrire la propagation et
I’absorption des ondes acoustiques dans ces matériaux. La caractérisation des matériaux est réalisée
par différentes méthodes dont certaines, acoustiques, sont basées sur I’hypothese de grandes lon-
gueurs d’ondes conformément aux hypotheses de la théorie de I’homogénéisation. L’importance de
I’éventuelle émergence des effets de diffusion multiple, susceptible d’influencer les mesures, doit étre
considérée. Pour cela, le domaine de fréquence d’étude doit étre défini de maniere a éviter ces effets.
Pour ce faire, et connaissant la taille moyenne des pores d’un matériau poreux donné (longueur ca-
ractéristique [4]), il est possible de déterminer le domaine de validité expérimental compatible avec
I’hypothese de grande longueur d’onde en se référant aux résultats obtenus dans le cadre de I’étude

menée sur les cristaux phononiques.

Concernant les cristaux phononiques, I'intégration des effets visco-thermiques dans les modeéles de
diffusion multiple pour des cristaux a deux ou trois dimensions constitués de milieux divers (solides,
fluides) peut étre envisagée. Les nombreuses études réalisées autour de ces cristaux montrent un fort
intérét dans la détermination des bandes interdites et des phénomenes ayant lieu a l'intérieur de ces
bandes. Pour autant, les effets dissipatifs se manifestant dans les domaines fréquentiels considérés ont
une importance non négligeable. Dans ce sens, et selon la nature du cristal phononique considéré, les
contributions des effets visco-thermiques et de diffusion multiple peuvent étre différentes du cas étudié
dans cette these (cylindres rigides entourés d’air). De ce fait, I’étude du comportement acoustique
d’autres cristaux peut conduire a des résultats intéressants : en plus des propriétés connues de bandes
interdites, la considération des effets visco-thermiques permet d’estimer 'atténuation d’un signal
acoustique en dehors de ces bandes. Ainsi, la considération simultanée des effets visco-thermiques et
de diffusion multiple permettrait de prédire le pouvoir d’absorption d’un cristal phononique et ce,

dans un large domaine fréquentiel.






Annexe A

—

Calcul explicite des fonctions P(G) et

—

C(G) définies dans la relation (1.15)

Les deux intégrales définies dans la relation (1.15) et rappelées ci-dessous représentent les décom-

positions en séries de Fourier spatiales des deux fonctions ﬁ et f)igﬁ du réseau réciproque,

G
1// 1 _iGrp
— —— € d
A JJa p(7)

ou A = L? est I'aire d’une cellule élémentaire, G est un vecteur du réseau réciproque. La cellule

Q
I

=

P(G)

—

d*7

est constituée de deux domaines dont 'un désigne un cylindre et I'autre, le fluide entourant. Ces

domaines, respectivement notés Ay et A, (tels que A = Ay + A.), sont représentés sur la figure A.1.

Cette annexe a pour objectif de déterminer les expressions des deux intégrales ci-dessus. En sépa-

rant les deux domaines, ces intégrales s’écrivent,

3] e e 3 ] e
P = — —_,EZ'TdT‘ + — __’ez.rdr
=), @ 2 /], o

, (A.2)

N i 1 —iG.7 2= i// 1 —iG. 7 2=
ce) = o //Af smemt T T ) et 4T

ou les fonctions

]

—L_ et —L— sont constantes dans chacun des domaines Ay et A, et prennent
p(7) p(rl)c () -
respectivement les valeurs 20 i & oo e

et célérités dans le fluide et le cylindre. Il en suit, pour G= 6,

Les constantes pg, p. et cg, c. sont les masses volumiques

. L?—7R? 1 TR? 1
P - - - - -
(O) L2 Po " L2 Pe
: (A.3)
0(6) B L?—7R%2 1 + TRZ 1
B L2 pocd L? pec?
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108 A Calcul explicite des fonctions P(G) et C(G) définies dans la relation (1.15)

c’est-a-dire,
1 1

PO) = —® 4+ —(1-0
( ) o Pec ( )
, (A.4)
cl) = Lo + L (-a
Poct pec?
TR? L . o
avec & =1 — 573 la porosité du milieu. Et, pour G # 0,
Pé — // —zGrd2—»_’___// —zGrd2—»
@) L2 po JJa, L2 p.
, (A.5)

- 1 1 5
oGy = — —ZGT’d2—’ __// Gr =
(©) L? pocy //Af % pecz JJ A, g

qui peut se réécrire, en faisant apparaitre la somme des deux domaines Ay et A. dans le premier

@ = gl G ) [
() L2 po JJAp+A. Pe
= 1 1 1 1 1 5
C(G) = ——// eGR4 — (— — —> // e CT 2R
) L% pocg JJ a4 a. L2 \pec2  pocg) JJa.

ol la premiere intégrale de chacune des deux fonctions portant sur le domaine Ay + A, est nulle. Les

terme,

Q

deux termes restants font apparaitre la méme intégrale notée F (é),

5 _ L —iGr . oTR? J1(GR)

ainsi, pour G # 0,

Pc PO
(A.8)
- 1 1 -
“® - (57 7a) '@

Dans le cadre de I’hypothése de cylindres parfaitement rigides, les constantes % et p—lcg tendent

vers zéro. Dans ce cas, les fonctions P et C' prennent la forme, en G = 0,

P0O) = —o
©) £0
: (A.9)
) = o
POCH
et pouré#ﬁ,
PG = ——F(G)
Po
, (A.10)
@@ = L F@G
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L

Fi1G. A.1 — Représentation des deur domaines Ay et A. associés respectivement au fluide et au
cylindre constituant une cellule élémentaire. L’aire totale de la cellule est A = A.+ Ay et la porosité

® du milieu est définie par la relation, ® =1 — ”L—R;.

ott la fonction F(G) connue est définie par la relation (A.7).






Annexe B

Développement de I’équation du

mouvement (1.20)

Cette seconde annexe au premier chapitre a pour but de développer ’équation du mouvement

donnée par la relation (1.20) rappelée ci-dessous,
Z C(G’)ei@f Z <I> z(kB+G)
G
div [ | S PGS grad Z o (G)eFstOT )| (B.1)

ol les sommes sont effectuées sur Pensemble des vecteurs G du réseau réciproque représentant les

différentes directions de propagation. La fonction (I)EB étant indépendante de la position 7, il s’en

suit,
gr?i (@EB(G’)ei(EB—i-@).F) B(é)grad ( i(EB+@).F> 7 (B.2)
c’est-a-dire,
grad (@EB(é)ei@B@f) =3, (G)i (EB + é) ¢ika+G) 7 (B.3)

et, en notant G" I’argument des fonctions C et P dans le but de développer les produits a gauche

d’une part, et & droite d’autre part, ’équation (B.1) se réécrit,

Zc(@/)ei@’.f" Zq) Z(kB-i-G)

-
G//

div | | 3 PG T Zz’(EB—i—é> ;. (G)elFr+OT | |(B.a)

el G

Le regroupement des sommes portant sur G et G” conduit ensuite a,
LYY @, Gy
G// ﬂ
divY 3 (g + G) PG, (G)eErtCHeT (B5)
GH ‘}
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112 B Développement de I’équation du mouvement (1.20)

A ce stade, un autre changement de variable G" en G' — G est effectué dans les membres de gauche
et de droite,

Y YOG - Gy (e
G-G @G

div 3 3 (/%’B +é) P(G' — G)ay, (G)eFo+)T  (B.6)
GG G

et le développement de 'opérateur divergence donne enfin,

—

23 YOG — Gy, (@
G-G G

Z Z (EB + é) . (EB + C_j/) P(C_j/ — é)(I)EB (é)ei(EB""G_")-F . (B.Y)

G'-G G

Cette derniere équation conduit au probleme aux valeurs propres,

—

OG- Gy (G) = (/%’B + é) . (/%‘B v é) P(G —G)®; (C), (B.8)

dont les solutions, pour kg fixé, correspondent & I’ensemble des pulsations w autorisées par le réseau.



Annexe C

Calcul explicite des coefficients By,

L’objectif de cette partie est de détailler la procédure aboutissant au calcul de la valeur des
coefficients de pondération B, associés au champ de pression incident sur un cylindre donné. Pour
cela, dans un premier temps, une mise en forme matricielle de I’équation (2.27) portant sur le calcul de
ces coefficients est proposée. Cette nouvelle expression permet de calculer les coefficients recherchés

en introduisant les séries de Schlomilch qui sont étudiées dans un deuxieme temps.

C.1 Réécriture de I’équation portant sur les coefficients B5,,

A fréquence fixée, les coefficients de pondération B,, associé au champ incident sur le cylindre [

situé a la position 77 sont donnés par la relation (2.27) rappelée ici,

oo

B = ¢ 3" cos (mby) + Y (Z Hy (k|7 — m)e"@—m)@ﬁa) Dy Bgi®™™ . (C.1)
g=—00 Nj#l

L’ensemble des vecteurs 7; désignent les positions des cylindres j. Pour tout cylindre [ arbitrairement
choisi, il existe une infinité de couples j et —j de cylindres telle que les deux vecteurs 77— et 77 —7_;
soient d’une part de méme module, c’est-a-dire, |7} —7;| = |7} —7_;| = jL et d’autre part, d’argument
opposé, c’est-a-dire, 07 7, = —07 -, = £3. De plus, la symétrie impose By, = B_,, ce qui restreint
I’étude aux m et [ positifs ou nuls. De ce fait, la somme sur 'indice j # [ dans I’équation (C.1) se

décompose en deux parties :

By, = ¢ 5" cos (my) + > <Z Hy (K )0 ™ (e~ HammIm/2 4 e“q-m)ﬂ/?))Dqu . (C.2)

qg=—0o0 ‘j=1

ou K et K,, représentent le nombre d’onde normalisé et sa composante selon x (K, = kynL et
K = kL). En utilisant identification 49~ (e~#a=m)7/2 L eila=m)7/2) — (14-(—~1)97™) la relation (C.2)
se réécrit,

e e} [e.e]

By, = ¢ 8" cos (mby) + > (ZHq_m(jK)(l+(—1)q‘m)>Dqu. (C.3)

g=—00 “j=1
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114 C Calcul explicite des coefficients B,,

Et, en faisant usage des propriétés de symétrie des fonctions de Hankel H et des coefficients B,,,
K o o
By =€ 3" cos (mby,) + Y (1 — 502.0)(1+ (=1)"%9) <Z m—q(GK) +Hm+q(jK))>D B, (C.4)
q=0 j=1
ol 04,0 est le symbole de kronecker.

Dans la suite, la somme portant sur 'indice j est traitée indépendamment par 'intermédiaire des

fonctions F7, , défini comme suit,
Fg () = (L4 (1)) Y (Hng(iK) + Hinq(GK)) - (C.5)
7=1

En introduisant les séries de Schlomilch o, les fonctions F2

'm.q» ulles pour tout m impair, s’écrivent,

F5, oK) = 0 oK) + O (K) (C.6)

ou les séries o sont de la forme
om(K) = (14 (=1)") Y Hnu(K) , (C.7)
j=1

Leur comportement est discuté dans la section suivante pour les cas ou m est pair exclusivement.

C.2 Utilisation des séries de Schlomilch

L’objet de ce paragraphe est d’étudier le comportement des séries o, (K ), pour m pair. Pour des
arguments K réels positifs, les fonctions de Hankel H,,(K) tendent tres lentement vers 0 lorsque
largument K augmente. Les séries o,,(K) sont donc particulierement mal adaptées aux calculs
numériques. Les travaux de Twersky [63, 64] et, plus récemment de Linton [39], montrent que les

séries o, (K) peuvent se développer en séries de Schlomilch. A Pordre m = 0,

wolK) = 1= 2y in(E)) ¢ 2oy () ©3)

Ksin(x,) mp

p=1
et pour tout m > 0,
9 N 2e12mxp
D) = 2 a3 (22 |
oK) = 7+ 20" 3 (s (©9)
z' = (m—l—p—l) (27r)2p
- — | B
m Z:: < —p)! x) PO
ou v est la constante d’Euler, By,(0) les nombres de Bernoulli [1] et x, = arcos(2K ). Les deux

sommes infinies sur 'indice p sont tronquées a l'ordre Pprax. Ecrite sous cette forme, les séries

om (kL) convergent trés rapidement en fonction de 'ordre Py4x retenu.
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C.3 Formulation matricielle

L’utilisation des fonctions F¢

m.q» développées dans la section précédente, dans I’équation (C.4)

donne,

Z D,)B, = ¢ S cos (mb,,) . (C.10)

q=0

Cette derniere expression peut s’écrire sous la forme matricielle suivante,

By cos (0.0,,)
B Ko cos (1.0,

gl | T | e | L (C.11)
By cos (M.6,,)

avec [Mp]| la matrice carrée d’ordre M définie par la relation,

Lo -0 F§y F§y - F§y Do 0 - 0
0o 1 . F7Y Fe. ... F7 0 Dy -
[Mp] = o ' _ %,0 %,1 . 1‘,M o 1 ' (C.12)
. T T 0 . . . : : .. .. 0
0 - 0 1] Fyro Fiin - s | 0 -+ 0 Dy |

ou la matrice faisant intervenir les coefficients de diffusion D,,,, obtenus a partir des conditions limites,
est diagonale. Les coefficients By, recherchés se déduisent donc de la matrice [Mp]. L’évaluation des

coefficients B,,, est réalisée numériquement en utilisant la procédure itérative suivante,
[La](Bm) — [F][D](Bm) = (cosm) , (C.13)

ou [I4] est la matrice identité et (cos,,) le vecteur portant le produit des fonctions exponentielles et

cosinus. En utilisant cette écriture, le systeme d’équation s’écrit successivement,

(Bm) = (cosp,) — [F][D](By,) (C.14)
(Bm) = (cosm) — [F][D] ((cosm) — [F][D}(Bn)) (C.15)
(Br) = (cosy,) — [F][D](cosy,) + ([F ][D])2 (coSp) — ... (C.16)

c’est-a-dire, en utilisant un procédé itératif [16, 26],
(Bm)**! = (cosi) — [F][D](Bm)* (C.17)

ou l'itération est effectuée sur I'indice k et permet d’obtenir les coefficients recherchés.






Annexe D

Utilisation du théoreme d’addition des

fonctions de Bessel

L’objectif de cette annexe est de détailler le théoreme d’addition des fonctions de Bessel permettant
notamment d’exprimer le champ de pression diffusé par un cylindre donné par la relation (2.24) et

par ’ensemble des cylindres de la rangée (2.30).

D.1 Champ diffusé par le cylindre j

L’expression du champ diffusé par le cylindre j est rappelée ci-dessous,

[o¢]
RN . N s imOp_.
Padiff(F,75) = Y Dy Bupi™Hy (k|7 — 7)™ (D.1)
m=—o00

Le théoreme d’addition des fonctions de Bessel [1] utilisé permet de projeter une base de fonction

de Hankel centrée sur le vecteur 7; sur une base de fonction de Bessel centrée sur un vecteur choisi,

o
" Hon (K[ = 7)€ = 3 i g (I — 7)™ 00 (k] — )P (D.2)
q=—00
ou le vecteur 7; désigne la position du cylindre {. L’utilisation de ce théoréeme dans ’expression du

champ diffusé (D.1) donne, apres permutation des indices ¢ et m, la relation (2.25).

D.2 Champ diffusé par ’ensemble des cylindres de la rangée infinie

Le théoreme précédent est également utilisé pour le calcul de la double sommation dans 1’équa-
tion (2.30) portant sur les indices j et m. L’indice j traduit la contribution de tous les cylindres de
la rangée infinie et I'indice m, 'ordre des fonctions de Hankel. Dans les développements qui suivent,
Iintérét est porté sur la sommation de I'indice j. La fonction G,, d’intérét est la suivante,

Gk, 7) = > ™ Hy (|7 — 7])e™ 775 (D.3)

j=—o0
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118 D Utilisation du théoréme d’addition des fonctions de Bessel

Cette fonction est projetée sur une base de fonction de Bessel centrée sur le vecteur 7; en utilisant
le théoreme d’addition (D.2),

G (k, 7) = " Hy (k|7 — 7)) 77 + (D.4)
D0 DA Hg (b — T 0 (k{7 i)
g=—00 j#l

ou, conformément aux résultats de 'annexe C, les vecteurs (7} — 7;) et (7 — 7_;) sont de méme
O ; cE. . ®. . _ =
module, |7} — 7| = [} — 7_;| = jL et d’argument opposé @5 = —®5 7 . = —F. Dans ce cas,

léquation (D.5) se développe,

Gk, 7) = i Hyp (k|7 — 7)™ 71 + (D.5)
Z (1+(_1)m+Q)Z <Hm_q(]K)—|—Hm+q(]K)>ZQJq(k|F_,r—,*l|)ezl<1>f'r"l ,
q=—00 j=1

et fait apparaitre les fonctions Fy, ((K) = (14 (=1)"%)> 2% (Hp—g(jK) + Hypiq(jK)) définies par
la relation (C.5) se développent en série de Schlomilch (cf. annexe C). Les fonctions recherchées

s’écrivent donc,

[e.e]
G (b, 7) = " Hn (k|7 = 7)™ 770 Y 7 B i®Jq (k|7 = 7)™ (D-6)

q=—00

avec 7 la position d’un cylindre choisi arbitrairement.



Annexe E

Eléments des matrices de réflexion et

de transmission

L’objet de ce paragraphe est de détailler le calcul permettant de déterminer les éléments R,,,,, de
la matrice de réflexion et T,,,, de celle de transmission. Pour cela, les propriétés d’orthogonalité des

fonctions sinus et cosinus suivantes sont utilisées [1],

I = /y:L/2COS 2pl cos 2q_7r d
COS - y:O L y L y y

) (E.1)
Iin = /y=L/2 sin <2piy> sin <2q—ﬂy> dy
y=0 L L
ou p et ¢ sont des entiers. En notation plus compacte ces deux intégrales s’écrivent,
Teos = g‘gp,q(l + 5:0,0)
v(p,q) , (E.2)
Lin = g‘gp,q(l — 6p,0)

ou J représente le symbole de Kronecker.

E.1 Calcul des coefficients de réflexion sur la face d’entrée z =0

La relation (2.31) montre qu’en x = 0, le champ de pression Pao réfléchi s’identifie au champ
de pression pgq;ry diffusé par I'ensemble des cylindres de la rangée infinie. Les coefficients Ry,

recherchés sont donc reliés au champ diffusé en z = 0 par la relation,

oo
2mm

E Rmn COS( T y> :pa,diff(0>y) s (E?’)

m=0

qui sont ensuite projetés sur les fonctions cos(#2%y),

y=L/2 2 2 y=L/2 2
/ > Rynn cos <ﬂy> cos <ﬂy> dy = / Pa,digf(0,y) cos <ﬂy> dy, (E4)
o L L o " L
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120 E Eléments des matrices de réflexion et de transmission

et, en utilisant les propriétés d’orthogonalité (E.2), la relation précédente devient,

4 y=L/2 o
Rmn _ < i 0, d ' E5
L(1 + 6my0) /y:0 COS( i3 3/)1’ dif£(0,y)dy (E.5)

E.2 Calcul des coefficients de transmission sur la face de sortie
=1L

De la méme maniere, la relation (2.31) montre qu’en x = L, le champ de pression p;' ;, transmis
s’identifie a la somme du champ de pression p, 4; 75 diffusé par I'ensemble des cylindres de la rangée
infinie et du champ extérieur imposé p, e, Les coefficients de transmission T,,,, recherchés sont

donc reliés au champ diffusé et au champ émis en x = L par la relation

> 2mm
Z Tm" cos <Ty> = pa,ext(La y) + pa,diff(LJ y) I (E6)
m=0

qui peut se réécrire,

y=L/2 2mm 2mn
/y:O Z T,n cOS <—L y) cos <Ty> dy =

m=0

y=L/2 2n
/ <pa,ext(L7 Y) + Padiff(L, y)) cos <7y> dy , (E.7)
Y

=0

et, en utilisant les propriétés d’orthogonalité (E.2) et 'expression (2.14) du champ de pression exté-

2mn

rieur émis en coordonnées cartésiennes py eqt(,y) = cos (Ty) gtkaon®

écrit en x = L,

4 y=L/2 2mm -
Ton = —~ cos | — wdiff(L,y)dy + eBeng E.8
e | (T e Ly | (.9



Annexe F

Description de la propagation aux

grandes longueurs d’onde

La limite grandes longueurs d’onde correspond a un régime ou la longueur d’onde acoustique
A est tres grande devant les dimensions caractéristiques L du systeme étudié. Une illustration de
cette limite est présentée sur la figure F.1 pour le cas d’un cristal phononique a deux dimensions.
Cette limite grande longueur d’onde permet de définir un volume d’homogénéisation pour lequel les

parametres géométriques du matériau sont invariants par translation.

Fic. F.1 — Domaine de grandes longueurs d’onde \ devant les dimensions caractéristiques L d’un
cristal phononique o deux dimensions. Il est possible de définir un volume d’homogénéisation a

[’échelle duquel les parameétres géométriques du matériau sont invariants par translation de ce volume.

A cette échelle, d’importants effets dissipatifs ont lieu au cours de la propagation. Dans I’hypothese
ou la structure du matériau est immobile, ces effets dissipatifs sont liés aux intéractions inertielles,
frottements visqueux et échanges thermiques se produisant dans les pores du matériau. Dans ce cas,

la propagation et I'absorption sont décrites par le modele de “fluide équivalent”. Cette description
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122 F Description de la propagation aux grandes longueurs d’onde

est réalisée par 'introduction d’un nombre d’onde effectif k. définissant la propagation a I’échelle
macroscopique (i.e. & 1’échelle du volume d’homogénéisation) et intégrant les effets dissipatifs men-

tionnés,

k2 — k2 Pe/PO 7 F.1

e Ke/KO ( )

ol p. et K. sont respectivement les masse volumique et module de compressibilité effectifs également
définis & 1’échelle macroscopique. K représente le module de compressibilité adiabatique et pg la
masse volumique du fluide. Le nombre d’onde dans le fluide k = w/c est défini par la relation (2.4)
dans le chapitre 2. La fonction p. permet de considérer les effets visqueux et inertiels, et la fonction

K., les effets thermiques. Ces fonctions dépendent de la fréquence et prennent la forme,

POoo 1/ M.
pe(w) = Oq) (1—5 1—7233)

-1
K 1 M
K(w) = — ’Y-(’Y-U(l—w 1——w:')

-1

¢ 2

Ces deux fonctions font apparaitre la porosité @ et la tortuosité a,, caractéristiques du matériau :
la porosité est reliée au rapport entre les volumes occupés par le fluide et le matériau et la tortuosité
traduit le trajet non rectiligne (que doivent subir les ondes acoustiques) a travers les pores du

matériau. Les constantes M et M’ dépendent, notamment, de ses caractéristiques géométriques,

Sk‘oaoo

M= dA2
/ ; (F.3)

8k}

M/ = (I)A’2

avec d’'une part, kg et A les perméabilité et longueur caractéristique visqueuses [19, 28] et d’autre
part, k{ et A’ les perméabilité et longueur caractéristique thermiques [13, 36]. Ces deux couples de
parametres traduisent respectivement les effets visqueux et thermiques se produisant entre ’onde
acoustique et le matériau. La dépendance en fréquence des deux fonctions définies par la relation (F.2)

est portée par = et 2/,

S wOéooPok?o
nd
: (F.4)
2 = wPrp0k6
nd

ou 1 et Pr représentent respectivement la viscosité et le nombre de Prandtl, caractéristiques du
fluide.

Sous la condition de connaitre un certain nombre de parameétres caractéristiques du matériau (@,
Qoo, ko, A, Ky et A), les relations (F.2) permettent de décrire la propagation et I’absorption d’ondes

acoustiques aux grandes longueurs d’ondes en tenant compte des effets visqueux et thermiques.
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Lorsque la longueur d’onde se réduit, ces effets visco-thermiques tendent a s’annuler. Les limites

asymptotiques, quand w tend vers 'infini, des fonctions p,. et K. s’écrivent,

lim pe(w) = POt
W00 )
(F.5)
. Ko
Jm Kelw) =g
La substitution de ces deux valeurs asymptotiques dans la relation (F.1) conduit a,
k‘2
. .
wh—{goﬁ = Qoo | - (F.6)

La limite asymptotique aux petites longueurs d’onde du rapport k2/k? est donc indépendant de

la fréquence et est reliée a la tortuosité as, du matériau considéré.






Annexe G

Calcul des 9 familles de coefficients de

diffusion

L’objectif de cette annexe est de déterminer ’ensemble des coefficients de diffusion D,,, pour chacun
des trois cas (acoustique, entropique et tourbillonnaire). Ces coefficients, a I'instar du chapitre 2,

sont obtenus en utilisant les conditions aux limites.

Cas 1. Potentiel acoustique incident

En réponse a un potentiel acoustique incident de la forme,
¢aa,inc(7_‘)_ 7:;) = Z Bgr?iml]m(k’ah?_ 74_;|) COS(meF'—ﬁ-) ) (Gl)
m

le cylindre 7 diffuse trois types d’ondes sortantes respectivement acoustique, entropique et tourbillon-

naire décrites par les potentiels,

Gaadigs (F—=77) = Y Doyt By o (kal? — 7)) cos(mor_r;)

Ghadiff(F—77) = > DhtBotHpy, (knl7 — 7)) cos(mer_y) , (G.2)
Yadipf(F=75) = Y DB Hp (k|7 — 7i]) sin(mér_r)

Les conditions aux limites (5.5) imposent,

{ Ul,—rye = . (G.3)

Tl—ryve = 0

(=}

C’est-a-dire, en coordonnées cylindriques,

( a¢aa + a¢ha 15%

Urlr=rvo = or or r 00 =0
. 1 a(ﬁaa 1 a(bhll a¢a _
Uh=rvo = S5 750 oy 0 (G-4)
w? W
T’TZR,V@ - gp(baa - Mqﬁh(z
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avec,

¢aa = ¢aa,inc + (baa,diff
Pha = Phadiff : (G-5)
¢a = T;Z)a,diff

Le report des expressions des potentiels incident (G.1) et diffusés (G.2) dans les conditions li-

mites (G.4) donne successivement, pour 7 = R et pout tout 6,

kol (kaR) + D%k, H. (koR) + DMkl (knR) + D”m“%Hm(kvR) ~0
m aa ha T va ! _
RJm(kaR) + Dm RHm(kaR) + Dm RHm(th) + Dm kam(kvR) 0 N (G6)
W LT, (kaR) + w? — DU, (ko R) — —~DMH,, (ky R) = 0
Cr c, " Bovn, ™
DikaHy, (kaR)+  DlkaH, (knR) + Dyt S Hyu (ko R) = —kad, (k)
aa™ ha 1T va ! __m
Dy S Hu(keR)+ DU ZHu(kR) + Dtk H, (kR) = —ZIa(kaR) | (G7)
De%? L (ko R)— Dh—“_H, (kyR) (kR
("G " Bovn Cy

Ce systeme d’équation s’écrit sous une forme matricielle,

A ! D?f? !
koH. (kaR)  kpH., (knR) %Hm(kvR) — koJ (kuR)
m m / m
w? W w2
—H,, (k,R) — H,,(k,R) 0 — —Jn(kR)
Cp oVh Dve C(p

La résolution de ce systeme d’équation est réalisée numériquement. Pour les deux autres cas, respec-
tivement potentiel entropique incident et potentiel tourbillonnaire incident, la matrice est la méme.
Seuls changent les deux vecteurs dont le premier porte sur les coefficients de diffusion D,,, et le se-
cond, sur la nature du potentiel incident. Les deux autres systemes d’équation s’écrivent, sous forme

matricielle,

Cas 2. Potentiel entropique incident
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kgH,,, (ko R)

m
_Hm a
7 Hin(kaR)

2

w
FpHm(kGR)

thlm(th) %Hm(kvR)
FHa(kR)  kH, (K R)
“ H,.(knR) 0
0Vh

Cas 3. Potentiel tourbillonnaire incident

/

koH,, (ko R)

SE

H, (ko R)

2
w
FpHm(kGR)

th;n(th) %Hm(kvR)
FH(kR)  kH, (ko R)
w

— H,,. (kLR 0
Bovn (hn )

Dvh

m

DG,U

th

VU
Dm

— kpd(knR)

m

JIm(knR)

W

o 3

Jm(kyR)

— koJ(kyR)

, (G.9)

, (G.10)






Annexe H

Développement des potentiels sur les

fonctions de Bessel

L’objectif de cette annexe est d’écrire les différents potentiels sur une méme base de fonction de

Bessel centrée sur un vecteur 7.

H.1 Développement des potentiels extérieurs

Dans cette premieére section, l'intérét est porté sur le développement des potentiels incidents exté-
rieurs, dont les formes sont données par les relations (5.14), (5.18) et (5.22) et rappelées ci-dessous.
Ces potentiels sont projetés sur les fonctions de Bessel J,,, centrées sur un vecteur 7} arbitraire. Ces
développement sont effectués pour chacun des trois cas acoustique, entropique et tourbillonnaire.

Pour cela, la formule générale

R = STy, (k7 ) O 0mR) (H.1)

m=—00

est utilisée.
— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

Un potentiel acoustique extérieur imposé et fixée par sa composante n de Fourier prend la forme,

2nm .
Ga,ext(x,y) = cos <7y> ethaen® (H.2)

Ce potentiel s’écrit en coordonnées polaires en utilisant la formule d’Euler,

ez'/SJ.F + eiE;.F

buen(7) = 3 (113)
ou les composantes des différents vecteurs en coordonnées cartésiennes sont,
X ka,xn ka,zn
P = . k= . k= . (H.4)
¢ 2nm ¢ 2nm
Y L L
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Les deux exponentielles qui apparaissent dans la relation (H.3) se développent sur les fonctions de

Bessel J,,, centrée sur un vecteur 7 arbitraire par 'intermédiaire de la relation (H.1),

o .
I n mi.goo . 0 P ) (H5)
etk ™ = etk N my, (k‘a|F—Fl|)e’m< )
m=—00

ou le vecteur 77 désigne la position du cylindre [ et a pour composantes en coordonnées cartésiennes

ﬁ:(é”) , (H.6)

et 9,—% = _912; = 0,4, donc,
- koL ka.aonL
o= 5 oS (Oan) ’2
, (1.7)
- k,L kaaonL
_._) == _0(1 n) = ?
k.7 5 cos ( n) 5

Le potentiel extérieur incident s’écrit donc, en coordonnées cylindriques, sur les fonctions de Bessel

Jm centrée sur le vecteur 77,

Ka.anL .
ba,ext(T — 1) Z e’z cos(mbyy)i™ I (k|7 — 71]) e’m(eﬂﬂl) , (H.8)

m=—0Q

c’est-a-~dire, en regoupant les termes m > 0 et m < 0,

Gt (7= 71) = 3 (2= bmo)e ™5 cos (mba) ) ™I (k= 7il) cos (mby—) |, (H9)

m=0

— Cas 2 : potentiel entropique imposé

2 .
Dhext(,y) = cos (%y> ciknant (H.10)

Ce potentiel s’écrit en coordonnées polaires en utilisant la formule d’Euler,

R G
ezkh T elkh T

¢h,ewt(f‘) - 9 5 (Hll)
ou les composantes des différents vecteurs en coordonnées cartésiennes sont,
T kh,xn kh,xn
= I+ = _
7= , k= , k= . (H.12)
2nm 2nm

y A L
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Les deux exponentielles qui apparaissent dans la relation (H.11) se développent sur les fonctions de

Bessel J,,, centrée sur un vecteur 7 arbitraire par 'intermédiaire de la relation (H.1),

iR W NS m P im(gﬁ_erﬂ*ﬂ)
DD M e

= H.13
T o N P "m<9'?*_6”l) | "
D D A U e DL

m=—0oQ

ou le vecteur 7; désigne la position du cylindre [ et a pour composantes en coordonnées cartésiennes,

7=<0L/2> ; (H.14)

et 9,—5: = _912; = O, donc,
- kpL kp anlL
k‘;ﬁ = " cos (Onn) = “han
2 ’ 2
, (H.15)
- kpL kp anL
ky . = hT cos (—bnn) = h’2

Le potentiel extérieur incident s’écrit, en coordonnées cylindriques, sur les fonctions de Bessel J,,
centrée sur le vecteur 77,
kh,xnl’

Ohext (T —T7) = Z ez cos (M) 0" I (ki |7 — 1) eim(eﬂﬂ) , (H.16)

m=—0oQ

c’est-a~dire, en regoupant les termes m > 0 et m < 0,

> L

K ,xn
¢h,ext(F_ Fl) = Z ((2 - 5m,0)el " 2 COS (meh,n)> Zme (kh|F_ Fl|) COS (me?—f"z) ) (H17)

m=0

— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé

2 .
T;Z)ext x,y) = sin nﬂ-y ezku,znw . H.18
L

Ce potentiel s’écrit en coordonnées polaires en utilisant la formule d’Euler,

—. —
3G .
v T

. ethv T _ ot v T
i
ou les composantes des différents vecteurs en coordonnées cartésiennes sont,
x kv,zn kv,xn
7= . kf= . k= . (H.20)
y 2nm 2nm

L L



132 H Développement des potentiels sur les fonctions de Bessel

Les deux exponentielles qui apparaissent dans la relation (H.19) se développent sur les fonctions de

Bessel J,,, centrée sur un vecteur 7 arbitraire par 'intermédiaire de la relation (H.1),

m .
eRE T = kT Z ’ime(k?v|’r_”—7_‘}|)elm<€;€j_9?—?z>
. H.21
iky 7 oA NS L z’m(et—ef.;l) ’ ( )
etho T = giky T Z ™I (k|7 = 7)) e VRS
m=—o00

ou le vecteur 7 désigne la position du cylindre [ et a pour composantes en coordonnées cartésiennes,

P < OL/2 ) 7 (H.22)

et Gﬁ = —913; = 0y, donc,
-, k,L ko o L
o= 3 cos (0y.n) U’gn
, (H.23)
- koL ko onL
T g cos (—0yn) = v’zn

Le potentiel extérieur incident s’écrit, en coordonnées cylindriques, sur les fonctions de Bessel J,,

centrée sur le vecteur 77,

Veat(F Z & sin (M) i I (k|7 — i) e Or) (H.24)

m=—0oQ

c’est-a-dire, en regoupant les termes m > 0 et m < 0,

Gean (7= 1) = S (=201 = G)e’ 5 sim (b)) " Ty (ol = 7i]) sin (mbr_7) |, (H.25)

m=0

H.2 Coefficients de pondération des potentiels incidents

Le but de ce paragraphe est de donner I'expression des coefficients B,, intervenant dans les ex-
pressions des potentiels incidents (5.28),(5.31) et (5.34) (et par la méme occasion, les coefficients A,
intervenant dans les expressions des potentiels diffusés (5.26), (5.29), et (5.32)). Les expressions des
potentiels incidents (5.28), (5.31) et (5.34) sont écrites sur des bases de fonctions de Bessel. Pour
déterminer les coefficients B,,, les potentiels incidents (5.27), (5.30) et (5.33) vont étre exprimés sur

ces mémes bases.
— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

Les résultats de la section précédente donnent ’écriture du potentiel imposé sur une base de

fonction de Bessel centrée sur le vecteur 7). L’utilisation du théoréme d’addition des fonctions de
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Bessel (D.2) permet de réécrire les potentiels diffusé (5.26) sur la méme base de fonctions de Bessel,

— —

Paa,ine(T'—77) = (D By + D%LBLLLG + Dy Bl G (ka, ™= 71) + Ga,eat (T —17)

WE

3
]
o

—

Pah,inc(T—71) = (D7 Byt + Dyt Byt + Dy By | G (ki 7 — 77) (H.26)

Nk

3
]
o

[Die By + Dy Bt + Dyt Bt |G (ky, 7 — 71)

Nk

wa,inc(F - ﬁ) =

3
I
=)

ot les fonctions G (k) et GSi*(k) sont définies par,

Ges(k,7) = Y i Hp (k|7 — 7)) cos(mbr_r)

i e H.27
Gin(k,7) = > i™Hp(k|F - 7)) sin(mbp_r) (H.27)
J#

et peuvent s’écrire, en utilisant une nouvelle fois le théoréeme d’addition des fonctions de Bessel (D.2),

R - . L 1
Ge* (k7= 71) = > [Ojm—gq (kL) + O g(RL)]i% 34 (k|7 — 7i]) cos(qr_)(1 — 59.0)
=0 (H.28)
Gk, 7= 77) = Y [0hn—q(kL) = Omiq(kL)]i®J (k|7 — 77]) sin(qf7—z)
q=0

et les fonctions o, (kL) représentent des séries de Hankel d’ordre m,

Om(kL) = o_m(kL) = (14 (-1)™) Y Hp(jkL) . (H.29)
j=1

Le comportement de ces séries, déja rencontrées dans le cadre du chapitre 2 pour des arguments

réels, est discuté a la fin de cette annexe.
— Cas 2 : potentiel entropique imposé

De la méme maniere, les potentiels diffusé (5.29) sont écrits sur la méme base de fonctions de

Bessel centrée sur le vecteur 77,

0
OnncF— ) = > [DI B + D BI + D BUGE (g, 7 — 17)
m=0
0
thh,inc(??— ﬁ) = Z [D%Bglh + DthBi,Llh + D%)B;)@h]Gfgs(k?h, E fl.) + ¢h’ext(,r_’,_ 7’7) (H30)
m=0
0
UnaneF =) = Y DB + DI BI + DY BIG (ko — 71)
m=0

— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé
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Dans ce dernier cas, les potentiels diffusé (5.32) sont aussi écrits sur la base des fonctions de Bessel,

— —

uaine(T—71) = Y [DyBy + Dy By + Dy B 1Grs (ka, 7 — 7i)

NE

3
]
o

(DB Bay + DU BLY + Dy B IGEe (b, 7= 17) (1.31)

NE

¢vh,inc(F - 77) =

3
]
o

Dy By + Dot B! + Dy BrY |G (ko 7 — 77) + Yt (F — 77)

Nk

¢v,inc(F_ 77) =

3
]
o

Une identification entre les deux expressions des potentiels incidents pour chacun des trois cas,
respectivement entre (5.28) et (H.26) , (5.31) et (H.30) , (5.34) et (H.31), conduit a I’écriture expli-

cite des coefficients de pondération B,, recherchés,

— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

o
Bfg = 5b,a(2 - 5m,0)€ik“’mL/2 COS(mea,n) + Z F%I,)q Z DZCBga : (H'32)

q=0 c=a,h,v

— Cas 2 : potentiel entropique imposé

Bt = Gy (2 = Om0)e et cos(mby ) + Y FRl > DBt (H.33)

q=0 c=a,h,v

— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé

Bff,}b’ = —2z'5b,veik”’x"L/2 sin(mby ) + ZFZZLI?Q Z DSCBSU ) (H.34)

q=0 c=a,h,v

ou ¢ est le symbole de Kronecker et I'indice b prend les trois valeurs a, h et v. Les fonctions F:;bl ont

la forme suivante :

1
Fob = (1- 55m,0)(5b,a + Sy 1) [Omrq(ky L) + Om—q(kpL)] + Spo[omrq(kpL) — om—q(kyL)] (H.35)

et les fonctions oy, (kyL) sont discutées a la fin de cette annexe.

La résolution des trois équations ci-dessus donne ’ensemble des coefficients B,, recherchés (et
donc, les coefficients A,,). Pour ce faire, une réécriture des trois relations sous forme matricielle est

effectuée.
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H.3 Résolution des équations portant sur les coefficients de pon-

dération

La matrice des coefficients de diffusion [D,,,] étant connue, les trois systémes d’équations (H.32),

(H.33) et (H.34) peuvent étre résolues. Pour cela, une écriture matricielle de ces trois systemes est

proposée pour chacun des trois cas et pour m = [0: M] et ¢ = [0: M].

— Cas 1 : potentiel acoustique imposé

Bg® etkaenl/2 cog(0.0,.,) Bg*
B 2¢tka,enl/2 cos(1.6,, ) B
B¢ 2¢tkaenl/2 cos(M.0,.,) B¢
Bl 0 Bl
Bl 0 Bl
bl | o | |
o : ol
Bge 0 B
Bye 0 By
By 0 By
avec les matrices [F] et [D] définies comme suit :
Foo Foa Foar | O 0 0 0
Fio Fiy FY o
Firo Fira Fyam| 0 0
0 0 Fio T Foar
Lo Pl P i
Flio Pl oo Pl | 0 o
0 0 Foo  Fou Fo
Fio Fis FY ur
0 0 | o 0 |Fy, Fy, Y

(H.36)

, (H.37)
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Dge 0 |Dgh 0 |Dg 0
D{e D¢h D{v

0 D% | 0 D |0 D%y

Dje 0 | Dt 0 |Dpv 0
Dhe Dih Dhv

h hh h

0 Dha | 0 Dhiv 10 Dhy

Dg® 0 | Dy 0 | D 0
Dye Dyh DYV

0 DY | O DY |0 DYy

(H.38)

La matrice [F] contient trois blocs de matrices disposées sur la diagonale. La matrice [F] contient

neuf matrices diagonales.

La solution du systeme d’équations (H.36) est obtenue en résolvant le probleme,

aa

BO
aa

Bl

aa
B M
ha
B 0
ha
B 1

ha
BM

va
BO

va
Bl

va
BM

— Cas 2 : potentiel entropique imposé

eika,an/z COS(O-ea,n)
Qeika,an/z COS(l-Ha,N)

2eika,an/2 COS(M-Ha,n)

(H.39)
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Bgh 0
Bgh 0
B 0
Bhh et*nanl/2 cos(0.0), )
B 2etknanli2 cos(1.0, )
= ED] || (.40)
Bhh 2¢tknanl/2 cos(M.O, )
By 0
By" 0
By 0
— Cas 3 : potentiel tourbillonnaire imposé
BgY 0
B 0
B} 0
Bhv 0
Bw 0
[La] — [F][D] . : (H.41)
Bhw 0
BgY 0
By —2jethvanl/2gin(1.6, )
By —2jethvanl/25in(M. 0, ,)

La convergence des résultats obtenus pour les différents coefficients B,,, dépend de la troncature

sur 'ordre M retenue pour le calcul des sommes infinies qui apparaissent dans les relations (H.32),

(H.33) et(H.34). La méthode utilisée pour résoudre le probleme est celle présentée dans I’annexe C

(calcul de ces mémes coefficients en fluide parfait).

L’ensemble des coefficients By, étant calculé, les coefficients A,, se déduisent de la relation (5.38)

reliant les coefficients B, aux A, par la matrice [D,,] des coefficients de diffusion.
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H.4 Discussion sur les séries de Hankel

Les séries de fonction de Hankel introduites dans les sections précédentes sont rappelées ici,
(o]
om(kL) = 0 (kL) = (14 (=1)™) Y Hp(jkL) (H.42)
j=1
ou L est la période du réseau. Deux cas sont a considérer pour évaluer ces séries. Si I’argument
k est réel (cas acoustique k = k,), ces séries correspondent a celles rencontrées dans le cadre du
chapitre 2. Dans ce cas, elles sont développées en séries de Schlomilch présentées dans ’annexe C. Si

Pargument k est complexe (cas entropique k = kj, et tourbillonnaire k& = k,) et de la forme (1\;;) k|,

les fonctions de Hankel H,, (kL) tendent naturellement vers 0 lorsque 'argument & augmente. Dans
ce cas précis, les séries oy, (kL) convergent donc tres rapidement. Une troncature de la série portant
sur les éléments j permet d’estimer, avec une bonne précision, les valeurs de o,, (kL) et de o, (k,L).

Les séries 0,,(kL) peuvent donc étre remplacées par des sommes,

Jmax

(kL) = o_m(kL) = 1+ (~1)™) S H, (kL) | (H.43)
j=1

ou le nombre Jy;4x de sommes retenues est fixé.



Annexe 1

Calcul des 9 familles de coefficients de

réflexion et transmission

L’objet de ce paragraphe est de détailler le calcul des coefficients de réflexion R, et de transmission

T, dont les expressions finales sont données par les relations (5.60) et (5.61). Pour cela, les propriétés

d’orthogonalité des fonctions sinus et cosinus [1] présentées dans 'annexe E (E.2) sont réutilisées ici.

I.1 Coefficients de réflexion

Une identification entre les expressions des potentiels réfléchis données par les relations (5.50),
(5.55) et (5.60) dépendant des coefficients de réflexion R, et (5.47), (5.52) et (5.57) dépendant des

coefficients A,,, donne, en x = 0,

2p7

Rgf; cos <Ty> qﬁgb’o(f’)
RAb 2pm -
N COs Ty - (bhb,O (F)
. 2pm ~
R;’,Z sin (%y) = zﬁb’o(r)

: (L1)

ou l'indice b prend les trois valeurs a, h et v correspondant aux cas acoustique, entropique et tour-

billonnaire. Soit, en introduisant les propriétés (E.1),

/y:L/2 2pm 2qm d
—y | cos | —
- Y Ty ) dy

Rgg cos <

y=L/2
o

y=L/2 9 9 y=L/2
p qm
R, cos —y> cos <—y> dy = /
/y:0 P < L L y=0
y=L/2 2pm 2qm y=L/2
R sin (Ly> sin (—y) dy = /
/y:0 b L L y=0

S 2qm
D p () cOS <Ty> dy

2
qb}:bp(??) coS <%y> dy (1.2)
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et, en utilisant les propriétés (E.2),

( 1 4 [yv=L/2 2pm
R = 7—/ 2 o(7) cos <— >d
P (1+5p7o)L =0 ‘Zﬁab,o(q) I y)ay

1 4 pv=bz opm
RZZ = ) z/ Gpp,o () cOs <7y> dy |. (1.3)
) Y

4 [y=L/z [ 2pm
RZ;L = (1- 5p7o)z / Py 0(7) sin <Ty> dy
\ y

Les coefficients A,,, étant précédemment calculés, I’ensemble des coefficients de réflexion R,,, se
déduit de I’évaluation des fonctions ¢ et ¢ diffusés en x =0 et y = [0; L/2].

1.2 Coefficients de transmission

Une identification entre les expressions des potentiels transmis données par les relations (5.50),
(5.55) et (5.60) dépendant des coefficients de réflexion T),, et (5.47), (5.52) et (5.57) dépendant des

coefficients d’émission A,,,, donne, en x = L,

2pm 2nmw - .
TZI;L Cos (TZ/> = dqpcOs <Ty> elkaanl 4 ¢:b,L(7“)
pn COS 3 ) = OppbCO8 T yle + ¢hb,L(T) ) ( : )
2 2 ;
Ty, sin (%y> = Oypsin (%y> efoenl -y (7)

Soit, en introduisant les propriétés (E.1),

y=L/2 2 2
/y:0 ng cos <%y> cos <%y> dy =

y=L/2 2 . 2
/ <5a,b cos (ﬂy> hRaanl | ¢:bL(F)> cos <ﬂy> dy
y=0 L ’ L

gy

y=L/2 2 , 2 ’
/ <6h,b cos <%y> ehmant 4 @Tb,L(F)) cos <%y> dy
y=0
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et, en utilisant les propriétés (E.2),
. 1 4 [y=L2 2pm
b _ ka,anL + e
Ton = apOpne™ "+ 57 /y:o o 7)o ( L y> W
. 1 4 [v=L2 2pm
hb _ En onL = + (=
Ton = OnpOpnehant + 05001 /y:O Gpyp.,(T) cos < 7 y> dy (1.6)

) 4 y=L/2 N
T;’,fl = Gup0pn (1 — dp0)e™oent 4 (1 — 517,0)2 / 1/1;L(7’) sin <
y

Les coefficients A,,, étant précédemment calculés, I’ensemble des coefficients de réflexion T,,, se

déduit de I’évaluation des fonctions ¢ et ¢ diffusés en z = L et y = [0; L/2].






Annexe J

Digression sur d’autres fluides

La digression proposée dans cette annexe au chapitre 6 concerne 1’étude de la transition entre un
régime visco-thermique et un régime de diffusion multiple dans deux fluides différents. La grandeur
d’intérét est la partie réelle de la vitesse de phase décrite par la relation (6.4). Deux cristaux de
porosité différente sont étudiés a chaque fois. La porosité du premier est ® = 0.90 et celle du second
est ® = 0.50. Le rayon des cylindres est fixés a R = 1 mm. Les fluides considérés sont ’eau et

I’hélium. Leur caractéristique est rappelée dans la suite.

J.1 Zone de transition pour un cristal entouré d’eau

La propagation dans un réseau périodiques entourés d’eau a suscité un intérét dans la limite
grande longueur d’onde [25] pour des applications océanographiques d’une part, et dans les hautes
fréquences [44, 50, 73] ou les cristaux peuvent présenter des bandes interdites d’autre part. Des
études récentes ont également été menées dans le cadre de cavités cylindriques remplies d’eau [55]

pour une géométrie a deux dimensions similaires.

Les caractéristiques utilisées pour effectuer les simulations numériques sont celles données dans le
tableau J.1. La géométrie du cristal est toujours celle donnée sur la figure 3. Le rayon des cylindres
est fixé & R = 1 mm. Les figures J.1 représentent I’évolution de la partie réelle de la vitesse de phase
en fonction de la fréquence réduite k,L /7, avec ky = w/Ceqn. La vitesse du son dans l'eau est donnée
dans le tableau J.1.

Les figures J.1 font apparaitre un comportement similaire au comportement des mémes cristaux
dans Dair : il existe également une zone de transition entre les régimes visco-thermique et de diffusion
multiple caractérisée par un maximum local. Cependant, dans le domaine présenté, la vitesse de phase
est décrite de maniere satisfaisante par les modeles de diffusion multiple seul. L’origine de cette
observation réside dans le caractére faiblement dissipatif de I’eau qui se traduit par une viscosité
cinématique et une diffusivité thermique faible (cf. tableau J.1). Les figures J.2 montrent les écarts
relatifs entre les vitesses de phase calculées en prenant en compte les effets de diffusion multiple
avec et sans dissipation. L’étude est réalisée pour des échantillons de porosité ® = 0.50 dans I’air et

dans 'eau. Les vitesses présentées sont normalisées par rapport aux célérités respectives cy et ceqy

143
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1412 w w w ]
1410
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1400
Fluide parfait (HF) - -- ‘
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Fia. J.1 — Représentation de la partie réelle de la vitesse de phase complexe cg en fonction de la
fréquence réduite k,L/m pour un cristal phononique dans leau. La figure du haut est associée a
un échantillon de porosité ® = 0.90 et celle du bas, a un échantillon de porosité ® = 0.50. Les
courbes en traits pleins (—) correspondent aux résultats obtenus avec le modéle complet (le concept
d’admittance donne les mémes résultats). Les courbes en croix (+) sont obtenues par Cortis en
utilisant une méthode d’éléments finis et représentent l'impact des effets visco-thermiques. Enfin, les

courbes en traits discontinus (——) représentent les effets de diffusion multiple seuls.



J.2 Zone de transition pour un cristal entouré d’hélium 145

Température Teauw =293 K

Vitesse du son Coan = 1 480 m.s~1
Masse volumique Pean = 998 kg.m™3
Rapport des capacités vy=1

Diffusivité thermique vy =149 x 1077 m2.s7!
Viscosité cinématique vy = 1.00 x 1076 m?2.s71
Capacité calorifique massique a pression constante | C), = 4 180 Jkg LK1

TAB. J.1 — Parametres de l’eau utilisés pour les simulations numériques. Les valeurs présentées ici

sont celles données par [21].

0.5— ———————y : ———r 55
+ : . '
045+ - P RARSTRIIISRPRRISPRRE B b
‘. | Eau wsl e A
0\0 04 77777777 ‘;’ 77777777777777777777777777 : 777777777777777777777777777777777 O\o ++
+ .
8 ossp R o g Y, :
£ + } B 3B B
S 03F s o R 5 +, :
< + . < T -
I tL . i~ +
@ .25 5] + ;
0 ty G 2B L .
o +++3
0.2 ++]+ N Qe *44 """"""""""""""""
oy . T,
015 A *'+"+"+' """"""""""" T AR R R TR LR LR RS SR PP S e |
0.1 . . . M ‘i ‘++++‘++«++‘+ 1 . . . L ‘i . +‘+++‘++J‘r
' 0.02 0.1 0.5 0.02 0.1 0.5
koL /m kaL/m

Fi1G. J.2 — Représentation des écarts normalisés entre les vitesses de phase calculées en prenant en
compte les effets de diffusion multiple avec et sans dissipation. La figure de gauche correspond d un
cristal phononique de porosité ® = 0.50 dans l’eau. Celle de droite correspond a un méme cristal

dans Uair.

données dans les tableaux 4.1 et J.1.

Dans le domaine de longueur d’onde considéré, les figures J.2 justifient la prédominance des effets
de diffusion multiple pour le cas d’un cristal phononique dans ’eau. En effet, si les effets dissipatifs
sont négligés, l'erreur commise est inférieure & 0.5% (figure de gauche). Cette erreur est dix fois
plus grande dans 'air ot les effets visco-thermiques sont plus importants (figure de droite). Dans les
deux cas, 'augmentation des écarts aux hautes fréquences k,L/m =~ 0.5 souligne I'importance de la

considération des effets visco-thermiques se produisant au voisinage des cylindres (cf. chapitre 4).

J.2 Zone de transition pour un cristal entouré d’hélium

Les caractéristiques utilisées pour effectuer les simulations numériques dans 1’hélium sont main-
tenant données par le tableau J.2. L’évolution de la partie réelle de la vitesse de phase en fonction
de la fréquence réduite k,L/m avec k, = w/cpe est représentée pour les deux échantillons sur les

figures J.3.

Pour le cas de I'hélium, les figures J.3 font apparaitre un comportement similaire & celui observé



146 J Digression sur d’autres fluides

Température The = 300 K

Vitesse du son Che =1 020 m.s~!
Masse volumique phe = 0.1625 kg.m™3
Rapport des capacités v = 1.67

Diffusivité thermique vy, = 1.80 x 1074 m2.s7!
Viscosité cinématique Uy =122 x 1074 m2.s7!
Capacité calorifique massique & pression constante | C), = 5 193 Jkg LK1

TAB. J.2 — Paramétres de U’hélium utilisés pour les simulations numériques. Les valeurs présentées

ici sont aussi données par [21].

975 . . ——t

Cortis (BF) +
. Modele complét—

0.02 0.1 0.5

680 "Filide parfait (HF) -~ ;

660 Cortis (BF) + - e
Modele complet— :

640 n n n L n | n n " "
0.02 0.1 0.5

koL/m

Fi1G. J.3 — Représentation de la partie réelle de la vitesse de phase complexe cg en fonction de la
fréquence réduite koL /7 pour un cristal phononique dans Uhélium. La figure du haut est associée
a un échantillon de porosité ® = 0.90 et celle du bas, ¢ un échantillon de porosité ® = 0.50. Les
courbes en traits pleins (—) correspondent aux résultats obtenus avec le modéle complet (le concept
d’admittance donne les mémes résultats). Les courbes en croix (+) sont obtenues par [17] en utilisant
une méthode d’éléments finis et représentent impact des effets visco-thermiques. Enfin, les courbes

en traits discontinus (——) représentent les effets de diffusion multiple seuls.



J.2 Zone de transition pour un cristal entouré d’hélium 147

Ecart normalise %

Fi1G. J.4 — Représentation des écarts normalisés entre les vitesses de phase calculées en prenant en
compte les effets de diffusion multiple avec et sans dissipation. La figure de gauche correspond a un
cristal phononique de porosité ® = 0.50 dans [’hélium. Celle de droite correspond a un méme cristal

dans air.

dans 'air. Contrairement au cas précédent (cristal phononique dans ’eau), les effets visco-thermiques
dans I'hélium sont plus conséquents que dans lair et se traduisent ici par une plus forte décroissance
de la vitesse de phase aux grandes longueurs d’onde. Ce phénomeéne se traduit par un maximum
local, caractéristique de la transition entre les deux régimes, beaucoup plus marqué pour chacun
des échantillons. L’effet associé a la présence de la premiere bande interdite dépend exclusivement
de la dimension de la longueur d’onde acoustique et se manifeste donc toujours au voisinage de
koL/m =~ 0.5.

Les figures J.4 montrent les écarts relatifs entre les vitesses de phase calculées en prenant en compte
les effets de diffusion multiple avec et sans dissipation. L’étude est réalisée pour des échantillons de
porosité ® = 0.50 dans ’air et dans I’hélium. Les vitesses présentées sont normalisées par rapport

aux célérités respectives ¢y et cp. données dans les tableaux 4.1 et J.2.

Dans le domaine de longueur d’onde considéré, les figures J.4 montrent I'importance des effets
visco-thermiques dans le cas de la propagation dans I’hélium. L’erreur commise en négligeant ces
effets dissipatifs est dans ce cas deux fois plus importante que dans lair (erreur de 10% aux tres

grandes longueurs d’onde).
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