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INTRODUCTION

Le test du khi-deux de Pearson est un des tests étatistiQues les
plus connus , et trés tot s'est posé le probléme de le rattacher & une
classe de tests plus générale . Deja Neymann en 1937 [14] montrait le
lien existant avec le test des coefficients du développement de la densité
de probabilité en série de polynomes de Legendre .Cette idée ; été
reprise par’Barton en 1956 [16] , puis par Nadaraja  [i5]

Enfin Bosq a complété ces résultats en 1978 par une étudé de la
classe des tests hilbertiens , le test des coefficients du dévéloppement
de la densité de probabilité en série de fonctions orthogonales en étant

un cas particulier

Or, comme le faisait dé&ja remarquer Neyman , un des problémes
principaux de ce type de tests est celui du choix de 1'ordre du
développement de fagon a avoir une approximation satifaisante dé 1a

densité de probabilité .

Pour résoudre ce probléme , nous avons alors eu besoin d‘une
mésure de dépendance et nous avons eu recours aux indicateurs FVD:
fournis par les distances X? classiques de la fonction de répartition
du vecteur aléatoire a la fonction de répartition de 1'indépendance
Les principales propriétés de ces indicateurs ont été étudiées par Renyi
(|7[.[8)) . Schweizer et Wolf [12] . Nous les avons complétées dans

2| et [3] de fagon & pouvoir faire le lien avec les développements en

série . Nous rappellerons ces propriétés dans une premiére partie



Dans une deuxié&me partie , nous avons étudié le cas particulier de

vecteurs aléatoires de lois marginales uniformes d valeurs dans ib,[]z .

Comme bases orthogonales , nous avons choisi les fonctions produits

des &léments des bases orthogonales classiques : polynomes de Legendre ,

fonctions trigonométr}ques ou fonctions indicatrices-d'ensemblev

Nous avons déja étudié , sous 1'aspect probahiliste , les
principales propriétés du lien entre série et dépendance dans [3] . nous
complétons cette &tude ici et nous étudions également 1'aspect statistique
a partir des résultats de Bosq

Comme on pouvait 1'espérer , on trouve alors que ce sont les termes
de plus bas degré de la série qui sont les plus importants pour 1la
dépendance mesurée par les coefficients pN » ce qui- fournit une

h
solution au probléme soulevé par Neyman

L'avantage essentiel des bases que nous avons employées est de
faire apparaitre les lois marginales de fagon simple

Or , ce résultat est facilement généralisable au cas d'un vecteur
aléatoire a valeurs dans RZ » de lois marginales quelconques et
n'admettant pas forcément de densité de probabilité

‘Nous obtenons ainsi des suites de coefficients mesurant chacun une
dépendance particuliére . En particulier nous pouvons définir des
coefficients de corrélation d'ordre supérieur , complétant ,  dont on
connait les lacunes

D'autre part , cette possibilité de faire apparaitre les lois
marginales de fagon simple nous permettra aussi d'affiner le test
d'indépendance par le khi-deux . En effet , le test classique - basé sur
la statistique 2 - dans le cas de lois marginales connues , teste

X,Y
en fait des coefficients déja connus .



Nous proposerons donc un autre test d'indépendance par le khi-deux
qui appara¥tra plus naturel que le test classique , et dont la

2 2 2 . s . .
statistique - X X sous 1'hypothése d'indépendance , suit
X,Y X Y
asymptotiquement une loi du khi-deux ayant le méme nombre de degrés de

liberté que les lois marginales soient connues ou inconnues .

Nous concluerons enfin sur les rapports entre la dépendance et les
coefficients du développement en série de la densité de probabilité dans
une derniére partie ol nous @tudierons un exemple concret : lés
congruences linéaires considérées comi générateurs de nombres pseudo-

aléatoires ce qui nous permettra de préciser un peu nos résultats de

[4]



NOTATIONS

Nous noterons donc par ( ,0L,P ) un espace probabilisé et par

VE » 1'ensemble des applications mesurables de (e,0U,pP)

espace mesurable (E,€ ) donné

dans un

Si Ec= R? , alors V"‘E‘X’“"

désignera 1'ensemble des

vecteurs aléatoires (X,Y) € v ., de lois marginales m et m'

si E = [0,1]?

, alors nous noterons vE par V | et
vm®m

par V' Torsque m est la mesure de Lebesgue
E
* >
Soit pe N et X € V-

s nous noterons par F sa
mp
fonction de répartition , et par f sa densité de probabilité

éventuelle

De plus , si (x,v) ¢ vy 2
R
F2 les fonctions de répartition de X et Y et par f1 et f2

, nous noterons par  Fy et

leurs densités éventuelles

Nous garderons les notations usuelles : E(X)

» cov(X,Y)
o (X) et p(X.Y)

pour désigner respectivement 1'éspérance , 1a

covariance , la variance et le coefficient de corrélation



D'autre part , si "i ,» 1 =1,2,....p , est une suite
d'applications de [R dans [R , nous noterons par

HeHhe®....en
1'application de mp dans R définie par

(Yyo¥ps ey ) = Hily DB, (y,)e oo .Hp(yp)

H1®H2®.,..®H p

. P

Nous noterons encore : [N*2 1'ensemble IN*2 = (iN*)Zx;
U 1' application de RP dans R définie par |
Ulyy,y2,.oooyp) = yley2..oyp  (UIx,y) = x.y  si p=2 ) ;
et C(F) 1'ensemble des applications continues de 1'espace topologique
F dans R .

*
Nous garderons les notations classiques : 03‘) s peN

désignera la tribu des boréliens sur lRp , ou sur un de ses sous-
ensembles E ,
2 2
et nous simplifierons L(E,B ,m) en L(E,m) , et
P .

2 -
en L (E) si m est l1a mesure borélienne

Enfin , les signes ¢ , > et | i désigneront le'broduit
scalaire et la norme usuels sur les espaces J2(E,€,0) ou (£,€.,Q) est un

espace mesuré .

Ces signes seront précisés par < , > te
L(e,€,0) © 2iE.€ .0

lorsque ce sera nécéssairve .






PARTIE 1 : [INDICATEURS DE DEPENDANCE

Pour pouvoir juger du rdle des différents coefficients des.
développements en série de 1a densité de probabilité par rapport a la
dépendance , i1 nous faudra avoir une mesure de celle-ci . Nous aurons
alors recours aux coefficients Dﬁ , h¢€ m* U {+=} , qui sont en fait
les distances £ classiques de 1a fonction de- répartition a la
fonction de répartition de 1° indépendance . Nous allons maintenant
rappeler les définitions et les principales propriétés de ceux-ci . Pour
les démonstrations , nous renvoyons i 2], [3] 2] .

Quant au probléme du choix de ces coeff1cients -ci plutot que

d'autres , nous le traiterons en partie 3-1-2

1-1 : Notations : Nous supposerons donc que (X,Y) € V , et nous

noterons par &, » he N“U {+=} , les distances normées x? classiques

" . 2
sur les fonctions boréliennes réélles de [0,1]

8. (g,t) =4 t-g 4 P
h " p,1)2)

avec la convention 6 _(g,t) = 8(g,t) = sup lg(x,y) - t(x,y)l
(x,y) € 0,172

Dans le cas oli 1' on posséde un vecteur aléatoire i valeurs dans

[0,1]p, la généralisation naturelle de ces notations est immédiate et

c'est elle que nous adopterons .



Nous choisirons comme mesures de 1' uniformité les distances

6 (F.U) et &.(f, 1 e W]

o)
[0,1] 2

U représentant )'application U(x,y) = x.y

Dans le cas ol les lois marginales sont uniformes - et 1' ‘on sait que
1' on peut toujours se ramener @ cette hypothése si F} et F2 sont
continues [2] - ces mesures de 1'uniformité nous fournissent alors toute

une suite de cofficients de dépendance que nous noterons :

Dh(X,Y) = 6h(F,U) » D(X,Y) = &(F,u)

dh(X,Y) = ql( f .1 ) L dX,¥) =6 fF,1 )

[0,1]2 0,112

A
pour h € IN U {+=} .

Nous noterons par @ 1'ensemble des partitions boréliennes finies
de [0,1]2 : { Bs } ,seS, vérifiant Bg ) # 0 -y mesure de lebesgue .

Soit  {B,}e @ , nous noterons alors par f(B | 4 la fonction
s

constante et &gale a

P{ (X,Y)e B
S S sur chaque BS



Théoréme 1-2 : Soit (X,Y) ¢ VU

s

alors on a les inégalités suivantes :

1

(h 2 Tw . .
Dh(X,Y) < pour h¢e IN ,» et D(X,Y) < — -
(h+1)((2n+1)1) .
Lorsque ,hg N* , 1'égalité est réalisée si et seulement si X =Y p.s.

ou X=1-Y p.s. . Lorsque h = 4w 1'égalité est réalisée si

X=Y p.s. ou X=1-Y p.s.

Nous avons alors normalisé les coefficients Dh en posant :

1 .
(h+1)((2h+1)Y) | R~

Dﬂ(x,Y) = |- 5 D, (X,Y)  pour h¢ N* R
(2|

et 0V xy) - b LY) = 4 D(x,v)

Théoréme 1-3 :Avec les notations et hypothéses précédentes alors

)3

006N P <D 0GY) < By 00) < DyX,Y) < o < D(X,Y)

D SO



Théoréme 1-4 : Soit | li,j bo(io, ;ﬂ € Jxd' , {Ii,jle ®
& . =1l 2 ~ 1 12
verifiant : Ii,j li X Ij , ou Ii et lj
sont deux intervalles de [0,1] »de longueur L% et L§ et soient
1 2 2
Ly, = sup( Ly) et LY = sup ( L3)
R PR I L P T

u -
Soit (X,Y) € V et F sa fonction de répartition .
Soit G la fonction primitive :
G (x,y) = IOx on f[l }(u,v) .du.dv.
i,

1
alors  8(F.G) < — (L +1L,)

1-6 : Axiomes de Renyi : Renyi a introduit ces axiomes. en
1959 , [6],[7] . Ceux-ci forment un ensenble raisonnable d'exigences pour
des coefficients de dépendance .

Soient deux variables aléatoires X et Y de fonctions de
répartition continues, alors le coefficient de dépendance R(X,Y)
vérifie les axiomes de Renyi si

1°) R(X,Y) est défini pour tout X et tout Y

2°) R(X,Y) = R(Y,X) .

3°) 0 <R(X,Y) <1

4°) R(X,¥Y) =0 si et seulement si X et Y sont indépendantes .
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5°) RIX,Y) =1 si et seulement si X est une fonction
strictement monotone de Y » et Y est une fonction
strictement monotone de X

6°) Si f et 9 sont strictement monotones sur les ensembles
de définition de X et Y , alors
REF(X),g(Y) ) = R(X,Y)

7°) Si la distribution de (X,Y) suit une loi normale avec
p(X,Y)  pour coefficient de corrélation alors R(X,Y) est une
fonction strictement croissante de* p(X,Y) '

8°) Si (X,Y) et (Xn,Yn) » 0 € N , sont des variables
aléatoires de fonctions de répartition F et F , et si la
suite Fn converge faiblement vers F alors

Tim R(Xn,Yn) = R(X,Y)

N>

Théoréme 1-6 Les coefficients D , heg m* , Vérifient les

axiomes de Renyi (cf [12])

N
h

u . .
Théoréme 1-7 : Soient (Xi,Yj) € V* » 1=1,2 , de fonctions de
répartition F; et sojent r et q € N U({+} ,  alors

040 XYy - b xz,vz)l < s (FLF)

et aq( FI’FZ) < 6r( FI’FZ) si r>q ,

1 :
3 3 .
et aq( FisFo) < {?-sr( FI’FZ)J s sig)yr
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Théoréme 1-8 : Soit (Xn,Yn) , n ¢ IN, une suite d'éléments
U
de V., de fonctions de répartition Fn et soit
h € N*U|+m} , si 1'on suppose de plus que (Xo,yo) suit la loi

uniforme sur [b,l]? , alors on a 1'équivalence

((Xn,vn) —~x—~7(x0,Yo))¢:::; (linl ( Dh (Xn,Yn) ) = 0 )

o

Théoréme 1-9 : Notons par b 1'application de

12
W xpﬁl] dans R définie par :
b(X,¥,B,,8,) =P ( (X,Y)¢ B xB, ) - (P(Xe Bl))x(P(YeBQ))

. . u 2
et par t la restrictionde b a VvV x |
oll ] est 1'ensemble des intervalles inclus dans |0,1]
* . u
Solent eeR, , et (X,¥) et (XO,VO) € VvV .

alors les implications suivantes sont vérifiées

1).|c(x,v,.,.) -t Yo | < e = BIFF) e

20 BIFF) <& = |tGY,. L) - XYL, )| < 4

3 glffg) < e = |bXY,.) - by Yg )] < e
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Corollaire 1-10 : Soient h et h' ¢ [N* U {+=} , on a également

4)  |tx,Y,.,.)] < — .Dh(X,Y) < e,

s

5 NGV < e = [tV )] < e

| | 1
3 3
6 DY) < e = e, < 4 [Te] ,
ody) < e = Y., < e,
8) dh(X,Y) < ¢ pe— Dh,(X,Y) < €
Corollaire 1-11 : Soient {Ij} et {Ij.} ,Jeti'eN ,
deux suites d'intervalles disjoints de [0, 1]
*
Posons , pour tout couple (k,k') ¢ N 2
k k'
B, = U I, et B', = U I!
k j=1 J k jl=1 J
alors
9 Moy < e e [bOXY.B B )| < kk'ie
3T
100 D (XY) < e :‘lb(x,v,ak,sk.), < 4 kK [Te] :
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Exemple 1-12 : Nous rappelons que nous avons construits (1-
u
16, [3]) ., 1'exemple d'une suite de Vv . (xn,vn) , nEN, telle
que pour tout entier n , il existe une hijection f ge (0,1 sur
n

Tui-méme vérifiant Y = f (X ) et
n nn

p" (X, ¥, ) < ——gﬁ~— et  d.( X, ., Vo) = +=  pour h>2
2

Nous avons alors fait remarquer que par suite des arrondis de nos

calculs , 11 existe un entier q tel que pour tout borélien (leﬂz)

2
de [0,1] » on trouvera 1'égalité
P ( (xq,vq) € B x8, ) = (P(xqe Bl))x(P(qu B?_))

et donc que , normalement on estimera statistiquement que

N =
Dh(xq,vq) = dh(xq,Yq) = 0

et que les deux variables X et Yq sont indépendantes
q

Nous nous servirons de cet exemple lors de nos conclusions .
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PARTIE 2 : ETUDE DE CAS PARTICULIERS

Pour &tudier concrétement les rapports entre la dépendance et les
développements en série de la densité de probabilité , nous allons d'abord
nous limiter au cas de vecteurs aléatoires 3 valeurs dans [0,1]2 , de
lois marginales uniformes , et aux développements en série de produits de
polynomes de Legendre , de fonctions trigonométriques et de fonctions de
Walsh . Pour cela , nous rappellerons d'abord quelques: propriétés des
bases orthonormales , puis nous étudierons 1'aspect probabiliste , puis
statistique de ces développements . Nous généraliserons aussi les
résultats obtenus en ce qui concerne les coefficients de corrélation aux
coefficients de corrélation d'ordre supérieur , et les tests du khi-deux

comme tests d'indépendance



1 : PROPRIETES DES BASES ORTHONORMALES

Cette partie est en fait la clef de cette étude , car elle permet de
voir comment développer f en série en faisant apparaitre de fagon simple
les lois marginales .

Pour les démonstrations (excepté 2-5 et 2-6) nous renvoyons

a 3] .°

Soit ' (resp p") , une probabilité sur les boréliens de R ,

et soit | G; } (resp | G; }) , i€ N, une base orthonormale
de LR, ) (resp LR, ")

Théoréme 2-1 : Avec les notations ct hypothéses précédentes , la

JEERRp

famille . ®67 ), (i,i)e m2 , est une base orthonormale de
i k|

12( IR2, p' Q9bp." )

Théoreme 2-2 : Gardons les notations et les hypothéses du

J

théoréme 2-1 et soit f ¢ 1?([R2 , n' ®p" ) . Nous pouvons donc

écrire

f = y 'E."j o G%@G;

2, 2
) dans (R, w'&a")
(1,3) € W L S
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Posons alors : P{(x) = [: G{(t').u‘(dt') pour i & IN ,
et TIjly) = 4 Gi(t").p"(dt")  powr j e N
et FOoy) = [0 [0 fle et (de) ety
alors F = ) r;eor

_ T, .
(i.)e w2 HITTT

dans 1'ensemble des fonctions réalles bornées sur R2 .

muni de la topologie de la convergence uniforme

Théoréme 2-3 : Avec les notations et hypothéses du théoréme 2-2

H]

et en supposant de plus que f est une densité de probabilité par rapport

a p'@u" , et que G0 = luQ » alors on a les égalités

&Rf(x,y).p“(dy) = filx) = 1+ izl Ti,O'G;(X) dans  g2( Rin')

et 4Rf(x,y).p'(dx) = f2(y) =1 + le ‘o,j'G;(y) dans x?(ﬂ%,p") .
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Théordme 2-4 : Avec les notations ot hypothéses du théoréme 2-3 ,

et en supposant de plus que f est une densité de probabilité d'un
vecteur aléatoire a valeurs dans lR2 , dont les lois marginales sont
pl et .1“ ,

. .
alors , pour tout i¢ N , o =% =0 » etdonc

2, 2 -
f = 1 + % -G QG dans (R, p' ®u" ) .
(i,9)e p° 2 "1ITTE , |
) . ' pl@u“ )
Théoréme 2-5 : Soit (X,Y) ¢ Vv 2 , deloi Q , et
R

"

2 .
si nous posons pour tout (1,J) ¢ N : -« E( G%(X).G“(Y) ) .

i, i
alors , pour tout 1 € " ) o™ Tq "0
En effet ,
Y0 IIIRZ Gi(x).Q(dx,dy) = [ R G'i(x).p'(dx) = 0

Remarque : On définit ainsi une généralisation des coefficients

T, . récédents .
ig P
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Théoréme 2-6 : Avec les notations et hypothéses du théoréme 2-5

pour tout couple (i,j) € N*2 |, on a 1'inégalité

'ti,j' < 1

Il suffit de remarquer que T j est le coefficient de

corrélation de G'i(X) et G"j(Y)




- 19 -

2_: ASPECT PROBADILISTE

Nous éllons maintenant énoncer des propriétés qui permettent de
donner un lien entre 1'ordre du développement en série et la dépendance
mesurée par les coefficients D: . |

Nous nous limitons ici au cas des séries de produits de polynomes de

Legendre , de fonctions trigonométriques et de fonctions de Walsh .

La démonstration des résultats sera donné dans le quatriéme

paragraphe .
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1 : Cas de polynomes de Legendre

Un des premiers développements en série d'une densité de
probabilité qu'il vient 3 1'idée d'étudier est le développement en
polynomes : dans le cas de lois marginales uniformes , il s agira des
polynomes de Legendre . Une des caractéristiques de ce developpement
étant que le coefficient du polynome de plus bas degré de la série n'est
autre que le coefficient de corrélation » Nous suggérerons de remplacer
celui-ci , dont on connait les lacunes » par" une suite de coefficients
de correlation ",

Nous supposerons donc que (X,Y) € VU

Définition 3-1 : Nous appellerons donc polynomes de Legendre

sur_[0,1] , Tes polynomes L€ R[X] , ie N , vérifiant

deg( L, )

i 1 pour tout ie iN

et < L, Ly > = 1
3 °£2([0,1) %) ’

si i=3J et 0 sinon

Proposition 3-2 : Pour tout ne [N , on a 1'égalité suivante

NG n ¢l (-1 (i) i
L (x) = T e izo ( - )ox .
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1 . 2
En particulier tg=1, L(x) = 2{3(x -~ ), Lo(x) = J6 (6x - 6x +1),
2

et Lylx) = \7 (20x3 - 30x% + 12x - 1) .

Théoréme 3-3 : Si  (X,Y) adwmet une densité de probabilité
2 2 - )
f e L£( [0,1] ) , alors i1 existe une suite double réelle
oy 3} . (i) e N2, telle que

LioL,  dans  §¥( [0,1]2);,

et 0 = p(X,Y)

Nous généraliserons alors au cas ou il n'y a pas de densité de
probabilité en posant

ei,j = E( Li(X).Lj(Y) )

Théoréme 3-4 : Avec les notations et hypothéses précédentes ,

et si nous posons , pour tout (i,j)e 22

6, . = Oi.j , si i1 et j»l
1 0  sinon ,
%i+1,341 N %-1,3-1 G454 RERTE

_ ORI NCZEUZ5-1)  VOZTESV(25-1)  VOZi-IIUZge)

Pi,i

4 V{27 + 1) 021+ 1)
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alors

2, 12
- By ;-Ly®L; dans £°([0,1]°) .
oafen? Pt @l

Théoréme 3-5 : Soit {Mi J.} , (1,i)e M, 1a suite double

s

définie par : Moo =12~ - M= 5 > Moqp=M " 30—
. . . I |
MO,s" MS’O =3 , et Ml,s' Ms,l‘ g\ggg pour sg¢ N et s>2 ,

, 2 . ,
Mig "M TTea s pour (LENT, i>2 et jo2

Alors on a les inégalités suivantes :

V (s,t) € N , lﬁs,t' < M




3-6 : Cas ol les @ i<q et j<q

i B sont nuls

Soit (P une partie de N2 , vérifiant les axiomes suivants

1°) card(f’ ) < +=

2°) Si (1,1)e® , alors pour tout (i',j') ¢ INZ , tel que

0<i' <1 et 0<j'<j , (i,iVe® .

)
3°) Si nous nmotons |, 1'ensemble

@'= (e nd | (G ) @)
on a V'inclusion : [0,1]2n|N2 = ¢

Nous supposons donc que pour tout (i,irel . 0; i~ 0
alors
.1-~
N 2 |7 |
oj,y) < Joo(  p o, ok = eeh .
(i.j)¢(}‘ a
o || = inf _ ( min(i,3) ) ,
' ‘ (i;)¢ @
et ol e est une fonction vérifiant lim e(n) = 0

nrw

. ) : 2
L'application au cas particulier ou (" = |.0,q]ﬂm est immédiate .
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2 : Cas des fonctions trigonométriques

Nous trouvons dans ce cas des résul tats analogues aux précédents
Nous supposons toujours que (X,y) € v

3-7 : Nous noterons C; et Si , les fonctions définies par :

C,(x) = V2 cos(2nix) et S;(x) = V2 sin(2xix) , pour iEN.

Théoréme 3-8 : Si  (X,Y) admet une densité de probabilité
ra—
fEL(0,1]7) | alors i1 existe quatre suites doubles réelles :

{ai,j} , {bi,j} , {ci,j} et {di,j} , (i) € |N* 2 ’

telles que " :

8

8

—do Cse

+ |
(2,5 C®Cy by ;C@®S + ¢, s@cC + %5 5®5;)

ﬁ
]
[y
-+
W e i i

Code e
Pk

dans 1,2( Lb,l]z)

Comme précédemment nous généraliserons ces notations en posant

[~Y]
n

E( Ci(X)'Cj(Y) ) , b, E( Ci(*).sj(Y) ),

o
L]

[}

EC S, (X).C (Y) ) » d, ECS. (X).s_(Y) )
1 J 1 J
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=1+ . .+ .C 0 ..S .0 d. ..S.6
o™t 1<§<q (3,5 C®C;5 + by L@+ ey -SBC;+ 5 1S®Sy)
1<j<q

*
pour tout q € N ,

et Fq , la primitive de fq : Fq(x.y) = lox on fq(u,v)idu.dv

Lemme 3-9 : En conservant les notations précédentes , et , si

{yp p‘} désigne )'une des quatre suites doubles suivantes :

koo fond o Gl = B -

et si eg désigne le nombre eg

un
i >~
N
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Proposition 3-10 : Si nous notons par

) A, ..C.®C, + y B, ..C.®S +
(1,) ¢ N2 137177 jen  HITITT
ieN
) C, ..S.®C + y D, ..S.®S, ,
«ie [N* isj i j (i’j) € m*z ]9\] 1 -J
Je IN

2, . 2
le développement d¢ F - U  dans L0,

alors on a les égalités suivantes

*2
pour tout  (i,j) € N

d -C, . -b a
= 1 j = l’J = i’j = 1’j
z ’ BI,J 7" ’ Ci,j ’ DI,J
4y ij 4g 1j 4y ij 4n ij
*

pour tout qe N

d t dt
= = 2 * '_—_QLZ‘— ) ] oq = = * ..’
telN  2y2 nqt ’ teN 2V2 x qt
= Ct’ C = b’t

. b9
teN  2V2 4 qt

i
ot

-
ot

et enfin Ao,o
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Théoréme 3-11 : En conservant les notations précédentes ,

on a V'inégaliteé

2 5 1
S

VF-F 0 . < IR 'S
9 £2(0,1]%) nT) q

e e s e e it s

Théoréme 3-12 : En conservant les notations et hypothéses du

théoréme précédent , et si 1'on suppose de plus que

=d = 0 , pour i<q et j<q ,

o

alors on a 1'inégalité

N 3 V5o \/T 2,15
02 (X,Y) < ( —— ) i " W;Fér“h

n
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3 : Cas des fonctions de Walsh

Ces fonctions sont créées a partir des fonctions indicatrices des
intervalles de [0,1] . Elles permettent d'obtenir des majorations
des coefficients Dg meilleures que dans les cas precedents‘ De plus ,
on a également une majoration lorsque 1'on ne suppose plus que les lo1s
marginales sont uniformes , et ce , dans le cas de [0,1] R pc:IN ,

quelconque .

x :
3-13 : Notations : Soient peN et X e Vv
[o.1]P

*
Nous noterons par : M et M: » kelN , les sous ensembles

de N2 définis par :

* 2 i
Moo= (i,3)e N" | o< )
* *

My = { Gi,em | i<k )

et par M et M , les ensembles

* *
Moo= MU (-0} ,et M = M U{(-=0))

i

\

Nous rappelons que nous notons , pour tout (i,j)e M* ,

I , 1' intervalle I, = j}l , 2 [
2", . : 21 2 2



Alors , pour tout (i,j) € M* , nous définirons les fonctions réélles

( 1 , si x € I,
B , par B (x} =4 -1 , si x ¢ 1
2!, 2!, 21125
0 , sinon
1]
Nous définivons aussi : BO 0(x) = 1 .
et par A , (1,J)eM , les fonctions B i normalisées :
2°,] 2,5
+
*
A = 2 . B , st (i,3)e M , et A =B
Zi,j Zi,j : 0,0 0,0
; .
P . - . . "
Soit J € M : J ( (.30, Gy0,) 4 eeen (ip,qp)) ,

nous noterons alors par AJ )'application de mp dans R définie
par




On peut alors énoncer la

Proposition 3-14 : La famille {Ay} » J€ MP, st une

base orthonormale de  £2( [0,1]7 )

Corollaire 3-15 : Si X admet une densité de probabilité

f € Xz( [0,1]p ) , alors il existe une suite {ad} , Je MP

2 p :
f = A dans 0,1 .
et de plus « = .
((-m,o) s ("°°,0) 9 eceeses (-00,0))

Comme précédemment nous général{serons ces notations en posant

aJ = E( AJ(X)) H]
f = E a, A ,
. Joe(myp I
q
) X1 . X2 Xp
et Fq(xl'XZ’ ces ,xp) jo IO cee IO fq.dt




1

Théoréme 3-16 : En conservant les notations précédentes ,

alors , pour tout q¢ N , on a 1'inégalité

p-1 t
slFF) <« 1 ) 1 -1
q ,qt1 t=0

En particulier , si pour tout J ¢ (Mq)p ,

excepté U —w 0) (-=.0) toujours égal @ 1, alors
1) g0y ? -
1 i p-1 1 t
&,(F,U) < y - —
zqﬂ t=0 2q+l

Remarque 3-17 : On peut se demander quelle est la qualité de cette

majoration . Pour 1'éclairer un peu , nous prendrons 1'exemple de la
mesure de Dirac en (0,0,...,0) i.e. F=1sur [0,1]P | et 1'on
trouvera facilement la minoration ‘

5, (F,F ) ! b 1 : "
. b —e L p—
1 9 z o4 1 9 qtl

Dans le cas a& deux variables nous noterons

o par 2
R R ) B S Ly
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On peut alors énoncer le

Théoréme 3-18 : En conservant les notations précédentes , et en

supposant de plus que (X,Y) ¢ VU » alors on a 1'inégalité

1
F,
5( Fq) < 7 50

. 1 R
En particulier , si pour tout ( (i,j) , (i',j") J€e( M )2 , ‘azi:J =
2 ’j|

on obtient : pN(x,y) « ”'171‘ )
2

0
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4 : Démonstrations

Tous les résultats ont &té démontrés en [3| , dans le cas o 1'on
[] [} - - 2
suppose 1'existence d'une densité de probabilité f C
Nous donnons donc maintenant le complément de cette démonstration

Lenme 3-19 : Le lemme 3-9 est vérifié méme si 1'on ne suppose
plus 1'existence d'une densité de probabilité g

Il suffit de se veporter a la démonstration de 3-9 dans |3]
On voit alors aisément que comme

=]
fo QW ax,a) = @ ,

cette démonstration reste identique dans le cas oli 1'on ne suppose plus
1'existence de f

*

Proposition 3-20 : Soit (X,Y) &€ V , et soit ne N

Notons par f ,
n

la fonction f (cf 1-4) o { 87} estila
(8%} i |
! 2 n+l ’
partition de [0,1] en 4 carrés (cf 3-13)

n

4
CJ,J‘ I x 1

2 My

s x y
et par Fn 1a fonction primitive Io [o fn(u,v).du.dv ,

alors  Yim ( sup

F(x,y) -Flx,y)] ) = o
nore (x,y) € [0,1]2 | n
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C'est le théoréme 1-4

Lemme 3-21 : Les théorémes 3-4 et 3-10 sont vérifiés méme si

1'on ne suppose pas 1'existence d'une densité de probabilité

Démonstration : Nous noterons p3r Q
(resp Q) , les probabilités sur [0,1]
F définies par 3-20 (resp F)
n o

pour tout ne¢ N
n - .
associées aux fonctions

De plus

n n n n n ’ n n n n n
%0 % P g i Bayy e Ay e By Gy DTy

seront les notations naturelles des

b , C

3003 S Y Py g By Gy Dy

Torsque 1'on remplace F  par Fn

Avec ces notations , il est clair que Q

converge étroftement
vers Q , et donc que

[JyeL o — L, ®L

nre

n
i.e. ei,j “-—n;r—) ei’j .



Et de wéme
n n .
a.: - ) a . b P ) ,
id . i.4 g .7 Pl
n n
C‘ 'Y ......._.._......._._.-’ c R d — d s
LES B 1.3 LIS U P

Comme d'autre part , d'aprés 3-20

’

sup F (x,y) - Fix,y) » 0,
(x,y) € ﬁhllz ' n N>
et que ﬂinj = [ | F xy) - xy ).Li(x),Lj(y).dx.qy ,

n

alors g ey B
Li o . i3
5 5 n n n
On démontre de méme que Ai,j ( resp Bi,j , ci,j . Di,j )
tend vers A (res B, , C ;s D )1,.
i R T% IR X A O TR

2 2
or Qn adinet la densité de probabilité f" ¢ £(0,1]%

Alors , vu 1'égalité de 3-4 pour les ﬁiHB , 11 est alors clair que

3-4 est aussi vérifiée pour Bi.j
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En ce qui concerne le développement en série de fonctions

trigonométriques , 1a démonstration est identique pour les termes Ai i

Bi i Ci i et Di j qui sont fonctions d'un nombre fini de
IS g o Ppage s g et

Nous allons maintenant démontrer que la proposition est vraie pour

les termes Ai , » Par exemple

n
o d,". :
On sait que Aino = -( 3 —»iil~ ) (3-10) ,
g =l V7 .ij :
n ' n
e . d. ; . .

*
Soit donc ¢ 0, et soit me N » ne dépendant pas
de n (m sera défini grace 3 3-9 et 3-20 ) tel que

n
® d. .
'lzJ < _E. ,
J=ml VD45 8
® d
et que ) _i’j < *§~
j=mtl V7 .ij

Choisissons alors ng N tel que

|47 - %3] €
1.0 J b , lorsque j <m (i est fixé ) ,

V2 oilj 4 m




Aors '( y _flzl,_ ) - () i ), <« £
| |1 V2 .ij =1 Y7 Lij 2
w d
et donc Ao - jtl /_j jj ,
» = \ i

Comme cette inégalité est vraie pour tout ¢ > 0

® di j
alors A, o= f o T C.Q.F.D.
’ =l V2 .ij |

Lemme 3-22 : Les théorémes 3-5 , 3-11 , 3-12 , 3-16
et 3-18 , ainsi que 1'inégalité de 3-6 , sont vérifiés méme si 1'on
ne suppose pas 1'existence d'une densité de probabilité

Démonstration : 11 est facile de voir en se reportant aux
démonstrations de 3-16 et 3-18 dans [2] et [3] , qﬁe les
inégalités de ces théorémes ont été démontrées sans supposer 1' exlstence
d'une densité de probabilité .

Dans le cas des polynomes de Legendre , en conservant:Tes
notations de 1a démonstration précédente , on voit clairement que
1'inégalite ‘

|pi?J| < Mi,J impliquera |Bi,j| < Mi,j ,

et que grace @ 3-21° , on obtiendra 3-6 de la méme fagon que
lorsque 1'on supposait 1'existence de f
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Enfin , pour ce qui concerne les séries de fonctions
trigonométriques , en se reportant i 1a démonstration de 3-11 et 3-
12 dans [3] , on vérifie sans difficultés majeures grace aux
limites des ai? , Ai?j , etc que ces propriétés sont
toujours vérifiées .
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3 ¢ COEFFICIENTS DE CORRELATION D'ORDRE SUPERIEUR

Nous avons vu lors de 1'@tude du cas des poiynomes de Legendre (3-
3) que si (X,Y) € Vu . el,l = p(X,Y) , le coefficient de
corrélation , et nous nous sommes alors pos& 1a question de savoir si
1'on ne pouvait pas considérer la suite { Gi,j b (i,9) 6 |N*2 ,
comme une suite de coefficients de corrélation complétant p(= 01,1 ,
dont on connait les insuffisances

Nous allons maintenant procéder i cette &tude dans le cas général et

définir les coefficients de corrélation d'ordre supérieur oii  p(X,Y)

apparaitra naturellement comme le premier d'entre eux

Nous examinerons ensuite le cas du vecteur aléatoire
(Fl‘X)’FZ(Y)) qui est de Yois marginales uniformes §i F1 et F2 sont
continues .

Et nous &tudierons enfin dans un troisiéme temps quelques. propriétés

de cas particuliers et notamment le cas gaussien .
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3-1 : Etude générale

1 _: Notations et Hypothéses

4-1 : Dans cette partie (X,Y) représentera un vecteur
e s 2 -
aléatoire a valeurs dans R ,» de loi Q , et de lois marginales

pl et ull

*
On supposera qu'il existe T‘i € N ,» 1=12 |

tels que T‘i > 1 et tels que
V V. 2n,
neMN , n Ty [ |Ix -n'ldx) < 4o |

et 'V n ¢ N, n < Té : / |y2n|.p"(dy) { to

Nous noterons par n1 et n2 la dimension des espaces .

respectivement : &2(|R,p‘ ) et ﬁ?( R,p" ) , que nous'T

supposerons toujours supérieure ou égale a 2

[}

Et nous noterons par ii min( T'i,a,i ), pour §i=1,2

' * *
Dans ces conditions N' , N* N, N, N et N

désigneront les ensembles suivants
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lN‘={nelNln<»T1}, N“=[neN|n<T2},
.an* = Nl N ‘0} , N“* = “ll ~ [0} .
IN2 = N' x N" et mﬁ T xIM“*

2 _: Propriétés générales

Nous rappelons et démontrons maintenant quelques propriétés qui

servent de fondement @ la suite de notre étude

*
Lemme 4-2 : Soit peEN » et soit m une probabilité sur

(R,8 1) , alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes

0 diml LR ) = p
2) : Il existe 3 <= R tel que card(¥) = p
X = (x ,x_,...,x ) vérifiant
1" 2 p
m( {x‘.} ) = M 7 0, pour 1=1,2,...,p et
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Démonstration : Supposons que 2) soit vérifiée

Alors |

1 s, T =1,2,..,p ,
{xi} } p

est une famille l1inéairement indépendante de &?( R,m)

Soit donc fe 1?(!R,m) , alors

_ 2
f = 151 f(xi)’l{xi} dans  {°( ®R,m) ,

et donc { l{x } ), d= 1,2,..,p , est une base de X?(lR,m)
i

Supposons que  dim( KZ(IR,m) ) = p

Soit q le nombre maximal de boréliens B'i disjoints tels' que

m(B‘i)) 0
Alors i1 est clair que agp

Soit donc { B'i | 1,2,...,q , une famille de boréliens

disjoints vérifiant m(B'i) > 0 ; on voit aisément que les B' sont

i
des atomes
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Alors 11 existe un compact K  tel que

m(B'iﬂBK) = 0 powr i=1,2,...,q

En effet , 11 existe nie N tel que m( B'iﬂ[—r’ni,mi] )y > o

sinon  m(B;) = Vim Bi'n[—n,m] ) =0

e

Donc comme B' est un atome , m( B’ n fn..tn] )
i i i

= 0
Il suffit alors de prendre K = ﬂ |’-ni,+ni]
i=l 7

Nous noterons alors par Bi = B°iﬂ K . ét nous définirons les
suites { I; } » ne N , dintervalles emboités par -

i

IO = K s
i_ i o . i PRI
In=Tn U Ppyg oo el gffByo et Lirg,) - LIpyy) = _—

- L(I) veprésentant ici la lonqueur de 1‘'intervalle ‘f

, g _
Alors il est clair que n( ln+1 ﬂ Bi ) 0

i =
et que :;LI: m( Inﬂui ) m( Bi) ,

et comme ng)( l;ﬂl}i ) = ),
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on en conclut que m sera de la forme m = ?

et d'aprés la premidre partie de la démonstration p=gq . - C.Q.F.D.

*
Lemme 4-3 : Soit te|N t < Tl » alors la famille

(x ), i=01,...,t , X' ¢ RLX] ,

est une famille linéairement
indépendante de XZ(IR,p‘)

Démonstration : Soit donc Ki s 1=

t
tels que izo Ai.xi = 0 dans £ Rou')
e t i
et soit He R[ X1, défini par H(x) = y AjoX
i=0

Notons par A, 1'ensemble des zéros de H

et supposons  card(A,) {t

Alors i1 existe B'e (31 tel que

8'( A ;é et u'(B')> 0
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En effet , supposons 1'inverse .
Soit Be (B, tel que p'(B)>0 et B(|A = (x) .
it = i - .l
et soit B Bﬂ(xo l,x°+n].

alors u'(BnUBBn) = 0, car (Bnuaan)n"o =¢I

et donc  u'(B) = Vimp'(B) = n'({x})
oo n 0

Finalement on peut &rire ' sous la forme ' =

121 ai;i{xi} ’

xi € Ap pour i =1,2,....,t ;

et donc d'aprés 4-2  din( £2(R,u')) < t ,

ce qui est une contradiction

Soit donc B'éml tel que B‘ﬂ A, = QS et w'(B') > 0

1]

' -1 R -1
et sofent B = s (I W (R) e, = b [)uCR)

alors B, € (Bl pour i =1,2 ,

et p‘(a.l)) 0 , par exemple ,
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et donc IB H(x).p'(dx) > 0 ,°
1

ce qui est en contradiction avec H =0 dans \iz(iR,p‘)

On en conclut donc que card(Ay) ) t
Alors comme deg(H) =t et que H s'annule en t+l points
H=0 et donc Ai =0 pour i=0,1,...,t ,

ce qui prouve bien que la famille | xi b, i=0,1,..,t ,

est linéairement indépendante

Lemme 4-4 : Soit m une probabilité sur (IR,GBI) et soit
. 2
T € [N* U {+=} , vérifiant dim( $ ( R,m) ) ;> T , et tel que

V t <_'T s, teN , f |x2t].m(dx) { 4o
. 2
alors 11 existe une famille orthonormale de 4§ ( R,m)
. m

telle que  deg( n? ) = i

cette famille est définie par récurrence par
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no R .
. i i-1 i
x'o= )O3y aa™x)
] . s:() S S
'[ﬂi (x) = "’"—\/—-——T i s . 5
" 1 .M
<X » X > - )‘ < X ,"S >
s=0

Ce lemme se déduit immédiatement de 4-3 et du procédé

d’'orthogonalisation de Gram-Schmidt

Proposition 4-5 : En notant alors par

’

[P;] , TeN' et [P}} . J e N

les familles de polynomes orthonormaux définies en 4-4 de

iR et LR
on peut dire que la famille | P%QQP; b, o (iL6) e _g{!_z ,

est une famille orthonormale de 12( R?, p' o)

A et ot et o 2 et 14 s e e <t e
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Lemme 4-6 : Pour tout q' ¢ N , notons par M,

q
1'ensemble des probabilités m sur (IR, 031) telles que

dim( Xz( R.m) ) ¥ q' . et | ’x2q" mldx) ¢ 4o

Alors pour tout q e IN et tout me M et tout (i,j) € m2 s
q

1 €a et j < 29 , nous noterons n’;‘ le polynome associé i

m selon 4-4 par
m i t
mix) = a M x

et le moment d'ordre j par Mg' [ xJ.mldx)

1}

2
Alors 11 existe une suite d'applications {gr s} s (rys)e N°

d g r de ler dans IR, telle que
VaeN VY n e'mq Vo (i,t) e |N2 ;o tcicq

m = m mm qm m
on ait a‘.’t gi,t( MO’MI’MZ" ....... ’M2i )

De plus gi ¢ est continue en tout point de 1a forme ‘

m_m_ m m
( MO,MI,MZ,Q...Q.,MZi ) .

La démonstration de ce lemme est presque évidente . I1 suffit pour s'en

convaincre d'écrire les premiers polynomes n';‘ » 1=0,1,2,..

oo 0

elle découle directement de 4-4
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La continuité provient de ce que les dénominateurs sont toujours

différents de zéro , car ils représentent la distance de Xi au sous-

espace engendré par les { Xi‘} s it i, etque 1,X,

. et Xi sont linéairement indépendants d'aprés 4-3

———————— e

En simplifiant W' en M

s j * On trouve en particulier
‘ ' (x) X - Ml x - X
P, = 1 Pix) = =imme s
0 ' 1 2 i
Vi, - ms oy
2 (M3 - M MZ) (% - Ml,) o
) - M2 2
p. ‘X = s S . e
2 2
'\/M‘1 oot M3 " MZ ) 2
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3 : Définition et propriétés des

coefficients de corrélation d'ordre supérieur

Nous allons voir que , comme on pouvait le souhaiter R
1'indépendance de X et Y entraine la nullité des coefficients de

corrélation , et que sous certaines hypothéses supplémentaires simples, l1a

réciproque est é&galement vraie

Définition 4-8 : oOn rappelle que 1'on note

P}, ie N, et {P;} » J € N", les familles orthonormales de
polynomes de ﬁz(iR,p') et {2( R,u") , (4-5) ,

. *2
Soit  (i,j) € N, on appelle coefficient de corrélation d'ordre

(i,i) de X et Y 1le nombre réal Py = E(P;(X).PS(Y))

Alors les propriétés des polynomes orthonormaux permetteﬁt

d'énoncer immédiatement la

Proposition 4-9 : Le coefficient de corrélation d'ordre (i,3)

est le coefficient de corrélation habituel de P‘i(X) et P"j(Y)
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La formule de P'1 donnée précédcnment permet aussi d'énoncer le

Théoréme 4-10 : Le coefficient de corvélation d'ordre (1,1) est

le coefficient de corrélation habituel : i.e. Py p(X,Y)

>

Théoréme 4-11 : Si (X,Y) adwet une densité de probabilité par

rapport a W ®p" o f € £2( IRz,p,' ®p") ,
et si {P;} , TelN' et IP}] , J ¢ N" , sont des bases
orthonormales respectivement de  [2( R,u') et X?( m,ﬁ“) ,

alors

‘ 2, 2 |
f = 1 + Y % py iPlOPY dans (R ,p' ®p")
id) € W PRI

'Il suffit de remarquer que
c‘(p;.(x).p;m) = S PRI Flx,y) ot (dx)ut(dy)
et d'appliquer 2-4

Théoréme 4-12 : Si X et Y sont indépendantes , alors

pour tout (i,j) ¢ Q{Ei . 0

Pi.3

. e o e o e e

Avec 4-9 c'est évident
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Le théoréme suivant est un corollaire de 4-11

Théoréme 4-13 : Avec les hypothéses de 4-11 et sij

pour tout (i,j)e N | pig = 0,

alors X et Y sont indépendantes

Nous allons voir que si  dim( I?(IR,p') ) < += , nous pouvons

nous ramener a ce cas : c'est le

Théoréme 4-14 : Supposons que dim( I?(lR,u') ) = p < +e

alors  (X,Y) admet une densité de probabilité f par rapport a

uu @ “u . f € Xz‘ Rz,u' ®pu)

Démonstration : Si  dim( X?(tR,p') ) =p , alors il

existe X = R ¥ = (xl,xz,.....,x ) tel que
p
w({x;}) = A, > 0 et E N, = 1 (4-2)
i i i=1 1
Et donc Q et u'®u"  sont concentrées sur X xR

Soit n e [R: et B € (BZ tels que p' ®p" (B) < q

Définissons alors Bi et B'i par

B, = B[]( (x} x R) =[x} x 8!

Alors comme

“l X uu (B) = g Ml X p‘u (Bi) = g )\i‘p“(B.':) ,

i=1 i=1



on peut écrire p”(B;) e

et donc

| . P.n
Qo) = g Q(Bi) < s‘) |1"(B%) S
i=1 i=1 inf(xi)

Cette derniére inégalité prouve que Q est absoluement continue

par rapport @ p' @ p" , et donc il existe f mesurable telle que

QB) = IB fod(p' @p") pour tout B € (32
“ . 02
I} reste alors a prouver que f € $
)
On sait que [ f.dp' = ) Ai.f(xi,y) = 1

1

#

i
(étant donné que Q est de loi marginale p'o)
donc  fix,,y) <« oA
i infTi{T '

et donc f est borné , et donc f ¢ £2 mz,u' ®p") . - C.Q.F.D.

et o s 2 e = b o e+

Théoréme 4-15 : soit K un compact de [R

>

) . . 2
et supposons que p' @ p' soit concentrée sur K ,

alors si pour tout  (i,j) € Q!iﬁi . =0

Pi.j
X et Y sont indépendantes
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Démonstration : 11 est clair que dans ce cas Ti = Té = 4o

Supposons T1 fini  (par exemple)

Alors , d'aprés 4-3 , la famille

(X"}, i=0dn , xe RX],
est une famille linéairement indépendante de &2( R,p')
11 en est donc de méme de 1a famille {P;} , 1= 0,1,...,n,-1
I1 est donc clair que cette famille est une base de §2( R,p')

Si T2 est fini {Pg} » §=0,1,..,np-1
sera également une base de &Z(IR,u")
\
Sinon le théoréme de Stone-Weierstrass permet d'obtenir le méme résultat .

IT suffit alors d'appliquer 4-14 et 4-13  pour achever la

démonstration .

Supposons alors T1 = T2 = to

Montrons d'abord que

/f Pi"QP&'.dQ = 0 si (i,j) # (0,0) et 1 sinon .

Il reste & prouver le cas des (i,0) et des (0,j)

I1 se démontre en remarquant que
] 1] = " = " u = 3
v]j P0®Pj.d0 [/ 1®Pj.d0 ) Pj.dp, 0 si j#0

et 1 sinon
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soit g ¢ (K
Nous allons prouver que [[ ¢.dQ = [ g.d(p' ®p")

D'aprés Stone-Weierstrass , on sait qu'il existe une suite
(9,) L peWl, 9, ¢ RIX.¥l, vérifiant

lim sup g (x,y) -glx,y) | ) = 0
p-m( (x,y) € K2 ' P !

Ecrivons g = ¥ AP PP
(i,4) € i LITEE
i<s(p) et j<sip)

*
avec sf(i') ¢ N

Alors ”KZ gp.dQ = "Opo , d'aprés ce qui précéde
et sz Qp«d(u'(x'u") = }‘0?0

Or la convergence uniforme de g vers g 1mplique la
p _
convergence de )\0"0 vers un Ay o € R,

ainsi que les égalités

H

Jf Vim g _.dQ lim ff g .dQ et
pra P pro P

ff Vim g,-dlu’ ®p") lim [ g,-dlu’ ® ")
P“"" pre

et donc ff g.dQ = [f g.d(p' ® ")
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Soit alors R° un rectangle compact de K2

On sait qu'il existe une suite de fonctions continues

(ht.new, n <1

n , telle que
hp =1 sur R° et hn =0 sur 1'ensemble des points de mz de

distance a R° supérieure ou &gale 3 L

Et donc lim [/ h .dQ = Q(R®)
n
Nro
et Vim [ h.d(p'®p") = L'®u" R°) ,
N> n

et,vu le résultat ci-dessus, on trouve donc ,' @ p" (R°) = Q(R°)

On en conclut que '@ " = Q C.Q.F.D.

Remarque 4-16

\}

Citons deux cas oili 1a condition

Vi e o o oy =0

n'implique pas 1'indépendance de X et Y

1°)  Le cas o dim( SZ(IR,u‘) ) ) T
. .
ainsi lorsque p suit une loi de Cauchy de densité ;T?I:;ZY

2°) Le cas ol T, =+ et ol la famille {P;} , Te¢ N

n'est pas une base de 32( R,u')  (cf 17-5, [8] )

9

.
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- - p 'Y 4 *2
Théoréme 4-17 : Solt (i,jle W~ , alors |[p, j' < 1,
1'@galité ayant lieu si et seulement si

P;(X) = P;(Y) p.s. ou P;(X) = - P}(Y) p.s. .

Avec 4-9 |, c'est évident

4-18 : Remarquons enfin que 1a liberté de choix des Py j  est
relativement large , et que (X,Y) dépend d'une infinité dénombrable de
paramétres “presque " indépendants les uns des autres (dans les cas ol

N = N' ou N’ bien sur!)
- *2
En effet , toute suite f{p, j} , (id) € W, telle que

)

* Pi i ( 4w R
(i) e w2 "hi

—

etque g = 1 + Y .+, Py iPI®P! >:0 .
(il e "HiT1 7
définit une fonction f = g , f ¢ x?(lR,p'AGDp") . quf est une
densité par vapport @ ' ®p" d'unc probabilité Q de lois

marginales ' et p" .

La proposition suivante permet de préciser un peu cette liberté de

choix des Py
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*
Proposition 4-19 : Soit n ¢ N  tel que 2n < inf(Tl,Tz),

alors il existe un hypercube C de R" de wmesure borélienne non

nulle tel que

‘ 2
Viorec : r= (r. ), (ij) e (1,2,...,n)" ,
2i,2j
on ait
J=n
i=n ‘ ‘
1+ izl r21,2j'P21®P2j > 0
j=1

Démonstration : I1 est facile de voir qu'il existe un compact

2
K2 ,» K C:IR2 tel que

Voug e zam® et Y oy € | &

R

) . " 0
on ait P Zi(x) P 2j(y) >

Soit alors L ‘e IR:r , défini par

[

2 ' ' TR | y
- = sup Pos(x).PJ(y)] )
L (x,y) ¢ K2 2 21 2] ' ‘
(i,§) ¢ (1,2,..,n)" '
Alors si r L tout (i,j) e (1,2 )2
21,2 \( s pour tou »J 32504, s
J=n
.i:n (] 1] 2
Z r21,2j ‘PZi‘X)‘PZj(y) < 1 pour tout (x,y) e¢ K

Code ombe
(ol Y
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On en conclut facilement que

—o e
- =

V (y) € R ¢ (1 +

WOt~ B
Joh bt

"29,2iP21 ®P5 ) > 0

Conbe wmde

C.Q.F.D.

Remarque 4-20 : Nous venons d'affirmer que la liberté de choix

des , était relativement large , mais il est clair que le choix de
p]»j :

certains coefficients peut en déterminer d'autres : ainsi si
PL1°” plX,Y) =1 (remarquons que dans ce cas , il n'y a pas de

densité de probabilité) .

i = e i st o n e o st
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4 Coefficient de corrélation empirique d'ordre

(i,3)

Comme on pouvait le souhaiter , nous allons trouver des .

estimateurs °i. convergents presque surement et tels que n
soit le coefficient de corrélation empirique habituel
4-21 :Notations : Soit (X SR =1,2,...,n
p
un n-échantillon du vecteur aléatoire (X,Y)
Nous noterons par n' et n" les entiers
n' = card(Xp | P=1,2,...,n) et n" = card(Y p=1,2,.".,n)
p
et par ug et p; les probabilités empiriques associées
card( X = x l p=1,2,....,n )
o ({x}) = P

n

. ; n ul :
Enfin soient  {P;7} , i = 0,1,..,n'-1 , et P57}, 5 =

- 0,1,..;,n"‘1
les polynomes orthonormaux associés aux mesures,
]

M et R (4-4)

4-22 : Définition

Soit (i,j) € ﬂ? , tel que i¢n' et
J<n" , nous appellerons coefficient de corrélation~empirfque d'ordre
(i,J) - associé au n-échantillon (X Y)Y ,p=1,2,....,n - 1le

nombre rvé@l pi?j dézgni par

n .
n = 1 n i
Pi -+ o pZI Pi (Xp).Pj (Yp) )

1,1

H]



Théoreme 4-23 : Soit (i,§)¢ mi ,

alors pi"j converge presque surement vers  p; ]
. ] 1]

Démonstration : Rappelons d'abord que P(n'<No)-~~H;;~»() s

our tout N € N, N n
P 0 ‘ 0 < 1

Et notons
. ] S in n _s
Pi(x) = SZO Ai,s'x , Piix) = SZ 3 g X o
J J :
" t w n t
P.(y) = 2 B oy s P (Y) = ): b, Yo ’
J t=0 j’t J t-_-O J’t
T LT S TLENSY UL P S
" — j 1] “n — j ll( )
Mji = [ y .u"(dy) , mit o= [ yT.ppldy)
alors d'aprés 4-6
* n NN N
ai,s g,‘,s(lllo ,l“l gs 000 .,mZi) ’
Ai’s = g“.S(MO’Ml ....... ,MZi)
or mi" converge presque surement vers  M', (Th-8-7,{9]) , et

(4-6) , ai"S converge presque surement

k]

donc , vu la continuité

vers Ai,s
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. Comme de plus , on a
S t
N i non n (Xp) .(Yp) )
Pi,3 P R RS - >
? s=0 t=0 : : p=1 n
; .
= s vt
¢t byt tgo A o8y o ECXSYE)

on trouve bien que pinj converge presque surement vers Py
td 9

Théoréme 4-24 : L'estimateur pI"1 de p; 1 = pl(X,Y) est le

coefficient de corrélation empirique habituel

Théoréme 4-25 : On a 1'inégalité : |o.," |< 1
1,3

Pour 4-22 , i1 suffit d'écrire Pour 4-23 f; il

n
1,1

suffit d'appliquer 4-17 3 b, et p; .
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3 -2 : Cas Qg“~[.Fl(X) » FolY) )

5-1 Notations : Dans cette partie nous supposerons 'Fl et
F2 continues . Dans ces conditions , le vecteur aléatoire
(Fl(x),Fz(Y)) est d valeurs dans [0,1]2 et de lois marginales
uniformes . Nous sommes alors ramenés au cas des polynomes de Legendre ,
et nous allons étudier les estimateurs des
ei,j = f Li(Fl‘X) ).Lj(FZ(Y) ) )

définis pour tout (1,4) € W'2  (cf partie 2-1) .

Ce cas est plus pratique que celui des coefficients de corrélation
d'ordre sup@rieur , car , d'une part , nous connaissons les polynomes

orthonormaux , d'autre part , nous avons 1‘'@quivalence logique

. .
“Y (i,0) € N 2 ;) 053 =0" &> "X et Y sont indépendantes "

et surtout nous avons 1'implication

"Vt e Wa), o 50 S (k0 R < /1 W s el
» i> H]
ou g>q

Nous supposons toujours que (X ,Yp) ,p=12,....,n ,
p
est un n-é&chantillon de (X.Y) et nous noterons par

F? et Fg les fonctions de répartition empiriques marginales

Comme F1 et F2 sont continues nous supposerons de plus que

X +# X, si p#p' et Yt # Yt‘ si t#t
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Nous noterons alors par (X° ) (resp (Y°p) ) ,p=1,2,...,n
p

1'échantillon (Xp) (resp (Yp) ) ordonné , et par o

la permutation de (1,2,....,n) telle que pour tout p'e¢ (1,2,....,n)

il existe e p (1,2,..... ,n) (Xp"Yo(p')) = (Xp,Yp)

Alors , avec ces notations , on peut énoncer le

Théoréme 5-2 : Si nous posons

.1 4 (p)
oy w0

s

alors einj est un estimateur convergent presque surement de o, .

Démonstration : On sait que ~E~ = F? (X;)
Alors, comme d'aprés Glivenko-Cantelli

Noyey ° p.s.
( p=l,§??.’n| Fl(Xp) Fl‘xp)' ) - 0

on a ( sup 'Li( {}J - Li(Fl(X;))l )—B:Se 5 0,

p=1,2,..,n

et donc ,

s {Ly )5 (MR) - Li(F X))+ Li(Falvg Dl 2222 o
p=1,2,..,n
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Et finalement

] p 0‘p) o o
% Li(ﬁ)°Lj(““ﬁ“) oo %jfﬁlﬁfgi)'LJ(Fz(Yo(p)) ps.,
p=1 n p=1 n
L}
IV suffit alors d'écrire que
° ® - .
p=1 n q=1 n
qui converge presque surement vers Oi j (7-12)  pour achever notre

démonstration .

Théoréme 5-3 : Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
1°) X et Y sont indépendantes

2y V (i) e w2, 0 ;=0

Ce théoréme est une conséquence directe de 4-15 et de la

Proposition 5-4 : On a 1'équivalence logique

Fl(x) et FZ(Y) sont indépendantes ¢=.-=) X et Y sont indépendantes

Démonstration : I1 reste a prouver 1'implication directe .
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; L 2
Soit donc fa,b| x |c,d] un rectangle de R

tel que
[a,b)c= supp(p') et

[c.d] < supp(u")

Posons x' = inf( x¢ R } Fl(x) =Fla)) et

x" = sup x € R | Fl(x) = Fl(b) ) et soient y' et y"

définis de 1a méme facon

Notons aussi  F ( [a,b] ) = [u,p] et Fo( [e,d] ) = [y,8]

Mors  P(X€ [x',x"]) = P(X€&[a,b]) = P(FI(X)(: [«.8]) .

et PO OGY) & D' x"Ix[y'y"] ) = P( (X,Y) € [a,b] x [c,d] )

= P( (F{0,F,(N) € [a,g]x[y.8] )

On en conclut aisément que si FI(X) et FZ(Y)

sontlindépendantes
alors P (X,Y) € [a,b]x[c,d] ) =

P(X € [a,b] ).P(Y ¢ [c,d])
et donc [a,b]x[c,d]) = (w'( b)) ). w"([c,d)) )

i.e. Q = p'oep" |,
et donc X et Y sont indépendantes C.Q.F.D.

N .
Théoréme 5-4 Soit q € N, alors si pour tout

s s . * 2 - Ve = a2
(i,j) € N rl[l,ql , ei,j =0 on a 1'inégaliteé

. )
DRF, (X),F,(Y) < \/90 05 M)

i>q 1,
ou j»q

e s . e b,

C'est 1'inégalité 3-6
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3 -3 : Cas particuliers

Nous allons citer quelques cas particuliers de série de polynoies
orthogonaux , et nous nous intéresserons plus particuliérement au cas
gaussien

Comme ce chapitre est en fait une digression du sujet général de
cette thése , nous nous contenterons d'énoncer les théorémes : ils se

démontrent d'ailleurs sans difficultés majeures
Rappelons d'abord les définitions classiques (17-4 [8] , [10] )

Définitions 6-1

a) Si u& est 1a mesure sur [-1,+1] de densité

() = 0%t o a1 et )
les polynomes orthogonaux associés a cette mesure s'appellent polynomes de
Jacobi . “
b) Si a=p=0 , on retrouve les polynomes de Legendre
c) Si a=fp=- ; , on obtient les polynomes de Tschebyscheff
d) Si m, estla mesure sur [0,4o[ admettant comme densité

pz(t) = e-t , on obtient les polynomes de Laguerre
—t2
e) Si m, est 1a mesure sur R  de densité P3(t) =e ', o

obtient les polynomes d'Hermite

Les propriétés générales de ces polynomes sont détaillées dans de
nombreux ouvrages { en particulier (101) ; citons plus particuliérement

(17-5 [8]) 1e
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Théoréme 6-2 : Les polynomes de Laguerre et les polynomes

d'Hermite sont des bases orthogonales de , respectivement Kz( m’"b)

et ﬁ?(iR,m3)

On obtient donc ainsi 3 homotéthie » translation , et normalisation
prés , les polynomes orthonormaux associés a la loi béta de premiére
espéce , a la loi uniforme , a 1a loi exponentielle , et a la 10i de
Gauss

Nous allons plus particuliérement &tudier cette derniérefén

rappelant d'abord la

Proposition 6-3 : Les polynomes d'Hermite sont également définis

pour tout entier naturel n par 1'égalite

2  n, -x2
H(x) = (1) ( dle” ) )
, ( Lee

Alors en adoptant les

Notations 6-4 : Nous noterons par IL 1a mesure borélienne de'densité

by2
dn e bix

dx Voo ’

etpar 'H , ne N, les polynomes
n

-k, -
o) = (27N 0 ) )




on peut énoncer le

Corollaire 6-5 : Les polynomes ('ﬁ;") , ne N, forment une base

orthonormale de &2( RN)

On peut alors prouver le

Lemme 6-6 : Soit (x,y) € Vv un vecteur aléatoire

2 .
R
sufvant une loi normale centrée réduite - 1.e. admettant une densité

de probabilité g par rapport a la mesure de Lebesgue

x2 - 2 + y2
( mz(y ¥2

alx,y) = 5 e

¥ ¥

et soit f 1‘application f(x,y) = 2x.e ~ .e .glx,y) ,

alors , dans 52( Rz) ., on a 1'@galiteé

Pﬁzil?)

-5 L
= e -

glx,y) P 01+ H’j)gm*z pi’j‘“i‘X)ch(y)) ,

et de plus , p ={}r®ﬁ*.f) o,
14 ' P(rZ,nen )

i.e. Py 3 = Qi'j(p) , avec gl’1 =1 R

4

() W - . -
et on a 1'implication " p = 0 —) gi’J(p) =0

Enfin , s1 p#0 , i1 existe (1,3)¢ N2, (i,3) # (1,1) ,
tel que gi,j(p) +#0 .
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Conclusion 6-7 : Cette propriété permet de rappeler a quel point
1'hypothése gaussienne est forte : dans ce cas . on a un seul paramétre ,
alors que si 1'on se contente de supposer que les lois marginales sont
gaussiennes , on en aura une infinité dénombrable presque indépendants les
uns des autres

Elle montre aussi que le développement de g en polynomeés

‘ T L x24y2
d'Hermite ne se réduit pas a g=(1+ p.H1¢& Hl ).e 3(x2+y?) )
2 qr



4 :  ASPECT STATISTIQUE .

Nous allons donc maintenant etudier les estimateurs des différents
coefficients introduits précédemment , ainsi que les tests
d'indépendance - et parfois d'uniformité - construits a partir des
développements en série . Le test hilbertien étudié par BOSQ servira de
fondement a cette partie . Nous rappellerons d'abord ses principales
propriétés . Pour leurs démonstrations , nous renvoyons le lecteur a

[} .

4-1 : Test Hilbertien

4-1-a) Lois limites dans le cas d'un noyau fixe de type fini

7-1 : Motations : Soit {z;]) , i en’ , une suite de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi , définies sur le méme
espace probabilisé (@,01,P) , et a valeurs dans un espace mesurable
(E,€) ., muni d'une probabilité m . t

On cherche a tester 1'hypothése H'y : & La loi commune des
Zj est m ) contre sa négation . ‘

Pour cela on considére une famille orthonorgale
lejl ,Jed, JonNt, 0e 3 , de {(E,€.,m) , vérifiant

e = 1 et cardlJ ) =k < to .,

. ,
Nous notevons aussi par J l'ensemble : 3" = J ~ {0} .
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Posons  K(x,t) = ) ej(x).ej(t) > pour  (x,t) ¢ g2 :

jed |
K s'appelle le noyau de 1'espace vectoriel engendré par les
e. , Jj«€J
J

Considérons alors les statistiques Tal.) et Su(.)

n
Td = 0 Kz = (1 Y, A e ),
j=1 jear b0
- -3
Spte) = a7 .Gy = n ) |
S B 1 n . %
ou ay = - 121 ej(Zi) » pour tout j ¢ J

Alors , nous pouvons @noncer les

Proposition 7-2 : Si 1a loi commune des Zi est m , alors

I Sn u2 —«—~£~—~+ Q , ol Q suit une loi du khi-deux é_ k-1

degrés de liberté

Proposition 7-3 : Si la loi commune des Zj est une

*
telle qu'il existe j ¢ J pour lequel e,
J

probabilité m

soit m'-intégrable , et d'intégrale non nulle , alors

2 p.s.
ISy —F2y 4
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4-1-b) Lois limites dans le cas d'un noyau de type fini qui varie

avec 1a taille de V'échantillon

7-4 : Dans ce cas nous considérons une suite

legnl o d€d,, ne N,

avec J,.CZINp » 0 € Jdy , cardlyy) = kp 4=

et lim k = 4w
me N

°

N 2
qui est une suite de systémes orthonormaux dans L(E,E.m) , telle

que e = = 1 , pour tout n ¢ N* .

Soit alors la suite de noyaux

Kabut) = 1 e alaley (0 5 the £, nen” .
Jed, |

On pose encore :

On peut alors énoncer la
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Proposition 7-5 : Soit { Q, . ne (N , une suite de

variables aléatoires réelles qui suivent des lois du khi-deux dont les

degrés de liberté respectifs valent k - 1 , alors

2 ) 3
asgﬁR+lP(u S, 1" <a) - P(Q < a)l < [F ,ej,n,.dm ,

pourvu que m soit la loi des 7

( ¢ désignant une constante universelle )
0

4-1-c) Construction du test

7-6 : Cas de noyau fixe

: Dans ce cas , on pourra tester

H's @ « La loi des Z, est m
N .
contre H'I( J ) i K Laloi des Z, estune loi m' telle que
*
) ej.dm' existe et soft non nulle pour au moins un- j ¢ J P

en utilisant la statistique

. A2
)« a, )
jeg .0



sous H' , us af ke x .
1]

*
sous H'l( J ), 1 S lz P.S. ) o :

et ¥'on choisira le test défini par une 20ne de rejet de 1‘'hypothése

2

PN

H* :

o de la forme : n [je?J* 3 n )'> v,

SR

1-7 : Cas de noyau variant avec la taille de 1'échantillon

Dans ce cas , les résultats de Bosq définissent alors une suite de

tests qui permettent de tester

H‘o : « La loi des Zi est m )

en utilisant un test de la forme

PN

n"[JeXJ: ai;'"]> *n

L’hypothése H”l( \nr) sera , par exemple , 1'ensemble des lois m'

telles qu'il existe une suite j(n) de P pour laqbellé

°dm‘l  t=

0 < inf e
n 'I i(n) , n

*

e =e , neiN , J &€J , Vhypothése H (J*) sera
.o 3 1"

1°ensemble des lois m* telles que pour au moins un j € J

Si

| ey.dn’ existe et soit non nulle . H‘l( J;*) contient alors

toutes les lois différentes de m qui admettent une densité appartenant

H Xz(E, €,m)
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4-1-d)  Convergence du test

Celle-ci est donnée par les deux propositions suivantes

Proposition 7-8 : Dans le cas de test utilisant un noyau fixe .

et si 1'on suppose que les e, sont bornés
J

pour que le test 7-6 soit convergent , il faut et i1 suffitiQue

W
lim w, = +o et 1lim L)
n->ew _ N> n

Proposition 7-9 : Dans le cas de test utilisant un noyau variant

avec la taille de 1'échantillon , et si

4
RT | 0 touj lin K

e: - =e:. , n , Vim D = , avec toujours }im =
J,n J . o on

et en supposant de plus que les €. sont uniformément bornés ,
J r

alors pour que le test converge , il faut et i1 suffit que

wn - kn W
Tim 2 = 4 et lim - = 4o
N+w v k e p
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4-2 : Estimateurs

Nous allons voir que si nous posons aj = F( ej(Zi) ) ,

Théoreme 7-10 : Les ’;;\\ sont des estimateurs convérgents
n .
E]

presque surement des aj

En effet , 1V suffit d'appliquer le théoréme de la loi forte des
grands nombres . '

Théoréme 7-11 : Avec ces notations , on a 1'égalité

o~y L
E( aj,n ) = aj
De plus , si e§ € t2(E,6.m ., ona aussi

2 _-

alapn) = 3 Elejz)-al )

En particulier , si Z;~m etsi j#£0 ,

2 ——~—. l

alors o ( aj,n ) = 5

Les deux premiéves egalités sont de simples calculs . Pour la

derniére , 1) suffit de remarquer qu'alors f =1 ., et donc aj =0

2 = 2 _
et E( ej(Zi) ) S | ej ] = 1 .
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Dans ces conditions , en rappelant 3-4,3-5,3—6,3-9,3-10, les
théorémes ci-dessous sont triviaux

Théoréme 7-12 : Soient (X,Y) € VU , et (X"Yi)

i .
i=1,2, ....,n , un n-échantillon de (X,Y) , posons alors

E]

<~ 1 7
O = = I LX) (v) |,
i,i nops T p
I’E?\x\ n ;N
o, i) = = ¥ A, (X VA o0 (Y ),
21,5 "pfr 2l P il
/n\ _ 1 n /'n\ 1 n
p=1 p=1
/‘fl\ _ 1 n /n\- 1 n
&'y o= Zl si(xp).cj(vp) s TN Z si(xp).sj(vp)
P p=1
1 P //2"} n AL R R PN
e N T AR TR T

sont des estimateurs convergents presque surement de |, respectivement




Corollaire 7-13 : Si nous notons par

les variables aléatoires définies par

—h— AN *2

65§ = 1.3 st (i,jJ) € N , et 0 sinon
- T

' %) 0 (¢} ,
S0 -1,§-1 i+1 %-1
O G e rr%r‘n .(z““sﬁ%j“") .

vVa(2i+1).(2)+1)

)

alors les pi . sont des estimateurs convergents presque surement
des
Pi.4

Corollaire 7-14 : Avec les notations de 3-10 ,
on a les convergences presque sures suivantes

*2
Pour tout (i,j) ¢ N .

PR 1;7h\
% p.S. » D , - »1§j ) P:S: ¢ ,
41‘ ij ioj 4“ ij i,j
xh >
% s dq s
-( ) p. ’8 y . — e P28 Ajy
. 4z 1j ’ 4n ij ’
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*

*

Pour tout qQ ¢ IN et tout s ¢ N

Y

S
}‘ [ g‘z g..\_. [ ,Pi,§.:4._ ) C

t=1 2VZ x qt

7 St ps. 'Aq

et -
© wnv

-ct
Wl 0§
(i
fer
ro
[7,]
~

b ot

1

q,0 " Us,q

+
0 Ng

H

»q ?

»q

4

Us,q
5

'ﬂs ’
i=1,2,3,4



Corollaire 7-15 : 11 existe une application € de N
lui-méme , vérifiant

dans

2

elp) < "3

)
i>p ou Jrp

*

telle que pour tout q ¢ MN , on ait la convergence presque sire

asbo Conbe
| ]
L L

L e
-
e
-
Cabe
1
I~
17

> (0,00 )2+ ela) .

Cando ande
hon
[=~F =]
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4-3 : Tests d'indépendance

Nous allons maintenant nous servir des résultats de Bosq pour tester
1'indépendance de deux variables aléatoires . Notre &tude ci-dessous
porte sur le cas ou (X,Y) est & valeurs dans (0,1]2 et de lois
marginales uniformes . Mais nous généraliserons parfois au cas des tests
d'uniformité sur [0,1]P .

Nous supposerons donc dans cette partie que nous sommes sous ces

hypothéses

4-3-a) _ Test réel d'indépendance

Le probléme principal qui se pose est en fait de savoir ce que 1'on
teste réellement si 1'on utilise le test hilbertien pour tester
1'indépendance

Bosq conclut ses calculs en disant que ceux-ci permettent de tester

H'o : &K La loi des Z. est m >
i ,

*
contre H'l( J ) : K Laloi des 7 est une Toi m
i

telle que ej.dm‘ existe
*
et soit non nulle pour au moins un j € J -
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Mais 11 est clair que ce que 1'on teste réellement c'est

* .
aj=0,. J € J " @apartir de

* -k
et donc "o“' ) (K aj-—o WV iea »

i(a" 13ty
contre  H, ) = Hl )
K El Je J* ;o a; # 0 et f’ej.dm‘ existe . »

Comme les fonctions de Legendre , de Walsh ou trigonométriques sont

bornées sur [0,1] , on a toujours 1‘'inégalité

|f e, du'| ( 4o,

*
et donc nous testerons en fait Ho( J )

contre Hl( J*) 1K ] ied” ay # o .»
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Soit  h ¢ N'U[+a} ,

nous noterons alors par Co(e) et C1 » les hypothéses

Cole) = € eV oMy < o Ly

o /7 s

. ' ;'. A\
ou C(e) : K (xl,xz,...,xp) € Vv 5, (F,u) e P

(0,1 P

suivant le cas

et € & Xy e W Dz(X,Y) D
. . . N
ou € K (xl,xz,....,xp) ¢ v['o,1]" P (FU) 0 Ly,

°

. . s e P -
Comme J représente ici uneé partie finie de N° , nous pouvons

noter par q 1'entier naturel tel que
[0,q)Pc= 4 et [0,q11]Pdy

*
et nous poserons alors HS( J ) = HS( q) s=1,2
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7-16 : Application : Test réél d'indépendance ou d'uniformité

fourni par le test hilbertien

Avec les notations précédentes , 11 est clair (3-6,3-12,3-16,3-
18,1-3)  que si 1'on effectue ce test avec les polynomes de Legendre , les
fonctions trigonométriques ou les fonctions de Walsh , on a les inclusions

suivantes
nolq) = Co( elq) ) et Hl(q) = ¢ .

et que cl[] co( elq) ) # 96 ,

- € @&tant une suite réelle vérifiant limelq) = 0 ,

. . q-Nb
et ne dépendant que du choix de la base orthonormale et du choix de
V'indicateur de dépendance D:(X,Y) , h € IN* U {+=} , ( lors du

test d'indépendance , bien sur ! )

Concrétement , ces inclusions signifient que 1'acceptation de

1’hypothése Ho(q) entraine 1'acceptation de 1'hypothése

co( elg) ) : <K X et Y sont indépendantes

| X
(resp | l,X2

k) A uo,1]" )
a elq) préé » si 1'on mesure la dépendance

{ resp la distance a 1‘uniformité) par 1'indicateur

uﬁ(x,V) (resp par la distance 61(F.U) ) .§> .
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Et , bien sir , 1'acceptation de Hl(q) implique le rejet de

1'indépendance (resp de 1'uniformitéd)

De plus ces hypothéses ne sont pas exclusives 1'une de 1'autre

7-17° : Remarques : Rappelons que résumer ce genre de test au
test de

H0 : K X et Y sont indépendantes »
contre H1 : K X et Y ne sont pas indépendantes D
est un abus de langage et une indxactitude mathématique
Les résultats ci-dessus permettent donc de préciser notre langage et de

résumer de fagon simple le test d'indépendance réellement effectus

Quant & la question du choix du coefficient Dh pour mesurer la

dépendance , nous Yy reviendrons dans 1la partie 3-1-2

7-18 : Exemple concret : Nous nous plagons ici dans le cas des
fonctions de Walsh

» et nous nous servirons du test hilbertien pour tester

Wy @+ & o =0 » contre W
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Nous supposons donc disposer d'un n-&chantillon (Xi,yi) ,

1?1’2"..." .

ﬁ‘ n
Nous aurons donc recours a 1'estimateur 0’y .
»

Il est & peu prés évident que celui-cl représente le nombre de points

de 1'échantillon contenus dans les rectangles Rl et R , diminué de

4
celui des points contenus dans R2 et R3 , & une constante de
normalisation prés .
A
A
1 ‘ .
R,ﬁ*
1 A
9 oL
t |

- ' U
Supposons que ce soit 1'indépendance de (X,¥Y) € V¥ , avec Y

= X , que nous testions .

1

1N est clair que dans ce cas a, =0 .

’

Donc , si & partir de ce vésultat , nous concluions autre chose
que X et Y sont indépendantes @ 1 prés (i.e. le maximum ) R

nous commettrions une grossiére erreur .

Le résultat serait le méme si 1'on testait tous les coefficients

1
azi:j‘ verifiant j' < 21'-1 et 3> 21-1 .
2°,]

ouw §'> 2V et i« 27t '



- 88 -

1.
Cy Cy

1

2
C1 (L

0
0 1 1
3
en fait , les coefficients des fonctions A . ®A ., , de

'y 2y
support inclus dans les carrés C2 ou 03
Si Y =X , tous ces coefficients sont nuls , mais il ne faut pas

pour autant conclure a 1'indépendance ........

Inversement , un de ces coefficients non nul signifiera , bien sur

qu'il n'y a pas indépendance

Cet exemple montre , d'une part 1'utilité de savoir ce que 1'on teste
(7-16,7-17) , et d‘autre part la nécéssité des calculs de majoration des
coefficents Dh
I1 montre aussi que les bases orthonormales de Legendre , Fourier et Walsh
sont des bases pratiques ( cf remarque 6-5 [3] ) : une base dont les
premiers termes seraient les coefficients aziij ci-dessus ne serait

2",
guére utilisable
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4-3-b) : Cas des séries de polynomes

Nous nous plagons toujours dans le cas o (X,Y) est a valeurs
2
dans [0,1]° .

1 : Test d'indépendance

Nous supposerons de plus , ici , que (X,Y) € V .

Nous ‘garderons les notations et hypothéses de2 3-6 :{ et (?'
représenteront donc des parties finies de IN

Alors , si 1'on teste 1'indépendance par le test hilbertien

Hy (@) : <oy =0 R AT

contre H (® ) , sa négation , on pourra écrire le test en rappelant
Tes inclus%ons suivantes : on teste donc ‘

M@ 1= cy(el]®1)) < (oix,1) )P < g0,

2
(i.J§¢(P‘ M"” ) #

contre ﬂl(ﬁ‘) ¢ (X et Y ne sont pas indépendantes )

Concrétement si P' est le sous-ensemble fermé de IRZ défini
sur le graphique ci-dessous , et si (' = P'(]lNZ ,
et si nous notons par N o 1e nombre de fonctions orthogonales
utilisées , alors on obtient le tableau suivant
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My
My |-
Mg
[}
|
'
b P ] .
0. | - ——=} 4 e e
0y My M "4

(nl,nz,n3) 10,6,3  100,25,10 500,150,25 10 000,2 500,1 000
N

D, < 0,545 0,250 0,143 0,025

Nf o 34 314 1 829 1 021 004

Nous remarquons bien siir » 1e nombre &levé de fonctions
orthogonales nécéssaires pour obtenir de faibles majorations de
Dg(X,Y) Mais cela est assez normal

: nous reviendrons sur cette
question en partie 3-1-3

2 _: Test du coefficient de corrélation

Dans le cas ol nous hous contentons de tester

Hy (1) {(01 150 » contre sa négation
et vu que o, = o(X,Y)  (3-3)

. . , - *
coefficient de corrélation

, » On retrouve ainsi le test du



C'est un des tests d'indépendance les plus connus ; et 1'on sait
trés bien que l'acceptation de 1'hypothése Ho(l) ne signifie pas
réellement 1'acceptation de 1'indépendance mais seulement )'acceptation de
1'indépendance linéaire ( nous avons donné un exemple oil

plX,¥) =0 et D,v) = 0,61 (C-7,[21) ) . Clest d'ailleurs une
des raisons pour lesquelles nous avons suggéré de remplacer p(X,Y) par
la suite des coefficients de corrélation d'ordre supérieur . |

En tout cas , cet exemple illuﬁtre parfaitement notre propos :
1'acceptation de Ho(l) n'est que 1'acceptation d'une indépenQance
particuliére , et si 1'on veut étre plus assuré de )‘indépendad?e réelle ,

i1 convient de procéder a des tests complémentaires .

3 : Test d'uniformité

Dans ce cas , nous ne possédons pas de majoration de Gﬁ(F,U) ’

mais bien sur on pourra toujours tester
H(E) & ei.j‘= o, Y (1,i)eE ) . contre sa négatjon ,

E &tant ici un sous ensemble de mz\(ol ( et pas seulement de

%2
N ¢ 11 faut aussi dans ce cas tester les lois marginales )

Mais alors , nous ne pourrons plus assurer a pfiori que 1'acceptation
de HO(E) entraine que 1a loi de (X,Y) soit assez proche de la loi
uniforme , bien qu'intuitivement on puisse quand méme )'espérer (cf

graphes des I.i : 6-5 3] ).
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4-3-c)  Cas des fonctions trigonométriques

On obtient ici exactement le méme type de résultats que

précédemment

1 : Test d'indépendance

Si on raméne le test de 1'indépendance aui test de
Hola) @ K a 4=b

contre sa négation , on pourra écrire en rappelant les inciusions

suivantes (3-12) que 1'on teste

Holal= Co(el@)) = ¢ ofx,y) < 380 1

contre Hl(q) — C1 K X et Y ne sont pas indépendantesg>.

Concrétement , en notant toujours par N le nombre de

fonctions orhogonales utilisées , on obtient le tableau suivant

q | 100 10 000

Dg < 0,215 0,0215
N

f.0 40 000 400 000 000

i, %, 9%,;=0, V Gi,i)e [l,q]zf]gnz »
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On pourrait se dire que , étant donné le nombre &levé de fonctions
orthogonales nécéssaires pour tester une indépendance acceptable ,
1'utilisation des fonctions trigonométriques comme base orthogonale du

test hibertien ne s'impose pas .
Aussi 11 convient de faire deux remarques .

D'abord , 1a majoration de DZ(X,Y) obtenue dans ce cas ést assez
grossiére et peut sans doute étre affinde (cf 4-9,[3]) . |
Ensuite , les fonctions trigonométriques sont celles qui sont le

plus faciles a utiliser sur ordinateur , &tant donné qu'elles y sont déja

programmées .

2 : Tests d'uniformité

Dans ce cas , les conclusions sont exactement les mémes que pour les

tests d'uniformité 3 partir des polynomes de Legendre (cf ci-avant) .
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4-3-d)  Cas des fonctions de Walsh

Ce cas est en fait trés intéressant car , d'une part le ‘test
d'indépendance est 1ié directement au test du khi-deux , et d'autre part ,
il fournit des exemples faciles a visualiser et qui nous permettrons par
1a suite de mieux expliciter les rapports entre la dépendance et les
développements en série , et enfin la majoration des indicateurs de
dépendance est 1a meilleure qué nous ayons obtenue et de plus nous avons

également obtenu une majoration de la distance a 1° uniformité

1 : Test d'uniformité

Contrairement aux cas précédents , nous traitons d'abord ici le cas
du test d'uniformité pour rappeler qu'alors la statistique hilbertienne et

la statistique du khi-deux sont identiques . C'est le

Théoréme 7-21 : Soit X ¢ v , et (Xi) t, i=
[0,1P

1,2,..,n , un n-&chantillon de X , et soit x; , la

statistique du khi-deux associée i cet échantillon et 3 la part1t1on

+1 g+l
de [0, 1] muni de la loi uniforme en 4q carrés c; j! R
alors on a 1'égalité
2 ™, 2 2
IS, 1- = n. % (ay )™ ) =
n Je Mq)p J X

J # (-oo,o)p

Pour 1a démonstration ,nous renvoyons a 8-8

———————e e
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On en déduit la

Conséquence 7-22 Si 1'on teste 1'uniformité d'un vecteur

X € v

[o,1]?
ou , ce qﬁi revient au méme par le test hilbertien avec un

aléatoire par le test du khi-deux avec la partition

de 7-21 -

développement en fonctions de Walsh jusqu’d.1’ordre q - on teste donc

p-1

B (FU) ¢ L
! 2 L

1

Hyla) = € (ela)) : (r-—Zg0t ) »

contre H (q) = c, : KX . ne suit pas 1a lof uniforme sur [0,1] P P

Concrétgment on a le tableau suivant

P 1|1 2] 2 3 3 10 10

1l a 3 |7 3 7 3 7 3 7

8)(F,U) <]0,06 p,004 10,12 0,007 [[ 0,176 | 0,01 «1 |o0,14
Ne o 15 | 255 |1255 65 535 (| 4 095 16 777 215 |[ 1610 | 2810,
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2 : Test d'indépendance

Ce cas est trés intéressant car i1 va nous permettre de préciser le

test d'indépendance fourni par le test du khi-deux Torsque 1'on connait

les lois marginales

En effet , si (X,Y) € VU , les coefficients

i.
a2 »J et a0,0 sont connus : ils sont nuls .
0,0 21 5 |

»J
I1 n'y a donc plus besoin de les tester .

Alors , grace & 7-21 , nous pouvons donner une forme simple i la

statistique hilbertienne avec le

Théoréme 7-23 : En conservant les notations précédentes et si

] . -
(X,Y) € Vv, alors on a 1'égalité

2
IS '2 )' /J:}’ 2 2 2
b5 10 = A xyn = Xy y T Xy " Xy s
(J',d") ¢ (Mq)z J X,Y X Y
2 2 2 , . .
et de plus , Xy - Xy - Xy suit asymptotiquement une loi du
+1 2
khi-deux a ( 2q -1) degrés de liberté

Pour la démonstration s hous renvoyons a 8-13



D'autre part , comme précédemment , on pourra écrire le test

d'indépendance sous 1a forme
Hola)e= cy(ela) @ <« oMy < _:a_ »

contre Hl(q)(::i cl : (X et Y ne sont pas indépendantes 2,

Concrétement on obtient le tableau suivant :

q 2 3 7
oMix,v) < } g ‘128
N 49 225 16 129

f.o.
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4-3-e)  Application

Les résultats que nous avons acquis vont nous permettre de mieux
comprendre que pour qu'un n-échantillon de [0,1]p puisse servir a
tester 1'uniformité , i1 faut que n soit assez grand

Ainsi , si n {p , il est bien évident que 1'on ne peut pas
parler d'échantillon significatif . Intuitivement , on sent bien qu'il
faut au moins assurer n Y 2P - Par exemple un_é&chantillon de taille
2 ou 3 sera insuffisant dans le cas de lb,{]z pour prouver une
quelconque indépendance .

A : 1 R

0 C 1/

o ms: 3 1 o w2 1

cd =0 D) (X, ¥)x 04 (i)

i

Par contre , on peut trés bien obtenir avec de tels &chantillons des
présomptions sur 1'hypothése opposée

Mo~ 3 Mmooz Q..
x
po=
X
1
2
N ¢ ¥
5 1 1 N 1 i
A, 00
t><h4‘:\: Ol (,(1,1:}"‘0 WMRorune e Daral o [U,O)
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A

.

Et i1 n'est pas difficile de Voir sur ces exemples que ce que 1'on
peut tester en fait , ce sont les coefficients ay , JE M9 , et
que ce qui peut apparaftre a partir de tels &chantillons , c'est qu'un de
cés coefficients soit non nul .

Et donc 1a seule conclusion que 1'on puisse obteﬁir ; C'est qu'il

n'y a pas indépendance .

Remarquons aussi que d'aprés les inégalités de 3-16 et 3-17 1la
taille minimum nécéssaire de 1'échantillon croit en fonction de p , ce
qui veut dire qu'i) est beaucoup plus difficile de tester l'uniformité
d'une variable a valeurs dans [0,1];2 » par exemple , que dans
BO,I]2 (en fait., ce résultat est parfaitement naturel si‘i‘on
testait 1'indépendance , ce serait 1'indépendance de 12 variables
aléatoires ou d¢ 2 ) . Ainsi un &hantillon de taille 4 096 =
212 ne nous apporiera que peu de conclusions sur 1'uniformité dans

2 .
[0,1]l » alors qu'il sera bien convenable dans [lD.l]2 R

4-3-f) conclusion : choix de 1'ordre du développement

C'est bien silir 1a question 1a plus importante qui se posé alors , et

@ laquelle nous allons répondre maintenant .

1°) Cas oii 1'on dispose d'@chantillons de taille Vimitée

Dans ce cas , 1'ordre du développement sera Vimité de facto , vu qu'a
partir d'un n-&chantillon , 11 n'est pas possible d'effectuer un test qui

se base sur 1'estimation de plus de n paramétres
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2°) Cas o 1'on dispose d'&chantillons de taille arbitraire

Pour résoudre le probléme dans ce cas » i1 faut en fait savoir
quelle indépendance on veut obtenir » et i1 est bien évident que ce choix,
et donc le choix de 1'ordre du développement depend des besoins de
1'utilisateur

La partie 3-2 est un exemple de ce genre de problémes . Mais on
peut aussi prendre le cas de 1-12 : dans ce cas 1'acceptation de
1'indépendance que le test vérifie en principe doit elle étre considérée
comme une réponse aberrante ou non ? I1 est clair que ce cho1x déepend

essentiellement des besoins de 1° utilisateur

3°) _Test d'indépendance réelle

Dans le cas oii 1'on veut 1'indépendance réelle » 11 convient de
choisir 1'ordre du développement maximum en fonction de la taille de
1'échantillon selon les résultats de Bosq

Ainsi , par exemple pour tester 1'indépendance par le test du khi-
deux , i1 convient que les nombres np, - n: taille de .
1'&chantillon pi probabilités des carrés utilisés - soient
minimums ( tout en &tant suffisament &levés pour que l'approximhtion de
Ta loi multinomiale par la loi du khi-deux soit correcte ) . Sinon , on

risque de ne pas déceler certaines dépendances .

. 3 . .
Ainsi , i1 sera insuffisant si 1'on dispose d'un 10 -&chantillon

. 2 2
d'un vecteur aléatoire (X,Y) € V' de diviser [0,1]° en 4

A . . . 2 -
Carres egaux : i1 faudra plutét opérer une partition de 10 carres
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4-3-g) Comparaison des différentes séries

Nous résumons ici les résultats acquis

1°) La vitesse de convergence e(q) des indicateurs de
dépendance vers z&éro , en fonction de 1'ordre q du développement est
" bien meilleure pour les fonctions de Walsh » et ce pour la meilleure
distance : h = 4o ah(f,g) = sup |[f-g] . i

De plus , dans ce cas , et dans ce cas seul , nous avons‘également
obtenu une majoration de la distance 3 1'uniformité lorsque l‘oh ne fait

plus d'hypothéses sur les lois marginales .

2°) Les fonctions trigonométriques étant déja progrémmées sur les
ordinateurs sont les plus facilement utilisables pour les tests de

1'indépendance réelle .

3°) Les polynomes de Legendre sont évidemment moins maniables ,
néanmoins 11s permettent d'étudier des dépendances particuliéres
(dépendance Tinéatre , quadratique , etc ) et nous raménentvéu cas des

coefficients de corrélation d'ordre supérieur .
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4-3-h) Conclusion

Comme on sait que de toutes facons , & moins de posséder des
données physiques concrétes - par exemple Te lancement de deux dés -
on ne pourra jamais etre sdr , non seulement de 1'indépendance réelle de
"deux variables aléatoires X et Y ,» mais méme qu'il n'existe pas de
bijection entre elles , il est clair que tout test d'indépendance ne sera
significatif que par rapport @ son utilisation . Le choix de T‘ordre du
développement ne pourra donc dépendre que des besoins de l‘utilfsateur R
et 1'on devra toujours se ramener au test de H0 DX et Y peuvent
étre considérées comme indépendantes par 1'utilisateur » contre Hl sa

négation
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5 : TEST DU KHI-DEUX D'INDEPENDANCE

Bosq a fait remarquer que , comme les fonctions indicatrices
d'ensemble 1l . 1 appartenant & une partition de IR2 , sont des
fonctions orthogonales , et bien qu'elles ne vérifient pas-

) 1,.dn =0 , Je test du khi-deux est contenu dans'la classe des

tests hilbertiens

Nous allons alors introduire de nouvelles fonctions orthdéona]es
AJ qui sont_combinaisons linéaires de fonctions indicatrices é'ensemble
et qui vérifient [ Aj.dm = 0
Dans le cas a deux variables , nous pourrons alors faire apbaraitre
les densités marginales sous la forme

[

fom b L T, 23
i=1
Alors , si nous testons 1'indépendance a partir de lois marginales

connues , nous n‘aurons pas a tester les coefficients , -({car nous

%
i,0
saurons déja qu'ils sont nuls) , ce que 1'on fait en fait avec le test du

khi-deux classique .

Finalement , nous trouverons que la statistique hilbertienne sera
x; Y- x; - x: , et qu'elle suivra asymptotiquement une loi du khi-
deux & (k-1)(k'-1) degrés de liberté au lieu de kk'-1 dans le cas

classique .
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Nous étudierons alors le test d'indépendance avec des 1lois

marginales inconnues , et nous découvrirons que celui-ci est basé sur la

> > o
statistique XXy = Xx = Xy » avec dans ce cas Xy = oty = o ,

ce qui nous permettra de voir qu'en fait , dans tous les cas , la
statistique naturelle du khi-deux pour tester 1'indépendance sera de 1la

forme Xf vy - Xf - X$ > et que , sous 1'hypothése d'indépendance , elle

suit toujours une loi du khi-deux a (k-1)(k'-1) degrés de liberté .

Comme ce résultat est important , nous détaillerons nos

démonstrations qui sont d'ailleurs assez simples
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1 : Statistique du khi-deux et statistique hilbertienne

Dans cette partie , nous allons démontrer que la statistique
hilbertienne portant sur tous les coefficients R est exactement la
statistique du khi-deux . Alors , i1 sera simple , par la suite , de

démontrer les propriétés annoncées ci-dessus

. . ;
8-1 : Notation des partitions de IRp : Soit pelN | et soit

* . 1
fcls)} , s = 1,2,..,p , une suite finlede IN : c(s) ¢ |N

*
Soient ms et 0)) s » $=1,2,...,p , les sous-ensembles de [N
*
O° = (1,2, oo cls)) et O = (2.3, ..... cls) )
X
et sofent @ et @ les sous-ensembles de le :
P A
D - n D . et D =0 ~ (01, ... .0} .
s=

Soit alors l(j‘ sl » 'S =1,2,...,p , une suite finie de «bartitions
de [R en intervalles disjoints : @S = | I‘;‘ |t e®s },

et soit | 1a partition de [RP .

: p
J = | lll I';'(S)I s € (L2, ... .p): ilsde D)
s= .
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8-2 : Notations des mesures : Soit {“i} , i=1,2, .

. ,p , une

suite de probabilité sur R , et soit p  la probabilité produit sur
P
R T pl®‘pz®....®p,p

Soit alors X wun vecteur aléatoire 2 valeurs dans IRp , de

loi Q0 et de lois marginales Bp oo By s eeee pp

Et soit (X ), i=1,2,...,n , un n-échantillon de X R

i
nous noterons alors par B la probabilité empirique

ne({Vh) = -%-card( i X =v)

b

et par f | la densité empirique associée 3 5
e .

ne(l)

pour tout I ¢ ] et tout x ¢ 1 : f(x) =
pl(l)

Nous supposerons donc que pour tout I € ‘] , on a w(I) > 0

8-3 Notations des fonctions orthogonales : Soit alors

[A} }, s=12,...,p , i@ , une suite finie de familles

orthonormales de , respectivement |, i?(iR ,us) , verifiant Af = 1

’

et engendrant le méme sous-espace de x?(lR,us) que les familles

d'indicatrices d'ensemble : {1 s b, e(DS

I3
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ces fonctions existent d'aprés le procédé d'orthogonalisation de

Gram-Schmidt .

Nous noterons enfin par | A }.3e®, 1a famille

‘{A‘}lﬁl\gz@ ®Ag | Jg € (Ds pour tout s € (1,2, .. ,p) } .
p

Alors la propriété suivante est évidente .

Proposition 8-4 : La famille | AJ‘ ,J €@,
est une famille orthonormale de S?( RP,n) o
engendrant le méme sous-espace que la famille lll} , L€ ]
1 .

Deplus . Ay ... 1 F

8-5 Notations des coefficients des AJ

Nous noterons par

ay Je ® , le nombre a = E(AJ(X)) ,

PN
n '
et par ay 1 est{pateur de oy (7-1) ,

FLEE S WA
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8-6 Notations des lois marginales

Nous noterons par (@) ; » s € (1,2, .. ,p) , les sous-ensembles de D:

CD:?] = (“1"'2’ . .-ip) l ig# 1, ij =1 si j#s |}
o, -0 o - 0N
et par m = 0 D) n et D = .

alors les coefficients des lois marginales sont les -

ay Jo 13 GDm .

Proposition 8-7 Soit 3¢ ﬂ)'n .alors 4 = 0

En effet , supposons , par exemple J = (j J1,1,...,1) , alors

% - jf...jmp Ail,l,l,....l'do.z floesf A, ®@1@1@ ...81.d

Nous pouvons maintenant énoncer 1a proposition fondamentale de cette
partie : celle-ci nous apprend que 1a statistique hilbertienne et 1a

statistique du khi-deux sont identiques



Théoréme 8-8 : Gardons les notations précédentes et notons pour

tout borélien B de lRp . NB 1'entier NB = n.pe(B) s

alors , on a 1'égalitée :

2
/R‘ 2 _ ( NI - n-u(l)‘)
n. %) ) = )
Je@ 1¢] n.u(l)
Démonstration : On sait que 1'on peut écrive A = - ¥ Al

n . .
et donc _‘n-(ixl AX) ) = ffof Ajde, = S YECY
= €
|
o geg e
Aj - . £ dy = £, AD
lé] ! I pll) e J lz(lﬂp,p)
i.es a = f L, AD>
J e J J?( Rp,u)

Come {a) ,aed, et (1] .1e],

engendrent le méme sous-espace , on peut écrire



et donc

n.(
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2 : Test d'indépendance : cas de lois marginales connues

Etant donné que les coefficients . Jo € d)m , des lois

aJo
marginales sont nuls , nous n'avons pas a les tester , et nous

effectuerons donc le test hilbertien a partir de la statistique

AN 2 \
n( t qg ) ne portant pas sur ces coefficients , contrairement a

ce que 1'on fait avec le test classique du khi-deux

.
©

8-9 Notation du prolongement des partitions de R a Rp . Soit

s € (1,2,...,p) , nous noterons alors par :Is la partition de lRp

| p .S s s i
.3 = | E; xEY x....xE | i ey tEy =153 E5 = R si j#s |
s il 12 ip s is is i

J
et par ]0 : ]o=:(

can =2 X, v)e VO ]1
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8-10 Notation des statistiques du khi-deux : Soit

s¢(0,1,...,p)

nous noterons alors la statistique du khi-deux sur respectivement

(R, ou (Roug) » i =1,2,....p , prolongé 3 RP , par

(Np - (1) )2
X = ) , 1=0,1,...,p

respectivement

on est alors en mesure d'énoncer le

Théoréme 8-11 Avec les notations précédentes , et en notant

par | Sn ||2 la statistique hilbertienne définie par 7-1
. 2
usnu2=n( N D
JED 4
i vz 2 2 Sg 2
on a 1'égalite I Sn == x - L X

c'est une conséquence directe de 8-8

Corollaire 8-12

Sous 1'hypothése d'indépendance , la stafistique

2 2
X - g Xg suit asymptotiquement une loi du khi-deux a
s=1
p E . . 2
(o ocls) - 1) - (c(s) - 1) degrés de liberté
s=1 s=1

C'est le résultat général de Bosq
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Corollaire B8-13 : Si p=2 , et si 1'on note k = c(1) et

: 2 2 2
k* = cl2) , alors * o Sn T Xg T X T Xp et suit

asymptotiquement , sous 1'hypothése d'indépendance , une loi du khi-deux

a (k-1)(k'-1) degrés de liberté ,

B —

8-14 : test d'indépendance : 11 est clair que si 1'on teste

1'indépendance grice au test hilbertien , dans le cas de lois marginales

connues , on testera 1'hypothése

—

llo((D) R Vied : @y = 0 >  contre sa négation ,

2

grace a la statistique ¥ S_ de 8-11 et aux théorémes 7—2 et 7-

n
3 .

8-15 Commentaive : 11 est clair aussi que dans ce cas , on ne

teste pas les coefficients . Joegdxn , car d'aprés 8-7 , nous

«
Jo
savons déja qu‘'ils sont nuls

Par contre , dans le test classique du khi-deux , d'aprés. 8-8 , on

teste de nouveau ces coefficients que 1'on connait déji .

8-16 Commentaire On peut aussi formuler les affirmations

précédentes en faisant remarquer que , comme le test classique du khi-deux
x

sert d@ tester 1'hypothése N‘O‘(D ) =<<V JeD"; ay =0 > , 11 est

utilisé en fait comme test de c‘0 ~<§ La loi de X est , >

contre sa négatfon .
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Et comme 1'on sait que p = &u, & ..... @)pp , onen
déduit 1'indépendance . I1 est alors clair que dans ce cas , on oublie
certaines données : a savoir la connaissance des lois marginales

Et , par contre , le test hilbertien permet quant & lui de tester

1'hypothése CO : K Les variables sont indépendantes >> contre sa

négation

§:lz_: Comparons maintenant les deux tests d'indépendance : le test
classique du khi-deux et le test hilbertien d'indépendance |
En fait , &tant donné 8-8 , nous sommes en présence de déux tests

hilbertiens :

d'une part , le test classique du khi-deux qui est donc absolument
identique au test hilbertien de HO(G) *) contre sa négation ,

d'autre part , le test hilbertien d'indépendance qui est donc le test
de HO(EEr ) contre sa négation

Si 1'on se rappelle que les « sont des paramétres ("presque")

J
indépendants (4-18 et partie 3-1-3 ) , on ne peut que dire que le test
d'indépendance le plus naturel est le second , ce qui ne veut d'ailleurs
pas dire que ce soit le plus puissant , bien qu'intuitivement on;puisse

éspérer un résultat de cet ordre

On remarque aussi bien sur que , sous 1'hypothése d‘indépendance .
la loi de i Sn "2 est asymptotiquement une loi du khi-deux ayant le
méme nombre de degré de liberté que la statistique du khi-deux dans le cas
du test d'indépendance avec estimation de paramétres . Aussi allons nous

maintenant etudier ce cas



3 : Test d'indépendance : cas de lois marginales inconnues

Bosq n'a pas etudié le test hilbertien avec estimation de

paramétres , cepandant , comme on se rend compte tréds facilement que dans

e A

2

ce cas yy = yy =0 , (si p=2) , on en déduira aisément que le test

d'indépendance le plus naturel est toujours donné par une statistique de
2 2 2 2
la forme y y - xy - xy (et non Xy y) aui sult toujours

—— JRN.

asymptotiquement , sous 1‘'hypothése d'indépendance , une loi du khi-deux

-

a (k-1)(k'-1) degrés de liberté

8-18 Notations Soit s € (1,2,...,p) ,

Pl
nous noterons alors par M 1a mesure empirique marginale ,

admettant une densité de probabilité constante sur chaque intervalle

I . 1e0®, et égale a RO = w1,

que nous supposerons strictement positif

Nous noterons aussi par

W Va mesure produit T = ’Fl @';; ® ... ®’p‘p .
/\ -
par [A ] , J €& ® » les fonctions orthonormales associées ,
J AN
par 'GG » 1es coefficients de ces fonctions , et par « leurs
J

estimateurs .
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8-19 Rappel : Le test du khi-deux d'indépendance dans le cas de
lois marginales inconnues s'opére a partir de la statistique du khi-deux

avec estimation de paramétres

“y (N - n(n) )2

Ie] n.w(1)

qui suit asymptotiquement , sous 1'hypothése d'indépendance

3

une 1oi du khi-deux 3a

( % c(s) - 1) - E (cls) -1)) degrés de liberté
s=1 s=1 ’

Proposition 8-20 : Les statistiques du khi-deux des lois marginales

“> (N - nptn) )2

Xg = ) , s#0 sont identiquement nulles
LeJ ng(1)

La démonstration est triviale

Proposition 8-21 : On a les &galités
> 4\\n\\2 /2\ /\’n§2
X = n( . o« ) et xs = n(_F o« ) =0
Je® J 3e®S 3,

C'est exactement la méme démonstration que 8-8 en remplagant

noopar
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2R
Proposition 8-22 : Quel que soit J €® ,ona o« = 0
0 m
Jo
C'est une conséquence directe de 8-20 et 8-21
o 2
Proposition 8-23 : En notant (| la statistique
n
o 2 4§F2
hilbertienne : #S.4° = n( J __ @ .
J e
N N
10 oz - > 2 2 _ 2 =/3‘~
alors , on a 1°' égalite 1 n [} X0 szl Xg X0 .
Pt 2
et 1 Sn \ suit asymptotiquement ,
sous 1'hypothése d'indépendance , une loi du khi-deux a
((hcs) = 1) - § (cts) -1) ) degrés de viverts
s=1 s=1

——

S

C'est une autre forme des théorémes précédents

géﬁF. :
Nous allons maintenant démontrer que les g« sont des
J
estimateurs convergents presque surement des «

J
Il nous faudra cepandant imposer certaines contraintes évidentes :

I~
a savoir que les AJ et les AJ solent construits par 1a méme

méthode .

Aussi , démontrerons nous ce résultat dans un cas particulier ,

mafs i) est @vident que le procédé reste général
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8-24 Définition d'une suite de familles orthonormales

Nous définirons la suite | B§ bode@®,

pour tout s ¢ (1,2,...,p) , B? e i?(lR,pS) , par

= 1 , et
j-1
[, 0 siooxe uo1d,
t=1
s c(s) s s
Bj(x) = {..... I owID siox e I, |
t=j+1 Col15) ) c(s) s
............. b GV O si X & Uu I
s’ 7 T t=j4 t
! *
si Jje® > :
et nous noterons désormais par
A; les fonctions B§ normalisées dans X? (IR,pg )
BS
S J
Aj =
\/r c(s) s s c(s) s
(t=§+1 us(lt))(us(lj))( tgi n (13))

Nous définirons alors

A
méeme AJ en remplagant
ci-dessus

I1 est clair que ces familles vérifient

AJ , JED , comme en 8-3 , et de

N
g Par iy

dans les définitions

8-4
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Proposition 8-25 : Notons les décompositions de AJ et

15 par rapport & la base {ll} » TE ] » par
A = ] Al et A, = .1 ,

o~ .
alors A} converge presque sirement vers A\,

C'est presque évident .

*
Proposition 8-26 : Pour tout Je€& () , V' estimateur

Zn
%

converge presque surement vers aJ .

C'est une conséquence simple de 8-26

et i e bt

8-27 : Test d'indépendance : On sait que si 1‘'on teste
1°'indépendance par le test hilbertien , on teste 1'hypothése |
"o & Vo e® : ay =0 > contre sa négation;.
IV est clair que le test classique du khi-deux avec estimation de
paramétres teste ces coefficients et eux seuls , et que dans ce cas la
statistique hilbertienne d'indépendance et la statistique du kﬁi-deux sont

identiques

8-23 : 11 est clair également que cette égalité provient des
>

. . 2
égalités g, = 0 lorsque s ¢ (1,2,...,p)

e et s
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8-29 I1 est clair aussi que dans ce cas on a encore 1'égalité
~ ~ %
i Sn I = X - X s
0 s=1
N 9 . . . . -
et que Sn I suit asymptotiquement une 10i du khi-deux a

((hes) - 1) - ¥ (cts) - 1) )
s=1 s=1

degrés de liberté

8-30 : i1 est enfin tout aussi clair que dans le cas de

T'estimation de paramétres » On ne peut tester 1'hypothése

C'o <K Llaloide X est TR
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4 : Conclusion

On déduit facilement des résultats précédents que

1°) Que 1'on connaisse les lois marginales b s S = 1,2,....p
ou que 1'on n'en connaisse aucune , le test d'indépendance le plus naturel
repose toujours sur une statistique de la forme

| 2
X5 - )X (x - x - X si p=2) -etnon y -

qui , sous 1'hypothése d'indépendance ,

suit toujours asymptotiquement une loi du khi-deux a

(( %& cls) - 1) - El (cls) - 1)) degrés de liberté
s= §=

( (k-1){(k'-1) deqrés de liberté si p=2 )

—

2°) La statistique - xi n‘est pas la statistique la pius
naturelle a utiliser pour le test d'indépendance car elle conduit a tester
des coefficients déja connus . Cette statistique est en fait ia
statistique associée au test de 1'hypothése

c& :<La lof de X est ) contre sa.négatfdn

DS ——

3°) Les résultats obtenus ci-dessus 1'ont été ,'soft sous
1'hypothése oii toutes les lois marginales sont connues , soit sous
1'hypothése ol toutes les lois marginales sont inconnues . Mais , étant
donné Yeur identité, on peut éspérer qu'ils resteront Qérifiés si q

Tois marginales sont connues et p-q inconnues .



- 122 -

4°) 11 faut remarquer aussi que les résultats précédents font
apparaitre de fagon naturelle les différences de degrés de 1iberté entre
les différentes statistiques utilisées

Les degrés de liberté sont en fait le nombre de paramétres réellement
testés , 1'estimation de paramétres se traduisant ici par 1'annulation des

n
coefficients '35\~ R JOE G%‘, ce qui revient en fait 3 ne plus tester
0

les « correspondants .

Jo

On peut se demander si cette méthode ne peut se genera11ser de fagon a
fournir un nouveau mode d'étude de 1° effet de 1'estimation des parametres

dans les lois du khi-deux . La question est ouverte







PARTIE 3 : CONCLUSIONS GENERALES SUR LES RAPPORTS

ENTRE LA DEPENDANCE ET LES COEFFICIENTS DES SERIES

— s

Les résultats acquis vont nous permettrent maintenant de tirer les

conclusions d'ordre général sur les rapports entre séries et dépendance .

Dans une premiére partie , nobs rappellerons quelques considérations
générales sur la dépendance , ensuite nous concluerons sur les
coefficients Dg , enfin , nous rappellerons nos résultats'sur les
séries et nous en tirerons les conséquences .

Nous développerons ces résultats dans une deuxtﬁme partie en
étudiant le cas concret des congruences linéaires générateurs de nombres

pseudo-aléatoires .

Enfin nous rappellerons nos conclusions générales dans une troisiéme

et derniére partie .
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1 : DIVERS MODES DE MESURE DE LA DEPENDANCE

1 : Considérations sur la dépendance

Le principal probléme de la dépendance est celui de sa mesure :
1'indépendance , elle , posséde une définition mathématique précise , mais
il est beaucoup plus difficile de savoir comment étalonner les écarts a
1'indépendance et &ventuellement les comparer . Jusqu'a ce jouru, on a

Créé beaucoup de mesures de dépendance : aucune ne s'est avérée parfaite .

Dans cette étude , nous avons eu recours aux coefficients Da R
9
mais on peut tout aussi bien se servir de plusieurs coefficients au lieu

d'un seul : les par exemple

Pij

Et comme on ne peut les prendre tous » on se contentera de prendre
les premiers d'entre eux que 1'on estime mesurer les écarts a
1'indépendance les plus importants : ce que 1'on fait souvent en se
contentant d'étudier SN p(X,Y) et la dépendance 1inéa{ie

Mais i1 est bien clair que c'est 13 un critére subjectif et , qu'en
fait , on se contente de mesurer la dépendance qui nous intéresse en tant
qu'observateur .

Reprenons le cas de 1'exemple 1-12 , oll , a cause des erreurs

d'arrondis des calculs » hous trouvons pour tout borélien B1 X 82 de
0,12
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P( (xq,vq) € lenz) = (P(qu Bl))(P(qu 82)) .

bien qu'il existe une bijection entre X et Yq
q

Alors , comment faut-i1 mesurer cette dépendance ?
Par 1 (dans le cas de coefficients normalisés) ou par un ¢

trés petit ? o

En fait , i1 est bien évident que ce choix depend des beséins de
1'utilisateur : mathématiquement , nous devrions - wvu la biiection
- la mesurer par 1 , mais 1'observateur qui , Yui , constatera la
vérification de 1'égalité d‘indépendaﬁce ci-dessus , pourra trés bien se
dire que la dépendance qui 1'intéresse lui n'existe pas , ou a peu prés

pas , et il aimerait la mesurer par ¢ .

En conclusion , on voit qu'il ne peut y avoir une mesure de

dépendance , et c'est pourquoi toutes sont a priori justifiables .
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2 : Les indicateurs vD£4-

Nous allons maintenant donner les raisons pour Tesquelles nous

avons eu recours a ces coefficients pour mesurer la dépendance .

a) Propriétés générales

Rappelons d'abord qu'ils ont de bonnes propriétés mathématiques :
nous les avons énoncées dans la partie 1 . En particulier , i)s
vérifient les axiomes de Renyi (1-5,1-6) ; de plus , ils sont faciles a
estimer (D,[2]) ; enfin ils sont comparables aux indices c]asﬁiques (1-
9,1-10,1-11)

Ajoutons qu'ils ont un bon compor tement par rapport a la taille des
échantillons . Nous voulons dire par 1a que si un &chantillon est de
taille suffisante , 1'estimation que nous pourrons faire de Du sera a
priori satifaisante

Ainsi , dans le cas de 1'exemple 1-12 , bien qu‘il}ait bfjection

entre Xq et Yq on aura D#(Xq,Yq) = 0 ,
et c'est 1'estimation que nous obtiendrons en principe s
alors que dh(Xq,Yq) = to

et que nous estimerons - vu 1'égalité d'indépendance - dh(Xq,Yq) ‘= 0

N

On peut traduire ce phénoméne en disant que les indicateurs Dh

correspondent a un aspect pratique et quasi-intuitif de 1a dépendance

1'envie de dire que lorsque des échantillons de taille élevae vérifient
1'indépendance , 1a dépendance devrait , elle , étre proche de 0
Il est évident que ce n'est pas 1'aspect probabiliste , et que c'est donc

un choix que nous faisons en préférant cet aspect pratique
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b) Rapport avec les séries

Posons nous maintenant la question de savoir si le fait de prendre
ces indicateurs pour étudier la dépendance associée aux coefficients du
développement en série de la densité de probabilité était une décision
Judicieuse .

Bien entendu , i1 s'agit encore ict d'un choix . Celui-ci se
Justifie , d'une part , par les résultats obtenus (les‘coéfficjents dh
ne possédent pas de telles propriétés : cf 1-12 , par exemple) .
D'autre part , nous venons de voir qu'ils répondent a une cert;jne idée de

la dépendance . Cela se traduira dans leurs rapports avec les séries a ce

qu'ils seront surtout sensibles , aux coefficients 0i j s par
exemple , tels que 1i+J soit assez petit , et donc , en particulier ,
a el T p(X,Y) , le coefficient de corrélation , ce qui est bien

conforme aux pratiques et aux espérances habituelles .

Concluons en disant que les résultats obtenus justifient a
posteriori 1'utilisation de ces indicateurs pour mesurer la dépendance

induite par les coefficients des séries .
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3__: Mesure de la dépendance par les coefficients des séries

Si , en général , on mesure la dépendance par un seul nombre , rien
n‘empéche de la mesurer par plusieurs ou par une infinité . Ainsi , par

exemple , par les p, , (1,3) ¢ yjf .

1,3

a) Propriétés générales

En fait , chacun de ces coefficients mesurera une dépendance

particuliére : la dépendance linéaire ,

P,1
P2 > P21 > Ppp o des dépendances quadratiques , etc ...
De plus , ces dépendances seront “a peu prés indépendantes" les unes
des autres : la seule contrainte qui pésera sur elles sera en fait
f2>0 - ou F croissante (cf 4-18 ou ci-aprés paragraphe d) . Cette

indépendance se traduira lors du test hilbertien en degrés de liberté

Enfin ces coefficients sont normalisés (2-6,4-17)

b) Choix de 1a série

Comme , bien sir , concrétement , on ne pourra prendre qu'un nombre
fini de termes , i1 convient de se rappeler qu'il faut &tre prudent pour
le choix de ceux-ci : les premiers termes de certaines séries pourraient

laisser passer certaines dépendances que 1'on estime grossiéres .
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Ainsi , la série ayant pour premiers termes les fonctions
orthogonales A § ®A ,, de 7-18 ne percevra pas la dépendance
, 2°,3"
Vinéaire de X et Y , lorsque X =Y » 51 on se limite a étudier ces

premiers termes .

c) Nombre de fonctions orthdgonales nécéssaires

Posons nous maintenant la question de savoir si le grandfﬁombre de
fonctions orthogonales nécéssaires pour obtenir que les coefficients
Dx soient assez'petits (cf partie 2-4-3 : 2,3,4) est justifié .

Il semble bien qu‘il faille répondre par oui .

Le cas des fonctions de Walsh - que nous allons rappeler ci-
aprés - qui est en fait celui des fonctions indicatrices de carrés de
ﬂD,i]z » et avec lequel nous avons obtenu les meilleures ﬁajorations .
montre bien que sinon des dépendances simples nous &chapperont .

D‘autre part , le fait que la dépendance de p variables E
aléatoires - ou 1'uniformité dans [0,1]p - demande pour éire testée
1'introduction de partitions (et d'échantillons) dé tailles de plus en
Plus &levées lorsque p croit abonde dans ce sens (cf partie 2-4-3-5)

Rappelons aussi que , sauf dans le cas des fonctions
trigonométriques , les majorations que nous avons données des
indicateurs oﬁ(x,V) ou de al(F,u) ne sont pas trop grossiéres
(3-16,3-17,6—2,[3]) - En particulier la majoration de DN(X.Y) pour
les fonctions de Walsh est presque exacte (cf Pg 17,[2]) .
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Finalement , i1 nous parait normal , si 1'on veut tester une
indépendance de qualité de faire intervenir un grand nombre de fonctions
orthogonales et des &chantillons de tailles &levées

Ce point est a@ souligner car il nous est apparu au cours de nos
recherches que trés fréquemment , lors du test du khi-deux par exemple ,
on ne prenait pas le nombre de classes nécéssaire pour s'assurer de

1'indépendance ‘voulue (cf partie 3-2-3)

Rappelons que 1'ordre du développement , et donc le nombre de
classes , doivent &tre choisis en fonction des besoins des uti]fsateurs !
nous donnons un exemple concret en partie 3-2 |
Ainsi , si 1'on se contente d'une "indépendance" : " DN(X,Y) < -%— ",
il faudra un découpage de ED,I]Z en 256 carrés égaux
Remarquons que dans ce cas , on considére que (X,Y) € VU , défini

par le graphique ci-dessous est un Couple de variables indépendantes

g

o 3 & Uy U Ty Ty
Par contre , si 1'on estime que " DN(X,Y) < 277 - T%ﬁ = 0,0078 "

est a peine suffisant comme critére d'indépendance , i1 faudra recourir 3

2 6 . 16 )
une partition de [0,1]° en au moins 21 carrés (2 = 65.536 !)



>
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d) Exemple : développement en fonctions de Walsh

Nous allons donc voir maintenant les différentes sortes de
dépendance mesurée par‘les fonctions de Walsh .

Dans les graphiques ci-dessous les f' ou les GD mesurent les
densités des rectangles Ri . Les Ki désigneront des constantes dont

les définitions exactes sont donnés par les formules de [3] ..

:

s
o=
™~
-
~i
T
"~
T
pd

pore

{
Klaa}:} = ((fi*f4) - ‘f2+f3))‘ ,
K2-a1:% = ((f5+f10)" ‘fﬁ*fg)) » Kz.a = (‘f7*f12) - (f8+fll))

lol = [} : ] ' l,l = ] ] ’ ]
K2'“2,1 ((fs*flo) - (f6+f9)) ’ chaz 2 ((f7*f12) - ‘fllffa’)
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normalisation prés - de la densité des carrés 1 et 6

2 et 5 , différence qui est nulle lorsque il y a
indépendance

et des
carrés

I1 est clair que ce sont des dépendances que 1'on estime
intuitivement de plus en plus fines » et nous rappelons que nous

considérons que ces séries sont bien ordonnées (6-5,[3])

) |
EQ g-“_, @ 14 @
I |
11
8'} gid (:) 10 (:) (:>
{ i .
?" giu @ @ @
i i _ '
0 b, ® | © | ® |6
v} %. 1 uo' 1, 1, 3/(|
K3-25°1 = ((D+@)-(@+B))) , Ky-a5’y = (@D +1)-(@+({H))
K3-25°5 = ((BD+@)-(D+@)) , K3-a5'5 = (( @ +®)-({D+@))
Il est donc facile de voir quelle dépendance est mesurée par les
i A
coefficients aziiJ
' 2,3
Par exemple , ag’i mesure la différence - a une constante de

n
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Rappelons aussi que ces mesures de dépendance sont “5‘peu prés
indépendantes” les une des autres : dans le sens oi le fait que .
af:g = 0,5 , par exemple , n'influera en rien sur la valeur des autres
coefficients : la seule contrainté qu'ils devront reSpectér étant

f2 0 -ou F croissante (cf 4-18) .

Remarquons que la connaissance des coefficients
a2:8j: » 1<l et {i'<l , fournit 1a connaissance des densités
apgréximées sur les carrés ci-dessus de largeur 0,25 (cf 5-10, [3])
et i1 a donc fallu 9 fonctions orthogonales (dans le cas oii 1'on sait
que ]es']ois marginales sont uniformes) pour obtenir l‘fnégalfté

oMix,y) < 0,5 .

Il est donc bien clair que , d'une part les coefficients
i .
azi:j. nous fournissent des indications que 1'on estime en général de
2, ‘
plus en plus fines sur la dépendance , et que d'autre part , la

connaissance de celle-ci demande 1'introduction d‘un nombre élevé , mais

intuitivement normal de fonctions orthogonales .
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2 ¢ EXEMPLE CONCRET : TEST DES CONGRUENCES LINEAIRES

GENERATEURS DE NOMBRES PSEUDO-ALEATOIRES

Nous allons voir maintenant comment mettre en pratique nos résultats
dans ce cas concrét . Cela nous permettra de préciser un peu les

résultats de [4]

Nous rappelons d'abord que nous désirions obtenir a partir?des
congruences linéaires des simulations convenables de 1a loi uniforme sur
[0,1] . Pour cela , nous avons &tudié 1'indépendance de p nombres
simulés successifs , p ¢ IN* » et ce , de fagon exhaustive dans le cas

. . 52
P=2 (i.e. 1'uniformité dans [0,1]° ) .
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1 : vappel des résultats acquis

1-1 Cas de l]D,l]2

Soit T une congruence linéaire inversible : T(x) ax +b (m) ,

avec a, b, mepN ,

et soit t 1'application associée de [0,1] dans Vui-méme vérifiant

e———

t(%) =—:; k)
pour tout k € (0,1,....,(m-1)) ,

etod ¥ ,reu,

désigne 1'unique entier congru @ r modulo m tel que 0 < 7<m

* n-1
Soit nelN et (X,t(X),....,t° (X)),

un n-pseudo-échantillon simulé (o X = %% » keN ) ,

et soit P 1la probabilité empirique associée

. 2
Nous noterons alors par Rl 1'ensenble des rectangles de [0,1]° de

cotés paralléles aux axes
Alors , pour tout R € OL | nous noterons par SR son aire ,

par NR le nombre de points du pseudo-échantillon qu'il contient ,

t i
et par R et GR les nombres
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.

R

N N. - n.S
iR = — - § , Gy l R
n vn.SR-(l-SR)

On remarque que i PLX,T(X)) € R) - S

R

q
et , en particulier si R = Cg i (Walsh) , i, = f

. 3
Alors , il existe deux applications B' et B" de [N dans
R+ qui , @ toute congruence linéaire T (T - (a,b,m) S

associent les réels B'(T) et B"(T) vérifiant

V Re® : B'(T) < S ¢ BT => 6 < 2,57

et :’ R' : SR, = s g L-O’Bl(T)[ﬂ]Bu(T)’]J , et GR,> 2,57

ce qui revient a dire que sur tous les rectangles de Gab de surface
comprise entre B'(T) et B"(T) , on ne detectera pas de rupture
d'indépendance , si 1'on prend comme référence le fait que , lorsque elle
est associée @ un vecteur aléatoire de 1oi uniforme sur [b,l]z , la
statistique GR est la valeur absolue d'une statistique approximativement
gaussienne centrée réduite , 2,57 &tant alors le seuil a 1% de la loi
associée

Et par contre , i1 existera des rectangles de surface inférieure a

B'(T) o0 cette indépendance n'est pas vérifiée
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Nous allons par la suite nous intéresser uniquement au cas d'écarts
a 1'indépendance existant sur des rectangles R' : SR‘ < BYT) .
En effet , le cas SR >  B™T) , d'une part , se raméne a

]
celui-ci par passage au complémentaire , et , d'autre part , " ne se
retrouve plus lorsque 1'on passe a 1'étude des développements en série du
type de Walsh , par exemple : les carrés associés au développement en

4-(n+l)

fonctions de Walsh & 1'ordre n sont de surface , c'est a dire

assez petite et bien inférieure 3 B"(T) .

1-2 cas de [0,1]°

Les résultats acquis dans ce cas ne sont pas aussi précis que les
précédents ; de plus i1s n'entrent pas directement dans le cadre de cette
thése , aussi nous contenterons nous de signaler qu'il existe des critéres
nécéssaires ( qui peuvent &ventuellement se révéler aussi suffisants) pour

assurer 1'indépendance des pseudo-&chantillons de taille p

1-3 Avertissement

IT est bien entendu que les résultats cités précédemment ne sont
qu'un résumé des résultats acquis , et que sur ce sujet de nombreuses
études restent 3 fatre . Mais cela n'a pas djimportance ici , ob i1
s'agit uniquement de montrer un lien entre la dépendance et 1'ordre des

développements en série de la densité de probabilité .
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2 : Applications

2-1 : Critére de choix de 1'ordre du développement

Pour opérer celui-ci , rappelons -nous ce que désire un utilisateur
de simulation : posséder une simulation convenable de 1a loi uniforme
sur [0,1] pour un pseudo-échantillon de taille donnée (celle dont il a
besoin) ; et cela lui sera complétement indifférent que pour des
échantillons de taille supérieure (ou pdur des simulations d'autres
Tois) , on puisse trouver a partir de la congruence utilisée des ruptures

d'indépendance spectaculaires

Ceci étant rappelé , voyons maintenant la

2-2 : Premiére conséquence de nos résultats

Nous allons maintenant faire apparaitre un lien entre les baramétres
de T et la taille maximale des &chantillons utilisables

Supposons que nous possédions une congruence vérifiant les autres
conditions d'indépendance (de p nombres simulés successifs , p =
3,4,...,n , ) , alors le carré [Q,{]z se remplira de facon a peu prés
réguliére . Nous voulons dire par 13 que les points fournis par le
générateur ne se concentreront pas d'abord dans certains sous-ensembles ,
et , qu'avant de remplir les rectangles R' tels que SR' <BIT) , i1s
rempliront de fagon a peu prés uniforme les rectanglés R de surfaces

supérieures @ B'(T)
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On ne pourra donc commencer a deceler la dépendance existant dans
certains rectangles R' que si ceux-ci contiennent un certain nombre de
points .

Par exemple n.S > 16 , si 1'on veut tester la répartition des

)
points de [0,1]2 grace au test du khi-deux avec une partition de
R* en deux sous-ensembles et la contrainte npiza 8 'pouf assurer

une bonne approximation de l1a loi multinomiale .

Et donc lorsque n <}§%%TT » On ne pourra pas , par définition ,

déceler cette dépendance .

Donnons un exemple concret ([4]) : e générateur Ti

TL(x) = 3125x + 1 (235) P

Ce générateur a &té utilisé par Laborde pour 1a construction des
“nombres aux hasard" des “Tables statistiques et financiéres" [13] , et
donc i1 semble normal de lui reconnaitre a priori une certaineréualité .

Or , 11 est facile de voir qu'il existe des rectangles R“ e R .
de hauteur 1 et de largeur —%» = -§~%§§- , tels que les ﬁOint;
(X,T(X))  fournis par e générateur soient concentrés sur la premiére
diagonale .

Alors si 1'on prend tous les m points qu'il est possible
vd‘engendrer ainsi dans ID,I]Z » on trouvera plus de . 1,1 x 107

points concentrés dans ces rectangles R" , et donc uniquement sur cette

diagonale , ce qui constituera une rupture d'indépendance &norme .
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Or cette rupture d'indépendance ne devrait commencer a apparaitre
que lorsque n > .lﬁz , 1.e. n> 50000 ; et donc un utilisateur de
pseudo-échantillon de taille n < 50 000 » pourra trés bien utiliser
ce générateur , et il lui sera complétement indifférent de savoir que pour
les échantillons de taille supérieure des ruétures d'indépendance nettes

apparaissent

Et donc concrétement , un utilisateur de pseudo-échantillon de
Y . te e
taille n se contentera de vérifier que : n.B'(T) < C € (Ct =

16 dans le choix opéré ci-dessus)

Rappelons que nous ne connaissons pas les critéres suffisants pour
assurer 1'indépendance de p nombres simulés successifs , ni dans le cas
général , ni dans le cas du générateur TL » et qu'il ne s'agit ici que
de montrer le lien entre la surface des rectangles et la taille de
1'&hantillon et , accessoirement » de donner une méthode éventuelle pour

assurer la qualité des n-échantillons

I1 est simple de faire le lien entre 1la surface des rectangles et

1'ordre du développement en série

Plagons nous dans le cas des fonctions de Walsh . I1 sera alors

inutile , d'aprés les résultats précédents d'étudier les carrés
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4q+1
C; o I x 1 (3-13)
J.J 2q+l’j 2q*l’j.
de surface 4-(q*l) tels que
16 10g(+7)
“ﬁ‘ ‘ — (i‘e. q > 1—6" .
4 n log(4)

Donc i1 suffira de choisir k , 1'ordre du développement , tel que

n
log(+z)
k-1 < 15 .
log(4)
Y
et 11 sera donc inutile - en ce qui concerne les carrés Cj it de

développer 1a série plus loin que cet ordre

2-3 : Deuxiéme conséquence

Nous venons de voir dans le cas de TL 1'inutilité pourfpn
utilisateur d’'échantillon de taille inférieure 3 50 000 de connaitre la
répartition des points engendrés par la simulation dans les rectangles
R* . Par contre , 11 est bien &vident que si 1'on désire des échantillons
de taille 106 par exemple , et si 1'on n'effectue pas les tests sur des
rectangles assez petits , on laissera passer les dépendances citées plus
haut , et on utilisera TL pour engendrer de tels éch@ntil]ons . ce qui

sera une erveur .
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Cela veut dire que si les conditions d'indépendance de p nombres
simulés successifs sont assurées pour p=3,4,....,n , la condition
n.B'(T) < cte (ainsi que n.(1-B"(T)) L Cte2 , mais celle-ci se
déduit de la premiére) sera vraisemblablement une condition nécéssaire et

suffisante pour assurer la qualité du n-pseudo-échantillon

Pour 1'ordre du développement en fonctions de Walsh , céla se

traduira par le fait que 1'on ne pourra pas prendre k tel que

log(Tg)

log(4)

Cela déterminerait k de maniére unique si 1'on ne faisait pas une

2-4 . Remarque importante

Nous sommes passés dans les paragraphes précédents d'une fagon trop
simpliste de la surface des rectangles 3 1'ordre des développements en

fonctions de Walsh , car les résultats cités plus haut portent sur tous
4d

les rectangles R e,G{_ » et pas uniquement sur les carrés Cj i
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En fait , si nous ne possédions pas ces résultats , il faudrait
effectuer des tests , soit sur tous les développements en série de
fonctions indicatrices IR , RE GL , et donc concrétement sur un
nombre convenable de ceux-ci , soit pousser le développement en fonctions
de Walsh jusqu'd un ordre plus élevé de fagon a pouvoir assurer N

V'uniformité désirée (i1 faudrait vraisemblablement se servir de 3-18) .

Si nous n'agissions pas ainsi , il existerait certaines
dépendances - 1.e. certains rectangles R E(;l. - que nbus
n‘étudierions pas et nous ne serions donc plus en mesure de garantir la

qualité de l1a simulation pour les échantillons de taille désirée
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Conséquences pratiques

Nous venons de voir comment calculer 1'ordre du dévéloppement . Or ,

il nous faut bien faire remarquer que trop souvent on choisit cet ordre

trop petit : par exemple , en prenant une partition trop grossiére de

.22 3
10,1] pour y operer le test du khi-deux , et 1'on obtient alors des

conclusions complétement erronnées

Supposons que nous testions par exemple la simulation engendrée par

T(x) = 23x  (m) » par le développement en fonctions de Walsh jusqu'a
1'ordre 2 - i.e.

sur les carrés Cg4j. de largeur 0,125

S

R
e 3
-\\




i
Il est clair que dans ce cas , on aura qzi:J = 0 pour
2",
1 et 1' inférieurs ou @gaux @ 2 , et que c'est 1a nullité de ces

coefficients que 1'on testera .

8
Supposons de plus que m soit grand , de 1'ordre de 10 par
exemple , que t , la période effective [1f] . soit petite , de 1'ordre
de 400 par exemple , et que les points fournis par un pseudo-&chantilion

de taille t soient répartis de fagon raisonnablement uniforme dans

RV

Alors , avec des tests opérés sur des eéchantillons de ta{llé 400 ,
on concluera que a2::j. = 0., pour 1 et i' g2 , - etwules
propriétés des périogeé effectives ([4], [11]) , on trouvera que cette
estimation est confirmée Jorsque n croft , ainsi que les résultats des

tests hilbertiens associés .

Si 1'on ne prend pas de précautigns » on concluera donc.
1°) que cette simulation est bonne |,
2°) que la qualité des échantillons s'améliore lorsque Yeur taille
croft |

exactement le contraire de la réalité !
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Or cet exemple n'est pas si grossier que cela . Bien sir , hous
avons choisi a petit pour bien faire ressortir ce qui peut se produire
si 1'on effectue le test du khi-deux avec des partitions mal choisies .
Mais , au cours de notre étude sur les simulations , i1 nous est arrivé
parfois de rencontrer des congruences linéaires de période effective t
petite , et que 1'on testait par des tests du khi-deux ayant un nombre de
classe du type précédent , et dont on tirait des conclusions de ce genre ,

qui sont en général aussi fausses 1'une que 1'autre

Signalons que pour parer a la lacune des tests c]assiques'sur les
générateurs de nombres pseudo-aléatoires , de nouveaux tests ont &té mis
au point [5] . Mais ce n'est pas ici notre propos qui est simplement de
mohtrer comment choisir le test hilbertien en fonction de 1'utilisation

désirée du générateur T .-
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3 : CONCLUSIONS

1°) Si 1'on approxime la fonction de répartition d'un vécteur
aléatoire (et donc sa loi) par la primitive d'une densité de probabilite
développée en série jusqu'ad un ordre k fini , le choix de cet ordre ne
devra et ne pourra étre effectué qu'avec le plus grand soin pogsible en
fonction des besoins de 1'utilisateur : dans le cas de tests dé
générateurs de nombres pseudo-aléatoires , il conviendra dé lié} cet ordre

a la taille désirée du pseudo-échantillon

2°) Cet ordre rique d'étre assez élevé , et c'est normal

3°) Si 1'on veut tester 1'indépendance réelle de deux variables
aléatoires réelles X et Y , 11 faudra prendre cet ordre maximﬁm , tout

en se souvenant qu'a moins de posséder des données physique concrétes

(ex : lancement'de deux dés) » ON ne pourra méme jamais étre Qﬁr que

X et Y ne sont pas en bijection .
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