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Résumé

Dans le domaine du génie parasismique, l’Interaction du Sol avec la Structure (ISS) est un
phénomène important à considérer pour espérer rendre compte du comportement réel d’une
structure et donc évaluer sa vulnérabilité. Ce travail présente la construction d’un élément
d’interface 3D modélisant une fondation superficielle de forme circulaire, rectangulaire ou
filante reposant sur un massif de sol semi infini et permettant de prendre en compte l’ISS en
considérant les non-linéarités matérielles (la plasticité du sol) et les non-linéarités géométriques
(le décollement de la fondation).
Basé sur la méthode des macro-éléments, cet élément permet de travailler en variables globales
(forces et déplacements) et comporte 5 degrés de libertés. Tous les éléments du torseur d’effort
appliqués à la fondation sont présents excepté le moment de torsion qui n’est pas pris en
compte. Cette description globale permet ainsi de simplifier le modèle en minimisant d’une
part la préparation des données et du maillage et d’autre part les temps de calculs. Les non-
linéarités sont traitées grâce aux théories classiques de plasticité et peuvent ainsi être couplées
de manière simple selon la théorie des multi-mécanismes. Une description mathématique de
chaque mécanisme est proposée.
Le macro-élément est implémenté dans FedeasLab, un code élément finis développé dans
Matlab. Des comparaisons avec des résultats expérimentaux d’une fondation soumise à des
chargements cycliques, ainsi que dynamiques mais aussi des simulations modélisant des ou-
vrages d’arts (bâtiment, pont...) montrent le bon fonctionnement du macro-élément 3D d’ISS.
Enfin, l’efficacité et la robustesse de ce genre d’outils permettent de faire des analyses para-
métriques faisant évoluer plusieurs paramètres de sols qui seront présentées à l’issue de cette
thèse.
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Abstract

In structural engineering, Soil-Structure Interaction (SSI) is an important phenomenon that
has to be taken into account. This paper presents a 3D non linear interface element able to
compute SSI for rigid circular, rectangular or strip shape footings considering two types of
non-linearties. A material non-linearity (plasticity of the soil) and a geometrical non-linearity
(uplift mechanism).
Several approaches exist to take this phenomenon into account: the following work is based
on the "macro-element" concept. The particularity of the macro-element lies in the fact that
the movement of the foundation is entirely described by a system of generalised variables
(forces and displacements) defined in the foundation centre with five degrees of freedom.
Torque moment is not taken into account. The non linear behaviour of the soil and the uplift
mechanism are reproduced using the classical theory of plasticity. Coupling of the different
mechanisms is straight forward following the multi-mechanism theory.
The element is able to simulate the 3D behaviour of a rigid shallow foundation under static
and dynamic loadings. It is implemented into FedeasLab, a finite element Matlab toolbox.
Comparisons with experimental results on foundations but also civil engineering structures
(buildings and bridges...) under monotonic, cyclic and dynamic loadings show the good per-
formance of the approach. The efficiency of this new tool allows us doing further parametrical
studies for different soils that are presented at the end of this document.
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CHAPITRE 1

Introduction générale

Dans un monde en pleine croissance démographique, le risque d’avoir des dommages im-
portants lors de séismes au niveau des structures et donc d’avoir un nombre significatif de
victimes est en constante augmentation. Pourquoi ce risque augmente t-il avec le temps? La
notion de risque peut s’exprimer de manière simple comme la combinaison de l’aléa et de la
vulnérabilité. Une bonne connaissance de l’aléa, c’est à dire la probabilité qu’un évènement se
produise, est nécessaire pour bien comprendre les phénomènes. C’est le travail du sismologue.
La vulnérabilité quant à elle peut être divisée en deux familles. Tout d’abord il y a les aspects
humains, c’est à dire la gestion de la crise, le comportement des personnes lors d’un séisme.
Mais il y a aussi les aspects techniques, c’est à dire les méthodes de construction. L’ingénieur
va travailler sur ce deuxième aspect. D’après ce schéma, il est facile de comprendre que les
risques vont croissant avec l’urbanisation et l’augmentation d’équipements sensibles.

Pour diminuer le risque, outre l’aspect sociologique, l’aspect technique et donc la bonne
connaissance du comportement des structures sous sollicitations sismiques est très impor-
tante. C’est sur ce point que s’articule cette thèse. La réduction de la vulnérabilité d’une
structure d’un point de vue technique n’est pas simple. Elle nécessite une bonne connaissance
des matériaux, de leur réactions face à des sollicitations dynamiques, mais aussi et surtout
une bonne connaissance des conditions aux limites de la structure, c’est à dire l’interface entre
le lieu où ces sollicitations prennent naissance et la structure elle même. Le terme générique
désignant l’étude de ces phénomènes porte le nom d’Interaction Sol-Structure (ISS). Le terme
interaction est très important puisqu’il met bien en évidence le fait que non seulement la
nature du sol a une influence sur le comportement de la structure, mais aussi la structure
a une influence sur le comportement du sol qui peut modifier ainsi les composantes de la
sollicitation.

Plusieurs méthodes existent pour prendre en compte l’ISS. La plus utilisée est la méthode
des éléments finis traitant les problèmes au niveau local (lois constitutives en contraintes-
déformations). Elles semblent appropriées puisqu’elles permettent de définir précisément le
comportement de tous les éléments composant le problème (sol, fondation, structure etc...).
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Néanmoins, à l’échelle d’un bâtiment l’intégration de phénomènes locaux peut s’avérer très
coûteuse augmentant ainsi considérablement les temps de calculs et la difficulté du post-
traitement des résultats.

Pour traiter l’ISS, nous allons dans cette thèse développer un outil qui permet, tout en ayant
une conception simplifiée, de reproduire de manière phénoménologique le comportement d’une
fondation superficielle reposant sur un massif de sol semi-infini. Ainsi nous allons nous placer à
une échelle intermédiaire entre le niveau global et le niveau local afin de construire des lois de
fonctionnement plutôt que de lois de comportements utilisées pour les études locales. Ce type
d’outil s’appelle plus communément le “macro-élément”. Les motivations pour développer ce
genre de formulation seront, nous l’avons vu, d’acquérir efficacité et robustesse en améliorant
à la fois le gain machine (temps de calculs diminués) mais aussi le gain humain (temps de
préparation de maillage et des données réduits ainsi qu’une analyse simplifiée des résultats).
Grâce à de tels outils, des analyses paramétriques, de sensibilité ou probabilistes peuvent
être envisagées. Bien sûr l’inconvénient de ce genre d’éléments est leur domaine de validité.
Reproduisant des lois phénoménologiques, ces outils sont dédiés à un type de modélisation
précis.

Après un rapide état de l’art sur l’ISS et les différentes méthodes pour sa prise en compte dans
le chapitre 2, le chapitre 3 présente le développement théorique d’un élément d’interface 3D
modélisant une fondation superficielle de forme circulaire, rectangulaire ou filante reposant
sur un massif de sol semi-infini. Cet élément permet de prendre en compte l’ISS en considé-
rant la plasticité du sol et le décollement de la fondation. Ces deux types de non-linéarités
sont élaborées séparément mais sont néanmoins couplées. Ils sont traités de manière similaire
suivant la théorie classique de plasticité. Ce formalisme est essentiel puisqu’il permet de les
coupler de manière simple grâce à la théorie des multi-mécanismes. Basés sur la méthode des
macro-éléments, les mécanismes considérés sont développés en variables globales (forces et
déplacements) à cinq degrés de liberté. Deux directions horizontales de chargements peuvent
être ainsi appliquées à la fondation.

Le chapitre 4 explique l’implémentation numérique du macro-élément dans le code de calcul
FEDEASLab, un code élément finis développé dans Matlab. La méthode qui permet de gérer
numériquement plusieurs mécanismes plastiques sera alors présentée et un algorithme sera
proposé.

Le chapitre 5 est consacré aux validations du modèle par rapport à des essais expérimentaux
soumis à des chargements monotones, cycliques ou dynamiques. Le chapitre 6 est quant à
lui consacré aux applications à des structures de génie civil (bâtiments et ponts). Grâce à
sa simplicité de formulation, son utilisation rapide et par le fait qu’il prend en compte bon
nombre de phénomènes de l’ISS tout en étant très peu coûteux en temps de calcul, le macro-
élément va nous permettre de faire dans ce chapitre des analyses paramétriques. Elles nous
permettront de conclure quant à l’importance de la prise en compte de ce phénomène dans le
calcul de structures. Enfin le chapitre 7 apportera conclusions et perspectives à ce travail.

Ce thème de recherche s’inscrit dans le cadre du programme Européen LESSLOSS qui vise à
réduire la vulnérabilité des ouvrages aux risques naturels.



CHAPITRE 2

Étude bibliographique

2.1 Notion d’Interaction Sol-Structure (ISS)

La résolution de tout problème de mécanique nécessite une bonne connaissance de ses condi-
tions aux limites. Pour bien comprendre, il est facile d’imaginer, qu’une structure élancée de
type poutre encastrée à une extrémité, se comporte de manière totalement différente qu’une
poutre dont l’encastrement est remplacé par une rotule avec ressort. Sa rigidité et ses fré-
quences propres s’en trouvent réduites alors que ses déplacements peuvent être amplifiés.
Le même raisonnement peut être effectué pour un immeuble reposant sur une fondation.
La connaissance de la fondation et du sol sous-jacent est essentielle pour bien déterminer le
comportement réel de la structure.

Parallèlement nous pouvons montrer que la présence de la structure influence elle aussi le
comportement du sol, c’est à dire le comportement qu’il aurait en champ libre. En effet,
prenons par exemple deux structures, l’une encastrée dans un solide rocher, l’autre reposant
sur un sol plus souple. La structure encastrée dans le rocher ne va pas influencer le champ libre.
Le sol étant très rigide, le fait d’y ajouter une structure ne change rien à son comportement.
La masse de la structure ne change rien non plus puisque les efforts d’inerties engendrés par
la structure sur la roche rigide n’ont pas d’effet sur celui-ci. Par contre, pour la structure
reposant sur le sol souple, trois phénomènes vont intervenir:

– le fait d’excaver et d’inclure une fondation rigide va modifier le champ libre. En effet
par cette inclusion le champ de déplacement du sol va s’en trouver changé. C’est ce que
nous appelons l’interaction cinématique.

– le fait d’inclure la masse de la structure va induire des efforts d’inerties supplémentaires
à la base de la structure et donc dans le sol, ce qui aura pour conséquence de modi-
fier encore une fois le champ de déplacement. C’est ce que nous appelons l’interaction
inertielle.
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– lors de chargement dynamique, en considérant un massif de sol semi infini, l’énergie ame-
née par le mouvement de la structure est dissipée de deux manières: un amortissement
hystérétique (matériel) dû aux non-linéarités présentes dans le sol et dans la fonda-
tion, et une dissipation due au rayonnement des ondes dans le milieu semi-infini. Cette
dissipation de l’énergie rayonnée par la structure s’appelle l’amortissement radiatif.

Ainsi, une influence existe aussi bien du sol sur la structure que de la structure sur le sol.
C’est pour cela que nous parlons de problèmes d’interactions entre le sol et la structure.

Un dernier phénomène physique pouvant intervenir lors de sollicitations sismiques sur un
massif de sol est la liquéfaction de ce massif de sol. Ce phénomène touche particulièrement les
sables lâches saturés. Il provient d’une annulation des contraintes effectives pour un chemin
de sollicitation défini en déformation. Dans un état liquéfié, les contraintes effectives dispa-
raissent ce qui implique que les grains de sables semblent flotter dans l’eau. D’un point de vue
pratique, la liquéfaction provoque un grand déplacement des couches de sol qui va déstabiliser
la structure, mais qui en contre-partie va aussi effectuer un filtrage des ondes sismiques à la
manière d’un filtre passe bas [Bühler et Cudmani, 2005]. Ce filtrage peut donc engendrer une
sollicitation sismique moins importante sur la structure. Au contraire, dans d’autres cas, les
déplacements engendrés par cette liquéfaction peuvent être amplifiés et dramatiques pour la
structure. Ce phénomène de liquéfaction est donc important à prendre en compte. Néanmoins
ce comportement complexe ne rentre pas dans le cadre des études et des développements qui
vont suivre dans ce document.

2.2 Les différentes méthodes pour prendre en compte l’ISS

Différentes méthodes existent pour prendre en compte l’ISS. Elles sont décrites et détaillées
dans [Pecker, 1984] ou [Wolf, 1988] ou encore dans la thèse [Crémer, 2001]. Nous allons les
présenter brièvement dans ce paragraphe.

2.2.1 Les méthodes directes

Les méthodes directes consistent à résoudre directement l’équation de la dynamique régissant
le comportement du système {sol+fondation+structure}:

M.ü + C.u̇ + K.u = −M.Ia (2.1)

Où u représente le vecteur de déplacement du système par rapport au repère de référence
soumis à l’accélération a par rapport à un repère galiléen, I un vecteur contenant des 1 pour
les directions soumises à l’accélération a, et M, C, et K les matrices de masse, amortissement
et raideur du système. Le symbole . représente les dérivées par rapport au temps.

La résolution directe de ce système d’équation utilise les algorithmes classiques de la méthode
des éléments finis (méthode de Newton-Raphson et algorithme d’intégration temporelle de
Newmark).
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La première difficulté est que cette résolution requiert une bonne connaissance des lois de
comportements des matériaux et des frontières entre les différentes parties du système. Par
exemple, des lois de contacts, entre la fondation et le sol doivent être prises en compte pour
bien reproduire les différentes non linéarités (e.g les problèmes de décollement d’une fondation
superficielle qui constituent une non-linéarité géométrique).

La deuxième difficulté est la différence de dimension qui existe entre la structure et le massif
de sol supportant la fondation. La prise en compte de l’ISS nécessite un très grand nombre
d’éléments ce qui engendre des temps de calculs contraignants. Il est d’ailleurs assez difficile
de définir de manière précise la frontière de ce massif de sol. En effet, une onde frappant
cette frontière peut numériquement se réfléchir et venir solliciter une nouvelle fois la structure,
alors qu’en réalité, nous l’avons vu, cette onde part à l’infini et emmène avec elle une partie de
l’énergie de la structure et du sol (amortissement radiatif). Des frontières absorbantes devront
donc être ajoutées aux limites du massif de sol pour tenir compte de cet amortissement.

2.2.2 La méthode des sous-structures

Elle vise à décomposer le problème en la somme de sous problèmes plus simples à résoudre.
Dans le cas de fondations rigides cette méthode consiste à utiliser le principe de superposition
de [Kausel et al., 1978]. Cette démarche est illustrée par la figure 2.1.

Fig. 2.1 – Principe de superposition de Kausel

D’un point de vue pratique, cette méthode consiste à décomposer la résolution du problème
en trois étapes successives:

(i) Nous considérons le milieu {sol+fondation rigide sans masse}. En appliquant la solli-
citation sismique à la base de ce milieu nous déterminons l’accélération à laquelle sera
soumise la fondation. C’est le calcul de l’interaction cinématique.

(ii) Nous calculons la matrice d’impédance dynamique de la fondation permettant d’obtenir
les raideurs ainsi que les termes d’amortissement dans les différentes directions.

(iii) Nous calculons la réponse dynamique de la structure supportée par les ressorts d’impé-
dances trouvés en (ii) et soumise à la sollicitation calculée en (i)

De nombreuses méthodes existent pour résoudre la première étape et notamment la méthode
des équations intégrales [Aubry, 1986] ou d’éléments frontières [Chebli et al., 2008].

La deuxième étape nécessite le calcul des fonctions d’impédances. L’impédance de la fondation
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caractérise l’effort résultant sur la fondation sans masse lorsqu’elle est soumise à un déplace-
ment imposé harmonique unitaire. Le mouvement de la fondation est celui d’une masse posée
sur un ressort ayant pour raideur la partie réelle de l’impédance et pour amortissement sa
partie imaginaire. Des résultats analytiques pour tout type de fondations sont données dans
[Gazetas, 1991] et [Pecker, 1984]. Dans le cas général et pour une fondation possédant six de-
grés de libertés, la matrice d’impédance reliant les déplacements aux efforts est de dimension
6×6. Cependant, nous pouvons montrer que pour une fondation superficielle, les termes hors-
diagonaux de la matrice peuvent être considérés comme nuls [Pecker, 1984], ce qui revient à
considérer qu’il n’y a pas de couplage entre les différents degrés de liberté.

Par ailleurs, chaque terme de la matrice est composé d’une partie réelle traduisant la raideur
du système {sol+fondation} et d’une partie imaginaire traduisant l’amortissement. Cet amor-
tissement provient de la radiation des ondes de la fondation vers l’infini. Ces deux termes
peuvent a priori dépendre de la fréquence de la sollicitation (figure 2.2). Toutefois, dans cer-
tains cas, la non dépendance de ces paramètres par rapport à la fréquence pourra constituer
une hypothèse acceptable [Pecker, 1984] (voir figure 2.2).

VzMΦ
Hx

MΘ

Fondation rigide de rayon r0
Vs: vitesse des ondes de cisaillement
ω la pulsation des ondes sismiques.

a0 = ωr0
Vs

Fig. 2.2 – Termes d’impedance (raideur et amortissement) pour une fondation superficielle
circulaire selon Pecker

La troisième étape est en général résolue avec la méthode des éléments finis permettant de
résoudre l’équation de la dynamique d’une structure liée au sol par un système de ressorts et
d’amortisseurs.

Ces méthodes sont assez restreintes puisque, comme tout problème de superposition, elles ne
sont utilisables uniquement que pour des problèmes linéaires.

Cependant de nombreux travaux montrent que cette technique donne de très bon résultats
[Pitilakis et al., 2008]



2.3. Méthodes hybrides: concept de macro-élément 7

2.3 Méthodes hybrides: concept de macro-élément

Les méthodes hybrides consistent à utiliser une combinaison des deux autres méthodes vues
plus haut en profitant des avantages de chacune. Ainsi les méthodes hybrides visent à dé-
composer le système en deux sous-domaines. Le premier sous domaine: le champ lointain est
suffisamment loin de la fondation pour être considéré élastique. Son comportement peut alors
être régie par les impédances dynamiques. Le deuxième sous-domaine: le champ proche est
quant à lui considéré comme ayant un comportement non-linéaire. Nous allons même jusqu’à
considérer qu’il englobe toutes les non-linéarités et hétérogénéités du problème. Ce domaine
fini peut être traité par exemple avec la méthode des éléments finis.

Afin de traiter les non-linéarités à l’intérieur de ce champ proche, outre la méthode classique
des éléments finis, le concept de macro-élément peut être utilisé.

Pour la géomécanique, le concept de macro-élément a été développé par [Nova et Montrasio,
1991]. Imaginons un domaine fini dans lequel sont présentes des non-linéarités. Le concept de
macro-élément consiste à considérer ces non-linéarités d’une manière globale (en travaillant
en variables généralisées forces et déplacements) et à les concentrer en un point représentatif.
Le macro-élément dans le cadre de la méthode des éléments finis est donc une boite à l’entrée
de laquelle nous appliquons des déplacements et qui permet de calculer en sortie le torseur
des efforts associés en considérant diverses non linéarités. Ce concept a été aussi largement
utilisé pour simuler le comportement macroscopique de liaisons d’éléments structuraux (par
exemple liaisons poteaux poutres pour les structures acier [Fléjou, 1993], béton [Davenne,
1998] ou bois [Richard et al., 1999]).

Dans notre cas, le domaine fini est constitué d’une fondation superficielle (de forme quel-
conque: circulaire, rectangulaire ou filante comme nous le verrons dans le chapitre 3 sur la
présentation du modèle) et d’un volume fini du sol sous-jacent regroupés dans le champ proche
(figure 2.3). Dans ce volume {sol+fondation} sont donc concentrées toutes les non-linéarités.
Deux types de non-linéarités sont présentes: les non-linéarités matérielles qui sont constituées
principalement par la plasticité du sol, mais aussi les non-linéarités géométriques composées
par le décollement éventuel de la fondation.

Frontière du macro-élément

Non
linéarités

Champ

proche

Champ

lointain

Elasticité+Amortissement

Fig. 2.3 – Décomposition en champ proche et champ lointain pour la définition de la frontière
du macro-élément d’ISS

Le reste du volume du sol, c’est à dire la partie semi-infinie sous le macro-élément constitue
le champ lointain. Dans ce volume, aucune non-linéarité n’est présente. Le sol se comporte
donc de manière élastique. Par contre, c’est dans ce champ lointain, que vont pouvoir être
considérés les dissipations d’énergies dues à l’amortissement radiatif.
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Les premiers modèles de macro-éléments ont été spécialement développés pour des problèmes
statiques de capacité portante de fondations superficielles avec des charges excentrées et in-
clinées [Nova et Montrasio, 1991], [Cassidy et al., 2002], notamment pour l’industrie off-shore
[Martin, 1994], puis ont été étendus à des problèmes cycliques [Montrasio et Nova, 1997],
[Pedretti, 1998], [di Prisco et al., 2002], [di Prisco et Galli, 2006], et à des chargements dy-
namiques [Paolucci et Pecker, 1997a], [Crémer, 2001], [Crémer et al., 2001], [Crémer et al.,
2002].

La plupart de ces modèles ont été décrits pour des fondations filantes ou pour des géométries
diverses mais sous chargement 2D. Ils sont formulés selon les modèles classiques de plasti-
cité issus du cadre général de la thermodynamique des processus irréversibles [Lemaitre et
Chaboche, 1988]. De manière générale, les modèles issus de cette théorie sont décrits en va-
riables locales (contraintes-déformations), alors que nous l’avons vu, la particularité pour un
macro-élément est que ces modèles de plasticité sont décrits en variables globales (efforts-
déplacements). L’étude des lois plastiques de ce genre est motivée par les travaux antérieurs
visant à développer des critères de rupture de fondations pour des chargements inclinés faisant
intervenir des combinaisons d’actions horizontales, verticales et des moments. Ces critères de
ruptures permettent ensuite de décrire des surfaces de charges évoluant grâce à des variables
d’écrouissages vers ces critères de rupture. Ces critères ont été développés soit expérimenta-
lement dans les travaux de [Gottardi et al., 1999], [Byrne et Houlsby, 2001] et [Cassidy et al.,
2004], soit grâce à des études d’analyse limite [Paolucci et Pecker, 1997b].

Une autre famille de modèles développée pour prendre en compte des chargements cycliques
a été construite selon des lois hypoplastiques. Ces lois sont plus faciles à développer pour des
chargements cycliques puisque le module plastique (c’est à dire la pente instantanée de la loi
effort-déplacement) est directement calculé grâce à des lois le liant à la distance du point de
charge courant à une surface d’appui (Bounding surface) analogue au critère de rupture décrit
pour les lois classiques de plasticité.

Certains critères incluent l’effet de l’inertie du sol pour les problèmes dynamiques. Nous
noterons particulièrement à ce sujet les travaux de [Paolucci et Pecker, 1997b] et [Chatzigogos,
2007].

Ces différents éléments ont déjà été décrits dans les thèses de [Crémer, 2001] et [Chatzigogos,
2007]. Nous allons maintenant dans les paragraphes suivants faire un bref état des lieux
des différents modèles en s’attachant à les décrire de manière générale avant d’aborder les
particularités de chacun.

2.3.1 Macro-élément de Nova et Montrasio: modèle plastique 2D sous charge-

ment monotone

Le concept de macro-élément a été pour la première fois développé par [Nova et Montrasio,
1991]. Ce travail commence par l’étude expérimentale d’une fondation superficielle rigide
filante de largeur B (déformations planes) reposant sur un sable lâche, sous chargements
statiques excentrés. Cette étude se poursuit avec le développement d’un modèle issu de la
plasticité classique faisant évoluer des surfaces de charges à l’intérieur d’un critère de rupture.
Cette évolution est régie grâce à une loi d’écrouissage isotrope et une loi d’écoulement non-
associée. Les différents points importants du modèle sont les suivants.
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2.3.1.1 Comportement sous charge verticale

Les essais expérimentaux ont permis d’énoncer une relation analytique très simple. Si V est
l’effort vertical, VM l’effort vertical maximum admissible par la fondation sur un sol donné,
v le déplacement vertical et R0 la pente de la courbe V − v pour des petits déplacements,
[Nova et Montrasio, 1991] propose la relation suivante (suggérée initialement par [Butterfield,
1980]):

V

VM
= 1 − e

−R0v
VM (2.2)

2.3.1.2 Diagrammes d’interactions

Nous considérons maintenant que le chargement de la fondation est 2D. Ceci signifie qu’en
terme d’efforts elle est soumise à la fois à un effort vertical V , à un effort horizontal H et à
un moment M .

[Nova et Montrasio, 1991] montre expérimentalement que le critère de rupture du système
{sol+fondation} est indépendant du chemin de chargement et s’écrit d’une part dans le plan
H − V de la manière suivante:

F (V,H,VM ) =
H

µVM
− V

VM

(

1 − V

VM

)β

(2.3)

et d’autre part dans le plan M − V de la manière suivante:

F (V,M,VM ) =
H

ψBVM
− V

VM

(

1 − V

VM

)β

(2.4)

Dans ces expressions, µ représente le coefficient de frottement sol/fondation, β et ψ sont des
paramètres constitutifs adimensionnels.

A partir de ces diagrammes d’interactions (ou critère de rupture) et pour décrire les non-
linéarités à l’intérieur de ces diagrammes, les auteurs ont développé un modèle issu de la
plasticité classique permettant de prendre en compte les irréversibilités et de calculer des dé-
placements permanents. Pour cela, un adimensionnement des grandeurs s’est avéré nécessaire.
Ce genre d’adimensionnement est ensuite repris pour bon nombre de macro-éléments.

2.3.1.3 Adimensionnement des variables

Le vecteur d’efforts généralisés adimensionné proposé par Nova est le suisant:

Q =







ξ
h
m






=

1

VM







V
H/µ

M/ (ψB)






(2.5)

Les paramètres cinématiques correspondants proposés sont les suivants:

q =







η
ǫ
ζ






= VM







v
µu
ψBθ






(2.6)
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Ce choix pour l’adimensionnement des variables est essentiel puisqu’il permet d’obtenir des
variables conjuguées, c’est à dire permettant de calculer le travail des efforts apportés à la
fondation [Prager, 1955].

tQ.q = V v +Hu+Mθ (2.7)

Grâce à ce formalisme, le critère de rupture s’écrit de la manière suivante:

f (ξ,h,m) ≡ h2 +m2 − ξ2 (1 − ξ)2β = 0 (2.8)

Cette surface a la forme d’un ballon de rugby dans l’espace des efforts adimensionnés. Il est
représenté par la figure 2.4.

2.3.1.4 Surface de charge et loi d’écrouissage

[Nova et Montrasio, 1991] postule que la surface de charge s’écrit de la manière suivante:

f
(
Q
)
≡ h2 +m2 − ξ2

(

1 − ξ

ρc

)2β

= 0 (2.9)

A l’intérieur de celle-ci, le comportement est élastique. Lorsque le point de charge appartient
à celle-ci et se déplace vers l’extérieur, des déplacement plastiques sont produits. L’évolution
de la surface de charge est régie par la variable d’écrouissage ρc. Sa valeur détermine le point
d’intersection avec l’axe ξ. La rupture a lieu lorsque ρc = 1, à ce moment, la surface de charge
épouse complètement le critère de rupture (figure 2.4).

Comme pour un problème de plasticité classique, la loi d’écrouissage est totalement définie
en fonction des déplacements (et donc implicitement des déplacements plastiques). [Nova et
Montrasio, 1991] propose une évolution de la variable du même type que l’évolution de l’effort
vertical vue plus haut, mais cette fois ci, en incluant d’autres déplacements (horizontaux et
rotations). En effet ces déplacements vont eux aussi écrouire la surface de charge en dévelop-
pant de la plasticité dans le sol. La participation de ces déplacements n’est, a priori, pas la
même que pour le déplacement vertical. Ainsi des paramètres constitutifs α et γ sont ajoutés
de la manière suivante pour tenir compte de la participation de chaque déplacement dans
l’évolution de la variable d’écrouissage:

ρc = 1 − e

(

− R0
VM

(

η2+
(
α|ǫ|
µ

)2
+
(
γ|ζ|
ψ

)2
))

(2.10)

L’évolution de ρc en fonction du déplacement généralisé v = η2 +
(
α|ǫ|
µ

)2
+
(
γ|ζ|
ψ

)2
est donnée

par la figure 2.5.

2.3.1.5 Loi d’écoulement

Comme pour bon nombre de lois plastiques pour les sols et notamment pour les sables, la loi
d’écoulement proposée par [Nova et Montrasio, 1991] est une loi non-associée. Elle est définie
de la manière suivante:
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Fig. 2.4 – Critère de rupture et quelques surfaces de charges pour le modèle de Nova.
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Fig. 2.5 – Loi d’écrouissage en fonction du déplacement généralisé v pour le modèle élaboré
par Nova et Montrasio

g
(
Q
)
≡ λh2 + χm2 − ξ2

(

1 − ξ

ρc

)2β

= 0 (2.11)

Où les paramètres λ et χ sont des paramètres du modèle déterminés expérimentalement.
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2.3.1.6 Adaptation à des fondations rectangulaires encastrées dans le sol

D’autres essais expérimentaux ont été conduits par [Montrasio et Nova, 1997] afin de caler
les différents paramètres de leur modèle. Pour cela, ils ont considéré cette fois ci non plus
des fondations filantes mais des fondations rectangulaires possédant plusieurs ratios longueur-
largeur (LB ), mais aussi différentes profondeurs d’encastrement (d) de la fondation. Des lois
empiriques permettant de calculer les paramètres constitutifs du modèle en fonction de L

B et
de d sont alors proposées, sans pour autant changer la structure générale du modèle.

2.3.1.7 Commentaires

Le modèle de [Nova et Montrasio, 1991] fournit de très bons résultats pour des chargements
monotones divers. Il donne notamment des estimations satisfaisantes des déplacements rési-
duels et des tassements. Néanmoins, du fait de sa structure, et plus particulièrement de la
présence d’un écrouissage purement isotrope, il n’est pas adapté aux chargements cycliques.
C’est ce que d’autres auteurs ont essayé d’améliorer en introduisant un écrouissage cinéma-
tique, comme nous le verrons par la suite.

2.3.2 Macro-élément de Gottardi et de Cassidy et Martin: Swipe tests, extension

à des chargements 3D et prise en compte du moment de torsion

De manière similaire au modèle de [Nova et Montrasio, 1991], un modèle issu de la plasticité
classique a été développé, d’abord pour des chargements 2D à partir de la caractérisation
de nouveaux critères de rupture pour le système {sol+fondation} [Butterfield et Gottardi,
1994], [Gottardi et al., 1999], [Byrne et Houlsby, 2001] et [Cassidy et al., 2002]. Ces critères
ont une particularité. Déterminés grâce à des essais expérimentaux, ils permettant d’obtenir
directement et de manière rapide leur forme dans un plan donné en un seul essai. Ces essais
sont appelés “Swipe tests” et sont présentés ci-dessous.

La procédure d’un Swipe test est la suivante: un déplacement vertical v0 est appliqué jusqu’à
l’obtention d’un effort vertical donné. A partir de là, le déplacement vertical est gardé constant
jusqu’à la fin de l’essai. Pendant ce temps, la fondation est soumise à un déplacement soit
horizontal, soit une rotation ou une combinaison des deux. La fondation est donc entièrement
pilotée en déplacement. Nous montrons dans ce genre d’essais que la courbe réponse dans
l’espace conjugué, c’est à dire l’espace des efforts épouse le critère de rupture du système
[Tan, 1990] et [Martin, 1994].

En effet, pour comprendre ce phénomène, nous pouvons faire l’analogie avec un essai triaxial
non drainé sur une argile normalement consolidée avec forte contrainte axiale ou sur une
argile surconsolidée avec faible contrainte axiale (pour avoir de la dilatance). Cet essai est lui
aussi purement piloté en déformations puisque son caractère non-drainé lui confère une non
variation de volume. Nous montrons, dans cet essai, que le chemin de réponse dans le plan p−q
(pression moyenne, déviateur) a pour asymptote le critère de Mohr-Coulomb. Ceci s’explique
par le fait que la loi d’écoulement du matériau ne correspond pas aux déformations imposées
à l’échantillon. Il se passe exactement la même chose concernant le Swipe test, c’est à dire que
les déformations imposées ne sont pas compatibles avec la loi d’écoulement du système. Le
chemin de réponse en efforts aura donc pour asymptote le critère de rupture jusqu’à obtenir
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cette rupture.

Ces essais Swipe tests ont donc permis, pour des fondations circulaires, de faire une investiga-
tion plutôt complète des critères de rupture dans l’espace V −H −M pour des chargements
2D dans un premier temps puis dans l’espace V − Hx −My − Hy −Mx − T (où T est le
moment de torsion) pour des chargements 3D [Cassidy et al., 2004].

2.3.2.1 Diagrammes d’interactions généralisés pour des chargements 3D et des

fondations circulaires

Les différents Swipe tests sur des fondations circulaires de diamètre D reposant sur des sables
(dense ou lâche) ou argiles donnent dans l’espace à 6 dimensions des efforts le critère suivant:

F (Hx,My,Hy,Mx,T,V ) ≡
(
Hx

h0V0

)2

+

(
My

Dm0V0

)2

+
2aHxMy

Dh0m0V 2
0

+

(
Hy

h0V0

)2

+

(
Mx

Dm0V0

)2

− 2aHyMx

Dh0m0V 2
0

+

(
T

Dt0V0

)2

−
[

(β1 + β2)
(β1+β2)

ββ1
1 ββ2

2

]2(
V

V0

)2β1
(

1 − V

V0

)2β2

= 0(2.12)

Où a, h0, m0, t0, β1 et β2 sont des paramètres constitutifs du modèle déterminant les tailles
des demi-grand axes de l’ellipsoïde.

Sa représentation dans l’espace (My −Hx − V ) ainsi que quelques surfaces de charges sont
données par la figure 2.6.

En notant hx = Hx
h0VM

, hy =
Hy
h0VM

, mx = Mx

Dm0VM
, my =

My

Dm0VM
, t = T

Dq0VM
, ξ = V

VM
, ainsi

que ρc = V0
VM

et Q =t [ξ,hx,my,hy,mx,t], puis en simplifiant par 1
ρ2c

nous obtenons:

f
(
Q
)
≡ h2

x +m2
y + 2ahxmy + h2

y +m2
x

−2ahymx + t2 −
[

(β1 + β2)
(β1+β2)

ββ1
1 ββ2

2

]2
ξ2β1

ρ
2(β1−1)
c

(

1 − ξ

ρc

)2β2

= 0 (2.13)

Nous notons que la forme de cette dernière équation 2.13 est très proche de celui de la surface
de charge de [Nova et Montrasio, 1991] (equation 2.9). En fait nous retrouvons quasiment
la même expression pour a = 0, β1 = 1, β2 = 1 et en remarquant que ψ est un paramètre
analogue à m0 puis que µ ≡ h0.

2.3.2.2 Loi d’écrouissage

Elle a été proposée par [Cassidy et al., 2004]. Le paramètre ρc est toujours la variable d’écrouis-
sage isotrope, mais sa variation diffère un peu de celle proposée par [Nova et Montrasio, 1991].
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Fig. 2.6 – Critère de rupture et quelques surfaces de charges pour le critère élaboré par Cassidy
- Martin - Gottardi

Suivant la même philosophie que pour le modèle de Nova, la relation proposée par [Cassidy
et al., 2004] découle de la loi de comportement pour le chargement vertical (loi effort vertical -
déplacement vertical). La différence est que cette loi ne possède pas d’asymptote horizontale,
mais présente un maximum au point d’abscisse wpm avant d’avoir un comportement radou-
cissant pour des grands déplacements plastiques verticaux wp. Elle est donnée par l’équation
2.14 et est représentée par la figure 2.7:

ρc =
(1 − fp)

kwp
VM

+ fp

(
wp
wpm

)2

(1 − fp)
(

1 −
(

2 − kwpm
VM

)
wp
wpm

)

+
(

wp
wpm

)2 (2.14)

Où k représente la rigidité initiale de la loi et fp est un paramètre constitutif de la loi.

2.3.2.3 Loi d’écoulement

La loi d’écoulement proposée par [Cassidy et al., 2004] mais aussi par [Gottardi et al., 1999]
dans les versions antérieures du modèle est une loi d’écoulement non associée. Plus précisé-
ment, cette loi est certes associée dans les différents plans (H −M) et non associée dans tous
les autres. [Gottardi et al., 1999] ne propose pas de loi d’écoulement g explicite comme pour le
modèle de [Nova et Montrasio, 1991] mais directement un rapport entre les différents termes
de déplacements plastiques.
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Fig. 2.7 – Loi d’écrouissage en fonction du déplacement vertical plastique pour le modèle
élaboré par Cassidy - Martin - Gottardi

2.3.2.4 Commentaires

Ce modèle présente certains avantages:

– Il permet de prendre en compte le sens des moments et efforts horizontaux appliqués à
la fondation. En effet, la particularité de ce modèle et surtout du diagramme d’inter-
action utilisé est que sa projection dans un plan H −M donne une ellipse possédant
des axes principaux ne coïncidant pas avec les axes du repère (paramètre a dans les
équations 2.12 et 2.13). En effet pour un effort horizontal donné la fondation n’aura pas
le même comportement suivant le sens du moment appliqué. Ceci parait évident puisque
le problème, avec un tel chargement, n’est pas symétrique.

– De plus la loi d’écrouissage proposée permet de faire diminuer la taille de la surface de
charge à partir du moment où le déplacement généralisé atteint la valeur wpm (compor-
tement radoucissant du modèle, voir figure 2.7).

– Il permet de prendre en compte le moment de torsion. Ce moment est très important
dans les études de fondations pour l’industrie off-shore.

– L’adaptation du critère pour les chargements 3D est relativement simple dans ce cas
puisque la fondation est circulaire. Afin de garder une axisymétrie du critère de rup-
ture, due à la géométrie de la fondation, les termes relatifs au moment et à l’effort
horizontal supplémentaires, sont les mêmes (et avec les mêmes coefficients) que pour
le chargement plan initial. Ceci permet d’obtenir un critère de forme circulaire lorsque
celle ci est projetée soit dans le plan des efforts horizontaux ou dans le plan de moments.
La forme circulaire dans ces deux plans traduit bien une interaction axisymétrique des
deux moments ou des deux efforts horizontaux.

L’inconvénient majeur de ce modèle est que sa description (utilisation d’une seule variable
d’écrouissage isotrope) ne lui permet pas d’être utilisé pour des chargements cycliques ou
dynamiques.

2.3.3 Macro-élément de Crémer: prise en compte du décollement

Le modèle de [Crémer, 2001] a été développé pour reproduire le comportement d’une fon-
dation filante de largeur B sous chargement plan (2D). Il s’inscrit dans la même lignée que
les modèles vues précédemment, c’est à dire que la plasticité du sol est traitée grâce aux
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théories classiques de plasticité issues de la thermodynamique des processus irréversibles. Ce
modèle est cependant plus élaboré puisqu’il permet de traiter les chargements cycliques mais
aussi les chargements dynamiques. Cela est possible par l’utilisation conjuguée d’une variable
d’écrouissage isotrope et de variables d’écrouissage cinématique. Il permet aussi de coupler
plusieurs types de non-linéarité. En effet, pour les macro-éléments précédents seules les non-
linéarités matérielles étaient prises en compte (la plasticité du sol). Ce modèle tient compte en
plus des non-linéarités géométriques, à savoir le décollement de la fondation. Nous allons dans
ce paragraphe décrire très brièvement le modèle de macro-élément de [Crémer, 2001] afin de
mieux le cibler par rapport aux autres modèles. C’est sur ce modèle que va se développer notre
étude. Une description plus approfondie sera effectuée au fur et à mesure de la description de
notre modèle (voir chapitre 3).

2.3.3.1 Description du modèle de plasticité

2.3.3.1.1 Diagramme d’interaction Comme pour les modèles vus précédemment, le
critère de rupture a l’allure générale d’un ballon de rugby. Toutefois sa formulation est dif-
férente de celle proposée par [Nova et Montrasio, 1991] ou [Gottardi et al., 1999]. L’ellipse
n’est pas excentrée dans le plan H −M . Il est donné par la relation suivante (où H ′ = H

VM
,

M ′ = M
BVM

et V ′ = V
VM

):

f∞ ≡
(

H ′

aV ′c(1 − V ′)d

)2

+

(
M ′

bV ′e(1 − V ′)f

)2

− 1 = 0 (2.15)

Les paramètres a, b, c, d, e et f sont des paramètres constitutifs de la loi.

2.3.3.1.2 Surface de charge et lois d’écrouissage La surface de charge est construite
selon le même concept que le critère de rupture. Elle en possède la même forme générale et
évolue à l’intérieur de celui ci. La particularité de celle ci par rapport aux surfaces de charges
des autres macro-éléments vus plus haut est qu’elle fait intervenir plusieurs lois d’écrouissage.
De la même manière que pour les modèles de [Nova et Montrasio, 1991] et [Cassidy et al.,
2004], une variable d’écrouissage isotrope ρ est utilisée, mais pour traiter un éventuel caractère
cyclique du chargement, des variables d’écrouissages cinématiques regroupées dans le vecteur
τ sont également considérées.

La variable d’écrouissage isotrope ρ sert ici à faire évoluer la taille de la surface sans pour
autant la faire évoluer suivant l’axe V ′. Pour faire évoluer sa taille suivant l’axe V ′, une autre
variable d’écrouissage γ est utilisée.

En effet l’évolution de la surface de charge doit être traitée de manière différente pour les efforts
verticaux d’une part et pour les efforts horizontaux et les moments d’autre part. Comme dans
[Crémer et al., 2001], son évolution est guidée par la nécessité de reproduire le comportement
du sol et de la fondation soumise initialement au poids propre de la structure. Ceci permet
de stabiliser dans un premier temps la structure afin qu’elle puisse ensuite être soumise à un
chargement quelconque. De la même manière que pour le critère de rupture (équation 2.15),
l’interaction entre H et M est représentée par la figure 2.8(a), alors que l’interaction entre H
et V est une courbe passant par l’origine du repère 0 et définie pour V > 0 (figure 2.8(b)).
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Pendant la phase d’initialisation, le poids propre de la structure est appliqué, la surface de
charge est réduite à un segment de droite le long de l’axe V ′, allant de l’origine du repère 0
(figure 2.8) jusqu’au point de coordonnée γ

fc ≡ V ′ − γ = 0 (2.16)

(a) (b)

(c)

Fig. 2.8 – Evolution de la surface de charge à l’intérieur du critère de rupture pour le modèle
de Crémer

Par ailleurs, [Crémer, 2001] a mis en évidence que la plasticité du sol est largement influencée
par le mécanisme de décollement de la fondation. Cette influence est expliquée ci-dessous.

Afin de piloter la position des ellipses dans le plan (H ′ −M ′) au cours des pas de chargements,
nous l’avons vu, une loi d’écrouissage cinématique (τ) est également utilisée. Ce type de
description est essentiel afin de reproduire le comportement du sol durant un chargement
cyclique, c’est à dire le fait que nous retrouvons l’état de plastification et la pente développés
au cycle précédent [Crémer, 2001] comme le montre la figure 2.9. En effet, pour une structure
réelle, quand le décollement de la fondation est possible, le chargement de la fondation dans
une direction n’influence pas son comportement dans l’autre sens de chargement. En d’autres
termes, nous pouvons faire l’hypothèse que le décollement de la fondation n’entraîne aucune
sollicitation du sol sous la partie de semelle décollée, ce qui implique que le comportement de
cette partie de sol reste inchangé lorsque celle-ci vient à être sollicitée (par un chargement dans
le sens opposé). Ce comportement est clairement montré par la figure 2.9: quand la fondation
subit un chargement qui sollicite la partie “droite” du sol (Ṁ < 0), le sol sous cette partie
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droite de fondation se plastifie et aucune contrainte n’est encore appliquée à la partie “gauche”
du sol. Si le signe de la sollicitation change (Ṁ > 0), seul le sol situé sous la partie gauche de
la fondation va cette fois ci être plastifiée. Le sol sous la partie droite de la fondation va quant
à lui cette fois ci rester inchangé et va demeurer dans le même état de plastification qu’à la
fin de l’étape de chargement précédente. C’est à dire que si nous rechargeons une autre fois
dans le sens (Ṁ < 0), le sol sous la partie droite de la fondation va se plastifier en repartant
exactement de l’état de plastification généré lors de la première phase, ce qui se traduit sur
la courbe effort-déplacement par une reprise de la plasticité au même effort et avec la même
pente.

z

z x

x

x

z

M<0

M<0

M>0

Fig. 2.9 – Influence du décollement sur le mécanisme de plasticité

Ces remarques impliquent une loi d’évolution liant l’évolution de la variable d’écrouissage
isotrope ρ aux variables d’écrouissage cinématique τ traduite par la relation mathématique
suivante et qui est représentée sur la figure 2.10:

ρ̇ =

∣
∣
∣
∣

d‖τ‖
dt

∣
∣
∣
∣

(2.17)
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Fig. 2.10 – Relations entre les variables d’écrouissages cinématiques et isotropes dans les plans
(M ′ −H ′)

Pour avoir plus d’informations sur l’évolution de ces variables d’écrouissages, le lecteur inté-
ressé peut se reporter aux travaux de [Crémer, 2001], [Crémer et al., 2001] et [Crémer et al.,
2002].
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2.3.3.1.3 Loi d’écoulement Etant donnée la forme de la surface de charge, comme pour
les critères de [Nova et Montrasio, 1991], [Gottardi et al., 1999] et [Cassidy et al., 2004],
une loi d’écoulement non associée doit être utilisée. Une loi centrée sur l’origine du repère est
adoptée. Elle permet d’avoir toujours une projection positive de sa normale sur l’axe V ′. Cette
condition est nécessaire pour modéliser correctement l’évolution des déplacements verticaux
plastiques

g ≡
(
H ′

κ

)2

+

(
M ′

ξ

)2

+ V ′2 − 1 = 0 (2.18)

Où κ et ξ sont des paramètres constitutifs de la loi d’écoulement.

2.3.3.2 Description du modèle de décollement

Le mécanisme de décollement de la fondation est un problème géométrique non-linéaire. Il est
dû principalement à un changement de zone de contact de la fondation, il est donc relatif à un
changement de géométrie. A priori il intervient pour des rotations modérées de la fondation.
Or, comme le mentionne [Chatzigogos, 2007] le principe même du macro-élément est de traiter
le mécanisme dans sa globalité et de concentrer tout le comportement en un point représentatif
(le centre de la fondation). D’un point de vue théorique, le macro-élément est en réalité réduit
à un point et ne peut pas prendre en compte de configuration déformée. Conceptuellement,
le macro-élément n’est donc pas apte à reproduire phénoménologiquement le mécanisme de
décollement.

Cependant [Crémer, 2001] a élaboré un modèle de décollement assez approfondi permettant
de prendre en compte la perte de rigidité due à une semelle en décollement et de simuler
le soulèvement du centre de la fondation. Pour cela, Crémer introduit le paramètre δ qui
représente le pourcentage de semelle décollée. Ce paramètre régit le comportement de la
fondation car il est relié aux déplacements de la fondation et aux efforts appliqués.

Afin de prendre en compte le couplage qui existe entre décollement et plasticité (et donc
surtout ici l’influence de la plasticité sur le décollement), Crémer a étudié le comportement
du décollement sur sol élastique et sur sol plastique. Il est alors montré que le mécanisme de
décollement est différent dans les deux cas. Sur un sol élastique le comportement de décol-
lement est un mécanisme élastique non-linéaire (donc totalement réversible). A l’inverse, sur
un sol plastique, le comportement de décollement est un mécanisme non-linéaire irréversible.

D’un point de vue numérique, la formulation de ce modèle est adaptée à un schéma de réso-
lution où les efforts sont donnés, contrairement à la formulation classique des codes éléments
finis où ce sont les déplacements qui sont les données d’entrée du modèle. Le schéma de réso-
lution du problème proposé par Crémer est donc relativement complexe, et rend son couplage
avec le mécanisme plastique compliqué. En effet, des tests sont nécessaires pour savoir quels
mécanismes sont actifs simultanément. A ce propos, Crémer proposait dans sa thèse de refor-
muler le problème de décollement comme un problème issu de la plasticité classique afin de
traiter son couplage avec la plasticité du sol selon une théorie de multi-mécanismes.

Ce mécanisme de décollement sera détaillé plus amplement dans le chapitre 3, puisqu’il va
servir de base à l’élaboration de notre modèle. Il sera d’ailleurs traité suivant la philosophie



20 Étude bibliographique

d’un mécanisme de plasticité classique (surfaces de charge de décollement, lois d’écrouissages,
etc...) comme le préconisait Crémer.

2.3.3.3 Commentaires

Grâce à sa formulation et notamment à la prise en compte de deux types de variables d’écrouis-
sages (cinématique et isotrope), le modèle de [Crémer, 2001] est capable de simuler, contraire-
ment aux autres macro-éléments, le comportement cyclique d’une fondation filante. Il présente
également une particularité: celle de prendre en compte les non-linéarités géométriques dues
au décollement de la fondation grâce à un mécanisme non-linéaire et non réversible le repro-
duisant de manière phénoménologique. Ce modèle est de plus complet puisqu’il a aussi été
étendu aux chargements dynamiques avec la prise en compte de l’amortissement radiatif.

2.3.4 Macro-élément de Chatzigogos: modèle hypoplastique et modèle de décol-

lement élastique non-linéaire

Nous allons maintenant étudier le macro-élément mis au point par [Chatzigogos, 2007]. Le
modèle qu’il présente reproduit le comportement d’une fondation circulaire reposant sur un
sol cohérent pour un chargement uniquement plan et prend en compte un mécanisme de
décollement inspiré de celui de [Crémer, 2001].

2.3.4.1 Structure générale du modèle

Une des particularités de ce modèle est que la plasticité du sol n’est plus prise en compte grâce
à une loi de plasticité classique mais fait partie de la famille des lois hypoplastiques. Pour cela,
il s’inspire des travaux de [Pedretti, 1998], [di Prisco et al., 2002] et [di Prisco et Galli, 2006]
qui ont eux aussi développé ce genre de modèle qui se prête a priori mieux, d’un point de
vue numérique au comportements cycliques. Une autre grande différence est qu’il propose un
critère de rupture (ou plutôt ici une surface d’appui “bounding surface” selon le vocabulaire
des modèles hypoplastiques) qui prend en compte simultanément le mécanisme de plasticité
mais aussi le mécanisme de décollement. Pour la partie plastique, la fondation est considérée
collée sur le massif de sol et donc des contraintes de traction peuvent en théorie apparaître.
Ainsi, cela permet d’obtenir un critère de rupture symétrique suivant l’axe des efforts verticaux
V ′, et donc symétrique par rapport à l’origine du repère d’efforts. Concernant le décollement
maintenant, le critère de rupture est un critère de type Tresca sans résistance à la traction
ou Mohr-Coulomb. L’association des deux critères de rupture se fait en considérant toujours
le cas le plus restrictif, c’est à dire que le point de charge doit toujours se situer à l’intérieur
des deux mécanismes.

L’avantage de cette description se situe surtout dans la manière de formuler le modèle plas-
tique. En effet, grâce à la symétrie du critère de rupture de la loi plastique, une loi d’écoulement
associée peut être utilisée, contrairement à tous les autres modèles vus plus haut. L’utilisa-
tion d’une loi d’écoulement associée pose bien entendu beaucoup moins de problèmes pour la
résolution numérique du problème et nécessite moins de paramètres.

Le modèle de décollement est un peu moins complet que dans le travail de [Crémer, 2001]
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puisque Chatzigogos considère un mécanisme de décollement élastique non-linéaire (et donc
totalement réversible). Il ne prend donc pas en compte un déchargement différent à la courbe
de chargement vue dans le modèle de Crémer. Toutefois cette hypothèse simplifie grandement
l’écriture du modèle puisque le comportement élastique est remplacée totalement par le mo-
dèle de décollement, ce qui implique qu’il ne reste plus qu’un seul mécanisme non-linéaire et
irréversible à traiter (la plasticité). Ainsi cela évite de traiter l’évolution de plusieurs surfaces
de charges qui exigerait un traitement faisant appel à la théorie des multi-mécanismes.

Plasticité

Décollement
élastique

Ḟ

Ḟ

u̇ = ˙uelup + ˙upl

Ḟ = Kpl ˙upl

Ḟ = Kelup ˙uelup

Fig. 2.11 – Structure générale du macro-élément de Chatzigogos

2.3.4.2 Commentaires

Nous l’avons vu, le modèle de décollement élaboré par [Chatzigogos, 2007] est relativement
novateur puisqu’il se distingue complètement des autres modèles dans la prise en compte de la
plasticité et il considère un mécanisme de décollement entièrement réversible ne développant
pas de déplacements résiduels (ce qui est une limite du modèle). Sa simplicité est son grand
atout. Cependant le manque de comparaisons avec des résultats expérimentaux invite à la
prudence quant à l’utilisation de ce modèle.

2.4 Conclusion

Cette étude bibliographique nous montre que l’interaction sol-structure est un problème com-
plexe et que sa prise en compte grâce à des modèles simples comme les macro-éléments per-
met d’obtenir de bons résultats. La succession des travaux ont permis d’augmenter le champ
d’application des macro-éléments tout en ayant des résultats fiables et en adéquation avec
l’expérience.

Cependant il n’existe pas véritablement de modèle 3D prenant en compte un couplage multi-
mécanisme entre le décollement irréversible et la plasticité, ni de modèle valable pour chaque
type de forme de fondation.

Le modèle de [Crémer, 2001] qui synthétise les travaux antérieurs parait être une bonne base
pour le développement d’un nouveau macro-élément en 3D capable de combiner tous ces
facteurs.
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CHAPITRE 3

Présentation du macro-élément d’ISS 3D

3.1 Généralités

Le but de cette étude sera d’examiner le comportement d’une fondation superficielle reposant
sur un massif de sol semi-infini et soumis à des chargements statiques, cycliques mais aussi
dynamiques. Pour cela, nous allons utiliser une méthode hybride pour modéliser la fondation
et le sol sous-jacent par l’intermédiaire d’un macro-élément d’ISS.

Nous l’avons vu dans le chapitre 2, en partant de l’hypothèse d’une fondation infiniment rigide,
le concept de macro-élément, développé initialement par [Nova et Montrasio, 1991], consiste
à condenser l’ensemble des non-linéarités (qu’elles soient matérielles ou géométriques) dans
un domaine de dimension fini: le champ proche.

Toutes ces non-linéarités sont condensées en un point représentatif: le centre de la fondation
(figure 3.1). Cette hypothèse permet de travailler en variables globales (forces et déplacements)
définies au centre de la fondation. Ainsi, le problème peut donc être traité de manière beaucoup
plus simple, puisqu’il suffit de lier le torseur des déplacements qui s’applique au centre de la
fondation en fonction du torseur des actions en ce même point. Le champ lointain est quant
à lui considéré complètement linéaire.

Comme dans [Crémer, 2001], le nouveau macro-élément d’ISS 3D doit permettre de prendre
en compte deux types de non linéarités: la plasticité du sol qui rentre dans la catégorie des
non-linéarités matérielles et le décollement de la fondation rentrant dans la catégorie des
non-linéarités géométriques. Chaque mécanisme va créer une part de déplacements. Ainsi le
déplacement total de la fondation peut s’écrire: u̇ = u̇el + u̇pl + u̇up. Cette décomposition
revient à considérer une mise en série des trois mécanismes: élasticité, plasticité, décollement
[Crémer, 2001].
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Décollement
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Elasticité
Elasticité

Ḟ

Ḟ

u̇ = ˙uel + ˙upl + ˙uup

Ḟ = Kpl ˙upl

Ḟ = Kup ˙uup

Ḟ = Kel ˙uel

(a) (b)

Fig. 3.1 – Présentation de la structure générale du macro-élément: (a) décomposition en
champs proche et champ lointain (b) système analogique

Les améliorations par rapport au modèle de Crémer seront les suivantes:

(i) Dans cette étude la plasticité ainsi que le décollement seront pris en compte grâce à des
modèles issus de la plasticité classique faisant évoluer des surfaces de charges à l’intérieur
d’un critère de rupture par l’intermédiaire de variables d’écrouissages. Des déplacements
et rotations résiduels plastiques et de décollement peuvent donc être générés lors d’une
sollicitation (théorie des multi-mécanismes).

(ii) Des chargements 3D peuvent être étudiés, c’est à dire des chargements selon les deux axes
horizontaux (forces et moments ou déplacements et rotations), ainsi que l’application
d’un effort ou d’un déplacement selon l’axe vertical. La torsion (moment ou rotation
selon l’axe vertical) ne sera pas pris en compte.

Ce chapitre est consacré à la présentation générale du nouveau macro-élément ainsi qu’à la
description mathématique des deux mécanismes non-linéaires: plasticité et décollement.

3.2 Formes des fondations et présentation des variables cinéma-
tiques et d’efforts

Initialement les critères de rupture étaient développés pour des géométries de fondations
données (fondation filante pour [Nova et Montrasio, 1991] et [Crémer, 2001], et fondations
circulaires pour [Gottardi et al., 1999] et [Martin, 1994]). Néanmoins, nous montrons sur la
figure 3.2 la comparaison entre ces différents critères dans l’espace des variables adimension-
nées. Il apparaît clairement que les différents critères exprimés dans cet espace sont assez
proches quelles que soient les géométries considérées. Dans la suite de ce chapitre, afin de
simplifier les équations et d’être capable d’utiliser le modèle pour différentes configurations
géométriques de la fondation, une notation adimensionelle est donc utilisée.

La méthode de normalisation pour trois différentes géométries (circulaire, rectangulaire et
filante) est explicitée ci-après. Les efforts sont composés d’une force verticale V , des efforts
horizontaux Hx, Hy, et de moments Mx, My. Les variables cinématiques associées à ces efforts
sont: le déplacement vertical uz, les déplacements horizontaux ux, uy, et les rotations θx, θy.
Nous l’avons dit précédemment, le moment de torsion Mz n’est pas pris en compte par le
modèle. Dans tout ce qui suit, les variables adimensionnées, qu’elles soient cinématiques ou



3.2. Formes des fondations et présentation des variables cinématiques et d’efforts 25

d’efforts, sont notées avec un exposant ′.

Nous commençons cette présentation par le cas de la fondation circulaire. Cette axisymétrie
nous autorise en effet à prendre en compte de manière équivalente les sollicitations dans les
deux directions horizontales. Ainsi lors de la rupture, l’axisymétrie permet d’affirmer que les
diagrammes d’interaction entre deux forces horizontales d’une part, ou deux moments d’autre
part dans les deux directions horizontales sont des cercles.
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Fig. 3.2 – Comparaisons de différents critères pour divers auteurs ayant simulé le comporte-
ment de fondations de géométries différentes ramenés dans l’espace des efforts adimensionnés.
Fondations filantes pour Nova et Pecker, circulaire pour Houlsby.

3.2.1 Cas de la fondation circulaire

~x~x
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~z~z
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HxMy
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uxθy

uy θx

(a) (b)

Fig. 3.3 – Présentation des variables globales: (a) efforts et (b) déplacements sur la fondation
circulaire
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Dans ces expressions qmax représente la contrainte ultime que peut supporter le sol sous la
fondation pour un chargement purement vertical, D représente le diamètre de la fondation,
et S = πD2

4 la surface de la fondation.

La contrainte ultime de compression qmax est donnée par la relation suivante adaptée pour
une fondation circulaire [Davis et Booker, 1973], [Matar et Salençon, 1979] et [Philipponnat
et Hubert, 2003]:

qmax =
0.6

2
γDNγ + q0Nq + 1.3cNc (3.2)

où q0 représente la contrainte verticale effective amenée par le sol à la base de la fondation
(dans le cas où cette dernière ne serait pas à la surface du massif de sol mais reposerait à
une certaine profondeur), γ est le poids volumique du sol, Nγ est le terme de surface, Nq le
terme dépendant de la profondeur de la fondation, et Nc le terme de cohésion. Les relations
permettant de calculer Nγ ,Nq and Nc sont données dans [Caquot et Kérisel, 1966]. Ces termes
ne dépendent seulement que de la cohésion c et de l’angle de frottement φ du sol.

De manière similaire les déplacements du centre de la fondation sont les suivants:

(i) Déplacements horizontaux réduits: u′x, u
′
y

(ii) Déplacement vertical réduit: u′z
(iii) Rotations réduites: θ′x, θ

′
y
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(3.3)

Remarquons que grâce à ce choix de normalisation, les variables F et u sont conjuguées. Ce
choix est très important car il permet d’exprimer le travail des efforts extérieurs appliqué à
la fondation grâce à ces variables comme cela est mentionné dans [Nova et Montrasio, 1991].

Le travail des efforts réduits dans le problème normalisé est donné par:

Wreduit =t F.u =
1

DSqmax
(V uz +Hxux +Myθy +Hyuy +Mxθx) =

1

DSqmax
Wreel (3.4)

Autrement dit, le travail réel se déduit facilement du travail réduit en le multipliant par la
quantité constante: DSqmax

3.2.2 Cas de la fondation rectangulaire

Tout comme pour la fondation circulaire, la normalisation des efforts et des déplacements pour
une semelle rectangulaire est importante car elle va permettre d’utiliser le même formalisme
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du modèle dans les développements qui vont suivre. Là encore, les variables que nous allons
choisir devront être conjuguées afin de retrouver le travail des efforts extérieurs réels. De
plus, dans le cas où une dimension de la fondation rectangulaire devient très grande, cette
normalisation doit permettre de retrouver le cas de la fondation filante pour lequel le modèle
de [Crémer, 2001] a été initialement développé.
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θy
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θx

b
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(a) (b)

Fig. 3.4 – Présentation des variables globales: (a) efforts et (b) déplacements sur la fondation
rectangulaire

Pour une semelle rectangulaire (figure 3.4) de dimensions a × b, nous proposons donc la
normalisation suivante pour les efforts:
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(3.5)

et pour les déplacements:

u =
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(3.6)

où qmax se calcule de la manière suivante (expression pour une fondation rectangulaire avec a
la plus grande longueur) [Davis et Booker, 1973], [Matar et Salençon, 1979] et [Philipponnat
et Hubert, 2003]:

qmax =
1

2

(

1 − 0.2
b

a

)

γbNγ + q0Nq +

(

1 + 0.2
b

a

)

cNc (3.7)

Là aussi, les efforts et déplacements réduits sont des variables conjuguées et le travail des
efforts réduits dans le problème normalisé est donné par:
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Wreduit =t F.u =

√
a2 + b2

qmax(ab)2
(V uz +Hxux +Myθy +Hyuy +Mxθx) =

√
a2 + b2

qmax(ab)2
Wreel

(3.8)

Autrement dit, le travail réel se déduit facilement du travail réduit en le multipliant par la

quantité constante: qmax(ab)2√
a2+b2

.

3.2.3 Cas de la fondation filante

Une manière de prouver la légitimité de la normalisation pour la semelle rectangulaire est de
faire tendre une des deux dimensions (par exemple a) vers l’infini de manière à obtenir une
fondation filante. Dans ce cas, le plus simple est de travailler avec des efforts ramenés à un
mètre linéaire de fondation (dans la direction ~y, voir figure 3.4). Cela revient à reprendre le
vecteur F vu plus haut (équation 3.5) en l’écrivant de la manière suivante:
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En ne prenant en compte que les termes de chargements dans le plan (~z,~x) (les autres termes
hors de ce plan n’ont pas de signification), le vecteur F de l’équation 3.9 correspond exactement
à celui défini dans [Crémer, 2001] pour une fondation filante (équation 3.10):
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Concernant le vecteur déplacement u de l’équation 3.6, en faisant tendre a vers l’infini, nous
obtenons le vecteur déplacement réduit suivant:
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(3.11)

Le dernier terme de ce vecteur contient encore la dimension a. Puisqu’il est très grand cela
implique que θx doit être petit (et proche de 0) pour que le produit donne un nombre fini, ce
qui est en accord avec la réalité (si a est très grand alors la rotation suivant ~x est nulle). Là
non plus, les termes hors plans uy et θx ne sont pas à prendre en compte dans le calcul.

Le calcul du travail de ces efforts pour les déplacements considérés montre là aussi que les
variables sont bien conjuguées.
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3.2.4 Bilan sur les normalisations

Nous l’avons vu, la normalisation des efforts et déplacements est un problème délicat. Il est
important que la normalisation permette d’obtenir dans tous les cas des variables conjuguées
afin de retrouver le travail des efforts extérieurs appliqués à la fondation.

De plus nous avons montré que les différents critères de rupture déterminés expérimentale-
ment pour des fondations circulaires ou filantes sont finalement assez proches lorsqu’elles sont
décrites dans cet espace adimensionné.

Concernant le passage de la fondation filante à la fondation rectangulaire, nous nous sommes
efforcés de garder une continuité dans la description: à partir de la description en fondation
rectangulaire nous avons retrouvé la normalisation pour une fondation filante de [Crémer,
2001] en faisant tendre une des dimensions de la fondation vers l’infini.

Les modèles de plasticité et de décollement sont donc construits et exprimés en fonction des
ces efforts et déplacements adimensionnées. Une description de ces deux modèles est proposée
ci-après.

3.3 Modèle de plasticité

Le macro-élément développé ici est capable de reproduire le comportement d’une fondation
superficielle circulaire, rectangulaire ou filante rigide sous sollicitation statique, cyclique et
dynamique dans trois directions en considérant, entre autres, la plasticité du sol. C’est ce
modèle de plasticité que nous allons décrire dans ce paragraphe (voir aussi [Grange et al.,
2006a], [Grange et al., 2007a], [Grange et al., 2007b] et [Grange et al., 2008a]).

Le modèle de plasticité est issu des lois classiques de la thermodynamique des processus
irréversibles [Lemaitre et Chaboche, 1988], [Lemaitre et Chaboche, 1990]. La surface de charge
ainsi que le critère de rupture sont inspirés du travail de [Crémer, 2001], [Crémer et al., 2001],
[Crémer et al., 2002] et sont écrits dans l’espace des efforts globaux réduits V ′, H ′

x, M
′
x, H

′
y,

M ′
y. Le critère de rupture est celui développé dans les travaux de [Pecker, 1997], [Salençon et

Pecker, 1995a] et [Salençon et Pecker, 1995b].

Les points nécessaires à l’étude du modèle de plasticité qui vont être développés sont les
suivants:

(i) Le comportement élastique

(ii) Le comportement plastique (critère de rupture, surface de charge, variables d’écrouis-
sages cinématiques et isotrope, loi de tangence, loi d’écoulement)

3.3.1 Comportement élastique

La loi de comportement peut être écrite à tout instant de la manière suivante: F = Keluel

où les vecteurs force et déplacement sont les vecteurs adimensionnés définis précédemment,
Kel la matrice de rigidité élastique et uel le vecteur déplacements élastique. Les matrices de
rigidité élastique correspondantes aux différents types de fondations sont définies comme suit:
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Avec pour une semelle circulaire:
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Pour une semelle rectangulaire:
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Et pour une semelle filante (avec b la petite dimension et a qui tend vers l’infini):
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Dans le cas de la semelle filante, les autres termes ne sont pas calculés.

Les différents termes de cette matrice élastique sont obtenues en utilisant la partie réelle des
impédances statiques définies par [Gazetas, 1991].

Pour une fondation circulaire nous avons (équation 3.16):
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Pour une fondation rectangulaire nous avons (où βhxhx , βzz, et βθyθy sont des coefficients
dépendants du rapport des dimensions a

b de la fondation donnés dans [Philipponnat et Hubert,
2003]):
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et pour une fondation filante [Gazetas, 1991] propose les relations suivantes (pour une longueur
d’1m de fondation):
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2−ν

Kzz = 0.73G0
1−ν

Kθyθy = πG0
2(1−ν)

(
b
2

)2
(3.18)

Les équations 3.16, 3.17 et 3.18 sont fonctions des propriétés géométriques de la fondation
(diamètre D, ou longueurs a et b), des propriétés élastiques du sol (module de cisaillement G0,
coefficient de Poisson ν) et du profil de la couche de sol (H étant la profondeur par rapport
au sol à laquelle on trouve une couche de sol ayant de très bonne caractéristiques de type
“bed-rock”).

3.3.2 Comportement plastique

Dans ce paragraphe, seules les non-linéarités matérielles sont prises en compte, comme la
plasticité du sol. Il est important de rappeler que d’autres non-linéarités peuvent intervenir,
comme les non linéarités géométriques (décollement) qui seront étudiées plus tard.

Cette hypothèse nous permet donc d’écrire le déplacement total du centre de la fondation de
la manière suivante: u = uelpl = uel + upl, avec upl le vecteur de déplacement plastique.

La comportement de la fondation est ici décrit par une théorie de plasticité classique. Nous
allons maintenant en définir les principaux points.

3.3.2.1 Critère de rupture

Le critère de rupture proposé ci-dessous est inspiré du travail de [Salençon et Pecker, 1995a],
[Salençon et Pecker, 1995b] et [Pecker, 1997].

Une adaptation de ce critère pour des sollicitations 3D est relativement simple en considérant
une fondation circulaire, c’est à dire celle rendant le problème axisymétrique. En effet, dans
ce cas, les efforts horizontaux d’une part et les moments d’autre part peuvent être traités
de manière similaire dans les deux directions ~x et ~y. En d’autres termes les interactions
entre les deux efforts horizontaux ou les deux moments peuvent être décrites par des cercles
(les dénominateurs pour les efforts horizontaux, ainsi que pour les moments sont les mêmes
dans l’équation 3.19). Il en résulte que l’adaptation du critère pour des chargements dans les
directions ~x et ~y et pour une fondation circulaire consiste simplement à ajouter deux termes
à l’équation 2.15, l’un relatif à l’effort horizontal H ′

x et l’autre relatif au moment M ′
y afin

d’obtenir la surface de dimension 5 suivante (équation 3.19):

f∞ ≡
(

H ′
x

aV ′c(1 − V ′)d

)2

+

(
M ′
y

bV ′e(1 − V ′)f

)2

+

(
H ′
y

aV ′c(1 − V ′)d

)2

+

(
M ′
x

bV ′e(1 − V ′)f

)2

− 1 = 0 (3.19)
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Avec les coefficients:

(i) a, b définissant la taille de la surface dans le plan (H ′ −M ′)

(ii) c, d et e, f définissant la forme parabolique de la surface dans les plans (V ′ −H ′) et
(V ′ −M ′) respectivement.

La valeur de ces paramètres peut être calée par différents résultats expérimentaux. [Crémer,
2001] donne des valeurs pour différents types de sols.

Nous faisons, de plus, l’hypothèse que l’adimensionnement des variables vu plus haut permet
de conserver cette adaptation de la surface pour les fondations rectangulaires. En effet la
normalisation des variables permet d’obtenir des variables indépendantes des dimensions de
la fondation et donc comparables entre elles, comme dans le cas de la fondation circulaire
(figure 3.2).

Remarque: pour une fondation filante les termes H ′
y et M ′

x ne sont pas calculés puisque la
géométrie est 2D.

3.3.2.2 Surface de charge

L’expression analytique en 5D de la surface de charge fc - représentée par la figure 2.8 projetée
dans l’espace 3D (V ′,M ′,H ′) - prend la forme suivante:

fc (F,τ ,ρ,γ) ≡
(

H ′
x

ρaV ′c(γ − V ′)d
− α

ρ

)2

+

(
M ′
y

ρbV ′e(γ − V ′)f
− β

ρ

)2

+

(
H ′
y

ρaV ′c(γ − V ′)d
− δ

ρ

)2

+

(
M ′
x

ρbV ′e(γ − V ′)f
− η

ρ

)2

− 1 = 0 (3.20)

où τ = (α,β,δ,η) est un vecteur contenant les variables d’écrouissages cinématiques, ρ est la
variable d’écrouissage isotrope, F =

(
V ′,H ′

x,M
′
y,H

′
y,M

′
x

)
le vecteur regroupant les différents

efforts courants. Les relations pilotant l’évolution des variables d’écrouissages sont données
dans les paragraphes suivants.

3.3.2.3 Lois d’écrouissages cinématiques

Les variables d’écrouissages cinématiques α, β, δ, et η permettent de définir le centre des
ellipses dans les hyper-plans

(
H ′
x,M

′
y,H

′
y,M

′
x

)
. L’évolution de ces variables a été obtenue en

étudiant le comportement issu de simulations expérimentales et numériques d’une fondation
soumise à des chargements statiques monotones. Plus particulièrement, [Gottardi et al., 1999]
fournit des relations obtenues lors de campagnes expérimentales pour des fondations circu-
laires et pour différents types de sols. [Crémer, 2001] utilise des courbes similaires obtenues
quant à elles grâce à des simulations numériques. Ces simulations avaient été réalisées grâce
au logiciel “Dynaflow” dans lequel sont implantées des lois de sols robustes ainsi que des lois
de contact permettant le décollement de la fondation. [Crémer, 2001] soulignait d’ailleurs que
ce code a fait ses preuves avec des simulations comparées à des expériences. Ces simulations
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ont permis de montrer que les différentes lois efforts-déplacements peuvent être approchées
par des relations faisant intervenir la fonction exponentielle et indépendantes de l’effort ver-
tical réduit V ′. Ceci implique que les variables d’écrouissage peuvent être pilotées par des
équations différentielles du 1er ordre. Bien sûr les paliers obtenus dans les courbes effort-
déplacement (asymptotes horizontales) constituent une approche simplifiée du comportement
de la fondation mais justifiée quant au niveau de précision que nous voulons obtenir.

Par exemple, les relations liant M ′
y et θ′y = θ′elply peuvent être approchées de la manière

suivante (figure 3.5):

M ′
y = M ′∞

y

(

1 − exp

(−K ′el
θθ

M ′∞
y

θ′y

))

(3.21)

 

exponential relation 

FEM simulationsM′
y

M′∞
y

θ′y

Fig. 3.5 – Simulations EF: relations entre M ′ et θ′, indépendantes de V ′

où M ′∞
y représente la limite de la courbe M ′

y quand θ′y tend vers l’infini. L’équation différen-
tielle du 1er ordre correspondante est la suivante:

Ṁ ′
y = K ′el

θθ

(

1 −
M ′
y

M ′∞
y

)

θ̇′y (3.22)

En faisant encore une fois l’hypothèse d’une décomposition du déplacement total élasto-
plastique u comme la somme d’un déplacement élastique uel et d’un déplacement plastique
upl

(
u = uel + upl

)
et en considérant qu’à chaque instant on ait F = Keluel , il apparaît pos-

sible de lier aisément l’incrément de force avec l’incrément de déplacement plastique (équation
3.23):

Ṁ ′
y = K ′el

θθ

(
M ′∞
y

M ′
y

− 1

)

θ̇′ply (3.23)

Par ailleurs, comme M ′
y possède la même dimension que le terme (β + ρ) bV ′e (γ − V ′)f =

2βbV ′e (γ − V ′)f (en effet, dans l’équation 3.20, pour un chargement radial et monotone on
a β + ρ = 2β, voir paragraphe 3.3.2.4), l’évolution de la variable d’écrouissage cinématique β
est pilotée par l’équation suivante:
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β̇ =
1

2bV ′e (γ − V ′)f
K ′el
θθ

(
M⋆∞
y

β
− 1

)

θ̇′ply (3.24)

où M⋆∞
y est la limite de la courbe β

(

θ′ply
)

quand θ′ply tend vers l’infini.

L’évolution des autres variables d’écrouissages cinématiques est donnée par le même type
d’équations différentielles (pour cela voir l’équation 3.39).

Nous l’avons vu, le comportement plastique est indépendant dans les deux sens d’un charge-
ment de direction donné. Deux familles de variables d’écrouissage cinématique doivent donc
être utilisées pour modéliser au mieux cette non-dépendance. Ainsi 8 relations et variables
d’écrouissages cinématiques sont nécessaires pour simuler les 8 sens de sollicitations Ḣ ′

x > 0,
Ḣ ′
x < 0, Ṁ ′

y > 0, Ṁ ′
y < 0, Ḣ ′

y > 0, Ḣ ′
y < 0, Ṁ ′

x > 0, et Ṁ ′
x < 0. Par exemple, pour un

chargement radial, chaque variable d’écrouissage cinématique obéit aux relations suivantes
(pour des raisons de simplicité, seul le cas de β est présenté ici):







β̇⊕ =
1

2bV ′e (γ − V ′)f
K ′el
θθ

(
M⋆∞
y

β⊕
− 1

)

θ̇′ply

β̇⊖ =
1

2bV ′e (γ − V ′)f
K ′el
θθ

(

−
M⋆∞
y

β⊖
− 1

)

θ̇′ply
(3.25)

La première équation du système 3.25 est activée quand θ̇
′pl
y > 0 (elle correspond aux charge-

ments de signe positif, c’est pourquoi elle est affectée de l’exposant ⊕), la seconde équation

est activée lorsque θ̇
′pl
y 6 0 (affectée de l’exposant ⊖). Finalement à chaque pas, β est calculé

de la manière suivante:

β = β⊕ + β⊖ (3.26)

Pour un chargement non radial (i.e. lorsque les efforts et moments ne sont plus couplés par une
relation linéaire), l’évolution des variables d’écrouissage cinématique est plus compliquée. En
effet, dans certains cas βlim peut décroître alors que Ṁ ′

y > 0 (βlim est la valeur vers laquelle
tendrait β si le chargement à cet instant restait monotone et dans la direction considérée, voir

figure 3.8). En d’autres termes, même si M ′
y croît et que θ̇

′pl
y > 0, β⊖ peut être activé. C’est

la raison pour laquelle pour un chargement non radial l’évolution des variables d’écrouissage
cinématique est pilotée par des relations de la forme suivante (équation 3.27):







β̇⊕ =
1

2bV ′e (γ − V ′)f
K ′el
θθ

(
M⋆∞
y

β⊕
− 1

) ∣
∣
∣θ̇

′pl
y

∣
∣
∣

β̇⊖ =
−1

2bV ′e (γ − V ′)f
K ′el
θθ

(

−
M⋆∞
y

β⊖
− 1

) ∣
∣
∣θ̇

′pl
y

∣
∣
∣

(3.27)

La valeur de M⋆∞
y est évaluée de la manière suivante:

{
M⋆∞
y = βlim − β⊖ si β̇ > 0

M⋆∞
y = − (βlim − β⊕) si β̇ < 0

(3.28)
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La limite M⋆∞
y est toujours positive, inférieure ou égale à 1.

La première équation du système 3.27 est activée lorsque β̇ > 0 alors que la seconde équation
est activée lorsque β̇ < 0. Le signe de β̇ est, de plus, le même que celui de βlim − β, où βlim
est calculé grâce à la loi des tangentes explicitée dans le paragraphe 3.3.2.6, et où β est la
valeur de la variable d’écrouissage calculée au pas précédent (valeur courante).

3.3.2.4 Loi d’écrouissage isotrope

La non dépendance des sens de chargement dans une direction donnée (pour Ṁ > 0 et
Ṁ < 0 par exemple) a été montrée dans le paragraphe précédent ainsi que dans le paragraphe
2.3.3.1.2. Elle est en partie prise en compte en utilisant des lois d’écrouissage cinématique
spécifiques. Cependant, cela ne suffit pas pour reproduire le couplage qui existe entre la
plasticité et le décollement de la fondation. En effet, pour bien simuler le fait que l’état de
plastification du sol sous la partie de semelle décollée doit rester inchangé et qu’en cas de
changement de sens de sollicitation, la courbe effort-déplacement doit de nouveau entrer dans
le domaine plastique pour le même effort et avec la même pente (figures 2.9 et 3.6). Une
relation entre la loi d’écrouissage isotrope et les lois d’écrouissage cinématique est nécessaire
comme celle décrite dans [Crémer, 2001]. L’évolution de ces surfaces de charges obéissant à
cette propriété est représentée par la figure 3.6.

Cette évolution est traduite par la relation mathématique suivante:

ρ̇ =

∣
∣
∣
∣

d‖τ‖
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

αα̇+ ββ̇ + δδ̇ + ηη̇
√

α2 + β2 + δ2 + η2

∣
∣
∣
∣
∣

(3.29)

avec ‖τ‖ la norme du vecteur τ et d.
dt le symbole de la dérivée par rapport au temps.

Remarque: l’influence du couplage entre plasticité et décollement peut être réduite ou tout
simplement annulée en choisissant une évolution arbitraire de la variable d’écrouissage isotrope
comme suit:

ρ̇ = k

∣
∣
∣
∣

d‖τ‖
dt

∣
∣
∣
∣

où 0 6 k 6 1 (3.30)
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Fig. 3.6 – Relations entre les variables d’écrouissages cinématiques et isotropes dans les plans
(M ′ −H ′)
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3.3.2.5 Evolution de la variable γ

Son évolution dépend fortement de l’évolution de l’effort vertical V ′. En effet, durant la phase
d’initialisation pour laquelle la fondation n’est soumise qu’au poids propre de la structure nous
avons γ = V ′. Durant cette première phase, l’évolution de γ est donc pilotée par une relation
empirique donnée par [Nova et Montrasio, 1991] pour un chargement monotone liant l’effort
vertical avec le déplacement vertical. Elle est donnée par l’équation 3.31 et est représentée
par la figure 3.7.

γ = 1 − exp
(

−K ′el
zz

(
u′z
))

(3.31)
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Fig. 3.7 – Loi de comportement bilinéaire 1D.

L’équation 3.31 peut aussi s’écrire sous la forme d’une équation différentielle du 1er ordre:

γ̇ = K ′el
zz (1 − γ) u̇′z (3.32)

ou encore en fonction du déplacement vertical plastique:

γ̇ = K ′el
zz

1 − γ

γ
u̇

′pl
z (3.33)

Pour les phases de chargement quelconque (plus seulement vertical) , les autres déplacements
plastiques (déplacements horizontaux et rotations plastiques) peuvent aussi accroître la taille
de la surface de charge dans la direction de V ′. En conséquence, l’évolution de γ dépend aussi
de ces derniers selon l’expression suivante:

γ̇ =
(

a1K
′el
zz u̇

′pl
z + a2K

′el
hxhx

∣
∣
∣u̇′plx

∣
∣
∣+ a3K

′el
θyθy

∣
∣
∣θ̇′ply

∣
∣
∣+ a4K

′el
hyhy

∣
∣
∣u̇′ply

∣
∣
∣+ a5K

′el
θxθx

∣
∣
∣θ̇′plx

∣
∣
∣

) 1 − γ

γ
(3.34)

Où a1, a2, a3, a4 et a5 sont des paramètres permettant d’ajuster l’influence de chaque com-
posante du vecteur de déplacements plastiques. Par défaut ces paramètres sont tous égaux à
l’unité.
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3.3.2.6 Loi de tangence

Comme dans [Prévost, 1978], une loi de tangence est utilisée afin de s’assurer de la bonne
évolution de la surface de charge au moment de la rupture. En effet, à cet instant, le point de
charge courant qui appartient à la surface de charge doit venir en contact avec le critère de
rupture et de manière à ce que ce soit l’unique point d’intersection entre les deux surfaces. Ceci
implique qu’il y ait une tangence parfaite entre la surface de charge et le critère de rupture.
En d’autres termes, toute interpénétration du critère de rupture par la surface de charge doit
être empêchée.

La loi de tangence a aussi une autre fonction. Grâce à cette loi, dans le cas de chargement
non radiaux, le point de charge final de rupture peut être évalué ce qui permet ensuite de
déterminer les limites des variables d’écrouissages cinématiques vues plus haut.

Cette loi est décrite dans l’espace: E⋆ =
(
H⋆
x,M

⋆
y ,H

⋆
y ,M

⋆
y

)
où:







H⋆
x =

H ′
x

aV ′c (γ − V ′)d

M⋆
y =

M ′
y

bV ′e (γ − V ′)f

H⋆
y =

H ′
y

aV ′c (γ − V ′)d

M⋆
x =

M ′
x

bV ′e (γ − V ′)f

(3.35)

Fig. 3.8 – Loi de tangence dans l’espace E⋆ =
(
H⋆
x,M

⋆
y ,H

⋆
y ,M

⋆
y

)

A partir des équations 3.20 et 3.35 il apparait évident que les surfaces de charge sont réduites à
des cercles avec pour centre l’extrémité du vecteur τ = (α,β,δ,η) et de rayon ρ. Elles évoluent
à l’intérieur du critère de rupture qui, dans cet espace, est lui aussi décrit par un cercle quand
γ = 1 (figure 3.8).

La loi de tangence utilisée est basée sur l’hypothèse que le point de charge final à la rupture
F ⋆∞ est donné par la projection du point de charge courant F ⋆ sur le critère de rupture dans
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la direction de l’incrément de force dF⋆ entre les deux pas précédents. Ainsi le centre du cercle
de charge final a pour coordonnées l’extrémité du vecteur τ lim = (αlim,βlim,δlim,ηlim) et se
situe nécessairement sur le rayon du cercle de rupture quand γ = 1. τ lim est alors calculé en
utilisant une procédure itérative: lors de la première itération la taille de la surface de charge
est gardée constante (et égale à celle du pas convergé précédent) et le centre de la surface
de charge finale est évalué en utilisant la loi de tangence. Lors de la seconde itération, une
nouvelle position du centre est évaluée en considérant une augmentation de la taille de la
surface de charge d’autant qu’elle est susceptible de se déplacer pour arriver au niveau de la
surface de charge finale.

Dans l’espace E⋆ =
(
H⋆
x,M

⋆
y ,H

⋆
y ,M

⋆
y

)
la surface de charge est un cercle, ce qui implique que

la tangence entre surface de charge et critère de rupture est garantie. Cependant pour des
chargements complexes (non radial, effort vertical variable) cet algorithme décrit ici peut être
à l’origine de problèmes de non convergence du modèle (mauvaise estimation de l’état final).
Une loi hypoplastique permettrait d’enrayer ce problème et serait ici beaucoup mieux adaptée.

3.3.2.7 Loi d’écoulement

La loi d’écoulement va nous permettre de donner la direction dans l’espace des déplacements
réduits dans laquelle vont se développer les déplacements plastiques.

Dans l’espace à 4 dimensions défini par l’hyperplan
(
H ′
x,M

′
y,H

′
y,M

′
x

)
, il est légitime que la

plasticité se développe selon la normale à la surface de charge nf . En effet, si la projection
de cette normale selon un axe donné (par exemple (H ′

x)) est positive, alors la projection du

vecteur vitesse plastique
(

u′plx
)

sera aussi positive (figure 3.9 (b)). Dans cet hyperplan, la

surface de charge fc est suffisante pour décrire la direction du vecteur vitesse plastique et
donc la loi d’écoulement est dans cet hyperplan associée.

(a) (b)

Fig. 3.9 – Cas problématique d’une loi d’écoulement associée - (a) dans un plan (H ′ − V ′)
projection de nf sur l’axe V ′ peut être négative - et (b) dans un plan (H ′ −M ′)

Cependant, dans les 4 autres plans, où l’effort vertical intervient (i.e. (H ′
x,V

′),
(
M ′
y,V

′),
(
H ′
y,V

′), (M ′
x,V

′)), la surface de charge ne peut pas être utilisée pour décrire correctement la
direction du vecteur vitesse plastique. En effet, il existe des cas où la projection de la normale
à la surface est négative alors que la projection du vecteur vitesse plastique u̇plz doit toujours
être positive ou égale à zéro (figure 3.9 (a)) C’est la raison pour laquelle la loi d’écoulement
g n’est pas associée dans ces 4 plans. L’expression de gc est donnée par la relation 3.36.
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− 1 = 0 (3.36)

Dans cette expression V ′
c représente l’effort vertical courant. Il permet d’assurer que la loi

d’écoulement g et la surface de charge fc ont leur intersection située au point d’effort courant
F (V ′

c représente la première composante des coordonnées du point de charge F ). fc et g
sont, comme nous l’avons dit précédemment, identiques dans les plans

(
H ′
x,M

′
y

)
, (H ′

x,M
′
x),(

H ′
x,H

′
y

)
,
(
M ′
y,M

′
x

)
,
(
M ′
y,H

′
y

)
,
(
M ′
x,H

′
y

)
(i.e. des ellipses), alors qu’une loi non-associée est

utilisée dans les plans (H ′
x,V

′),
(
M ′
y,V

′),
(
H ′
y,V

′), (M ′
x,V

′). κ et ξ sont 2 paramètres permet-
tant de modifier la forme de la loi d’écoulement afin d’obtenir une tangente horizontale pour
un effort vertical donné V ′ qui peut être choisie par l’utilisateur. Cette tangente horizontale
est située en V ′ = γ(1−ξ)

2 dans les plans (M ′ − V ′) et en V ′ = γ(1−κ)
2 dans les plans (H ′ − V ′).

La représentation de g dans les plans (M ′,V ′) est donnée par la figure 3.10 où κ et ξ sont
pris par défaut égaux à 1 afin d’avoir une tangente horizontale en V ′ = 0. Une représentation
similaire est possible dans les plans (H ′,V ′).
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Fig. 3.10 – Représentation de la loi d’écoulement non-associée gc, la surface de charge fc et
de sa normale pour un point de charge donné F dans un plan (M ′ − V ′)

3.3.2.8 Hypothèse de normalité

La loi de normalité est définie par: u̇pl =
〈

λ̇
〉
∂gc
∂F où gc représente la loi d’écoulement (ou

potentiel plastique) et où le multiplicateur plastique
〈

λ̇
〉

= λ̇ si λ̇ > 0 et
〈

λ̇
〉

= 0 si λ̇ < 0.
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La direction du vecteur incrément plastique est donc donnée par cette hypothèse qui permet
de le relier à la normale de la courbe représentant la loi d’écoulement.

Ainsi nous obtenons:

˙upl = λ̇
∂gc
∂F

⇔







u̇
′pl
z = λ̇

∂gc
∂V ′

u̇
′pl
x = λ̇

∂gc
∂H ′

x

θ̇
′pl
y = λ̇

∂gc
∂M ′

y

u̇
′pl
y = λ̇

∂gc
∂H ′

y

θ̇
′pl
x = λ̇

∂gc
∂M ′

x

avec λ̇ > 0 (3.37)

Nous pouvons donc introduire la fonction vectorielle d’écrouissage hc(F,qc
) telle que q̇

c
=

−λ̇hc(F,qc
) où q

c
est le vecteur rassemblant les variables d’écrouissage:

q
c

=
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(3.38)

Ainsi nous pouvons écrire:
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︸ ︷︷ ︸

hc(F,q
c
)

(3.39)

où les fonctions v⊕ et v⊖ sont définies de la manière suivante. Par exemple ici pour la variable
α relative à la direction ~x (effort H ′

x), nous définissons une fonction vα telle que:
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{
v⊕α = 1
v⊖α = 0

si α̇ > 0 et

{
v⊕α = 0
v⊖α = 1

si α̇ 6 0 (3.40)

Ce formalisme va nous permettre de calculer le multiplicateur plastique λ par l’intermédiaire
de la condition de consistance.

3.3.2.9 Condition de consistance

La condition de consistance va nous servir à calculer le potentiel plastique λ. Cette condition
traduit le fait que le point d’effort courant doit toujours être sur la surface de charge. Au-
trement dit, si fc est la surface de charge, nous devons vérifier à chaque instant que: ḟc = 0
et fc = 0. La première condition fournit la relation permettant le calcul du multiplicateur

plastique. Elle peut s’écrire (en considérant que Ḟ = Kel
(

u̇ − ˙upl
)

):

ḟc = 0 ⇔ ∂fc
∂F

· Ḟ +
∂fc
∂q

c

· q̇
c

= 0

⇔ ∂fc
∂F

· Kelu̇ − λ̇
∂fc
∂F

· Kel∂gc
∂F

− λ̇
∂fc
∂q

c

· hc = 0

⇔ λ̇ =

∂fc
∂F

· Kelu̇

∂fc
∂F

· Kel∂gc
∂F

+
∂fc
∂q

c

· hc

(3.41)

On note Hc =
∂fc
∂q

c

· hc le module plastique.

Puis suite à l’hypothèse de normalité 3.37:

˙upl = λ̇
∂gc
∂F

=

∂fc
∂F

· Kelu̇

∂fc
∂F

· Kel∂gc
∂F

+
∂fc
∂q

c

· hc

∂gc
∂F

=

(
∂gc
∂F

⊗ ∂fc
∂F

)

· Kelu̇

∂fc
∂F

· Kel∂gc
∂F

+
∂fc
∂q

c

· hc

(3.42)

d’où finalement nous obtenons la matrice tangente élasto-plastique (où ⊗ dénote le produit
tensoriel et : le produit contracté):

Ḟ =








Kel −
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Kel :
∂gc
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∂fc
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: Kel

)

∂fc
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· Kel∂gc
∂F

+
∂fc
∂q

c

· hc








︸ ︷︷ ︸

Kelpl

u̇ (3.43)

La deuxième condition fc = 0 impose à l’effort d’appartenir à la surface de charge lorsque le
multiplicateur plastique est calculé. Ceci va constituer le critère de convergence dans l’algo-
rithme de résolution numérique de Return Mapping. Ce même algorithme permet de calculer
le potentiel plastique et la matrice tangente élasto-plastique. Il sera décrit dans le chapitre 4.
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3.4 Modèle de décollement

Un nouveau modèle de décollement construit suivant la théorie de plasticité est proposé dans
cette partie. Il rend compte du comportement d’une fondation rectangulaire-filante ou cir-
culaire reposant sur un sol ayant un comportement élastique ou plastique. Ce modèle sera
couplé avec le modèle de plasticité décrit au paragraphe 3.3 en utilisant la théorie des multi-
mécanismes [Simo et Hughes, 1998].

La seule grandeur cinématique permettant de quantifier le décollement est le pourcentage de
décollement δ qui est défini comme le rapport entre la surface de fondation décollée sur la
surface totale de la fondation (figure 3.11).

δD

D

Fig. 3.11 – Représentation du pourcentage de semelle décollée δ si D est la largeur totale de
la fondation.

La présentation va se dérouler en 3 étapes:

– d’abord le comportement élastique (sans décollement)

– ensuite le décollement sur sol élastique

– enfin l’étude de l’influence, et donc du couplage, de la plasticité sur le comportement en
décollement

3.4.1 Comportement élastique

Ce comportement élastique est le même que celui utilisé par le mécanisme de plasticité (para-
graphe 3.3.1). La loi de comportement peut être écrite à tout instant de la manière suivante:

F = Keluel (3.44)

L’expression de Kel est la même que dans le paragraphe 3.3.1.

3.4.2 Décollement sur sol élastique

L’incrément de déplacement total est décomposé en la somme du déplacement élastique et du
déplacement de décollement uup:

u̇ = u̇el + u̇up (3.45)
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3.4.2.1 Répartition linéaire des contraintes

Dans l’hypothèse d’une répartition linéaire des contraintes (hypothèse bonne pour une fonda-
tion souple, mais relativement mauvaise pour une fondation rigide [Philipponnat et Hubert,
2003], figure 3.12) nous pouvons distinguer les deux cas suivants.

σ

Fig. 3.12 – Répartition linéaire des contraintes σ sous une fondation rigide.

Cas d’une fondation rectangulaire-filante Il est assez aisé de montrer qu’il n’y a pas de
décollement tant que l’effort vertical est appliqué dans le noyau central. Pour une fondation
rectangulaire-filante, le noyau central e est compris entre [−B

6 ,
B
6 ], où B est la largeur de la

fondation. Le moment d’initiation au décollement vaut alors M
′(0)
0 = V ′

6 , et le moment de

renversement vaut quant à lui M ′
c = V ′

2 (s’obtient en écrivant l’équilibre des moments au bord
de la fondation).

Cas d’une fondation circulaire Pour une fondation circulaire la même démonstration
peut être effectuée. Le noyau central e est cette fois ci compris entre [−D

8 ,
D
8 ], où D est le

diamètre de la fondation. Nous obtenons un moment d’initiation au décollement de M
′(0)
0 =

V ′

8 , et un moment de renversement toujours égal à M ′
c = V ′

2 .

3.4.2.2 Répartition réelle des contraintes

En réalité, pour une semelle rigide la répartition des contraintes sous la fondation n’est pas
uniforme mais présente deux maximums aux extrémités de la fondation pour un sol cohérent,
et un maximum au milieu de la fondation pour un sol pulvérulent (figure 3.13, [Philipponnat
et Hubert, 2003]).

Sol cohérent Sol pulvérulent

σσ

Fig. 3.13 – Répartition des contraintes σ sous une fondation rigide.
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Cas d’une fondation rectangulaire-filante Les résultats numériques présentés dans ce
paragraphe proviennent du travail de [Crémer, 2001] qui a simulé le comportement d’une
fondation rectangulaire-filante à l’aide du code aux éléments finis “Dynaflow” pour un sol
cohérent. Les simulations numériques nous donnent un moment d’initiation de: M0 = V B

4 soit

M
′

0 = V
′

4 . Le moment de renversement quant à lui reste le même: M
′

c = V
′

2 .

Ces simulations ont aussi permis de déterminer les relations qui définissent l’évolution du
moment en fonction du pourcentage de décollement δ. Elles sont présentées sur la figure 3.14
et par les relations 3.46:







|M | ≤ |M0| ⇒M ′ = K ′
θθθ

′

|M | = |M0| ⇒M ′ = K ′
θθθ

′
0 avec θ′0 = V ′

4K′
θθ

|M | ≥ |M0| ⇒M ′ = V ′

4 (1 + δ)

(3.46)

θ′0 est la rotation d’initiation de décollement.

Cas d’une fondation circulaire Pour une fondation circulaire, [Wolf, 1988] propose un

moment d’initiation au décollement M0 = V D
6 soit M

′

0 = V
′

6 . Le moment de renverse-

ment quant à lui reste le même: M
′

c = V
′

2 . En étendant le comportement d’une fondation
rectangulaire-filante à la fondation circulaire, c’est à dire un comportement linéaire dans le

plan
(
M ′

V ′ ,δ
)

, la pente de la courbe charge-décharge est alors de 1
3 au lieu de 1

4 . Le compor-

tement de la fondation circulaire sur sol élastique est résumé par la figure 3.14 et par les
équations 3.47.
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M ′

V ′
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1
4

− 1
4
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6
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3
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−1
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2

− 1
2

fondation circulaire

fondation rectangulaire-filante

Fig. 3.14 – Evolution moment-décollement sur sol élastique cohérent pour une fondation cir-
culaire et rectangulaire-filante.







|M | ≤ |M0| ⇒M ′ = K ′
θθθ

′

|M | = |M0| ⇒M ′ = K ′
θθθ

′
0 avec θ′0 = V ′

6K′
θθ

|M | ≥ |M0| ⇒M ′ = V ′

6 (1 + 2δ)

(3.47)
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3.4.2.3 Adaptation du problème d’élasto-décollement à une formulation conforme

à la théorie de plasticité

Contrairement au travail de [Crémer, 2001], le décollement dans notre modèle sera pris en
compte de manière à satisfaire la formulation classique de la théorie de plasticité. Ainsi, la
3eme équation des systèmes 3.46 et 3.47 peut être vue comme une relation décrivant une
surface de charge avec pour variable d’écrouissage la variable δ.

La définition des différentes surfaces du modèle de décollement est détaillée ci-dessous:

3.4.2.3.1 Définition des surface de charge, limite élastique et critère de rupture

La surface de charge est donnée par l’équation suivante:

f ≡M ′ − V ′

q1
(1 + q2δ) = 0 (3.48)

Pour un sol cohérent q1 et q2 sont définies ci dessous:

pour une semelle rectangulaire-filante:

{
q1 = 4
q2 = 1

(3.49)

et pour une semelle circulaire:
{
q1 = 6
q2 = 2

(3.50)

En imposant dans l’équation 3.48 δ = 0, nous obtenons bien le moment d’initiation de dé-
collement vu plus haut. Ce moment d’initiation au décollement correspond aussi à la limite
élastique du modèle:

fel ≡M ′ − V ′

q1
= 0 (3.51)

Pour δ = 1, c’est à dire pour une semelle entièrement décollée, nous obtenons bien le moment
de renversement qui correspond à un critère de rupture:

f∞ ≡M ′ − V ′

2
= 0 (3.52)

Ces surfaces sont illustrées par la figure 3.15 montrant une surface de charge (pour une valeur
de la variable d’écrouissage δ quelconque), le critère de rupture (renversement de la structure
pour δ = 1) et la limite élastique (initiation de décollement pour δ = 0). Les symboles ⊕ et
⊖ proche des surfaces donnent les signes des fonctions correspondantes (f∞,f et fel) dans les
domaines où ils sont placés.







f
(

M
′
,V

′
)

≤ 0 ⇒ élasticité

f
(

M
′
,V

′
)

> 0 ⇒ décollement
(3.53)
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M’

V’

Chemin de chargement

f∞ = f (δ = 1)

f = f (δ)

fel = f (δ = 0)

⊕

⊕⊕

⊖

⊖⊖

Fig. 3.15 – Evolution de la surface de charge sur sol élastique en chargement monotone.

3.4.2.3.2 Evolution de la variable d’écrouissage δ Les simulations numériques [Cré-
mer, 2001] ont permis de mettre en évidence la relation liant le moment et la rotation totale
d’une fondation rectangulaire-filante:

M ′

M ′
0

= 2 − θ′0
θ′

(3.54)

Dans cette équation nous rendons bien compte du fait que lorsque θ′ tend vers l’infini le
moment M ′ tend vers 2M ′

0 soit 2V
′

4 = V ′

2 .

Nous proposons ci-dessous une extension de cette formulation à la fondation circulaire. Nous
considérons de même que la limite du moment réduit M ′ doit être égale à V ′

2 lorsque θ′ tend

vers l’infini, alors que le moment d’initiation au décollement vaut cette fois-ci M ′
0 = V ′

6 . Ainsi
la relation liant le moment réduit à la rotation est donnée par l’équation 3.55.

M ′

M ′
0

= 3 − 2θ′0
θ′

(3.55)

A partir des relations 3.46 et 3.54 pour une fondation rectangulaire-filante et 3.47 et 3.55
pour une fondation circulaire, il devient aisé de donner la relation entre la rotation totale θ
et le pourcentage de décollement δ (équation 3.56). Cette relation est unique pour les deux
formes de fondation considérées. Elle lie en réalité deux variables totalement géométriques.
Il parait donc normal qu’elle soit commune aux deux types de fondation, puisque pour un
pourcentage de décollement donné nous avons une rotation donnée quelle que soit la géométrie
de la fondation considérée.

θ′ =
θ′0

1 − δ
(3.56)

Cette relation est importante car elle va nous permettre de lier le pourcentage de décollement
δ, qui est aussi la variable d’écrouissage du modèle, avec la rotation de décollement θup, comme
pour un problème issue de la plasticité classique.

Ainsi en posant θ′ = θ
′el + θ

′up et M ′ = K ′
θθθ

′el nous obtenons la relation suivante:
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θ
′up = θ′0

δ2

1 − δ
(3.57)

L’équation 3.57 peut aussi s’écrire sous la forme:

θ
′up

θ′0
(1 − δ) − δ2 = 0 (3.58)

En différentiant cette équation nous avons facilement:

δ̇ =
θ̇
′up

θ′0

(1 − δ)2

δ (2 − δ)
(3.59)

Cette équation différentielle traduit l’évolution de la variable d’écrouissage δ en fonction des
déplacements de décollement (par analogie au déplacement plastique).

L’hypothèse de normalité θ̇
′up = λ̇ ∂g

∂M
′ donne finalement:

δ̇ = −λ̇
[

q1K
′
θθ

V ′

(1 − δ)2

δ (δ − 2)

∂g

∂M ′

]

(3.60)

La partie entre crochets de cette dernière équation n’est autre que la fonction vectorielle
d’écrouissage (déjà décrite dans la partie 3.3 pour la plasticité)

3.4.2.4 Extension à des problèmes chargements-déchargements

Sur sol élastique et en phase de déchargement, le retour est tel que la courbe moment rotation
est la même qu’en phase de chargement. C’est un comportement totalement réversible, nous
pouvons donc le qualifier d’élastique non-linéaire. Dans le but de le traiter de la même manière
qu’un problème de plasticité classique, il est nécessaire de bien définir la surface de charge et
surtout les zones où l’on va trouver des non-linéarités. Ainsi lors d’une phase de déchargement,
le test sur le signe de la surface de charge ne doit plus donner un nombre négatif comme cela
serait le cas pour un retour élastique linéaire, mais un nombre positif pour rentrer à nouveau
dans le domaine de décollement non linéaire.

La surface de charge peut alors s’écrire:

f ≡
∣
∣
∣
∣
∣
M

′ − V
′

q1
(1 + q2δ)

∣
∣
∣
∣
∣
= 0 (3.61)

De cette manière la surface de charge prend la valeur positive quel que soit le sens du char-
gement (chargement ou déchargement) voir figure 3.16.

Le problème avec ce genre de description est qu’un test sur le signe de la seule fonction
f ne suffit plus pour décrire correctement le comportement de la fondation, notamment le
comportement élastique linéaire pour un chargement vierge. L’introduction d’un autre test sur
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M’

V’

Chemin de chargement

f∞ = f (δ = 1)

f = f (δ)

fel = f (δ = 0)

⊕
⊕
⊕⊕

⊖

⊖

Fig. 3.16 – Evolution de la surface de charge sur sol élastique en chargement-déchargement.

le signe de la surface fel (qui reste fixe, c’est à dire sans variable d’écrouissage) est nécessaire
pour délimiter la zone élastique linéaire.

La limite élastique s’écrit toujours de la manière suivante:

fel ≡M
′ − V

′

q1
= 0 (3.62)

Les mécanismes élasticité linéaire et décollement sont donc déclenchés avec les conditions
suivantes (voir aussi l’algorithme de résolution numérique au chapitre 4):







fel

(

M
′
,V

′
)

≤ 0 ou f
(

M
′
,V

′
,δ
)

= 0 ⇒ élasticité

fel

(

M
′
,V

′
)

> 0 et f
(

M
′
,V

′
,δ
)

> 0 ⇒ décollement
(3.63)

3.4.2.5 Extension à des problèmes cycliques

Dans l’optique de développer un modèle de décollement sur sol plastique (où des décollements
résiduels peuvent persister même durant une phase de chargement opposé: voir paragraphe
3.4.3), 2 variables d’écrouissage indépendantes sont choisies δ⊕ et δ⊖. L’une, δ⊕, est utilisée
pour les phases de chargements positifs et l’autre, δ⊖, est utilisée pour les phases de charge-
ments négatifs.

La loi d’évolution de δ⊕ est la même que celle décrite pour δ précédemment. δ⊖ suit la même
formulation, il est activé pour des rotations de décollement négatives et il prend des valeurs
comprises entre −1 et 0 (contrairement à δ ∈ [0,1]). Pour obtenir la loi d’évolution de la
variable δ⊖, le changement de variable δ → −δ et θup → −θup est nécessaire. Finalement les
deux variables d’écrouissages obéissent aux lois suivantes:







˙δ⊕ = θ̇
′up

θ′0

(1−δ⊕)
2

δ⊕(2−δ⊕)
δ⊕ ∈ [0,1]

˙δ⊖ = θ̇
′up

θ′0

(1+δ⊖)
2

−δ⊖(2+δ⊖)
δ⊖ ∈ [−1,0]

(3.64)

En posant δ = δ⊕+δ⊖, l’adaptation de la surface de charge, de la limite élastique et du critère



3.4. Modèle de décollement 49

de rupture pour un chargement cyclique est la suivante:







f ≡
∣
∣
∣M

′2 − V
′2

q1
(1 + q2 |δ|)

∣
∣
∣ = 0

fel ≡M
′2 − V

′2

q1
= 0

f∞ ≡M
′2 − V

′2

2 = 0

(3.65)

L’ajout des exposants 2 permet d’obtenir des branches symétriques par rapport à l’axe V ′.
La représentation graphique des surfaces est donnée par la figure 3.17.

Le test permettant de déclencher les différents mécanismes est le même que pour le cas pré-
cédent. Il est donné par l’équation 3.63.

Remarque: contrairement à la représentation de la figure 3.11, δ est ici une grandeur algé-
brique qui prend le signe du chargement (positif ou négatif).

M’

V’

Chemin de chargement

f∞ = f (δ = 1)

f = f (δ)

fel = f (δ = 0)

⊕

⊕

⊕
⊕
⊕⊕

⊖

⊖

⊖

⊖

Fig. 3.17 – Evolution de la surface de charge sur sol élastique en cyclique.

3.4.2.6 Loi d’écoulement

Pour compléter la présentation du mécanisme de décollement sur sol élastique nous devons dé-
finir une loi d’écoulement. Ainsi nous pouvons relier entre eux les incréments de déplacements
de décollement (déplacement vertical et rotation dus au décollement de la fondation).

Si nous regardons la cinématique de la fondation lors d’un phénomène de décollement, il
est facile de calculer l’incrément de soulèvement du centre de la fondation dz

′up en fonction
de la rotation de décollement dθ

′up. En effet, si nous considérons l’hypothèse que le centre
instantané de rotation O de la fondation (c’est à dire un point fixe verticalement) est au milieu
de la partie de fondation non décollée (c’est à dire au milieu de la largeur réduite (1 − δ)D,
voir figure 3.18 [Crémer, 2001]), alors le déplacement infinitésimale dzup créé par une rotation
infinitésimale dθup s’exprime de la manière suivante:
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dzup = −
(
D

2
− D (1 − δ)

2

)

dθup = −Dδ
2
dθup (3.66)

Par symétrie, l’incrément de soulèvement dzup est toujours positif pour un incrément de
rotation qui augmente (en valeur absolue) et un incrément de soulèvement négatif pour un
incrément de rotation qui diminue (en valeur absolue). Nous pouvons vérifier aisément que
l’équation 3.66 permet d’obtenir cela en considérant les différents cas suivants:

– si δ ≥ 0 et que dθ
′up ≥ 0, nous devons avoir dz

′up ≤ 0 ⇒ vérifié

– si δ ≥ 0 et que dθ
′up ≤ 0, nous devons avoir dz

′up ≥ 0 ⇒ vérifié

– si δ ≤ 0 et que dθ
′up ≥ 0, nous devons avoir dz

′up ≥ 0 ⇒ vérifié

– si δ ≤ 0 et que dθ
′up ≤ 0, nous devons avoir dz

′up ≤ 0 ⇒ vérifié

O

I D
2

(1 − δ)D

żup

θ̇up

~x~y

~z

Fig. 3.18 – Cinématique de la fondation pour un mécanisme de décollement.

L’équation 3.66 peut s’écrire en terme de vitesse et avec les grandeurs adimensionées:

ż
′up = −δ

2
θ̇
′up (3.67)

Comme le décollement ne produit aucun autre déplacement (pas de déplacements horizon-
taux), la loi d’écoulement est ici complètement décrite comme:

∂g

∂V ′ = −δ
2

∂g

∂M ′ (3.68)

Il est à noter que cette dernière équation 3.68 dépend de la définition du terme ∂g

∂M
′ . Etant

donné que la norme de la normale à la loi d’écoulement n’a pas d’importance, celui ci peut être
choisi de manière arbitraire (en effet ce qui compte c’est uniquement la direction de la normale
et son sens). Cependant ce terme peut être positif ou négatif suivant le sens du chargement.
Ainsi, de façon générale, ∂g

∂M
′ ≥ 0 si le point de charge se déplace vers l’extérieur de f (figure

3.17), et ∂g

∂M
′ ≤ 0 si le point de charge se déplace vers l’intérieur de f .

Comme f est toujours positive, une nouvelle fonction fg est définie telle qu’elle est négative à
l’intérieur et positive à l’extérieur (comme le sont f∞ et fel sur la figure 3.17, équation 3.69).

fg ≡M
′2 − V

′2

q1
(1 + q2 |δ|) = 0 (3.69)
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Nous pouvons donc imposer que ∂g

∂M ′ =
fg
|fg | = sign(fg). Le calcul de ∂g

∂V ′ en découle:

{
∂g

∂M
′ =

fg
|fg | = sign(fg)

∂g

∂V
′ = − δ

2
fg
|fg | = − δ

2sign(fg)
(3.70)

3.4.3 Décollement sur sol plastique

δ

M ′

V ′

q2
q1

ηq2
q1

ηq2
q1

M
′(0)
0
V ′

M
′(1)
0
V ′

M
′(2)
0
V ′

−M
′(0)
0
V ′

q2
q1

M
′⊕(1)
max
V ′

M
′⊕(2)
max
V ′

δ
⊕(1)
max δ

⊕(2)
max

δ
⊖(1)
max

M
′⊖(1)
max
V ′

Fig. 3.19 – Evolution moment-décollement sur sol plastique.

Les principaux effets de la plasticité du sol sur le comportement en décollement sont les
suivants (figure 3.19, qui représente l’évolution de M ′

V ′ en fonction de δ, pour un effort vertical
V ′ donné, [Crémer, 2001]):

– Le moment d’initiation du décollement M
′

0 n’est plus une fonction linéaire de V ′, mais
les simulations nous donnent 1

M
′(0)
0

V ′ =
1

q1
e−AV

′
. (3.71)

avec A un paramètre constitutif de la loi pris égal à 2.5.

– En phase de chargement initial, la pente de la droite M−δ vaut toujours q2
q1

, alors qu’en
phase de déchargement-rechargement, la pente est raidie d’un facteur η. En quelque
sorte, la plasticité développée dans le sol due à la rotation de la fondation ne permet
pas un retour total de la fondation dans sa position d’origine. Il en résulte donc un
déplacement et un décollement permanent.

– En phase de chargement intial, la relation entre le moment et δ est donnée par:

δ =
q1
q2V ′ |M

′ −M
′(0)
0 | (3.72)

– En phase de déchargement-rechargement, la relation entre le moment et δ est donnée
par:

δ =
q1

q2ηV ′ |M
′ −M

′(i)
0 | (3.73)

1. l’exposant (0) traduit le fait que le moment d’initiation va aussi varier au cours de l’histoire de chargement
(il n’y a pas réversibilité du phénomène, et c’est là une des grandes différences avec le cas élastique).
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où M
′(i)
0 est le nouveau moment d’initiation en phase de déchargement-rechargement,

l’indice (i) se réfère au plus grand état de chargement rencontré (voir figure 3.19).

– la relation pour le calcul de η est la suivante:

η = 4 − 3e−4V ′
(3.74)

Remarque: sur la figure 3.19 M
′⊕(i)
max représente le moment maximum atteint lors d’un char-

gement dans le sens positif.

3.4.3.1 Adaptation du problème d’élasto-plasto-décollement conforme à la théo-

rie de plasticité

Comme pour le modèle de décollement sur sol élastique vu plus haut, une formulation de type
modèle de plasticité peut être adoptée. Pour cela une surface de charge, un critère de rupture,
une loi d’écrouissage, une loi d’écoulement sont nécessaires.

3.4.3.1.1 Surface de charge En phase de chargement initial, l’évolution du moment en
fonction de δ est donné par l’équation 3.72. Finalement pour un chargement dans le sens
positif (nous ôtons les valeurs absolues):

M ′ =
V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2δ

)

(3.75)

En phase de déchargement-rechargement l’évolution du moment fait intervenir le coefficient

η selon les équations 3.73 et 3.74. Le nouveau moment d’initiation au décollement M
′(i)
0 est

tel que

δ(i)max =
q1
q2V ′ |M

′(i)
max −M

′(0)
0 | (3.76)

mais aussi tel que

δ(i)max =
q1

q2ηV ′ |M
′(i)
max −M

′(i)
0 | (3.77)

D’où finalement nous obtenons pour un chargement dans le sens positif:

M ′ = η
V ′

q1
q2

(

δ − δ(i)max

)

+
V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2δ

(i)
max

)

(3.78)

Nous vérifions que pour δ = δ
(i)
max nous nous retrouvons en phase de chargement initial, c’est

à dire au point d’intersection des deux droites (équations 3.75 et 3.78).

Nous proposons une nouvelle variable β = δ
(i)
max (1 − η) + ηδ qui prend les valeurs suivantes:

(i) β = δ = δ
(i)
max = β

(i)
max en phase de chargement initial
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(ii) β = δ
(i)
max (1 − η) + ηδ = η

(

δ − δ
(i)
max

)

+ δ
(i)
max en phase de déchargement-rechargement

Si nous remplaçons dans ces 2 cas la valeur de β dans les équations 3.75 et 3.78, nous obtenons
une seule et unique équation régissant l’évolution de M ′ en fonction de V ′ et β (que le
chargement soit vierge ou non):

M ′ =
V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2β

)

(3.79)

En d’autres termes, la surface de charge du problème élasto-plasto-décollement devient:

f ≡M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2β

)

= 0 (3.80)

3.4.3.1.2 Critère de rupture La rupture en décollement intervient lorsque δ = 100%.

A partir du moment où cette valeur atteinte, nous avons nécessairement δ = δ
(i)
max = 1, soit

encore β = β
(i)
max = 1.

D’où le critère de rupture s’exprime de la manière suivante:

f∞ ≡M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2

)

= 0 (3.81)

3.4.3.1.3 Limite d’élasticité Comme pour le problème de décollement sur sol élastique,
une limite élastique indépendante de la surface de charge est nécessaire. La particularité ici
est qu’elle n’est plus fixe comme dans le cas précédent mais cette zone a tendance à diminuer
(voir figure 3.19). Le moment d’initiation en décollement pour une phase de déchargement-
rechargement peut être déduite des équations précédentes en fonction du premier moment

d’initiation M
′(0)
0 et du décollement maximum atteint δ

(i)
max = β

(i)
max par l’expression suivante:

fel ≡M ′ − V ′

q1
q2β

(i)
max (1 − η) − V ′

q1
e−AV

′
= 0 (3.82)

M’

V’

Chemin de chargement

f∞=f(δ=1)=f(β=1)

f=f(β)
{

fel=f(δ=0)

=f

(

β=δ
(i)
max(1−η)

)

⊕
⊕

⊕

⊖

⊖
⊖

Fig. 3.20 – Evolution de la surface de charge sur sol plastique pour un chargement monotone.
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3.4.3.1.4 Loi d’écrouissage La loi régissant l’évolution de δ est la même que pour le
décollement sur sol élastique puisqu’elle ne dépend que de l’évolution de la rotation de dé-
collement. L’équation 3.59 peut donc être conservée. Ici le paramètre d’écrouissage régissant
l’évolution de la surface de charge est le paramètre β. En phase de chargement initial, nous

avons à tout instant β = δ = δ
(i)
max = β

(i)
max, et donc la loi d’évolution de β est la suivante:

β̇ =
θ̇
′up

θ′0

(1 − β)2

β (2 − β)
si β = β(i)

max (3.83)







f
(

M
′
,V

′
)

≤ 0 ⇒ élasticité

f
(

M
′
,V

′
)

> 0 ⇒ décollement
(3.84)

3.4.3.2 Extension à des problèmes chargements-déchargements

En phase de déchargement-rechargement nous avons δ 6= δ
(i)
max et donc de manière générale,

comme vu plus haut β = δ
(i)
max (1 − η) + ηδ qui peut s’écrire: δ = β−(1−η)δ(i)max

η ou encore

δ = β−(1−η)β(i)
max

η . Ainsi β obéit à la loi d’évolution suivante:

β̇ =
θ̇
′up

θ′0
η

(

1 −
(

β−(1−η)β(i)
max

η

))2

β−(1−η)β(i)
max

η

(

2 −
(

β−(1−η)β(i)
max

η

)) si β ≤ β(i)
max (3.85)

Concernant la surface de charge, une adaptation est nécessaire pour pouvoir rentrer dans le
domaine de décollement même en décharge (comme pour le cas élasto-décollement). Ainsi
le test sur cette surface doit toujours donner un nombre positif quel que soit le sens du
chargement. La surface de charge s’écrit donc de la manière suivante:

f ≡
∣
∣
∣
∣
M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2β

)
∣
∣
∣
∣
= 0 (3.86)
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Chemin de chargement

f∞=f(δ=1)=f(β=1)

f=f(β)
{

fel=f(δ=0)

=f

(

β=δ
(i)
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)

⊕
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Fig. 3.21 – Evolution de la surface de charge sur sol plastique avec l’adaptation charge-
ment/déchargement.
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Un test sur ces 2 surfaces est aussi nécessaire pour piloter les différents mécanismes: élasticité
et décollement. Ils sont déclenchés avec les conditions suivantes:







fel

(

M
′
,V

′
)

≤ 0 ou f
(

M
′
,V

′
,β
)

= 0 ⇒ élasticité

fel

(

M
′
,V

′
)

> 0 et f
(

M
′
,V

′
,β
)

> 0 ⇒ décollement
(3.87)

3.4.3.3 Extension à des problèmes cycliques

Sur sol plastique, des décollements résiduels peuvent persister sous les extrémités de la fon-
dation comme le montre la figure 3.22. Ceci est dû aux déformations permanentes plastiques
du sol qui induisent une perte de rigidité importante à prendre en compte.

~z

~y

δ⊖
δ⊕

Fig. 3.22 – Persistance éventuel d’un décollement sur un sol plastique.

Pour introduire l’influence des décollements résiduels, a priori indépendants des deux côtés de
la fondation, deux mécanismes de décollements sont nécessaires: l’un pour les chargements po-
sitifs et l’autre pour les chargements négatifs (la même idée a été aussi adoptée au paragraphe
3.3.2.3). Ainsi 2 types de variables d’écrouissage (rappelons qu’elles symbolisent le pourcen-
tage de fondation décollée) sont nécessaires: β⊕ pour les décollements crées par des rotations
positives et β⊖ pour les décollements crées par des rotations négatives. De la même manière
que pour le cas élasto-décollement (voir paragraphe 3.4.2.5), nous obtenons l’évolution de β⊖

par un changement de variable sur β et θ̇
′up.

Pour les phases de chargement-déchargement faisant intervenir un décollement dans le sens
des rotations positives les équations sont:







˙β⊕ = θ̇
′up

θ′0

(1−β⊕)
2

β⊕(2−β⊕)
si β⊕ = β

⊕(i)
max

˙β⊕ = θ̇
′up

θ′0
η

(

1−
(

β⊕−(1−η)β
⊕(i)
max

η

))2

β⊕−(1−η)β
⊕(i)
max

η

(

2−
(

β⊕−(1−η)β
⊕(i)
max

η

)) si β⊕ ≤ β
⊕(i)
max

(3.88)

Pour les phases de chargement-déchargement faisant intervenir un décollement dans le sens
des rotations négatives les équations deviennent:







˙β⊖ = θ̇
′up

θ′0

(1+β⊖)
2

−β⊖(2+β⊖)
si β⊖ = β

⊖(i)
max

˙β⊖ = θ̇
′up

θ′0
η

(

1+

(

β⊖−(1−η)β
⊖(i)
max

η

))2

−β⊖−(1−η)β
⊖(i)
max

η

(

2+

(

β⊖−(1−η)β
⊖(i)
max

η

)) si β⊖ ≥ β
⊖(i)
max

(3.89)



56 Présentation du macro-élément d’ISS 3D

Pour les rotations positives, la surface de charge prend la forme:

f⊕ ≡
∣
∣
∣
∣
M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2β

⊕
)
∣
∣
∣
∣
= 0 (3.90)

et la limite d’élasticité:

f⊕el ≡M ′ − V ′

q1
q2β

⊕(i)
max (1 − η) − V ′

q1
e−AV

′
= 0 (3.91)

De même, pour le mécanisme de décollement négatif:

f⊖ ≡
∣
∣
∣
∣
M ′ +

V ′

q1

(

e−AV
′ − q2β

⊖
)
∣
∣
∣
∣
= 0 (3.92)

f⊖el ≡M ′ − V ′

q1
q2β

⊖(i)
max (1 − η) +

V ′

q1
e−AV

′
= 0 (3.93)

Enfin le critère de rupture peut s’écrire:

f∞ ≡M
′2 −

(
V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2

))2

= 0 (3.94)

Un test sur ces 4 surfaces est aussi nécessaire pour piloter les différents mécanismes (élasticité
et décollement suivant les 2 sens de chargements). En effet les 2 mécanismes peuvent être
actifs simultanément. Ils sont déclenchés avec les conditions suivantes:







f⊕el

(

M
′
,V

′
)

≤ 0 ou f⊕
(

M
′
,V

′
,β⊕
)

= 0 ⇒ élasticité

f⊕el

(

M
′
,V

′
)

> 0 et f⊕
(

M
′
,V

′
,β⊕
)

> 0 ⇒ décollement
(3.95)







f⊖el

(

M
′
,V

′
)

≤ 0 ou f⊖
(

M
′
,V

′
,β⊖
)

= 0 ⇒ élasticité

f⊖el

(

M
′
,V

′
)

> 0 et f⊖
(

M
′
,V

′
,β⊖
)

> 0 ⇒ décollement
(3.96)

La figure 3.23 montre le cas où seul le mécanisme ⊕ est actif. Sur cette figure la zone élastique
existe encore, c’est à dire qu’à partir de là, en cas de chargement dans le sens ⊖, le point de
charge repassera dans une zone totalement élastique linéaire avant de se décoller dans le sens
opposé. En d’autres termes, dans ce cas, il n’y a pas de décollement résiduel dans le sens ⊕
lorsque le décollement dans le sens ⊖ commence.

La figure 3.24 montre le cas où les 2 mécanismes ⊕ et ⊖ sont actifs simultanément. Sur cette
figure la zone élastique n’existe plus (dû à un trop fort décollement dans le sens ⊕). Dans ce cas
un décollement résiduel dans le sens ⊕ persiste lorsque la fondation commence à décoller dans
le sens ⊖. L’évolution des 2 surfaces f⊕ et f⊖ est simultanée et les 2 courbes représentatives
de ces 2 fonctions sont confondues.
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)

Fig. 3.23 – Evolution des surfaces de charge sur sol plastique, cas où un seul mécanisme est
actif.
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f⊕=f⊕(β⊕) et f⊖=f⊖(β⊖)
{

f
⊕
el

=f⊕(δ⊕=0)
=f⊕

(

β⊕=δ
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⊕

⊕
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⊕

⊕

⊖

⊖
⊖
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=f⊖
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Fig. 3.24 – Evolution des surfaces de charge sur sol plastique, cas où les deux mécanismes
sont actifs.

La figure 3.25 est une représentation 3D de la surface d’initiation au décollement (fel initiale)
et de la surface de rupture (f∞) en décollement dans l’espace

(
M ′
x,M

′
y,V
)
, c’est à dire lorsqu’un

décollement de 100% de la fondation est atteint.

3.4.3.4 Loi d’écoulement

La loi d’écoulement vue dans le paragraphe 3.4.2.6 est toujours valable pour ce type de des-
cription. Deux lois sont nécessaires pour chacun des mécanismes pour les sens de chargement
⊕ et ⊖. Nous les noterons g⊕, et g⊖. Chacune est définie avec une fonction f⊕g et f⊖g construite
de la même manière qu’au paragraphe 3.4.2.6 suivant les équations 3.97:







f⊕g ≡M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′
+ q2β

⊕
)

= 0

f⊖g ≡M ′ + V ′

q1

(

e−AV
′ − q2β

⊖
)

= 0
(3.97)

Ainsi:







∂g⊕

∂M
′ =

f⊕g

|f⊕g | = sign(f⊕g )

∂g⊕

∂V
′ = − δ⊕

2
f⊕g

|f⊕g | = − δ
2sign(f⊕g )

,







∂g⊖

∂M
′ =

f⊖g

|f⊖g | = sign(f⊖g )

∂g⊖

∂V
′ = − δ⊖

2
f⊖g

|f⊖g | = − δ
2sign(f⊖g )

(3.98)
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Fig. 3.25 – Représentation 3D des surfaces d’initiation au décollement et de décollement total
dans l’espace

(
M ′
x,M

′
y,V
)
.

Les deux mécanismes peuvent très bien être actifs simultanément, dans ce cas le déplacement
vertical sera la somme des déplacements verticaux calculés avec chacun des mécanismes.

3.4.3.5 Réponse d’une fondation soumise à une sollicitation de chargement-

déchargement

L’objectif de ce paragraphe est de montrer l’évolution des paramètres (écrouissage, moments,
rotation, soulèvement) lors d’une sollicitation de chargement-déchargement quelconque avec
la formulation de résolution décrite précédemment.

Les figures 3.26 et 3.27 montrent le comportement de la fondation lors d’une sollicitation de
chargement-déchargement-rechargement. La figure 3.26 montre le cas où lors du déchargement
le comportement de la fondation repasse par une zone élastique linéaire (cas de la figure 3.23
où le domaine élastique n’a pas disparu). Ainsi la variable d’écrouissage δ⊕ repasse par 0 et
reste égale à zéro lorsque la variable δ⊖ est activée.

La figure 3.27 montre le cas où lors du déchargement, un décollement dans le sens positif (δ⊕)
persiste lors de l’activation de la variable δ⊖. Ceci correspond au cas vu sur la figure 3.24 où
la zone élastique a totalement disparu. Ce mécanisme est aussi celui représenté sur la figure
3.22 montrant le décollement résiduel.

La figure 3.27 montre aussi le raccordement des différentes courbes lors du rechargement. En
effet lorsque δ⊖ redevient égal à zéro (au point P1), la courbe de chargement est tangente à la
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Fig. 3.26 – Lois moment-rotation, moment soulèvement, moment-pourcentage de décollement,
cas où le comportement de la fondation repasse par une zone élastique.

courbe de décharge. Si nous poursuivons ce rechargement la courbe se superpose exactement
avec la courbe de déchargement. Enfin, lorsque la courbe de rechargement arrive au premier
point de déchargement (point P2), la courbe reprend la courbe de chargement vierge.
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Fig. 3.27 – Lois moment-rotation, moment soulèvement, moment-pourcentage de décollement,
cas où le comportement de la fondation ne repasse pas par une zone élastique.

3.4.4 Adaptation 3D du modèle de décollement

Dans tous les développements présentés jusqu’à maintenant, le modèle de décollement n’a
été considéré que dans le plan. Une adaptation de ce modèle pour des chargements 3D est
maintenant nécessaire. Elle est détaillée dans cette section.

La manière d’adapter le modèle va dépendre de la forme de la fondation. Ainsi nous traiterons
les cas de la fondation rectangulaire et de la fondation circulaire de manière indépendante.
L’adaptation pour la fondation filante n’a évidemment pas lieu d’être due au caractère 2D de
sa géométrie.

3.4.4.1 Cas de la fondation rectangulaire

L’adaptation du modèle de décollement en trois dimensions reste assez simple dans le cas
d’une fondation rectangulaire pour des rotations modérées. En effet, la cinématique de décol-
lement d’une fondation rectangulaire peut se décomposer aisément en deux mécanismes de
décollement dans chacune des 2 directions ~x et ~y. Ainsi, une sollicitation dans une direction ~u
quelconque créant une rotation θv est décomposée en deux sollicitations dans les deux direc-
tions principales ~x et ~y. La relation θ2

v = θ2
x+θ2

y est alors vérifiée à tout instant. La figure 3.28
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montre que la sollicitation θv peut être obtenue par l’application non-simultanée des deux
rotations θx et θy. Les surfaces grisées montrent les zones de fondation en contact avec le sol,
et les zones blanches représentent les zones décollées.

Le déroulement de la séquence est la suivante:

(i) Une rotation selon l’axe ~x est d’abord appliquée créant un décollement δx. Lors de
l’application de cette rotation, la surface de la fondation qui est initialement en contact
avec le sol a pour dimensions a × b. La longueur participante dans le phénomène de
décollement est la longueur a.

(ii) Une autre rotation selon l’axe ~y est ensuite appliquée, telle que θ2
v = θ2

x + θ2
y créant un

décollement δy. Lors de l’application de cette rotation, la surface de la fondation qui est
initialement en contact avec le sol a pour dimensions a′ × b. Pour le cas des rotations
modérées, a′ est considéré égal à a, et la longueur participante dans le phénomène de
décollement est la longueur b.

De cette manière, dans le cas des rotations modérées nous faisons l’hypothèse que le compor-
tement de décollement dans les deux directions est totalement découplé. Le même résultat
aurait été obtenu si les deux rotations avait été appliquées en commençant d’abord par la
rotation suivant ~y.

a

a

a

a′ ≈ a

b

b

b

(1 − δx) a

(1 − δx) a

(1 − δy) b ~x

~x

~x
~y

~y

~y

~u

~v

Fig. 3.28 – Cinématique de décollement pour une fondation rectangulaire, décomposition du
mouvement dans les deux directions principales ~u et ~v.

3.4.4.2 Cas de la fondation circulaire

Dans ce cas, l’axisymétrie du problème nous impose de prendre en compte de la même manière
un chargement radial dans la direction ~u quelconque que le même chargement dans les direc-
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tions principales ~x ou ~y. Il est alors impossible de reproduire cette axisymétrie en découplant
complètement les mécanismes comme dans le cas de la fondation rectangulaire.

Néanmoins, en gardant le même type de formulation que pour la fondation rectangulaire (à
savoir deux mécanismes programmés dans chacune des deux directions) une adaptation de
l’évolution des surfaces de charges et des variables d’écrouissages en fonction de la direction
de chargement est proposée ci-dessous. Elle permet d’obtenir la dépendance voulue dans les
deux directions. En d’autres termes, le modèle fonctionne comme si l’effort était projeté dans
les deux directions principales (figure 3.29).

M ′
x

M ′
y

f⊕x

f⊕y

βxlim

βylim

F

u

Fig. 3.29 – Cinématique de décollement pour une fondation circulaire, calcul de la direction
de chargement pour l’évaluation des limites des variables d’écrouissages de décollement.

Nous définissons alors deux mécanismes de décollement couplés. Les surfaces de charges,
élastiques et de rupture prennent les formes suivantes:

pour la direction ~x






f⊕xel ≡M ′ − V ′

q1
q2β

⊕(i)
xmax (1 − η) − V ′

q1
e−AV

′ |cosu| = 0

f⊕x ≡
∣
∣
∣M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′ |cosu| + q2β

⊕
x

)∣
∣
∣ = 0

f⊖xel ≡M ′ − V ′

q1
q2β

⊖(i)
xmax (1 − η) + V ′

q1
e−AV

′ |cosu| = 0

f⊖x ≡
∣
∣
∣M ′ + V ′

q1

(

e−AV
′ |cosu| − q2β

⊖
x

)∣
∣
∣ = 0

fx∞ ≡M
′2 −

(
V ′

q1

(

e−AV
′ |cosu| + q2

))2
= 0

(3.99)

pour la direction ~y






f⊕yel ≡M ′ − V ′

q1
q2β

⊕(i)
ymax (1 − η) − V ′

q1
e−AV

′ |sinu| = 0

f⊕y ≡
∣
∣
∣M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′ |sinu| + q2β

⊕
y

)∣
∣
∣ = 0

f⊖yel ≡M ′ − V ′

q1
q2β

⊖(i)
ymax (1 − η) + V ′

q1
e−AV

′ |sinu| = 0

f⊖y ≡
∣
∣
∣M ′ + V ′

q1

(

e−AV
′ |sinu| − q2β

⊖
y

)∣
∣
∣ = 0

fy∞ ≡M
′2 −

(
V ′

q1

(

e−AV
′ |sinu| + q2

))2
= 0

(3.100)

Les valeurs limites des variables d’écrouissage doivent aussi être remises à jour. Le but est
que les variables β⊕x , β⊖x d’une part et β⊕y , β⊖y d’autre part, tendent respectivement vers
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βxlim = |cosu| et βylim = |sinu|. Pour cela le calcul des variables se fait de la manière
suivante:

Pour les phases de chargement-déchargement faisant intervenir un décollement dans le sens
des rotations positives:







˙β⊕x = θ̇
′up
x

θ′0

(βxlim−β⊕
x )

2

β⊕
x (2βxlim−β⊕

x )
si β⊕x = β

⊕(i)
xmax

˙β⊕x = θ̇
′up
x

θ′0
η

(

βxlim−
(

β
⊕
x −(1−η)β

⊕(i)
xmax

η

))2

β
⊕
x −(1−η)β

⊕(i)
xmax

η

(

2βxlim−
(

β
⊕
x −(1−η)β

⊕(i)
xmax

η

)) si β⊕x ≤ β
⊕(i)
xmax

(3.101)

Pour les phases de chargement-déchargement faisant intervenir un décollement dans le sens
des rotations négatives:







˙β⊖x = θ̇
′up
x

θ′0

(βxlim+β⊖
x )

2

−β⊖
x (2βxlim+β⊖

x )
si β⊖x = β

⊖(i)
xmax

˙β⊖x = θ̇
′up
x

θ′0
η

(

βxlim+

(

β
⊖
x −(1−η)β

⊖(i)
xmax

η

))2

−β
⊖
x −(1−η)β

⊖(i)
xmax

η

(

2βxlim+

(

β
⊖
x −(1−η)β

⊖(i)
xmax

η

)) si β⊖x ≥ β
⊖(i)
xmax

(3.102)

Dans la direction ~y, nous obtenons la même chose en remplaçant les indices x par y.

En procédant de cette manière nous nous assurons qu’à tout instant la relation β⊕x = βxlimβ
⊕

est vérifiée (avec β⊕ la variable d’écrouissage fictive dans la direction principale de rotation).
La même relation peut être écrite pour ⊖ et pour la direction ~y.

Remarque: dans ce problème, deux variables de décollement sont calculées (une suivant ~x et
une autre suivant ~y). Le risque est donc de générer un trop grand déplacement vertical dû à la
prise en compte du décollement dans les deux directions. En effet ce déplacement vertical est
directement lié au pourcentage de décollement par la relation 3.67, et ce dans chacune des deux
directions. En réalité, il n’en ait rien car en faisant tendre les variables d’écrouissages vers les
valeurs βxlim et βylim nous nous assurons qu’en couplant les deux mécanismes le déplacement
vertical est correctement calculé.

La démonstration est la suivante:

Imaginons un chargement radial créant une rotation θu de la fondation selon l’axe ~u. Soit δu
le pourcentage de décollement crée selon cet axe (δu ∈ [0,1]).

La décomposition de la rotation de décollement dans le repère de la fondation est:

{

θ
′up
x = |cosu| θ′upu
θ
′up
y = |sinu| θ′upu

(3.103)

Le déplacement vertical est calculé grâce à loi d’écoulement de décollement 3.67. Dans chaque
directions, nous avons donc:
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{

u
′upx
z = − δx

2 θ
′up
x

u
′upy
z = − δy

2 θ
′up
y

(3.104)

Le décollement total généré par les mécanismes vaut donc:

u
′uptot

z = u
′upx

z + u
′upy

z (3.105)

Par ailleurs, à chaque instant, les variables de décollement vérifient:

{
δx = |cosu| δu
δy = |sinu| δu

(3.106)

En remplaçant les équations 3.103, 3.104, 3.106 dans l’équation 3.105, nous obtenons bien
(car
|cosu|2 + |sinu|2 = 1):

u
′uptot

z = −δu
2
θ
′up
u (3.107)

3.4.5 Adaptation du modèle de décollement pour prendre en compte le couplage

avec le modèle de plasticité

Comme nous l’avons déjà souligné auparavant, les équations différentielles régissant l’évolu-
tion des variables de décollement δ ont la même forme que dans le cas élastique, sauf pour
le déchargement où elles sont raidies d’un paramètre η. Il est cependant nécessaire d’opé-
rer quelques modifications pour inclure le couplage de la plasticité vis à vis du décollement
[Crémer, 2001].

La première modification consiste à ne plus faire tendre le décollement vers 1 pour un ren-
versement total mais vers la valeur δplmax qui est la valeur de décollement obtenue lors de la
rupture plastique du matériau sol.

Cette valeur de décollement à la rupture plastique est calculée de la manière suivante:

δplmax =
q1
q2V ′

∣
∣
∣M ′

max −M
′(0)
0

∣
∣
∣ (3.108)

où M ′
max est le moment maximal plastique atteint à la rupture pour un V ′ donné et pour H ′ =

0, soit: M ′
max = ±bV ′e (1 − V ′)f (voir équation 3.19). Ainsi, les déplacements de décollement

ne tendent plus vers l’infini (rupture) lorsque δ = 100%, mais lorsque δ = δplmax.

La deuxième modification prend en compte le fait que plus V ′ est grand, plus le décollement est
réduit (stabilisation de la structure, et plasticité accrue). Il faut donc réduire les déplacements
de décollement lorsque V ′ croit, d’où un facteur (1 − V ′) placé arbitrairement dans les lois
d’écrouissages qui prennent la forme suivante.
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Les lois d’écrouissage sont donc les suivantes:






˙β⊕x = δplmax
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δ
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˙β⊕x = δplmax
θ̇
′up
x

(1−V ′)θ′0
η
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β
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xmax

ηδ
pl
max

))2

β
⊕
x −(1−η)β

⊕(i)
xmax

ηδ
pl
max

(

2βxlim−
(

β
⊕
x −(1−η)β

⊕(i)
xmax

ηδ
pl
max

)) si β⊕x ≤ β
⊕(i)
xmax

(3.109)

De même pour ⊖ et pour la direction ~y.

Remarque: la résolution de cette équation différentielle (écrite en fonction de δ) donne une
relation de la forme de l’équation 3.57 liant la rotation θ à δ. En tenant compte du couplage
plasticité/décollement cette équation devient:

θ
′up
x =

(
1 − V ′) θ′0

(
δx

δxmax

)2

1 − δx
δxmax

(3.110)

L’équation 3.110 montre bien que si V ′ est grand alors la rotation de décollement est réduite.
Il en est bien entendu de même pour les déplacements verticaux de décollement.

La représentation graphique des surfaces de charge de plasticité et de décollement est donné
par la figure 3.30.

Fig. 3.30 – Représentation graphique de la superposition des critères de rupture en décolle-
ment, initiation de décollement et rupture plastique en projection dans les espaces My,Hx,V
et My,Mx,V .

3.4.6 Hypothèse de normalité et condition de consistance

La direction du vecteur incrément de décollement est là aussi donné par l’hypothèse de nor-
malité qui permet de le relier à la normale de la courbe représentant la loi d’écoulement. La
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particularité ici, par rapport au modèle de plasticité est que plusieurs mécanismes de décol-
lements (au nombre de 4) sont mis en jeu simultanément créant autant de déplacements de
décollement associés. Pour des raisons de commodité de résolution certains des exposants ⊕

x ,
⊖
x , ⊕

y , et ⊖
y sont remplacés respectivement par les indices 1,2,3, et 4.

Ainsi nous obtenons:

˙uup = λ̇1
∂g1
∂F

+ λ̇2
∂g2
∂F

+ λ̇3
∂g3
∂F

+ λ̇4
∂g4
∂F

avec ∀i ∈ [1; 4] , λ̇i > 0 (3.111)

Nous pouvons donc introduire les fonctions vectorielles d’écrouissage h
up
1 (F,qup

1
), hup

2 (F,qup
2

),

h
up
3 (F,qup

3
) et h

up
4 (F,qup

4
) telles que ˙qup

1
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) où qup

1
, qup

2
, qup

3
, et qup

4
sont les vecteurs ras-

semblant les variables d’écrouissages pour un chacun des 4 mécanismes de décollements:

qup
1
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[
β⊕x

]
, qup

2
=
[
β⊖x

]
, qup

3
=
[
β⊕y

]
, qup

4
=
[
β⊖y

]
(3.112)

Remarque: dans ce cas les vecteurs q
up
i sont de dimension 1, ce sont donc ici des scalaires,

tout comme les fonctions vectorielles d’écrouissages h
up
i qui leur sont associées.

Ainsi nous pouvons écrire:
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(3.113)

où les fonctions vsup et vinf permettent d’activer ou de désactiver les termes de chaque équation
différentielle. Elles sont définies de la manière suivante.

{

v⊕xsup = 1

v⊕xinf = 0
si β⊕x = β⊕(i)

xmax

{

v⊕xsup = 0

v⊕xinf = 1
si β⊕x ≤ β⊕(i)

xmax (3.114)

et

{

v⊖xsup = 1

v⊖xinf = 0
si β⊖x = β⊖(i)

xmax

{

v⊖xsup = 0

v⊖xinf = 1
si β⊖x ≥ β⊖(i)

xmax (3.115)
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La condition de consistance pour chacun des quatre mécanismes va nous servir à calculer
les potentiels plastique λi, ∀i. Cette condition traduit le fait que le point d’effort courant
doit toujours être sur les surfaces de charge. Autrement dit, pour la surface de charge fi, nous
devons vérifier à chaque instant que ḟi = 0 et fi = 0. La première condition permet de calculer
le multiplicateur plastique. Elle peut s’écrire ∀i ∈ [1;M ] (dans le cas de M mécanismes actifs

M ∈ [1; 4]), en considérant que Ḟ = Kel
(

u̇ − ˙uup
)

:

ḟi = 0 ⇔ ∂fi
∂F

· Ḟ +

4∑

j=1

∂fj
∂qup

j

· ˙q
up
j = 0

⇔ ∂fi
∂F

· Kelu̇ −
4∑

j=1

λ̇i
∂fj
∂F

· Kel∂gj
∂F

− λ̇j
∂fj
∂qup

j

· hup
j = 0 (3.116)

Ces M équations sont couplées et les multiplicateurs plastiques λ̇i sont solutions du système:








λ̇1

λ̇2
...

λ̇M








=
[

Hup + Hup

0

]−1













∂f1

∂F
· Kelu̇

∂f2

∂F
· Kelu̇

...
∂fM
∂F

· Kelu̇













(3.117)

où Hup est la matrice (diagonale) des modules plastiques Hup
ij = δji

∂fi
∂qup

i

·hup
j sans sommation

sur i et avec δji le symbole de Kronecker et où Hup

0
est la matrice des termes Hup

0ij
=
∂fi
∂F

·

Kel∂gj
∂F

.

Si nous considérons maintenant que:

H
T

=
[

Hup + Hup

0

]−1
(3.118)

Pour M mécanismes couplés nous obtenons:

Ḟ =



Kel −
M∑

i=1

M∑

j=1

HTij

(

Kel :
∂gi
∂F

)

⊗
(
∂fj
∂F

: Kel

)




︸ ︷︷ ︸

Kelup

u̇ (3.119)

En conclusion de ce paragraphe, nous pouvons dire que quatre mécanismes de décollement
(deux mécanismes dans chaque directions ~x et ~y) sont nécessaires pour simuler le décollement
d’une fondation sous chargement 3D. Le choix de la géométrie de la fondation est laissée à
l’utilisateur. Pour une fondation circulaire les deux directions sont considérées couplées alors
que pour une fondation rectangulaire elles sont découplées.
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La gestion de l’évolution de ces quatre mécanismes (quatre surfaces de charge) fait appel
aux schémas de résolution de plasticité multi-surfaces. Il est important de noter finalement
que le mécanisme de plasticité du sol va venir également se greffer aux 4 autres mécanismes
de décollement, chacun des cinq mécanismes créant ainsi une part du déplacement résiduel
(plastique ou de décollement). Ce couplage décollement-plasticité est décrit et détaillé d’un
point de vue numérique dans le chapitre 4.

3.5 Prise en compte de l’effet P − θ

Pour des petites rotations de la fondation, l’effort normal V ′ (effort perpendiculaire à la
fondation) et l’effort vertical V ′

Z (dans le repère globale, c’est à dire généralement le poids
propre de la structure) appliqués à la fondation sont relativement proches et constants (sous
réserve que le mode de pompage n’est pas excité et qu’il n’existe aucune autre sollicitation
faisant varier l’effort vertical i.e. une accélération verticale) lorsque la fondation tourne.

V ′
V ′
Z

~x

~X

~z ~Z

Fig. 3.31 – Influence de l’effet P − θ sur l’effort normal de stabilisation de la fondation.

Pour des rotations modérées, l’effort normal V ′ peut décroître de manière significative par
rapport à l’effort vertical V ′

Z qui lui reste constant (figure 3.31), c’est ce que nous appelons
l’effet P − θ. L’effort normal diminuant, la stabilisation de la fondation est moindre. Par
ailleurs, en regardant les critères de rupture de plasticité ou de décollement (figure 3.30), nous
nous rendons bien compte qu’une diminution de cet effort de stabilisation va engendrer une
diminution des moments ou efforts horizontaux de rupture. Sur une loi effort-déplacement,
cela va se traduire par une variation de la valeur du palier.

Pour bien prendre en compte ce phénomène, une adaptation est nécessaire dans l’élément
pour que l’effort normal soit en réalité la projection de l’effort vertical dans le repère local de
la fondation.

Soit le vecteur efforts réduits écrit dans le repère global
(

~X,~Y ,~Z
)

fixe:

Fg =









V ′
Z

H ′
X

M ′
Y

H ′
Y

M ′
X









(3.120)
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et le vecteur effort écrit dans le repère local de la fondation (~x,~y,~z) variable:

F =









V ′

H ′
x

M ′
y

H ′
y

M ′
x









(3.121)

Deux rotations du repère successives et indépendantes peuvent être considérées. La première
est une rotation d’angle θY (selon l’axe ~Y ), représentée par l’application linéaire M (rot,θY ).
La deuxième est une rotation d’angle θx (selon l’axe ~x) représentée par l’application linéaire
M (rot,θX).

~y

~y ~Y
~Y

~x

~x

~X~X

~z~z ~Z~Z

θY

θY

θX

θX

Fig. 3.32 – Effet P − θ, deux changements de repères à considérer dans le cas de rotations
modérées.

L’hypothèse de rotations modérées permet de dire qu’après rotation θY , l’axe ~x est quasi-
ment égal à l’axe ~X. Ainsi l’angle θx vaut presque l’angle θX . Une petite erreur est donc
commise sur le calcul des efforts dans la base locale. Néanmoins cette hypothèse permet de
simplifier grandement le problème puisque cela nous permet d’utiliser les deux angles qui nous
sont fournis par le code, c’est à dire θX et θY . De plus cette hypothèse permet d’obtenir la
commutativité de ces deux transformations M (rot,θY ) et M (rot,θX).

La relation liant les 2 vecteurs écrits dans le repère global et dans le repère local dans le cas
de rotations modérées est donc la suivante:
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H ′
x

M ′
y

H ′
y

M ′
x









=









cos θY sin θY 0 0 0
− sin θY sin θY 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 cos θY









︸ ︷︷ ︸

M(rot,θY )









cos θX 0 0 − sin θX 0
0 1 0 0 0
0 0 cos θX 0 0

sin θX 0 0 cos θX 0
0 0 0 0 1









︸ ︷︷ ︸

M(rot,θX)
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(3.122)

3.6 Adaptation du macro-élément à des chargements dynamiques

La résolution dynamique d’un problème d’interaction sol-structure doit prendre en compte
l’amortissement radiatif, en d’autres termes l’amortissement qui provient de la dissipation de
l’énergie radiative dans un milieu semi-infini (voir paragraphe 2.1).
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Cet amortissement est introduit dans le macro-élément selon les lois de visco-plasticité clas-
sique et particulièrement selon une description du type [Duvaut et Lions, 1972]. D’un point
de vue rhéologique, le problème revient à ajouter un amortisseur en parallèle des deux méca-
nismes non-linéaires avec écrouissage représentés par les patins (plastique et décollement) sur
la figure 3.33.

Les déplacements non linéaires issus des mécanismes de plasticité et de décollement sont
maintenant notés respectivement duvpl et duvup (l’exposant v symbolisant le comportement
visqueux du mécanisme).

C,duvplup

dF

dF
du = duel + duvpl + duvup

Kpl,duvpl

Kup,duvup

dF = Kelduel

Fig. 3.33 – Modèle rhéologique avec prise en compte de l’amortissement radiatif.

La prise en compte de l’amortissement dans ce genre de modèle visco-plastique est relativement
simple. Pour bien comprendre, imaginons qu’un déplacement instantané du est imposé à t = 0
au modèle rhéologique de la figure 3.33. Nous pouvons distinguer les deux cas suivants.

Sans l’amortisseur le problème se résout grâce au formalisme vu plus haut (paragraphe 3.4.6)
et numériquement grâce à la méthode du “return mapping” vu au chapitre 4. La solution
instantanée à t = 0 n’évolue bien entendu pas au cours du temps. L’effort résultant de ce
problème est noté: F.

Avec l’amortisseur, la solution varie au cours du temps même si le déplacement imposé reste
constant. Néanmoins, la solution en régime permanent est exactement celle trouvée pour le
système sans amortisseurs. C’est en quelque sorte un essai de relaxation. En effet, le ressort
élastique va se relâcher tout doucement au fur et à mesure que l’amortisseur va s’allonger
et que les patins (i.e. les mécanismes non-linéaires) vont développer des déplacements non-
linéaires.

Pour bien comprendre, nous allons d’abord considérer un cas plus simple. La résolution pour
un modèle de ce genre en 1D pour un essai de relaxation (déplacement total imposé u0) avec
un ressort de raideur K, un amortisseur de viscosité ηv et avec un seul mécanisme non linéaire
de type patin plastique parfait d’effort au palier FY est très simple à traiter à la main. Deux
cas sont possibles:

– Soit le déplacement imposé est suffisamment faible pour ne pas dépasser la limite élas-
tique du ressort et dans ce cas la solution est la solution élastique.

– Soit le déplacement imposé est suffisamment grand pour que la contrainte dépasse la
limite élastique du patin et dans ce cas l’amortisseur va s’allonger au cours du temps
pendant que le ressort va se relâcher.
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Dans ce deuxième cas, nous obtenons facilement l’équation différentielle régissant l’évolution
du déplacement visco-plastique uvpl. Elle est de la forme suivante:

u̇vpl =
1

Kηv
[F (t) − FY ] (3.123)

L’évolution de l’effort au cours du temps est donnée par l’équation suivante:

F (t) = [Ku0 − FY ] e
−Kt
ηv + FY (3.124)

tt

u

u0

F

F = FY

Ku0

Fig. 3.34 – Sollicitation et réponse du modèle rhéologique 1D pour un essai de relaxation.

L’effort solution est donc connu quel que soit t et évolue vers la solution en régime perma-
nent (c’est à dire du problème sans amortisseur) F = FY . La décroissance de l’effort est
exponentielle (figure 3.34).

Une relation similaire pour les déplacements plastiques peut aussi être écrite, c’est à dire que
les déplacements plastiques uvpl vont augmenter avec cette forme d’exponentielle jusqu’à la
solution en régime permanent upl. Dans ce problème très simplifié il n’y a pas de variable
d’écrouissage mais la prise en compte d’un patin plastique avec écrouissage permettrait de
montrer que la variable d’écrouissage q évoluerait elle aussi sous forme d’exponentielle jusqu’à
la solution en régime permanent q.

Il est important de comprendre que pour tout calcul, qu’il soit dynamique ou statique, le
macro-élément va finalement recevoir un incrément de déplacement et va devoir retourner
un effort associé à cet incrément et une matrice de rigidité. Pour le calcul statique tout se
passe comme si le chargement est très lent entre deux pas de chargement, si bien qu’il tend
toujours vers la solution à t → ∞ (comme s’il n’y avait pas d’amortisseurs). Pour le calcul
dynamique par contre, il faut connaître précisément la solution à la fin du pas de temps ∆t.
Or nous l’avons vu l’évolution des variables (efforts, déplacements, écrouissage) est connue en
fonction du temps et varie toujours selon une exponentielle en tendant vers la solution sans
amortisseur. Si t0 est l’instant pour lequel nous avons imposé l’incrément de déplacement, il
suffit alors de calculer les variables à t = t0 + ∆t.

Finalement, en pratique, la résolution du problème dynamique avec effet de la viscosité revient
donc tout d’abord à calculer la solution en régime permanent (comme pour un problème
statique) et d’évaluer tout simplement les valeurs des variables à la fin du pas de temps
considéré grâce à une équation du type 3.124. Les expressions permettant ce calcul sont
détaillées dans le chapitre 4.
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Par ailleurs, pour un modèle 3D [Duvaut et Lions, 1972] proposent une manière similaire
d’écrire l’évolution des déplacements non linéaires grâce à l’équation différentielle ci dessous
généralisée au cas 3D.

u̇vplup =
Kel−1

ηv

[
F − F

]
(3.125)

Avec cette description, un seul paramètre ηv est nécessaire pour décrire l’amortissement du
sol. Finalement la matrice d’amortissement vaut C = ηvK

el.

En pratique, cette matrice d’amortissement est calculée grâce à la partie imaginaire des im-
pédances dynamiques de la fondation selon Gazetas [1991]. A priori, les termes de la ma-
trice d’amortissement sont donc complètement indépendants des raideurs de la fondation. Les
valeurs de la matrice d’amortissement proviennent de la partie imaginaire des impédances
dynamiques. Il est licite de les considérer constantes vis à vis des fréquences de sollicitations.
En réalité, seule la composante verticale nous intéresse réellement pour le macro-élément. Ce
choix n’est pas anodin puisque c’est dans cette direction que le terme d’amortissement radia-
tif a la plus grande influence (beaucoup moins dans les directions horizontales et suivant les
rotations de la fondation, [Betbeder-Matibet, 2003]).

L’expression de ce terme d’amortissement radiatif pour une fondation de forme quelconque
superficielle est donnée par l’équation ci-dessous.

Czz = ρVS0

3.4

π (1 − ν)
S (3.126)

Où ρ est la masse volumique du sol, VS0 la vitesse des ondes de cisaillement dans le sol, ν son
coefficient de Poisson, et S la surface de la fondation.

Le coefficient ηv doit donc être calculé par les données du terme d’amortissement et de raideur
dans la direction verticale:

ηv =
Czz
Kel
zz

(3.127)

De plus, les composantes de la matrice d’amortissement radiatif de l’élément sont ajoutées
aux termes de la matrice d’amortissement global (provenant d’un amortissement souvent de
type Rayleigh) au niveau de la structure.

La manière dont l’amortissement radiatif est traité ici permet de prendre en compte une
perte d’énergie dû à cet amortisseur tout en ayant un problème simple à résoudre sur le plan
numérique car issu de la visco-plasticité classique. Néanmoins, ce choix pose un problème sur
le plan conceptuel puisque cet amortissement est ramené au niveau du champ proche alors
qu’il devrait être pris en compte dans le champ lointain. Une amélioration de ce modèle est
donc souhaitable pour mieux reproduire ce phénomène physique. Il serait par exemple plus
convenable d’ajouter un amortisseur en parallèle avec le ressort élastique linéaire symbolisant
le champ lointain.
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3.7 Adaptation du macro-élément pour simuler le comportement
d’amortisseurs sismiques (isolateurs)

L’objectif de cette dernière section de chapitre est de montrer de nouveaux domaines d’appli-
cation du macro-élément qui finalement peut se résumer comme une loi non-linéaire et non
réversible exprimée en variables généralisées adaptable à d’autres problèmes de l’ingénierie
(simulations du comportement des joints, des isolateurs parasismiques, ou d’assemblages).

Nous proposons ci-dessous une adaptation du macro-élément afin de simuler le comportement
d’un isolateur parasismique ayant un comportement non-linéaire et non réversible. Cet isola-
teur est généralement placé à la base d’une structure. Il présente un comportement dissipatif
mais non visqueux (qui ne dépend donc pas de la vitesse de chargement) [Chung et al., 1999].
La courbe de comportement type est représentée par la figure 3.35. Elle présente une première
phase ayant une tangente à l’origine de Kel

hh et une deuxième phase composée d’une asymptote
oblique de pente K2

hh. Ce genre de système “n’amortie” que des efforts horizontaux.

ux

Hx

Kel
hh K2

hh

Fig. 3.35 – Loi de comportement type d’un isolateur en base.

Afin de reproduire ce comportement avec le macro-élément, nous considérons:

– une rigidité de rotations infinie (le macro-élément ne génère aucune rotation)

– le comportement de décollement et l’écrouissage isotrope du modèle plastique désactivés

– une loi d’écrouissage adaptée pour reproduire l’asymptote oblique (cette dernière modi-
fication est détaillée ci-dessous)

3.7.1 Détermination des équations régissant l’évolution des variables d’écrouis-

sages cinématiques

La démonstration qui va suivre n’est présentée que pour un chargement monotone pour des
raisons de simplicité. L’extension à un chargement cyclique se fait de la même manière que
pour le modèle plastique du macro-élément d’ISS en ajoutant les variables d’écrouissages qui
seront activées pour des chargements négatifs (indices ⊕ et ⊖).
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Afin de reproduire le comportement de l’amortisseur nous allons ajouter un terme d’écrouis-
sage aux variables déjà établies précédemment qui permettra d’obtenir l’asymptote oblique
au lieu de l’asymptote horizontale [Lemaitre et Chaboche, 1988].

Nous posons Hx = Hx1 +Hx2

La loi de comportement ci-dessous est considérée:

Ḣx =
(

Kel
hxhx −K2

hxhx

)(

1 − Hx1

H∞
x

)

u̇x
︸ ︷︷ ︸

Ḣx1

+K2
hxhx u̇x

︸ ︷︷ ︸

Ḣx2

(3.128)

L’évolution des deux termes est schématisée sur la figure 3.36.

uxux

Hx1
Hx2

H∞
x

Kel
hxhx

−K2
hxhx

K2
hxhx

Fig. 3.36 – Loi de comportement type d’un isolateur en base, décomposition des deux termes.

La loi est bien sûr valable aussi bien dans la direction ~x que dans la direction ~y. Cette
écriture permet bien d’obtenir une courbe (Hx − ux) ayant une tangente à l’origine de Kel

hxhx
et une asymptote oblique à l’infini d’équation Hx = H∞

x +K2
hxhx

ux où H∞
x est la valeur de

l’asymptote horizontale de la variable d’écrouissage (figure 3.37).

ux

Hx

H∞
x

Kel
hxhx

K2
hxhx

Fig. 3.37 – Loi de comportement type d’un isolateur en base.

En écrivant qu’à chaque instant nous avons (par retour élastique): Ḣx = Kel
hxhx

uelx , nous

pouvons exprimer la loi de comportement en fonction du déplacement anélastique uplx
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Nous démontrons alors que:







Ḣx1 =
(Kel

hxhx
−K2

hxhx
)
(

1−Hx1
H∞
x

)
(

Ḣx2
Kel
hxhx

+u̇plx

)

1−
Kel
hxhx

−K2
hxhx

Kel
hxhx

(

1−Hx1
H∞
x

)

Ḣx2 =
K2
hxhx

Kel
hxhx

−K2
hxhx

(

Ḣx1 +Kel
hxhx

u̇plx
)

(3.129)

qui, lorsque ces deux équations sont découplées, nous donnent:






Ḣx1 = Kel
hxhx

(
H∞
x

Hx1
− 1
)

u̇plx

Ḣx2 =
Kel
hxhx

K2
hxhx

Kel
hxhx

−K2
hxhx

H∞
x

Hx1
u̇plx

(3.130)

Nous obtenons donc le système de deux équations différentielles découplées nous donnant
l’évolution des deux nouvelles variables d’écrouissage (α1 liée à H ′

x1
et α2 liée à H ′

x2
):







α̇1 = Kel
hxhx

(
H∞
x

α1
− 1
)

u̇plx

α̇2 =
Kel
hxhx

K2
hxhx

Kel
hxhx

−K2
hxhx

H∞
x

α1
u̇plx

(3.131)

3.7.2 Hypothèse de normalité et condition de consistance

La direction du vecteur incrément plastique est là aussi donné par l’hypothèse de normalité
qui permet de le relier à la normale de la courbe représentant la loi d’écoulement.

Ainsi nous obtenons:

˙upl = λ̇
∂g

∂F
⇔







u̇plx = λ̇
∂g

∂Hx

u̇ply = λ̇
∂g

∂Hy

avec λ̇ > 0 (3.132)

Nous pouvons donc introduire les fonctions vectorielles d’écrouissage h1(F,q
1
) et h2(F,q

2
)

telles que q̇
1

= −λ̇h1(F,q
1
) et q̇

2
= −λ̇h2(F,q

2
) et où q

1
et q

2
sont les vecteurs rassemblant

les variables d’écrouissages:

q
1

=

[
α1

δ1

]

et q
2

=

[
α2

δ2

]

(3.133)

Ainsi nous pouvons écrire:

[
α̇1

δ̇1

]

= −λ̇






∂g

∂Hx
Kel
hxhx

(

1 − H∞
x

α1

)

∂g

∂Hy
Kel
hyhy

(

1 − H∞
y

δ1

)




 (3.134)

et
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[
α̇2

δ̇2

]

= −λ̇






∂g

∂Hx

Kel
hxhx

K2
hxhx

K2
hxhx

−Kel
hxhx
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x
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−Kel
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H∞
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Ce formalisme va nous permettre de calculer le multiplicateur plastique λ grâce à la condition
de consistance.

A l’inverse du modèle de décollement, les deux types de variables d’écrouissage ne créent qu’un
seul déplacement résiduel (plastique). En effet il n’y a ici qu’un seul mécanisme associé à une
seule surface de charge. Autrement dit, si f est la surface de charge, nous devons vérifier à
chaque instant que: ḟ = 0 et f = 0. La première condition permet de calculer le multiplicateur

plastique. Elle peut s’écrire (en considérant que Ḟ = Kel
(

u̇ − ˙upl
)

):

ḟ = 0 ⇔ ∂f

∂F
· Ḟ +

∂f

∂q
1

· q̇
1

+
∂f

∂q
2

· q̇
2

= 0

⇔ ∂f

∂F
· Kelu̇ − λ̇

(

∂f

∂F
· Kel ∂g

∂F
+

∂f

∂q
1

· h1 +
∂f

∂q
2

· h2

)

= 0

⇔ λ̇ =

∂f

∂F
· Kelu̇

∂f

∂F
· Kel ∂g

∂F
+

∂f

∂q
1

· h1 +
∂f

∂q
2

· h2

(3.136)

On note H = H1 +H2 =
∂f

∂q
1

· h1 +
∂f

∂q
2

· h2 le module plastique.

Puis:

˙upl = λ̇
∂g

∂F
=

(
∂g

∂F
⊗ ∂f

∂F

)

· Kelu̇

∂f

∂F
· Kel ∂g

∂F
+

∂f

∂q
1

· h1 +
∂f

∂q
2

· h2

(3.137)

d’où finalement nous obtenons la matrice tangente élasto-plastique (où ⊗ dénote le produit
tensoriel et : le produit contracté):

Ḟ =








Kel −

(

Kel :
∂g

∂F

)

⊗
(
∂f

∂F
: Kel

)

∂f

∂F
· Kel ∂g

∂F
+

∂f

∂q
1

· h1 +
∂f

∂q
2

· h2








︸ ︷︷ ︸

Kelpl

u̇ (3.138)

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, un nouveau macro-élément d’ISS capable de reproduire le comportement
d’une fondation rectangulaire-filante ou circulaire est présenté. Le macro-élément prend en
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compte la plasticité du sol et le décollement de la fondation.

Après une description des différentes géométries de fondations considérées une méthode d’adi-
mensionnement des variables a été proposée. La deuxième étape a été de décrire analytique-
ment les non linéarités matérielles, autrement dit le mécanisme de plasticité du sol sous la
fondation. Ensuite, les non-linéarités géométriques ont été prises en compte (décollement).

Ces deux types de mécanismes sont élaborés selon la théorie de plasticité en faisant évoluer
des surfaces de charges par l’intermédiaire de variables d’écrouissages à l’intérieur de critères
de rupture et créant ainsi des déplacements permanents. Pour prendre en compte le caractère
3D de la fondation, cinq mécanismes de type plastiques sont nécessaires. L’évolution de ces
mécanismes est représentée par l’évolution de cinq surfaces de charges à l’intérieur de cinq
critères de rupture. Cinq types de déplacements résiduels (de plasticité ou de décollement)
peuvent donc être générés. Ces mécanismes sont couplés et peuvent tous être activés en même
temps. Le traitement numérique de l’évolution de ces surfaces sera décrit dans le chapitre 4.

La prise en compte de l’amortissement radiatif a été effectuée grâce à un modèle de visco-
plasticité classique, par l’ajout d’un amortisseur visqueux en parallèle avec les mécanismes
non-linéaires.

Deux adaptations du macro-élément ont été finalement opérées. La première concerne la prise
en compte de l’effet P−θ. Ce phénomène crée en effet une perte de stabilisation de la fondation
par une chute de l’effort normal appliqué à la fondation qui peut ainsi diminuer de manière
sensible les capacités de la fondations à reprendre des moments ou des efforts horizontaux.

La deuxième adaptation du modèle permet de modéliser des isolateurs sismiques non visqueux
pour lesquels la loi effort horizontal-déplacement horizontal présente une asymptote oblique.
Cette adaptation a été possible par l’ajout d’une variable d’écrouissage adéquate.

Les différents résultats numériques prouvant le bon fonctionnement du modèle et de ses adap-
tations sont présentés dans le chapitre 5. La performance de ce nouvel outil pour des cas
ouvrages réels de l’ingénierie conclut ce travail au chapitre 6.



3.8. Conclusion 77

Résumé du chapitre 3

Mécanisme de plasticité:

– critère de rupture:

f∞ ≡
(

H′
x

aV ′c(1−V ′)d

)2
+

(
M′

y

bV ′e(1−V ′)f

)2

+

(
H′

y

aV ′c(1−V ′)d

)2

+
(

M′
x

bV ′e(1−V ′)f

)2
− 1 = 0

– surface de charge:

fc ≡
(

H′
x

ρaV ′c(γ−V ′)d − α
ρ

)2
+

(
M′

y

ρbV ′e(γ−V ′)f − β
ρ

)2

+

(
H′

y

ρaV ′c(γ−V ′)d − δ
ρ

)2

+
(

M′
x

ρbV ′e(γ−V ′)f − η
ρ

)2
− 1 = 0

– variables d’écrouissages:

– cinématiques: α = α⊕ + α⊖, β = β⊕ + β⊖...

elles sont telles que

β̇⊕ =
1

2bV ′e (γ − V ′)f
K′el
θθ

(
M⋆∞
y

β⊕
− 1

) ∣
∣
∣θ̇

′pl
y

∣
∣
∣ et β̇⊖ =

1

2bV ′e (γ − V ′)f
K′el
θθ

(

−
M⋆∞
y

β⊖
− 1

) ∣
∣
∣θ̇

′pl
y

∣
∣
∣

– isotrope: ρ/ρ̇ = k
∣
∣
∣
d‖τ‖
dt

∣
∣
∣ où 0 6 k 6 1

– selon V ′: γ̇ =
(

a1K′el
zz u̇

′pl
z + a2K′el

hxhx

∣
∣
∣u̇

′pl
x

∣
∣
∣ + a3K′el

θyθy

∣
∣
∣θ̇

′pl
y

∣
∣
∣ + a4K′el

hyhy

∣
∣
∣u̇

′pl
y

∣
∣
∣ + a5K′el

θxθx

∣
∣
∣θ̇

′pl
x

∣
∣
∣

)
1−γ
γ

– loi d’écoulement: loi non associée centrée sur l’origine du repère afin de générer des déplacement verticaux
positifs (vers le bas).

gc ≡




H′

x

ρ
aV ′c

c

(κγ+V ′
c)d

(γ−V ′)d(κγ+V ′)d
− α

ρ





2

+




M′

y

ρ
bV ′e

c

(ξγ+V ′
c)f

(γ−V ′)f (ξγ+V ′)f
− β

ρ





2

+ . . .− 1 = 0

– loi de tangence: permet de calculer les limites des variables d’écrouissages H⋆∞
x ; M⋆∞

y ...

– paramètres constitutifs:

a, b, c, d, e et f sont les paramètres de la surface de charge. Ils sont constants pour un type de sol considéré
(cohérent ou pulvérulent)

par défaut (a1, . . . ,a5) = (1, . . . ,1)

Mécanisme de décollement:

dans chacune des directions ~x et ~y et dans chaque sens ⊕ et ⊖, soit 4 mécanismes (toutes les surfaces et variables
suivantes doivent donc être indéxées par ces symboles).

– critère de rupture:

f∞ ≡M
′2 −

(
V ′

q1

(

e−AV
′

+ q2
))2

= 0

– surface de charge:

f ≡
∣
∣
∣M ′ + V ′

q1

(

e−AV
′ − q2β

)∣
∣
∣ = 0 , toujours positive pour générer des déplacements de décollement en

chargement et en déchargement hors de la limite élastique.

– limite élastique

fel ≡M ′ − V ′

q1
q2β

(i)
max (1 − η) + V ′

q1
e−AV

′

= 0

– variables d’écrouissages: β = β
(i)
max (1 − η) + ηδ où δ représente le pourcentage de décollement dans la

direction et le sens considéré (elles sont donc au nombre de 4).

– loi d’écoulement: cette loi relie rotations et déplacements verticaux.
∂g

∂M
′ =

fg

|fg| = sign(fg)

∂g

∂V
′ = − δ

2

fg

|fg| = − δ
2
sign(fg) avec fg ≡M ′ − V ′

q1

(

e−AV
′

+ q2β
)

= 0

– loi de tangence: permet de calculer les limites des variables d’écrouissages dans le cas de fondations circu-
laires. Cette loi n’existe pas pour des fondations rectangulaires pour lesquelles les directions de décollement sont
découplées.

– paramètres constitutifs:

q1, q2 sont les paramètres dépendants de la forme de la fondation. q1 = 4, q2 = 1 pour une fondation rectangulaire
q1 = 6, q2 = 2 dans le cas d’une fondation circulaire.

η = 4 − 3e−4V ′

paramètre de décharge de décollement.

Couplage multi-mécanismes:

Si les 5 mécanismes vus plus haut sont indexés par i ∈ [1; 5] alors nous pouvons écrire (pour M mécanismes actifs):

Ḟ =



Kel −
M∑

i=1

M∑

j=1

HTij

(

Kel :
∂gi

∂F

)

⊗
(
∂fj

∂F
: Kel

)




︸ ︷︷ ︸

Kelup

u̇

où

H
T

=
[

Hup + Hup

0

]−1
avec Hup

ij = δji
∂fi

∂qup

i

· hup

j
sans sommation sur i et avec Hup

0ij
=
∂fi

∂F
· Kel ∂gj

∂F
.

Résumé 3.1: Résumé des caractéristiques des mécanismes de plasticité et de décollements
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CHAPITRE 4

Mise en oeuvre numérique de la méthode

Nous allons, dans ce chapitre, faire un rappel des algorithmes utilisés pour résoudre numérique-
ment un modèle de plasticité faisant évoluer plusieurs surfaces de charges. D’un point de vue
plus pratique, c’est la plateforme Matlab qui a été utilisée pour programmer le macro-élément.
D’une part, l’utilisation d’un langage Matlab permet de simplifier le travail de développement
de l’élément puisque la programmation, ainsi que la visualisation des variables sont aisés.
D’autre part, ceci nous a permis d’implanter l’élément dans le code de calcul aux éléments
finis FedeasLab, une toolbox de Matlab développée par le Pr. F. Filippou à UC Berkeley
[Filippou et Constandines, 2004], afin de l’utiliser couplé avec des structures plus complexes.

4.1 Introduction

L’intérêt d’avoir développé un modèle de décollement, qui suit la même logique qu’un modèle
de plasticité classique, va nous permettre de les assembler de manière simple en utilisant une
méthode qui permet de coupler l’évolution de toutes ces surfaces de charges. Le modèle de
décollement va faire évoluer deux surfaces de charges et ce dans chacune des directions (~x et
~y) soit quatre surfaces. Le modèle de plasticité va faire évoluer une seule surface de charge.
En tout, il y a donc cinq mécanismes qui peuvent, a priori, tous êtres activés simultanément.
Pour traiter le couplage nous utilisons une méthode proposée par [Simo et Hughes, 1998] pour
intégrer la loi.
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4.2 Résolution d’un problème élasto-plastique à l’aide de la mé-
thode de Return Mapping

Classiquement, les algorithmes des lois de comportements formulées dans le cadre de la plas-
ticité classique sont écrits à partir de la donnée des déformations, ou pour nous ici des dépla-
cements. Ils sont issus d’une hypothèse cinématique que le code envoie à chaque élément.

Le but de cette partie est de montrer comment est calculé, à l’intérieur de la loi élasto-
plastique, l’effort résultant, à partir de la donnée d’un déplacement.

Le problème est donc le suivant. On se donne une loi de comportement quelconque, définie
dans le repère (u,F). Elle est représentée sur la figure 4.1 en 1D pour simplifier.

Fn

un un+1

Ftrialn+1

u
pl
n

k∆F

u

F

Fn+1

Fig. 4.1 – Loi de comportement bilinéaire 1D.

L’état (un,Fn) est l’état convergé du pas de Newton n précédent et est donc complètement

connu ainsi que les déplacements plastiques associés u
pl
n et les variables internes types va-

riables d’écrouissage q
n
. La donnée du problème est le déplacement un+1 pour lequel on veut

connaître l’effort associé Fn+1.

Pour le calculer nous considérons un état auxiliaire paramétré par l’exposant trial obtenu en
considérant un pas purement élastique. Nous avons donc:







Ftrialn+1 = Kel
(

un+1 − u
pl
n

)

u
pltrial

n+1 = u
pl
n

qtrial
n+1

= q
n

f trialn+1 = f
(

Ftrialn+1 ,qn

)

(4.1)

Remarque: la première équation du système 4.1 peut aussi s’écrire:

Ftrialn+1 = Kel
(

un+1 − un + un − u
pl
n

)

= Kel∆un + Fn (4.2)

Le signe de f trialn+1 va alors nous donner le régime courant à considérer pour la résolution. Nous
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avons alors deux possibilités:

– Soit f trialn+1 ≤ 0 alors le régime est élastique et donc u
pl
n+1 = u

pl
n , q

n+1
= q

n
et Fn+1 =

Ftrialn+1 .

– Soit f trialn+1 > 0 alors le régime est plastique et donc nous devons résoudre l’équation

f
(

Fn+1,qn+1

)

= 0 pour trouver Fn+1, q
n+1

mais aussi en déduire u
pl
n+1.

Dans le cas où le régime est plastique, la méthode de résolution de l’équation f
(

Fn+1,qn+1

)

=

0 est décrite ci-après. Le but est d’écrire les variables de cette équation en fonction d’une
variable scalaire unique qui sera donc l’inconnue de l’équation et des variables convergées
connues du pas précédent.

On écrit donc le problème de la façon suivante de manière à expliciter le déplacement plastique
u

pl
n+1, l’effort Fn+1 et la variable d’écrouissage q

n+1
en fonction respectivement de u

pl
n , Fn,

q
n

et d’une variable scalaire unique. Cette variable est l’incrément du multiplicateur plastique
∆λ explicité dans les paragraphes suivants:

4.2.1 calcul du déplacement plastique u
pl
n+1

La loi de normalité nous donne:

u̇pl = λ̇
∂g

∂F

Si nous utilisons un schéma d’intégration temporel explicite classique nous obtenons:

u̇pln =
u

pl
n+1 − u

pl
n

∆t

Par ailleurs nous avons:

λ̇n =
λn+1 − λn

∆t
=

∆λ

∆t

Finalement on obtient, de manière explicite:

u
pl
n+1 = u

pl
n + ∆λ

∂g
(

Fn,qn

)

∂F
(4.3)

L’inconnue dans cette dernière équation permettant de calculer u
pl
n+1 est donc l’incrément du

multiplicteur plastique ∆λ, les autres grandeurs au pas n étant connus.

4.2.2 calcul de l’effort Fn+1

Par définition nous avons:

Fn+1 = Kel
(

un+1 − u
pl
n+1

)

= Kel
(

un+1 − u
pl
n

)

− Kel
(

u
pl
n+1 − u

pl
n

)

= Ftrialn+1 + ∆F

(4.4)
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Par ailleurs en utilisant la relation 4.3 nous obtenons de manière explicite:

∆F = −Kel
(

u
pl
n+1 − u

pl
n

)

= −Kel∆λ
∂g
(

Fn,qn

)

∂F
(4.5)

De même que pour le calcul du déplacement plastique, l’inconnue dans cette dernière équation
permettant de calculer ∆F est l’incrément du multiplicateur plastique ∆λ, les autres grandeurs
au pas n étant connus.

4.2.3 calcul de la variable d’écrouissage q
n+1

D’une manière générale, l’évolution de la variable d’écrouissage q est donnée par une équation

différentielle liant le multiplicateur plastique λ̇ et la fonction vectorielle d’écrouissage h
(
F,q

)

de la manière suivante:

q̇ = −λ̇h
(
F,q

)
(4.6)

En utilisant un schéma d’intégration temporel explicite classique nous obtenons là aussi l’ex-
pression de q

n+1
en fonction de la seule inconnue ∆λ:

q
n+1

= q
n
− ∆λh

(

Fn,qn

)

(4.7)

4.2.4 Résolution de l’équation permettant de calculer ∆λ

Nous l’avons vu précédemment, les valeurs des grandeurs convergées au pas n étant connues,

les grandeurs
∂g(Fn,qn)

∂F et h
(

Fn,qn

)

peuvent alors être calculées. La seule inconnue du pro-

blème est alors une variable scalaire: l’incrément du potentiel plastique ∆λ.

Le problème revient donc à résoudre l’équation

fn+1 (∆λ) = 0. (4.8)

Le calcul de ∆λ grâce à cette équation va donc permettre de calculer tous les termes au pas
n+ 1 grâce aux équations vues dans les paragraphes précédent.

Il y a cependant deux possibilités quant à la résolution de l’équation 4.8:

– Soit l’équation fn+1 est linéaire. Dans ce cas la résolution de cette équation est simple
et ne nécessite aucune itération, comme le montre la figure 4.1 (∆λ est alors connue et
toutes les grandeurs se déduisent facilement)

– Soit l’équation fn+1 est non-linéaire. Dans ce cas une méthode de Newton est alors
nécessaire pour la résoudre (figure 4.2).



4.2. Résolution d’un problème élasto-plastique à l’aide de la méthode de Return Mapping 83

Pour cette deuxième possibilité, plusieurs itérations seront donc nécessaires pour résoudre
l’équation non-linéaire. Les équation précédentes sont donc toujours vraies mais ne vont plus
permettre de passer du pas n au pas n + 1 mais d’une itération à l’autre dans la résolution
par la méthode de Newton. Ces itérations seront notées de niveau k.

La réécriture du problème en tenant compte de ces indices est la suivante:







k+1u
pl
n = ku

pl
n +k δ (∆λ)

∂g
(
kFn,

kq
n

)

∂F
k+1q

n
= kq

n
+k ∆q

k∆q = −kδ (∆λ)h
(
kFn,

kq
n

)

Ftrialn+1 = 0Fn
k+1Fn = kFn + k∆F

k∆F = −Kel kδ (∆λ)
∂g
(
kFn,

kq
n

)

∂F

(4.9)

Les variables ku
pl
n , kq

n
, et kFn sont les variables convergées de l’itération de Newton k.

Fn

un un+1

Ftrialn+1

u
pl
n

0∆F

1∆F

k∆F

u

F

Fn+1

1Fn

2Fn

k+1Fn

Fig. 4.2 – Loi de comportement non linéaire 1D.

La méthode de Newton va ensuite consister à différentier l’équation 4.8 autour du point

courant convergé et connu
(
kq

n
,kFn

)

. Nous obtenons donc au premier ordre:

f
(
k+1Fn,

k+1q
n

)

= f
(
kFn,

kq
n

)

+
∂f

∂F

(
kFn,

kq
n

)
k∆F +

∂f

∂q

(
kFn,

kq
n

)
k∆q (4.10)

La résolution de l’équation va donc nous permettre de calculer kδ (∆λ), en effet en remplaçant
dans l’équation différentiée précédente les termes 3 et 6 du système 4.9, nous obtenons:
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f
(
k+1Fn,

k+1q
n

)

= f
(
kFn,

kq
n

)

− ∂f

∂F

(
kFn,

kq
n

)

Kel kδ (∆λ)
∂g
(
kFn,

kq
n

)

∂F

−∂f
∂q

(
kFn,

kq
n

)
kδ (∆λ)h

(
kFn,

kq
n

)

(4.11)

La méthode de Newton consiste ensuite à résoudre l’équation linéaire f
(
k+1Fn,

k+1q
n

)

= 0,

ce qui nous permet de trouver kδ (∆λ):

kδ (∆λ) =
f
(
kFn,

kq
n

)

∂f
∂F

(
kFn,

kq
n

)

Kel
∂g
(
kFn,

kq
n

)

∂F + ∂f
∂q

(
kFn,

kq
n

)

h
(
kFn,

kq
n

)
(4.12)

Ainsi de proche en proche et après des itérations successives on converge vers la solution du
problème et on trouve Fn+1, q

n+1
, un+1.

4.3 Application à un modèle faisant évoluer plusieurs mécanismes

Dans la suite du paragraphe, les surfaces de charges ainsi que les différents mécanismes se-
ront indexés à l’aide de l’indice m ∈ [1;M ] où M ∈ {1; 2; 3; 4; 5}. Nous omettrons donc les
exposants ⊕ et ⊖ vus plus haut. Ainsi nous avons l’activation de 5 surfaces de charges à
décrire (f1

(
F,q1

)
, f2

(
F,q2

)
, f3

(
F,q3

)
, f4

(
F,q4

)
et f5

(
F,q5

)
) où F représente le point de

charge et qm représente le vecteur composé des variables d’écrouissages pour le mécanisme m
en lesquels la surface est écrite.

Dans la suite nous désignerons par le terme “plastique” tous les mécanismes non-linéaires.
Ainsi même les mécanismes de décollements sont pris en compte comme des mécanismes
plastiques.

Nous aurons donc toujours une combinaison de M mécanismes qui pourront être actifs simul-
tanément.

Dans un formalisme élasto-plastique, les conditions de Kuhn-Tucker suivantes doivent toujours
être vérifiées:

λ̇m ≥ 0 fm ≤ 0 λ̇mfm = 0 (4.13)

Qui se traduit en incrémental par l’équation suivante, [Simo et Hughes, 1998]:

fm
trial

n+1 > 0 ⇔
{

fm
(
kFn,

kqm
n

)

= 0
kδ (∆λ)m > 0

(4.14)

Le mécanisme m est alors actif si le test sur la surface de charge au point courant de l’itération
est positif (fm

trial
> 0) et si le multiplicateur plastique associé est positif (λm > 0).
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Par ailleurs, la vitesse plastique totale u̇pl peut s’écrire comme une contribution de chacun
des mécanismes:

u̇pl =
M∑

m=1

u̇plm (4.15)

qui peut s’écrire grâce à la loi de normalité:

u̇pl =

M∑

m=1

λ̇m
∂gm

∂F
(4.16)

Afin de résoudre le problème avec la technique du Return Mapping vue plus haut, une méthode
de Newton doit être utilisée pour chacun des mécanismes actifs.

Le développement de Taylor au 1er ordre de chacune des M surfaces de plasticité autour du

point courant convergé et connu
(
kqm

n
,kFn

)

peut s’écrire de la manière suivante:

fm
(
k+1Fn,

k+1qm
n

)

= fm
(
kFn,

kqm
n

)

+
∂fm

∂F

(
kFn,

kqm
n

)
k∆F +

∂fm

∂qm

(
kFn,

kqm
n

)
k∆qm

(4.17)

avec:

k∆qm = −kδ (∆λ)m hm
(
kFn,

kqm
n

)

(4.18)

et

k∆F = −Kel

M∑

m=1

kδ (∆λ)m
∂gm

∂F

(
kFn,

kqm
n

)

(4.19)

D’où en remplaçant ces termes dans l’équation 4.17, nous obtenons pour chacun des M mé-
canismes actifs:

fm
(
k+1Fn,

k+1qm
n

)

= fm
(
kFn,

kqm
n

)

−∂f
m

∂F

(
kFn,

kqm
n

)

Kel

M∑

m=1

kδ (∆λ)m
∂gm

∂F

(
kFn,

kqm
n

)

− ∂f

∂qm

(
kFn,

kqm
n

)
kδ (∆λ)m hm

(
kFn,

kqm
n

)

(4.20)

La méthode de Newton consiste à résoudre le système de M équations linéaires à M inconnues

fm
(
k+1Fn,

k+1qm
n

)

= 0. Ces inconnues sont pour chaque itération de niveau k les incréments

des multiplicateurs plastiques kδ (∆λ)1, kδ (∆λ)2, ..., kδ (∆λ)M .

En allégeant les notations des indices k et n nous obtenons donc le système suivant dans le
cas où M mécanismes sont actifs:
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f1 − ∂f1

∂F Kel
(

δ (∆λ)1 ∂g1

∂F
+ δ (∆λ)2 ∂g2

∂F
+ · · · + δ (∆λ)M ∂gM

∂F

)

− ∂f1

∂q1 δ (∆λ)1 h1 = 0

f2 − ∂f2

∂F Kel
(

δ (∆λ)1 ∂g1

∂F
+ δ (∆λ)2 ∂g2

∂F
+ · · · + δ (∆λ)M ∂gM

∂F

)

− ∂f2

∂q2 δ (∆λ)2 h2 = 0

...

fM − ∂fM

∂F Kel
(

δ (∆λ)1 ∂g1

∂F
+ δ (∆λ)2 ∂g2

∂F
+ · · · + δ (∆λ)M ∂gM

∂F

)

− ∂fM

∂qM δ (∆λ)M hM = 0

(4.21)

Finalement cela revient à résoudre le système matriciel suivant:
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= 0 (4.22)

où les termes de la matrice
[

H
0

]

sont:

H0ij =
∂f i

∂F
Kel∂g

j

∂F
(4.23)

et où les termes de la matrice
[
H
]

sont:

Hij = δji
∂f i

∂qi
hj , sans sommation sur i et avec δji est le symbole de Kronecker (4.24)

Finalement dans le cas où la matrice
[

H
0

+ H
]

est inversible nous obtenons pour chaque

itération de Newton: 
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...

δ (∆λ)M








=
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H
0

+ H
]−1








f1

f2

...
fM








(4.25)

Un mécanisme est actif si le test sur la surface de charge associé est positif, c’est à dire

fm
(
kFn,

kqm
n

)

> 0, sinon ce mécanisme se trouve dans son domaine élastique et il ne gé-

nère pas de déplacement plastique. Mais ceci n’est qu’une condition nécessaire. Pour avoir
une condition suffisante, il faut rajouter le test sur le signe de l’incrément du multiplicateur
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plastique associé au mécanisme δ (∆λ)m. Ce dernier doit également être positif δ (∆λ)m > 0.
S’il est négatif, l’intégration doit continuer avec uniquement les autre surfaces actives.

L’algorithme de résolution est donné ci-après par la figure 4.3.

Remarque: Cet algorithme est donné à titre général pour la programmation de l’évolution
de plusieurs surfaces de charge simultanée. Or nous l’avons vu dans le paragraphe 3.4.3, la
condition fm > 0 ne suffit pas pour activer le mécanisme de décollement. Une condition sup-
plémentaire sur la surface élastique est nécessaire pour activer le mécanisme de décollement.

Ainsi dans cet algorithme, si m symbolise un mécanisme de décollement, la condition fm > 0
doit être remplacée par la double condition de l’inéquation 3.87 rappelée ici:

fmel

(

M
′
,V

′
)

> 0 et fm
(

M
′
,V

′
,β
)

> 0 (4.26)

De la même manière, fm ≤ 0 pour un mécanisme de décollement, doit se substituer à la
double condition de l’inéquation 3.87:

fmel

(

M
′
,V

′
)

≤ 0 ou fm
(

M
′
,V

′
,β
)

= 0 (4.27)

4.4 Prise en compte de l’amortissement pour les calculs dyna-
miques

L’objet de ce paragraphe est de rappeler brièvement comment est programmé numériquement
un modèle visco-plastique décrit suivant la formulation de [Duvaut et Lions, 1972] déjà étudiée
dans le chapitre 3.

La résolution numérique est décrite dans [Simo et Hughes, 1998]. Comme nous l’avons déjà
expliqué dans le chapitre 3, la résolution d’un problème de visco-plasticité classique est très
simple et revient à résoudre un problème de relaxation. En effet, à chaque incrément de char-
gement, le modèle reçoit de la part des algorithmes au niveau global du code, un incrément de
déplacement. Cet incrément de déplacement reste constant durant tout le pas de chargement
de longueur ∆t. Le but est donc de connaître comment s’est relaxé le mécanisme au bout du
pas de temps ∆t. La solution est donc comprise entre la solution purement élastique Xtrial

(pour un pas de temps très petit) instantanée et la solution en régime permanent X (pour un
pas de temps très grand).

En résumé on montre que le calcul dynamique avec prise en compte de l’amortisseur revient
à calculer la solution en régime permanent (objet des paragraphes précédent ce chapitre) et
la solution élastique et d’établir une correction visco-plastique.

La solution en régime permanent est notée de la manière suivante: effort résultant Fn+1,
variables d’écrouissage q

n+1
, déplacements plastique dans chacun des mécanismes uplm

n+1.

La solution élastique provient de l’hypothèse élastique faite en début de pas, c’est à dire
Fn+1 = Ftrialn+1 , q

n+1
= q

n
, upl

n+1 = un.
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La correction visco-plastique, de paramètre η, s’opère de la manière suivante (une fois que
les itérations de niveau k ont permis d’obtenir la convergence et donc la solution en régime
permanent, équations 4.28):







Fn+1 =
F
trial

n+1 +∆t
η

Fn+1

1+∆t
η

q
n+1

=
q
n
+∆t

η
q
n+1

1+∆t
η

uplm
n+1 =

u
pl
n
m

+∆t
η

uplm
n+1

1+∆t
η

, ∀m ∈ [1; 5]

(4.28)

4.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de faire un rappel des méthodes utilisées pour résoudre numéri-
quement un problème issu des lois de plasticité classiques et plus précisément la méthode du
“Return Mapping”.

Dans un premier temps, un rappel a été effectué concernant la résolution d’un problème simple
en 1D et ne faisant intervenir qu’une seule surface de charge. Ensuite une généralisation à un
problème multi-surfaces et à plusieurs dimensions a été décrite permettant de résoudre d’une
manière générale un problème du type du macro-élément présenté de manière mathématique
dans le chapitre 3. Ce modèle fait en effet évoluer au plus cinq surfaces de charges simultanées.
Un algorithme adapté à ce type de résolution a ensuite été proposé.

Afin de montrer le fonctionnement du macro-élément, des simulations ont été effectuées et
sont présentées dans les chapitre 5 et 6.
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Données: un+1

Fn,u
pl
n ,qn

Initialisation k := 0
calcul de

Ftrialn+1 = 0Fn = Kel
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un+1 − u
pl
n

)

∀m ∈ [1,5] ,

{
0qm
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= qm
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0u
pl
n
m
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pl
n
m
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∀m ∈ [1,5] ,fm
(
kFn,

kqm
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)

tests sur les
surfaces de charges fm > 0?

on impose: fm = 0

et kδ (∆λ)m = 0

Calcul de M nombre de
mécanismes actifs

∀m ∈ [1,M ]

calcul de kδ (∆λ)m

avec l’eq 4.25

test sur les kδ (∆λ)m > 0

∀m ∈ [1,M ]

on impose: fm = 0

et kδ (∆λ)m = 0

∃m/fm > 0
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n
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k+1Fn = Kel
(

un+1 − k+1u
pl
n

)

k := k + 1

FIN

si ∀m ∈ [1,5] ,fm ≤ 0

pour les m/fm ≤ 0

OUI

NON

pour les m/fm > 0

Fig. 4.3 – Algorithme du return mapping sur plusieurs mécanismes.
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CHAPITRE 5

Validations

Afin de valider le macro-élément, des résultats numériques comparés à des résultats expérimen-
taux sous chargements statique [Gottardi et al., 1999], cyclique [TRISEE, 1998] et dynamique
[Rosebrook et Kutter, 2001] sont ici présentés.

Plus spécifiquement, les trois cas tests suivants sont détaillés dans ce chapitre:

(i) Afin de voir si le macro-élément est capable de reproduire le comportement d’une fon-
dation sous chargement statique monotone des simulations numériques tentent de re-
produire les “Swipe tests” donnés dans [Gottardi et al., 1999].

(ii) La performance du macro-élément sous chargement cyclique est ensuite comparée aux
résultats expérimentaux provenant du programme Européen TRISEE [TRISEE, 1998].

(iii) Enfin, l’adaptation aux chargements dynamiques est évaluée grâce aux essais sur cen-
trifugeuse réalisés à l’université de Davis [Rosebrook et Kutter, 2001].

5.1 Chargement statique monotone

Les détails de la présentation de ces essais sont présentés dans [Gottardi et al., 1999]. Ils
concernent des Swipe tests sur une fondation circulaire de diamètre 2R = D = 0.1m reposant
sur un sable de densité connue. La procédure générale utilisée pour ces essais est décrite dans le
paragraphe 2.3.2. Rappelons que ces tests en déplacements imposés permettent de donner une
investigation directe du critère de rupture, puisque la courbe de réponse (en effort) l’épouse
parfaitement.

Parmi tous les tests réalisés dans [Gottardi et al., 1999], cinq d’entre eux sont étudiés et
reproduits numériquement ci-après. Dans [Gottardi et al., 1999] ils ont pour nomenclature
GG03, GG04, GG06, GG07 et GG29).
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Durant le test GG03, un déplacement vertical est appliqué à la fondation jusqu’à ce qu’un
effort vertical égal à V0 = 1600N soit atteint (figure 5.1). Pendant le test GG07, un effort
vertical de V0 = 1600N est atteint, puis celui ci est réduit à V0 = 200N (figure 5.2). De cette
manière un écrouissage du sol est opéré. Pour ces deux tests, le déplacement imposé lors de
la deuxième phase est un déplacement horizontal croissant appliqué à la fondation. Pendant
ce temps, le déplacement vertical imposé lors de la première phase est gardé constant.

1600N

uz0

step 1.

uz uzuz0step 1.

step 2.

V ux

uz0

ux

z

x

z

1. 2.

x

Fig. 5.1 – Swipe test GG03: Etape 1. un déplacement vertical est atteint, Etape 2. un dépla-
cement horizontal croissant est appliqué à la fondation.

1600N

uz0

200N

step 1.

uz uzuz0step 1.

step 2.

V ux

uz0
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z

x

z

x

1. 2.

Fig. 5.2 – Swipe test GG07: Etape 1. une fois que l’effort vertical V0 = 1600N est atteint,
il est réduit à V0 = 200N , Etape 2. un déplacement horizontal croissant est appliqué à la
fondation.

Le test GG04 est réalisé de la même manière que le test GG03. La seul différence réside dans
le fait qu’une fois l’effort vertical initial V0 = 1600N atteint, c’est une rotation croissante est
appliquée à la fondation au lieu du déplacement horizontal.

Les Swipe tests GG06 et GG29 sont pilotés avec une rotation et un déplacement horizontal
simultanés et avec un ratio constant entre ces deux sollicitations arctan

(
Ddθ
du

)
= 126◦ pour

GG06 et arctan
(
Ddθ
du

)
= 157◦ pour GG29. Ce chargement est également appliqué après qu’un

effort vertical initial de V0 = 1600N soit atteint.
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Pour le modèle numérique, la fondation est représentée par le macro-élément qui comporte
deux nœuds. Le nœud à la base du macro-élément est considéré encastré, alors que le charge-
ment (déplacements ou efforts) est appliqué au nœud supérieur.

Les paramètres du modèle numérique (voir tableau 5.1) sont calibrés pour reproduire les
tests GG03 (pour les composantes horizontales) et GG04 (pour les composantes en rotation).
Les résultats concernant les autres tests sont réalisés sans calibration supplémentaire. La
figure 5.3 montre le chemin de réponse dans les plans (Hx − V ) et (Hx − ux) pour les essais
expérimentaux GG03 et GG07 ((a) et (b)) et pour les tests numériques ((c) et (d)). Les figures
5.4 et 5.5 comparent les résultats expérimentaux et numériques pour le test GG04 (dans les

plans (My−V ) et (My−θy)), et les tests GG06 et GG29 (dans le plan
(

h = H′
x

V0
;m =

M ′
y

2RV0

)

).

Tab. 5.1 – Paramètres numériques utilisés pour les Swipe tests

Paramètres Values Remarques

Géométrie
D 0.1m Diametre de la fondation

Rigidité
Kel

zz 15MN/m
Kel

hh
0.4MN/m

Kel

θθ
0.0035MNm/rad

Plasticité
qmax 0.260MPa capacité ultime
a 0.33 coefficients du critère de rupture
b 0.28 "
c 0.8 "
d 0.8 "
e 0.8 "
f 0.8 "
κ 0.608 coefficients de la loi d’écoulement
ξ 0.412 "

Les figures 5.3, 5.4 et 5.5 montrent que le macro-élément est capable de reproduire les ten-
dances du comportement d’une fondation circulaire sous chargement statique sous différentes
combinaisons de déplacements.

Durant l’essai GG03 une diminution de l’effort vertical est observée. Ceci est dû au fait que le
chargement horizontal génère un écrouissage isotrope qui développe donc de la plasticité dans
toutes les directions. Par ailleurs, du sable est collé sous la fondation. Cela implique qu’un
effort de frottement résiduel apparaisse. Cet effort résiduel peut être modélisé en ajustant
correctement les paramètres de la loi d’écoulement. Il est aussi intéressant de remarquer que
le chemin de réponse en effort épouse parfaitement le critère de rupture.

Pendant l’essai GG07, l’écrouissage isotrope développé durant l’application de la charge verti-
cale explique le comportement quasi-linéaire observée durant la première phase d’application
du déplacement horizontal. Puis, l’effort horizontal numérique reste constant alors que l’effort
expérimental décroît le long du critère de rupture. Ceci provient du fait que durant l’expé-
rience un couplage entre les différentes directions existe et conduit au fait que l’application
d’un effort horizontal peut générer des moments. Ce comportement n’est pas reproduit par le
macro-élément parce que celui ci ne prend pas en compte d’interactions entre ces deux direc-
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tions dans l’évolution des surfaces de charges (dans le domaine plastique, le macro-élément
prend en compte uniquement deux types de liens: le déplacement horizontal avec l’effort ver-
tical et les rotations avec l’effort vertical).
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Fig. 5.3 – ((a), (b)): Résultats expérimentaux et ((c), (d)): résultats numériques pour les
Swipe tests GG03 et GG07 dans les plans (Hx − ux) et (Hx − V ).

Pendant le test GG04, les résultats numériques épousent là aussi le critère de rupture et
reproduisent relativement bien l’évolution des courbes

My
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1600

Fig. 5.4 – ((a), (b)): Résultats expérimentaux et ((c), (d)): résultats numériques pour le Swipe
test GG04 dans les plans (My − θy) et (My − V ).

Enfin, pour les essais GG06 et GG29, la simulation permet bien d’obtenir une boucle comme
pour le comportement expérimental. Quelques différences apparaissent néanmoins. Elles pro-
viennent de la définition de la loi d’écoulement qui lie entre eux l’évolution des déplacements
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plastiques. Une calibration de cette loi et des paramètres la composant pourrait sans doute
améliorer les résultats.
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0.025
      
0.000 
      
0.025 
      
0.050 
      
0.075 
      
0.100 
      
0.125 

m=M/2RV

h
=
H
/
V
0

← GG29

← failure criterion

← GG06
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Fig. 5.5 – (a) Résultats expérimentaux, (b) résultats numériques pour les Swipe test GG06 et
GG29 dans le plan (h−m).

Afin de montrer le comportement 3D du macro-élément un Swipe test sous chargement tridi-
mensionnel est réalisé. Un déplacement vertical est imposé initialement puis gardé constant
durant tout le reste de l’essai. Ensuite, la fondation est pilotée avec l’application d’une rota-
tion croissante θ′y jusqu’à ce que le moment M ′

y atteigne une certaine valeur. A ce stade la
rotation est gardée constante et une nouvelle rotation croissante θ′x est imposée à la fonda-

tion. La figure 5.6 montre le chemin de réponse en effort dans l’espace
(
Mx

2R − My

2R − V
)

. Les

moments dans les deux directions sont développés et le chemin de réponse en effort épouse là
aussi le critère de rupture.

(a) (b)

(c)

Fig. 5.6 – Simulation numérique du Swipe test 3D: représentation du chemin de réponse en

efforts (a) dans les plans
(
My

2R − Mx

2R

)

, (b)
(
My

2R − V
)

, (c) et dans l’espace
(
My

2R − Mx

2R − V
)

.
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5.2 Chargement cyclique

Dans le cadre du programme Européen TRISEE, des essais expérimentaux ont été réalisés
sur une semelle rectangulaire de dimensions 1m x 1m reposant sur deux types de sable: un
sable de faible densité (dit “Low Density sand” LD) et un sable de forte densité (dit “High
Density sand” HD) [TRISEE, 1998]. Le caisson dans lequel repose ces deux types de sable a
pour dimensions 4.60m x 4.60 m pour une profondeur de 4m (figure 5.7). Les parois de ce
caisson sont rigides et imperméables. Bien que la fondation soit faite d’acier, l’interface entre
la fondation et la massif de sol est du béton.

Sur cette fondation, repose un poteau d’une hauteur de 0.9m à l’extrémité duquel divers
chargements horizontaux sont appliqués. Un effort vertical est quant à lui gardé constant
pour tous les essais. Ce dernier vaut V = 300kN pour la sable HD et V = 100kN pour le
sable LD. Trois phases de chargements sont appliquées à la structure pour les 2 types de sols,
leur fréquence étant suffisamment faible pour les considérer quasi-statiques:

– Phase I, de petits cycles d’efforts horizontaux de forme sinusoïdale.

– Phase II, une sollicitation pseudo-dynamique imposée en effort représentant une sollici-
tation sismique.

– Phase III, des déplacements horizontaux variant sinusoïdalement au cours du temps.

Fig. 5.7 – TRISEE: Schema du dispositif expérimental (dimensions en m).

Numériquement, la structure est modélisée en utilisant le macro-élément d’interaction sol-
structure et une poutre verticale élastique. Le nœud à la base du macro-élément est comme
auparavant considéré encastré. Le chargement est appliqué à l’extrémité de l’élément poutre.

5.2.1 Choix des paramètres du macro-élément

Les relations permettant de calculer les paramètres du macro-élément exposées dans le cha-
pitre 3 sont valables pour une fondation reposant sur un massif de sol semi-infini, et pour des
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sols purement cohérents ou purement frottants. Compte tenu des dimensions de la structure
expérimentale et plus particulièrement de la taille du massif de sol, mais aussi à cause de la
nature du sable, saturé à 80-90%, ces relations ne sont pas applicables. Les termes d’impé-
dances élastiques ainsi que les paramètres des surfaces de charge doivent donc être identifiés
directement à l’aide des essais. De plus, ces conditions de sols engendrent des variations des
paramètres du sol tout au long de l’expérience. Notamment, il est montré dans [TRISEE,
1998] que les raideurs initiales (impédances de la fondations) diminuent au cours des diffé-
rents chargements.

Les remarques précédentes ont conduit à considérer une diminution de ces paramètres de
la phase II à la phase III pour les deux types de sols (les paramètres ont été considérés
inchangés de la phase I à la phase II du fait que la sollicitation durant la phase I n’a que très
peu plastifié le sol). Ceci n’est pas dû à une mauvaise représentation des phénomènes par le
macro-élément mais provient des conditions expérimentales qui font évoluer d’un essai à un
autre les caractéristiques du sol, par un réarrangement du matériau le constituant.

De la même manière il semble évident, à la vue des différents paliers des moments ou des efforts
horizontaux pour les différentes phases, que la contrainte ultime à la rupture qmax varie aussi
grandement entre les phases II et III. En effet, lors de la sollicitation de la fondation le sol
sous-jacent se tasse et augmente ainsi la capacité portante de la fondation.

Les paramètres du modèle numérique, qui évoluent au cours des trois phases, sont présentés
dans le tableau 5.2. Les paramètres constants sont donnés dans le tableau 5.3.

Tab. 5.2 – TRISEE: Paramètres du macro-élément variants au cours des différentes phases.

Phase HD LD

Kel

θθ
= 52MNm/rad Kel

θθ
= 25MNm/rad

I Kel

hh
= 105MN/m Kel

hh
= 45MN/m

Kel
zz = 120MN/m Kel

zz = 65MN/m
qmax = 0.58MPa qmax = 0.14MPa

Kel

θθ
= 52MNm/rad Kel

θθ
= 15MNm/rad

II Kel

hh
= 105MN/m Kel

hh
= 35MN/m

Kel
zz = 120MN/m Kel

zz = 40MN/m
qmax = 0.58MPa qmax = 0.14MPa

Kel

θθ
= 35MNm/rad Kel

θθ
= 5MNm/rad

III Kel

hh
= 75MN/m Kel

hh
= 14MN/m

Kel
zz = 80MN/m Kel

zz = 26.6MN/m
qmax = 1.5MPa qmax = 0.185MPa

Durant l’expérience, aucun décollement n’a été observé pour le sable de faible densité (LD) (il
n’y eu a que du tassement du sable sous la fondation). D’une manière générale, il est à noter
que dans ces essais, le sol a subit une part importante de plastification. Une adaptation du
mécanisme de plasticité s’est alors avérée nécessaire: il a fallu annuler le mécanisme qui permet
d’avoir le retour élastique lors d’un déchargement. En imposant ρ̇ = 0 (k = 0 voir équation
3.30), en d’autres termes en ajustant l’évolution de la contrainte d’écrouissage isotrope par
rapport à l’écrouissage cinématique, l’agrandissement de la taille de la surface de charge est
annulé, et ainsi le domaine élastique pour le mécanisme de plasticité est limité. De cette façon
plus de plasticité est générée lors d’un déchargement ou d’un changement de direction de
chargement.
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Tab. 5.3 – TRISEE: Paramètres du macro-élément constants au cours des différentes phases.

Paramètres de plasticité HD LD Paramètres de plasticité HD LD

a 0.93 1.1 κ 1 1
b 0.8 0.9 ξ 1 1
c 1 0.8 a1 1 1
d 1 0.8 a2 1 1
e 1 0.8 a3 1 1
f 1 0.8 a4 1 1

a5 1 1

5.2.2 Confrontation des résultats expérimentaux et numériques

Les résultats numériques et expérimentaux pour les phases I, II et II et pour les sables HD
et LD sont donnés par les figures 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, et 5.12, 5.13. Pour chacune des phases
sont présentés les lois moment-rotation, effort horizontal-déplacement horizontal, ainsi que le
tassement en fonction du temps.

5.2.2.1 TRISEE: Phase I

Les figures 5.8, 5.9 montrent le comportements des sables LD et HD durant la phase I.

Cette phase ne génère que très peu de non linéarités. Cependant de faibles écarts apparaissent
entre les résultats numériques et expérimentaux. La raison semble être le fait que les dépla-
cements verticaux sont très petits (de l’ordre du dixième de millimètre) et peuvent provenir
de la mise en place de la structure sur la massif de sol et des bruits des différents capteurs.
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Fig. 5.8 – TRISEE: Phase I, comparaison résultats expérimentaux et résultats numériques
pour les sables LD et HD.
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Fig. 5.9 – TRISEE: Phase I, tassements du centre de la fondation pour les sables LD et HD.

5.2.2.2 TRISEE: Phase II

Les figures 5.10, 5.11 montrent le comportements des sables LD et HD durant la phase II.

La plasticité est ici plus développée pour les deux sables comme le montrent les boucles des
lois efforts-déplacements. Le tassement du sol est plus important que dans la phase I (de
l’ordre du centimètre) et il est à noter que pour les deux sables, aucun décollement du centre
de la fondation n’est observé.

Le modèle reproduit assez bien ce comportement et met aussi en évidence l’inexistence des
non-linéarités géométriques (décollement) durant cette phase. La taille des boucles efforts-
déplacements est assez bien reproduite, ce qui d’un point de vue énergétique prouve que le
modèle dissipe une quantité d’énergie similaire à celle qui a été dissipée par l’expérience. Bien
que les tests et la simulation soient pilotés en efforts, il est ainsi important de remarquer que
les déplacements horizontaux et rotations résiduels sont bien reproduits par le modèle. Ceci
est particulièrement visible pour le sable lâche (LD).
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Fig. 5.10 – TRISEE: Phase II, comparaison résultats expérimentaux et résultats numériques
pour les sables LD et HD.

5.2.2.3 TRISEE: Phase III

Les figures 5.12, 5.13 montrent le comportements des sables LD et HD durant la phase III.
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Fig. 5.11 – TRISEE: Phase II, tassements du centre de la fondation pour les sables LD et
HD.

Durant cette phase pilotée en déplacements, les non-linéarités développées sont beaucoup plus
importantes que pour les autres phases. Pour le sable LD, uniquement la plasticité du sol est
développée. Le tassement résultant est donc très important.

Le modèle numérique reproduit assez bien de manière quantitative la taille des boucles efforts-
déplacements. Néanmoins, la courbe effort horizontal-déplacement horizontal n’est pas très
bien reproduite. En effet, l’expérience montre un décalage de cette courbe et l’apparition de
déplacements horizontaux résiduels.

La courbe numérique effort horizontal-déplacement horizontal génère aussi un peu plus de
plasticité que dans la réalité (boucles un peu plus grandes), ce qui justifie le tassement de la
fondation plus important que dans l’expérience.
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Fig. 5.12 – TRISEE: Phase III, comparaison résultats expérimentaux et résultats numériques
pour les sables LD et HD.

Pour le sable HD, une composante de décollement apparaît clairement. Elle est mise en évi-
dence d’une part sur la courbe moment rotation par une courbe significative en forme de “S”,
mais aussi sur la courbe montrant le déplacement vertical en fonction du temps. Là aussi la
taille des boucles efforts-déplacements est assez bien reproduite, ce qui justifie que le tasse-
ment numérique soit proche du tassement expérimental. La part de décollement par rapport
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Fig. 5.13 – TRISEE: Phase III, tassements du centre de la fondation pour les sables LD et
HD.

au tassement (qui est dû à la plastification du sol) est elle aussi bien simulée, ce qui permet
de conclure de manière positive sur le choix des lois d’écoulements des différents mécanismes.

5.3 Chargement dynamique

Nous proposons maintenant d’étudier le comportement dynamique d’une fondation superfi-
cielle. Pour cela une étude des essais dynamiques KRR01 [Rosebrook et Kutter, 2001] sur
centrifugeuse de l’Université de Californie à Davis a été réalisée.

La structure étudiée est un portique en aluminium constitué de deux voiles reliés par une masse
rigide et reposant sur deux fondations rectangulaires (figure 5.14). L’échelle de la structure
est 1

20e . Les fondations reposent sur une couche de 20.3cm de sable du Nevada de densité
relative Dr = 60% (pour les essais présentés dans cette thèse). Les dimensions présentées ici
sont celles du modèle réduit. Un chargement dynamique est appliqué à la structure selon sa
plus grande longueur (direction ~y).

~x ~x

B

~z ~z

~y ~y

L

178.8mm

506.9mm

Fondations

Masse additionnelle

Fig. 5.14 – Détail du portique testé en centrifugeuse.
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5.3.1 Modélisation du portique

La structure est modélisée à l’échelle 1, c’est à dire que les longueurs sont multipliés par 20,
les masses par 203. Deux configurations de fondations sont testées (essais KRRO1D14EE et
KRRO1D14EW).

– Pour le premier essai (EE) les dimensions réelles (à échelle 1) de la fondation sont les
suivantes: L = 197.2 × 10−3 × 20m, B = 54 × 10−3 × 20m.

– Pour le deuxième essai (EW) les dimensions réelles (à échelle 1) de la fondation sont les
suivantes: L = 133.6 × 10−3 × 20m, B = 34.3 × 10−3 × 20m.

La modélisation de la structure est présentée sur la figure 5.15. La masse des voiles étant
importante (notamment par rapport à la masse additionnelle), nous avons choisi de la décom-
poser en trois masses afin de tenir compte au mieux de la répartition massique. Il est à noter
que la masse des fondations n’est pas négligeable par rapport au reste de la structure, surtout
pour la structure de l’essai (EE). La masse M3 représente la masse additionnelle faisant le
lien entre les deux voiles. Nous modélisons une seule fondation, c’est à dire une moitié de
structure.

H

h1

h2

M1,J1

M2,J2

M3,J3

M4,J4

~x

~z

~y

Fig. 5.15 – Modélisation de type brochette du portique pour les essais en centrifugeuse Davis.

Les dimensions géométriques et les valeurs des masses du modèle pour chacun des essais (EE)
et (EW) sont données dans le tableau 5.4. L’accélérogramme appliqué au modèle numérique
provient de l’accélération mesurée à la base de la structure lors de l’essai. Il est donné par la
figure 5.16.

5.3.2 Choix des paramètres du macro-élément

Tout comme pour les essais TRISEE, les conditions de bon fonctionnement du modèle ne sont
pas respectées. Ainsi, il est difficile de calculer les raideurs provenant des formules justement
établies pour un sol semi-infini. Pour ces essais nous proposons donc de caler les raideurs
initiales ainsi que les paliers des courbes efforts-déplacements par rapport aux résultats expé-
rimentaux.
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Tab. 5.4 – Paramètres utilisés pour la modélisation des essais en centrifugeuse Davis

Dimensions (mm) EE EW

H 506.9 × 20 506.9 × 20
h1 253.4 × 20 253.4 × 20
h2 178.8 × 20 178.8 × 20

Masses (kg) EE EW

M1 3.03 × 203 1.36 × 203

M2 1.48 × 203 1.48 × 203

M3 0.98 × 203 0.98 × 203

M4 0.74 × 203 0.74 × 203

Inerties (kg.m2) EE EW

J1 12.650 × 10−3 × 205 5.470 × 10−3 × 205

J2 8.980 × 10−3 × 205 8.980 × 10−3 × 205

J3 1.360 × 10−3 × 205 1.360 × 10−3 × 205

J4 4.490 × 10−3 × 205 4.490 × 10−3 × 205
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Fig. 5.16 – Accélérogramme appliqué dans le cadre des essais en centrifugeuse Davis.

Les conditions de sol (non semi-infini) ne permettent pas non plus de calculer les termes de
l’amortissements radiatifs établies analytiquement. De plus, vu la faible épaisseur de sol, cet
amortissement est assez réduit et même limité par les phénomènes de réflexions d’ondes. Des
valeurs faibles mais non nulles sont donc choisies.

Les paramètres matériaux pour chacune des deux configurations de fondations sont donnés
dans les tableaux 5.5 et 5.6.

5.3.3 Confrontation des résultats expérimentaux et numériques

Les résultats expérimentaux et numériques pour les essais krr01d14EE sont présentés par les
figures 5.17 et 5.18.

La figure 5.17 montre l’évolution du moment à la base de la structure en fonction de la rotation
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Tab. 5.5 – Paramètres de plasticité pour les modélisations des essais en centrifugeuse Davis.

Paramètres de plasticité EE EW Paramètres de plasticité EE EW

a 0.52 0.52 κ 1 1
b 0.35 1 ξ 1 1
c 1 1 a1 1 1
d 1 1 a2 1 1
e 1 1 a3 1 1
f 1 1 a4 1 1

a5 1 1

Tab. 5.6 – Paramètres élastiques, d’amortissements et de ruptures pour la modélisation des
essais en centrifugeuse Davis.

EE EW

Kel

θθ
= 170MNm/rad Kel

θθ
= 160MNm/rad

Kel

hh
= 70MN/m Kel

hh
= 50MN/m

Kel
zz = 200MN/m Kel

zz = 100MN/m
Cθθ = 1.27MNms/rad Cθθ = 2.4MNms/rad
Chh = 0.52MNs/m Chh = 0.75MNs/m
Czz = 1.5MNs/m Czz = 1.5MNs/m
qmax = 0.3MPa qmax = 0.3MPa

et du temps. Malgré un moment un peu réduit par rapport à l’expérience, les simulations
permettent d’obtenir une bonne tendance de ce qu’il se passe d’un point de vue expérimental.
De plus, la courbe en fonction du temps montre que les fréquences sont assez bien représentées
(car les courbes numériques et expérimentales sont en phase).
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Fig. 5.17 – Essais en centrifugeuse Davis: Moment-Rotation en base et Moment-Temps pour
l’essai (EE).

La figure 5.18 montre l’évolution du déplacement horizontal à la base de la structure et du dé-
placement vertical en fonction du temps. Les déplacements horizontaux sont bien représentés
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(en terme d’extremum et de fréquence), contrairement au déplacement vertical pour lequel
le tassement simulé est beaucoup moins important que le tassement apparu expérimentale-
ment. Ceci est dû au fait que des bourrelets de sables ont probablement été engendrés autour
de la fondation expérimentale, ce qui évidemment ne peut pas être pris en compte par les
simulations.
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Fig. 5.18 – Essais en centrifugeuse Davis: Déplacement horizontal en base et déplacement
vertical en fonction du temps pour l’essai (EE).

Les résultats expérimentaux et numériques pour les essais (EW) sont présentés par les figures
5.19 et 5.20.

Les mêmes remarques peuvent être effectuées pour cet essai. La taille de fondation étant plus
faible dans ce cas, il est normal de trouver des tassements verticaux plus grands, ainsi que
des moments un peu plus petits.
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Fig. 5.19 – Essais en centrifugeuse Davis: Moment-Rotation en base et Moment-Temps pour
l’essai (EW).
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Fig. 5.20 – Essais en centrifugeuse Davis: Déplacement horizontal en base et déplacement
vertical en fonction du temps pour l’essai (EW).

5.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons validé la capacité du macro-élément d’interaction sol-structure
à reproduire le comportement d’une fondation rectangulaire ou circulaire soumise à des char-
gements statique, cyclique ou dynamique. Confronté à plusieurs résultats expérimentaux de
la littérature, le macro-élément génère correctement la plasticité ainsi que les décollements
engendrés. Les boucles des lois efforts-déplacements ont des tailles similaires ce qui est correct
d’un point de vue énergétique. Les déplacements résiduels expérimentaux sont aussi repro-
duits numériquement ainsi que les courbes de tassements en fonction du temps. La part de
décollement par rapport au tassement dû à la plasticité dans les différents essais est simulé
correctement dû à un choix judicieux des paramètres de plasticité permettant de reproduire
les paliers expérimentaux.

Le prochain chapitre est consacré à la modélisation d’ouvrages en béton armé (bâtiment,
viaduc) qui vont permettre de mettre en avant l’ISS.



CHAPITRE 6

Applications à des ouvrages réels

6.1 Introduction

Dans cette partie nous allons étudier le cas de trois ouvrages réels en béton armé et leur
comportement dynamique en tenant compte de l’ISS.

Le premier ouvrage est la structure Camus IV. C’est un bâtiment de 5 étages à échelle 1
3

reposant sur un bac de sable. Ce bâtiment est testé sur une table sismique et les résultats
expérimentaux seront comparés aux simulations avec le macro-élément.

La deuxième structure est un autre bâtiment en béton armé de 7 étages encastré directement
sur une table sismique. Son comportement à base encastrée est d’abord étudié puis comparé à
une modélisation multifibres non-linéaire. Ensuite l’ajout du macro-élément d’interface permet
de faire une étude paramétrique sur le comportement de la structure en considérant différents
sols.

La troisième structure étudiée est un viaduc testée expérimentalement grâce à des essais
pseudo-dynamiques. Les piles de ce viaduc sont là aussi encastrées. Une première étude montre
sa modélisation avec des éléments multifibres non-linéaires. Ensuite, une étude du comporte-
ment du viaduc en tenant compte de l’ISS avec le macro-élément est comparée avec une étude
de type ingénierie où des ressorts linéaires sont introduits à la base de la structure.

6.2 Structure Camus IV

Camus IV s’inscrit dans la lignée d’une série d’essais dynamiques effectués au sein du CEA
de Saclay sur la table sismique Azalée. Ces essais sont réalisés dans le cadre des projets
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de recherche nationaux et européens (e.g ICONS-TMR 1, ECOEST PREC8, SAFERR). Les
maquettes représentent un bâtiment de 5 étages à l’échelle 1/3 (5,1m de haut), constitué de
2 voiles en béton armé, de 6 planchers, et de 2 fondations. Les différences entre les 4 premiers
essais Camus concernent les règles de dimensionnement (PS92, Eurocode 8) et les conditions
d’appuis. Pour les essais Camus I, II et III, la maquette était encastrée sur la table sismique.
Au contraire, pour Camus IV la structure était seulement posée sur un bac de sable de 4m
par 4m encastré sur la table. Sa masse était d’environ 36200kg pour la structure et 2300kg
pour les fondations (soit 38500kg au total).
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Fig. 6.1 – (a) Photo et (b) schéma de la fondation pour les essais Camus IV.

Remarque: toute la description de l’essai se trouve dans [ICONS, 2001], [Combescure et
Chaudat, 2000] ainsi que dans [Taylor et Combescure, 2001] pour les photos.

Une modélisation simple de type brochette a été choisie. Pour chaque étage, une masse Mi

et un moment d’inertie Ji sont appliqués correspondant aux masses de chaque plancher.
Le bâtiment compte alors six masses (figure 6.2, et tableau 6.1). Les éléments utilisés pour
modéliser la structure sont des éléments poutre Bernoulli ayant un comportement élastique
linéaire. En effet lors de l’essai, quasiment aucun endommagement n’a été développé dans la
structure, les non linéarités se concentrant exclusivement au niveau de la fondation et du sol.

Tab. 6.1 – Paramètres utilisés pour la modélisation des essais Camus IV.

Hauteur (m) Masses (kg) inerties (kg.m2)

h1 = 0.1 M1 = 4786 J1 = 1600
h2 = 1.4 M2 = 6825 J2 = 3203
h3 = 2.3 M3 = 6825 J3 = 3203
h4 = 3.2 M4 = 6825 J4 = 3203
h5 = 4.1 M5 = 6825 J5 = 3203
h6 = 5 M6 = 6388 J6 = 3124

Comme pour les essais de la centrifugeuse réalisés à Davis (voir chap. 5), les conditions de
sol ne correspondent pas au domaine d’utilisation du modèle. En effet, le massif de sol est
d’épaisseur trop faible pour le considérer comme un milieu semi-infini. Les raideurs de sol sont

1. Innovative design COncept for New and existing Structures - Training and Mobility of Researchers
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Fig. 6.2 – Modélisation de type brochette des essais Camus IV.

donc évaluées grâce aux résultats expérimentaux en calant les raideurs initiales des courbes
efforts-déplacements. Les paramètres du critère de rupture sont évalués grâce aux paliers
de ces courbes pour des déplacements importants. Nous obtenons finalement les paramètres
donnés dans le tableaux 6.2.

Tab. 6.2 – Paramètres de plasticité pour la modélisation des essais Camus IV.

Paramètres de plasticité Paramètres élastiques

a 1 Kel

θθ
280MNm/rad

b 1 Kel

hh
70MN/m

c 1 Kel
zz 200MN/m

d 1 Amortissement radiatif
e 1 Cθθ 0.28MNms/rad
f 1 Chh 0.07MNs/m
κ 1 Czz 0.2MNs/m
ξ 1
a1 1
a2 1
a3 1
a4 1
a5 1
qmax 0.35MPa

6.2.1 Analyse modale

Malgré la modélisation simplifiée, les fréquences propres du modèle numérique sont proches
de celles de la structure testée. Le tableau 6.3 compare la simulation et l’expérience pour les 2
premiers modes (les autres n’ayant pas été déterminés expérimentalement). Le premier mode
(mode de flexion) est très bien reproduit puisque la fréquence est identique à celle obtenue
expérimentalement. Le deuxième mode, qui est ici un mode de pompage, est un peu moins
bien reproduit et la structure numérique apparaît légèrement plus rigide que la structure
expérimentale.
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Tab. 6.3 – Comparaison des fréquences propres expérimentales et numériques pour les essais
Camus IV.

mode fréquence Hz
Test Numérique

1 (flexion) 3.5 3.5
2 (pompage) 13 14.8

6.2.2 Confrontation des résultats expérimentaux et numériques

Le chargement de la maquette s’effectue dans le sens des voiles et pour deux niveaux d’accé-
lération du signal synthétique de Nice (0.33g et 0.52g, voir figure 6.3). Cet accélérogramme
est représentatif du spectre de dimensionnement français. Les comparaisons des résultats ex-
périmentaux et numériques sont données par les figures 6.4, 6.5, 6.6 pour l’accélérogramme à
0.33g et 6.7, 6.8, 6.9 pour l’accélérogramme à 0.52g.
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Fig. 6.3 – Accélérogrammes utilisés pour les essais Camus IV.

6.2.2.1 Résultats pour l’accélérogramme Nice 0.33g

La figure 6.4 montre que les efforts (moment et effort horizontal à la base de la structure) sont
assez bien reproduits par le modèle. Les courbes en fonction du temps sont relativement en
phase avec l’expérience et les pics sont correctement représentés. La courbe moment-rotation
montre aussi que les extrema sont bien décrits. Néanmoins, les boucles numériques sont moins
ouvertes que les courbes expérimentales. Le modèle numérique semble donc dissiper moins
d’énergie que l’expérience.

La figure 6.5 montre le déplacement vertical du centre de la fondation. Nous remarquons
clairement l’existence d’un tassement du sol au cours du temps mais aussi la présence d’une
forte composante en décollement du centre de la fondation. Là aussi les extrema en décollement
sont assez bien représentés alors que le tassement dû à la plastification du sol est surestimé.
Cette surestimation vient sans doute du fait que la structure expérimentale repose sur un
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Fig. 6.4 – Camus IV: Courbes moment-rotation, rotation-temps et effort horizontal-temps
pour l’essai de niveau 0.33g.

massif de sol d’épaisseur très faible possédant donc une “réserve de plastification” moindre
que pour un massif de sol semi-infini.

Les déplacements horizontaux en tête ainsi que la rotation en base au cours du temps sont
représentés par la figure 6.6. Les maxima sont bien représentés et les courbes sont en phase
avec les courbes expérimentales. Cependant, un déplacement résiduel expérimental existant
n’est pas reproduit par les simulations.

6.2.2.2 Résultats pour l’accélérogramme Nice 0.52g

Les remarques précédentes sont aussi valables pour ce nouveau niveau de sollicitation. Les
efforts et déplacements sont en phase avec les résultats expérimentaux. Les maxima sont bien
représentés. De même que précédemment, les tassements de la fondation sont plus importants
que dans l’expérience. Ceci peut être expliqué par le fait que pendant les essais, les séismes ont
été lancés les uns après les autres sans remaniement du sable. La réserve de plastification s’est
donc épuisée au cours des différents essais, ce qui n’est pas reproduit par la simulation numé-
rique. Une manière de prendre en compte ce phénomène serait de faire varier les paramètres
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Fig. 6.5 – Camus IV: Courbes moment-soulèvement et soulèvement-temps pour l’essai de
niveau 0.33g.
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Fig. 6.6 – Camus IV: Courbes rotation-temps et déplacement en tête-temps pour l’essai de
niveau 0.33g.

du sol, comme par exemple la capacité ultime de la fondation qmax qui aurait tendance à aug-
menter dû à la densification du massif. Rappelons qu’une adaptation de paramètres similaires
a été utilisée pour reproduire le comportement des essais cycliques TRISEE au paragraphe
5.2.

6.2.2.3 Résultats numériques pour un chargement dans deux directions horizon-

tales

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que le macro-élément 3D fonctionne avec un char-
gement dans deux directions horizontales. L’accélérogramme Nice 0.52g est appliqué dans la
direction ~x tandis que l’accélérogramme Nice 0.33g est appliqué dans la direction ~y. Cette
simulation est purement numérique puisqu’expérimentalement le chargement n’était que dans
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Fig. 6.7 – Camus IV: Courbes moment-rotation, rotation-temps et effort horizontal-temps
pour l’essai de niveau 0.52g.
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Fig. 6.9 – Camus IV: Courbes rotation-temps et déplacement en tête-temps pour l’essai de
niveau 0.52g.

la direction ~x. Néanmoins, ce calcul donne une idée qualitative et quantitative du comporte-
ment de la structure sous un chargement dynamique dans deux directions. Il est donné par la
figure 6.10.

Fig. 6.10 – Camus IV: Courbes efforts horizontal-vertical-moments pour l’essai 3D de niveau
0.52g dans la direction ~x couplé au niveau 0.33g dans la direction ~y.
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6.3 Structure NEES

Dans le cadre d’un partenariat entre le consortium Américain NEES, l’université de Californie
de San Diego (UCSD) et l’association du ciment Portland (PCA), des essais dynamiques d’une
structure de grande hauteur soumise à des séismes d’intensités croissantes ont été réalisés. Il
s’agit d’une structure en béton armé de 7 étages à échelle 1 d’une hauteur de 20m composée de
deux murs perpendiculaires reliés par les planchers et encastrée sur une table sismique de haute
performance (masse embarquable 400 tonnes). Cette table est située proche de l’université de
Californie à San Diego.

Dans cette section nous détaillons la modélisation de la structure NEES avec comme objectif
de montrer l’influence de l’ISS (voir aussi [Grange et al., 2006b] et [Grange et al., 2008b]).
Cette étude, qui est la première dans ce document à coupler les non-linéarités dans la structure
avec l’ISS par l’intermédiaire du macro-élément, est détaillée en trois parties:

– Dans la partie I, une modélisation en aveugle (i.e les résultats expérimentaux n’étaient
pas connus - blindtest) de la structure NEES encastrée sur la table vibrante est présen-
tée. Cette étude constitue notre contribution au benchmark international NEES/UCSD
[NEES7story, 2006].

– Ensuite (Partie II), une amélioration de la modélisation précédente est proposée en
tenant compte des résultats expérimentaux.

– Enfin (Partie III), l’ISS est étudiée avec en plus une étude paramétrique en considérant
plusieurs types de sols.

Nous montrons ici d’une manière quantitative que la modélisation effectuée permet de dé-
crire de manière assez précise le comportement expérimental de la structure, et d’une manière
qualitative que le modèle donne de bons résultats concernant la distribution de l’endomma-
gement. D’après ces résultats il apparaît alors possible d’utiliser ce genre d’approche pour
faire des études paramétriques sur de larges variétés de configurations impossible d’étudier
expérimentalement.

6.3.1 Partie I: Modélisation en aveugle

Le but de cette partie est de proposer une modélisation en aveugle des essais dynamiques sur
la structure NEES encastrée sur la table sismique (figure 6.11). La structure est composée de
deux murs principaux perpendiculaires en béton armé : le mur d’âme (web wall) et le mur de
semelle (flange wall) liés par les planchers. Une colonne précontrainte est présente permettant
de limiter tout comportement de torsion de la structure (le comportement est considéré comme
plan). Des colonnes permettent également de supporter le grand porte-à-faux des planchers.
Celui-ci est présent puisque la structure étudiée n’est en réalité qu’une partie d’un bâtiment
réel courant construit aux Etats-Unis.

Le chargement est appliqué seulement dans la direction ~Y (parallèlement au mur d’âme).
Quatre séismes d’amplitude croissante allant de 015g à 0.85g sont appliqués à la structure.
La modélisation est effectuée avec des éléments multifibres Timoshenko [Kotronis et Mazars,
2005] et [Mazars et al., 2006]. Les lois de comportement des matériaux sont basées sur les lois
d’endommagement du béton [La-Borderie, 1991] et sur la plasticité des aciers [Menegoto et



116 Applications à des ouvrages réels

Pinto, 1973], [Filippou et al., 1983]. L’élément poutre multifibre Timoshenko et la loi d’en-
dommagement ont été introduits dans FEDEASLab [Filippou et Constandines, 2004]. Nous
présentons en détail ci-dessous les accélérogrammes, le maillage, les paramètres matériaux
ainsi que les résultats du modèle numérique comparés aux résultats expérimentaux.
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NorthSouth
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Fig. 6.11 – NEES: (a) Vue Nord-Ouest de la structure (b) Données géométriques de la struc-
ture.

6.3.1.1 Accélérogrammes d’entrées et leur spectre

Quatre accélérogrammes d’entrée (dénommés EQ1, EQ2, EQ3 and EQ4) ont été utilisés pour
les expériences. Leur amplitude, c’est à dire leur accélération maximale varie entre 0.15g et
0.85g. Les deux premiers accélerogrammes EQ1 et EQ2 proviennent des composantes longitu-
dinales et transversales du séisme de San Fernando en 1971, EQ3 provient de la composante
longitudinale du séisme de Northridge en 1994 et enfin EQ4 correspond au séisme de Nor-
thridge de 1994 à Sylmar (figure 6.12). Ils sont reproduits par la table vibrante NEES-UCSD.

Les pics d’accélérations de EQ1 et EQ2 sont respectivement 0.15g et 0.26g. EQ3 et EQ4 sont
très proches en terme de contenu fréquentiel et leur pic d’accélération est respectivement de
0.33g et 0.85g. Le contenu fréquentiel de EQ3 et EQ4 est plutôt riche aux alentours de 3.2Hz
(soit T = 0.31s), fréquence plutôt éloignée de la première fréquence propre de la structure
expérimentale (mesurée à 1.82Hz (T = 0.55s)) (figure 6.13). Cependant les spectres de EQ3
et EQ4 présentent d’autres pics aux alentours de 10Hz (T = 0.1s), cette fois ci très proches
du second mode de flexion de la structure calculé numériquement.

6.3.1.2 Discrétisation et maillage

Afin de réaliser un maillage simple et le plus représentatif possible, une analyse du fonction-
nement mécanique réelle de la structure est indispensable. Celle-ci est composée de deux murs
principaux : le mur d’âme et le mur de semelle liés entre eux par une liaison ayant une très
faible rigidité en rotation. Ils constituent en fait le squelette de la structure qui permet aussi
de soutenir les 7 planchers. Les étais permettent de supporter les extrémités des planchers qui
ont d’importants porte-à-faux. La sollicitation dynamique est appliquée dans la direction du
mur d’âme selon la direction Y (figure 6.14). Afin d’éviter tout effet 3D et particulièrement les
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Fig. 6.12 – NEES: Accélérogrammes EQ1, EQ2, EQ3 et EQ4.
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Fig. 6.13 – NEES: Spectres à 5% d’amortissement des accélérogrammes EQ1, EQ2, EQ3 et
EQ4.

modes de torsion de la structure, une colonne précontrainte ainsi qu’un système de bracons
sont utilisés.

La sollicitation dynamique étant unidirectionnel, les étais, la colonne précontrainte ainsi que
les bracons ne sont pas pris en compte dans le modèle numérique. La figure 6.14(a) donne une
représentation du maillage éléments finis. Le mur d’âme et le mur de semelle sont décomposés
en 19 éléments poutres multifibres Timoshenko (4 éléments pour le niveau 1 et 2, 3 éléments
pour le niveau 3 et 2 éléments pour les niveaux 5, 6 et 7). La liaison entre les 2 murs est
modélisée par des éléments barres. 4 éléments poutres Bernoulli linéaires sont utilisés pour
reproduire la table sismique.
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Fig. 6.14 – NEES: (a) Maillage éléments finis et représentation des masses concentrées (b)
Représentation des fibres dans une section donnée.

6.3.1.3 Répartition des masses

Des masses concentrées sont considérées à chaque étage prenant en compte les masses du
plancher correspondant, ainsi que les demi-hauteurs de murs en dessous et au dessus de
l’étage considéré. Elles sont présentées dans les tableaux 6.4, 6.5 et par la figure 6.14(a). La
masse totale de la structure est d’environ Mtot = 182000kg.

Tab. 6.4 – NEES: Détail des masses et des inerties de rotation pour chaque nœud du “web
wall.

Nœud Masses Mw (kg) Inerties de rotation Iwz (kg.m2)

w0 11780 20080
w1 18470 23100
w2 17910 22000
w3 17910 22000
w4 17910 22000
w5 17910 22000
w6 17910 22000
w7 16200 22000

Tab. 6.5 – NEES: Détail des masses et des inerties de rotation pour chaque noeud du “flange
wall”.

Node Masses Mf (kg) Inerties de rotation Ifz (kg.m2)

f0 15500 5499
f1 5376 3582
f2 4576 3071
f3 4576 3071
f4 4576 3071
f5 4576 3071
f6 4576 3071
f7 2126 1535
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6.3.1.4 Lois de comportement des matériaux

Les lois de comportement pour le béton soumis à des chargements cycliques doivent prendre
en compte plusieurs phénomènes comme une perte de rigidité du matériau causée par son
endommagement, une restitution de la raideur grâce à la refermeture des fissures, et la création
de déformations permanentes en traction et en compression liées aux endommagements. Pour
simuler ce comportement, le modèle d’endommagement [La-Borderie, 1991] avec 2 variables
scalaires d’endommagement (une en compression et une en traction) est utilisée (figure 6.15).

La déformation totale est donnée par:







ǫ = ǫe + ǫin

ǫe =
〈σ〉+

E(1−D1) +
〈σ〉−

E(1−D2) + ν
E (σ − Tr (σ) I)

ǫin = β1D1

E(1−D1)
∂f(σ)
∂σ + β2D2

E(1−D2)I

(6.1)

Où:







Tr (σ) ∈ [0,+ ∞) → ∂f(σ)
∂σ = I

Tr (σ) ∈ [−σf ,0] → ∂f(σ)
∂σ =

(

1 − Tr(σ)
σf

)

I

Tr (σ) ∈ (−∞,− σf ] → ∂f(σ)
∂σ = 0.I

(6.2)

Avec ǫe la déformation élastique, ǫin la déformation anélastique et σ le tenseur de contraintes.
I représente le tenseur identité, Tr (σ) = σij , f est la fonction de refermeture des fissures et
σf la contrainte de refermeture des fissures. 〈.〉+ représente la partie positive et 〈.〉− la partie
négative des tenseurs. E est le module d’Young initial et ν le coefficient de Poisson. D1 et
D2 sont respectivement les variables d’endommagements en traction et en compression, β1

et β2 sont des constantes matériaux. Le critère d’endommagement est exprimé de la manière
suivante fi = Yi−Zi (i = 1 pour la traction ou 2 pour la compression, Yi est l’effort associé à
la variable d’endommagement Di et Zi est une limite dépendant des variables d’écrouissages).
Les lois d’évolutions pour les variables d’endommagements Di sont les suivantes:

Di = 1 − 1

1 + [Ai (Yi − Y0i)]
Bi

(6.3)

Où Y0i est la limite élastique initiale (Y0i = Zi (Di = 0)) et Ai,Bi des constantes du matériau.
Pour les calculs présentés ici une version uniaxiale du modèle d’endommagement est utilisée
(le cisaillement est considéré linéaire). La figure 6.15 donne la réponse uniaxiale contrainte-
déformation du modèle pour un chargement en traction-compression.

Une version modifiée du modèle classique Menegoto-Pinto [Filippou et al., 1983], [Menegoto
et Pinto, 1973] avec un écrouissage isotrope est utilisé pour l’acier.

Les données matériaux du béton et de l’acier ont été calées par rapport aux valeurs des essais
sur matériaux fournis par le règlement du benchmark. Pour simplifier le problème, seulement
un type de béton parmi les 15 différents présents dans la structure réelle a été utilisé pour la
modélisation (béton de type c3 dans la nomenclature du concours qui semblait être le plus
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Fig. 6.15 – Réponse uniaxiale cyclique du modèle La Borderie.

représentatif). Ce béton a les propriétés suivantes : une contrainte ultime en compression de
fc = 37.4MPa (= 5.43ksi) 2 pour une déformation de compression ǫcu = 0.00259, un module
d’Young E = 24.46GPa (= 3549ksi), une contrainte ultime en traction de ft = 3MPa (=
0.43ksi) (obtenu grâce à la relation du [BAEL91, 2000] ft = 0.6+0.06fc). De même pour l’acier,
le plus représentatif a été choisi pour toute la structure. Cet acier a les propriétés suivantes :
une contrainte de rupture fsu = 710MPa (= 103ksi) pour une déformation ǫsu = 0.10, et une
limite élastique fy = 450MPa (= 65.3ksi) pour une déformation ǫsh = 0.0060. Ces propriétés
nous permettent de choisir les paramètres matériaux utilisés dans les lois de comportement.
Elles sont répertoriées dans le tableau 6.6.

Tab. 6.6 – NEES: Données matériaux utilisées pour les lois de comportement.
Paramètres du béton Paramètres de l’acier

E 24.46GPa E 200GPa
ν 0.2 fy 450MPa
Y01 335Pa fsu 710MPa
Y02 0.05MPa ǫsh 0.0060
A1 4000MPa−1 ǫsu 0.10
A2 4.01MPa−1

B1 1.2
B2 1.335
β1 1MPa
β2 −40MPa
σf 3.5MPa

6.3.1.5 Caractéristiques des sections multifibres

Les éléments multifibres composants le mur d’âme sont décomposés en 20 fibres de béton et
ceux du mur de semelle en 8 fibres de béton (figure 6.14 (b)). Le nombre et la position des
fibres représentant les aciers longitudinaux sont les mêmes que ceux données par les plans du
concours (voir le détail des sections dans les règles du concours [NEES7story, 2006]).

2. les unités du système américain, les seules acceptées pour participer au benchmark, sont données à titre
indicatif
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6.3.1.6 Rigidité de la table sismique

La table sismique est modélisée par quatre éléments poutre Bernoulli linéaires. La longueur
totale des poutres est égale à la longueur de la table sismique. Deux d’entre elles sont basées
sous l’emprise de la structure et ont des rigidités de flexion très grandes. La rigidité de flexion
des deux autres poutres est calée sur la rigidité en rotation expérimentale donnée dans les
règles du concours (figure 6.16).

��
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θ

ks

Web wall Flange wall

Shaking table

��

M

θ

Fig. 6.16 – NEES: Calibration des raideurs en rotation de la table sismique.

6.3.1.7 Stratégie numérique

Un schéma classique d’intégration temporelle de Newmark est utilisé pour les calculs en faisant
l’hypothèse d’une variation constante de l’accélération entre 2 pas (γ = 1

2 and β = 1
4). La

matrice sécante est utilisée lors de la résolution de la méthode de Newton. L’amortissement
de Rayleigh a été ajusté à 2% sur les premier et quatrième modes. L’effet P-δ est négligé et
pour des raisons numériques et de coût de calculs les 4 séismes (EQ1, EQ2, EQ3, EQ4) sont
lancés indépendamment, c’est-à-dire que cela revient à considérer que la structure n’est pas
du tout endommagée à chaque nouveau départ de séisme.

6.3.1.8 Analyse modale

L’analyse modale du modèle numérique nous permet d’obtenir les fréquences et les déformées
modales données dans le tableau 6.7 et par la figure 6.17.

Le premier mode, qui est un mode de flexion, se trouve à la fréquence relativement faible de
1.74Hz. Cette valeur est assez proche de celle mesurée expérimentalement de 1.82Hz durant
un test où la structure a été soumise à un bruit blanc. Le second mode est en réalité un
mode de flexion et de pompage couplé. La forme de ce mode (flexion et pompage) provient du
fait que la structure est excentrée sur la table sismique ce qui génère des déplacements non
symétriques.

Tab. 6.7 – NEES - Structure encastrée, résultats en aveugle: modes et fréquences de la struc-
ture.

Modes Fréquences Hz Type de déformée modale

1 1.74 flexion 0.25T
2 7.94 pompage(+flexion)
3 10.33 flexion 0.5T
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Mode 1 Mode 2 Mode 3

Fig. 6.17 – NEES - Structure encastrée, résultats en aveugle: déformées modales (mode 1:
flexion, mode 2: pompage(+flexion), mode 3: flexion).

6.3.1.9 Analyse dynamique

Les valeurs maximales expérimentales et numériques des moments et des efforts tranchants
pour chaque niveau et chacun des 4 séismes (EQ1, EQ2, EQ3, EQ4) sont présentés dans la
figure 6.18. Les déplacements latéraux, les accélérations totales et les déplacements latéraux
relatifs entre étages sont présentés dans les figures 6.19 et 6.20.

Le moment à l’étage i (Mi) et l’effort tranchant à l’étage Vi sont calculés à l’aide des accé-
lérations des masses situés au dessus de cet étage avec les formules suivantes (equations 6.4
and 6.5):

Mi =

7∑

k=i+1

(Mwi +Mfi) üY k (Xk −Xi) i ∈ [0; 6] (6.4)

Vi =
7∑

k=i+1

(Mwi +Mfi) üY k i ∈ [0; 6] (6.5)

Où üY k est l’accélération horizontale selon l’axe Y du nœud k, Mwk et Mfk les masses
concentrées, et Xk la hauteur (selon l’axe X) du nœud k où i ∈ [0; 6].

Le déplacement latéral relatif entre deux étages entre les nœuds i et i+1 (IDi,i+1) est calculé
grâce à la relation 6.6:

IDi,i+1 =
uY i+1 − uY i
Xi+1 −Xi

i ∈ [0; 6] (6.6)

Où uY k est le déplacement horizontal selon l’axe Y du nœud k et Xk est la hauteur (selon
l’axe X) du nœud k.

Les résultats numériques sont généralement proches des résultats expérimentaux. Les moments
ainsi que les efforts tranchants sont en général sous-estimés pour EQ1 et EQ2 alors qu’ils sont
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Fig. 6.18 – NEES - Structure encastrée, résultats en aveugle: moments et efforts tranchants
maximum à différents niveaux pour les quatre séquences, comparaisons entre le comportement
expérimental (pointillés) et numériques (lignes continues).
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Fig. 6.19 – NEES - Structure encastrée, résultats en aveugle: déplacements latéraux et ac-
célérations maximum à différents niveaux pour les quatre séquences, comparaisons entre le
comportement expérimental (pointillés) et numériques (lignes continues).
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Fig. 6.20 – NEES - Structure encastrée, résultats en aveugle: déplacements latéraux relatifs
maximum à différents niveaux pour les quatre séquences, comparaisons entre le comportement
expérimental (pointillés) et numériques (lignes continues).

surestimés pour EQ4. Les déplacements latéraux sont proches de l’expérience pour EQ1,
EQ2, et EQ3 et légèrement sous-estimés pour EQ4. Cette différence semble provenir du fait
que les quatre accélérogrammes ont été lancés indépendamment, ce qui génère un peu moins
d’endommagement qu’en réalité. De plus une rotule plastique s’est développée au 1er étage
dans le modèle numérique, alors que dans l’expérience cette rotule s’est créée seulement à
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la base de la structure (en effet il existe un point anguleux sur la courbe de déplacements
maximum, voir figure 6.19). Cette différence vient du fait que les barres d’aciers à la jonction
entre les étages 0 et 1 n’ont pas été prises en compte lors de la simulation numérique. Ceci
entraîne dans la simulation une répartition de l’endommagement sur les 2 premiers étages
comme le montre la figure 6.21 (cette variable d’endommagement varie entre 0: section non
endommagée et 1: section complètement endommagée. En filtrant ces valeurs entre 0.95 et 1.0,
nous pouvons avoir une image de la distribution des fissures apparentes dans la structure).
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Fig. 6.21 – NEES - Structure encastrée, résultats en aveugle: état d’endommagement aux
étages 0 et 1 pour EQ1.

Par ailleurs, les déplacements en tête en fonction du temps pour les séquences EQ1 et EQ4 sont
présentés en figure 6.22. Pour EQ1 la simulation prédit relativement bien le comportement ex-
périmental pendant les dix premières secondes. Après cela, le déplacement est surestimé. Pour
la séquence EQ4, les déplacements maximum sont reproduits correctement. Nous remarquons
un léger décalage entre les 2 courbes particulièrement à la fin de la séquence EQ1.
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Fig. 6.22 – NEES - Structure encastrée, résultats en aveugle: déplacements latéraux en tête
en fonction du temps pour les séquences EQ1 et EQ4. Résultats expérimentaux (pointillés) et
résultats numériques en aveugle (lignes continues).
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6.3.2 Partie II: Résultats corrigés post-essais - Améliorations du modèle numé-

rique

Une fois les résultats expérimentaux connus, deux changements majeurs ont été opérés dans
le modèle numérique. La première amélioration concerne une meilleure prise en compte des
aciers de recouvrement au niveau de la jonction du rez-de-chaussée et du niveau 1. La seconde
amélioration consiste au calibrage de certains paramètres des lois de matériaux ainsi que de
l’amortissement de la structure. Tous ces changements sont détaillés dans les paragraphes
ci-dessous.

6.3.2.1 Prise en compte de la continuité des aciers de recouvrement à la base de

l’étage 1

Des aciers de recouvrement ont été ajoutés au niveau de la base de l’étage 1 pour reproduire
au mieux la structure réelle. Le rôle de ces aciers est de renforcer la jonction entre les 2
niveaux où l’épaisseur du mur passe de 20cm (8 pouces) à 15cm (6 pouces). La nouvelle
modélisation conduit à une distribution de l’endommagement qui semble plus réaliste avec
une concentration, cette fois-ci, en base de la structure (figure 6.23).
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Fig. 6.23 – NEES - Structure encastrée, résultats corrigés post-test: état d’endommagement
de traction aux étages 0 et 1 en considérant la continuité des aciers (EQ1).

6.3.2.2 Changement de paramètres matériaux et des données d’amortissement

Selon la figure 6.22(b), il est clair que la fréquence du modèle numérique est plus faible que la
fréquence expérimentale. Afin d’améliorer cette réponse numérique, des paramètres matériaux
ont été modifiés, le but étant de “rigidifier” la structure par une diminution de l’endommage-
ment. La contrainte ultime du béton en traction ft n’est pas connue précisément. Une nouvelle
valeur est alors choisie égale à ft = 4MPa (= 0.57ksi). De plus, la limite élastique de l’acier
fy peut être augmentée selon les valeurs données par les règles du concours. La nouvelle valeur
est choisie égale à fy = 500MPa (= 72.5ksi). Le dernier point concerne le changement des
coefficients d’amortissement de Rayleigh. Le nouveau pourcentage d’amortissement est pris
égal à 2.2% appliqué au premier et au quatrième mode.

Des comparaisons entre les nouveaux résultats numériques tenant compte de ces changements
et les résultats expérimentaux pour les séquences EQ1 et EQ4 en termes de déplacements
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latéraux au sommet de la structure sont données dans la figure 6.24 (la continuité des aciers
est également prise en compte). Les courbes sont maintenant en phase, et les extrema des
courbes sont mieux reproduits. L’état d’endommagement à la fin de la séquence EQ1 est
donnée par la figure 6.25. Nous pouvons remarquer que l’endommagement au niveau 1 est
maintenant réduit (en comparaison de la figure 6.23) et plutôt concentré à la base de la
structure (c’est à dire que la rotule plastique se produit plutôt à la base du rez-de-chaussée).
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Fig. 6.24 – NEES - Structure encastrée, résultats corrigés post-test: déplacements latéraux en
tête en fonction du temps pour les séquences EQ1 et EQ4. Résultats expérimentaux (pointillés)
et résultats numériques (lignes continues) en considérant les nouveaux matériaux, les nouveaux
coefficients d’amortissement et la continuité des aciers.
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Fig. 6.25 – NEES - Structure encastrée, résultats corrigés post-test: état d’endommagement
de traction dans le béton pour la structure modifiée aux niveaux 0 et 1 en considérant les
nouveaux matériaux, amortissement et la continuité des aciers (EQ1).

6.3.2.3 Influence du premier mode sur le comportement de la structure

Le comportement de la structure en terme de moments et de déplacements est principalement
guidé par le premier mode. Ceci peut être identifié en procédant à la décomposition modale des
moments et des déplacements selon la méthode Karhunen-Loéve [Gutiérrez et Zaldivar, 2000].
La figure 6.26 (a) et (b) montre la déformée modale statique des déplacements (projection
des déplacements dans la base modale) et les moments modaux (projection des moments
dans la base modale). Il est clair que le premier mode contribue beaucoup aux moments et
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Fig. 6.26 – NEES - Structure encastrée, résultats corrigés post-test: déformée modale statique
pour les déplacements (a) et pour les moments (b) (EQ4).

déplacements latéraux développés dans la structure. Les résultats présentés dans la figure 6.26
concernent la séquence EQ4. Cependant les mêmes tendances peuvent être trouvées pour les
séquences EQ1, EQ2 et EQ3.

6.3.3 Conclusions sur la structure encastrée

La modélisation basée sur l’utilisation d’éléments poutres multifibres Timoshenko couplées
avec des lois de comportements issues de la mécanique de l’endommagement et de la plasti-
cité, est capable de reproduire avec une très bonne approximation la réponse globale de cet
immeuble de 7 étages (même pour une étude en aveugle). De plus, cette modélisation est
capable de donner qualitativement de bonnes indications sur la distribution de l’endommage-
ment de la structure. Restant simplifiée, cette approche permet de réduire significativement
les temps de calculs (une séquence de chargement sismique prend environ 2h avec Matlab).

Plusieurs améliorations ont été apportées au premier modèle, d’une part en modélisant cor-
rectement les aciers de recouvrement à la jonction entre les étages 0 et 1, d’autre part en
ajustant quelques paramètres matériaux et les coefficients d’amortissement de Rayleigh. Il
parait donc important de bien reproduire les aciers de recouvrement dans une structure afin
de bien recréer les zones d’endommagement et les lieux où vont se développer des rotules
plastiques.

Enfin, l’application de la méthode Karhunen-Loéve aux moments et aux déplacements calculés
a permis de mettre en évidence le rôle prépondérant du premier mode sur le comportement
de la structure.

6.3.4 Partie III: Simulations numériques en considérant l’ISS

Dans cette section, le maillage pour les simulations numériques est exactement le même que
celui décrit dans le paragraphe 6.3.1.2 avec la prise en compte des améliorations (propriété des
matériaux, aciers et amortissement). La seule différence réside dans la prise en compte d’un sol
sous-jacent et l’utilisation du macro-élément d’interaction sol-structure. Nous supposons que
la structure possède une fondation superficielle rectangulaire rigide reposant sur un massif de
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sol semi-infini. Les dimensions de la fondation sont de Ly = 4.5m dans la direction du séisme
(c’est à dire suivant la longueur du “web wall”) et Lx = 2.8m dans la direction transversale
(figure 6.27). Le centre de la fondation est situé sous le centre de gravité de la structure (à
peu près 2m du bord du “web wall”).
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Fig. 6.27 – NEES - ISS: caractéristiques géométriques de la fondation.

6.3.4.1 Typologie de sols utilisés pour les simulations

Différents types de sols sont utilisés pour les simulations. Leurs caractéristiques sont définies
dans le tableau 6.8. Tous les sols considérés ici ont une masse volumique ρ = 1900kg.m−3 et
un coefficient de Poisson ν = 0.3.

La classification utilisée dans le tableau 6.8 provient de [Davidovici, 1999] et de [EC8, 2005].
Le critère permettant de classer les sols est la vitesse des ondes de cisaillements dans le sol
(allant de la classe A: rocher à la classe S2 caractérisant des dépôts de sols liquéfiables d’argiles
sensibles). Les rigidités élastiques sont calculées grâce aux formules d’impédances dynamiques
données dans le paragraphe 3.3 pour une fondation rectangulaire (équation 3.17).

La contrainte ultime de compression du sol sous cette fondation qmax est donnée par l’équation
3.7. Dans ces équations, le terme de surface est considéré nul puisque nous considérons que la
fondation repose sur le sol et n’est donc pas encastrée (ainsi le terme q0 dans cette équation
est égale à 0).

6.3.4.2 Résultats numériques et étude paramétrique

Dans cette partie sont présentés les résultats numériques concernant l’essai de la structure
NEES reposant sur 5 sols de caractéristiques différentes (tableau 6.8), soumise à la séquence
de sollicitation EQ4 (la plus forte).

La figure 6.28 montre les moments, efforts tranchants, déplacements latéraux et les déplace-
ment latéraux relatifs maximum rencontrés durant toute la séquence et suivant la hauteur
de la structure. Les efforts internes présentés ici (moments fléchissants et efforts tranchants)
sont donnés uniquement pour le “web wall” et diffèrent donc de ceux présentés au paragraphe
6.3.1.9 pour la structure encastrée (ils étaient alors donnés pour la structure entière - somme
des moments du “webwall” et “flangewall”).
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Tab. 6.8 – NEES - ISS: caractéristiques des sols utilisés.

N◦ du sol cisaillement cohésion c Rigidité et contrainte
module G0 et angle de amortissement ultime de
vitesse Vs frottement φ [Gazetas, 1991] compression qmax

Sol 1 Vs = 70m/s cu = 35kPa Kθθ = 295.19MNm/rad qmax = 0.20MPa
(classe S1) G0 = 9.31MPa φu = 0 Kzz = 101.22MN/m

Khh = 82.35MN/m
Cθθ = 7.49MNms/rad
Czz = 2.57MNs/m
Chh = 2.09MNs/m

Sol 2 Vs = 100m/s cu = 70kPa Kθθ = 601.5MNm/rad qmax = 0.40MPa
(classe D) G0 = 19MPa φu = 0 Kzz = 206.18MN/m

Khh = 167.8MN/m
Cθθ = 10.70MNms/rad
Czz = 3.67MNs/m
Chh = 2.98MNs/m

Sol 3 Vs = 180m/s cu = 250kPa Kθθ = 1951.4MNm/rad qmax = 1.43MPa
(classe C) G0 = 61.5MPa φu = 0 Kzz = 668.9MN/m

Khh = 544.4MN/m
Cθθ = 19.50MNms/rad
Czz = 6.60MNs/m
Chh = 5.40MNs/m

Sol 4 Vs = 360m/s c = 115kPa Kθθ = 7805.1MNm/rad qmax = 4.013MPa
(classe B) G0 = 246.2MPa φ = 30 Kzz = 2675.6MN/m

Khh = 2177.7MN/m
Cθθ = 38.24MNms/rad
Czz = 13.20MNs/m
Chh = 10.67MNs/m

Sol 5 Vs > 800m/s Kθθ = 18302MNm/rad qmax = infinity
(classe A) Kzz = infinity

Khh = infinity
Cθθ = 0MNms/rad
Czz = 0MNs/m
Chh = 0MNs/m

L’influence de l’interaction sol-structure devient claire en comparant sa réponse avec les ré-
sultats numériques de la structure encastrée sur la table sismique. Les résultats sont très
similaires entre la structure encastrée et la structure reposant sur le sol n◦5 (classe A: rocher
de très bonne résistance et sans décollement) en termes d’efforts et de déplacements. Pour les
autres cas, l’ISS semble bien “isoler” la structure en termes d’efforts internes. En observant
les figures 6.28(a), (b) et 6.29(a), nous pouvons voir que les moments fléchissants et les ef-
forts tranchants sont considérablement réduits d’autant plus que nous considérons un sol de
mauvaises caractéristiques.

Concernant les déplacements, les conclusions sont plus nuancées. Nous pourrions nous attendre
à ce que plus le sol ait des caractéristiques mauvaises, plus les déplacements maximum sont
grands. En réalité, la figure 6.28(c) montre que les déplacements latéraux au sommet de la
structure sont d’une part plus faibles pour le sol 1 que pour le sol 2 et 3 et d’autre part plus
faibles pour le sol 4 que pour la structure initiale encastrée. Tout ceci met bien en évidence
qu’il est difficile de prévoir à l’avance laquelle des structures aura le plus grand déplacement
en tête au cours du chargement.
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Fig. 6.28 – NEES - ISS: (a) Moment fléchissant maximum, (b) Efforts tranchants, (c) Dé-
placements latéraux, (d) Déplacements latéraux relatifs et (e) accélérations des planchers pour
5 sols différents et comparaison avec la structure initiale (encastrée) pour la séquence EQ4.

La figure 6.29(b) compare l’histoire des déplacements entre la structure encastrée et celle
reposant sur le sol 1. Les déplacements en prenant en compte l’ISS sont 1.35 fois plus grands.

Il est alors évident que le type de sol modifie considérablement le comportement global mais
aussi local de la structure. Plus particulièrement:

– Sur la figure 6.28 nous pouvons observer que le comportement local de la structure peut
changer en fonction des caractéristiques du sol: pour le sol 1, les prédictions numériques
annoncent un moment maximum au cours de la séquence EQ4 proche du 2ème étage et
non pas à la base de la structure comme pour la structure encastrée et les autres types
de sols.

– Le mode 2 a une grande influence sur le comportement de la structure reposant sur le
sol 1, particulièrement pour les efforts internes. Ceci peut être identifié en procédant à
une décomposition modale des moments selon la méthode Karhunen-Loéve [Gutiérrez et
Zaldivar, 2000]. La figure 6.30 (a) et (b) montre, pour le sol 1, la participation du mode
2 pour les moments modaux (projection du moment sur la base modale). Cette influence
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sur les efforts internes peut encore être vérifiée par la reconstruction de la courbe de
moment en fonction du temps en considérant seulement le mode 1 (figure 6.30 (c)) et
en considérant à la fois les modes 1 et 2 (figure 6.30 (d)). Les modes 1 et 2 suffisent à
reproduire la courbe complète des moments.

– Le mode 2 a une influence bien moindre concernant les déplacements de la structure
reposant sur le sol 1. En appliquant la méthode Karhunen-Loéve aux courbes de déplace-
ments en fonction du temps, nous pouvons montrer que seul le mode 1 est prépondérant
(figure 6.31). D’ailleurs, la déformée maximale de la structure sur le sol 1 de la figure
6.28(c) correspond bien à la forme d’un mode 1.

– Concernant la structure reposant sur les sols 2, 3 et 4, la même analyse sur les moments
montre que cette fois-ci, seul le mode 1 joue un rôle prépondérant dans son comporte-
ment (la figure 6.32 montre la décomposition des moments pour le sol 3). L’influence du
mode 2 est visible mais très faible. Par ailleurs, l’influence du mode 2 se retrouve sur la
courbe du moment maximum de la figure 6.28(a) où une légère inflexion de la courbe
est présente.

– La décomposition des déplacements pour les sols 2, 3 et 4 (figure 6.33) révèle une im-
portante et quasi exclusive participation du mode 1.

– L’analyse du sol 5 montre que pour les moments ou les déplacements, c’est exclusivement
le mode 1 qui régie le comportement de la structure (l’analyse n’est pas représentée ici).
Les courbes de moments et déplacements maximum pour ces deux sols (figures 6.28 (a)
et (c)) révèlent des déformées proche d’un mode 1.
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Fig. 6.29 – NEES - ISS: (a) Moment à la base en fonction du temps (b) Déplacement latéral
au sommet en fonction du temps pour la structure encastrée et pour la structure simulant l’ISS
(sol 1, EQ4).

La figure 6.28(d) montre les déplacements latéraux relatifs maximaux. Il est remarquable que
cette quantité est quasi-constante pour les sols 1 et 2. Ceci est typique d’une structure restant
élastique durant toute la séquence. En effet, ce ratio constant traduit que la déformée de la
structure a une forme de droite. Toutes les non-linéarités se retrouvent donc concentrées à
la base de la structure, c’est à dire dans le sol au niveau du macro-élément. Cette remarque
peut se vérifier aisément à la vue des cartes d’endommagements de différentes sections de
la structure (l’endommagement est en effet trouvé égal à 0 pour toutes les sections de la
structure).

La figure 6.34 montre l’évolution de l’endommagement dans la hauteur de la structure (pour
les 4 premiers niveaux) pour le sol 3. Nous pouvons vérifier que l’endommagement est présent
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Fig. 6.30 – NEES - ISS: déformée modale statique des moments (a), moments modaux en
fonction du temps (b), reconstruction des moments à la base de la structure simulant l’ISS et
en considérant seulement le mode 2 (c) ou les modes 2 et 3 (d) (sol 1).
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Fig. 6.31 – NEES - ISS: déformée modale statique des déplacements (a), déplacements modaux
en fonction du temps (b), et (c), reconstruction des déplacements latéraux au sommet de la
structure simulant l’ISS (sol 1).

principalement du rez-de-chaussée à la base de l’étage 4 et non pas localisée à la base du rez
de chaussée et de l’étage 1, comme c’est le cas pour la structure sur le sol 5 ou la structure
encastrée. Ceci provient du fait que plus on monte dans les étages et plus l’effort normal dans
la structure est faible. Le moment résistant maximal dans la section considéré s’en trouve
donc réduit ce qui génère des endommagements plus grands. Pour la structure sur le sol 5 la
sollicitation en base est plus importante, ce qui a généré des endommagements plus grands à la
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Fig. 6.32 – NEES - ISS: déformée modale statique des moments (a), moments modaux en
fonction du temps (b), et (c), reconstruction des moments à la base de la structure simulant
l’ISS (sol 3).
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Fig. 6.33 – NEES - ISS: déformée modale statique des déplacements (a), déplacements modaux
en fonction du temps (b), et (c), reconstruction des déplacements latéraux au sommet de la
structure simulant l’ISS (sol 3).

base, le moment résistant ayant été atteint rapidement ce qui a préservé le reste de la structure.
Il n’est donc, a priori, pas évident à première vue de déterminer clairement où vont se situer
les dommages. Pour les sols 1 et 2, l’analyse de cette même variable d’endommagement montre
que la structure n’est pratiquement pas endommagée. La structure reste quasiment linéaire.

L’endommagement dans la structure pour les sols 4 et 5 est plus grand que pour le sol 3 qui
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est lui même bien entendu plus grand que pour les sols 1 et 2. Ceci confirme le fait que plus
les caractéristiques du sol sont faibles, plus la structure est préservée des endommagements
et des efforts internes importants. En contrepartie, bien sûr les non-linéarités se retrouvent
concentrées au niveau de la fondation et dans le sol, ce qui peut générer des déplacements
résiduels importants.
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Fig. 6.34 – NEES-ISS: état d’endommagement du béton en traction pour la structure reposant
sur le sol 3 de la base du rez-de-chaussée à la base de l’étage 5 (EQ4).

6.3.5 Conclusions

Le macro-élément a été introduit à la base de la structure NEES pour simuler son comporte-
ment et voir l’influence de l’interaction sol-structure. Cinq sols différents ont été considérés.
L’ISS isole de manière significative la structure du point de vue des efforts internes et des
endommagements. Cette interaction avec le sol introduit également un comportement local
différent selon le type de sol en changeant la position des lieux où l’endommagement est
maximum (rotules plastiques) et en augmentant l’influence des modes supérieurs. Une dimi-
nution des propriétés mécaniques du sol n’entraîne pas nécessairement une augmentation des
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déplacements maximum.

6.4 Viaduc d’Ispra

Dans cette section nous proposons d’étudier le comportement dynamique d’un viaduc composé
de 3 piles de hauteur différentes et d’un tablier en béton précontraint, ainsi que de l’influence
de l’ISS sur celui-ci. Cette étude est détaillée en deux parties:

– Dans la partie I, une modélisation de la structure avec des piles encastrées est présentée
ainsi que la comparaison avec des résultats expérimentaux.

– Ensuite (Partie II), l’ISS est étudiée avec le macro-élément et une approche “ingénieur”
avec des ressorts élastiques à la base de la structure. Une comparaison entre ces deux
approches est effectuée (voir également [Botruno et al., 2008]).

6.4.1 Partie I: modélisation de l’essai pseudo-dynamique

Une maquette partielle de ce pont à l’échelle 1
2.5 a été réalisée au laboratoire ELSA d’Ispra

(figure 6.35).

Fig. 6.35 – Viaduc: vue en plan du pont expérimenté à Ispra à l’échelle 1
2.5 .

Le viaduc a été testé grâce à un essai pseudo-dynamique. Ce genre d’essai hybride permet de
ne pas tester expérimentalement la totalité de la structure mais d’en tester une partie tout
en modélisant le reste à l’aide d’un logiciel de calcul. Ainsi, seulement les trois piles à base
encastrée sont expérimentées. Le tablier quant à lui est modélisé numériquement à l’aide du
logiciel Cast3M (voir figure 6.36). Lors de l’essai, l’interaction entre les piles et le tablier est
calculée en temps réel grâce à l’intégration numérique de l’équation de la dynamique. Les
efforts d’inertie sont eux aussi calculés et réinjectés dans l’expérience.

Le détail du tablier et des piles (à l’échelle) est donné par les dessins en coupe des figures
6.37(a) et 6.37(b). Les piles sont en béton armé de section rectangulaire creuse. Le tablier
est composé de voussoirs creux en béton précontraint. Son comportement peut donc être
considéré linéaire. Le détail des caractéristiques géométriques de cette section est donné par
la tableau 6.9.
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Fig. 6.36 – Viaduc: schématisation de l’essai Pseudo-dynamique.

(a) (b)

Fig. 6.37 – Viaduc: (a) vue en coupe du tablier modélisé sous Cast3M, et (b) vue en coupe
des piles testées à l’échelle 1

2.5

Tab. 6.9 – Viaduc: détail des caractéristiques géométriques de la section du tablier.
A(m2) Ix(m4) Iy(m4) J(m4) Eb(Pa)
1.11 0.13 2.26 2.39 25.109

6.4.1.1 Discrétisation du pont et maillage

Pour reproduire le comportement de la structure, un modèle de type “brochette” est considéré
(figure 6.38). Le détail des masses et des inerties de rotations utilisées pour la modélisation
est donné dans le tableau 6.10.

Tab. 6.10 – Viaduc: détail des masses et des inerties de rotation.
n◦ Masse M (kg) Inertie de rotation Ix (kg.m2) Inertie de rotation Iz (kg.m2)

A 27.5 285 234
B 32 287 271
C 34 288 322
D 13.75 143 117



6.4. Viaduc d’Ispra 137

Fig. 6.38 – Viaduc: modèle poutres multifibres et masses concentrées.

Comme pour la structure NEES, des poutres multifibres Timoshenko non linéaires sont utili-
sées pour représenter le comportement des piles [Kotronis et Mazars, 2005] et [Mazars et al.,
2006]. Six éléments sont utilisés pour modéliser les piles P1 et P3 et neuf éléments pour la pile
P2. La discrétisation est plus fine à la base des piles, là où l’endommagement risque d’être
le plus important (figure 6.39). Le tablier étant en béton précontraint, nous pouvons consi-
dérer qu’il a un comportement linéaire. C’est pourquoi sa modélisation passe par l’utilisation
d’éléments poutres linéaires.
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Fig. 6.39 – Viaduc: détail de la discrétisation des poutres multifibres pour les piles P1, P2 et
P3.

Le détail des fibres utilisées pour les piles P1-P3 et P2 sont données respectivement par la
figure 6.39. 40 fibres de béton et 80 fibres d’acier représentant les armatures à leurs positions
réelles sont utilisées dans chaque section.
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6.4.1.2 Paramètres matériaux

La loi [La-Borderie, 1991] est utilisée pour reproduire le comportement du béton tandis que
la loi [Menegoto et Pinto, 1973] est utilisée pour reproduire celui de l’acier. Les paramètres de
béton sont calées sur les résultats d’essais (proposé dans [ECOEST PREC8, 1996]). Le détail
des paramètres matériaux est synthétisé dans le tableau 6.11.

Tab. 6.11 – Viaduc: données matériaux utilisées pour les lois de comportement.
Paramètres du béton Paramètres de l’acier

E 29.4GPa E 200GPa
ν 0.175 fy 450MPa
Y01 1000Pa fsu 710MPa
Y02 0.0001MPa ǫsh 0.0060
A1 7000MPa−1 ǫsu 0.10
A2 6.0MPa−1

B1 1.0
B2 1.3
β1 0.5MPa
β2 −19MPa
σf 3.0MPa

Remarque: étant donné que l’essai est pseudo-dynamique, l’amortissement de Rayleigh in-
troduit dans le modèle numérique pour reproduire le comportement expérimental est très
faible. Il a été choisi égal à 0.5%.

6.4.1.3 Analyse modale

Les fréquences propres pour cette structure à base encastrée sont données dans le tableau
6.12. Les déformées modales sont quant à elle données par la figure 6.40.

~x

~y

Mode 1

Mode 2

Mode 3

Mode 4

Fig. 6.40 – Viaduc: déformées modales
numériques pour les modes 1 à 4 du pont.

mode fréquence Hz
Test Numérique

1 4.2 4.2
2 6.6 6.8
3 9.8 10.4
4 16.1 16.8

Tab. 6.12 – Viaduc: comparaison des fré-
quences propres expérimentales et numé-
riques.

6.4.1.4 Chargements imposés à la structure

Le chargement imposé à la structure est un accélérogramme synthétique dont le spectre de
réponse à 5% d’amortissement a été calé sur celui proposé par l’Eurocode 8 pour un sol de
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classe B. La figure 6.41(a) montre la comparaison entre le spectre synthétique et celui proposé
par l’Eurocode 8.
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Fig. 6.41 – Viaduc: (a) spectre de dimensionnement issu de l’Eurocode 8 pour un amortis-
sement de 5% et spectre de l’accélérogramme synthétique, (b) accélérogrammes faibles pour la
structure à échelle 1 et (c) 1

2.5

L’accélérogramme correspondant à ce spectre est représenté sur la figure 6.41(b). Le pic d’ac-
célération est 0.35g (séisme faible). Un deuxième accélérogramme similaire (dilaté, non re-
présenté ici), mais plus fort, est également imposé à la structure. Il a pour pic d’accélération
deux fois celui du précédent soit 0.7g (séisme fort).

L’essai expérimental étant réalisé à l’échelle 1
2.5 , ces accélérogrammes doivent être modifiés en

multipliant les accélérations par 2.5 et en divisant le temps par 2.5 pour respecter les simili-
tudes du problème. L’accélérogramme correspondant aux 0.35g mis à l’échelle est représenté
sur la figure 6.41(c).

6.4.1.5 Confrontation des résultats expérimentaux et numériques

Les résultats expérimentaux et numériques pour la structure à base encastrée sont présentées
pour les deux accélérogrammes par les figures 6.42 et 6.43. Elles représentent l’évolution de
l’effort tranchant à la base et le déplacement en tête des trois piles en fonction du temps.

La modélisation numérique à l’aide d’éléments multifibres reproduit correctement le compor-
tement de la structure et ce pour les trois piles. Les pics sont correctement simulés dans les
deux directions, ainsi que le contenu fréquentiel de la réponse. Une fois cette modélisation
validée, nous allons ci-dessous l’utiliser pour étudier l’influence de l’ISS sur le viaduc.

6.4.2 Partie II: prise en compte de l’ISS

Dans cette partie, deux types de modélisation sont proposés afin de prendre en compte l’ISS.
La première avec le macro-élément, et la deuxième en considérant des ressorts élastiques
linéaires à la base de chaque pile. Des études paramétriques sur deux types de sols et la
confrontation des deux stratégies de modélisation sont détaillées ci-dessous.
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Fig. 6.42 – Viaduc: comparaison déplacements et efforts tranchants expérimentaux et numé-
riques pour le séisme faible.
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Fig. 6.43 – Viaduc: comparaison déplacements et efforts tranchants expérimentaux et numé-
riques pour le séisme fort.
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6.4.2.1 Choix des sols utilisés

Le premier est un sol de classe B au sens de [EC8, 2005]. C’est en fait le type de sol qui
avait été proposé pour l’expérimentation de la pile encastrée et notamment pour le choix
du spectre. Les piles reposent sur des fondations de dimensions Lx = 4.2m et Ly = 2.1m.
Le deuxième est un sol de classe C ayant des caractéristiques mécaniques plus faibles. Afin
d’amplifier l’influence de l’ISS, les fondations ont cette fois-ci des dimensions Lx = 3.2m et
Ly = 1.6m. Les caractéristiques des sols sont regroupées dans le tableau 6.13.

Tab. 6.13 – Viaduc - ISS: caractéristiques des sols utilisés.

Type de sol cisaillement cohésion c Rigidité et contrainte
module G0 et angle de amortissement ultime de
vitesse Vs frottement φ [Gazetas, 1991] compression qmax

Sol de Vs = 150m/s cu = 200kPa Kθθ = 1112.5MNm/rad qmax = 1.1MPa
classe C G0 = 45MPa φu = 0 Kzz = 298.68MN/m

Khh = 244.36MN/m
Cθθ = 4.34MNms/rad
Czz = 1.17MNs/m
Chh = 1.00MNs/m

Sol de Vs = 360m/s cu = 370kPa Kθθ = 144484.1MNm/rad qmax = 2100MPa
classe B G0 = 259.2MPa φu = 0 Kzz = 1845.5MN/m

Khh = 2260.2MN/m
Cθθ = 23.17MNms/rad
Czz = 3.61MNs/m
Chh = 2.95MNs/m

6.4.2.2 Calibration énergétique des ressorts linéaires

Afin de reproduire le comportement des sols considérés, les caractéristiques des ressorts li-
néaires (rigidité) doivent être calibrés. Pour cela, nous utilisons les résultats du macro-élément.
La raideur de ces ressorts est choisie de manière telle que le ressort emmagasine autant d’éner-
gie lors d’un chargement que pourrait emmagasiner le macro-élément d’ISS (équivalence éner-
gétique, voir figure 6.44). Pour ce calcul, l’énergie dissipée à l’intérieur des boucles d’hystérésis
produite par le macro-élément n’est pas prise en compte.

6.4.2.3 ISS, résultats numériques: comparaisons des cas encastrée, avec macro-

élément et avec ressort élastique linéaire

Les résultats présentés ici montrent la comparaison des comportements du viaduc pour les
différents types de conditions aux limites et pour les différents sols.

6.4.2.3.1 Comparaisons en considérant le sol de classe B Seuls les résultats pour le
séisme fort sont présentés (figure 6.45). Nous pouvons noter que pour ce sol les comportements
de la structure pour la base encastrée (Fixe), le macro-élément (ME) et le ressort linéaire (EL)
sont très peu différents en termes d’efforts. Nous remarquons néanmoins une augmentation
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Fig. 6.44 – Viaduc - ISS: calage des raideurs des ressorts élastiques linéaires.

significative des déplacements maximum en têtes de piles pour les cas macro-élément et ressort
linéaire (augmentation de facteur 2).
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Fig. 6.45 – Viaduc - ISS: comparaison des déplacements, moments et efforts tranchants pour
le séisme fort et le sol de classe B.

Pour le séisme faible, le comportement de la structure est quasiment le même quelle que soit la
condition aux limites utilisée (les maximum d’efforts ainsi que d’endommagements sont simi-
laires). La raison de ce comportement est que finalement, pour un sol rigide, l’endommagement
et les non-linéarités vont plutôt se produire dans la structure. C’est à dire que le moment ré-
sistant du béton est atteint à la base de la pile avant celui du système {sol+fondation}. Ainsi,
du point de vue des efforts tout se passe comme si la structure était encastrée dans le sol. Par
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contre du point de vue des déplacements, la souplesse amenée par le macro-élément engendre
un peu plus de rotation de la fondation et donc un peu plus de déplacements en tête de la
structure.

6.4.2.3.2 Comparaisons en considérant le sol de classe C Pour le sol de classe C
les résultats pour le séisme faible sont présentés par la figure 6.46.
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Fig. 6.46 – Viaduc - ISS: comparaison des déplacements, moments et efforts tranchants pour
le séisme faible et le sol de classe C.

Le comportement de la structure est ici très différent pour les trois cas de conditions aux
limites. En effet, il est clair sur ces figures que les déplacements sont grandement amplifiés dans
le cas de la structure reposant sur le macro-élément et sur le ressort linéaire (augmentation
de facteur 4). Concernant les moments et efforts tranchants à la base de la structure, ils
sont quant à eux réduits de manière significative pour le macro-élément. Par contre ils sont
quasiment équivalents pour la structure fixe et pour la structure sur ressorts linéaire.

Remarque: les résultats pour le séisme fort ne sont pas présentés puisque les simulations
avec le macro-élément n’ont pas convergé. Cette non convergence semble provenir de la loi de
tangence chargée de calculer les limites des variables d’écrouissages.

6.4.3 Conclusions

Dans cette partie nous avons utilisé deux stratégies de modélisation afin de prendre en compte
l’ISS sur un viaduc sur deux types de sol. La première consiste à utiliser le macro-élément,
et la deuxième des ressorts élastiques linéaires calibrés avec le macro-élément grâce à une
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méthode énergétique. Les deux modélisations montrent que le comportement du viaduc peut
varier grandement en fonction du type de conditions aux limites considérées à la base des
piles.

Pour un sol de classe C (de faibles caractéristiques), les efforts en base sont réduits par rapport
au pont considéré encastré, et les déplacements en tête des piles sont amplifiés d’un facteur 4.

Pour un sol de classe B (de meilleures caractéristiques), les non-linéarités se concentrent
principalement à la base de la pile. C’est à dire que c’est dans le béton que se créent les non
linéarités. La souplesse créée à cet endroit efface l’influence de l’ISS en terme d’efforts internes
puisque c’est le moment résistant de la pile et non pas du système {sol+fondation} qui est
atteint. Tout se passe donc comme si la pile était encastrée sauf pour les déplacements qui
sont amplifiés (facteur 2).

Dans cette étude, nous avons aussi démontré les limites de l’utilisation des ressorts élastiques
linéaires. Les résultats issus d’une telle modélisation sont conservatifs. Les efforts internes et
les déplacements sont supérieurs à ceux issus du macro-élément qui est censé reproduire plus
fidèlement la réalité. De plus, la calibration des ressorts linéaires est difficile si l’on ne dispose
pas des résultats du macro-élément.

Finalement, pour le dimensionnement des viaducs ce sont les conditions en déplacements
qui sont les plus importantes. En effet, de grands déplacements seraient préjudiciables pour
ces structures qui ont un fort caractère hyperstatique. L’accès à un outil performant comme
le macro-élément permet de dimensionner correctement la fondation et donc de limiter les
déplacements.



CHAPITRE 7

Conclusions et perspectives

Ce mémoire présente un outil permettant de prendre en compte l’interaction sol-structure
et plus particulièrement le comportement non-linéaire d’une fondation superficielle de forme
rectangulaire, filante ou circulaire. La connaissance de ce comportement est très importante
puisqu’il conditionne en grande partie celui de la structure. Cet outil numérique simple, facile
d’utilisation et très peu coûteux en temps de calcul permet de faire des études paramétriques
et ainsi de déterminer clairement le comportement d’un ouvrage sous des chargements divers
et reposant sur des sols de caractéristiques différentes.

Plus précisément, le modèle développé dans cette thèse s’inscrit dans la lignée des macro-
éléments et permet de prendre en compte les non-linéarités matérielles (plasticité du sol) et
les non-linéarités géométriques (décollement de la fondation). Il traite le problème de manière
globale en condensant les non-linéarités en un point représentatif (le centre de la fondation),
si bien qu’il travaille en efforts et déplacements généralisés. Le nouveau macro-élément d’in-
teraction sol-structure présenté dans ce document permet de relier un incrément d’efforts à
un incrément de déplacements. Ses efforts (et déplacements) sont au nombre de cinq: 2 efforts
horizontaux, 2 moments et l’effort vertical (associés aux déplacements correspondants). Le
moment de torsion (autrement dit le couple suivant l’axe vertical) n’est pas pris en compte
par le modèle.

Les comportements non-linéaires comme la plasticité et le décollement de la fondation sont
considérés de manière phénoménologique, c’est à dire qu’ils ne reproduisent pas précisément
localement ce qu’il se passe dans le sol ou encore ne tiennent pas compte réellement des
contraintes qui sont appliquées à la fondation (par exemple lors d’un décollement). Ce genre
de modélisation est donc tout naturellement dédié à un certain type de problème pour lequel
il a été conçu (domaine de sol semi-infini, effort vertical permettant le décollement de la
fondation, etc...).

Les deux mécanismes plasticité et décollement sont traités suivant la théorie mathématique
de plasticité. Chacun de ces deux mécanismes fait donc évoluer des surfaces de charge, des lois
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d’écrouissage à l’intérieur de leur critère de rupture. Ils créent aussi des déplacements perma-
nents qu’il convient d’ajouter. L’évolution de ces mécanismes au cours d’un chargement est
gérée par un assemblage multi-mécanismes classique. Outre cet assemblage, ces deux méca-
nismes sont couplés dans leur conception, c’est à dire que le décollement phénoménologique
tient compte du fait que le sol peut se plastifier. De la même manière, le développement de la
plasticité tient compte du fait que la fondation peut se décoller. En effet, le sol ne supporte
pas les même contraintes si le décollement de la fondation est permis ou non.

Plusieurs exemples montrant la performance du macro-élément sont présentés dans cette thèse.
Le chapitre 5 donne idée du comportement du macro-élément comparé avec des résultats ex-
périmentaux pour des chargements statique, cyclique, et dynamique. Après l’ajustement de
quelques paramètres constitutifs des lois, dus au léger décalage de l’expérience avec le domaine
d’application de l’élément, celui-ci montre qu’il donne de bonnes tendances du comportement
des fondations modélisées. Le chapitre 6 quant à lui a permis d’utiliser le macro-élément sur
des ouvrages du génie civil (bâtiments, viaduc). Les études paramétriques ont aussi mis en
évidence l’importance primordiale de la prise en compte de l’ISS. Dans la plupart des cas,
l’ISS permet d’isoler la structure d’un point de vue des efforts internes et lui permet même
d’être beaucoup moins endommagée que dans le cas d’une structure encastrée. Cependant
l’ISS génère souvent en contrepartie des déplacements plus grands qui peuvent être déter-
minants pour l’intégrité de la structure. Par ailleurs, un sol souple n’est pas synonyme de
plus grands déplacements engendrés dans la structure. L’évaluation des déplacements maxi-
mum est donc relativement difficile à opérer sans le macro-élément. L’étude à l’aide de la
méthode de décomposition modale [Gutiérrez et Zaldivar, 2000] montre justement que des
modes supérieurs peuvent être excités changeant le comportement global de la structure. Une
comparaison avec une approche ingénierie en prenant en compte des ressorts linéaires prouve
que même avec des raideurs de ressorts calibrées à l’aide du macro-élément, ces ressorts ne
permettent pas de reproduire complètement le comportement du sol et de la structure. En
effet des différences significatives apparaissent sur les déplacements ainsi que sur les efforts
internes.

Le traitement 3D du macro-élément a nécessité l’implantation d’une loi de tangence qui permet
de calculer les limites des variables d’écrouissages. Le calcul de ces limites est essentiel pour
assurer que la surface de charge n’interpénètre pas le critère de rupture. Ce genre de loi de
tangence pose des problèmes numériques lorsque le chargement est fortement non-radial (c’est
à dire lorsque les limites des variables d’écrouissages changent souvent). Les lois plastiques
classiques ne sont donc pas très adaptées pour ce genre de résolution. Au contraire les lois
hypoplastiques, pour lesquelles le module plastique est une fonction directe de la distance
séparant la surface de charge au critère de rupture, sont mieux adaptés à ce genre de résolution
et assurent une tangence parfaite entre les surfaces au cours de l’évolution des surfaces de
charges. C’est sans doute la plus grande amélioration à apporter à ce modèle.

D’autre part, la philosophie de ce genre de modèle permettrait d’envisager une adaptation
de ce macro-élément afin de reproduire le comportement d’autres éléments de liaisons. Un
premier exemple est l’adaptation de cet élément pour reproduire le comportement d’isolateurs
présenté au chapitre 3, ou alors une adaptation pour des fondations profondes ou des joints
poteaux-poutres ou des liaisons ossatures bois.
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