Matrices structurées et matrices de Toeplitz par
blocs de Toeplitz en calcul numérique et formel

Houssam Khalil

Institut Camille Jordan
GALAAD, INRIA Sophia-Antipolis

Directeurs : Michelle Schatzman & Bernard Mourrain

25 juillet 2008

@ pen -WIN RIA

Houssam Khalil Matrices structurées et matrices TBT




Introduction

Plan

@ Introduction

Houssam Khalil Matrices structurées et matrices TBT



Introduction

Systemes linéaires

Applications

Tous les domaines scientifiques :
@ Mathématiques Appliquées
o Ingénierie — Ax = b J

@ Physique

@ Biologie

Résolution par des méthodes directes

@ 1750 : Cramer — O(n(n+ 1)!) opérations
@ 1810 : Gauss — O(n?) flops, (2n3/3 flops)

o Actuellement autour de O(n?) flops
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Exemple

Différences finies pour le Matrice obtenue
laplacien en dimension _ A de taille
trois, avec un maillage 6 6

. 1 10° x 10°.
uniforme de pas {55 sur
un cube U

2 x 10'8/3 opérations ;
21 ans a 1 Gflops

Chercher a utiliser la structure pour réduire le temps de calcul :

@ Toeplitz, Hankel, Vandermonde, Cauchy, matrices structurées

@ Matrices structurées multiniveaux

Houssam Khalil Matrices structurées et matrices TBT




Cas scalaire

@ Cas scalaire
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Introduction Cas scalaire Matrices TBT

Toeplitz T = (i) 2,
to t1 tont1 ho hn—2  hp_1
t to : hp,
t1 hn—2 hpa
th—1 t1 to hn—l hn h2n 2
n—1
Cauchy C = Sftj), o
n—1 1 1
1 X1 X]- 1 s1—t1 s1—tp
1 x e
_ 1 1
1 x, X,': 1 sl —
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Cas scalaire

Algorithmes rapides

Multiplication Matrice x Vecteur rapide

@ O(nlogn) pour Toeplitz et Hankel
o O(nlog? n) pour Vandermonde et Cauchy

Résolution rapide et ultra-rapide du systeme linéaire

o algorithmes rapides — O(n?)

@ algorithmes ultra-rapides — O(nlog? n)
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Introduction Cas scalaire Matrices

Structure de Déplacement & Résolution rapide

Plus généralement :

Déplacement
Type Toeplitz : rang(Dz z(A)) =r < n
Type Hankel : rang(Dz z7(A)) < n

Type Vandermonde : rang(Dgjp,-1(4), 77(A)) < n

Type Cauchy : rang(Dgiag(s) diag(¢) (A)) <K n

Algorithmes rapides

o Multiplication rapide : O(rnlog’ n), i = 0,1
@ Résolution

o rapide : O(rn?)

o ultra-rapide :O(r?nlog? n)
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To T1 ... T_mi1
T = - : avec
: S T,
Tm-1 ... T3 To

tio ti-1 ... ti—nt1

ti—1
tin-1 ... tia tio
T = (ta—ﬁ)a,ﬁe{(iJ); 1<i<m, 1<<n}

T est de taille N = mn
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Matrices de Toeplitz et pol

@ Multiplication Matrice x Vecteur rapide ? Oui en O(N log N)
@ Résolution rapide et ultra-rapide?
e rapide oui

o en O(m3nlog? nm) (matrice de type Toeplitz)
o en O(N?log N) (Weidemann)

o ultra-rapide en O(Nlog? N) 777
@ Opérateurs de déplacement effectifs ? 777

o D = Dzm®/mzm®/n et D, = D/m®zn7/m®zn exploitent une
seule structure

e D1y oDy, = Do Dy pas un bon opérateur
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Explications

Multiplication rapide

Multiplier v par T est équivalente a :
@ multiplier deux polynémes de deux variables de degré
(2m—1,2n—1) et (m—1,n— 1) resp.
@ multiplier un vecteur par une matrice circulante par blocs
circulants de taille 4mn x 4mn

TBT et type Toeplitz

o rang(Dz z(T)) = r = 2m et rang(Dz z(PTPT)) = r = 2n
\
résolution en O(r?mnlog? mn) = O(m3nlog® mn) si m < n et
O(mn3log® mn) si n < m
@ T Toeplitz par bloc : généralisation des algorithmes de
Toeplitz scalaires — résolution en O(n3mlog® m).
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Algorithmes ultra-rapides

La généralisation des algorithmes scalaires n'exploite qu'une
direction de structure :

Les blocs perdent leur structure de Toeplitz tres facilement

@ Les blocs d'un complément de Schur ne sont pas structurés

@ Le rang de déplacement de T et ses complément de Schur est
au moins 2min(m, n)

Généralisation des algorithmes scalaires

| \

Les algorithmes de type Levinson, de type Schur, autres
algorithmes ultra-rapides utilisent la fait que T et ses compléments
de Schur sont de petit rang de déplacement

A\
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Matrices de Toeplitz et pol

Dy = Dz.%1,.znols D2 = Di,0z, 1,092, € D = D10 D,

S

T

D(T) =

Dy(T) = D>(T) :ﬁ

0]

o rg(D1(T)) =2m, rg(D2(T)) =2n
e rg(D(T)) =2min(m, n)
e D(T) plus creuse, générateurs structurés, valeurs singulieres
décroissent plus vite... MAIS
e rang de déplacement GRAND
o rg(D(T~1)) = 4min(m, n) pas 2min(m, n)
o les compléments de Schur successifs perdent leurs structures
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@ Matrices TBT bandes
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Matrices TBT bandes

N
I

0 T s

0 ... 0 Tuj ... Toj
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m=0OKN), n=0(V/N), kg < m, ky < n )

Elimination de Gauss pour matrices creuses

Largeur de bande = kin + ko
o Elimination gaussienne : O((kyn + k2)2N) «~ O(N?)
o Nos algorithmes : O(N3/?)

Statistiques

Nombre de conditionnement

nombre de conditionnement : x(A) = || A|[||AL||. Si 6A, 6b
perturbation de A et b alors I'estimation de |'erreur relative sur x :

5 db JA
|—X| < k(A) <H + HH) + termes d’ordre supérieur

x| b Al
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Matrices TBT bandes

Statistique

Statistiques expérimentales

@ On n'a pas de statistiques théoriques sur le nombre de
conditionnement des matrices de Toeplitz bandes
@ Des statistiques expérimentales montrent :
e Dans le cas scalaire, la statistique sur les nombres de
conditionnements dépend peu de la largeur de bande
e Dans le cas par blocs, elle dépend des largeurs de bande :

largeurs de bande petites — matrices mal conditionnées
La distribution est, PEUT ETRE, de Tracy-Widom
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T vue comme matrice CBC 4 matrice de petit rang

Tx=0b

Cas scalaire

T une matrice de Toeplitz bande de largeur de bande 2k + 1 :

tp ... tx 0 ... 0

b . . . 0
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Matrices TBT bandes

to Lotk 0 e ... ty 0 0 ty o.oon
. tk T
0 0 - 0 0
g e Cee o Teg Teg o Ten gy ty

t_q tog 0 e to t_q t g 0 0

e ... 4

R=GHT = —k

t_k

t1 ...ty
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Formule de Sherman-Morrison-Woodbury

Soient Ac K"™" G et H e K™k Sil, + H" A=1G est inversible
alors

(A+GHY P =A"1 —AIG(Ik + HTATIG) THT AL

Résolution du systeme linéaire

x=T71h=C1lb— C Gl + HTC_lG)‘lHTC—le

o Clven O(nlogn)

@ Gven O(klogk) (HTv en 0 opération)
@ HTC71G en O(nlogn + nklog k)

o (Ik+HTC1G)™t en O(K?)

Colit total : O(nlogn) en supposant que k < n




Introduction Cas scalaire atrices TB Matrices TBT bandes

Cas par blocs

Toeplitz bande par blocs Toeplitz bandes

o T;= G+ R;, R; de rang 2k,. Donc T = C + Ry une matrice
de rang 2kom

o C — C + R, : matrice CBC + matrice de rang 2kin

<

o T=C+Ri+R=C+R, Rderang k =2(kin+ kom)
@ R=GH™, G,H € KNk G contient
O(k?kon + k3kym) = O(K) éléments, H correspond 3
I'identité
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Sherman-Morrison-Woodbury sur (C + R)x = b :

x=C1h— C1G(l+HTCIG)THTC b |

N =nm, m= O(V/N), n=0O(V/N), kg < m, k2<<nJ

Clven O(NlogN)

Gv en O(K)

HTC1G en O(Nlog N 4 KN) = O(N3/2)
(Ik + HTC~G)™* en O(k®) = O(N3/?)
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© Matrices de Toeplitz et polyndmes
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et

to t_1
_ | t to
th—1
Ug
u = ) g =
Upn—1

Matrices de Toeplitz et polynémes

t_nt1

t1 to

80

8n—1

V.
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Matrices de Toeplitz et polynémes

Matrice 3T

Intr

Approche polynomial et relation avec les syzygies

am)T — a(x) = ag e+ AT

e a=(ao,...
n—1
o T(x)= > tux! =T (x)+ Ti(x)
i=—n+1

o T(x)= Ty(x)+x>"T_(x)
@ E={1,...,x"1} et Ng est la projection sur Vect(E)

Théoreme
Tu=g < Neg(T(x)u(x)) = g(x)

Théoreme
u solution de Tu = g & Fv(x), w(x) € K[x],—1;

T(x)u(x) + x"v(x) + (7 — Dw(x) = g(x)
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Matrices de Toeplitz et polynémes

Définition

Pour (a, b, c) € K[x]3 et d € K[x] on définie

o L(a,b,c)=1{(p,q,r) € K[x]3; ap + bg + cr = 0} (ensemble
des syzygies de (a, b, ¢))

o L(a,b,c;d)={(p,q,r) € K[x]*; ap + bq + cr = d}

Propositions

o le K[x]-module £(T(x),x", x>" — 1) est libre de rang 2

o Il admet une base {(u1, vi, w1), (u2, v2, W)} telle que
deg u; = deg v» = n et les autres sont de degré < n (n-base)

Théoreme

Soit (a(x), b(x), c(x)) € L(T(x),x",x2" — 1; g(x)).

Alp1(x), p2(x) € K[x] tels que

(a, b, ¢c) = p1(u1,vi,w1) + p2~(u27 v2, W2) (u, v, w)

(u, v, w) est! élément de L£(T(x),x", x*>" — 1; g(x)) N K[x],—1

|
’
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Autre forme de la formule de Gohberg-Semencul

Remarque

o (up,vi,wy) et (up, va, ws) tels que
{T(X)ul(x) + xMvi(x) + (3" = )wy = 1,
T(x)u2(x) + x"vo(x) + (X2" — Dwo = T(x)x".
forment une n—base de £(T(x),x", x2" — 1)

@ u7 et up sont les sontion de :

Q Tui=¢
Q Tu, = ZTe,
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Matrices de Toeplitz et polynémes

Calcul de n— base et de la solution

Algorithmes rapides en O(nlog?n)

@ En appliquant I'algorithme d’'Euclide pour le calcul de PGCD
au p(x) = x"1T(x) et g(x) = x>"~1 tronqué en degré n — 1
on obtient (u1, v1,wp) et (u2, va, wp)

@ On peut faire la division en utilisant I'algorithme de Newton
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Matrices Toeplitz par blocs Toeplitz et syzygies

Probleme

Tu=g

y U= (ua)aeE et g = (8a)acE

o u(x,y)= Y uix'yl, glxy)= > gijx'y
(ij)EE (ij)EE

o T(x,y)= Z tiix'y!
(ij)eE—E

o T y) = Ty + 20T L 20, 2my, 2005
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Théoreme
Tu = g < nE(T(X?y)u(X7y)) = g(va)

Théoreme

u solution de Tu = g < 3hy,..., hg € K[x, y]m-1;

n—1
(u(x, ), hu(x: ¥)s -, he(x, ¥)) € L(T: g(x,y)) avec
T= (T(X,y),Xm,sz _ 17yn’men, (X2m _ 1)yn,y2n _ 1,
xM(y?" = 1), (*™ = 1)(y*" - 1))

Théoreme
Le K[x, y]—module £(T) est libre de rang 8.
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Proposition

Ul(xay)v U2(X7y)7 U3(X,y) S K[Xa)/]?n—l ;

n—1
T =T, y)x™, T =T(x,y)y", Tuz=1
les relations suivantes forment une base de £(T) :
p1=x"o1 — uy ps = y"o2 — o5
p2=y"o1 — pe = x"o4 — 05
p3 =x"oy — 03 —uz p7r=x"05— 06+ 04
ps =y"o4 —0o7 —u3 pg=y'os —og+ o2
la base canonique de K[x, y]°

avec 01,...,09

Théoreme

Pour (a1,...,a9) € L(T(x,y); g(x,y)), El!p,-(x,y)se K[x,y], i =

1,...,8 tels que (u,hl,...,hg):(al,...,ag)—Zp;p,-
i=1
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Conclusion et perspectives

Tx = b, T est TBT de taille N x N ]

Conclusion

On ne sait pas résoudre ce probleme en O(N log? N)
On peut le résoudre en O(N?log N)
Si T est bande, on peut le résoudre en O(N3/2)

On peut le transformer a un probleme polynomial

e dans le cas scalaire on peut le résoudre ultra-rapidement
e dans le cas par blocs, on ne peut pas

o Essayer de généraliser la notion de la structure de
déplacement, en généralisant la notion de “petit rang”

@ Essayer de trouver des algorithmes rapides pour le nouveau
probléeme polynomial
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Merci
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