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INTRODUCTION

L'objet du travail présenté dans cette thése est 1'étude du
probléme de la reconstruction d'un graphe a partir d'une famille
de ses sous-graphes. Autrement dit, on s'intéresse a la question
de savoir'si une liste bien définie de sous-graphes propres d'un

graphe, caractérise le graphe a un isomorphisme prés.

La Conjecture d'Ulam (ou Conjecture de la reconstruction de
graphes) est un des problémes célébres de la théorie de graphes.
Cette conjecture affirme que tout graphe simple d'ordre 23 est uni-
quement déterminé, a un isomorphisme prés, par la famille de ses
sous-graphes induits propres maximaux, Malgré l'effort considérable
qui a été consacré a son étude depuis sa formulation, les progrés

vers sa résolution restent faibles,

Un autre probléme sur la reconstruction de graphes, et qui
semble plus abordable que celui d'Ulam, est celui appelé "Conjec-
ture de 1l'aréte-reconstruction", énoncée par Harary en 1964 :

Tout graphe simple avec au moins quatre arétes peut &tre reconstruit
a partir de ses sous-graphes partiels propres maximaux. Dans le
méme article, Harary énonce une autre conjecture plus forte que
celle d'Ulam : Tout graphe simple d'ordre >4, est uniquement déter-
miné, A un isomorphisme prés, par 1'ensemble de ses sous-graphes

induits propres maximaux,

Une autre conjecture qui généralise celle d'Ulam a été
proposée par P.J. Kelly en 1957 : Pour tout entier k>0, il existe
un entier v(k) tel que tout graphe simple avec au moins v(k) sommets
est uniquement déterminé, i un isomorphisme prés, par la famille

des sous-graphes obtenus en enlevant k sommets du graphe.

Dans le chapitre I nous faisons un résumé des résultats
relatifs aux conjectures présentées ci-dessus. On remarque tout
spécialement le rdle important qu'ont joué les techniques de dénom-
brement dans ces résultats, C'est précisément en nous servant de
ces techniques que, dans le chapitre TI, nous arrivons a recons-
truire 1é nombre de graphes partiels appartenant a certaines

classes de graphes et deux paramétres relatifs au dénombrement de

L



.

partitions de 1l'ensemble des sommets et de l'ensemble des arétes
en des ensembles qui induisent des sous-graphes isomorphes aux
graphes d'une liste donnée d'avance, Ces résultats permettent de
reconstruire de maniére directe le nombre chromatique, le nombre-
d'absorption, l'aréte-connexité, le nombre de couplages de cardina-

lité maximum, 1l'indice chromatique et la déficience de Betti.

Le chapitre III présente deux paragraphes indépendants. Le
premier porte sur l'aréte-reconstruction des graphes adjoints des
graphes simples de degré maximum >4. Le deuxiéme paragraphe
propose une liste de problémes ouverts sur la reconstruction de

graphes.



CHAPITRE I

RAPPELS SUR LA RECONSTRUCTION DE GRAPIIES







I.1. ~ DEFINITIONS ET NOTATIONS ;

Pour toute autre définition ou notation se référer a Berge (3)

I.1.1. - Le concept de graphe

Un graphe (ou graphe non-orienté) G=(V,E) est un couple

constitué ;

1° par un ensemble V= {vl,vz,...,vn} fini

2° par une famille B=(el,ez,...,em) de paires d'éléments
de V,

vl,vz,...,v“ sont appelés les sommets du graphe G et
€y2€95+..,€ sont les arétes de G,

Le nombre de sommets de G est appelé l'ordre de G,

Un graphe est dit simple si 1l'on a les deux conditions :
1° Il n'y a pas de boucles, 2° entre deux sommets il Yy a au plus
une aréte. Dans 1la suite, par graphe nous entendrons un graphe
simple, lorsqu'ton considére des arétes multiples on parlera de

multigraphe,

Sous-graphe induit de G (par UsV) ;

Clest le graphe G [U] dont les sommets sont les points de
U et dont les arétes sont les arétes de G ayant leurs deux

extrémités dans U.

Graphe partiel de G induit par FcE ;

Cl'est le graphe (V,F) dont les sommets sont les points de
V et dont les arétes sont celles de F. Autrement dit, on élimine

de G les arétes dans E-F,

Sous-graphe partiel de G (ou saus-graphe de G) :

Clest le graphe (U,F) avec UcV, FcE et V%= [xl,xzjeF :

leU et xch.

Sous-graphe partiel de G induit par FcE :

C'est le graphe dont les sommets sont les extrémités des

arétes dans F et dont les arétes sont celles de F, noté G[F].



Graphes distincts, graphes identiques :

Deux graphes G=(V,E) et G'=(V',E') sont distincts si
V#£V! ou E#E', On écrit G#G', On dira que G et G' sont identiques

s'ils ne sont pas distincts, on écrit G=G',

Graphes isomorphes

Deux graphes G=(V,E) et G'=(V',E') sont isomorphes s'il
existe deux applications bijectives get ¢, ¢: V-V!' et ¢: E-E!',

telles que :

o/e=[x,y]eE : ¢gle)=[e(x), ¢(y)]

Lorsque G et G' sont des graphes simples, dire que G et G!
sont isomorphes revient A dire qu'il existe une application bijec-
tive ¢: V-V! qui induit une bijection de E dans E!', L'isomorphism
entre graphes est une relation d'équivalence sur l1l'ensemble des
graphes étiquetés (c'est-a-dire, a chaque sommet et a chaque aréte,
on affecte une étiquette). Les classes d'équivalence, induites par
cette relation sont appelées classes d'isomorphisme. Dans toute 1la
suite, par graphe nous entendrons un représentant d'une classe
d'isomorphisme sauf mention explicite du contraire, Lorsqu'on
parlera de liste, famille ou collection de graphes, deux graphes

dans la liste (famille ou collection) peuvent &tre isomorphes.

Graphes disjoints

Deux graphes G=(V,E) et G'=(V',E') sont disjoints si
vnvi= ¢,

Graphe adjoint d'un graphe G sans boucles

C'est le graphe L(G) dont les sommets sont les arétes de G,
deux sommets étant reliés dans L(G) si et seulement si les arétes

correspondantes dans G ont une extrémité commune.,

Un paraméetre ou invariant d'un graphe G :

Cl'est une application 0®:9—-K d'une classe 9 de graphes dans
un ensemble K (généralement un anneau ou un corps) telle que

quelque soient G et H deux graphes isomorphes de 9, on a ®(G) = ®(H),



Graphe non-séparable :

Cl'est un graphe connexe qui n'admet pas de point d!articula-
tion., On convient que les graphes non-séparables d'ordre 22 n'ont

pas de boucles et une boucle est un graphe non-séparable,

Complément d'un graphe simple G=(V,E) :

Cl'est le graphe simple G dont les sommets sont les points de
V et dont les arétes sont les paires [xs¥)s xeV, yeV, xzy et
[x,¥]¢E.

Gx ou Gv :

Soit G un graphe et X un sous-ensemble de 1l'ensemble des
sommets de G. Gx est le sous-graphe de G obtenu a partir de G en
enlevant les sommets appartenant a X et toutes les arétes inciden-
tes aux sommets de X. Lorsque X={v}, on écrit Gv au lieu de G{v}‘
On remarque que la liste des G , veV(G), est la liste des sous-
graphes induits propres maximaux de G,

GF ou Ge :

Soit G un graphe et F un sous-ensemble de 1l'ensemble des
arétes de G. GF est le sous-graphe de G obtenu a partir de G en
enlevant les arétes appartenant a4 F. Lorsque F={e}, on écrit
G, au lieu de G el® On remarque que la liste des Ge’ ecE(G), est

la liste des sous-graphes propres maximaux de G,



n(F,G)
s(F,G)
G~
cP

q

Y (G)

£(a)

B(G)
i(G)

K
n

n,m

$(G)
h(G)

q(G)
|al
G#H
G=H
[
L(G)
GSG?
GCG!
A(G)
8(G)

re(x)

.

I.1.2., - Symboles et notations

nombre de sous-graphes partiels de G isomorphes a F,
nombre de sous-graphes induits de G isomorphes a F.
égal par définition,

le graphe G est isomorphe au graphe H.

coefficient binomial en p et q.

nombre chromatique de G.

déficience de Betti de G (nombre minimum de composantes
connexes avec un nombre impair d'arétes dans un coarbre
de G).

nombre d!'absorption de G.

aréte-connexité de G,

graphe complet simple a4 n sommets,

graphe biparti simple (X,Y,E) avec |X |=n, |Y|=m et E=XxY.
nombre achromatique de G (le cardinal d'une partition
maximum de V(G) en stables tels que deux stables quel-
conques sont reliés par au moins une aréte de G).
nombre de Hadwiger de G (le nombre maximum g pour lequel
G est contractible en Kq. Une contraction de G étant
1'identification dans G de deux sommets adjacents).
indice chromatique de G.

cardinalité de l'ensemble A.

G et Il sont deux graphes distincts,

G et I sont deux graphes identiques.

complément du graphe simple G.

graphe.adjoint de G.

G est un sous-graphe de G!',

G est un sous-graphe propre de G'.

degré maximum de G,

degré minimum de G.

ensemble des voisins du sommet x dans G.



I.2. - LE PROBLEME DE LA RECONSTRUCTION DE GRAPIHES :

¥.2.1., - Introduction

Le probléme le plus ancien que 1'on trouve dans la littéra-
ture concernant la caractérisation d'un graphe par une famille de
ses sous-graphes, est considéré de nos jours comme 1'un des pro-
blémes ouverts les plus connus de la théorie des graphes : Un
graphe simple est-il caractérisé, a un isomorphisme prés, par la
liste de ses sous-graphes induits propres maximaux, clest-a-dire,
la liste des sous-graphes oblenus en enlevant un sommet et toutes
les arétes qui lui sont incidentes 7. Ce probléme a été formulé

sous la forme d'une conjecture die a2 S.M. Ulam (1941) :

Conjecture diUlam ou Conjecture de la reconstruction :

Si G et Il sont deux graphes simples avec au moins trois
sommets el s'il existe une application bijective o: V(G) - v(ll)

telle que Gf~"a(v)’ pour tout sommet veV(G), alors G~H,

Aprés la parution de cette conjecture, d'autres conjectures
analogues a celle~ci ont été proposées. En 1964, Harary (32)
formule une conjecture concernant la caractérisation d'un graphe
simple par la liste de ses sous-graphes propres maximaux, ctest-a-

dire, ceux qu'on obtient en enlevant une aréte :

Conjecture de ltaréte-reconstruction :

Si G et Nl sont deux graphes simples avec au moins 4 arétes
et s'il existe une application bijective o: E(G) ~ E(H) telle que

Gévﬂu(e), pour toute aréte ecE(G), alors G~H.

On voit intuitivement que cette conjecture semble plus facile
a vérifier que celle d'Ulam car chaque Ge est plus proche du graphe
original que les Gv‘ Nous verrons dans le paragraphe I.2,3. qu'ef-
fectivement la conjecture d'Ulam entraine celle de 1l'aréte-

reconstruction,

Deux autres conjectures, moins étudiées, concernant toujours
la caractérisation d'un graphe par une famille de ses sous-graphes,

ont été proposées par P.J. Kelly (46) et par MHarary (32).



La Conjecture de Kelly généralise celle d'Ulam en affirmant qu'un
graphe simple G d'ordre suffisamment grand est caractérisé par la
famille de ses sous-graphes GB, |IB] = constante dépendante de

l'ordre de G. Ainsi, la conjecture affirme que non seulement G est
caractérisé par la famille des sous-graphes obtenus en enlevant un
sommet, mais aussi par la famille des sous-graphes obtenus en

enlevant deux, trois, ..., k sommets, oi k dépend de 1l'ordre de G.

Plus formellement :

Conjecture de Kelly :

Pour tout entier k>0, il existe un entier v(k), tel que

tout graphe simple G d'ordre n)v(k) est caractérisé, a un isomor-

phisme prés, par la famille des sous-graphes Gy |B|=k.

j
D'aprés Harary (32), l'ensemble des sous-graphes induits
propres maximaux suffit a4 caractériser un graphe simple., Cette

affirmation est plus forte que la Conjecture d'Ulam,

Conjecture d'llarary ou Conjecture de 1'ensemble-reconstruction

Si G et H sont deux graphes simples avec au moins 4 sommets
et si 1l'ensemble des graphes G,, pour veV(G), est égal a l'ensem-

ble des graphes I, pour weV(H), alors G~H.

Dans les paragraphes qui suivent nous donnerons les méthodes
les plus couramment employées dans 1l'étude de ces conjectures,

ainsi que les résultats les plus importants,

I.2.2, - Conjecture d'Ulam

Pour des raisons dé nomenclature, nous allons reformuler 1la
conjecture d'Ulam, On dira qu'un graphe H est une reconstruction
d'un graphe G si V(H)=V(G) et H~G , pour tout veV(G). G sera dit

reconstructible si toute reconstruction de G est isomorphe a G,

Tous les graphes ne sont pas reconstructibles ; par exemple, K2 et
2Ki sont des reconstructions 1'un de l'autre. La Conjecture
d'Ulam affirme que ce sont les seuls graphes simples non-

reconstructibles :



Conjecture d'Ulam : Tous les graphes simples avec au moins

3 sommetls sont reconstructibles,

Le premier travail qui a été publié, concernant la Conjecture
d'Ulam, parait en 1957. Dans cet article, P,J, Kelly (46) montre

gue les arbres satisfont & la conjecture,

Harary (32) a suggéré une formulation informelle de 1a
Conjecture d'Ulam mais trés utile de par son caracltére intuitif,
Soit G un graphe simple dont 1l'ensemble des sommets est
{vl,vz,...,vq}.Supposons qu'on nous présente n cartes CI’CZ""’Cn’
telles qu'un graphe non-étiqueté isomorphe a Gv. est dessiné sur
la carte C;, i=1,2,...,n (figure 1 et 2), Il est clair qu'il
existe des procédés permettant d'obtenir des graphes qui réalisent
le paquet des cartes Cl,Cz,...,Cn. Harary remarque que la Conjec-
ture d'Ulam équivaut A dire que quelque soit le procédé utilisé
pour obtenir un tel graphe a partir des cartes 01’02""’Cn’ on
aboutit toujours a un graphe isomorphe a G, Cette formulation va
nous permettre de donner des démonstrations pPlus courtes, bien que

moins rigoureuses, des résultats présentés ci-aprés,

figure 1




Par exemple, on peut déterminer le nombre de stabilité de
G, 2(G), a partir des cartes Cl’CZ""’Cn ¢ Si aucune carte ne
posséde d'ar&tes alors G ne posséde pas d'arétes et a(G)=n, ou
n est le nombre de sommets de G, Si G posséde au moins une aréte

alors a(G)=max a(graphe sur la carte Ci).
i

Par la suite, tous les graphes que nous considérerons seront

des graphes simples d'ordre 23.

Tous les graphes d'ordre entre 3 et 9 sont reconstructibles
(Kelly (46), Harary et Palmer (33), Mc Kay (67), Nijenhuis (73)).
Si un graphe est reconstructible alors son complément est lui aussi

reconstructible (Harary (32)).

Faute de savoir montrer 1la conjecture directement, les résul-

tats partiels ‘qui ont été obtenus se Placent dans deux catégories

(i) Des résultats qui montrent que certaines classes de

graphes sont reconstructibles, (Nous dirons qu'une classe 9 est

reconstructible si chaque graphe dans g est reconstructible),

Exemple : les graphes réguliers sont reconstructibles,

(ii) Des résultats qui montrent la reconstruction de para-

métres (Un paramétre ou n'importe quelle fonction définie sur une

classe 9 de graphes est reconstructible si pour chaque graphe

G de 9, ce paramétre ou fonction prend la méme valeur quelque soit
la reconstruction de G). Exemple : 1la connectivité, k(G), d'un
graphe G est reconstructible, G est connexe si et seulement si
il existe au moins deux cartes parmi CI’CZ""’Cn’ contenant des
graphes connexes. D'ou, si G est connexe : k(G)=1 + min k (graphe
sur la carte Ci)' t
Kelly (46) donne un lemme trés simple qui a été l'outil le
plus utilisé dans les méthodes de reconstruction comme on le remar-

quera tout au long de ce paragraphe,

Lemme de Kelly (Kelly (46)) :

Soient G et F deux graphes tels que lV(F)l-(lV(G)l. Le nombre
n(F,G) de sous-graphes partiels de G isomorphes a4 F est reconstruc-

tible,



Démonstration

Chaque sous-graphe partiel de G isomorphe a F apparait dans
exactement lV(G)‘-lV(F)l sous-graphes G (vev(G)). Donc,
n(F,G)= £ n(F,G6 )/ (Jv(G)| - |v(F)| )
VeV(G)
Il est clair que le cB8té droit de cette égalité est recons-

tructible., n(F,G) est donc reconstructible,
C.0.F.D,

Corollaire ;

Soient G et F deux graphes tels que |V(F)| < |v(G)|. Le
nombre de sous-graphes partiels de G isomorphes i F et qui possé-

dent un sommet donné v, est reconstructible.

Démonstration ;

Ce nombre est n(F,G) - n(F,Gv)

C.Q.F.D,

Si 1'on prend F=K2 dans le lemme de Kelly, on obtient que
le nombre d'arétes est reconstructible. En prenant F=K2 dans le

corollaire, on obtient la reconstruction de la séquence des degrés.

Plus encore, la séquence des degrés des voisins d'un sommet

donné est reconstructible

Soit G un graphe d'ordre n et v un sommet de G. Soit

drgdzg...sdn_l la séquence des degrés des sommets de G différents

. U ] ]
de Ve Soit d}<‘12\<’..<dn*‘l

que la liste dl,d;,...,d;_l s'obtient a partir de la liste

la séquence des degrés de Gv' On sait

dl’d2”°”dn—1 en retranchant d'une unité certains di’ La liste
des valeurs di modifiées de cette maniére n'est autre que la liste
des degrés des voisins de v dans G, Etant donné deux suites crois-
PR : o " L !
précédent, nous nous proposons de former la liste des valeurs d,

,...,dé définies comme

qui ont été modifiées, en raisonnant par récurrence sur k :



1) Pour k=1 : Les listes sont de longueur 1 : d, et di.

- Si d1'=dl alors d1 n'a pas été modifiée.

- Sinon, d1 a été modifiée,

2) Supposons que pour k=j, on peut former la liste des
valeurs modifiées, a partir de (di) et (df) .
1€igj 1€i<j

3) Pour k=j+1

3.1,) - Si d1'=d1 alors d; n'a pas été modifiée.

- Sinon, d; a été modifiée,

3.2.) - dé,d',...,d3+1 est la liste obtenue a4 partir de
d2,d3,...,dj+1 en modifiant les d; autres que dl' Par
hypothése de récurrence, on peut former la liste des

valeurs modifiées dans dz’d3’°“’dj+1'

Dtaprés (3.1) et (3.2), on a la liste des valeurs modifiées
dans dl’dz,oco,dj+1-
Ainsi, la séquence des degrés des voisins de v est recons-

tructible car la séquence des degrés des sommets de G différents

de v et la séquence des degrés de Gv sont reconstructibles.
C.Q.F.D.

La reconstruction de la séquence des degrés de G nous
permet de montrer que les graphes réguliers sont reconstructibles.
Soit G un graphe k-régulier., Comme la séquence des degrés est (
reconstructible, toutes les reconstructions de G sont k-régulieéres,
En plus, toutes les reconstructions de G sont isomorpbes car elles
peuvent étre obtenues, a4 un isomorphisme prés, a4 partir de n'im-
porte quel Gv en ajoutant un sommet et en le joignant a tous les

sommets de Gv de degré k-1,

Ce type de démonstration concernant la reconstruction des
classes de graphes est trés courant, Elle se divise en deux
parties : tout d'abord on vérifie que toute reconstruction appar-
tient 4 la classe (reconnaissance) et ensuite, on reconstruit en
supposant que toutes les reconstructions sont dans la classe

(faible reconstruction). Ainsi, une classe g de graphes est



reconnaissable si pour tout G de 9, toute reconstruction de G

est dans 9. Elle est faiblement reconstructible si pour tout

G de 9, toutes les reconstructions de G qui sont dans @ sont iso-
morphes 4 G. Il s'en suit que @ est reconstructible si et seulement

si g est reconnaissable et faiblement reconstructible.

Une autre classe de graphes qui a été reconstruite est la
classe des graphes non-connexes (Harary (32)). Plusieurs démonstra-
tions ont été faites qui montrent comment reconstruire les conipo-
santes connexes du graphe. Nous allons énoncer un théoréme di a
Bondy et llemminger (6) qui permet d'obtenir des démonstrations plus
simples de quelques uns des principaux résultats en reconstruction,
en particulier, la reconstruction des graphes non-connexes. Ce
théoréme de dénombrement a permis aussi d'unifier les méthodes de

reconstruction de certaines classes de graphes,

Soit f une classe de graphes et F et G deux graphes tels
que Fef et n(F,G)>0, Un sous-graphe partiel de G qui appartient a f§
sera appelé un f-sous-graphe de G ; un f.sous-graphe maximal de G
est un f-sous-graphe de G qui n'est pas un sous-graphe d'aucun
autre f-sous-graphe de G, Par exemple, si f est la classe des gra-
phes connexes, les f-sous-graphes maximaux de G sont les compo-
santes connexes de G. Une (F,G)-chaine de longueur n est une suite
(FgsFysee.,F ) de f-sous-graphes de G telle que F~F(CF C...CF CG.
Deux (F,G)-chaines sont isomorphes si elles ont la méme longueur
et les termes correspondants sont des graphes isomorphes. Le rang
de F dans G est la longueur de la plus longue (F,G)-chaine, noté

rang (F).

Théoréme de dénombrement (Bondy et Hemminger (6)) :

Soit 9§ une classe reconnaissable de graphes et soit f une
classe quelconque de graphes, telle que pour tout G dans g,
chaque f-sous-graphe de G est : (i) sommet propre, (ii) contenu
dans un seul f-sous-graphe maximal de G. Alors, pour tout F dans
f et tout G dans 9, le nombre m(F,G) de f-sous-graphes maximaux

de G isomorphes a F est reconstructible,



Démonstration :

D'aprés (i) aucun f-sous-graphe maximal n'aura[V(G)]
sommets, Donc, |V(F)| < |[V(G)| pour tout Fef .

Nous montrons par récurrence sur rang (F) 1'égalité suivante

rang(F) n
(1) m(F,G)= nio r (-1) n(F’Fl)n(Fl’F2)"'n(Fn—l’Fn)n(Fn’G)
ou la somme interne est prise sur les (F,G)-chaines non-isomorphes
(FgsF 50..,F ) de G.

Supposons que le rang de F soit zéro, alors toute (F,G)-chain
a une longueur égale a zéro, cl'est-a-dire, tout sous-graphe de G
isomorphe a3 F est un f-sous-graphe maximal de G et donc
m(F,G)=n(F,G).

Supposons maintenant que rang (F)=r :

Soit (FI’FZ""’Fp) la liste des f-sous-graphes maximaux de
G. D'aprés la condition (ii), tout sous-graphe de G isomorphe i F
appartient 4 un seul Fi‘ De plus, tout f-sous-graphe de G isomor-
phe a F est contenu dans un f-sous-graphe maximal de G (a 1a

limite, il serait un f-sous-graphe maximal de G). Donc,
P
n(F,G)= 3 n(F,F.)
. i
i=1
Si on regroupe les termes n(F,Fi) en mettant ensemble les
Fi isomorphes, on a :

(2) n(F,G)= x n(F,X) m(X,G)
X

ou la somme est prise sur l'ensemble des graphes X isomorphes

aux f-sous-graphes maximaux de G,

On peut négliger la condition de maximalité de X dans

N

1'égalité (2) car m(X,G) est égal A& zéro s'il n'existe pas de

f-sous-graphe maximal isomorphe a4 X. L'égalité (2) peut s'écrire :
(3) m(F,G)=n(F,G)- 2 n(F,X)m(X,G)
X

ou la gsomme est prise sur l'ensemble des graphes X isomorphes

aux f-sous-graphes de G non isomorphes i F,



On peut considérer dans (3) uniquement les X tels que
n(F,X)#0. Dans ce cas, le rang de X est inférieur a r (sinon F
aurait um rang supérieur a r), Donc, on peut appliquer 1'hypothese

de récurrence a m(X,G) dans (3), on obtient ainsi 1'égalité (1).

Alors, soit M une reconstruction de G. Etant donné que g
est reconnaissable, H satisfait aux conditions (i) et (ii), et
ainsi 1'égalité (1) stapplique au graphe Y. Pour toute (F,G)-chaine
il existe une (F,H)-chatne isomorphe a celle-13a et vice versa.
Cette observation avec le lemme de Kelly implique que le cété
droit de 1'égalité (1) est égal pour G et H et donc m(F,G) est

reconstructible,
C.Q.F.D
Comme on 1'a indiqué avant d'énoncer ce théoréme, nous le
proposons pour montrer une technique de dénombrement, autre que

le lemme de Kelly, qui sera utilisée pour avoir des démonstrations

Plus courtes des résultats connus.

Corollaire 1 (Bondy et Hemminger (7)) :

Les graphes non-connexes sont reconstructibles,

Démonstration

Un graphe G est non-connexe si et seulement si au plus un
Gv est connexe, Par conséquent, les graphes non-connexes sont
reconnaissables. En prenant f comme la classe des graphes connexes
et 9 la classe des graphes non-connexes, le théoréme de dénombre-

ment établit la faible reconstruction de g,
C.Q.F.D,

On remarquera que tout graphe dont le complément est
non-connexe, est reconstructible, les graphes "joints" sont donc
reconstructibles (un graphe G est le graphe "joint" de deux graphes
G;s G, disjoints si V(G)—V(G )UV(G ) et
E(G)=E(G,)UE(G )U{(x,y)/)uV(G ), yfv(a )} ). En particulier, les

graphes n—partl complets sont reconstructibles,



Les arbres ont été reconstruits par P.J. Kelly (46). La
preuve donnée par Kelly est basée essentiellement sur la propriété
des arbres qui sont centrés (un seul centre) ou bicentrés (deux
centres). Ainsi, son but a été de chercher 1'isomorphisme entre
les branches de deux reconstructions quelconques. Sa démonstration
est trop longue car il doit considérer Plusieurs cas séparément.

A 1'aide du théoréme de dénombrement on peut donner une démonstra-
tion plus courte de la reconstruction des arbres., Harary et Palmer
(35) ont renforcé 1le résultat de Kelly en reconstruisant les arbres
a partir de leurs sous-arbres propres maximaux (on remarque en
passant que le théoréme 4 dans (35) n'est pas toujours vrai, un
contrexemple est donné par 1la fig. (3.a). Ce qui conduit i
restreindre les hypothéses aux arbres avec au moins 4 sommets
pendants au lieu de 3. Lovasz (55), dans un résumé de la démonstra-
tion d'Harary et Palmer, fait une remarque qui n'est pas vraie en
général (page 522, cas (2b)). Un contrexemple en est donné par la
fig. (3.b)). Bondy (4) est allé Plus loin en montrant que les arbres
sont reconstructibles i partir des sous-arbres obtenus en enlevant
un sommet périphérique (c'est—é—dire, un sommet qui est extrémité

d'une plus longue chaine de 1tarbre),

¢
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|
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figure 3



Théoréme (Bondy et llemminger (7))

Les arbres sont reconstructibles,

Démonstration :

Les arbres sont reconnaissables car un graphe G est un

arbre si et seulement si G est connexe et IE(G)) = [vV(G)| -1.

Un arbre est une chaine si et seulement si A(G)g2. Ainsi,

les chaines sont reconstructibles.

Pour un arbre qui n'est pas une chaine, toute plus longue
chaine est un sous-graphe propre au sens des sommets, Il résulte
du lemme de Kelly que le diamétre et le rayon d'un arbre sont
reconstructibles, ce qui signifie que les arbres centrés (diamétre

pair) ou bicentrés (diamétre impair) sont reconnaissables,

Sachant qu'un sommet v est périphérique si et seulement si
d(v)=1 et v est sur une plus longue chaine, on en déduit que 1le

nombre de sommets périphériques est reconstructible.

Une branche d'un arbre centré (bicentré) est un sous-arbre
de G admettant le centre (l'ar@te-centrale) comme sommet (aréte)
pendant et maximal pour cette propriété, Une branche est appelée
rayonnante si elle comporte un sommet périphérique de 1l'arbre.

Un arbre bicentré comporte exactement deux branches, toutes deux
rayonnantes. Un arbre est dit fondamental s'il posséde exactement
deux branches, l1'une est une chaine appelée tige, l1lt'autre branche

est appelée feuillage,

Un arbre (différent d'une chaine) de rayon r est fondamental
si el seulement si il ne contient pas de sous-graphe isomorphe a
un des graphes de la figure 4 (ol les centres sont identifiés par
la lettre ¢ et les distances a et § varient entre 1 et r-1) Les
graphes de la figure 4 sont reconnaissables. Par exemple un arbre
G est du type 1 si et seulement si il contient une chaine de
longueur 2r=|V(G)| -2 et r+2 chafnes de longueur r+1, Donc, d'dpres

le lemme de Kelly, les arbres fondamentaux sont reconnaissables,



. I « type 1
r c r
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figure 4

Les arbres fondamentaux sont faiblement reconstructibles,
Soit G un arbre fondamental centré (bicentré). Alors toutes les
reconstructions de G sont isomorphes a4 G car elles peuvent s'obteni
a un isomorphisme prés, a partir du sous-arbre bicentré (centré)
Gv ayant le sommet de degré plus grand que 2 le plus prés de
l'aréte centrale (sommet central), en allongeant d'un sommet une

de ses chaines rayonnantes,

Il reste a prouver que les arbres non-fondamentaux sont
reconstructibles. Soit G un arbre non- fondamental et F un graphe
fondamental de méme diamétre que G, D'aprés le théoréme de dénom-
brement, le nombre de sous-arbres fondamentaux maximaux de G
isomorphes a F est reconstructible. Nous pouvons utiliser cette
information pour trouver les branches rayonnantes de G, Toute
branche rayonnante, qui n'est pas une chaine, comportant k sommets
périphériques de G est le feuillage de (p(G)~k) sous-arbres
fondamentaux de G, oi p(G) est le nombre de sommets périphériques
de G. Ceci nous donne les branches rayonnantes de G qui ne sont
pas de chaines, Le nombre de branches rayonnantes qui sont des
chaines est égal a p(G) moins le nombre total de sommets périphé-

riques dans les branches rayonnantes qui ne sont pas de chatines,

Si G est centré, il reste i reconstruire les branches non-
rayonnantes. Mais, ce sont les branches non rayonnantes d'un G

obtenu en enlevant soit un sommet périphérique d'une branche



rayonnante qui comporte au moins deux tels sommets, si une telle
branche existe, soit un sommet pendant non-périphérique d'une
branche rayonnante, si une telle branche existe. Autrement, toutes
les branches rayonnantes sont des chatnes et les branches non
rayonnantes peuvent &tre obtenues facilement i partir dtun G ou

v est un sommet périphérique,
C.Q.F.D,

Bondy (5) a montré que les graphes séparables sans sommets
pendants sont reconstructibles, Concernant les graphes avec des
somnets pendants, peu de résultats ont été obtenus (Bondy (5),

Greenwell et Hemminger (29)).

Geller et Manvel (24) ont reconstruit les cactus (crtest-a-
dire les graphes connexes dont chaque bloc est soit une aréte soit
un cycle). Manvel et Weinstein (65) et O'Neil (76) ont reconstruit
les graphes dont au moins un des sous- ~graphes G est une forét,

Ces deux resultatb, plus la reconstruction des grapheb non-connexes
impliquent que tous les graphes G avec 'E(G)|\|V(G)l+l sont

reconstructibles,

D'autres classes de graphes ont été reconstruites ; ainsi,
les 2-arbres (G est un 2-arbre si G~K2 ou s'il existe un sommet
v de G de degré 2, adjacent a x et a y, (x adjacent a y) et G,
est un 2-arbre), les graphes non- séparables critiques, les graphes
non-séparables aréte-critiques, les C-~graphes (un C-graphe est un
graphe comportant une clique telle que toute aréte du graphe est
incidente a cette clique), les graphes planaires maximaux sont des
classes de graphes reconstructibles (Fiorini (21), Lauri (52)).
Greenwell et lemminger (31) ont généralisé la reconstruction des
composantes connexes des graphes non-connexes et la reconstruction
des blocs des graphes_séparables. Ce résultat, nous le proposons

comme un corollaire du théoréme de dénombrement,

Corollaire 2 ;

Si F est k-connexe et G ne 1l'est pas, alors le nombre de
graphes k-connexes maximaux .de G isomorphes a F est reconstruc-
tible,



Démonstration :

Soit f la classe des graphes k-connexes et g la classe des
i
graphes qui ne le sont pas. g est reconnaissable car la connecti-

vité d'un graphe G connexe est k(G)=1+min k(Gv). On obtient le
VeV(Gv)

résultat en appliquant le théoréme de dénombrement,
C.Q. F.D.

La reconstruction des paramé&tres d'un graphe a un rapport
trés étroit avec la reconstruction des classes de graphes. En
effet, étant donné un paramétre reconstructible, chaque valeur du
paramétre détermine de maniére naturelle une classe de graphes
reconnaissable. La plupart de paramétres les plus classiques sont
reconstructibles ; par exemple, le nombre de stabilité, le nombre
de couplages maximum (chapitre II), le nombre chromatique (chapitre
IT), etc. La reconstruction du polynSme dichromatique (Tutte (91),
(92), 03)) permet de reconstruire le polyndme chromatique, et donc
le nombre chromatique, ainsi que les trois paramétres suivants :
le nombre de graphes partiels non-connexes isomorphes 4 un graphe
non-connexe donné, le nombre de graphes partiels séparables dont
les blocs sont isomorphes & une liste donnée de graphes (en parti-
culier, le nombre d'arbres est reconstructible) et le nombre de
graphes partiels non-séparables avec un nombre d'arétes fixé
d'avance (en particulier, le nombre de cycles hamiltoniens). Dans
le méme ordre d'idée, le polyndme caractéristique est reconstruc-
tible (Tutte (92), Pouzet (77)).

Ces résultats sont un complément au lemme de Kelly qui
donne des renseignements uniquement sur les sous-graphes sommets

propres,

Parmi les paramétres qui n'ont pas été reconstruits jusqu'a
présent, citons le genre, le genre maximum et l'indice chromatique.
Pour le genre, un premier pas pourrait é&tre celui de montrer que
les graphes planaires sont reconnaissahles 3 mais méme cela n'a
pas été établi. Cependant les graphes planaires maximaux (52) et

les graphes extérieurement planaires (26) sont reconstructibles,



1.2,3. - La Conjecture de 1'aréte-reconstruction des

graphes simples :

Malgré beaucoup dlefforts, peu de progrés a été réalisé
dans 1t!étude de 1la Conjecture d'Ulam. Ainsi, les classes de graphes
reconstructibles sont peu nombreuses et de structure assez simple.
Méme des,classes.de graphes suffisamment connues comme les graphes
bipartis, les graphes planaires, etc... n'ont pas été encore

reconstruites,

De maniére naturelle, Harary (32) a formulé 1a conjecture
de l'aréte~reconstruction, analogue a celle d'Ulam : Tout graphe
G est caractérisé par la liste des G, e¢E(G), dés que [E(G)| > 4.

Une aréte-reconstruction d'un graphe G est un graphe H tel
qu'il existe une bijection o E(G) - E(H) telle que G, ~ 1l a(e)?
pour tout e¢E(G). Les définitions de graphes et paramétres aréte-
reconstructibles, classe de graphes aréte-reconnaissable et
(faiblement) aréte-reconstructible » sont analogues i celles du
paragraphe précédent, Tous les graphes ne sont pas aréte-reconstruc-
tibles (figure §). Par 1a suite, tous les graphes considérés

satisfont aux hypothéses de la conjecture de l'aréte-reconstruction.

N

(Deux paires de graphes'non~aréte—reconstructibles)

Figure §

La conjecture de 1'aréte-reconstruction semble plus abordable
que celle d'Ulam car les graphes Ge’ e¢E(G), sont plus proches du
graphe G que les Gv’ eeV(G). De fait, la conjecture de 1'aréte- »
reconstruction est plus faible que celle d'Ulam car Hemminger (44)
montra qu'un graphe est aréte-reconstructible si et seulement si

le graphe adjoint de ce graphe est reconstructible.



De facon analogue, nous avons le lemme de Kelly et le

théoréme de dénombrement pour 1l'aré&te-reconstruction de graphes :

Lemme de Kelly (cas des ar&tes) (Bondy (6)) :

Soient F et G deux graphes tels que lE(F)l<|E(G)|. Le nombre
n(F,G) de sous-graphes partiels de G isomorphes a4 F est aréte-

reconstructible.

Théoréme de dénombrement (cas des arétes ) (Bondy (6)) :

Soit 9 une classe de graphes aré&te-reconnaissable et f
une classe de graphes quelconque telle que pour tout G dans g,
chaque F-sous-graphe de G est : (i) aréte propre ; (ii) contenu
dans un unique f-sous-graphe maximal de G. Alors, pour tout F
dans F et tout G dans 9, le nombre de f-sous-graphes maximaux de

G isomorphes a F est aré&te-reconstructible,

Greenwell (30) montra que tout graphe sans sommets isolés
est aréte-reconstructible s'il est reconstructible. Ce résultat
se démontre simplement en se servant du théoréme de dénombrement

ci-dessus,

Lemme 1 :

Le nombre de sommets isolés est aréte-reconstructible,

Démonstration

D'aprés le lemme de Kelly nous pouvons savoir si la plus
longue chaine de G est de longueur un, deux ou plus. Alors le
nombre de sommets isolés de G sera m-2, m-1 ou m, respectivement,

ou m est le nombre minimum de sommets isolés parmi les Ge.
f ' . . C.Q.F.D.
Théoréme :

Soit G un graphe sans sommets isolés. Si G est reconstruc-

tible alors G est aréte-reconstructible.
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Démonstration

Soit 9 la classe de toutes les aréte-reconstructions de G
et f la classe de tous les graphes d'ordre |V(G)| -1. Etant donné
que toutes les arétes-reconstructions de G n'ont pas de sommet
isolé (lemme ci-dessus), alors tous les f-sous-graphes sont aréte
propres et on peut appliquer le théoréme de dénombrement. Les
F-sous-graphes maximaux de G sont précisément les sous-graphes
induits propres maximaux de G (les G, veV(G)). Comme toute aréte-
reconstruction de G a les mémes Gv et comme G est reconstructible

il s'en suit que G est ardte-reconstructible,
C.QOFOD.

Le théoréme ci-dessus permet d'obtenir tout de suite des
classes de graphes aréte-reconstructibles aussi bien que des
paramétres aréte-reconstructibles. Les graphes réguliers, les
graphes non-connexes avec au moins deux composantes d'ordre » 2,
les arbres, etc.., sont ar&te-reconstructibles 3 11 suffit de
regarder la liste des graphés et parameétres reconstructibles
donnés dans le paragraphe précédent, Mais il y a des paramétres.
qui n'ont pas été reconstruits mais qui ont é&té "aréte-reconstruits",

comme par exemple la déficience de Betti et 1'indice chromatique.,

Miller (69), en utilisant une idée de Lovasz (54), a démontré
que presque tous les graphes sont aréte-reconstructibles. A ce
propos, on peut remarquer que la technique utilisée par Lovasz
et Milller concernant 1'aréte-reconstruction et celle utilisée par
Tutte((91), (92), (93)) concernant la reconstruction sont purement
"formelles", en ce sens qu'elles ne donnent pas un moyen de recons-

truire un graphe a partir de la liste des Ge ou celle des Gv'

Nash-Williams (70) a généralisé les résultats de Lovasz et
Miiller ; c'est sous cette forme que nous allons présenter ces
résultats. Précisons quelques notations. Si Hl et G sont deux
graphes et F est un graphe partiel de G, on note par (G~--ll)F
L'ensemble des applications injectives #n: V(G)-V(H) telles que
pour chaque aré&te [u,v] de G, [7(u),n(v)] est une aréte de H si
et seulement si [u,v] est une aréte de F, Par définition
G~ =(G-1), et e ~nl, =(c~m|.



Théoréme de Nash-Williams (70) :

Un graphe G est aréte-reconstructible si 1'on a une des
conditions suivantes,

(i) il existe un graphe partiel F de G tel que

|G-*H|F=|G-+GlF pour toute aréte-reconstruction H de G.

(ii) il existe un graphe partiel F de G tel que
IE(G)l—|E(F)| est pair et 'G-»G'F=0.

Démonstration :

Soient G et H deux graphes. Alors, pour tout graphe partiel
F. de G

E(G")| - |E(F)
o EE L

e ~n| = é' ~ H| (1)

ou G' parcours les graphes partiels de G qui contiennent F

Montrons 1'égalité (1), qui résulte de 1'application du

principe d'inclusion-exclusion :

Soient €132€95+0.,€, les éléments de E(G)-E(F) et
AisE(F+ei)-+H (on Fte;, est le graphe partiel de G formé par les
arétes de F plus ei).

I

k il
Ainsi, (G—»H)F=(F-+H)—£ifi=1§{l kf-l) |Al
- - E 2L BC IR Y

ol A¢=(F-»H) et A= N A14(F+{ei/ieI})—oH).

iel il
I
. I .
Donc, (G_‘H)F=lé[l,ooo’]((}_l) l ’ lAII: 12{1’00-31((;1) (F+{ei/1€I}‘H)

Gl

= Z'(—l) P(G')I_IE(F)'lG'~H| od G' parcours les graphes

partiels de® @ qui contiennent F. Donc, on a 1'égalité (1).

Si H est une ar&te-reconstruction de G, on a, d'aprés le

lemme de Kelly :

(6~ el la=ut= x () B -EE] (o0 g gy

= (-I)IE(G)I"E(F)l(1G-»G|—IG-*HI)



D'oa :
|G~+ul=|G~+G|+(—1)'E(G)‘“‘E(F)l('G-*HlF—lc-*G|F) (2)
Etant donné que le premier terme du cété droit de 1'égalité
(2) est positif et que le deuxiéme terme est non-négatif si F
satisfait a 1l'une des conditions (i) ou (ii), on a h}~lq >0,
Mais cela signifie que G et H sont isomorphes car ils ont le

mé&me nombre d!'arétes.

CoQoFoDo

Corollaire (Lovasz (54)) :

G est aré&te-reconstructible si lE(Gﬂ>§C?V(G)‘

Démonstration :

Si F est le graphe partiel nul de G, lG—‘HIF=lG—*ﬁﬁ.
e 2 = ) . .
Si IL(G)F>§C‘V(G)‘ ’ lG-*Hlest eégal & zéro quelque soit M, une
aréte-reconstruction de G, et donc F satisfait a la condition (i)

du théoréme de Nash-Williams. (nul = sans arétes).

C.Q.F.D,
Corollaire (Miiller (69)) :

G est aréte-reconstructible si ZlE(G)‘_1>|V(G)|!.

Démonstration ;

I1 existe Z'E(G)l_l graphes partiels F de G tels que
lE(G)l-lE(F)l est pair et il existe 'V(G)|! permutations de V(G).
Alors il doit exister un F qui satisfait a la condition (ii) du
théoréme car chaque injection de (G~+G)F est une permutation de
V(G) et si pour chaque F avec ‘E(G)l—IE(F)I pair on avait
‘G?*GlF:ﬁﬂ, alors il y aurait au moins 2 IE(G) -1 permutations de
V(G), ce qui est contradictoire,

C.Q0.F.D,

Corollaire ;

Un graphe G d'ordre n et de m arétes est aréte-~reconstruc-

tible si wm>(n log d)/log 2,



Démonstration :

m>(n log n /log 2)implique que 2" >n"™., D'autre part
nn;Z(n)! (car n22), Donc, G est ar&te-reconstructible d'aprés

le résultat de Milller ci-dessus.
C.Q.F.D,

I.2.4. - Conjecture de Kelly :

Un probléme beaucoup moins étudié a été mentionné par
Kelly (46) : Un graphe simple peut-il &tre caractérisé par 1la
famille de ses sous-graphes obtenus en enlevant k>1 sommets ?.
En général, la réponse est négative. Cependant, il semble qu'a
partir d'un certain ordre, tous les graphes simples sont caracté-

risés ainsi et Manvel (57) a formulé la conjecture suivante :

Pour tout entier k>0, il existe un entier v(k), tel que
tout graphe simple G d'ordre n 3 v(k) est caractérisé, a4 un isomor-

phisme prés, par la famille des sous-graphes Gg» IBl=k.

On remarque que, dans le cas k=2, si 1l'on connait les
étiquettes des sommets de B alors G est reconstructible (Lovasz
(55), page 81, probléme 14). W, Giles (28)a vérifié que les arbres
satisfont a la conjecture pour k=2. Toujours dans le cas k=2,
Manvel (63) montra que les graphes non-connexes satisfont A la
conjecture et qu'on peut reconnaitre a partir de la famille des
sous-graphes, les classes suivantes : les arbres d'ordre 326, les
graphes unicycliques d'ordre 35, les graphes réguliers d'ordre »5
et les graphes bipartis d'ordre 36, Il donne aussi un nombre
infini d'exemples non-triviaux de paires de graphes non-isomorphes

ayant la méme liste de sous-graphes GB.

I.2.5. - Conjecture d'Harary ou Cbnjecture de l'ensemble-

reconstruction des graphes simples.:

Harary (32) suggére une autre conjecture plus forte que celle
d'Ulam : L'ensemble des sous-graphes induits propres maximaux
suffisent 4 caractériser les graphes simples d'ordre 34, Plus
précisément, on appelle une ensemble-reconstruction d'un graphe
G, tout graphe H tel que l'ensemble des sous-graphes induits

propres maximaux de H soit égal a celui de G. Harary a conjecturé



que tous les graphes simples avec au moins 4 sommets sont

ensemble-reconstructibles,

Manvel ((57), (60), (64)) a montré que certains paramétres
(le degré minimum 8(G), le nombre d'arétes, 1l'ensemble des degrés,
la connectivité, le nombre de points d'articulation) et certaines
classes de graphes (les graphes non-connexes, les arbres, les
graphes séparables sans sommets pendants) sont ensemble-reconstruc—
tibles ; de méme, les graphes unicycliques (1) et les graphes

extérienrement planaires (27) sont ensemble-reconstructibles,

1.2.6. - Le cas des graphes orientés et multigraphes :

Tout naturellement, on se pose le probléme de 1t'étude des
conjectures d'Ulam et de )'aréte-reconstruction concernant les

graphes orientés et les multigraphes,

Cas des graphes orientés :

La Conjecture d'Ulam n'est pas vraie en général pour tous
les graphes orientés dlordre 33 (figure 6). Harary et Palmer (36)
ont confirmé la conjecture pour les tournois non-fortement connexes
d'ordre 2 5. 1ls avaient conjecturé que les tournois fortement
connexes sont aussi reconstructibles, mais Stockmeyer ((88), (89))
trouva une classe infinie de tournocis fortement connexes non-
reconstructibles. Harary et Palmer (35) ont observé que leur
démonstration concernant la reconstruction des arbres a partir
des sous-arbres maximaux s'applique dircctement aux arbres
orientés ayant au moins trois sommets pendants. Ramachandran (81)
reprend la méme démonstration de Bondy (5) pour démontrer que
les graphes orientés séparables d'ordre 23 sans sommets pendants

sont reconstructibles.

AVANRY, Y\

figure 6




En ce qui concerne l1l'arc-reconstruction, les techniques
employées dans 1'aré&te-reconstruction peuvent s'appliquer a
1'arc-reconstruction (par exemple, le principe d'inclusion-
exclusion utilisé dans la démonstration du lemme de Nash-Williams
(page 26)). C'est ainsi qu'on démontre que les tournois sont

arc-reconstructibles (Bondy et Hemminger (6)).

Cas des multigraphes :

Ce cas a été trés peu étudié., En fait, c'est un probléme
beaucoup plus compliqué car méme si l'on arrive a reconstruire
le graphe simple sous-jacent, on ne sait pas comment placer les
arétes multiples. En effet, on peut voir que la Conjecture d'Ulam
pour les multigraphes est équivalente a la Conjecture d'Ulam
pour les graphes simples avec ar8tes colorées (Weinstein (95)) :
Etant donné la liste des sous-graphes induits propres maximaux
d'un multigraphe on construit une autre liste en remplacant les
arétes multiples par une seule aréte colorée, de sorte que deux
arétes sont de couleurs différentes si le nombre d'arétes multiples
qui correspond & chacune de ces deux arétes dans le graphe original
sont différents. De cette fagon, la nouvelle liste est la liste
des sous-graphes induits propres maximaux des graphes simples
colorés correspondant aux reconstructions du multigraphe. Ainsi,
on voit que méme si le graphe simple associé est reconstructible,

la coloration des arétes est un probléme qui reste a résoudre,

Les multigraphes non-connexes sont reconstructibles. La
démarche suivie par Harary et Palmer (35) pour reconstruire les
arbres est employée pour reconstruire les multigraphes connexes
dont les cycles sont de longueur¢ 2 (Bondy (5)). Les multigraphes
séparables sans sommets pendants sont reconstructibles (Bondy (5))
Tous les paramétres reconstructibles présentés dans le paragraphe

(I.2.2.) sont reconstructibles pour les multigraphes,



CUAPITRE II

APPLICATION DE TECHNIQUES DE DENOMBREMENT

A LA RECONSTRUCTION DE CERTAINS PARAMETRES






Ir.1. - INTRODUCTION :

Le lemme de Kelly tel qulon a exposé dans le chapitre I a
été 1'outil le plus couramment utilisé dans le probléme de recons-
truction. En général, ce sont des techniques de dénombrement
combinées avec des raisonnements purement graphiques qui ont permis
la reconstruction d'importantes classes de graphes (les graphes
non-connexes, les arbres, les graphes séparables sans sommets

pendants, etc,).

Le lemme de Kelly permet de reconstruire le nombre de sous-
graphes d'un graphe G qui sont isomorphes 3 un graphe donné,
d'ordre inférieur 4 celui de G, Il en découle tout naturellement le
probléme de savoir si 1l'on peut reconstruire le nombre de graphes
partiels d'un graphe, isomorphes a un graphe donné. Dans (92),
Tutte a montré que le nombre de multigraphes partiels isomorphes
a un multigraphe non-connexe donné, le nombre de multigraphes
partiels séparables dont les blocs sont isomorphes A une liste
spécifiée d'avance, le nombre de multigraphes partiels non-séparables
avec un nombre spécifié d'ar&tes sont des paramétres reconstructibles,
De ces résultats, il découle directement que le nombre de couplages
maximum, le nombre d'arbres et le nombre de cycles hamiltoniens
sont reconstructibles, Les techniques employées par Tutte pour
obtenir ces résultats font appel aux séries génératrices a plusieurs
variables, Notre but dans ce chapitre est de montrer que 1l'on peut
obtenir les résultats de Tutte en utilisant des techniques de dé-
nombrement purement graphiques. Ces techniques sont basées sur deux
identités établies par Kocay (4?). Ces identités vont nous permettre
d'obtenir la reconstruction et 1l'arédte-reconstruction respectivement
de deux paramétres, n¥*(F,G) (page 44) et m#(F,G) (page 48), qui
nous donnent directement la reconstruction du nombre chromatique,
du nombre d'absorption et de 1'aréte- connexité, ainsi que
1'aréte-reconstruction de l'indice chromatique et de la déficience
de Betti,.

Nous commengons par donner deux identités fondamentales

diies a Kocay.



Lemme 1 (Kocay, (47)) :

Soit 9=Qg1, gy ...t la classe des multigraphes sans
sommets isolés, Soit (hi) 1< i< K une famille de k éléments de 9.

Si G est un multigraphe alors :

n (h;, G) n (h,, G) voo n (h,, G) = > b, n (g, G)
1 2 k . i i
i»l
ol - n (h,G) est le nombre de sous-graphes de G isomorphes a h,

- bi est le nombre de recouvrements de E(gi) a k éléments
tels que : E(gi) = E UE,... UEk et g; [Ej}whj,

J=1, 2, ¢«ou, ke

Démonstration :

l)ﬁégfg, un sous-graphe de G isomorphe & g est uniquement
déterminé par la donnée de 1l'ensemble de ses arétes car g est

sans sommets isolés., Par conséquent les deux écritures :

G [Ei]-h et E; ~h sont équivalentes,
2) On considére deux ensembles construits a partir de E(G).

Premier ensemble :

A=1 Ai
i»>1

2 ni

1
i 2 cce» Fi les ni = n(gi,G)

Pour i fixé, soit F,”, F

sous-graphes de G isomorphes a g; (FiJ c E (G)).

A chaque FiJ (j=1,2,...,ni) on associe l'ensemble de k-uplets

(Cl,cz,.lo’ck) Satisfaisant é .

3 k
- Fi =UC

1=1
~h1 (1=1,2,.00,k)

1

..Cl



Comme FiJ est isomorphe a g; pour tout j, a chaque FiJ correspond
bi recouvrements vérifiant les deux conditions précédentes.
Autrement dit, le nombre de k-uplets associés a FiJ est bi‘

Ltensemble de tous ces k-uplets, pour j=l,2,...,ni, constitue 1l'en-

semble A.
i

b.
i
~ un k-uplet (ou recouvrement).
2 L!'ensemble de ses k-uplets
1 constitue Ai.
1 2 n.
Fi Fi « o o Fil
On a, IAil = bin
D'on, Al = b,n;
il
Deuxiéme ensemble :
k
B = n B,
i=1 *

ou pour 1 ik

1 2

- B ={E] , Ej 5 eens Bg_’ig

i
-p; = n(h,,G)

Eg«;n(c), 3= 1,25000,p

Eg'” hi » 3 = 1:2:-00391

On a |B| = “(hl’ G) n(hz, G) ... n(hk,G)

B est un sous-ensemble de A car pour chaque k-uplet (DI,DZ,...,Dk)c B,
il existe un i unique tel que DIUD2 o UDkNgi (gie g), comme

Di est isomorphe a hi’ i=1,2,.04,k, DIUD2"°UDk est un recouvre-

ment d'un certain Fg. I1 reste a montrer que A< B, ce qui est

. . PR
évident car soit Ii clucz...

(1€1<k) alors il existe p tel que C, est le

UCk un recouvrement, comme

¢, cE(G) et C1~ hl
n-iéwe 47ément de B;, donc éCn,CZ,...,Ck)e B,

C N R D



Lemme 2 (Kocay, (47)) :

Soit,9=z gl,gz,...z la classe de tous les multigraphes.

Soit (h.) une famille de k éléments de 9. Si G est un
1<i<k

multigraphe, alors :

s(hl,G) s(hz,G)...s(hk,G) = .z: a; s(gi,G)
il
ol - s(h,G) est le nombre de sous-graphes induits de G

isomorphes i h,

- a est le nombre de recouvrements de V(gi) a k éléments

tels que : V(gi) = V,UV,.. UV, et gi[Vj]"'hj (1< jick).

Démonstration :

La démonstration est similaire a4 celle du lemme 1, il suffit
de remarquer que tout sous-graphe induit de G isomorphe i un
élément g de 9est uniquement déterminé par son ensemble des

sommets,

C.Q.F.D.

IT.2. - RECONSTRUCTION DES MULTIGRAPHES PARTIELS
NON-CONNEXES D'UN MULTIGRAPHE :

En nous servant du lemme 1 nous obtenons une extension du
lemme de Kelly aux multigraphes partiels non-connexes d'un
multigraphe., Avant de donner cette extension, nous présentons un
résultat concernant le dénombrement des sous-graphes d'un

multigraphe,
Lemme 3 :

Soit G un multigraphe d'ordre n. Soit F un multigraphe
d'ordre k U{(tﬂ. Soit q le nombre de sommets isoiés de F,
Soit H le graphe obtenu a partir de F en enlevant p sommets
isolés (p <q). Alors,

= P P
n(F,G) = n(H,G) x cn_k+p/cq.



Démonstration :

Formons la liste des sous-graphes de G isomorphes a F a
partir de celle des sous-graphes de G isomorphes a Nl de la maniére
suivante. A chaque sous-graphe “G de G isomorphe a ll on ajoute p
sommets isolés pris parmi les (n-kt+p) sommets dans V(G)—V(HG). De
cette fagon a chaque élément de la premiére liste correspond

P

Cn—k+p éléments de la deuxiéme liste (c'est-a-dire, celle que nous

construisons). On a les propriétés suivantes dans la deuxiéeme liste :

1) Tout sous-graphe de G isomorphe a F apparait dans cette

liste.

2) Chaque sous-graphe de G isomorphe a F apparait exactement

Cg fois dans la liste.
D'ou le résultat,
C.Q.F.D,

Proposition 1 :

(Extension du lemme de Kelly aux multigraphes partiels

non-connexes)

Soit G un multigvaphe d'ordre n »3 et F un multigraphe

non-connexe dlordre n, Alors,

n(F,G) est reconstructible.

Démonstration :

a) Supposons que F comporte q sommets isolés, q >0 : Soit ll
le graphe obtenu a partir de F en enlevant les sommets isolés. En
appliquant le lemme 3 avec k=n, q=p, on a n(F,G) = n(H,G) et

d'aprés le lemme de Kelly, n(H,G) est reconstructible.



b) F ne comporte pas de sommets isolés : Soient hl,hz,.._.,hk

(k >2) les composantes connexes de F., On a d'aprés le lemme 1

n(h;,6) n(hy,6) ... n(h,6) = ¥ b;n(g,,6) =

iyl
> b.n(g.,G) + Y b.n(g, ,G)
IV(g;den * F V(g))l=n * 7
(1) .
Interprétons z:bin(gi,G) :
V(e =n

Pour g;e g tel que |V(gi)l=n, tout recouvrement de E(gi)
en E UE,...UE, avec gi[Ej]-hj, 1< j<k, constitue une partition
de V(gi) car sinon on aurait lV(gi)bcz”V(hj)|= n,

k
Donc, IE(gi)|= jg%lEj| = |E(F)| et cela entraine g;~ F.

Ainsi le seul gieg d'ordre n, pour lequel bi#=0, est gi~fF :
> b,n(g; ,G) = b*n(F,G) (2)
IV(g;)l=n
En posant k = k1+k2+...+kp, ou kl représente le nombre de
multigraphes hl dans chaque classe d'isomorphisme de la famille
(hi) 1<ick, Il est facile de voir que b#* = k1 ! k2 ! eee kp !e

D'aprés (1) et (2) :

n(F,G) = (n(h;,6)n(h,,G)...n(h,,G) -lv(gi)'{,nbin(gi,c))/b*

le second membre est reconstructible d'aprés le lemme de Kelly.

D'ou le résultat.

C.Q.FQD.



Ir.3. - RECONSTRUCT1ON DU NOMBRE D'ARBRES ET DU NOMBRE DE
MULTIGRAPIHES PARTIELS CONNEXES UNICYCLTQUES ET LE
CYCLE DE LONGUEUR P :

Naturellement, la premiére étape d'une généralisation de
la proposition 1 consiste a reconstruire le nombre d'arbres d'un
multigraphe, isomorphes a un arbre donné. Ce probléme a été abordé
par Kocay (48) mais il reste irrésolu. Néanmoins, Tutte (92), par
une méthode longue et difficile a montré que le nombre de chalines
hami ltoniennes et le nombre d'arbres d'un multigraphe sont recons-
tructibles. Nous en donnons ici une démonstration simple de la

reconstruction de ce dernier paramétre.

Proposition 2 3

Le nombre d'arbres d'un multigraphe G d'ordre n» 3 est

reconstructible.

Démonstration :

Le nombre de multigraphes partiels de G comportant n-1
aréles est reconstructible car il est égal a qué)‘. Ce nombre
est égal au nombre d'arbres de G, a(G), plus le nombre de multi-

graphes partiels non-connexes de G ayant (n-1) arétes.

Soit® la classe des multigraphes non-connexes d'ordre n

et de (n-1) arétes, On a :

W 0n—1 . o
a((‘) = L'E(G)l "" g};g(&,(‘)o

Dtaprés la proposition 1, n(g,G) est reconstructible

quelque soit g appartenant a e,
CoQoFoDo

Dans la suite, nous montrons la reconstruction du nombre
de multigraphes partiels connexes unicycliques et le cycle de

longueur p.



Lemme 4 :

801t G un multigraphe d'ordre n»3, avec m arétes,

Soit Lp la classe des multigraphes d'ordre n, avec n arétes et

comportant exactement i cycles élémentaires de longueur p,

i1 et p{n-1, Soit Op un cycle de longueur p, Alors :

(0,,6) cp7P = ( (,G))
n n-p i%l i x g;Lp n(g

Démonstration :

Soit Cp un cycle de longueur p de G. Le nombre de multi-

graphes partiels de G avec n ardtes et contenant Cp est Cn g

Notons par Ji(Cp) la liste des multigraphes partiels de G

avec n arétes, comportant exactement i cycles de longueur p

parmi lesquels se trouve Cp. On a :

- ch-p
i§1 195 (G = g
D'ou :
,G) c"p—z > J. (C ) = (3 13.(c. ) )
(0p#G)xCpp c, (i>1 194(Cp)! i%x ¢ p)

Chaque multigraphe partiel de G avec n arétes et comportant

exactement i cycles de longueur p est contenu dans exactement i

des listes :
1 2 N j :
Ji(Cp), Ji(cp)’ eeey OU les Cg sont les cycles de longueur
p de G.

Donc, EEIJi(Cp)I = i x (nombre de multigraphes partiels de
Cc
P
G avec n arétes et exactement i cycles de longueur p) =

i X ( z n(g,G))
chp

Et on a donc 1'égalité annoncée.

C.Q.F.D,
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Proposition 3 :

Soit G un multigraphe d'ordre n » 3 et de m arétes, Le
nombre de multigraphes partiels de G, connexes, ayant n arétes
et exactement un cycle de longueur p ¢ n-1, ap(G), est reconstruc-

tible.

Démonstration :

Soit dp(G) le nombre de multigraphes partiels de G ayant
n arétes et exactement un cycle de longueur p. Soit bp(G) le nombre

de multigraphes partiels de G, non-connexes, de n arétes et avec

exactement un cycle de longueur p. On a :

a (G) = d (G) - b (G

a (@) = 4 (0) - b (c)
1) bp(G) est reconstructible d'aprés la proposition 1
2) dp(G) est reconstructible, En effet, on a :

d (6) = 2, | nl(g,6)

P .

gel
Y

D'ou, d'aprés le lemme 4 :

G) = n(o_,G) c7F - i . G)).
d,(6) = nlo,, ) Cop i§:2u(g§L; n(g,G))

Pour p {n-1, n(Op,G) est reconstructible. n(g,G) est
reconstructible quelque soit gt:L;, i»2, car g esltl non-connexe
(proposition 1), Dunc,.dp(G) est reconstructible,

(1) et (2) entrainent la reconstruction de ap(G).
C.Q.F.D,
I1 reste a reconstruire le nombre de multigraphes partiels

de G, connexes, avec n aréles et un cycle de longueur n, cl'est-a-

dire le nombre de cycles hamiltoniens de G.
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Proposition 4 :

Soit G un multigraphe d'ordre n»? 3, avec m arétes. Alors, le

nombre de cycles hamiltoniens de G est reconstructible.

Démonstration :

Soit Fn la liste des multigraphes partiels de G avec n arétes,

C, la liste des cycles hamiltoniens de G, D 1la liste des multi-

graphes partiels de G, connexes, avec n arétes et un cycle de
longueur inférieure ou égale a (n-1), In la liste des multigraphes

partiels de G, non-connexes, avec n arétes,
On a les propriétés suivantes :

1) IF_| =IC|+ID_|+|T,|

_ R
2) |F | =Ch
n-1
3) ID | = 2; ap(G) (voir proposition 3)
p=1
4) IInl = 2: n(g,G) ol 6 est la classe des multigraphes non-
g€

connexes d'ordre n et de n arétes,
Les égalités (2), (3) et (4) impliquent que IFnI ,IDnI etlIn| sont

reconstructibles (d'aprés la proposition 3 et la proposition 1),

Ainsi,
ICnl est reconstructible d'aprés 1'égalité (1).

C.Q.F.DO

Proposition 5 :

Soit G un multigraphe d'ordre n» 3. On a :
1) Le nombre de multigraphes partiels de G ayant exactement un cycle.

2) Le nombre de multigraphes partiels connexes de G ayant

exactement un cycle,



3) Le nombre de multigraphes partiels connexes de G avec n arétes

et comportant exactement un cycle de longueur p n.

sont des paramétres reconstructibles.

Démonstration :

n
1) Ce nombre est égal a y n(g,G) + y a (G), ouB@est la classe
geO p=1 P

des multigraphes non-connexes d'ordre n et avec exactement un
cycle, Les deux termes de cette somme sont reconstructibles
d'aprés la proposition 1 et les propositions 3 et 4 respective-

ment,

) n

2) Ce nombre est égal a %
p=1

les propositions 3 et 4.

ap(G), qui est reconstructible d'aprés

3) Ce n'est rien d'autre que les propositions 3 et 4.

CoQoF.Do

I1.4. - LES PARAMETRES n#*(F,G) et m¥*(F,G) :

On considére la reconstruction de deux paramétres relatifs
au dénombrement des partitions de 1'ensemble des sommets et de
l'ensemble des arétes respectivement, en des ensembles qui induisent
des sous-graphes isomorphes aux multigraphes d'une liste donnée

d'avance,

IT.4.1. - Reconstruction de n¥(F,G) :

A 1'aide du lemme 2 nous obtenons la reconstruction d'un
paramétre, n*(F,G), qui a un rapport trés étroit avec le nombre
de multigraphes partiels non-connexes dont les composantes connexes

sont isomorphes aux éléments d'une famille spécifiée d'avance,



Proposition 6 :

Soit G un multigraphe d'ordre n > 3.

Soit (h.) une famille de k » 2 multigraphes disjoints tel
1< i<k
k k
que I |V(h,)|] = n., Soit F=Uh,. Alors,
. i .G d
i=1 i=1

n¥*(F,G) = 1e nombre de partitions de V(G) en k sous-ensembles

Vl,Vz,...,Vk, telles qu'il existe une permutation ¢ de )l,2,...,k}

pour laquelle : G [vv(i)]“'hi’ i=1,2,...,k, est reconstructible.

Démonstration :

D'aprés le lemme 2 :

s(hl,G) s(hz,G) coe s(hk,G) = .Z ag s(gi,G) =
i»l
z a. s(g.,G) + g a. s(g.,G).
i>1 1 N il o
Ivig;)l<n - |V(g;)|=n
Interprétons p a, s(g.,G) :
. i i
i»1
'v(gi )l =n

Pour g; tel que IV(gi)|=n, on a s(gi,G)=l si g, ~G et O sinon.

Donc, i§1 a s(gi,G) = a; on ag est le nombre de k-uplets
Iv(g;)l =n

(VI’VZ""’Vk) tels que ViUV,e .UV, est une partition de V(G) et

G[V,]~h,, i=1,2,...,k.

Soit k = kl+k2+...+kp, ou k1 représente le nombre de multigraphes

h1 dans chaque classe d'isomorphisme de la famille (h;) « On a
1<ick

" n*(F,Q) = ag/(ky 1k, T ... ky 1)

D'ou le résultat.

C.Q.F.D,



Applications de la proposition 6 :

Corollaire 1 ; Soit G=(V,E) un graphe simple, connexe,

dtordre n»3. Alors

(a) La liste des G’x yz avec [x,y]¢E(G) est reconstructible,
’

(b) La liste des sz yl avec [x,y]fE(G) est reconstructible.
]

Démonstration :

(a) Soit fla classe des graphes simples F d'ordre n,

ththz, ou hl’ hz sont deux graphes disjoints, hl ~ K2 et h2 un

graphe simple quelconque d'ordre (n-2). Dans ce cas, n¥*(F,G) est
égal au nombre de graphes partiels de G qui sont 1'union de deux

sous-graphes induits disjoints de G isomorphes a hl et h2

respectivement. Alors on peut former la liste décrite en (a) de 1la
maniére suivante : pour chaque Fe f tel que n#(F,G) >0, on ajoute

a4 la liste n#*(F,G) graphes isomorphes au graphe h,.

(b) On peut reconstruire d'aprés le lemme de Kelly, la
liste de tous les sz y‘ de G, x#y. Alors la liste décrite en (b)
?

n'est autre que celle qu'on obtient en supprimant de la liste de

L

tous les G}x,y}' les G‘x y‘ trouvés en (a).

C.Q.F.D,

k
Soient F=Uh, et G comme dans la proposition 6, Soit n'(F,G)

1-'1
le nombre de multigraphes partlela de G unlon dlsjointe de k22

sous-graphes induits de G, hl ,h2 ,...,lk , tels que hi~hi

1<i<k. Exemple :

h h h3'



Le multigraphe partiel dont Le multigraphe partiel dont
les arétes sont €52€102€8€9> les arétes sont €15€55€5,
€r5€y9 est isomorphe a4 F mais €4°%52% est isomorphe a F

et il peut se décomposer en

il ne peut pas s'exprimer comme .
p P P 1'union de sous-graphes

étant 1'union de sous-graphes . . . <
grap induits isomorphes a

induits disjoints de G iso- \
1 ,h ,h .
1272273
morphes a hl’hz’hB’ car le sous-
graphe G[%eS,egtl n'est pas un

sous-graphe induit de G,

Corollaire 2 : La propriété : n'(F,G) > 0, est reconstructible,

Démonstration : n'(F,G) > 0 si et seulement si n*(F,G) >0,

C.Q.F.DO

On remarque que n'(F,G) < n*(F,G). En effet, soient

L1=1: U 1;...U 11 et L *12 U 12...U lﬁ deux multigraphes partiels

de G vérifiant ILS prosrlites énoncées plus haut. Soit VJ 1l'ensem-
ble des sommets du graphe 13. Comme V(L )=V(L ), on doit avoir
b(L )#E (L ), donc il existe x,y e V(G) tels que [x,y]eE(Ll) et
[x,y]{ E(L ) Par conséquent, il existe i tel que x eVl et y eVl
tandis que x et y n'appartiennent pas a un meme Vz, quelque 501t Js
car sinon on aurait [x,y] € E(L ) (car les 1J sont des sous-graphes
induits de G). Donc, a chaque multlgraphe partiel de G vérifiant
les propriétés, on peut associer une partition de V(G) différente,
satisfaisant aux propriétés énoncées dans la définition de n*(F,G).

D'ou le résultat.



L'inégalité peut &tre stricte, comme le montre 1'exemple

suivant

3 2 1
4 43 z 1
G : 5 F :
°s (l ! ? .
86 37 88
hl h2 h3

11 y a trois multigraphes partiels de G union disjointe de
trois sous-graphes induits isomorphes a hl’ h2 et h3, a savoir
F1=(V(G), 361’63’66’68t ), F2=(V(G), ‘el,es,es,e7* ) et
F3=(V(G), 3e2,e4,e6,68z ). Par contre, il y a quatre partitions de
V(G) en Vl,VZ,V3 telles que les sous-graphes induits par
Vl,Vz,V3 soient isomorphes a hl’h2’h3’ a savoir :
tis)ha,3,6,70, F1.2.800 L L1t 13,4,8,9) ,}1,2,6,7}

AR AP PR PRI I T R T R R

Mais lorsque les hj sont connexes on a 1'égalité :

Corollaire 3 : Si (hi) est une famille de k multigraphes
l<ki< k
connexes disjoints et F=U hi’ alors :
) i i:;l

n'(F,G) ; n¥(F,G).

i

Démonstration

11 suffit de moulrer que n¥(F,G) < n'(F,G). Soit
{Vl,Vz,...,Vk} une partition de v(G) telle que G [vi]~hi’

1<i<k. Le multigraphe partiel de G, F! = G [Vi],
i i=1
vérifie les propriétés énoncées dans la définition de n'(F,G).

: Considérons la relation d'équivalence de connexité du multigraphe
F'. L'ensemble quotient de cette relation n'est autre que
'(VI’VZ""’VR}‘ Donc, on peut faire correspondre a chaque parti-
tion de V(G) vérifiant les propriétés énoncées ci-dessus, un
multigraphe partiel de G différent vérifiant les propriétés

énoncées dans la définition de n'(F,G), d'on le résultat.

C_ 0O F._D.



IT.4.2. - Aréte - Reconstruction de m¥*(F,G) :

Le résultat donné dans ce paragraphe va nous permettre
d'étudier 1'aréte-reconstruction de certains paramétres.
En particulier, nous montrons directement que 1'indice-chromatique
est reconstructible et cela sans pPasser par le graphe adjoint
(on remarque que 1l'indice-chromatique d'un multigraphe G est égal

au nombre chromatique-du graphe adjoint de G, L(G)).

Proposition 7

Soient G’hl’h2’°"’hk des multigraphes sans sommets isolés.

G=(V,E), |V]=n, |E|=m >4, & IE(hiM =m, k » 2, Fss(hl,hz,...,hk).
i=1
Alors le nombre m*(F,G) de partitions de E(G) en k ensembles

BI’EZ""’Ek’ tel qu'il existe une permutation ¢ de {l,2,...,k}

pour laquelle G [E¢(i)]-hi, i=1,2,...,k, est aréte-reconstructible.

Démonstration :

Cette proposition est une conséquence directe de 1'égalité

donnée dans le lemme 1 :

n(hl,G)n(hz,G)...n(hk,G)= iil b, n(gi,G)

Nous allons décomposer la somme du cdté droit de cette

égalité :

I b.n(g,,G)= 3 b.n(g.,G)+ 5 b.n(g.,G) (1)
i@t T 5 N ot
IE(gi)|<m lE(gi)I =m
Interprétons z bin(gi,G) :
i»1
'E(gi)l =m

Si |V(gi)|<n et IE(gi)|=m alors n(gi,G)=0 car G ne comporte

pPas de sommets isolés.
Si IV(gi)|=n et IE(gi)|=m alors n(gi,G)=1 si g;~G et O sinon.

Donc, 3 bin(gi,G)=bG=nombre de recouvrements de E(G) en
i1
[E(g; )| =m
EIUEz...UEk, tels que G[Ei]~hi i=l,2’ooo’ko



Soit k=k1+k2
graphes hi dans chaque classe d'isomorphisme de la famille

(h.) .
U 1gick

+...+kp, ol k, représente le nombre de multi-

m*(F,G)sz/(kl! k,! ...kp!)

D'aprés 1'égalité (1), b, est aréte-reconstructible si

m >4 et ainsi m#*(F,G) est aréte-reconstructible.

C.Q.F.Dh,

11.5. - APPLICATION A LA RECONSTRUCTION DE CERTAINS PARAMETRES :

[
i

II.5.1. - Reconstruction de P(G), B(G), i(G) et le nombre

de couplages de cardinalité maximum :

Tutte a montré (92) que le polynbme chromatique est
reconstructible. Par conséquent, le nombre chromatique est
reconstructible. Nous donnons une démonstration directe de ce

résultat,

Proposition 8 :

Si G est un graphe simple d'ordre n >3 alors V(G) est

reconstructible.

Démonstration :

Soient hy,h,,.00,h, k32 stables disjdints et i§__l§1 ‘V(hi | =n
Posons Fk5§:?i' Sachané qué |E(G)] est reconstructible, on a :

1) si [E(G)] =0 alors r(G)=1

2) Si |E(G)| >0 alors y(G)=min (k/n*(Fk,G):>0)

Donc, P(G) est reconstructible d'aprés la proposition 6,

C.Q.F.D.



°
°

Proposition 9
Soit G=(V,E) un graphe simple, connexe, d'ordre n » 3. Le

nombre d'absorption de G, B(G), est reconstructible.

-

Démonstration :
Sachant que A(G) est reconstructible, on a :

(1) Si A(G)=n-1 alors B(G)=1
on considére l'ensemble f={?/F=(X,Y,EF),

1 d(x)p1, fyeY : d(y)=1,

(2) si A(G)gn-2 :
biparti, non-connexe, |X|»2, »/xeX

|X1+|¥|=n}.
Dans ce cas, B(G)=min|X|. Donc, B(G) est reconstructible

Fef
n(F,G)>0

d'aprés la proposition 1,
C.Q.F.D,

Proposition 10
Soit G un multigraphe d'ordre n»3. L'aréte-connexité de

G, i(G), est reconstructible.

Démonstration :
i(G) = nombre minimum d'arétes dont l'enlévement déconnecte G.

Soit f 1la classe des multigraphes non-connexes d'ordre n.

Montrons que

i(G)=min (|E(@)| - |E(F)| )
Fef
n(F,G)>0

a) |E(G)| - |E(F¥)| 3i(G), pour tout multigraphe partiel

non-connexe F¥ de G,
b) Soit F* un multigraphe partiel non-connexe de G obtenu a

enlevant i(G) ar&tes : F¥¢f et n(F¥*,G)>0, donc

partir de G en
min [E(G) - [E(F)I < |E(G)| - [E(F¥)| =i(G)
Fef
n(F,G)>0

n(F,G) est reconstructible pour tout Fef (proposition

Comme
1) alors i(G) est reconstructible.
C.Q.F.D.



Proposition 11 :

Soit G un multigraphe dtordre n33. Le nombre de couplages
de cardinalité maximum de G, C(G), et la cardinalité du couplage

maximum sont reconstructibles,

Démonstration :

Soit fla classe des multigraphes d'ordre n et degré maximum
inférieur ou égal a 1, Sachant que |E(G)| est reconstructible,
on a :

1) Si |E(G)] =0 alors C(G)=0

2) Si IE(G)'#O alors C(G)=n(F¥,G), oi F¥ est le graphe de f
ayant le plus grand nombre de composantes connexes isomorphes a
K, et dont n(F¥,G)>0. Comme n(F,G) est reconstructible pour tout
Fef, alors n(F¥,G) est reconstructible et par suite, C(G) est

reconstructible,

La cardinalité da couplage maximum est égale au nombre de

composantes isomorphes a K2 dans F¥*,

C.Q.F.D.

11.5.2. — Ardte-reconstruction de q(G) et {(G) :

Une application directe de la proposition 7 est 1l'aréte-

reconstruction de 1'indice chromatique q(G).

Proposition 12 :

Si G est un multigraphe sans boucles d'ordre n et de

m»4 arétes. Alors q(G) est aréte-reconstructible.

Démonstration

Soit hl’h2’°"’hk une liste de k»2 multigraphes sans boucles

dont chaque composante connexe est isomorphe a K2 et g |E(hi)|=m.
i=1
Sachant que la séquence des degrés est aréte-reconstructible, si

m34, on a i

1) Si o/x € V(G), d,(x)=1 alors q(G)=1



2) Si 3xe V(G) tel que dG(x)>2 alors q(G)»2 et q(G)=min k
m*(F,G)>0
o F est défini a partir de hl’h2""’hk’ comme dans la proposi-

tion 7 .
m#*(F,G) est positif s'il existe une partition de E(G) en k
couplages isomorphes a h,,h h et q(G) est le cardinal minimur

1, 2,...,
d'une partition de E(G) en couplages.

Comme m¥(F,G) est aré&te-reconstructible pour F d'aprés la

proposition 7, donc q(G) est aréte-reconstructible.

C.Q.F.D,

Soit G un multigraphe connexe d'ordre n et de m>4 arétes,
Soit F un multigraphe d'ordre n et de (m-n+1) arétes. Soit T un

arbre d'ordre n.

Lemme 5

La propriété A : G admet un coarbre isomorphe 4 F dont

1'arbre correspondant est isomorphe a4 T, est aréte-reconstructible.

Démonstration

Sachant que |E(G)|=m est aréte-reconstructible, on a
1) Si m=n-1 alors le seul coarbre de G est un stable d'ordre n.

2) Si m>n-1 : Soit F' le multigraphe obtenu a partir de F en enle-
vant tous les sommets isolés. D'aprés la proposition 7,m*((F,T);G)
est aréte-reconstructible (car m»4) et la propriété A est vraie si

et seulement si m*((F,T);G)>0,

C'QIF.D.

Proposition 13 :

La déficience de Betti, {(G), est aréte-reconstructible.

Démonstration :

D'aprés le lemme 5, on sait aréte-reconstruire 1'ensemble des
coarbres de G et donc on peut déterminer {(G) car c'est le nombre
minimum de composantes connexes avec un nombre impair d'arétes

dans un coarbre de G,
C.Q.F.D,
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IT.6., - UNE GENERALISATION DES PROPOSITIONS 1, 2 et 3 :

Les propositions 1, 2 et 3 se généralisent facilement

comme suit,

Proposition 14 :

Soient n,p,q trois entiers avec n23, p<n,q classes
91’92""’9q de wmultigraphes ayant moins de n sommets. Pour tout

multigraphe G d'ordre n, le nombre de suites (GI’G2’°”’Gq) telles

que G,¢9., G; est un sous-graphe partiel de G et'U V(Gi) =p, est

i=1
reconstructible.
Lemme 6 :
k
Soit G=U hi un recouvrement d'un multigraphe G par k21
i=1 "~

sous—-graphes partiels non-séparables distincts, On a :

|V(G)|—11< P> (|V(hi)| -1), ou q est le nombre de composantes
i=1
connexes de G,
Avec égalité si et seulement si chaque hi est un bloc de G
(par correction une boucle est un graphe non-séparable).

|
s "
Démonstration :

Evidemment, il suffit de démontrer le lemme pour les multi-

graphes connexes. Dans ce cas, on procéde par récurrence sur k.

- Pour k=1, la propriété est évidente.

- Supposons la propriété vraie pour k=j. Nou§f%llons montrer
que pour k=j+1, la propriété est vraie. On a G, =0 h,. Sans

. Jt1 j=1 3

perte de généralité on peut supposer que Gj=g lhi est connexe, Il
y a deux cas a envisager 3

1) lV(Gj)flV(hj+l)l= 1. Dans ce cas hj+1 est un bloc de

Gj+l et on a :

e, )l -1=(1v (&) -1+ |Vn g, ) -
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Donc, si hl""’hj sont des blocs de Gj alors hl’h2’°"’hj+l

sont les blocs de G.+1 et par hypothése de récurrence

jt+1
|V(Gj+1),—1=iil(|V(hi)|—l). Sinon, hl’h2""’hj+1 ne sont pas les
blocs de Gj+1 et par hypothése de récurrence

jt+1
lV(Gj+1)|—1< iil(IV(hi)l-l)-

= ]
2) ‘V(Gj)(1V(hj+l)l p>2. Dans ce cas hj+1 n'est pas un bloc

de Gj+1 et on a :

it1
V(G Il -1=(V(e )| -1+ |v(h,, )] -p < 151( [V(h;)|-1)
C.Q-F.Do

Proposition 15 :

Soit G un multigraphe connexe d'ordre n»3 et (hi) 5
1<igk
une famille de k»2 multigraphes non-séparables d'ordre >2 et ¢<n,
Alors le nombre 1(h1,h2,...,hk;G) de multigraphes partiels sépara-
bles de G dont les blocs sont isomorphes a hl’hz"'°’hk’ est

reconstructible.

Démonstration :

k
1) Si ¥ (lV(hi)'—l)¢:n—1 alors d'aprés le lemme 6 il
i=1
n'existera pas de multigraphe partiel séparable de G dont les

blocs soient isomorphes i h,shyse.0,h , donc 1(h1’h2""’hk5G)=O'

k
2) On considére le cas ou I (lV(hi)|—1)=n—1.
i=1

D'aprés le lemme 1, on a

n(hl,G)n(hZ,G)...n(hk,G)= z bin(gi,G) =

i1
= 2 b.n(g.,q) + r b.n(g,,G)
ixa ot i>@2x* * 1
V(g;)I<n Iv(g;)|=n (1)

ou g; non-connexe g; Connexe
Interprétons z b.n(g; ,G) :

. iV Si

i>1

|V(g;)|=n

g; connexe



2.1) J'affirme que b, est non-nul si et seulement si les

blocs de g; sont isomorphes a hl’hz""’hk s

En effet, si b{#b alors il existe un recouvrement

EIUEZ"’UEk de E(gi) tel que gi[Eijhj, 1{j<k. Pour ce recouvrement

k
on a : lV(g.)|—1=n—l= z (.V(gi[E.])l—l).

J
En plus, les g, [E ], j= l,‘..,k, sont tous distincts (car sinon on
ntaurait pas l'égallté ci-avant), Donc, on peut appliquer le lemme
6, obtenant ainsi que les gi[Ej], 3j=1,2,...,k, sont les blocs de

g La condition suffisante est évidente.

2.2) b, ne dépend pas de g; 3 En effet, en posant

k= k1+k2+..l+k , on k1 représente le nombre de multigraphes h1
(1<1<k) dans chaque classe d'isomorphisme de la famille (hi) .
- 1€igk
On a bi kl! l\zloo. kp!
D'aprés (2.1) et (2.2) :
c = ¥ byn(g,6) = n (k; 1) 2. n(g,0) =
i2l . i=1 g; connexe
|[v(g; )| =n dont” les blocs sont
g; Connexe isomorphes a hl,...,hk
k
=i£2(ki!)1(hl’h2""’hk;6) (2)

D'aprés le lemme de Kelly, la proposition 1 et 1'égalité (1),
¢ est reconstructible. Donc, d'aprés 1l'égalité (2),

l(hl 1gseees k,G) est reconstructible.

C.Q.F.D.






CHAPITRE III

|
UNE CLASSE DE GRAPHES ARETE-RECONSTRUCTIBLE

ET PROBLEMES OUVERTS
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III.1 - LES GRAPHES ADJOINTS DES GRAPHES SIMPLES AVEC A(G) >4
SONT ARETE-RECONSTRUCTIBLES :

Dans ce paragraphe tous les graphes considérés seront des
graphes simples. Nous montrons que les graphes adjoints des graphes

simples avec A(G)»4 sont aréte-reconstructibles.

(1) Les propriétés suivantes sont équivalentes (Berge (3),

page 388)
a) G est un graphe adjoint

b) Il existe une partition de E(G) telle que chaque élément
de la partition induit une clique de G et chaque sommet de G appar-

tient au plus 3 deux de ces cliques.

.

c) G ne contient pas Kl 3 comme sous-graphe induit et si
, :
deux triangles impairs ont une aréte commune, alors le sous-graphe
induit par leurs sommets est K4(un triangle de G est appelé impair

s'il existe un sommet de G adjacent & un nombre impair de ses

sommets) .

-d) Aucun graphe de la liste (1) n'est un sous-graphe induit

e
5.0.0

Soit g la classe des graphes adjoints des graphes de degré

liste 1

maximum > 5. Si Geg alors G contient une 5-clique.

Lemme 1

g est arfte-reconnaissable,
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Démonstration :

Soit Ge9 ., I1 faut montrer que toute aréte-reconstruction

H de G est un graphe adjoint comportant une 5-clique :

1) Si G est isomorphe i KS alors KS est la seule aréte-

reconstruction de G car KS est aréte-reconstructible

(Harary (33)).

2) Si G n'est pas isomorphe a KS alors :

- G comporte un sous-graphe sommet propre isomorphe a KS.
Donc, d'aprés le lemme de Kelly (cas des aré&tes), H contient une

§5-clique.

- Pour montrer que H est un graphe adjoint, il suffit de montrer
qu'il ne comporte pas de sous-graphe induit isomorphe i un des
graphes de la liste 1 donnée plus haut : H ne peut pas &tre iso-
morphe & un élément de la liste 1 car H comporte une §-clique ;
par conséquent, si H contenait un des graphes de la liste 1, alors
ce graphe serait un sous-graphe propre de H., Donc, d'aprés le
lemme de Kelly (cas des arétes), il serait aussi sous-graphe de

G ce qui est impossible car Ge¢ 9,

C.Q.F.D,
Proposition 1 :
g est aréte—reqon;tructible.
Démons@ration :
Soit Gfgtﬂ;(Ge) la liste des sous-graphes propres

ecE(G)
maximaux de G, Comme G comporte une 5-clique alors il existe Ge*

.

comportant un sous-graphe induit isomorphe a :

figure 1
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Montrons que toute ar&te-reconstruction de G est isomorphe
au graphe obtenu a partir de Ge* en reliant les sommets x et y.
En effet, s'il n'était pas ainsi, alors il existerait une aréte-
reconstruction de G avec un sous-graphe induit isomorphe au graphe
de la fig. 1 qui fait partie de la liste 1, ce qui est impossible
d'aprés le lemme 1,

C.Q.F.D.

Soit @ la classe des graphes adjoints des graphes de degré
maximum égal & 4. Si G¢ @' alors une clique d'ordre maximum de G

est une 4-clique,

Lemme 2 :

g! est aréte-reconnaissable.

Démonstration .

Soit Ge 9" et H une aréte-reconstruction de G, Il faut mon-
trer que H est un graphe adjoint dont la clique maximum est
d'ordre 4 : ‘

1) Si G est isomorphe a K4, alors K4 est la seule aréte-
reconstruction de G car K4 est aréte-reconstructible (Harary (33)).

2) Si G n'est pas isomorphe a K4 alors :

- G comporte un sous-graphe sommet propre isomorphe a K4, Dlapreés
le lemme de Kelly (cas des arétes), H comporte une 4-clique. Alors,
cette 4~-clique est maximum car sinon H serait isomarphe a KS et
donc G serait isomorphe a KS ce qui est impossible, ou H contien-
drait proprement une §-clique et donc G contiendrait une 5-clique

d'aprés le lemme de Kelly (cas des arétes), ce qui est impossible.

- Pour montrer que H est un graphe adjoint, il suffit de montrer
qu'il ne comporte pas de sous-graphe induit isomorphe a un des
graphes de la liste 1 : Il ne peut pas &tre isomorphe & un élément

de cette liste car les graphes de cette liste comportant une
4-clique sont tous ar&te-reconstructibles (Harary et Palmer (33) );
de plus, aucun élément de la liste 1 ne peut pas &tre isomorphe a
un sous-graphe induit propre de H car dans ce cas G contiendrait
aussi un tel sous-graphe d’éprésile lemme de Kelly (cas des arétes),

ce qui est impossible. Donc, H est un graphe adjoint,
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Proposition 2 :

g' est aréte-reconstructible,

Démonstration :

Soit Ge @ et (Ge)ee E(G) la liste des sous-graphes propres
maximaux de G, Soit F un graphe sans sommets isolés avec L(F) ~ G.

On sait que A(F)=4. Considérons un sommet de F de degré 4 :

1) Supposons que F contient un sous-graphe partiel isomorphe a :

avec cette aréte pour F1

sans cette aréte pour F2

Donc, il existe un Ge* avec un sous-graphe induit isomorphe a :

gl : €

/
avec cette aréte pour Fl
7/

sans cette aréte pour F2

€y )

Etant donné que toute aréte-reconstruction de G contient un sous-
graphe partiel isomorphe a g, alors tout graphe g! dont le graphe
adjoint est une aréte-reconstruction de G, contient le sous-graphe

partiel :

‘zlet
a(“ pour F, Dans g,, e, est adjacent 2a e,.
Il ne peut pas étre adjacent
a a dans g' caraA(g')=4. Par
ol wl? : conséquent, e, est adjacent
», : pour F2 a e dans gy
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Ainsi, toute aré&te-reconstruction de G s'obtient a partir

de Ge* en joignant eS et €6 deux sommets bien précis de G %o

2) Supposons que F ne contient pas de sous-graphe isomorphe a

Fl ou F2 mais il contient un sous-graphe partiel isomorphe a :

G contient alors le sous-graphe induit :

e
A e
(4 ) e“'
€

Donc, il existe Ge* contenant le sous-graphe induit :
S

1 e

€3 ey
€
tel que e¥* appartient & une 4-clique pour toute aré&te-reconstruc-
tion de G. (D'aprés le lemme de Kelly (cas des arétes), le nombre
de 4-cliques contenant une ardte spécifique est aréte-reconstruc-

tible. Donc, on choisit un G_, dont ce nombre est positif).

\

Toute aréte-reconstruction de G est un graphe adjoint. Par

conséquent, d'aprés (I.d), e* doit relier deux sommets du graphe
précédent :

e¥= [es,egl, [es,e4], le5,36] ’ leé,el],[eé,ez] ou [el,e4] .
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2.1.) Supposons que e¥= [es,e

3¢

On aurait une aré&te-reconstruction de G comportant le

sous—graphe induit :

es
e, e,
e, ey
€

Cette aréte-reconstruction ne peut pas &tre isomorphe au
graphe ci-dessus car ce graphe est aréte-reconstructible (Harary,
(33)) et G serait aussi isomorphe i lui, ce qui est faux. Donc,
le sous-graphe ci-dessus est un sous-graphe aréte propre de cette
aréte-reconstruction de G. D'aprés le lemme de Kelly (cas des
arétes), toute aré&te-reconstruction de G contient un sous-gréphe
induit isomorphe au graphe ci-dessus et cela implique que tout
graphe dont le graphe adjoint est une aréte-reconstruction de G

contient un sous-graphe isomorphe & :
]
€3 e,
2 €¢
&s

en particulier F, ce qui est impossible d'aprés les hypothéses.
Donc, e¥* % [e3’65]'

2.2.) Supposons que e*=[e5,e4] :

On aurait une aréte-reconstruction H de G avec le sous-graphe

induit :
€s

P
[
(.

“T2~e*




b5

Comme on a supposé que e¥* appartient a une 4-clique quelle que
soit 1'aréte-reconstruction de G, cette 4-clique ne peut étre

induite que par {eS,e4,e2,x} ou {esae4,x,y} , ou x,y sont deux
sommets différents de e;,€,,¢00,€¢0

H doit contenir donc un des sous-graphes partiels :

€5 . es x
e, ey € €,
€ (2.2.1.) € (2.2.2.)

Si on a le cas (2.2.1.), d'aprés le lemme de Kelly (cas des
arétes) tout graphe dont le graphe adjoint est une aréte-recons-
truction de G contient le sous-graphe :

e, e,

F1 : e

en particulier Fl serait contenu dans F, ce qui est impossible

d'aprés les hypothéses.

Si on a le cas (2.2.2.), tout graphe dont le graphe adjoint
est une aréte-reconstruction de G contient un sous-graphe partiel

isomorphe a :

€
€4 e, €y e, e,’ e,
F, : x ou F, :.Aea ou F, : ea
y Y -
(si €4 n'test adja- (Si x est adja- (Si y est adja-
cent ni 4 x ni a y) cent a e3) cent a e3)

en particulier F contiendrait Fl on FZ’ ce qui est impassible

d'aprés les hypothéses. Donc, e¥ [es,e4}



2.3.) Supposons que e*=[e5,e6] :

On aurait une aréte-reconstruction de G contenant le

sous-graphe induit :

€5
A e,
€, e,
€

Donc, on aurait une aréte-reconstruction de G contenant le

sous~graphe induit :

ce qui est impossible car ce graphe est dans la liste 1.

Donc, e¥x [eS,e6] .

2.4.) Les cas e*=[e6,ez] et e*=[e6,e1] sont similaires aux
cas (2.1) et (2.2) respectivement et on arrive a ce que

e¥+ [eg,e,] et e*¢[e6,el] .

Finalement, seul le cas ou e*=[e1,e4] convient. Ainsi,
toute aréte-reconstruction de G est isomorphe au graphe obtenu a
partir de Ge* en reliant e, et e4, deux sommets bien précis dans

Ge*’

3) Supposons que F ne contient pas de sous-graphe partiel
isomorphe a Fl’ F2 ou F3 mais il contient un sous-graphe partiel

isomorphe a : e
5



Dans ce cas, il existe G_, contenant le sous-graphe induit

&
e e
e /////\\\\\1 5

tel que e* appartient a une 4-clique. (D'aprés le lemme de Kelly
(cas des arétes), le nombre de 4-cliques contenant une aréte
spécifique est aré&te-reconstructible. Donc, on choisit un Ge*

dont ce nombre est positif).

Comme les sommets el,ez,e4,e5 induisent KL3’ on doit avoir
e .
e —[ez,eS], [e4,es] ou [ez,e4].

3.1) Supposons que e*=[e2,e5] (1e cas e*=[e4,e5] est
similaire) :

On aurait une aréte~reconstruction de G contenant le sous-

graphe induit .

Comme e* appartient a une 4-clique de cette aréte-
reconstruction, cette 4-clique serait induite par {el,ez,es,x}
ou {62’65’x’¥}’ ol x,y sont deux sommets différents de

€13€95€7:€4,65.

On a donc une aréte-reconstruction Il de G contenant un

sous-graphe partiel isomorphe a :

x* Yy
x
e, . ¢ N
N N
ey . ey

(3.1.1.) (3.1.2.)



Dans le cas (3.1.1), ou bien H est isomorphe au graphe de
la fig. (3.1.1) ou H contient un sous-graphe partiel aréte propre
isomorphe au graphe de la figure (3.1.1). Dans le premier cas G
serait isomorphe a4 H car H est aréte-reconstructible (Harary (33))
Dans le deuxiéme cas, d'aprés le lemme de Kelly (cas des arétes),
G contiendrait un sous-graphe partiel isomorphe a celui de 1la
fig. (3.1.1). Quoi qu'il en soit, le graphe F contiendrait un

sous-graphe partiel isomorphe a :

€,
€ €
AN A %
Fl : e, F2 : e
es x
(si ey est adjacent (si ey n'est pas adjacent
a x a x

ce qui est impossible d'aprés les hypothéses.

Dans le cas (3.1.2), H contient un sous-graphe induit

N

isomorphe a :
X X(ms)

es ou A 8,,

& €4 e
(si ey n'est adjacent (si e, est adjacent
ni 24 x ni ay) a x (ou y))

D'aprés le lemme 2 et (I.d), ceci est impossible.

Finalement on a e*=[e2,e4] et toute aréte-reconstruction
de G est isomorphe au graphe obtenu a partir de Ge* en reliant

e, et e4, deux sommets bien précis de Ge*'

4) Supposons que F ne tombe pas dans les cas (1), (2) ou

(3). Donc, F ne contient pas de sous-graphe isomorphe aux graphes
2

< < <
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Donc, pour tout sommet x de degré 4 : F | §x§ U r(x)])
s

induit une composante connexe isomorphe a :

F_. : ou F6 :

On sait que si F est non-connexe, alors G est non-connexe
(car F ne posséde pas de sommet isolé) et donc G est aréte-
reconstructible. Si F est connexe, alors il est isomorphe a FS ou
Fg et on sait d'aprés Harary (33) que L(FS) et L(Fﬁ) sont aréte-

reconstructibles,

Finalement (1), (2), (3) et (4) impliquent que @' est

aréte-reconstructible,

C.Q.F.D,

Théoréme 1 :

La classe des graphes adjoints des graphes de degré

maximum >4 est aréte-reconstructible,
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IIT.2) - QUELQUES PROBLEMES OUVERTS EN RECONSTRUCTION DE GRAPHES :

On constate que la reconstruction de graphes a partir d'une
famille de sous-graphes constitue un probléme ou il reste beaucoup
de choses a4 faire. On pourrait méme établir une longue liste de
problémes concernant ce sujet ; par exemple, beaucoup de classes

N

intéressantes de graphes restent a reconstruire,

La liste des problémes ouverts que nous proposons ci-dessous
est inspirée par les résultats connus et on peut espérer que les

mémes méthodes permettraient d'en venir a bout.

Nous exposons tout d'abord un probléme qui est aussi

fondamental que la conjecture d'Ulam :

Probléme 1 :

Supposons qu'on a une liste de n graphes simples non-
étiquetés d'ordre n-1, Gl’Gz”"’Gn’ et on se demande s'il existe
un graphe simple dont la liste de ses sous-graphes induits propres
maximaux non-étiquetés est Gl’Gz""’Gn‘ Dans 1'affirmative, une
telle liste sera appelée graphique. Le probléme consiste a caracté-

riser les listes graphiques.

Du point de vue algorithmique, on constate que la caractéri-
sation des listes graphiques est un probléme aussi compliqué que

la vérification de 1l'isomorphisme de deux graphes

En effet, soient G et H deux graphes simples connexes
d'ordre n>»3. Le probléme de l'isomorphisme entre G et H peut se
ramener au probléme de savoir si une liste de graphes est
graphique. Soit G (respectivement ﬁ) un graphe ayant exactement
deux composantes connexes isomorphes a4 G (resp. H) et K, respecti-

1oHgseeest gy

pres maximaux non-étiquetés de H. Soit (.,ﬁi), 1<i<n+2, le graphe

vement. Soit Ii la liste des sous-graphes induits pro-

obtenu a partir de ﬁi en ajoutant un sommet isolé,



Exemple :

—~
.
-
-1
[
—
o
.

AA N
|

(., i)

A

(O)ﬁé)

A

Jtaffirme que G est isomorphe a2 H si et seulement si la

liste L=(a,(.,ﬁl), (.,ﬁz),...,(.,ﬁh+2)l est graphique :

- Si L est graphique alors tout graphe qui réalise L comporte
un sommet isolé (sinon, étant donné qu'il existe une composante
connexe d'ordre >3 alors il existerait deux graphes sans sommets
isolés dans la liste, ce qui est impossible). Comme G est le seul
graphe sans sommets isolés de la liste L, tout graphe qui réalise
la liste L est isomorphe au graphe obtenu a partir de G en ajou-
tant un sommet isolé. Ainsi, la liste (.,61), (.,Ez), cens (.,En+2)

~

est la méme que la liste (""l)’ (""2)’ ooy (.,En+2) ei donc la

liste GI’GZ""’Gn+2 fst~1a méme que la liste "1’"2""’“d+2’ ce
qgui implique que G ~ll (car ce sont des graphes non-connexes).

D'oa G~H., Donc, l'existence d'un algorithme polynémial qui
vérifie si une liste est graphique, rendrait polyndmial la vérifi-

cation de 1l'isomorphisme de deux graphes.

Smadici (82) propose un algorithme pour déterminer si une
liste de graphes simples est graphique et dans le cas affirmatif,
il construit un graphe qui réalise la liste. Malheurceusement la
justification est erronée. Nous donnons ici un contre-exemple qui

montre que le procédé employé par Smadici n'est pas correct,
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Soit G un graphe simple d'ordre n et v un sommet de G. Soit t; le
nombre de sommets de degré i dans G adjacents a v, 1<ign-1, et
s(G)= (t¥,t;,...,tx_l)/veV(G)}. s(G) est reconstructible, c'est-
a-dire, on peut l'obtenir A partir des Gv' Soient Gl’Gz""’Gn’

n
n graphes simples d'ordre n-1 non-étiquetés dont ¢= jx IE(Gi)|/(n—2

i=1
est un entier non-négatif et qz'E(Gi) s 1<i<n, L'algorithme de

Smadici consiste a trouver un graphe H pour lequel 'E(H)|=q,

s(Hv )=s(Gi), 1€i<n, HV~G1 (pour un v ¢ V(H))et s(H) soit égal a
i
l'ensemble s obtenu i partir des Gi' I1 affirme que si 1l'on

arrive a4 trouver un tel graphe, alors la liste de ses sous-graphes
induits propres maximaux non-étiquetés est GI’GZ"“’Gn‘ Je donne

un contre-exemple a4 cette affirmation :

-
NS
W

qscqsglolrlzlamlslbli

On a :-|E(H)|=|E(G)| - = Hg,~Gg
- s(H;,)=s(G;) , 1€i<18 - s(G)=s(H)

Mais la liste des Hi.non~étiquetés, 1€i<18, est différente de

celle des G, non-étiquetés, 1<ig18.

Probléme 2 :

On sait que les graphes simples réguliers sont reconstruc-
tibles. Est-ce que les graphes simples bi-~degrés, c'est-a-dire,
dont le degré des sommets vaut p ou q (p,q deux entiers différents)

sont reconstructibles ?

Probléme 3 (Bondy (6)):

Est-ce que les graphes bipartis sont reconstructibles ?

Probléme 4 (Bondy (6), Greenwell (29)):

Est-ce que les graphes simples séparables avec des sommets

pendants sont reconstructibles ?
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Probléme § (Bondy (6), Fiorini (20)):

Est-ce que les graphes planaires simples sont reconnaissables

Probléme 6 (Bondy (6), Fiorini (20)):

Est-ce que les graphes planaires simples sont reconstruc-

tibles 7

Probléme 7 (Kocay (48)):

Est-ce que le nombre de graphes partiels isomorphes a un

arbre donné est reconstructible ?

Probléme 8 (Bondy (6)):

Soi% f un paramétre, Est-ce que la classe des graphes
simples dont f vaut une valeur donnée est faiblement reconstruc-

tible 7

Probléme 9

Montrer que le genre, lt'indice chromatique, la déficience
de Betti, le nombre de Hadwiger, le diamétre, le nombre achroma-

tique, sont des paramétres reconstructibles.

Probléme 10 (Bondy (6), Weinstein (95)):

Montrer que les multigraphes d'ordre > 3 sont reconstructi-

bles si les graphes simples d'ordre >3 sont reconstructibles.

Les problémes 2 a 10 restent ouverts pour 1'aréte-
reconstruction (sauf le probléme 5 et 7 et les paramétres {(G) et
q(G) qui sont aréte-reconstructibles) et 1l'ensemble-reconstruction.,

|

Probléme 11 (Bondy (6)) :

Trouver des méthodes canstructives des résultats de
Lovasz et Miiller (voir chapitre I) concernant 1l'aréte-reconstruc-

tion de graphes,
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