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Résumé :

La découverte de nouvelles physiques, grace a la détection de nouvelles particules au LHC, pourra
étre effectuée si le bruit de fond est bien connu. La plupart du temps il est constitué d’un grand
nombre de processus multi-particules, et pour avoir une prédiction fiable, il faut le calculer a
Pordre au dela des logarithmes dominants, qui nécessite le calcul de diagrammes & une boucle. Par
des méthodes classiques de réduction, il devient difficile de calculer ces diagrammes avec plus de
cinq pattes externes. Néanmoins, de nouvelles techniques de calcul de boucles ont été développées.
Elles sont basées sur deux principes fondamentaux de la physique : 'unitarité et la causalité.

Cette these consiste a combiner la méthode des amplitudes d’hélicités et les méthodes d’unitarité
pour créer une procédure systématique de calcul d’amplitude d’un diagramme a une boucle. Cette
procédure a été appliquée a I’amplitude a six photons avec une boucle de fermions non massifs
puis généralisée, dans certains cas, avec une boucle massive. Les résultats tres compacts obtenus
sont la preuve de la puissance de cette méthode.

D’autres part ces résultats compacts ont permis 1’étude des singularités de Landau particulieres
aux processus a six pattes externes sans masse : le "double parton scattering”. Elles correspondent
a une configuration cinématique particuliere dans laquelle la boucle virtuelle tend vers deux sous
processus physiques d’annihilations. Dans le cas du processus a six photons, ce type de singularités
n’engendre pas de divergences.

La section efficace du processus a six photons dans des cas réels a été calculée numériquement.

Mots-clés : Diagramme a une boucle, réduction, spineur, unitarité, tenseurs, intégrales, termes
rationnels, six photons.

Abstract :

The discovery of new physics, which leads to new particles, at the LHC can be done if the back-
ground is known accurately. It is often made up by many multi-particles processes, which have to
be calculated at NLO to have a reliable prediction. Yet standard methods are not efficient enough
to compute loops with at least five external legs. Nevertheless, new methods, based of the two
fondamental principles of physics : unitarity and causality, have been developed.

The aim of this thesis is to combine the helicity amplitude method and those unitarity methods to
create a systematic procedure to calculate a one-loop diagram. This procedure have been applied
the six-photon amplitudes with a massless fermion loop, and extended, in some case to a massive
loop. The compactness of the result is the proof of the efficiency of this method.

Those compact results lead to the study of special Landau singularities : the double parton scat-
tering. It corresponds to a kinematical configuration where the virtual loop tends to two real
juxtaposed scattering processes. In the case of the six-photon amplitudes, those singularities do
not create divergences.

The cross section of the six-photon amplitudes have been computed numerically in existing collider
energies.

Key words : One-loop diagram, Reduction, Spinor, unitarity, tensor, integrals, rational terms,
six photons.
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INTRODUCTION

Le futur collisioneur LHC (Large hadron Colliders) a été construit dans le but de mettre en
évidence de la nouvelle physique telle que de la supersymétrie ou du Higgs. Concréetement, on espere
observer de nouvelles particules comme le boson de Higgs. Pour cela, on détectera les particules
émises de la collision de deux protons, dont chacun aura une énergie de 7 TeV. A cette énergie,
on peut considérer un proton comme un plasma de partons. Il y a aura donc une multitude de
processus partoniques 2 — N, avec N = 2,3,4.. qui constituera un bruit de fond, a priori non
négligeable. La connaissance précise de ce bruit de fond est absolument indispensable si on veut
« voir « de nouvelles particules. Une « Wish List » rassemble tous les processus qui seront
présents et qu’ils seraient donc bien de connaitre, a ’ordre des logarithmes dominant, pour la mise
en marche du LHC, prévue pour 2008-2009 :

Processus (V € {Z,W,~}) Bruit de fond de Calculé
Calculs effectués depuis 2005
1. pp — VVijet ttH, nouvelle physique | WWijet [1, 2, 3]
2. pp — H+2jets H dans le canal gg [4]
dans le canal VBF [5, 6]
3.pp—>VVV nouvelle physique ZZZ 7
WWZ [8]
WWW [9]

Calculs restant depuis 2005

4. pp — ttbb ttH
5. pp — tt+2jets ttH
6. pp — V'V bb, VBF — H - VV, ttH
7. pp — VV42jets VBF - H—-VV [10]
VBF [11, 12, 13]
8. pp — V+3jets nouvelle physique

Calculs NLO ajoutés en 2007

9. pp — bbbb H, nouvelle physique

Calculs au dela

10. gg — W*W* O(a?a?) H
11. NNLO pp — tf
12. NNLO — VBF et Z/v+jet | H

En QED comme en QCD, le couplage dépend d’une échelle d’énergie non physique. Pour réduire
cette dépendance, il faut augmenter le développement perturbatif. Donc pour avoir une bonne
connaissance, du bruit de fond, le calcul des amplitudes & ’ordre de I’arbre n’est pas suffisant, il faut
les calculer a ’ordre d’une boucle. La prédictivité en sera d’autant meilleure que le développement
sera élevé.

Cependant un processus 2 — N engendre des diagrammes a une boucle avec N+2 pattes
externes. La réduction de ce genre de diagrammes croit exponentiellement avec le nombre de pattes
externes. Il est donc nécessaire de trouver un moyen efficace de réduire ces boucles. Récemment
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de nouvelles méthodes basées sur I'unitarité d’un processus ont été développées dans le but de
réduire tres astucieusement les boucles. Cependant il reste un certain nombre de points flous que
j’al essayé de résoudre dans cette these.

Ici le but principale n’est pas d’obtenir un calcul de section efficace, mais plutot d’exposer et
d’améliorer ces méthodes, c’est pourquoi, je me suis limité a des amplitudes en QED pour m’éviter
le probleme des couleurs. Dans les chapitres 1,2 et 3, j’ai rappelé la structure des différentes
QED. Puis dans les chapitres 4,5 et 6, j’ai calculé tous les arbres nécessaires dans la suite de
la these. Les chapitres 7,8,9 et 10 constituent la partie théorique de la these, dans laquelle j’ai
étudié la structure analytique des boucles pour en déduire une méthode de réduction. Enfin, j’ai
appliqué cette méthode a ’amplitude a quatre photons en théorie massive et non massive dans
les chapitres 11,12,13 et 14, puis au processus de création de deux photons a partir d’une paire
d’électron-positron dans le chapitre 15 et enfin, au processus a six photons dans les chapitres
18,17,19,20, 21 et 22. Le premier processus permet d’étudier le comportement des masses dans la
boucle, le deuxieme permet d’appréhender les divergences infrarouges et ultraviolettes alors que
la troisieme permet d’étudier des singularités de Landau particulieres, celles qui correspondent a
la configuration cinématique du double parton scattering. En fin de these, j’ai effectué une étude
numérique du processus a six photons qui a conduit au calcul de la section efficace. Dans ce chapitre,
on a écrit un espace de phase 2 — 4 qui pourra servir pour d’autres processus.
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Les différentes théories QED.
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Dans ce chapitre, on va rappeler les différentes théories, utilisées dans cette these, ainsi que les
regles de Feynman des propagateurs, des vertexs et des particules externes. Le but de cette these est
d’étudier les diagrammes a une boucle, plus précisément, la structure analytique et tensorielle des
boucles, en vue de les réduire facilement. On va principalement utiliser les théories ¢3, QED, QED
scalaire et la théorie supersymétrique QEDN =! Les QED sont des théories de jauge abélienne,
il n’y donc aucune structure de couleur, ce qui permet de simplifier les calculs. La théorie ¢3 est
étudiée car elle sera utile dans la réduction des boucles tensorielles. On note Qe la charge du
fermion, ainsi un électron sera décrit par Q@ = —1. On peut retrouver toutes ces regles dans des
livres tels que [14, 15, 16, 17].

1.1 La théorie ¢*

Soit un champ scalaire réel ¢. Le lagrangien de la théorie ¢3 est composé d'un lagrangien libre
scalaire de Klein-Gordon et d’un terme d’intéraction en ¢? :

1 g
Ly = 5 (00 = m?¢?) = 267 (1.1)
=L+ Ls. (1.2)
Pour chaque terme L, = % <(8¢>)2 — m2¢2> et Ly = —%¢3 du lagrangien, on va écrire un dia-

gramme et une amplitude. Le premier terme L; du lagrangien de la théorie ¢, correspond &
la propagation libre du champ ¢, alors que le second terme Lo correspond a l'interaction. Les
diagrammes associés et les regles de Feynman sont :
_____ i i

ropagateur scalaire : - =
propbag B2 —m?+i\ D2

Sy =

vertex scalaire : --= —ig (1.4)

17
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Pour un scalaire externe on a le diagramme et la regle suivante :

7

scalaire externe : ---=-= 1 (1.5)
AN

1.2 La théorie QED

La QED (Quantum Electro Dynamics) permet de décrire un champ de fermions en intéraction
avec un champ de photons. On veut décrire la propagation libre d’'un champ de fermions . Ce-
pendant, ce lagrangien libre n’a qu’une invariance de jauge globale. Pour restaurer I'invariance de
jauge locale, il faut et il suffit d’introduire un champ de jauge A* et de transformer les dérivées
en dérivées covariante : 9, — D, = 9, +iQeA, dans le lagrangien libre du fermion. Le tenseur
de jauge F'* = O*AY — 0V A" est déja invariant de jauge. Le lagrangien de QED, noté Lqrp est
alors composé du lagrangien libre du fermion 1 et du lagrangien libre du champ de jauge A, :

_ 1 ,
Lqep :d)(l pufm)wszquﬂ (16)

— . — 1 y
= d) (7’ /6# - m) 1)/} - Qe?/”hﬂ/’AH - ZF,LLI/FM (17)

— . . 1 y

= 1/1(1 ﬁ#im)d}‘F‘yﬂAuf ZF,LLL/FM (18)
=Ly + Ly + L3. (1.9)
Ju = —Qe@*y,ﬂ,b est le courant de Noether associé a la symétrie de jauge locale. Le lagrangien

est composé de trois termes dont un terme d’intéraction entre les champs. Le premier terme :
Ly = ¢ (i Y, —m)1 correspond au lagrangien de propagation libre du champ fermionique v, il
donne le propagateur du champ spinoriel :

g - i _i(p+m)
p YT Y mtin pr—m2 i

(1.10)

Le deuxieme terme du lagrangien (1.8) est Lo = j, A* est un terme d’intéraction linéaire entre le
courant fermionique j,, et le champ de jauge A*. Il définit le vertex d’intéraction d’amplitude :

1 f\/\,< VE = iQen™. (1.11)
Enfin le troisitme terme du lagrangien (1.8) : Lg = —iF MY est le lagrangien de propagation

libre du champ de jauge A,. Il donne le propagateur de ce champ :

A s ™ 1.12
AN Sa= g (1.12)
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Pour les particules externes, les régles de Feynman sont :

: U initial
)
fermions externes : (1.13)
: u(p) (final)
P\
: v (p) (initial)
p _,
antifermions externes : (1.14)
j v final
TN\ P
7_{ el (initial)
photons externes : (1.15)
7
f\g\/\/ eh™  (final)

1.3 La théorie QED scalaire

La propagation libre d’'un champ scalaire complexe ¢ est donnée par le lagrangien de Klein-
Gordon, noté Lk¢ :
Lie = (9.0)1(9"¢) —m°¢to. (1.16)
Cependant ce lagrangien ne respecte pas l'invariance de jauge locale. Comme dans le cas de la
QED, pour restaurer cette invariance, on introduit la dérivée covariante et un champ de jauge A*.
Ainsi le lagrangien de QED scalaire, noté Lqrps est composé d'un lagrangien de champ scalaire
complexe libre ¢, écrit avec la dérivée covariante 0, — D,,, plus du lagrangien de propagation libre
du champ de jauge associé¢ A, :

Laens = (Du6) 1 (D"9) = 610 — 1 Fyu F™ (1.17)
= (0,0) 1 (0"9) +iQeA,, ((0"9) 16 — 61 (0"9)) + Q*e*Ap1¢ — m*p1¢ — iFuuF“V

(1.18)

= (0u0) 1 (8"¢) — m* ¢t — EFWF’” + ju At + Q*e* A% pto (1.19)

=Ly + Lo+ Ly + L. (1.20)

Ju = 1Qe ((0"p) T — ¢t (0"¢)) est le courant de Noether associé & la symétrie de jauge locale.
Le lagrangien est composé de quatre termes dont deux d’intéractions entre les deux champs. Le
premier terme Ly = (9,¢) T (0"¢) — m?¢1¢ correspond au lagrangien libre du champ scalaire ¢. 11
donne le propagateur du champ ¢ :

i

Sp= ——5——. 1.21

p ¢ p2 —m? +i\ (1.21)

Le deuxieme terme Ly = —iF,“,F H¥ est le lagrangien libre du champ de jauge A,. Il donne le
propagateur Sy4, en jauge de Feynman :

AP, s = 1.22

AAVAVAVERR ) Sl N Y (1.22)

q
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Le troisieme terme du lagrangien (1.19) : Ly = j, A" est un terme d’intéraction linéaire entre le
courant de Noether du champ scalaire et son champ de jauge. Il définit un premier vertex :

inklh v =igep+p)” (1.23)

A

enfin le quatrieme terme de ce lagrangien (1.19) : Ly = Q%e?A%¢t¢ est un terme d’intéraction non
linéaire du champ de jauge. Son amplitude est :

g B = 2iQ%e*nH”. (1.24)

Les particules externes sont décrites par les mémes regles que dans les théories précédentes. Les
scalaires externes sont décrits par (1.5) et les photons externes sont décrits par (1.15).

1.4 La théorie QEDN:1

La QED est une théorie de jauge abélienne, mais qui n’est pas totalement symétrique. Il y a
une brisure de symétrie entre les degrés de liberté fermionique et bosonique. Pour rétablir cette
symétrie, on ajoute un champ, appelé super champ bosonique (resp. fermionique), & chaque champ
fermionique (respectivement bosonique) de la QED. Un boson ou un fermion est caractérisé par
son spin ou sa charge. On crée donc des générateurs de champs supersymétriques a partir de la
charge des champs. Ici I'exposant « N =1 » signifie que I’'on applique une fois le générateur de
supersymétrie. La théorie supersymétrique est encore une théorie de jauge, qui incorpore la théorie
non-supersymétrique.

La supersymétrie nécessite qu’au champ de jauge A* de spin 1, on ajoute un partenaire fermionique,
appelé le photino, de spin 1/2, qui est représenté par le spineur de Majorana ()\a, Xa) . La cohérence
de 'algebre de supersymétrie nécessite 'introduction de deux champs bosoniques : deux champs
scalaires (gbz, QSE), associés au fermion v de la théorie non-supersymétrique. Au final on a donc
un vecteur multiplet (A“,)\a,xa) et deux multiplets chiraux (wL,¢2) et (1/1R7¢§) de charges

respectives @, = —1 et Qr = 1. On a donc maintenant autant de degré de liberté fermioniques
que bosoniques.

Le lagrangien de QED supersymétrique N' = 1, noté Ly —; est composé de lagrangien libre pour
chaque champ et de ’addition des lagrangiens d’intéractions. On appelle couramment ce lagrangien,
le lagrangien de Wess-Zumino :

1 _
Lyt = = 7F" By + D,07 1 + D04 = m* (6767 + 08 0% ) + 0 (D —m)v
- %eQ (16712 + |6512)° + %Xi;?)\ +V2e (@Hg@; 4 EATL )+ h.c.) . (1.25)

On note 11y = H;% le projecteur de chiralité et « h.c. » signifie hermitique conjugué. La premiere
ligne de I'expression du lagrangien (1.25) correspond au lagrangien libre des différents champs bo-
soniques et fermioniques, alors que la deuxieéme ligne correspond aux lagrangiens d’intéractions. On

n’effectue pas tout le développement des dérivées covariantes pour retrouver les termes d’intéractions
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et au final les régles de Feynman associées aux propagateurs sont :

. i i(p+m)
t fi : Sy = = 1.26
propagateur fermion D " S mi N P mIiin ( )
H 1% ’L"/]‘U’V
propagateur photon : A\ A\ NN\, W= ) (1.27)
q q° +1
propagateur scalaire : p Sy = m (1.28)
. i i(p+m)
propagateur photino : chipvﬂv Sy = P R——Y = o mIiin (1.29)

On note e I’électron scalaire. Les intéractions sont données par les vertexs suivants, que I’'on trouve

dans [18] :

H f\/\/< VL = iQey" (1.30)
“W(ﬁ Vi =iQe(p+p) (1.31)
v e
L’\Lﬂ g B = 2iQ*e*nH (1.32)
I R
AN P 9
€N _ 7€ 2ie* i=7j
e X6 { —ie? i (1.33)
V2 AN
e +iQeV2L, €= ¢; (1.34)
AN —iQeV2I_ &= ¢} ‘

e +iQeV2IL &= oy (1.35)

Les regles pour les scalaires (respectivement fermions,photons) externes sont donnés par les for-
mules (1.5) (respectivement (1.13), (1.15)).

Notations : Désormais, 'amplitude d’un arbre, d’une chaine ou d’une boucle aura en exposant
un « ¢3 » (respectivement « s », « S», « N = 1») pour définir la théorie dans laquelle elle est
calculée, c’est & dire, en théorie ¢* (respectivement en QED scalaire, en QED et en QEDN :1). On
prendra toujours comme fermion un electron, donc on aura Q = —1.
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2.1 La méthode des amplitudes d’hélicités

2.1.1 Problemes rencontrés lors d’un calcul d’amplitude

Soit un processus d’état initial |i), représenté par 'opérateur unitaire S. L’amplitude de pro-
babilité de trouver un état final |f) est donnée par 1'élément de matrice Sy; = (f|S]i). Cette
amplitude de probabilité s’écrit au moyen de 1’élément de matrice My, :

Spi = 65 —i(2m)*5 (ps — pi) NM s, (2.1)

ou p; (respectivement py) est 'impulsion dans I’état initial (resp. final). IV est un facteur de norma-
lisation qui provient des permutations sur les particules discernables et indiscernables. L’amplitude
totale du processus est donnée par la somme sur toutes les contributions de cette amplitude. Dans
le cas de la section efficace différentielle do, on integre 'amplitude sur ’espace de phase de 1’état
final :

d3
do o« (27r)46(pf —Pi)Hﬁ ‘Mfi|27 (2.2)
f

ou My; peut se décrire par les diagrammes de Feynman. Supposons donc qu’il y ait des bosons
entrants caractérisés par ¢ et sortants, caractérisés par j et des fermions entrants d’impulsion p et
sortants, d’impulsion ¢ alors on a :

My = efe;"v(p)ulp) A, u(q)v(q) (2.3)

Le tenseur A, s’exprime en fonction des regles de Feynman des vertexs et des propagateurs. Ce-
pendant pour pouvoir simplifier I’expression il faudrait pourvoir exprimer simplement les vecteurs
représentant les particules externes.

23
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Probléme : Comment exprimer les vecteurs polarisations €, * et les spineurs u, v, u et v.

2.1.2 Décomposition de ’amplitude

Les particules externes sont caractérisées par leurs polarisations. L’espace des polarisations des
particules sans masse est de dimensions deux. On choisit donc de définir la polarisation des parti-
cules externes par leur hélicité. On peut aussi décomposer les polarisations par deux polarisations
plates. Le processus est donc caractérisé par son état d’hélicité, qui est la donnée des hélicités des
particules externes. L’amplitude s’écrit :

Api = Z A%, (2.4)
hélicité:o

Chaque état d’hélicité fait partie d’un processus, donc les états d’hélicités sont orthogonaux entre
eux. Par conséquent le module de ’amplitude s’écrit :

> A%

hélicité:o

2

e (2.5)

hélicité:o

|Apil* =

Maintenant imaginons un faisceau de particules non-polarisées, et des détecteurs ne faisant pas la
distinction entre les hélicités des différentes particules alors, ’amplitude de Feynman correspond &
la moyenne des amplitudes sur les spins des particules entrantes et sortantes :

A = s o AP (2.

Le probleme rencontré est de trouver une représentation simple des vecteurs polarisations des
photons externes et les spineurs des fermions externes afin obtenir une amplitude compacte. La
solution est donnée dans [19, 20, 21, 22], elle consiste & exprimer les spineurs et les vecteurs
polarisations représentant les particules externes en fonction de spineurs chiraux.

hélicité:o

Méthode : Au lieu de calculer une amplitude, on calcule chaque état d’hélicité. On représente,
dans chaque amplitude d’hélicité, les vecteurs polarisations et les spineurs des particules externes
en fonction de spineurs chiraux. Ceci permet d’avoir une écriture compacte de chaque amplitude
d’hélicité. On appelle cette méthode la méthode des amplitudes d’hélicités.

Dans la suite, on va exprimer les spineurs et les vecteurs polarisations en fonction de spineurs
chiraux.

2.2 Représentation spinorielle des vecteurs polarisations

On se limite a des particules externes non-massives. Il existe une extension de cette représentation
a des particules massives. En particulier, les bosons W et Zj, et les quarks lourds ont besoin d’une
représentation massive dans le cas d’énergie de réaction faible.

Soit un fermion d’impulsion p non-massif : p? = 0. On note les projecteurs de chiralité : I =
Dans le cas de particule non-massive, il y a un équivalence entre hélicité et chiralité.

175
5.

Définition 2.2.1. Les spineurs représentants les fermions entrants et sortants sont définis par :

uy(p) = Hyu(p) = v£(p) = Hgv(p) = [p£) (2.7)
Uy (p) = u(p)lly = vx(p) = v(p)lly = (p £|. (2.8)
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Les spineurs sont normalisés de fagon & avoir (p & |y#*|p£) = 2p,,. L’équation de Dirac donne :

glpE) = (p=[p = 0. (2.9)

On peut développer toute une algebre autour des spineurs, dont les principales notations utilisées
par la suite sont :

(pa — |ppt) = (ab) (2.10)
(Pa + pp—) = [ab] (2.11)

(Pa — [Polpc—) = (abec) = [cba]l = (pc+ |Pv|pat) = [Pcpv](PbPa) (2.12)
(Pa + [PoPelpa—) = [abed] = —[dcba] = —(pq + |PePb|pa—)- (2.13)

Gréce a la définition des spineurs dans ’appendice D, les deux produits spinoriels (ab) et [ab] sont
antisymétriques : (ab)* = [ba]. Les vecteurs polarisations des photons s’expriment & partir de
spineurs.

Définition 2.2.2. Soit un photon d’impulsion p, sur couche de masse et soit une deuxieme im-
pulsion de type lumicre R # p, alors les vecteurs polarisations €] des deux états d’hélicités o = +

sont :
wn (RYMp) n [RMp]

ey = e, = . (2.14)
Y V2(Rp) ? V2[pR]
Cette définition respecte les relations d’orthonormalisation habituelles :
efe, =0 el = —1, (2.15)

ainsi que la transversalité des vecteurs de polarisations €;.p = €,.p = 0. Ils sont de type lumicre

2 2 , _* . .
E;; = EIQJ = 0 et la parité est respectée : €, = 5;‘ . Les vecteurs polarisations se contractent avec

les matrices v de la maniere suivante :

V2 __ V2
g = qu—x}z— |+ [RH)p+]) 7 = m(lp+><R+ |+ R=)(p— ). (2.16)

2.3 Discussion autour de la méthode

La méthode des amplitudes d’hélicités a l'avantage certain d’exprimer les vecteurs de polari-
sations et les spineurs des particules externes en spineurs chiraux. On peut relier les vecteurs les
spineurs aux variables de Mandelstam suivant la formule : (ab)[ba] = (p, + pp)? = Sap. On peut
donc espérer écrire une amplitude d’hélicité en fonction de variable de Mandelstam et de produits
spinoriels.

Cependant, cette méthode nous demande de calculer toutes les amplitudes d’hélicités. Dans le cas
de particules non-massives, il y a deux états d’hélicité par particules externes et donc 2V états
d’hélicités a calculer, avec N le nombre de particules externes. Dans le cas de particules massives,
le probleme est encore plus graves, puisqu’une particule massive a trois états d’hélicités différents.

Néanmoins, grace aux symétries du probleme, il y a souvent un nombre considérable d’états
d’hélicités facilement déductibles. Les symétries utilisées sont la parité P, la symétrie de Bose,
la conjugaison C, et I'inversion T'. La parité permet de réduire par deux le nombre d’état d’hélicité
calculé, elle change le sens de propagation des particules. Donc la parité inverse ’hélicité de la
particule. Elle s’applique sur 'amplitude en prenant le complexe conjugué de 'amplitude.

De plus, expérimentalement on peut créer des détecteurs polarisés et n’observer que des particules,
dans un seul état de polarisation. Chaque état d’hélicité est un processus, d’ou l'intérét de calcul
chacun d’entre eux.
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Liens entre les différentes QED.
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Dans ce paragraphe, on va relier les trois QED, ce qui nous permettra, par la suite, de simplifier
les calculs. Il suffira de connaitre I’amplitude dans une théorie pour obtenir les autres. Cette relation
entre les QED, initialisée dans [24], fait intervenir le moment magnétique des champs de jauge.

3.1 Moment magnétique d’un champ de jauge

3.1.1 Ressemblance et différence entre la QED et la QED scalaire

Soient Sg(E, ') (respectivement Sy (E, ')) le propagateur du fermion (resp. scalaire), d’énergie
E et de vecteur P en QED (QED scalaire). On regarde I’action de I'opérateur conjugaison de
charge C' = iy2~% sur un courant de fermions puis de scalaires. Cette opérateur inverse la charge
de la particule. En utilisant les propriétés des matrices gamma (Appendice D), les courants sont
transformés :

[}

C ' Sg(BE,p)C = Ss(E,-7p)" C7'S,(E, P)C = S,E, D). (3.1)

On en déduit que le propagateur fermionique est chargé alors que le propagateur scalaire ne 1’est
pas. La QED et la QED scalaire sont donc fondamentalement différentes au niveau de la charge de
la matiere. Donc si I'on veut relier les deux théories, il faut arriver a séparer la QED en une partie
« chargée » et une partie « non chargée » , qui serait directement liée a la QED scalaire.
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Une autre différence entre les deux QED est dans le nombre de vertexs. La QED contient un
seul vertex linéaire A% alors que la QED scalaire a un vertex linéaire A¥ et un vertex non linéaire
B®. La raison est que la QED a un lagrangien avec une dérivée simple alors que pour décrire un
champ scalaire il faut une dérivée seconde. On retrouve cette différence dans ’équation qui relie
les différents propagateurs :

Ss(E, D) = (p+m)Ss(E, p). (3.2)

3.1.2 Moment magnétique

Pour faire émerger une partie « chargée » d’une partie « non chargée » de la QED, on utilise
le moment magnétique, défini a partir des équations de Gordon :

Définition 3.1.1. Soit un champ de jauge d’impulsion p, de vecteur polarisation €, et d’hélicité
0. Le moment magnétique M associé a ce champ est défini par :

- v ie e
Mp = eo” pl/g; = 5 (ﬁzpﬁ_ ﬁﬁ{p) = 5 [ﬁ{p’ ﬂ] ’ (33)
qui s’écrit plus explicitement, en utilisant les expressions des vecteurs polarisations :
My = ieV2p)p+| et M, = —ieV2Ap)p—|. (3.4)

Maintenant on va réécrire 'expression d’un vertex en QED en fonction du moment magnétique du
photon associé a lintéraction fermion-photon. On considére un vertex en QED avec un fermion
impulsion k et un photon d’impulsion p entrants. On prend en compte les deux sens de propagations
et on transforme 'expression de cet arbre pour faire apparaitre le vertex simple en QED scalaire
et le moment magnétique :

kY ,éplfg e 2+ #+ ) 2%5 —ie /fplfg (3.5)
_ ;j ((2k+p) T pé”) —ie /épgg (3.6)
- ;,f (@ +p).2p+i0"y,, ) (3.7)
- D OF "0 (38)

Sur le coté gauche de la relation nous avons deux courants de fermions, un qui entre et un autre qui
sort du vertex fermionique. Sur le co6té droit de la relation, on reconnait le vertex simple scalaire
et le moment magnétique associé au champ de jauge. On peut représenter schématiquement par
I’équation en diagramme :

i k+p /Isi+p I //k+p
= "N\ + "M (39)
p [) 20Nk p LNk
Y \

Le dernier diagramme avec le carré représente le moment magnétique. On définit une intéraction
effective pour décrire la QED : Vy; .
,

Définition 3.1.2. Soit un fermion d’impulsion k et un champ de jauge d’impulsion p, on définit
une intéraction effective entre le photon et le fermion par le vertex Vy; :

i //k‘+p
., A Vir, = —ie(2k" +p" +ic"p,) (3.10)
e ’

\

On note U,
Up = —ie(2k! +p!' +ioc"p,)ey = —ie(2kM +p")eb + M, = Vyep + M, (3.11)
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Quelque soit le sens de propagation du fermion, on a :

K+ . K Up
—ie 7, —iefd,— = —5
Dp D T D2

(3.12)

Maintenant on va utiliser cette décomposition pour calculer des chaines de photons puis des boucles
de photons en QED.

3.2 Relation entre une chaine de fermions et une chaine de
scalaires

3.2.1 Chaine de photons
Définition 3.2.1. On définit une chaine de N photons et d’impulsions p1, ... ,pn et d’hélicité

o1...0N sur une ligne constituée par des particules entrantes (respectivement sortantes) d’impulsion
pa (respectivement pp) et d’hélicité o4 (respectivement op) :

p P2 py
Aarbre (pZA7p%B7pT17 p?\/%) = i E..é (313)
pA pPB

La ligne peut étre fermionique ou bosonique. La boule noire rassemble tous les diagrammes a 1’ordre
de ’arbre correspondant au processus pa + p1 + ... + py — pp. Une chaine est donc invariante de
jauge a partir du moment ou les particules externes sont réelles.

Remarque : Si on a une chaine de photons sur des fermions non massifs, alors les fermions entrants
et sortants ont la méme hélicité. En effet un vertex est décrit par une matrice -y de Dirac, et comme
les projecteurs de chiralité ne commutent pas avec les matrices de Dirac. La chiralité change lors
du passage par une matrice de Dirac : [[ | v, = 7, H:F' Pour une particule non-massive la chiralité
est I’hélicité sont identiques, donc I'hélicité change au niveau d’un vertex. De plus ’hélicité change
a nouveau quand on passe d’un bout a I'autre d’un propagateur puisque le fermion qui est sortant
sur I’ancien vertex est devenu entrant sur le nouveau vertex. Au final, I’hélicité d’une particule ne
change pas le long d’une ligne de fermions.

On va d’abord s’intéresser aux chaines qui ont des photons avec une seule et méme hélicité puis

aux chaines qui ont un photon avec une hélicité différente de celle des autres photons. Dans les
chapitres 4,5, 6, on fera un calcul explicite de ces chaines.

3.2.2 Premier type de chaine

Proposition 3.2.2. Soit une chaine composée de N photons qui ont tous une hélicité positive, et
les fermions ou de scalaires externes sont sur couches de masses :

pi P i
PA PB
alors Uamplitude de la chaine en QED : Aasrb,.e (pZA,p%B .07, pE) = AS et en celle QED scalaire
AS e (050,05 0T s ply) = A® sont reliées par :
RA)
Sioa = tors A5 = M) s 3.14
oA + alors RB) (3.14)
B
Sioqn = — alors A5 = MAS, (3.15)

RA)
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ot tous les photons ont pour vecteur de référence |R).

Démonstration : On considere le cas ou I'on a 04 = +. L’autre cas d’hélicité se démontre
de la méme maniere. L’amplitude s’écrit en utilisant directement les formulations spinorielles des
vecteurs polarisations (2.16) :

(MY Y N [BNI(RA) T

A® = RNy BN Emﬂm = —i(ev2) V2 N 1;[1 enqi (3.16)
. (RBN)(RA) T4 (RA)
- (QG)NW 1 eva == (26)N®Esi.qi (3.17)

On a utilisé les formules scalaires de vecteurs polarisations données par la définition 2.2.2. Puis on a
multiplié en haut et en bas par le spineur (RB). Les vecteurs polarisations ont tous le méme vecteur
de référence, donc on a Vi,j €;.£; = 0, par conséquence, tous les vertex doubles de I'amplitude
scalaire sont nuls. On reconnait alors 'amplitude en QED scalaire, dans la derniere équation. [

Remarque : On peut généraliser cette relation de supersymétrie dans le cas de photons avec des
hélicités négatives :

[RB]

[RA] ,A? etsioq = — alors A = @AS (3.18)

[RB]

Maintenant on va utiliser cette formule de supersymétrie pour calculer directement une chaine
de photons d’hélicités identiques.

Sicqs = + alors A° =

Proposition 3.2.3. Une chaine de N photons d’hélicités positives, avec des particules externes
sur couches de masses et non massives p4 = p% =0 a une amplitude nulle :

S 3
Aa'rbre (pZA7p%B7pl+7""p§) = AZ'rbre (pZA7p%B7pl+7""p§) = 0 (319)

Démonstration : On considere une chaine de N photons d’hélicités positives en QED avec un
fermion entrant d’hélicité positif. On pose le vecteur de référence de ces photons comme étant égal
a I'impulsion de la particule qui entre |R) = |A). Alors en utilisant la forme spinorielle des vecteurs
polarisations (2.16), ’amplitude en QED est directement proportionnelle & A% o (AA) = 0 et avec
la proposition précédente 3.2.2, on a A® = 0. Si le fermion d’entré a une hélicité négative alors on
prend le vecteur de référence de photons |R) = |A). O

On peut facilement calculer une chaine ne contenant que des photons d’hélicités négatives en
appliquant la parité a ’amplitude, puisque la QED est invariante par parité :

ASpre (0% 0% P k) = 0 (3.20)
= PT'Aa'rbre (pA apB 7p1 9 ?\_/') P = PTOP (321)
= Aarbre (pA 7pB 7p1 PR N) (322)

3.2.3 Deuxieme type de chaine

Dans cette partie, on regarde une chaine ou tous les photons ont une méme hélicité sauf un.
On cherche une relation de supersymétrie entre les amplitudes de la chaine en différentes QED.

Proposition 3.2.4. Soit une chaine composée de N+1 photons. Les N photons d’impulsions
p1...pN ont tous une hélicité positive et le photon d’impulsion p; a une hélicité négative.
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On suppose que les fermions ou les scalaires externes sont sur couches de masses. Alors 'amplitude
de la chaine en QED, A° (piA,p%B,pf, s DT ...,pE_H) = AS et Uamplitude en QED scalaire,

arbre
oA o + R S .
Arpre 0% PE S D1y pT ,...pNH) = A® sont reliées par :

Sioa= + alors A= gg;fls (3.23)
Sioa= — alors A% = gi;/\s. (3.24)

Démonstration : On considere le cas ou 'hélicité de la particule entrante est positive : 04 = +,
si I’hélicité avait été négative alors la démonstration aurait été similaire. On note |r) le vecteur de
référence du photon d’hélicité négative et on prend le vecteur de référence des photons d’hélicités
positives tel que |R) = |I). Alors 'amplitude s’écrit en utilisant directement les formulations
spinorielles de vecteurs polarisations (2.16) :

e\ N+1;N Nt
a8 = L o (BNIBNI ~ iy ) — | 1-)14) (3.25)

N

' N+1  —N+1[BN|(IA) 5
(o) -

N+1
= —3 (2€)N+1 gg; Z];[ e7t.q; (3.27)

On utilise les formules scalaires de vecteurs polarisations (déf. 2.2.2), puis on multiplie en haut et
en bas par le spineur (IB). Comme le vecteur de référence des photons d’hélicités positives est
égale & I'impulsion du photon d’hélicité négative alors Vi, j ¢€;.€; = 0, et par conséquences, tous
les vertex doubles de 'amplitude scalaire sont nuls. Finalement, on reconnait I’amplitude en QED
scalaire dans la derniere équation. O

On peut obtenir 'amplitude d’une chaine de photons ne contenant que des photons d’hélicités
négatives sauf un. Cette amplitude dans laquelle on a échangé les hélicités des photons, est notée

—S
avec une barre : A" .

Proposition 3.2.5. Soit une chaine de N+1 photons dont N, qui ont tous une hélicité négative
sauf un. Alors 'amplitude s’écrit :

*

AS (pgAap%Bapl_v ""7p-[i_7 "'7p]:[+1) = AS (pZAap%B7pT7 ""7p;7 '-'7p]—~\_]+1)

= A% = 45 (3.28)
AS (pZAap%Bapfa ""7p}>7 "'7p]<[+1) = AS (pZAap%Bapfa ""ap;a "'apE+1)*
= A" = A%* (3.29)

Démonstration : Pour inverser I’hélicité d’un photon, il suffit de prendre le complexe conjugué
du vecteur polarisation : e~ = et. On consideére que amplitude de la chaine A est décrite par le
tenseur THVP :

S — v — " **
A% = ef ek, er TP = (5{%...5;1/5[ s ’”) (3.30)
= (Tmmehner ") = (o7 ey 107 (3.31)
= A5 (3.32)

On a utilisé le fait que la QED est invariante par parité pour affirmer T' = T* a
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On peut réviser la proposition 3.2.4 pour révéler une décomposition supersymétrique :

s (UB) AN . (A2 IB?Y .
A" = (<m>+< >)A ( (I A){1B) )““ (3.33)
(A uByt L\ .
_ (<I L +2>A (331
AS — 2 A+ A (3.35)

L’origine du facteur « 2 » rappelle qu’il suffit de deux champs scalaires complexes pour reconstruire
un champ spinoriel en terme de degré de liberté.

3.2.4 Facteur eikonal

Définition 3.2.6. Soit une amplitude A avec des particules externes d’impulsions p1...pn telle que
p? = 0. Alors dans la limite des petites énergies, [’amplitude se factorise par un facteur infrarouge :

(PQ)
A(l,...,N) " e\/§<P1><1Q>A(O72,...,N), (3.36)

ot P,Q € {p2..pn}. Le facteur S1 = eﬁ% s’appelle le facteur eikonal [27].

En utilisant des relations de recurrence, on peut calculer un certain nombre d’arbres et de
chaines [25, 26]. Dans les chapitres 4,5 et 6, on calculera de fagon explicite ces types de chaines.
Maintenant, on va s’intéresser aux boucles de fermions ou de scalaires.

3.3 Relations entre une boucle de fermions et une boucle
de scalaires

3.3.1 Décomposition d’une boucle de fermions

Proposition 3.3.1. L’amplitude du processus d’annihilation des N photons v + ... + vy — 0 en
QFED s’écrit :

ng tr(#, (dy +m é/ 4 (dn +m
o(1..N)
S ’I’L t?“ U1 UN)
U(l .N) TN
N— 1BS tT(U3 UN) N— 1BS t’/‘(U1U4 UN)
e D3..D%, i DiD%..D%,
o BYRPB¥tr (Us...U
i Bl Us On)
oVy...Uy
+ ... (3.38)

La structure tensorielle de cette amplitude correspond exactement a la structure de la boucle en
QED scalaire, dans laquelle on a remplacé le vertex simple VF (déf. 1.23), par Uintéraction effective
Viy (déf. 3.1.2). Cette relation est valable diagramme par diagramme.
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Démonstration : On commence par développer ’amplitude d’un diagramme a N photons en

QED :
]' n . t + . +
Ai - “N’ a(lg..N)/ [ qlN r(ﬁ1 (Q1 TrlL;%;ZNQ'DJth(QN m))’

(3.39)

en 2V termes. Puis, on applique la formule de Gordon (3.12) pour éliminer toutes les impulsions
¢; dans le numérateur dans chacun des 2V termes. Ensuite, on réutilise une seconde fois la relation
de Gordon, qui inverse le sens du courant dans la boucle et élimine les termes avec un nombre
impair d’impulsion g;. Pour retrouver le sens initial, on applique la relation sur les matrices gamma
tr (y1....yn) = tr (yn....71). Enfin, on symétrise la relation afin de créer les vertexs doubles de la
QED scalaire : By . 0

Cette relation peut aussi étre démontrée, a partir du formalisme de la théorie des cordes. On
écrit une action effective pour une boucle de scalaires ou de fermions. Ces deux actions sont reliées
par un coefficient affine qui est le moment magnétique [23]. Cette relation est remarquable, puisque
qu’une boucle de scalaire avec des photons entrants devient une boucle de fermions en remplagant
juste le vertex simple Vs“spH par I'intéraction effective U,. Le théoreme de Furry nous dit qu'une
amplitude a N photons est non nulle si N est impair. La démonstration de ce théoreme est basée sur
la conservation de la charge lors de I'inversion du sens de rotation de I'impulsion dans la boucle.
On retrouverait ce résultat en remarquant qu’une trace de moment magnétique est impaire en
fonction du sens de rotation de la boucle. Toute 'information « chargée » est contenue dans les
moments magnétiques des champs de jauges. Maintenant on peut développer l'intéraction U, avec
(3.1.2) dans l'expression d’une boucle de fermion (3.38). Comme U, contient les vertexs simples
scalaires alors il émerge tous les termes de I’amplitude scalaire, avec un coefficient « -2 »

AR = =2 Ay + A (3.40)

Tous les termes de A contiennent au moins un moment magnétique au numérateur. Le rang des
intégrales de ces termes est donc inférieur au rang des intégrales des amplitudes A7 et A%

Dans le prochain paragraphe, on va calculer ce terme A pour les deux amplitudes d’hélicités
les plus simples.

3.3.2 Décomposition supersymétrique des amplitudes d’hélicité A3 (£ +
.+ )

Proposition 3.3.2. Les deux premiéres amplitudes d’hélicités du processus a N photons a l’ordre
d’une boucle en QED et QFED scalaire, massive et non-massive, sont linéairement reliées par :

A% 2% L NT) = —2 A5(1%, 2%, NT). (3.41)
Cette relation est valable diagramme par diagramme.

Démonstration : On considere, premierement, une boucle de fermion avec N photons entrants
d’hélicités positives et de vecteur de référence |R). Par conséquent, les vecteurs polarisations sont
tous orthogonaux V(i,j) € [1..N], €;.€; =0, et le développement de Pamplitude donne :

Tous les termes proportionnels & m? sont proportionnels & €;.€; = 0, donc ils s’annulent. Maintenant
si on utilise les formules explicites des vecteurs polarisations (2.16), alors on obtient directement
(3.41), diagramme par diagramme. Le facteur « 2 » vient du fait que chaque vecteur polarisa-
tion se décompose en deux termes, qui correspondent aux deux courants chiraux dans la boucle.
Deuxiemement, si 'on a un et un seul photon d’hélicité négative, alors on impose le vecteur de
référence des photons d’hélicités positives comme étant égal & I'impulsion du photon d’hélicité
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négative. Dans ce cas, on a a nouveau V(¢,7) € [1..N], €;.c; = 0. Par le méme raisonnement que
précédemment on trouve le méme résultat. O

Dans ces deux cas particuliers d’amplitudes d’hélicités, le terme A est donc nul par identification
entre les formules de décomposition supersymétrique (3.40) et (3.41). Maintenant, on va redéfinir
ce terme A.

3.3.3 Décomposition supersymétrique d’une boucle de fermions

Proposition 3.3.3. Les amplitudes du processus y1 +....4+vyn — 0 a l'ordre d’une boucle en QED,
QFED scalaire et QEDN:1 sont linéairement reliées par :

A3 = =2 Ay + ANTL (3.43)
Cette relation est valable diagramme par diagramme.

Démonstration : Soit un diagramme a une boucle du processus v; + .... + vy — 0 en QED. Ce
diagramme est constitué de photons entrant dans une boucle de fermions. En utilisant le fait que
I’on peut soustraire et additionner les degrés de liberté des lignes internes alors on peut décomposer
la ligne interne de fermions en une ligne de scalaires et une ligne de sfermions [28] :

f=25+(f+25) = A = 245 +ANL (3.44)

O

Remarque : On comprend alors l'origine du « -2 » devant 'amplitude en QED scalaire. Le signe
« - » vient du fait que 'on transforme un scalaire en fermion et le facteur « 2 », du fait que
I’on décompose un spineur en deux scalaires complexes, en termes de degrés de liberté. Dans la
démonstration de (3.3.2), le facteur « 2 » s’explique par le fait qu’il y a deux courants chiraux
dans la boucle. Un scalaire ne peut représente qu'un seul courant. Il faut donc deux scalaires.

On peut comparer les deux expressions de la décomposition d’une boucle de fermions (3.40)
et (3.3.3), et 'on déduit immédiatement que le terme magnétique correspondent & 'amplitude
supersymétrique : A = AN=!.

3.3.4 Propriétés d’'une boucle de fermions en QEDN:1

Dans les paragraphes précédents, on a vu que I'amplitude supersymétrique est constituée de
diagrammes avec des moments magnétiques. Dans le numérateur de cette amplitude, les propaga-
teurs et les vecteurs polarisations ont fait place au moment magnétique de l'intéraction effective
(3.1.2). Ce moment magnétique est non seulement invariant de jauge et mais en plus il ne contient
pas I'impulsion de la boucle. Donc I’amplitude supersymétrique est constituée de diagrammes dont
leur invariance de jauge a augmenté mais en plus leur rang a diminué. Ce phénomene provient
des interférences bosons-fermions qui relevent des propriétés générales de la QED, principalement
Iinvariance de jauge.

Dans le cas d'une théorie supersymétrie encore plus « symétrie », par exemple N = 4, alors
I'invariance de jauge sera encore plus mise en valeur. Dans le calcul des processus a quatre et a six
photons, on va voir que les interférences bosons-fermions annulent certains termes.



Deuxieme partie

Calcul d’arbres.
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Les chaines et les arbres sont importants pour calculer le premier ordre non nul d’un grand
nombre de processus. Cependant pour augmenter le pouvoir prédictif, il est nécessaire de calculer
I’ordre supérieur de ’amplitude. Dans le chapitre 10, on va donner une méthode pour réduire les
boucles tensorielles. Cette méthode utilise 'amplitude des arbres et des chaines, sur couche de
masse, contenus dans cette boucle. On va voir que les arbres de type MHV (Maximal Helicity
Violating), c’est-a-dire qu’au maximum une seule hélicité sera différente des autres, sont suffisants
pour réduire les boucles de toutes les amplitudes des processus ete™ — 1+, 71 +Y2+y3+71 — 0
et 1+ +y3+7+7v+7 — 0.

Dans cette partie, on va calculer les deux types de chaines vues dans les paragraphes 3.2.2 et
3.2.3, qui ont une topologie au maximum MHV.

En réalité, les arbres MHV sont suffisants pour calculer toutes les boucles, tant qu’elles sont
non massives. La chiralité et 'hélicité deviennent équivalentes quand la masse d’une boucle devient
nulle. Si la masse de la particule de la boucle est nulle, alors les courants sélectionnent les hélicités
des particules externes. Mais si la masse de la particule dans la boucle est non nulle, alors ce courant
massif mélange les hélicités des particules externes et ’hélicité de la particule interne. Dans ce cas
il n’y a pas assez d’interférences pour éliminer les configurations d’hélicités qui ne sont pas MHV.

Il a donc été développé des méthodes pour calculer les arbres automatiquement a partir du
théoreme des résidus. Witten a montré que lorsqu'une amplitude est transformée dans I’espace
des twisteurs alors elle a une interprétation géométrique tres simple [29, 30]. Cela conduit & in-
troduire seulement les arbres MHV et des propagateurs scalaires pour décrire tous les arbres.
Avec l'unitarité, les résidus des limites réelles des propagateurs scalaires sont suffisants pour
calculer tous les arbres [31, 32]. Cette méthode a ensuite vu des extensions dans le cas massif
[33, 34, 35, 36, 37, 38, 39]. Mais, dans cette partie, on a choisi de calculer les chaines avec des
méthodes de récurrence ou par calcul direct comme dans les articles précurseurs tels que [40, 41].
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Chapitre 4

Chaine de type 1 (parag. 3.2.2).
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4.1 L’amplitude d’une chaine de type 1 (parag. 3.2.2).

Soit une chaine de N photons d’hélicités positives et de vecteurs de références |R) sur une ligne
de scalaires, d’amplitude A%, (pA,pB,pf, p}) = A%,. On suppose que les scalaires entrants et sor-
tants de la chaine sont non massifs mais hors couches de masses. On note pa = qo (respectivement
pB = qn) Pimpulsion du scalaire qui entre (resp. qui sort). On a alors p% # p% # 0.

i
; N
LI s . N E; -qi
S = —i(2e)" D% Z H lDQ'
o . o(1..N)i=1 "~ 1
pA PB
On a :
R iR
Ay = i(-ev3) DYD} ZZ‘P W> (4.1)
o(1. N)z 1
= —i(2¢)N D% D? Xg’ (4.2)
o(1..N) i=1 D
avec :
1
O(N) = (4.3)
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40 Chaine de type 1 (parag. 3.2.2).

+ R S
(—1)i*1 € -PQ'.'gi—l'pz €it1-Pi _ENPN-1 (4.4)

x(i) = o ;
S12 Si—1, Siyi+1l SN—1,N

ou (i) est une phase que l'on peut exprimer de différentes maniéres (avec des produits spinoriels
ou des produits scalaires de vecteurs polarisations €! et impulsion p; ou méme avec les tenseurs
champs électromagnétiques F!*”). On va commencer par montrer la formule dans un espace de
Minkowski de dimension 4, puis on généralisera dans un espace un peu particulier en vue du calcul
a six photons.

4.2 Démonstration pour dans un espace de Minkowski di-
mension 4.

La démonstration de ce théoréeme s’effectue par récurrence. On commence donc par calcu-
ler 'amplitude d’une chaine avec un, puis deux et enfin N photons. On trouve des exemples de
démonstration de ce genre dans [25, 26]. Dans le cas ot la chaine n’a qu’un seul photon (N=1), la
vérification de (4.2) est triviale :

s . el 8 Qi D2D? et .q
Aj = (—2ie) x D? 1D = —i 2e Z HD% D2 = —i 2e Z Z %21 1D2 . (4.5)
0 1

o(1..1)i=1 o(1..1) i=1

On va vérifier (4.2) maintenant pour une chaine de deux photons.

4.2.1 Chaine de type 1 avec deux photons

On a cette fois une chaine de deux photons, donc N=2. On utilise la décomposition des vecteurs

polarisations ¢; en spineurs (def. 2.2.2) :

2

As = (—2ie)? % * Z D3 le D2ﬁ<R2>D% (12)

0(1..2) i=1 % o(1..2)
) Rq112¢2R)
= 2)2D2 { 4.
i(ev2) 20(;) (R1)(12)(2R) D?D3’ (4.7)

On pose (1,2) = ® = W7 une phase antisymétrique sur les permutations. Le numérateur
de (4.7) se simplifie avec la conservation de 1’énergie impulsion au deuxiéme vertex : p; = g2 — ¢
puis au premier vertex p1 = q1 — qo :

(Rg112¢2R) = (Rqol)qs — (Rqolqiqe) = ¢3(RqolR) — qi(Rqoq2R) + g3 (Rq1g2R) (4.8)
@3 (Rq11R) — ¢} (Rqoq2R) + ¢2(Rq22R),

et 'amplitude s’écrit :

N Rq zR (Rqoq2R)
s 7 . 042
A = ) > DED3e(1,2)) j —z(e\/§)2 > DiD3 (1,2) D7 (4.10)
0(1..2) z:l o(1..2)
Sachant que ® est antisymétrique par permutation des deux photons (1 <> 2), et que U?tzgiqfl%)
2

ne dépend pas des impulsions des deux photons, alors le deuxiéme terme de (4.10) est nul. On
retrouve (4.2). On peut alors refaire apparaitre les vecteurs polarisations & partir de la définition
(def. 2.2.2) :

2 .+
E Qz 251 (II 52 -D1 Dg €7 .p2 +
As = —i(2¢)°D3 | | —i(2e)* Y D3 - =3 Q2. 4.11
e 1 Q)Z 1 l e 512 D% S12 52 q2 ( )
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On va maintenant montrer la formule dans le cas ou I'on a une chaine de N photons.

4.2.2 Chaine de type 1 de N photons

On suppose que la relation (4.2) est vraie pour une chaine de N-1 photons, et on va vérifier
I’exactitude de la formule pour une chaine de N photons. On applique directement la formule sur
les N-1 premiers photons d’une chaine de N photons :

N Rq (Rqy N)
s il N s
= (—iev2)ViN ' DY ) H = § (RN)D% AN,1 (4.12)
o(1..N)i= 1
“1 N (RqnN) ~ (RgiiR)
_ (_1\N-1 2 _ 2
— (—1)N 1y (e\/i) D} o N 1)D0' epE (4.13)
o(1..N) i=1
N = (Rgy N)(igiR) (Ri)(N — 1N)
— i(—ev2) D2 &(1, N)D? IN )N . 4.14
Z( ef) N (1ZN) 0; DZD? D%, (N —1R) (4.14)

On applique la relation de Schouten (D.7) a (Ri)(N — 1N) :

N RZ NlR Nig;R
YD | LI SIRIRNID s
i i—1N

o(1..N) i= 1 o(1..N) i=1
N-1 .
RqNN 1q; ) (N — 14)
— (=N —1)D? . 4.15
o(1..N) i=1

Gréce a la conservation de I'énergie impulsion au i-eme vertex, le numérateur de (4.15) s’écrit :
(RqnNig;R) = ¢} (Rig:R) — ¢} (Rqngi1R) + ¢, (Ran @i R) + (RqvAn—14iq:R),  (4.16)

et 'amplitude devient :

2 N-1 .
qu N 2 (RigiR)  (Rqnqi—1R)  (RqnqiR)
: - ) (I)(laN)D - +
0(12:N zl_ll J(IZ:N) ’ i=1 D} \D} DD} DZD%
N—-1
<RQNAN 1 zl%R>
— (=) (1, N)D?
a(;N) ’ i=1 DZ’Q*ID?DJQV

N—-1

(RqnN)(iq;R) (N — 1i)

. 4.1
D2D2_ D2, (N - IN) (4.17)

- (=N Y en 1)D2

o(1..N) i=1

= (RigiR)  (Rangia1R) N (RgnqiR) _ (RqnqoR) | (RNgnR) Ni (Rig;R

- (4.18)
iy Rl v s e SRS ey DI 4

=1
(RgnqoR)

DEDY
est antisymétrique (D.9), alors il s’annule. On rassemble les deux termes dans une méme somme,
finalement, le premier terme (4.17) s’écrit :

(RigiR) (Rgngi-1R) | (RqngiR)
(—1)N (1, N)D? ( - +
Py ° Z bT,Di  DL,D%, | DD

Comme le premier terme : ne depend pas de ordre des photons, et que la phase ®(1, N)

N (Rig;R)
Y e, Dgz Vi = (4.19)

o(1..N) i=1 D\ D;
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Maintenant, on effectue une relabélisation cyclique du deuxiéme terme de (4.17) pour Pannuler
avec le troisieme :

(Rgn((i +1) + ... + (N = 1))ig: R)

(1, N)(RgnAN-1,4iq: R) = RI(12).(N —1N) (4.20)
(R1)(12)...(i — Li)
1 1
N (Ni - (N —1R) | (i + D+ 1N)..(N — 1R)
+ ...
1
fErniruT NN v —1m A2
On peut mettre en facteur un certain nombre de spineurs :
(Rgn Nig; R) Ui+
®(1, N)(RgnAn-1,4iq;R) = R 1) G > & ; M T (4.22)
et on simplifie (4.22) avec (D.8) :
<RqN((<iR+1>1<)1;>:::&(J_le)))iqiR) = —®(1,N — 1)(RgyN) <qui><<]i[];fv_11>>. (4.23)

La relation (4.23) montre que les deux derniers termes (4.17) sont opposés. En ne gardant que le
premier terme, donné par (4.19), on retrouve l’expression de 'amplitude (4.2). Maintenant, on va

la transformer pour faire apparaitre les vecteurs polarisations e

4.2.3 Ecriture de I’amplitude avec les vecteurs polarisations &/’

Pour faire apparaitre les vecteurs de polarisations /' dans I'amplitude A%, on modifie la phase
®(1,N) = <R1>(12>...(11\/—1N>(NR) en multipliant par le facteur unitaire :

21]..[NN —1] (R2)...(Ri)...(RN — 1)

21..[NN —1] " (R2)..{Ri)..(RN — 1)’ (424)
puis en développant les spineurs et en les regroupant :
(RgiiR)
(RI)(12)...(N — IN)(NR) (4.25)
_ (Rq;iR) . [21]...[NN — 1] (R2)...(Ri)...(RN — 1) (4.26)
(R1)(12)...(N — 1IN)(NR) [21]..[NN — 1] (R2)...(Ri)...(RN — 1) '
_ (Rait) (Ri) (Ri) (R2)..(RN — 1)[21]..[NN — 1] (4.27)
(Ri) (12)..(N —1N)[21]...[NN —1] (R1)...(RN) ’ ’
On retourne les N-i derniers spineurs ((ab) — —(ba)) de (4.27) :
(RgiiR) _ Ly (R21)...(Rii — 1)(Rq;i)(Rii + 1)(RN — 1N) (428
(R1)(12)...(N —IN)(NR) (R1)..(RN)S12...sN—1.N ' '

Comme les vecteurs de polarisations s’écrivent sj“ = %, alors 'amplitude de la chaine & N

photons d’hélicités positives devient :

+ +
A% = Z Z z+1DODN €1p2 € 1Pig) Qi P ENPN-1 (4.29)

5
(L) it 1 S12 si—1,i Di Sii+1 SN—1,N
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4.3 Généralisation pour un espace de Minkowski de dimen-
sion n.

La formule (4.2) permet de transformer un produit de propagateurs en une somme de propa-
gateurs. Une chalne de N photons contient N propagateurs. Plus on applique la formule et plus le
nombre de propagateur diminue. Imaginons que cette chaine soit dans une boucle. Alors on va voir
dans le chapitre 8 que moins il y a de propagateurs, plus la boucle peut diverger dans l'ultraviolet.
Pour y remédier, on étend ’espace de Minkowski & un espace a n = 4 — 2¢ dimensions. On suppose
que les premieres réductions n’engendrent pas de divergences, mais que la derniere réduction, crée
des divergences. Donc, le dernier propagateur se trouvera dans un espace a n = 4 — 2¢ dimensions.
Pour étendre ’espace, on ajoute un espace de dimension —2¢, appelé extra-espace, orthogonal a
I’espace quatre dimensions. Les impulsions des photons restent dans ’espace initial de dimension
quatre, mais le propagateur d’impulsion @Q); de dimension n, se décompose en une impulsion de
dimension n —4 = —2¢ : ¢; et une impulsion de dimension quatre : ¢;. On aura alors Q; = ¢; + ;.
On développera davantage ces notations dans le chapitre 8.

4.3.1 L’amplitude, pour une chaine de type 1, dans un espace de Min-
kowski de dimension n

Soit une ligne de N photons dont tous les propagateurs sont dans un espace a quatre dimensions
sauf le dernier. Alors :

212 -+ + ot + ) +

A _ i(Qe)N Z Z(_l)i-H D§D% el .p2 €_1-Pig] .qi€i11-Pi EN-PN-1

N, — D2 T . D2 =
o(1..N) i=1 i-1 S12 0 Si—ig i Skl SN-1LN
N-1 212+ + ot + o+
—i(2e)N a2 _1)i+! DDy ef.pa €_1-Pie] ANi€1-Pi En-DPN-1 4.30
Z( e) q ( ) D2 D2 D2 ( . )
o(1..N) i=1 i-1N S12 Si—1,i i Sii+l  SN-LN

Par rapport & la premiere formule (4.2), il y a un terme supplémentaire proportionnel & « g2 »
qui est invariant de jauge. On utilisera encore une récurrence pour montrer cette formule. On
commence par vérifier cette formule pour une chaine de deux photons.

4.3.2 Chaine de type 1, de deux photons, dans un espace de Minkowski
de dimension n

Soit une chaine de deux photons dont les propagateurs sont dans un espace de dimension n.
Comme les vecteurs polarisations sont de dimensions 4, et que l'espace de dimension quatre et
Pextra-espace sont orthogonaux, alors : 6 Qi=¢cf (¢ +q) = j‘ (q:)-

' R I (Rg12g:R)
5 = —i(2e)?D3 = i(eV2)’D3 .(431
) ’ 0;2 Hl D? 2"D; 0%‘2) (R1)(12)(2R)  D3iD} (4.31)

On utilise la conservation de I’énergie impulsion aux vertexs : po = ¢2 — q1 et p1 = ¢1 — qo- La
différence par rapport au cas a quatre dimensions commence a cette étape, les propagateurs sont
de dimensions n, donc ¢;> = Q% + ¢

A5, = i(e\/§)2D§ Z ¥(1,2) (Rgo1R)(Q3 — ¢°) — <RQOQ2};>2(IC)222 ) + (R12R) (Q3 — qA2).
o(1..2) 12
(4.32)
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Comme (Rq11R) — (Rqog2R) + (Rq192R) = (R12R), et que ®(1,2) est antisymétrique, alors :

s . (RqiiR) 5 (R12R)
Ao = /D 3 001 2DED] ;Dg L+ eV > WD p (49

Le premier terme de amplitude (4.33) correspond au terme dans un espace uniquement & quatre
dimensions. Le second terme est directement proportionnel a la norme de I'impulsion dans I'extra
espace. En terme de vecteur polarisation &7 ,, on a :

A5 = —i(2e)? <D251 qie3-p1 DiD3ef .ps 5;(12+q
an > D} si D} s12 D3 s12  D?D3

4.3.3 Chaine de type 1, avec N photons, dans un espace de Minkowski
de dimension n

Le début de la démonstration est similaire a celle en quatre dimensions. Il vient juste se greffer
un terme supplémentaire proportionnel & 'extra-impulsion 2. D’apres les hypotheéses, on suppose
qu’il n’y a pas besoin de prolonger I'espace de Minkowski si ’on applique la formule sur les N — 1
premiers photons. Cependant, pour réduire la chaine en considérant le dernier photon, il faut
étendre les propagateurs restant a un espace a n dimension. On se place a quatre dimensions et on
applique la formule a quatre dimensions pour les N-1 premiers photons, puis on passe en dimensions
n pour le dernier photon. Donc on peut reprendre directement la formule (4.15) :

Z H qu :71)N Z 1ND§Z gggé\]“h

o(1..N) i= 7 o(1..N) i=1
N-1 .
(RqnN)(ig;R) (N — 13)
_(_)N (1 1)D? . 4.35
( ) Z Z D2D2 1D2 <N*1N> ( )
o(1..N) i=1 =

La différence provient de la transformation du numérateur du premier terme de (4.35) :

(RgnNigiR) = Q% (Rig;R) — Q¥ (Rqngi—1R) + Q7 (RqnqiR) + (RgnAn—1,4iq; R)
+G*(RANiR). (4.36)

Par la méme démonstration que dans un espace a quatre dimensions on transforme la premiere.
Au final, on a :

R , (RQ;iR
Non = (_1)NZ(6\/§)N Z (1 N DODN Z D2 D2>
o(1..N) i=1 i—1
. RAN ZZR)

On peut exprimer I'amplitude avec les vecteurs polarisations, de la méme maniere que pour une
chaine de type 1 dans un espace de Minkowski de dimension quatre :

N + +
H 5i+'ql _ z+1 DODN 51 P2 Ei_1-Pi €;ron' €it1-Di 5;\?~pr1
E o7 E E Ty

o(1.Nyi=1 i o(1..N) i=1 S12 Si—1,i i Siitl1  SN-1,N
N-1 212 -+ + .+ + 4
4+ (_1)i+1 DgD%, el pe € 1Pie] ANi€i1Pi ENPN-1
q E D2 DZ s s 2 P .
o(1..N) i=1 i—1~YN  ©12 i—1, i i,i41 N—1,N

(4.38)



Chapitre 5

Chaines de type 2 (parag. 3.2.3).
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5.1 L’amplitude d’une chaine de type 2

Soit une chaine composée N+1 photons avec N photons d’hélicités positives et de vecteur de
référence |I) et un photon d’hélicité négative d’impulsion |I), et de vecteur de référence |r). On
suppose que la chaine se trouve sur une ligne de scalaires et que toutes les particules externes sont

sur couches de masses.

pi Py pr

Alors 'amplitude de cette chalne de photons s’écrit :

(IANIB) ) pos

o o= ilev) T e
[1%, (i) (iB)
e {IA1) (IBN)
= —ileV2)NT D R(N) Tt
o(1..N)
avec ®(1,N) = W

5.2 Démonstration

Comme le vecteur de référence des photons d’hélicités positives est I'impulsion du photon
d’hélicité négative, alors d’apres la définition 2.2.2 des vecteurs polarisations, ils sont tous ortho-
gonaux : Vi,j € [1.N + 1], af.sjt = 0. Donc lamplitude est composée seulement de (N+1)!
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diagrammes de vertexs simples :

N
€i-Q;
A?V,I = c(vV2)Nt! Z <H DZ) EN+1-GN+1 (5.3)
o(L.N+1) \i=1 ¢
N+1
— C(\/i)NJrl lim D2 Z H €i-q; (5.4)
= o PN D2’ .
N+1 o(1..N+1) i=1 D;

Pour simplifier les notations, on sous-entendra la limite. C est un coefficient de couleur scalaire dit
a la présence de N+1 vertexs et N propagateurs :
—%e N+1Z'N
R ) i )N+1 = —i(ev2)N* (5.5)
V2

Considérons I’ensemble des diagrammes tels que le photon d’hélicité négative soit en position i.
De chaque coté de ce photon, il y a une chaine de type 1, composée de photons d’hélicités positives
avec un scalaire externe hors couche de masse et ’autre sur couche de masse :

Pl 23 . N+1 p; 1 P ])Jr ,
“ 22; ;i (5.6)
pA
N+1 e i
AN = ZAZ gz A (5.7)

Il y a trois sortes de topologies de diagrammes : quand le photon négatif se trouve en début,
au centre ou en fin de chaine. On utilise l'expression de la chaine de type 1 (4.2) sur ces trois
topologies :

Rq jR 5[_ qi+1
+ ( ’L 1q) Dg J
i=1 Z D2 D12+1

N .
j=i+1 D; DJ‘H
(DN 'P(1,N) €7 g1 = (RaiiR)

- D3 D3, %D D%

(5.8)

Comme les scalaires externes sont sur couches de masses alors Dj — 0 et D%, — 0, donc
apres simplification :

s (=DN"'®(1,N) /( . (RBNR)

N, = - D12V+1 (51' 1 D2 )
L C¥en (JVZ i+1) (RAIR) (RBENR) _ )
D?VH —  (iR)(Ri+1) D} p2, L

+

(—1)N—1(I)( ,N) (51~qN+1<R/4]m) ) (59)

DY Di

On mélange les vecteurs polarisations dans tous les termes des topologies centrales (deuxiéme ligne

de (5.9)) :

5 (RA1R) 5 (RBNR) L (R1ABNR)
Ny i (IN)

(RAIR)(RBNR) = —q% (5.10)
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On regroupe (5.10) dans (5.9) et apres simplification :

1 9(1,N) (RA){RB) [ [BNR][Ar] i [AIN B [A1R][Br]
N == + Xi{Rgiy1m) + ——5— | »
I D%, [Rr] D?, <~ DID3, + D?

(5.11)
avec x; = % qui vérifient Z -1 Xz = —1. Comme les scalaires entrants et sortants
sont sur couches de masses alors les propagateurs de bout de chaines s’écrivent comme en produits
spinoriels ¢ = (1A1) et g% = —(NBN). On transforme aussi la phase ®(1,N) en une phase
cyclique T(1,N) :

(N1) 1
®(1,N) = TA,N)——+—— T(l,N) = ————— 5.12
Avec ces deux remarques, 'amplitude devient :
s N1 _T(,N) (RAr)(RB)(N1)
V=D U vB)R
[ T] N+1 ( )(R1)
(1 ) (ii+1)  (RA)(RBr)(N1)
_ Qi . 5.13
(1A z:: R Ri+ 1) (LAYNR) (5-13)
Pour continuer la simplification, on écrit le terme central de (5.13) comme une somme de termes
eikonaux (déf. 3.2.6) O; = % :
N
B
S —R><R(A 14 )0 (5.14)
i=1
< N—1
- (RA ZO+R1T>ZO@'+
i=1
N—1 N—-1
(R2r) O;+ ..+ (RN —1r) OZ-) (5.15)
=2 i=N-1
(IN)(RA)(RB) ( (1N) <N(B—A—R)7“>>
=————— [ (RAr + 5.16
naeyy, \UTREN T N 210
L’amplitude s’écrit alors :
T(1,N)
s = (DN —=~-2(RA)(RB
o = 0N (g RA) B
[Ar](N1) n [Br](N1) (IN) (RAr)(1N) n (IN) (N(B—-A-R)r) (5.17)
(NB)(R1) (NR)(1A) (1A)(BN) (1R){(RN) (1A)(BN) (RN) ' '
Le terme entre parenthese peut se réduire, juste par des manipulations spinorielles :
[Ar](N1) [Br](N1) (IN) (RAr)(1N) (IN) (N(B—A-R)r) (5.18)
(NB)(R1) (NR)(14) = (1A)(BN) (1R)(RN) (1A)(BN) (RN) ’
(N1) (NRr) (5.19)

(NB) (1A)(RN)"

On fait réapparaitre les propagateurs grace aux formules spinorielles, et on prend la limite D%, 1
0. Enfin, on rajoute le facteur de couleur C calculé (5.5) :

s .= 1 T(1,N) (RA)(RB)(N1)(NR)[Rr]
ANJ_U(;N)( 2 [Rer] (NB)(1A)(RN) (5.20)
=y (—1)N_1T(1,N)<N1)<IE1>WDB;\Z{V>7 1

o(1..N)

avec (D.9), on retrouve la premiere expression (5.1).
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5.3 Autres écritures

5.3.1 Avec le facteur eikonal (déf. 3.2.6)

On peut réécrire 'amplitude A% ; en fonction de ce facteur eikonal :

N

. (IA){(IB)
S = g(—ey/2) AT/ | I ; .22
v =it oy 1 o2
avec S; = e 2&%. On obtient un formule de récurrence :

AN1 = SNAN_1 - (5.23)
Remarque : Cette formule de récurrence dit que 'amplitude A;q\,, ; est égale a sa limite quand

I’énergie de chaque photons d’hélicités positives devient nulle. C’est une propriétés de ce type de
chaine.

5.3.2 L’amplitude 7‘?\7,1

L’amplitude Zi\h  est définie par I'inversion des hélicités des photons de A} ;. Donc avec
linvariance par parité de la QED (prop. 3.2.5), on a :

jf\f,l = AxN (o1, -pNo0f) = ANIT (5.24)
avec T(N) = [12“23]”_[&,71]\7][]\,”. En utilisant (D.10) :
—s — TA1][IBN TA|[IB
Ay = —i(ev2)NT Y- T(l..N)[ [IBN] i(—e\/i)NHi[ IEEE) [AB)N=L. (5.25)

o(L.N) QT Q% [1:L, [iA][iB]

Donc pour passer de 'amplitude Afm 1 & l'amplitude jﬁvy 7 il suffit juste de changer les spineurs en

antispineurs : {...) — [...], et de multiplier par le coefficient (—1)N+1.

5.3.3 Chaine de type 2 en QED

Proposition 5.3.1. Soit une chaine de photons N photons d’hélicités positives d’impulsion p1...pn
et un photon d’hélicité négative d’impulsion |I) en QED. L’amplitude s’écrit :

Avr=x+x"= ([éﬂ + EgD Ay . (5.27)

X— (respectivement xy) correspond au cas ou Uhélicité du fermion entrant est positive (resp.
négative).

Démonstration : La démonstration est évidente. Il suffit d’appliquer la proposition 3.2.4. u
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6.1 Chaine de type 1 avec deux photons.

6.1.1 L’amplitude de la chaine

Soit une chaine de deux photons d’hélicités positives et d’impulsions p; et ps sur une ligne de
scalaires. Le scalaire entrant a une impulsion p4 et le scalaire sortant une impulsion pz. On suppose
que les photons sont sur couche de masses alors que les scalaires sont massifs de masse m? et hors
couches de masses : p% # p% # m?. Dans ce cas amplitude de la chaine A (pa,pp,p1,p2) = AS

s’écrit :

(Rg;iR

o(1..2) i=1

12
As = 2ie’DID} Y @(1,2)21)27DZ+2i62m2u
1—11

(12)

>

o(1..2)

1

DY

(6.1)

Au premier terme, correspondant a la formule de la chaine non massive (4.2) vient s’ajouter un

second terme, proportionnel a la masse du scalaire.
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6.1.2 Démonstration

On suppose que les deux photons ont le méme vecteur de référence |R), donc sf.s; = 0. La
chaine s’écrit :

+ +
s 5 Z el .q1 €5 -q2 C o Z (Rq112q2R)
o(1.2) 1 2 o(1..2) )

avec ®(1,2) = WM la phase antisymétrique par permutation 1 « 2, et C = (—2ie)? xi =
—4ie? le facteur de couleur. On applique la conservation de I’énergie impulsion au deuxiéme vertex
puis au premier vertex :

s ¢ (Rqo1R)q2? — (Rqoq2R)q1* + (Rq1g2R)qo*
A5 = 7§D§ > a(1,2) D7D : (6.3)

0(1..2)

Or les scalaires sont hors couches de masses, donc ¢2 = D3 +m?, g3 = D3 +m? et ¢? = D? + m?,
avec D? le dénominateur du propagateur, donc :

2 p—
a5 = - Sp2 Y a2 (MWL) — (Baoal) + (Ragk)
2 D1D2
o(1..2)
_(Rq@R) | D§(Rq1g2R) + D3(Rq11R) (6.4)
D2 D2D3 ' -

Gréce a la conservation de I’énergie impulsion aux vertexs, on a : (Rgg1R) — (Rgog2 R) + (Rq1g2 R) =
(R12R). Comme (RqpgaR) en dépend pas de l'ordre des photons et que ®(1,2) est antisymétrique
alors le deuxieme terme est nul. Il reste :
¢ m*(R12R)  Di(Rq1g2R) + D3(Rq:11R)
5 = —=D3 ®(1,2 0 2 : .

o(1..2)

En simplifiant la phase ®(1,2), on retrouve la formule (6.1) :

2 .
s oo [12] 1 : 2122 Z (RqiiR)
5 = 216 m <T2> (1 2) F% —+ 27,6 DOD2 (1 2) (b(]., 2) 2 m (66)

6.2 Chaine massive de type 1 avec trois photons.

6.2.1 L’amplitude

Soit une chaine de trois photons entrants d’hélicités positives et d’impulsions pi, ps et ps sur
une ligne de scalaire. Le scalaire entrant, d’'impulsion p4, et le scalaire sortant, d’impulsion pg,
sont supposés massifs de masse m?. Toutes les particules externes sont sur couches de masses. Dans
ce cas l'amplitude A3 (pa, pB,p1,p2,p3) = A5 de la chaine s’écrit :

i opiopy
o s
s [31] 1 [12¢53)]
A5 = i(eV2)>m? (,(;3) T2 {D% + BIDIDE D‘”% D%} (6.7)
3As;
— i(ev2)Pm? Z <12>1<23> {[3;1;%5%1] } (6.8)

o(1..3)
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6.2.2 Amplitude avec les scalaires hors couche de masse

On suppose que tous les photons ont le méme vecteur de référence |R), donc Vi € [1..3], ¢ 5;'
0. Par conséquence, la chaine est décrite par six diagrammes de trois vertexs simples :
3 €+ i
s 3 47

0(1..3)i=1 ¢

On applique la formule de la chaine & deux photons massive hors couche de masse sur la chaine
constituées par les deux premiers photons. On oublie la limite, que 'on reprendra a la fin de la

démonstration, et le facteur de couleur C = (—2ie)%i? = —i(2¢)3, que l'on remettra a la fin du
calcul :
quzR <R12R) (Rqs33)
5= — ®(1,2) 4 D} : 6.10
A== 2 e { Z bZ,0f "™ DID} | R3) D (6:10)

Maintenant on va arranger les spineurs, des termes non massifs, de la méme maniere que pour le
calcul de la chaine non massive (4.2). Il va alors apparaitre des termes supplémentaires avec masse.
On a, en utilisant l'identité de Schouten aux spineurs (Ri)(23) dans (6.11) :
2 . 2 . .
(RgiiR) (Rqs3) (Ri)(23)(3R) [ig; R] (Rqs3)
P(1,2)————— = — d(1,3
D 0 B Dhl T

(6.11)
=1

. Z a(1, 3)% ((R3)(2i) + (R2)(i3)) m (6.12)

Z(I) 3 3 ) (Rq33iq; R) +a(1,2) (Rq33)[iqi R](2) (R3) (6.13)

Df 1D?D2 D? | D2D3(23)

avec ®(1,3) = WM' En remettant 'expression (6.13) dans ’amplitude (6.10) :

- 3R) (Rqz3iq; R Rq33)[ig; R](2i)(R3
Ag&ang){Dg <;®(1’3)< 13?<11q)3?l;é >+©(1’2)< q1§§>[11q>§1]7<§<2>§> >>

—m2¢(1,2)

(R12R) (Rqs3) } _ (6.14)

D3D? (R3)D3
Maintenant on transforme le numérateur du premier terme de (6.14) :
(Rg33iq;R) = D3(Riq;R) — D} (Rqsq;—1 R) + Di_; (R3¢ R)
— (Rq3Asiq; R) + m*(RAs;iR). (6.15)
En rajoutant le facteur de couleur, 'amplitude de la chaine scalaire hors couche de masse devient :

_ , RqﬂR 2. (RiAs;
_ 3 2
=i(eV2) Z){ (1,3)D? (Z ZD? 1D2D2>

o(1..3
(R12R) <RQ33> }
DiD3 (R3)D3

+m2¢(1,2) (6.16)

6.2.3 Amplitude avec les scalaires sur couche de masse (6.7)

Dans la limite ol les propagateurs initiaux et finaux sont sur couche de masse, D3, D3 — 0,
alors Iamplitude hors couche de masse (6.16) devient amplitude sur couche de masse :

A; = —i(ev2)’m? )y {@(1,3)W—¢(1,2) <§%§”> ggf;%}. (6.17)
o(1..3) 1 12
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Toutes les particules externes sont sur couche de masse, donc 'amplitude doit étre invariante de
jauge. Pour le vérifier explicitement, on commence par mettre en facteur la phase ®(1,3) :

Ay = —i(ev/2)*m? ®(1,3) {< + : (6.18)
5 A, " oy T oo
Puis on fait la manipulation spinorielle ¢, s = —D3 — #5 ¢ dans I'expression (6.18) :
) RIA5R)  (RI2R)  (R12) (R3¢32)
A = —i(eV/2)®m? ®(1,3) { < — — . (6.19)
’ g(;s) D3D? D3D? D?D3D3

Comme Ag; = ps + pg et (1,3) = W, alors on trouve directement le résultat (6.7) :
, 31] 1 [12¢33)]
$ = 2)2m? B f1 12653 ) 6.20
3= ilev’m? ) (12)(23) \ D2 " BID2D2 (6:20)
o(1..3) 1 172

Pour obtenir (6.8), il suffit de transformer le numérateur du premier terme de (6.7), sachant que les
scalaires externes sont sur couches de masse : —[13]D3 = [13¢33]. Puis on remplace et en regroupe
les produits spinorielles de facon & reconstruire I'impulsion Az; = ps +p3. Maintenant on va donner
la formule pour une chaine de scalaire massifs de quatre photons.

6.3 Chaine massive de type 1 avec quatre photons.

6.3.1 L’amplitude

Soit une chaine de deux photons entrants, d’hélicités positives, et d’impulsions p1, p2, p3 et py
sur une ligne de scalaire. Le scalaire entrant d’impulsion p4 et le scalaire sortant d’impulsion pgp
sont massifs de masse m?2. On suppose de plus que toutes les particules externes sont sur couches
de masses. Dans ce cas Pamplitude de la chaine A§ (pa, pp,17,2%7,3%,47) = A5 s’écrit :

) +
i Ps piopi

+ oot gt ot
. €1 -q1€9 -q1€3 -G3E, -
—z(e\/§)4 Z 1-91€2 -q1€3 -G3E4 G4

D2D2D?2
. - o(1,2,3,4) 1727

. . 2 12][34 1
Aj = —i(ev2)* (m?) (Z : <[12;£34]> DiD3D3
0(1,2,3,4

| L o [14] 1
—i(ev2)t (m?) 0(1’22;374) (12)(23)(34) DID3

—i(ev/2)* m2 [494q01] 1
) Uu%;m) (12)(23)(34) DID3’ (6.21)

6.3.2 Démonstration

Tous les photons ont la méme hélicité et le méme vecteur de référence |R), donc les diagrammes
avec des vertexs doubles sont nuls et 'amplitude de la chaine s’écrit :

A = D2xCx Jim 3 HE i (6.22)

o(1..4)i=1 l
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On sous-entend le facteur de couleur C = (—2ie)%i® = —i(2e)* et la limite, que I'on rajoutera a la
fin de la démonstration. On applique alors I’expression de la chaine & trois photons hors couches
de masses, calculée précédemment (6.16), aux trois premiers photons :

s anR RZA41R
Ai = Z){ 14D0<ZD3 1D2 ZD% 1D2D2>

o(1..4

2

RZAM RQ44>
2
®(1,3)Dgm Z « D} 11)2D2 )R4)D?

2<R12R> (Rg33) (Rqu4) }
D2D2 YR3)DZ )R4)D?

— ®(1,2)m

(6.23)

avec Vi € N, &(1,7) = WM. Pour rendre le dernier terme de (6.23) explicitement invariant
de jauge, on utilise I’expression de la chaine scalaire massive a deux photons hors couche de masse
(6.1) que l'on applique aux photons 3 et 4 :

(Rqs3) (Rqsd) 5o (RgsiR) , (R34R)
= —®(3,4) | D +m . (6.24)
U%;I) (R3)D2 (R1)D? 222 D7D} D2D?

L’amplitude de la chaine scalaire massive & quatre photons (6.23) devient :

s . qu’LR RZA41R
Ai = —i(2e)* E { ®(1,4)D? ( E o 1D2 E D2 D2D?
) i— i—

o(1..4 i=1

2
RZAgZ <RQ44>
2
®(1,3)Dgm Z < D} D} D3 (R4) D]

R12R (Rq;iR)
2 7
+ m P(1,2)P( E DZQ D?
22 <R12R><R34R>
B(1,2)B(3,4) T 6.25
+me(LYOB.A) s (6.25)

On a obtenu une expression de 'amplitude de la chaine scalaire massive hors couche de masse avec
quatres photons d’hélicités positives. Dans la limite ou les scalaires externes sont sur couche de
masses D2, D3 — 0, Pamplitude doit étre invariante de jauge :

1A
Aj= —i2e)" > {<I>(1,4)m?<RD2;)12R>
o(1..4) 14
(R1A31R) (Rqs4)
D?2D?  (R4)D?
(R12R) (Rqu4R)

+ ®(1,3)m?

+ m?®(1,2)®(3,4)

D DiDi
22 (R12R)(R34R)
®(1,2)2(3,4)————55—

=T +To +T5+ Ty, (6.26)

T, étant déja invariant de jauge. On modifie alors la phase de T5 : ®(1,2)®(3,4) = %@(1, 3):
12) (Rga4) (R123)(Rq44)
T3 = 2 = —m?®(1,3) L 6.27
* =y ey ryoiogn; " Y Gapipgng (627

et on effectue la transformation ¢, %, = —D3 — ¥, 4, ainsi que le changement de phase ®(1,3) =
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<34><4R><I>(1,4) dans Ty :

(3R)
RI1IA R><R3> <R1A31R><3q44>
= — ®(1,3 2<31——CI)13 2 6.28
2= I e Y™ DiDgDiGa) (025
- 2 <R1A31R> _ 2 <R1A31R> <3Q44>
=®(1,4)m “DiDT ®(1,3)m “DIDIDI(3A) (6.29)

On remplace les nouvelles expressions de Ty (6.27) et T3 (6.29) dans amplitude (6.27), puis on
factorise les termes ayant les mémes dénominateurs :

A= —m? > {@(1,4) (R14F)

212
o(1..4) DiD;
1
— 9(1,3) =555 {(R1A31 R){(3qu4) — (R123)(Rqs4)}
DiD3D3
(R12R)(R34R)
=T+ Ty +T3. (630)

Dans cette nouvelle expression, seul le terme central T n’est pas explicitement invariant de jauge.
Pour cela on transforme le terme entre accolades de T3 :

(R1A31R)(3q44) — (R123)(Rq44) (6.31)
= (R1) {<R31><3q44> + <321>D§<<f§’>> + <?<’Z§‘>l> <421><R3>} (6.32)
_ (R1)laR3) (R3)
=@ {(3(]44} (4(3 +2)1) + <321>D§<43>} , (6.33)

que l'on reporte dans ’expression de amplitude (6.30). On factorise les deux premiers termes par
®(1,4) (R14R)

DID3
s 2 <R14R> <3q44><4(3+2)1> <321>
A= U(%{‘I’“"” D3D; (” @) <43>[14]>
- m2®<1,2>¢>(3,4>%} (6.34)

Cette 'amplitude est clairement invariante de jauge. Mais on peut encore transformer cette ex-
pression en réduisant au méme dénominateur le terme entre parenthése. On applique la formule

d1Ps = _D?Q, — Pada :
(Baa4)(4(3+2)1)  (321)  (3¢u4(3+2)1) (3(4+2)1)

H (43)[14] D3 (43)[14] —  (43)[14]D3 (43)[14] (6.35)
C (34qu(4+3+2)1)  (34q4(qa — q1)1) 636
- @)[4py - @3)[14py :

Pour finir, on remplace (6.36) dans amplitude (6.34), on développe les deux phases ®(1,2),9(3,4)
et ®(1,4) et on rajoute le facteur de couleur :

a5~ (2B 1 41
Ai= —ilevaimt 3 {0 prmeEs * e v |

. 4.2 1 [4Q4Q11]
—i(eV2)'m U(;l) 1323 (33 D2DIDT (6.37)
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7.1 Définition et représentation d’une boucle.

7.1.1 Notation d’un diagramme avec une boucle

On consideére 'amplitude .4 d’une boucle avec N pattes externes entrantes (fig 7.1) dans le cas
général ou "impulsion de la boucle évolue dans un espace de Minkowski de dimension n = 4 — 2e.
L’espace initial de dimension quatre est étendu a un espace de dimension n, en ajoutant un espace
de dimension —2¢ orthogonal a I’espace a quatre dimension. Désormais, on aura une intégrale de
dimension n et de mesure :

d*q — d"Q. (7.1)

Notations : L’impulsion tournante QQ* est alors composée d’une partie a quatre dimensions ¢*
et d’une partie & —2¢ dimensions : ¢*. Comme les espaces a4 quatre dimensions et & —2e sont
orthogonaux entre eux, on a donc :

Q=q+q
(&t 72)
On prendra la notation Euclidienne introduit par Mahlon : g2 = —u2. La conservation de I’énergie

impulsion a chaque vertex implique la conservation de 1’énergie impulsion dans la boucle :

N
> pi =0, (7.3)
iz
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FiG. 7.1 — Structure generale d’une boucle.

et amplitude de la boucle (fig 7.1) s’écrit :

N
A = /d"lez, (7.4)

comme une intégrale d’une fonction de 'impulsion @Q*, dont le numérateur Num (Q) dépend de I'im-
pulsion. Le numérateur dépend de la théorie, dans laquelle est décrite la boucle. Les dénominateurs
s’écrivent :

Vi€ [1..N], D? = Q —m? 4 i\ (7.5)
L’impulsion du propagateur numéro « i» s'écrit QY = @Q* + r¥. La conservation de 'énergie
impulsion & chaque vertex s’écrit p; = r; — r;_1 et dans la boucle ry = rg. De plus, a cause de la
conservation de I’énergie impulsion dans la boucle, les r; sont définis & une constante pres. On peut
imposer une valeur a 'un des r; suivant le probleme regardé. L’équation (7.4) est la représentation
dans ’espace des impulsions de la boucle de la figure 7.1. On peut aussi la représenter dans I’espace
des parametres de Feynman, mais avant on va s’intéresser a son ensemble de définition.

7.1.2 Ensemble de définition de amplitude d’une boucle

On considere la boucle de la figure 7.1, et d’amplitude (7.4), dont on notera par la suite A (Q),
Iintégrant : A = [d"Q A(Q). On note D4 (respectivement Da4) son ensemble de définition (
resp. ensemble d’analycité). Dans lespace des impulsions, les lagrangiens des théories de champs
standards sont des polynémes des champs. Donc la fonction Num (Q) est un polynéme de I'im-
pulsion Q* de la boucle. Sachant que les dénominateurs D? sont des trindmes de I'impulsion de
la boucle, alors l'intégrant A (Q) est une fonction rationnelle dont I'ensemble de définition est un
ouvert. Dans ce cas d’une fonction rationnelle Dgy = Dy4.

Définition 7.1.1. On appelle poles les points de coordonnées « finis » de l’espace de phase qui
annule le dénominateur de A (Q). On appelle singularités les points de coordonnées « finis » de
Uespace des phases ot A (Q) n'est pas analytique, c’est a dire non dévelopable en série entiére.

L’analycité est plus contraignante que la non-existence de podles : Dag C Dy. L'existence de
I’amplitude se décompose en deux conditions nécessaires et suffisantes :

Résultat 7.1.2. A existe si et seulement si :
- A(Q) intégrable auz bornes infinies de Da (7.6)
- A(Q) intégrable en tous points  finis » de R* (7.7)

Il faut comprendre que méme si 'intégrant n’est pas analytique ou possede un poéle, alors il peut
étre intégrable. Lorsque l'intégrant n’est pas intégrable en linfinie, on dit qu’il y a divergence
ultraviolette, que 'on étudiera dans le chapitre 8. Quant a la deuxiéme condition, Landau a donné
une méthode générale pour rechercher I’ensemble d’analycité D4 4. On les étudiera dans le chapitre
9.

Maintenant, on va représenter les amplitudes dans ’espace fini des parameétres de Feynman.



7.1 Définition et représentation d’une boucle. 59

7.1.3 Représentation avec les parametres de Feynman.

Précédemment on a décrit la boucle dans 'espace de dimension n de 'impulsion tournante (7.4).
Cette représentation nécessite une intégrale de dimension n sur un ouvert infinie. On va transformer
cette intégrale sur un borné fini. Cela facilite les développements limités dans l'intégrale et les
études locales. On considére 'amplitude d’une boucle de N pattes externes (7.4), et N parametres

de Feynman z;...zy € [0,1] tels que Zfil z; = 1. On définit la mesure d’intégration associé a ce
borné :

1
/dzi = / dz... dzN 1) (1 = Zzz>
1— z1 1—...—2zN_2 “+o00 N—-1
= / dzl/ / dzyn_1 / dzy 0 <ZN =1- Z Zz> . (78)

N
Comme A;.. Ay =T(N) [dz ( i1 zlAi) , alors 'amplitude s’écrit :

u /an/ NurI; il)N _ F(N)/d"Q/dzilm. (7.9)

Le dénominateur D(Q, z1, ..., zy ) est devenu une somme de dénominateurs D? = (Q + r;)* —m?2 +
i

N N
D(Q, 2150 2n) = (Z ZZD12> (7.10)
i=1
N 2 N N N N
= <(Z+Zzz‘7”i> +Zzi (r} —m7) _ZZZiZjTZ‘.Tj +iA (7.11)
i=1 i=1 i=1 j=1
= (12-r)", (7.12)
avec :
N
L =Q+)Y zn (7.13)
i=1
N N N
R? = ZZZ 2jTirj — ZZZ (r7 —m7) — i (7.14)
=1 j=1 i=1

L# représente 'impulsion « moyenne » de la boucle, pondérée par les poids des propagateurs alors
que R? contient I'information de la cinématique externe et interne de la boucle. On peut le réécrire
comme un produit scalaire.

Définition 7.1.3. On définit la matrice cinématique d’une boucle par :

2
Sij = (Tl' — T’j) — mf — m? (715)
Cette matrice donne 'ordre d’entrée des impulsions externes dans la boucle ainsi que la masse
des propagateurs. La fonction S — A(S) est bijective, la cinématique d’une boucle est donc
entierement décrite par cette matrice et on peut réécrire R? en introduisant le vecteur des pa-
rametres de Feynman Z* = (z1,...2y), par :

R? = —2Z27.87 —i\ (7.16)

On définit aussi une autre matrice qui intervient régulierement dans le calcul des intégrales : la
matrice de Gram. Cependant il n’existe pas de bijection entre une boucle et une matrice de Gram.
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Définition 7.1.4. On définit la matrice de Gram d’une boucle de N pattes externes d’impulsions
entrantes pi...pN par :
Gij = 2 pi-p;- (7.17)

Le but est de réduire les intégrales tensorielles décrivant les boucles, en intégrales scalaires, que
I’on va définir.

7.2 Intégrales scalaires

7.2.1 Définition

On étend encore I'espace de Minkowski de dimension n en un espace de dimension n = 2t, t € N
par ’ajout non pas d’un espace de dimension —2¢ mais d’un espace de dimension —2¢ + 2¢.

Définition 7.2.1. A partir de Uamplitude (7.4) d’une boucle décrite par la matrice cinématique S5,
on définit les intégrales scalaires de dimension n+2t, t € N, en imposant la fonction Num(Q) =1 :

1 1
n+2 n—+2
INTZ\/It (S) - i7r"/2 /d + tQ D%D%Va (718)

M < N étant le nombre de pattes externes ayant une masse.

Dans la suite, on notera Ij's 4 (respectivement I ) l'intégrale scalaire & quatre points deux masses
adjacents (resp. opposées), rappelées dans appendice A.
On sous entendra le facteur —ir—"/2 dans la mesure. Ce facteur permet des simplifications dans
Iintégration sur I'impulsion de la boucle. On effectuera donc toujours le changement de mesure
d"Q — —im "/2d"Q. Les boucles de dimension n sont normalisées par le facteur spatiale 1/(27)".
Pour retrouver la bonne normalisation, on multipliera le résultat final par le facteur :

K= —° (7.19)

i) 73 .

On peut étendre la définition pour une extra-intégrale scalaire.

Définition 7.2.2. Soit une boucle, définie par la matrice cinématique S;;, dont la particule dans la
boucle & une masse m? sur tous les propagateurs. On définit alors les extra-intégrales en dimension

n par :
12

IN (S) /anDf...D%, (7.20)
1t

Ky (8)_/anD%...D§V (7.21)

Dans le cas d’une boucle massive, il peut étre commode de faire une extension massive des extra-
intégrales scalaires (déf. 11.2.2). Avant de donner des relations liant ces intégrales scalaires, on va
les calculer.

7.2.2 Calcul d’une intégrale scalaire

L’absence de numérateur dans l'intégrale scalaire permet de les calculer exactement. Dans
cette partie on exposera juste la méthode, mais les résultats sont donnés dans ’appendice A. On
peut commencer par remarquer qu’'une intégrale scalaire est en fait la description, & un facteur
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pres, d’une boucle en théorie scalaire dans ’espace de 'impulsion de la boucle. On commence par
transformer I'intégrale scalaire en représentation paramétrique, grace a (7.9) :

1
Iy (S§) = I'(N /d”Q/dz»—7 7.22
3 (S) = T(N) (R (7:22)
puis on effectue le changement de variable linéaire :  — L. L’'impulsion de la boucle L se
décompose en une partie de dimension 4 : [ et une partie de dimension n —4 = —2¢ : 1. Comme les

deux espaces de dimension 4 et n—4 sont orthogonaux, alorsona: L = I+let L2 =12+12 =2~
Maintenant, avant d’intégrer sur L, on commence par transformer ’espace de Minkowski de la
boucle en un espace Euclidien indicé par E :

n — n 2 71

I (S) = F(N)/d L/d Ty (7.23)
” 1

N)/dzi/d LE—JJE2 - 2)N (7.24)

/ iz / dlip|de,, . (7.25)
LEg +Rz)

On utilise ’expression de la surface d’une sphere de dimension n :

vne R, [ do Zll 7.26
nert [ - e
pour intégrer la partie angulaire et la formule sur les intégrales rationnelles :
e P 1 ;DJrlfnqF (pTH) r (q — pTH)
dr———7 = —z . (7.27)
0 (2" +27) n I'(q)

pour la partie spatiale en Lg. L’intégrale scalaire devient :
1 n n_pN
In(S) = T(N) | d"L | dzj———— = (-DNT ()T (N - = dz (R®)? . (7.28
S =1 [ /Z(L2+R2)N -0V (N -3 [ (R (7.28)

Maintenant il faut définir la matrice cinématique pour pouvoir intégrer sur les parameétres de
Feynman. On peut trouver des exemples d’intégration dans [14, 17]. Les formes analytiques des
intégrales scalaires sont données dans [87, 89], que 1’on rappelle dans ’appendice A. On remarque
qu’elles peuvent s’écrire comme une partie « divergente » plus une partie que 'on appelle « finie ».
On va expliciter le lien entre ces deux parties et les intégrales scalaires de dimensions n + 2 dans
le prochain paragraphe.

7.2.3 Réduction d’une intégrale scalaire

Proposition 7.2.3. Une boucle scalaire avec N, telle que N < 6, pattes externes, décrite par la
matrice cinématique Si; et une matrice de Gram Gy; se réduit :

det (S) N

ZSlINIS {i}) = DMV —n—1)

i,j=1

(S). (7.29)

On note I, (S —{i}) Vintégrale scalaire o N-1 pattes externes en ayant pincé le propagateur
n’« iy a partir de Uintégrale scalaire @ N pattes et S — {i} sa matrice cinématique, obtenue en
otant la ligne et la colonne « i » de la matrice S.
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Démonstration : On considére une intégrale scalaire avec N pattes externes de dimension n
en représentation paramétrique (parag. 7.1.3) que Pon transforme en utilisant la définition de la
matrice cinématique (7.15) et de R? (7.14) :

N
=D S N (S = {i}) (7.30)

_’jfl
-85 D?
= /d” ” D7, (7.31)

- S-S <L+Tz Zszlszk)z
/d /dzl T (7.32)

Z S /d” /dzl L*+ R (7.33)

1,j=1 )

Dans le cas ol N < 7 alors les éléments de la matrice cinématique inverse S~! sont reliés & la
matrice de Gram par :

N
Z S;t = (1)N+1m. (7.34)

Si N > 6 alors comme il y a plus de d’impulsions externes que de dimensions dans 1’espace de
Minkowski, le déterminant de la matrice cinématique est nul. On peut généraliser cette expression
en faisant intervenir un pseudo-inverse construit & partir des matrices cinématiques réduites [56, 57].
Puis on integre U'intégrale de dimension n sur 'impulsion L grace aux intégrales rationnelles (7.27).
On voit alors apparaitre 'intégrale scalaire de dimension n + 2 :

n L? 4+ R? N+1 n+?2 1
—F(N)/d L/dZi(Lz—R2)N_(_1) F(N— 5 )(N—n—l)/dZi(R2)N(n+2)/2

(7.35)
= —(N-n—-1) I}*2(S). (7.36)
O

On a décomposé une intégrale scalaire en une somme d’intégrales scalaires avec moins de points
plus un terme contenant une intégrale scalaire de dimension n + 2. Ce dernier terme correspond
a la partie « finie » de l'intégrale, vue dans le paragraphe précédent. On verra dans les chapitres
suivants que la divergence infrarouge de cette intégrale scalaire de dimension n + 2 est moindre.
Cette transformation permet de mettre a part les divergences infrarouges.

7.2.4 Calcul d’une extra-intégrale scalaire

Dans ce paragraphe, on va présenter une méthode pour calculer les extra-intégrales scalaires.

Proposition 7.2.4. Les intégrales scalaires et extra-intégrales scalaires représentant une boucle,
de matrice cinématique S non massive, sont reliées par :

Jh = —elyt? (7.37)
Ky = —e(1—¢)Iptt (7.38)
2 T

/d”Q (v )D?v =—c(l—€) (r—1—el. (7.39)

Démonstration : On prend » € N. On commence par décomposer I'impulsion en une partie a
quatre dimensions et une partie & n —4 dimensions Q = g+ ¢ = g+ ip. La partie & n—4 dimensions
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est déja euclidienne. Puis on intégre sur la partie angulaire a n — 4 dimensions. Ensuite, au lieu
d’intégrer la partie spatiale a n —4 dimensions, on la transforme en une partie spatiale a n — 4+ 2r
dimensions :

/ an% =i [ f dﬂ%fﬁivgv (7.40)
=3 /d""‘u M2r/d4qm (741)
=i /dQn4/dluIMM"‘S/d“qD%f.Q2V (7.42)
=i ot [ (7.43)
gk [ty - e o

Pour finir, on applique la formule sur les intégrales de surfaces (7.26). O

Dans 'appendice B, on rappelle les extra-intégrales scalaires utilisées dans cette these. Dans les
deux prochains chapitres, on va étudier le comportement aux bornes de ’ensemble de définition
d’une boucle.
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Chapitre 8

Divergences ultraviolettes.
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8.1 Le probleme ultraviolet.

8.1.1 Les divergences ultraviolettes - Définition et comptage de puis-
sance

Les divergences ultraviolettes apparaissent dans un diagramme a une boucle, d’amplitude :

Num
A= /d4qD%....S§)V’ 8.1)

lors de 'intégration en 4o0. Il faut un nombre suffisant de propagateurs pour qu’il n’y ait pas de
probleme d’intégration sur 'impulsion ¢*. Etudier la limite de 'intégrant en +oo s’appelle faire
un comptage de puissance.

Définition 8.1.1. On dit qu’une intégrale est divergente dans ['ultraviolet si l’intégrant n’est pas
intégrable en 4o00.
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On considére un diagramme de Feynman D avec une ou plusieurs boucles. On calcule le degré
superficiel de divergence w(D) du diagramme, c’est-a-dire la puissance du module de I'impulsion
en l'infini dans les boucles. On note Ep le nombre de lignes externes de bosons entrants de spin 0
ou 1, Er le nombre de lignes externes de fermions entrants de spin 1/2, n; le nombre de vertex de
type «i» dans D et §; la dimension de la constante de couplage. Pour une boucle & n dimensions,
le degré superficiel de divergence s’écrit :

3
w(D) = n—Ep~ S Ep+ Zn5 (8.2)

Ce degré est valable quelque soit le diagramme et le nombre de boucle dans le diagramme a partir
du moment ou la théorie est définit. Dans le cas d’un diagramme a une boucle, si w(D) < 0,
alors le diagramme est convergent dans l'ultraviolet, mais si w(D) > 0, alors le diagramme est
divergent dans l'ultraviolet. Le degré de divergence est souvent abaissé par des symétries telles
que l'invariance de jauge ou de Lorentz. Cependant il est limité, dans le sens ou il ne s’applique
qu’aux diagrammes. De nombreuses explications sont données dans les livres classiques tels que
[14, 45, 46, 47].

On appelle ce phénomene « divergences ultraviolettes », car il intervient pour de grandes impul-
sions donc de petites longueurs d’ondes. Mais il n’est pas le signe d’une incohérence de la théorie.
Un diagramme de Feynman n’a pas de réalité physique et peut contenir des divergences ultra-
violettes, cependant un élément de la matrice (f|S|:) ou une amplitude, qui est une somme de
diagrammes, correspond a une réalité physique et ne doit plus contenir de divergences ultravio-
lettes a chaque ordre perturbatif. Pour enlever ces divergences, on ajoute des contre-termes a la
théorie, dont les constantes sont ajustées pour éliminer les divergences. Dans le dernier paragraphe
du chapitre, on abordera plus en détails le principe de la renormalisation qui permet d’6ter les
probléemes ultraviolets. Pour 'instant, on va régulariser les intégrales grace a la méthode de la
régularisation dimensionnelle : c’est-a-dire que 1’on va étendre ’espace de 'impulsion de la boucle,
qui était initialement de dimension 4, & un espace de dimension n = 4 — 2¢. Les divergences seront
alors comprises dans limite e — 0. Désormais dans ce chapitre, on aura une intégrale de dimension
n (parag. 7.1.1).

8.1.2 Recherche de divergences ultraviolettes dans une boucle

On veut connaitre le comportement d’une intégrale pour de grandes valeurs de 'impulsion
tournante. On la régularise par une « extension » de 'espace de Minkowski, qui va nous per-
mettre d’intégrer sur 'impulsion de la boucle. Il est préférable de commencer par la réécrire en
représentation paramétrique (7.9) :

A = /d"Q/ DNC;IZ Q) .t (8.3)

dont la mesure d’intégration dz; est donnée par (7.8) et le dénominateur par (7.12). Avant d’intégrer
sur 'impulsion de la boucle @), on commence par effectuer le changement de variable linéaire :
@ — L. L’impulsion intégrée L se décompose comme une partie de dimension 4 : [ et une par-
tie de dimension n — 4 = —2¢ : [. Pour pouvoir intégrer, il faut aussi expliciter le numérateur
Num (L, z;...zx). Seule 'intégration sur 'impulsion est importante dans le comptage de puissance.
On ne prendra donc pas en compte les parametres de Feynman dans le numérateur Num(L). Comme
on se place dans des théories de jauges, alors le numérateur sera un polynome de 'impulsion de la
boucle qui, dans le cas général, s’écrit :

Num(L) = (i2)" (?) : (8.4)

avec r, s € N. Maintenant que le numérateur est explicité, on peut intégrer ’amplitude. On com-
mence par transformer I’espace de Minkowski de I'impulsion en un espace Euclidien, indicé par
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E:

+12

/dz /d4 /d” g o )’(_ZEQ)S (8.6)
Z L R2)N

r+s—N n—4j> 7 2s ZE2T+3
— T(N)(~1) i [ de [ e I [ dls|dy - - (8.7)
(zE2 Y R?)

/ dz; / d*l / a1 12 (P)> (8.5)

puis on décompose les mesures d’intégrations en parties angulaires et spatiales :

2r+3

A = F(N)(—l)”*s_Ni/dzi/dQn_4d\l7;\ 1;2””’5/d|z,3|d94 e -
(ZE2 + g +R2)

enfin on integre les parties angulaires avec les intégrales de surface (7.26), et les intégrales spatiales
grace aux intégrales rationnelles (7.27) :

T 2)I' (2 -2 'N—-r—s—2%2 B _Ntr+s
A = (_l)r-‘rs—N (T + ) (2 ts) ( r 5 ) /dZZ (R2) N+r+ . (89)
r(3-2)
On introduit le parametre critique M = N —r —s—2:
A = (—1)T+S—NF (r+2) FIES(:GE)) ['(M+e) /dzi (RQ)iMie ; (8.10)

qui traduit 1’équilibre entre le poids de I'impulsion dans le numérateur et dans le dénominateur.
Ce parametre critique va donner les conditions de divergences. Dans le cas ou une boucle est un
diagramme, alors ce parametre est directement relié au degré superficiel de divergence :

w (D)

Mte =~ (8.11)

8.1.3 Conditions de convergences

La limite ultraviolette se définit lorsque I'impulsion de la boucle tend vers 'infini Q — +o00. On
a régularisé cette intégrale par une extension de I'espace de Minkowski, donc la limite ultraviolette
est atteinte quand cette extension devient nulle : ¢ — 0. L’amplitude d’une boucle (8.3), étant
égale & (8.9), est convergente en +oo si et seulement si :

F'(s—e)T'(M +¢)
I'(=e)
& Eh_r% —e(s = 1) T'(M + €) converge (8.13)

@{S>OUM>O} ou {s:oﬂM>o} (8.14)

Maintenant on a besoin de connaitre la boucle et donc les parametres r et s du numérateur pour
pouvoir continuer. On remarque tout de suite que plus le nombre de propagateur est grand et
plus l'intégrale a des chances d’étre convergente. De plus, on remarque immédiatement, que si il
apparait au numérateur une puissance non nulle de Uextra-impulsion (s > 0), alors l'intégrale est
convergence. La régularisation joue bien son role, puisque tant que ’extra-espace n’est pas nul,
I’intégrale reste finie.

A converge < lir% converge (8.12)
E—
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Proposition 8.1.2. Les extra-intégrales vérifiant les conditions : {s > 0\ M > 0} sont nulles au
premier ordre en € et les extra-intégrales scalaires vérifiant les conditions {s > 0\ M < 0} sont
rationnelles au premier ordre en €.

Démonstration : Les extra-intégrales scalaires sont définies pour s > 0. Si M > 0 alors on a :

lim LM Ay (8.15)
e—0 F(—E) e—0

Si maintenant on a M < 0 alors, au premier ordre en €, ’amplitude est proportionnelle & une
intégrale sur un polyndéme de parametre de Feynman, qui donne un scalaire :

Ao E/dzi (R)™M. (8.16)
0

Remarque : Le résultat de convergence précédent peut étre généralisé pour une intégrale scalaire
de dimension n+2t ol t est un entier naturel. Dans ce cas les conditions de convergences deviennent :

A converge < {s+t+1>OUNfr757t>2}. (8.17)

Maintenant, on va regarder le cas de chacune des théories étudiées dans le chapitre 1.

8.2 Divergences ultraviolettes théorie ¢* et en QED

8.2.1 Divergences ultraviolettes en théorie ¢?

On utilise le degré superficiel de divergence (8.2). En théorie ¢, il n’y a qu'un type de vertex
et la constante de couplage a une dimension ¢; = —1.

Proposition 8.2.1. Les boucles en théorie ¢> et en dimension n sont divergentes dans l'ultraviolet
si et seulement si elles ont deux points.

Démonstration : Le degré superficiel de divergence pour une boucle de N scalaire s’écrit :
w(D) = 2—N. (8.18)
Il y a divergence si le degré est positif donc si la boucle a au maximum deux pattes externes. [

On peut généraliser le résultat a des intégrales scalaires de dimensions supérieures.

Proposition 8.2.2. Une intégrale scalaire a N points en dimension n+2t avect > 0 est divergente
dans lultraviolet si :

t=0 = Iy * divergentes (8.19)
t=1 = Iy 137" divergentes. (8.20)

8.2.2 Divergences ultraviolettes en QED...

On étudie le comportement ultraviolet de diagrammes en QED donc on utilise le degré super-
ficiel de divergence. La constante du vertex fermion-photon a une dimension §; = e.

Avant d’étudier le comportement ultraviolet d’une boucle de fermions, il faut se rappeler le
théoreme de Furry qui dit qu’une boucle de fermions a une contribution nulle si il y a un nombre
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impair de photons entrants dans la boucle. On a donc N = pair. La démonstration de ce théoreme
est basée sur le fait que le vertex fermion-photon ne conserve pas la conjugaison de charge. Par
conséquent il faut un nombre pair de vertexs pour que la conjugaison de charge soit conservée dans
la boucle [15].

Proposition 8.2.3. Une boucle de fermions en QED et en dimension n est convergente dans
Uultraviolet si et seulement si il y a au moins N= 6 photons entrants dans la boucle.

Démonstration : Le degré superficiel de divergence pour une boucle de N fermions s’écrit :
w(B) = n— N+ Ne. (8.21)

Il faut donc au moins cinq photons entrant dans la boucle pour que le degré soit négatif et donc
la boucle convergente. On peut aussi retrouver ce résultat en remarquant qu’une boucle de fer-
mions est caractérisée par les parametres : r + s < % Alors les conditions de convergences (8.14)
deviennent :

A converge < {(s > OUN— s—r> 2) ﬂ <r—|—5 < g) m(Npair)} (8.22)
= {(s >0 N > 4) N (Npair)} (8.23)

Comme s peut étre nul, par conséquent une boucle avec au moins six photons converge dans
I'ultraviolet, qu’une boucle de deux ou quatres photons a des divergences ultraviolettes. O

Proposition 8.2.4. Une boucle de fermions en QED, avec un propagateur de photon est conver-
gente dans lultraviolet en dimension n si et seulement si il y a au moins deux photons externes
entrants dans la boucle.

Démonstration : Le degré superficiel de divergence pour une boucle de N photons et N-2 fermions
externes en dimension n s’écrit :

w(B) = n—N—1+ Ne. (8.24)

Le diagramme est convergent w (B) < 0 <& N > 4. Il faut donc au moins deux photons externes
entrants dans la boucle. Cette boucle est caractérisée par les parametres : r + s < E (%), avec
E la fonction partie entiere. Alors les conditions de convergences (8.14) deviennent :

Aconverge@{<S>OUN—5—T>2>ﬂ<7‘+s§E<N22)>} (8.25)
@{5>0UN>3}. (8.26)

O

8.2.3 Divergences ultraviolettes en QED scalaire

En QED scalaire, il y a deux vertexs, il faut donc regarder les divergences des boucles avec les
deux vertexs. Cependant le vertex double, correspond au pincement d’'un propagateur et de deux
vertexs simples en terme de puissance de I'impulsion de la boucle [ :

51.[152.l2

Dl ~ £1.£9. (827)

Les deux morceaux de diagramme ont le méme comportement ultraviolet. Or, les regles de Feynman
indiquent que si il y a un diagramme avec un vertex double alors il existe les diagrammes équivalents
avec deux vertexs simples et un propagateur non pincé. Il suffit donc de regarder les diagrammes
contenant seulement des vertexs simples pour connaitre le comportement ultraviolet d’'une boucle
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en QED scalaire. La dimension de ce vertex est § = —e. Ce vertex a la méme dimension que celui
en QED, donc la différence de structure ultraviolette ne viendra que de la nature des particules
entrantes dans la boucle.

Le théoreme de Furry peut-étre étendu a la QED scalaire bien qu’un scalaire n’ait pas de charge.

Proposition 8.2.5. Une boucle de scalaires est convergente dans l'ultraviolet si et seulement si il
y a au moins N = 6 photons entrants.

Démonstration : La divergence ultraviolette d’une boucle de N scalaire est :
w(D) = n— N — Ne¢ (8.28)

Comme en QED, il faut au moins cinq photons externes. Les parametres, caractérisant une boucle
de photon en QED scalaire, sont encore : r+s < % Les conditions sont les mémes en QED scalaire
et en QED. ad

Proposition 8.2.6. Une boucle de scalaires avec un photon dans cette boucle est convergente dans
Uultraviolet si N > 5.

Démonstration : Le degré superficiel de divergence de cette boucle s’écrit encore :
w(D) = n— N — Ne. (8.29)

Il faut encore au moins 5 — 2 photons externes. Les parametres, caractérisant cette boucle en QED
scalaire, sont : r + s < % et les conditions de convergences (8.14) deviennent :

Aconverge@{<8>OUN—5—T>2)H<T+S<];/v)} (8.30)
@{s>OUN>4}. (8.31)
0

Résultat 8.2.7. Une boucle de scalaires ou de fermions ont une structure ultraviolette équivalente,
par contre, si un photon se glisse dans la boucle, alors la structure ultraviolette devient différente.

Cette différence de structure ultraviolette est liée a la dimension du scalaire qui est différente de
celle du fermion. Cette différence se retrouve dans le deuxieme vertex en QED scalaire, le premier
vertex ayant la méme dimension que celui en QED.

8.3 Remarques supplémentaires

8.3.1 Calcul en dimension n, schéma de régularisation

Pour régulariser une boucle, on étend 'espace de Minkowski a n dimensions. Ceci est raison-
nable dans le sens ou les particules dans la boucle sont virtuelles. Pour rester proche de la réalité
physique, on gardera les particules externes dans un espace a quatre dimensions : c’est le schéma
de régularisation appelé « the four-dimensional helicity scheme », noté FDHS. Ce schéma n’est pas
unique, mais il a 'avantage de décrire les processus a une boucle. Dans le cas ot la boucle s’insert
dans un diagramme, il existe le schéma de régularisation qui consiste & mettre toutes les particules
en dimension n.
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On utilisera toujours le schéma FDHS. On commence par étendre la métrique a ’espace de dimen-
sion —2¢, orthogonal & I’espace initial de dimension quatre [44] :

=kt = Y+, (8.32)

Par définition de la métrique, on a : nf* = n, " =4 et nh*, = n — 4. Les matrices gammas sont

aussi étendues dans cet espace :
W o=n Y=+, (8.33)

Comme les deux espaces sont orthogonaux, alors on a les régles de commutations suivantes :

it = mh” iy = " (8.34)
s} = by {5} =0 (8.35)

On utilisera cette décomposition dans le calcul du processus d’annihilation a quatre photons. Dans
toute la suite, on notera les impulsions & quatre dimensions en minuscules et I'impulsion équivalente
a n dimensions en majuscules.

8.3.2 Comptage de puissance

Le comptage de puissance en +o0o est une regle simple pour connaitre le comportement d’un
diagramme dans l'ultraviolet. Cependant il y a une subtilité auquel il faut faire attention dans le
passage a la limite ultraviolette qui méne a une contraction d’indice :

Num(QlaQ27 ) Num("')l“/ Num(...)“” 2 Num()ﬁ
= 01,02, T e —— (8.36)
@..q% @oq " d—too  (g2)¥ " ()N !

Il est tout a fait possible que cette contraction rende le scalaire Num(...)% nul. Dans ce cas la boucle
diverge dans 'ultraviolet mais il y a des compensations de ces divergences grace aux propriétés
physiques de la boucle. Cependant, méme si la boucle ne diverge plus dans l'ultraviolet, il faut
quand méme imposer une impulsion dans la boucle de dimension n = 4 — 2¢ car I'extra-dimension
crée des termes non divergents que I’on n’obtient pas par un calcul a quatre dimensions : ces termes
sont des termes rationnels.

8.3.3 Termes rationnels

Pour étudier plus attentivement la structure analytique de 'amplitude, on repart de I’expression
d’une boucle (7.4) apres intégration sur I'impulsion de la boucle (8.10) :

— (_1\" s—NF(r+2)F(5_5)F(M+5) - o\ —M—¢
A= (1) e /d : (R?) , (8.37)

dont les conditions de convergences dans 1'ultraviolet (8.14) sont :
A converge & {S>OUN—T—3—2:M>O}. (8.38)

La fonction R2 est un polynéme des parametres de Feynman. L’intégration de ce polyndme, sa-
chant qu’il peut avoir une puissance négative, va produire des termes rationnels et des fonctions
polylogarithmes. Ces dernieres n’apparaitront que si il y a plusieurs parametres de Feynman a
intégrer. La structure analytique provient directement de la structure de la boucle, mais les termes
rationnels sont des constantes d’intégrations qui donnent la valeur de la boucle en un point de
lespace de phase (limite en infini), ce qui le rend délicat a calculer. Pour trouver un moyen de
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I’obtenir, on va comprendre son origine en effectuant un développement limité en € au premier
ordre dans l'intégrale d’une boucle (8.37) :

A — (cpu DT =9 T(

= T M+€)/dzi (R ™ (1—¢ In(R?) +o(e)). (839

De cette derniere expression, on tire les conditions suffisantes pour que 'intégrale soit rationnelle :

e—0 . .
{ M <0 = intégrale rationnelle, (8.40)

Pour que la réciproque soit valable, il faut que les conditions de convergences (8.14) soient vérifiées :

e—0
A rationnelle < M<O0 . (8.41)
s>0

De la condition s > 0, on en déduit que les termes rationnels sont calculés a partir des extra-
intégrales scalaires. La deuxieme condition N —r —s — 2 = M < 0 donne un équilibre entre les
puissances de deux parties de I'impulsion tournante et le dénominateur pour avoir une fonction
rationnelle. Les impulsions au numérateur « r+s » ont tendance a rendre la diagramme de plus en
plus divergent dans l'ultraviolet alors que les dénominateurs « N » ont plutot tendance a réduire
la divergence dans l'ultraviolet.

Proposition 8.3.1. Les termes rationnels de l’intégration d’une boucle sont données par les extra-
intégrales vérifiant 2 — N +r+s=M <0 : J3, J3, K}, ....

Démonstration : Une extra-intégrale scalaire est définie pour r = 0 et s > 0. Avec la condition
(8.41), on obtient directement le résultat. O

8.4 Renormalisation d’une théorie.

8.4.1 Pourquoi renormalisée ?

Certaines intégrales scalaires ou tensorielles sont divergentes dans 'ultraviolet, donc un dia-
gramme ou méme une amplitude peuvent étre divergents dans 'ultraviolet, ce qui n’est pas physique
a priori. Par exemple, chacun des six diagrammes, de "amplitude & quatre photons en QED, est
constitué d’une boucle de fermions avec quatre photons entrants, ils sont donc tous divergents
dans l'ultraviolet, d’apres la proposition 8.2.3. On en déduit donc que la somme des diagrammes
est, a priori, divergente dans 'ultraviolet. Cependant si on mesure 'intéraction de deux photons,
on n’observe pas de divergences. Il faut donc améliorer la théorie pour annuler ces divergences
ultraviolettes. On effectue ce qu’on appelle une opération de renormalisation de la théorie. On va
expliquer rapidement le principe renormalisation de la QED.

8.4.2 Renormalisation : principe général

Les lagrangiens du chapitre 1 sont des lagrangiens dits « nus », dans le sens ou les constantes
physiques : la charge de I’électron e et la masse de I’électron m sont « nues » elles aussi. Elles sont
nues car elles représentent la charge et la masse de I’électron, en considérant 1’électron sans aucune
intéraction. Dans la réalité, cet électron absorbe et émet des photons virtuels, tout se passe comme
si ’électron était habillé d'un nuage de photons virtuels. Cette intéraction « fournit » a I’électron
une masse supplémentaire dm. La masse mesurée expérimentalement est :

me = m -+ om. (8.42)
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De méme, 'intéraction de ’électron avec le vide engendre autour de 1’électron un nuage de paires
électron-positron virtuelles, qui « modifient » la charge de I’électron de de. La charge réelle mesurée
est :

e. = e+ de. (8.43)

Les lagrangiens nus ne nous donnent pas les valeurs expérimentales. On rajoute donc des contre-
termes, contenant les valeur dm et de aux lagrangiens nus, pour qu’ils deviennent « habillés »
et qu’ils contiennent les valeurs expérimentales m. et e., On contraint les constantes des contres
termes afin d’éliminer les divergences ultraviolettes. On ajoutera des diagrammes et des regles de
Feynman associés a ces contre-termes. Ici, le but n’est pas de faire un développement complet de
la renormalisation, mais d’expliquer le calcul & une boucle et le traitement des divergences. Dans
I’étude du processus ee — 7y, on fera la renormalisation de la théorie QED scalaire.

8.4.3 Renormalisation de la QED

D’apres les deux propositions 8.2.3 et 8.2.4, il y a seulement quatre diagrammes connexes
et irréductibles divergents en QED. Ils sont donnés dans la figure 8.1. Le premier diagramme
correspond a ’énergie propre du photon, le deuxieme a 1’énergie propre de 1’électron, le troisieme
a la correction du vertex et la quatrieme a la diffusion photon-photon.

D D2
H v ::‘ \: 7 P k
PMQ\JIU\/ p p
p3
P4

P2
Fia. 8.1 — Diagrammes divergents en QED

Considérons le diagramme de 1'énergie propre du photon d’amplitude P(p). Le développement
de cette amplitude autour de 'impulsion nulle du photon externe :

tr (V' 1" d)

" pp”
P(p) = —62/d QW = P(0) +p"Pr, +

?PQ/,“/ + PR(p)7 (844)
fait introduire quatre constantes qui sont égales a des dérivées premieres et secondes. Par comptage
de puissance, comme une dérivée apporte une puissance supplémentaire au dénominateur, alors
les tenseurs P(0), P, et Py, sont a priori infinies alors que la constante Pr(p) est finie : c’est
I'intégrale renormalisée. Cependant I'invariance relativiste entraine que le développement ne dépend
que de p* donc Pf'.p; p=0et #Pg v = p2P,. De méme, pour le diagramme de ’énergie propre
de lélectron X(p), le développement limité de 'amplitude autour de la valeur py de Iélectron :

Pyt @1’Yup>

D) = ¢ [ Q EEEIEL — won) + 21n) (5= o) + ). (349

fait intervenir trois constantes dont X(pg) et 31(pp) sont infinies par comptage de puissance et
Y r(p) correspond a l'intégrale renormalisée. Enfin, si on note A(p1,pe, k)* Pamplitude du vertex
et Q(p1, p2, p3, p4) Vamplitude de la diffusion photon-photon alors ils s’écrivent :

A(p17p25 k-)ﬂ = A(plap27 0)’)/” + AR<p17p27 k)ﬂ (846)
Q(p1,p2, p3,pa) = Qo + Qr(p1, P2, P3, P4), (8.47)
ou les constantes A(p1,p2,0) et Qy sont infinies alors que le tenseur Ag(p1,p2, k) ainsi que la

constante Qg (p1, P2, P3,p4) correspondent au vertex et & 'amplitude photon-photon renormalisés.

Nous avons donc six constantes infinies P(0), P2, 3(po), X1(po), A(p1,p2,0) et Qo. A partir des
trois principes physiques, on peut faire disparaitre les « infinies » de ces constantes. Les trois prin-
cipes physiques sont : la renormalisation de la charge, la renormalisation de la masse et 'invariance
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de jauge. Premierement, 'invariance de jauge nous dit que les observables physiques ne doivent
pas dépendre du champ de jauge A* mais du tenseur électromagnétique F*¥(p) = p*A¥ — A+p¥. 1l
s’ensuit qu’avec p* = 0, les observables doivent s’annuler, donc P(0) = Qg = 0. Puis, la renorma-
lisation de la masse implique I’ajout d’un contre-terme proportionnel & ém. Dans ce cas I'énergie
propre de I’électron s’écrit :

%(p) — X(po) + X1(po) (B — o) + Zr(p) + dm. (8.48)

On absorbe alors les divergences de X(pg) dans dm. X(pg) contient alors la masse véritablement me-
surée m.. Ensuite, la renormalisation de la charge de ’électron implique ’ajout d’un contre terme
faisant intervenir de. Pour rendre compte de la polarisation du vide, on va transformer le tenseur de

1/2
jauge par un facteur comprenant la modification de la charge : F*¥(p) — F"¥(p) (1 + (« 56)2)
Dans ce cas le graphe d’énergie propre du photon devient :

P(p) = p°Py+ Pg(p) +a de f p°. (8.49)

On utilise alors de pour compenser la divergence de P,. Enfin, il reste encore deux divergences
non compensées : X1 (po) et A(p1,p2,0)*. Cependant, le calcul explicite montre que I'introduction
des renormalisations de la masse et de charge implique que les deux constantes se simplifient entre
elles. On peut le démontrer de fagon trés générale par les identités de Ward [14, 45, 46, 47].
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9.1

Le probleme - Définitions des divergences.

9.1.1 Le probleme

On considére une boucle, dans le cas général (7.4), d’amplitude

N
A= [eomr

75

(9.1)



76 Singularités de Landau dans une boucle.

dans laquelle les dénominateurs s’écrivent D? = (Q + ri)? — m? + iX. On note A (Q) lintégrant
de amplitude : 4 = [d"Q A(Q), qui se trouve étre une fonction rationnelle de I'impulsion Q*
dans le cas des théories de jauges standards. L’ensemble de définition est donc égale a ’ensemble
d’analycité (parag. 7.1.2). Landau a donné des conditions générales pour démasquer ces singularités.
Ces conditions sont nécessaires et suffisantes dans le sens mathématique mais seulement nécessaires
au sens physique, il faut vérifier que toutes les singularités correspondent a une réalité physique.
L’intégration sur 'impulsion de la boucle autour de la singularité engendre, a priori, des divergences.
Cependant il faut étudier en détails le numérateur pour voir si il n’y a pas de compensations et si
I'intégration ne reste pas finie. On observera ce phénomene dans le cas des divergences infrarouges
en QED et QED scalaire. De plus, on peut aussi s’attendre & avoir des diagrammes divergents,
mais assister a des compensations entre diagrammes, c’est ce que ’on observera dans le cas du
double parton scattering en QED et QED scalaire. Dans tous les cas, les propagateurs fermioniques
ont tendance & annuler les résidus et donc & compenser les divergences mais premierement, on va
donner la méthode de Landau pour rechercher ces singularités.

9.1.2 Recherche des singularités

On recherche les singularités de 'amplitude d’une boucle de bosons ou de fermions décrite par
(7.4). Pour pouvoir étudier le comportement autour de la singularité, on effectue une régularisation
dimensionnelle en étendant 1’espace de Minkowski a quatre dimensions en un espace a n = 4 — 2¢
dimensions. On prend les mémes conventions que dans le chapitre précédent (parag. 8.3.1). Pour
étudier le comportement autour d’une singularité, il est préférable de se placer dans ’espace des
parametres de Feynman plutot que dans I’espace des impulsions. L’intérét de cet espace de Feynman
est de transformer le dénominateur de la fonction a intégrer d’un produit en une somme de termes.
Il est donc plus facile de faire des développement limités autour de la singularité.

On consideére les parametres de Feynman z1..zy € [0,1] tels que vazl z; = 1 (parag. 7.1.3).
Comme on cherche seulement a localiser les singularités et a définir le comportement autour de ces
singularités, on écrira donc 'amplitude & une constante multiplicative pres C :

= C / a"Q / iz — (@) (9.2)

Q7 21y ey R ) ’
avec
N N
D(Q,z1,...,2n) = <ZZZ Q+ 1) +i)\> = (L2_R2)N (9.3)
i=1
L = Q—f—Zziri (94)
=1
N N N
R? = Z Zzizjm.rj — Zzz (r2 —m; ) — A (9.5)
i=1j=1 i=1

A partir de cette écriture de ’amplitude, on peut calculer son ensemble d’analycité Daa. Il est
donné par les conditions de Landau [48].

Conditions de Landau 1. Une singularité est un point de ’espace des phases ot lintégrant de
DUamplitude (9.2) n’est pas analytique. On considére le dénominateur D comme une fonction de
N+1 inconnues : D = D (Q, z1...zx5) (9.3). Dans les cas standards, le numérateur de lintégrant est
un polynéome, donc une singularité est un point de l'espace a N+1 inconnues, solution du systéme
d’équations :

Vie[1..N], zD?=0 Vi€ [1.N], 2=0 ou Q? =
& = (9.6)
ZziD?:O et Zzng‘zo '
=1
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La premiere condition nous donne tout simplement les points ou le dénominateur s’annule. Ce-
pendant, on a étendu l'espace d’intégration R* en un espace complexe C*. Pour qu’il y ait non
analycité, il faut non seulement qu’il y ait un pole sur I’axe réel mais en plus que l’on ne puisse pas
déformer le contour d’intégration autour de ce pdle (Fig. 9.1), que I'on appelle une condition de
pincement (deuxiéme condition). Ces conditions sont aussi rappelées dans [15, 49, 50, 51]. Elles ne

c C

R S

pole pole 7/%

F1c. 9.1 — Poles et conditions de pincements.

sont pas commodes & manipuler, on va donc 'intégrer sur I'impulsion de la boucle et transformer
les conditions de Landau.

Remarque : Ces conditions sont nécessaires mais pas suffisantes pour avoir une singularité. En
effet, les solutions de ces conditions donnent une valeur pour les variables (Q, z1...zx), cependant,
elles doivent aussi respecter les conditions :

E_;Z =1 (9.7)
Vi€ [1..N], z € [0..1]

Enfin, les solutions des conditions de Landau peuvent donner des solutions non physiques (masses
complexes...). Seules les solutions physiques nous intéresseront par la suite.

A cause de la conservation de 'énergie impulsion dans la boucle, les 7 sont définis & une
constante pres. On décide de les relier par la relation linéaire :

N
Dzt =0, (9.8)
=1

qui simplifie légerement les conditions de Landau :
Vi € [1..N], z; = 0 ou Q? = m?

N
09\ wgre- S wt -
i=1

(9.9)

Cette derniere forme des conditions de Landau sera celle que 1’on utilisera par la suite.

On appelle les « leading singularities », les singularités pour laquelle tous les parametres de
Feynman sont nuls. Elles sont d’ordres inférieurs, quand le nombre de parametres de Feynman
non-nuls augmente. On représente les singularités par un diagramme pincé, diagramme auquel
on a pincé les propagateurs correspondant aux parametres de Feynman nuls. Maintenant, on va
faire le lien entre les singularités de Landau et les divergences infrarouges que 'on trouve dans la
littérature.

9.1.3 Divergences infrarouges
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Les divergences infrarouges sont définies dans le cas ou les particules de la boucle sont non mas-
sives. Il existe deux cas particuliers de divergences infrarouges, qui correspondent aux singularités
du premier et du second ordre dans le cas non massif.

On considere la singularité de Landau définie par :
Vi € [2..N], z; =0et 2 £0. (9.10)

D’apres les équations de Landau (9.9) : Q* = 74" = 0 donc D? = (Q + 7"1)2 = 0. Le propagateur 1
a une impulsion nulle, il n’y a pas de transfert d’énergie dans le propagateur 1. Cette singularité
s’appelle une divergence molle.

Définition 9.1.1. On appelle divergence soft ou molle, la limite nulle de I"impulsion d’un propa-
gateur dans une boucle.

On considere maintenant la singularité de Landau définie par :
Vi S [3N], z; = 0 et 21,22 7é 0. (911)

En introduisant la condition sur les parametres de Feynman Ef\il z; = 1 dans la condition de
pincement, alors on obtient directement :

(9.7) = ri = —z9ph 1h = z1ph (9.12)

Puisque I'impulsion de la particule de la boucle est nulle (Q* = 0), on en conclut que les deux
propagateurs entourant la particule externe 2 sont colinéaires a cette particule : Qf x Q% o ph.

Définition 9.1.2. On appelle limite colinéaire dans une boucle, lorsque l'impulsion des deux propa-
gateurs adjacents a une particule externe deviennent proportionnels a l'impulsion de cette particule.

Remarque : Dans la limite ou 'un des parametres de Feynman z; ou 2o devient nul, les deux
divergences colinéaires et molles deviennent équivalentes.

La somme des deux parametres de Feynman doit étre égal
<1 a 1. Les extrémités de ce simplex correspondent aux diver-
gences molles. L’espace en vert correspond aux divergences
colinéaires et en rouge aux divergences molles. L’espace des
parametres de Feynman n’est pas séparé en divergences
ZN sans recouvrement. Cependant on peut effectuer des chan-
gements de variables pour le séparer.

Il existe bien d’autres cas de singularités de Landau. Cependant on étudiera que les deux plus
rencontrées, c’est-a-dire les divergences infrarouges. On fera aussi un paragraphe sur les singularités
de Landau qui conduisent au « double parton scattering ». Les conditions de Landau sont des
conditions nécessaires pour avoir une singularité, mais comme on peut le voir dans les deux exemples
précédents, les conditions suffisantes définissent la singularité comme une réalité physique. Ces
divergences sont appelées « infrarouges » puisqu’elles correspondent a la limite ou I'impulsion
de la particule de la boucle tend vers zéro, c’est a dire quand sa longueur d’onde devient petite,
d’ol le nom de divergences infrarouges. Les singularités de Landau, lorsqu’elles sont physiques,
correspondent toujours a la limite réelle des particules virtuelles. Elles mettent donc toujours en
évidence un processus physique interne.

Maintenant, on va chercher & comprendre le comportement autour des divergences infrarouges.
Pour cela, il faut continuer d’intégrer 'amplitude A, donnée par (9.2). La particule tournante est
non massive, donc m? = 0 et son impulsion tend vers zéro. On peut alors simplifier la formule de
Pamplitude. On effectue le changement de variable linéaire Q — L et dans la limite infrarouge,
quelque soit le numérateur Num (L*, 21, ..., 2y ), 'impulsion tend vers zéro dans celui-ci. Il restera
seulement des parametres de Feynman :

Ay = C [aL Num (LH, 21, ..., 2N) (9.13)
- RN

N g
- C/d” /d um (0, 222)’ ) _ O/dzi Num (0, 21, ..., 23) (R?) VT2 . (9.14)
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Remarque : On peut redéfinir les conditions de Landau dans le cas ou 'intégration sur 'impulsion
a été faite (9.14). On peut montrer que les conditions de Landau (9.9) sont équivalentes & :

; 2

(09) & Vie LN, § R (9.15)
azi

U

Pour pouvoir regarder le comportement de 'amplitude autour de chacune des deux divergences
infrarouges, il faut faire des approximations sur le dénominateur R?. Ces approximations vont
dépendre de la divergence regardée. On va commencer par traiter les divergences molles puis les
divergences colinéaires. Le cas des bulles sera traité séparément.

9.1.4 Divergences molles

On regarde, par exemple, la divergence molle du propagateur 1 de la boucle d’amplitude (9.14).
Cette divergence molle correspond aux conditions de Landau : Vi # 1, 2z; = 0. Donc on introduit
une grandeur § < 1, caractérisant la valeur des parameétres :

z1 ~ O(1)
29,28 = O(9) (9.16)
23,y 2N—1 =~ O(62).

Ces conditions, ne sont valables que pour N > 2. Avec ces approximations (9.16), & I'ordre O(§?),
le dénominateur R? devient :

N-1

RZ = Z 2;Si1 + 22(2’2 - 1)821 + ZN(ZN — 1)8}\71 + 2ozN (521 + Sin — SQN) + O (52) . (9.17)
=3

On remplace R?, par son approximation molle dans ’amplitude .4, puis on integre sur les N — 3
parametres de Feynman les plus petits (z5...25-1), qui ne sont pas contraints par la fonction delta.
On ne garde que la partie divergente de ’amplitude :

A = C/dzlszdzN(S(l — z1) Num (0, 21, 22, 0...0, 2)

n_3

(22(22 — 1)So1 + 2n (2n — 1)Sn1 + 222N (S21 + Sinv — Son) + O (62)) (9.18)

Il suffit de regarder alors le comportement de la fonction & ce poéle en intégrant sur les derniers
parametres de Feynman. Mais cette fois, ¢ca dépend de la fonction Num (0, 21, 22, 0...0, zn) et donc
de la théorie.

9.1.5 Divergences colinéaires

On regarde la divergence colinéaire des deux propagateurs autour de la particule 1. Cette
divergence correspond au cas particulier des conditions de Landau : Vi # N, 1, z; = 0. On introduit
0 < 1 caractérisant les parametres de Feynman :

z1,2n =~ 0(1)
9.19
{ 22y .0y EN—1 20((52) ( )
La encore, ces conditions ne sont valables que pour N > 2. Avec ces approximations (9.19), &
l'ordre O(6?), le dénominateur R? s’écrit :

N-1
R2 = Z ZiSil(ZZN — 1) + ZN(ZN — 1)8N1 + O (52) . (920)
=3
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On remplace R?, dans 'amplitude, par son approximation colinéaire (9.20), puis on intégre I’am-
plitude A sur les N — 2 parametres de Feynman les plus petits (z2...zy—1) non contraints par la
fonction delta. Le pole de 'amplitude s’écrit :

Ay = C/dzldzNé (1 — 21 — zny) Num (0, 21, 0...0, zx) (ZN(ZN —1)Sn1 + 0 (52))%72 (9.21)

Parmi ces poles, il y a ceux qui viennent des divergences molles qu’il faut soustraire. Il suffit de
regarder alors le comportement de la fonction a ce pole en intégrant sur les derniers parametres de
Feynman. Le comportement au pole va dépendre de la fonction Num (0, 21, 0...0, zx), qui elle-méme
dépend de la théorie dans laquelle nous nous trouvons.

Ces deux formules approchées (9.18,9.21) ne sont valables que pour les boucles de plus de trois
propagateurs. On va donc commencer par étudier les divergences infrarouges dans les boucles a
deux pattes externes que I'on appelle « bulles ».

9.1.6 Divergences infrarouges dans les Bulles

Proposition 9.1.3. Quelque soit la théorie, une bulle non-massive avec des particules externes
massives : p7 = S12 # 0, ne présente pas de divergence infrarouge. Si au contraire la particule
externe est non massive alors, il y a divergence.

Démonstration : Soit une boucle avec deux pattes externes massives : S;o # 0. L’amplitude
s’écrit, dans la limite infrarouge, d’apres (9.2) et (9.5) :

1
AQ = C/ dZQ/dZ15(1 —Z1 — 2’2) Num (0,2’1,22) (2221821)_6. (922)
0

Le numérateur est un polynéme des parametres de Feynman. L’intégration sur z; est évidente et
Iintégration sur zs ne présente aucune divergence particuliere par comptage de puissance. Dans
le cas d’une divergence colinéaire on a un raisonnement équivalent. On voit immédiatement que
si 'une des pattes externes est sans masse, alors le dénominateur tend vers zéro et donc il y a
divergence. a

Remarque : Dans un cas physique d’une réaction, les particules externes d’une bulle doivent étre
hors couches de masses ou avoir une masse.

Ce résultat aura une importance capitale dans la suite, principalement dans le paragraphe sur la
réduction des intégrales. Dans la suite, on va étudier les divergences molles et colinéaires dans
les quatre théories ¢3, QED, QED scalaire, et QEDN =1 pour des boucles avec au moins trois
propagateurs.

9.2 Divergences infrarouges en théorie ¢

L’intégrant de I’amplitude d'une boucle donnée par (9.2), en théorie ¢3 a un numérateur
constant Num (0, 21, 22, ..., zy) = 1. Suivant le type de divergences, on regarde 1’approximation
de Pamplitude associée : (9.18) en limite molle et (9.21) en limite colinéaire.

9.2.1 Divergences molles d’une boucle en théorie ¢*
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Dans I’approximation molle du propagateur 1 (9.18) d’une boucle de N > 2 propagateurs,
I’amplitude s’écrit :

Aﬁ = C/dzledeN5 (1—2)

n_3

(22(22 — 1)821 + ZN(ZN - 1)81\/1 + 2ozN (821 + Sin — 821\/) + O (52)) (9.23)

Il y a trois cas différents & distinguer suivant que les particules externes 1 et 2 entourant le
propagateur 1 ont une masse ou pas. Premierement, si les deux particules 1 et 2 sont sur couches
de masses et non massives, alors les deux éléments non diagonaux de la matrice cinématique sont
nuls So; = S1y = 0. L’amplitude (9.23) devient :

3 11— 1
A% = C/dzle2d2N5 (1 — 21) (ZQZNSQN + 0] (52)) ‘ X ? (9.24)
Il y a un probleme « régularisé » de divergence lors de 'intégration sur 25, qui fait apparaitre le
facteur ¢! et lors de I'intégration de zy & cause de la puissance de R?. Si maintenant, seule la
particule 1 est sur couche de masse et sans masse, alors seul un élément de matrice est nul S;y = 0,
il en sera de méme pour la particule 2 :

-3

A?:[S = C/dzleQdZN5 (1 — Zl) 25 ((ZN — 1)81\[1 + 29 (821 — SQN) +0 (52))_1_6 X

a | =

(9.25)
Il y a toujours le méme probleme d’intégration sur zo mais celui sur zy a disparu. L’introduction
d’une masse a réduit un peu le probléme infrarouge mais ne ’a pas totalement éliminé. Enfin, si
les deux particules, entourant le propagateur 1, sont massives et ou hors couches de masses alors il
1’y a plus de probléme d’intégration sur tous les paramétres de Feynman comme le montre (9.23).

Proposition 9.2.1. Les intégrales scalaires non-massives avec des pattes non massives 4 trois
points une masse, quatre points sans masse, quatre points une masse et quatre points deur masses
adjacentes ont des divergences molles alors que les intégrales scalaires a trois points deux masses,
trois point trois masses, quatre points deuxr masses opposées, quatre points trois masses et quatre
points quatre masses n'ont pas de divergences molles.

On peut généraliser le résultat pour des intégrales de dimensions supérieures.

Proposition 9.2.2. Une intégrale scalaire non-massive et avec des pattes sans masse et sur couche
de masse de dimenston n + 2t avec t > 0, n’a pas de divergences molles.

Démonstration : Soit une intégrale scalaire de dimension n + 2. Dans la limite des divergences
molles,

¢3n+2
A4 =C/dz1d22dzN (5(1 — Zl>

(22(22 — 1)S21 + 2n(2n — 1)Sn1 + 2228 (So1 + Siv — Son) + O (52))5727 (9.26)

La puissance de R? est —e, donc 'intégration fait apparaitre un facteur (1 — €)= qui n’est pas
divergent. U

9.2.2 Divergences colinéaires

On regarde I'approximation colinéaire autour de la particule externe 1 (9.21) d’une boucle de
N > 2 propagateurs :

Aﬁ; = C’/dzldzN(S (1—21 —2n) (ZN(ZN —1)Sy1 +0 (52))%_2. (9.27)

Or I'élément de matrice du dénominateur est la masse de la particule 1 : S;xy = p?. On voit
immédiatement que si la particule 1 est sur couche de masse et sans masse alors il y a divergence
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mais que si elle est hors couche de masse ou non-massive alors il n’y a plus aucun probléeme de
divergence et l'on peut intégrer sur les deux derniers parametres de Feynman. Dans le cas ou la
patte 1 est non massive, en poussant plus loin le développement limité de R? alors on se rend

compte que la divergence & un comportement en e~ !.

Proposition 9.2.3. Les intégrales scalaires non massive avec des pattes non massives a4 trois
points une masse, trois points deux masses, quatre points sans masse, quatre points une masse,
quatre points deur masses adjacentes, quatre points deux masses opposées et quatre points trois
masses ont des divergences colinéaires alors que les intégrales scalaires a trois points trois masses
et quatre points trois masses n'ont pas de divergences colinéaires.

Proposition 9.2.4. Une intégrale scalaire non massive avec des particules entrantes sans masse
et sur couche de masse de dimension n + 2t avec t > 0, n’a pas de divergence colinéaire.

Démonstration : Soit une intégrale scalaire de dimension n + 2 dans la limite des divergences
colinéaires. Dans la limite colinéaire

.A?VS = C’/dzldzNé (1—21 —2n) (24(24 — 1)3N1)%_1 ) (9.28)

l'intégrale est régularisée car la puissance de R? est de 1—e. Il n’y a aucune divergence qui apparait
lors de l'intégration. (]

9.2.3 Régularisation par les masses

On remarque dans les deux paragraphes précédents que 'introduction d’une particule massive
ou d’une particule sans masse mais hors couche de masse élimine les divergences molles et les
divergences colinéaires. On appelle ce phénomeéne « la régularisation par les masses ». Il est encore
plus pertinent lors de la restitution de la masse a la particule de la boucle.

Proposition 9.2.5. Une amplitude décrite par une boucle massive n’a aucune divergence infra-
rouge.

Démonstration : Pour simplifier, on considere que la masse de la particule dans les propagateurs
est la méme tout au long de la boucle : Vi € [1..N], m? = M?. Dans la limite molle ott les pattes
externes sont sans masse, il n’y a aucun probléme d’intégration dans ’amplitude

o C’/dzi (R2(M = 0) + M?) N+ C/dzledeNé (1— =) (M2 +0(8) ",
(9.29)
grace & l'introduction de la masse M?2. Il en est de méme pour la limite colinéaire. O

Remarque : Le fait qu’il y ait une masse pour la particule tournante, rend la résolution des
équations de Landau physiquement impossible dans la limite infrarouge.

9.3 Divergences infrarouges en QED.

On considere cette fois une boucle, d’amplitude (9.2), en QED. Dans les deux premiers para-
graphes, on regarde le comportement des divergences pour une boucle de fermions, puis dans le
troisieme on regardera le cas d’un photon s’incrustant dans la boucle.
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9.3.1 Divergences molles en QED d’une boucle de fermions

Proposition 9.3.1. Une boucle de fermions avec au moins quatre photons sur couches de masses
n’a pas de divergences molles.

Démonstration : On regarde la divergence molle du propagateur 1, donc le numérateur s’écrit :
Num (Q*) = ..0s7D1¢1Dn-... Comme les ry ne sont pas tous fixés, on pose Zfil zir; = 0.
Dans 'approximation molle (9.16), le numérateur devient, sachant que zo + 2y = 1 et que les deux
photons sont sur couches de masses :

Num (0, 21, 22,0..., 25) = (2272 + 2nrn)" (2272 + 2nrN + p1)”
(2'27'2 + ZNTN — pZ)p ~-~Wp ¢2 Wu ?l 7?1/ (9'30)
= zoznT, (9.31)

ou 7T est un polynome des parametres de Feynman, dont les coefficients sont des chaines de matrices
« gamma ». Le numérateur Num (0, 21, 22, 0..., zx) est proportionnel aux parametres de Feynman
29 et zy. L’amplitude de la boucle, dans Papproximation molle (9.18), sachant que tous les photons
qui entrent sont sur couches de masses, se simplifient :

A% == C/dzldz2d2N5 (1 — 21) T (22)_6 (ZN)_6 . (932)

Il est donc possible d’intégrer sur zo et sur zy sans avoir aucun probleme de divergence, car leur
puissance a augmenté d’une unité. O

Si les photons sont hors couches de masses alors il n’y a aucun probléme non plus.

9.3.2 Divergences colinéaires en QED dans une boucle de fermions

Proposition 9.3.2. Une boucle de fermions avec au moins quatre photons sur couches de masses
n’a pas de divergence colinéaire. Si les photons sont hors couches de masses alors il n’y a aucune
divergence non plus.

Démonstration : On regarde la divergence colinéaire autour du photon 1 sur couche de masse.
Le numérateur de la boucle de fermion, Num = ...#Zy¢; # dn#n---, se simplifie car tous les ', ne
sont pas tous fixés. On pose r; = 0. Dans Papproximation colinéaire autour du photon 1 (9.19),
sachant que z1 + zy = 1, il devient :

Num = (—z1m1 — 2nrn)™ (ry — 2171 — 2vrN)™Y oo Hy 1w EN - (9.33)

= —anar TN o 1Ay EN-.. = 0. (9.34)

Comme ry = —p1, alors le numérateur s’annule. Comme le photon 1 est sur couche de masse
et que son vecteur polarisation est transverse, alors g1, = 0. Par conséquence "amplitude est
nulle dans la limite colinéaire. ]

9.3.3 Divergences infrarouges en QED dans une boucle avec au moins
un photon

Le numérateur d’une boucle en QED dont le propagateur 1 est un photon s’écrit :

Num (Q*) = (Nv.Qn..Q2v. )" = —2(NQ2..Qn1) + 26 (NQn...Q21). (9.35)

On a contracté le tenseur métrique en dimension n, sachant qu’il y a un nombre impair de matrice
v dans la chaine. On suppose encore que r; = 0. Maintenant, on va regarder le comportement du
numérateur dans le cas d’une limite molle du propagateur 1 puis d’une limite colinéaire autour de
la particule 1.
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Proposition 9.3.3. Une boucle en QFED dont l'un des propagateurs est un photon n’est pas
régularisée dans la limite molle de ce propagateur.

Démonstration : On peut faire une démonstration analytique mais il suffit de remarquer que
le propagateur du photon se comporte comme le propagateur d’un scalaire en terme d’impulsion.
Donc d’apres la proposition 9.2.1, la divergence n’est pas régularisée en dimension quatre. Dans
le cas des autres propagateurs fermionique il suffit d’utiliser le méme genre de démonstration que
dans la proposition 9.3.1. a

Les divergences molles dans une ligne de fermions sont régularisées provient du fait que le
propagateur fermionique a une puissance non nulle de I'impulsion de la boucle au numérateur ce
qui n’est pas le cas pour le propagateur de photon ou du scalaire.

Proposition 9.3.4. On considére une boucle en QED dont le propagateur 1 est un photon. Alors
les deux limites colinéaires autour de ce propagateur ne sont régularisées.

Démonstration : La encore, une démonstration analytique n’est pas nécessaire. On remarque
que ce type de divergence est régularisée pour une ligne fermionique car les numérateurs des
propagateurs entourant la particule 1 tendent vers 'impulsion de la particule externe 1. Dans le
cas d’une ligne avec un photon, il y a un double probléme, non seulement le propagateur du photon
n’a pas d’impulsion au numérateur, mais en plus ce numérateur contient la métrique n** qui inverse
le sens de la chaine de matrice v comme le montre le numérateur (9.35). Il n’y a donc plus aucune
compensation possible. Pour les autres limites colinéaires, il suffit de reprendre la démonstration
de la proposition 9.3.2. O

9.4 Divergences infrarouges en QED scalaire.

Proposition 9.4.1. En QED scalaire, une boucle non massive de scalaires n’a pas de divergences
molles ni colinéaires.

Démonstration : La boucle est décrite par "amplitude (9.2). Il faut donc regarder les divergences
autour des deux vertexs. Cependant le vertex double a pour amplitude ¢;.€;. Donc, tout se passe
comme si il y a avait un photon massif qui entre dans la ligne de scalaire a un vertex double. Or
les masses régularisent les divergences molles et colinéaires. Donc il ne peut y avoir de divergences
molles dans un propagateur touchant un vertex double ni de divergences colinéaires autour des
photons du vertex double. On regarde maintenant les divergences dans une boucle de vertex simples.
Le numérateur s’écrit Num = q{“...q%”elm...eN#N. La structure du numérateur est identique en
QED scalaire et en QED donc, en reprenant la méme démonstration qu’en QED, on arrive au
méme résultat. a

Proposition 9.4.2. On considére une boucle en QED scalaire dont le propagateur 1 est un photon.
La divergence molle et les divergences colinéaires autour de ce propagateur ne sont pas réqularisées.

Démonstration : On utilise les mémes arguments qu’en QED. a

9.5 Résumé - Conclusion.

On peut donner des conditions nécessaires dans la matrice cinématique pour qu’il ait des di-
vergences infrarouges. Une boucle d’amplitude :

N
A = /d"Qm, (9.36)
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peut avoir une divergence molle sur le propagateur 2 si la matrice cinématique s’écrit :

X 0 X
0 0 0
X 0 X , (9.37)
et une divergence colinéaire sur la patte externe 2 si la matrice cinématique s’écrit :
0 0 X
0 0 X
X X X ... (9.38)

Cependant le numérateur peut régulariser la divergence.

Résultat 9.5.1. Les propagateurs fermioniques et les verters en QED scalaire compensent les
divergences contrairement aux propagateurs de photons et de scalaires. Une boucle en QED ou
en QED scalaire a la méme structure infrarouge. Les seuls divergences molles possibles dans une

Fic. 9.2 — en rouge le propagateur mou non régularisé et en vert les colinéarités non régularisées dans une boucle
de fermions ou de scalaires.

boucle en QED et en QED scalaire sont les photons dans la boucle et les divergences colinéaires
autour des particules non massive adjacents au photon.

9.6 Singularités de Landau et « le double parton scatte-
ring ».

Dans cette partie, on considere un diagramme avec une boucle non massive et six pattes externes
entrantes sans masses. Les résultats sont extensibles pour des boucles de plus de six pattes externes.

9.6.1 Résolution des équations de Landau pour des singularités du se-
cond ordre.

On étudie les singularités de Landau du second ordre dans une boucle a six pattes externes sans
masse. Il y a donc deux parametres de Feynman nuls ou deux propagateurs pincés. Si il y a plus
de trois propagateurs non pincés adjacents, alors les singularités de Landau correspondent a des
cas particuliers dans lesquels les pattes externes sont colinéaires. On ne s’intéressera donc qu’aux
solutions qui correspondent & des propagateurs adjacents deux & deux (fig. 9.3). Les conditions
sont :

0 (9.39)
et —— z;Q; = 0.
aQ'u Z:Zl Q
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Pe Ps
Qs Q4
4 P4
Q1 Q3
P2 3 P2

FiG. 9.3 - Singularité de landau et son diagramme pincé

On a trois relations supplémentaires dues, a la relation linéaire sur les parametres de Feynman, a
la conservation de 'énergie impulsion et au degré de liberté sur les /" :

6

i=1

Vi S [16], Ty —Ti—1 = Ds (940)
6

Z zirl =0

=1

m=z=0etri=re=ri=1r3=0
6
Q' =— zlrf:()
(9.39) < 2 ' (9.41)
IR

Maintenant, on va réécrire les équations de Landau de fagon a faire intervenir le déterminant de
la matrice cinématique associé au diagramme pincé.

Proposition 9.6.1. Soit une boucle non massive avec siz pattes externes sans masses. Alors les
conditions de Landau s’écrivent :

2o=25=0¢etr?=r2=r2=1r2=0 6

6 ! 0 ° ! 22125:0615Q“:fz,zirf:0
Q”Z—Zzirﬁ‘zo PN pt

i=1 det (§) =0
Vi # 2,5, 2 €]0, 1] Vi # 2,5, 2 €]0, 1].

(9.42)

S est la matrice cinématique du diagramme pincé correspondant a cette singularité de Landau. Les
relations de signe sur les paramétres de Feynman sont absolument indispensables.

Démonstration : On prend le premier systéme et on transforme la deuxieme équation en la
multipliant par T, de chaque coté de I’équation de fagon a faire apparaitre la matrice cinématique
du diagramme pincé :

6 6 6
Z ziry =0 & Z zirir; =0 & Z 2 ((Tz — rj)2 — 72— 7‘?) = 0. (9.43)
i=1#£2,5 i=1#£2,5 i=1#£2,5

Or comme on a Q% = Q2 . Q3=Q3=0%1r? =12 =r2=1r?=0, alors on reconnait la matrice
cinématique S o (r; —r;)” du diagramme pincé puisque la masse de la particule de la boucle est
nulle et que I'on somme sur les propagateurs dont les parametres de Feynman ne sont pas nuls :

6 6
dooarh =06 > #48; =0 e det(S) = 0. (9.44)

i
i=1#£2,5 i=1#£2,5
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Comme aucune des composantes du vecteur z; n’est nulle, alors ce vecteur est vecteur propre de
la matrice cinématique S de valeur propre nulle, donc le déterminant est nul. Pour la réciproque,
on suppose que le systeme de droite de (9.42) est vrai. La condition det (S) = 0, sachant que tous
les parametres de Feynman sont strictement positifs, implique :

Vi#2,5, 3 zi(ri—r)’=0 = Vi#2,5 r}=0. (9.45)
i#2,5

La condition det (S) = 0 est indépendante de I'impulsion @Q* et n’est donc pas suffisante, il faut

forcement une condition faisant intervenir I'impulsion la boucle Q*, par exemple, la condition
6 . . PP L1
Q" =%, zir! =0. Dans ce cas la réciproque est vérifiée immédiatement. 0

Maintenant on va traduire de fagon géométrique cette singularité.

9.6.2 Configurations cinématique : « Double parton scattering »

Définition 9.6.2. Une boucle non massive avec siz pattes externes sans masse se trouve dans
une configuration cinématique de « double parton scattering » si et seulement si les conditions
suivantes sont respectées (fig. 9.4) :

P1+DPs—p2+p3+ps+Dpe
QY, Qs < p1 (9.46)
gaQZO(p4-

Fic. 9.4 — Configuration cinématique des pattes externes d’une boucle en ”double parton scattering”

Les deux particules externes de 1’état initial se décomposent en deux particules colinéaires qui elles-
mémes interagissent entre elles pour émettre quatre particules. Cette configuration cinématique
correspond au cas particulier ol la boucle, composée de particules virtuelles, résonne avec un sous
processus physiques. On va chercher des conditions nécessaires et suffisantes pour caractériser le
double parton scattering et pour le repérer facilement dans I'espace des phases.

Proposition 9.6.3. Une boucle en configuration cinématique de double parton scattering est ca-
ractérisée par les conditions nécessaires et suffisantes :

det(S) — 0
(962)<:)> S93,85¢ > 0 (947)
5123 = S456,5234 = Si156 < O,

ou S est la matrice cinématique du diagramme associé.

Démonstration : Pour démontrer le sens direct de la relation, on se place dans le centre de
masse de I’état initial, composé par les particules 1 et 4. On considere les hypotheses de (9.6.2).
En introduit les deux parametres z,y € [0, 1] pour exprimer les propagateurs sur la base {p/’, p}} :

Q1 =xp
Qs = (x — 1)py
Qs = (y— ps (9.48)

Q1 = yp4,
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ce qui impose la valeur des variables de Mandelstam :

s123 = (Q3 — Q6)> = —(1 —9)(1 — ) 514 $231 = (Qu — Q1) = —xy 514 (9.49)
S23 = (Q3 - Q1)2 = (1 - y)x S14  S56 = (QG - Q4)2 = (1 - x)y S14. (9-50)

Sachant que z,y € [0, 1], on vérifie les inégalités de (9.47). De plus, on a immédiatement det (S) =
(81238234 — 523556)2 = 0. On suppose que l’on a une boucle dont les conditions (9.47) sont vérifiées.
On se place dans le référentiel du centre de masse de ’état composé par les particules (1,4). La
condition so3 = 2ps2.ps > 0 signifie que les deux particules 2 et 3 sont dans le méme état (initial
ou final). Il en est de méme pour les particules 5,6 (initial ou final). Les conditions $123, S234 < 0,
signifient que les particules 1,4 ne sont pas dans le méme état que les particules 2,3. De méme pour
les deux conditions $156, S456 < 0. Donc les inégalités nous donnent les états initiaux et finaux du
processus : p1 + p4s — p2 + p3 + ps + pg. Maintenant on utilise le méme raisonnement que dans la
proposition 9.6.1, la nullité du déterminant de la matrice cinématique implique :

Vi# 2,5, Y z(Qi—Q) =0 = Vi#25, Q=0 (9.51)

i#£2,5

Puis en utilisant la conservation de I’énergie-impulsion & chaque vertex ; — Q;_1 = p;, on obtient
les produits scalaires Qg.p1 = @Q1.p1 = 0et Q3.ps = Q4.ps = 0. Puisque les impulsions sont
des vecteurs lumieres, alors :

{Qagam (9.52)

U
9.6.3 Autour de la singularité de Landau

Dans le paragraphe précédent, on a vu que la nullité de déterminant de la matrice cinématique
est nécessaire pour obtenir le double parton scattering. Cependant, cette configuration cinématique
correspond a des points de I’espace de phase ot 'amplitude peut diverger. Pour étudier le compor-
tement de 'amplitude, il faut ’étudier localement autour de la singularité. On va donc généraliser
les conditions de double parton scattering.

F1G. 9.5 — Boucle hors de la configuration de « double parton scattering ».

Proposition 9.6.4. Soit une boucle non massive, avec six pattes externes sans masse (fig. 9.5),
dont on noteky = (0 k) Uimpulsion transverse de chaque paire (2,3) et (5,6). Alors, le déterminant

de la matrice cinématique du diagramme a quatre points deux masses opposées s’écrit :
2 2
det (S) = (s1235234 — S23556)° = (s1ak7) . (9.53)
Démonstration : On commence par exprimer les deux paires de photons sur la base {p1,p4, k:} :

p2s = —ap1 — (L —y)pa + ky (9.54)
ps6 = —(1 —2)p1 — ypa — ke, (9.55)
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pour calculer les quatre variables de Mandelstam utilisées dans le déterminant :

2

s123 = (p1 +p23)” = —(1—2)(1 —y) 514+ k7 (9.56)
S231 = (pa +p23)’ = —ay s14 + k7 (9.57)
23 = (pa3)® = (1 — y) s14 + k? (9.58)
ss6 = (ps ) y(1 —x) s1a + ki (9.59)
En remplacant dans le déterminant, on obtient directement le résultat. 0

Ce résultat tres général est obtenu sans faire aucune hypothése sur les propagateurs et la
cinématique de la boucle, exceptée ’alignement des deux particules 1 et 4 sur ’axe z. Cet alignement
implique que s14 # 0. Donc la condition d’existence de double parton scattering devient :

det(S) = 0 k2 =0 = k' =0, (9.60)
car I'impulsion transverse est un vecteur spatiale d’énergie nulle.

Résultat 9.6.5. Dans une boucle (fig. 9.5), le double parton scattering est caractérisé par la nullité
des impulsions transverses des deur paires émises. k; est donc un régulateur qui permet d’approcher
la singularité.

9.7 « Double parton scattering »en théorie ¢*

9.7.1 Processus ¢; + ¢y — 3+ @y

On suppose le processus, en théorie ¢3, ¢, + ¢ — ¢3 + ¢4, dans lequel seul les deux scalaires
finaux sont massifs de masse m3 et m3. Un scalaire massif est équivalent & deux scalaires non massifs
dans la limite du double parton scattering. On a une configuration équivalente au paragraphe
précédent. On pose s = (p; + p3)? et t = (p1 + pa)?. L’amplitude de ce processus :

b3

(bl ~ ¢2

- =< > - -
N X

o

FiG. 9.6 — Configuration en double parton scattering d’une boucle de quatre scalaires dont deur massifs.

3
Af = g IZQB(s,t,mg,mi)7 (9.61)

est une fonction & quatre points deux masses opposées, donnée dans ’appendice A :

n 1 2 —€ —€ —€ —€
I3op (s, t,M?, M?) = st—mim? (62 (=) + (=) = (=m3) ™ = (—=m]) ™)
— 2 Fyp(s,t,m3,m3)) . (9.62)

On pose A? = (st - m3m4) le déterminant de la matrice cinématique. Dans la limite du double
parton scattering, ce déterminant s’annule. On va donc effectuer un développement en série de
Laurent de cette intégrale scalaire autour du pole. I1 faut faire attention a la continuation analytique
dans les polylogarithmes. Le double parton scattering impose les inégalités suivantes :

s,t <0 et m3,mji>0. (9.63)
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A chacune des quatres variables de Mandelstam on ajoute une petite partie imaginaire s — s+ iA.
et on transforme alors les logarithmes et les dilogarithmes de fagon & faire apparaitre une variable
avec partie réelle positive, par exemple :

In(—m3 —i\) = In(m3 +i)\) —ir (9.64)
In(s +iX) In(—s —iX) +im. (9.65)

La partie divergente de I'intégrale a quatre points deux masses opposées devient, on sous entend
la partie imaginaire dans chaque polylogarithme :

2 2,52
- (m mz’t"‘* + m) +1n%(=s) + In*(—t) — In*(m3) — In*(m3) + 27% + 2ir In (m3m3), (9.66)
€

et la partie finie de la fonction scalaire s’écrit :

2,12 2
Fap (s,t,m2,m2) = — Li <1 - mz;n‘*) + Liy (1 - ";3>

m2 m3 m2 1 s
Lis (1= ")y i (1-8) 4L (1 - ™2 712(7) .
+Zz< S>+ ZQ( t>+ ZQ( 7 +2H 7 (967)
On commence par rassembler tous les dilogarithmes entre eux, sachant que le déterminant tend

vers zéro. On va utiliser la formule [106] :

. 1 . 1 5
Liy (1 - z) +Lis(1—2) = —3 In® (z). (9.68)

Ici le probleme dans Fyp, c’est que les parties imaginaires des différents dilogarithmes ne corres-
pondent pas entre elle, par exemple, en utilisant A =0 :

2 2
Lis (1_%)“@ (1_”;4)
S

2 2
Lis (1 - % n M) + Lis (1 - % + z'/\> (9.69)
. t . m3
= LZQ 1—72—Z>\ +LZQ 1—7+ZA , (970)
my t

on ne peut pas utiliser directement la formule (9.68), on va donc ajouter et soustraire des termes
avec la bonne partie imaginaire pour pouvoir 'appliquer :

2 2
Lis (1 - ”Z3> + Lis <1 - ";4> (9.71)

2 2 t t
—Liy (1m3+m>+Lz‘2 <1m4+m)+1;z‘2 <12i/\) ~ Liy (121')\)
s t mj my

(9.72)
2
—Liy (1t2+z‘>\> + Li <1m4+m) + Liy <1t2i/\) — Lis (1 t22)\>
my t mj my
(9.73)
1 5 mi . . t
1 2 t
—— S’ (";4 - i>\> +2irln (1 - m?) (9.75)
1 2 2 2 t
= — 5l <”z4> +%+i7rln (”Z“) + 2irln (1ml‘i) (9.76)

On a posé z = m2/t — i\ dans (9.73) et utilisé (9.68). A la fin on enldve les parties imaginaires
qui sont sous-entendues. En recommencant 'opération pour les deux autres dilogarithmes. Pour
le premier dilogarithme, il ne faut pas oublier le terme de phase qui s’écrit, a cause des signes des
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variables de Mandelstam [106] :

mim? m2 4+iX m2 +i\ mi 4+ ixm3 + i\
Lig(1-—-2 3 1 In(1-—=2-2-4"" 9.77
ZQ( st >+"<s+m’ t+ix ) SN t4iN (077)
20192 2 ; 2 .
= Ly (1M oy o (1= matidmy i
= Lis (1 o >+227rImL22 (1 STin trin ) (9.78)

En rassemblant tous les résultats, on trouve, au final :

4
o _gin I AN D
Ay = QZWA{ID<812)+€}. (9.79)

Ce résultat contient encore des parties divergentes dans l'infrarouge. Le pole est en racine du
déterminant de la matrice cinétique.

9.7.2 Amplitude a six scalaires

On considére une boucle non massive en théorie ¢3 avec six pattes entrantes sans masse :

s 6. w1
AL = (—ig)®i® Y /d Qipg..pg =g Y A (9.80)

0(1,2,3,4,5,6) 7(1,2,3,4,5,6)

La réduction d’une intégrale a six points est donnée dans le dernier paragraphe de I’appendice A.
Ici, on désire calculer le pole de 'amplitude dans le cas ou il y a double parton scattering décrit
dans la figure (fig. 9.7).

pe \ P
\

P /. N P4

—~ ~

- - < > — —
- —
\./

p2 I\ D3
/o

FiG. 9.7 - Configuration en double parton scattering d’une boucle de scalaire

La nullité du déterminant de la matrice cinématique du diagramme pincé est une condition
nécessaire pour avoir le double parton scattering (9.47). En théorie ¢?, les intégrales correspondent
aux intégrales scalaires, on va donc effectuer un développement limité de l'intégrale scalaire a six
points en fonction du déterminant de la matrice cinématique :

A2 = detS4 = (82348345 - 823845)2 — 0. (981)

Pour connaitre le pole de 'amplitude (9.80) au premier ordre en €, on commence d’abord par
décomposer les intégrales scalaires a six points I§ en intégrales scalaires a quatres point I} grace
a la formule (A.72, A.74) :

6 6
Ai = Z Z 86;]'1551211]2(3ii+17 Skk—i-l) + 0(6) (982)

i,j=1k,I=1,k,l#i

Les matrices cinématiques inverses des pentagones a une masse externe sont inversement propor-
tionnelles aux déterminants de la matrice cinématique de la fonction quatre points deux masses
opposées associées (Fig. 9.8) :

det S5 = 2534545556 (S4565345 — S12845) = 2 sigN(S4565345 — S12545)S34545856y/ det Sy (9.83)
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D6 D6
D1 * D5 P ps

O = (O
P4 Pa

+ D3 p3

FiGc. 9.8 — Intégrales quatre points deuxr masses opposées associées a un pentagone une masse.

Donc seuls deux déterminants de pentagones divergent dans la limite du double parton scattering.
Le pole d’un diagramme s’écrit :

6
Aigin = ¢° S 86 2 (s23) + O(e, A). (9.84)
o(2,6) et 0(3,5) i=1

La permutation traduit 'axe de symétrie constitué par les deux particules 1 et 4. La somme des
éléments de la matrice inverse, au premier ordre en A, est :

6
— S45S — 8168 o
D Sen =P 0(A) = +0(4) (9.85)
i=1 8455234512 — S456516534 Dem

On recommence exactement la méme manipulation pour réduire les intégrales & cing points. La
réduction fait apparaitre alors un déterminant A au numérateur devant I'intégrale scalaire & quatre
points deux masses opposées. Ce déterminant compense celui de la divergence. Cette intégrale est
donc la seule a ne pas avoir de poéle. L’amplitude devient :

2
« 1 5234
(9 n n
Aigiv = 9 E — | 111(545, 856, 5123) — —— 1124 (545, 5156, 516, 523)
2ADem S16 S56
o(2,6) et o(3,5)

1 $456
n n
s I3 1 (516, 5565 S234) — . I 54(516, 8123, 523, 545) | ¢ + O(€, A),
45 56

(9.86)

et on réduit le pole, en décomposant les intégrales scalaires en intégrales a trois points et en
intégrales en six dimensions grace a la proposition 7.2.3. On utilisera plutot les fonctions Fj et
F54 qui sont les intégrales & n + 2 dimensions au déterminant de Gram preés (Appendice A). On
obtient apres rassemblement et simplification :

2
«Q
Aigiv = — Z {F1 (845, s56, 5123) — F24(845, S156, 516, 523)

A Dem s168458
o(2,6) ot o(3,5) 16245256

—F1(s16, 856, 5234) + Faa(S16, S123, 523, 845) } + O(€, A). (9.87)

Pour chaque diagramme, toutes les divergences infrarouges se compensent. On continue de simpli-
fier en exprimant les fonctions Fy et Fyy en fonction de logarithmes et dilogarithmes (Appendice
A). Pour les rassembler, il faut faire attention aux continuations analytiques. Les variables de
Mandelstam sont définies a une partie imaginaire positive pres : s — s + i\ et le double parton
scattering leur impose un signe. Pour simplifier, on change les notations s = sa34,t = s456 €t
m3 = s93,Mm3 = S56, €t on a les inégalités suivantes (9.47) : m3,m2 > 0 st < 0. ce qui

implique Lio (1 - ng) = Liy (1 — (ng - M)) et par conséquence [106] :

2 2 1 2 2
Lis (1 - m2> 1 Lis (1 - ml) — 2 (%) +2 i TmLis ( - ml) (9.88)
t s 2 t s

2 2 2
log (?) log <77;2 — M) = —im+log (—?) (9.89)
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On a transformé les logarithmes de fagon a avoir des variables avec une partie réelle positive, on
peut alors additionner avec les regles habituelles et on obtient :

6 2 2
3 g Q S45 (s —m3)
AS gin = —21im = E E E log< 5 ) + O(e, A).
A 0(2,3) 0(5,6) 0(2,6) et o(3,5) Dem s16545556 s16 (1 —m3)
(9.90)

Ce pole n’est pas nul, ni pour un diagramme, ni pour ’ensemble des diagrammes. La singularité
n’est pas compensée, il y a divergence, comme dans le cas précédent de l'intéraction a quatre
scalaires. De méme que dans le cas précédent, le pole est imaginaire pur et diverge suivant I'inverse
de la racine du déterminant de la matrice cinématique. Cependant, cette fois, toutes divergences
infrarouges ont disparu. Elles disparaissent diagramme par diagramme.

9.8 Traitement des divergences infrarouges

Les divergences infrarouges ne sont pas une incohérence de la théorie mais elles viennent en
général du fait que I'état final considéré n’est pas une observable ou une quantité physique. En
fait les forces électromagnétique et faible ont une portée infinie. Or le développement perturbatif
suppose que les états initiaux et finaux soient libres, ce qui n’est pas le cas en QED comme en
QCD. On ne peut donc pas supposer distinguer dans un état final la production de hadrons ou
la production de hadrons + jet. Le théoreme KLM (Kinoshita, Lee, Naunenberg) [52] montre
que les divergences infrarouges (corrections virtuelles) & un ordre donné sont compensées par les
divergences infrarouges (corrections réelles), obtenues par 'ajout d’un gluon en QCD ou d’un
photon en QED.
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Chapitre 10

Réduction d’une boucle.
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10.1.1 Le probléeme - Décomposition en intégrales scalaires

L’amplitude avec une boucle & N pattes externes entrantes, s’écrit dans le cas général (7.4) :

N
A= fraym) o

Dans le cas d’un diagramme en théorie de jauge standars, le numérateur Num (Q) est un polynéme
des impulsions des particules externes (p;....pn) entrantes dans la boucle et de I'impulsion de la
boucle Q*. L’objectif est de pouvoir calculer une section efficace différentielle ou intégrée. Les
méthodes numériques les obtiennent par l'intégration de ’amplitude sur un grand nombre de
points de I'espace de phase. Il faut donc commencer par calculer I'intégrale de la boucle. Le souci
est de pouvoir intégrer numériquement cette boucle. La fonction a intégrer dans la boucle est une
fonction rationnelle, donc elle admet des poles. Il existe des méthodes d’intégrations numériques
par déformation de contours dans le plan complexe en appliquant le théoreme de Cauchy, pour
contourner les poles et pouvoir calculer I'intégrale. Cependant, il s’avere que ces méthodes sont
tres cotiteuses en temps et en calculs. De plus une méthode numérique ne donne pas de résultat
analytique et nous prive de toute études. Il est donc préférable de les réduire analytiquement.

La solution proposée dans cette partie, consiste a réécrire I'intégrale sous forme d’une combinaison
linéaire d’intégrales scalaires, notées ¥; [53, 54, 55]. L’intérét des intégrales scalaires est qu’elles
ont des expressions analytiques connues. On peut donc les calculer numériquement tres facilement.
On écrira donc une amplitude (10.1) sous la forme :

Les coefficients ¢; sont des fonctions scalaires des impulsions entrantes dans la boucle. Les expres-
sions des intégrales scalaires sont données dans les appendices A et B. Il suffit donc de calculer
les ¢; devant chacune des intégrales scalaires, pour avoir une expression analytique compacte de
I'amplitude. Mais il existe au moins deux problemes a cette méthode. Le premier probleme est
qu'une intégrale tensorielle engendre un tres grand nombre d’intégrales scalaires si on la réduit
par les méthodes classiques [56, 57, 58, 59, 60]. Ce nombre croit avec le rang de I'intégrale tenso-
rielle et le nombre de points dans cette intégrale. Par exemple, la décomposition d’une boucle de
fermions avec quatre photons entrants engendre environ 10.000 termes et une boucle de fermions
avec six photons entrants environ 10.000.000 termes contenant des intégrales scalaires. Le deuxieme
probleme est que la réduction en intégrales scalaires fait intervenir des déterminants de Gram au
dénominateur du coeflicient :

¢; < det(G)™", reN* (10.3)

Ces déterminants peuvent s’annuler pour certaines configurations cinématiques et donc créer des
divergences. Ces divergences n’étant pas physiques, sont factices et doivent donc se compenser.
En réalité, il est possible de regrouper les termes afin de factoriser un déterminant de Gram au
numérateur et de le simplifier. Mais ces regroupements ne sont pas automatiques.

Dans la suite, on va exposer une méthode non standard de réduction en intégrales scalaires.

10.1.2 Décomposition en intégrales scalaires

Pour réduire une intégrale tensorielle, en intégrales scalaires, il existe le point de vue des
méthodes classiques ou l'on regarde l'intégrale tensorielle, que 'on réduit en intégrales scalaires
par des méthodes comme la réduction de Passarino-Veltman (Appendice C) ou des méthodes plus
sophistiquées, en utilisant des intégrales de dimensions supérieures [56, 57]. Alafindela réduction,
on factorise les intégrales scalaires. Ici le point de vue est différent : on va commencer par cher-
cher une base de décomposition en intégrales scalaires B, puis connaissant cette base alors, par
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projection avec un produit scalaire, on calculera les coeflicients devant tous les vecteurs de cette
base.

L’ensemble des boucles & N points, de type (10.1), telles que leur numérateur soit un polynéme
de l'impulsion Q*, est un espace vectoriel sur le corps C avec les lois de composition « + » et
« . », que I'on note (Ap,+,.). Il est clair que cet espace est constitué d’espaces vectoriels emboités
de boucle avec un nombre points moindres. Par extension, (Ax,+,.) est aussi 'espace vectoriel
des amplitudes a une boucle avec N pattes extérieures. Le but de ce paragraphe est de définir une
base de cet espace vectoriel a partir de cet emboitement. On va commencer par donner une famille
génératrice de cet espace vectoriel dans les deux prochaines propositions.

Proposition 10.1.1. L’amplitude (10.1) d’une boucle avec N pattes externes peut se décomposer

linéairement sur la famille d’intégrales scalaires B = {I7, ..., I, J7, ..., Jn, KT, ...} :
A=al’+b0E+cId+dI}+ell+...+fIn+gJ7+.. (10.4)

Démonstration : Cette décomposition vient de la décomposition en éléments simples d’une frac-
tion rationnelle avec une variable tensorielle. Le numérateur Num (@) est un polynoéme des variables

2
g" et p?. L'intégrant de 'amplitude est une fraction rationnelle % de variable ¢, et elle
1N
peut se réduire en éléments simples :
Num(g#, p w2
1)27 Z Za] D2 + Z Zb” D2D2 + ...+ Z ngj,... D2 + constantes
T

(10.5)

Si on integre sur 'impulsion Q* de chaque coté de cette équation alors on retrouve exactement la
décomposition. Il existe un terme supplémentaire a cause des constantes. Cependant par normali-
sation dans la théorie des champs, on a :

Va € Z, /d"Q QY —0 (10.6)
Donc ce terme n’intervient pas. O

L’ensemble B des intégrales scalaires de dimension n est suffisant pour générer une amplitude a
une boucle dans le cas général, B est donc une famille génératrice de I'espace des boucles (An, +, .).
Maintenant pour rendre cette famille libre, on ne va garder que les intégrales scalaires nécessaires
et suffisantes a la décomposition.

Proposition 10.1.2. L’espace de Minkowski est de dimensions n = 4 — 2¢ avec € < 1. Les
intégrales scalaires I et Iy, N > 5 se décomposent en intégrales scalaires I} o lordre O(e) et
I}, I¥ a tout ordre en € :

I =Yl +0(e) (10.7)
Iy = > aly_,, N>5. (10.8)
Démonstration : De la proposition 7.2.3, on avait obtenu la décomposition suivante pour N < 7 :

ZS (S i), — (DY (N - 1) ‘;22((?))1]@“(5). (10.9)

Considérons le cas d’une boucle de N pattes externes en dimensions n = 4 — 2¢ avec |e| < 1. Les
impulsions externes sont contraintes par la conservation de 1’énergie-impulsion ainsi que par des
contraintes venant de la dimension de ’espace de Minkowski. Ces contraintes apparaissent quand le
nombre d’impulsions indépendantes rejoint la dimension de 'espace. Il y a donc N — 5 contraintes
de dimensions & partir de N = 6 et aucune si N < 6. Seulement toutes ces contraintes (dimensions
et conservation de énergie-impulsion) annule le déterminant de la matrice cinématique det (S) pour



98 Réduction d’une boucle.

N > 6 [56, 57]. Dans ce cas, la formule de réduction (10.9) doit étre modifiée. On crée un pseudo-
inverse avec la matrice cinématique réduite, et cela n’empéche pas la réduction. La formule (10.9)
reste valable pour tout N, mais il faut faire attention a la signification du déterminant de la matrice
cinématique.

Dans la régularisation FDHS (parag. 8.3.1), les pattes externes sont dans un espace a quatre
dimensions. Cependant on a une relation linéaire entre les pattes externes qui est la conservation
de I’énergie-impulsion. On ne peut pas trouver plus de 4+1 quadri-vecteurs indépendants. Alors
le déterminant de la matrice de Gram est nul pour une boucle d’au moins six pattes externes,
VN > 6,det (Gn) = 0. Donc on obtient directement le décomposition (10.8). De plus pour I7, on
remarque que le coefficient devant I7"2 est N —n — 1 = 2¢ et 'on retrouve la relation (10.7). 0O

Cette proposition signifie que les intégrales scalaires I’ et I§' ne sont pas nécessaires pour un
calcul a l'ordre O (60) mais que If' devient nécessaire pour un calcul & l'ordre supérieur en e.
Ce résultat est totalement logique : si la boucle évolue dans un espace a quatre dimensions alors
seul quatre dénominateurs d’une intégrale scalaire sont indépendants, cependant si la boucle est a
n = 4 — 2¢ dimensions alors il peut y avoir cinq ou plus dénominateurs indépendants. Comme ici
le] < 1, alors cing dénominateurs sont suffisants.

Avec ces deux propositions, nous avons une famille génératrice de 1’espace des amplitudes
(An,+,.). On peut montrer que la famille génératrice est libre. Il suffit de prendre une combinaison
linéaire nulle des éléments de cette famille génératrice :

Y ait =0, O €B=A{I},.. 15,7, ... ¢, KT, ) (10.10)

. Cette relation doit étre vraie quelque soit les impulsions d’entrées. Comme les intégrales a trois
points, a deux points et les parties divergentes des intégrales a quatres points sont divergentes
avec des structures analytiques différentes alors leur coefficient est nul. De méme comme les extra-
intégrales scalaires ont des termes rationnelles plus une structure analytique proportionnelle a e
alors chacun de leur coefficient est nul. On peut aussi vérifier grace aux expressions analytiques
des intégrales scalaires (Appendice A), que chaque coeflicient de la combinaison linéaire doit étre
nul pour que la somme soit nul. Par conséquent, cette famille est libre. Suivant que I’on se place
en dimension quatre ou n, I appartient ou n’appartient pas a cette famille. Les tadpoles ne sont
que des cas particuliers des bulles, comme la combinaison doit-étre valable quelques soient les
impulsions d’entrées, alors les coefficients devant les tadpoles sont nuls. Le résultat suivant nous
donne une base de I’espace vectoriel des amplitudes (An,+,.).

Résultat 10.1.3. Soit une boucle & N pattes entrantes d’amplitude (10.1) et appartenant a l’espace
vectoriel (An,+,.). Alors il existe une base B ou B de décomposition en intégrale scalaire :

a lordre O(e), A= Z a;9; + O(e) (10.11)
Pour tout ordre ene, A= Z aﬂ?; (10.12)

Avec ¥; € B={IP, I, I3, I}, K}, J3, Jgy 0, € B = {1}, Iy..12, J" K*....i < 5}.

Ici nous avons explicité une base de décomposition, celle qui est principalement utilisée dans la
littérature. Dans le paragraphe suivant, je vais expliciter une autre base qui est plus commode.

10.1.3 Base de décomposition

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas ou 'on veut calculer une amplitude au premier
ordre en ¢, donc on décompose les amplitudes sur la base B (10.11). Pour le cas général, pour tout
ordre en ¢, les raisonnements sont encore valables, mais plus subtils.
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Dans le paragraphe précédent, on a exprimé une base de décomposition de ’espace vectoriel
des amplitudes. Cette base B n’est pas unique. Comme les intégrales scalaires a trois et quatre
points en dimension n sont divergentes dans l'infrarouge, donc elle ne sépare pas les parties finies
des parties divergentes dans I'infrarouge ou dans 'ultraviolet. Dans les chapitres précédents, on a
vu que les fonctions de dimensions n a deux points sont divergentes dans 'ultraviolet, alors que
les intégrales scalaires a trois ou quatre points sont divergentes dans l'infrarouge. Cependant les
intégrales de dimension n + 2 a deux et trois points sont divergentes dans 1'ultraviolet, alors que
celles & quatre points ne sont plus divergentes. Donc une base dans laquelle on sépare les parties
divergentes dans l'infrarouge, dans l'ultraviolet et les parties finies serait :

By = {I{ I3, 32 KL T3, T3 ) (10.13)
Maintenant il faut s’assurer que lensemble B; est bien une base de 'espace vectoriel (An,+, ).

Résultat 10.1.4. Soit Uamplitude (10.1) d’une boucle avec N patles entrantes appartenant a l’es-
pace (An,+,.). By et By sont des bases de décomposition de cet espace :

A= "a;+0(e) (10.14)
A= a0, (10.15)

avec ¥; € By = {1, I3, I3, I} Ky, Jp, Ji )y 0, € By = {Ip, 1. Iy T2 18, JP KP.i < 5}
Démonstration : La famille B = {I, 17, I}, I}, K}, J}, J3} est une base de décomposition

(10.1.3). Or il existe une relation linéaire qui relie la base B et la famille By :

N
BR(S) = XSGR (S i), - (DY (V- ) THGRT(S). (1010

ij=1

Cette relation est valable pour tout N< 5. On en déduit que B; est une base de ’espace. On peut
effectuer le méme genre de démonstration pour la base B;. U

Une amplitude, étant un vecteur de ’espace des amplitudes (Ap, +,.), est donc complétement
décrite par les coefficients devant les vecteurs de la base d’intégrales scalaires. Il suffit donc de
trouver un produit scalaire pour projeter une boucle sur les différents vecteurs de la base. Avec des
propriétés analytiques des amplitudes et les divergences des intégrales, on va pouvoir développer
un pseudo-produit scalaire.

10.2 Unitarité et causalité de ’opérateur S.

Dans cette section, on va utiliser deux grands principes généraux de la physique, que 'on va
appliquer a une amplitude a boucle pour en déduire un certain nombre de propriétés de cette
amplitude. Le premier principe est 'unitarité de I’amplitude, c’est-a-dire la conservation de la
probabilité et le deuxieme principe, la causalité.

10.2.1 Unitarité et « Théoreme optique »

Une propriété essentielle de 'amplitude de probabilité est la conservation de probabilité. On
considére un processus représenté par l'opérateur S, alors la somme de toutes les probabilités
d’avoir un état final |f) sachant un état initial |i) doit étre égale & un. Cette conservation de
I’amplitude de probabilité se traduit par 1’équation :

SST = 518 = 1, (10.17)
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qui signifie que 'opérateur S est unitaire. On extrait souvent une identité faisant apparaitre la
matrice de diffusion T', définie par T' = —i (S — 1). Cet opérateur est directement calculé & partir des
régles de Feynman. On nomme généralement dispersive (respectivement absorptive) les grandeurs
T+TT* (resp TEZT ). L’équation de conservation de ’amplitude de probabilité (10.17) en terme de
matrice de diffusion T s’écrit alors :

—i (T -T") = TT". (10.18)

On considere le processus (f|T|i) = Ty;. Compte tenu du fait que T = T , alors 1’équation
f i if
précédente s’écrit en projetant sur les états (f| et |i) :

(10.18) = i (T =TT, => Ty, Ty; (10.19)
P

& i(Tr=Ty) =Y TpTi, (10.20)
p

& 2Im (Aig) = > Ay p AL, (2m) "6 (pi = pp) 8 (pp — py) s (10.21)
14

ou A;_ s représente 'amplitude du processus d’état initial « i» et d’état final « f ». Dans la
derniere étape, on a utilisé le renversement du temps T; = Tjr. Le coté gauche de cette équation
correspond a la partie imaginaire (absorptive) de Pamplitude. Dans la région physique la partie
absorptive et la partie imaginaire sont équivalentes. Dans le coté droit de I’équation (10.21),ily a
une somme implicite sur tous les états intermédiaires |p) entre les processus définis par T' et TT. Les
états intermédiaires different des états initiaux et finaux par le spin ou le nombre de particules ou
juste la direction des impulsions. Il faut noter que ces états intermédiaires sont des états physiques.
Les particules sont toutes réelles. On peut représenter cette équation par des diagrammes :

97 m)Q/ (] ) _ i>>@<<p |p>>Q/ (] 10.22
m( ¢ 3 4 (10.22)

p

Cette équation (10.21), qui s’appelle le théoréme optique, nous dit qu’il est possible de calculer
la partie imaginaire d’un processus en calculant une boucle en coupant deux propagateurs [61].
Il faut maintenant a partir de la partie imaginaire reconstruire toute I'amplitude. Mais avant
d’effectuer ce travail, on va considérer dans le théoreme optique, le cas ou I’état final est équivalent
a l'état initial i) = |f) :

(10.21) = 2 Tm (A=) = 3 [Apaill® (27)*6 (01 — 9,) 8 (b — 1) (10.23)

= Im (.Az_n) = 2F p oy, (1024)

ou E (respectivement p) est I’énergie (resp. 'impulsion) totale initiale dans le référentiel du centre
de masse (resp. initiale d’une particule dans le référentiel du centre de masse). oy est la section
efficace de tous les processus « i — pr ». Cette section efficace est proportionnelle & la partie
imaginaire. La partie imaginaire est suffisante pour calculer une section efficace. Mais si on veut
pouvoir reconstruire toute ’amplitude il faut calculer la partie réelle. On la reconstruit grace a la
causalité d’un processus.

10.2.2 Causalité d’une fonction - Relation de dispersion

On considére un processus physique décrit par une amplitude A(s), fonction de la variable réelle
s. On considere un plan engendré par ’extension complexe de la variable s. Le processus est causal
signifie que la réponse du processus ne dépend que linéairement des entrées passées. L’amplitude
est donc analytique, au moins, sur le plan supérieur et cette amplitude tend vers zero a I’infini
« assez » rapidement. Les singularités ne peuvent apparaitre que sur ’axe réel ou dans le demi
plan inférieur. La causalité conduit aux hypothéses suivantes :
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Hypotheses 1. Soit une phénoméne physique représenté par l'amplitude A et la variable s. La
causalité d’un phénomeéne physique engendre les hypothéeses suivantes :

A(s) est analytique sur le plan supérieur et a des singularités que sur l'aze réel.

A(s) décroit plus vite que 1/s en linfini.
A partir de ces deux hypotheses, le théoreme de Cauchy s’écrit :

Als) = = ds”‘,l(isl), (10.25)

2 Jo s —s

ou C est le contour du demi plan supérieur dans l'espace des s (fig. 10.1). On a régularisé en
ajoutant une petite partie imaginaire a la variable s : s — s+ #\. On peut alors transformer cette

Im(s)

PPN
X

Re(s)

F1G. 10.1 — contour d’intégration pour le théoréeme de Cauchy. La fonction est analytique dans la plan supérieur.

équation en utilisant la relation sur les distributions :

1 1
lim —— = — 10.2
lim 5——— 79 :Fmré(s s), (10.26)

ou P est la distribution « partie principale », définie par

P(f(z)) = lim { _: f(x) dgc—i-/—irOO f(x) dm}. (10.27)

e—0t e

Grace a la régularisation de la variable s, 'amplitude s’écrit alors :

Als) = lim A(s +1i)) = }P/M ds' “L,l(SI) NEONY'S (10.28)

A—0+ 2 s —s 2

— 00

Le complexe K, est la valeur de 'amplitude sur le demi cercle supérieur a l'infini qui est nulle
d’apres les hypotheéses (K = 0). Si on prend les parties réelles et imaginaires de cette équation,
on obtient :

+oo
ReA(s —73 / g5 A (10.29)
S — S
+oo
ImA(s) = ——P/ 'R:A_S). (10.30)

La premiere équation (10.29) n’est que la partie réelle de 1’équation :

+o00 !
A(s) = lim A(s +iX) = lim l/ ds/w. (10.31)

A—0+ A0t T oo s —s—1i\

On appelle cette équation : une relation de dispersion. Les relations de dispersions permettent de
reconstruire immédiatement ’amplitude totale a partir de la partie imaginaire, mais I’inconvénient
c’est qu’elle nécessite encore une intégrale. (10.29) permet de relier les parties imaginaires et les
parties réelles des amplitudes. Ce sont des relations tirées de 1’électromagnétisme. Elles ont été
écrites par Kramers et Kronig en 1926 [62, 63], pour décrire la propagation d’une onde lumi-
neuse dans un matériau. La partie imaginaire représente ’onde absorbée alors que la partie réelle
représente ’onde dispersée. Dans le cas d’une amplitude en mécanique quantique, la partie imagi-
naire représente la quantité d’information perdue dans le processus et la partie réelle, la quantité
d’information dispersée lors du processus de diffusion.
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Remarque : Lorsque amplitude ne décroit pas assez vite a I'infini alors il faut faire intervenir la
constante K, que l'on obtient grace a la connaissance de I’amplitude en un point de ’espace par
exemple sg. La relation de dispersion s’écrit dans ce cas :

+o0 !
L N . s — 8o / ImA(s )
A(s) = ,\11,%1+ A(s +1iX) = Algga A(so +1iX) + - / ds Py Fa— v (10.32)

— 00

Dans ce cas, on dit que 'on fait une relation de dispersion a une soustraction.

L’unitarité d’un processus permet de calculer la partie imaginaire de 'amplitude, et la causalité
d’un processus permet de reconstruire la partie réelle de ce méme processus. On va donc appliquer
ces deux principes, tres généraux, a une amplitude a une boucle.

10.3 Unitarité dans une boucle.

10.3.1 Théoreme optique appliqué a une boucle

On applique le théoréeme optique a un diagramme de Feynman avec une boucle, d’amplitude
(7.4) :
N
A = /d"QM (10.33)

D2..D%

dans laquelle les dénominateurs s’écrivent : D? = Q? + i\. L’amplitude s’écrit comme 'intégrale

Num(Q)
DZ..D%

possibles, et elle peut donc annuler les dénominateurs @Q? = 0. Il y a donc deux cas possibles.
Imaginons que I'impulsion de la boucle est telle qu’elle ne se trouve pas sur un pole. Alors D? — Q2.
Dans ce cas 'amplitude est réelle a une phase pres. Si maintenant cette impulsion se trouve sur un
pole et annule le dénominateur « j », alors DJ2 — i\. Dans ce cas, 'amplitude devient imaginaire
pure mais infini dans la limite ou A — 0. L’amplitude devient imaginaire si des dénominateurs
deviennent nuls & i\ pres, c’est a dire quand des particules virtuelles deviennent sur couches de
masses ou réelles. La partie imaginaire d’'une boucle apparait lorsque les virtualités tendent vers
un processus physique. Maintenant, a partir de cette remarque, on va calculer la partie imaginaire
d’un diagramme de Feynman.

sur I'impulsion Q* de la fonction A (Q) = . L’impulsion peut prendre toutes les valeurs

Cette méthode a été développée par Cutkosky en 1960 [64]. Ici on ne fait quune démonstration
approchée pour comprendre le phénomeéne. A la fin, on arrive aux regles de Cutkosky. Cependant,
avant de donner les régles de Cutkosky, on définit d’abord un invariant.

Définition 10.3.1. Dans une boucle, un invariant ou un canal est une masse non nulle constituée
par une ou plusieurs pattes externes adjacentes.

Maintenant on considere 'amplitude A comme fonction analytique de I'invariant s. Il est constitué
par les pattes extérieures d’impulsions p; et py, donc s = (p1 +p2)2. On appelle Qp et Q7 les

)4
P2

F1G. 10.2 — Théoreme optique appliqué a une boucle.
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propagateurs de la boucle entourant cette invariant. Puis on étudie le processus physique :

p1+p2 — Qo+ Q1. (10.34)

Ce processus physique est décrit par ’énergie seuil sg. Si s < sg alors il ne peut y avoir de
processus et les particules représentées par les propagateurs Qg et Q1 sont virtuelles. Dans ce cas les
propagateurs Qg et Q1 ne peuvent étre sur couche de masse et donc "amplitude A(s) est analytique.
Cependant si s > sg et s € R, alors I’état final de (10.34) est réel, et les particules d’impulsions

Im (s)

e \\\
\ Re (s)
— | —
\ 50 /
y
AN 4

F1G. 10.3 — Analycité d'une amplitude.

Qo et @1 peuvent étre sur couches de masses. Sachant que le dénominateur de l'intégrant est
proportionnel a (Q% + i)\) (Q% + i/\), il diverge si les particules sont sur couches de masses. Il y
a donc une branche de coupure le long de 'axe réel, a partir de s = sg, ou la fonction A(s)
n’est plus analytique (fig. 10.3). On appelle le point sy : point de branchement. La fonction A
est prolongeable par analyticité. Pour avoir la partie imaginaire de 'amplitude A, on regarde le
comportement de 'amplitude A quand les propagateurs @y et @1, qui entourent cet invariant
deviennent sur couches de masses. Dans ce cas, on se trouve sur la partie de 'axe réel appartenant
a la branche de coupure. Proche de Paxe réelle, Im (A(s 4 i)A)) = —Im (A(s — ¢A)). La discontinuité
le long de I'axe réel vaut :

Disc,A = Jim i {Tm (A(s + i) = Im (A(s = iA)} = 20 Tm (A(s)). (10.35)

Ici, on a considéré que 'amplitude A n’avait qu'un invariant s. En réalité, elle peut avoir plusieurs
invariants, dans ce cas le résultat est exprimé par le théoreme optique pour une boucle.

Théoréme 10.3.2. Soit un diagramme a boucle d’amplitude A. On note s1...8,, les « m » inva-
riants de ce diagramme. Alors la partie imaginaire de l'amplitude s’écrit :

2i Im (A (s1...8m)) = Z Discg, A(81..-Sm) - (10.36)
i=1
Notations : « Disc,, » signifie que ’on calcule la discontinuité autour de la branche de coupure

le long de I'axe réel engendré par l'invariant s;.

Il est plus facile de calculer une discontinuité autour de la branche engendrée par 'invariant s :
Discg plutét que la partie imaginaire d’'une amplitude. Le calcul des discontinuités se fait a partir
des regles de Cutkosky.

Reégle de Cutkosky 1. Pour calculer la discontinuité d’une amplitude A, autour de la branche
de coupure engendrée par linvariant s, on calcule 'amplitude en mettant les deux propagateurs
qui entourent cet invariant sur couche de masse. En pratique, on remplace ces deux propagateurs
par une fonction delta :

i
7~ 216 (D7) . (10.37)

i

« Mettre un propagateur sur couche de masse » se dit aussi « couper un propagateur » . On calcule
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alors explicitement l'intégrale en intégrant sur I’espace de phase des états internes. Par exemple :

Q4
p1

Discs,, (A)

|

|

|

P2 ‘

Q21
arbre 1 arbre 2

= (27T)2/ (CQZZ_C)%L 6(+)(D§) Aarbre? (Q27Q4a )

8N(D2) Aarirer (Qas Q2,p1,12)

Les fonctions deltas imposent que les arbres A, pre1 €t Agrpre2 soient sur couche de masse.

Cette discontinuité donne la partie imaginaire (absorption) de 'amplitude. Pour avoir I’ampli-
tude totale, il faut calculer la partie réelle de 'amplitude A. Pour la reconstruire, on utilise une
relation de dispersion (voir partie précédente), basée sur lanalycité de I'amplitude. Cette rela-
tion de dispersion permet de relier la partie d’absorptive & la partie dispersive (partie réelle). Les
parties imaginaires et réelles sont reliées par le taux d’informations perdues. La relation de disper-
sion est une intégrale, ce qui est pose encore un probleme d’intégration. Dans la pratique, on ne
veut pas faire explicitement cette reconstruction. Mais on va plutot utiliser le fait qu’il existe une
décomposition en intégrales scalaires pour effectuer ce travail de reconstruction. On va expliciter
cette reconstruction dans le paragraphe suivant.

10.3.2 Calcul d’une amplitude avec deux coupures

On considére une amplitude A a une boucle que 'on décompose sur une base d’intégrales
scalaires ¥; € B, B, By, B; (résul. 10.1.4) :

A=Y "a;0; + O(e), (10.38)

et on calcule la discontinuité de ’amplitude dans le canal s15. Pour éviter de calculer explicitement
la discontinuité dans ce canal (10.39), on remplace espace de phase d"Q (2r)* 6(H)(D2)5(H) (D2)
par une intégrale de Feynman qui a les bonnes coupures (10.40). Les deux arbres Ag,pre1 €t Agrbrez
sont donc encore sur couches de masses. Le trait vertical annonce l'invariant. Il est possible alors
d’intégrer cette intégrale de Feynman sachant que les arbres sont sur couches de masse. Cette
intégrale de Feynman, se décompose comme une combinaison linéaire d’intégrales scalaires (10.41).
Par identification avec la décomposition initiale (10.38), on en déduit directement les coefficients
devant les intégrales scalaires. La reconstruction est automatique car les intégrales scalaires forment
une base de I’espace vectoriel, il n’y a donc pas de confusion possible.

d"Q

Discs., (A) = (27)? / G 3008 Aurirea 6(DF) A (10.39)

drQ i i
= 7’1’7,7-’4(17“!)7“62 7Aarbrcl (1040)
| G g 3
=Y ¢ 97|, =D ¢ Discs,, (97) (10.41)
j j
= A=) ¢ 9 +A (10.42)
J

Les tadpoles n’ayant qu’une coupure, ils ne peuvent étre obtenus par une discontinuité a deux cou-
pures. Par définition d’un invariant, il faut qu’il y ait un ensemble de pattes adjacentes dont la masse
totale ne soit pas nulle. Cela veut dire que les intégrales scalaires obtenues dans la décomposition
de lintégrale de Feynman coupée (10.41) doivent étre coupées autour de cet invariant. Or, toutes
les intégrales scalaires de la décomposition initiale (10.38) ne peuvent pas forcement étre coupées
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autour de cet invariant. C’est pourquoi avec une discontinuité, on obtient les coefficients devant
seulement une partie des intégrales scalaires de la base de décomposition. En général, une boucle
a plusieurs invariants, et il est nécessaire de calculer plusieurs discontinuités pour avoir tous les
coefficients. Il peut arriver que deux discontinuités donnent le coefficient devant la méme intégrale
scalaire. Dans ce cas, la consistence de la théorie de 'unitarité fait en sorte que l'on retrouve le
meéme coeflicient quelque soit la discontinuité de la branche que 'on calcule.

Il y a une question fondamentale pour les termes rationnels. Un terme rationnel n’a pas de cou-
pure a priori. Cependant les résultats sur les termes rationnels (prop. 8.3.1) nous dit que les termes
rationnels sont donnés par les extra-intégrales scalaires. Les termes rationnels apparaissent quand
I’amplitude ne décroit pas assez vite a l'infini. On a besoin alors d’effectuer une relation de disper-
sion a soustraction. Cependant si ’on se place dans un espace a n dimensions, alors il n’y a plus
de probleme de convergences a l'infini. L’amplitude redevient analytique et les discontinuités, cal-
culées dans un espace a n dimensions, suffisent pour reconstruire totalement toute ’amplitude. Ce
qui parait cohérent dans le sens ou les termes rationnels proviennent des extra-intégrales scalaires.

Proposition 10.3.3. Les coefficients des intégrales scalaires 17,13, I3 et I} de la décomposition
d’une amplitude A € (An,+,.) sont donnés par les discontinuités en dimension quatre. Mais
les termes rationnels sont donnés par les discontinuités en dimension n grace aux extra-intégrales
scalaires.

Dans ce paragraphe, on a seulement coupé une boucle en deux. Mais ces dernieres années, des
progres ont été fait pour réduire une boucle grace a I'unitarité. Ces récents progres nous amene a
couper une boucle avec trois ou quatre coupures.

10.3.3 Calcul avec plus que deux coupures

L’intérét des regles de Cutkosky est de pouvoir calculer toute la partie imaginaire de ’amplitude,
cela vient du fait que I'on calcule la discontinuité de I’amplitude autour de tous les invariants. Il y
a donc une condition nécessaire et suffisante : considérer tous les invariants.

Maintenant imaginons que nous reprenions la méme amplitude de départ A et que 1'on coupe
la boucle en deux, trois ou quatre coupures ou que l'on coupe autour d’une patte externe sans
masse, qui n’est pas un invariant. Si I'on a plus que deux coupures, alors on ne calcule pas toute
la discontinuité autour de cette branche, et on perd des informations sur ’amplitude. Cependant
plus une discontinuité a de coupures, plus elle est simple a calculer.

L’amplitude A s’écrit comme une combinaison linéaire d’intégrales scalaires au premier en € :

A = N wI} by 4+ elf + dIT + eJf + FKY + g3 + hady (10.43)

Maintenant imaginons que 'on coupe 'amplitude en quatre propagateurs, notés « i,j,k,1 ». Alors
on applique I'application linéaire « Disc; j,; » de chaque coté de I’équation (10.43). Dans ce
cas, il ne reste du coté droit de I’équation que les intégrales scalaires qui respectent les quatre
coupures. Donc avec cette discontinuité, on ne pourra obtenir que les coefficients qui sont devant
les intégrales scalaires qui respectent cette coupure a;, e; et f;. De méme, si on fait trois coupures
dans le diagramme précédent, on obtiendra les informations devant les intégrales scalaires a trois
points et quatre points respectant cette coupure a;,b;,e;, f; et ¢g;. Enfin si on fait deux coupures
alors on obtiendra les informations devant les intégrales scalaires a deux, trois et quatre points qui
respectent cette coupure a;, b;, ¢;, €;, fi, gi et h;.

Il est donc évident que plus l'on effectue de coupures, plus de propagateurs sont sur couches de
masses et donc plus le numérateur de l'intégrale est simple a calculer. Cependant, plus on a de
coupures et plus on perd d’informations sur I'amplitude totale. Néanmoins, regardons d’un peu
plus pres le cas d'une boucle avec quatre pattes externes sans masses.
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Proposition 10.3.4. Il n’y a pas de pertes d’informations lors du passage du calcul d’une discon-
tinuité avec deux coupures a une discontinuité a trois coupures pour une boucle avec quatre pattes
erternes sans masses.

Démonstration : Si 'amplitude a au maximum quatre pattes non massives et sur couches de
masses, alors il faut au moins deux pattes consécutives pour fabriquer un invariant. On considere

y4i Pa pr Pa

I I
; : !
P2 \ D3 P2 H 3

FiGc. 10.4 — Passage de deux a trois coupures..

le diagramme & quatre pattes sans masse de la figure 10.4, il y a alors deux invariants que 1’on
note s = (p1 + p2)2 et t = (p1 +p4)2. On coupe le diagramme en deux autour dans le canal s. A
partir de 1a, on decide de couper le diagramme en trois en rajoutant une coupure. Cette nouvelle
coupure, va couper 'arbre de deux pattes sans masses A(1,2) en deux arbres avec une patte sans
masse, qui ne sont pas des invariants. Seulement la coupure, ne coupe qu’'un arbre, il reste donc
un arbre non coupé A(3,4). Avec trois coupures, on coupe toujours autour de l'invariant s (avec la
coupure rouge) tout comme avec deux coupures. On ne perd donc aucune information en coupant
a trois coupures plutdt que deux. a

On vérifiera ce résultat dans le calcul des 'amplitudes a quatre photons.

Grace aux coupures, on peut calculer directement les coefficients devant les intégrales scalaires
sans besoin de réduire explicitement les intégrales. A Tordre €, une amplitude se décompose sur
des fonctions & scalaires & N < 4 points. Il existe des méthodes pour calculer les coefficients devant
toutes les intégrales basées sur [65, 66, 67], puis étendues par [68, 70, 71, 72, 73, 74, 75]. Il a alors,
a partir des méthodes d’unitarité, été mis en place une procédure pour calculer automatiquement
une boucle [76, 77, 78, 79]. On va rappeler les méthodes pour les intégrales scalaires a trois et
quatre points. Il existe une méthode pour les bulles. Ces méthodes sont valables que dans le cas
ol 'on réduit les boucles sur la base B = {I}, I, I}, I}, K}, J¢, J&}. Dans la section d’apres, je
présenterai une méthode pour trouver les coefficients directement devant les intégrales scalaires de
la base By = {17, 1§, I3, I} T2 Ky, g, J3h.

10.4 Calcul des coefficients devant les boites et les triangles
dans la base B.

10.4.1 Coefficients des boites : fonctions a quatre points

Proposition 10.4.1. Soit un diagramme & une boucle d’amplitude A dont la masse de la particule
interne est m?. Cette amplitude se décompose en intégrales scalaires suivant le résultat 10.1.4. On
considére un type d’intégrale a quatre points, alors le coefficient, devant ces intégrales, est donné
par :

A=al} +bJ +cK} + ... (10.44)
N
1 2
N Z A1 (Q:)Ax(Q:) As3(Q;:)AL(Q;) =a+ b (m2 + ,LL2) +c (m2 + ,u2) , (10.45)
i=1
ou N est le nombre de solutions @Q; du systeme composé par les quatre coupures :

{Vie[l.4], D} =0. (10.46)

Cette formule a été présenté pour la premiére fois dans [65].
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arbre 1 arbre 4

Dy

D,

arbre 2 arbre 3

Fic. 10.5 — Diagramme avec quatre coupures.

On va donner une démonstration partielle. Elle donne le moyen de calculer le coefficient.

Démonstration partielle: On reprend la décomposition en éléments simples de la fonction dans
I'intégrale de 'amplitude A. Elle est donnée dans la preuve de (10.1.1) :

Num Qll« Cij Qijkl
Z ﬁ + Z D2D2 DI DID? + constantes (10.47)
ij

On multiplie de chaque coté par les produits des propagateurs sur les coupures D?D3D3 D73 et on
prend la limite quand tous les propagateurs s’annulent :

212712 N2 u

Q1234 = lim D1D2D32D4N2um(Q ) (10.48)
D3,D3,D3,D3—0 D?..D2,

= li A1 (Qi)A2(Q:) A3 (Q4) As(Qs 10.49

D?,D3,D3,D3 0 1(Qi)A2(Qi) A3 (Q:) Aa (i) ( )

O

Les coefficients devant les intégrales scalaires a quatre points sont tout simplement des résidus.
L’impulsion de la boucle Q* est définie dans un espace de dimension n. Seulement on a vu que
I’extra-dimension se comporte comme une masse. Il suffit donc de connaitre les composantes de la
partie & quatre dimensions de I'impulsion. Comme il y a quatre conditions (10.46) qui définissent
Iimpulsion Q*, alors il n’y a qu’un nombre fini de solution du systéme (10.46).

Proposition 10.4.2. On suppose que l'on calcul le coefficient devant l’intégrale scalaire, dans

arbre 1 arbre 4

D,

D

arbre 2 arbre 3

Fic. 10.6 — Diagramme avec quatre coupures.

laquelle, on pose p; les impulsions des masses externes et on suppose que la masse 1 est nulle :
p? = 0. Alors en dimension quatre, les quatre coupures imposent que l’impulsion soit :

© (Iv" Py B3 ¥4 1) b 7[17“1527537541]

= —-———— ou

a 201y 1) T = Ty ] (10.50)

Démonstration : Et on vérifie tout simplement que les deux expressions de ¢f" sont solutions du
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systeme :
gt =0
2
¢ =(q1+p2)”"=0
10.51
%2):((11+p242r 5)° =0 ( )
GG =(@—p) =0
a

Les deux solutions sont conjuguées 1'une de l'autre. La conjugaison est le signe de la parité, et
correspond aux deux sens de propagations ou aux deux hélicités de la particule interne. Pour
trouver ces solutions, on a pris en compte les impulsions des photons entrants mais pas leurs
hélicités. Comme la masse de la particule interne est nulle, alors il n’y a pas de terme d’interférence
entre ces deux hélicités.

10.4.2 Coefficients des triangles

Une boucle a trois points, n’a que trois propagateurs. Elle ne peut donc avoir que trois coupures
au maximum. Cependant les fonctions & quatre points peuvent aussi avoir que trois coupures. Donc
si on coupe un diagramme en trois, alors on obtient les coefficients devant les intégrales a trois
points et a quatres points. Comme on ne souhaite que les coefficients des intégrales a trois points,
il faut donc soustraire la contribution des intégrales a quatre points. On trouve la méthode dans
[74, T5].

Notation pour la méthodes a trois coupures

K
&
@) Qo
iKQ
Fi1a. 10.7 — Diagramme avec trois coupures.

K;,— K5 et K3 sont les impulsions sortantes de la boucle. Ces impulsions peuvent étre de type
lumiere. On a les relations de conservation énergie-impulsion, aux vertexs :

Qi=Qo— K1  Q2=Qo+ Ko, (10.52)

et on définit alors les grandeurs :

v =2 (K}.K}) (10.53)
e =K1Ky £ VA (10.54)
A = (K1.Ky)* — K2K2. (10.55)

Plutdt que d’utiliser les impulsions massives K1 et —K5 des pattes sortantes, on définit des impul-
sions de type lumiere :

b :Kl — (K%/’Y) K2
L1 (KTK3/4?)

b :KQ — (K%/’}/) Kl
t1-(KTK3 )

K

(10.56)

K (10.57)
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donc Kfz = ng = 0. De plus on définit les grandeurs :

K2 v — K2 K2 v — K2
o1 = K (v— K3) ooy = M (10.58)
Y v? — Ki K3
Maintenant on va calculer 'impulsion QF, sachant qu’il n’y a que trois coupures définies par le
systeme :

D2 =0
D? =0 (10.59)
D2 — 0.

Calcul de I'impulsion Q" de la boucle

L’impulsion @} est un vecteur & n dimensions qui se décompose en une partie & quatre di-
mensions et une partie & n — 4 = —2¢ dimensions : Qo = qo + ¢- On a Q% = ¢2 — u%. qo est un
vecteur a quatre dimensions dans I'espace de Minkowski. On choisit donc une base de cet espace
By = {K{’#, K3 (Kb KD, (K5y*K?})}. On peut écrire Pimpulsion gy comme une combinaison
linéaire de ces quatre vecteurs :

d

df = ak}" +bKY + DRIy IS) + S (Kb KY). (10.60)

Maintenant & partir des trois conditions données par le fait que les trois propagateurs sont sur
couches de masses :

0 = p? (10.61)

2q0. K1 = K3 (10.62)

2¢0. Ko = K2. (10.63)

On calcule les coefficients a, b, ¢ et d. On commence par substituer la forme de I'impulsion (10.60)

dans la premiere équation du systeéme (10.61) :

2
(10.61) = ab— cd = -, (10.64)

v

puis on utilise les deux autres équations (10.62,10.63) :

2a K{)Kl +2b(K§K1) :K% a = Qg2
(10.62,10.63) < { 24 EKf«Kz L2 (Kg.Kg) _ K2 RO T aos. (10.65)
Donc I'impulsion Qf s’écrit au final :
_ 2
Qb = an K" + an K3 + g(K{)'Y”K@ + W(K&Y”Kb +q". (10.66)

On a écrit 'impulsion de fagon a ce qu’elle respecte les trois coupures. Comme il n’y a que trois
coupures, alors il n’y a que trois conditions, or I'impulsion est définie par quatre parametres, donc
I'un des parametres n’est pas définie. Ici il reste le parametre ¢. On n’a pas pu définir 'impulsion
totalement comme dans le cas a quatre coupures.

Calcul du coefficient devant 1’intégrale scalaire de la figure 10.7

On cherche le coefficient devant l'intégrale scalaire I3 (K%, K%,Kg) de la figure 10.7. On ap-
plique 'application linéaire « Disc; 23 », qui coupe les trois propagateurs, sur I’amplitude de I’en-
semble de diagrammes qui donneront cette intégrale scalaire :

D15C1 ,2,3 / d Q-Aarbrel (Q07 Ql) aTbTeQ (Qla QQ) arbre?) (QQ Q3) (1067)

0

= / an 0 (D(z)) 0 (D%) ] (Dg) Aarbral (QOa Ql) Aarbre2 (Qla QQ) AarbreS (Q27 QS) . (1068)
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Les trois fonctions deltas sont équivalentes au systéme (10.59). La résolution de ce systéme, nous
a mené A une expression analytique de I'impulsion @} (10.66). L’'impulsion est une fonction du
parametre c¢. On reporte cette expression dans la discontinuité et on effectue le changement de
variable ainsi que les trois intégrations d"Q o (D(Z)) 1) (D%) 1) (D%) — d"c, dont le jacobien est

Jo=-L:
Disct.2a [ d"QAurrr (Q0: Q) oz Aurrea (Q1.Q2) 7z Aurir (QQ,Q@Z;% (10.69)

— [ @@ 5(D3) 5 (D%) 5 (DF) Aurre <c> Aartrez (€) Aartres (€) (10.70)
:/dc Je Aarvrer (€) Aarprez (€) Aarires (€) . (10.71)

Maintenant on peut transformer 'expression des arbres en série de Laurent (on enléve 'indice
« arbre » pour simplifier les notations) :

Resc:c- c c c
A1 (¢) As (0) = > fid+ > 1A (D) Ax(0)A5()) (10.72)

C — Cj
€L j€Epole

Les termes avec les résidus et les poles en c¢; correspondent aux coefficients des intégrales a quatre
points que l'on peut obtenir grace a trois coupures. Dans le polynéme, on peut montrer que tous
les termes qui ont une puissance non nulle en ¢ ont une contribution nulle [74, 75]. Donc au final,
le calcul de la discontinuité, en enlevant les parties correspondantes aux intégrales a quatre points,
s’écrit :

Discl,2,3/d Q-Aarbrel (QO, Ql) arbTeQ (Qh Q2) arbre?) (Q27 QB) = fO/dC va

(10.73)
J de J. est intégrale scalaire & trois points.

Résultat 10.4.3. Le coefficient x devant lintégrale scalaire I3 (K KQ,KQ) s’écrit x = i.fo. fo
étant définit par la somme (10.72).

Le facteur « i » vient du fait qu’il faut enlever le ¢ des propagateurs pour avoir la bonne définition
des intégrales scalaires. Il ne faut pas oublier que cette méthode donne le coefficient devant
I'intégrale scalaire a trois points a condition que les intégrales scalaires a quatre points de la
base de décomposition soient de dimension n. Si elles sont de dimension n + 2 alors il faut rajouter
des contributions supplémentaires dues a la réduction des intégrales scalaires a quatre points de
dimension n en intégrales scalaires a quatre points en dimension n + 2.

Il existe aussi une méthode pour calculer les coefficients devant les intégrales a deux points.
Cette méthode est similaire a la méthode pour trouver le coefficient devant les intégrales a trois
points. Elle est donnée dans [74, 75]. Dans le prochain paragraphe, je vais donner une méthode pour
obtenir les coefficients devant les intégrales scalaires de la base B; = { It 13,12, IZ“, K3, J3, Jg}.

10.5 Calcul des coefficients devant les boites et les triangles
dans la base B;.

10.5.1 Coefficients des boites : fonctions a quatre points

Proposition 10.5.1. Soit un diagramme a une boucle d’amplitude A dont la masse de la particule
interne est m?. Cette amplitude se décompose en intégrales scalaires suivant le résultat 10.1.4. On
considére un type d’intégrale a quatre points, alors le coefficient, devant ces intégrales, est donné
par :
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arbre 1 arbre 4

Dy

D,

arbre 2 arbre 3

Fic. 10.8 — Diagramme avec quatre coupures.

det (G
A=— diz ES)) alf T2+ bJ] + K} + ... (10.74)
N
Z Qi) A3(Qi)Ad(Qi) = a +b (m? + 12) + ¢ (m? + 12)?, (10.75)

ou N est le nombre de solutions Q; du systéme composé par les quatre coupures :
{vie[1.4], D} =0, (10.76)
et G et S les matrices de gram et cinématique de l’intégrale scalaire.

Démonstration : On reprend la démonstration de la proposition 10.4.1 pour avoir les coefficient
a, b et c. Puis on applique la formule de réduction de la proposition 7.2.3 a la discontinuité a quatre
coupures « Discy » de la fonction a quatre points :

det (G)

Discq I} = “aet (S)

Discy I} 2. (10.77)

O

10.5.2 Coefficients des triangles

On considere 'amplitude d’une boucle non massive a quatre pattes externes massives ou pas,

d’amplitude
q N )
” um (
qu.g / d"Q DIDIDI DY (10.78)

b3

que l'on décompose sur la base B; = {I{‘,I§L7I§‘,IZ+2,KZJ, J3, J;‘} :

det (G) 2
It T,I IR+ A 10.
det(s) +Z 31+;7 » 4+ (10.79)

A = —a

A contient les extra-intégrales scalaires. Mais ici, ce qui nous interesse ce sont les triangles. Dans
ce paragraphe, on veut calculer les coefficients devant les triangles. D’apres la proposition 10.4.1,
le coefficient devant l'intégrale scalaire & quatre points s’écrit ¢ = Num (Qg) ot Qo est solu-
tion du systeme composé par les quatres coupures {Vi € [1..4], D? = 0. Maintenant d’apres la
démonstration de la proposition 7.2.3, on a :

1- 30 b;D?
det (G) 2 = /anM (10.80)

~det (S) D2D2D2D?
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avec b; 2?21 Sigl. Donc la réduction de 'amplitude A s’écrit encore :

Num (Q) 11— b;D?2
= d"Q—s—n—-t- =N A" i=1 v
A / Cprpepzpz N (@) / ©52piDID?

4 2
D?
ST [ d'Q gy + > uly + A 10.81
T / ©D2pzpiD: T (10.81)

Maintenant on suppose que l'on veut calculer le coefficient devant l'intégrale scalaire a trois
points une masse en pingant le propagateur 1. Donc on applique la discontinuité a trois coupures
« Disce 34 » a quatre dimensions de chaque coté de I'équation de décomposition :

Num (Q) . 1- 2471 biD'z
—————"— = Num (Qo) D1502,3,4/an1—_1
D?DID2D? DYD3D3D}
4 D2
T;Dis d"Q——t—. 10.82
+ Zz:; 15C2,3,4 / QD%D%D?Q)DE ( )

On ne garde que les intégrales scalaires avec au moins trois points. On simplifie et on transforme
les discontinuités par des fonctions delta :

Num (Q)
Dy

Discg 344 = DiSCz,374/an

1— b, D?
——715(2,3,4)
D?

+T1/d”Q6 (2,3,4), (10.83)

Discssad = [ ' §(2,3,4) = Num (Qu) [ 4'Q

avec 6 (2,3,4) = 6 (D3) 6 (D3) 6 (D}). De la méme fagon que dans la section précédente, en repre-
nant les mémes notations, les trois coupures imposent la forme pour le propagateur ¢s. Il est une
fonction du parametre c :

03(¢) = oK + ags K8 + §<K§7“Kff> + 0“%‘3%1{2%1@. (10.84)

On effectue le changement de variable g3 — ¢3(c¢) dans ’équation de décomposition précédente,
puis on effectue I'intégration sur les trois fonction deltas, on obtient :

Num () 1—b1D1(c)? /
deJ.————- = N deJ,————— +T1 [ dcJ.. 10.85
/ C D1(6)2 um (QO) / C Dl(C)2 + 1 C ( )
Si on veut le coefficient devant I'intégrale a trois point alors il suffit de résoudre I’équation en ¢ :
1—b D (cg)® = 0 (10.86)

Et on injecte ces I solutions céi) dans I’équation.

Reésultat 10.5.2. Dans la base By, le coefficient devant lintégrale scalaire I3, s’écrit :

I
T = by Num (cff)), (10.87)
=1

ol co est solution de I’équation (10.86). Il en est de méme pour les autres intégrales a trois points.

On voit l'intérét de la décomposition sur la base By plutot que sur la base B. Non seulement
la base By sépare les divergences infrarouges des parties finies mais en plus les coefficients devants
les intégrales a trois points sont plus simples a calculer. Ici, il n’y a plus le probleme de retrouver
les coefficients des fonctions & quatres points si on coupe avec trois coupures. La résolution de
Péquation (10.86) est souvent évidente. Si I'une des deux pattes p3 ou ps a une masse nulle, alors
la solution de I’équation est ¢y = 0. Les coefficients des intégrales scalaires a trois points sont donc
de simples limites.

Maintenant on va donner un certain nombre de régles pour savoir si un coefficient devant une
intégrale scalaire est nul ou pas sans avoir besoin de le calculer. La encore on va s’apercevoir que
la base de décomposition B; permet de déduire immédiatement la nullité d’un certain nombre de
coeflicients.
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10.6 Regles de réduction

A partir des méthodes données dans la littérature, on peut démontrer des regles tres générales,
qui permettent de savoir immédiatement si un coefficient devant une intégrale scalaire est nul. On
considere des boucles non massives avec N pattes externes non massives.

10.6.1 Existence d’une intégrale scalaire a quatre points avec une masse
externe

Proposition 10.6.1. Le coefficient d’une intégrale scalaire a quatre points avec une masse externe,
issue de la décomposition d’une amplitude, est nul si l'arbre constitué par cette masse est nul.
Cependant, il peut alors y avoir des coefficients non nuls devant les extra-intégrales.

Démonstration : Imaginons que ’on cherche a calculer le coefficient devant la fonction & quatre
points :

K
Q1 arbre 1
Qo

Le coefficient y devant I'intégrale scalaire sera proportionnel a ’arbre sur couche de masse : y
Agrbre1 (Qo, Q1). Si Pamplitude de larbre sur couche de masse est nulle alors le coefficient de
devant l'intégrale scalaire est nul. O

Dans le cas particulier d’une boucle de fermion ou de scalaire.

Corollaire 10.6.2. Le coefficient d’une intégrale scalaire ayant une masse externe venant de la
réduction d’une boucle de fermion ou de salaire est nul si la masse externe est issue de photons de
méme hélicité.

Démonstration : Le coefficient est proportionnel a une chaine de photons. Or, d’aprés la propo-
sition 3.2.3 cet arbre sur couche de masse & une amplitude nulle, donc le coefficient sera nul. 0

10.6.2 Hélicité des pattes externes d’une boite

Dans ce paragraphe, on ne s’intéresse qu’aux fonctions scalaires a quatre points.

Proposition 10.6.3. Considérons une boite scalaire venant de la réduction d’une boucle de sca-
laires ou de fermions non massifs. La nullité de la masse de la particule interne, impose qu’il y ait
une alternance d’hélicité des photons entrants a chaque vertex de l’intégrale scalaire.

Démonstration : On considére, pour faire simple, une boucle a quatre photons et on cherche le
coefficient devant I'intégrale scalaire quatre points sans masse. On coupe en quatre cette intégrale
et on calcule le propagateur @1 :
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D’apreés la proposition 10.4.2, les impulsions ¢}’ qui vérifient les quatres coupure sont :

1#23 1y#23
= _<’V7> ou ¢} = _u. (10.88)

¢ 2(13) 2[13]

On considere juste la premiere solution, le raisonnement est équivalent avec la deuxiéme solution.

On a ¢} = —<12'z:§>3> donc ¢4 = “;&;L)‘r” Maintenant considérons que l'on soit en QED scalaire,

alors le coefficient x devant cette intégrale scalaire s’écrit :

X X €1-q1€2-G2. (10.89)

Cependant la structure des impulsions q; et ¢o est telle que le projecteur de chiralité devant la
matrice v* s’est inversé. Donc, connaissant les formules des vecteurs polarisations, données par la
définition 2.2.2, pour que le coefficient y soit non nul, il faut que les hélicités des photons 1 et 2
soient alternées. On étend ce raisonnement a toute la boucle et a la QED. a

Le fait que la particule dans la boucle soit sans masse est absolument indispensable. L’hélicité
et la chiralité de la particule deviennent équivalentes quand la masse devient nulle. Considérons
une ligne de fermions, par exemple. L’hélicité d’'une particule ne change pas le long d’une ligne
de fermion. Donc deux vertexs adjacents voit un fermion avec une méme hélicité. Seulement la
structure de I'impulsion dans la boucle est telle qu’elle voit un photon avec une hélicité alternée.
Donc pour qu’il y ait interférences constructives aux vertexs, il faut donc que les photons soient
d’hélicités alternées. Dans le cas d’un fermion massif, I'impulsion n’est plus un état propre de
chiralité, la masse mélange les deux états. Donc, quelque soit 1'hélicité du photon, il y a aura
des interférences constructives. On va dessiner toutes les intégrales scalaires non massives, qui ont
un coefficient non nul en fonction des hélicités des photons entrants. Néanmoins, ces coefficients
peuvent étre nuls pour une autre raison.
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10.6.3 Divergences infrarouges

Proposition 10.6.4. On considére la décomposition, d’un diagramme avec une boucle non mas-
sive, sur la base By = {I{’,IQ,I;,IZH}. Si ce diagramme n’a pas de divergence infrarouge, alors
les coefficients devant les intégrales a trois points une masse et trois points deuxr masses sont nuls.

Démonstration : Considérons un diagramme qui n’a pas de divergence infrarouge. On le réduit
par les méthodes de réduction classique. La réduction engendre des « sous-diagrammes » par
pincement d’un propagateur. Sil’on pince, par exemple, le propagateur « ¢ » alors il peut apparaitre
des divergences infrarouges qu’autour de ce propagateur pincé. Cependant un propagateur pincé
engendre une particule externe avec une masse, qui régularise toutes divergences infrarouges autour
d’elle. Donc chaque sous-diagramme n’est pas divergent. On peut continuer a réduire de la méme
maniere chaque sous-diagramme. On finit par n’avoir que des sous-diagrammes a trois points et des
intégrales scalaires a quatre points de dimension n + 2. Un sous diagramme a trois points ne peut
se décomposer que sur un type d’intégrale a trois points. Or comme le sous diagramme n’a pas de
divergence alors le coefficient de décomposition du sous-diagramme devant I'intégrale & trois points
est nul. Or comme on a vu que seules les intégrales scalaires a trois points avec une ou deux masses
en dimension n sont divergentes dans l'infrarouge, alors le diagramme initial ne se décompose pas
sur ces deux types d’intégrales scalaires. a

On peut améliorer ce résultat et considérer un diagramme avec un type de divergence infrarouge.

Proposition 10.6.5. On considére la décomposition d’un diagramme a une boucle, possédant une
divergence molle sur le propagateur « i », sur la base By = {Iﬂ[ﬁﬂ[g,]}f*z}. Les coefficients
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devant les intégrales a trois points une masse et trois points deux masses sont nuls sauf celui
qui correspond a lintégrale scalaire a trois points une masse dont le propagateur « i » n’est pas
adjacent a un propagateur pince.

Di

Q7
2
D,Hﬁ § a; I} It Pist + E cly,
3

Proposition 10.6.6. Soit un diagramme a boucle, qui a une divergence colinéaire autour de la
particule externe « i ». Alors ce diagramme se décompose sur la base {If,[g‘,]g,[f“} et les
coefficients devant les intégrales a trois points une masse et trois points deux masses sont nuls sauf
ceux qui correspondent aux intégrales scalaires a trois points deux masses dont la particule « i »
n’appartient pas a l'une des masses.

i J

Démonstration : Comme précédemment avec les sous-diagrammes, et le fait que les masses
régularisent les divergences. a

Remarque : Comme on a pu le voir dans le résultat 9.5.1 seul les photons dans une boucle de
fermions ou de scalaires engendrent des divergences infrarouges. Donc dans un diagramme & une
boucle, on en déduit directement les intégrales & trois points avec un coefficient nul, lorsque 1’on
décompose sur la base Bj.

Les trois propositions 10.6.4,10.6.5,10.6.6 révele 'avantage certain de la base By, par rapport
a la base B.

10.7 Origine du terme rationnel.

Dans ce paragraphe, on va chercher & comprendre les origines des termes rationnels et enfin
expliquer comment les calculer. On rappelle que les termes rationnels viennent des intégrales dont
il apparait des puissances non nulles de I'extra-impulsion ;2. On considére une boucle, que ’on
régularise en plagant I'impulsion de la boucle en dimension n

w
A = /d" Num( gz), (10.90)

dans laquelle, on décompose I'impulsion Q* de la boucle suivant la partie & quatre dimensions et
sa partie —2¢ dimensions : Q" = ¢" + ¢". Le numérateur se divise en deux parties :

Num(Q*) = Num(¢") + Num(g", 1i?). (10.91)

L’amplitude est donc la somme de deux amplitudes A; et Az correspondant a ces deux termes.
Chacun fournit un terme rationnel que I’on va appeler R; et Ro. La deuxiéme amplitude A, peut
étre un terme rationnel pur, au premier ordre en e, si il y a présence de p? au numérateur.

10.7.1 Origine de R,

Lors de la réduction de la premiere partie de 'amplitude générale

N 12
A = /anm, (10.92)
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il va apparaitre au numérateur des termes de la forme ¢?. Si on veut le réduire avec le dénominateur
alors il faut translater I'impulsion du propagateur

@ — Di+(m?+p?), (10.93)

de fagon & reconstruire D?. On voit alors apparaitre l'origine de ces termes rationnels R;. Ces
termes rationnels sont toujours liés a la masse de la particule interne. En réalité, pour calculer ces
termes rationnels, il suffit de modifier la masse de la particule interne :

m? — m?+ u?. (10.94)

R, est donc calculable par la méthode des cuts a n dimensions. On peut aussi remarquer que ces
termes sont reliés aux divergences ultraviolettes. Reprenons amplitude A; et calculons la limite
ultraviolette :

Num/(g*
A = / Q) (10.95)
1N
L N " q/’bl.“qﬂ/i
p oo (L)
v . lQi
— Num(’y“l...’y”")Tmmm/d Lm (1098)
, o L2 —m?) + (m? 4 )}
— Num(’y“l...’y“‘)Tm_nm/d L (12— m2)™ (10.99)

On voit donc apparaitre les termes en « m? + 2 » au numérateur.

10.7.2 Origine de R,

Le terme Ry vient du fait que l'on régularise la boucle. On peut alors séparer le numérateur
de la boucle en une partie a quatre dimensions et une partie a n dimensions. Ce terme rationnel
peut donc avoir une origine ultraviolette ou infrarouge. Cependant on compense les divergences
infrarouges par les corrections réelles, donc les termes rationnels associés a ces divergences sont aussi
compensés. Par exemple, imaginons un photon dans la boucle a N pattes externes en QED scalaire.
Les deux particules externes qui entourent le photon ont des impulsions p; et py. L’amplitude du

diagramme
— K v
A — /d’ﬂQ""ﬁﬂl’(QO 22:)1) (2Q2 +p2) "', (10'100)
D?..D%

fait apparaitre un produit scalaire & n dimensions, et donc des termes en p2. Si N = 3 alors le
diagramme initial est divergent dans l'infrarouge, pas dans 'ultraviolet. Ces termes peuvent étre
seuls, c’est-a-dire sans étre accompagnés de la masse des particules internes. On peut encore les
calculer par la méthode des cuts a n dimensions. Cependant si on coupe le photon, alors il faudra
faire attention que ce photon soit comme « massif » de masse pu? et donc il a trois hélicités.

Ce terme rationnel dépend beaucoup du schéma de régularisation dans lequel on calcul la

boucle. Suivant ce schéma, les particules externes sont a quatre ou a n dimensions. Lors de la
décomposition du numérateur :

Num(Q") = Num(g") + Num(g", %), (10.101)

le premier terme ne dépend pas de la nature de la régularisation puisque l'on ne garde que les
parties a quatre dimensions. Cependant le second terme est directement 1ié au schéma. Par exemple,
considérons une boucle de scalaire en schéma « four dimension helicity scheme » (parag. 8.3.1)
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ou les particules externes évoluent seulement dans l’espace a quatre dimensions, alors la boucle
-
s’écrit :

H],\il €:-Qi Hl\il €i-q;
A = /d"Q’_i = d"Q=———. (10.102)
D2.. D% D2.. D%
On a utilisé le fait que les espaces de dimensions 4 et de dimensions n —4 = —2¢ sont orthogonaux.

On voit alors tout de suite que Ry = 0. Dans un autre schéma, Ry # 0. Il a été développé des
méthodes qui permettent justement de passer d’un schéma de régularisation a un autre juste par
lajout d'un terme rationnel [82, 83, 84].

10.8 Origine des bulles : intégrales scalaires a deux points

Les bulles ont une origine un peu plus complexe que ce qui a été présenté. Précédemment,
on n’a pas fait de différence entre le régulateur infrarouge et le régulateur ultraviolet ce qui peut
amener a des erreurs de compréhension. Une bulle I3 est divergente dans 'ultraviolet par comptage
de puissance. Cependant la réduction en bulles d’'un diagramme ne traduit forcement pas l'origine
I'ultraviolette du diagramme.

Les bulles ont deux origines bien distinctes. La premiere c’est bien évidement la partie ultra-
violette du diagramme qui se répercute lors de la réduction dans les bulles. On peut obtenir le
coefficient de ces bulles, en prenant la limite ultraviolette dans les diagrammes. Mais la deuxieme
origine provient de la divergence ultraviolette de triangle tensorielle de rang au moins deux. Par
exemple, on considere un triangle avec une masse externe de rang 1 :

q/‘l’
= A"Q—=——=— 10.1
A /' QpapeDe (10.103)

qui n’est pas divergent dans l'ultraviolet. Avec des formules classiques de réduction (Appendice
(), on voit que ce triangle se réduit en bulles et en un triangle scalaire. Ces bulles viennent du fait
que le triangle tensoriel est divergent dans l'infrarouge et que I'on n’a pas différencié le régulateur
infrarouge du régulateur ultraviolet. Ce coefficient de ces bulles n’est pas obtenu facilement.

10.9 Conclusion.

Les amplitudes & une boucle avec N points forment un espace vectoriel noté (Ay,+,.). Cet
espace vectoriel est constitué de I’emboitement des espaces des amplitudes avec un nombre de
points moindres. Au premier ordre en €, la famille By = {I}, I3, I, 2 Ky, Jy, J5'} est une base
de cet espace (fig. 10.9).

n+2
[4
Az

n n n n
Ji 5 Ki il Jn Kn 3 Jr Kn [3
1 JK 0, EEAY
2 Il' In Ag In In
Ay 2 1A
Fic. 10.9 — Espaces vectoriels des amplitudes a une boucle avec 2, 3, 4 points.
On définit un produit scalaire sur ces espaces emboités. Le calcul de la discontinuité de I’am-

plitude suivant les propagateurs de 'intégrale scalaire de la base considérée. Soit une amplitude
A, une intégrale scalaire a quatre points I}’ de propagateurs 4, j, k et [, une intégrale a trois points
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I3} de propagateur i, j et k et une intégrale scalaire a deux points I3 de propagateur i et k, alors :

DiSCi ‘klA
AT} = ——7
(AI5) Disc;jp I}
(AID) = Disc;;p A — (A.I7) Disc;jp I}
3 DiSCijkI:?
(AID) = Discix A — (A.I}) Discip I} — (ATY) Disciklg.

Disc; 13

(10.104)
(10.105)

(10.106)

Pour obtenir les termes rationnels, il suffit de considérer les discontinuités dans un espace de

Minkowski de dimension n.
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Chapitre 11

Amplitude a quatre photons.
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Le principale intérét expérimental du processus a quatre photons est la mesure du moment
magnétique du muon. Théoriquement, ce processus a ’avantage d’avoir que peu de diagrammes
d’une complexité moyenne, et en plus l'invariance de jauge amene de trés nombreuses compen-
sations. Dans le passé, Karplus [93] fut le premier & avoir calculé ce processus en QED massive,
diagramme par diagramme. Puis B. De Tollis [94] retrouva les résultats, en utilisant les regles de
Cutkosky. Récemment Bern et al. [97] suivi par Binoth et al. [18] ont calculé ce processus en QED
a lordre de deux boucles non massives, en utilisant respectivement des méthodes d’unitarité pour
le premier et des projecteurs a n dimensions pour le second. Binoth et al. ont étendu le calcul en
QED scalaire et QEDN =LN=2 1¢i on va aussi calculer ce processus a quatre photons en QED,
QED scalaire, et QEDN =1 avec des méthodes d’unitarités & tout ordre en e et avec une boucle
massive.

11.1 Définitions et hypotheéses du probleme.

11.1.1 Les hypotheses de la réaction et les diagrammes de Feynman

Hypotheéses 2. Dans cette partie, on considére le processus a quatre photons au premier ordre
non nul en QED (respectivement QED scalaire et QED supersymétrique N =1) :

71 (p1) +72 (P2) + 73 (p3) + 74 (ps) — O, (11.1)

dont les amplitudes seront notées : A3 (respectivement A3, AY="). Toutes ces théories sont mas-
sives et on imposera la masse du fermion ou du scalaire dans la boucle comme égale ¢ m?. De plus
on supposera que tous les photons sont entrants et non massifs : Vi € [1..4], p? = 0.

A lordre de larbre cette réaction est nulle, quelque soit la QED donc 'ordre le plus bas est
lordre d’'une boucle. En QED, cette réaction a six diagrammes de quatre photons entrants dans
une boucle de fermions alors qu’en QED scalaire, cette réaction a six diagrammes & quatre points,
douze diagrammes a trois points et trois diagrammes a deux points.

121
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Comme les trois amplitudes sont reliées par une relation linéaire, (parag. 3.3)
A = —2 A5+ AY=T (11.2)

on va commencer par calculer 'amplitude scalaire (A%), puis on utilisera la décomposition de la
QED avec des moments magnétiques (chap. 3), pour calculer amplitude en QED (Af ) Cette
décomposition supersymétrique imposera la forme de 'amplitude supersymétrique (A{l\[ :1). On
calculera d’abord les trois amplitudes AZ/ S/N=1 en théorie non massive avec des méthodes de
réduction standard dans le chapitre 12. Cette méthode de réduction standard est assez efficace
pour cette réaction 2 — 2, mais elle ne sera pas utilisable pour une réaction 2 — 4. En vue du
calcul a six photons, on va aussi calculer les amplitudes en QED scalaire A par la méthode des
coupures dans le chapitre 13, puis les amplitudes en QED et en QEDN =! dans le chapitre 14. On
utilisera la méthode des amplitudes d’hélicités pour calculer les amplitudes. Il y a trois amplitudes
d’hélicités indépendantes & calculer par théories : Ag(+ + +4)%//N=1 A (= + ++4)5/3/N=1 ¢t
Ay(— — 4++)5/5/N=1_Par la méthode des coupures, on les obtiendra a tout ordre en e.

11.1.2 Décomposition des amplitudes

Les amplitudes étant calculées a tout ordre en €, on peut toujours réduire une intégrale tenso-
rielle sur une base d’intégrale scalaire de cing points au plus (résul. 10.1.3) :

AN =N G b e IR+ el
i€0(1,2,3,4)
+ fz‘IZ,TZ + gifzaﬂ + hilg's + 13
+Jil3'y + kil3 + 111 + termes rationnels. (11.3)

Comme il n’y a que quatre photons externes, il est évident que le coefficient devant les intégrales
a cing points sont nuls a; = 0. Il suffit maintenant de calculer les douze coefficients (ay, ....,1;) et
les termes rationnels. Les boucles de scalaires et de fermions ont les mémes structures analytiques
dans l'ultraviolet et dans l'infrarouge. Comme la relation linéaire (11.2) les relient & la troisieme
amplitude, cela veut dire que les trois amplitudes Af/ S/IN=1 auront les mémes structures analy-
tiques. Maintenant, on va simplifier cette décomposition grace aux symétries du probleme avant
de calculer les coefficients.

11.2 Réduction des amplitudes d’hélicités Af/S/Nzl.

Les amplitudes se décomposent selon (11.3). Les hypotheses imposent que tous les photons
soient non massifs. Donc il faut au moins deux photons différents pour créer une « masse »
externe dans la boucle. Sachant que I'on a que quatre photons, alors on ne peut avoir d’intégrales
scalaires & quatre points avec une, deux, trois ou quatre masses, donc b;, ¢;, d;, €;, f; = 0. De méme
il ne peut y avoir d’intégrales scalaires a trois points avec deux ou trois masses, donc h;,7; = 0.

Comme l'amplitude a quatre photons est nulle a 'ordre de V’arbre, alors il ne peut y avoir de
tadpoles dans la réduction, donc I; = 0.

D’apres les propositions 8.2.3 et 8.2.5 les diagrammes a quatre photons sont divergents dans 1'ul-
traviolet. Il existe donc des intégrales I3 dans la réduction de chaque diagramme. Cependant
I’amplitude totale n’est pas divergente, par conséquent les divergences doivent se compenser :

S ki =0,
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Enfin, 'amplitude a quatre photons est calculée de facon a ce que les quatre photons soient entrants
dans la boucle. Mais comme tous les photons n’ont pas la méme hélicité, il y a une brisure de la
symétrie de Bose entre les photons d’hélicités positives et ceux d’hélicités négatives.

Résultat 11.2.1. Les amplitudes d’hélicités a quatre photons, avec les hypothéses 2, calculées en
QED, QED scalaire et QED supersymétrique N = 1 se réduisent :

Af/s/Nzl = Z giLZE)"Q + jil3y + kily + termes rationnels (11.4)
icot Jo—

ot oF représente les permutations sur les photons d’hélicité positives/négatives.

Remarque : D’apres le résultat 9.5.1, une boucle de scalaires ou de fermions n’a pas de divergences
infrarouges. D’apres la proposition 10.6.4, dans le cas d'une théorie non massive, le coefficient
devant les intégrales a trois points sera nul : lim,,2_,¢ 7; = 0, car les intégrales scalaires a quatre
points sont de dimension n + 2.

Les termes rationnels seront donnés par les extra-intégrales scalaires J;* et K'. Dans le cas
d’une boucle massive, d’apres la remarque précédente, on va obtenir des triangles scalaires et des
boites avec des coefficients proportionnels a la masse de la particule tournante. On va modifier un
peu les extra-intégrales scalaires et en définir de nouvelles qui prennent en compte la masse de la
particule tournante.

2

Définition 11.2.2. Soit une boucle massive de masse m* avec N pattes externes. On définit les

intégrales scalaires :

2 2
no_ N L
IN = /d QiD%...va (11.5)
2 2)2
S O ()
Ky = /d Q 5T D% (11.6)
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Calcul du processus a quatre
photons avec FORM.
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Dans ce chapitre, on va calculer les amplitudes d’hélicités du processus a quatre photons par la
méthode de réduction standard décrite dans [57], qui a 'avantage de séparer les parties divergentes
dans l'infrarouge des autres parties. On supposera que la boucle est non massive.

12.1 Méthode de calcul de I’amplitude du processus a quatre
photons.

On a un processus du type « 2 — 2 » . Le nombre de diagrammes reste suffisamment petit pour
que 'on puisse tous les écrire sans avoir besoin de générateur de diagrammes. Le calcul de chaque
amplitude d’hélicité s’effectue en trois étapes. On commence d’abord par écrire chaque diagramme
dans un programme FORM. On prendra I’exemple d’un diagramme en QED, d’amplitude A. Cette
premieére étape consiste a écrire ce diagramme comme un produit d’un tenseur et d’une intégrale
tensorielle :

4 n q1 q2 4q3 q4
A = —e /d Q tr <€1_D%€2_D%€3_D§€4_Di> (121)
. " . QaQchQd
= —e' €1,62,83,640 T (Y*VaY 17 Ve Va) /d Q DrpnIDe (12.2)
1+~2+~3~4

La subtilité vient du le développement de la trace. On modifie un peu le schéma de régularisation.
On impose que toutes les matrices de Dirac soient dans un espace de Minkowski de dimension
n. On développe la trace en dimension n en utilisant les regles de commutation données dans le
paragraphe 8.3.1. Puis grace a une bibliotheque on développe l'intégrale tensorielle en une somme
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d’intégrales scalaires avec parametres de Feynman :
Q1Q3Q5Q% b d 4N4
/anD2D2D2D2 = Z A?11A122 lc33Al44Alllzl314
1 2 3 4 l1l2l3l4
d b Ad b
+ Z(nabAzC13A124 + Nac Al 2004 + NaaA) 2 ALL3

l1ls
+ e AL ALy + meaA A3 + 1eaA 1 AL) B
+ (nabncd + nacnbd + nadnbc) ON4. (123)

Les facteurs de formes A, B et C sont ces intégrales de Feynman avec parametres de Feynman.
La notation est décrite dans [57]. Les quadri-vecteurs A* sont définis par A} = pf',; + ... + pl.
Dans un second temps, on utilise un programme PERL, qui transforme le langage FORM en
langage MAPLE. Un programme MAPLE permet de réduire les intégrales avec parametres de
Feynman en intégrales sans parametre. Par un script PERL inverse, on transforme les intégrales
scalaires en langage FORM. On réintroduit la réduction de ces intégrales de Feynman dans la
combinaison linéaire obtenue initialement. Enfin on introduit les vecteurs de référence de chaque
vecteur polarisation et ’on réduit le résultat sous FORM.

12.2 Calcul de I'amplitude en QED scalaire Aj(+ + ++).

Pour réduire le nombre de diagrammes, on impose explicitement les vecteurs de références des
vecteurs polarisations des photons :

Ry =p2 Ry = R3 = Ry = p1. (12.4)

Avec ce choix de vecteurs de références, on a Vi, j € [2..4], €;.¢; = 0. Alors parmi les vingt et un
diagrammes initiaux, onze sont nuls et il ne reste plus que douze diagrammes non nuls. Or, les
douze diagrammes restants sont tous symétriques dans 'inversion du sens de la boucle. En réalité
I’amplitude peut se réduire a la somme de six diagrammes :

+ + + +
€191 €2 .92 €3 .43 €4 .4
M =16e* [ d"Q-Lt -2 -3 4 12.5
1(++++) e / Q D2 DI D2 D2 (12.5)
+ + + +
€191 €2 .92 €4 .43 €3 .4
M. =16e* | d"Q= 2 4223 12.6
o(+ 4+ ++) e / Q D? D3 D: D2 ( )
+ + + +
€191 €3 .92 €9 .43 €4 .44
M. =16e* [ d"Q= 3 2 4 12.7
3(++++) e / Q D2 D2 D2 D2 (12.7)
+ + + +
n~E1 € €3.43 €4 Q4
My(++++) = *864/d Q123 (12.8)
D3 D; D3
+ + + +
n €1 €3 €9 .43 €4 .q4
Ms(++++) = —864/d D13 =2 (12.9)
D2 DI D?
+ .+ +
nAE1 €4 €3 -43 € .44
Mg(+ + ++) = *864/d QL1 . (12.10)
DZ D D?
Comme il faut compter deux fois chaque diagramme, on a :
6
A (+ 4+ ++) =2§ M;(++ ++). (12.11)

i=1
On calcule chaque diagramme M;(+ + ++) avec FORM et MAPLE, puis on les additionne. L’am-
plitude s’écrit comme une combinaison linéaire de quatre phases :
A5 (4 + ++) = f(ef .p3ed psed pact pa, el efef poct o,

el .e5ed paef pa, ef efed pacd .pa). (12.12)
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11 suffit alors de calculer chacune des quatre phases en fonction de produits spinoriels et des variables
de Mandelstam. On met en facteur un produit spinoriel de module un. Avec I'expression spinorielle
des vecteurs polarisations (2.2.2), on trouve :

tu
Eii_.pgé‘;.pgé‘;.pgfi.pg = —?K (1213)
el .eded pact po = sK (12.14)
el .efed paef pa = —uK (12.15)
el .eles p3eg p2 = tK, (12.16)
avec :
1 [12][34
K = L1234 (12.17)
2 (12)(34)
Au final apres simplification par FORM :
12][34]
Aj _ 8otk = —aet 1234 12.18
i+ +++) e e (12) (34) ( )

On peut rendre le résultat plus symétrique en introduisant les tenseurs électromagnétiques des
quatre photons F/" = pl'e? — el'p?’. On utilise les formules de l'appendice D sur les tenseurs
électromagnétiques et I'appendice A sur les déterminants des matrices cinétiques & quatre points
sans masse, alors la phase unitaire peut s’écrire :

[12)34] _ 1 ( [12][23][34][41]  [12][24][43][31] [21][13][34][42]) (12.19)
(12)(34) — 3 \ (12)[23](34)[41]  (12)[24](43)[31]  (21)[13](34)[42] '
o (0 (BEEEY) o (FPESEES) o (B RESE) -
I JaetS) | JatS) | Jdet sy ’ (12.20)

ou les S; sont les matrices cinématiques des trois diagrammes & quatre pattes externes de base de
la réaction. La premiere amplitude d’hélicité s’écrit

4 [12][34] et tr (Fy Fy F F))

Al = Al = 5 3 T s

, (12.21)

o & est la matrice cinématique de 'intégrale scalaire I} (1234). On peut faire plusieurs remarques.
La premiere est que cette amplitude d’hélicité est purement rationnelle. Il n’y a aucune structure
analytique avec des polylogarithmes. Le deuxieéme est que le résultat est bien invariant par symétrie
de Bose, ce qui parait cohérent vue que les hélicités sont toutes identiques, donc il n’y a pas de
brisure de symétrie dans la topologie des hélicités. Enfin le déterminant des matrices cinématiques
n’a pas totalement disparu au dénominateur. On s’attend donc que le déterminant ne disparaisse
pas totalement non plus dans ’amplitude a six photons. Cette seule source de divergence correspond
a la colinéarité de deux photons externes adjacents qui n’a que peu d’intérét. D’ailleurs cette
divergence est factice si on regarde ’expression spinorielle (12.21).

12.3 Calcul de ’amplitude en QED scalaire Aj(— + ++).

Pour calculer 'amplitude A5 (— + ++), on suppose que le photon 1 a une hélicité négative. On
prend les vecteurs de références suivants :

R2 = R3 = R4 = M r = p2. (1222)

Ces vecteurs de références sont choisis de fagon a ce que tous les produits scalaires de vecteurs
polarisations soient nuls Vi,j € [1..4], €;.€; = 0. Donc tous les diagrammes contenant un vertex
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double sont nuls. Il ne reste donc que les six diagrammes a quatre points, qui sont tous symétriques
deux a deux :

- + + +
€191 €2 .92 €3 .43 €4 -q4
My (— =16¢* [ d"Q-L 2 -8 -4 12.23
1(—+++) e / Q D2 DI D2 D2 ( )
- + + +
€191 €292 €4 .43 €3 -q4
Mo (— =16e! [ drQL -2 =248 12.24
o(—+++) e / Q D2 DI D2 D2 ( )
— ot
€191 €392 €9 -3 €4 -q4
Ms(— =16e* [ drQLl -3 =2 P 12.25
3(—+++) e / Q D7 D2 DI D ( )
L’amplitude, qui est la somme de trois diagrammes :
3
A(=++4) = 2) Mi(—+++), (12.26)
i=1

est proportionnelle & une phase unique Aj(— + ++) = f(e] .paey .pacy .pecy .p2), qui s’écrit sous
forme spinorielle :

— ot et o e K — 1 [23](12)[24] 19.9
€] -P3€3 -P3E3 P24 -D2 3 avec 2 (23)[12](24) (12.27)
En utilisant FORM, "amplitude devient :
23)(12)|2
Aj(—+++) = —8'K = gt 231224 (12.28)

(23)[12](24)
On peut faire apparaitre explicitement I'invariance de Bose en utilisant les tenseurs électromagnétiques :

[23](12)[24] 1 [23][34][42] V2 Z tr (B F5TFyT) (1241)

F el APHR 1941y = Y2
(23)[12](24) (2o 523534542 (1241) 6 det(Sy) 524

(12.29)
o(2,3,4)

Cette derniere expression est clairement invariante par symétrie de Bose si on utilise la conservation
de I’énergie impulsion pour les trois photons d’hélicités positives. L’amplitude d’hélicité s’écrit :

Ai(=+++) = —de

([23)(12)[24] _ 2f Y tr (Fy Fy' YT (1241) (12.30)

(23)[12](24) vomy  Vdet(S) s

Cette amplitude d’hélicité est encore purement rationnelle et inversement proportionnelle a la
racine du déterminant de la matrice cinématique des diagrammes a quatre points. De plus, il
apparait aussi le déterminant de Gram det (G) = s94 au dénominateur. Cependant il est factice, il
peut se simplifier avec le produit spinoriel du numérateur.

12.4 Calcul de Pamplitude en QED scalaire Aj(— — ++).

Pour calculer Pamplitude MHV (Maximal Helicity Violating) du processus & quatre photons,
on décide de prendre les photons 1,2 avec une hélicité négative et les photons 3,4 avec une hélicité
positive. Et on prend les vecteurs de références suivant :

R3 = R3 = p1 11 =12 = p3. (12.31)

Tous les produits scalaires €;.¢; sont nuls sauf &5 .} . Il ne reste donc que huit diagrammes non
nuls dont quatre indépendants :

P S

n g .CI1 52 .q2 83 .Q3 84 .CI4
Mi(— — =16e* | d"Q-L 12.32
1= = 44) = 16e / @ D? DI DI DI (12.32)

e S

ET.q1 65 @2 €1 g3 € .qu
My(— — =16e* | d"Q-L 2 4 3 12.33
2(— —+4) = 16e / @ D} DI D DI (12.33)
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- + - +
nAE1 41 53 42 €9 .q3 €4 .44
Ms(— —++) = 16e4/d Q-1 (12.34)
D} D D? D}
- + -+
nAE1-q1 63 g2 €9 .€y
My(— —++) = —8e4/d Q-1 , (12.35)
D} Di Dj
et
4
Aj(= = +4) =2 Mi(— = ++), (12.36)
=1

Apres simplification par Form et MAPLE, I’amplitude est une combinaison linéaire des deux phases
€] D4y -PaEq P4 p3 €t €5 .E4 €] .pacq .pa), qui s'écrivent :

€1 -D4Ey -PaEq PaES D3 = %K (12.37)
€5 €4 €] DaEq pa = —SK, (12.38)

e 1 [34](12
- . £341><[12§, (12.39)

Le résultat de 'amplitude d’hélicité MHV est plus compliqué que les deux autres car il contient
une structure analytique en dilogarithme, contenu dans une intégrale scalaire a quatre points :

A= -+ =4 E?éfffféﬁ (1 - % T2 () + = in (?)) ' (1240)

On peut arranger cette expression pour faire disparaitre les spineurs et faire apparaitre les tenseurs
électromagnétiques des quatre champs de photons :

A§(— — ++) = 4¢* rr (FfF{l;r (5 F) (s — 2ut IZ'gg(t, u)+ (u—1t)ln (%)) (12.41)
— 4 <134li§2342> [34i£43] (s — 2ut T7E2(tu) + “t; Ln (1;)) . (12.42)

De cette maniere, I’invariance par symétrie de Bose entre les photons de méme hélicité réapparait.
Cette derniere forme sera utile pour le calcul de 'amplitude a six photons.

12.5 Résumé des résultats de amplitude scalaire

L’amplitude de la réaction 1 + 72 + v3 + 74 — 0 en QED scalaire s’écrit :

A =2 (AJ(+ +++) + Aj(+ +4+-) + AL(+ + —+) + Al(++—)
+ A+ — ++) + Aj(+ — +=) + AL+ — —+) + Al(— +++)). (12.43)
Trois amplitudes d’hélicité sont nécessaires et suffisantes pour calculer toute 'amplitude. Les autres

amplitudes sont calculées par permutation. Ces trois amplitudes, en rajoutant le facteur de nor-
malisation des intégrales (7.19), sont (12.21,12.30,12.40) :

Aj(++ ++) = —&e“% (12.44)
i, [23)(12)[24

Ai(= ) = =g <[23]><[12]><[24]> (12.45)

A= —+4) = 4’?64 g‘fﬂf[ﬁ? (1 - ?lzgz(t,u) + UT_tln (;‘)) : (12.46)
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12.6 Calcul de amplitude a quatre photons en QED.

En QED le processus d’annihilation de quatre photons & l'ordre d’une boucle n’a que six
diagrammes, dont trois seulement sont indépendants :

4 q1 q2 g3 q4
Ml = —e /antT <61D%521)%E31)§E4Z)Z) (1247)
q1 q2 q3 q4
M, = —e* | d"Qt =5 €9 —5E4—5E3—5 12.4
9 e / QT<€1Df€2D§€4D§€3D§> ( 8)
4 n q1 q2 q3 g4
My = —e¢ /d Qtr <€1D%€3D2 D2€4Di>' (12.49)
Donc 'amplitude s’écrit :
3
Al = 2> M, (12.50)
i=1

Pour chaque amplitude d’hélicité, on utilise les méme vecteurs de référence que pour le calcul des
amplitude en QED scalaire. Le calcul est identique au cas scalaire. Apres simplification par FORM,
les amplitudes d’hélicités s’écrivent :

Af(++++4) = <[1122; E‘Zﬂ = —2 Aj(++++) (12.51)
AS(= 4 +4) = grpet BETEL = <2 (4 ) (1252)
) u? 2 U — U
Ap(= =) = =5t B (1 S e+ 2 (V). (1253

Les résultats sont tres similaires & ceux en QED scalaire. La structure analytique est exactement
la méme. Seuls les coefficients devant ces structures différent. ce qui est normal vu qu'une boucle
de fermion ou de scalaire a les mémes structures analytiques infrarouges et ultraviolettes (résul.
8.2.7,9.5.1). Maintenant, on va calculer les résultats en QEDN:1

12.7 Calcul de 'amplitude a quatre photons en QEDNZl.

Pour calculer les amplitudes d’hélicité, puisque chacune d’entre elles est un processus, on utilise
simplement le fait qu’elles vérifient toute la décomposition supersymétrique (3.3.3) :

A = 245 + AL (12.54)

Gréce aux résultats en QED scalaire, obtenus dans les équations (12.21,12.30,12.40), et en QED
obtenus dans les équations (12.51,12.52,12.53), alors on obtient par soustraction :

A (++++) =0 (12.55)
Af(—=+++) =0 (12.56)
Af(=—44) = —g et Eii]fﬁiﬁ sIig°(t ), (12.57)

Seule 'amplitude MHV est non nulle. On remarque que le déterminant de Gram de l'intégrale
scalaire « s » est au numérateur. Les interférences entre les bosons et les fermions détruisent tous
les termes rationnels et les bulles. Ces interférences éliminent les divergences ultraviolettes dans
chaque diagramme, ce qui explique la disparition des bulles et des termes rationnels (parag. 3.3.4).
Cette amplitude n’a aucune divergence.
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Dans ce chapitre, on va calculer par la méthode des coupures les trois amplitudes d’hélicités de
I’amplitude a quatre photons en QED scalaire. Pour chaque amplitude d’hélicité, on va appliquer
la méthode des coupures avec deux, trois et quatre coupures pour voir quels sont les intéréts et
les inconvénients de chacune des méthodes. On note « Discy s » la discontinuité a deux coupures
dans I'invariant « s ». Si on rajoute une coupure, alors la discontinuité devient « Disc3 s ». Il n’y a
pas de confusion possible car il n’y a que quatre photons externes sans masse, donc ’ajout d’une
coupure ne crée pas d’invariant. Enfin, si on rajoute encore une coupure, la discontinuité devient
« Discy », il n’y a plus d’invariant. Ici, on va directement calculer la discontinuité des amplitudes afin
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d’obtenir directement le décomposition en intégrales scalaires de amplitude (11.4). Dans la suite,
on notera § (D%, . Djzv) =4 (D%) .0 (D12v) L’intérét de ce chapitre, est d’obtenir des expressions
trés simples, & tout ordre en €, pour une boucle massive contrairement & Karplus [93], qui avait
obtenu des expressions beaucoup plus longues et valable qu’au premier ordre en e. Mais on va
commencer par donner l'expression de tous les arbres nécessaires pour le calcul des discontinuités.

13.1 Arbres nécessaires pour le calcul.

13.1.1 Deux photons de méme hélicité sur une chaine coupée

Proposition 13.1.1. On considére deux photons d’hélicités positives joints et entourés par un
propagateur sur couche de masse (fig. 13.1). Dans ce cas on a :

T~ -

(12)°
avec des photons d’hélicités négatives, on a :

—_ =

q0 q1

F1G. 13.1 — Chaine coupée, composée de deux photons avec une méme hélicité.

Rl [Ree2] o0 (12) (13.2)

[IR] [2R] [12]°
Démonstration : On suppose que les deux photons ont une hélicité positive. On note gy = q1 —p1
et comme les propagateurs sont sur couches de masses, alors 2(p;.qo) = 2(p2.¢2) = 0. L’amplitude
s’écrit alors :

(Rq11) (Rga2)  (Rgol12¢2R)  2(p2.q2){RqolR) — 2(p1.90)(Rq22R) + (R1qoqa2R)

(R1) (R2) - (R1)(R2)(12) - (R1)(R2)(12) (13.3)
_qi(R12R) _ (#? +m?) (R12R) _ 12
= R~ EDEHaY W) iy (13.4)

Pour des photons d’hélicité négatives, on a la méme démonstration.

13.1.2 Deux photons de méme hélicité, sur une chaine non coupée

Proposition 13.1.2. On considére une chaine de scalaires, constituée de deux photons d’hélicités
positives avec des impulsions py et pa. Les scalaires sont massifs et dans un espace de dimension
n et les scalaires externes sont sur couches de masses (fig. 13.2). On a alors :

0(21:2) (R1) D} (R2) _(“2+m2)<12>0(§1:2)D%. (13.5)

Si les photons avaient une hélicité négative alors l'amplitude de la chaine serait :

[Rg1] i [Rgp2] 5 o (12) p
0;2) iR D3 pE T T )[12]0%17? (13.6)

Si le propagateur reliant les deux photons se trouve sur couches de masses lui aussi, alors on
retrouverait la formule (13.1).

Démonstration : Cette chaine avait presque déja été calculée (6.1) dans le chapitre 6. Elle avait
été calculée pour des scalaires dans un espace de dimensions 4. En dimensions n, il suffit de
« translater » la valeur de la masse m? — m? + p2. (]
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p1 b2

qo0 q1 92

F1G. 13.2 — Chaine composée de deux photons avec une méme hélicité.

13.1.3 Chaine avec deux photons d’hélicités différentes

Proposition 13.1.3. Soit une chaine de scalaires avec deux photons : un d’hélicité positive et
dimpulsion po et Uautre d’hélicité négative et d’tmpulsion p1. De plus on suppose qu’un troisieéme
photon est attaché a cette chaine d’impulsion ps (fig. 13.3). Les propagateurs entourant la premiére
chaine de deux photons sont sur couches de masses : D3 = 0 et D3 = 0. L’amplitude de cette chaine
s’écrit :

PP s
Dg D; D3

Fi1G. 13.3 — Chaine composée de deux photons d’hélicités différentes puis d’un autre photon.

Z rql] i (Rgp2) i (1g2232) — D3(1¢22) + (p? + m?) [231]
e [Ir] D? (R2)  (231) D?
i —D%(1¢22) + (1¢2312) + (p + m?) [231]
~ 50 ( 2 o7 ) (13.7)
On pose D} = (qo +p1)° et D? = (qo + p2)*.
Démonstration :
1] i (Rg22) _ i(1g22)” 1
U%) [17] D% (R2) B S12 0%22) % (13.8)
B i (1g2231g22)  (1g2231g22)
T 512(231) ( ng : 2D’12 : ) (13.9)
i <2(P1~CI2)<1CI2232> — 2(p3.q2){12212) + 2(p2-92)(1¢2312) — q§<12312>>
n 812<231> D%
B 1 2(p1.92){1¢2232) — 2(p3.92)(1¢2212) + 2(p2.q2){1¢2312) — ¢3(12312) (13.10)
812<231> D'12 ’
B i (1g2232) — D3(1¢22) + (u* + m?) [231]
(231) D2
- <2;1> <—D3<1q22>+<1qug?z+(,u +m )[231]) 15.1)
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13.1.4 Notation sur les propagateurs

Dans la suite, on notera un propagateur avec un prime, le propagateur sans prime ayant subit
une permutation sur les deux photons entrants dans les deux bouts du propagateurs. Par exemple :

- & S - - S & =

13.2 Amplitude d’hélicité A5(1", 2%, 3% 47).
13.2.1 Meéthode a quatre coupures
On calcule la discontinuité a quatre coupures. Comme seuls les diagrammes sans vertex double

ont quatre propagateurs, alors les diagrammes contribuant a la discontinuité Discy (A5 (+ + ++))
sont :

1 r
Discq (A3(++++)) = 7 > L%prg
0(1,2,3,4) » & | 71

Les propagateurs sont définis par Q; = Q;—1 + p; et Qo = Q4. Avec les regles de Feynman la
discontinuité Disc (A§(+ + ++)) s’écrit :

RQ11) (RQ22) (RQ33) (RQ44)
(R1)  (R2) (R3) (R4)

Discy (A3 (+ + +4)) = (ev2)* >~ /d"Q< § (D3, D3, D3, Dj)

0(2,3,4)
(13.12)

Le calcul dans le schéma de régularisation « FDHS » impose que les vecteurs polarisations soient a
quatre dimensions. De plus, comme les deux espaces a quatre dimensions et & —2e dimensions sont
orthogonaux, alors on peut simplifier les produits spinorielles : (RQ22) = (Rq22) + (Ru2) = (Rq22).
On effectuera toujours cette simplification dans la suite. On partage 'intégrant en deux groupes
de photons (p1,p2) et (ps, psa), et on utilise la formule des arbres donnée par (13.1) pour simplifier
lexpression. L’amplitude (13.12) devient :

Discy (A3 (+ + ++4)) = (ev2)* > %/d”@ (u2+m2)25(Df,D§,D§,D§) (13.13)
0(2,3,4)
= (ev/2)* 6(223:4) %Dim (K7 (1234)) (13.14)

Dans la derniere étape, on a juste transformé 'intégrale coupé en la discontinuité d’une intégrale
scalaire.

13.2.2 Meéthode a trois coupures

La méthode a trois coupures impose que trois propagateurs soient sur couche de masse. Or,
chaque diagramme a au maximum quatre pattes externes sur couche de masse. Donc si trois
propagateurs sont coupés, alors il ne peut y avoir qu'un invariant entre les coupures (il faut au
moins deux photons adjacents pour créer un invariant). Un diagramme & quatre pattes externes non
massives, possede quatre branches de coupures, mais seulement deux sont indépendantes. En effet
par exemple, la branche de coupure autour de s15 et équivalente a la branche de coupure autour de
s34. On multipliera donc amplitude par un facteur 1/2. Comme on rassemble les diagrammes deux
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par deux pour créer des chaines, il faut encore un facteur 1/2. Enfin il n’y a que six diagrammes
différents, néanmoins pour ne pas briser I'invariance de Bose, on permute sur 4! = 24 diagrammes,
il faut donc encore diviser par quatre la discontinuité totale :

Pa P Di Pa
111
Discg (Ascalar(+ + ++)) 551 3 rTU; + Dt ’{‘Uf
o(1,2,34) \ DZ Dg -
P 2 V21 P Di Pa
1 r
(1 2,3 4) 2 sD‘Z P3 P2 sD‘Z P3
On peut rassembler les diagrammes grace aux permutations
a2 Di
o 1 )
Discy (A(++ ++)) = 7 P [ (13.15)
o(1,2,3,4) o LLM
Avec les reégles de Feynman, la discontinuité s’écrit :
ef (Rqi1) i@ (Rgp2)
Di a" —
iscs (A5(++ ++)) = > / Q R D2 (k)
0(1,2,3,4) 0(1,2
(Rgs3) (Rqs4) 2 N2 N2
6 (D3,D35,D3) . 13.16

On utilise 'expression de I’arbre (13.1) pour le second groupe de photons (ps, ps), alors que pour
le premier groupe de photons (p1,p2), les propagateurs entourant le groupe sont sur couches de
masses mais pas le propagateur reliant les deux photons. On utilise alors la chaine calculée dans
Iéquation (13.5). La discontinuité s’écrit :

Discs (Aj(+ + ++)) = @ >

0(1,2,3,4)

234 [ . ) o i (4 +m )2
m/d Q ¢ (D3, D3, D) 0(21:2

(13.17)

' g

mDise:&,sm (K (1234)) + Discs 5., (K4 (2134)) (13.18)

0(1,2,3,4)

Maintenant il faut rassembler les branches de coupures pour reconstruire la discontinuité totale
[12][34]

(13 (34) soit invariant

d’une intégrale scalaire. Pour cela on utilise les permutations et le fait que
par permutation :

_ (eV2)? [12][34] . . . .
Discs (A3 (+ + ++)) = 1 0(1;))4) WDISC&SH (K1 (1234)) + Discs o, (K}(4123))
(13.19)
- (er) > %Dmcg (K73 (1234)) . (13.20)
0(1,2,3,4)

Dans la derniere étape, on a rassemblé les deux branches de coupures de l'intégrale scalaire K}
pour reconstruire entierement sa discontinuité. En fait, le calcul peut étre plus simple dans le sens
ou il suffit de calculer la discontinuité d’une des deux branches. La consistence de la théorie fait
que l'on retrouve exactement le méme coefficient devant chacune des branches.
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13.2.3 Meéthode a deux coupures

Cette fois, seuls deux propagateurs sont coupés. Comme nous n’avons que des photons sur
couche de masse, alors un diagramme ne peut avoir que deux invariants différents. La partie
absorptive de I’amplitude sera donc égale a la somme des discontinuités des deux branches de cou-
pures. Pour chaque diagramme, on décide de couper les propagateurs D3, D? puis les propagateurs
D3, D3. Une fois que I'on a regroupé les diagrammes, la partie imaginaire s’écrit :

1 r
2 Im (A3 (+ + ++)) = Disca (Ai(+ + ++)) = 7 E’é + oo D:; (13.21)
a(2 3,4) o

Le facteur numérique i vient du fait que l'on a rassemblé les diagrammes et évité de les comp-
ter plusieurs fois. L’intérét de rassembler les diagrammes, sachant que les propagateurs coupés
sont sur couches de masses, est de créer des chaines sur couches de masses et donc invariante de
jauge. Les deux chaines sont équivalentes a des labelisations de photons pres. Grace aux permu-
tations, un certain nombre de diagrammes deviennent égaux. On les rassemble et la discontinuité
Discy (A5 (+ + ++)) s’écrit, en utilisant (13.5) :

Disco (A (+ + ++)) = 6‘[ Z /d" (Rq11) i (Rg22)

2
(2,3,4) (1 2) (R1) Di (R2)

(Ras3) i {Rast)
\ 2 T o7y | PR

(13.22)

On utilise 'expression de la chaine (13.5) pour les deux groupes de photons (1,2) et (3,4). La
discontinuité Discy (A§(+ + ++)) s’écrit :

Disc (A5(+ + ++4)) = 2(ev3)! <[12”34} Disca.,., (K7 (1234)) (13.23)

o (234) 12)(34)

Nous retrouvons qu’'une seule branche de coupure de l'intégrale scalaire K}, ce qui est normal
puisque par symétrie, nous avons rassemblé les diagrammes des deux branches, en diagramme

d’une seule branche. Mais on peut effectuer 'opération inverse en utilisant la conservation de
[12][34]
(12)(34)
donc partager 'amplitude en deux termes et utiliser la conservation de 1’énergie impulsion et une
permutation dans I'un des termes pour retrouver la discontinuité autour de la deuxieme branche

de coupure :

I’énergie impulsion des moments externes. Comme est invariant par permutation, on peut

Discy (Af(+ + ++)) = (ev2)* Y % (Discy,s,, (K} (1234)) + Discy s, (K (1234)))
0(2,3,4)
(13.24)
= 4 % isco (KO}
= (eV2) 0(22’3:’4) <12><34>D 2 (K7 (1234)) . (13.25)

13.2.4 Conclusions

Quelque soit la méthode, la discontinuité s’écrit de la méme fagon (13.14,13.20, 13.25). Ceci est
da au fait que 'amplitude ne contient que des fonctions & quatre points, donc on ne perd aucune
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information avec une méthode a quatre coupures plutoét qu’a deux ou trois coupures. On multiplie
le résultat par le facteur K = i(4m)~"/? et la reconstruction est automatique :

(ev2)? [12)34] .., i 12)[34] .,
A+ 4+4) =i 0@2,33,4) 231y (1234) = 4 U(%) T2y (311 (A230) (13:20)

olt a = €2 /4. Nous retrouvons les résultats de [96]. Comme <[1122>] gﬂ est invariant par permutation,

alors amplitude A®*(+ + ++) peut étre écrite au premier ordre en € (AppendiceA) :

Aj(++ +4) = —4ia® <[12;g4 + dia®m* Z 14 (1234) + O(e). (13.27)
(2,3 4)

Dans la limite ot la masse du scalaire devient nulle m? — 0, nous retrouvons les résultats connus
[97, 18], et celui calculé dans le chapitre précédent de 'amplitude d’hélicité A5(+ + ++) :

Ai(++++) —— —4ia? [12]]34]

m?—0 12)31) " O(e). (13.28)

Maintenant on va calculer 'amplitude d’hélicité suivante avec trois photons d’hélicités positives et
un photon d’hélicité négative Aj5(— + ++).

13.3  Amplitude d’hélicité A5(1-,2%, 3%, 4%).

13.3.1 Méthode a quatre coupures

Les quatre propagateurs sont coupés, donc la discontinuité Discy (A5(— + ++)) s’écrit :

b DT’ i

L

1
DiSC4(Ai(f+++)):4 Z o -5

34>+sﬂ

Avec les régles de Feynman, la discontinuité Discy (A5(— + ++)) s’écrit :

. sq_ o [rq11] (Rg22) (Rgs3) (Rgad) 2 12 12 N2
Discy (A(— + +4)) e\/> 0(;4 /d Q 0] (R2) (R3) (RA) 6(D17D27D35D4).

(13.29)

On coupe l'intégrant en deux groupes de deux photons : (p1,p2) et (ps,ps). Pour le premier groupe
de photons, on utilise la chaine (13.7) dans la limite ol tous les propagateurs sont sur couches de
masses :

= lim (13.7) =

0] (k2 e (137 =~ 1ogyy ((102232) o (" %) [231]) (13.30)

Pour le second groupe de photon (ps, p4), on utilise la chaine (13.1). La discontinuité (13.29) s’écrit :

Discs (A(— ++4) = 3 (ev2)! <[ ;£22211]> / "Q (42 +m?)*6 (D2, D2, D2, D?)
0(2,3,4)

+ (;4) 47231/@ (10:232) (42 + m?) 6 (D?, D2, D2, D?) . (13.31)

Maintenant on transforme les discontinuités en intégrales tensorielles ayant les bonnes coupures,
comme dans le paragraphe 10.3.2. Nous avons deux moyens pour terminer le calcul. Le premier est
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d’employer les techniques de réduction standard (C.3) pour calculer les intégrales tensorielles. Le
deuxieme est d’utiliser le fait que 'on a quatre conditions qui définissent totalement 1’impulsion
de la boucle. On va faire le calcul par cette deuxieme voie. On commence par choisir une base
de l'espace de Minkowski & quatre dimensions : B = {p}, pf, (2¢3), (37#2)}. Ici impulsion de la
boucle s’écrit Q5 = ¢4 + p#. L’impulsion ¢4 est & quatre dimensions donc on peut 'écrire comme
une combinaison linéaire des quatre vecteurs de la base B :

Ci d;
ay; = a; ph +b; ph + 5 —(29#3) + 5(37“2>. (13.32)

Et g9, vérifie les quatre conditions :

D=0 < (Q2*p2)2*(m2+ﬂ2):0 ( )
D3=0 & ¢3— (m*+p%) =0 (13.34)
Di=0 & (Q2+P3)2—(m2+ﬂ2)=0 ( )
Di=0 & ((12+P3+p4)2—(m2+/~t2):0~ ( )

On résoud le systéme. Les conditions (13.33) et (13.34) imposent b = 0. Les conditions (13.34) et
(13.35) imposent a = 0. Cependant la deuxieme condition (13.34) dit cd = _miht Enfin, avec

S
les deux conditions (13.35) et (13.36), on obtient ¢(243) 4+ d(342) = —s34. La méthode des quatre
coupures nous dit que le coefficient devant la deuxiéme intégrale tensorielle a quatre points de

(13.31) sera :

(13.37)

2
(1> q2,232) = 5(123) ch _ %
1=1

OJ
\/\/

Cette derniére expression est le coefficient devant I'intégrale scalaire J;* de (13.31). Au final cette
discontinuité s’écrit :

Dises (A3(— + +4)) = (ev3)! 0(;4) mm@ (iCZf ; ;uj) | (13.38)

13.3.2 Méthode a trois coupures

La méthode a trois coupures impose trois propagateurs sur couches de masses. Cette fois il
y a un photon d’hélicité négative. Pour ne pas briser les symétries, plutét que de calculer la
discontinuité de deux branches de coupures, on calculera la discontinuité autour de trois branches
de coupures et on multipliera par un facteur 1/2. La conservation de la symétrie nous permet de
reconstruire plus facilement les discontinuités. En terme de diagrammes coupés, cette discontinuité
Discg (Aj(— + ++)) s’écrit :

Discs (A5 (— + ++)) =

| =
i) =
-8
|
il
_|_
I
i~
J(W:v
I
: ,;LL»:
&=
_|_
| =
IS
Dol R

0(2,3,4)
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et grace aux regles de Feynman :

Discs (A5 (— + ++4)) =

|~

> (—iv2e)t
7(2,3,4)

n [ra11] i@ (Rgo2) | [ (Rgs3) (Raa4) 2\ 5 (D2\ 5 (D2
Jeal 3 o i) ()00 22150

n (Rg22) i (Rg33) | ((Rgad) [rarl] 2\ 5 (D2) § (D2
“frel X T m (T oy ) o008 @R 0

o e ) () s s

On calcule la premiere chaine } ;o) %Dig <1<%1%§>2> grace a la chaine (13.7) dans la limite ou le
’ 1

propagateur D? est sur couches de masses :

[rql] i (Rg22) :
— = lim (13.7)
0(21:2) ] D2 (R2)  pioo
o <<1q2232> + (u® +m?) [231] | (1312) + (1% +m?) [231])
- 2 12 :
1) D2 D]
(13.40)
Pour les deux chaines <Zg44;1> [?ﬁ}l L et [7["11;]1 ] UZ%;)Q), on utilise encore la chaine (13.7) dans la limite
ou le propagateur interne est sur couches de masses. On obtient :
(Rq44) [rq11] . 2y [4qal] 2 2y [421]
=1 13.7) = (— D — — 13.41
(RA) [1r] sz”io( )= (=su+D3) oy — (5 +m%) o (13.41)
raul) (Rg2) 2\ 2q11] o oy [23]]
=1 13.7) = (— D — . 13.42
0] Ry o, (137 (=s14+ D3) (231) (4 +m7) 231) (13.42)

Les deux autres chaines ont déja été calculées. On rassemble les différents termes dans la dis-
continuité (13.39). On obtient un certain nombre d’intégrales tensorielles que l'on intégre avec
(C.3,C.4). Parmi ces intégrales, il y a des triangles tensoriels. Un certain nombre d’entre eux sont
nuls. Par exemple, considérons un triangle tensoriel linéaire & une masse externe so3 : I3(s23)(q!).
Ce triangle, par réduction, s’exprime comme une combinaison linéaire de tenseurs constitués par
ces deux pattes externes (Appendice C) : I5(s23)(¢!') = A p{’ + B ply. Comme les impulsions p; et
py sont de type lumiere, alors la contraction de cette intégrale par le produit spinoriel (1y#4) est
nulle : I3(s23)((1¢,4)) = 0. Apres intégration, nous avons une combinaison linéaire de discontinuité
d’intégrales a deux, trois et quatres points. Certaines d’entre elles sont factices. Par exemple s;; est
un invariant d’une fonction a trois points une masse I5(sy;) si la masse si; de ce triangle correspond
a cet invariant sy; = s;;. Pour les fonctions a deux points il se passe exactement la méme chose.
Les triangles et les bulles dont les masses externes ne correspondent pas a l'invariant sont factices.
On les enleve du résultat. Elles apparaissent car on a transformé les discontinuités en intégrales de
Feynman. Pour reconstruire la discontinuité d’une fonction & quatre points, on a besoin de deux
coupures alors que pour les fonctions & deux et trois points, seule une coupure est suffisante. Au
final la discontinuité s’écrit :

[34][231]

Dises (Aj(— +++) = (V2! 3 Zas

t
Discs </cz;(1234) + ‘29—,74”(1234)
0(2,3,4) U

s2 + 2 +u? "
R p0). ma
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13.3.3 Meéthode a deux coupures

Chaque diagramme est coupé dans les deux canaux. On a :
o DY i »r
1 L
: scalar _ 2 !
Discy (A5 (—+4+) = 1 E ot g
0(2,3,4) o DE i o

Comme les diagrammes sont doubles, on les rassemble et on trouve :

. 6\[ TQll] i (Rq22)
Discy (Aj(— +++)) = Z d"Q —
4 0(234)/ 0(1 : [1r] D? (R2)

=N

L
o(3,4)

Les deux chaines correspondent & (13.7) et (13.5). On inteégre les intégrales tensorielles avec (C.3)
t (C.4). Comme dans le paragraphe précédent, on ne garde que les intégrales non factices, puis
on reconstruit les discontinuités :

_ . B 34][231] . . st
Dises (A5(— + ++4)) = 02;4)(6@4%13“2 (m (1230) + 3 7p(1231)

N (W) j3"(s)) . (13.45)

13.3.4 Conclusions

Le résultat de la méthode & quatre coupures (respectivement & trois et deux coupures) est
donné dans (13.38) (respectivement (13.43) et (13.45)). On voit que la méthode a quatre coupures
n’est pas suffisante pour reconstruire toute 'amplitude A°(— 4 ++), on doit utiliser la méthode a
deux ou trois coupures. Cependant, la méthode a quatre coupures permet d’obtenir tres facilement
les coeflicients devant les boites, mais pas les coefficients devant les triangles et les bulles, ce qui
parait normal puisqu’elle impose de couper quatre propagateurs. L’amplitude A%(— + ++) s’écrit
en rajoutant le facteur K :

[34][231] (.., st s+t +u?\ L,
Ai(=+++) (;4)4 (30 (@30) </c4(1234) = 5 J1(1234) + (m) T (8)) :
(13.46)
[34][231]

Gréce a l'identité de Schouten, on montre que (37) (2317 ©5t invariant par permutation, donc I’am-

plitude A®(— + ++) s’écrit au premier ordre en € :

Aj(—++4) = 4@052([;3&223:;11] - (;4) [34]| 22:;11 (23
ia?m? M _it n w
o 0(22;3;4) (34)(231) ( gu 1 1230+ ( 2t )I (s )> +0(e). (13.47)

Dans la limite non massive m? — 0, en utilisant les formules sur les intégrales scalaires (Appendice
A):

34][231]

Aj (- —— —42'042[7

A= F ) m?—0 (34)(231)

on retrouve les résultats connus [18, 97]. Maintenant, on va calculer la derniére amplitude d’hélicité

avec deux photons d’hélicité négatives et deux d’hélicité positives : Aj(——-++). On appelle souvent

cette amplitude d’hélicité : MHV.

+0(e), (13.48)
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13.4 Amplitude d’hélicité A5(1-, 2,37, 4+).

13.4.1 Méthode a quatre coupures

L’une des difficultés de cette amplitude d’hélicité est le fait qu’il y a deux topologies d’hélicités
différentes. La topologie la plus simple est constituée de photons adjacents de méme hélicité, alors
que la plus compliquée possede une alternance des hélicités. La discontinuité a quatre coupures de
ces deux topologies s’écrit :

Discy (A (— — ++))

0(1,2)0(3,4) ﬁ‘ v o(L2)

Z Z D%’(I]’Dﬁ + Z Df%fﬁﬂlﬂ.

Avec les régles de Feynman, on a :

. 1] [rg22] (Rg33) (Rqa4)
D Ascalar o _ m qu D2 D2 D2 D2
1SCq ( 4 ( 6\/> Z Z / d 17- 27/.} <R3> <R4> (5 ( 13 2,1/3, 4)

o(1,2) 0(3,4)
[rq:1] RQZ3> [rgs2] (Rqs4) 2 12 N2 N2
"Q Di, D35, D3, D
<12/d o] (my) @ (ry 0 PRPRDEPY
(13.49)
= I+ L. (13.50)

On a séparé les deux topologies en deux intégrales I; et I5. En appliquant deux fois la chaine
(13.1), la premiere topologie I s’écrit directement :

= (ev/2)* Z) (Z Discy (K'(1234)) . (13.51)
3,4

Pour calculer la deuxiéme topologie I5, on transforme les spineurs pour rétablir I'invariance de
jauge en multipliant le numérateur et le dénominateur par le spineur [12] ou le spineur (34) puis en
effectuant des rotations de matrices gamma comme dans la démonstration de la la formule (13.1) :

rall g2 | [ollle2[12) | (ae) | 02 @ 4m) + (462 g
] [2r] ] 2] [12] 2] 2] ’
(Rq23) (Rqsd) _ (Rqo3) (Rqad) (34)  [3qogad] _  [34] (1° +m®) + [3g224] (13.53)
(R3) (R4)  (R3) (R4) (34) (34) (34) ' '

Avec (13.52) et (13.53), la topologie I devient une somme de quatres termes que 'on développe
et que 'on integre avec (C.3,C.4) :

I = 2(ev2)* [<1122]><[§:; <Disc4 (K% (1324)) + %Dis% (J41(1324)) + %Dis% (12(1324)()13 Y

La discontinuité contient des intégrales a quatre points en dimension n : I}'. Cette intégrale scalaire
en théorie non massive a des divergences infrarouges. Cependant aucun diagramme ne diverge dans
I'infrarouge, donc cette divergence doit étre compensée par la présence d’autres intégrales scalaires
divergentes dans l'infrarouge, comme des intégrales scalaires & trois points. Si on a des triangles
en théorie non massive alors il y en aura trés certainement en théorie massive. Pour simplifier le
probleme; il est préférable de transformer les boites de dimension n en boites de dimension n + 2,
qui ne sont plus divergentes dans 'infrarouge. On espere, avec cette transformation, éliminer toutes
les intégrales divergentes dans U'infrarouge et avoir un résultat plus compact. Cette transformation
linaire (I} — I;*?) est donnée par la formule (B.9). Finalement I'intégrale I, devient :

I = 2(eV2)* ﬁ;ﬁg’ﬁ (DiSC4 (K3 (1324)) — %“Disq (11“(1324))). (13.55)
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Apres réduction, comme la discontinuité Discy (A®*(— — ++)) est la somme de I'intégrale I; donnée
par (13.51) et de I'intégrale Iy donnée par (13.55), on a :

Discy (A*(— —++)) = (e\/§)4<12> 134 fm—uD 2 (I772(1324)) + Z Discy (K7 (1234))

[12] (34) (o)
(13.56)
13.4.2 Meéthode a trois coupures
On coupe Pamplitude Aj(— —++) dans deux canaux différents avec trois coupures. La discon-
tinuité s’écrit, en terme de diagrammes coupés :
j2 Dj )
: scalar 1 2 :‘VSJ
Discs (A (———H—)): -70, + ot g
0(12 0(3 4) o - Dé T/Lpf
I D} ;pi I D} ;m
SGY Y Y Dfﬁn%;f o
(1,2) 0(1,3) 0(2,4) it DE . ot DELLpz
Gréce aux regles de Feynman, cette discontinuité devient :
—iv/2e)4
Discs (A*(— — ++)) = (Mfe)l
rqil] i [rg22]\ (Rgs3) (Rga4) 2 12 P2
ar 0 (D3,D35,D
2. Z/ QZ( 1r] D? [2r]> (R3) (R4) (D, D3, D3)
(1,2) o(3,4) (1,2)
Rq13) i (Rgo4)\ [rgsl] [rqa2] 2 12 12
d" 6 (D3, D35,D
+ X 5 [ee X (o) o o (05250
o(1,2) 0(3,4) o(3,4)
rq1l] i (Rg23)\ [rgs2] (Rqs4) 9 9 9
" 6 (D3,D35,D
+ Z Z Z/ Q (21:3)( 17. D2 <R3> [27”} <R4> ( 2,43 4)
rqil] i (Rgo4)\ [rqs2] (Rq43) 9 9 9
ar 6 (D3, D3, D
PP Z/ QZ( ] D7 (1) ) @] (ms) ) (P2 DsDi)
0(1,2) 6(1,3) 0(2,4) o(1,4)
(13.57)

On ne va pas développer tout le calcul car il n’y a aucune difficulté. Toutes les chaines ont déja
été calculées. On réduit les intégrales tensorielles avec les formules (C.3,C.4). Puis, on utilise la

formule (B.9) pour transformer les boites & n dimensions en boites & (n + 2) dimensions. Au final
on trouve :

Disc (A°(— — ++)) :(e\@)‘*ﬁ;igi —%“Disc3 (Iy+2(1324)) + > Discs (Kj(1234))
0(2,3,4)

+ Z <D1$Cg (I3 (u ))+4%Disc;; (j;(@)) . (13.58)

13.4.3 Meéthode a deux coupures
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On a deux topologies d’hélicités. Pour chaque topologie, on calcule la discontinuité dans chaque
branche. La discontinuité de "amplitude A5(— — ++) s’écrit :

08 D}
+ Dy I)z;
J‘dH

\
T
|
4

Discy (A*(— —++4)) = &

Py D Py D} b3

no_ DI pp Pr_ Di P/

41 n:li[ 0 nfﬁf—ﬁm
2 I s

‘7(1 a2) I’ff Dzz §2) P;r DE Pj

Les diagrammes coupés sont doubles. On les rassemble et on les écrit formellement :

Discs (A*(— = ++)) = (~iv2e)" /an 2 (Nﬁ I;Q Ggilz])

o(1,2)

(Rgs3) i (Rqu4)
%:4)< ) D3 () >5(D5aDi)

(i o1 o)

(—iv/2e)* Z/d"QZ

o(1,2) (1,3)

[rgs2) i (Rqd) L
%21)( [2r] D3 (R4) )5(D2’D4)- (13.59)

On a mélangé les topologies pour former des chaines invariantes de jauge. La plupart des chaines
ont déja été calculées, sauf dans la deuxiéme intégrale ou il est préférable de reconstruire une
unique chaine de spineurs au numérateur :

[rqil] @ (Rge3) i > 1
> = = ——[Bul]® > = (13.60)
) [1r] D? (R3) u oL%) Ds
[rgs2] i (Rga4) i 2 1
— = ——|4¢22 —. 13.61
2 2] D2 (R) ~ uli®? 2 D3 (13.61)
o (2,4) a(2,4)
En rassemblant les expressions, la discontinuité Discy (A%(— — ++)) devient :

Discg (A*(— — 4+4)) = (ev2)* Z Z SC2,s, (K (1234))

o(1,2) o(3 4)

— (ev/2)* /d" Bal? > % [g22)* > % § (D3,D3) (13.62)

a(1 2) o(1,3) 1 o(2,4) 3
=1+ I,. (13.63)

Maintenant on simplifie la deuxieéme intégrale I>. On commence par introduire les deux spineurs
(34) et [12] pour former quatre intégrales avec une méme chaine spinorielle :

2 = (ev2)* ) M/an<lql34q32lql34Q32l>

o(1,2)
1 1 1 1
— +—-|6§(D? D?. 13.64
(D” ) <D§+Deﬁ> () e

On a quatre intégrales de rangs quatres. On utilise les techniques standards de réduction. Mais ici
il y a un axe de coupure qui est un axe de symétrie pour les topologies. La distribution des hélicités
est symétrique ou antisymétrique autour de cet axe. On utilise cette axe de symétrie pour simplifier
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I’expression de I3. On commence par simplifier les notations : ga = ¢, et on écrit le numérateur
comme le carré du scalaire P, selon ’axe de symétrie :

(1134q521¢134¢521) = (1¢34¢21¢34¢21) = (1¢34¢21)(1¢34¢q21) = P2 (13.65)

Pour diminuer le rang de P, on transforme P comme une combinaison linéaire de dénominateurs
D? .
(1g34421) = 2(q.4)(1¢321) — 2(g.3)(1¢421) + (pu* + m?) (13421). (13.66)

Le rang de P a bien diminué. Maintenant pour continuer de simplifier P, il faut connaitre la distri-
bution exacte des photons dans la boucle. Les produits scalaires 2(p;.¢;) peuvent étre écrit comme
une somme de dénominateurs et de variables de Mandelstam. Beaucoup de triangles tensoriels sont
nuls et peuvent étre simplifiés avec (C.2). Enfin comme la QED n’a pas de structure de couleur,
alors les permutations simplifient le résultat. On réitére le processus et on finit le calcul avec les
formules d’intégration (C.3,C.4). On rassemble les deux intégrales I; et I pour reconstruire la
discontinuité Discg (A*(— — ++)) :

Discy (A*(— — ++)) =(e\/§)4<ﬁ§]><[§f> —%—UD 2 (I7T2(1324)) + ) Discy (K} (1234))
0(2,3,4)

+ Y (Dlscz (I3 (u ))+4%Dis<:2 (J;@))) . (13.67)

o(1,2)

13.4.4 Conclusions

Les formules (13.56,13.58,13.67) donnent les discontinuités Disc; (A®°(— — ++)) avec respec-
tivement quatre, trois et deux coupures. La méthode & quatre coupures n’est pas suffisante pour
reconstruire toute l'expression de 'amplitude A°(— — ++), alors qu’elle est vraiment efficace pour
calculer les coefficients devant les intégrales a quatre points. On reconstruit I’amplitude sans oublier
le facteur K :

Aj(— — +4) = 4 ia? <[12]> giﬂ —2t—“1”+2 1324) + > Ky(1234)
5 7(2,3,4)

L3 (=

o(1,2)

)+4 T u )) . (13.68)

Cette expression est valable pour tout ordre en €. La compacité du résultat vient du fait qu’il y a
une symétrie dans la structure des hélicités : il y a autant d’hélicités négatives que positives. De
plus, grace a l'utilisation d’intégrales scalaires a quatre points a n + 2 dimensions plutot qu’a n
dimensions, tous les triangles sauf les « extra-triangles » J3 ont été éliminés. Le développement
au premier ordre en € nous donne :

Aj(——++) = 4 ioﬂﬁ;])gjg 1- 2%”1"“(1324) + Z (tsuzg(u) +4m2z1§(u))
o(1,2)

+mt Y Ip(1234) | +O(e). (13.69)
7(2,3,4)

Avec quatre coupures, on ne peut pas obtenir les coefficients devant les intégrales scalaires &
deux et trois points. Cependant, on remarque que la méthode a trois coupures est suffisamment
puissante pour calculer les coefficients devant toutes les intégrales scalaires. Les termes rationnels
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sont décrits par les extra-intégrales scalaires [J;" et K7'. Si on prend la limite des scalaires de masses
nulles (m? — 0), alors on retrouve les résultats connus [18, 97]. Au premier ordre en ¢, on a :

Aj(——++) — 4i0‘2<[£]><[§i]> {1 - %I”H(wm) 4! _S Y1) - Ig(t))}+0(e). (13.70)

13.5 Résumé et discussions.

13.5.1 L’amplitude a quatre photons en QED scalaire massive

Les trois amplitudes d’hélicités & quatre photons sont (13.26,13.46,13.68) :

s 42 [12][34] [34} n

(13.72)

,(12) 34) [ 2tu

Aj(——++)=4ia® 2] 31y

I"+2 1324) + > Kj(1234)
(2,3,4)

+ > (12 )+ 4— j3( )) . (13.73)

o(1,2)

Seule 'amplitude MHV a une structure analytique au premier ordre en ¢, alors que les deux
amplitudes A5(+ + ++) et A3(— + ++) ne sont que des termes rationnels. Dans la limite non
massive, on retrouve les résultats obtenus dans le chapitre 12.

13.5.2 Les termes rationnels

Dans cet exemple tres simple, 'amplitude a quatre photons, tous les termes rationnels viennent
des extra-intégrales scalaires J;* et KI'. On peut discuter un peu de 'origine de ces termes ration-
nels. Si on considere une boucle dans le schéma de régularisation FDHS (parag. 10.7), alors tous
les termes rationnels viennent de la premieére origine dans ce paragraphe. L’amplitude & quatre
photons en QED scalaire s’écrit pour un diagramme :

€1.Q1€2.Q23.Q364.Q4
A = / "0 .
DiD3;D3 D3

(13.74)

Le schéma d’hélicité impose que les vecteurs polarisations soient a quatre dimensions. Par conséquent,
comme les deux espaces a quatre et a —2¢ dimensions sont orthogonaux, alors : €;.QQ; — €;.¢;. Lors
de la réduction des intégrales, des termes g7 vont apparaitre. Seulement, si on veut les simplifier
avec les dénominateurs, alors il faut ajouter et soustraire m? + u?

@ — DI+ (m®+u?). (13.75)

Pour calculer les termes rationnels, il suffit alors d’effectuer une transformation linéaire de la masse

des scalaires : m? — m? + p2.
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13.5.3 Meéthodes a plusieurs coupures

Nous avons utilisé trois méthodes d’unitarité : la méthode a deux, trois ou quatre coupures.
On remarque que plus il y a de coupures et plus on a de propagateurs sur couche de masse et plus
le calcul est simple. Mais, plus on a de coupures, et moins de coefficients devant les intégrales sont
calculables. Avec quatre coupures, on ne peut calculer que les coefficients devant les boites, alors
qu’avec deux et trois coupures, on peut calculer les coefficients devant les boites, les triangles et
les bulles.

On considere une boucle a quatre photons avec deux coupures. On ’appelle la coupure principale :
elle entoure un invariant. Maintenant on rajoute une coupure. Cette coupure partage un invariant
constitué de deux photons sur couches de masses en deux arbres ayant chacun un photon sur couche
de masse. Ces arbres ne sont pas des invariants, donc aucun invariant n’a été crée, ni perdu, puisqu’il
reste I'invariant entouré par la coupure principale. Donc, en passant de la méthode & deux coupures
a la méthode a trois coupures, I'on a ni perdu, ni gagné d’information sur la structure analytique
de 'amplitude. Ceci explique pourquoi nous obtenons le méme résultat avec deux ou trois coupures
et pourquoi lors des réductions de la méthode a trois coupures, les bulles respectant la coupure
principale ne sont pas factices. Cependant la méthode a trois coupures a ’avantage d’imposer une
condition de réalité en plus et donc de simplifier la réduction (parag. 10.3.3).
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14.1 Amplitude a quatre photons en QED.

14.1.1 Amplitude d’hélicité A3 (1F,2F 3% 4%)

Grace a la proposition 3.3.2, on a directement :

A (£ 4+ ++) = 245+ ++). (14.1)

14.1.2 Amplitude d’hélicité A7(— —++) par la méthode des quatre cou-
pures

La méthode a quatre coupures impose que les quatre propagateurs soient sur couches de
masses. On utilise la décomposition supersymétrique d’une boucle de fermion en terme de mo-
ments magnétiques, donnée dans la proposition 3.3.1. Comme les quatre propagateurs D?...D3

sont coupés alors, la discontinuité Discy (A:f (—— -H—)) s’écrit simplement :
1
Discy (A5 (— —++)) = -3 > /d”Q tr (U\UsUsUs) 6 (D3, D3, D3, D3) (14.2)
0(2,3,4)
On rappelle I'intéraction effective (déf. 3.1.2) : U, = —ie (2k" + p* +ic""p,) €. La discontinuité

a donc 2* = 16 termes. Cependant grace a 'expression des moments magnétiques (3.4), on voit tout
de suite que la trace d’un seul moment est nulle tr(M;) = 0 et qu'une trace, contenant des moments
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magnétiques issus de champs de jauges d’hélicités différentes, est également nulle (Appendice D).
Le développement de la discontinuité ne contient en fait que cing termes. Parmi ces termes, on
reconnait la discontinuité en QED scalaire a un facteur « -2 » pres :

Discy (A7(— = ++4)) = —2 Discs (Aj(~ = ++))
6\[ Z Z /an tT M3M4) £€1.91 €2.G2 5(D1,D2’D37D4)

0(1,2) 0(3,4)

+(ev2)? > > /d"Q tr (MyMs) e3.q3 €4.q1 6 (D3, D3, D3, D?)

0(1,2) 0(3,4)

eV/2)? .
1 levar 5 D Z /d Q tr(MsM,) €1.q1 €2.3 6 (D7, D3, D3, D3)
o(1,2) o(3,

+ e\Qf Z Z /an tr (MyMy) e3.q2 €4.q4 6 (D}, D3, D3, D3)

(1,2) 0(3,4)
= —2Discy (Af(— —++))+ L+ L+ I3+ I (14.3)

Le facteur « 2 » devant la discontinuité en QED scalaire vient du fait qu’il faut et qu’il suffit de
deux champs scalaires complexes pour fabriquer un champ spinorielle en terme de degré de liberté.
Le signe « - » vient du fait qu’on transforme des bosons en fermions lors du passage de la QED
scalaire a la QED. On retrouve le facteur de la décomposition supersymétrique de la proposition
3.3.3. Maintenant on calcule toutes les chaines dans la discontinuité. Les traces des moments
magnétiques sont données par (D.12) et les arbres par (13.1). Apres intégration, on obtient :

Discs (Af (= = ++)) = — 2 Discs (Aj(~ — ++))

+(e\f2)4§22]><[§’j§s > Discy (J7(1234)) — 2 Discy (I5+2(1324))
(2,3,4)

(14.4)

Par la méthode a deux ou trois coupures, on aurait trouvé exactement le méme résultat.

14.1.3 Conclusions

Avec la méthode a deux coupures ou a quatre coupures, les discontinuités s’écrivent de la méme
maniére. On reconstruit ’amplitude et on multiplie par le facteur K = 1/(47)~"/2

Af(——+4) = 2 A5(— —++) +4ia? ngg:gs > gr(1234) — 2 17T (1324) | (14.5)
0(2,3,4)

Gréce & 'expression de 'amplitude en QED scalaire calculée précédemment (13.68), I'amplitude
en QED s’écrit :

2 u2 —Uu u
AS(H)—sm?ﬁ;;gi ! J; s + > (le(u)+4SJJ(U))
o(1,2)

(14.6)

+ > (’CZ(1234)*§J4”(1234)) : (14.7)

0(2,3,4)
et dans la limite non massive, au premier ordre en €, on retrouve les résultats connus [18, 97] :
2 (12) [34] (1 2 +u?
[12] (34)

AS(— —++) = —8ia?

L824 + ’S_T“ (I35 (u) — I;(t))) +0 ().

(14.8)
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14.2 Amplitude supersymétrique A} =".

On utilise directement la décomposition supersymétrique (3.3.3) pour extraire ’amplitude su-
persymétrique AY=!. Comme Pamplitude A3 obéit cette décomposition, alors on peut directement
identifier Aflv =1 sans avoir besoin de calculer tous les diagrammes supersymétriques. Avec la for-
mule (14.1) on peut identifier les amplitudes d’hélicité A)='(% + ++) et avec la formule (14.5)
on peut identifier "amplitude d’hélicité AY=1(— — +4) :

AV 4 +4+4) =0 (14.9)
AV =+ +4) =0 (14.10)
AV =) =4 0‘2%5 ag@ Ji'(1234) — 21772(1324) | . (14.11)

Dans le cas non massif, au premier ordre en ¢, les amplitudes s’écrivent :

AN+ ++4) =0 (14.12)
Al/;v:1(* + ++) =0 (1413)
AT =) = -8 aQWﬂZ”(B%) +0(e). (14.14)

On retrouve les résultats de [18] et ceux du chapitre 12. Que ce soit en théorie massive ou non
massive, les amplitudes supersymétriques n’ont pas de bulles, ni de triangles ni de termes rationnels,
seulement des boites.

On va commencer par prouver que les diagrammes de 'amplitude & quatre photons en QED
supersymétrique : A/ = 1 ne sont pas divergents dans I'ultraviolet. On identifie la décomposition
d’une boucle de fermions avec les moments magnétiques (prop. 3.3.1) et la formule de décomposition
supersymétrique (prop. 3.3.3). Comme la trace d’'un moment magnétique est nulle alors on voit que
le numérateur d’un diagramme supersymétrique contient au moins deux moments magnétiques.
On peut alors effectuer un comptage de puissance, on définit  la puissance de I'impulsion d’une
boucle supersymétrique de ’amplitude & N photons. On a alors :

r<m—1+N-2-2N=1-2-N (14.15)

Par conséquent, si N > 3 alors la boucle n’est pas divergente dans 'ultraviolet. Donc chaque
diagramme de amplitude & quatre photons en QED supersymétrique N' = 1 n’est pas divergent
dans 'ultraviolet contrairement aux boucles en QED et en QED scalaire. Cependant, ce résultat
n’est pas suffisant pour affirmer qu’il n’y a pas de bulles Iy dans la réduction d’un diagramme.
On peut toujours envisager des compensations entre divergences. Néanmoins les techniques de
réductions standards montrent qu’une boucle supersymétrique n’engendre pas de bulles.

On suppose que la boucle est non massive. D’apres les propositions 9.3.1, 9.3.2,9.4.1 et 9.4.2 une
boucle de fermions ou de scalaires n’a pas de divergence infrarouge. Donc, utilisant la proposition
10.6.4 sur la nullité des coeflicients devant les triangles, une boucle de fermions ou de scalaires n’aura
pas de triangles dans leur décomposition. Par extension supersymétrique, une boucle en QEDN =1
n’aura pas de triangles non plus. Si maintenant la boucle est massive, alors ce raisonnement n’est
pas exact car les divergences infrarouges sont régularisées. Cependant aucun triangle n’est attendu
sauf des extra-triangles scalaires.

14.3 Graphs des amplitudes.

On considere les deux processus physiques v; +795 — V4 +74 et 77 +75 — 73 +74 dans une
boucle non massive. Les hélicités sont données pour des photons entrants. On suppose que 1’état
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initial est constitué par les deux photons 1 et 2 d’hélicités négatives, d’énergie /s/2 et se trouvant
alignés le long de ’axe z. Par conservation de 1’énergie impulsion, 1’état final se trouve aussi le long
d’un axe, appelé u. Initialement on prend cet axe u confondu avec I'axe z, puis on le modifie en le
faisant tourner autour de l’axe y, perpendiculaire a I’axe z. On a tracé les amplitudes en fonction
de langle de rotation 6 (Fig. 14.1).

Fig. 14.1 — Configuration cinématiques du processus a quatre photons

L’amplitude ne dépend pas de 1’énergie initiale et on observe clairement les interférences entre
les bosons et les fermions (Fig. 14.2).
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FiG. 14.2 — Amplitudes d’hélicité v~~~ — 'y+'y+ a gauche et 'y*'er — v~ 4T & droite du processus & quatre photons.

Les divergences observées dans les deux amplitudes correspondent aux divergences de Coulomb
lorsque les deux photons émis sont dans la méme direction que les deux photons initiaux. L’am-
plitude de droite est disymétrique a cause des hélicités. La divergence de Coulomb est plus large
quand les photons d’entrés et de sortis ont la méme hélicité. Les limites des amplitudes en § ~ 0
et m dans le processus —— — 4+ sont :

AS/SIN= — Aolog(6) + By log?(9) (14.16)
AY/SIN= —— Aglog(m — 6) + By log(m — ), (14.17)

avec Ag, Ay, By, B, des constantes et on a A{)\/ =1 — Aﬁr\[ =1 = 0. Toutes les divergences proviennent
de la fonction a quatre points qui diverge lorsque quatres pattes externes deviennent colinéaires
deux a deux et de la fonction a deux points qui diverge lorsque la masse de la patte externe devient
nulle. Ce sont les variables « t » ou « u» qui s’annulent, il n’y a plus de transfert d’énergie entre
I’état initial et I’état final. Pour le processus —+ — —+, les amplitudes sont de la forme :

. —— iﬁ} (14.18)
0—=0 (71 —0)

A — 4, (14.19)

AN —— A log(m — 6) + By log®(w — 0), (14.20)

En 6 ~ 0 la divergence des amplitudes scalaires et spinorielles vient de la variable de Mandel-
stam « s » au dénominateur qui s’annule. Cette variable correspond au déterminant de Gram de
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I'intégrale a quatre points. La supersymétrie fait remonter la puissance du déterminant de Gram
et annule la divergence. La variable « s » s’annule, il n’y a plus d’échange d’énergie entre les deux
états initiaux et finaux. Or cette variable est la masse de deux photons de méme hélicité. Donc, en
plus de I’absence d’échange d’énergie, il y a la non-conservation de ’hélicité qui fait diverger 1’am-
plitude. En 6 ~ 7 les divergences viennent des limites des fonctions a quatres et deux points. La
encore les divergences correspondent au fait qu’il n’y a plus de transfert d’énergie de I’état initial a
I’état final. Dans le cas supersymétrique, les interférences bosons-fermions annulent la divergence
de Coulomb di a la non conservation de I’hélicité. La particule supersymétrique qui relie les deux
états transfert ou tamponne les hélicités qui résout les problémes de divergences. Cette étude ra-
pide des divergences nous montre que la différence de comportement entre les amplitudes scalaires,
spinorielles et supersymétrique ne vient pas des termes rationnelles ni des bulles (logarithmes),
origine des divergences ultraviolettes, mais de la présence du déterminant de Gram au numérateur
ou au dénominateur. De plus, 'amplitude en QED scalaire a la particularité de s’annuler. Enfin,
on peut aussi remarquer que la partie imaginaire de chacun des processus, quelque soit la théorie,
est nulle. L’amplitude est purement réelle, ce qui est normal vu que les particules sont alignées
deux a deux, les spineurs sont tous réels. En QED et en QEDN =1 cette amplitude reste strictement

100

T —
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90 | partie imaginaire

80 1
70 : 1
60 F ‘ q
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Fi1ac. 14.3 — Partie réelle et partie imaginaire de l’amplitude du processus v, + v, — *y;' + 'yZ'.

positive, alors qu’en QED scalaire 'amplitude change de signe (Fig.14.3).
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Dans ce chapitre, on va étudier le processus e +e~ — 7 +72 en QED scalaire. Contrairement
au processus a quatre photons, il contient des divergences infrarouges et ultraviolettes. Les diver-
gences ultraviolettes seront traitées par renormalisation. L’intérét est d’appliquer les méthodes de
réduction du chapitre 10, en vue du calcul du processus gqg — gggg.

15.1 Hypotheses et réductions.

Hypotheses 3. Dans cette partie, on veut calculer le processus e + e~ — 1 + 72 en QED
scalaire a 'ordre d’une boucle. On supposera que toutes les particules externes sont non massives,
et que la particule dans la boucle n’a pas de masse non plus. On notera A, amplitude du processus
a lordre 1.

Les scalaires externes n’ont pas de polarisations, cependant les deux photons externes ont des
états d’hélicités. On utilisera donc la méthode des amplitudes d’hélicités. Pour chaque ordre il y a
seulement deux états d’hélicités indépendants a calculer :

Ao (17,27) et AL (17,27), (15.1)

les deux autres états sont obtenus en utilisant la parité. A Tordre de I’arbre, le processus est non
nul : A%, # 0. On le calculera en utilisant les formules de chaines calculées dans les chapitres 4 et
5, alors que l'on calculera l'ordre d’une boucle avec la méthode des coupures (chap. 10). Comme
les quatre particules externes et internes sont sans masse, alors I’amplitude a ’ordre d’une boucle
aura la méme décomposition que celle de 'amplitude a quatre photons.
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Résultat 15.1.1. Les amplitudes d’hélicités du processus et +e~ — 71 +2, avec les hypothéses
3, décrites en QED scalaire s’écrivent :

Ace = A% + Z gi IZB"Q +Ji 131 + ki I3 + termes rationnels. (15.2)
icotJo—

+

ot o= représente les permutations sur les photons d’hélicités positives/négatives.

15.2 Les diagrammes du processus.

15.2.1 A l’ordre de ’arbre

A Dordre de larbre, le processus et +e~ — 71 4+ 72 en QED scalaire est décrit par trois

diagrammes de Feynman :
AL (03,04) = +.i : (15.3)
- P4

P2

Ces diagrammes correspondent exactement a ceux des chaines de type 1 et 2. Grace a leurs expres-
sions (4.2,5.1), on obtient directement, en faisant attention que les deux scalaires sont entrants :

AL (+4) =0 A (=) = —i (e\@)gm. (15.4)

15.2.2 A Dordre d’une boucle

A Pordre d’une boucle, le processus est constitué de 29 diagrammes que 1’on rassemble en deux
types de blocs :

N AN AN
) o i
OV = PAVAVAVARE AVAVAVIRE UVAVAV, (15.5)
/ / ¥
/ / /7
> N D3 B 7‘(\/\/\’1?3 e ‘ D3 > 7:/\/\/\’]?3 - IV,
= * + o + 2 -
v P4 o(3.4) P4 | P4 | P4 ]
’ ’ e AAVAY EAVAVAY S AVAVAY -
AN N D3
. 15.6
+ v P ( )

Y

L’amplitude est une fonction de Green réduite, dans le sens ot 'on « enleve » les propagateurs de
pattes externes : c’est la réduction LSZ [14, 15, 16]. On ne renormalisera donc pas les propagateurs
externes. En terme de blocs, 'amplitude s’écrit :

P1< P Pr— — Pa pL— — -\ P pL— — VP
Aeclonon) = ZQ5 4 Py ; S
P2~ P g(3,4) \ ppm = SV P po= = OV P po— — VNV 3
(15.7)
Maintenant, on va calculer les différents diagrammes divergents, puis les renormaliser afin de
pouvoir calculer les différents blocs de 'amplitude nue (15.7).
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15.3 Renormalisation du propagateur du photon.

Le premier diagramme divergent en QED scalaire

q1

d’amplitude I1"*¥, s’appelle le tenseur de polarisation du vide, car il traduit la présence de paire
« fermion-antifermion », bien qu’ici ce soit des scalaires qui polarisent le vide autour du scalaire.
Son amplitude s’écrit :

d = (—ie)2i2u(4_")i(47r)_"/2/d"Q @ +Q2g%g§1 + Q)" (15.8)
= —2i(4m)"V22 U K2 (n“” — q“f) (15.9)
q
— il (¢?) (nw - q:g) , (15.10)
avec II (q2) = —2(4n)~"/2% 2y K Ig”rz. Ce tenseur est donc proportionnel a une intégrale

a deux points qui est divergente dans l'ultraviolet. On élimine cette divergence par 'ajout d’un
contre-terme de diagramme et de regle de Feynman :

WW\N —i(Z3—1) (nW - W) 'S (15.11)

2
q q

Avec 'ajout de ce contre-terme, le tenseur polarisation devient renormalisé :

L LV

i — I = (nW — q;{g) (I1(¢*) — ¢* (Z5 - 1)) (15.12)
On note I (¢?) = (¢%) — ¢* (Z3 — 1). On ajuste alors constante Z3 = 1+ 12 (1 — ve + eln(47))
de facon a éliminer les divergences ultraviolettes. Maintenant, on peut calculer le propagateur
exact du photon & l'ordre d’une boucle, qui est la fonction de Green & deux points S 4" =
TF (0|T A*(x)A*(y)|0) de la propagation d’un champ de jauge A* en représentation d’Heisenberg,
calculée non perturbativement. Si on additionne tous les diagrammes irréductibles & une boucle,
alors le propagateur exacte du photon s’écrit :

—1 -1 . v
Sik i = Sat,, —illy, (15.13)
ol Sa,, = _q’zﬁ (77,“, — q;g") + SX) (qz)q‘;# est le propagateur libre du photon qui contient une

partie transverse et une partie longitudinale proportionnelle a SX)(qQ). C’est la forme généralisée
du propagateur vu dans le chapitre 1. Il s’écrit

. o v oV
R AP ( L4 >+S(” Sy 15.14
eA q2 . HR(QQ) n q2 A (q ) q2 ( )

15.4 Renormalisation du propagateur du scalaire.
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Le deuxieme diagramme divergent en QED scalaire

q2
P @ p

s’appelle opérateur de masse, car il traduit I'intéraction du scalaire avec son propre champ électro-
magnétique par I’émission et ’absorption d’un photon virtuel. La masse mesurée, qui est la masse
exacte du scalaire, n’est pas la masse nue. Son amplitude s’écrit :

DiD;
= —2i(4m)"22 4 p? I (15.16)
= —ip°S (p?). (15.17)
La présence d’une intégrale I3 dans X (p?) = 2(4m)~"/2e? =" I3 introduit des divergences

l'ultraviolettes. On élimine cette divergence par ’ajout d’un contre-terme de diagramme et de regle
de Feynman :

B ‘><‘ B i(Zy —1)p. (15.18)

L’opérateur de masse devient renormalisé :
—i%(p) — —iTr(p) = —i Pt (B () — (Ze—1)). (15.19)

On note Xg (p?) = = (p?) — (Z2 — 1). On ajuste la constante Z; = 1 — 52 (1 — e + eln(47)) pour
éliminer les divergences ultraviolettes. Maintenant, on peut calculer le propagateur exact du scalaire
a une boucle, qui est égal a la fonction de Green & deux points S.4s = TF (0|T'¢(x)¢!(y)|0) de la
propagation d’'un champ ¢ en représentation d’Heisenberg. Si on additionne tous les diagrammes
irréductibles a une boucle, alors ce propagateur exact s’écrit :

Sos = Sy — (—iZr(p)), (15.20)
ou Sy = pzﬁ est le propagateur libre du scalaire. On en déduit alors le propagateur exact du
scalaire : )

i
p? —p?Tr (P?)
L’intéraction du scalaire avec son propre champ électromagnétique lui crée une masse de valeur
m? = p*Sg (p?).

Segs = (15.21)

15.5 Renormalisation du vertex simple.

On considere l’ensemble des diagrammes du premier bloc (15.5). Toutes les particules sont

e § 2 | k¥ |
J 4 a3
CIRRNCb) PN PN
A, PN, 0
n // q3 \\P‘z /s N 1)1//'/ NS

Fig. 15.1 — Diagrammes associés au vertex simple en QED scalaire
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entrantes et I'on suppose que les deux scalaires sont non massifs mais hors couche de masse. En
utilisant les regles de Feynman, "amplitude associée a ces trois diagrammes s’écrit :

. b . =)
—de (P +ph) w2 A(k,pi,p2) (15.22)

3(4=n) . "Q (D1 +D2)u

= — 7 i(dm) T2 {2]91[2 (P7) + 20515 (p3) + (1 + 13 /d DZD2D?

D3 D3
(15.23)
2 2
3(—n) : —n p L TN p L TN
=2¢’pm 7 i(dm) T2 { s P (p]) + 5 b I (pi)}- (15.24)
b2 —p1 P — P2

Les propositions 10.6.4,10.6.5 et 10.6.6 impliquent immédiatement la nullité du coeflicient de la
fonction a trois points. Ici on ne produit que deux photons avec des électrons non massifs, on aura
donc p? =0

, (4-n) e a=m) n
—ie(pf +p5) w2 Alk,prp2) = — € (An) ™2 =z (o} +p5) I3 (p3) - (15.25)

L’intégrale a deux points contient des divergences ultraviolettes que 'on va compenser par un
contre-terme :

é P —ien T (21— 1) (0 + ph) (15.26)

Le vertex simple devient renormalisé :

A (k,p1,p2) — Ar(k,p1,p2) = A(k,p1,p2) +(Z1 —1). (15.27)

On ajuste alors constante Z; = 1+ ;%= (1 —ye +eln(4m)) de facon a éliminer les divergences
ultraviolettes. On trouve Z; = Zs. Cette égalité est découle directement de l'invariance de jauge
par les identités de Ward.

15.6 Renormalisation du vertex double.

On considere ’ensemble des diagrammes du deuxieme bloc (15.6). Les deux scalaires sont en-

s P pp, B P PE DL P
o(3,4) (11§Y(13 ql%vqw ql O iﬁ g%
Pagg vy P3 P2 <, P3 [)2 1)3 P2 o, D3 ps
Fic. 15.2 — Diagrammes associés au vertex double en QED scalaire

trants et non massifs. En utilisant les regles de Feynman, I’amplitude associée a ces sept diagrammes
s’écrit, apres simplification :

. - 2¢)* _ 263.43€4.94512  €3.43€4.4
252 (n—4) T = ( 2(n 4)K /dn
D 1 F Q2. DZDZDED? | DIDID?

o(3,4)
_e3.(pr+pa)eaqa | E3.9384-(P2+p3)  E3Ea | ezca 1&gy (15.28)
D?D2D? D?D2D? D2D?2 “Dp2p2p? 2 D2D? '

Il y a eu des compensations entre les différents diagrammes et la seule source de divergences ultra-
violettes est contenue dans trois intégrales tensorielles, alors que les autres intégrales engendrent
des divergences infrarouges :

26 / (63.(]384.(]4 £3.64 ) 1 £3.64
"0 _ _ 2 (15.29)
(23; DID2D?  D2D?)  2DID?

= —2¢ Jg(su)M — 4t (I;(slg) + I3 (514) — 151(2312)> €3.64 (15.30)

S12
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De facon a séparer les différents types de divergences, on réécrit I’amplitude :

I’I’L
22" Veg ey T = — et 242 <I§(513) + I3 (s14) — 2(;12)> €3.€4
+ 4e* 2= Dj(4r) T2 A, (15.31)

ol A est fini dans I'ultraviolet mais pas dans l'infrarouge. On va éliminer ces divergences ultravio-
lettes grace a un contre-terme :

H v
Z®§ 2iept™ (Zy — 1), (15.32)

x ~

- ~

et le vertex double renormalisé est :

T Tr = T+ (Zo+1) (15.33)
On ajuste alors constante Zy = 1 — 2= (1 —ye +eln(4m)) de fagon a éliminer les divergences
ultraviolettes. On a Zy = Zs, qui est une conséquence directe de l'invariance de jauge. Si les
hélicités des deux photons sont positives alors on prend le méme vecteur de référence |R) = |1)

pour les deux photons et on a :
AT = =2 )" eapacap M _ (15.34)

3:P2fa-P1— .
o(3,4)

Si maintenant le photon 1 a une hélicité négative et un vecteur de référence |R1) = |2) et le photon
2 a une hélicité positive et un vecteur de référence |Ry) = |1) alors, en utilisant les techniques a
quatre, trois et deux coupures, on a :

413 t
ATt = s<[413]> (1;”2(1234) + I7T2(1243) 4 I3 (s) + = B+ S% Ig(u)) (15.35)

avec s = (p1 +p2)?,t = (p1 — pa)?,u = (p1 — p3)°.

15.7 Amplitude a 'ordre d’une boucle.

Une fois renormalisée, 'amplitude, s’écrit :

(Mén - ggjg(s) (15.36)

AL (=) = 4e2p2Umi(4m) T2 AT

-t {3 (2n0 4 ) + £ (et + =) |-
(15.37)

AL (+4) = — ety
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I’ordre d’une boucle en QED
scalaire
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Dans ce chapitre, on veut ’amplitude du processus a une boucle. Dans un premier temps, on va
commencer par calculer les différents diagrammes divergents, puis les renormaliser afin de pouvoir
calculer les différents blocs de 'amplitude nue (15.7).

16.1 Renormalisation du propagateur du photon

Le premier diagramme divergent en QED scalaire

d’amplitude I1"*¥, s’appelle le tenseur de polarisation du vide, car il traduit la présence de paire
« fermion-antifermion », bien qu’ici ce soit des scalaires qui polarisent le vide autour du scalaire.
Son amplitude s’écrit :

m v
i = (_ie)2i2u(4fn)i(4ﬂ_)fn/2/an (Q1+Q%2‘(DQ21+Q2) (16.1)
12
()~ —n) g pn w_ 107
= —2i(4m) n/2€2'u(4 n)K]2+2 ("7‘ _q2> (16.2)
WV
— T (¢%) (nw - ng ) , (16.3)
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avec 11 (¢%) = —2(4m)™/2 2= K I3, Ce tenseur est proportionnel donc une intégrale a
deux points qui est divergente dans l'ultraviolet. On élimine cette divergence par l'ajout d’un
contre-terme de diagramme et de regle de Feynman :

'\/\N\m —i(Z3—1) (n“” - W) ¢ (16.4)

2
q q
Avec I'ajout de ce contre-terme, le tenseur polarisation devient renormalisé :

L AV
A — I = (n“” - ¢q§) (I (¢*) — ¢* (Z5 — 1)) (16.5)
On note I (¢?) =T (¢?) — ¢* (Z3 — 1). On ajuste alors constante Z3 = 1+ 12- (1 — ye + eln(47))
de facon a éliminer les divergences ultraviolettes. Maintenant, on peut calculer le propagateur du
photon exact, qui est la fonction de Green & deux points Se4"” = TF (0|T A*(x) A*(y)|0), associée
a la propagation d’un champ de jauge A*, calculée non perturbativement. Si on additionne tous
les diagrammes irréductibles a une boucle, alors le propagateur exacte du photon s’écrit :

—1 —1 . v
SiA = Sat,, —illy, (16.6)
ou SZIW = —q;zﬁ (UW - q’é’#) +Sg)(q2)% est le propagateur libre du photon qui contient une

partie transverse et une partie longitudinale proportionnelle & SX)(q2). C’est la forme généralisée
du propagateur vu dans le chapitre 1. Il s’écrit

v { i My, 2,q"q"
S* —<“ >+S 16.7
ed ¢ —Tip(g®) ¢ A (@) > (16.7)

16.2 Renormalisation du propagateur du scalaire

Le deuxieme diagramme divergent en QED scalaire

q2
P @

s’appelle opérateur de masse, car il traduit 'intéraction du scalaire avec son propre champ électromagnétique
par I’émission et I’absorption d’un photon virtuel. La masse mesurée n’est alors pas la masse exacte
du scalaire. Son amplitude s’écrit :

—i%(p) = (71-6)22‘(71-)#(440 i(47r)7”/2 /an (p+P+Q2)2~ (I;+p+Q2) (16.8)
DiD;

= —2i(4m)"V22 4 p? I (16.9)

= —ip’S (p°). (16.10)

La présence d’une intégrale I3 dans X (p?) = 2(4m)~"/2e2 =" I3 introduit des divergences

lultraviolettes. On élimine cette divergence par ’ajout d’un contre-terme de diagramme et de regle
de Feynman :

- ‘><‘ - i(Zy —1)p. (16.11)
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L’opérateur de masse devient renormalisé :
—i¥(p) — —iZr(p) = —ip* (Z(p*) — (22— 1)). (16.12)

On note ¥ (p?) = ¥ (p?) — (Z2 — 1). On ajuste la constante Zo = 1 — 32 (1 — ve + eln(47))
pour éliminer les divergences ultraviolettes. Maintenant; on peut calculer le propagateur exact
du scalaire qui est égal & la fonction de Green & deux points Seys = TF (0|T¢(z)¢'(y)]0). Si on
additionne tous les diagrammes irréductibles & une boucle, alors ce propagateur exact s’écrit :

Sepp = Sy, — (=iZr(P)), (16.13)

ol S;llw = pgﬁ est le propagateur libre du scalaire. On en déduit alors le propagateur exact du

scalaire : )
i
p* = p*Sr (%)
L’intéraction du scalaire avec son propre champ électromagnétique lui crée une masse de valeur
2 _ 2y 2
m? = p*Sg (p?).

Seps = (16.14)

16.3 Renormalisation du vertex simple

On considére ensemble des diagrammes du premier bloc (15.5). Toutes les particules sont

/ \

/
7 QI \ G2\
P / N \ p py, NV

FiG. 16.1 — Diagrammes associés au vertex simple en QED scalaire

entrantes et I’on suppose que les deux scalaires sont non massifs mais hors couche de masse. En
utilisant les regles de Feynman, ’amplitude associée a ces trois diagrammes s’écrit :

. u " (4=n)
—de (py+py) w7 Ak p1,p2) (16.15)
- 3(4=n) | n " (D1+D2)#
= - poz o i(4m) /2 {2171[2 (P1) +2101272 (p2) Jr(p%JFp%)/d QW
13
(16.16)
2
c CIC1 O -n p V%)
=26 pum 7 i(4m) /2 {p 1 2p1]2 (p?) +p 2p212 (pz)} (16.17)
2 1

Les propositions 10.6.4,10.6.5 et 10.6.6 impliquent immédiatement la nullité du coefficient de la
fonction a trois points. Ici on ne produit que deux photons avec des électrons non massifs, on aura
donc p? =0

(4=
Z

. —n (4—n) n
—ie (p +ph) (k.pr,p2) = — € (4m) ™2 = (p} + ) I3 (b3) . (16.18)

L’intégrale a deux points contient des divergences ultraviolettes que l'on va compenser par un
contre-terme :

L . (4—n)
é P —dep T (Z— 1)k +ph) (16.19)
~ AN

- ~

Le vertex simple devient renormalisé :

A (k,P1,P2) — AR (kaplap2) = A (kvplap2) + (Z1 - 1) . (16~20)

On ajuste alors constante Z; = 14 ;2 (1 — ye + eln(4m)) de facon a éliminer les divergences
ultraviolettes. On trouve Z; = Z3.
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16.4 Renormalisation du vertex double

On considere ’ensemble des diagrammes du deuxieme bloc (15.6). Les deux scalaires sont en-

s Pt 2P, P P g P Pl Pr L D
o(3,4) (115 v B q *(13 (11;3?1/; @ %{?ﬁ g»ﬁ ‘
Pagg g P3 P2+ P3 P2 D3 pa L D3 , b3

FiG. 16.2 — Diagrammes associés au vertexr double en QED scalaire

trants et non massifs. En utilisant les regles de Feynman, ’amplitude associée a ces sept diagrammes
s’écrit, apres simplification :

: - 2¢)* - 263.G3€4.94512 | €3.43€4.04
272 (n—4) e’ = ( 2(n 4)K /dn
e e g ! Q2 DIDID2D; | DID2D?

o(3,4)
_e3.(p1+Ppa)eaqu | €3.q364-(P2+P3) €384\ €364 1 g3y (16.21)
D?D2D? D?D2D? D?D? “Dp2p2zp? 2 D2D? '

Il y a eu des compensations entre les différents diagrammes et la seule source de divergences ultra-
violettes est contenue dans trois intégrales tensorielles, alors que les autres intégrales engendrent
des divergences infrarouges :

( / (53.Q3€4.Q4 £3.64 > 1 £3.€64
a"qQ — - = (16.22)
23:4) DiDiD3  D3D? 2 D3D3?
t IS
= —2 64 Jg(slg)ir (¢3¢3¢4¢4) - 464 (I;(Slg) + 15(814) -2 (;12)> £3.64 (1623)
512
De facon a séparer les différents types de divergences, on réécrit ’amplitude :
2 (n—4) _ 4, 2(n—4); —n/2 [ n n 13 (s12)
2iep e3.4Y = —dep i(4m) I3 (s13) + I3 (s14) — 5 €3.€4
+ 4e* 2= Dj(4r) T2 A, (16.24)

ou A est fini dans I'ultraviolet mais pas dans l'infrarouge. On va éliminer ces divergences ultravio-
lettes grace a un contre-terme :

H v
%ﬁ 2iepn™ (Zy — 1), (16.25)

x LN

- ~

et le vertex double renormalisé est :

On ajuste alors constante Zg = 1 — 32 (1 — ye + eln(4n)) de facon a éliminer les divergences
ultraviolettes. On a Zy = Z,. Si les hélicités des deux photons sont positives alors on prend le
méme vecteur de référence |R) = |1) pour les deux photons et on a :

I
AT = =2 )" e3pazap 2() =0 (16.27)

o(3,4)

Si maintenant le photon 1 a une hélicité négative et un vecteur de référence |R;) = |2) et le photon

2 a une hélicité positive et un vecteur de référence |Ry) = |1) alors, en utilisant les techniques &
quatre, trois et deux coupures, on a :
—+ [413] n+2 n+2 n t n U n
= s<413> IPP2(1234) + 1772 (1243) + 15 (s) + = ID(t) + = I3 (u) (16.28)

avec s = (p1 +p2)?,t = (p1 — pa)?,u = (p1 — p3)°.
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16.5 Amplitude

Une fois renormalisée, 'amplitude, s’écrit :
AL (44) = —4etp?nY) : @Jg(s) (16.29)

(4m)" /2 (34)
AL () = 4@ i(am) T 2AT

o 0 (314) [u
—i(2e) B14] {S (QAR(t) +

1

1->g

@) s (A

1

1—Xg(u)

)} ez
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Sixieme partie

Amplitudes a six photons.

167






Chapitre 17

Calcul de Pamplitude a six
photons en QED scalaire par la
réduction de chaines.

Sommaire
17.1 Amplitude d’hélicité A (++++++). . . . . . . oo oL 170
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Le processus & six photons, n’a pas un grand intérét expérimental. Cependant, bien que cette
amplitude soit constituée, au premier ordre, d’un grand nombre de diagrammes a une boucle avec
six pattes externes, elle présente une structure analytique particulierement simple (absence de
termes rationnels et de divergences). Ce processus est donc un bon laboratoire pour étudier des
méthodes de réductions de boucles et comprendre les mécanismes de simplifications. Dans le passé,
Mahlon, fut le premier & calculer Pamplitude MHV en QED d’une boucle de fermions [42] gréce
a des techniques de récurrences sur les spineurs. Puis Nagy et Soper ont obtenu numériquement
toutes les amplitudes a six photons en QED par intégration directe des intégrales [98]. Récemment
Papadopoulos et al. les ont aussi obtenu numériquement par des méthodes d’unitarité [100]. Dans
le méme temps, une équipe a calculé analytiquement les amplitudes & six photons en QED gréce
aux nouvelles méthodes d’unitarité et de réduction de tenseurs. Ses expressions compactes sont
données dans [101]. Ici on va étendre le calcul en QED, QED scalaire et QEDN =1 Les amplitudes
seront encore plus compactes que dans l'article [101], ce qui permettra une étude des singularités
de Landau ainsi qu'un calcul de section efficace. On étendra les techniques pour une boucle massive
dans le cas de la premiere amplitude d’hélicité du processus a six photons.

Dans ce chapitre, on calcule 'amplitude du processus a six photons par une méthode de
réduction standard. Mais pour l'améliorer, on commencera par simplifier I'expression des dia-
grammes grace aux chalnes que l'on a calculées précédemment. On calculera seulement les trois
premieres amplitudes d’hélicités A§ (+ + + + ++), A (— + + + ++) et A (— — + + ++) en QED
scalaire.

169
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17.1 Amplitude d’hélicité A3 (+ + + + ++).

17.1.1 Les diagrammes et réduction de amplitude A} (+ + + + ++)

Comme tous les photons ont la méme hélicité, on leur choisit le méme vecteur de référence |R),
de fagon a ce que tous les vecteurs de polarisations soient orthogonaux : Vi,j € [1..6] 5:%;“; =0,
donc tous les diagrammes comportant des vertex doubles sont nuls. L’amplitude A (+ + + + ++) =
Ag est donc décrite par les 5! = 120 diagrammes a six points :

+ + + + + +
s 2 d4 €141 €9 .42 €3 .93 €494 €5 G5 €6 -46 . 171
A= eor S faa () (552) (552) (55) (558) (52) - amn

o(2..6)

Désormais, dans cette section, puisque tous les photons ont une hélicité positive, pour alléger les
notations, on omettra plus le signe + :

Ap = (2000 ) /d4 (El%). (17.2)

0(2..6)

La boucle est composée d’une chaine de photons avec des scalaires hors couches de masses. On
va donc appliquer le résultat obtenu sur les chaines de type 1 hors couches de masses (4.2,4.30).
Supposons que 'on applique cette réduction sur une chaine de quatre photons, alors un comptage

de puissance :
€ gi.qi \* 1\?
A6° ~ /d4qH( qu) /d4q< 261) N/d4q (2> , (17.3)
q; q

nous dit qu’il n’y a pas de divergences ultraviolettes dans chacun des termes du résultat. On peut
donc appliquer le résultat (4.2). Maintenant, supposons que 1’on applique le résultat (4.2) sur une
chaine de cinq photons :

6 2 2
i-qi i-qi 1
G [l (5)~ fea() - fou(E) o

=1

les termes divergents dans ['ultraviolet par comptage de puissance. Il faut donc régulariser la boucle
d*q — d™Q, A partir de la réduction de la chaine & quatre photons pour pouvoir réduire la chaine
a cinq photons. Ce changement de dimension d’espace correspond exactement aux hypotheses de
la chaine décrit par (4.30).

17.1.2 Calcul de amplitude a six photons Aj(+ + + + ++)

On applique directement le résultat de la chaine (4.30) & la chaine constituée par les photons

2,3,4,5,6. On note ®(2,6) = m :

A n —1672R1"R
AS = (2¢)° Z/d@Z@ﬂs(Elql)( )Q?ng”

\/55

0(2..6)
g1 -1\ (=D (RAgiIR)
(2e) @ $(2.6) { = 17.5
! g:m/ QZ (f ) 2 Q22 (17.5)
e -q1(RgiiR)
"Q=Cp g 17.6
\[ 0(2..6) i=2 / Q Q3—1Q$ ( )
o L {BAiR) o
\/i o(2..6) i=2 / QQile?QG ( . )

=L+ (17.8)
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On a noté Ag; = pg+ps5 + ... + pir1. La premiere intégrale (17.6) correspond & une fonction a deux
points tensorielle dont 'une des pattes est un photon. Comme les deux vecteurs de polarisations
sont orthogonaux et que les deux propagateurs sont non massifs, alors elle est nulle. L’amplitude

se réduit :
/ 4"Q @ el a1 (RAsiiR) (17.9)
\/5 2 6) i=2 i—lQZZQG

Ay =

Pour continuer le calcul, on utilise la représentation paramétrique (parag. 7.1.3), en introduisant
trois parametres de Feynman z,y et z :

A3 = T(3

. q1{RAGiR)
6) [ d'Q [ dz @ — a1(R2 : (17.10)
\/§ 0(2..6) i=2 / / (xQ%_l + Q7 + ZQ%)S

La mesure d’intégration dz; est donnée par (7.8) et le dénominateur s’écrit :

D(Q) = (21Q%, +2Q? + Q)" = (L*-R?)’ (17.11)
L = Qi1+ 2101+ 23061 (17.12)
R? = 22123p;. Ne,i—1 + z3(1 — Z3)(A67i,1)2. (17.13)

On effectue le changement de variable linéaire Q* en L* puis on intégre sur la partie a quatre
dimensions de 'impulsion : I grace aux intégrales elliptiques (7.27) :

1 (2e
s = I(3) (4;)2)\[5 Z Z(D (2..6) /dz, (RAGiiR)er.(—2z1pi + (1 — 23)Ag,i_1).  (17.14)

Comme l'intégrant est un polynéme des parametres de Feynman, il n’y a donc aucune difficulté
pour intégrer dessus :

Ay = (*f V2 Y Z‘I’ (2..6)(RAg;iR)er. (—p; + 206.5-1) (17.15)
0(2..6) i=2

(\[ SV2 Y qu (2..6)(RAgiR)er. (A1i — Ai_16) . (17.16)

0 (2..6) i=2

Cette amplitude d’hélicité a six photons en QED scalaire est un terme rationnel. L’expression est
généralisable pour une amplitude avec N > 4 photons.

Résultat 17.1.1. L’amplitude d’hélicité du processus d’annihilation de N photons d’hélicités po-
sitives, a l'ordre d’une boucle, est un terme rationnel qui s’écrit :

N-2

AN+ ..4) = f > Z RZAN’ >(£%NA)]> (17.17)
o(2..N) i=2

Cette expression n’est pas clairement invariante de jauge. En utilisant un systeme de relabélisation,
comme la phase ®(2,6) est cyclique, alors & cause des permutations, pour N > 4, 'amplitude est
non seulement invariante de jauge, mais en plus nulle. Si N = 4, alors 'amplitude n’est pas nulle
[99]. En explicitant le vecteur polarisation du photon 1, 'amplitude s’écrit :

N-2

s o R’LANZN1>
AN+ +t) = 12 47T (;N)g 73 N (R (17.18)
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17.2 Calcul de I’amplitude d’hélicité Aj(— + + + ++).

On suppose que le photon d’hélicité négative est le photon 1 et on impose le vecteur de référence
des photons d’hélicités positives est égal & I'impulsion du photon 1 : |R) = |1). On en déduit que
tous les vecteurs polarisations sont orthogonaux g;.€; = 0, et que tous les diagrammes comportant
des vertexs doubles sont nuls. L’amplitude A&(— + + + +4) = A est donc décrite par les 120
diagrammes a six pattes. Pour alléger les notations, on ne mettra plus les signes des hélicités des
photons :

Ay = (200 /d4 (Elql) (17.19)

o(2..6)

L’amplitude d’hélicité Ag(— ++ + ++) a la méme structure que Pamplitude d’hélicité Ag(+ +
+ + ++) calculée précédemment, dans le sens ol tous les vecteurs polarisations sont orthogonaux
et qu’elle contient une chaine de cing photons d’hélicités positives. La seule hypothése pour obtenir
la réduction de la premiere amplitude d’hélicité est 'orthogonalité des vecteurs polarisations, ce
qui est encore vérifiée ici, donc par le méme raisonnement, on obtient le résultat suivant :

Résultat 17.2.1. En QFED scalaire, les deuxr amplitudes d’hélicités du processus d’annihilation
de N photons d’hélicités positives sauf un, a l’ordre d’une boucle, sont des termes rationnels qui
s’écrivent :

N-2

A = RZANZ i (pn)
AN(E+ .. +) = 12 47r \[ Z Z ><RN> (17.20)
o(2..N) i=2
avec
Si o1 = + alors |R) # 1)
{ Si 01 = — alors |R) = |1) (17.21)

Ce résultat affirme que chaque diagramme s’est réduit en un terme rationnel non nul et que les per-
mutations annulent toutes structure analytiques. En réalité, on peut montrer que les permutations
annulent aussi les termes rationnels. On aurait pu croire que chaque diagramme n’a pas de terme
rationnel vu qu’il ne diverge pas dans 'ultraviolet. Cependant lorsque 'on réduit le diagramme,
on finit par créer des termes divergents dans 'ultraviolet et donc des termes rationnels. Comme
toutes les divergences d’un seul diagramme doivent se compenser, on s’attend alors que tous les
termes rationnels se simplifient par diagramme, ce qui n’est pas le cas.

17.3 Amplitude d’hélicité Aj(— — + + ++).

17.3.1 Les diagrammes

On suppose que les photons 1 et 2 ont une hélicité négative et que les quatre autres une hélicité
positive. De plus, on suppose que les photons d’hélicités positives ont tous le méme vecteur de
référence : I'impulsion du photon 1. Les deux photons d’hélicités négatives ont aussi tous les deux
le méme vecteur de référence. Donc les seuls produits scalaires de vecteurs de polarisations non
nuls sont : Vj € [3..6],2.; # 0. Il n’y a donc possibilité que d’un vertex double par diagramme. On
va partager ’ensemble des diagrammes de Feynman en cing topologies d’hélicités différentes. Une
topologie d’hélicité est décrite par la position des hélicités des photons entrants dans la boucle et
non la position des impulsions entrantes. Trois d’entre elles ne contiennent que des vertexs simples
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et les deux autres ont un vertex double :

- + + + +
A — it €7 - q1) <€2 .q2> (63 ~q3) (54 .q4> (65 ~(I5) <66 .q6> .
A = 2020 Z(g 6 / ( AN AN A AN S

- T + +
it = q1) <€2 6§r) <54 .q4> (55 .q5) <€6 .q6> .
2 6)/ ( a )\a)la )l a (17.23)
s 5. o5 58 5) ) (i) () oo

o(3..6)
—(2¢)° et (et [(e5 e\ (e a5\ [eF.qs
() () () () () -
326)/ g /)\a e a (7:25)
4 (€11 e1.q2 5?{@3) (52-614> (E;QS) (Eér-q(s)
(2e)’ %/d () () () () () () mao

Le facteur « 2 » devant chaque terme sauf le dernier provient du fait que chaque topologie a
son symétrique par rapport a I’axe axial passant par le photon 1, excepté pour le dernier qui est
lui-méme son symétrique. On n’a donc pas besoin de rajouter son symétrique.

17.3.2 Résultat de 'amplitude d’hélicité A5(— — + + ++)

On a décomposé 'amplitude d’hélicité Ag(— — + + ++) en cing topologies, qui ont toutes des
chaines de scalaires non massifs avec des photons d’hélicités positives. On les simplifie grace aux
réductions de ces chaines (4.2). On peut décomposer 'amplitude sur une base d’intégrales scalaires
(résultat 10.1.3) :

Ag(——++++) = Zai ITY2 4 by IY +¢; I + d; I? + termes rationnels. (17.27)

Numériquement, on vérifie que les coefficients devant les intégrales scalaires & un, deux et trois
points sont nuls et les termes rationnels aussi. L’amplitude s’écrira comme une combinaison linéaire
d’intégrales scalaires a quatre points de dimension n + 2. Une fois avoir simplifié les chaines, on
utilise MAPLE pour calculer les intégrales tensorielles restantes. Il ne reste que des intégrales
a quatre points rang deux au maximum. Avec MAPLE, on réduit chacune des intégrales et on
transforme les intégrales & quatre points scalaires de dimension n en intégrales scalaire a quatre de
dimension n + 2 (prop. 7.2.3). On obtient alors des expressions contenant des produits de spineurs
devant les intégrales scalaires que ’on simplifie & la main. On retrouve 'invariance de jauge, ce qui
est rassurant :

( ZT2(5317 515, 5246)
$35(34)(45)(56) (63)

s b (1351)(2352)
A==+ ++4) =i >

0(1,2) 0(3,4,5,6)
2
_1233(33427 8425, 842, 361)) . (17.28)
Le déterminant de Gram apparait explicitement au dénominateur : « s35 ». Les intégrales scalaires

étant de dimension n + 2 ne peuvent éliminer ce déterminant de Gram, mais il est compensé par
les spineurs [35] au numérateur.

17.3.3 Conclusion

Pour calculer les trois amplitudes d’hélicités du processus a six photons, on a commencé par
réduire les diagrammes grace aux calculs de chaines que I'on avait effectué. Cependant ces calculs
ne sont pas évidents pour des scalaires hors couches de masses. Plus les chaines de photons de
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méme hélicités sont longues et plus cette méthode est efficace. Elle est donc bien adaptée pour les
deux amplitudes Ag(+ + + + ++) et AZ(— + + + ++) mais commence & révéler ses limites pour
lamplitude MHV Ag(— — + + ++). Dans ce cas de I'amplitude d’hélicité AZ(— — — + ++), elle
n’est plus du tout adaptée. C’est pourquoi dans les prochains chapitres on va recalculer toutes les
amplitudes d’hélicités pour la méthode des coupures.



Chapitre 18

Amplitudes a six photons par la
méthode des coupures.
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Comme on a pu le voir précédemment, les méthodes de réductions standards ne sont pas
adaptées au processus a six photons. On va donc utiliser la méthode des coupures. On commence
par définir le probléme, puis par décomposer 'amplitude sur une base d’intégrales scalaires. Avec
des symétries, on va simplifier un certains nombre de coefficients. Les coefficients non nuls seront
calculés par la méthode des coupures.

18.1 Définitions et hypotheses du probleme.

18.1.1 Les hypotheses de la réaction et les diagrammes de Feynman

Hypothéses 4. On étudie le processus o siz photons au premier ordre en QED (respectivement
QED scalaire et QED supersymétrique NV =1) :

Y1 (p1) + 72 (p2) + 3 (P3) + Y4 (P4) +v5 (P5) + 76 (Ps) — O (18.1)

dont les amplitudes seront notées : .A6S (respectivement Ag, Aévzl). On supposera que la masse
du fermion ou du scalaire dans la boucle sera nulle et que les photons sont tous entrants et non
massifs : Vi € [1..6], p? = 0.

A Pordre de I'arbre cette réaction est nulle quelque soit la QED, donc le premier ordre non nul
est 'ordre d’une boucle. En QED, cette réaction a 120 diagrammes de six photons entrants dans
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une boucle de fermions alors qu’en QED scalaire, cette réaction a 120 diagrammes a six points,
360 diagrammes a cinq points, 120 diagrammes & quatre points et 15 diagrammes a trois points.

Les trois amplitudes sont reliées par une relation linéaire (prop. 3.3.3) :
AS = —2 A5+ AY! (18.2)

On va calculer I'amplitude scalaire (Ag), puis on transformera 'amplitude en QED (Ag), afin de
retrouver la décomposition supersymétrique (18.2) et amplitude scalaire. Par identification, cette
décomposition imposera la forme de 'amplitude en QED et de 'amplitude supersymétrique (chap.
19,20). Enfin, on terminera par une étude numérique des amplitudes dans le chapitre 21.

On fait appel a la méthode des amplitudes d’hélicités, dont seules quatre d’entre elles sont
indépendantes : Ag(+ + + + ++)Y N1 Ag(— + + + ++)IIN=L Ag(— — + + +4)5/3/N=1 et
Ag(— — — + —H—)S/ s/N=1_ Chaque amplitude d’hélicité sera calculée au premier ordre en e par
a la méthode des coupures. Mais premierement, on va décomposer les amplitudes sur une base
d’intégrales scalaires. Les symétries du probleme vont permettre d’en déduire la nullité de certain
coefficients. Alors on calculera les coefficients non nuls par la méthode des coupures.

18.1.2 Décomposition des amplitudes

Les amplitudes étant calculées au premier ordre en ¢, on réduit les amplitudes sur la base
d’intégrales scalaires du résultat 10.1.3 :

A = ST e B b 5 e g+ i IR
i€0(1,2,3,4,5,6)
+oe T+ i 157 + g3 I3 + i 15
+i; I3y + ji Iy + ki 1] + termes rationnels (18.3)

I suffit maintenant de calculer les onze coefficients (aj, ...., k;) et les termes rationnels. Comme
une boucle de fermions ou de scalaires ont les mémes structures ultraviolettes (résul. 8.2.7) et
infrarouges (résul. 9.5.1), et qu’il y a une relation linéaire entre les trois amplitudes (18.2), alors
elles auront toutes les trois la méme structure analytique. Maintenant, grace aux symétries du
probléme, on va simplifier cette décomposition.

18.2 Réduction des amplitudes A/,

18.2.1 Réduction des amplitudes grace aux hypotheses 4

Les trois amplitudes se décomposent suivant (18.3). Or les hypotheéses imposent que tous les
photons soient non massifs. Il faut donc au moins deux photons différents pour créer une masse
externe. Sachant qu’il y a seulement six photons externes, alors on ne peut avoir d’intégrales
scalaires a quatres points avec trois ou quatre masses : a;,b; = 0. Néanmoins, comme tous les
diagrammes imposent que les six photons entrent dans la boucle, donc il y aura au moins une
masse dans la boucle : f; = 0.

Comme on calcule les amplitudes dans des théories non massives, alors il n’y a pas de tadpole dans
la réduction : k; = 0, mais il peut y avoir des divergences infrarouges. Or d’apres les propositions
9.3.1,9.3.2,9.4.1 et 9.4.2, une boucle de fermions ou de scalaires, n’a pas de divergences infrarouges.
Or d’apres la proposition 10.6.4, le coefficient devant les triangles & une et deux masses est nul, &
condition d’avoir des boites a n 4+ 2 dimensions, donc h;,7; = 0.
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D’apres [80], les termes rationnels de 'amplitude & six photons en QED sont nuls quelque soit
I’amplitude d’hélicité. L’amplitude supersymétrique étant moins divergente dans 'ultraviolet que
I’amplitude fermionique, elle n’aura donc pas de termes rationnels et par conséquent grace a la
relation de linéarité (18.2) les termes rationnels de 'amplitude scalaire seront nuls aussi. De plus,
une boucle de six photons n’a pas de divergences ultraviolettes (résul. 8.2.3,8.2.5), donc la réduction
ne devrait pas introduire de divergences ultraviolettes : j; = 0.

Enfin, comme les six photons sont entrants dans la boucle, mais qu’ils n’ont pas tous la méme
hélicité, alors il y a brisure de la symétrie de Bose entre les photons d’hélicités positives et ceux
d’hélicités négatives. A partir de toutes ces remarques, on peut alors réécrire la décomposition en
intégrales scalaires des trois amplitudes :

Reésultat 18.2.1. Les amplitudes a six photons, avec les hypothéses 4, calculées en QED, QED
scalaire et QED supersymétrique N = 1 s’écrivent quelque soit Uamplitude d’hélicité :

AT = 3T e IR i IR e I g1 (18.4)
icot Jo—

ot ot représente les permutations sur les photons d’hélicité positives/négatives.

Maintenant, on va continuer a réduire cette décomposition de I'amplitude pour chaque type d’am-
plitude d’hélicité.

18.2.2 Amplitudes d’hélicités A5/ (£ + + + ++)

Comme la boucle est non massive, d’apres le corollaire 10.6.2 pour qu’une masse externe existe,
il faut qu’il y ait au moins deux photons d’hélicités différentes entrants dans cette masse. Or ici
il y a au maximum un photon négatif, donc il ne peut y avoir d’intégrales scalaires avec plus
d’une masse : ¢;,d;, g; = 0. Dans le cas ou tous les photons sont positifs, alors il ne peut y avoir
d’intégrales scalaires avec une masse et donc e; = 0. Pour le cas ou un seul photon est négatif, le
corollaire 10.6.2 n’est pas suffisant, il faut aussi utiliser la proposition 10.6.3, qui dit que toutes les
pattes externes sans masse d’une intégrale scalaire doivent provenir de photons avec des hélicités
alternées ; ce qui n’est pas le cas dans ’amplitude avec une seul photon d’hélicité négative, puisque
celui ci se retrouve dans la masse. On aura donc encore e; = 0.

Résultat 18.2.2. Les deur amplitudes d’hélicités & siz photons Ag/s/Nzl (£++ + ++), avec les

hypothéses 4, calculées en QED, QED scalaire et QED supersymétrique N = 1 sont nulles :
ASPN=N (h f 4 44) = 0 (18.5)

Juste par des considérations de symétrie, on a pu montrer ce résultat trés simple, que Mahlon avait
obtenu par de nombreuses récurrences dans [99], que 'on a retrouvé dans le chapitre précédent.
Maintenant on va réduire les amplitudes MHV.

18.2.3 Amplitudes d’hélicités MHYV : Ag/S/NZI (17,27,3"7,47,57,6™)

Les amplitudes d’hélicités Ag/ s/N=1 (— — + + ++) ne contiennent que deux photons d’hélicités
négatives, donc d’apres le corollaire 10.6.2, il ne peut y avoir des intégrales scalaires qu’avec au
maximum deux masses, donc g; = 0.

Dans les intégrales scalaires avec deux masses, les deux photons négatifs sont dans les masses
externes, donc les pattes « seules » sont issues de photons d’hélicités positives. La proposition
10.6.3, nous dit que les pattes seules doivent provenir de photons d’hélicités alternées donc : d; = 0.
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Donc les coefficients des intégrales & quatre points deux masses adjacents sont nuls. Seuls les
coeflicients des intégrales & quatre points une masse, dont un des photons négatifs sera dans la
masse et I'autre dans sur la patte a 'opposée de la masse, seront non nuls.

S/s/N=1

Résultat 18.2.3. Les amplitudes Ay (— — 4+ + ++), avec les hypothéses 4, calculées en
QED, QED scalaire et QED supersymétrique N' =1 se décomposent :
6
S/s/N= . 6\/5 (& n
AG/ / 1(7 7++++) = 21(167.‘-2) Z {22' 47—2"_2(821578415,815,826)
i€o(1,2) N 0(3,4,5,6) '
e
+ D) _1'2'12—{2(823, 524, 8156)} . (186)

On peut encore simplifier le résultat en regardant, par exemple, la limite molle du photon 5
(|Ips| — 0). Une boucle MHV coupée en deux est composée de deux arbres MHV. Or ces arbres
MHYV sont égaux a leurs limites molles (5.23) :

N o= lim Ay 7. 18.7
NI 2. NLI5t 0 NI ( )

Donc prendre la limite molle ne fait perdre aucune information sur les coefficients ¢; = lim 5| ¢
et e; = lim;z_o €;. De plus, d’apres 'appendice A, la limite molle d’une patte appartenant & une

masse d’'une intégrale scalaire a quatre points deux masses opposées est une intégrale scalaire a
quatre points une masse :

lim 172 (8915, 8415, S15, S26) = lim 172 (593, $24, S156)- (18.8)
|ps|—0 |ps|—0
Or le théoreme de Furry nous dit qu’une boucle de photons avec un nombre impair de photons est
nulle. Donc le ¢oté gauche de I'équation (18.6) tend vers zéro. Au final, dans la limite soft, on en
déduit ¢; = —e;.

Résultat 18.2.4. Les amplitudes d’hélicités MHV, avec les hypothéses 4, calculées en QED, QED
scalaire et QED supersymétriqgue N' = 1 se décomposent :

S/s/N=1 . (6\/5)6 Ci (rn+2
Ag (——4+4+++) =i Tom2 Z 5 (14’2A(8215, 5415, 515, 526)
i€o(1,2) N o(3,4,5,6)
—IZT2(823, S24, 8156)) . (189)

18.2.4  Amplitude d’hélicité NMHV : AJ*N=' (1= 2- 3= 4% 5+ 67)

Ces amplitudes d’hélicités, appelées NMHV, sont constituées de trois photons d’hélicités négatives
et de trois photons d’hélicités positives. Considérons une intégrale scalaire & quatre points deux
masses opposées. Comme deux des photons d’hélicités négatives sont dans les masses, alors les
pattes seules proviennent de deux photons d’hélicités différentes. D’apres la proposition 10.6.3,
cette configuration engendre un coefficient nul, donc ¢; = 0.

Résultat 18.2.5. Les amplitudes d’hélicités NMHV, avec les hypothéses 4, calculées en QED,
QED scalaire et QED supersymétrigue N' =1 se décomposent :

(ev2)° >

As(— ——+++) =i 62

e
n+2 T n+2

2 diI4,2A(8147 S452, 825, S36) + 5-’4’1 (563, 561, 5425)

i€0(1,2,3) ) o(4,5,6)

e,* g,
+ éIZTQ(stv 524, 5136) + éf;?,g(su, 525, 536)-
(18.10)

Maintenant que l'on a réduit toutes les amplitudes d’hélicités grace aux symétries et aux hy-
potheses du probleme, on va calculer les coefficients restants grace a la méthode des coupures.
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Dans ce chapitre, on va généraliser et calculer ’amplitude MHV du processus d’annihilation a
N photons.

19.1 Généralisation de amplitude a six photons en une am-
plitude a N photons.

On généralise le calcul de 'amplitude MHV & N photons, avec N > 4 pour éviter d’avoir des
problemes ultraviolets. Il y a deux photons d’hélicités négatives et N-2 photons d’hélicités positives.
Par les mémes arguments que dans le chapitre 18, 'amplitude MHV a N photons se décompose
(18.9) :

s/S/N=1 ‘(e\@)N s/S/N=1 1n,
An (——+..4) = T Z Ce €; I} (823,524, 515..\)

i€a(1,2) N o (3..N)
N N-1
) e\/§ s —1n
+Z(167r)2 Z Ce Ci/S/N 114723(5135...M75145...M7S15...Ma82M+1...N)7
i€o(1,2) N o(3..N) M=5
(19.1)

oulC, = ﬁ et C. = m sont des facteurs numériques pour prendre en compte toutes
les permutations redondantes des photons dans les masses des intégrales scalaires. La multiplication
par deux vient du fait que chaque diagramme a son double, en inversant le sens de rotation de
I'impulsion dans les boucles, alors que la division par 2 vient du fait que les intégrales scalaires ont

179
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une symétrie axiale et qu’il faut éviter de compter deux fois chaque intégrale. Maintenant, on va
calculer les deux coefficients ¢; et e; par la méthode des coupures. On commencera par calculer ces
coefficients en QED scalaire, puis grace a la décomposition supersymétrique (18.2), on les calculera
indirectement en QED et QEDN =1

19.2 Calcul du coefficient ¢;.

chaine 1

On veut calculer le coefficient devant I'intégrale scalaire de la figure 19.2, dont on note m I'impulsion
de la masse externe entrante :

N
m= e+ Ym (192)
=5

D’apres les propositions 7.2.3 et 10.4.1, le coefficient devant cette intégrale scalaire de dimension
n + 2 g’écrit :

det (G) 1 o
el = — (det (S)> 5 Z {—2ie ef .q1;} {chaine 1,} {—2ie e .q2; } {—2ie €5 .qu; }, (19.3)

=1

ou G et S sont les matrices de Gram et cinématiques de 'intégrale scalaire & quatre points une
masse (Appendice A). La chaine 1 s’écrit :

chaine 1; = A3 e (4145025, D5 ooy DT PN ) - (19.4)

La somme sur U'indice « i » correspond a la somme des impulsions de la boucle solution du systeme
composé des quatre propagateurs coupés :

@ =(@+m)” =0 L1 9[43]

& 19.5
@ =(q+m+ps)’=0 g = — {(4y"m3) (19.5)
3= (a1 —p)° =0 e 2(43)

Les deux solutions sont conjuguées. La conjugaison est le signe de la parité, et correspond aux
deux sens de propagations ou aux deux hélicités des scalaires internes. Ces solutions ne dépendent
que des impulsions des photons entrants et non de leurs hélicités. L’interférence entre les hélicités
des scalaires internes et des photons externes sera ou constructive ou destructive. Maintenant on
peut calculer le coefficient devant les intégrales Iz1(823, Sa24, 815...v) donné par (19.3) en utilisant
(19.5). Puisque &5 .q2; = 0, alors la premiére solution de (19.5) apporte une contribution nulle, il
y a une interférence destructive. Désormais, on prendra 'impulsion solution égale a la deuxieme
solution : ¢1 = ¢q15. On a alors :

_ 3mdm3
€5.q1 9 .q2 5.3 = Bmdm3) 3 ><42><23>7 (19.6)
V27 (34)3
. . T o (429,3) A DAharit A N .
en utilisant le fait que ¢§ = ¢i + m* + p§ = — S La chaine s’écrit d’apres la formule (5.2) :

(1g1oN)  (Lg2oNN)
(g1 +15)?% (g2 —pn)?

chaine 1 = i(—ev2)N """ Y T(5.N)(N5) (19.7)

o(5..N)
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Or, sachant que ¢}’ = — (4;(2;3} alors ¢ = ¢f' + m* = <42"ZZ;>3>. Et par conséquence :
Ga5) (S _ (14)
(Q1 + p5)2 <5'7;15>q/1i <54> . (19.8)

(IaN)  (Iv.N)gy (13

(g2 — pn)? (NvuN) gy (N3)

En reportant (19.8) dans (19.7) alors :

. ) _ T(5..N)(N5)
_ N—542
chaine 1 = _'L(_e\/i) <13> <41> Z W (199)
o(5..N)
4 N—-5
= —i(—e\/ﬁ)N_5+2(13><41>%. (19.10)
[T;=5(45)(i3)
Dans la derniere étape, on a utilisé (D.9). Le rapport des déterminants est :
det G) o det (G) _ 2834 ) (1911)

(
det (S)  (3mdm3)2 st
(

e’ :

N

b (e A1341)(2342) BONTE [ (3m4m3) | [ det(G)
(—ev2) ij:5<3j><4j> 534 { -2 }{(3m4m3>2} (19.12)

2) (1341)(2342) (34)N-6
15 (35)(45) s

(19.13)

19.3 Calcul du coefficient c;.

On calcule le coefficient devant 'intégrale scalaire 1223(5135__,1\4, $145.. M S15..M, S2M+1...N)- On

n
. )
chaine 2 3

chaine 1

note les impulsions des masses externes :
M N
mi = pi+ Y pi my = p2t Y. pi (19.14)
i=5 i=M+1

D’apres les propositions 7.2.3 et 10.4.1, le coefficient devant cette intégrale scalaire de dimension
n + 2 s’écrit :

s det (G) 1 2 . + . . + .
¢ = - <det (8)) 3 ; {—2ie €] .q1; } {chaine 1;} {—2ie €5 .q2;} {chaine 2;}, (19.15)

ou G et § sont les matrices de Gram et cinématiques de 'intégrale scalaire a quatre points deux
masses opposées. Les chaines sont de types 2 (chap. 5) :

chaine 1; = A3 4.0 (q15 424,038 s DT 5 --D}p) (19.16)
chaine 2, = AS , . (qgi,q4i,px[+1, s DT DN ) - (19.17)
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La somme sur 'indice « i », correspond a la somme sur les impulsions de la boucle, solutions du
systéme composé des quatre propagateurs sur couches de masses (prop. 10.4.2) :

4 =0 o _rms)
‘J2 (g1 +m1)* =0 L TYE)

& 5 19.18
Q3 (Q1+m1+ 3)° = o :_M ( )
@ =(qn—-ps)’=0 12 2(43)

On a encore deux solutions conjuguées I'une de 'autre qui proviennent des deux états d’hélicités du
scalaire. Puisque 53+.q21 = 0 alors la premiere solution de (19.18) apporte une contribution nulle.
Désormais, on prendra donc la deuxieme solution : ¢}’ = ¢{',. On a :

n " (Ry,4) (4y"ma3) (Rv.3) ( (4v¥m43) #> (3m14m43)
€5 -q1 €3 .2 = — — m = — 19.19
SO S TRy o6 van \ 26 ZETTERE
La chaine 1 a été calculée dans le chapitre 5 et elle vaut :
. : _ 1g:5)  (lgaM)
chaine 1 = i(—eV/2)M—5+2 T(5..M){(M5 { . 19.20
( ) a(;M) ( i >(CI1 +15)% (g2 — pum)? ( )
Hom, myyH
Or sachant que ¢}’ = — <4’;<43>13> alors gy = ¢} +m{ = <42@+3)3>’ alors :
. , _ T(5..M)(M5)
_ M—5+2
o(5..M)
. M—5+2 (43)M—>
= —i(—eV2) (13)(41) ————. (19.22)
Hj:5<4j><J3>
De la méme maniere, comme ¢} = —% et ¢h = %, alors ¢ = % et gy =
%, la chaine 2 s’écrit :
<34>N7(M+1)
chaine 2 = —i(—ev/2)N~(MTUFT2(93)(42) . (19.23)
[Li= 1 (35)(54)
Pour finir, il suffit de calculer le rapport des déterminants :
det (G)  2s34 (st —mim3) 2834 (19.24)
det (S) — (2m23me2)2  (2ma3ma2)’ '

On rassemble les quatre parties (19.19),(19.22),(19.23) et (19.23) pour obtenir une écriture com-
pacte du coefficient ¢ :

K2

. M- ~ (1341)(2342) (34)N-6
& = (—1)M-6(—ev2 : 19.25
(=DM (=ev2) H G s ( )

19.4 Expression de amplitude d’hélicité A3 (— — + + ...4).

<1§41(>:§g2')3’21423'>> <348>3N76 alors les deux coefficients ¢f et ef s'écrivent (19.13,19.25) :
3=5 4

¢ = (~1)M8(_ev/2)N RS, el = (—eV2)NRY, (19.26)

et si on définit I; = IZTQ(st, S24,515..N) et Io = 1222(8135...1\4, $145...M, S15...M» S2M+1...N ) les deux
intégrales scalaires, alors 'amplitude MHV en QED scalaire devient simplement, en rajoutant le
facteur K :

M 6
A= —+.t4) = 16 2 Z > { IlJrZ ;N4)I}. (19.27)

o(1,2) o(3..N) M= 5

Si on note R} =
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Dans le cas particulier de ’amplitude a six photons, on a :

R:
6 71+2 n+2
g E {I (823, 824, 8156) — 1}’ 5 5(S135, 145, 815, 526)} .

Aj(— =+ +++) = z 1671'2
o(1,2) o(3..6)
(19.28)
Avec Rg = % . Le déterminant de Gram « s34 » est compensé par les spineurs [34]

du numérateur. Il n’y a aucun probléme pour effectuer un calcul numérique.

19.5 Amplitude d’hélicité ASN=1(— — + + . 4).

19.5.1 Passage de la QED scalaire a la QED et QEDN:1

On exprime la discontinuité d’un diagramme de 'amplitude & N photons, avec N > 4 en QED
dans l'invariant s15. ps de fagon a faire apparaitre la discontinuité en QED scalaire. Il faut forcement
un et un seul photon d’hélicité négative dans ’arbre, sinon elle serait nulle. On note Q4 et @ p, les
deux propagateurs entourant cet invariant, ils sont sur couches de masses. On définit les quatres

chaine 2 +
p3

P2 \ @) Pir

chaine 1

chaines de type 1 sur couche de masses :

Ag’rbreQ (P2, 05,03+ Py P2 ) = A5 (19.29)
Azrirer (05D Phrirs PPy ) = AD (19.30)
arb'reZ (pA7pB7p§r7 7pL7p27) = -AS (1931)
arbrel (pB7pAapX4+1a""vp_1‘\_/ap1_) = Ai (1932)
Alors la discontinuité s’écrit :
Disc (A$ (= — ++ +4)) = / Q5 (Q2)6(Q%) 3 A5 a(0) A5, (o). (19.33)
oco*
On utilise les décompositions supersymétriques des arbres en QED (3.2.4) et on obtient :
1B){(2A) (1A){2B)
Dis Y n < 5A7 19.34
1AB2)?
- _92 n 2 2 <— s AS 19.

_ 9 / d"Q 8 (Q%) 0 (Q%) AsA;

— /d”Q 5(Q%) 5 (Q3) <12>2m,@4§ (19.36)

= —2Disc (A (— — + + ++)) + Disc (AN~ (= — + + ++)) .
(19.37)

On reconnait la discontinuité de amplitude scalaire dans le premier terme de (19.36). Or, I'ap-
plication « Disc » est linéaire, donc en utilisant la décomposition supersymétrique d’une boucle
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de fermions (18.2), par identification, le second terme de (19.36) correspond a la discontinuité de
Pamplitude supersymétrique. A partir de ’équation (19.35), on obtient 'amplitude en QED et &
partir de I’équation (19.37), on obtient ’amplitude en QED supersymétrique.

19.5.2 Amplitude A7V (— — +..4)

La discontinuité précédente, dans laquelle seuls deux propagateurs sont sur couches de masses,
est vérifiée par les deux intégrales scalaires I}’ ”+2 et Lf;é de la base de décomposition des amplitudes

A}gv/Nzl (——+...4). Les coefficients, devant ces intégrales, scalaires correspondent aux résidus de la
discontinuité. Ici nous n’avons que deux coupures alors que les intégrales a quatre points ont quatre
coupures. Les deux autres coupures different suivant le coefficient & calculer. L’impulsion de la
boucle tend alors vers une limite différente suivant 'intégrale scalaire. Ces limites correspondent aux
solutions des systeémes composés par quatre propagateurs qui s’annulent et ont déja été calculées
dans les paragraphes précédents. Le coefficient devant I'intégrale scalaire IZT2(523, S24, 815..N )
correspond & g1, donné par (19.5) :

. —2(1AB2)? (1342)2
S _ s — _ B S St
GG WABL)(2AB2) 1341y (2312) (19.38)
_ . 2Q4.Qp 534(12)*
N=1 s 2 34 s
N=1 s 12)2——%AXB %8s g 19.
€ a2 AR AR (1341) (2342) (19:39)

On retrouve alors le coefficient en QED scalaire multiplié par un autre terme. Et le coefficient
devant I'intégrale scalaire Izgé(slgg)mM,5145,,.M,515“,M, SoM41..N) sont :

—2(1AB2)? (1342)2

S s : s
S _ o8 1 e Y S G/ M 19.40
“ T Y A Ba, (1AB1)(2AB2) (1341)(2342) (19.40)
_ . 2Q04.QB s34(12)°
N=L s 1 19)2 b %34 s 19.41
i a2 B pABy (1341)(2342) “©° (19.41)
avec ¢1, donné par (19.18). Au final, les trois amplitudes MHV s’écrivent :
N s/S/N=1
s/S/N=1 _ (ev2) Ry
Ay (——+..4+)= enz Z 7(]\[74)' 141 (523,524, 515...3)
o(1,2) o(3..N)
N-1 M GRS/S/N—
Z Z Z I(M — 4)! IZ-Q"_E%(SM&..M,5145...M7515...Ma52M+1...N)7

(1,2) 0(3..N 5 ’

(19.42)
avec

. 1341)(2342) (34)N -6

Ry — 1341)(2342) (30 (19.43)
H]‘:5<3J><4J> 534
1342)%  (34)N-6

Ry = -2 N< ‘> .< ) (19.44)

Hj:5<33><43> 934

_ 12)2

RN=1 = B 34)N =054, (19.45)

N -

[1;=5(35)(45)
Remarque 19.5.1. La puissance du déterminant de Gram : det (G) « s34 en QED et en QED
scalaire est de —1, alors qu’en QED supersymétrique il est de 1. Cependant, on peut transfor-

mer [’expression et voir facilement que le déterminant de Gram se compense. Par exemple pour
Uamplitude en QFED scalaire :

(1341)(2342) [34]

Ry x ———— o (13)(41)(23)(42) —

y (13) (41)23) (42)

L’amplitude est donc proportionnelle a la phase [34]/(34) qui contenait initialement le déterminant
de Gram. Il n’y aura aucun probléme pour tracer l'amplitude numériquement.

(19.46)
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Calcul de amplitude NMHYV
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Dans le chapitre précédent, grace a des symétries, on avait simplifié la réduction des amplitudes
NMHYV : (18.10) que l'on rappelle :

6
Ag/S/Nzl(— ——++4) = 1(61\6/7?2) Z 2 dg/s/N:1IZJ{Z(514, 5452, 525, 536)
o€0(1,2,3)N0(4,5,6)
€§/S/N:1 e *«S/s/N=1
+TIZ]L2(863,86178425) + = 5 IZT2(825,824, 5136)
gg/S/N:1
T % I3 5(s14, 525, 536) (20.1)

Il y a donc quatre coefficients a calculer pour chaque théorie. On commencera par calculer les
coefficients avec la méthode des coupures en QED scalaire. Puis grace a la décomposition super-
symé‘/c&ique (18.2) d’une boucle de fermions on obtiendra directement les coefficients en QED et en
QEDNV=L.

20.1 Calcul du coefficient €.

On veut calculer le coefficient devant I'intégrale scalaire I fij (s63, S61, S425) dont on note 1'im-
pulsion de la masse externe de l'intégrale scalaire m#* = pl 4+ p§ +p&'. D’apres la proposition 10.4.1,
le coefficient devant cette intégrale scalaire de dimension n + 2 s’écrit :

det (G)\ 1 <
. = — (det (8)) 3 ; {—2ie 5 .q1;} {chaine 1;} {—2ie €] .qo; } {—2ie ef .qs; } . (20.2)

185
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chaine 1

ou G et S sont les matrices de Gram et cinématiques de cette intégrale scalaire & quatre points
une masse. La chaine de type 2 est définit par :

chaine 1; = A3, (q1;, Q24,0407 03 ) - (20.3)

La somme sur l'indice « i », correspond a la somme sur les impulsions de la boucle, solutions du
systéme obtenu a partir des quatre propagateurs coupés (prop. 10.4.2) :

@ =qgr+m) = S 231]
& 20.4
QZ ( ps)* =0 2 2(31)

Maintenant on peut calculer le coefficient (20.2) devant l'intégrale scalaire IZT2(563,561,5425).
Comme az{ .q2o = 0 alors la deuxieme solution de (20.4) apporte une contribution nulle. On prendra

donc la premiére solution : ¢} = ¢{',. Comme on a ¢§ = ¢{' +m* +pf = — [Sf[g‘l‘]l]. Et ¢f =q¢f'—p5 =
3v* P1452 L [3y"62 .
_ [37" Pras2] 72[32‘]‘ ] —ph = [27[32] ], alors :
_ _ _ _ 3mlm3
€d.q3 €3 .q1 €1 -3 = €3 .q1; €5 - (q1; + Puas) = %[36][61]. (20.5)
AR
La chaine 1 a déja été calculée dans le chapitre précédent (19.7), sachant ¢ = — B;E;ﬁl] et ¢ =
@ +mt = B;’Egﬁl], elle vaut :
: _ 3 ml) (2m3)
Chalne 1 = —Z(_e\/i) Z T( )< >ﬁm (206)
o(4,5)
) 2m1)(2m3)[13]m?
= (v . 20.7
i(-ev2) (4m1) (5m3) (5m1) {4m3) (20.7)
Enfin, on calcule alors le rapport des déterminants :
det (G) __det (G) _ 2513 (20.8)
det (S) (Im3m1)?2 st '
Le coefficient €5 s’écrit de maniere compacte a partir de (20.5),(20.7) et (20.8) :
1 (2m136)(2m316)m?
el = —(—eV2)5— (2m136) (2m316)m (20.9)

s31 (4m1)(5m3)(5m1)(4m3)"

20.2 Calcul du coefficient e;*

On veut calculer le coefficient e2* devant I'intégrale scalaire IZ‘P (824, S25, S136)- On note I'im-
pulsion de la masse externe de l'intégrale scalaire m** = p/' +p§ +pf. On peut de la méme maniére
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+
Ps

- chaine 1
p3 Cle (§]

pr

calculer le coefficient devant cette intégrale scalaire grace a la méthode a quatre coupures. Cepen-
dant, on remarque que cette intégrale scalaire a exactement la méme structure que la précédente,
sauf que I'on a inversé les hélicités. Pour inverser les hélicités, il suffit d’appliquer I'opérateur parité
P. Donc, pour avoir le coefficient devant l'intégrale scalaire IZTQ (824, $25, S136), il suffit d’appliquer
lopérateur parité P sur le coefficient de l'intégrale scalaire IZ’TQ(Sﬁg, S61, S425), et de changer les
labels des photons :

PlespP = e3* (20.10)

Cette opérateur change les spineurs en antispineurs : {...) — [...], comme on a déja pu le voir dans

le calcul de la chaine de type 2 dans le chapitre 5. En remarquant que m —-my, = m? = m*?,
on trouve :

f—

m

oS — _(_e\/i)ﬁi [6m542][6m452]m2

’ s34 [LmA][1m5][3mA][3m5] (20.11)

20.3 Calcul du coefficient d.

. ., . n+2
On veut calculer le coefficient d3 devant 'intégrale scalaire I4’2A(sl47 S452, S25, S36). On note les

: D3 + .
chaine % . Qs Ds chaine 1
6

impulsions des pattes externes :
my = py +p§ (
miy = p + p§ (
s=s14=(p1+ps)° t = sa25 = (p2 + pa +Ds)° (20.14
T =p2+ps+ps. (

D’apres la proposition 10.4.1, le coefficient s’écrit :

s (det(@\ 1=, .. . - . -
d, (det (3)) 5 ;{ 2ie ef.q1, } {chaine 1;} {chaine 2;} {—2ie €7 .q1,}, (20.16)

s =

ou G et § sont les matrices de Gram et cinématiques de 'intégrale scalaire a quatre points deux
masses adjacentes. On somme sur toutes les solutions du systéme (prop. 10.4.2) :

2 _ _ p— 117 7 5
4 = (1 —p1)" =0 2 (1T4)

& & \ 20.17
=0 (g1 +p1)°> =0 7" _ t{#M) ( )
@ =0 (n+T)° = 12 2 (4T1)
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On a encore et toujours deux solutions conjuguées pour traduire les deux hélicités du scalaire.
Maintenant on peut calculer le coefficient df. On remarque que la premiere solution de (20.17)
apporte une contribution nulle car aj{.qll = 0. On prendra alors uniquement la deuxiéme solution
de (20.17) et on notera ¢; = ¢q. Dans ce cas, on a :

2
_ t\" [rl] (49"1) (Ryd) (49¥1) t%s
+ 1
€191 €1 .91 = | —= = ——. 20.18
S < 2) V2[1r] (4T1) V2(Ra) (4T1) 2(4TT)2 (20.18)
Or, sachant que ¢} = —%% alors ¢ = qf +py = —%, alors la premiére chaine
(chaine 1), de type 2, s’écrit :
%ie? ( (2425)? (2425)? ) L [1T'm15](24)
chaine 1 = — = —2ie " —F—. 20.19
s25 \(q2+p2)* (g2 +ps)? [17'm12](54) (20.19)
On calcule alors la deuxiéme chaine (chaine 2) de la méme maniére :
, %ie? < (3¢46)? (3¢46)? > ., (3maT4)[16]
chaine 2 = — = —2ie" ————. 20.20
s36 \ (914 —p6)>  (qa —p3)? (6moT4)[13] ( )
Et le rapport des déterminants donne :
—2s(1m14ms1 25(1T4T1
det (G) _ s(1my1dmal) _ s( > (20.21)
det (S) (st)? (st)?

On rassemble les quatre parties (20.18),(20.19),(20.20) et (20.21) pour avoir une écriture compacte
du coefficient d :

s a(—ev2)5  t25[1Tmy5](24) (3mT4)[16]  det (G)

dy =i 2 (4T1)2[1Tm12](54) (6moT4)[13] det (S) (20-22)
B [1m2](24)[6m4][16] (1T4)
- (e\/i)ﬁ[lm5]<45>[3m4][31] (4T1)’ (20.23)

20.4 Calcul de g;.

On désire le coeflicient g2 devant I'intégrale scalaire a trois points trois masses I. ;3(314, S95, S36)
dont les impulsions des différentes masses externes, en cohérence avec I'intégrale scalaire a quatre

chaine 3+ Py 0, Py chaine 2
Po 2
Q3 Q1
~ chaine 1
by 28
points deux masses adjacentes sont :
my = pi +pf = K{ (20.24)
mio= phtps =~k (20.25)
my = ps+ps = Ki. (20.26)

On calcule le coefficient par la méthode des trois coupures. Cependant elle permet de calculer le
coefficient devant les intégrales a trois points si les intégrales a quatre points sont de dimension n.
Ici on a décomposé I'amplitude sur une base ou les intégrales a quatre points sont de dimension
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n + 2. Il faut donc prendre en compte les intégrales a trois points provenant de la réduction des
intégrales scalaires a quatre points de dimension n en dimension n + 2, qui créent des intégrales a
trois points. Cette contribution est notée g7, :

9o = ZZ }EI%) {chaine 1} {chaine 2} {chaine 3} + g7, = g7 + g7, (20.27)

hE=

Le coefficient g§ est donné par le méthode a trois coupures. On définit :

(@i = = t(K} = | + @i (K3 — | (20.28)
~

(6 +|= %(Kf — | + i (K5 — | (20.29)
1

KSH = m (7¢K5 - mgKf) (20.30)
1

Kf# = m (7¢Kf - m%KéL) (20.31)

v+ =K1Ky £ VA (20.32)

(20.34)

Les vecteurs K fﬂ et Kg“ sont les projections des vecteurs K" et K4 pour former des impulsions

lumieres : K f2 = K§2 = 0. On calcule chacune des trois chaines et on fait tendre la limite ¢t — 0
et on 'arrange pour mettre en facteur une phase :

. ool 1) (gsl) ie? (((K| 4 aor (K3]) 1) (((K]| + asi(K3]) 1)
chaine 1= 2ie (a4 {e4) ? (K| + a0 (K3]) 4) (H(KT] + asi (K3]) 4) (20.3)
o ((EBON? L [Ama1] [LKS]
o <<K34>> = 2 4] K2 (20-36)

Comme les trois chaines ont la méme structure d’hélicité, pour obtenir les amplitudes des chaines,
il suffit juste de changer les labels des photons : (1,4) — (2,5) pour la chaine 2 et (1,4) — (3,6)
pour la chaine 3. Le coefficient s’écrit :

4ma1] [5ma2] [6m13] 3 [1K21] [2K52] [3K13)

s [
g = (ev2) [4EK54] [5KL5] [6K56]

[1m14] [2m15] [3m16] (20.37)

RE=

En développant le dernier terme, on s’apercoit que v/A disparait. Le coefficient devant I'intégrale
est alors une fonction rationnelle de produits spinoriels et variables de Mandelstam ce qui est plutot
rassurant. Ce facteur en 1/(A)~" est le déterminant de Gram.

Pour calculer la deuxieme partie de la fonction a trois points, il suffit de rappeler la décomposition
de l'intégrale scalaire a quatre points deux masses adjacentes de dimensions n en dimensions n+2 :

2m?m2 4+t (s — m? — m?
I} 94 (514, 8452, 525, 836) = L 5525 ! 2) I35 (14, 525, 536)
2. 2 2 2
mims —t(ms+m7y—s—t
+2(n—23) 12 ( 2 . )1233(514784527825,536)+-~-

t2s
(20.38)

Le coefficient devant I'intégrale scalaire & quatre points en dimensions n + 2 s’écrit d?, donné par :
(20.23). Donc le coefficient g5 au premier ordre en e s’écrit :
2mim3 +t (s —m? — m%) .
2.2 ERI dg- (20.39)
2{mims —t(m3+mij —s—1t)}

S —
g[4 -
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En rassemblant les deux parties du coefficient g7 : (20.37,20.39), il s’écrit :

[AK354] [5K55] [6K56] 2{mim3 —t(mi+m?—s—1t)} 7

(20.40)
Maintenant que 'on a calculé tous les coefficients en QED scalaire, on va les calculer en QED et
en QEDN =! grace & des relations de passages supersymétriques entre une boucle de fermions et
une boucle de scalaires.

B 6 [Am11] [5m12] [6m,3] [1K31] [2K352] [3K53] 2mim3 +t (s — mi —m3)
= (V2 [m14] [2m15] [3@6}% 1] (5K (6K

O'

20.5 Calcul de /M= eSNV=1 ot @3N

On considere 'ensemble des diagrammes en QED qui contiennent l'invariant si34 et on calcule
la discontinuité. Et on définit les arbres :

chaine 2 chaine 1
Py s 28
pe P
- Py
P3

Qa

arbreQ pi pB7p§7p57pg) = Ag(O’)

(

arbrel (pa pAap4 vps y P2 ) = Af(g)
Al pres (A PB, D3 D5, PE) = A3
arb'r‘el (vapA7p4 7pa 7p2 ) = Ai

La discontinuité s’écrit alors : :
Disc (A5 (— — — +++)) = /d"Q §(Q4)0(Q%) > A3(o (20.45)
oc€ot

On la relie a la discontinuité en QED scalaire en utilisant les décompositions supersymétriques des
chaines en QED (3.2.4) :

Disc (A5 (— — —+++)) = — / d"Qs (Q%) 6 (Q%) <<< ;{gi]] + gﬁi{g) ASAS  (20.46)
- - [ a5 @i)s(@n) LR g (2047
2
= — / d"Qs (Q%) 6 (Q%) (% + 2) A5 A3 (20.48)
= —2 Disc (A(— — — + ++)) + Disc (A = (= — =+ +4)) .

(20.49)

Par le méme raisonnement que pour 'amplitude MHV, on peut identifier les termes de (20.48)
gréce & la relation de supersymétrique (18.2). A partir de I'équation (20.47) on obtient 'amplitude
de QED et & partir de 1’équation (20.49), on obtient Pamplitude en QED supersymétrique. La
discontinuité respecte les coupures des intégrales scalaires de la base de la décomposition IZJ{2
et IZ‘;E‘. Le coefficient devant ces intégrales scalaires seront donc les résidus lorsque les quatre
propagateurs correspondant aux quatre coupures des intégrales scalaires s’annulent. Pour 'intégrale
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scalaire IZJ{z(sm, S36, S245), les solutions sont données par (20.4) :

s : (2B6)? 4 (246)? 1 (2m316)2m?

e =~ e = 2V D ema e (2050
=10 _ _ s : (2p2456)> s31(2m6)?m?

o= A~q11§%~q22m = (ev2)° <4m1><35m3><5m1><4m3>’ (2051)

olt m = pays. Maintenant, pour calculer les coefficients devant I'intégrale scalaire I ZT2(825, 824, 51365
il suffit juste d’utiliser la parité : c’est a dire en transformant les spineurs en antispineurs (...) — [...]
et en relabélisant les photons :

£ 1 [6m542)%m?
e = (e\@ﬁg[1m4][1m5][3m4][3m5] (20-52)

1 $54(2m6)?m?>
e = (V) [1m4][5fm5][3m4][3m5]’ (20:53)

ou m = pogs. Puis pour calculer les coefficients devant les intégrales a quatre points deux masses
adjacentes (IZ;E‘(SM, S452, 825, 536)), on utilise g1, donné par (20.17) :

o . (2B6)* + (246)2 [1m2]?[6m4]? + m*(24)2[16])* (1m4)
dg =~y Jm e Y imaas) Bl ()
(20.54)
-1 s . (2p2456)% 6 [6m2]? [1m4m1]
dy ™ = =4 At B, (236)(52A6> = —~(ev2) BBGnDAm) om0 (2059

oll m = pays.

20.6 Calcul de ¢° et gV=.

On va calculer directement le coefficient gf devant I'intégrale scalaire I §3(3147 S25, $36). On note

. o + i
chaine 3 P3 Q» D3 chaine 2
+ _

Pg P2

Q3 @

a chaine 1
by ]74+

les différentes masses, en cohérence avec I'intégrale scalaire & quatre points deux masses adjacentes :

mb = ph+ph =K (20.56)
my = ph+ph =—KY (20.57)
mb = ph+pl = KL (20.58)

Comme dans le cas scalaire, le coefficient est composé de deux termes. L’un calculable par la
méthode des trois coupures et ’autre est obtenu a partir de la réduction des intégrales scalaires a
quatre points deux masses adjacentes :

g = ZZ tlgr(lJ {chaine l}S {chaine 2}5 {chaine 3}S + gIS4 = g7+ g}i. (20.59)
vt

On va relier la discontinuité a trois coupures en QED a la discontinuité a trois coupures en QED
scalaire. En QED, la chaine 1 s’écrit :

s el (@) @D (el (e
chaine 17 =2 <q14><q34><<q21>+<q11>) haine 1 (<q21>+<q11>>' (20.60)
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On extrapole pour les trois chaines, en faisant attention qu’il n’y ait que deux courants dans la
boucle et non deux par chaines :

— Zth_r,% {chaine 1§} {chaine 25’} {chaine 35} = —2¢]. (20.61)

T+

Le calcul de la partie du coefficient de la fonction a trois points trois masses venant de la
réduction des intégrales scalaires a quatre points est similaire en QED et en QED scalaire. On
obtient directement :

2m?m2 +t (s — m? —m3

e (2 > 2) ds. (20.62)
2{mimj —t(mz+mi—s—1t)}

9, =
En rassemblant les deux parties du coefficient g2 : (20.61,20.62) :

g5 =—2(ev2)

6 [4P251] [5P142] [6P253] — [LE31] [2K32] [3K33)
[1Py54] [2Py45] [3P256] Z [4Kb4] [5K55] [6K56]

RE=

2m3im3 +t (s —m?— m%) e (20.63)
2{mim3 —t(mj+mi—s—t)} 7 '

Le coefficient de la fonction a trois points trois masses en QEDN =1 g’obtient juste par une

soustraction, grace & la décomposition supersymétrique d’une boucle de fermions (18.2). En effet,
comme les amplitudes NMHV ont la méme décomposition et la méme structure analytique, donc
cette décomposition supersymétrique s’applique dans le cas particuliers du coefficient devant les
intégrales a trois points trois masses :

g3 = —2¢° + gV=L. (20.64)

Si on utilise les deux formules des deux coefficients g2 et g3, donnés par (20.63) et (20.40), alors
on obtient :

Nel 2mim3 + t (s —m? — m%)

- 2{mim3 —t(m3+mi —s—1)}
Qm%m% —|—t(s - m% — m%) V=1
2{mim3 —t(m3+m?—s—t)} °

(d5 —2d2) (20.65)

(20.66)

L’amplitude supersymétrique n’a pas de coefficient devant les triangles dans une base ou les
intégrales a quatre points seraient de dimensions n.

20.7 Amplitude AV (— — — 4 44).

On récapitule tous les coefficients de 'amplitude NMHV a six photons (20.1) :

6
Ag/s/Nzl(— ——4+4++)=1 (6123/32) Z Z 2 df/s/NﬂIZJ{z(SM,8452,5257836)
o(1,2,3) o(4,5,6)
eg/s/./\/'zl BU*S/S/N:1
+TIZT2(863’ S61, S425) + fIZjQ(S%, S24, 5136)
S/s/N=1
+‘%TI§3(814, 525, 536)- (20.67)

Les douze coefficients sont donnés par les équations (20.63,20.40,20.66) pour les fonctions & trois
points trois masses, (20.9,20.50,20.51) et (20.11,20.52,20.53) pour les fonctions & quatre points
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une masse et (20.23,20.54,20.55) pour les fonctions & quatre points deux masses adjacentes :
. 1 (2m136)(2m316)m?
¢ = 7 (eﬁ)GQ (4m1)(5m3)(5m1)(4m3) (20.68)
sx 1 [6m542][6m452)m?
o =7 (eﬁ)ﬁg [LmA][1m5][3mA][3m5)] (20.69)
. [1m2](24)[6m4][16] (1m4)
4y = (V) (o1 25) Bl 31] (dm) (20.70)
s [4mq 1] [5m42] [6m13] [1K31] [2K52] [3K53)
g5 = (eV2)° [1m14] [2m15] [3m16] %: [4K34] [5KL5] [6K36]
2mim3 +t (s —m? — m%) <
2{mim3 —t(m3+m?—s—t)} ° (20.71)
B 1 (2m316)%m?
€s = AV e B3 (5} (G3) (20.72)
_ 1 [6m542]%m?
€ = WWQ [1mA][1m5)[3md][3m5)] (20.73)
- [1m2]?[6m4]? + m*(24)2[16]* (1m4)
Ay = — (V) S BmdBm?E (dmi) (20.74)
_ [4Ps51] [5P142] [6P253] [1K31] [2K52] [3K53)
g, = = 2Aev2)’ [1P354] [2P145] [3P256) %: [4Kz’4] [5}(2’5} [6KZ’6]
2mim3 +t (s — m? —m3
2 {m?m3 —+t (77(1% +m2 —s )t)} di (20.75)
-1 531(2m6)?m?>
et = (ev2) (4m1)(5m3) (5ml){4m3) (20.76)
N1 L (oy/2)0—S5al2m6)Pm” (20.77)
7 [1m4][1m5][3m4][3m5] ’
N=l _ [6m2]? [Imdm]1]
dy = = —(ev2)’ (45)[31](5m1) (4m3) m2 (20.78)
2 {i?i?i (trfé+7:ff—7:g—) I (20.79)
m = po+ ps+ ps (20.80)
5 = S14 (20.81)
t = m? (20.82)
mi = ps+ps=—KJ} (20.83)
ms = p3+ps =K} (20.84)
KY" = 4Kl —miK" (20.85)
ve = K. Ky VA (20.86)
A = (K;.K2)? —mim3. (20.87)

Remarque : En utilisant les fonction F; plutdt que les intégrales scalaires I, Ii""'2 (Appendice
A) et en jouant sur les permutations, les coefficients de Pamplitude supersymétrique peuvent se
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factoriser :

6
_ (ev2 _
AV ===+ +4) = Z(HTQ) Sy 2y
0(1,2,3) 0(4,5,6)
F'1(s63, 561, S425) + F1(s25, S24, S136)
2 b
(20.88)

(FQA(SM7 5452, 525, S36) +

avec S
= 1 D425

dy=' = - . 20.89

’ [31](45) [1p4255][3pazsd] ( )




Chapitre 21

Etude numérique des amplitudes a
six photons.
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Dans cette partie, on va tracer les amplitudes d’hélicités du processus a six photons. On com-
mencera par expliquer la cinématique, puis on tracera le module de des amplitudes MHV et NMHV.
Grace aux expressions compactes des amplitudes d’hélicités, les graphes sont tres rapidement ob-
tenus (3,4 secondes). On pourra alors étudier les singularités de Landau et méme obtenir la section
efficace.

21.1 Amplitudes d’hélicités MHV et NMHYV.

21.1.1 Configuration cinématique de Nagy-Soper [98]

Plutot que de considérer ’annihilation de six photons Z?Zl ~v; — 0, on va considérer le cas d’'un
processus physique d’intéraction 2 — 4 :

ST e e Tl S A S T R (21.1)

195



196 Etude numérique des amplitudes a six photons.

d’état initial les deux photons (1,2) d’hélicités (o1, 02), et d’état final les quatre photons (3,4,5,6)
d’hélicités (o3, 04,05, 06). Les hélicités font références aux photons entrants et on se place dans le
centre de masse de 1’état initial. On considere que les vecteurs des photons 1 et 2 sont suivant ’axe

— — N . . ,
z (fig. 21.1) : ky = —k4 o< 2" et D’état final est le point de Iespace de phase :

ko = (~12,5,15.3,0.3)

2

ks = (33.5,15.9,25.0) (21.2)
ks = (—10.0,—-18.0,—3.3)

o

ke = (—11.0,—13.2, —22.0)

puis on crée de nouvelles configurations cinématiques en faisant tourner I’état final autour de I'axe
Y.

Fig. 21.1 - Configuration cinématique de Nagy et Soper [98].

21.1.2 Amplitude MHYV dans la configuration de Nagy-Soper

Dans [98], Nagy et Soper ont tracé le module de 'amplitude en QED avec la configuration
ci-dessus pour le processus A%S/Nzl (ki kg, —k3,—ki,—ks,—k). Ils ont directement calculé
les diagrammes par déformations de contour. Nous avons alors tracé les trois théories en fonction
de 'angle de rotation 6 autour de ’axe Y, dans les mémes conditions, afin de retrouver la courbe
de [98]. Le minimum de 'amplitude en QED scalaire n’atteint pas zéro. Les trois amplitudes sont
m-périodiques, ce qui est cohérent vu que les deux photons d’hélicités négatives sont dans 1’état
initial, donc la rotation n’engendre pas de brisure de symétrie de la topologie des hélicités. Les trois
courbes ont le méme comportement, ce qui est normal vu que les trois amplitudes ont le méme
schéma de réduction. L’amplitude supersymétrique est plus grande en module que les deux autres
amplitudes. Il se passe comme une interférence constructive entre les bosons et les fermions qui
rendent cette amplitude plus grande en module.

21.1.3 Amplitude NMHYV dans la configuration de Nagy-Soper

On trace le module de 'amplitude MHV : A;{S/N:l (k;l_,k;f, —ky —k;‘, —k;‘,—k‘g'). Cette
configuration correspond & celle de [98]. On retrouve la méme courbe en QED. Cette fois 'ampli-
tude n’est plus m-périodique, ce qui s’explique par le fait que la topologie des hélicités n’est plus
invariante par rotation autour de ’axe z puisqu’il y a deux hélicités négatives et deux positives dans
I’état final. La rotation entraine une brisure de symétrie. De plus on remarque que 'amplitude &
deux « trous » aux angles 6 ~ 2,32 et 6 ~ 5.46 ~ 7+ 2,32. On va essayer de comprendre I'origine
de ces trous.



21.1 Amplitudes d’hélicités MHV et NMHV. 197

45000

— p fermion
A

40000

—A scalar

s |A] la®

—AN=1

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

o

o
=
N
w
IN
4
o

Fig. 21.2 — L’amplitude d’hélicité MHV du processus a six photons dans la configuration cinématique de Nagy et
Soper [98] pour les trois théories.
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Fia. 21.3 - L’amplitude d’hélicité NMHYV du processus & six photons dans la configuration cinématique de Nagy et
Soper [98] pour les trois théories.

21.1.4 Double parton scattering

Pour essayer de comprendre l'origine de ces trous, on divise I’état final en deux paires de pho-
tons, dont on note k; 'impulsion transverse de la paire (3,5) et donc, par conservation de Iénergie
impulsion, —k; est I'impulsion transverse de la paire (2, 6). Puis on trace, seulement ’amplitude en

P2+ D Ky
P4
" \
Ky
p3+Dps

F1G. 21.4 — Configuration cinématiques des deux paires de photons (3,5) et (2,6).
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QED en fonction de I'angle de rotation et la valeur de cette impulsion transverse de chaque paire
(fig. 21.5). On remarque alors que les « trous » correspondent & des configurations cinématiques

30000 — 5 fermion
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—k?x 10

s |A| la®

25000

20000

15000

10000

5000

Fic. 21.5 — Signature du double partons scattering dans l’amplitude NMHV.

ou l'impulsion transverse des paires devient nulle, c’est la signature du double parton scattering.
C’est une configuration cinématique dans laquelle la boucle résonne avec une configuration phy-
sique. Considérons les deux photons 1 et 4 qui se désintegrent en une paire de fermion-antifermion.
Il y a intéraction entre un fermion et un antifermion pour émettre une paire de photons (fig.
21.6). Le double parton scattering est atteint quand les paires de fermion-antifermion sont émis

Po j22)

P P4

P3
FiG. 21.6 — Configuration cinématiques du double partons scattering.

colinéairement. Dans ce cas k;, — 0. A partir de la configuration de Nagy-Soper, on s’approche
sans atteindre ce point cinématique. On va donc modifier la configuration cinématique initiale de
Nagy-Soper pour 'atteindre. Comme on a vu dans le chapitre 9, le double parton scattering cor-
respond a une singularité. Cette étude numérique va nous permettre de voir s’il y a divergence ou
pas.

21.2 Singularité de « Double parton Scattering »

21.2.1 Configuration cinématiques

On modifie la cinématique de Nagy-Soper pour atteindre le double parton scattering. On ef-
fectue une rotation de ’état final autour de ’axe Y, donc les valeurs des composantes sur l'axe
Y au cours de la rotation ne sont pas modifiées. Par conséquent, si on veut atteindre le double
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parton scattering, il faut que la composante transverse de chaque paire, projetée sur I’axe Y, soit
nulle k;. = 0. On commence donc par ajouter ou soustraire (pour garder la conservation de
Pénergie-impulsion) un régulateur AY, aux composantes de 'axe Y des paires de photons de 1’état
final de fagon a étre déja en configuration de double parton scattering sur 'axe Y. Le point initial
de I’espace de phase devient :

Sl
I

(—12,5,15.3 + A,0.3)

2
— — Y

k3 = (33.5,15.9 — AV, 25.0) (21.3)

ks = (—10.0, —18.0 + A¥, —3.3)

ol

ke = (—11.0, —13.2 — A¥, —22.0)

Le double parton scattering est atteint quand AY = 1.05. On trace alors le module des amplitudes en
fonction de I'angle de rotation € pour différentes valeurs de AY autour de la singularité. Quelque soit

4500
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Fig. 21.7 - Amplitudes autour de la singularité de Landau.

la théorie, les modules des amplitudes ont tous le méme comportement. Les amplitudes ressemblent
a une « vague » . Plus on s’approche de la singularité de Landau, atteinte pour AY = 1.05, plus la
largeur de cette vague est étroite. Ala singularité, cette vague se transforme en « pique »fini. C’est le
signe que les amplitudes doivent s’écrire comme une distribution. La finitude du pique signifie qu’il
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n’y a pas de divergence. On va observer le comportement du module de 'amplitude autour de cette
singularité. Contrairement aux cas scalaires dans lesquelles les singularités de Landau entrainent
des divergences (parag. 9.7), ici elles sont compensées. Les raisons sont les mémes que pour les
divergences infrarouges, le numérateur du propagateur fermionique régularise les divergences.

21.2.2 Autour de la singularité

Pour observer le comportement de 'amplitude, on va tracer un diagramme a trois dimensions
avec 'amplitude en ordonnée et la valeur de k; dans les deux dimensions d’abscisses. On se limite &
tracer 'amplitude autour de la singularité, c’est-a-dire autour de k; = 0. On a légérement modifié
la configuration cinématique en effectuant une rotation de fagon a ramener la singularité de Landau
en 0 = 0. Le module de 'amplitude proche de la singularité se comporte comme un col. Il n’y a

Fia. 21.8 - Amplitudes autour de la singularité de Landau en QED scalaire, QED et QEDN=1.

pas de divergence [102].
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21.3 Etude Analytique de la singularité.

21.3.1 D’ou vient le probleme ?

Numériquement, il semble ne pas y avoir de divergence. On va essayer de le montrer analytique-
ment. On se place proche de la configuration cinématique de double parton scattering correspondant
a la figure 9.4. Les deux photons 1 et 4 constituent I’état initial, le long de ’axe Z. Donc les deux
impulsions

1 1
p1=\/;ﬁ 8 et p4=‘/;ﬁ 8 ; (21.4)
1 -1
s’écrivent sous forme de spineurs :
0 V514 0 0
gy = [Vl = o | o= MSH Ce po=| 0| ()

o o

0

et sous forme de spineurs adjoints (D.3) :

<]. —+ | = ( s14 0 O O) Yo = (0 0 /S1a 0) (216)
(A4+=(0 0 0 /514) (21.7)
(1-]=(0 —/s5 0 0) (21.8)
(4—]=(sa 0 0 0 (21.9)
On contracte 'impulsion de la paire de photons (2,5) avec les matrices de Dirac :
0 0 piy Kkt
0 0 ki pas™
= _ * , 21.10
¢25 Das _k.t 0 0 ( )
~ke  pls 0 0
dans laquelle on note k; = k¢ + ikyy impulsion transverse. On peut maintenant calculer les
produits spinoriels et on obtient :
(1 + [Pos]d+) = —s1aky (A4 [Pos|1+) = —s1akyf. (21.11)

Ces deux produits spinoriels sont proportionnels a I'impulsion transverse k;. Ils deviennent donc
nuls dans la limite du double parton scattering. Les coefficients des amplitudes NMHYV sont tous
récapitulés dans le paragraphe 20.7. Il y a des permutations sur les photons d’hélicités de méme
signe, donc les coefficients e, n’ont que des divergences |k;|~! alors que les coefficients d,, et g, ont
des divergences |k;| ™! et |k;|~2. Il y a donc deux sortes de divergences potentielles : les divergences
en |k =1 et les divergences en |k;|~2. Si on reprend les démonstrations de chacun des coefficients,
on remarque alors que les divergences en |k;|~2 viennent des déterminants de Gram. L’appendice
A révele que le déterminant de Gram d’une intégrale scalaire quatre points deux masses adjacentes
a la méme structure que le déterminant de la matrice cinématique de la fonction a quatre points
deux masses opposées :

det (Goa) o (Imdml) oc \/det(Sap) det(Sap) o (Imdm1)?, (21.12)

ou les pattes d’impulsion p; et ps sont les deux pattes seules des intégrales scalaires a quatre points
deux masses et m 1'une des masses des intégrales scalaires. Sous forme spinorielle les déterminants
s’écrivent :

det (Gaa) o +/det (Sap) o< |ke|*. (21.13)
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La réduction des intégrales tensorielles fait apparaitre des inverses de determinants de Gram :
|k¢|~2. Au numérateur il apparait des |k;|? dans les coefficients, puisque les intégrales scalaires sont
de dimensions n+ 2. Les différents termes s’ajustent de fagcon & compenser tous les déterminants de
Gram restants. Pour Pamplitude supersymétrique, le facteur |k;|? est au numérateur du coefficient
de l'intégrale scalaire a quatre points deux masses adjacents, le déterminant de Gram se trouve au
numérateur et non au dénominateur dans 'amplitude supersymétrique comme dans le cas MHV
(rem. 19.5.1) ou & quatre photons (12.21,12.30,12.42). Les singularités de Landau sont données

—1/4

par les singularités en |k;|~! o det (S) qui sont bien une « racine » du déterminant de matrice

cinématique.

D’apres les conditions de Landau, les quatre propagateurs sont sur couches de masses. Avec la
conservation de I'énergie impulsion dans chaque vertex, on déduit la valeur de ces quatre propaga-
teurs :

S 526

= = 21.14
96 S35 — Spl t— Sgspl ( )
t S:
@ = = —2—p (21.15)
t — 826 S35 — S
s s
g3 = Pi= ——py (21.16)
826 — 8 t — 835
t 5926
s = Py = Da (21.17)
t— 835 S26 — 8

avec s = (p1 — p3 —p5)2 et t = (ps— ps —p6)2. On décompose le diagramme en deux réactions

P6 P2

FiGc. 21.9 — Cinématique du double parton scattering.

physiques q1 —q3 — p3+ps5 et g4 — g — p2+pe- Les impulsions des deux états initiaux étant alignés
sur l'axe z, on en déduit les états finaux a deux angles pres. Par exemple 'angle ¢ et p. L’angle

Fic. 21.10 — Cinématique du double parton scattering.

¢ traduit la rotation de ’état final autour de l'axe z alors que ’angle p traduit la rotation par
rapport a ’axe z. Bien que 'angle ¢ ne traduise qu'une symétrie de rotation autour de ’axe initial,
I’amplitude totale en sera dépendante car il y a deux processus. A un état initial donné, le double
parton scattering dans le processus a six photons est caractérisé par un plan de configuration décrit
par les quatre angles ¢1, p1, 2, p2, les indices 1 et 2 correspondent aux deux processus physiques.
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Avec les expressions exactes des propagateurs, on peut montrer I’égalité spinorielle

[6(4 —5—3)3] _ sﬁ[5(4—2—6)2]’ (21.18)
[2(4 —5— 3)5] 562 [3(4 —2— 6)6]

et on en déduit directement que le résidu du pole en k; ! gannule & Dordre zéro dans la limite du
double parton scattering de 'amplitude supersymétrique (20.88). Cependant, a 1’ordre 1, le calcul
est plus difficile. Il faut ajouter une composante transverse |k;| & chaque paire de photons et effectuer
un développement limité de cette impulsion transverse. Néanmoins méme si 'impulsion transverse
de chaque paire sert petite, I'impulsion transverse de chaque photon peut étre non négligeable.
Cependant, en observant les courbes, on peut modéliser le comportement des amplitudes autour
de la singularité par une distribution du genre :

Ag/S/N:l ~ (Kt + kiow) (Kiy + Fioy)

, (21.19)
(ke + kt0z)2 + (k’ty + ktOy)2

ol ko, et kio, sont des parametres. La symétrie de rotation autour de I’axe z est brisée a cause du
fait que les deux états finaux des deux sous processus physiques ne sont pas symétriques par rapport
a laxe z. L’amplitude finale dépend donc des quatre variables ¢1, p1, ¢2, p2 par U'intermédiaire des
deux parametres kg, kto,. Dans le cas supersymétrique, on a vraisemblablement ko, = ksq, = 0.

21.4 Section efficace de amplitude a six photons.

21.4.1 Définition de I’espace des phases

On considere le processus a six photons comme un processus physique de type 2 — 4 :

M+y2 = BTVt (21.20)

Les deux photons 7; et 5 ont deux origines différentes et sont caractérisées par des fractions
x1,x2 € [0..1]. On calcule la section efficace dans le centre de masse de 1’état initial en intégrant
sur tout ’espace de phase final :

6
o = /dxl d.’IJg/H
i=3

ou F'(z1,z2) est une fonction de structure qui dépend de l'origine des photons initiaux. On va
décrire deux expériences différentes (LEP et CLIC) et donner leur section efficace. Les fonctions
« 0 » correspondent aux contraintes de conservation d’énergie impulsion et de réalité des particules
finales. Maintenant, on va définir deux origines possibles des photons initiaux.

=3 =3

4. 6 6
2 (pl tp2m Zm) T16 () 146 F (2, 2), (2120

21.4.2 Fonctions de structures

On considére un cas réaliste de la collision de deux photons, provenant de la désintégration
d’un faisceau électrons-positrons : expérience Large Electron-Positron Collider (LEP) au CERN.
On se place dans le centre de masse du systeme électron-positron, ils ont chacun une énergie E
(fig. 21.11). Les photons, venant de la désintégration des fermions et antifermions, ont une densité
partonique modélisée par la fonction de Weizsicker-Willians [103, 104, 105] :

o m2x 1
fear(2) = o {2(1 - ) (E2(1 — 2)202 + m2x? B x)

1+(1—2)?, FE?(1—2)%02+ m?2a2?
+ g 2,2
T m2z

lo +0 (ef,mg/E2)}, (21.22)



204 Etude numérique des amplitudes a six photons.

Fi1G. 21.11 — Intéraction & siz photons dans un systéme et e”

Fic. 21.12 - Ezxpérience de détection d’un électron.

ot m2 = 5102 eV? est la masse de I’électron, et E I’énergie initiale de 1’électron. Dans le cas de
I'expérience LEP, alors E = 100GeV . Cette distribution est valable dans la limite colinéaire 0. < 1
(fig. 21.12). La fonction de structure de la section efficace sera alors :

Fcol (551,1}2) = fcol(xl)fcol(x2) (2123)

Dans une deuxieme expérience, on suppose que les deux photons de 1’état initial proviennent
de deux faisceaux lasers. Les faisceaux lasers de hautes énergies sont obtenus par retro-diffusion
Compton d’un laser de fréquence wy sur un faisceau d’électrons d’énergies £y non polarisés. C’est
I'expérience Compact Linear Collider (CLIC) du CERN dans laquelle Ef = 3 T'eV. Les photons
sont émis dans de multiples directions, et la longueur d’onde du photon émis dépend de ’angle
d’emission (fig. 21.13). Tous les photons émis dans une direction donnée sont, idéalement, mono-

F1G. 21.13 — Création d'un laser de haute énergie.

chromatiques. Dans le cas d’un faisceau d’électrons non polarisés, la densité partonique de photons
émis, est [21] :

. Zo o« 1 da(zo(l — ) — x)
Siz < — flas(x) = 5 {1—x+1 T 202 , (21.24)
sinon  fias(x) = 0. (21.25)
Erwo

avec rg = 4 . La fonction de structure sera donc :

2
me

Fias (-Tay) = flas(x)flas(y) (2126)
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On peut comparer les deux fonctions de structures en les tracant en fonction de la densité
partonique. On se place par exemple dans le cas du LEP £ = 100 GeV et de CLIC Ey = 3 TeV.
On ajuste wy pour avoir g = 5.

40000

fool
35000 |-

30000

25000

las |

20000

oo 1000,

15000

10000

5000

0

F1G. 21.14 — Fonctions de structure de la désintégration de photons issus de Bremsstrahlung et de la retro-diffusion
Compton avec xo = 5.

Les valeurs numériques ne sont pas forcement pertinentes, mais il est intéressant de voir que dans
une expérience, on aura l'intéraction de photons avec des petites fraction (experience de collision
ete™), alors que dans Pautre expérience, on aura l'intéraction avec une grande fraction (laser).

21.4.3 Paramétrisation de ’espace des phases

On va intégrer les fonctions § de l'espace de phase pour réduire le nombre d’intégrales, en
particuliers, I'intégration de la composante temporelle des impulsions, transforme les mesures :
d®p;
2F;
Ici la description de I’espace des phases est sphérique, mais comme 1’état initial est longitudinal,
il est préférable de se placer dans une description cylindrique, d’axe z, axe de I’état initial. On
introduit deux indices, I'indice || pour définir la composante longitudinale et I'indice L pour 