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INTRODUCTION

Ce travail comporte trois parties. Le chapitre I est consacré a 1'é-
tude de distances qui interviennent en Probabilités ou Statistique et qui ont
rapport avec la topologie de la convergence faible (ou étroite) des probabili-
tés. I1 s'agit principalement de 1a distance de Prokhorov, de 1a distance de

Geffroy et de la distance de Wasserstein.

La premiére de ces distances a &té introduite par Prokhorov en 1956.
Soit (X, d) un espace polonais,Tb sa tribu des boréliens et P et () deux proba-
bilités sur Qc,jS). La distance de Prokhorov notée 1 (P, Q) est définie par :
nm(p, Q) = inf{ e /YA fermé <3: P(A) < Q(AS) + e] ol pour tout € > o A

est le dilaté d'ordre ¢ de A.

Prokhorov a introduit cette distance pour 1'étude de problémes de
convergence de processus stochastiques. I1 a montré que la convergénce au sens
de cette distance est équivalente 3 la convergence &troite des mesures. En
1965, Strassen a permis de développer 1'utilisation de cette distance grdce au
théoréme qui porte son nom et qui 1ie la valeur de 1a distance n(r, Q) a 1a
charge d'une bande diagonale de 1'espaceXx X par une mesure A dont les margi-

nales sont P et Q.

En 1968, Hampel a proposé d'utiliser cette distance pour définir une



notion qualitative de robustesse : le premier € de la définition apparaissant
dans le terme A® et précisant la dilatation de A, peut en effet symboliser des

erreurs d'arrondi et le second € : des erreurs grossidres.

La distance de Prokhorov a donc pris de plus en plus d'importance
tant en Probabilités qu'en Statistique. Mais elle reste d'une perception non
triviale. Elle tient compte & 1a fois de 1'@loignement du support des mesures
au sens d'une métrique choisie, et de leurs différences en tant que mesures.
Mis @ part des cas trés simples, on ne disposait pas de méthodes pour la cal-

culer.

On démontre tout d'abord diverses variantes de la définition. Puis
on s'attaque plus spécifiquement au calcul de 1t (P, Q). On résoud ce probléme
par approximation : on construit deux suites (Pn) et (Qn) de probabilités a

support fini qui convergent étroitement vers P et Q. Puis on approche I (P,0)

par L (P, Q).

Le calcul de Tl (Pn’ Qn) sur ordinateur revient a 1a recherche d'un
flot maximum sur un réseau, a 1'aide de 1'algorithme de Ford et Fulkerson. On
traite alors divers exemples, avant de démontrer quelques résultats complémen-

taires permettant la simplification éventuelle de certains calculs de Il (P, 0).

‘Dans un second paragraphe, on étudie la distance de Geffroy. Intro-
duite en 1973, cette distance s'applique aussi bien aux répartitions ponctuel-
lTes qu'aux mesures positives, finies sur tout borélien borné. Soit (X, 11.11)
un espace vectoriel séparable de norme ||.||. Soient f et g deux répartitions

ponctuelles surX; N (f,A) 1'effectif de f sur AcX, r K", b(o,r) la boule



ouverte de centre o de rayon r, on définit :

0. (f,g) = inf (6>0/V Ac D tel que

A eb (0,r) : N(F.A) < N(g,A%) + 6 |

puis pp (fi9) = max (o, (f,9) , 0, (g,f))
+oo - p. (fs9)
enfin p (f,g) =x 2°M m
=1 1+ pm (frg)

qui est la distance de Geffroy entre f et g.

On montre que cette quantité est comprise entre 0 et 2 (1-Log 2).
Puis on s'intéresse & diverses équivalences et au calcul de cette distance qui

se fera en général de fagon approchée.

Le probléme de la recherche de 1a distance sur les variables aléa-
toires dont 1a distance de Geffroy est 1a distance minimale suivant le concept

de Zolatarev, reste ouvert.

Poursuivant notre é&tude, on arrive alors a la distance définie par
Fortet et Mourier en 1953, alors qu'ils &tudiaient le probléme de 1a conver-
gence de la répartition empirique vers la distribution théorique. Reprenons
1'espace polonais du début. Soit une fonction f : % IR

On définit :

e, = s 1F(X) - (T(y)]

x=y d(x,y)

Hf e = 5P 1 f(x) |

g = 1001, + 1111,

1a premiére étant une semi-norme et les deux autres des normes. Alors pour deux

probabilités P et Q (et plus généralement pour deux mesures) vérifiant une con-
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dition relative & la distance d on pose :

*
1Pl " = sup { |§5 de-a0 | /i1 11, < 1)
qu'on appellera distance de Fortet-Mourier.

Dudley a étudié l1a variante importante suivante :

dg, (P,Q) = sup ([S £ d(P-Q) l Jflg < 1}

La convergence ou sens de cette dernidre distance est équivalente a

la convergence étroite des mesures et dBL est elle-méme &quivalente & I (P,Q).

P.J. Huber a Tui aussi proposé une variante en supposant que d est

comprise entre 0 et 1, quitte & la remplacer le cas &chéant par-2— .

1+d
Aprés quelques rappels sur 1'algébre des fonctions lipschitziennes et
sur des résultats de densité que les propriétés énoncées ci-dessus laissent en-
trevoir, on s'intéresse au calcul de 1a distance de Fortet-Mourier. On raméne

ce prebléme, par discrétisation, & un nouveau probléme de recherche opération-

nelle : le probléme de Hitchcock.

On definit alors une derniére distance : la distance de Wasserstein.

Si P et Q sont deux probabilités sur (X, d) :
W(P,Q) = inf {f d(x,y) dy (x,y)/uonl'l - p, uonz*l I }

od I, est la iéme projection.

Il se trouve que la distance de Wasserstein est égale & la distance



de Fortet-Mourier, résultat connu sous le nom de théoréme de Kantorovitch et
Rubinstein, dont une démonstration dans le cas d'un espace polonais, vient

d'8tre publiée.

On introduit alors 1'espace probabilisé (10,11, (10,11 , A) od X est
la mesure de Lebesgue. On considére les variables aléatoires Y et Z définies sur

(10,11,9510,13, A) a valeurs dans (X, d) de lois P et Q. Alors on peut écrire :

W (P,Q) = inf { E(d(V,2)) /Y deloi P , ZdeloiQq)

On cherche & savoir si 1'infimum est un minimum. Plus précisément si
P et Q sont & support fini, on montre que pour toute variable aléatoire Y de

loi P, 11 existe une variable aléatoire Z de loi Q telle que

E (d(1,2)) = m»ou:

On étudie alors ce que devient ce résultat dans le cas continu. On
montre que d'une fagon générale le résultat ci-dessus n'est plus vrai, mais

1'est trés souvent lorsque )= IR.

| Le chapitre II est consacré aux problémes d'estimation. On s'inté-
resse d'abord aux propriétés asymptotiques. On montre d 1'aide d'un contre-
exemple que l1a notion classique de normalité asymptotique de 1'estimateur du
maximum de vraisemblance ne se généralise pas de fagon canonique au cas de

1'estimateur ensembliste du maximum de vraisemblance, et de non régularité.

Puis on s'intéresse aux problémes de fiabilité d'un estimateur rela-
tivement & 1'instabilité éventuelle des modéles. On sait que les hypothéses sur

les modéles statistiques sont rarement vérifiées. Ce qui veut dire qu'il y a



rarement équidistribution - souvent supposée gaussienne - ou indépendance. Les
observations proviennent de lois mélangées. Parfois la variabilité intrinséque
des données entraine elle aussi la présence de valeurs extrémes. Aprés un raﬁ—
pel de la méthodologie statistique en matiére de valeurs aberrantes on s'inté-
resse & la détection de ces valeurs dans le cas multidimensionnel, par visuali-
sation. On montre que cette méthode ne peut &tre qu'une étape de la saisie et"

du tri éventuel des données.

On termine par une bréve introduction & la robustesse. On rappelle
alors que c'est plus de soixante-dix estimateurs de position qui ont é&té recen-
sés lors de 1'étude de robustesse de Princeton. On tente alors de procéder d un
classement de ces estimateurs. On retient un certain nombre d'échantillons con-
nus sur lesquels on fait opérer divers estimateurs. A 1'aide d'une analyse en
composantes principales, on montre qu'un facteur important (prés de 60% de 1'i-
nertie totale) de séparation est le poids qu'accorde chaque estimateur aux va-

leurs extrémes.

Le chapitre 111 nous donne 1'occasion de reparler de distances entre
probabilités. Puisqu'il se trouve que c'est en travaillant sur les chaines de
Markov que Wasserstein a introduit sa distance et que la notion de séparation
asymptotique est définie & 1'aide des distances en variation totale et de
Hellinger. Si (Xn) et (Yn) sont deux chaines de Markov homogénes de méme loi
initiale et de matrices de transition respectives P et @, on dira qu'il y a sé-

paration asymptotique des deux chaines si et seulement si :

vim  dy (P, o™= 1
n-+4o

od dy est la distance en variation totale et P(") (resp. Q(")) la loi conjointe

de (Xl, cevs Xn) (resp. de (Yl‘ PN Yn)).



Aprés une étude matricielle, on obtient Te résultat suivant dans le
cas d'un espace d'états de cardinal fini :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il n'y"ait pas sépara-
tion asymptotique est qu'il existe une classe finale commune & 7 et Q telle que

les restrictions respectives de P et @ & cette classe finale soient égales.

On suppose alors que les éléments pij des matrices de transition sont
fonction d'un paramétre 6 € ﬂ(r et 1'on énonce une condition pour que pour tout
0, 1'ensemble des 6' pour lesquels il n'y a pas séparation asymptotique soit de

mesure de Lebesgue surR" nulle.






CHAPITRE I

Ce chapitre est consacré a 1'étude de trois distances entre
mesures, qui ont un rapport plus ou moins direct avec la convergence faible
(ou étroite) des probabilités. On étudie successivement la distance de
Prokhorov, une distance entre répartitions ponctuelles, introduite par
Geffroy, enfin une distance issue d'une norme qui semble avoir été in-
troduite par Fortet et Mourier et qui est égale a une autre dlstance cou-
ramment appelée distance de Wasserstein. On s'intéresse en particulier au
calcul de ces distances, probléme qui sera résolu de fagon approchée avec
1'aide d'un ordinateur. On précise certains liens de ces distances avec
d'autres distances entre probabilités ou entre variables aléatoires de lois
correspondantes.

I - 1. La distance de Prokhorov
En 1956, Prokhorov a introduit cette distance pour 1'étude de

problémes de convergence de processus stochastiques. I1 a tout de suite
montré que la topologie associée était celle de la convergence étroite des
mesures et 1'on aurait pu croire que le plus important était dit. Mais en
1965, Strassen a démontré un résultat théorique d'utilisation courante actu-
ellement. |

Puis en 1968, Hampel a proposé d'utiliser cette distance pour
la notion qualitative de robustesse.

Tant et si bien que cette distance a pris de plus en plus d'im-
portance en probabilité comme en statistique, importance que la derniére
décennie a confimnée.

D'une perception non triviale, elle tient compte a la fois de
1'€loignement du support des mesures ou sens d'une métrique choisie préala-
blement et de leurs différences en tant que mesures. La distance de
Prokhorov dépend donc d'une premiére métrique sur 1'espace des événements
€lémentaires. On appellera n(P,Q)ladistance de Prokhorov entre les probabi-
lités P et Q. On part de la définition la plus couranment fournie de 1la
distance de Prokhorov, on donne quelques équivalences puis on s'attaque au
calcul de n(P, Q). Aprés avoir constaté qu'il n'est pas possible d'obtenir
un résultat général pour le calcul exact, on résoud ce probléme par appro-

Ximation.



On construit deux suites (P;n) et Q,) de probabilités & support
fini qui convergent étroitement vers P et Q puis on approche i (P, Q)
par 0 (Pn., q\.). On démontre enfin quelques résultats complémentaires.

Soit (5,d) un espace métrique séparable et complet. On appellera
® la tribu des boréliens de S . Soit A un sous-ensemble non-vide de S
et €>0 . On définit respectivement : A€ = (xe8/qa€A avec d(x,a)<e)
et Ael = {x€eS/dacA avec d(x,a)se} . Si A est vide, nous posons
A =9 . Alors, (cf. [3], page 113) A = U B(a,c) ot B(é.e) est la

acA
boule ouverte de centre a de rayon ¢ . Donc AS est un ouvert.

D'autre part, (cf. [11], page 7) Ael est fermé. On a en effet les rela-

tions : st A désigne 1'adhérence de A , Ad = A% = Kel = A°

+ +
On vérifie facilement que pour tout couple (61,62) eEm *x m " R

A7)“cA . Enfin, désignons par A le complémentaire de A

1. - LEMME. Soit A un sous-ensemble non vide de S . On a

la relation

— € -
A < A.

De plus, l'inclusion est stricte si A est un ouvert # S .

D e

Preuve. - Si A€ est vide, la relation est triviale. Dans le cas
______ e -

contraire, soit x € A da_ € A% tel que
€
d(x,ao) < e.Or(aOEA ) = (va€cA, d(a,ao)> e) .
De I'inégalité d(x,a) > d(a,ao) —d(x,ao) on déduit d(x,a) > 0 , soit
X€EA.

Pour conclure la preuve de la proposition, remarquons que si A
- —€
est ouvert A est fermé, alors que A® est ouvert.
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2. - DEFINITION. Soient P et Q deux probabilités sur
(S,®) . On définit le réel >0 : [(P,Q) par

I(P,Q = inf{e/VA€® P(A)=<Q(A®)+e] .

3. - Rémarque. L'application ¢ ——Q(AE) +e est strictement

croissante et l'on a :

(IP,Q)sn) © Ve>n , VAE® , P(A)<QA%) +¢ .

4. - Remargque. Dans la définition 2, on peut remplacer Ae par
Ael sans changer la valeur de [I(P,Q) . En effet, si 1'on pose

e/VAE€®, P(A) s (Ael)wg ,

HI(P.Q) = inf
on a :
€ €l
PA) £ QA) +te < Q(A )+e .
donc :
H1 <Tl.

Inversement, supposons ﬂ>[ll et soient el et €y tels que :

[I>e:2>e:1>1'1l

z e, > 1, (P,Q) = VAEB P(A) <Q(A€1}) tey
€2
ot ¢, <N(P,Q =TA €B tel quo P(A0)>Q(Ao )‘+ ¢
°2), P(A “
- ?(Ao) €2< (o)<Q(A0 ) €l

€1 €9 ( 61]) €9
mais A0 c“f\o = QAO < Q(AO )
soit en remplagant dans l'inégalité précédente :

61' €1])

Q(Ao )”2 < Q(Ao Ty

done

<
€3 <€

ce qui contredit 1'hypothése. Donc,

nsﬂl.

On en conclut que :
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5. - Remarque. Dans la définition 2, on peut remplacer "'vAeg"
par "VA fermé € F" sans changer la valeur de M(P,Q) . En effet, si
I'inégalité est vraie pour tout A , elle est vraie pour A fermé | Inver-
sement, supposons que VA fermé ¢ 7 , P(A) < Q(Ae) +e¢ , alors soit B
un borélien quelconque : on a P(B) < P(ﬁ) < Q(Be) t+e = Q(Be) +e , car

B = B° .
6. - Remarque. Les remarques 4 et 5 donnent lieu a plusieurs

variantes de la définition 2.

7. - PROPOSITION. I est une distance sur l'espace des probabi-

lités sur (S,®) . Elle prend ses valeurs dans (0,11 .

- - -

1) Montrons tout d'abord la symétric. Soit ¢ >0 et supposons
que VAE® , P(A) < Q(Ae) +t€ . Alors pour un A quelconque, on a
P(F} < Q(Fe) +¢ s Q) +e , la dernidre inégalité provenant du lemme 1.
D'od 1-P(A%) < 1-QA) +e¢ solt QA) < P(A%) +¢ . On en conclut que
e, =nQ,p) .

2) Montrons maintenant que P,Q =0 © P=qQ . Si :‘P =Q ,
ona VAE®, P(A) =QA) = (P,Q =0 . Réciproquement, soit B un
fermé de ® . Pour tout ¢ > 0 , d'aprés la remarque 3, on a :

P(B) < Q(Be) +e¢ . Comme B est fermé lim G(Be) = G(B) , d'ol

P(B) < Q(B) . Par symétrie, on obtient Q(?S;(; P(B) ; soit pour tout fer-
mé B : P(B) = Q(B) . On en conclut (cf. [13] page 162, propriété (u.5))
que F =G,

3) Supposons enfin que ne,Q = cl et I(Q,T) = €y et soit

+ . = ! 4 of ! X ' .
e:>e:1 €y On peut écrire ¢ € €, avec €1>€1 et €2>€2

D'aprés la remarque 3, on a :
1

VAE® , P(A) < Q(Ael) tel et QM) < T(Ae'z) +el
1 P -

= P(A) < T[(Ael) €2] +e’1 + e;a < T(Ae) +e .
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On en conclut que M@P,T) < e tey = e, +n@Q,T) .

8. - Autres variantes. Soit A un élément quelconque de @ .

Posons :

e(d) = inf{n/PA)sQAM +n] ,
alors (cf. [22] ou [16])
9) (P,Q) = sup{e(A)/ A€®} .
Zolotarev dans [22] a en fait écrit :

I®,Q = inf sup maxle, P(A)-QA%)

e>0 A

Soit o > 0 . Posons B(a) = inf{B/VAE®, P(A) < QA")+8) , alors (cf. [5]
ou [18])

(10) ne,Q = infla/B=<al .

11. - Distance de Prokhorov, produit de convolution et fonction carac-

téristique.

Plusieurs majorations de la distance de Prokhorov ont été récem-
ment fournies par des chercheurs soviétiques. Il s'agit de iésultats trés
techniques faisant intervenir a la fois le produit de convolution et les
fonctions caractéristiques. Nous rapportons ci-dessous les principaux
d'entre eux. L'intérét de ces résultats est qu'ils s'appliquent dans le cas
multidimensionnel. Par contre, les auteurs n'ont donné aucun exemple, ni
l'ordre de grandeur’ des erreurs d'approximation. Pour les démonstra-

tions, nous renvoyons aux articles concernés.
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Soient P,Q,S des lois de probabilité sur IRp muni d'une norme
noté |.] .

La distance de Prokhorov est réguliére relativement au“ produit
de convolution sur IRp et si I'on note 60 la masse de Dirac en 0 ,

on a :
H(P9Q) s n(P*S , Q#8) + 2“(6093)

(cf. [221).

Yurinskii [21] propose tout d'abord sans hypothese particulidres
I'inégalité suivante :
I(P+S, Q#S) + 3max(8,S[x/||x]|=5})

S{x/ ||l < 6

(12)  1e,Q =

Puis, si l'on suppose que Q admet une densité g(x) vériliant :

3 [ llgex+h) -glldx < ©n||
P
on a :

(14) (P,Q s cl(1+r)j x|l s@x) + C_ (P*S, Q*8)
mP 2

ol Cl et 02 sont deux constantes qui ne dépendent que de p et de

la norme |.|| .

Si I'on note r = lgl +1 , si 'on appelle ¢ et § les fonctions
caractéristiques des lois de probabilité P et Q et en supposant que P

el Q ont des moments d'ordre 2 , soit :

2 2
(15) X|| Pdx) < +o et X| Qx) < +w
J, ol J, p e

alors :
(16) m(P,Q < C%lfl,r +(j 2 lID“A.(t)IIzdt)"’i
lkller @=x
ol u = ul,...,up () = u1 +oot U
(w)
L T AH) = () - §()



- 14 -

Cette derniére inégalité est alors utilisée pour 1'étude de vitesse de
convergence vers la loi normale, probléme sur lequel nous reviendrons

ultérieurement.

Abramov a amélioré le résultat de Yurinskii en affaiblissant les
hypothéses de la fagon suivante : nous supposerons toujours que 1'inégalité

(13) est vérifiée, mais nous remplacerons (15)par :
an  v.@,Q =[ |x"|P-Qdr < +=
) rP

alors

ne,q s cjw/ 10T LogT +(j‘ Z | D“A(t)llzdt)%i
i< @)<x

r
ol B e¢ C nedépendent que de p, T=>e e W =jZOVf(P,Q) .

Si I'on suppose que p=1 et que P et Q vérifient (41), il
existe C tel que pour T >0

1 2 2
(P,Q) < c%—% +[[ (ae)|” +|a ey | )dt}?sz
'I‘ 't'<"1’
Comme on le constate aisément sur 1'inégalité (20) ces résultats nécessi-

tent de nombreux calculs. Les auteurs n'ont pas précisé quelle était

I'échelle de 1'approximation obtenue.

18. - Distance de Prokhorov, distance de Lévy

Rappelons la définition de la distance de Lévy pour les probabili-
tés sur IR . Solent P et Q deux probabilités sur IR et F,G leurs

fonctions de répartition respectives
L(P,Q) = inf {e/F(¢) < Git+e)+e] .

En se restreignant 4 des probabilités A support contenu dans (0,11 ,

Bretagnolle et Huber [3) donnent le résultat suivant :
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19, -  PROPOSITION. - Soient P et Q deux probabilités sur lo,11 .

Alors,
IIZ <Ls<s 1.

De plus, si 1'une des deux probabilités admet une densité minorée,

par_rapport A la mesure de Lebesgue 1 = O(L) .

N. B. La propriété L < I est toujours vérifiée. Il peut y avoir égalité.

Pour terminer cette présentation, on rappelle ici deux résultats
fondamentaux sur la distance de Prokhorov.

20. THEORIME (Prokhorov) : La convergence au sens de la distance de

Prokhorov est équivalente i la convergence étroite des mesures.

Le second résultat connu sous le nom de théoréme de Strassen
a fait 1'objet de plusieurs démonstrations (Strassen, Dudley, Schay ).

introduisons un espace probabilisé (Q,%,y)
et considérons l'ensemble X des variables aléatoires définies sur
(Q,%,y) A valeurs dans (S,®) . On peut munir % d'une distance "en
probabilité" grace 4 la dlstanpe de Ky Fan notée dpr :8f X et Y

sont deux éléments de X% ,
@y 4 &) = inf {e /yld(X, V) >cl s<] .
Remarquons tout de suite la propriété suivante :

22, - LEMME. - Si X et Y sont deux variables al6atoires de lois

respectives P et Q , alors I(P,Q) < dpr(x’ Y) .

Démonstration. - Soit A un élément quelconque de ® . L'inclu-

- - — e o -

e —

sion (x“”(A)l n IY“I(A“])J c [d(X,Y)> el est vérifice. Alors

Py = yIxan = vixtany 1t + yix taynyas))

d-)] + yld(X, Y)>¢)

) +e¢ . On en conclut ce résultat.

< vy 1(a
< q(A®!
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On peut alors énoncer le théoréme de Strassen :

23- THEOREME, - Soient (S,d) un espace métrique séparablé et

complet et P et Q deux lois de probabilités sur (S,®) .
Alors il existe une probabilité A sur (SxS, ®®) et des
variables aléatoires X et Y de (SxS, ®®®, A\) dans (S,®)
de lois respectives P et Q telles que :

P, =d (XY .

24. - calcul de la_distance de Prokhorov. : D'utie  maniére géné-

rale, le calcul de la distance de Prokhorov entre deux probabilités quel-
conques P et Q n'est pas chose facile. Par contre, il existe de nom-
breux résultats d'encadrement de cette distance. Donnons tout de suite un

premier résultat.

25. - LEMME. Soit A un borélien guelconque. On a les inéga-

lités :
e(A) s (P, Q) < &Ap P@A) -] . -

E’}‘ggyg. - L'inégalité de gauche résulte de la définition (9). Pour
'inégalité de droite, soit ¢ >0 tel que &Ap |P(A)-Q(A)| <e . Alors
VA, P(A)-Q(A) < &Ap’P(A)wQ(A)I <e . Soit: P(A) < QA)+¢ < QA% +¢ .

D'od le résultat.

La formule (9) nous incite a4 chercher si dans certains cas, il

existe un borélien facilement identifiable A0 tel que [IP,Q) = e(AO) .
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Le calcul de I se rameéne alors A la recherche de ce borélien "solution".
Cependant ces cas semblent restreints. Rien n'empéche non plus de penser
gu'en munissant ® d'une distance appropriée (par exemple la distance de
Hausdorff) et pour deux distributions P et Q suffisamment réguliéres
(par exemple définies par des densités continues et de méme support) e(A)
est une fonction continue de A . Ce qui devrait nous permettre d'obtenir
un algorithme pour 1'obtention de SlAp €(A) . Avant de démontrer quelques

résultats sur (IR,®) , donnons deux exemples simples.

26. - Exemples. -

ey) Si 68 et 6b sont deux masses de Dirac en a et b alors

le borélien solution est [a)
et n(aa, éb) = inf(1,d(a,b))
Si 8=IR et d(a,b) = |b-a| , on obtient la courbe suivante :

N\
1 -

>
b

Distance de Prokhorov entre 6a et 6b en fonction de beR .

On a donc ﬂ(bo,b
ona @

1/4) = 1/4 . Si I'on effectue la transformation h(x) = 2x

h©)* Sn/a) = 18- 8 /g
transformation linéaire, car cette transformation n'est pas une isométrie.

) =1/2 : il n'y a pas invariance par

ey) Prenons encore S = IR , muni de la valeur absolue. Calculons
la distance de Prokhorov entre la masse de Dirac 60 et la loi uniforme

G sur [0,b] . Le borélien solution est {0} . On doit donc avoir



€ _ bt b
1 < G(lo,el) +¢ , soit 1 SE e et @ ez
_ b
16e: @ = 51
N\
1 >>
Il

27. -

théses.

0 b

Distance de Prokhorov entre & et la loi uniforme sur [0,b]
(s}
en fonction de b .

PROPOSITION - Soient P et Q deux probabilités définies res-

pectivement par les densités f et g . Soit a >0 . Nous suppo-

serons que A = [0,al est le support de f . Nous supposons que

+
g est décroissante sur I} et qu'enfin sur A, f>g . Alors,

P,Q) = e(A) .
Preuve. - Commengons par illustrer de fagon simple les hypo-
A\
f(x) = 2 1 (x)
® =3 %0, 3/21 f(x)
x !
glx) = e 2y ) E
2 m* !
{
]
‘ g(x)
}
¢ >
0 a X
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1) Posons €e(A) = ¢ et montrons tout d'abord que si B c A

alors €(B) < ¢ . On a en effet :
P(B) - QD) = P(A) - QA) < QAS-A) +¢ .
Oor, A°NR'=10,ate) et QA°-A) = QUa,atel) .
Soit b = sup B . Alors, par hypothdse b<a et donc
Q(B®-B) = Q(Ib, b+cl) > Q(la, atel)
d'aprés la décroissance de g . Donc

P(B) - Q(B) £ QB°-B) +¢ = eB)<c .

2) Soit B un borélien quelconque de ]R+ . Alors
P(B) = P(BNA) < QI(BNA) I+e < QB°) +¢
car (BnAc B) = ((BnA)¢ c BY)

donc e(B) ¢ .

28. - Exemples. (cf. [ 15]).
eg Soient F,G,H les probabilités sur IR définies par les

v = . ==1
densités respectives f,g,h ol f llm, '(x) P OB = [0, 1 ](x), et

h=ti+(1-t)g avec a>0, b=>a e a<t<1. Calculons [(F,II) :

borélien solution : Ao = [0,al . On a donc d'aprés la proposition 8 :

- +
¥l0,a] < HI0,ate] +¢  soit 1st+ 4 tl))(a €) 4 ¢

’
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AN
1/a  f
[ ] [ [ ] ;h
]
]
]
1/b : 1 g'
— o
! !
[} \
: i >
a b
(b-a)(1-t) 2 m = B-a)d-t)
soit € 2 YT et I(r,H) SyTpe

En faisant t =0 , on obtient [(F,G) = b-a/b+1 ; par des argu- A
ments similaires, I1(G,H) = t(b-a)/b+1 .

(Si on fait a =0 dans l'expression de (F,G) on retrouve le résultat (ey)).

X
2 1 "3
= — = = 1 .
e4) Reprenons {(x) 311[0, 3/2]()() et g(x) 2e IR+(X)
A= [0,21 et la condition sur ¢ s'écrit :
2 NERNES 3 e
l$1—e42+e,soit 6—646220.

On trouve :

c(A) # 0,389 .

On remarque que le borélien solution A vérifie :
P(A) - QA) = sup |P(B)-Q(B)| ,
BE®
particularité qui permet, en général, de l'identifier facilement. On est tenté
d'essayer de généraliser le résultat précédent a d'autres distributions de
+
probabilités. En particulier & des probabilités P et Q définies sur IR

par des densités f et g toutes deux continues et décroissantes avec un

seul point d'intersection a .
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29. - LEMME - Avec les hypothéses précédentes pour P et Q, soit

b>a , voisin d¢e a . Une condition nécessaire pour que

IP,Q = eA) est :

P(la,bl) < Qla+e(), bre)) .

I_’}’ggyg_. - Par hypothése P(A) = Q(AS(A)) +e(A) et vBea@® ,
PB) < Q(Be(A)) +€(A) . Alors en prenant B = [0,b] avec a<b< a+t+e(A)
on doit avoir :

P(A) +P(la,bl) < Q(l0, ate(A)) + Q(late(A), bre(A)) +e(A) .
On en conclut le résultat.

Cette condition est vérifiée si g est constante A droite de a
sur un intervalle suffisamment grand. Mais d'une fagon générale, on cons-

tate qu'elle est rarement vérifiée.

30. - [Exemple. - Solent P et Q les probabilités dCHnies sur JR

par les densités respeclives f(x) = e x lR +(x) et gx) = —-e ]lm+(x)

On trouve facilement que a = 2log2 # 1,386 et ¢(A) # 0,,202 . On a
calculé en fonction de f les probabilités qui interviennent dans le lemme 29.

(cf. tableau 30bis). La condition n'est pas vérifiée.
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P de densité f =1 (x)e X
m+ .

X
Q de densité g = 1 _"(x) %e z
Ya R
“ s
a=2Log2 # 1,386
e(A) # 0,202
y.-:e“x
b P(la,bl) | b+e(A) Qla+e(A),bte(A)])
1,39 0,0009 | 1,592 0, 0008
1,40 0,0034 1,602 0,0028
1,45 0,0154 1,652 0,0126
2Log2 +0,2 | 0,0457 1,790 0, 0374
1
2
>
77 ]
1ot
Z
) . bn'uﬁboez. 3 >
L bs |
& -

- Graphe et tableau 30 bis -
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31. - LEMME. - Sofent P et Q deux probabilités portées par IR

et définies par les densités [ et g toutes deux strictement dé-

croissantes avec un seul point d'intersection a . Alors,

L®,Q = e,

ol L(P,Q) désigne la distance de Lévy entre P et Q .

Démonstration. - On sait que L < 1 . Supposons donc Il > L .

Soit € >0 tel que L <e <Il. Alors 3B dont I'intersection avec
[0,a] est non vide tel que P(B) > Q(Be) t¢ . Louvert B® est une

union ljJ ]aj,bj( d'intervalles ouverts disjoints de longueur = 2¢ . L'une
au moins des bornes b, peul &re +o et on adoptera la convention

i
to-L = +o . Alors B c (jl laj+L,bj—L[ et I'on a

€ A
€ <PB)-QB) < )?P()ajm,bj—m) - ?Q(laj,bj[) .

Soit

b, -L s 1 tel que a € la, +L,b, -LI{
b = jO jo q jO jo

max{bj—L/bj-—Lsa} sinon .

Alors ;
e < Plo,b 1-Qlo,b +Ll < L
m m

ce qui conduit A une contradiction.

32 - LEMME. - Soient a >0, A=1[0,al , P et Q deux probabi-

+
lités sur IR définies respectivement par les densités f et g

et _vérifiant :
1) vx € [0,al f(x) > gx ;

2) vx € la, +ef f(x) < g(x)
J) inf g(x) 2 sup  gx) ;
x€lo, al x€la, +ol

4) VB € &(R') telque BNA et BNA sont non vides, et tel
que P(B) -Q(B) > €(A) , on a :
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€(A) e(BﬂA))

P(BNA) < Q(B N(BNA)
alors [(P,Q) = ¢(A) .

t e(d) - e(Bna4) ,

Preuve. -

— e - -

1) Si BCA, alors ¢B) =0. Si Bc A , alors en utilisant
le 1) de la preuve du lemme 14, compte-tenu de 1'hypothése d), on a

e(B) < ¢(A) .

2) Soit B un borélien de R’ tel quee BNA # ¢ .
Si P(B) - Q(B) < ¢(A) a fortiori P(B) s gB°™W) +¢(a) . Supposons donc
que P(B) - Q(B) > ¢(A) . Alors :

P(B) = P(BNA) + P(BNA) < Q((BnA)e(BnA)) +e(BNA) + P(BNA) .
Utilisons la condition 4) : il vient

P(B) < Q((BnA)e(BﬂA)) +Q(Be(A)n(BnA)e(nnA)) ' e(A)

mais

{(BNA)c A}=> {BnAa)SPNA)  geBNA)Y
d'aprés 1) :

€(BNA) < ¢(A) ,
done

pE(BNA) < p¢(A) ,
d'oll

Be(A) n (BnA)e(BﬂA) - (BnA)e(BﬂA) .
On en conclut :

p@) < Q") e
soit :

e(B) < €(A) .

Il est difficile de vérifier la condition 4). Elle concerne les boré-
liens qui coupent A et A . Parmi de tels boréliens pour des densités
f et g toutes deux décroissantes sur IR+ et vérifiant 1) et 2), ceux de
la forme [0,b] jouent un rdle particulier. En effet, 1'avance maximale de

P sur Q est réalisée sur A . Q comble ensuite ce retard et pour b
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suffisamment grand P([0,b]) - Q([0,b]) < €(A) et a fortiori ¢([0,b]) <e(A) .
Donc, les boréliens de la forme [0,b] avec b suffisamment proche de
a sont ceux pour lesquels la condition 4) est le plus rarement vérifiée.

Voyons alors ce que signifie cette condition.
Posons [0,bl =B . On a :
BNA=A ; BNA=Ilabl ; eBNA) = c(A)

= [0,arey)l ;B Bna la+e(A),bre(A)l
La condition 4) s'écrit :
P(la,bl) s Q(la+te(A), bte(A))

qui est la condition nécessaire du lemme 16.

33. - Exemple. - Considérons la probabilité P définie par la densité
f(x) = e""‘n]l X et la probabilité Q définie par la densité
l‘

8i 0<x<3

e—(x-3+2Log2)

W |

gx) =
si x>3 .

a=2Log2, e(A) =0,32276

b P(la,bl) b+e(A) Q(la+e(A) , be(A))
1,4 0,00340 | 1,72275 0,00343
1,5 0, 02697 1,82275 0,02843
1,6 0, 0481 1,92275 0,05343
1,7 0,0673 2, 02275 0,07843
1,8 0,0847 2,12275 0,10343

On vérifie alors que les conditions 1), 2), 3) et 4) du lemme 19 sont vé-

rifiées et l'on a :

N®P,Q) = e(A) = 0,32275 .
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N\
1 ]
f(x)
0,5 4
0,25 g(x)
'
i
'
}
L :| 1 : N
1 a 2 3 -

Cependant, ces cas resteront limités. Et puisque dans un cas aussi simple
que celui de I'exemple 31, on ne sait pas trouver le borélien solution, on
peut se demander ce qu'il en est lorsque P et Q sont tout a fait quel-

conques.

34. - Calcul approché de la distance de Prokhorov.

On a alors I'idée suivante. Soient P et Q deux probabilités
quelconques définies sur IR . On va construire deux suites de probabilités
(Pn) et (Qn) portées par des ensembles finis qui convergent faiblement
respectivement vers P et Q . La convergence au sens de la distance de
Prokhorov étant équivalente a la convergence faible des probabilités (cf. |
[131), on sait que lim lI(Pn,(gl) = I(P,Q) . On va alors estimer pour n

n—+o
suffisamment grand, fonction de la précision désirée, I[(P,Q) par
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H(Pn,Qn) . Mais cecl suppose d'une part que 1'on puisse construire facile-
ment les suites (Pn) et (Qn) , d'autre part que 1'on sache calculer
ﬂ(Pn,Qn) pour des ensembles de définition de l'ordre de 1000 a 2000
points. Enfin, il nous faut une majoration de l'erreur convenable. Nous
allons voir comment 1'on peut résoudre tous ces problémes. Nous rappe-
lons un lemme que Prokhorov (cf. [13]1) a donné dans le cas d'un espace

métrique séparable et complet.

35. - LEMME. - Soit P une probabilité définie sur (R,®) . Soient

% une fonction de IR dans IR mesurable, 5>0 et

0= {x/|ox-x|<86)} . Si PH) >1-¢ alors ﬂ(P,Pcp) < max(e, 6

ol Pq) est la probabilité image de P par o .

Preuve, - Vérifions que ANH c:cp_l(AM) . Soit x€ ANH ,

alors (|o(x)-x| <6 et x€A) = cp(x)EAM : soit. x € cp—l(AM) . Alors

P(A) = P(ANH) +P(ANH) < P(ANII) +P(H) < p(cp‘l(Ab')) te = Pcp(AM) te.

On en déduit le résultat A I'aide de la définition 2 et de la

remarque 4.

Soit alors un entier n >0 donné. Sur R , on peut trduver un

1 .
intervalle fermé borné Kn tel que max(P(JR-Kn),Q(lR—Kn)) < - Soit
k et k les extrémités de cet intervalle et =k -k sa

min max . max min

longueur. On divise Kn en [nel = m+1 intervalles disjoints ; od [ne]
est la partie entidre de ne . On pose alors :

- i-1 j[ -
Ij = [kmin+ ! kmin"'-ﬁ j=1,...,m
m

Tna = [kmin+—11— ' kmax] :

Soit alors x, le milieu de 1, , j=1,...m et x =xm+-'-1l (voir

j j m+1
graphe 24). On construit 1'application cpn

VX € Ij cpn(x) xj ji=1,...,m+1

]

X

vXxER-K P®) = X
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Il est clair que cpn est mesurable, et l'on a :

36. - COROLLAIRE. - Soit Pn (resp. Qn) la_mesure image de P

1 _‘ 1
(resp. Q) par cpn . Alors ﬂ(P,Pn) < o (resp. H(Q’Qn)sfﬁ) .

Calcul de n(Pn’Qn) .

On a vu (cf. exemple 13) que lorsque 1'ensemble de définition de
P oude Q est réduit 4 un point, on sait calculer la distance de Prokhorov
entre. P et Q . Il en est de méme si cot ensemble ne contient que quel-
ques points. Mais les choses se gitent au fur et 3 mesure que cet ensemble
grossit pour devenir rapidement totalement impraticable. Nous allons donc
utiliser des méthodes de calculs informatiques et pour cela il faut établir
un lien entre le calcul de la distance de Prokhorov et un probléme de re-

cherche opérationnelle, ce qui nous permet alors d'utiliser des algorithmes

connus.

Posons Sn = [xl’""xmﬂ} . Pour Bc Sn , on note

B':‘] = Ba'n S - Onnote (u,v) un élément de R2M*) 4o coordonnées :

ui , I=1,...,m+1 vi , 1=1,...,m+1 .

Soit 12 a>0 donné. A I'aide de la variante (10) de la définji-

tion, on voit que le calcul de la distance de Prokhorov entre Pn et Qn

nécessite la recherche de B(a) = inf{B/vBeE® , Pn(B)SQn(Ba'VB] .

37. - LEMME (cf. [181). - Posons P (x) = P, Qn(xi) =q; et
a = L sl |x-x|<a i,j=1,...,m+ .

0 si [xj-xj|>a

(38) Alors sous les contraintes ui,vj 20, wvi,j:u-+v > di

L N

m+l
(39) B =1 - min El (piui+qivj) .
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La minimisation de la forme linéaire sur R2(1n+1)
m+l
W,v) = iEll(piuimivi)
est un probléme classique de programmation linéaire. Pour la démonstra-
tion du lemme 24, nous allons énoncer un résultat qui nous garantit I'exis-

tence d'une solution et la localise. Soient (pi) , (ql) , (d,.),

ij
: m+l m+l
1,j=1,...,m+ des suites de réels >0 tels que J p, = 2 q -
i=1 i=1

40. - LEMME (cf. [91). - Avec les notations précédentes, minimiser
+1)

la forme linéaire W sur IRz(m sous les contraintes (25)

a_une_solution. Cette solution nous est donnée par la valeur de

W  sur l'un des sommets du parallélogramme %

i
pour j=1,...,m+1}

v = {(u,v)/0su, <max dij pour i=1,...,m+ et Osvjsmiax dij

situés dans la zone des contraintes.

Indication : si l'on appelle C le polyédre convexe déterminé
par les contraintes (38), la démonstration consiste 2 prouver que
if{W@,v)/@,v)ec} = min{W(u,v)/(u,v) € Som(CN?”)]} od Som(Gh?f) dési-
gne l'ensemble des sommets de CN Y » buis a prouver que

Som(CN® < Som(¥) . Pour plus de détails, nous renvoyons a [9 1.

Démonstration du lemme 37. - Compte-tenu des valeurs des d

-------------------------- ij

le parallélogramme % défini au lemme 40 n'est autre que le cube unité
+
de mz(m b
dont les coordonnées valent 0 ou 1 . A toute suite (u,) de 0
i'i=1,...,m+1
ou 1 est associé de fagon unique un ensemble B c Sll tel que

. Un sommet de ce cube est caractérisé par un couple (u,v)

ui =0. xié B et ui =1e xi € Sn-B . Dans ces conditions
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( al
1 si xie{xj}n nB

al
x € {xj }n n (Sn-B)

al
L1 s xes-x)¥ ne-p

les valeurs \A qui respectent les contraintes sont donc données par :
Bal
% 1 si xi € .
v >

0 S BC‘J
sl x; € n n

En conclusion, la suite vi ,
|

u, =

i -
i Yi ]

_ %
1 si xesnB 0 =i xiE(Sn Bn)

a
}0 si x,€B 1 si xieBn
i

caractérise un sommet X du cube unité qui est situé dans la zone des
contraintes. Pour une telle suite :

: - _ al
zi" (piui ‘.qivi) - Pn(sn B) +Qn(Bn ) .

D'autre part, si x est un autre sommet du cube unité vérifiant les

contraintes et tel que u, = 1 pour tout X € Sn-B , alors
Wi(x) 2 W(xB) ,

car on a choisi pour caractériser Xp les plus petites valeurs des v

j

qui vérifient les contraintes. Donc, d'aprés le lemme 40
- _ al
min W(u,v) = Bné:irsln(Pn(Sn B)+Qn(Bn )1

Alors,

1- min W@u,v) = 1- min an(Sn-B) +Qn(13§')}

Bc Sn

B(a)

1]

al al
- ] = -8} .
I;gééx “’"(B) Q,B )] inf{B/VBcsn ’ l’n(B)SQn(Bn ) +B)
n
Cette derniére égalité étant immeédiate.
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Enfin, si B est un borélien quelconque on voit que

_ al al
Pn(B) = Pn(BﬂSn) et Qn(B ) = Qn(B ﬂSn)

d'olt le résultat.

Le probléme se raméne donc & minimiser une forme linéaire. 11
se trouve que cecl peut se résoudre sur ordinateur griice i un algorithme
de maximisation de flot : 1'algorithme de Ford et Fulkerson (cf. [81). Etant
donné un sommet (xi,pi) on est capable gradce aux contraintes (38) de
connaftre les successeurs (xj,qj) de ce sommet. Gridce 3 un marquage
direct et inverse l'algorithme de Ford et Fulkerson trouve ce flot noté
F¢ max . Cet algorithme nous libére des outils classiques de la program-
mation linéaire (algorithme du simplexe) et entratne un gain en temps calcul

et en places mémoires considérable.

Compte-tenu de la construction de Qn I'application o — Q‘](Bg])

a des sauts pour des valeurs o de la forme k/n, k=1,..,m . Mais
pour des gains de temps calcul, on cherche & restreindre le plus possible
1'éventail des valeurs o pour lesquelles on calculera B() . On ‘sait que
0< n(Pn,Qn) < 1 . Mais le lemme 25 nous permet en général un encadre-
ment nettement meilleur. Pour des valeurs convenables de o on trouve

donc B(a) = 1- F@ max(a) puis :

a'nriin = min{a/0. de la forme k/n tel que B(0)<a]

= >al .
O ax max{o/o de la forme k/n tel que B(0)>a]}

En remarquant que B(o) est une fonction décroissante de o on trouve

que :

“n inf{a/B(o)sa} = min[onmin , B(amax)l .

les graphes (42) montrent lés deux cas possibles.
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- - - - - o

- o -

B A\

n l’l)

e,

a

- Graphes 42 -
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On peut enfin, grice 2 I'inégalité triangulaire, trouver une majoration de

F'erreur d'approximation :

1 Q) = MELP) 1@, Q) = HP.Q) < IBB) +1(R Q) +1(Q, @) .

43) soit :

ll](P,Q)-H(Pn,Qn)l < 1/n .

44.- Exemple. - Reprenons comme premidre illustration de cette

méthode les probabilités P ot Q de I'exemple 17. Prenons n = 100 .

On trouve alors K =10;10,697) , m+1 = 1060 , I 4 = (10,59 10,597] .
Les autres intervalles ont une longueur de 1%5 . Les probabilités P et

Q sont définies sur un ensemble de 1060 points ; chaque point e,tant
équldistant d?/sn deux points qui l'entourent 3 une distance de T%ﬁ Le

calcul de (1.1)/,16 dx pour i=1,....m est effectué en double précision,

puis multiplié par 234 » produit dont on ne garde que la partie. entidre et
que I'on pose = P, de fagon a n'avoir pour P, que des valeurs entiéres.
On procéde de la méme maniére pour le calcul des qi . La somme des
erreurs d'arrondis est dans les deux cas inférieure & 4 x 10 -8 et repor-

tée sur p . Cecl n'affecte pas la précision du résultat. Le calcul de

m+l
B(a) est effectué en quelques secondes par 1'ordinateur. Pour expliquer
les modalités de ce calcul, construisons le graphe suivant :

()
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Sur les arcs de ce graphe, nous faisons circuler des flots bornés
sur chaque arc par le nombre indiqué entre parenthéses. Montrons que le
flot maximum entre S et P prend pour valeur min?i:(piui’rqlvl) sous
les contraintes u, =20, v =20, ui+v > di ot d, =20 . En effet, le

i i J j ij
dual de ce probléme est :

maximiser 2d, x
1axim Iy
D) ! sous les contraintes : 2 d x, < . Ld, x, <
®© T R TR e Tl
xij =20.

Nous avons :

d

]

1 si |i-j| s na

ij
«1ij =0 si |ij] >na.
Si dij = 0 , on peut supprimer la variable xij correspondante. D'ol
(D) s'écrit :
maximiser 2 x., ol x_ 20
1, ij ij
|i-j|<na

et fi_, xijsqj , ;‘_‘, X <p,

|i-j| <na |i-j |sna.

probléme que décrit le graphe ci-dessus si x,. est la valeur du flot allant

ij
de Xi a Yj
La capacité maximum de l'arc (S,Xi) exprime que 2{3 xij < pi .
i-j|<na
La capacité maximum de 1'arc (Yj’P) exprime que };) xij < qj . Pour

|i-j| sna
Pour trouver le flot maximum, on utilise 1'algorithme de Ford et Fulkerson
(cf. [31) qui est suffisamment connu pour que nous n'en fassions qu'un des-
criptif sommaire dans le cas qui nous intéresse. On appelle sommet insa-
turé : un sommet X, tel que la somme des flots sortants est strictement

i
inférieure a p, , ouun sommet Y

J

tel que la somme des {lots entrants
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est strictement inférieure a qj . A chaque itération, on cherche une suite
d'arcs partant d'un sommet insaturé X pour aller & un sommet insaturé
Y . Cette suite d'arcs est alternée ; les arcs parcourus dans le sens con-
traire a l'orientation (du co6té Y vers le coté X ) doivent porter un flot

non nui.

Si une telle suite existe, on peut augmenter le flot total. La
valeur de 1'augmentation est entiére puisqu'obtenue par somme ou sous-
traction d'entiers. Ceci permet de borner aisément le nombre d'itérations,
car le flot maximum est borné par }?pi soit 234 . Le nombre d'itéra-

tions est en réalité bien inférieur.

Au lieu de partir d'un flot nul, il est avantageux de xlr)ﬁrlitir d'un
flot aussi grand que possible et ce flot nous est fourni par i§1 min(pi,qi) .
On relie cette valeur a 1'inégalité (8) de la fagon suivante : d'aprés le
lemme 6 et 1'inégalité (8)

Femax(a) =1-B =1- Slg)lpn(B)-Qn(B)l

=1 -JZ]) (p-q) o1 J = (i/pi >q,} , J, = {i/pl <q}

=(-2p)+Tq = Tp +Xq
i i i
Iy Iy Jg 1 9y 1
=2, min(pi,q ) .
i i
Le tableau ci-dessous résume les caractéristiques de notre exemple et les
résultats du programme.

S:tApIP(A)—Q(A)I = 0,25 . Pour x =1,590182 , e([O,xO]) = 0,203888

n=100, m+l = 1060 , Kn =[0;10,597) .

P,
o Femax(a) B(o) I( N Qn)
19 0, 79326 0,20614
a | .20 0, 79532 0,20468
max
o, —| .o1 0, 79735 0,20265 0,20468
min .
.22 0,79937 © 0,20063
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45. - Prenons un deuxidme exemple. Dans ce qui suit P et Q sont

des lois N(0,0) avec 0 =1 . Notons tout d'abord qu'il serait vain d'es-
+

pérer utiliser la symétrie des densités pour réduire 1'étude 3 IR . Ap-

pelons en effet, p’ et Q+ la restriction de telles lois A IR+ et P

et Q leurs restrictions 3 IR . Soient a>0 et € tel que

P (l0,a1) < Q*(lo, ate ) +e,
done :

P ([-a,o0]) < Q~(l-a-el,0!) te
alors,

P(l-a,+al) = P ([0 al) +P ([-a,0)) < Q [0 ate 1 +Q [-a- -€, 0] +2¢

1
= Q(l-a, +a) ‘1 + 2e !

Soient P et Q deux lois normales centrées de variances respectives

of , og avec 01 >02 . Appelons to le point d'intersection d'abscisse

> 0 des graphes des densités. Il est facile de voir que
Sup |P(A)-Q(A)] = P([—t ,t () - Q(l-t ,tol)

Aen
et que to nous est fourni par :

2 2
l/cr1 - 1/02

- ‘ 2
Si l'on appelle & la fonction [' :—/l__—;e X /2dx qui tabule la loi normale
“0 /a0
on a :
) t:0 tO
P-t t [)-Ql-t ,t [) =2 @(-—-)—@(———)
0O 0 0O o0 01 02

to t0+e
Si l'on cherche e(I-t ,t [) , on a & résoudre 2@(—-—) - 2<I>(-——-0 ) =€
o o 01 2

2
soit une équation de la forme Y(c) = ¢ avec Y'(e) = Bl-e"e qul justifie

'obtention d'une solution par une méthode itérative.
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Le tableau 46 nous donne les valeurs numériques des inégalités (8).

Nous avons alors alternativement choisi n=10 et n =50 . L'in-

tervalle kn est symétrique par rapport 3 l'origine et nous donnons au ta-

bleau la valeur k . On a alors divisé k en 2(n.k 1+1) inter-
ax in n oo max
valles. On a reporté [‘j:‘ f(x)dx sur p_ et ) [(x)dx sur P, ..
i/n max .
Ces valeurs ainsi que f f(x)dx sont calculées par l'ordinateur au

(i-1)/n
moyen de la formule d'approximation polynomiale (cf. [11). Le programme

a tourné avec des valeurs entidres comme dans le cas II-1). Les résultats

sont consignés au tableau 46 bis et nous avons pu tracer la courbe 47,
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Courbe 47

Approximation de 1a distance de Prokhoroy entre
T P ~ N(,1) et Q ~ N(0,0) en fonction de ¢ .
Sup [P (A)- Q(a))
A
Q75f -
H(Pn.Qn)
050}
025+
Y 2 3 4 6 ; ‘ : :
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Remarque. - Pour n =10, o =3 le flot maximum est obtenu en 26

itérations et le calcul a nécessité 1,94 secondes.

Pour n =50, o0 =3 le flot maximum est obtenu enﬂ 126  ité-~

rations et le calcul a nécessité 29,94 secondes.

Remarque. - La mise en oeuvre de l'algorithme de Ford et Fulkerson

4 X
n'impose nullement que les points Xpreen X

les mémes que ceux chargés par Qn , ni que les nombres de ces points

chargés par P“ soient

soient identiques. Le descriptif précédent qui convient particuliérement
lorsque P et Q ont des densités de m@me support, pourra étre modilié
lorsque les supports sont disjoints ou que I'une au moins des deux lois est
discréte. En particulier, lorsque P et Q sont des lois sur des ensem-
bles finis quelconques, 1'algorithme de Ford et Fulkerson permet de

calculer la valeur exacte de leur distance de Prokhorov.

Cette méthode s'étend facilement & S = RP avec p>1 et plus
généralement 4 S un espace métrique séparable et complet pour lequel
on peut déterminer facilement pour tout x , l'ensemble {y€S/d(x,y)sa},
puisque 1'algorithme ne nécessite que la connaissance des P et des ca-

pacités d'absorbtion des pi (capacités des successeurs).

Quelques résultats complémentaires.

Sur R , on prendra d(x,y) = |x-y|, sur P,
dix,y) = max |x-y |

i=1,...,
Soient xl,...,xn (resp. yl,...,yn) un n-échantillon d'une loi de

probabilité P (resp. Q) . Soit Pn (resp. Qn) la loi empirique associée.

48. - LEMME. - Supposons les x, tous distincts et qu'il existe k

i
indices ll,...,ik avec ls<ks<n tels que |xij—yij| < € pour

n-k

j=1,...,k . Alors ﬂ(Pn,Qn) < max(e,\) od )\ = o
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Preuve. - Soit ¢ 1'application de IR dans IR telle que

cp(xi) =y, pour i=1,...,n . Alors, Qn est la probabilité image de

Pn par ¢ et comme Pn{x/lcp(x)—x|<e} 2 1-)\, on obtient le résultat

4 I'aide du lemme 22.

Remarque. - Ce résultat reste vrai si les X,

mais la démonstration précédente ne s'applique plus. Il faut alors revenir

ne sont pas tous distincts,

& la définition. Soit B € ® . On peut supposer que B N [xl‘,...,xn] #0 -
e ,
e¢ BN {x ,..x = {x; ,...,x; }, alors B" > {y, ,...,y; ] . Done :
4 €
D — ..' +
ln(B) =4, A< Qn(B) A
d'oll le résultat.

49. - COROLLAIRE. - Supposons que . max |xi-yi| < € . Alors
=1,...,0
(P,Q) < ec .
(}_’}‘9_1_1_\_19. - Prendre k=n et )\ =0 dans le lemme précédent).

Appelons maintenant G le groupe des permutations de coordon-
nées de IR" et an I'espace quotient. Soit H I'application canonique
de an sur IR"™ . La distance (35) est invariante pour G . Il est pos-

sible de définir une distance d sur R" par

d(x,y) =min d(g(x),h(y)) = min d(x,g(y)) .
g,h g
On obtient en effet I'inégalité triangulaire de la facon suivante.
Soient x,y,z trois points de IRn et g,h deux éléments de G . Ona
d(g(x),h(y) < d(gx),z) + d(z,h(y))
d'otl min d(g(x), h(y)) < min d(g(x),z) + d(z, h(y))
g 4

et min min d(g(x), h(y)) < min d(g(x),z) + min d(z, h(y))
. h g g h

solt : d(%,5) < d®z) +d@E,5) .
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La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Vérifions alors que
ml®1° c 1 B% pour B borélien de W' . Soit x € [ '(B)I° .
Alors dy € I-I.-I(B) tel que d(x,y) <e . y € II-I(B) e H(y)e B .
De plus, (Nl(i'(,?) = gh,lfl d(g(x),h(y)) < d(x,y) obtenue pour g = h = identité.
Donc :

dx,5) < e ,
d'ol :

% = H(x) € B® .

Soit P une probabilité sur HRn,(B(IRn)] et P sa symétrisée.

50, - LEMME. - [(P,Q) < I(P,Q) .

Preuve. - Soit ¢ > I(P,Q) et soit B ¢ (B(an) , alors

P(B) = P(H—l(B)) < Q([H‘I(B)le) +e
< QB +e = GBY) ve

d'oll le résultat.
51. - LIMME. - Soient P et Q deux lois de probabilités symétriques par

rapport 3 0. Alors pour tout borélien B, il existe un borélien
symétrique BS tel que e(BS) 2 e(B),

On veut montrer que

inf{e / P®B < QB +e¢}
< inf { e / P (By) sQ(BSE)+e}
Bn IR,

Bn IRy
On 'remarque que : [ (B+)E 1, « (B€)+ est toujours vérifié et

Soit e > 0. Posons pour tout borélien B : B"

de méme B

qu'il existe des cas ol 1'inclusion est stricte. Alors on peut véri-
fier que si 1'on appelle BS le borélien symétrique engendré par B,
ona :

(Bse)+ c (B),. On peut écrire :
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P(B) - Q(B°) = P(B) -QL(B,1+ P(B) - QL(BY)_]
Supposons que P(B,) - Q [(B),1 > P(B_) - QI(B®)_1. Alors
(By), = B, et P(Bg - QU(B"1 = 2[P(By), - QL(By1,]
= 2[P(B,) - QL(B)“), 1> 2 [P(B) - Q(B°),]
d'aprés 1'inclusion signalée plus haut. On en déduij: que
P(Bg) - QL(By®T > P(B) - Q(BY)
(Si P(Bg u (0)) - Q [(Bgu {0))°1 > P(B) - Q [(By)"]

BSu(O}est un cas limite d'intervalle symétrique)

LIMME. - Soient P et Q deux lois de probabilité définies par
les densités f et g symétriques par rapport a O et telles

. P +
que f et g sont strictement décroissantes sur IR avec un

seul point d'intersection p. On suppose de plus que sur

[-p, pl, £(x) > g(x). Alors pour tout borélien B, il existe

un intervalle symétrique [-b, +b] tel que
e[-b, +b] 2 €(B)

Soit B un borélien de IR. D'aprés le lemme 51, 3 Bg

borélien symétrique tel que e(BS) 2 ¢(B). Posons e(BS) = go. AloTs

[(BS)EOJ , €st un ouvert qui peut s'écrire comme union d'intervalles

]ai, bi[disjoints avec a, et bi > 0 et de longueur 2 2 eo.

On en déduit que pour tout e < €o-

(BS)+C ti']a] + g, bi - ¢f.
si 34,tel que pe Jaj *+e by -el
Soit b = < alors b = bio - ¢
L sinon bm = sup ( by - e/ b, - €sp}
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Alors on vérifie que

€
PO = QD < PL-B, 40 1-Q [-by -, b+ e 9
Par passage 3 1a limite (e - eo) on en déduit le résultat.

53. - LEMME. - En reprenanf les hypothéses du lemme 52, soit be

le réel > O tel que :
e [0, byl = inf (e/ PLO, b] < Q[O, btel + ¢/2 )}

Alors (P, Q) = e [0, byl

D'aprés le lemme 51, on peut se limiter awx intervalles
symétriques pour le calcul de 1.

Soit [-b, bl un intervalle symétrique. Alors
PL-b, +b] - QL-b -e, b*e] = 2(Pl0, b] - Qlo, b+tel) < €1 0, bol

54. - LEMME. - Soient P et Q deux probabilités portées par IR
' et définies par les densités f et g réporndant au graphe

ci-dessous : f et g sont décroissantes, avec deux points

d'intersection Py et p, et sur [0, Pyl vlp, + «f

ona : f(x) > g(x). Soit B un borélien de m'. Alors

J lm" > p1 et a .<p, tel que

e(B) < o, b’“i] _u[a.mz, +w[)

(rema.rque:bml < amz)
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Soit B un borélien de IR’ et e(B) = ¢
Soit alors € < e;. B! s'écrit comme rcunlon la;, bl
d'intervalles disjoints de longueur 2 ¢, et B c 1 ]a + g, bi - el

Posons
si'3:itte1 que p el a14 + g, bil - e[ -alors
ﬁnl =< bm, B bil - €
sinon bm1 = sup { bi -e/ bi-Es Py }
)
si ] iZ#i' tel que P, € ] a; +te, b - el
2 2
anb - %n2= a12 toe
L sinon am2 =. inf {a; +e / a; #€2 pz}

alors

P(B) - Q(B*) s P[0, b1+ Pla_., + wf
ml m,

-QO, b +el -Qlfa . -¢€, + o
m 4 m'z
en faisant tendre ¢ vers €, on en conclut le résultat.
Remarquons enfin que si 1 i, tel que p; et p, €Ja, +¢€, b, - el

lo

alors P(B) - Q(B°1) < P (Y Ja; +e, b, - e[) - Q(Yla;, by0)
=P pps pyd = Qpys Pyl *+ PLyy; Jagte, by - ell

- Q (i¥]° ]ai, bi[) + P(]aio + €, p1[) + P (]pz’ bio - e[)

- Q (ag, iy - QUpy, by 1)
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< P[pln p2] - Q[pI’ pZJ + P(D) - Q(D)

ol D c [o, p'] ] [pz, +eor

= P(B) - Q(B*!) s 0. Ce qui termine 1a démonstration.
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[ -2 Quelques propriétés et calcul de la distance de Geffroy

Introduite par Geffroy et étudiée dans Geffroy-Quidel [11, cette
distance s'applique aussi bien aux répartitions ponctuelles qu'aux mesures
positives, finies sur tout borélien borné d'un expace vectoriel métrique
séparable.

On s'intéresse & diversesmajorations, équivalences et au calcul de
cette distance qui se fera, en général, de fagon approchée. Divers prolonge-
ments sont possibles, en particulier Ta recherche de 1a distance sur les

variables aléatoires dont la distance de Geffroy est la distance minimale,

d'aprés le concept introduit par Zolotarev.

I - 2-1 Définition - Majoration de la distance de Geffroy.

Soit (X, ||.]]) un espace vectoriel séparable muni de la norme

[|.1] et de sa tribu borélienne B.

1 - Définition : on appelle répartition ponctuelle sur J toute application

f: X —IN telle que Sf = {x/x € X, f(x) > 0} est fini ou dénombrable.

2 - Définition : Soit A <. On appelle effectif de f sur A, 1'entier > 0 noté

N(f,A) = I f(x). On dira que f est fini si N(f,X) < + =,
xeA

De plus si A = ¢ on pose N(f,A) = 0. On définit également pour Ac et §>0:
AS = (x e X /3 aer, ||x-a]| < 6} et A8, {x € X /3 aeA, ||x-a]| = 6}.

On pose ¢6 =g,

On notera b(0,r) la toule ouverte de centre 0 et de rayon r etlgko,r) la boule
férmée. On appelle ' 1'ensemble des répartitions pontuelles sur J dont les

effectifs sont finis sur tout borélien borné.
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K JEN DétinitionA: soient f et g deux éléments quelconques de f?et re R™,
on définit |

(4) 0.(fsg) =inf {§ >0/ ¥YAeR tel que
A% < b(0,r) : N(F,A) 5 N(g,A%) + &)

puis

(5) p(fs9) = max(o,(f,9) 3 0,.(9,f))

Ta fonction Py ainsi définie est > 0 et vérifie 1'inégalité tt‘iangulaire.

6 - Remarque : on ne change pas la valeur de pr(f,g) en remplagant b(0,r) par

s

'B(o,r). En effet on a A" < b(0,r) &= A(s crI}(O.r)

7 - Lemme : On ne change pas la valeur de or(f,g) en remplagant A par a%]

dans la formule (4).

Preuve : notons 01 (fsag) =inf {6>0/VAecH tel que
I A . 31
A™" < b(0,r) : N(f,A) < N(g,A™") + 6}.
D'aprés la remarque 6 on sait que o (f,g) =inf{(§ >0/ VA cBet

S c b(O r) : N(f,A) < N(d, A ) + 8}. Alors la relation : (A c b(O r)) s
(Aél c b(O r)) et 1'inégalité N(g AG) < N(g, AGJ) entrainent : o:, < 0.

(A

Réciproquement soit A et 8o tels que : A S b(0,r) avec N(f,A) > N(g,A6°)+Go

et N(f,A) < N(g, A6°])+ 8¢. On voit que :

inf(850 / N(f,A) < N(g,A% )46} = inf(650 / N(F,A) = N(g,AS)48) = &,

On en déduit que 03, 2 0. |

8 - Remarque : si o.(f,g) = €0 alors ¥ e < eo et V A tel que A® < b(0,r)
a : N(f,A) < N(g,A%) + €.

Ceci résulte de la croissance stricte de 1'application € — N(g,A%) +e¢ et de
la définition de O L'inégalité méme au sens large est en général fausse pour

€ = g9 comme on peut le voir sur 1'exemple suivant.
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9 ~ Exemple : ¥ = R, S¢ n 00,21 = {3/4}
| Sy 010,21 = {1},
f(3/4) = 3 g(l) = 2 et prenons A = {3/4},

Aors 01(f,g) = 1/4 et N(f,A) > N(g, AY4) + 1/a.

10 -~ Lemme : Soit A un borélien de L, A < B(0,r).

Soit A={6>0/ A6 c b(0,r)}# 8. Supposons de plus que V & ¢ A, N(f,A) >
N(g, AG) + 6. Alors or(f,g) 2 supA.

ceci résulte immédiatement de la définition 4.

11 - Définition : Soient f et g deux éléments de F . On appelle distance de

Geffroy 1'application p :FxF———~> RY dafinie par :
+ o 2'"' Pm(f’g)

(fag)"""") F(fsg) = I -
_ m=1 1+pm(f,g)

~la distance de Geffroy est comprise entre 0 et 1.

Dm(f,g)
de 0s—mm— <1 on déduit
l*pm(f:g)
o -m P e om_ 1101 1, 1
0z 2" < p 2™ (2 ()" =5 (—im) = 1.
m=1 o m=l 2% g2 22

12 - Definition : nous dirons que 1'espace vectoriel normé (7,||.||) verifie
la propriéte (pl) si et seulement si :

(pp) ¥ Osrsr' :b(0,r) @b(o,r').
On en déduit facilement que VY x ¢ I b(x,r) gzb(x,r‘) et que YAc X, Arg AT

13 - Lemme : Soit (X ,]|.]|) un espace vectoriel que vérifie la propriété (pq) 3

f et g étant deux élements de [3' Alors or(f,g) s r ; cette valeur pouvant étre

atteinte.

Preuve : Soit r' > r. D'aprés la propriété (pl) {A e Ar'c_ b(0,r)} = ¢ et
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1'inégalité de la définition 4 se réduit & 0 < O+r'. Donc 0. < inf{r'/r'>r}=r.

r
D'autre part compte tenu du lemme 10 on voit que la minoration la plus grande
de o, est obtenue pourp = {0} , A =[0,r] et N(f,A) > N(g,A®) + &5 V &ca.

Ce qui conduit a or(f,g) > r ; soit or(f,g) = r dans ce cas.

14 - Lemme : Soit (X ,||.|]) un espace vectoriel séparable qui vérifie la

propriété (pl). Alors la distance de Geffroy prend ses valeurs dans

(0, 2(1-Log 2)1.

+ oo _ P, + o0 P
preuve : d'aprés le leme 13 p(f,g) = Z 2" -2 < 5 2 m]‘T‘m” =
1 1+p 1
m
+4 o 400 =M 4o ~m+l
-m 2 _ - 2
L 2™ - T 1 2t ST
st x| <1 ona ”I%E =1+x+...+x™... . Par intégration on obtient
§ +oo -mtl
x du X m X ™ X = 1
Io = jo (L+y+...4u+...) du = g Iou du = g i = Log [T=x]"

En posant x = 1/2 on obtient

1 to ool ’
Log 2- 5 = L d'ol 1'on déduit p < 1-2(Log 2 - 1/2)
1 )

On suppose par la suite que 1'on travaille sur un espace vectoriel séparable
et normé (), 1l.11) qui vérifie 1a propriéte (py) ¢ c'est le cas des espaces
R, RP.

Soit 0 <asr fixé. Posons :

n
(15) B.(a,Fsg) = inf (8> 0/ YA cRtel que A% cb(o,r) :

N(F,A) < N(g,A%) + g}.
On voit que A crl;(o,r)@:—..) A c't?(o,r-a).

16 - Lemme : 1'application o ~» Br(a,f,g) est une fonction non croissante de o

de (0,r] dans [O,r].
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Preuye : si @) < a, dans [0,r] , A% G A*? = {Ae¢B/ A%2dc b(0,r)} &
(Ae B/ A*c Bo,r).
D'autre part soit Aai’c:'E(O,r) tel que N(f,A) < N(g,A%Y) + o, et tel que

A*2de B(o,r). Alors N(g,A%T) < N(g,A%2]) =3 N(FLA) < N(g.A%2) + o,

17 - Lemme : o (f,g) = inf {a/a € [0,r] , Bn(a,f,9) < a}

Preuve : 1'inégalite Br(d,f,g) < o est moins vérifiée pour a < r. D'autre part

si Br(a.f,g) < a on voit que or(f,g) < o d'aprés la non croissance de la fonction
a<—-;8r(a,.,.). Enfin supposons 0, < inf{cx/Br(a,f,g) < a}.

Soit o, < &y < inf {a/B (a,f,g) < a}. Alors ¥ A tel que A% < B(0,r) on a

N(f,A) < N(g,Aa°]) + o, donc ap 2 inf{<x/3r(a,f,g)'5 a}. D'od l1a contradiction.

I -2-2 Calcul de 1a distance de Geffroy

La distance de Geffroy est obtenue en faisant 1a somme d'une série.
On va d'abord faire une majoration de 1'erreur de troncature pour savoir com-

bien de termes i1 faudra calculer puis additionner.

Soit 0 < e <1 donné.

Mo o Pp(fs9) too P o o m
p(fyg) - ¢ 2™ __M = g 2™ < § 2= Mo,
1 ETN 1) B o motl |

- 1 . L
2 Mo ¢ ¢ & M < soit my > - tgg—% par exemple my = [~ ng 51+ 1,

Compte tenu du lemme 14, on pourra si nécessaire obtenir une majoration plus

fine de 1'erreur de troncature qui permettra une &conomie de temps de calcul.

My D,
-m -'m .
Pour le calcul de f 2 T?B;' on est ramené au calcul de om(f,g) avec m

1

entier ¢ {1,...,m,).
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Soit o ¢ [O,m] fix&, Posons

S¢n b(0,m-a) = {xl,..,gll = S

f,m-o
Sgaw E(O,m) = Ypeeees¥, = Sg,m
puis f(xi) = p; pour i=1,...,]
g(yj) = qj pour j = 1,...,n.
Soit (u,v) un élément de [R]+" de coordonnées (ui, i=1,...,1; Vs J=1,.

1osi |x-yills @
Posons d,. = J

Ul o s %3341 1> o

Considérons la forme 1iléaire sur IR]+"

1 n
W(u,v) = I pu, + & quv,.
' j=1 11 9

18 - Lemme : 1'égalité suivante est vérifiée :

B.(0sfs0) = N(F.B(0,m-a)) - min W(u,v)
(u,v)

00 le minimum de 1a forme linéaire W est obtenue sous les contraintes :

(19) vi
¥J

n

1,...,1 g uizo 3 vjzo ui+vjzd”

1,...,n

..5N).

Preuve : on sait que 1e minimum de 1a forme lindaire W sous les contraintes (19)

est obtenue sur 1'un des sommets du pol yédre convexe engendré par les contraintes

et donc ici 1'un des sommets du cube unité de [RHn. Un tel sommet est carac-

térisé par un couple (u,v) dont les coordonnées valent 0 ou 1. A toute suite

(ui) i=1,...,1 de 0 ou de 1 est associée de fagon unique un sous ensemble B

0 & X; € B
uy 1 & X eSf’m_a-B.

de Sf,m~a tel que u,

Dans ce cas on a :

dyj -~ uy =1 si ||yj Xl sa et u; =0

ij
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@ - -0 Hyj - x5 sa etu =1
g i ou"
d,ij"u,i='l Si I'yj"xi'l>a et Ui=1

Les valeurs vj qui respectent les contraintes (18) sont données par :

1 si y, e o5
v'z J g
. ]
J 0 si Y e Sg n (B(O,m) - %)

Donc 1a suite (u,v) définie par

u: =0 si x,eB ui =1 sij X; € S - B

i i f,m-a

0 si Yy € Sg n (Gho.m) - Ba]) 5 vy =1 si Yy 8% s

v, j

J g9

caractérise un sommet du cube unité de IR]+" situé dans la zone des contraintes.
Pour ce sommet on a :

1 n ~ .

L opjuy+ I gy = N(F,b(0,mw) - B) + N(g,8"])

. i - Jd

i=1 Jj=1
D'autre part si x est un autre sommet du cube unité verifiant les contraintes

(19) tel que u; =1 si X; € b(O,m~a) -B ona N(xB) < W(x) car on a choisi

pour la suite v les plus petites valeurs vérifiant les contraintes Donc :

min W(u,v) = min [ﬁ(f, Sf m-o - B) *+ N(g, S_ n Ba]i].
B < S¢ m-a e )

[N(F.8) - N(g, 5, 0 8°7)]

f,m-a

L]

N(f, S; ) - max
fym-a Bcs

inf {8/ VBcsS . N(F,B) < N(g, B1) + g}

f,m-a

i

inf {B/ V A tel que A C’B(O,m) on a : N(f,A) < N(g, A“]) + g)
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N 1 A
en remarquant que si A < b(Q,m)

N(FLA) = N(F, RS ) et

N(g.A%Y) = N(g, sy ntAnse %)

Soit B e S, . B={X; ,..., x; } et tel que B™ c b(0,m) pour o ¢ [ao, o]
R iy ip

L'application o » N(g, Bu]) a des sauts pour des o ¢ {Ilyj-xi Il /7 k=1,...,p
k
j=1,...n}.

On va considérer E = { ||xi-yj||/ Xi € Sg s Vje Sg,m , llxi-yjll < m}

Les valeurs des o testés appartiendront & cet ensemble. Ici pburra étre mis au
point un algorithme de solution rapide : 1'ordinateur fera le calcul des
Bm(a,f,g) au moyen de 1'algorithme de Ford et Fulkerson. On veut limiter au
maximum le nombre de valeurs a ¢ [0,m] pour lesquelles on fera ce calcul et
limiter le temps calcul de nouvelles valeurs de Bm a partir de valeurs déja
connues.

Par exemple, si 1'on choisi de tester oo € [0O,m] on énumére Sf n'G(O, m-otg )

et si

ap ¢ { 'ij'xi" / %; €5 yj€S },

f,m-o’ g,m

on passe & 1a plus grande valeur oy inférieure a oo qui appartient d cet

ensemble et B _(ao,f,9) = B (1,F,9).

D'autre part, si 1'on a testé ao et que 1'on teste ax < ap et que Sf m-oy -

S on a Bm(a()af!g) = Bm(al ’f9g)°

f ,m"(lo

A 1'aide de 1'ordinateur on va trouver

%in min{a/a cE, tel que Bm(a,f,g) < a}

"

o

max max { o/ o cE, tel que Bm(a,f,g) > al
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(19) Alors : g (f,g) = min(o ;5 B (o +F,9)).

Des résultats complémentaires sur % peuvent &tre obtenus lorsque Sf m €t
]

S m ont une intersection non vide ou lorsque 2 = [R.

On passe alors au calcul de om(g,f) pour en conclure pm(f,g) puis
m=1 +p, (f,g)
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I-3 LES DISTANCES DE FORTET-MOURIER ET DE WASSERSTEIN

I-3.1 Introduction.

On s'intéresse maintenant & diverses distances entre mesures ou
probabilités qui ont été introduites durant les trente derniéres années.
11 s'agit tout d'abord de la distance de Fortet-Mourier qui a été proposée
en 1953 et d'une variante qui a surtout été étudiée par R. Dudley. Ces
deux distances ont une importance croissante. Dudley a en effet montré
que la variante est 1'une des distances associées 3 la topologie de la
convergence falble et qu'elle est équivalente & la dlstancebde Prokhorov.
On verra sur des exemples que les inégalités obtenues sont optimales.
Signalons qu'une seconde variante, également équivalente & la distance de

Prokhorov a été récemment introduite dans son livre par Huber.

Il se trouve, d'autre part, que la distance de Fortet-Mourier est
égale 3 une autre distance définie a 1'aide de probabilités sur l'espace
produit dont les marginales sont données, appelée distance de Wasserstein.
C'est l'objet d'un théoréme qui a été récemment démontré de fagon directe
(1982) et qui porte le nom de théoréme de Kantorovitch et R\ibinstein.

Ces résultats illustrent la dualité entre l'espace des fonctions lipschitziennes
de rapport 1 et l'espace des mesures signées finies par rapport auxquelles

une condition d'intégrabilité est vérifiée,

Aprés quelques rappels sur l'algébre des fonctions lipschitziennes,
quelques définitions et quelques exemples, on s'intéresse au calcul de
la distance de Fortet-Mourier. On se raméne par discrétisation 3 un pro-

bléme de transport connu sous le nom de probléme de Hitchcock.

Puis on s'intéresse & un aspect du théoréme de Kantorovitch et
Rubinstein: au lieu de raisonner uniquement sur les lois de probabilités

P et Q on s'intéresse également aux variables aléatoires X et Y
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qui ont pour lois respectives P et Q .

On démontre en particulier que si P et Q sont A support fini, alors
pour toute variable aléatoire X de loi P , il existe une variable aléatoire
Y de loi Q telle que la distance de Fortet-Mourier entre P et Q

est égale & l'espérance de d(X,Y) . Ce qui veut dire que la distance de

Wasserstein est alors un minimum atteint pour X et Y .

1.3.2. Généralités.

Soit (S,d) un espace polonais muni de sa tribu des boréliens 8 .
On appellera ©(S) l'ensemble des mesures de probabilités de Borel sur

(S,8) . On notera :

M@B) = [u/mesure signée finie sur S }

m'(s) = {pems) / i non négative }

M8 = (wem)/Ix : [ dix,y) duly) <+o )

M (S) = (neEMS)/ nem(s) )

e.(8) = (PerS)/Ixe€s : [ dix,y) dP(y) <+ }. On a donc :
e, = es)nml(s) . |

En utilisant 1'inégalité triangulaire on voit facilement que si
]x € S tel que J‘ d(x,y) dP(y) < +» , cette propriété est vérifiée pour
S

tout x €S .
D'autre part si S est borné PI(S) = P(S) .

Soit une fonction f : S—R . On définit

|£(x) - £(y) |
d(x,y)

(1) Nell, = 5:9
x#£y

Si f = cte “f“L =0 et donc “f“L n'est qu'une semi-norme. On pose
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(2) NEll, = sup JiGo |
X€S

puis

@) el = el + el

Comme ||f|| ~ est une norme et HfHL une semi-norme ||f||,, est une

norme. On appellera

(4) BL(S,d) = [f:S——-»R/“f||BL<+°° ]

Alors (BL(S,d) , | . “BL) est une algébre de Banach commutative et

unitaire et l'on a :

Moty = el - lally, -

D'autre part si 1'on note max(f,g) =f vg et min(f,g) = fAg on a :

“flsz Ve vie ||L < max nnfl“L

2 o0 0 g

“fl VI VLY £ "BL < 1-21 max ] “fl “BL

)

de meme ||f, Af A .. AF
1 n

- S max "finL et

I
2 L i=1...n

L N =2 mex it gy, -

LI

51 P et Q sont deux éléments de #(S) (et plus généralement de 7(S))
on peut définir

(5) dg; P.Q) = sup [ | [rd(P-Q)|/ el =13 .
Si P et Q¢ PI(S) on peut définir

(6) I1P-Qll, = sup [ |[fde-Q)l/ ¢ el s 1y
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Plus généralement si y € 77i1 (S) on peut définir

llullz =sup {|[fdu/flfll, <1 ),

R. Fortet et E. Mourier ont introduit en 1953 la norme (6). La distance (5)
a surtout été étudiée par R. Dudley.

7. Lemme : dBI est une distance sur @(S) .

Preuve :

1) si P=Q Il est clair que dBL( P,Q) =0 .

Inversement supposons que dBI (P,Q) =0 . Soit F un fermé de 8 . Con-

sldérons les fonctions fn définles par :

1 And(x,F) si xe¢€ Fl/n

fn(X) =
0 si xGS—Pl/n

ol Fl/n est le dilaté d'ordre 1/n de F .

Alors 1l est clair que ||fn N =1.
D'autre part si x€ F et y € Fl/n-l-‘ on a :
|£(x) - £(y)| = n d(y,F) < nd(x,y)
si xEFl/n—F et yEFl/n-P
|£(x) - £(y) | = n |d(x,F) - d(y,F) | < nd(x,y)
enfin si x € Fl/n et y¢€ EFl/n on a :

| £(x) -f(y)| = 1-n d(x,F)

supposons que d(x,F) =1/an o> 1

alors d(x,y) > 1 1 | a-t

n an oan
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| £ - £(y) | /d(x,y) = 22! en _
a a-1

On en dédult que |If ||, <n et |f g, < 1+n . D'autre part la suite
(fn) décroft vers 1/F .

Mors ona i 03 | [ —— £ d(P,Q)] 2 0 =3[t dP = ['f dQ .
n

Par passage a la limite on a : P(F) = Q(F) pour tout F fermé de 8 .
On en déduit que P=Q .

11) il est clair que v f € BL

i

| [ £d(P-Q)| = | [ £ dQ-P)| donc

]

dg; (P, Q) dy (Q,P) .

111} solent P,Q,R € P(S) et f € BL (S,d)
| J‘fd(P-Q)l s | [£d(P-R) + [ fd(R-Q) !

< | [ £d(P-R).| + | [ fd(R-Q) | d'on

sup | [fd(P-Q)| < sup | [£d(P-R)| + sup | [ fd(R-Q) |
el <1 el = 1 lellg, <1

c.q.f.d,

on a alors le résultat suivant (cf, [7 1

8. Théoréme : Soit (Pn) une suite de probabilités dans @(S) . Alors

Pn — P faiblement & dBL (Pn, P) n:g
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On sait que la notion de convergence étroite (ou faible) des proba-
bilités est définie & partir de 1'ensemble des fonctions continues bornées :
Cb(S,d) . Le théoréme 8 semble indiquer que l'on peut se limiter aux
fonctions lipschitziennes bornées. On est alors en droit de se demander
s'il n'exlste pas un résultat de densité de BL(S,d) dans Cb(S,d) ; et

en effet :

st (5,d) est un espace compact BL(S,d) est dense dans Cb(S,d) pour
Il -ll, . Si (s,d) est seulement un espace métrique complet BL(S,d) est
dense dans l'ensemble des fonctions uniformément continues, bornées

(cf. [5]), pour la méme norme.

On sait (cf. [7 ]) qu'll existe une autre distance qul métrise la
topologie de la convergence falble dans ©(S) : c'est la distance de
Prokhorov. On rappelle que mn est définle par
m(P,Q) = inf {€ / VF fermé de 8 : P(F) < Q(Pe) +e} et nw(P,Q) s 1,

On peut alors se demander si ces deux distances sont équivalentes :
ce qui n'a rien d'évident car deux distances peuvent étre associées a la

+
méme topologie et ne pas étre équivalentes : ex : sur R

|—1 1 | et |x-y| définissent la topologie habituelle et l'on n'a pas
X Y

|i-— | =0 quand |x-y|—-0 . Ici cependant :
x

< i

9. Proposition : On a les inégalités suivantes :

2 2 *
3‘ m (P,Q) s “ P—Q“BL s ZW(P:Q) .

a) supposons qu' § a et B tel que

P(A) < Q(Ao‘]) + B pour tout A fermé de 8 .,
Alors d'aprés un résultat de Dudley [6] vYe>0 ] une loi -u € P(SxS)

telle que

Mom =P et uo";1=o et uldlx,y)> ate) <B+e .
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On peut donc trouver des variables aléatolres A valeurs dans (s,d) :

X et Y de lois respectives P et Q telles que P(d(x,y)> oa+e)<s Bre

Soit f € BL(S,d)

| [£d(P-Q)| = | E [x) - 1(y) ] |

i

|E [{£x)-£(y) ) { M dx,y) s are) ) * [E-£)] { U ida(x,y)>are) ) 11

< ‘E [M(a+e)+ 2sup |f(x)| 1

d(x,y) X€S ld(x,y) > Ote )] i

Iy

Il Cate) + 208 (B +e)

< 2max(a+e, B+e) (“f"L + “f"m )

~en faisant tendre € vers 0 » Sachant que d'aprés l'hypothése de départ

m(P,Q) < max(a,B) , on conclut que

dy, (P,Q) = 2n(P,Q) .

b) Soit A un fermé de § . On définit la fonction qul vaut :

1 si X€EA
-1 si XGCAB

avec |lffl =1 et "f“BL s 1+2/8

. * ‘
alors “P-Q“BL 2 1+12

£ d(P-Q)
.

! [ (t+1) da(p-q) = -2
1+2/8 142/

[P) - Q4aP) 12 20 /14(2/8),
B
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On en conclut que

*
Ip-q|, = _20P

L et si a =8 =n(pP,Q)

2+8

2 2
*
I P_Q“L > _2m(P,Q) > 2n°(P,Q)

c.q.f.d.
2+n(P,Q) 3 :

Exemples de calcul :

exemple 1. On va supposer que P et Q sont deux masses de Dirac

en xo et yo respectivement. Alors

= sup ( If(xo)—f(yo)l / ||f||L s1)

donc lf(xo) -f(yo) | < d(xo, y) -

D'autre part, soit f(x) = d(x,x) ; on a : "f"L <1 donc

*
I by - ayon L= ldby) - dee L x ) | =dix Ly )

On en conclut que

o, -5, I

= dx ,y) .
0 (o] ° o

exemple 2, Nous allons supposer que S = R et poser Yo =x +%

Définissons f par
1 si x =2 yo
= - - <x<
f(x) 2n(x xo) 1 si X, <X Y

-1 si x< x
o
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alors "f"m =1 et “f"L = 2n donc
dp, (6 .8 ) 2 1 H‘fd(sx 8. ) ] = 2
¥ Y 1+2n o Yo 142n
Nous allons alors utiliser le résultat suivant :
10. Lemme : Solent & et 6 deux masses de Dirac en x et y
=== X Yo o o

respectivement, Alors posons
' = - | =_].'_ -
o by V= supl |16 ) -ty ) | / £l <tet |lg|| 5 1 )-1ly )] ) .

Ona: d (6

[ 6 = ! ’ .
BL yo) d'(xr v )

X
o

Preuve : on volit facilement qu'il existe de telles fonctions et que

dBLad o

Inversement : soit f telle que “f“BL <1,
On peut supposer que f est 20 pour xo ou pour yO _ (car sinon

-f est 20 et vérifie "f“BLs 1),

Supposons donc f(yo) >0 et f(yo) > f(xo) .

Posons gl(x) = f(yo) A f(x) .

Alors g, ||, =< max (| tHy M, . Nellp)= Iell,

Puis gz(x) = gl(x) -%_ (f(yo) +f(xo)) . Enfin soit
glx) = QZ(X) V- % (f(yo) - f(xo)) .
: 1,
Alors ||g||L < ||f||L . Donc "g'"BL <1, “g"m =3 (f(Yo)-f(Xo)) et

Q(YO) - g(xo) = f(yo) - f(xo) . Donc dBI < d' d'ol le résultat,

od .
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Soit donc f telle que ||f||BL <1 et nfll =-;— | £(x )-f(yo)]

Posons z = |f(x ) -f(y ) | . Alors < | f\l <1 - =, Dans notre cas
o o d(x Y 2
o' Yo
z <t (1--z—) soit z s —2
2 2 1 +2n
Donc dBL (6x ’ 6y ) < 2 . D'ou
o o 1+ 2n
2
b =
U1 %07 by o) 1+2n

On a également 11(6xo . byo) = d(xo,yo) Al quand n-—0 dBL(bxo, 6y°)—~>

alors que n(6x0, 6yo) =1,

: 2
= 83 R L} = 6 ) =Foe—_,
St n=1, mn( X yo) 1 et dBL( X, yO) 3

Les inégalités 9 sont donc optimales dans le cas général.

1.3.3. Calcul de la distance de Fortet-Mourlér.

Nous allons maintenant proposer une méthode de calcul approché
de | pP- QII dans le cas général. Nous testerons cette méthode dans le
2 .
cas S =R et traiterons un exemple dans S = R" ,

Soientdonc P et Q deux éléments de Pl(S) .

Méthode de Calcul. On va construire deux sultes (P ) et (Qn) d sup-
*
port finl telles que || Pn-P“L —=0 et "Q Q|| — 0,

*
Puls on va calculer || P-Q. "L et approcher || P- QI]L par cette valeur,
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Nous allons tout d'abord énoncer un lemme qui permet 3 la fois
de construire les sultes (Pn) et (Qn) et d'obtenir pour chaque n ,

o *
une majoration de || P P"L (resp. || Q, Q“L ).

11. Lemme : Solent ¢ une application mesurable de S dans § , €

et & deux réels positifs. Appelons Pq) la_mesure image de P par o
et H={x€8/dx,ox)<ec].

On_suppose que f d(x,p(x)) d P(x) < &
S-H

* <e+5b
Alors "P—Pcp ||L € .

P nppu* | [£d(p-P )| [ fd(p-p)
reuve : - = sup | (P~ = sup -
L fes ¢ fe g e

car si f€ % alors -f€ %

= sup ([ fdP-[fdP_ ) = sup ([£dP-[foo dp)
f€ g ® fes

]

sup [ [ f(x) - f{o(x) 1dP < [ dix,9(x)) ap
fex

i

J' d(x, p(x)) dP +f dix,(x)) dP < ¢ + & .
H S-H

* .
Fixons maintenant n€ N ., On cherche un compact Kn et un point x

) d(P+Q) < 1/2n .

m+1
tels que ‘f di{x, x
S-—Kn

(Notons qu'on pourra utilement choisir deux ou plusleurs points jouant le

réle de xm+l) .

Construisons alors une partition (Aj)j =1 m de Kn telle que

vj ]xj GAj avec \v'xEAj d(x,x,)<l/4n .

Définissons 1'application P S — S par

m+1

X si X € Aj
(12) | o (x) = |

X1 sl x€ §- Kn o
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Appelons Pn (resp. Qn) la mesure image de P (resp. Q) par ¢ .
n

* * “
13. Corollaire : on a | P- Pn"L + || Q-Q, ||L <1/n .

Utillsons maintenant la décomposition de Haln-Jordan

+
= A + -
Pn Pn Qn (Pn Qn)

il

Qn Pn A Qn * (Pn_Qn) *
+ —
Posons (Pn—-Qn) = P1n et (Pn-Qn) = an .

Les mesures positives Pln et an sont orthogonales et l'on a :

vies [f d(P -Q ) =ffd(P1n ~Q,n ) ce qui conduit a

* *
“ Pn-‘Qn "L = " Pln - an "L °

Introduisons alors quelgques notations :
pour j=1,...,m+l posons Pln(xj) =Py, et an(xj) =9, -

Pour 1,j éléments de {1,...,m+1} on pose d =d(xl,xj) .

1
SI f€F on note pour i=1,...,m+ , f(xl)=fl .

Puis l'on pose I = {l/p“>0]

On obtient alors :

[ £, -0, = Z P 2 h

*
Pour pouvolr progresser dans le calcul de I Pln- an"L nous allons dé-

montrer quelques lemmes,

Solent I et J deux sous-ensembles de {(1,...,m+1] tels que
IUT =(1,...,mH]} et Inj =¢ .
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+
Un élément g de r" 1 sera noté g=(g“, i€1 ; ng . JET) .

( )

) ) et (

Soient ( r2jj€] dU

"iier (e, ..., mi) x{1,..., m)

des suites de réels = 0 donnés. On définit sur Rm+1 la forme linéaire

W(g) par :
W(g) = 9, " )> ng rzj sous les contraintes
1el j€J ‘
(14) Vi €1l

g.. -9
vi €] 1i 2j ij

15. Lemme : Posons :

vier f = l:nem (gy) * d. )
(16) ]
vj €] fzj = max (flh - dhj) .
’ nHl
Alors la suite f = (f“, lel ; f2] +J€ET) ER vérifie les contraintes

(14)et l'on a W(f) 2 W(qg) .

Preuve : pour 1 €1 et j€]J donnéds, on a :

(g,, +d ) - max (f -d )
ke | 2k ik he I 1h hj

f“ - fZJ = min

= min (g, +d )- max (min (g, +d . )-d )
hey 2%k perkey %k kN

< min (92k+d1

) - min (g, +d_ )-d =4d .
k €] 2k i

k' k k 1 ij
Les contraintes (14) sont donc vérifiées. D'autre part

2
2 ij 1 - 9
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et vje€J f,, = max (min (g, +d ) -d ) < max (g, +d  -d )=

2j 2k hk hj hel 2) j hj

he 1 kej
entrament W(f) 2 W(q) .

17. Lemme : Reprenons les hypothéses du lemme 15, Si de plus la suite

(dlj) vérifie 1'inégalité triangulaire alors

VIET et jJ€] 1f“ - fzj | < max (d“ , d“)

Vl .1, éléments de I |f -f | =< max(d . d )
172 i 2 L, Tl
Vij» ), éléments de ] |f -f | < max (d , d ) .
1" "2 2y 2y g "

Preuve : soilent 1€ 1 et J € ] donnés. Supposons que

min (ng + d ) 9 * d Ik
k€] o o
alors f -f =g +d - max (g +d -d , )
11 72 Zko iko he I Zko hko hj
=d - max (d -d /)= d - d 2 -d .
ko her bk T hy ko = Tykg i

On déduit alors la premleére inégalité A 1'aide des résultats du lemme 7.

Soient maintenant i et 1| deux éléments de 1

1 2
fy fziz T lag t G )T mn gy + !
Supposons que kmelnI (?Zk + dlzk) = ngo + dlz,ko . Alors
fu1 } fzxz ® T * d‘1ko ) (g2ko * Dnzko) = dllko B} dxzko < dnl L,
Inversement, supposons que kmEmI (ng + dllk) = ngl + dilk.l
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alors f - f 2gqg + d - (g +d ) =d - d 2 ~-d .
%ll 1 ‘2 2k1 11 k1 Zk1 lzkl 11 k1 lzk1 12 11

On en conclut la deuxidme inégalité,

De la méme fagon on démontre la trolsiéme inégalité,

18. Corollaire : Supposons que Vi et J élément 0 de | {1,...,m+1} ,

d“ = d(xl,xj) ol d est la distance sur § . Les problémes@_e_t@ ci-

dessous sont équivalents :

probléme 1 : maximiser W) = fll r“ - ij ij"
f i€l j€J ,
sous les contraintes viel, vjeg |f“>~ fZj l < d”
Vi, élments de 1 |f -f | <d
1'72 111 112 11‘2
VijJ, éléments de ] |f, -f | <d .
172 ) Ay,

probléme 2 : maximiser W(f) sous les contraintes :

. = o - - -

VlE.I,VJGI,f“-fZJSdU .

Preuve : de fagon claire max < max car une suite f ‘qui vérifie les

contraintes du probleéme (1) vérifie cellesdu probléme @ . InVersement, a

partir d'une suite g vérifiant les contraintes du problémelz on peut cons-

trulre d'aprés les lemmes 17 et 18 et compte tenu des hypdthéses sur les

(dli) une suite f qul vérifie les contraintes du probléme @ et telle que

W(f) 2 W(g) .

On voit alors qu'en imposant ¥ N, = »n
Ier j€J

*
I Py~ an"L se raméne aux problémes précédents,

rzj le calc.ul de

Remarque : A la place de la construction (16) on aurait pu falre la cons-



truction (19) ci-dessous :

Vi €] ij = gmea;( (g“ - dU)
vi € 1 f“ = min (fzj + d“) .
j€] :

On vérifie facilement que la suite ainsi définie vérifie leé hypothéses des

lemmes 15 et 18, Mais l'une des deux suites est plus performante que
I'autre, en ce sens qu'elles donnent en général des valeurs de W(f) dif-

férentes comme on le voit facilement sur l'exemple 20.

20. Exemple. S = RZ d est la distance euclidienne

X = (0,0) X, = (1,0) Xy = (1,1) Xy = (2,1)

I = {1,2} J = [3'4}

1]
]

y 1/4 = T fog = 1/6 fo4 2/6

= 1 g = 2

12 9p3 =3 9y =6

91 24

I

d12=1'd13 =ﬁ,d14~ﬁ,d23=1 ,d24 =,/2,d34=1

: 1
appelons fz la sulte obtenue sous la construction (16) et f la suite

obtenue sous la construction (19)

1 o S S
f11—1+./§ £, =2 f,, =1 f24-zﬁ
2 _ 2 _ 2 _ 2 4.
£/, =3 +V2 fi, =4 f,, =3 fo4 = 4-V2
W(fl) = J'.«Z?:_}. , W(fz) = _Z_‘ti[_?. .

12 12

*

Revenons au calcul de || - an“L . Nous prolongeons P, et Q

In

sur {xl,...,x en posant

m-+l }
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Vije€Er] Pln(xj) = p” =0

Vi €1 an(x

i

On a alors la successlon de problémes équlvalents sulvants :
(les résultats sur la dualité pourront &tre vus dans Simonnard [13 ]).

La chame des équivalences est la suivante :

D& 00020200 .

On en déduit que @(n)@ en tenant compte des valeurs nulles
qul interviennent et finalement (Déw)@ .

probléme primal : ; probléme dual

@ maximiser 1?1 fl Py, - 1121 fj qu | @ = @
compte tenu du corollaire 11
sous les contraintes :

v(t,j)ef{1,...,mH}x{1,...,m+1}

|fl - fj | < du
@ maximiser 33 f p..~- D .. q @ minimiser Y, x,  d
11 "1i 2] 1
€1 jep 44 Tyer v
sous les contraintes : ‘ sous les contralntes :
ViEL, Vj €] f“--f21 sdij | x”z 0 2 Xy =9
i€l
L X, =Py,
Jj€J

@ est obtenu a partir de@
en tenant compte des

| , valeurs des (p“) et (qu)
@ maximiser 3 (f

o 1k Pre” fax k! @ =
sous les contraintes

Vi et j élémentsde {1,...,m+l}

fj1 - By = 4y
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m+i

@ maximiser k§1 (e Py oy 90) minimiser ¥ %, d
l,je[l,...'m"'l}
sous les contraintes : sous les contraintes :
vi,] éléments de (1,...,m+l]} Xy 2 0
f“ + fzj < dlj mgl x =g
4 y o o1
1=1 i J
m+1
by X, =p
i 11
j=1 Y

On est donc ramené A& résoudre le probléme @ qul est un probléme de
transport pour lequel il existe plusieurs algorithmes.

Pour finir notons que :
* * ) * * % * *
IP-@ Ny - he-pll = llo-Ql = ie-Qll, = ip-p |I; + |an-inlL+|IQn—QHL

d'old Il'on tire compte tenu du corollaire 6

| Ip-Qlf - e -Q Il7 | < 1/n .

21. Remarques : Supposons par exemple que 1'on ait numéroté les (xj)
de telle sorte que I = {1,...,no] et J = [no+1,...,mf1] .

La matrice des x va se présenter sous la forme

ij.

n n+l m#
1 ' O
'
0 ' A
'
n ------ . -------
x = o ;
(x,) . T
m-+l :

A sera une matrice no X (m+1 —no) .

Pour les no X (m+1-no) inconnues du probléme dual, on dispose de



- 77 -

(m +1 -no) + no = m+l équations. Dans certains cas il Y @ unicité de la

solution comme on peut le voir sur I'exemple suivant :

22, Exemple : sur R muni de la distance euclidienne prenons

0 1 2 3
_ 1 0 1 2
on obtient pour (dll) =l2 1 0 1
3 2 1 0
solent Py = 3/16 Py = 2/16 P = 1/16 ‘pM =0
9 =0 G, =0 93 =0 94 = 6/16 .
Alors il y a unicité de la solution (xu) donnée par :
, 3/16
0 :2/16
beyy) = 11/16 y
..... g - -
0 ' 0
On en déduit que mlré x“ dU = 14/16 sous les contraintes du probléme @
1=1,23 .
j=4

On peut alors comparer la rapidité de ce calcul avec celle du résultat de

Wallender [15 ] dans le cas de quatre polnts [xl, Xys Xy0 X, ] sur
lesquels on a deux probabilités P et Q de valeurs respectives

Ppoces ,p4 H ql, cee ,q4 et sous les hypothéses supplémentaires :

(23) d(xl,xa) + d(xz,x4) 2 max ( d(xl,x2)+d(x3,x4) ;d(xl,x4)+d(x2,x3) )

. |
2IP-Qll, = dyy Lley-ay 1+ dpy=ay | - Ipy +p,-ap-a, | ]

-+

dyy Llpg-a, |+ Jp,-a, | - lp, +p, -a-q,| ]

+

dps LIpgmay 1+ Ipg-ay| = Ip, +py - ay-q] 1
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g DIpgmag |+ legmay | - Ipy+p, -ag-q, | ]
tdjy Llp+py-ai-a,| + |p+p, -q,-q,| - Ipy-a,l -1p -, ]

*dyg Ulptppmap-ap |+ Ieptny - ap-qy) - Ipy-ay| - Ipy-ag] )

24, Etude sur R .,

Sur R muni de la distance euclidienne considérons les probabi-

litts P et Q définles par les densités respectives f et g

fix) = e~ 1y (x)
g(x).= —;— e /2 Bo4 ()

n étant donné, on va tout d'abord chercher x0 tel que

+ oo
6. = f (x-x ) 1 e-x/Z dx <
2 x o 2
o

an ol O est un coefficlent proche

de 2 . En posant u = (x-xo)/Z on obtient

+ o
6, = 2 J‘ u e-(quxO/z) du < -*  soit Ze—xo/z"I‘(Z) < &
0 4n 4n

ou encore :

x>2Log.§.'l .
o)

a

+ - -
On a également 61 = f ® (x-xo) e ™ dx =e X0 . On vérifle alors que
%o
te -x 1 -x/2 1
de telle sorte que J' (x-x ) (e "+= e ) dx < —
4n xo o 2 2n

e.’xo < 2_0'

On divise alors [0, X ] en intervalles de longueur 1/2n .

Le calcul de la charge de ces intervalles, a savoir :
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1/2n 1/2n i-1 A
' e X dx et j‘ -12- e-'x/2 dx = ein -e 4n
(1-1)/2n i-1/2n
est effectué en double précision, Les charges associées & P nous sont

in
alors fournies par :

i
1/2n —_—
max f e ® dx - fz“ % e-x/de; 0
i-l/Zn _!._-—__
2n

P

et celles de Q, =~ par : max |0 ; j'Zn 1 %2 dx - fzn e Xdx
n
-1 2 i-1
n 2n
On multiplie ces charges par une pulssance de 2 (226 par exemple),
On ne conserve de ce produit que la partie entiére. Les erreurs d'arrondis
sont reportées sur la charge du dernier intervalle et sont de toute fagon

négligeables pour la précision de nos calculs. Les distances entre le milleu

x de l'intervalle I = ~4 , £ [ et le milleu x, de l'Intervalle 1
| 1 2n 2n J j

sont multipliées par 2n , de telle sorte que le programme tourne en nombres

entlers, Posons m = [2n. X ] . Pour expliciter les modalités du calcul

construlsons le graphe sulvant :
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0
.
XP(,_® = - = XP|, @t b= g @ - L = llo = 4]l
HE -/ cawmmu:ozluouLOm ap 81nuJo) €] JuesiiLin u3j
6676670 e FEl sL€ €2 c29 - 050070 21 02
9048670 19970 L €9 12 < 2t l
99260 l S8S 91 Lo¢g ¢S 6£2070 6’8 02
2670 i 291 9 -3 2 82 292070 8’8 ot
6992678 82270 l LS. 1l € . ot t
N . Xxeuwe
S2pPUOIIS U3 suoltiea | mhmmu m> B mx N%m+ L Teseyyen u
jewiutw 3no3 jnojes -91L,Pp [82tJieuw e3 siduwos sjawwos uot mwonm 483Ul sap
ap sduway dJquoN °p @j1teL | ep saquwoN | ap aJquopn t3 FENW 9ILWaJs3IX]
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2 /%= = (X)b

- 'N

p3Lsusp 3p p 139

l

x)y +° U
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On veut failre passer le flot sortant de S et qui vaut Z) pu vers P

L=1

. m+l

ou peut arriver n q“’ (ces deux sommes é&tant égales) pour un coqt
k+1

minimal, Le coat de transport sur chaque arc (X X) est égal A la distan-
ce dlj = d(X Y) . La capacité maximale d'un arc est entre parenthése.
La capacité maxlmale de I'arc (S,X‘) exprime que 7} xH < Py - De

J

méme la capacité maximale de 1'arc (Yj., P) exprime que {) xu < qU .
Pour obtenir le flot de coat minimal, on utilise le programme de la biblio-
théque Nag pour le probléme de Hitchcock avec un ordinateur C.I,I.-HB 68.

Les résultats des divers calculs sont conslgnés au tableau ci~contre,

De ces calculs, il ressort que la source d'erreur la plus importante est
I'erreur de troncature pour Q , qui semble déterminer la précision du
calcul, alors que la modification du pas (longueur des intervalles de char-
ges) n'entramme qu'une trés légére modification du résultat,

La majoration des erreurs pour n =20 et amax = 12 est de 0,055,

alors que I'erreur absolue est de l'ordre de 5 x 103 .

Signalons dés a présent 1'Intérét de ceti:e méthode sur R :
d'une part elle peut s'utiliser avec une distance quelconque, d'autre part,
dans le cas de deux lois empiriques sur un grand nombre de points,
'utilisation de la formule de Wallender [15 ] risque de s'avérer particulid-~
rement fastidieux, alors que cette méthode donne la réponse exacte de

fagon quasi-immédiate.

25. Etude sur RZ .
Ndus éllons maintenant travailler sur RZ
On munit R2 de la distance associée a la norme :
2

st XxX€ R, |lx|| = max (le‘).
i=1,2

Nous prendrons pour P la loi normale centrée de matrice de varfances-
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covariance : l'identité, et pour Q la loi normale centrée de matrice de

02 0
variances-covariances : .
0 02

Commengons par énoncer quelques lemmes qui vont nous permettre de ré-

duire le probléme :

26. Lemme : la norme ci-dessus est fonction croissante de la valeur

2
absolue de chacune des composantes des vecteurs € R,

Preuve : étant donnés x et y deux vecteurs de R

x=(x,x) et y=(.v).
Supposons |y, | 2 ‘xl{ et lyzl-z lle alors

max (\yll) > max lxl‘ - 1e) . iyl = lixl .
i=1,2 i=1,2

2
27. Lemme : Solent P et Q deux mesures sur R, symétriques par

rapport A Ox et Oy . Appelons alors 5‘8 le sous-ensemble de ¥

formé des fonctions symétriques par rapport 8 Ox et Oy . On a

sup [ , £d(P-Q) = Sup [, £d(P-Q) .
f€F R f€F_ R :

Preuve : il est clair que sup _f fd(P-Q) 2 sup _f f d(P-Q) . Inverse-
fe F f€3‘0 '

ment, supposons qu' J§ f telle que f f d(P-Q) > sup j'fd(P—Q) .
feF
o

Appelons fi la restriction de f ou quadrant noté qu(i) tel que

l —
Iqu(l) £ d(p-Q) = fqu(j) f d(P.-Q) pour §=1,2,3,4 .

Construlsons a partir de fi la fonction fi € f’fs définie sur. Rz telle que
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~f i
f (e:1 x1 , ez xz) f(xl,xz) ol
(xl,xz) €Equlf) et ¢, =+1 et ¢ =41

1 2 . On a :

|f(e:l X0 €y %,y) - flegy s €,y,) | = lf(xl.xz) -y, .y, |
<d “"1"‘2) . (yl.yz) } < d{( (elxl,ezxz) ] (63 Yy €a¥,))
d'aprés le lemme 26.

Pour terminer, remarquons qu'alors

[T ae-0) = [t ar-q)

en contradictlion avec 1'hypothése. Donc

sup

J £d(P-Q) = sup [ f d(P-Q)
fey

feF
d’ol le résultat,

28. Corollaire : appelons P1 et C)1

les restrictions ré_'spectives au
premier quadrant de

P et Q , mesures sur R® répondant aux hypothe -
ses du lemme 23. Alors '

le-oliy = apet-o'yy .

Calcul du rayon des cercles d'intersection :

2 2
) “xl + x2
la densité f(x,,x,) de P vaut — e 3
1 2. 21
' 2
) X, + x
la densité g(xl, xz) de Q vaut e 202

2, 02
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en posant x2 =0 on obtient 1'abscisse deg points d'intersectlon des

deux surfaces dans le plan X, = 0 et donc le rayon cherché .

x2 x2 xZ
L 1 _1 2 L 1
e 2 = = e 202  ou encore o'=e2(l-~—--2—)
o 20
ce qui conduit a
xZ
2 log o =_t (1 -1 )

2 02

/ Logo
= 4 [ionsintt S SNN
ou xl 20 7 .

o -1

On recherche alors une majoration convenable de l'erreur de troncature

A 4

.

notons x = (x ,x )
o o' "o

—

appelons D le domaine du plan défini par
' 2 2 2
- . . . +

Si p = ./ yf + yg on vérifie que dans la zone hachurée en bleu D
d(xo, y)s<op

1

14



D'autre part soit D, = D-D et YyED

d(fg.):) =max(|y1-"xol . Iyz—xol )
dz(x y) s (y, -x )2 + (y,-x )2' < yz + yz =p
o'’ 1 "o 2 "o 1 2

ylzx et yzzx

o o

donc vy € D d(xo,y) sp .

Calculons alors 5, = ‘]'D d(i(g, y ) dQ

2, 2
1 202
=[] dx.y) —5 e dy, dy
D ° 2t o 1 2

Passons en coordonnées polaires. L'intégrale devient :

mn/2 +o0 2 2
- (o]
i L 40 [ dx_,y) -2 e P /2 dp
0 2n x o _ o2
o
/2 +eo 2 2
< J‘ —--Lde f pz/o2 e 0 /20 d
0 2 xO
2
+ o 2 —l‘l—-
= -f— J’ u“e % du en ayant posé u
xo/o
1

De méme on trouve que 5, = j' d(::g,z) dp <—Z ]’

2

D X

61 est, d'allleurs tout & fait négligeable devant &

On construit alors le quadrillage suivant

car
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. .\\’. . .

7 - N

’7/////,\ N
7r/Nan
e 1)

¥

On calcule alors successivement en double précision par la méthode de

Gauss-Legendre

i ' i

2 2 2 -
j‘invpas 1 o X / 20 dx = j-ianaS 1 o7 X /2 dx
J2ma NFE
i-1 N i-1
invpas invpas,
i
invpas 1 —x2/2
et f —_— e dx
NEE
i-1
invpas

On en déduit alors la charge affectée a chacun des carrés du quadrillage

par Pn et Qn puis la charge affectée & chacun des carrés par Pln

et an . On multiplie cette charge par une puissance de 2:(234) par
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exemple et 1'on ne garde que la partie entiére de ce produit, La largeur
des carrés du quadrillage est égale a invpas
Compte tenu des résultats sur R , on a cherché & obtenir une bonne ma-

joration de l'erreur de troncature & + 62 plutot qu'a prendre une trés

1
petite valeur pour la largeur de ces carrés. Les résultats sont consignés

dans le tableau ci-contre,

Notons pour terminer, que cette méthode donne la valeur exacte
* ;
de ||P-Q “L pour toutes lois P et Q & support fini dans un espace

métrique quelconque.



- Ub.

6960971

928£9“¢ 4 262 to‘s 912 ¢ 8.5 L 22 r4 12070 02 LsL2’z| ¢
60574 Le22L’y %82 997y 990 22 200 L 22 F4 92040 91 968572 <
0%8¢7¢ | L09%8“0 6%1 8271 SES %1 s92 61 2 80070 2 ozev’z | 4
0585272 92£95°0 9L L%‘0 il § $8¢ Sl F4 0L0“0 01 §g22°’2 S
2ggze’e £€85s570 g8l 6072 655 9L LY .l g 90L7’0 | gg€“2 §g2272 €
9896172 L28%5°0 9 60070 081 Sy 9 L €€L’0 4 §gz2’e €
suotjey o N by N.m._._..\n
1 ana__ 1 - m= -33L,P | "uLw ua 3dLJieuw Sjutod Siutiod sed cow ed xQ FWA o
* ot 24qN sdwaj 311te1 | ap a4gpn ep 2J4qN | -Aug mwm:
b.c.N
£— sitsusp op [2° OVo\y oo 3P
02 L ’
Z 0 .o
Z. 1 N
x._.N
4 12 L 0
® — 23Lsu3p ap ‘0/M 10y ap 4
2~ 1 Ao b A
w»+rx

NE YNS-W-131¥04 30 3INVLISIGQ

¥1 30 In37v)




- 89 -

1.3.4. Un aspect du théoréme de Kantorovitch et Rubinstein.

29. Introduction : Kantorovitch et Rubinstein ont démontré en 1958 le
résultat suivant (d'aprés Versik (15 1).

Soit (SK'd) un espace métrique compact. Appelons § 1'espace des
applications mesurables définles sur (fo,11, m1l0,1], dx) A valeurs

dans (SK, d) .

Soit l"v le sous-ensemble de £ dont les éléments ont V  pour mesure

lmage. Notons || .|| 1a norme de la variation totale. Solent v et v

2
deux mesures sur Sy telles que ||\’1 | = ||\’2 | . Alors
* 1 ‘
(30) “"1“\’2 ||L = inf { Io d(f(t), g(t))dt / fe :,\,1 et gGL\,Z} .

Il s'agit en fait d'une variation du résultat de Kantorovitch et Rubinstein.
Le travail original a été traduit par R.M, Dudley [8].

Soit maintenant (S,d) un espace Polonais et P et Q deux
éléments de Pl(S) . |
En 1969 Wasserstein [17] a défini la distance entre P et Q suivante,
notée W :

(31) W(P,Q) = inf { I dlx,y) dy /o0 je€ P(SxS) Yorr—llu= P Yong =Q}

n‘ (1=1,2) étant la projection canonique sur la léme composante.

En 1970, Dobrushin [4 ] établit le lien suivant : soit P € p(S)

et X donnés. Si 1l'on appelle R I'ensemble :

R(P) = [ Qe€P(S) /WMP,Q) < += et lim [ d(x,x )dQ=0 }
C- +o {x/d(xo,x)>C] °



- 90 -

Alors la topologie induite par W sur R(P) est équivalente a la topolo-

gle de la convergence faible,

Wallender obtient en 1972, par une démonstration directe que
sur (R, |.])

+o
(32) w(P,Q) = | |F(x)-G(x)| dx .

~- 00

En 1976, Dudley [7 ] propose une démonstration du théoréme de
Kantorovitch et Rubinstein pour (S,d) un espace polonal_s, Elle est com-
plétée mais non publiée dans [9 ], Une démonstration compléte est finale-

ment publiée en 1982 par de Acosta [l ].

On se propose ici, de travailler sur I'espace probabilisé [0,1 ]
muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue notée dx ,
Nous considérons alors les varlables aléatoires définles sur
(0,11, 80,11, dx) a valeurs dans I'espace polonais (S,d) . Nous

voulons montrer le résultat sulvant :

Solent P et Q deux probabilités & support fini sur (S, g) .
Alors pour toute variable aléatoire X de [0,1] dans S de loi P .
il existe une variable aléatolre Y de [0,1] dans 8 de loi Q

telle que
IP-Qllf =E (ax,v) .

On étudle alors ce que devient ce résultat lorsque P et Q sont sans

atomes,

33. Construction de X et de Y . Précisons, tout d'abord, les notations.

- 8,d est un espace métrique séparable et complet. Nous appelons g

sa tribu borélienne,
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X et Y des varlables aléatoires définies sur ([0,1], A [o,1], dx)

a valeurs dans (S,A) .
P et Q sont deux probabilités sur (S,8) ¢ Pl(S) .

L1 (lo,1], 800,11, dx , S, d) est l'ensemble des classes d'équi-
valence pour 1'égalité dx - presque partout des varlables aléatoires
définies sur [0,1 ] & valeurs dans S telles que si X est un re-
présentant d'une classe : ] s € S tel que E(d(X,s)) < +» . Ce
qui est alors vral Vs € S , en utilisant I'inégalité triangulaire).

On notera de fagon abrégée Ll . ,

L'espace L1 est muni de la distance Ep (d(X,Y)) = d1 (X,Y) on

~

X est la classe d'équivalence de la variable aléatoire X .

L'espace L1 est alors un espace métrique complet,
On notera ¥ ={ f/f: S — R lipschitzienne de rapport 1 } .

On notera de la méme fagon l'espérance Ep (d(X,Y)) prise sur Sx S
par rapport 3 la loi conjointe p de (X,Y) et I'espérance par rapport
a la mesure de Lebesgue sur [0,1] de

d(X(w) , Y(w)) : [0,1]—R , par E(d(X,Y)) .

J4. Lemme : Soit X une variable aléatoire de loi P , Y ”une variable

aléatoire de loi Q . Alors :

I P-Qll] = E(ax.¥))

Preuve : Soit f € .7 . Alors :

1 1
[ £dP-Q) = [ £(X(w)) dw - [ £(¥(w) dw
5 0 0
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Il

1 1
J L) -£(y@) 1 dw < [ d(X(w), Y(w)) du
0 0

E(d(x,Y)) .

Comme ce résultat est vrai pour toute f € ¥ , on en déduit le lemme :

35. Lemme : Solent P et Q deux probabilités sur (S,8) A support

fini, On peut construire deux variables aléatoires X . de loi P, Y,

de loi Q définies sur [0,1] A valeurs dans S , telles que :

llP-QH: = E(dX,V)) .

4
Preuve : nous supposerons que P = Y p, 6 ol 6x est la masse
i=

deDiracenxi,et(;):}j q, 6 ,pzo,qu().

=S
o

4 m
Ona:Z)pl-*-D q, =
i=1 =

11 2y Pour

J=1,...,m . Puis définissons I = {1,...,L] et J = [1,...,m} .

Soit f €% . Posons f(xl) = f pour i=1,,,,,4 f(yj) = f

L
On obtient tout de suite : j‘f d(P-Q) = 1:2;)1 f“x1 - ’=1. fzj yj .

Si ] ati moins un 1 €I etun j €T tels que xl =y, , on utilise alors

J

la décomposition de Jordan-Hahn :

P =(PAQ) + (P-—Q)+

il

i

Q= (PAQ) + (P-Q) .

Posons P1 = (P--Q)+ et Q1 = (P-Q) .
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On voit facilement que Pl et Q

IP-Qll, = e, I .

1 sont orthogonales et que

On peut donc supposer que Vi € 1 et vVie]J xi %yj .

_ . - . m+ 4
Appelons dU = d(xi,yj) o f (fu,lEI ; fZj , J€J) €R et
W) = 2 f . p - % f q, , qui est une forme linéaire sur Rm+L .
L€] 11 "1 3 2] 7 ‘

Alors on sait que (1.3.3) 18 :

36. Maximiser la forme linéaire W , sous les contraintes :

vier, vyejy , i | <d

T fzy 1j

-f. | sd
i, i, 1,

A4
Ler, 1, er , |t

€J, € ' -

a pour dual

37. Minimiser sur § la valeur : ¥ d“ @U sous les contraintes :
i€l

jej

ﬁlJZO

L & =4 L 8. =p
tel R ] J€T Y .
qui est un probléme de transport connu sous le nom de probléme de

Hitchcock.

Conslidérons le réseau de transport auxilaire suivant. Appelons
[xl, ceeeX, } I'ensemble des sommets de production et [yl, ceed¥ )

I'ensemble des sommets de consommation.
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L'entrée E est reliée a xl par un arc de capacité pl . Le sommet xl
est relié a yj par un arc de transit de capacité C et y est relié

i J
d la sortie Z par un arc de capacité qj .

Les arcs (E,xl) sont appelés arcs initiaux.
Les arcs (yj,Z) sont appelés arcs terminaux.
On cherche un flot & qui sature les arcs initiaux et terminaux et qui

minimise la quantité 3 d” §U ’ QU étant la valeur du flot sur l'arc
1,)

(XnY). )
I | Y,
/
p)
/
y
o I /
- /
~
X4 ~
Ci.
Yy q
Py
~
\\
~
7 —_—_2>
Ve
”
Xl .""'--._.__

Rappelons le résultat suivant [2].

38. Critére de Gale : Une condition nécessaire et suffisante pour que le

probléme ait une solution est :

4
D max(pl. )y C.,) = Py q

cy U RIS
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Comme on peut supposer Cij = +o ou plus précisément Cij = qj Yi €1,

on voit que le probléme dans notre cas est toujours possible. On a d'all-

leurs utilisé au paragraphe 1.3.3 un algorithme de calcul des § . .

i

Remarque : Au cas ou l'on a recours a P1 et Q1 pour le calcul du
flot £ optimal, on voit que l'on peut revenir & P et Q “ en faisant cir-

culer d'un sommet X, vers Jui-méme la valeur min (P (xi) . Q(x‘)) .

La distance d(xl,xi) = 0 , la valeur du coat minimal s'en trouve

inchangée. De cette fagon on aura toujours :

b2 g, =1
jET 1

J€J

Plus précisément, on peut montrer que le probléme de Hitchcock défini par
{ sommets de production } N {sommets de consommation} = ¢

qui nous intéresse peut se ramener & un probléme de transférement (intersec-

tion non vide) : et réciproquement.

De plus les coats étant donnés par une distance la solution du probléme de
transférement avec pour yj =x E” = mln(P(xi) , Q(xl)) est la méme que
celle du probléme de Hitchcock. ‘

Posons alors

X, sur [0, P, {
X, sur ["1"’1”’2 {
X(w) =
-1
XL sur [ 2_/ plr 1]

=1
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-1 -1
sur [0.%11[ U[pl,pl’r’%u[un-u [13;1 P, i iz_ll p, + §“ [

Y(w) = Y,

Y(w) = y, sur [§n,§u+€12[U[pl+€21, p1+€2 +€__[uU...U

1 722 -
-1 L'-l
[1?31 Pt 8y 1_;_2"1 Pt et By
m_-—l m-1 :
Y(w) = ym sur [ji—ll 5” . pl[U [p1 +j=-7?ll F°Zj , p1+pz{U eoo U
m—l
[l—pb-l»z__, P;Lj,l].
=1
1 *
Alors E(d(X,Y)) =j‘ d(X(w) , YW)) dw = ¥ d,, §, 6 = “P"Q“L .
0 i, 1 .“

On peut démontrer le lemme suivant : Bleuez [3]

39. Lemme. Soit (Bi) pour i=1,...,4 une partition mesurable de [0,1].
Posons p, =£ dx et p_
.

]
o

i
Soit alors D, = [ 2 p 2 p, [ pour i1=1,...,4.

i

Alors il existe une variable aléatoire T de [0,1] dans [0,1] de loi
(dx) telle que pour tout 1 €1 , T(Bi) <D

i .

40, Théoreéme : Solent P et Q _deux lois de probabilité & support finisur(S,@.
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Alors vX de loi P, 1Y de loi Q telle que

* .
ie-Qll, = Etax,vn .

Preuve : Soit X une varlable aléatoire définie sur (0,11 , ®[0,1] de

1 -
lot P= Y p, 8 . Posons B =X l{x ).
2 Py i 1

4
= N = *
Soit alors X1 l}: x! llD .. 0Ona X Xl oT .

D'aprés le lemme 12, JYI de loi Q telle que

E(d(xx,Yl)) = |P-Qll . Posons Y = Y, oT . Ona:

‘B(d(XloT‘, Yl oT)) = E(d(Xi,,Yl)), .

41. Lemme : Soit P une loi de probabilité & support fini. Soit Q une

loi de probabilité appartenant 3 PI(S) . Alors on peut trouver une variable
aléatoire X de loi P telle que :

l\I’—QH: = inf {EX,Y)) / Y de loi Q } .f

Preuve : dans ce qui suit, pour tout sous-ensemble K de S on notera K 1'adhé-
rence de K

Compte tenu des hypothéses sur Q et sur S, étant donné n € N et Yo €5

on peut trouver une partition mesurable finie : Kn yeesy I(n telle que :
o] 1
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1
Wy, NRE < -
[ avae,, mac -

llo

diam K < l/22n pour h = 1,...,1
" ‘
Pour tout h = 1,...,1 on choisit un point Y), € l(]ﬂ et 1'on a :

h

1
Vx€K d(x, y,) <
" *7h ;2;

1
Posons Qn = , X Gyh Q(l(nl )
1= )

On a d'aprés le lemme 11 page 69
*
lQ - QnHI L 1/

Fixons provisoirement n,

Vh=1,...,1 Kn est un sous ensemble compact de S.
h

On peut donc construire une partition fihie mesurable de K -
h

. 1
K sreey K de diamétre < ——
" nhn].h ' 23n
Pour tout i = n,,..., n
1 1h
on choisit un point Yhi* Alors pout tout x € l(n on a :

h i

1
d(X.)’h 1) < ’;3;



D'autre part l'ensemble K“o’ est un espace polonais.,

Etant donné Yoo € l(n » On peut trouver une partition mesurable finie
o

de K. notée K
n, nono’ ’lglonlo

telle que :

- [ o gm0 dae

oo
é I [1v ’d(yoo,x)] dQ(x) < 1
_ 2ndlygy) v 1)
K
LD
~ diam K 4 —-%-—
5", 2°n

Choisissons pour chacun d'eux un point Yoq Pour is= 1,...,10 tel que

d(yo,yoi) < inf d(yo,x) + € ol € pourra étre une quantité arbitrairement
o
i

petite mais fixée,
) 1 1
Posons Qn = I I

K )6
h=0 i=0 iy

Yhi

En utilisant le lemme 11 page 69 on obtient :

»
HQ-QAHL < -

2°n

Appelons X la variable aléatoire de loi P construite au lemme 35 et qui

est maintenant fixée. Alors toujours d'aprés le lemme 35, pour tout n on

peut trouver une variable aléatoire Yn de loti Qn définie sur [0,1]

telle que HP—Qn“= E(d(X.Yn)) .
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A partir de la variable aléatoire Y nous allons construire la variable
aléatoire Y:l de la fagon suivante : répartissons le flot optlmal £, ih qui
va de X; vers Y}, en giln""’gihlh tel que

1
kgogihk = gih et tel que

X Ei hk ° Q(Knhnk)

Supposons que la construction du lemme 37 soit celle de Yn(aux indices pras).

on a donc Yn(w) =y, sur
h-1 h
AT AT
h-1 h
U[p14’=‘O ﬁzj,pl*'jg_)oﬁj[
u..
1-1 h-1 -1 h
u [ =El pl+j§O ELJ ; -—231 pl+j§ E'U {
posons alors :
Y=y e [ S N
n hi e A TR TY
h-1 h-1
u [p + J?O §2’ ¢ Py +j?0 §2, E‘Zhl {
-1 h- h-1
Ueer U [151 p‘+1§'o§"151 pi+jzé Syt S
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v L ;
w) =y sur M T M S |
n hzh. j=0 U 'y a 1hk j=0 14
h-1 L, -1 L
U [p+. L € + 3 € A U D S |
1 Zp 20 o 2hk 1 o 2

| 1-1 h-1 .x,i/-l 4-1 h
U.eew [ D p.+ 2 E + )5 E . Lop, + L 8§
1=1 i j=0 Y k =a Lk =1 1 j=0 4

Alors l d(Yn'Yl‘\) dQ(x) ¢ ;%—-' a - ;;j-j)
il n

S-Kn0

1 1 1 1
et ano A00,1p) 900 & —j= ¢ (# I (1 - =)

On peut choisir € de telle sorte que :

l 1 1
(e+—=)(1 - ) &
2°n 2'n < 23n
donc B d(Y,Y) ¢ o -

On construit ainsi par récurrence une suite (Yg) telle que si 1'on note Qf:

la loi de (YK) ona:

* ]
HQ"QﬁllL < T

.‘.
n
et EaeP! VP <L
n 2Pn
p-1
P 1y 1d+L Loyl
Donc E d(Y,YD) s 15‘ Ed(Y Y ") s ~(3+ AR )< 5

Donc la suite (Yg) est dans L, et de Cauchy dans L;. Donc (YK) converge

en 1oi. Comme YP a pour loi Qp et lim Q,p = Q pour la convergence faible
n N e D

des probabilités, on en déduit que la loi de lim Yg est Q. On note YS
cette variable aléatoire,
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| ) Q Q
Alors vn : B(d(X,Yn ) s E(d(X,Yn)) + B(d(Yn.Yn ) )

2

< lIp-oly + -2

*
<lip-q Il +

2 h

On en déduit a I'alde du lemme 36 que

i Q
IP-Qll, = nt (ECax,¥7)) ) .

42, rollaire : Soit X une varlable aléatolre de [0,1] dans § de
lol P A support finl. Soft Q une lof de_probabilité sur (S,d) e,P'(S)

. Alors

“P-Qll; = Inf {E(d(X,Y)) / Y :[0,1] = S de loi Ql}.

Preuve : Soit X une varlable aléatoire déflp'le sur [0,1] , B{0,1)

4
de lot P= 3 p v
=t 1-1 i
En utilisant le lemme (39) on a X = X,0T od X =[ L p,, B p, [ .
1 DR = S ey

Alors d'aprés le lemme 41 pour tout € on peut trouver une variable aléatoire
* .
Y, de lol Q telle que n(d(xl,vs) < IIP-Q“L +e,

; : *
On en déduit que B(d(xl oT , Y oT)) = B(d(xl.Ye)) < |IP-Q “1, +e

Ye oT apour lol Q. On en conclut le corollaire,

13. Corollaire : Soit X une varlable aléatoire de lot P, élément quel-

" conque de PI(S) - Soft Q wune loi de probabilité appartenant 3. .Pl(s) N
Alors ; ‘
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HP—Q“; = InflE(d(X,Y)) /Y définte sur [0,1], de loi Q).

Preuve : on construit une suite Xn de loi Pn d support fini telle que

E(d(Xn,X) ) —0

n— 4+
, *
D'aprés le lemme 34, on a alors |- P “L — 0
n—s 4o
D'aprés le corollaire 42 Ye¢ on peut trouver une variable aléatoire Ye

telle que

A

* %
E(d(X ., Y)) Il Pn-Q“L + ¢ s "P—QHL +2¢

E(d(x, Y )) < E(dX,X)) + E(d(x ,Y_)) = |lp- Qll;: +3e .,

A l.'aide du lemme 34 on conclut que

Il P—Qu: = inf {Ed(X,Y) /Y deloi Q).

43. Exemples.

Nous allons maintenant montrer sur un exemple qu'il existe des
cas ou l'inf n'est pas atteint et que donc le résultat ne peut pas @étre

amélioré dans le cas général.

Considérons dans R2 muni de la norme euclidienne la loi P uniforme sur
(0,1] x {0} et la lot Q uniforme sur [0,1] x (1} U (0,1} x {-1] .

Soit X 1'application identique de [0,1] dans [0,1] x {o} .
L'application‘ X est une variable aléatoire de loi P .

Effectuons alors une partition de [0,1] x {0} en n intervalles

I. 1t=1,...,n de longueur 1/n et chargeons x, milieu de Ii de la

i i
masse 1/n .
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T Va1 You
LT L A
;
'
1/2!’1 .~
‘
:l 2 A lX:. . _%
M
1/2n :
Yy Y

Effectuons de meme une partition de [0,1] x {-1} en n intervalles Il

t=1,....,n etde [0,1] x {1} en n intervalles Il {f=n+l,...,2n .

Appelons alors yj i=1,...,2n le milieu de Ij qui est affecté de la

masse 1/2n ,

On voit que min 12:,j x” dij ol dU =d(xl,yj) et xlj le flot circulant

de xl vers yj est obtenu en posant

Xy = 1/2n = x

xU=0 pour § #i et j# n+i

et 2 x d =1 (indépendant de n )
i, 1] i

Par passage a la limite on voit que la variable aléatoire Y(x) qui réalise-
rait le minimum devrait vérifier Y(x) = (x,-1) et Y(x) = (x, +1) ,

Donc Y n'existe pas.

Considérons la variable aléatoire X définie sur [0,1] par
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X(t) = Log 1 .

1-t
+
Alors X est & valeurs dans R~ et PX est définle par la densité
f(x) = e ¥ IIRJr .

+ . -
Considérons alors la loi Q sur R définile par la densité -él— e */2 IIR+

1
On voit que Y(t) = 2 Log —l——; est une variable aléatoire de loi Q

définie sur [0,1] et l'on a :

1 1

JoIx®) -y | ae = [ Log SLIH
0 0 1-t

*
= u Logu - u I? =1 = "P—Q"L

L'inf est donc atteint.

Plus généralement, en utilisant le théoréme de Kantorovitch et
Rubinstein et la formule de Wallender on voit que si P € Pl(R) et si
X est la variable aléatoire définie sur [0,1] comme la pseudo-inverse
de la fonction de répartition F de P . alors pour toute loi -Q € P(R)
la variable aléatoire .Y définie sur [0,1] comme la pseudo-inverse de

la fonction de répartition G de Q réalise I'infimum et 1l'on a :

1 1
Joixw-ywla = |F iy -c iy |ay
0 0

, *
= lip-Qll .
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CHAPITRE II

INTRODUCTION : Ce second chapitre est consacré aux problémes d'estimation. On s'in-

Léresse d'abord aux propriétés asymptotiques. On montre, & 1'aide d'un contre-
exemple que la notion classique de normalité asymptotique de 1'estimateur du maximum
de vraisemblance ne se généralise pas de fagon canonique a 1'estimateur ensembliste

du maximum de vraisemblance, dans le cas non régulier.

Puis on s'intéresse aux probiémes de fiabilité d'un estimateur rela-
tivement aux modélesde base. Les hypothéses des modéles statistiques sont rarement
vérifiées.Ce qui veut dire qu'il y a rarement équidistribution - souvent supposée
gaussienne ~ ou indépendancg. Les observations proviennent de lois mélangées. Parfois
Ta variabilité intrinséque des données entraine elle aussi la présence de valeurs
aberrantes. Aprés un rappel de la méthodologie statistique en matidre de test de
détection de ces valeurs, on s'intéresse & la détection de valeurs aberrantes multi-
dimensionnelles par visualisation. On termine par une bréve introduction & la théorie

de l1a robustesse.

Enfin on tente de procéder & un classement des estimateurs d'un para-
métre de position. On retient un certain nombre d'échantillonsconnus sur lesquels on
fait opérer divers estimateurs. A 1'aide de plusieurs analyses en composantes prin-
cipales, on montre qu'un facteur séparateur ' important est le poids qu'accorde chaque

estimateur " aux valeurs extrémes.
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Il =1 Un contre exemple pour 1° _€tude de la normalite asymptot1que de

1 estlmateur ensembliste du maximum de vralsemblance.

Afin de pouvoir étudier des cas od 1'équation de vraisemblance n'a
pas de solution unique, on introduit 1a notion d'estimateur ensembliste du
maximum de vraisemblance (m.v.). Cette notion a &té appliquée par divers auteurs
pour étudier des structures statistiques log-concaves normales, dont nous
rappelons ci-dessous 1a définition. Pour la notion d‘intégrande convexe normal

on pourra consulter [18].

1 - Définition : Nous dirons que la structure statistique (R, {Pe/e € 0})
ol O est une partie convexe d'un espace Rk est une structure log-concave
normale si

a) la famille {Pe/e € 0) est dominge par une mesure o-finie u

b) i1 existe, pour tout o ¢ O,une densité de probabilité ¢(.,8) de P6 par
rapport & u, telle que si 1'on pose :

- 10g $(w,0)

+ o

V weQ, VO coO f(w 0)

Y we, Vo e Rk-e f(w,0)

la fonction f soit un intégrande convexe normal sur Qx RK.

2 - Exemple : on obtient un exemple d'une telle structure en posant k=1,
(288) = (R, ‘BR ) et en prenant pour p la mesure de Lebesgue sur ( R,?JR).
soit @ = R. On pose :

0 si 6 <w< 0+1
f(w,0) = 6(w,[6,6+1]) =
+ o sinon

La loi Pg associée est alors la loi uniforme sur [6,0+1].
On remarque‘que le domaine de définition de la loi P9 dépend de 6. On est donc

dans un cas non régulier. D'autre part, pour wo fixé on a ¥ 0 € Lw,-1, w,] :

é_g 109 ¢ (wg,6) = 0
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Soit T' la multi-application définie sur (2,8) & valeurs dans 1'ensemble
des convexes fermés non vides de 0 par : |

N(w) =16 ¢ 0 / inf{ f(w,E) /E € B} = f(w,0))
Cette multiaplication, dont on montre la mesurabilité, est alors appelée esti-
mateur ensembliste du m.v. Sous certaines hypothéses, qui son vérifiées dans le
cas de 1'exemple 2, on obtient la convergence presque sire de 1'estimateur
ensembliste du maximum de vraisemblance.
Soit Peo 1a Toi uniforme sur [6o, 0o+1].

Soit wy,...,w_ un échantillon empirique d'une telle loi. Alors

n

1<is<n 1<isn
+oailleurs.

n 0 si supw; -1<0 < inf w,
flw,,0) =
i=1 1

En conséquence, pour toute suite {wn} telle que ¥ ne N w, € [Bo, Bo+1], et

pour tout n, 1'ensemble Fn(w"""mn) est non vide et 1'on a :

Fn(wl""’wn) = [sup wi-1, inf w,]
1<izn l<izn

Il est bien connu que sup w
1<isn

ment vers 0o+l et que inf W
l<isn

. . o Y
i est un estimateur convergent Pgo - presque siire-

est un estimateur convergent P§:°- presque
slirement vers 0,.

Nous désirons maintenant connaitre le comportement éﬁymptotique d'un
élément particulierde cet estimateur ensembliste du m.v. de fdcon d savoir s'il
est possible d'obtenir dans ce cas 1a normalité asymptotique, par analogie avec
Te cas régulier. On ne perd pas de généralité en supposant 6, = 0.
En utilisant les résultats obtenus par Gnedenko [19] et qu'on pourra aussi
trouver dans David [20] on voit qu'en ce qui concerne les statistiques d'ordre
de 1a loi Py on est dans le domaine d'attraction de la famiile de lois A2.

Pour m( ) = inf w;, leur fonction de répartition est donnée par :
1
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x) 0 x<0
A, (x) =
2 1~ exp(*xq) X>0,0a>0

En effet soit F 1a fonction de répartition de la loi uniforme sur £o,11.

0 si x=<0
F(x) =4, si 0<x<1
1 si x=21

et T'ona: F(1) =1 et Ve>0 F(l-e) <1

1 - F(1 -xk
-F{T-x

kx

o k.

Tim
x+0

et lim

+
x+0

La fonction de répartition de 1a loi inf w; est égale a 1 - (l-x)".
l<is<n

On en déduit que 1a loi de 5% inf W s d valeurs dans [0,§%J » admet pour
l<isn

fonction de répartition :

V2 x\n
b-0-=77

En faisant tendre n vers +~ on en déduit que la loi asymptotique normalisée de
inf w, admet pour fonction de répartition

lsi<n

V2 x

G(x) =1-¢e A g+ (x) et pour densité :

g(x) = v2 e X T pt (%)

Par des considérations évidentes de symétrie, on en déduit qﬁe la loi
asymptotique de :}‘2 sup w; - 1 admet pour densité k(x) = 'HR- (x) v2 e'/2 X
1<isn
Nous allons considérer maintenant la variable aléatoire

sup w; - 1 + inf w, -
W = 1<izn 1<izn

n 2
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milieu du segment de 1'estimateur ensembliste du m.v.

Calcul de la densité et des moments de Wn

Densité :
U =inf w
posons] " 1 1 B
V, = s¥p wy et cherchons la loi du couple (un,vn).

Calculons donc la fonction de répartition de ce couple. On a
PLU <u, Vn<v] + P[usUn, Vvl = P[vn<v]

or P[usUn, Vn<u] = (v-u)" et P[vn<vJ = v,

D'od F (u,v) = v"-(v-u)n si O<u<v<l,
Un’vn

La densité du couple (Un,Vn) vaut :

fu v (u,v) ¢ "(""1)("’")r.'-2 si  O<u<vgl
9 U,V = T mer—— =
. v Uy 0 ailleurs

Par intégration nous alions calculer la fonction de répartition de Z = un+vn. On a

F, (z) = LZ_ < 2z} = f (u,v) dudv
VA Zn n I£u+v<z] un'vn '
| ,///:=v
1/2] ]
|
| 4
Z-u
u - o
,//, ' ‘\\;u+v=z u

Distinguons deux cas : 0 €z < 1 puis 1 s z < 2.

a)0<z<1
z/2 Z-u ) n
(2) an(z) = IO du Iu n(n-1)(v-u)" 2 4y = %T
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b) 1 <z<2.0na
PLZ<z] = an(z) =1 - P[Zn>z]
P[Zn>zJ s'obtient & cause de la symétrie a 1'aide de la formule (2) ci-dessus en
remplagant z par 2-z, soit :
"z (2) =1 -3 (22)"
Posons alors ?-(Z -1).

2
123%11~ si --% <we0
FN (W) =

n 1- %(I-ZW)n si Osw s-%
Par dérivation

(3 fy (W) = -
(3) wn n(l-—Zw)n 1 si 0<wcs 1

{n(2w+1)"'1 si - %-s ws<0
2

moments : en changeant w en -w dans 1'expression de fw pour w < 0 on obtient f

Y

pour w 2 0. On en déduit que tous les moments d° ordre 1mpa1r son nuls ; en particu-
lier E(wl). Calculons les moments d'ordre pair.

E(wsp) =2 ]:kn w2P(1-20)" L
posons t = 1-2w dt = -2dw et w= l-(l-t)

1 -
), 0 T - g

soit E(W2P) = — 2p!
2P (n+1)(n+2)...(n+2p)

Etude du comportement asymptotique :

On a w e [-1/2, +1/2]
oW = 77 (sup  wy - 1)+ ;% inf  w,

1<isn 1<izn
On a vZ n wn e[ - 5% . + 5%3

et 1a loi de cette variable admet pour fonction de répartition :

IA

(3§Q§ + )" si - 5% sws<0
-3 - 2y

w
"
o
A
b3
A
N
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en faisant tendre n vers +« on voit que 1a fonction de répartition Timite est

donnée par :
% e/?w

1 - _é_ e-/2w si w20

La densité correspondante est &gale en définitive 3

71? e—/?]w;

Lemme : la densité de la loi asymptotique de la somme :

5% sup wy -1+ %% inf 0, est égale au produit de

1<isn 1<isn

convolution des densités des lois asymptotiques de 5%- Sup wy - 1 et de

I<is<n
no.
inf w, .
V2 Isizn i
Calculons
kegw) = [* k(x) glwx) &x =2 7 2 % g2(~(wx)) 4 {(w-x)<0} dx
a) siw< 0 w-x< 0
o V2w e =2/F X 1 2w
k*xg =2e ) , e dx = —5e

b) si w> 0

Ksg = 2 Q2w [t RO ST
w

d'od le résultat.

Plus généralement, prenons un point arbitraire de [ sup w,-1, inf wi]
1<izn 1<is<n

Un tel point est caractérisé par

af inf wi) + (1-a) sup (wi-l)
1<isn 1<izn
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o o e 00,10

On se propose donc de faire un calcul analogue au calcul précédent en prenant

cette fois
a Un + (1-a) Vn 0<acx<1/2

On trouve que la densité du couple aUn, (l-a)Vn est donnée par

n(n-1 V. un-2 . u v .
flu, (1)) (W) = 5{1:5%'(1:5- 5 si 0s8s Lo
n’ n
0 ailleurs
7%
o

v

N\

utv=z
On cherche alors la loi de Zn =<xUn + (l-a)vn.

Par intégration on voit que si 0 <z < l-a

la fonction de répartition GZ (z) =P [Z,< 2]

n
oz Z-U
n(n-1 v u,n-2
Io du f_l;gu‘fﬁa =y S =i
o

(1-a) (T%&)" et que si l-a<z<1

-1 . 1-z .n
GZN(Z) = 1 o [‘-&—]
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On en conclut que 1a fonction de répartition Hn(y) de la variable aléatoire

n(aUn+(1-a)Vn-l+a) a valeurs dans [n(a-1),n0] est donnée par :

(1-0)(1 +‘my:ﬂ)" sin(a-1) <y <0
H(y) =

l-a(1 - )" si0<ysna

en faisant tendre n vers +w~on voit que la fonction de répartition de 1a loi limite

est donnée par

(1-a) e T%t

- Y
l-o e © si yso0

si y=<0
H(y) =

On n'obtient donc Jamais 1a normalité asymptotique.
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§ II -2 DETECTION DES VALEURS ABERRANTES ET ROBUSTESSE

Un des problémes qui se posent fréquemment dans 1'analyse des données
expérimentales est celui du traitement de quelques observations due leur taille -
trop grande ou trop petite - rend suspecte. Ces observations douteuses, qui peuvent
étre le résultat de 1a variabilité des données ou plus souvent d'erreurs doivent
étre détectées : soit pour 1'épuration des données, soit pour contréler la fiabilité
de certaines simulations ou de certaines méthodes de collecte des données.

La présence de valeurs aberrantes dans un échantillon a été modélisée
par Grubbs et Dixon cf [13] ou [6] . Soient Xl...Xn n variables aléatoires indé-
pendantes :

Modale K& : on suppose que n-k observations sont de loiufo(u,oz) et k < [n/2] sont
- de lois f(utay, 02) i =1,....k od a; € R est inconnu.
Modgle 3 : on suppose toujours que n-k observations sont de 1oibf°(u 0%) et k de
10i S (uth; ,0%) 4 = 1.0k by > 1.
Le nombre k peut-&tre connu ou inconnu et représenter le nombre maximal de valeurs
aberrantes. Diverses régles de rejet ont &té proposées, basées sur des test ; et leur
performances ont été étudiées relativement aux modéles]@'ou CB.

Dans le cas mu]tidimensionnel, il est pratiquement impossib]e de se
rendre compte, par une simple inspection des données, de la présencg ou non de
valeurs douteuses. Roh1f [14] &crit : (traduction faite par la rédaction)

"Malgré la complexité apparente du probléme, on peut encore caracté-
riser les valeurs aberrantes par le fait qu'elles se distinguent quelque peu du
nuage de points principal. Peut-&tre ne s'isoleront-elles pas aux extrémités de la
distribution comme dans le cas unidimensionnel, mais elles devront se singulariser
quelque part. Des points QUi ne sontpas & 1'extérieur du nuage de points... sont, en
puissance, des valeurs aberrantes. I1 peut &tre utile de posséder des techniques

pour déterminer la position d'un point relativement aux autres..."
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Divers auteurs ont proposé par des méthodes de représentation graphi-
que de données multidimensionnelles pouvant répondre aux préocupations de Rohlf

(cf [41 ). C'est 1'une de ces méthodes que nous allons étudier.

Irz -1 Soit Xiseoes X, un n-&chantillon de dimension p : pour tout
X; |
i=1,...4n X; = |. | Nous noterons x; le transposé de X o
P

i
Andrews [11 , [2] associe & chaque X; le graphe entre -n et +m de la fonction
2n - périodique

3

1,502 4 ¢4
(4) in(t) = Xj /Y2 + Xj sint + X3 cos t+ x; sin 2t + ...

+n
on voit qu'en posant ||f_|]|2 = J fz(t) dt on a
X L2 - X

(5) ||fx||f = u||x]|? od |].|| désigne 1a norme euclidienne de RP.
2
Cette propriété, qui est 1'une des plus intéressantes citées par. Andrews, nous incite

d utiliser le tracé des fonctions fx pour la détection d'observations aberrantes.
i

6 - Remarque : i1 n'est pas pratique d'étudier par cette méthode de gros &chantil-

Tons ; les graphes superposés devenant rapidement intraduisibles.

7 - Remarque : lorsque la détection des valeurs aberrantes nécessite la prise en
compte d'une métrique autre que 1a métrique euclidienne, cette méthode appliquée a
un échantillon brut est inopérante. C'est le cas, par exemple des échantillons
gaussiens multidimensionnels de matrice des variances covariance inconnue ol la
métrique utilisée le plus couramment est celle de Mahalanobis. Voir[6 ].

Nous avons donc essayé d'adapter cette méthode pour construire un

test visuel de détection de valeurs aberrantes.

8 - Soit Xpseees X un échantillon gaussien de RP de moyenne m et de matrice des

variances - variances A inconnues. A et m sont respectivment estimées sans biais par

(9) s- L igl (x;-K) (%)
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(10) x= =

Noussavons - voir [ 6] - que dans le cas d'une observation aberrante provenant soit
d'un glissement en moyenne, soit d'une dilatation de la matrice A, la régle de détec-
tion optimale est associée & la statistique

() T = B 09 ST

De facon analogue, la régle de Thompson généralisée consiste a regarder les diverses
valeurs Tf pour i = 1,..., n et & considérer comme détectée, toute observation X;
pour laquelle Tf dépasse une certaine valeur critique. Ces tests sont facilement
programmables. |

Nous savons d'autre part que les régles de décision associées sont invariantes par
translation et invariantes par le groupe linéaire, ceci par construction. La matrice

S-l

est symétrique, presque srement inversible, définie > 0. Nous svons alors qu'
i1 existe une matrice D telle que D' s7lp- U}.
La régle de Thompson généralisée consiste & trouver les points situés & 1'extérieur

de 1'ellipsoide d'équation

(12) (x-x)" 571 (x=x) = c¢R ol c4R est la valeur critique. Posons
x-x = /CR (DY). Il vient
(13) y' D' sTLoy =1 soity'y=1

qui est 1'équation de la sphére unité de RP. La régle ci-dessus consiste donc a

-1, . =
chercher les points Y, pour lesquels Y!Y.> 1 avec Y, = D _(xi-x)
i i i JCIR

On s'intéressera donc au tracés de fY .
i

Mise en place du test. Soit Y' tel que Y' = AY avec A > 1.

alors fyo (t) = gvn)=wﬂ&+xhsmt+.”

A fy(t)
Ceci signifie que pour fY(t) > 0 (resp. fY(t) < 0) le graphe de fy, sera dessus

(resp. au dessous) de celui de fy.
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Cette remarque nous conduit a adopter comme zone visuelle de confiance
le sous-ensemble de IRZ délimité par 1'enveloppe supérieure et par 1'enveloppe infé-
rieure des graphes des fonctions fv,'avec Ye Sl(p) oil Sl(p) est la sphére unité de
R, Das qu'en un point t e [-w, +n] le graphe d'une fonction fY sort de cette zone
de confiance, 1'observation correspondante est détectée. Il est clair que seuls des
points pour lesquels : Y'Y > 1, seront détectés. Mais cette méthode permet-elle de

les détecter tous ?

Etude du cas p = 2

Tracé automatique de la zone de confiance :

La zone de confiance est déterminge par les enveloppes supérieure et inférieure des

graphes du cercle unité Clﬂ

Détermination de 1'enveloppe Supérieure :

Soit -n/2 < t < m/2 on veut trouver -7 < 0 < +w tel que

(14) C;; ® 4 sino.sint  soit maximal.
on pose a = ;%-, b = sin t. Dérivons (14). I1 vient :
(15) -a sin 0 + b cos 0. On obtiendra un max. ou un min. si (15) = 0

soit en posant u = tg g- etb #0

(16) b(l-uz) - 2au = 0 dont les solutions sont
y. = -a+/aZib? u. = -a-/aZ+b?
1 "”‘1?”“‘" 2T b

On obtient deux solutions :

n

0, = 2 Arc tg uy 62 2 Arc tg u,
dont on vérifie que si 1'une donne un max. 1'autre donne le min. On conserve la

valeur du max.

Détermination de 1'enveloppe inférieure : par raison de symétrie cette enveloppe est

la symétrique par rapport & Ox de 1'enveloppe supérieure.

Initialisation : pour t = --g sin t = -1 emax = ~.955 radian

()= 1-225
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pour t =0 sint=0 o =0 (1)max = 0.707

" L'application t — y(t) €lément du cercle unité tel que f (t)(t) >
fy.(t) Vy'#y élément du cercle unité est injective continue par morceaux.
Malheureusement cette application n'est pas surJective.'D'aprés les calculs sur
ordinateur cette application établit une bijection entre

[-n/2, +ﬁ/2] et {y e Cl/—0,95 é 6"5-0,55}
les angles &tant en radians.
De méme 1'application t— y(t) € C; tel que f (t)(t) < f (t) ¥Yy' e C, établit
une bijection entre

[-m/2, +n/2] et {y ¢ C,/+2,186 < 8 < +3,1416 |
ou :3,14165 6 < -2,186}
SRR IR

Ainsi des valeurs situges dans le secteur non-hachuré et relatlvement proches du
cercle (Cl) tout en étant & 1'extérieur ne seront pas forcément détectées : ce que
1'on vérifie facilement pour (05 1,1) par exemple. Mais 7/4 < 0 »95. On voit alors
qu'en faisant une permutation des coordonnées et en tragant également f (t)

y2//2 N sin t toute observation vérifiant 'y > 1 sera détectée au moins une

fois ; et 1'on obtient ainsi 1'identique visuel de 1la régle numérique de Thompson

généralisée.
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Le graphe Visual II représente le tracé de la zone de confiance ainsi
que le graphe des fonctions f associées aux points Xy = (5.38; -21.79)
Xy = (12.46 ; -0.75) et X3 = (9.43 ; -15.60) auxquels correspomient les poihts
¥y = (0.845 5 -1,421) Yo = (0.442 ; 1.087) et y3 = (0.788 ; -0.542).

Etude du cas p = 3

La zone de confiance est déterminée par les enveloppes supérieure et inférieure des

graphés de la sphére Sl‘

Détermination de 1'enveloppe supérieure : Soit -w < t < +n

X, x; = sin 8.cos ¥
b Xy = sin 0.siny
™
. N X3 = cos 6
X |
N X (S4) 2
N
On veut trouver 0 <0 swmet -m<sy <+ telsque
Xl : . .
(17) = + Xy sin t 4+ X5 cos t  soit maximal
X1s Xps X3 tant les coordonnées du point M ¢ (Sl)

Jdn pose a = —}2- » b=sint, c=cost et f(f,8) = (17). On a donc

(18) f(Y,6) = a sin 0 cosP+ b sin 6 sin¥ + c cos 0 _
fe = sin 6(-a sinf + b cosy )
fé = cos 6(a cos'¢ + b siny) - c sin 6

Les extremums de f sont obtenus en des points qui vérifient

o= fy =0
(0 =kw
10) f£! = 0&
f ou -asing +bcosf =0  (19)

posons t = tg% » b#0. (19) s'écrit

~2at + b(1-t%) = 0 (20)
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dont les solutions sont : tl = :—a-i-B-—“—‘ﬁE tz = 1‘11—5———- 'W
Soit \f, = 2 Arc tg t; , ‘(’2 =2 Arc tg t,
2°) fi= 0 posons d = a cosf + bsinYy #0

fim 0 © dcose-csing=10 (21)

posons u = tg-g (21) s'écrit : d(1-t2) - 2ct = 0

¥ _ —c-/£hd? _ -c+/£%d?
dont les solutions sont Uy = —g— » Up=——gq——

Soit 6 = 2 Arc tg Uy s 0 = 2 Arc tg u,
La solution du 1° nous donne deux valeurs pour ¥ qui conduisent chacune 3 un couple

de solutions (91' 92). On vérifie que ces solutions sont le max. ou le min de (18)

Détermination de 1'enveloppe inférieure : obtenue par symétrie par rapport & ox de
1'enveloppe supérieure.

initialisation : t = =g

fip, 6) = a sing cos'f - coso )
e =
f"(’ = -a singsin¥ = 0 & {
\? = kw
fo = a cosg cosf+sing =acosg +sing si f=0
/ 2 -./ Z
01=2Arctg—li-11§-— ’ Bz=2ArctgL—~l—@—-
, a a ‘
8; = 2.526 rd. et_ fmax = 1,225
pourt=0, 0=0 Y= 0,62 rd frax = 1:225

Cette fois i1 est hors de question d'obtenir par permutation des
coordonnées le méme résultat que pour p = 2. Le test associé va donc ignorer certaines
valeurs situées en dehors de Sl‘

0
Par exemple, le point{ 0 |n'est jamais détecté.
1.1

Le graphe n° 3 représente la zone de confiance et les graphes associés aux points :

yl. = (-7’-7,-7) ’ yz = (1-25,.5,-3) P.t y3 = (-07, 07, a7)
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22 - Remarque : Posons

1//2
sin t
fl(t) =l cos t

°

Pour tout t e [~u, +ul
(23) fxi(t) = X;-Ffy(t)  pour i =1,....n
Pour t fixé, on opére donc une projection du nuage de points XpseeeX, SUr une
direction de RP,

En faisant varier t , on fait varier la direction de projection
et 1'on pourrait espérer trouver ainsi l1a meilleure fonction discriminante (23),
pour une observation X; donnée. Malheureusement i1 n'y a pas de bijection entre
1'ensemble des directions de RP et 1'ensemble de celles décrites par fl(t). Pour
p > 2 1'ensemble des directions décritespar les vecteurs fl(t) ne vérifie aucune
propriété de densité relativement & 1'ensemble des directions de RP : toutes
les composantes du vecteur fl sauf la premiére varient en méme temps, en fonction
de t. I1 n'y a donc aucune raison de trouver dans le petit sous-ensemble des

directions de RP auquel on se limite, celle qui fournira une bonne fonction

discriminante (23) pour une observation x; donnée.

24 - Remarque : Signalons enfin que c'est la particularité évoquée en remarque 22
qui nous empéche de construire une zone de confiance visuelle qui permettrait de
faire de l1a méthode d'Andrews un test rigoureux de détection de valeurs aberrantes

dans certains échantillons.

Il 2.2 - Introduction & 1la robustesse.

Lorsque le but de 1'épurationdes données est de procéder d une esti-
mation, une méthodologie nouvelle s'est considérablement développée : on ne va
plus procéder & des rejets de valeurs considérées comme aberrantes. On va recher-

de nouveaux estimateurs qui se comportent bien au voisinage des mod&les théoriques
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habituels contrairement aux estimateurs classiques dont on va illustrer plus bas
1'instabilité. On calculera ces nouveaux estimateurs directement sur les données
brutes. Cette méthode basée sur une modélisation moins figée de 1a notion d'aber-
ration porte le nom de théorie de 1a Robustesse et vient d'étre définitive-
ment consacrée dans le livre de Huber [12].

Une des premiéresalternativesaux modéles de Grubbs et Dixon fut la
suivante :

Lois normales contaminées : Soit P une loi normale de moyenne m et de variance o?

et Q une autre loi normale de moyenne m+a et de variance bo?> avec b > 1. On pose
(25) H=(1-e)P +¢Q avec € € 10,1[.

La loi H est appelée noi normale contaminée. Proposée par Tukey J. [17] c'est la
base d'un mod&le maintenant trés connu appelé modéle contaminé. On remarque que

H n'est pas une loi normale et que H est une loi symétrique si et seulement si

a = 0. Le paramétre e est le pourcentage de contamination ou plus simplement ia
contamination.

Dans un échantillon de taille n de 1a loi H, nous appelerons contaminants les
observations qui suivent une loi Q. Leur nombre R est une variable aléatoire

qui suit une loi binomiale de paramétres n et e. |

Ainsi les modéles 5%. et f}ﬁ peuvent étre considérés comme des modéles contaminés,
avec pour J& :b=0etpourD:a=0,r=Db, o0 le ndmbre de contaminants est
fixe. C'est pourquoi le modeéle (25) est appelé par certains auteurs : "modéle de
contamination aléatoire". Ce moddle paraft de prime abord plus satisfaisant pour
prendre en compte la présence éventuelle de valeurs aberrantes puisque dans un
échantillon, leur nombre est une variable aléatoire. Cepandant i1 faut bien voir
que 1'on déplage 1'inconnue de k vers ¢ , et la seule différence revient a
considérer que cette fois c'est en moyenne qu'il y a ne observations aberrantes

dans 1'échantillon.
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26 - Cas de 1a moyenne empirique."

Essayons d'évaluer 1'instabilité. Supposons qu'uneuloi P =o/im,02)

est contaminée dans un pourcentage ¢ par une loi Q =g’%m,b02), b>1. 1a

1 1
tillon de P mais aussi de H définie en (25). Cependant, nous allons calculer la

- - n . . .
moyenne empirique x = %—; X; est un estimateur sans biais de m pour un n-échan-
I=

variance de x sous la loi H, notée vH(i); Nous savons que la variance d'une varia-
ble est égale a la somme de la variance liée moyenne et de la variance de la mo-

yenne liée. Ici la variance de 1la moyenne liée est nulle donc :

1

vy(X) = E CE((®-m)2|R)] = =5 EL(n-R)o? + R bo?]

or E(R) = ne  d'od
% = % 1 b-1
(27) V(%) = = [1+(b-1)e] .

Ce résultat soit &tre rapproché de vp(i) = %; : si nous estimons m a 1'aide d'un
échantillon du modéle contaminé, le facteur multiplicatif 1+(b-1)e viendra

modifier la varaince de notre estimateur. Pour illustrer ce phénoméne, prenons

€ =0,1 et b=9. Le facteur 1+(b-1)e vaut alors 1,8 et nous enregistrons une

perte d'efficacité absolue de 30%.

28 - Cas de la variance empirique.

Etudions maintenant les effets de la contamination sur les performances

de la variance empirique pour estimer la variance.

Posons s2 =

S
-le

. (x4-%)2.

n

On sait que E(sz) = E:--l-cz'et v(sz) = %f%—[(n-l)u“+(3-n)o“3
ol u, est le moment centré d'ordre 4 de la loi de probabilité sous-jacente.
Dans le cas d'une loi gaussienne de moyenne m de variance o2 on obtient

uy, = 3 o* soit :
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(29) ' v(sz) = Ziﬂ:%lg: .
n

Dans le cas du modéle contaminé on obtient facilement que

E(s%/R) = 1‘-21 o (n-R+Rb) et E(s?) = 2L 52 (1-cheb).
n

Nous nous proposons de calculer vH(sz)

vu(Sz) = E(s4) - Ez(sz), od 1'on peut écrire E(s4) = E(E(s4/R)). Comne
2

Y2 (g (o . (x,-m)2 RN I
R R AL i5y CirmlxgmI oy - )
_112
4 {n-1)°+4 L (xi*m)z(x.-m)z + 8 5 (x.-m)(x.-m)(xk-m)(xl-m).
n4 i<J J n4 i(j ] J
k<l
(1,3)#(k,1)
On obtient

2
E(s/R) - —(Lll- o"InR(b%-1)7 + o 1—"-1—)._*._ .L(n=R)(n-R=1)+2(n-R)Rb+R(R-1)bZ]

et sachant que E(R) = ne et E(R ) = nzez + nez, on trouve :

2
vy(s?) = -(ﬂ—ll—[u?e(b -1)(3b+1) - L 2(p-1)2 3€(b-;r)| (1=€),

30 - Remarque : Les calculs précédents ne différent que par le fétteur Lﬂ:llg
Remarque : P ue p ne

qui s'ajoute, des calculs analogues concernant 1'estims sans biajs de ¢2.
La contamination a donc fait croitre v(sz) du facteur entre crochets. Par
exemple si e = 0,05 et b = 9 ce facteur vaut 6,52 - ﬂ_§§ .Sin=17on

obtient 7,17 qui conduit inévitablement i une perte importante d'efficacita.

LES 3 MODELES.

31 - Le modale contaminé.

Soit’77Z une classe de lois assez vaste et € >0 voisin de 0 ;

on définit la classe
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J(e) = ((1-e)F j+e6 [0eo et Gem)
jf(e) est la classe contaminée du moddle initialufF(O) = {Fgleeo}.

IT s'agit s'une généralisation du modéle proposé par Tukey. Ce modéle
a été utilisé, par exemple, par Huber P.J. [11] , pour démontrer des propriétés

de types minimax.

32 - Le modéle a variation totale.

Si F et G sont deux probabilités sur un méme espace (2,a) on

définit la distance K(F,G) = Sup IF(A)-G(A)‘ » puis la classe
Reft

SF k(e) = (G |7 0e0 tel que K(Fgs6) < €}

qui est 1a réunion quand © varie dans © des boule de centre Fe et de rayon €.
Remarque : si H = (1-g)F + eG on a :

K(F,H) = S 1-€)F(A) + €G(A) - F(A)] = S F(A)-G(A :
(F,H) Ul{)kl( e)F(A) + eG(A) - F(A)| Alell‘jﬂ:‘il()()lSE

€

33 - Modéle de Prokhorov.

Fy (e) = {G /30co tel que w(F,6) < €}

Ce modéle est trés utilisé : i1 permet de tenir compte non seulement de 1a non-
équidistribution mais également de 1a non-indépendance. Hampel [7] a bati sur ce
modéle une mesure qualitative de robustesse.

A présent de nombreux estimateurs robustes ont été recensés et il

est parfois difficile de savoir lequel choisir.

IT - 3 SIMILARITE DES ESTIMATEURS

Introduction : Hampel [8] indique que plus de 70 estimateurs de position différents

ont été recensés et étudiés du point de vue de la robustesse dans le cadre de

1'étude de Princeton.
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Une question se pose alors : pourquoi utiliser tel estimateur plutdt que tel

autre ? Quelles sont Teurs différences ou leurs points communs ? I1 serait donc
utile de dégager certaines familles ou de mettre en évidence certaines proximiteés.
Mais on ne dispose pas d'une distance entre estimateurs. On a donc essayé de
trouver un moyen pour dégager un ou deux facteurs qui sont de bons séparateurs

de fagon a réaliser une "carte des estimateurs". On présente, fci, le début de
cette étude.

Dans un premier temps on a repéré les &chantillons que 1'on a trouvés
dans [161 . On pourra par la suite y ajouter d'autres é&chantillons, voire en
produire un grand nombre par simulation - ce qui permettrait de.préciser les con-
clusions obtenues pour un modéle particulier : celui de Prokhorov pour des lois
gaussiennes par exemple -, et surtout on pourra augmenter considérablement le
nombre des estimateurs de fagon a obtenir une carte aussi compléte que possible.
Cette étude demande un gros travail de programation et 1'on espére la poursuivre

et la compléter ultérieurement.

34 - Les estimateurs :

Nous décrivons brigdvement les estimateurs &tudiés.

Soit Xpseees X unn échantillon..On note x(l),...,x(n) l'échantiilon ordonné
dans le sens croissant. .

E1 la moyenne arithmétique

1 n
MOYE = 0 ) X;
i=1

E2 la médiane

média = {'x(p+1) ston=2p+l

?'[x(p)+x(p+l)] sin=2p

Les moyennes « Ltronquées :si o est un pourcentage
La moyenne a-tronquée est définie par :
- 1 n-Lan+l)
"o T w1y CC(pane1n) * X(npang)) * Cramezy X7

od ¢ = itonl - an
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E5 moyenne 5 % tronquée l1-2u =0,9
E6 : moyenne 15 % tronquée 1-2a =0,7
E7 ; moyenne 25 % tronquée l1-20 =0,5

Les M-estimateurs

Ce sont des estimateurs introduits par Huber et définis implicite-

ment comme une solution de 1'équation

noo(xg -T
L ¢ : is Ly
i=1

ol Tn est le M-estimateur, X;

que 1'on précisera ; ¢ est une fonction impaire. On sait que sous certaines

les observations et s un estimé de la dispersion

conditions sur la fonction ¢ les M-estimateurs sont robustes et la fonction
d'influence est donnée par (Andrews et al [3] )

| s ¢ (~§~)

fod) d F(y)

calcul : i1 faudra préciser s et le nombre d'itérations pour le calcul approché

IC(g) =

de 1a solution.

E8 : M estimateur de Huber.

Soit  ¢(u) = min(1,5 ; max(-1,5,u))
)

- - e e e e -

-5

A
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nous ne ferons qu'une seule itération et pour s nous prendrond 1'é&cart absolu

médian autour de la médiane.

E9 M-estimateur de Andrews

La fonction ¢ est determinée par

sin(zor)  si Jul <(2,1)n
¢(u)={ zI

0 sinon

o0 s est 1'écart absolu médian a une valeur de Tn obtenue lors du calcul, en

commengant par la médiane et changée toutes les 3émes itérations.

A

-

v

4 3,17/ 24
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E10 M-estimateur de Tukey (encore appelé bi-poids)

La fonction ¢ est définie par
u(1-u?)?  si Juls 1

w-|
0 si  Ju|>1

K\

031 <

-4

v

045 4

calculé par itérations (six en commengant par s = écart absolu médian a 1a

médiane)

E3 Estimateur de Edgeworth
Moyenne pondérée des quartiles avec des poids proportionnels &
5, 6, 5

E3 = T%'(5h1+ 6Med + 5h2)

hy et h, valeurs approchées des quartiles empiriques (voir Andrews et al £31)

E4 Moyenne décalée

Définie par

-C - -
x'zs - 2 E E

1 5
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Ell Estimateur adaptatif de Hogg

Soit

Q - U(0,05) - L(0,05)
u(0,5) - L(0,5)

oi L(a) et U(a) sont les moyennes des 100xa% plus petits (resp-plus grands) des

X; -
E7 si Q 2,0
E1 si 2,0 Q 2,6
Alors E,. = { -
11 53/16 st 2,6 Q 3,2
x3/8 si 3,2 ¢

IT est clair qu'a cette 1liste on pourrait en ajouter bien d'autre ¢ les M-esti-
mateurs de Hampel [10] (de type th, ou Arctang), les estimateurs du type test +
estimation, par ex. : test de Grubbs , Thompson ou Shapiro-Wilh [9] , 1a médiane

pliée de Hodges-Lehmann [3] et bien d'autres.

35 - Les données

On trouvera les données dans [161 . I1 s'agit de mesures historiques
effectuées en astronomie :

- les déterminations faites par James Short en 1763 de 1a parallaxe
du soleil & partir du trénsit de Vénus de 1761

- les déterminations de 1a densité de la terre faite par Cavendish
en 1798 |

- les déterminations de la vitesse de la lumiére par Michelson et
Newcomb en 1879 et 1882.
Stigler en a fait 24 &chantillons que 1'on reprend ici. Ces &chantilions ont été
centrés et réduits. Puis on a fait opérer les onze estimateurs sur ces 24 nou-
veaux échantillons. Les résultats sont consignés dans le tableau ci-dessous. On

a alors effectué une analyse en composantes principales normée [ 15] , en condi-
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dérant le s&stéme : variables-valeurs des estimateurs pour les échantillons,
individus-estimateurs. Pour les calculs sur ordinateur on a utilisé des sous-
programmes des bibliothéques S.P.S.S., SPAD ainsi que certains programmes qui
sont décrits dans [3] . On résume ici les résultats de cette analyse.

On fournit 1'histogramme des valeurs propres, la projection des
individus sur le premier facteur et dans le plan des deux premiers facteurs.

Ce qui frappe le plus c'est que 3 a 4 facteurs portent la quasi-
totalité de 1'inertie. Le premier facteur en assumant prés de 60 % et les deux
premiers prés de 80 %. On constate alors que les estimateurs s'échelonnent le
long du premier axe en fonction de 1'importance (1) qu'ils accordent aux valeurs
extrémes.

La moyenne décalée qui accroit le poids de ces valeurs est a 1'extré-
mité droite. Vient ensuite la moyenne arithmétique, puis les moyennes u-tronquées
dans 1'ordre d'importance de troncature et les M-estimateurs qui se comportent
un peu comme des estimateurs & winsorisation. La médiane qui ne tient compte que
“du milied" de 1'échantillon est & 1'extrémité gauche. On peut éventuellement
dégager un groupe & partir des M-estimateurs EB-Eg--E10 de 1a moyenne 10 % tronquée
et de 1'estimateur de Hogg. '

I1 se donfirme donc que le traitement des valeurs extrémes est une
étape fondamentale de 1'estimation.
(1) Hotons que la valeur de la projection des estimateurs sur le premier facteur
peut nous fournir une mesure de cette importance, lorsqu'on peut difficilement

1'évaluer, comme pour les M-estimateurs.
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CHAPITRE III

SEPARATION ASYHPTOTIQUE DES CHAINES DE MARKOV

Resuné :

Soit (Xn) et (Yn) deux suites de variables aléatoires 3 valeurs dans
un ensemble fini de cardinal m. On suppose que (Xn) (resp. (Yn)) constitue une
chaine de Markov et qu'elle admet P (resp. Q) comme matrice de transition station-
naire.

On trouve une condition nécessaire et suffisante de non séparation

asymptotique.

§ IIT - 1 Introduction :

On trouvera dans Hillion [9] et [10] une‘étude détaillée des notions
que 1'on rappelle ici. Soit (X ,9) un espace mesurable. Soient P et Q deux proba-
bilités définies sur 53.

Mesure sur (X , %) et distances entre probabilités.

On définit la distance de Hellinger entre P et Q
(1) & (P,0) = %[ (/aP - a2 = 1 - I Japdq

et 1'on note p(P,Q) = I /dP.dQ 1'affinité de Hellinger. On peut &galement

définir la distance en variation totale entre P et Q par :

(2) 4, (P.O) = U [P(8) - Q(B)]

Be %

Ces deux distancessont liées par les inégalités (cf. Moché [12] )

2 -
(3) dH < dv s V2 dy
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Supposons maitenant que les probabilités P et Q soient dominées par une mesure
u, g.finie. Appelons f (resp. g) la densité de P (resp. Q) par rapport & u. La

distance de Hellinger s'écrit alors :
(4) & e =3[ -/ w
Soit a € 10, L. On peut définir sur 85 1a mesure P* Ql'“ par :

Yee ® ol %)

[ £ gl-a du
B

Si 1'on note H (P,Q) = pe Ql-a(JL) on a:
(5) H1/2 (P,Q) = p(P,Q)

Orthogonalité de deux probabilités :

On dit que les deux probabilités P et Q sont orthogonales et 1'on

note P L Q si et seulement si 3 B e W tel que P(B) = Q(B®) = 0.

Cette relation est alors successivement équivalente a :

i) d(P,Q) =1 i) dy(P,Q) =1 iii) p(P,Q) = 0

§ IIl - 2 Analyse spectrale du probléme.

Nous mettons maintenant en place le cadre dans lequel nous allons
poursuivre 1'étude du probléme. Nous nous inspirons des méthodes ‘algébriques dans
les chaines de Markov utilisées par Karlin [8] , Pallu de 1a Barriére [13]1 . On
pourra également consulterKolmogorov et Fomine [11] sur les fonctionnelles et
opérateurs linéaires.

Soit x e M™. ‘On utilise 1a norme :

(6) x| =

lxil

n~s
i

1

Soit L(lRm.lRm) 1'ensemble des matrices carrées mxm formées de nombres réels.
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Pour Ae L(lRm,IRm) on notera A' la matrice transposée de A. On définit 1a

norme suivante :

(7 AL = sup  [[A"x]|
[xl]s1

On notera A = (aia) une matrice & m lignes et m colonnes d° &léments a, i ol
le premier indice numérote jes lignes et le deuxigme indice numérote les colonnes.
On pose :
41
a
= i2
A=

aim

8 - Lemme : On a la relation :

LAl = max AT

TAheeeey

Preuve : soit x ¢ lRm

m
Alx = { § i i) N ifl xiAi.
Alors d'aprés 1'inégalite triangulaire :
m
[A'x]|| = !l 2 i Ay 1l s E lxil Ay 1l's max HAG 112 Jxg
i 1 coey i"'l
= max llA RIRIE
i=1,.
D'od 1'on tire IIAII < max HAi K
i=l,....m
Inversement, supposons que m?x ||Ai Il = ]IAio |
j= . .

Soit ey le 1oéme vecteur de base de IRm, i.e.le vecteur dont 1a ieme composante
o
est égale a 1 et toutes les autres nulles :
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Alors |le; || = 1 et Ae; = A,
0 0 0
Donc ||A]] = [|A'e; || = max [1A; [|. D'od le résultat.
0 i=1,....m 0

Soient o,B des entiers tels que o+B = m. On notera A o Un él1ément de L(SRB,(Ra).

B

Pour a < m on pourra considérer que Aaa € L(lRm,IRm) en identifiant

0
A avec oo
o 0 0

les 0 constituant des matrices blocs dont les éléments sont nuls.

9 - Corollaire. Supposons que la matrice A € L(IRm,lRm) se décompose sous la

forme de matrice-blocs de 1a facon suivante :

A - Aaa 0
Moa g
Alors AL = [1A 1
Preuve : d'aprés le lemme 8, ||A|| = max IIAi [l 2 max A 1= [IA ]
islo..m ' =l,iia 90 o

10 - Lemme : Soient A et B deux matrices ¢ L(lRm,IRm)

alors ||A.B|]| < [||A]].]]B]].

Preuve : posons' A = (aij) et B = (bik)

i, j, k variant de 1 a m.
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m
I a,. b,
. ij ji
m =
= =[J=1
A.B (.;_: o bjk) . Ona (A.B), = :
J=1 m .
iEy M5 P
| m| m m
HA-B) 11 = kflljfl % bakl = zl'a1j bkl
i3 by | = I ]ag:] I |b ) B
kel jol la” gkt = 3j k=1l jkl laijl [ § H
< max 1B, || I Jag:| s max 1B, || max 1A, ]
9 ,m J. J" 1J .-"'-1 ’m J 1'21,- .,m i
= |IB]].1]Al]
11 - Lemme : Soit A € L(lRm, mm) et x ¢ R™
Alors ([IA'xI] = [IAL] 1IxI1) = (¥i_tel que x, # 0 |[A; [] = |]A[])
m
Preuve : on a alors ||A'x|]| = ? Ix;1 1Ay 1] = max A 1 21 Ix;1 = LIALL Ix]].
. i L i=
La seconde égalité ne peut avoir lieu que si ||Ai | = max 'lAi I
' : i=l,...,m '

§ IIT - 3 Séparation aymptotique.

12 - Définition. On appelle matrice sous-markovienne (resp. markovienne ou sto-

chastique ou matrice de transition) une matrice A = (aij) telle que ¥ i,j aijzo

etvi u a;5 1 (resp. I a;5 = 1).

J J

Le produit de deux matrices sous-markoviennes (resp. stochastiques) est une matrice
sous-markovienne (res.sto;hastique). Une matrice sous-markovienne (resp. stochas-
tique) est de norme < 1 (resp.1). Une matrice stochastique admet 1a valeur propre 1.
Soient (Xn) et (Yn) deux suites variables aléatoires définies sur un espace pro-
babilisé (2,7, IP) a valeurs dans (X>®) o0 L = (1,...,m} et constituant

chacune une chaine de Markov homogene de méme loi initiale et de matrices de
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transition respectives P et @ ¢ L(lRm,!Rm).

Le vecteur (X,,..., Xh) est alors a valeurs dans (JZ("),CES"))~= é&(lﬁi,{ﬁi)
' i=1
ol pour tout i:(]ﬁi,fBi) = (X, D).

On notera P(") la loi conjointe du vecteur (X],..., Xn) et Q(") celle du vecteur

(Yseeen ¥,)

13 - Définition : on dira qu'il y a séparation asymptotique des deux chafnes de

Markov (X,) et (Y,) si et seulement si 1im d, (P(") Q("))
n++oo

Cette définition est alors équivalente 3 (voir Hillion [10])

lim dH (P("), Q(")) = 1 ou encore a
n->+tow

lim p (p(n) Q("))

n-++tew

Par définition des matrices p = (pij) et ¢ = (qi')

ona: Vi, je {1,...,m Pij = P (x, =3/ Xpo1 =) Q5 = |P(y = j /¥,-1=1).
On définit alors la matrice R par R = (p‘j) o Pij = (p”)l/2 (qu)l/z
14 - Lemme. La matrice R est sous markovienne. On aura [IR]] = 1'si et seulement

si 3 ipellyooom telque Vj=1,....m Pi j = 9 j
_ 0 0

Preuve : la somme des termes de la iame ligne de 1a matrice R nous est donnée

m
par % piJ i Appliquons 1'inégalité de Cauchy-Schwarz aux suites (/pij),
J=1

(Vay s ij)

m m m
ovient : (T /B3 /a7) < (5 op )2 (g qij)l/2 1.

j=1 j=1 j=1
Pour que ||R]|= 1 i1 faut qu'3 i, tel que |IR; .||= 1.

o
On sait qu'il n'y a égalité dans la formule de Cauchy Schwarz que 513 A € tel que
Pi = A Ql . On en déduit que Z P; j = A z q j soit A =1 et
o’ o’ Jj=1 Jj=1
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pioj - qi j v j=1’...,m-

On en déduit 1a seconde partie du lemme.

15 - Proposition : Une matrice sous-markovienne A qui_admet 1a valeur propre 1

contient une sous-matrice stochastique.

Si 1 est valeur propre de A on sait que la dimension de la variété linéaire des
vecteurs propres a gauche de A est égale & 1'ordre de multiplicité de la valeur
propré A donc au moins égale a 1. Soit X un tel vecteur. |

Supposons que X ait au moins une composante nulle. Alors en réindf;ant si néces-

saire 1'espace des états on peut supposer que

avec Y1 =1,...,k x: #0.

En effet, effectuer une permutation entre deux indices i et J de 1'ensembles des
états revient a permuter la ligne i avec 1a ligne j puis la colonne i et Ta colonne
J dans 1a matrice de transition. Ceci entraine alors une permutation des composantes

i et j d'un vecteur propre.
Ecrivons A sous la forme :

Ak A -k

Am-k,k ' ﬁn—k,m-k

Par hypothése on a x'A = x' et 1'on voit que x'(k)Akk = x'(k)°

D*od !lx'(k)Akkll = IIA'kkx(k)l’.= l‘Akk'I l‘x(k)ll = 'lx(kﬂl ’
Ce qui entraine que |[[A || = 1.
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Alors, d'aprés le lemme 11, toutes les lignes de la matrice Akk sont de norme 1.

Par suite Ak,m-k =0 et A s'écrit :

A 0

kk
Am--k .k : Am-k ;m-k

ol Akk est une matrice stochastique.

Enfin si toutes les composantes dex sont # 0 on a alors k = m et Akk = A,

Nous rapellons maintenant quelques définitions concernant les éttats d'une chdine

de Markov. On pourra consulter K.L. Chung [4] , Kemeny et Snell [7] ou Revuz [14].
Pour tout i € X notons T; le temps d'arrét {infn >0/ X, = i}. Un état est récur-
rent si lP (Ti <+ o) =1; il est transitoire (transient) dans le cas contraire.

Si 1'on note IPi(.) = l’(./)(1 = i)

posons Pij = Pi(Tj < + ®),

On dira que deux états i et j communiquent si p, 0. C'est une relation

i Py
d'équivalence. Dans notre cas (L fini) une chaine de Markov a au moins un état

récurrent, donc une classe récurrente.

16 - Définition : Un sous ensemble ¥ de X est clos si pour tout i € €

P(X, € €)=1.

On veit facilement qu'une condition nécessaire et suffisante pour que € de car-
dinal k soit clos est que la matrice de transition, aprés une réindexation éven-

tuelle des états, s'écrive :

A 0

kk

=
1]

Am-k N3 Am-k sm-k

On peut alors énoncer le résultat suivant
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17 - Théordme : Les assertions suivantes équivalentes

1°) 1im - p(p(M, q(n)y . g
n++o

2°) lim  R" = ¢
n-++ow

3°) det (I -R) # 0

Ce résultat est connu de Darwich [6]. Mais comme 1'introduction du produit décom-
posé simplifie considérablement l1a preuve, nous en donnons ici une nouvelle version.
On trouvera en appendice une introduction sommaire et quelques propriétés du
produit décomposé.

Preuve : appelons Lo le vecteur décrivant la loi initiale.

p(p(")’ Q(n)) = p(")llz Q(")l/z (m(n))

Les &lements de X,(™ stant des atomes.

Mors on sait que la probabilité P(") est décrite par

Lox(Px(Px...(BxP)...)).
n-1 fois

De méme 1a probabilita Q(") est décrite par

Lox(@x(ax...x(axe)...))
n-1 fois
1/2 1/2

On en déduit que Ta mesure P(") Q(") est décrite par

LoX(Rx(Rx- . .x(RxR)...)).

n-1 fois
Donc o™, ol") < B(orL X RxRX- - XRXR).+.))7) = 2(a(LexR ™).
Donc d'aprés le lemme 5 de 1'appendice, p(P("),Q(")) +0e R0

n oo n > 4o
On en déduit facilementquésﬁ? existe un vecteur colonne L tel que RL = L alors
L = 0 ce qui entraine encore que det (I -R) # 0 et réciproquement.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :
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18 - Théoréme : Soient (Xn) et (Yn) deux suites de variables aléatoires définies

sur (2,%,TP) a valeurs dans (X »®) constituant chacune une chaine de Markov

homogéne de matrices de transition respectives P et @ : une condition néces-

saire et suffisante pour qu'il n'y ait pas séparation asymptotique des deux

chaines est qu'il existe un sous-ensemble clos commun & P et @ tel que la res-

triction de P 4 ce sous-ensemble soit égale & la restriction de Q a ce sous-

ensemble.

Supposons tout d'abord qu'il existe un sous-ensemble c19s comiun 4 P et @ sur

lequel P et @ coincident. Les matrices P et @ s'écrivent

P 0 Paa 0
p = Paa n Q = . .
Bo BB Ba BB
avec o+f = m.
0
aol
On en déduit que R =
* *

ol 1'astérisque représente une sous-matrice quelconque. Deux astérisques
figurant dans une'partition de matrice ou dans des partitions de deux matrices

différentes ne représentent pas nécessairement la méme sous-matrice.

n oo
Alors R" =

D'aprés le coiollaire 9, ||R"|| = ||P:a||.
La matrice Paa étant stochastique, 1a matrice Pga 1'est également, donc
||P§;|| = 1. On en déduit que |[R"]] = 1. 11 n'y a donc pas séparation asympto-

tique.
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Inversement supposons qu'il n'y ait pas séparation asymptotique.
Alors d'aprés le théoréme 17 det (I - R) = 0. Donc la matrice sous Markovienne
R qui admet 1 pour valeur propre contient d'aprés la proposition 15 une sous-

matrice stochastique.

Na 0
R = * o0 R est stochastique
* * ao

On en déduit & 1'aide du Temme (14) que
P - Raa 0 Q = Rua 0
* * * *
d'ol le résultat.

19 - Corollaire: en reprenant les hypothéses du théoréme précédent, une condition

nécessaire et suffisante pour qu'il n'y ait pas séparation asymptotique est que

P et @ admettent une classe finale commune sur laquelle elles coincident.

Preuve : Tout d'abord une classe finale est un ensemble clos.

D'autre part tout sous-ensemble clos contient une classe finale.

20 - Corollaire: enreprenant les hypothdses du théoréme 18

Si _les matrices Pet @ sontirréductibles et sip # ¢ i1 y 2 séparation asympto-

tique.

21 - Exemples : Considérons les deux matrices stochastiques irréductibles
suivantes :

172 172 0 0 0

0 12 12 0 0
P =1|o0 0 12 172 0
0 0 0 12 172
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0 0 0 172 1/2
172 0 0 0 1/2

On vérifie facilement que det (I -P) =det(l -@) = 0 o0 I est 1a matrice
identite de IRS,

On a d'autre part

172 172 0 0 0
0 1/2 172 0 0
. a 1-a
R = 0 0 - 50
0 0 0 12 1/2
172 0 0 0 172

det (I -R) =-I% (1 -@ - \E ). On en déduit que :

det (1-R) = oez 1= 4 /L2 ValT2) =} & a=1

22 - On &tudie ici d'une autre fagon les cas m = 2 et m = 3, ce qui nous permet

de retrouver le théoréme 18 dans ces cas particuliers.

Cas m = 2. Considérons les matrices P et Q données par :
a, l-a2 bz l-b2

Supposons qu'il n'y ait pas séparation asymptotique.

D'aprés le lemme 10 et le résultat 17 i1 faut que HRI =1

Ceci impose d*aprés le lemme 14 que P et @ cofncident sur au moins une ligne.

Supposons que ce soit la premiére : a = bl’
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Si a = 1 le théoréme 18 est obtenu puisque{ll est un &tat absorbant commun a

Petq.
Sinon on a :
a 1-a
1 1
R =
/azb2 /(1~a2)(1-b2)
l-a1 -(l-al)
I-R =

- Ya b 1- /(l-az)(l—b

2P2 2)

det (1 -R) = (I-a;) [(1 - /(1=a,)(1-b,) - /52‘6;]= 0

= 1 - /(l-az)(l-bz) = /-aZB2

Elevons au carré. 1 + (1-a,)(1-b,) - 2 /(l-az)(l-bz) = a b,

2 + agh, = a, = b, = 2 /(1-a,)(1-b,) = a,b,

&> 2 /(l-az)(l-bz) =2-a,-b,

élevons au carré, il vient (az - b2)2 =0

& Ay = b2 donc P =Q et le théoréme est vérifié.

Cas m = 3. Supposons'qu'il n'y ait pas séparation asymptotique : les mémes
considérations qué pour m = 2 nous indiquent qu'il existe

au moins une ligne sur laquelle P et @ concident.

Supposops qu'il s'agisse de la premiére.

Si aj; =by; =1 le théoréme est démontré, car {1} constitue un &tat absorbant

commun @ P et Q. Sinon : ay # 1.
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a1 312 1-(a;;4a;,) = a5
P=1ay 359 253
331 a3 a33
a1 a2 a3
@={by b,y b3
b3y b3, b33
an a12 a3
Ro=(Bpa, iy, vajy3by3
vagiby;  Yagoby,  Yagbao

Supposons qu'il n'ait pas d'autres lignes que la premiére sur lesquelles P et @

colincident.

Alors en calculant R 2 on voit que ||R 2Il <1 et donc lim [|R"™|= 0 ce qui

est contraire & 1'hypothése.

n - +4oo

IN existe donc au moins deux lignes sur lesquelles P et @ coTncident.

On peut alors écrire R de 1a fagon suivante :

1-(a)pta;3)

21
Ya31b3)

I-R

On calcule det (I

12 3
1-(ay)ta53)  ap,
Ya32P32 /a33b33

312 313
3211323 823
“/azb3, 1-/ag3bg;

-R) en ajoutant la derniére colonne i la seconde puis la

premiére colonne d la seconde. On développe alors suivant la deuxiéme colonne
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et 1'on trouve :

det (I -R) =0 <=

(312853 + 813353 + a1313)(1-/a3 by ~/a b0 - Vagshoo) = 0

Dans ce cas
ou (315353 + 313853 + 3573)3) = 0
ce qui veut dire que : _
a1, = 0
soit a3 = 0 et )Jou
323 = 0
ayp = 0 est contraire & 1'hypothése car alors a11=1' donc 13 = Ay3 =
W ¥y O S I PR
P = 359 2,5 0 et @ = 251 a22‘ 0
* *

et le résultat est démontré ;

31 =0
soit Ayq = 0 et ]ou
313=0

Si Ay3 = 0= 51 alors Ayy = 1 et le résultat est démontré

OU ayq = 854 = 0 et P est encore de 1a forme ci-dessus

3
ou (1= vay by - Vagbyy - Vaghy3) =0 & Iy Ay = 1

On - sait  gréce & 1'inégalité de Cauchy-Schwarz que :

3 3
- 1/2 12
M jo ta) T by =

Cuie I WO

D'autre part 1'égalité est vérifiée si et seulement si : I X ¢ R

0 et

tel que
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by
335 = A by,
333 byg

ce qui conduita A =1 etaV j=1,...

Alors P = @ . On en conclut le théoréme.
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§ III - 4 Problémes 1iés a 1'estimation du paramétre o dans les chafines

de Markov etria'Sépardtibn asymptotique

On suppose que pour tout 6 ¢ © sous-ensemble ouvert de R" (ou
espace euclidien de dimension r) (pij(e)) est une matrice stochastique mxm.
Lorsqu'on ne fait aucune hypothése sur la régularité des fonctibns pij’ on a
vu (cf. chap. III-3) les conditions nécessaires et suffisantes de séparation
asymptotique ou non séparation asymptotique point par point.
On va donc faire des hypothéses (tres classiques) de régularité des fonctions
pij et en mesurer les conséquences en termes d'estimation et de séparation
asymptotique.
On suppose donc que © est un ouvert de R" muni de 1a mesure Lebesjue et que
pour tout i, j:pij(e) admet des dérivées partielles du premier ordre. On notéra

D 1a matrice moxr dont les éléments sont

. ap;3(0)
1ju aeu

On supposera r < mz-m

lsusgr

On veut établir les liens entre la séparation asymptotique et 1'expression de

la matrice D. |

Notons que le rang de 1a matrice D est 1ié plus directement 3 une notion de
dépendance des (pij) : i.e.si D est de rang < r 1'une au moins dés Py se déduit
des autres. Mais la ndfion de séparation est liée a une notion de fixité des
fonctions pij sur une classe finale.

Faisons 1'hypothése de Billingsley pij(e) > 0 pour tout i et j.

23 - Lemme : s'il existe un sous-ensemble de mesure de Lebesgue non nulle 0, de

0 tel que pour tout 0°, 6! ¢ 0, il n'y a_pas de séparation asymptotique des

chaines de Markov associées, alors la matrice D est nulle sur un sous-ensemble

de mesure non nulle.

Preuve : on peut donc trouver 8° ¢ 0, et une boule ouverte centrée en 0° et
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incluse dans 0, tels que v ¢ ¢ B(6%,e0) les matrices (pij(e°)) et (pij(e)) ne

se séparent pas asymptotiquement,

Donc puisque les matrices en question sont irréductibles Yi, j, VO e B(8°e)
Py3(0) = py5(6%)

donc sur B(0°,¢,)

Pij . pour u=1,...,r.
20,

24 - Corollaire : Si pour tout 6 ¢ 0 1a matrice D est de rang r, alors mis a part

Sur_un sous-ensemble de mesure nulle, il y a séparation asymptbtique des chaines

de Markov de matrices (pij(e))’ (pij(e‘)) 6, 6 ¢ 0.

Remarque : on voit donc que Billingsley [2] faisait dans son théoreéme 4-1. des
hypothéses qui garantissaient non seulement 1'indépendance des p . mais aussi la
séparation asymptotique presque partout. En supposant de plus que les pi sont

de classe B 2 ou fl il construit une suite 6 qui converge en probabilité vers 0.

Pour faire une &tude dans le cas générél. il faut supposer pij(e)zo.
La nouveauté est donc d'autoriser les fonctions P4 ij a étre nu]]es hypothése
rarement fa1te dans la théorie classique de 1'estimation (cf par ex. Cramer [5],
Billingsley [1] ou (21).Pour qu'il y ait séparation asymptotique, on a vu qu'il
suffit qu'il existe au moins un élément de chanque classe finale qui diffare d°

une chaine a 1'autre.

1°) Si v i

1,...,m les fonctions pij sont bijectives : il y aura toujours

séparation asymptotique.

2°) Si {pij/pij = 0} ne dépend pas de 0, alors le nombre de classes finales dy
processus est déterminé une fois pour toute. On fera les hypothases de régularite

au niveau de chaque classe finale.
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3°) cas général : 1'élargissement de 1'hypothése sur les Pij d 1a nullité éven-
tuelle va nous conduire & resserver quelque peu 1'hypothése sur le rang de la
matrice D.

On propose le résultat suivant :

25 - Théoréme : Soit © un sous-ensemble borné de er.

Soit Ik = {11,...,ik} un sous ensemble quelconque de {1,...,m}. Si pour tout

ik € Ik 3 jk {1,...,m} dépendant éventuellement de I, tel que

D(p1hjk / h=1..k)

est pour tout 6 de rang min(k, r), et

0(91,. .o ,Or)

ceci pour tout k alors pour tout 6 ¢ 0, 1'ensemble des 0' « O pour lesquels il

n'y a pas de séparation asymptotique est de mesure nulle.

Démonstration : plagons nous au voisinage d'un point 6, pour lequel Peo n'est pas
irréductible. Eventuellement & la suite d'une nouvelle numérotation de 1'espace

des états, on peut écrire Pbo sous la forme :

Ph-k,k l}rk,m-k

ol Ta matrice Pkk est irréductible.
. 1<ics<k

1

<isk
on a d'autre part Pi5(0) =0 {1 ¢ j<m

Considérons le systéme (26)
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p]j h aij =0
1<j<k
(26) 1 <ic<k
pl'j =0
ktl < j s m

L'ensemble des 6 qui vérifient le systéme (1) est fermé comme intersection finie
non vide des fermés puisque les pij sont continues et que 6, au moins vérifie ce
systéme,

Cet ensemble est donc compact puisque O est borné.

Par hypothase J 'jl""'jk tels que

D (pkjh /h = 1...k)

D (91.....er)

est de rang min (k, r) pour tout 6.

On peut donc trouver s < r tel que

D (p; /h=1...s)
oh #0

D(Oy 5u..08; )
il ‘S

= k si k < r sinon par hypothése k = p et 1'on peut trouver un mineur non nul

du déterminant g%g} d'ordre s < r

Le systéme (26) peut donc s'écrire

pij(a, b) - a4 = 0
l1<jsk

(26') 1<is<k
Pij(a’ b) =0

k+l < j<m
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ol b =0, veeq0
11'.. ] is

l...s

a= ejl,...,ejr‘s ol jh # i] Vi
Vh=1,...,r-s

par application du théoréme des fonctions implicites, i1 existe un voisinage

A de a et B de b tel que le systéme (26') détermine implicitement une application
unique ¥ de A dans 8 avec Y(a) = b.

On peut donc faire un recouvrement de 1'ensemble des © qui vérifient le systéme
(26) par des ouverts du type A x B et en extraire un sous recouvrement fini.

On aura donc un nombre fini de fonction Y t vérifiant une équation du type

Y t(a) = b ; chacune caractérisant une sous-variété de R" de dim < r-s < r
donc de mesure de Lebesgué sur R" nulle. Leur union finie est donc de mesure
nulle. Pour tout © 1'ensemble des 6' tels que les chaines associées & Fq et Py
ne se séparent pas asymptotiquement est donc de mesure nulle.

Si 1'on est au voisinage d'un point 6 pour lequel la matrice P_ est irréductible

0

on applique la démonstration précédente a Pe'

27 - Autre approche du probléme : considérons le cas m = 2 = k et supposons que

1'on définisse les fonctions suivantes :
, fij |

—> pij(g) = Ifij(z)l ol 0 est un ouvert précompact
de R? et f150) € Lz e /lz[s1 ), enfin 040> By # P,

Comme Iflzl = 1 - |f;;] on ne parlera que de fi et f,

1£,(0)] 1-1f,(0)]

m’tﬂ
]

- |fy(0)]  [f,(0)]
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On suppose f, (i = 1,2) définie et continue sur
D= {z/z=09,+1i0, oQ (61, 82) = 6} et que f; posséde la propriété de la
moyenne sur D. ' H
On supposera de plus que D est un ouvert connexe du plan 4. (D est borné puisque
© est précompact). Soit ﬁ'lfadhérence de D. Soit M la borne supérieure de
lfi(z)l quand z parcourt la frontiére de ». On aura M<1 par hypothése.
Comne corollaire du principe du maximum (cf[31) Vzen, lfi(z)l < 1. Et s'il
existe zo € D tel que [f; (zo)| = 1 alors f; est constante sur D : il n'y a

Jamais séparation asymptotique dans ce cas.

On supposera donc lfi(z)l < 1 sur p. Donc la matrice Py est irréductible V 0 ¢ o.

—

A 1'aide de 1a condition o # 0' = Py # Pgy » on en déduit qu'il y a toujours

—

séparation asymptotique.
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APPENDICE

1 - Définition : on appelle matrice carrée d'ordre m i sous-élements d'ordre'mk
' k
une matrice A mxm dont les &lements aij sont des vecteurs ¢ R" . les composantes

de ces vecteurs sont appelés des sous-élements.

On voit qu'on peut identifier une telle matrice a un élément de
k+2
R" . On dira que A est une matrice (mk,m)xm. On peut identifier une matrice
carrée ordinaire & une matrice (1,m)xm. On peut dédinir sur les matrices & sous-

éléments les opérationshabituellesde somme, produit scalaire.

2 - Définition du produit matriciel .

Soient A et B deux matrices & sous-éléments : A : (mk,m)xm et

B : (m],m)xm. On définit sur ces matrice le produit C = Ax B par

= (C,.) i=1...m
W j=1l...m
Ol] C,ij = ail®blj gecey aim®bmj
k
1

= ]
l.a matrice C est alors une matrice 3 sous-éléments (mk+l*l,m)xm. Le produit noté

X est appelé produit décomposé de matrices a sous-&léments.

N.B. i1 ne s'agit pas, a un isomorphisme prés, du produit tensoriel de deux
matrices, comme on peut le voir de la fagon suivante : le produit tensoriel
d'une matrice 2x2 par une matrice 2x2 est une matrice 4x4, alors que le

produit décomposé d'une matrice 2x2 par une matrice 2x2 est une matrice 4x2

d un isomorphisme prés. -

On vérifie que ce produit n'est pas associatif, car bien que les
sous-éléments du produit (A x B)y D soient les mémes que ceux du produit

Ax (B x D) 1'ordre des sous-éléments est permuté au sein d'un méme élément.
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Pour une matrice carrée ordinaire mxm ; B = (bij)’ on note

IB = L b, .
i=l...m "
J=1...m
k mk
Pour une matrice & sous-éléments A (m",m)xm A = (aij) a4 € IR™ on définit :

1'opérateur g :oA est la matrice obtenue en faisant la somme des sous-éléments

d'un méme &lément. On obtient donc une matrice carrée mxm.

Si A et B sont deux matrices carrées mxm ordinaires on a immédiatement :
o(AxB) = AB

ol A B est le produit matriciel ordinaire.

-

Si A et B sont deux matrices & sous-éléments (mk,m)xm et (m],m)xm on a :
o(AxB) = o(cAxB) = o(AxoB)
1 n
)

On en déduit que o(Px(Px....xP)...)) = U(P)(OPn- = P
\W

n fois

Comme on récupére 1'associativité via 1'opération o on pourra parler de

o(PX...xP)

n fois

3 - Proposition

Soit P la matrice carrée mxm de transition d'une chaine de Markov

homogéne. Si 1'on fait

(Px(PX...(PxP)...))
T fois

on décrit la loi de (X],...XHn / X]—1)°

L'élément qui se trouve a 1'intersection de la ligne i et la colonne j donne les

probabilités de tous les états Xy -Xyy, Ssachant Xy.p = 1 et _tels que Xjgp =3 -

Se démontre par récurrence.
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4 - Corollaire

Appelons L, le_vecteur colonne & m c0mposanté3'qui décrit la loi

initiale de la chaine de Markov. (Toi de Xl)' Alors

Lo X(PXx(PX...(PxP)...))
R PP
n-1 fois

décrit 1a loi conjointe du vecteur (Xl,..., Xn).

On_trouve dans 1'ordre pour i = 1,...m les probabilités conjointes de X; en i et

terminant par Xn en 1, puis les probabilités de X1 enipouri=1,...met ter-

minant par X, en 2 3 ainsi de suite jusqu'a m.

5 - Lemme : Soit L un vecteur de R™ fixé de composantes > 0.

Alors L(o(L' xA") — 0 &= A"
n - +4oo n -+ 4oo
Preuve : E(o(L' xA x(A...x(AxA)...))) = E(o(L* xA™) —> 0 &=>

n -+ 4o

a(L' xA") — 0¢> A" > 0
n - +4oo
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