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famille Taboada qui m’ont accueilli si gentille et chaleureusement dans leur
maison et qui m’ont offert l’opportunité de partager un “climat” familier dans
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TABLE DES MATIÈRES TABLE DES MATIÈRES
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Introduction générale

Sur la quasi-totalité de la surface terrestre, les géomatériaux se présentent
comme des collections des grains (grains d’argile, grains de sable, graviers,
etc.). Ces grains peuvent être de nature (taille, forme, composition, etc.) très
diverse, mais dans tous les cas ils présentent deux caractéristiques qui leur
confèrent un comportement particulier : (1) ils sont trop grands pour que
les agitations thermiques aient un effet important dans leur comportement
(i.e., leur diamètre est supérieur à 1 µm), et (2) les interactions au niveau
des contacts (collisions inélastiques et frottement) sont essentiellement dissi-
patives. On appelle ces matériaux, les matériaux granulaires [37, 23].

L’étude du comportement des matériaux granulaires a mobilisé, depuis
des nombreuses années, un important effort de recherche dans des disci-
plines diverses telles que la géologie, la mécanique des sols et des roches,
le génie des procédés, et la physique de la matière condensée. Cependant,
la compréhension de leur comportement est une tâche qui est loin d’être
achevée. En fait, ces travaux ont permis de montrer que, même si chaque
grain est un objet assez simple, l’ensemble de grains est un système très
complexe, dans lequel le désordre et le caractère divisé du milieu jouent un
rôle capital.

Un des nombreux problèmes intéressants dans l’étude des milieux granu-
laires est celui du cisaillement. C’est aussi un problème avec des implications
pratiques très importantes, car la résistance au cisaillement des géomatériaux
détermine la stabilité de nombreux systèmes naturels et anthropiques tels
que les glissements de terrain, les failles géologiques, les fondations, et les
ouvrages de soutènement. Le “fonctionnement” mécanique des ces systèmes
est habituellement décrit à l’aide d’un ensemble de “lois de comportement”
macroscopiques. Cependant, même si ces lois s’avèrent très utiles dans la pra-
tique, elles font souvent intervenir des variables dont le sens physique n’est
pas facile à préciser. Pour cette raison, ces lois restent un outil limité pour
comprendre, du point de vue physique, le comportement du système à l’échelle
macroscopique. Au contraire, lorsqu’on étudie le milieu à l’échelle des grains,
le sens physique des variables qui interviennent est beaucoup plus clair ; ces
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Introduction

variables “microscopiques” sont, par exemple, les propriétés géométriques de
l’arrangement de grains, les propriétés physiques des grains, les forces et les
orientations des contacts, etc. Une question fondamentale se pose : quelle
est la relation entre les propriétés du milieu à l’échelle microscopique et sa
réponse macroscopique lors du cisaillement ?

Le passage micro-macro dans les milieux granulaires cisaillés est un pro-
blème très ancien, mais aussi un problème dont l’étude présente des nom-
breuses difficultés expérimentales. Lors des 40 dernières années, le progrès de
l’informatique a rendu possible l’utilisation d’un outil permettant de contour-
ner beaucoup de ces difficultés : la simulation numérique discrète. Actuelle-
ment, les différentes méthodes de simulation numérique discrète constituent
un cadre d’analyse essentiel dans l’étude du comportement des milieux gra-
nulaires ; c’est dans cette dynamique que s’inscrit ce travail de thèse.

Le but principal de ce travail est d’étudier l’influence des propriétés de
résistance au niveaux des contacts dans les paramètres qui décrivent la plas-
ticité des milieux granulaires cisaillés (i.e., la résistance au cisaillement et
la déformation volumique) ainsi que dans la microstructure que le milieu
développe lors du cisaillement. Pour aborder ces questions, nous avons utilisé
la méthode de simulation numérique discrète de la Dynamique des Contacts.
Dans le cadre de cette méthode, traditionnellement utilisée pour étudier les
milieux frictionnels, nous avons introduit un modèle de cohésion qui cherche à
imiter la cohésion par cimentation. Nous avons fait varier systématiquement
les propriétés de résistance aux contacts, et nous avons étudié leur effet dans
la résistance au cisaillement, la dilatance, et la microstructure du milieu. Nos
résultats montrent qu’il est possible, en utilisant un milieu granulaire modèle,
d’identifier clairement l’influence de chacune des propriétés de résistance mi-
croscopiques dans la résistance au cisaillement et dans l’angle de dilatance
du milieu. Cependant, nous observons aussi que l’effet des propriétés de
résistance locales et l’effet de la microstructure ne peuvent pas être étudiés
de manière indépendante. La raison en est que la microstructure développée
par le milieu lors du cisaillement est, en bonne partie, déterminée par les
propriétés de résistance entre les particules. Par exemple, nous trouvons que
certaines combinaisons de paramètres locaux peuvent provoquer des change-
ments majeurs dans le rôle mécanique des contacts portant les plus faibles
forces, et que ceci résulte de l’apparition d’une nouvelle structure dans le
milieu : les colonnes de particules.

En deuxième lieu, nous avons voulu appliquer la même méthode de simu-
lation numérique à l’étude d’un processus naturel. Nous avons donc développé
une méthodologie permettant de modéliser les glissements de terrain. Cette
méthodologie permet d’intégrer dans le même modèle les phases d’initia-
tion et de propagation du glissement, et elle tient compte de la géométrie
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initiale du système, de la résistance des géomatériaux, et d’un mécanisme
de déclenchement du glissement (e.g., le changement de niveau d’une nappe
phréatique, un séisme, ou l’érosion d’une rivière). Cette approche constitue
un outil complémentaire aux approches traditionnelles (i.e., continues) abor-
dant le problème des glissements de terrain avec une nouvelle “optique” :
l’optique granulaire.

Ce mémoire est organisé comme suit :
Dans les deux premiers chapitres, nous présenterons quelques aspects

généraux sur le comportement macroscopique des milieux granulaires, et nous
donnerons un aperçu des principes de base de la méthode de la Dynamique
des Contacts. Dans le troisième chapitre, nous étudierons la résistance au
cisaillement, à l’état pic et à l’état résiduel, et l’angle de dilatance d’un mi-
lieu granulaire cohésif à l’aide d’un essai de compression biaxial. Dans le
quatrième chapitre, nous étudierons la résistance au cisaillement et la mi-
crostructure d’un milieu granulaire cisaillé à l’état stationnaire, aussi appelé
“l’état critique” en mécanique des sols, à l’aide d’un essai de cisaillement
simple. Dans le cinquième chapitre, nous montrerons comment la méthode
de la Dynamique des Contacts peut être appliquée à l’étude des glissements
de terrain, et, finalement, dans le sixième chapitre, nous concluons.
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Chapitre 1

Cadre de l’étude : Plasticité et
relations micro-macro dans les
milieux granulaires cisaillés

Le but de ce chapitre est de présenter le cadre de notre étude. Dans un
premier temps, nous introduirons le problème du cisaillement d’un matériau
granulaire, et nous présenterons le modèle de Mohr - Coulomb, qui est le
modèle que nous avons employé pour caractériser la résistance au cisaille-
ment du milieu. Ensuite, nous décrirons brièvement le comportement macro-
scopique des milieux granulaires cisaillés. Ceci, en faisant référence aux essais
expérimentaux les plus utilisés : les essais de cisaillement direct et annulaire,
et l’essai triaxial de révolution. C’est aussi de ces essais que s’inspirent les
expériences numériques que nous présenterons dans les chapitres 3 et 4.

Dans un deuxième temps, nous ferons une bref synthèse historique des
travaux qui ont été consacrés au rôle des propriétés de résistance à l’échelle
des contacts (que nous appellerons aussi “propriétés locales” ou “propriétés
micro”) dans les paramètres qui décrivent la plasticité des milieux granulaires
cisaillés (i.e., la résistance au cisaillement et la déformation volumique) ; ces
paramètres seront aussi appelés “propriétés globales” ou “propriétés macro”.
Notre propos n’est pas de faire une révision exhaustive de ces travaux. Nous
voulons plutôt montrer que, bien qu’un important effort de recherche a été
consacré à ce sujet, il y a encore un certain nombre de problèmes fondamen-
taux qui n’ont pas été résolus. A la lumière de cette synthèse, nous voulons
aussi introduire les questions qui ont motivé ce travail de thèse.

A la fin du chapitre, nous présenterons les raisons qui nous ont conduit
à choisir une méthode de simulation numérique discrète (i.e., la Dynamique
des Contacts) plutôt qu’une approche expérimentale. Nous verrons que cette
méthode constitue un cadre d’analyse privilégié pour étudier les relations
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Chapitre 1

Bande de 
cisaillement

Fig. 1.1 – Cisaillement d’un matériau ; (a) glissement distribué et (b) glis-
sement localisé dans une “bande de cisaillement”.

micro-macro, car elle donne accès à un grand nombre d’essais qui ne seraient
pas, à l’heure actuelle, réalisables expérimentalement.

1.1 Le cisaillement et les matériaux Mohr-

Coulomb

Le cisaillement est le glissement relatif entre deux sections d’un matériau
(Figure 1.1). Dans un matériau granulaire, ceci n’est possible que si la con-
trainte tangentielle appliquée dans un plan donné atteint une valeur seuil
appelée la résistance au cisaillement du matériau. Le modèle classique et
couramment utilisé pour caractériser la résistance au cisaillement des milieux
granulaires est celui de Mohr-Coulomb. On l’appelle ainsi, car on suppose
que le matériau vérifie la loi de Coulomb, et que, grâce au caractère tensoriel
des contraintes, elles peuvent être représentées à l’aide de la représentation
graphique proposée par Otto Mohr.

1.1.1 Matériaux de Coulomb

En mécanique des milieux granulaires, la loi de Coulomb permet de calcu-
ler la résistance au cisaillement le long d’un plan situé à l’intérieur du milieu.
Cette loi considère le matériau comme étant rigide-plastique. En d’autres
termes, si la contrainte tangentielle τ dans un plan donné est inférieure à
la résistance au cisaillement τmax, alors aucun glissement dans ce plan n’est
possible ; en revanche, si la contrainte tangentielle τ dans un plan est égale à
τmax, alors un glissement va s’initier le long de ce plan, et cette déformation
continuera tant que l’état des contraintes global n’est pas modifié. De plus,
le modèle de Coulomb stipule que la résistance au cisaillement τmax sur un
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c

φ *

φ *

σ

τ

Milie
ux cohésifs

Milieux pulvérulents

Fig. 1.2 – Surface limite de charge d’un matériau granulaire pulvérulent et
d’un matériau granulaire cohésif.

plan est donnée par
τmax = σ tanφ∗, (1.1)

où σ est la contrainte normale dans le plan et φ∗ est l’angle de frottement
interne du matériau (dans ce qui suit, nous utiliserons l’indice ∗ pour les
angles et les coefficients de frottement macroscopiques). L’expression 1.1 est
valable pour les matériaux granulaires pulvérulents (i.e., non-cohésifs) ; pour
les milieux cohésifs, il faut rajouter un terme dénommé la cohésion c du
matériau :

τmax = σ tanφ∗ + c, (1.2)

Les équations 1.1 et 1.2 définissent τmax comme une fonction linéaire de σ.
Ces droites représentent des surfaces limites de charge du matériau (Figure
1.2). Il est important de signaler que, dans la loi de Coulomb, la surface limite
de charge d’un matériau n’est pas unique, mais elle dépend de compacité du
milieu.

1.1.2 La représentation des contraintes de Mohr

Imaginons un élément de matériau granulaire en équilibre auquel on ap-
plique des contraintes normales et tangentielles (Figure 1.3(a)) ; les contraintes
normales σ et tangentielles τ sont définies positives selon la convention de
signes montrée sur la Figure 1.3(a). Intéressons nous aux contraintes ap-
pliquées sur un plan incliné d’un angle θ par rapport à l’horizontale (Figure
1.3(b)). Il est facile de montrer que les contraintes σθ et τθ appliquées sur le
plan incliné sont données par les expressions

σθ =
1

2
(σx + σy) −

1

2
(σx − σy) cos(2θ) + τxy sin(2θ) (1.3)

τθ =
1

2
(σx − σy) sin(2θ) + τxy cos(2θ),
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Fig. 1.3 – (a) Élément de matériau granulaire soumis à des contraintes nor-
males et tangentielles ; (b) contraintes normale et tangentielle dans un plan
incliné d’un angle θ par rapport à l’horizontale.

où θ ∈ [−90o, 90o]. Les valeurs de σθ et τθ décrivent un cercle dans l’espace
(σ, τ) dont l’équation est

[σ −
1

2
(σx + σy)]

2 + τ 2 =
1

4
(σx − σy)

2 + τ 2
xy. (1.4)

Ce cercle est appelé le cercle de Mohr, et il correspond à la représentation
graphique des contraintes en deux dimensions proposée par Otto Mohr en
1882.

Il est utile de tracer en même temps le cercle de Mohr et les surfaces limites
de charge du matériau (i.e., une pour les contraintes tangentielles positives et
une autre pour les contraintes tangentielles négatives). Si le cercle de Mohr
ne touche pas les surfaces limites de charge, alors aucun plan dans le milieu
ne glisse. En revanche, si le cercle de Mohr est tangent aux surfaces limites
de charge, alors il y a deux plans dans le milieu sur lesquels la contrainte
tangentielle est égale à la résistance au cisaillement du matériau (i.e., τ =
τmax). A priori, ces deux plans peuvent glisser, et leurs orientations sont
données par les points du cercle qui sont tangents aux surfaces limites de
charge (Figure 1.4).
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c
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σ2

σ1
(b)(a)

Fig. 1.4 – (a) Surface limite de charge et Cercle de Mohr d’un matériau
granulaire cohésif au moment de la rupture ; (b) Plans de glissement (en
pointillés). σ1 et σ2 sont les contraintes principales majeure et mineure en
2D, respectivement

1.2 Caractérisation du comportement macro-

scopique : essais expérimentaux

Des nombreux essais expérimentaux ont été conçus pour étudier la plas-
ticité des matériaux granulaires cisaillés. Ici, nous ne présentons que les plus
utilisés : l’essai de cisaillement direct, l’essai de cisaillement annulaire, et
l’essai triaxial de révolution.

1.2.1 Essais de cisaillement direct et annulaire

Dans un essai de cisaillement direct, un échantillon de matériau granu-
laire est placé dans une bôıte séparée en deux compartiments pouvant glisser
l’un par rapport à l’autre (Figure 1.5). Une force verticale Fv est appliquée
sur l’échantillon, et le compartiment supérieur est déplacé par rapport au
compartiment inférieur, ce qui provoque le cisaillement de l’échantillon. Lors
du cisaillement, on mesure la force horizontale Fh, et les contraintes normale
σ et tangentielle τ le long du plan cisaillé sont calculées comme suit :

σ = Fv/S (1.5)

τ = Fh/S,

où S est l’aire du plan, qui change le long de l’essai. Cette procédure est
répétée pour différentes valeurs de Fv, rajoutant à chaque fois un nouveau
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Fig. 1.5 – Essai de cisaillement direct. (a) Etat initial ; (b) échantillon ci-
saillé.
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τ/σ

Fig. 1.6 – (a) Évolution de la contrainte tangentielle normalisée, τ/σ, et (b)
évolution du volume de l’échantillon, lors du cisaillement pour un échantillon
initialement dense et un échantillon initialement lâche.

point sur la surface limite de charge. Ceci permet de calculer l’angle de frot-
tement interne et la cohésion du matériau.

On obtient deux types de réponses, suivant la densité initiale du milieu.
Si le milieu est dense, la courbe contraintes-déformation présente un pic de
résistance pour des déformations très faibles. Lorsqu’on continue à cisailler,
la résistance du matériau diminue et se stabilise à une valeur plus faible
appelée la résistance résiduelle du matériau (Figure 1.6(a)). Dans les phases
initiales de l’essai, le volume de l’échantillon V augmente ; ce phénomène est
connu sous le nom de dilatance (Figure 1.6(b)).

En revanche, si le milieu est lâche, on n’observe pas un pic de résistance,
mais uniquement une résistance résiduelle (Figure 1.6(a)). Dans les phases
initiales de l’essai, le volume de l’échantillon diminue ; ce phénomène corres-
pond à une dilatance négative ou contractance (Figure 1.6(b)).
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Fig. 1.7 – Essai de cisaillement anulaire.

Une des limitations principales d’un essai de cisaillement direct est que
le taux de cisaillement ne peut pas être très élevé, car l’aire du plan ci-
saillé diminue le long de l’essai. Un essai qui permet de contourner cette
difficulté est l’essai de cisaillement annulaire. Dans cet essai, un échantillon
de matériau granulaire en forme d’anneau est placé dans une bôıte, aussi
de forme annulaire, séparé en deux compartiments pouvant tourner l’un par
rapport à l’autre (Figure 1.7) Comme dans l’essai de cisaillement direct, le
glissement a lieu le long d’un plan prédéterminé, qui correspond au contact
entre les deux compartiments de la bôıte. L’avantage de l’essai annulaire est
que l’échantillon peut être cisaillé indéfiniment, ce qui permet l’étude des
propriétés résiduelles du matériau.

1.2.2 L’essai triaxial de révolution

Dans un essai triaxial de révolution, un échantillon cylindrique de ma-
tériau granulaire est placé entre deux plaques et enveloppé d’une membrane
flexible et imperméable. Un fluide environnant permet d’appliquer une pres-
sion de confinement σ3 (Figure 1.8(a)). Pour cisailler l’échantillon, la plaque
supérieure est déplacée vers le bas, ce qui entrâıne la rupture du milieu et
la localisation de la déformation le long d’une bande de cisaillement (Figure
1.8(b)). Lors du cisaillement, on mesure la force verticale Fv. Cette force
permet de calculer la contrainte normale verticale σv comme suit :

σv = Fv/S, (1.6)

où S est l’aire transversale de l’échantillon, qui peut changer le long de l’es-
sai. Si l’on suppose qu’il n’y a pas des contraintes tangentielles entre les
plaques et l’échantillon, alors la contrainte σv peut être considérée comme la
contrainte principale majeur σ1, et un cercle de Mohr peut être tracé. Cette
procédure est répétée pour différentes valeurs de σ3, permettant de tracer à
chaque fois un nouveau cercle de Mohr. La droite tangente à ces cercles est
la surface limite de charge du matériau, et elle permet de calculer son angle
de frottement interne et sa cohésion.

21



Chapitre 1

(b)(a)
F

v

σ3σ3 σ3σ3

Fig. 1.8 – Essai triaxial de révolution. (a) État initial ; (b) échantillon ci-
saillé.
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Fig. 1.9 – (a) Évolution de la contrainte déviatorique (σ1–σ3)/2, et (b)
évolution du volume de l’échantillon, lors du cisaillement pour un échantillon
initialement dense et un échantillon initialement lâche.
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Comme dans un essai de cisaillement direct, on obtient typiquement
deux types de réponse, suivant la densité initiale du milieu. La figure 1.9
montre l’évolution de la contrainte déviatorique (σ1–σ3)/2 et du volume V
de l’échantillon lors du cisaillement ; ceci pour un échantillon initialement
dense et un échantillon initialement lâche.

1.3 Relations micro-macro

1.3.1 L’angle de frottement interne

Comme nous l’avons vu dans la section 4.3.1, un des paramètres qui
caractérisent la résistance au cisaillement d’un milieu granulaire est l’angle
de frottement interne. En 1934, Caquot a été l’un des premiers à s’intéresser
au rôle des propriétés de résistance locales dans ce paramètre macroscopique
[12]. Il a considéré un milieu isotrope, et il a supposé que, lors du cisaillement,
la force tangentielle appliquée sur tous les contacts du milieu prend la valeur
limite imposée par la loi de frottement de Coulomb. En d’autres termes, il
a supposé que, lors du glissement, le frottement dans tous les contacts du
milieu est complètement mobilisé. Il a obtenu l’expression suivante :

tanφ∗ =
π

2
tanφs, (1.7)

où φ∗ est l’angle de frottement interne et φs est l’angle de frottement entre
les grains, qui peut aussi être exprimé comme un coefficient de frottement de
glissement µs = tanφs.

En 1954, Bishop, à partir de considérations énergétiques, a proposé deux
expressions qui permettent de calculer l’angle de frottement interne en fonc-
tion de l’angle de frottement micro [4] ; ceci pour un essai en compression
triaxial

sinφ∗ =
15 tanφs

10 + 3 tanφs

, (1.8)

et pour un essai en déformation plane

sinφ∗ =
3

2
tanφs. (1.9)

Plus tard, en 1962, Rowe s’est intéressé au cisaillement d’un arrangement
monodisperse de sphères [72], et il a obtenu l’expression suivante :

σ1

σ3
= tanθa tan(φs + θb) (1.10)
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Fig. 1.10 – Angle de frottement interne en fonction de l’angle de frotte-
ment local. Relations théoriques proposées par Caquot et Bishop, et résultats
expérimentaux obtenus par Skinner.

où θa et θb sont deux angles qui dépendent du type d’arrangement et de la
direction dans laquelle le milieu est cisaillé. Une expression similaire a été
développée par Horne en 1965 [31].

Les expressions 1.8, 1.9, et 1.10, bien que plus élaborées, gardent la même
logique que l’expression proposée par Caquot : le mode de mouvement re-
latif entre les particules est le glissement au niveau des contacts, et, en
conséquence, il doit y avoir une relation directe entre l’angle de frottement
aux contacts et l’angle de frottement interne.

En 1969, les ingénieux travaux expérimentaux de Skinner ont montré que
les relations théoriques proposées par Caquot, Bishop, Rowe, et Horne (i.e.,
les équations 1.7, 1.8, 1.9, et 1.10) étaient fausses [78]. Skinner a remarqué que
les billes de verre offrent une opportunité exceptionnelle de faire varier l’angle
de frottement microscopique. En fait, l’angle de frottement entre deux billes
de verre sèches est très faible (i.e., φs ≃ 5o), mais, si les billes sont mouillées,
l’angle de frottement est à peu près 7 fois plus élevé (i.e., φs ≃ 35o). Skinner
a cisaillé un milieu composé de billes de verre lisses (i.e., sèches) et un milieu
composé de billes de verre frottantes (i.e., mouillées), et il a montré que
l’angle de frottement interne à l’état résiduel des deux milieu est le même.
Or, les relations théoriques proposées par Caquot, Bishop, Rowe, et Horne
affirmaient que si l’angle de frottement local augmentait, alors l’angle de
frottement interne devait aussi augmenter. La figure 1.10 montre les relations
théoriques 1.7, 1.8, et 1.9 ainsi que les valeurs d’angle de frottement interne
obtenues expérimentalement par Skinner pour les billes de verre.
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Skinner a argumenté que la différence entre ses expériences et les prédic-
tions théoriques était due au fait que ces prédictions théoriques négligeaient le
roulement au niveau des contacts. Il a expliqué son argument de la manière
suivante : si l’angle de frottement interne des deux expériences (i.e., celle
avec les billes lisses et celle avec les billes frottantes) est le même, alors
l’énergie dissipée dans les deux expériences est la même. Or, cette énergie est
principalement dissipée par frottement aux contacts, et l’angle de frottement
micro dans les deux expériences diffère par un facteur de ≃ 7. Ceci implique
que, pour que l’énergie dissipée dans les deux expériences soit la même, le
nombre de contacts glissants doit diminuer lorsqu’on augmente l’angle de
frottement entre les billes. Si le nombre de contacts glissants diminue, alors
le mouvement relatif entre les particules doit avoir lieu en utilisant un mode
différent de glissement. Skinner a suggéré que ce mode est le roulement au
niveau des contacts.

Dans les années 70, les expériences de Oda avec des matériaux photo-
élastiques [56, 58, 59] ont confirmé la supposition de Skinner. Ces expériences
ont montré que le pourcentage des contacts glissants peut être très faible lors
du cisaillement, et que le roulement au niveau des contacts est très actif, en
particulier lorsque φs est élevé.

Quelques années plus tard, grâce au rapide développement des ordina-
teurs, un nouvel outil de travail a été développé : les méthodes de simulation
numérique discrète (e.g., la Dynamique Moléculaire en 1979 [21] et la Dy-
namique des contacts en 1994 [51, 39, 40]). Ces méthodes ont constitué,
et constituent encore, un cadre d’analyse privilégié pour étudier les rela-
tions micro-macro, car elles permettent de contourner des nombreuses diffi-
cultés expérimentales ainsi que d’étudier précisément l’évolution du système
à l’échelle des grains et des contacts.

Très rapidement, plusieurs travaux de simulation numérique [88, 3, 47,
60, 87, 9, 83, 44] ont permis de montrer que la relation entre l’angle de
frottement entre les grains et l’angle de frottement interne était différente
de celle qui proposaient les modèles théoriques de Caquot, Bishop, Rowe,
et Horne. Ces travaux ont aussi montré que l’angle de frottement interne
dépend de l’angle de frottement aux contacts, contrairement à ce que les
expériences de Skinner suggéraient. Actuellement, on sait bien que l’angle
de frottement interne dépend de l’angle de frottement aux contacts si ce
dernier est faible, et que l’angle de frottement interne sature si l’angle de
frottement aux contacts est élevé. Une courbe typique de la relation entre
l’angle de frottement interne à l’état résiduel et l’angle de frottement micro
est illustrée sur la figure 1.11.

Les travaux de simulation numérique ont aussi confirmé le rôle majeur
joué par les rotations dans la résistance et la déformation des milieux gra-
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Fig. 1.11 – Courbe typique de l’angle de frottement interne en fonction de
l’angle de frottement micro. Résultats obtenus avec une simulation numérique
discrète.

nulaires. Ces études ont permis de montrer que le comportement du mi-
lieu est fortement affecté par la restriction, totale ou partielle, du roulement
relatif des particules en contact. Ceci a permis d’expliquer pourquoi il est
difficile d’obtenir des valeurs réalistes d’angle de frottement interne en uti-
lisant des milieux granulaires modèles composés des particules sphériques
(ou circulaires en 2D). La raison en est que, dans un tel milieu, la rotation
relative des particules en contact n’est pas restreinte. Ceci représente une
grande différence avec les milieux réels, dans lesquels les contacts peuvent
souvent résister au roulement. Ceci peut avoir différentes origines microsco-
piques telles que la présence d’un ciment, la déformation plastique de la
région de contact, et la forme non-convexe des grains.

Plusieurs modèles théoriques ont été développés prenant en compte la
résistance au roulement au niveau des contacts [35, 92, 6, 24, 42]. Ces modèles
permettent d’étudier le rôle de la résistance au roulement dans la réponse ma-
croscopique du milieu, ainsi que d’obtenir des valeurs d’angle de frottement
interne et de déformation volumique plus réalistes que celles obtenues lorsque
la rotation relative des particules n’est pas restreinte [57, 36, 93, 94]. D’autres
chercheurs ont aussi étudié des milieux dans lesquels la rotation des parti-
cules est complètement restreinte [45, 7, 8, 2]. Cependant, cet artifice parait
difficile à justifier du point de vue physique.

Il n’est pas encore clair comment l’angle de frottement local et la résistance
au roulement se combinent pour construire l’angle de frottement interne. Il
reste aussi à vérifier si les dépendances observées dans les milieux pulvérulents
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restent valables pour les milieux cohésifs.

1.3.2 L’adhésion macroscopique et la cohésion

Dans un milieu granulaire cohésif, les particules adhèrent entre elles. Cette
adhésion microscopique peut avoir différentes origines telles que la cimenta-
tion, la capillarité, et les interactions électromagnétiques entre les grains de
très petite taille (i.e., forces de van der Waals) [74, 50]. Grâce à l’adhésion
entre les grains, les milieux granulaires cohésifs peuvent résister à la trac-
tion. La contrainte maximale qu’un milieu cohésif peut supporter en traction
est appelée la résistance à la traction du milieu. Ici, nous appellerons cette
résistance l’adhésion macroscopique A.

Plusieurs chercheurs se sont intéressés à la relation entre l’adhésion locale
et l’adhésion macroscopique. Dans les années 60, Ingles [33, 50] et Rumpf
[73] ont développé une expression permettant de calculer A en fonction de
l’adhésion locale dans un milieu cohésif composé de sphères de la même taille :

A = ν
Z

π

fa

d2
, (1.11)

où ν est la compacité du milieu (i.e., la proportion du volume occupé par
les particules), Z est le nombre de coordination (i.e., le nombre moyen de
contacts par particule), fa est la force d’adhésion au niveau des contacts,
et d est le diamètre des sphères. D’autres chercheurs ont aussi trouvé, cette
fois-ci expérimentalement, une relation linéaire entre l’adhésion au niveau
des contacts et l’adhésion macroscopique [63, 43, 19]. Ces travaux ont pro-
fité d’une possibilité expérimentale exceptionnelle de faire varier l’adhésion
micro : la capillarité dans les milieux partiellement saturés.

Lorsqu’un milieu granulaire est cisaillé, la propriété macroscopique qui
résulte de l’adhérence entre les particules est la cohésion c. La cohésion c
peut être reliée à une valeur d’adhésion “théorique” A∗ à l’aide de l’expression
suivante [30] :

c ≃ A∗tanφ∗. (1.12)

Ceci revient à associer l’adhésion macroscopique à l’intersection de la surface
limite de charge avec l’axe des contraintes normales (Figure 1.12).

Récemment, plusieurs travaux ont été consacrés à l’étude de la cohésion
en utilisant des simulations numériques discrètes [46, 64, 24, 41, 42, 70]. Ces
travaux ont permis de montrer que la cohésion augmente avec l’adhésion entre
les grains. Ceci n’est pas surprenant, car le cisaillement du milieu implique
l’ouverture (i.e., la rupture en traction) de certains contacts. Néanmoins,
le cisaillement implique, surtout, le glissement et le roulement de beaucoup
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Fig. 1.12 – Surface limite de charge d’un milieu granulaire cohésif.
L’adhésion théorique A∗ peut être calculée à partir de la cohésion c et l’angle
de frottement interne φ∗

d’autres contacts. Il est donc intéressant de se demander comment l’angle de
frottement local, et la résistance au roulement affectent la cohésion du milieu.

En conclusion, la résistance au cisaillement d’un milieu granulaire cohésif
fait intervenir plusieurs propriétés de résistance à l’échelle des contacts (e.g.,
l’adhésion, l’angle de frottement, et la résistance au roulement ente les grains).
La relation entre ces propriétés de résistance au niveau des contacts et la
réponse macroscopique du milieu n’est, a priori, pas triviale. L’étude de cette
relation constitue une des motivations principales de ce travail de thèse ; elle
sera abordée dans les chapitres 3 et 4 de ce mémoire.

1.3.3 La compacité et la microstructure

La compacité est définie comme la proportion du volume d’un milieu
granulaire qui est occupée par les particules. Il est intéressant de l’étudier,
car elle constitue un descripteur de premier ordre de la géométrie de l’ar-
rangement de grains. Plus précisément, elle nous informe sur le volume du
milieu, qui est, comme nous l’avons vu dans la section 1.2, généralement
affecté par le cisaillement. Les premières observations à ce propos ont été
faites par Reynolds en 1885 [69], qui a montré que le cisaillement d’un milieu
initialement dense produit une augmentation du volume du milieu, et que le
cisaillement d’un milieu initialement lâche produit une diminution du volume
du milieu. Ces deux phénomènes sont appelés, respectivement, dilatance et
contractance.

Probablement, les premiers travaux à suggérer le rôle des propriétés de
résistance locales dans la compacité d’un milieu granulaire cisaillé ont été
ceux de Skinner [78]. Il a observé qu’un échantillon composé de billes lisses
était moins dilatant qu’un échantillon composé de billes frottantes. Ce résultat
suggère que la compacité du milieu cisaillé diminue lorsqu’on augmente l’angle
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de frottement entre les grains. Ceci a été confirmé ultérieurement par des
nombreux travaux de simulation numérique [95, 47, 9, 65, 5, 44]. Il a aussi
été montré qu’un milieu composé de particules sans frottement peut être
cisaillé sans se dilater, tout en ayant un angle de frottement interne non
nul [62]. D’autres chercheurs ont montré que la compacité du milieu est aussi
une fonction décroisante de la résistance au roulement au niveau des contacts
[35, 36, 57]. Pour ce faire, ils ont comparé des échantillons composés de par-
ticules circulaires avec des échantillons composés de particules elliptiques.

La compacité offre une description plutôt pauvre de l’“état géométrique”
du système. Cependant, la relation entre les propriétés de résistance locales
et la compacité soulève une question très intéressante dans l’étude des rela-
tions micro-macro : celle du rôle des paramètres de résistance locaux dans
la construction de cet état géométrique, aussi appelé la microstructure du
milieu. Ce point est intéressant, car la réponse macroscopique du milieu
n’est pas uniquement fonction des propriétés de résistance aux contacts,
mais elle est, en grande partie, déterminée par la microstructure de l’ar-
rangement. Cette microstructure constitue donc un élément additionnel à
prendre en compte dans l’étude des relations micro-macro. Cependant, un
nouveau problème se pose : le lien entre les propriétés de résistance locales
et la microstructure du milieu n’est pas évident. On peut même se demander
dans quelle mesure les propriétés de résistance locales ont un effet direct sur
le comportement de l’ensemble, et dans quelle mesure leur effet dans le com-
portement global passe, plutôt, par une modification de la microstructure
(Figure 1.13). Cette question constitue une des motivations centrales de ce
travail de thèse ; elle sera abordée dans le chapitre 4 de ce mémoire.

1.4 Quelle approche choisir : expérimentale

ou théorique ?

Comme nous l’avons signalé dans l’introduction générale, le but central
de cette thèse est d’étudier l’influence des propriétés de résistance au ni-
veau des contacts sur les paramètres qui décrivent la plasticité des milieux
granulaires cisaillés (i.e., la résistance au cisaillement et la dilatance) ainsi
que dans la microstructure développée par le milieu lors du cisaillement. Ces
questions peuvent être étudiées avec différentes approches ; par exemple avec
des modèles expérimentaux ou avec des modèles théoriques tels qu’une simu-
lation numérique discrète.

Les modèles expérimentaux ont l’avantage d’être plus “réalistes” que les
modèles théoriques. Cependant, pour l’étude que nous avons réalisée, l’ap-
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Fig. 1.13 – La réponse macroscopique est déterminée par les propriétés de
résistance au niveau des contacts et par la microstructure de l’arrangement
de grains. Cependant, le lien entre les propriétés de résistance locales et la
microstructure du milieu n’est pas évident.

proche expérimentale présente aussi quelques difficultés :

– Il est difficile (voire impossible) de varier systématiquement une pro-
priété des grains sans devoir changer de matériau.

– Il est difficile d’avoir le même état initial dans plusieurs expériences.
– Il est difficile d’avoir accès aux variables à l’échelle des grains et des

contacts (e.g., les positions et les vitesses des grains, les orientations et
les forces de contact, etc.), ce qui constitue une limitation dans l’étude
détaillée de la microstructure du milieu.

En revanche, une méthode de simulation numérique discrète permet de contour-
ner facilement ces difficultés :

– Les propriétés du matériau peuvent être variées systématiquement et
de manière indépendante.

– Le même échantillon peut être utilisé dans plusieurs expériences, ayant
donc le même état initial.

– On a accès direct aux variables à l’échelle des grains et des contacts, ce
qui rend possible l’étude détaillée de la microstructure du milieu.

Cependant, une simulation numérique discrète est moins “réaliste” qu’un
modèle expérimental, car le système doit être simplifié pour pouvoir calcu-
ler son évolution ; par exemple, il est habituel de simuler un milieu en deux
dimensions, ou de supposer que les grains ont une forme circulaire. Ces sim-
plifications peuvent être vues comme une limitation, mais elles peuvent aussi
être vues comme un grand avantage. Dans certains cas, elles peuvent même
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être souhaitables, car elles permettent d’écarter l’effet de certains paramètres
et d’étudier le comportement du système dans leur absence. Par exemple, si
l’on veut écarter l’effet de la forme anguleuse des particules, on peut utiliser
des particules circulaires, ou si l’on veut écarter l’effet de la gravité, on peut
l’enlever.

Les simulations numériques discrètes représentent donc un cadre d’ana-
lyse privilégié pour l’étude des relations micro-macro, car elles nous per-
mettent d’accéder à un grand éventail d’essais “de rêve”, qui ne seraient pas
réalisables expérimentalement. La variation systématique des propriétés de
résistance micro, qui constitue la partie la plus importante de ce travail de
thèse, est justement un de ces essais “de rêve”.

Dans ce travail de thèse, nous avons utilisé une méthode de simulation
numérique discrète appelée la Dynamique des Contacts. Un aperçu des prin-
cipes de base de cette méthode sera présenté dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Modélisation numérique des
milieux granulaires par la
méthode de la Dynamique des
Contacts

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la modélisation numérique des milieux granu-
laires en utilisant des méthodes d’éléments distincts. Plus précisément, nous
nous proposons de donner un aperçu des principes de base de la Dynamique
des Contacts, qui est la méthode que nous avons utilisée le long de ce tra-
vail. D’abord, nous montrerons que plusieurs échelles peuvent être identifiées
dans un milieu granulaire, et nous expliquerons comment le traitement qu’on
donne à ces échelles mène à deux approches de modélisation très différentes :
l’approche régulière et l’approche non régulière. Ensuite, nous présenterons
les équations de la Dynamique des Contacts pour un ensemble de disques
pouvant exercer des forces normales et tangentielles aux contacts. A la fin du
chapitre, nous montrerons comment introduire deux nouveaux éléments dans
cette méthode. Ces éléments sont la résistance au roulement et l’adhésion.

2.2 Différentes échelles dans un milieu gra-

nulaire

Dans les milieux granulaires, on peut identifier plusieurs échelles de lon-
gueur et de temps. Par exemple, à l’échelle des contacts, on peut considérer
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comme échelle de longueur lc le diamètre de la zone de contact lors d’une
collision, et comme échelle de temps tc la durée de la collision. A l’échelle
des grains, on peut considérer comme échelle de longueur lg le diamètre d’un
grain, et comme échelle de temps tg le temps caractéristique entre deux col-
lisions. On peut identifier aussi des échelles supérieures. Par exemple, une
échelle de longueur mésoscopique qui serait donnée par l’épaisseur des bandes
de cisaillement, ou une échelle de longueur macroscopique qui serait donnée
par la taille d’un échantillon dans lequel le comportement mécanique est bien
défini (i.e., un volume élémentaire représentatif).

Certains phénomènes macroscopiques relèvent de l’échelle des contacts.
C’est le cas de la transmission d’ondes sonores dans le milieu, qui résulte
des petites déformations élastiques dans les zones de contact entre les grains.
Par contre, d’autres phénomènes macroscopiques relèvent de l’échelle des
grains. C’est le cas de la dilatance et des grandes déformations plastiques, qui
résultent du réarrangement des grains lorsque le milieu se déforme. Lorsqu’on
veut modéliser un milieu granulaire, il est important de bien identifier le type
de phénomène macroscopique auquel on s’intéresse, ainsi que les processus
qui se trouvent a son origine. La raison en est que, comme nous le verrons
dans la section qui suit, les échelles typiques de ces processus vont déterminer
l’approche de modélisation qu’on doit adopter.

2.3 Approches régulière et non régulière

En mécanique classique, le mouvement des corps est régulier, c’est-à-dire
qu’il peut être décrit par une fonction continue et deux fois différentiable
dans le temps. Ainsi, si l’on pouvait suivre précisément l’évolution des forces,
des positions, et des vitesses lors d’une collision entre deux particules, on
obtiendrait des fonctions “douces” dans le temps (i.e., elles ne présenteraient
pas des discontinuités). Cependant, une collision est un processus très rapide,
et, souvent, les échelles du contact, lc et tc, peuvent être beaucoup plus petites
que celles du grain, lg et tg. A cause de ce grand écart entre les échelles du
contact et celles du grain, la modélisation numérique d’un milieu granulaire
peut être abordée suivant deux approches : l’approche régulière (appelée aussi
smooth), et l’approche non régulière (appelée aussi non smooth).

2.3.1 L’approche régulière

Dans l’approche régulière, on cherche à modéliser précisément les forces
et les déplacements aux contacts lors des collisions. Pour cette raison, on
considère les grains comme étant déformables, et ces déformations sont reliées
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δ

f

Fig. 2.1 – Graphe représentant l’ensemble de valeurs de force de contact
f et d’interstice δ que le contact peut prendre lors de la collision dans une
approche régulière.

aux forces de contact à l’aide d’une relation constitutive. Le mouvement des
grains est calculé à l’aide du principe fondamental de la dynamique (i.e., la
deuxième loi de Newton), à partir des forces f et des moments M appliqués
sur les grains :

f = m
dv

dt
(2.1)

M = I
dω

dt
,

où m est la masse du grain, dv/dt est son accélération, I est son moment
d’inertie, et dω/dt est son accélération angulaire. Dans cette approche, les
forces, les déplacements, et les vitesses des grains évoluent de manière conti-
nue, et le mouvement des grains est régulier. Les échelles d’intérêt étant
celles du contact, lc et tc, cette approche nécessite une discrétisation très fine
du temps. Une des méthodes d’éléments distincts qui utilisent l’approche
régulière est la Dynamique Moléculaire, appliquée la première fois par Cun-
dall à la simulation des géomatériaux en 1979 [21].

Pour illustrer cette approche, considérons une collision frontale entre une
particule circulaire sans frottement et un mur fixe. Comme il est habituel dans
les approches régulières, imaginons que la déformation de la zone de contact
peut être simulée en permettant que les deux corps s’interpénètrent, et que la
force de contact peut être calculée en fonction de cette interpénétration. La
figure 2.1 montre la force de contact f en fonction de la distance interstitielle
entre la particule et le mur (i.e., l’interstice δ). Ainsi, si la particule et le
mur sont en contact, alors l’interstice δ est inférieur ou égale à zéro (notons
qu’une valeur négative de δ indique que la zone de contact est déformée),
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Fig. 2.2 – Interstice δ, vitesse v, et force de contact f qu’on obtiendrait en
modélisant la collision avec une approche régulière.

et la magnitude de la force f peut être calculée en fonction de δ (ici, une
fonction linéaire : f = −kδ). En revanche, si la particule et le mur ne sont
pas en contact, alors l’interstice δ est supérieur à zéro, et la force de contact
f est nulle. La figure 2.2 montre schématiquement l’évolution de l’interstice
δ, de la vitesse v, et de la force de contact f lors de la collision. Notons que
ces trois quantités varient de manière douce (i.e., continue) dans le temps,
même si cette variation est très rapide lors de la collision.

2.3.2 L’approche non régulière

Dans l’approche non régulière, on s’intéresse à des échelles très supérieures
à celles du contact. En d’autres termes, on ne cherche pas à modéliser en
détail les forces et les déplacements aux contacts lors des collisions, mais on
s’intéresse plutôt à l’effet net de ces collisions. Cet effet est de changer brus-
quement les vitesses des grains comme résultat de la transmission de quantité
de mouvement au niveau des contacts. On cherche donc une description plus
grossière des collisions, qui néglige les échelles du contact (lc et tc) et ne
conserve que celles du grain (lg et tg). Ceci revient à considérer les grains
comme étant rigides (i.e., lc ≃ 0) et les collisions comme étant instantanées
(i.e., tc ≃ 0).

Dans cette approche, nous ne sommes pas obligés d’introduire une rela-
tion constitutive au niveau des contacts, mais, plutôt, une loi de contact qui
tient compte de l’énergie dissipée lors des collisions. Ensuite, les impulsions
linéaires R et angulaires S appliquées sur les grains pendant un certain inter-
valle de temps peuvent être calculées à partir de leurs changements de vitesse
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à l’aide du principe fondamental de la dynamique intégré dans le temps :

∫

fdt =

∫

m
dv

dt
dt (2.2)

R = m∆v
∫

Mdt =

∫

I
dω

dt
dt

S = I∆ω.

Ici, les forces, les déplacements, et les vitesses des grains lors des collisions
n’évoluent pas de manière régulière, mais plutôt par une série de “sauts”,
le mouvement des grains étant donc non-régulier. La méthode d’éléments
distincts qui utilise l’approche non régulière est la Dynamique des Contacts,
introduite par Moreau et Jean dans les années 90 [51, 39, 40].

Pour illustrer cette approche, considérons à nouveau la collision frontale
entre une particule circulaire sans frottement et un mur fixe, mais, cette fois-
ci, modélisée avec une approche non régulière. Nous devons donc introduire
une loi de contact, qui relie la vitesse de la particule avant et après la colli-
sion. Dans ces but, il est habituel d’employer la définition du coefficient de
restitution normal ρ de Newton :

ρ = −
v+

v−
, (2.3)

où v− et v+ sont les vitesses de la particule avant et après la collision et
ρ ∈ [0, 1]. Cette relation stipule que la vitesse de la particule s’inverse lors de
la collision. Elle nous informe aussi sur la quantité d’énergie cinétique dissipée
lors de la collision, qui est proportionnelle à (1−ρ2). Ainsi, ρ = 0 correspond
à une collision parfaitement inélastique (la vitesse de la particule après la
collision est nulle, et elle reste “scotchée” au mur), et ρ = 1 correspond à une
collision parfaitement élastique (il n’y a pas d’énergie cinétique dissipée, et
la magnitude de la vitesse de la particule, avant et après la collision, est la
même). La solution au problème est la suivante :

{

v+ = −ρv−

R = −mv−(1 + ρ).
(2.4)

La figure 2.3 montre schématiquement l’évolution de l’interstice δ, de la vi-
tesse v, et de la force de contact f lors de la collision. Notons que ces trois
quantités varient de manière non régulière dans le temps.
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Fig. 2.3 – Interstice δ, vitesse v, et force de contact f qu’on obtiendrait en
modélisant la collision avec une approche non régulière.

Cet exemple nous offre deux remarques intéressantes :

1. Le traitement de la collision avec une approche non régulière nous a per-
mis d’étudier la collision sans avoir besoin d’une relation constitutive
au niveau des contacts. L’effet d’une telle relation est pris en compte a
travers une discontinuité de vitesses, qui résulte du fait que, quel que
soit le comportement du contact, les particules qui rentrent en collision
ne peuvent pas s’interpénétrer ; autrement dit, elles ne peuvent pas oc-
cuper le même espace. L’impénétrabilité des particules réduit l’espace
des solutions possibles du problème, et, en ce sens, elle constitue une
contrainte cinématique. Le traitement non-régulièr d’une collision sup-
pose donc que, à l’échelle des grains, le résultat de la collision est davan-
tage déterminé par la contrainte cinématique de l’impénétrabilité que
par le choix d’une certaine relation entre les forces et les déplacements
à l’échelle du contact.

2. Dans le cas d’une collision simple, les équations de la dynamique et la
définition du coefficient de restitution de Newton ont suffi pour résoudre
le problème (calculer le changement de vitesse et l’impulsion appliquée
sur la particule pendant la collision). La raison en est que, dans une col-
lision simple, il n’y a qu’un contact, et nous n’avons à respecter que les
contraintes cinématiques imposées par ce contact. Dans les sections qui
suivent, nous verrons que ces équations ne suffisent pas pour résoudre
le problème des collisions multiples (i.e., des collisions faisant interve-
nir plusieurs contacts au même temps) dans un système multicontacts.
Dans une collision multiple, les contraintes cinématiques imposées par
tous les contacts doivent être respectées simultanément, ce qui exige
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un traitement plus élaboré des interactions aux contacts.

2.3.3 Pourquoi choisir une approche non régulière ?

Nous avons vu que la régularité, ou la non-régularité, du mouvement est
une question d’échelle d’observation. En d’autres termes, si l’on s’intéresse à
des phénomènes qui relèvent de l’échelle du contact il est nécessaire d’avoir
une relation constitutive au niveau des contacts et, donc, d’adopter une ap-
proche régulière ; en revanche, si l’on ne s’intéresse pas à ces phénomènes, il
est raisonnable, et même souhaitable, d’utiliser une approche qui ne requiert
pas une telle relation constitutive ; c’est le cas des approches non régulières.
Ces approches peuvent parâıtre moins intuitives que les approches régulières.
Cependant, elles présentent aussi de grands avantages ; par exemple :

– En négligeant l’échelle du contact, les approches non régulières requiè-
rent une discrétisation du temps beaucoup moins fine que celle des
approches régulières. Pour cette raison, ces approches sont, en principe,
plus rapides.

– Les interactions aux contacts font intervenir des phénomènes physico-
chimiques complexes, qui ne sont pas toujours bien connus. Dans les
approches régulières, ces phénomènes doivent être représentés par une
relation constitutive au niveau des contacts. Or, l’écriture de cette re-
lation n’est pas toujours un exercice facile, et, souvent, elle implique
l’introduction de nouveaux paramètres dont le sens n’est pas forcément
clair. Les approches non régulières, s’intéressant à des échelles supérieu-
res à celle du contact, ne présentent pas cette difficulté.

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés à des phénomènes
plastiques, dont la modélisation ne requiert pas une relation constitutive au
niveau des contacts (e.g., la résistance au cisaillement, la dilatance, et la mi-
crostructure du milieu). Pour cette raison, nous avons adopté une méthode
développée avec une approche non régulière, à savoir, la Dynamique des
Contacts.

2.4 La Dynamique des Contacts

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode de la Dynamique de Con-
tacts. Cette méthode a été proposée par Moreau [51] et Jean [39, 40] en
utilisant des concepts de la mécanique non régulière, d’où son nom en an-
glais : Non-Smooth Contact Dynamics. Dans ce qui suit, nous présentons
l’idée générale de cette méthode, ainsi que les équations et l’algorithme de
résolution que nous avons utilisé.
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Fig. 2.4 – Particules i et j en contact au sein d’un milieu granulaire. Les f

sont les forces de contact et Les r sont les vecteurs qui vont du centre de la
particule aux points de contact.

2.4.1 Idée générale de la Dynamique des Contacts

Le but de la Dynamique des Contacts est de simuler l’évolution dans
le temps (i.e., les positions des particules, leurs vitesses, et les forces aux
contacts) d’un système composé de plusieurs particules rigides. Typiquement,
ces particules sont en contact entre elles formant un système multicontacts.
Le temps est discrétisé en pas de temps, et la méthode permet de calculer les
impulsions exercées sur chaque particule pendant chaque pas de temps ainsi
que les vitesses des particules à la fin de chaque pas.

La méthode de la Dynamique des Contacts peut être vue comme la su-
perposition de trois ingrédients :

1. Les équations de la dynamique de chaque particule intégrées pour un
pas de temps ∆t (dans cette forme, les équations de la dynamique
relient l’impulsion et le changement de quantité de mouvement).

2. Un ensemble de lois de contact qui définissent l’ensemble de valeurs
admissibles d’impulsion et de vitesse relative aux contacts (i.e., les
contraintes cinématiques).

3. Un algorithme de résolution.
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2.4.2 Équations de la dynamique

Considérons deux particules i et j en contact au sein d’un milieu granu-
laire (Figure 2.4). Soit {k} l’ensemble de particules en contact avec i et {l}
l’ensemble de particules en contact avec j. La force totale f i appliquée sur
la particule i est donné par

f i =
∑

k

f ik + f ext
i , (2.5)

où f ik sont les forces appliqués sur la particule i aux contacts {ik}, et f ext
i

est la résultante des forces externes agissant sur la particule i (e.g., le poids
de la particule) appliquée au centre de masse de la particule. Le moment
total M i des forces de contact autour du centre de la particule i est donné
par

M i =
∑

k

rik × f ik, (2.6)

où rik sont les vecteurs qui vont du centre de la particule i aux points de
contact {ik}, et nous considérons qu’il n’y a pas de moments externes. Les
équations de la dynamique pour la particule i s’écrivent

f i = mi

dvi

dt
, (2.7)

M i = Ii
dwi

dt
, (2.8)

où mi est la masse de la particule i, vi est sa vitesse, Ii est son moment
d’inertie, et wi est sa vitesse angulaire. En introduisant les équations 2.5 et
2.6 dans les équations 2.7 et 2.8, on obtient

∑

k

f ik + f ext
i = mi

dvi

dt
, (2.9)

∑

k

rik × f ik = Ii
dwi

dt
. (2.10)

Considérons maintenant un pas de temps ∆t. En intégrant les équations
2.9 et 2.10 dans le pas de temps ∆t, on obtient

∫

∆t

(

∑

k

f ik + f ext
i

)

dt =

∫

∆t

mi

dvi

dt
dt (2.11)

∑

k

Rik + Rext
i = mi∆vi,
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Fig. 2.5 – Repères locaux attachés à la particule i (nij , tij) et à la particule
j (nji, tji). Pi et Pj sont les points matériels des particules i et j en contact

∫

∆t

(

∑

k

rik × f ik

)

dt =

∫

∆t

Ii
dwi

dt
dt (2.12)

∑

k

rik × Rik = Ii∆wi,

où Rik sont les impulsions résultantes des forces de contact f ik appliqués sur
la particule i pendant ∆t, Rext

i est l’impulsion résultante des forces externes
f ext

i , ∆vi est le changement de vitesse de la particule i entre le début et la
fin de ∆t, et ∆wi est le changement de vitesse angulaire de la particule i
entre le début et la fin de ∆t.

En réordonnant, les équations 2.11 et 2.12 peuvent être écrites comme
suit :

∆vi =
1

mi

(

∑

k

Rik + Rext
i

)

, (2.13)

∆wi =
1

Ii

∑

k

rik × Rik. (2.14)

Deux équations analogues peuvent être écrites pour la particule j :

∆vj =
1

mj

(

∑

l

Rjl + Rext
j

)

, (2.15)

∆wj =
1

Ij

∑

l

rjl × Rjl. (2.16)

2.4.3 Projection des équations de la dynamique sur un
repère local

Imaginons que les particules i et j sont en contact en un point P (ceci a
un sens car les particules sont parfaitement rigides), et appelons Pi et Pj les
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points matériels des particules i et j en contact (Figure 2.5). Au point Pi,
définissons le repère local orthonormé (nij , tij) attaché à la particule i, où
nij est le vecteur unitaire dans la direction normale au contact, orienté de
la particule j à la particule i, et tij est le vecteur unitaire dans la direction
tangentielle au contact, défini positif selon la convention de signes montrée
sur la figure 2.5. De manière analogue, au point Pj , définissons le repère local
(nji, tji) attaché à la particule j. Nous avons les symétries suivantes :















nij = −nji

tij = −tji

nij × tij = nji × tji

Rij = −Rji.

(2.17)

Les vitesses ui et uj des points matériels Pi et Pj, respectivement, s’écrivent

ui = vi + wi × rij, (2.18)

uj = vj + wj × rji, (2.19)

ou, exprimées dans le repère local :

ui = (vi · nij)nij + (vi · tij + ωiri)tij, (2.20)

uj = (vj · nji)nji + (vj · tji + ωjrj)tji, (2.21)

où ri et rj sont les rayons des deux particules. La vitesse relative uij de Pi

par rapport à Pj s’écrit
uij = ui − uj. (2.22)

Considérons maintenant un pas de temps ∆t. Les changements des vitesse
∆ui et ∆uj , ainsi que le changement de vitesse relative ∆uij sont donnés
par

∆ui = u+
i − u−

i , (2.23)

∆uj = u+
j − u−

j ,

∆uij = u+
ij − u−

ij (2.24)

= u+
i − u+

j − u−
i + u−

j

= ∆ui − ∆uj ,

où l’indice (−) désigne les vitesses au début de ∆t et l’indice (+) désigne les
vitesses à la fin de ∆t. Dans le repère local, le changement de vitesse relative
∆uij s’écrit

∆uij = ∆un
ijnij + ∆ut

ijtij , (2.25)
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où :

∆un
ij = (∆vi − ∆vj) · nij et (2.26)

∆ut
ij = (∆vi − ∆vj) · tij + ∆ωiri + ∆ωjrj. (2.27)

Les équations de la dynamique 2.13, 2.14, 2.15, et 2.16 peuvent aussi
s’écrire dans le repère local comme suit :

∆vi =
1

mi

(

∑

k

(Niknik + Tiktik) + Rext
i

)

, (2.28)

∆vj =
1

mj

(

∑

l

(Njlnjl + Tjltjl) + Rext
j

)

, (2.29)

∆ωi =
1

Ii

∑

k

rikTik, (2.30)

∆ωj =
1

Ij

∑

l

rjlTjl, (2.31)

où l’impulsion R = Nn + T t est décomposée en une partie normale au
contact N et une partie tangentielle au contact T . De la même façon, en
introduisant les équations 2.28 et 2.29 dans l’équation 2.26, on obtient

∆un
ij =

1

mi

(

∑

k

(Niknik + Tiktik) + Rext
i

)

· nij (2.32)

−
1

mj

(

∑

l

(Njlnjl + Tjltjl) + Rext
j

)

· nij

En isolant les termes du contact ij, et en simplifiant l’écriture, on obtient

Nij = mn
ij∆u

n
ij +Kn

ij . (2.33)

où

mn
ij =

(

1

mi

+
1

mj

)−1

et

Kn
ij = −

mn
ij

mi

(

∑

k 6=j

(Niknik + Tiktik) + Rext
i

)

· nij

+
mn

ij

mj

(

∑

l 6=i

(Njlnjl + Tjltjl) + Rext
j

)

· nij,
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En introduisant les équations 2.28, 2.29, 2.30, et 2.31 dans l’équation 2.27,
on obtient

∆ut
ij =

1

mi

(

∑

k

(Niknik + Tiktik) + Rext
i

)

· tij (2.34)

−
1

mj

(

∑

l

(Njlnjl + Tjltjl) + Rext
j

)

· tij

+
ri

Ii

∑

k

rikTik +
rj

Ij

∑

l

rjlTjl.

En isolant les termes du contact ij, et en simplifiant l’écriture, on obtient

Tij = mt
ij∆u

t
ij +Kt

ij , (2.35)

où

mt
ij =

(

1

mi

+
1

mj

+
r2
i

Ii
+
r2
j

Ij

)−1

et

Kt
ij = −

mt
ij

mi

(

∑

k 6=j

(Niknik + Tiktik) + Rext
i

)

· tij

+
mt

ij

mj

(

∑

l 6=i

(Njlnjl + Tjltjl) + Rext
j

)

· tij

−
mt

ijri

Ii

∑

k 6=j

rikTik −
mt

ijrj

Ij

∑

l 6=i

rjlTjl.

Les équations 2.33 et 2.35 peuvent être interprétées comme les équations
de la dynamique projetées sur le repère local. Elles relient l’impulsion ap-
pliquée à un contact pendant le pas de temps ∆t, avec le changement de
vitesse relative qui a lieu entre le début et la fin du pas. Dans ce sens, ces
équations ressemblent à celle que nous avions trouvée pour le problème d’une
collision simple (i.e., Eqns. 2.2 ). Néanmoins, il y a une différence majeure
entre les équations 2.2 et les équations 2.33 et 2.35. Dans les équations 2.33
et 2.35 il ne suffit pas de connâıtre les changements de vitesse relative (i.e.,
∆un

ij et ∆ut
ij) pour calculer les impulsions (i.e., Nij et Tij), mais il faut aussi

prendre en compte les impulsions exercées sur tous les contacts avec les par-
ticules environnant i et j (i.e., {k} 6= j et {l} 6= i), qui sont prises en compte
dans les termes Kn

ij et Kt
ij. Si l’on ne prenait pas en compte ces impul-

sions, la quantité de mouvement se propagerait dans le milieu sous la forme
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d’ondes. Ceci n’est pas réaliste, car les particules sont complètement rigides,
et la quantité de mouvement doit donc se propager de manière instantanée.
Comme nous le verrons dans la section 2.4.5, ceci implique que la solution
de ces équations doit être trouvée de manière itérative, car, rigoureusement
parlant, ce qui se passe dans un contact donné dépend de ce qui se passe dans
tous les autres contacts du milieu pendant le même pas de temps. Ce point
est important, car il montre qu’une collision multiple (i.e., une collision fai-
sant intervenir plusieurs contacts au même temps) est un processus collectif,
qui ne peut pas être considéré comme un ensemble de collisions simples.

2.4.4 Lois de contact

Les équations de la dynamique, développées dans la section précédente,
permettent de calculer le mouvement des particules sous l’action des forces
et des moments de qui leur sont appliqués. Or, elles ne donnent pas d’infor-
mation sur les interactions aux contacts. Par exemple, elles ne disent pas si
les particules peuvent s’interpénétrer ou non, ou si la force tangentielle ap-
pliquée sur un contact est ou non suffisamment grande pour le faire glisser. Il
est donc nécessaire de rajouter un deuxième ingrédient à la méthode : les lois
de contact. Ces lois jouent, dans un système multicontact, le rôle de la loi de
restitution de Newton dans le problème d’une collision simple (Sec. 2.3.2),
mais elles permettent de prendre en compte les contraintes cinématiques dans
tous les contacts du milieu simultanément.

Dans un milieu composé de disques rigides, les contacts sont ponctuels, et
dans chaque contact il y a trois degrés de liberté : l’écartement, le glissement,
et le roulement. Ainsi, l’interaction entre deux particules peut être vue comme
la superposition de trois interactions : une dans la direction normale, une dans
la direction tangentielle, et une concernant les rotations. Ces interactions
peuvent être représentées par un ensemble d’états admissibles du contact.
Cet ensemble d’états admissibles est appelé une loi de contact.

Imaginons le contact entre deux particules i et j. Dans la direction nor-
male, la loi de contact est illustrée par un graphe connu comme le graphe de
Signorini (Figure 2.6). Cette loi stipule que, lors d’une collision, un contact
doit vérifier une des deux conditions suivantes :

{

δij = 0 ⇒ fn
ij ≥ 0

δij > 0 ⇒ fn
ij = 0.

(2.36)

En d’autres termes, si l’interstice δij entre les deux particules est nul (i.e., les
particules sont en contact), alors la force normale fn

ij est supérieure ou égale
a zéro ; en revanche, si l’interstice est supérieur à zéro (i.e., il n’y a pas de
contact), alors la force normale doit être nulle.
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f
ij

n

δ
ij

Fig. 2.6 – Loi de contact dans la direction normale : Graphe de Signorini.

Dans la direction tangentielle, la loi de contact est la loi de frottement de
Coulomb (Figure 2.7). Cette loi stipule que, lors d’une collision, un contact
doit vérifier une des trois conditions suivantes :







ut
ij > 0 ⇒ f t

ij = −f t
max

ut
ij = 0 ⇒ −f t

max ≤ f t
ij ≤ f t

max

ut
ij < 0 ⇒ f t

ij = f t
max.

(2.37)

En d’autres termes, si la vitesse relative tangentielle au contact ut
ij est nulle

(i.e., le contact ne glisse pas), alors la force tangentielle f t
ij est dans les limites

imposées par la loi de frottement de Coulomb (i.e., −f t
max ≤ f t

ij ≤ f t
max) ; en

revanche, si la vitesse relative tangentielle au contact est non nulle (i.e., le
contact glisse), alors la force tangentielle au contact est égale à la valeur seuil
imposée par la loi de frottement de Coulomb (i.e., f t

max ou −f t
max). Dans la

loi de frottement de Coulomb, la valeur seuil f t
max est proportionnelle à la

force normale fn
ij, et le coefficient de proportionnalité est appelé le coefficient

de frottement de glissement µs :

f t
max = µsf

n
ij . (2.38)

Dans un milieu composé de disques, le roulement n’est pas restreint, et il
n’est pas nécessaire d’avoir une loi de contact pour les rotations. Dans la sec-
tion 2.5, nous montrerons qu’il est possible, si on le souhaite, d’introduire la
résistance au roulement aux contacts en utilisant une loi de contact analogue
à la loi de frottement de Coulomb.
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Fig. 2.7 – Loi de contact dans la direction tangentielle : Loi de frottement
de Coulomb.

Lois de contact complètes

Tous les contacts dans le milieu doivent vérifier le graphe de Signorini et
la loi de frottement de Coulomb. Néanmoins, ces lois de contact ne peuvent
pas encore être intégrées à la méthode pour la raison suivante : elles nous in-
forment sur l’état du contact à un instant précis lors d’une collision ; or, nous
cherchons plutôt à connâıtre l’effet de cette collision (ou même de plusieurs
collisions) pendant un certain intervalle de temps (i.e., un pas de temps ∆t).
Il nous faut donc réécrire les lois de contact en termes de quantités qui soient
représentatives des processus qui ont eu lieu pendant ce pas de temps. Une
possibilité est de choisir, comme dans les équations de la dynamique, l’im-
pulsion aux contacts et une certaine vitesse relative qui soit représentative
du pas de temps.

C’est ainsi que, pour transformer les lois de contact en lois de contact
“complètes”, on remplace les forces de contact fn

ij et f t
ij appliquées à un

instant donné par leurs intégrales dans le pas de temps ; c’est-à-dire par
les impulsions Nij et Tij . On doit aussi choisir une vitesse relative qui soit
représentative du pas de temps, mais laquelle ? La vitesse relative au début
de ∆t ? La vitesse relative à la fin de ∆t ? Une vitesse moyenne ? L’approche
utilisée dans la Dynamique de Contacts consiste à définir une vitesse qui tient
compte de la vitesse relative au début de ∆t, de la vitesse relative à la fin
de ∆t, et d’un coefficient de restitution. Cette vitesse est appelée la vitesse
formelle, et, dans les directions normale et tangentielle, elle est définie par

ūn
ij = un+

ij + ρnu
n−
ij (2.39)

ūt
ij = ut+

ij + ρtu
t−
ij ,
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N
ij
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ij
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Fig. 2.8 – Loi de contact complète dans la direction normale : Graphe de
Signorini écrite en termes de l’impulsion et la vitesse formelle normales.

où ρn est le coefficient de restitution normal et ρt est le coefficient de resti-
tution tangentiel.

Les lois de contact complètes, dans les directions normale et tangentielle,
sont représentées sur les figures 2.8 et 2.9. Ces lois représentent l’ensemble
de valeurs admissibles d’impulsion et de vitesse formelle qu’un contact peut
avoir dans un pas de temps. Chacune de ces lois peut être écrite comme un
ensemble de conditions complémentaires.

Dans la direction normale :
{

ūn
ij = 0 ⇒ Nij ≥ 0
ūn

ij > 0 ⇒ Nij = 0.
(2.40)

En d’autres termes, si la vitesse formelle normale ūn
ij dans un pas de temps

est nulle, alors l’impulsion normale Nij est positive (i.e., il y a transmission
de quantité de mouvement dans la direction normale) ; en revanche, si la
vitesse formelle normale dans un pas de temps est supérieure à zéro, alors
l’impulsion normale est nulle. Une vitesse formelle normale supérieure à zéro
implique que la vitesse relative à la fin du pas un+

ij est supérieure à −ρnu
n−
ij ;

ceci a lieu, par exemple, lorsqu’un contact persistant s’ouvre.
Dans la direction tangentielle :







ūt
ij > 0 ⇒ Tij = −Tmax

ūt
ij = 0 ⇒ −Tmax ≤ Tij ≤ Tmax

ūt
ij < 0 ⇒ Tij = Tmax.

(2.41)

En d’autres termes, si la vitesse formelle tangentielle ūt
ij dans un pas de temps

est nulle (i.e., le contact ne glisse pas), alors l’impulsion tangentielle Tij est
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Fig. 2.9 – Loi de contact complète dans la direction tangentielle : Loi de
frottement de Coulomb écrite en termes de l’impulsion et la vitesse formelle
tangentielles.

dans les limites imposées par la loi de frottement de Coulomb (i.e., −Tmax ≤
Tij ≤ Tmax) ; en revanche, si la vitesse formelle tangentielle dans un pas de
temps est non nulle (i.e., le contact glisse), alors l’impulsion tangentielle est
égale à la valeur seuil imposée par la loi de frottement de Coulomb (i.e., Tmax

ou −Tmax). La valeur seuil Tmax es proportionnelle à l’impulsion normale Nij,
et elle est donné par la loi de frottement de Coulomb :

Tmax = µsNij. (2.42)

Remarques sur le coefficient de restitution

Il est important de préciser que le coefficient de restitution n’a pas le même
sens dans les collisions simples et dans les collisions multiples. La raison est
la suivante : dans un système multicontacts, le mouvement des particules est
un résultat de la dynamique de l’ensemble, et non pas de la dynamique du
contact. D’ailleurs, si tous les contacts d’un système multicontacts devaient
respecter la loi de restitution de Newton, on obtiendrait des comportements
étranges. Pour s’en convaincre, analysons la collision multiple illustrée sur
la figure 2.10. Supposons que le coefficients de frottement et de restitution
sont nuls. Comme résultat de la collision, le contact entre les particules 3 et
4 s’ouvre. Pourtant, cette situation, en apparence banale, serait impossible si
tous les contacts devait respecter la loi de restitution de Newton. Selon cette
loi, si la vitesse relative normale entre ces deux particules est nulle avant la
collision, elle doit aussi être nulle après la collision.
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Fig. 2.10 – Exemple d’une collision multiple entre quatre particules avec des
coefficients de frottement et de restitution nuls. Le réseau de contacts est
indiqué par les lignes en pointillés.

On remarque aussi que bien que la collision soit globalement dissipative,
à l’échelle des particules 3 et 4 elle est non dissipative (i.e., l’énergie cinétique
des particules 3 et 4 augmente avec la collision). En faite, le coefficient de
restitution est une mesure de la capacité du système à dissiper de l’énergie,
mais il ne nous dit rien sur la dissipation à l’échelle des contacts. Cet exemple
montre, encore une fois, qu’une collision multiple est un processus collectif,
qui ne peut pas être considéré comme un ensemble de collisions simples.

2.4.5 Algorithme de résolution

Pour chaque contact, nous avons deux équations de la dynamique (i.e.,
Eqns. 2.33 et 2.35), qui, écrites en termes de la vitesse formelle, donnent

Nij = mn
ijū

n
ij + (Kn

ij −mn
ij(1 + ρn)un−

ij ) (2.43)

Tij = mt
ij ū

t
ij + (Kt

ij −mt
ij(1 + ρt)u

t−
ij ) , (2.44)

et deux lois de contact (i.e., le graphe de Signorini et la loi de frottement de
Coulomb) :

{

ūn
ij = 0 et Nij ≥ 0
ūn

ij > 0 et Nij = 0
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





ūt
ij > 0 ⇒ Tij = −Tmax

ūt
ij = 0 ⇒ −Tmax ≤ Tij ≤ Tmax

ūt
ij < 0 ⇒ Tij = Tmax.

Pour un contact, ces quatre expressions constituent le système à résoudre
dans chaque pas de temps. Les inconnus du système sont les impulsions Nij et
Tij exercées pendant ∆t et les vitesses formelles ūn

ij et ūt
ij à partir desquelles

on peut calculer les vitesses relatives à la fin de ∆t, un+
ij et ut+

ij . La solution
consiste à trouver l’intersection entre chacune des équations de la dynamique
et la loi de contact correspondante. Ceci est très facile, car les équations de
la dynamique 2.43 et 2.44 sont des fonctions linéaires de la vitesse formelle,
et la pente de ces droites est toujours positive. Donc, il n’y a qu’un point
d’intersection possible, et pour chaque direction (normale et tangentielle) ce
point d’intersection nous donne une impulsion (i.e., Nij ou Tij) et une vitesse
formelle (i.e., ūn

ij ou ūt
ij). Il y a deux scénarios de solution possibles pour la

direction normale et trois pour la direction tangentielle. Ces scénarios sont
représentés sur la figure 2.11.

Cependant, la solution ne peut pas être trouvée pour chaque contact de
manière indépendante. La raison est que les termes Kn

ij et Kt
ij font intervenir

les contacts avec toutes les particules voisines de i et de j (i.e., l’ensemble de
particules {k} 6= j et {l} 6= i). Or, ces impulsions sont aussi des inconnus.
Pour cette raison, la solution ne peut être trouvée que par un processus
itératif, dans lequel on ajuste graduellement les valeurs des termes Kn

ij et
Kt

ij. Dans la Dynamique des Contacts, il est usuel d’utiliser un algorithme de
type Gauss-Seidel pour trouver l’ensemble des impulsions et les changements
de vitesse dans chaque pas de temps. Cet algorithme peut être résumé de la
manière suivante :

– En utilisant les positions des particules au début de ∆t, on construit
une liste de contacts pour le milieu.

– On initialise la valeur des termes Kn
ij et Kt

ij pour chaque contact dans
la liste (typiquement, on assigne aux termes Kn

ij et Kt
ij la valeur qu’ils

avaient dans le pas de temps précédent, s’il s’agit d’un contact persis-
tant, et l’on les initialise à zéro s’il s’agit des nouveaux contacts).

– Pour tous les contacts dans cette liste :
– On calcule les impulsions Nij et Tij en supposant que les vitesses

formelles ūn
ij et ūt

ij sont nulles.
– Les impulsions calculées, Nij et Tij, sont utilisées pour ajuster les

termes Kn
ij et Kt

ij dans tous les contacts avec les particules voisines
de i et de j (i.e., l’ensemble de particules {k} 6= j et {l} 6= i).

– Une fois parcourue la liste de contacts, on vérifie si un critère de conver-
gence est satisfait.
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Fig. 2.11 – Scénarios de solution possibles (a) dans la direction normale et
(b) dans la direction tangentielle.
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– Si ce n’est pas le cas, on fait une autre itération. Si c’est le cas, on
considère qu’on a trouvé la solution, et l’on utilise les impulsions trou-
vées pour calculer les positions et les vitesses des particules à la fin du
pas de temps.

Il est habituel d’utiliser comme critère de convergence la différence de la
somme des impulsions normales entre une itération et l’itération précédente,
donné par

|

∑

Nij −
∑

N−
ij

∑

Nij

| (2.45)

où N−
ij sont les impulsions normales calculées dans l’itération précédente. Si

cette valeur est inférieure à une certaine valeur seuil ǫ, on considère que le
critère de convergence est vérifié, et l’on sort du processus itératif.

A partir de chaque impulsion trouvée dans le processus itératif, il est pos-
sible de calculer une “force effective ” f eff . Cette force effective correspond
à la force constante qu’on aurait dû appliquer pendant le pas de temps ∆t
pour avoir la même impulsion R. A partir de f eff , nous calculons les vitesses
v+

i et les positions x+
i des particules à la fin de ∆t. Par exemple, pour la

particule i :

f
eff
ik =

Rik

∆t
(2.46)

v+
i = v−

i +

∑

k f
eff
ik + f ext

mi

∆t

x+
i = x−

i + v−
i ∆t,

où v−
i et x−

i sont les vecteurs vitesse et position de la particule i au début
de ∆t.

Il est important de noter que, dans d’un pas de temps, les contacts peuvent
être collisionels, persistants, ou encore avoir subi plusieurs collisions (i.e.,
collisions séquentielles). Dans la Dynamique des Contacts, on ne distingue
pas entre ces trois types de contacts. En fait, ayant abandonné l’échelle des
contacts, la distinction d’un type de contact fondée sur sa durée n’est plus
pertinente.

Dans certains cas, en particulier lorsqu’on déforme le milieu en conditions
quasi-statiques, il est important de connâıtre les forces de contact à la fin de
∆t. Une possibilité est de supposer que la force de contact à la fin de ∆t, f ik,
est égale à la force effective f

eff
ik . Ceci revient à considérer tous les contacts

comme étant des contacts persistants pendant toute la durée du pas de temps,
et à supposer que la force de contact est constante, ce qui évidement n’est
pas toujours le cas. Cette supposition est raisonnable dans les systèmes qui se
déforment très lentement (i.e. en conditions quasi-statiques), car la plupart
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des contacts sont effectivement des contacts persistants. En revanche, elle
a moins de sens dans un système qui se déforme très rapidement (i.e., en
conditions dynamiques), car, dans un tel système, la proportion des contacts
collisionels peut être très élevée. Dans tous les cas, la solution du système ne
se voit pas affectée par cette supposition, car elle ne dépend pas des forces de
contact mais des positions des particules et des vitesses relatives entre elles.
Les forces de contact n’interviennent que dans l’initialisation des termes Kn

ij

et Kt
ij ; elles peuvent donc avoir une influence sur le nombre d’itérations dont

on a besoin pour trouver la solution, mais pas sur la solution même.

2.5 Prise en compte de la résistance au rou-

lement dans la Dynamique des Contacts

Dans la section précédente, nous avons présenté la méthode de la Dyna-
mique de Contacts pour le cas des disques pouvant exercer des forces nor-
males et tangentielles aux contacts. Or, comme nous l’avons mentionné dans
la section 1.3, dans les milieux granulaires réels il est courant que les contacts
puissent aussi exercer des moments et résister ainsi au roulement. Ceci peut
avoir différentes origines microscopiques telles que la présence d’un ciment,
la déformation plastique de la région de contact, et la forme non convexe des
grains. Dans cette section, nous montrons comment cet effet peut être intro-
duit dans la Dynamique des Contacts en modifiant légèrement les équations
de la dynamique, ainsi qu’en rajoutant une nouvelle loi de contact qui contrôle
la résistance au roulement.

2.5.1 Modifications des équations de la dynamique

Considérons à nouveau deux particules i et j en contact au sein d’un
milieu granulaire, mais cette fois-ci les contacts pouvant exercer des moments
(Figure 2.12). Soit {k} l’ensemble de particules en contact avec i et {l}
l’ensemble de particules en contact avec j. Le moment total M i issu des
forces de contact et des moments de contact autour du centre de la particule
i est donné par

M i =
∑

k

(rik × f ik + M ik) , (2.47)

où M ik sont les moments de contact exercés aux contacts {ik}, et nous
considérons qu’il n’y a pas de moments externes. L’équation de la dynamique
2.10 se réécrit

∑

k

(rik × f ik + M ik) = Ii
dwi

dt
. (2.48)
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Fig. 2.12 – Particules i et j en contact au sein d’un milieu granulaire. Les f

sont les forces de contact, les M sont les moments exercés aux contacts, et
les r sont les vecteurs qui vont du centre de la particule aux points de contact.

En intégrant cette équation dans le pas de temps ∆t, on obtient

∫

∆t

(

∑

k

(rik × f ik + M ik)

)

dt =

∫

∆t

Ii
dwi

dt
dt (2.49)

∑

k

(rik × Rik + Sik) = Ii∆ωi,

où rik × Rik sont les impulsions angulaires résultantes des forces de contact
f ik, et Sik sont les impulsions angulaires résultantes des moments de contact
M ik. En réordonnant, l’équation 2.49 peut s’écrire comme suit :

∆wi =
1

Ii

∑

k

(rik × Rik + Sik) . (2.50)

Une équation analogue peut être écrite pour la particule j :

∆wj =
1

Ij

∑

l

(rjl × Rjl + Sjl) . (2.51)
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Les équations de la dynamique 2.50 et 2.51 peuvent aussi être écrites comme
suit :

∆ωi =
1

Ii

∑

k

(riTik + Sik) (2.52)

∆ωj =
1

Ij

∑

l

(rjTjl + Sjl) (2.53)

Équation de la dynamique dans la direction tangentielle

En introduisant les équations 2.28, 2.29, 2.52, et 2.53 dans l’équation 2.27,
on obtient

∆ut
ij =

1

mi

(

∑

k

(Niknik + Tiktik) + Rext
i

)

· tij (2.54)

−
1

mj

(

∑

l

(Njlnjl + Tjltjl) + Rext
j

)

· tij

+
ri

Ii

(

∑

k

(riTik + Sik)

)

+
rj

Ij

(

∑

l

(rjTjl + Sjl)

)

.

En isolant les termes du contact ij, et en simplifiant l’écriture, on obtient

Tij = mt
ij∆u

t
ij +Kt

ij , (2.55)

où

mt
ij =

(

1

mi

+
1

mj

+
r2
i

Ii
+
r2
j

Ij

)−1

et

Kt
ij = −

mt
ij

mi

(

∑

k 6=j

(Niknik + Tiktik) + Rext
i

)

· tij

+
mt

ij

mj

(

∑

l 6=i

(Njlnjl + Tjltjl) + Rext
j

)

· tij

−
mt

ijri

Ii

(

∑

k 6=j

(riTik + Sik)

)

−
mt

ijrj

Ij

(

∑

l 6=i

(rjTjl + Sjl)

)

.
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L’équation 2.55, écrite en termes de la vitesse formelle tangentielle, donne

Tij = mt
ijū

t
ij + (Kt

ij −mt
ij(1 + ρt)u

t−
ij ) . (2.56)

Équation de la dynamique pour les rotations

La vitesse angulaire relative entre les deux particules ωij s’écrit

ωij = ωi − ωj. (2.57)

Le changement des vitesses angulaire ∆wi et ∆wj , ainsi que le changement
de vitesse angulaire relative ∆wij sont donnés par

∆ωi = ω+
i − ω−

i (2.58)

∆ωj = ω+
j − ω−

j et

∆ωij = ω+
ij − ω−

ij (2.59)

= ω+
i − ω+

j − ω−
i + ω−

j

= ∆ωi − ∆ωj ,

où l’indice (−) désigne les vitesses au début du pas de temps et l’indice (+)
désigne les vitesses à la fin du pas.

En introduisant les équations 2.52, et 2.53 dans l’équation 2.59, on obtient

∆ωij =
1

Ii

∑

k

(riTik + Sik) (2.60)

−
1

Ij

∑

l

(rjTjl + Sjl).

En isolant les termes du contact ij, et en simplifiant l’écriture, on obtient

Sij = mr
ij∆ω

t
ij +Kr

ij , (2.61)

où

mr
ij =

(

1

Ii
+

1

Ij

)−1

et

Kr
ij = −

1

Ii

∑

k 6=j

(riTik + Sik)

+
1

Ij

∑

l 6=i

(rjTjl + Sjl).
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(b)(a)

Fig. 2.13 – Comparaison entre l’équilibre d’un bloc et d’un disque de rayon
r placés sur un plan incliné d’un angle θ.

Comme dans la section 2.4.3, les équations 2.55 et 2.61 peuvent être
interprétées comme les équations de la dynamique projetées sur le repère
local. Elles relient l’impulsion tangentielle Tij et l’impulsion angulaire Sij

exercées sur un contact pendant le pas de temps ∆t avec les changements de
vitesse relative ∆ut

ij et ∆ωij entre le début et la fin de ∆t.

2.5.2 Loi de contact pour le roulement

La possibilité d’exercer des moments donne au contact la faculté de
résister au roulement. Dans la Dynamique des Contacts, ceci peut être pris
en compte en rajoutant une loi de contact analogue à la loi de frottement de
Coulomb.

Pour illustrer la loi de frottement de roulement, considérons l’équilibre
d’un bloc et d’un disque de rayon r placés sur un plan incliné d’un angle
θ (Figure 2.13). La stabilité du bloc est assurée par la force tangentielle
f t = mg sin θ < µsf

n, et le glissement a lieu si θ = φs. La stabilité du
disque, par rapport au roulement, est assurée par le moment de contact M ,
qui est égal au moment exercé par le poids du disque autour du point de
contact mgr sin θ, et qui doit être inférieur au moment maximal Mmax. Si
l’on suppose que, comme pour le glissement, le roulement a lieu une fois que
l’angle d’inclinaison du plan θ atteint une valeur limite φr, on obtient :

Mmax = µrrmg cos θ (2.62)

= µrrf
n,

où µr = tanφr est le coefficient de frottement de roulement.

Pour un contact entre deux particules, la loi de frottement de roulement
stipule que, lors d’une collision, un contact doit vérifier une des trois condi-
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Fig. 2.14 – Loi de contact pour le roulement. Cette loi est analogue à la loi
de frottement de Coulomb, et elle est appelé loi de frottement de roulement.

tions suivantes :







ωij > 0 ⇒ Mij = −Mmax

ωij = 0 ⇒ −Mmax ≤Mij ≤Mmax

ωij < 0 ⇒ Mij = Mmax,
(2.63)

En d’autres termes, si la vitesse angulaire relative ωij est nulle (i.e., le contact
ne roule pas), alors le moment Mij est dans les limites imposées par la loi
de frottement de roulement (i.e., −Mmax ≤Mij ≤Mmax) ; en revanche, si la
vitesse angulaire relative est non nulle (i.e., le contact roule), alors le moment
est égale à la valeur seuil imposée par la loi de frottement de roulement (i.e.,
Mmax ou −Mmax). Cette loi est illustrée sur la figure 2.14. La valeur seuil
Mmax est donné par

Mmax = µrℓf
n
ij , (2.64)

où ℓ est le diamètre moyen des deux particules en contact, et la longueur µrℓ
peut être interprétée comme une longueur proportionnelle au bras de levier
du moment Mmax.

De la même manière que pour les directions normale et tangentielle, on
peut introduire une vitesse formelle angulaire définie par

w̄ij = ω+
ij + ρrω

−
ij . (2.65)

La loi de contact complète pour le roulement, est représentée sur la figure
2.15. Cette loi représente l’ensemble de valeurs admissibles d’impulsion an-
gulaire et de vitesse formelle angulaire sur un contact dans un pas de temps ;

60



2.6

S
ij

S
max

-S
max N

ij

1

μ
r
l

S
max

w
ij

Fig. 2.15 – Loi de contact complète pour le roulement

elle peut être écrite comme un ensemble de conditions complémentaires :







w̄ij > 0 ⇒ Sij = −Smax

w̄ij = 0 ⇒ −Smax ≤ Sij ≤ Smax

w̄ij < 0 ⇒ Sij = Smax.
(2.66)

En d’autres termes, si la vitesse formelle angulaire w̄ij dans un pas de temps
est nulle (i.e., le contact ne roule pas), alors l’impulsion angulaire Sij est
dans les limites imposées par la loi de frottement de roulement (i.e., −Smax ≤
Sij ≤ Smax) ; en revanche, si la vitesse formelle angulaire est non nulle (i.e., le
contact roule), alors l’impulsion angulaire est égale à la valeur seuil imposée
par la loi de frottement de roulement (i.e., Smax ou −Smax). La valeur seuil
Smax est proportionnelle à l’impulsion normale Nij , et elle est donné par

Smax = µrℓNij . (2.67)

L’équation 2.61, écrite en termes de la vitesse formelle tangentielle, donne

Sij = mr
ijw̄ij + (Kr

ij −mr
ij(1 + ρr)ω

−
ij) . (2.68)

Ainsi, l’introduction de la résistance au roulement requiert la réécriture
de l’équation de la dynamique dans la direction tangentielle (i.e., Eqn. 2.56),
l’introduction d’une équation de la dynamique additionnelle (i.e., Eqn. 2.68),
et l’introduction d’une loi de contact additionnelle (i.e., la loi de frottement
de roulement). L’algorithme de résolution, présenté dans la section 2.4.5,
reste le même.
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2.6 Prise en compte de l’adhésion dans la Dy-

namique des Contacts : modèle de cimen-

tation

Dans des nombreux milieux granulaires réels tels que les sols partiellement
saturés, les sols cimentés, et les roches, les contacts peuvent résister, jusqu’à
un certain seuil, des forces de traction. Dans ces milieux, la résistance à la
traction peut avoir différentes origines telles que la capillarité, la cimentation,
et les forces de van der Waals.

Dans cette section, nous montrons comment l’adhésion au niveau des
contacts peut être introduite dans la Dynamique des Contacts en modifiant
légèrement la loi de contact dans la direction normale, ainsi qu’en rajoutant
un modèle de création et de rupture des liens cohésifs. Notre modèle de
cohésion local cherche à imiter la cohésion par cimentation, comme celle
qu’on peut observer dans les sols cimentés et les roches tendres. Ce processus
de cimentation résulte de la précipitation de certains minéraux dans la zone
de contact entre les grains ou entre des grains qui sont très proches mais qui
ne se touchent pas. Une fois que le ciment est cassé, nous supposons que les
liens cohésifs sont détruits et le contact devient non cohésif.

2.6.1 Loi de contact normale dans un contact adhésif

Dans la section 2.4.4, nous avons parlé du graphe de Signorini, qui illustre
la loi de contact dans la direction normale. Le graphe de Signorini stipule que
si la distance qui sépare les deux particules (i.e., l’interstice δ) est nulle, alors
les particules sont en contact, et la force normale est supérieure ou égale a
zéro ; en revanche, si l’interstice δ est supérieur à zéro, alors il n’y a pas de
contact, et la force normale doit être nulle.

L’introduction de l’adhésion consiste à décaler vers le bas le graphe de
Signorini, et, de cette manière, donner au contact la faculté de résister à une
certaine force de traction. La loi de contact et la loi de contact complète,
dans le cas de contacts adhésifs, sont illustrées sur la figure 2.16.

La loi de contact adhésif stipule que, lors d’une collision, un contact doit
vérifier une des deux conditions suivantes :

{

δij = 0 ⇒ fn
ij ≥ −fa

δij > 0 ⇒ fn
ij = 0,

(2.69)

En d’autres termes, si l’interstice δij entre les deux particules est nul, alors
les particules sont en contact, et la force normale fn

ij est supérieure ou égale
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Fig. 2.16 – (a) Loi de contact et (b) Loi de contact complète pour un contact
adhésif.

à la résistance à la traction −fa ; en revanche, si l’interstice est supérieur à
zéro, alors il n’y a pas de contact, et la force normale doit être nulle.

La loi de contact complète pour les contacts adhésifs s’écrit

{

ūn
ij = 0 ⇒ Nij ≥ −Na

ūn
ij > 0 ⇒ Nij = −Na,

(2.70)

où Na = fa∆t. En d’autres termes, si la vitesse formelle normale ūn
ij dans

un pas de temps est nulle, alors l’impulsion normale Nij est supérieure à
−Na ; en revanche, si la vitesse formelle normale dans un pas de temps est
supérieure à zéro (i.e., le contact s’est ouvert), alors l’impulsion normale est
égale à −Na.

Dans un contact adhésif, les valeurs seuil de force tangentielle et de mo-
ment imposées par la loi de frottement de glissement (i.e., la loi de Coulomb)
et la loi de frottement de roulement, Tmax et Mmax, sont calculées en prenant
en compte l’impulsion (Nij +Na). Ces modèles locaux sont donc équivalents à
décaler les surfaces limites de charge (au niveau du contact) d’une “distance”
−Na vers la gauche. Dans un lien cimenté, si l’impulsion normale est N = 0,
nous considérons que le contact résiste encore au glissement et au roulement
parce que le ciment n’a pas encore été brisé.

2.6.2 Création et rupture des liens cohésifs

La modification de la loi de contact décrite dans la section précédente est
suffisante pour rendre les contacts adhésifs. Cependant, étant donné que les
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(b)(a)
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Fig. 2.17 – Modèle de création et de rupture des liens cohésifs.

particules sont complètement rigides, un tel milieu serait trop fragile et per-
drait sa consistance très facilement. Une manière de contourner ce problème
est de rajouter un modèle de création et de rupture des liens cohésifs. Comme
son nom l’indique, c’est ce modèle qui va décider quand un lien cohésif est
créé, et quand il est brisé.

La création d’un lien cohésif dépend de l’interstice δ entre chaque particule
et ses particules voisines. Si l’interstice est inférieur à une distance seuil δcre,
alors un lien cohésif est créé. De l’autre côté, la rupture d’un lien cohésif
dépend d’une petite zone elliptique définie au voisinage de chaque contact.
Les liens cohésifs persistent à l’intérieur de cette zone, et ils se brisent lorsque,
suite à la déformation, un des points initiaux de contact sort de cette zone
(Figure 2.17).

2.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la modélisation numérique des milieux gra-
nulaires en utilisant des méthodes d’éléments distincts. Nous avons montré
que plusieurs échelles de longueur et de temps peuvent être identifiées dans
un milieu granulaire, et que le traitement qu’on donne à ces échelles mène
à deux approches de modélisation très différentes : l’approche régulière et
l’approche non–régulière. Ceci est important car les deux méthodes les plus
utilisées pour simuler numériquement des milieux granulaires (i.e., la Dy-
namique Moléculaire et la Dynamique des Contacts) ont été développées
suivant des approches différentes (i.e., régulière et non régulière, respecti-
vement). Le premier point important qu’il faudrait retenir de ce chapitre
est que la régularité ou la non-régularité du mouvement est une question
d’échelle d’observation. Ainsi, il n’est pas rigoureux de dire qu’une de ces
approches est “meilleure” que l’autre, sans faire référence au problème qu’on
veut étudier. Si l’on s’intéresse à des phénomènes qui relèvent de l’échelle du
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contact, (e.g., l’élasticité ou la transmission d’ondes sonores dans le milieu)
il est nécessaire d’avoir une relation constitutive au niveau des contacts et,
donc, d’adopter une approche régulière. En revanche, si l’on ne s’intéresse
pas à ces phénomènes, il est raisonnable, et même souhaitable, d’utiliser une
approche qui ne requiert pas d’une telle relation constitutive ; c’est le cas
des approches non régulières. Dans ce travail de thèse, nous nous sommes
intéressés à des phénomènes plastiques dont la modélisation ne requiert pas
une relation constitutive au niveau des contacts (e.g., la résistance au cisaille-
ment, la dilatance, et la microstructure du milieu). Pour cette raison, nous
avons adopté une méthode développée avec une approche non régulière, à
savoir, la Dynamique des Contacts.

Nous avons donné un aperçu des principes de base de la Dynamique des
Contacts dans le cas des disques pouvant exercer des forces normales et tan-
gentielles aux contacts. Nous avons aussi montré comment cette méthode
combine les équations de la dynamique intégrées dans le temps avec un en-
semble de lois de contact, qui définissent l’ensemble d’interactions admis-
sibles au niveau des contacts (i.e., les contraintes cinématiques). A plusieurs
reprises, nous avons comparé le problème d’une collision simple avec celui des
collisions multiples. Cette comparaison a servi à illustrer un deuxième point
important de ce chapitre : une collision multiple est un processus collectif,
qui ne peut pas être vu comme un ensemble de collisions simples.

A la fin du chapitre, nous avons montré comment deux nouveaux éléments,
très importants dans les géomatériaux, peuvent être introduits dans la Dyna-
mique des Contacts. Ces éléments sont la résistance au roulement et l’adhésion
au niveau des les contacts. Nous avons montré que l’introduction de la
résistance au roulement requiert une légère modification des équations de la
dynamique, et qu’elle implique l’introduction d’une nouvelle loi de contact.
De l’autre côté, l’adhésion peut être introduite en modifiant la loi de contact
en direction normale, ainsi qu’en introduisant un modèle de création et de
rupture des contacts adhésifs.
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Chapitre 3

Rôle des propriétés
microscopiques dans la
résistance au cisaillement et la
dilatance d’un milieu granulaire
cohésif

3.1 Introduction

Dans la section 1.3, nous avons signalé que la résistance au cisaille-
ment d’un milieu granulaire fait intervenir plusieurs propriétés au niveau
des contacts, et que la relation entre ces propriétés locales et la réponse
macroscopique constitue une question fondamentale dans l’étude des mi-
lieux granulaires. Cette relation micro-macro a été étudiée principalement
pour les milieux pulvérulents, alors que les études sur les milieux cohésifs,
étant beaucoup plus récentes, sont considérablement moins nombreuses. Ceci,
malgré l’importance de ces milieux dans des nombreuses disciplines, tels que
la géologie, la géotechnique, et la physique des poudres.

Le but de ce chapitre est d’utiliser un milieu granulaire modèle pour
étudier la sensibilité des propriétés de résistance au cisaillement d’un milieu
cohésif, telles que l’angle de frottement interne, la dilatance, et la cohésion,
vis-à-vis des propriétés de résistance locales. Notre milieu modèle cherche
à simuler le comportement des géomatériaux cimentés, et il fait intervenir
trois paramètres locaux : l’adhésion microscopique σa (i.e., σa = fa/ℓ, voir
section 2.6), l’angle de frottement de glissement φs, et le coefficient de frot-
tement de roulement µr. Nous avons réalisé une étude paramétrique, dans
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laquelle nous avons fait varier les propriétés de résistance aux contacts, et
nous avons mesuré la réponse macroscopique du matériau granulaire à l’aide
d’un essai numérique de compression biaxial en deux dimensions. Cette étude
nous a permis de mettre en évidence des relations micro-macro très simples.
En particulier, nous observons que les propriétés de frottement locales sont
à l’origine des angles de frottement interne (au pic et résiduel) et de la di-
latance, alors que l’adhésion σa est le seul paramètre de résistance local à
l’origine de l’adhésion macroscopique. A partir d’une analyse détaillée des
angles de frottement et de la dilatance, nous trouvons aussi que l’angle de
frottement interne au pic peut être décomposé additivement en trois termes
avec des origines différentes : un terme d’origine géométrique, un terme d’ori-
gine frictionnel, et un terme associé à la dilatance.

Ce chapitre est organisé en trois parties. Dans un premier temps, nous
décrirons le matériau granulaire modèle que nous avons étudié ainsi que le
protocole que nous avons utilisé pour construire l’échantillon. Nous présente-
rons également le test de compression biaxial et les plages de paramètres uti-
lisées dans l’étude paramétrique. Dans un deuxième temps, nous présenterons
et nous analyserons les résultats de l’étude paramétrique. A la fin du cha-
pitre, nous conclurons et nous introduirons les questions soulevées par cette
étude.

3.2 Description des simulations

3.2.1 Matériau granulaire utilisé

Nous utilisons un matériau granulaire en deux dimensions composé de
particules circulaires. La densité des particules est ρ = 2600 Kg/m2, et leur
diamètre moyen est 〈d〉 = 1.67 m. Le diamètre d des particules varie entre 1
et 4 m, et la distribution est uniforme par fraction volumique (Figure 3.1).

Notre matériau granulaire modèle cherche à imiter un milieu granulaire
cimenté. Pour cette raison, les contacts sont cohésifs au début du cisaille-
ment, et leur rupture entrâıne la perte irréversible de la résistance à la trac-
tion (Figure 3.2). La résistance d’un lien cohésif est donc contrôlée par trois
paramètres : l’adhésion σa, l’angle de frottement de glissement φs, et le coef-
ficient de frottement de roulement µr ; la résistance d’un contact non cohésif
est contrôlée par deux paramètres : φs et µr.

Comme nous l’avons vu dans la section 2.6, notre modèle de cohésion
nécessite l’inclusion d’un critère de création et de rupture de liens cohésifs.
La création de ces liens est contrôlée par une distance intergranulaire δcre,
normalisée par la distance inter-centres des particules en contact, et leur
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Fig. 3.1 – Courbe granulométrique. d est le diamètre des particules, et % est
le pourcentage du volume occupé par les particules de diamètre inférieur à d.
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Fig. 3.2 – Notre matériau granulaire modèle cherche à imiter un milieu gra-
nulaire cimenté. (a) Au début du cisaillement les contacts sont cohésifs. (b)
Après leur rupture, les contacts deviennent non cohésifs.
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Fig. 3.3 – Les particules sont déposées suivant un critère géométrique.
Chaque particule est placée à l’endroit où son énergie potentielle soit mi-
nimisée.

rupture est contrôlée par deux distances ǫn et ǫt, aussi normalisées par la
distance inter-centres. Dans toutes nos simulations δcre, ǫn, et ǫt sont égales
à 0.02. Pour une explication détaillée de ces paramètres, voir la section 2.6.

Les coefficients de restitution ρn, ρt, et ρw sont égaux à zéro, comme c’est
le cas pour la plupart des géomatériaux, et les essais sont faits en conditions
de pesanteur nulle.

3.2.2 Construction des échantillons

L’échantillon granulaire est composé de 5000 disques placés dans une
boite rectangulaire d’environ 50〈d〉×125〈d〉. Le protocole de construction de
l’échantillon comporte trois étapes :

Initialement, les particules sont déposées dans la bôıte suivant un critère
géométrique, qui consiste à placer chaque particule à l’endroit où son énergie
potentielle soit minimale (i.e., l’énergie potentielle étant fonction de la hau-
teur de la particule) (Figure 3.3). Cette méthode de construction permet de
fabriquer des échantillons très denses, mais dont les particules ne sont pas à
l’équilibre.

La deuxième étape consiste donc à “stabiliser” l’échantillon, et elle est
habituellement appelée “relaxation”. Pour relaxer l’échantillon, nous appli-
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Fig. 3.4 – Protocole utilisé pour construire l’échantillon : (a) l’échantillon
déposé géométriquement, (b) l’échantillon relaxé, et (c) l’échantillon une fois
que les murs latéraux ont été remplacés par des membranes de particules.

quons une force Fh sur un des murs latéraux, ce qui provoque une légère
compaction de l’arrangement déposé géométriquement. Nous avons cherché
à produire un arrangement désordonné le plus dense possible ; pour cette rai-
son, l’échantillon est relaxé avec des particules sans frottement. A la fin de la
relaxation, la compacité du milieu est ν = 0.84, son nombre de coordination
est Z = 3.9, et les orientations des contacts sont presque isotropes.

La troisième étape consiste à enlever les murs latéraux et à les remplacer
par deux “membranes” de particules. C’est sur ces membranes que la pression
de confinement p sera appliquée. Pour ce faire, nous appliquons une force
externe horizontale sur toutes les particules qui composent la membrane, de
telle sorte que la contrainte appliquée (i.e., la somme de ces forces externes
divisée par la hauteur de l’échantillon) est égale à p.

La figure 3.4 montre les trois étapes du protocole utilisé pour construire
l’échantillon : (a) l’échantillon déposé géométriquement, (b) l’échantillon re-
laxé, et (c) l’échantillon une fois que les murs latéraux ont été remplacés par
des membranes de particules.
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3.2.3 Compression biaxial

Le cisaillement de l’échantillon se fait en deux étapes. Premièrement, la
pression de confinement p est appliquée sur les membranes de particules ainsi
que sur le mur supérieur. Deuxièmement, le mur supérieur est déplacé vers
le bas à vitesse contrôlée. La vitesse du mur est incrémentée linéairement de
zéro jusqu’à sa valeur maximale vwall = 0.25 m/s (i.e., vwall = 0.15〈d〉/s) dans
un intervalle de temps de 1 s (Figure 3.5(a)). Le raccourcissement vertical de
l’échantillon provoque l’apparition de deux bandes de cisaillement conjuguées
(Figure 3.5(b)). L’épaisseur de ces bandes à la fin de l’essai est de ≃ 10〈d〉.

Lors du cisaillement, la force verticale Fv, appliquée par les particules sur
le mur supérieur, est mesurée. A partir de cette force, la contrainte normale
verticale σv est calculée comme suit :

σv =
Fv

〈L〉
, (3.1)

où 〈L〉 est la largeur moyenne de l’échantillon. Lors du cisaillement, le coeffi-
cient de frottement entre les particules et les murs est nul. Pour cette raison,
il n’y a pas des contraintes tangentielles entre l’échantillon et les murs, et la
contrainte verticale σv et la pression de confinement p peuvent être assimilées
aux contraintes principales majeure et mineure en 2D, σ1 et σ2, respective-
ment :

σ1 = σv (3.2)

σ2 = p

Les déformations principales majeure et mineure en 2D sont définies
comme suit :

ε1 =
−(H −H0)

H0
(3.3)

ε2 =
−(〈L〉 − L0)

L0

,

où H est la hauteur de l’échantillon, et H0 et L0 sont sa hauteur et sa largeur
initiales. Les déformations déviatorique εq et volumique εp sont données par

εq = ε1 − ε2 (3.4)

εp = ε1 + ε2,

où εp > 0 si l’échantillon est contractant et εp < 0 si l’échantillon est dilatant.
L’échantillon est cisaillé pour 5 pressions de confinement différentes :

p ∈ [1, 2, 4, 8, 16] MN/m,
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Fig. 3.5 – (a) La vitesse du mur est incrémentée linéairement de zéro jusqu’à
sa valeur maximale vwall = 0.25 m/s dans un intervalle de temps de 1 s. (b)
Echantillon cisaillé. les rotations anti-horaires sont considérées positives.
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Fig. 3.6 – Courbes contrainte déformation obtenues pour un échantillon avec
σa = 4MN/m, µs = 0.3, et µr = 0.1, cisaillé pour 4 différents niveaux de
confinement.

ce qui permet de tracer la surface limite de charge du matériau. La fi-
gure 3.6 montre les courbes contrainte déformation obtenues pour un de
nos échantillons, cisaillé pour 4 différentes niveaux de confinement. On ob-
serve un comportement similaire à celui des sols et des roches. Initialement, la
résistance de l’échantillon est très élevée (i.e., la résistance au pic), et, lorsque
la déformation déviatorique εq augmente, la résistance du milieu diminue et
se stabilise autours d’une valeur de résistance appelée la résistance résiduelle.
La figure 3.7(a et b) montre les enveloppes de rupture, au pic et résiduelle,
obtenues à partir des courbes contrainte déformation illustrées sur la figure
3.6. L’enveloppe de rupture pour l’état pic est celle d’un matériau cohésif,
et l’enveloppe de rupture à l’état résiduel est celle d’un matériau pulvérulent
(i.e., la cohésion résiduelle est nulle).

Mise-à-part la résistance au cisaillement, la réponse macroscopique de
l’échantillon est aussi caractérisée par sa déformation volumique. La figure
3.8 montre les courbes de déformation volumique des 4 essais illustrés sur la
figure 3.6. On constate que le cisaillement induit une dilatance de l’échantillon
(i.e., εp < 0), ce qui n’est pas surprenant car l’échantillon est initialement
très dense. La pente de ces courbes est appelée l’angle de dilatance ψ du
milieu. Cet angle est une des variables utilisées pour décrire la plasticité du
milieu à l’état pic, et, dans un essai biaxial, il est défini par

ψ = sin−1

(

dεp

dεq

)

. (3.5)

Sur la figure 3.8, on constate que l’angle de dilatance au début de l’essai est
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Fig. 3.7 – Enveloppes de rupture, au pic (a) et résiduelle (b), obtenues pour
les courbes contrainte déformation illustrées sur la figure 3.6.
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Fig. 3.8 – Courbes de déformation volumique - déformation déviatorique des
4 essais illustrés sur la figure 3.6.

75



Chapitre 3

indépendant de la pression de confinement.
En conclusion, à l’état pic, la réponse globale du matériau est caractérisée

par un angle de frottement interne φ∗
P , une cohésion c, et un angle de dilatance

ψ ; à l’état résiduel, la réponse du matériau est uniquement caractérisée par
un angle de frottement interne φ∗

R.

Vérification de la quasi-staticité de l’essai

Le comportement d’un matériau granulaire dépend fortement de la vitesse
à laquelle il est cisaillé [86, 68, 49, 11]. Dans ce chapitre, nous avons cherché
à étudier le comportement du matériau à l’état quasi-statique ; c’est-à-dire
lorsqu’il est cisaillé très lentement. Plusieurs travaux récents ont permis de
montrer que la quasi-staticité d’un milieu granulaire cisaillé peut être évaluée
en comparant deux échelles de temps [49, 22]. La première échelle de temps
Tmacro est une échelle macroscopique, et elle est associée au taux de cisaille-
ment γ̇ :

Tmacro =
1

γ̇
=
Hshear

vshear

, (3.6)

où vshear est la vitesse de cisaillement et Hshear est l’épaisseur de la bande de
cisaillement. La deuxième échelle de temps Tmicro est une échelle microsco-
pique, et elle représente le temps typique de réarrangement des grains dans
le milieu. L’échelle de temps Tmicro est calculée comme le temps qu’un grain
de densité ρ requiert pour se déplacer une distance égale à son diamètre d
sous l’action d’une force égale à la pression de confinement p multiplié par
l’aire transversal du grain :

Tmicro = d

√

ρ

p
. (3.7)

Le rapport entre ces deux temps donne un paramètre adimensionnel appelé
le “nombre inertiel” I :

I =
Tmicro

Tmacro

=
γ̇d
√

p/ρ
. (3.8)

Si le nombre inertiel est très petit (i.e., I ≪ 1), alors le temps macrosco-
pique est beaucoup plus élevé que le temps microscopique, et l’on considère
que le milieu est cisaillé en conditions quasi-statiques. Si le nombre inertiel
est très grand (i.e., I ≃ 1), alors le temps macroscopique se rapproche du
temps microscopique, et l’on considère que le milieu est cisaillé en conditions
dynamiques.

Dans nos essais biaxiaux, la vitesse de raccourcissement maximale est
vwall = 1.5〈d〉/s, l’orientation des bandes de cisaillement est ≃ 60o, et leur
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épaisseur à la fin de l’essai est ≃ 10〈d〉. Nous pouvons donc calculer un taux
de cisaillement comme suit :

γ̇ =
vcis

hcis

=
vwall

10〈d〉

1

sin 60o
= 0.17/s. (3.9)

La pression de confinement varie entre 1 et 16 MN/m, et on peut utiliser
comme diamètre typique des grains le diamètre moyen 〈d〉. A partir de cela,
on obtient un nombre inertiel I est entre 3.5 × 10−3 et 1.5 × 10−2.

3.2.4 Espace paramétrique étudié

Le but de ce chapitre est d’étudier la sensibilité des propriétés de résistance
globales vis-à-vis des propriétés de résistance au niveau des contacts. Pour
ce faire, nous avons fait varier les propriétés aux contacts et nous avons me-
suré φ∗

P , φ∗
R, et ψ pour chaque combinaison de σa, φs, et µr. Les plages de

paramètres utilisées dans cette étude paramétrique sont les suivantes :

µs = tanφs ∈ [0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6]

µr ∈ [0, 0.1, 0.25]

σa ∈ [0, 1, 2, 4, 10, 20] (MN/m).

Nous avons donc effectué 630 essais au total.

3.2.5 Paramètres d’exécution

Dans toutes les simulations présentées dans ce chapitre, le pas de temps
est ∆t = 5 × 10−5s, et le critère de convergence est ǫ = 0.0005 (pour une
explication détaillée de ces deux paramètres, voir la section 2.4).

3.3 Résultats obtenus

3.3.1 Les angles de frottement interne

La figure 3.9 montre la relation entre les angles de frottement interne, au
pic et résiduel, et l’angle de frottement de glissement φs, pour le trois valeurs
de coefficient de frottement de roulement µr. Chaque point sur cette figure,
et l’intervalle associé, représente la moyenne et les valeurs extrêmes pour les
six valeurs d’adhésion microscopique σa.

On constate que les angles de frottement interne sont indépendants de
l’adhésion σa. Ceci veut dire que les seuls paramètres de résistance locaux
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Fig. 3.9 – Relation entre les angles de frottement interne, au pic et résiduel,
et l’angle de frottement de glissement φs, pour le trois valeurs de coefficient
de frottement de roulement µr. Les traits noirs représentent la fonction ex-
ponentielle 3.10

à l’origine du frottement macroscopique sont l’angle de frottement de glisse-
ment φs et le coefficient de frottement de roulement µr.

On observe aussi que toutes les courbes convergent vers le même point
lorsque l’angle de frottement φs tend vers zéro. Nous appellerons cette valeur
φ∗

0. L’angle φ∗
0 est l’angle de frottement interne dans la limite des particules

sans-frottement, et le fait qu’il soit non nul montre que le frottement local
(de glissement et de roulement) n’est pas la seule source de frottement global.
En fait, l’angle φ∗

0 résulte de la forme rugueuse de la surface de glissement. A
cause de cette rugosité, les surfaces de glissement à l’échelle des contacts ne
sont pas orientées dans la direction du plan de glissement macroscopique, et
les forces normales exercées aux contacts ont une composante qui s’oppose au
cisaillement global. La magnitude des forces normales étant proportionnelle
à la pression de confinement, cet effet apparâıt à l’échelle macroscopique
comme un angle de frottement interne.

On constate aussi que l’angle de frottement résiduel φ∗
R dépend de l’angle

de frottement de glissement φs lorsque ce dernier est faible (i.e., φs ≤ 20o).
En revanche, lorsque φs est élevé, l’angle de frottement résiduel sature à une
valeur φ∗

∞ qui dépend uniquement du frottement de roulement. Donc, les
courbes illustrées sur la figure 3.9 montrent que, lorsque l’angle de frottement
φs augmente, le milieu passe graduellement d’un état où la résistance est
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principalement contrôlée par φs (i.e., par le frottement de glissement) à un
état où la résistance est contrôlée par µr (i.e., par le frottement de roulement).
Cette transition est bien approximée par une forme exponentielle :

φ∗
R = φ∗

0 + (φ∗
∞ − φ∗

0)(1 − e−αφs), (3.10)

où α ≃ 0.1.
En dernier lieu, on observe aussi que l’angle de frottement interne à l’état

pic est toujours plus élevé que l’angle de frottement interne à l’état résiduel.
Nous analyserons cette différence dans la section suivante.

3.3.2 Frottement interne et déformation volumique

La relation “contrainte-dilatance” de Taylor

En 1948, les travaux de Taylor ont permis de montrer que les change-
ments de volume d’un milieu granulaire pulvérulent sont étroitement liés à
sa résistance au cisaillement. A partir de considérations énergétiques, Taylor
a montré que l’angle de frottement interne à l’état pic peut être vu comme
la somme de deux angles :

φ∗
P = ψ + φ∗

C . (3.11)

Le premier de ces angles, ψ, est l’angle de dilatance du milieu, qui peut être
calculé à l’aide de l’expression 3.5. Le deuxième de ces angles, φ∗

C , est l’angle
de frottement qu’on mesure dans un état où le volume du milieu est constant.
Cet état stationnaire est connu en mécanique de sols comme l’ “état critique”.
L’équation 3.11 est appelée la relation “contrainte-dilatance” de Taylor, et
elle explique la différence entre les angles de frottement interne au pic et
résiduel. Par exemple, elle explique qu’un milieu initialement dense a un
angle de frottement au pic élevé, car il doit se dilater pour atteindre l’état
critique. Dès lors, la relation contrainte-dilatance a été largement vérifiée
pour les sols pulvérulents (e.g., voir [91]).

Les angles de frottement interne et l’angle de dilatance

Nous avons voulu vérifier si la relation contrainte-dilatance de Taylor ex-
plique aussi la différence entre φ∗

P et φ∗
R dans notre milieu granulaire cohésif.

Cependant, un problème se pose : nous connaissons l’angle de dilatance du
milieu, mais nous ne connaissons pas l’angle de frottement interne à l’état cri-
tique, car, à la fin de nos expériences, le volume du milieu est encore en train
d’augmenter. Pour contourner ce problème, nous avons supposé que l’angle
de frottement à l’état critique est très proche de l’angle de frottement à l’état
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Fig. 3.10 – Différence entre les angles de frottement interne ∆φ∗ et l’angle
de dilatance ψ en fonction de l’angle de frottement de glissement φs.

résiduel que nous avons mesuré. Cette supposition est justifiée par une ob-
servation expérimentale classique de la mécanique de sols : la résistance du
milieu se stabilise bien avant la déformation volumique de l’échantillon.

Nous avons donc calculé la différence entre les angles de frottement in-
terne :

∆φ∗ = φ∗
P − φ∗

R, (3.12)

ainsi que l’angle de dilatance ψ du milieu au début de l’essai. Ces deux
quantités sont illustrées sur la figure 3.10(a) en fonction de l’angle de frotte-
ment de glissement φs. Chaque point sur cette figure, et l’intervalle associé,
représente la moyenne et les valeurs extrêmes pour les six valeurs d’adhésion
microscopique σa.

On constate que la différence entre les angles de frottement interne ∆φ∗

et l’angle de dilatance ψ sont indépendants de l’adhésion microscopique, et
qu’ils ne dépendent que légèrement du coefficient de frottement de roulement
µr. Donc, le principal paramètre de résistance local à l’origine de la dilatance
est l’angle de frottement de glissement φs.

Sur la figure 3.10(a), on observe aussi que les relations φs - ∆φ∗ et φs -
ψ sont presque parallèles, mais décalées d’un angle de 7o. Cet angle est, à
nouveau, φ∗

0, l’angle de frottement interne dans la limite des particules sans
frottement ou, ce qui revient au même, l’angle de dilatance du milieu dans
la limite des particules sans frottement.

La figure 3.10(b) montre l’angle de dilatance ψ en fonction de ∆φ∗. On
observe que les points s’alignent avec bonne précision autour d’une droite
de pente égale à 1. Ceci montre que, comme dans les sols pulvérulents, ψ
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et ∆φ∗ sont corrélés, et que l’angle de dilatance ψ explique la différence
entre les angles de frottement internes φ∗

P et φ∗
R. En conclusion, une relation

contrainte-dilatance analogue à la relation de Taylor est vérifiée dans notre
milieu cohésif.

A partir des relations illustrées sur la figure 3.10(a et b), l’angle de dila-
tance peut être écrit comme suit :

ψ ≃ φ∗
0 + ∆φ∗ (3.13)

≃ φ∗
0 + kφs,

où k ≃ 0.5.

3.3.3 Décomposition additive de l’angle de frottement
au pic

Les relations entre les paramètres de résistance locaux et les angles de
frottement internes constituent le premier résultat important de cette étude.
Les équations 3.10, 3.12, et 3.13 suggèrent que l’angle de frottement au pic
peut être vu comme la somme de trois contributions :

φ∗
P = φ∗

0 + φ∗
µ + ∆φ∗ (3.14)

≃ φ∗
µ + ψ.

– Une contribution géométrique φ∗
0, qui représente l’angle de frottement

interne dans la limite des particules sans frottement.
– Une contribution frictionnelle φ∗

µ, qui représente la contribution des
paramètres de frottement locaux (φs et µr) à l’angle de frottement
interne.

– Une contribution associée à la dilatance ∆φ∗, qui reflète la densité
initiale du milieu.

La figure 3.11 montre la décomposition de l’angle de frottement au pic
dans ces trois contributions en fonction de l’angle de frottement de glissement
φs.

3.3.4 L’adhésion macroscopique

Comme nous l’avons vu dans la section 1.3.2, on a plusieurs choix pour
étudier l’effet de l’adhésion aux contacts sur la résistance au cisaillement du
matériau. Une option est de s’intéresser à la cohésion c, et une autre option
est de s’intéresser à une valeur appelé l’adhésion théorique A∗, définie comme
l’intersection de l’enveloppe de rupture avec l’axe des contraintes normales
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Fig. 3.12 – (a) Pour étudier l’effet de l’adhésion microscopique σa sur la
résistance au cisaillement, on peut s’intéresser à la cohésion c ou à l’adhésion
théorique A∗, définie comme l’intersection de l’enveloppe de rupture avec l’axe
des contraintes normales σ. (b) Relation entre σa et A∗
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σ (Figure 3.12(a)). L’adhésion A∗ est “théorique”, car elle n’est pas mesurée
dans un essai en traction.

Dans notre modèle de cohésion, nous avons imposé une adhésion aux
contacts, et non pas une cohésion aux contacts (voir section 2.6). Pour cette
raison, on s’attend à ce que la relation entre l’adhésion microscopique et
l’adhésion théorique soit plus simple que la relation entre l’adhésion micro-
scopique et la cohésion. Nous avons donc décidé d’analyser d’abord le lien
entre l’adhésion locale σa et l’adhésion théorique A∗.

La relation entre σa et A∗ est illustrée sur la figure 3.12(b). Chaque point
sur cette figure, et l’intervalle associé, représente la valeur moyenne et les va-
leurs extrêmes pour les 7 valeurs de φs et pour les 3 valeurs de µr. On observe
que l’adhésion A∗ est indépendante des propriétés de frottement locales (φs

et µr), et qu’elle peut être exprimée comme une fonction linéaire de σa :

A∗ = βσa, (3.15)

où β ≃ 1.4. Ces résultats montrent que l’adhésion σa est le seul paramètre de
résistance local à l’origine de l’adhésion macroscopique A∗. L’équation 3.15
ressemble à celles proposées par Ingles [33, 50] et Rumpf [73] pour calculer
la résistance à la traction du milieu. Comme dans ces deux relations, le
coefficient de proportionnalité β de l’équation 3.15 doit dépendre fortement
de la densité initiale du milieu.

La cohésion du milieu peut être calculé à l’aide de l’expression suivante :

c = A∗ tanφ∗
P (3.16)

3.4 Conclusion

Le but de ce chapitre était d’étudier la sensibilité des propriétés de résis-
tance au cisaillement d’un milieu granulaire cohésif, telles que l’angle de
frottement interne, la cohésion, et la dilatance, vis-à-vis des propriétés de
résistance locales (i.e., l’adhésion microscopique σa, l’angle de frottement
de glissement φs, et le coefficient de frottement de roulement µr). Pour ce
faire, nous avons réalisé une étude paramétrique, dans laquelle nous avons
fait varier les propriétés de résistance aux contacts, et nous avons mesuré la
réponse macroscopique du matériau à l’aide d’un essai numérique de cisaille-
ment biaxial en deux dimensions.

Nos résultats montrent qu’il est possible, en utilisant un milieu granu-
laire modèle, d’identifier clairement l’influence de chacune des propriétés de
résistance au niveau des contacts dans la résistance au cisaillement et dans
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l’angle de dilatance du milieu. En particulier, nous observons que les pro-
priétés de frottement locales (φs et µr) sont à l’origine des angles de frotte-
ment interne et de la dilatance, alors que l’adhésion σa est le seul paramètre
de résistance local à l’origine de l’adhésion macroscopique.

Nous observons aussi qu’une relation contrainte-dilatance analogue à la
relation de Taylor est vérifiée dans notre milieu cohésif, et que l’angle de
frottement interne au pic peut être décomposé additivement en trois contri-
butions avec des origines différentes : une contribution d’origine géométrique
associée à la forme rugueuse du plan de cisaillement, une contribution d’ori-
gine frictionnelle associée aux paramètres de frottement locaux, et une contri-
bution associée à la dilatance.

D’autre part, l’analyse des angles de frottement interne nous a permis de
montrer que, lorsque l’angle de frottement de glissement augmente, le milieu
passe graduellement d’un état où la résistance est principalement contrôlée
par φs (i.e., par le frottement de glissement) à un état où la résistance est
contrôlée par µr (i.e., par le frottement de roulement). Ceci suggère que le
mode de mouvement relatif (i.e., glissement ou roulement) au niveau des
contacts dépend de la valeur relative de φs et µr. De plus, cette transition
soulève la question de la contribution relative de φs et µr dans la construction
de l’angle de frottement interne. Une deuxième question très intéressante, que
nous n’avons pas traitée dans ce chapitre, est celle de la microstructure de
l’arrangement et de sa relation avec les propriétés de résistance locales. Cette
question est importante car la réponse macroscopique ne dépend pas unique-
ment des propriétés de résistance au niveau des contacts, mais aussi, et très
fortement, de la microstructure du milieu. Ces deux points seront abordés
dans le chapitre suivant.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication
[85] :

Additive Decomposition of Shear Strength in Cohesive Granu-

lar Media from Grain-Scale Interactions.
A. Taboada, N. Estrada, and F. Radjäı.
Physical Review Letters. Vol. 97 No. 09
Publié le 1 septembre 2006.
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Rôle des propriétés de
frottement locales dans la
résistance au cisaillement et la
microstructure

4.1 Introduction

L’étude paramétrique présentée dans le chapitre précédent nous a permis
de montrer que les deux paramètres locaux à l’origine de l’angle de frotte-
ment interne φ∗ et de la dilatance ψ du milieu sont l’angle de frottement de
glissement φs (qui peut aussi s’exprimer comme un coefficient de frottement
de glissement µs = tanφs) et le coefficient de frottement de roulement µr.
Cependant, nous avons vu qu’il n’est pas facile de distinguer l’effet de chacun
de ces paramètres dans la réponse macroscopique. En particulier, nous avons
vu que, lorsque µs augmente, une transition a lieu entre deux types de com-
portement : pour des valeurs faibles de µs, l’angle de frottement interne est
principalement contrôlé par µs, alors que, pour des valeurs élevées de µs, il
est uniquement contrôlé par µr. Cette transition suggère que l’augmentation
de µs provoque un changement dans le mode de mouvement relatif (i.e., glis-
sement ou roulement) que le milieu privilégie en fonction de la valeur relative
des paramètres de frottement locaux. Nous avons vu aussi qu’une question
très intéressante que nous n’avons pas encore abordée est celle de la micro-
structure de l’arrangement et de sa relation avec les propriétés de frottement
locales.

Le but de ce chapitre est d’étudier plus finement le rôle des deux pa-
ramètres de frottement locaux, µs et µr, dans l’angle de frottement interne φ∗
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et dans la microstructure développée par le milieu lors du cisaillement. Pour
aborder ces questions, nous avons étudié un milieu granulaire non cohésif à
l’aide d’un essai de cisaillement simple en deux dimensions. Le choix d’utiliser
un milieu granulaire non cohésif est justifié par un des résultats du chapitre
précédent : dans un milieu cimenté, l’angle de frottement interne et l’angle
de dilatance sont indépendants de l’adhésion entre les particules. Nous avons
étudié ce milieu dans un état stationnaire qui est indépendant de l’état ini-
tial. Cet état “sans mémoire” est traditionnellement connu en mécanique
des sols comme “l’état critique”, et il est caractérisé par une résistance
constante et un angle de dilatance nul. L’état critique est intéressant car,
étant indépendant de l’état initial, les propriétés mesurées à l’état critique
peuvent être considérées comme des propriétés intrinsèques du milieu. Nous
avons fait varier les deux coefficients de frottement locaux, et nous avons
analysé le comportement du milieu en termes de résistance au cisaillement,
texture, et transmission des forces.

Nous trouvons que les effets de µs et µr dans la réponse macroscopique
du milieu sont presque symétriques. En particulier, nous observons que l’aug-
mentation de µr provoque aussi une transition entre un comportement contrôlé
par µr et un comportement contrôlé par µs. Ceci fait apparâıtre deux régimes
distincts, dans lesquels la résistance du milieu est contrôlée soit par µs soit
par µr. Nous trouvons aussi que le fait de contraindre simultanément le glis-
sement et le roulement au niveau des contacts a d’importantes répercussions
dans la microstructure du milieu. Plus précisément, l’utilisation de valeurs
élevés de µs et µr provoque l’apparition de colonnes de particules (i.e., châınes
de particules avec uniquement 2 contacts), ce qui modifie fortement le rôle
mécanique des contacts qui portent les plus faibles forces.

Ce chapitre est organisé en trois parties. Dans un premier temps, nous
décrirons le matériau modèle ainsi que le protocole que nous avons uti-
lisé pour construire l’échantillon granulaire. Nous présenterons également
l’expérience de cisaillement simple et les plages de paramètres utilisées dans
l’étude paramétrique. Dans un deuxième temps, nous présenterons et nous
analyserons les résultats de l’étude paramétrique, et à la fin du chapitre, nous
conclurons.

4.2 Description des simulations

4.2.1 Matériau granulaire utilisé

Nous utilisons un matériau granulaire en deux dimensions composé de
particules circulaires. La densité des particules est ρ = 2600 kg/m2, et leur
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Fig. 4.1 – (a) Courbe granulométrique ; d est le diamètre des particules, et %
est le pourcentage du volume occupé par les particules de diamètre inférieur
à d. (b) Dans notre matériau granulaire modèle, la résistance aux contacts
est contrôlée par deux paramètres : le coefficient de frottement de glissement
µs et le coefficient de frottement de roulement µr.

diamètre moyen est 〈d〉 = 1 m. Le diamètre d des particules varie entre 0.6 et
2.4 m, et la distribution est uniforme par fraction volumique (Figure 4.1(a)).

Il s’agit d’un matériau granulaire non cohésif avec la possibilité de résister
au glissement et au roulement aux contacts. La résistance aux contacts est
donc contrôlée par deux paramètres : le coefficient de frottement de glisse-
ment µs et le coefficient de frottement de roulement µr (Figure 4.1(b)).

Comme dans le chapitre précédent, les coefficients de restitution ρn, ρt,
et ρw sont égaux à zéro, et les essais sont faits en conditions de pesanteur
nulle.

4.2.2 Construction des échantillons

L’échantillon granulaire est composé d’environ 7000 disques placés dans
une bôıte carrée d’environ 100〈d〉 de côté, avec des conditions aux limites
semi-périodiques. Cette condition permet d’enlever les limites latérales, de
telle sorte que les grains de la frontière gauche soient en contact avec les
grains de la frontière droite. L’avantage de cette condition est qu’elle rend
possible l’application d’une déformation de cisaillement illimitée.

Les particules sont déposées dans la bôıte à l’aide du critère géométrique
présenté dans la section 3.2.2, et l’échantillon est relaxé en appliquant une
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Fig. 4.2 – État initial de l’échantillon granulaire.

force verticale sur le mur supérieur en considérant des paramètres de frotte-
ment nuls entre les particules. La figure 4.2 montre l’état initial de l’échantillon.

4.2.3 L’essai de cisaillement simple

Pour cisailler l’échantillon une pression de confinement σwall = 1 MN/m
et une vitesse horizontale vwall = 0.2 m/s (i.e., vwall = 0.2〈d〉/s) sont im-
posées au mur supérieur (Figure 4.3). Pour éviter que le glissement ait lieu
à l’interface entre les particules et les murs, un coefficient de frottement de
glissement µs = 1 et un coefficient de frottement de roulement µr = 1 sont
assignés à ces interfaces.

Notre but est de caractériser le comportement du matériau à l’état cri-
tique. Nous avons imposé une déformation de cisaillement cumulée γ =
xwall/h = 5 , où xwall est le déplacement horizontal du mur et h est la
hauteur de l’échantillon, ce qui assure que l’échantillon se trouve dans cet
état. La figure 4.4 montre le rapport des contraintes τwall/σwall et le volume
normalisé V/〈d〉2 du milieu en fonction de la déformation cumulée γ pour
trois différentes combinaisons de µs et µr. On remarque que ces échantillons
se trouvent à l’état critique car τwall/σwall et V/〈d2〉 fluctuent autour d’une
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Fig. 4.3 – Représentation schématique de l’essai de cisaillement simple ; les
lignes en pointillés représentent des frontières périodiques. vwall est la vitesse
horizontale du mur supérieur, σwall est la contrainte de confinement, et 〈x〉
est le déplacement horizontale moyen des particules.
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Fig. 4.4 – Rapport des contraintes τwall/σwall et volume normalisé V/〈d〉2

du milieu en fonction de la déformation cumulée γ pour trois différentes
combinaisons de µs et µr.
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Fig. 4.5 – Profiles du déplacement horizontal moyen 〈x〉 des particules en
fonction de leur position verticale y dans l’échantillon, pour 5 combinaisons
extrêmes de µs et µr.

valeur moyenne. La figure 4.5 montre les profiles de déplacement horizon-
tal moyen 〈x〉 des particules en fonction de leur position verticale y dans
l’échantillon. Ces profiles sont presque linéaires, ce qui montre que le cisaille-
ment est distribué de manière uniforme dans l’échantillon (i.e., il n’y a pas
localisation de la déformation dans une bande de cisaillement).

Pour caractériser le comportement du milieu à l’état critique, nous avons
calculé la moyenne des certaines variables macroscopique (e.g., le coefficient
de frottement interne, la compacité, etc.) sur le dernier 60% de déformation
cumulée.

Vérification de la quasi-staticité de l’essai

Comme nous l’avons signalé dans le chapitre précédent, le comportement
d’un matériau granulaire dépend fortement de la vitesse à laquelle il est
cisaillé. La quasi-staticité de l’essai peut être quantifiée à l’aide du paramètre
inertiel I défini par l’équation 3.8. Dans nos essais de cisaillement simple, la
vitesse de cisaillement est vwall = 0.2 m/s, et la hauteur de l’échantillon est
h ≃ 100 m. On peut donc calculer un taux de cisaillement γ̇ comme suit :

γ̇ =
vwall

h
= 0.002/s (4.1)

La pression de confinement est de 1 MN/m, et on peut utiliser comme
diamètre typique des grains le diamètre moyen 〈d〉 = 1 m. A partir de cela,
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on obtient un nombre inertiel de l’ordre de 10−4, ce qui veut dire que le milieu
est cisaillé en conditions quasi-statiques (voir section 3.2.3).

4.2.4 Espace paramétrique étudié

Le but de ce chapitre est d’étudier le rôle des deux coefficients de frot-
tement locaux (i.e., µs et µr) dans l’angle de frottement interne et la micro-
structure du milieu. Pour ce faire, nous avons fait varier µs et µr, et nous
avons étudié la réponse macroscopique et la microstructure du milieu pour
chaque combinaison de ces deux coefficients. Les plages de paramètres uti-
lisées dans cette étude paramétrique sont les suivantes :

µs ∈ [0, 0.01, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8]

µr ∈ [0, 0.01, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.5, 0.6] .

Nous avons donc effectué 168 essais au total.

4.2.5 Paramètres d’exécution

Dans toutes les simulations présentées dans ce chapitre, le pas de temps
est ∆t = 0.0005 s, et le critère de convergence est ǫ = 0, 005 (pour une
explication détaillé de ces deux paramètres, voir la section 2.4)

4.3 Résultats obtenus

4.3.1 La résistance au cisaillement

Comme nous l’avons signalé dans la section , la résistance au cisaillement
d’un matériau granulaire non cohésif peut être caractérisée avec un angle
de frottement interne φ∗, ou, ce qui est équivalent, avec un coefficient de
frottement interne µ∗ = tanφ∗. Ce paramètre de résistance peut être calculé
à partir du tenseur des contraintes σ du milieu, qui, lui, peut être calculé à
partir des orientations et des forces de contact entre les particules. Pour ce
faire, nous calculons d’abord le tenseur de moments internes M p de chaque
particule [52, 82], défini par :

Mp
αβ =

∑

c∈p

f c
αr

c
β, (4.2)

où α et β représentent les composantes dans le système de référence, f c est
la force exercée sur la particule p au contact c, rc est le vecteur position du
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même contact, et la somme porte sur tous les contacts c de la particule p.
Ensuite, le tenseur des contraintes σ d’un ensemble de grains contenus dans
un volume V peut être évalué à partir de la somme des moments internes
des grains :

σαβ =
1

V

∑

p∈V

Mp
αβ . (4.3)

A partir du tenseur σ nous pouvons calculer la contrainte normale moyenne
σ = σxx ≃ σyy, la contrainte tangentielle maximale τ = σxy ≃ σyx, et,
finalement, le coefficient de frottement interne µ∗

c à l’état critique défini par

µ∗
c =

τ

σ
=
σxy + σyx

σxx + σyy

(4.4)

La figure 4.6(a) montre µ∗
c en fonction de µs pour quatre différentes va-

leurs de µr. Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, µ∗
c augmente

avec µs mais sature à une valeur qui augmente avec µr. La figure 4.6(b)
montre µ∗

c en fonction de µr pour quatre différentes valeurs de µs. On ob-
serve que, symétriquement, µ∗

c augmente avec µr mais sature à une valeur qui
augmente avec µs. Ces figures montrent également que le coefficient de frotte-
ment interne ne peut pas dépasser 0.3 en absence de résistance au roulement
(i.e., lorsque µr = 0), et qu’il est constant et égal à 0.15 en absence de frot-
tement de glissement (i.e., lorsque µs = 0). La figure 4.7 montre les courbes
d’isovaleurs de µ∗

c en fonction de µs et µr. On observe à nouveau le même ef-
fet de saturation avec les deux coefficients de frottement locaux de telle sorte
que deux phases peuvent être identifiées dans l’espace paramétrique formé
par µs et µr :

1. une “phase de glissement”, dans laquelle µ∗
c est uniquement contrôlé

par µs ; et

2. une “phase de roulement”, dans laquelle µ∗
c est uniquement contrôlé

par µr.

La transition entre ces deux phases est indiquée par la région grise dans la
figure 4.7.

La division de l’espace paramétrique en ces deux phases suggère que, pour
une combinaison donnée de µs et µr, le milieu s’organise pour privilégier l’un
des deux modes de mouvement relatif à l’échelle des contacts (i.e., le glisse-
ment ou le roulement). Nous aborderons ce point dans la section suivante.
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Fig. 4.6 – (a) Coefficient de frottement interne à l’état critique µ∗
c en fonction

de µs pour quatre différentes valeurs de µr. (b) µ∗
c en fonction de µr pour

quatre différentes valeurs de µs.
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Fig. 4.7 – Courbes d’isovaleurs de µ∗
c en fonction de µs et µr. On observe deux

phases : une “phase de glissement”, dans laquelle µ∗
c est uniquement contrôlé

par µs, et une “phase de roulement”, dans laquelle µ∗
c est uniquement contrôlé

par µr.
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4.3.2 Modes de mouvement relatif (glissement et rou-
lement) au niveau des contacts

Pour analyser les modes de mouvement relatif dominants dans chacune
des phases identifiées dans la section précédente, nous avons classifié les
contacts en plusieurs populations :

1. contacts “glissants et non-roulants” (s-nr)

2. contacts “non-glissants et roulants” (ns-r)

3. contacts “glissants et roulants” (s-r)

4. contacts “non-glissants et non-roulants” (ns-nr)

Les lettres s et r correspondent aux termes en anglais “sliding” et “rolling”.
Les trois premières populations correspondent aux contacts “mobilisés”, et
la quatrième population correspond aux contacts “bloqués”. La contribution
de chaque population à la résistance au cisaillement du milieu peut être
calculée à partir de l’expression du tenseur des contraintes (i.e., à partir des
équations 4.3 et 4.4) en considérant les contacts qui appartiennent à cette
population. Pour illustrer la façon dont nous avons calculé ces contributions,
considérons un sous-ensemble A de contacts. La contribution µ∗(A) du sous-
ensemble A au coefficient de frottement interne peut être calculée à partir
de la définition du tenseur de moments internes des particules, en limitant la
somme aux contacts qui appartiennent à A :

Mp,A
αβ =

∑

c∈p∧c∈A

f c
αr

c
β, (4.5)

où la somme porte sur tous les contacts c de la particule p qui appartiennent
au sous-ensemble A. Ensuite, le tenseur des contraintes σ(A) est donné par

σαβ(A) =
1

V

∑

p∈V

Mp,A
αβ . (4.6)

La contribution µ∗(A) est définie par

µ∗(A) =
τ(A)

σ
, (4.7)

où τ(A) est la contrainte tangentielle associée au sous-ensemble A (i.e.,
τ(A) = (σxy(A) + σyx(A))/2) et σ est la contrainte normale en considérant
tous les contacts (i.e., σ = (σxx + σyx)/2). De la même façon, quatre coeffi-
cients de frottement partiels µ∗

s−nr, µ
∗
ns−r, µ

∗
s−r, et µ∗

ns−nr peuvent être définis
de telle sorte que

µ∗
c = µ∗

s−nr + µ∗
ns−r + µ∗

s−r + µ∗
ns−nr (4.8)
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Fig. 4.8 – Coefficients de frottement partiels (a) en fonction de µs pour
µr = 0.3 et (b) en fonction de µr pour µs = 0.4.
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Fig. 4.9 – Courbes d’isovaleurs de k en fonction de µs et µr ; en gris clair,
courbes d’isovaleurs pour µ∗

c.

La figure 4.8 montre l’évolution de µ∗
c ainsi que des quatre coefficients

de frottement partiels en fonction de µs pour µr = 0.3 et en fonction de µr

pour µs = 0.4. On observe que la contribution µ∗
s−r des contacts glissants

et roulants est négligeable. Au contraire, la contribution µ∗
ns−nr des contacts

bloqués est dominante, sauf pour des valeurs très faibles de µs et µr (i.e.,
pour µs < 0.1 et µr < 0.05) où la contribution dominante est celle des
contacts glissants ou roulants, respectivement. On observe aussi que, lorsque
µs augmente, la contribution µ∗

s−nr décline en faveur de µ∗
ns−r qui augmente

au même temps. Symétriquement, lorsque µr augmente, la contribution µ∗
ns−r

décline en faveur de µ∗
s−nr qui augmente au même temps.

Pour caractériser le mode dominant, nous considérons ces deux dernières
populations, et nous définissons le paramètre k par

k =
µ∗

s−nr − µ∗
ns−r

µ∗
s−nr + µ∗

ns−r

. (4.9)

Ce paramètre varie dans l’intervalle [−1, 1] en fonction de µs et µr. Le mode
dominant est le glissement si k > 0 et le roulement si k < 0. La figure 4.9
montre les courbes d’isovaleurs de k en fonction de µs et µr au même temps
que les courbes d’isovaleurs pour µ∗

c . On remarque que la courbe de niveau
pour k = 0 cöıncide assez bien avec la zone de transition entre la “phase de
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Fig. 4.10 – courbes d’isovaleurs de la compacité ν en fonction µs et µr.

glissement” et la “phase de roulement”. En d’autres termes, les deux phases
identifiées dans la section précédente cöıncident avec les deux régions dans
lesquelles le glissement ou le roulement sont le mode dominant de mouvement
relatif au niveau des contacts.

4.3.3 La compacité et les colonnes de particules

Dans cette section, nous étudions la structure du milieu en fonction des
paramètres de frottement µs et µr. La densité volumique du milieu peut être
représentée à l’aide de la compacité ν définie par

ν =
Vp

V
, (4.10)

où Vp est le volume occupé par les particules et V est le volume total de
l’arrangement (i.e., particules et vides). La figure 4.10 montre les courbes
d’isovaleurs de ν en fonction µs et µr. On observe que, pour des valeurs
faibles de µs, la compacité du milieu sature avec µr. Cependant, l’allure de
cette carte est différente pour des valeurs élevées de µs et µr, ce qui n’est pas
cohérent avec la symétrie observée dans la carte de courbes d’isovaleurs de
µ∗

c (Figure 4.7).
En fait, contrairement à µ∗

c , la compacité définie par l’équation 4.10 tient
compte de toutes les particules, celles qui portent des forces et celles qui
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Fig. 4.11 – Les particules peuvent être classifiées en : (1) particules portant
des forces (squelette portant) en gris et (2) particules “flottantes” en blanc.
Le réseau de contacts est indiqué par les traits noirs.

“flottent”. Les particules flottantes sont celles qui ont zéro ou un contacts
ainsi que celles qui appartiennent à des branches “mortes” (i.e., qui ne per-
colent pas) du réseau de contacts (Figure 4.11). La proportion de particules
flottantes est faible pour des valeurs faibles de µs et µr, mais elle augmente
lorsque la valeur de ces deux coefficients est élevée. Nous calculons donc la
compacité ν ′ de l’ensemble des particules qui portent des forces non nulles ;
nous appellerons cet ensemble de particules le squelette portant. La compacité
ν ′ du squelette portant est définie par

ν ′ =
V ′

p

V
, (4.11)

où V ′
p est le volume occupé par les particules portant des forces. La figure 4.12

montre les courbes d’isovaleurs de ν ′ en fonction de µs et µr. On constate que,
globalement, cette carte est maintenant symétrique par rapport aux deux
coefficients de frottement locaux. Par comparaison avec la figure 4.7, nous
observons aussi que les valeurs les plus élevées de résistance au cisaillement
correspondent aux structures le moins compactes.

Curieusement, la compacité du squelette portant peut être très faible
(e.g., 30%). Ceci cöıncide avec la formation de structures en forme de colonne
(i.e., des longues châınes de particules avec uniquement deux contacts). Pour
analyser cet effet, comparons deux milieux que nous appellerons S1 et S2.
Dans le milieu S1, les coefficients de frottement aux contacts sont µs = 0.4
et µr = 0 ; donc, les contacts dans ce milieu ne peuvent pas résister au
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Fig. 4.12 – Courbes d’isovaleurs de ν ′ en fonction de µs et µr.

roulement. Dans le milieu S2, les coefficients de frottement sont µs = 0.7 et
µr = 0.5 ; donc, les contacts dans ce milieu peuvent résister au glissement
et au roulement. La figure 4.13 montre une image instantanée du réseau
de contacts dans les milieux S1 et S2, et la figure 4.14 montre une image
instantanée du réseau de forces normales dans le mêmes deux milieux. On
observe deux différences majeurs entre ces deux milieux :

1. Dans le milieu S1, presque toutes les particules appartiennent au sque-
lette portant. En revanche, dans le milieu S2, la plupart des particules
sont des particules flottantes, et celles qui portent des forces forment
des colonnes.

2. Dans le milieu S1, les contacts qui portent les forces normales au des-
sus de la moyenne (i.e., les contacts forts) forment des structures en
forme de châınes, et les contacts qui portent les forces en dessous de la
moyenne (i.e., les contacts faibles) supportent latéralement ces châınes
de force. En revanche, dans le milieu S2, les châınes de forces ne sont pas
supportées latéralement. Cet effet sera analysé de façon plus détaillée
dans la section suivante.
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Fig. 4.13 – Image instantanée du réseau de contacts (traits noirs) dans les
milieux S1 et S2. Les coefficients de frottement aux contacts sont µs = 0.4
et µr = 0 en S1, et µs = 0.7 et µr = 0.5 en S2.
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Fig. 4.14 – Image instantanée du réseau de forces normales dans les milieux
S1 et S2. Les forces au dessus de la moyenne sont représentées par des traits
noirs, et les forces en dessous de la moyenne sont représentées par des traits
rouges.
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4.3.4 Transmission des forces

Fonctions de densité de probabilité

En corrélation avec la résistance au cisaillement et la compacité, la trans-
mission des forces est aussi fortement influencée par les coefficients de frot-
tement de glissement et de roulement. La figure 4.15 montre les fonctions de
densité de probabilité Pn des forces normales fn dans les milieux S1 et S2.
Les données représentent plusieurs instants le long de l’essai, tous à l’état
stationnaire, cumulant un total de 1.3× 106 forces de contact pour le milieu
S1 et de 0.4 × 106 forces de contact pour le milieu S2. Comme il est habi-
tuel dans les milieux granulaires [67, 55], on observe que la fonction Pn est
caractérisée par une décroissance exponentielle pour les forces au dessus de
la force normale moyenne 〈fn〉 et par une loi de puissance pour les forces au
dessous de 〈fn〉 :

Pn(fn) ∝







(

fn

〈fn〉

)−αn

fn < 〈fn〉,

e
βn(1− fn

〈fn〉) fn > 〈fn〉,
(4.12)

où αn ≃ −0.17 et βn ≃ 1.64 dans le milieu S1, et αn ≃ 0.36 et βn ≃ 0.78 dans
le milieu S2. Donc, la distribution des forces normales Pn dans le milieu S2
(avec µr = 0.5) est considérablement plus large dans le domaine des forces
fortes, et la densité de probabilité des contacts faibles diverge lorsque fn

tends vers 0.
La figure 4.16 montre la fonction de densité de probabilité Pt des forces

tangentielles ft, laquelle est aussi caractérisée par une décroissance exponen-
tielle pour les forces au dessus de la force tangentielle moyenne 〈|ft|〉 et par
une loi de puissance pour les forces au dessous de 〈|ft|〉 :

Pt(ft) ∝







(

|ft|
〈|ft|〉

)−αt

|ft| < 〈|ft|〉,

e
βt

“

1−
|ft|

〈|ft|〉

”

|ft| > 〈|ft|〉,
(4.13)

où αt ≃ 0.16 et βt ≃ 1.04 dans le milieu S1, et αt ≃ 0.52 et βt ≃ 0.62 dans
le milieu S2.

La fonction de densité de probabilité PM des moments de contact est
uniquement définie dans le milieu S2 avec un coefficient de frottement de
roulement non nul. Comme le montre la figure 4.17, cette fonction peut aussi
être décrite par

PM(M) ∝







(

|M |
〈|M |〉

)−αM

|M | < 〈|M |〉,

eβM(1− |M|
〈|M|〉) |M | > 〈|M |〉,

(4.14)

où αM ≃ 0.58 et βM ≃ 0.65.
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Fig. 4.15 – Fonctions de densité de probabilité Pn des forces normales fn

dans les milieux S1 et S2. Les lignes en pointillés sont des guides pour les
yeux.
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Fig. 4.16 – Fonctions de densité de probabilité Pt des forces tangentielles ft

dans les milieux S1 et S2. Les lignes en pointillés sont des guides pour les
yeux.
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Fig. 4.17 – Fonctions de densité de probabilité PM des moments de contact.
Cette fonction est uniquement définie dans le milieu S2 avec un coefficient
de frottement de roulement non nul. Les lignes en pointillés sont des guides
pour les yeux.
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La figure 4.18 montre les cartes de courbes d’isovaleurs des coefficients
αn, αt, et αM en fonction de µs et µr. Dans les trois cartes, on observe
que la valeur de ces trois coefficients augmente avec µs et µr. Ces cartes
généralisent donc le comportement observé pour les milieux S1 et S2 dans
les figures 4.15, 4.16, et 4.17, montrant que le fait de contraindre le glissement
et le roulement au niveau des contacts a pour effet d’augmenter l’importance
relative des contacts portant les forces et les moments les plus faibles.

La figure 4.19 montre les cartes de courbes d’isovaleurs des coefficients
βn, βt, et βM en fonction de µs et µr. Dans les trois cartes, on observe que
les valeurs de ces trois coefficients sont des fonctions décroisantes de µs et
µr. Ceci montre que, comme nous l’avions vu pour les milieux S1 et S2, la
distribution des forces et des moments de contact devient de plus en plus
large (i.e., de plus en plus hétérogène) lorsque le glissement et le roulement
se voient bloqués.

Les fonctions de densité de probabilité présentées dans cette section mon-
trent que, indépendamment des coefficients de frottement microscopiques,
les contacts du milieu peuvent être classifiés en deux sous-ensembles suivant
que la force (ou le moment) qu’ils portent est supérieure ou inférieure à la
moyenne. Ces deux sous-ensembles sont caractérisés par des distributions de
forces de forme différente (i.e., exponentielle ou en loi de puissance, respec-
tivement), et ils permettent de définir deux réseaux des contacts appelés “le
réseau fort” et “le réseau faible”. Nous analyserons l’effet de µs et µr sur la
nature de ces deux réseaux dans la section suivante.
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de µs et µr.

109



Chapitre 4

(b) Milieu S2
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Fig. 4.20 – Distribution Pθ(θ) des orientations des contacts pour les réseaux
fort (en noir) et faible (en rouge) dans les milieux S1 et S2. Le cercle gris
représente une distribution isotopique de référence.

le réseau “fort” et le réseau “faible”

Comme nous l’avons mentionné dans la section précédente, les contacts
dans un milieu granulaire appartiennent à deux réseaux coexistants appelés
les réseaux fort et faible suivant les travaux de Radjäı et al. en 1998 [66].
En plus d’une distribution de forces de forme différente, ces deux réseaux
présentent différentes morphologies et jouent des rôles mécaniques différents
dans le milieu. Les contacts dans le réseau fort forment des structures en
forme de châıne, observées clairement dans des images photoélastiques et ap-
pelées “châınes de force”. La fonction des châınes de force est de supporter
la charge déviatorique appliquée au système granulaire. Le réseau faible est
moins visible, mais ses contacts sont plus importants en nombre, et ils ont
la fonction essentielle de supporter latéralement les châınes de force. Cette
propriété peut être mise en évidence en considérant l’anisotropie des orienta-
tions des contacts. Les contacts du réseau fort sont principalement orientés
dans la direction de la contrainte principale majeure, alors que les contacts
du réseau faible sont, en moyenne, perpendiculaires.

Considérons la distribution Pθ(θ) des orientations des contacts, où θ ∈
[0, π[. La figure 4.20 montre la distribution Pθ des réseaux fort et faible dans
les milieux S1, avec µs = 0.4 et µr = 0, et S2, avec µs = 0.7 et µr = 0.5. On
observe que, dans le milieu S1, dans lequel les contacts ne peuvent pas résister
au roulement, le réseau fort est effectivement plus anisotrope que le réseau
faible, et les directions privilégiées de ces deux réseaux (i.e., l’axe le plus long
de la distribution) sont orthogonales. En revanche, dans le milieu S2, dans
lequel µs et µr sont élevés, la direction privilégiée des deux réseaux est la
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même, et elle cöıncide avec la direction de la contrainte principale majeur
θσ = 3π/4. Cette observation suggère que la fonction du réseau faible dans
le milieu S2 n’est plus celle de supporter latéralement les châınes de forces,
ce qui voudrait dire que la nature du réseau faible est fondamentalement
différente dans les deux milieux. Dans ce qui suit, nous analysons ce point
en termes des anisotropies des distributions des orientations des contacts.

L’anisotropie des distributions Pθ peut être calculée à l’aide de leur dévelo-
ppement de Fourier. Etant donné que Pθ est π-périodique, on a

P (θ) =
1

π
{1 + a cos 2 (θ − θa) + b cos 4(θ − θb) + · · · } , (4.15)

où les coefficients a, b, . . . sont les paramètres d’anisotropie d’ordre croissant
et θa, θb, . . . sont les phases.

En général, l’anisotropie de premier ordre a capture la tendance domi-
nante. Cette anisotropie peut être calculée à partir du tenseur de texture F

d’ordre le plus bas défini par

Fαβ =
1

Nc

∑

c∈V

nc
αn

c
β, (4.16)

où α et β représentent les composantes dans le système de référence, nc est le
vecteur unitaire normal au contact c, et la somme porte sur tous les contacts
c dans un volume de référence V . L’anisotropie a du milieu est donnée par

a = 2 (F1 − F2) , (4.17)

où F1 et F2 sont les valeurs propres de F . Par définition, l’anisotropie a est
nulle ou positive.

Pour faciliter l’analyse de l’anisotropie dans les réseaux de contacts fort et
faible, ou dans d’autres sous-ensembles de contacts dans lesquels la direction
θa peut varier, il convient d’introduire le facteur de phase en multipliant a
par cos 2(θa − θσ), où θσ est la direction de la contrainte principale majeure.
On peut donc définir une anisotropie signée a′ donnée par

a′ = 2 (F1 − F2) cos 2 (θa − θσ) . (4.18)

Cette anisotropie est positive lorsque les deux directions principales majeures,
celle des contraintes et celle des orientations des contacts, sont en phase (i.e.,
lorsque |θa − θσ| < π/4), et elle est négative si ce n’est pas le cas. Dans notre
essai de cisaillement simple, nous avons θσ = 3π/4.

Pour analyser l’anisotropie des réseaux de forces, considérons les sous-
ensembles des contacts S(ξ) portant un niveau de force normale ξ = fn/〈fn〉
tel que

ξ ∈ [ξ − ∆ξ, ξ + ∆ξ], (4.19)

111



Chapitre 4

0 1 1.5 2

0

0.3

0.6

0.9

S2
S1

Fig. 4.21 – Anisotropie signée a′(ξ) en fonction du sous-ensemble S(ξ)
considéré, dans les milieux S1 et S2.

et chaque contact appartienne à un seul sous-ensemble S(ξ). Les réseaux fort
et faible correspondent à

⋃

ξ>1

S(ξ) et
⋃

ξ<1

S(ξ), (4.20)

respectivement. L’anisotropie a′(ξ) de chaque sous-ensemble S(ξ) peut être
calculée à partir de la définition du tenseur de texture en limitant la somme
aux contacts qui appartiennent à ce sous-ensemble :

Fαβ(ξ) =
1

Nc(ξ)

∑

c∈S(ξ)

nc
αn

c
β, (4.21)

où N ξ
c est le nombre de contacts dans le sous-ensemble S(ξ).

La figure 4.21 montre a′(ξ) dans les milieux S1 et S2. On remarque que,
dans le milieu S1, dans lequel les contacts ne peuvent pas résister au roule-
ment, les anisotropies des sous-ensembles de contacts portant des très faibles
forces sont négatives (i.e., ces sous-ensembles sont orientés dans la même di-
rection que la contrainte principale mineure) jusqu’à un certain niveau de
force ξ0 ou a′(ξ) change de signe et devient positive. Ceci montre que tous
les contacts du réseau faible ne jouent pas le même rôle dans le milieu. Au
contraire, le support latéral des châınes de force semble être le rôle unique-
ment d’un sous-réseau de contacts à l’intérieur du réseau faible, portant des
forces normales en dessous d’une valeur caractéristique ξ0〈fn〉. Nous appelle-
rons ce sous-réseau le “réseau de support”. De l’autre côté, on remarque que,
dans le milieu S2, dans lequel µs et µr sont élevés, les anisotropies de tous les
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Fig. 4.22 – Contribution µ∗
c(ξ) au coefficient de frottement interne µ∗

c en
fonction du sous-ensemble S(ξ) considéré, dans les milieux S1 et S2.

sous-ensembles de contacts, indépendamment de leur niveau de force, sont
positives. Ceci veut dire que, en moyenne, la direction privilégiée de tous les
sous-ensembles de contacts est la même (i.e., la direction de la contrainte
principale majeure). Un fait remarquable est que le réseau de support est
complètement absent dans le milieu S2.

Pour compléter cette analyse, considérons la contribution µ∗(ξ) de chaque
sous-ensemble de contacts S(ξ) au coefficient de frottement interne µ∗

c . Cette
contribution peut être calculée à partir de la définition du tenseur des contrain-
tes en considérant les contacts qui appartiennent au sous-ensemble S(ξ). La
contribution µ∗(ξ) est définie par

µ∗(ξ) =
τ(ξ)

σ
, (4.22)

où τ(ξ) est la contrainte tangentielle apportée par le sous-ensemble S(ξ) (i.e.,
τ(ξ) = (σxy(ξ) + σyx(ξ))/2), σ est la contrainte normale en considérant tous
les contacts (i.e., σ = (σxx + σyy)/2), et

∑

S(ξ)

µ∗(ξ) = µ∗
c . (4.23)

La figure 4.22 montre µ∗(ξ) en fonction de ξ dans les milieux S1 et S2.
On observe que, dans le milieu S1, la contribution µ∗(ξ) des sous-ensembles
avec des niveaux de force ξ < ξ0 est presque nulle, alors que la contribu-
tion µ∗(ξ) des sous-ensembles avec des niveaux de force ξ > ξ0 est positive.
Ceci veut dire que la charge déviatorique appliquée au milieu granulaire est
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Fig. 4.23 – Courbes d’isovaleurs de la valeur caractéristique ξ0 en fonction
de µs et µr.

complètement supportée par les contacts portant des forces supérieures à
ξ0〈fn〉. En revanche, dans le milieu S2, la contribution de tous les sous-
ensembles de contacts, indépendamment de leur niveau de force, à µ∗

c est
positive. Ceci veut dire que, dans le milieu S2, la fonction du réseau faible
est, comme celle du réseau fort, de résister la charge déviatorique imposée au
milieu granulaire.

La figure 4.23 montre les courbes d’isovaleurs de la valeur caractéristique
ξ0 en fonction de µs et µr. On observe qu’au fur et à mesure que µs et µr

augmentent, ξ0 diminue et éventuellement devient zéro. Ceci est cohérent
avec le fait que les châınes de forces sont graduellement remplacées par des
colonnes de particules qui n’ont pas besoin d’être supportées latéralement.
Cependant, la disparition totale du réseau de support (i.e., ξ0 = 0) a lieu
pour µs = 0.6 et µr = 0.25, et, en conséquence, elle n’est possible que si
les contacts du milieu peuvent résister au roulement. Cette transition reflète
un changement qualitatif dans les conditions locales d’équilibre lorsque les
contacts peuvent transmettre des moments.
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4.4 Conclusion

Le but de ce chapitre était d’étudier plus finement le rôle des deux pa-
ramètres de frottement locaux µs et µr dans la résistance au cisaillement µ∗

c

et dans la microstructure du milieu à l’état stationnaire, traditionnellement
connu comme “l’état critique”. Pour ce faire, nous avons réalisé une étude
paramétrique, dans laquelle nous avons fait varier les deux coefficients de
frottement entre les particules et nous avons analysé le comportement du
milieu en termes de résistance au cisaillement, texture, et transmission des
forces à l’aide d’un essai de cisaillement simple.

Nous trouvons que les effets de µs et µr dans la réponse macroscopique du
milieu sont presque symétriques. En particulier, le coefficient de frottement
interne µ∗

c sature lorsque µs augmente, avec une valeur de saturation qui
augmente avec µr ; symétriquement, µ∗

c sature lorsque µr augmente, avec une
valeur de saturation qui augmente avec µs. Comme résultat de cette symétrie,
deux phases peuvent être identifiées dans l’espace paramétrique étudié dans
lesquelles µ∗

c est contrôlé soit par µs soit par µr. Ces deux phases cöıncident
avec deux régions dans lesquelles le mode de mouvement dominant au niveau
des contacts est le glissement ou le roulement, ceci en termes des contributions
relatives des contacts glissants et roulants à µ∗

c .
Ces résultats sont en accord avec ceux reportés dans [59, 3, 2] (entre

autres), qui postulent que le roulement au niveau des contacts joue un rôle
majeur dans la résistance au cisaillement des milieux granulaires. Cependant,
nos résultats montrent, quantitativement, que ceci n’est pas toujours le cas
dans un milieu granulaire avec du frottement de roulement aux contacts.
En fait, le roulement est le mode dominant si µs est grand comparé à µr ;
en revanche, le glissement est le mode dominant si µr est grand comparé
à µs. La raison en est que, lorsque l’un des deux coefficients de frottement
microscopiques prend une valeur élevée, le degré de liberté correspondant se
voit bloqué, et le milieu se voit obligé à activer le mode de mouvement relatif
au niveau des contacts qui est moins contraint.

Nous trouvons aussi que le fait de contraindre simultanément le glissement
et le roulement au niveau des contacts a des importantes répercussions dans
la microstructure du milieu. Plus précisément, l’utilisation de valeurs élevées
de µs et µr favorise l’effet de voûte et, en conséquence, fait que le squelette
de particules portant des forces non nulles développe un aspect colomnaire.
L’analyse de la texture du milieu montre bien que la formation de ces colonnes
affecte aussi le rôle mécanique joué par le réseau faible. Une transition a lieu,
pour des valeurs particulières de µs et µr, vers une phase où le sous-ensemble
de contacts qui supportent les châınes de forces (le réseau de support) est
complètement absent, et les deux réseaux, fort et faible, contribuent à resister
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la charge déviatorique imposée au milieu granulaire. Dans cette phase, les
colonnes de particules sont la structure de transmission de forces dominante,
et, comme résultat de l’effet de voûte, la densité volumique du squelette de
particules portant des forces non nulles peut être extrêmement faible (e.g.,
0.3).

Nous avons aussi présenté les distributions des forces et des moments de
contact. Nous avons vu que ces distributions obéissent à une loi de puissance
dans le domaine des forces faibles et à une relation exponentielle dans le do-
maine des forces fortes. Ces distributions nous ont permis de montrer que,
curieusement, la disparition du réseau de support n’implique pas une diminu-
tion dans la proportion des contacts qui portent les plus faibles forces. En fait,
la proportion de contacts faibles augmente, même si leur rôle mécanique n’est
plus le même. Ceci résulte d’un important changement dans les conditions
d’équilibre des particules lorsque les contacts ont la possibilité de résister au
roulement.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication
[28] :

Shear strength and force transmission in granular media with

rolling resistance.
N. Estrada, A. Taboada, and F. Radjäı.
Soumis le 8 mai 2008 à Physical Review E.
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Application des méthodes
d’éléments discrets à la
simulation de glissements de
terrain

5.1 Introduction

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction générale, les géomaté-
riaux “granulaires” sont présents dans presque tout système géologique de
surface et dans presque tout ouvrage construit par l’homme. Un des phénomè-
nes de surface, qui intéresse beaucoup les ingénieurs et géologues, est l’insta-
bilité gravitaire des pentes [20]. Ces instabilités constituent un problème avec
d’importantes implications pratiques, autant dans la prévention des risques
naturels que dans l’évolution morphologique du paysage [27, 29]. Dans le
langage courant, ces instabilités sont aussi appelées glissements de terrain.

De manière schématique, un glissement de terrain peut être vu comme
la mobilisation d’une certaine quantité de matériau instable sur une couche
de très faible épaisseur (i.e., par rapport à l’épaisseur de la masse instable)
dans laquelle se concentre la majeure part de la déformation de cisaillement.
Cette couche de matériau est habituellement idéalisée par une surface appelée
la surface de glissement, qui est composée de deux surfaces : la surface de
rupture et la surface de séparation, qui est la partie du terrain originel qui
est chevauchée par le matériau instable (Figure 5.1).

Dans un glissement de terrain, on peut identifier deux phases : la déstabili-
sation du matériau et son déplacement jusqu’à une nouvelle position d’équili-
bre ; cette dernière phase est aussi appelée la “propagation” du glissement.
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Fig. 5.1 – Représentation schématique d’un glissement de terrain

Deux questions intéressantes se posent :

1. A quel moment le système devient-il instable ?

2. Comment, et jusqu’où, la masse instable se propage-t-elle ?

La première de ces questions concerne la phase statique du problème, et elle
est traditionnellement étudiée à l’aide de méthodes d’équilibre limite. Dans
ces méthodes, on suppose une surface de rupture, et on calcule le rapport
entre les forces nécessaires pour provoquer la rupture et les forces nécessaires
pour garantir l’équilibre statique du système. Ce rapport est appelé le “fac-
teur de sécurité”, et il permet de quantifier dans quelle mesure le système
est proche de l’état de rupture, dans le cas où celle-ci aurait lieu le long de
la surface de rupture supposée. La deuxième question concerne la phase dy-
namique du problème, et elle est traditionnellement étudiée à l’aide de deux
types d’approche : l’approche continue et l’approche discontinue.

Comme son nom l’indique, l’approche continue ignore l’aspect hétérogène
du matériau, en le remplaçant par un milieu équivalent continu et homogène ;
elle est fondée sur le formalisme introduit par Saint-Venant en 1850, établi à
partir des équations de Navier-Stokes moyennées sur la hauteur de l’écoule-
ment [75, 76, 32, 34]. En plus des équations de conservation de la masse
et du moment, cette approche requiert l’adoption d’une rhéologie macrosco-
pique du matériau, qui contrôle le comportement mécanique et la dissipation
d’énergie dans le système. Par exemple, il est habituel d’associer à la base de
l’écoulement un coefficient de frottement de type coulombien, qui contrôle la
dissipation ainsi que la mise en mouvement du matériau.
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De manière générale, les modèles développés avec l’approche continue
constituent un outil pratique pour prédire les distances de voyage des écoule-
ments [61, 48, 26, 25]. Cependant, des grandes incertitudes persistent quant
à la rhéologie et au modèle de dissipation qui doivent être utilisés. Ces deux
éléments influencent fortement les résultats obtenus, mais, pour la plupart
des géomatériaux, il n’est pas possible de les mesurer sur le terrain, et leur
choix reste difficile [10].

De l’autre côté, l’approche discontinue considère le matériau comme un
ensemble de particules distinctes qui interagissent à travers des forces de
contact, et elle modélise l’évolution du système à l’aide d’une méthode de si-
mulation numérique discrète (e.g., Dynamique Moléculaire [21], Dynamique
des Contacts [51, 38, 39, 40], etc.). Cette approche permet de prendre en
compte le caractère hétérogène du milieu, et elle n’implique pas l’adoption
d’une rhéologie macroscopique du matériau. Elle nécessite, plutôt, l’adoption
d’une loi de comportement au niveau des contacts, et la rhéologie macrosco-
pique résulte naturellement des interactions à cette échelle.

L’approche discontinue constitue donc un outil complémentaire aux ap-
proches continues, car elle permet d’aborder le problème des glissements
de terrain avec une nouvelle “optique”, qui cherche à comprendre le com-
portement macroscopique du système à partir des processus qui ont lieu
à l’échelle des contacts et des particules (e.g., voir [10, 71, 81, 80]). Pour
quelques exemples d’application des approches discontinues à l’étude de cas
réels d’instabilité gravitaire, voir [1, 90, 79].

Le but de ce chapitre est de présenter une méthodologie permettant de
simuler l’initiation et la propagation de glissements de terrain, développée
avec une approche discontinue. Cette méthodologie a été conçue dans le
cadre de la Dynamique des Contacts, et elle tient compte de la géométrie
initiale du système, de la résistance mécanique des géomatériaux, et d’un
mécanisme de déclenchement du glissement. Dans un premier temps, nous
décrirons la méthodologie, et, dans un deuxième temps, nous l’appliquerons
à la modélisation de l’exemple hypothétique d’un glissement de terrain pro-
voqué par la montée du niveau d’une nappe d’eau. A la fin du chapitre, nous
conclurons sur les avantages et les limitations de la méthodologie.

5.2 Description de la méthodologie

Dans notre méthodologie, un modèle de pente est construit à partir d’une
coupe géologique faite dans la direction de glissement du matériau instable.
A partir de cette coupe, les formations géologiques sont approximées par des
domaines de matériau granulaire, construits à l’intérieur d’une bôıte com-
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1

2

3

4 surface de rupture

matériau # 2

matériau # 1 (stable)

matériau # 1 (instable)
(a)

(c)(b)

Fig. 5.2 – (a) Coupe géologique ; (b) les lignes qui composent la bôıte ne
correspondent pas à la surface de glissement ; (c) quelques-unes des lignes
qui composent la bôıte correspondent à la surface de glissement.

posée de plusieurs lignes. Le dépôt des particules est fait à l’aide du critère
géométrique décrit dans la section 3.2.2, et la relaxation de l’arrangement est
faite en activant les forces de volume associées à la pesanteur et en atten-
dant que le système soit en équilibre statique. Une fois le modèle préparé, un
facteur déclenchant est appliqué au système, ce qui peut, ou non, le rendre
instable et générer un glissement de terrain. Ensuite, l’évolution du matériau
instable est modélisée, jusqu’à ce qu’il trouve sa nouvelle position d’équilibre.

Les frontières du modèle (i.e., les lignes qui composent la bôıte) peuvent,
ou non, correspondre à la surface de glissement. La figure 5.2 montre deux
modèles construits à partir d’une coupe géologique. Dans le modèle illustré
sur la figure 5.2(b), les frontières de la bôıte ne correspondent pas à la surface
de glissement, et le matériau instable glisse sur une surface rugueuse com-
posée de particules. Dans le modèle illustré sur la figure 5.2(c), quelques-unes
des lignes qui composent la bôıte correspondent à la surface de glissement, et
le matériau instable glisse sur une surface plane. Cette dernière technique est
très utile lorsqu’on souhaite imposer les propriétés mécaniques de la surface
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de glissement. Par exemple, comme nous le verrons dans la section 5.3.3, cer-
tains processus qui ont lieu au sein de la surface de rupture peuvent réduire
l’angle de frottement de cette interface jusqu’à des valeurs presque nuls ; en
2D, il n’est pas possible d’avoir un angle de frottement macroscopique nul le
long d’une interface rugueuse (i.e., composée de particules), mais il est facile
d’imposer n’importe quelle valeur de résistance à une interface plane (i.e., au
contact entre les particules et une ligne).

Plusieurs facteurs déclenchants peuvent être intégrés facilement à cette
méthodologie. Par exemple, un accélérogramme peut être utilisé pour impo-
ser une secousse sismique à la bôıte, ou, pour simuler l’érosion d’une rivière,
les particules à l’intérieur d’une fenêtre mobile peuvent être supprimées du
modèle. Ici, nous traiterons uniquement le cas de la montée du niveau d’une
nappe d’eau.

5.2.1 Résistance des matériaux granulaires

Comme nous l’avons dit dans la section précédente, dans notre modèle, la
structure du système géologique est approximée par un ensemble de domaines
de matériau granulaire. La résistance mécanique de ces matériaux dépend des
propriétés de résistance au niveau des contacts, comme nous l’avons montré
dans les deux chapitres précédents. La figure 5.3 montre les résultats d’angle
de frottement interne à l’état pic φ∗

P et de cohésion c obtenues dans l’étude pa-
ramétrique présentée dans le chapitre 3. Sur cette figure, sont aussi illustrées
quatre régions qui correspondent aux valeurs approximatives de φ∗

P et de c
de plusieurs types de roches [77] :

(A) Roches magmatiques : granite, basalte, porphyre, etc.
(B) Roches métamorphiques : quartzite, gneiss, ardoise, etc.
(C) Roches sédimentaires dures : roches calcaires, etc.
(D) Roches sédimentaires tendres : grès, houille, craie, schiste, etc.

On observe que, avec les plages de paramètres microscopiques utilisées dans
l’étude paramétrique, nous obtenons des valeurs de φ∗

P et de c qui sont tout à
fait compatibles avec celles des roches. En particulier, les valeurs de résistance
macroscopique que nous avons mesurées dans nos simulations sont du même
ordre de grandeur que celles des roches sédimentaires.

Lorsqu’on définit plusieurs domaines granulaires, il est important de consi-
dérer également les propriétés mécaniques des interfaces entre ces domaines.
La résistance de ces interfaces dépend aussi des propriétés de résistance au
niveau des contacts, mais, cette fois-ci, entre particules de deux domaines
différents. Etant donné que les interfaces entre différents domaines sont des
interfaces granulaires, leur angle de frottement ne pourra pas être inférieur
à l’angle de frottement interne dans la limite de particules sans frottement
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Fig. 5.3 – Résultats d’angle de frottement interne à l’état pic φ∗
P et de

cohésion c obtenues dans l’étude paramétrique présentée dans le chapitre 3
(a) pour µr = 0, (b) pour µr = 0.1, et (c) pour µr = 0.25. Les régions A, B,
C, et D correspondent aux valeurs approximatives de φ∗

P et de c de plusieurs
types de roches [77]
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Fig. 5.4 – Tous les contacts entre les particules du milieu et une ligne ont la
même direction normale (i.e., orthogonal à la ligne).

(i.e., angle φ∗
0, section 3.3.1).

5.2.2 Résistance des frontières du modèle

La relation micro-macro le long des frontières est plus simple que la re-
lation micro-macro au sein du matériau granulaire. La raison en est que les
frontières constituent des interfaces planes, en contraste avec les plans de
glissement au sein du matériau granulaire, qui sont des interfaces rugueuses.
Pour cette raison, tous les contacts entre les particules du milieu et une ligne
ont la même direction normale (i.e., orthogonal à la ligne ; voir figure 5.4).
L’angle de frottement et l’adhésion macroscopique d’une frontière peuvent
donc être calculés comme suit :

φ∗ ≃ φs (5.1)

A∗ ≃ σa

∑

i di

L
, (5.2)

où
∑

i di/L est la somme des diamètres des particules en contact avec la ligne
par unité de longueur. Dans un milieu dense, le facteur

∑

i di/L est proche
de 1, et on peut dire :

A∗ ≃ σa. (5.3)

Comme nous l’avons précisé dans la section 3.3.4, la cohésion du milieu peut
être calculée à partir de l’angle de frottement interne et l’adhésion macro :

c ≃ A∗ tanφ∗. (5.4)
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5.2.3 Prise en compte d’une nappe d’eau

Un des facteurs qui peuvent influencer fortement la stabilité des pentes
est la présence d’eau interstitielle dans le milieu. Lorsqu’un milieu granulaire
est saturé, l’eau dans les pores peut appliquer aux grains deux types de forces.
Une première force est la force de poussée d’Archimède, qui représente l’effet
net de la pression de l’eau appliquée sur toute la surface du grain. Cette force
a pour effet de réduire les forces normales aux contacts et, en conséquence,
de réduire aussi la résistance au cisaillement du milieu. Ce phénomène a
été mis en évidence par Terzaghi en 1936, qui a montré que la résistance au
cisaillement d’un milieu granulaire saturé dépend d’une contrainte “effective”
σ′ définie comme suit :

σ′ = σ − u, (5.5)

où σ est la contrainte normale totale (i.e., l’ensemble des forces appliquées
sur un plan divisé par son aire) et u est la pression d’eau dans les pores. La
résistance au cisaillement dans le plan considéré est donc donnée par :

τmax = σ′ tanφ∗ + c. (5.6)

Une deuxième force est la force de trâınée, qui résulte des forces de ci-
saillement appliqués par l’eau sur les grains lorsque cette première s’écoule
dans le milieu poreux. L’effet des forces de trâınée dans la stabilité du mi-
lieu est souvent négligé. La raison en est que, souvent, elles sont plus faibles
que les forces de poussée. Cependant, dans certains contextes, les forces de
trâınée peuvent modifier fortement l’état des contraintes dans le milieu (en
particulier la direction des contraintes principales) et avoir un effet important
sur la stabilité du système [17, 53, 54, 18].

Pour prendre en compte l’effet de la pression de pores dans une simula-
tion numérique discrète, il est nécessaire de coupler un modèle du fluide au
modèle granulaire. Une manière simple de faire ce couplage est de superposer
au modèle granulaire une distribution de pressions de pores et, à partir de
cette distribution, d’appliquer aux particules une force de poussée Fp calculée
comme suit :

Fp = −V∇p, (5.7)

où ∇p est le gradient de la pression de pores et V est le volume de la particule.
Cette force est appliquée au centre de masse de la particule, et elle est prise
en compte dans le modèle granulaire comme une force externe appliquée sur
chacune des particules immergées (Figure 5.5).

Dans notre méthodologie, nous appliquons la technique décrite dans le
paragraphe précédent pour prendre en compte l’effet de la pression de pores.
Cependant, nous ne considérons cet effet que lorsque le milieu se trouve à
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Fig. 5.5 – Force de poussée Fp calculée à partir d’une distribution de pression
de pores superposée au modèle granulaire.

l’état statique ou quasi-statique, et nous désactivons la force Fp lorsque le
milieu se déforme dynamiquement. En d’autres termes, en conditions dyna-
miques, nous supposons que le matériau se comporte comme un écoulement
granulaire sec. Ceci constitue, évidemment, une simplification très impor-
tante. Elle est justifiée dans la mesure où la déformation qui a lieu lors d’un
glissement de terrain est, en général, dilatante. Ceci implique que le volume
de vides augmente considérablement lors de la déformation, et que ces vides
ne sont pas complètement remplis d’eau. Dans ces conditions, le milieu se
trouve dans des conditions de saturation partielle, et l’eau dans les pores ne
réduit plus la résistance au cisaillement du matériau.

5.3 Exemple : Simulation d’un glissement de

terrain déclenché par la montée du ni-

veau d’une nappe d’eau

Pour illustrer la méthodologie, nous avons choisi de simuler un glissement
de terrain déclenché par la montée du niveau d’une nappe d’eau. Dans les
sections qui suivent, nous présentons l’état initial du système ainsi que la
description du processus de glissement en termes des forces appliquées aux
frontières du modèle et de la morphologie de la masse instable.
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5.3.1 Morphologie initiale

La morphologie initiale du système est illustrée sur la figure 5.6. La coupe
géologique (i.e., figure 5.6(a)) correspond au glissement de Jiufengershan,
qui a été déclenché par le séisme de Chi-Chi, à Taiwan, en 1999 [13]. Ce
glissement a déstabilisé un monoclinal de ≃ 50 m d’épaisseur, ≃ 500 m de
largeur, et ≃ 1.5 km de longueur sur une pente d’environ 21o. A partir de
cette coupe, nous avons construit le modèle granulaire illustré sur la figure
5.6(b). Le modèle comporte ≃ 20000 particules circulaires, et leur diamètre
varie entre 1 et 4 m avec une distribution uniforme par fraction volumique. Le
matériau granulaire est composé de 5 couches d’environ 13.5 m d’épaisseur,
qui reposent sur un ensemble de lignes dénommées comme suit :

– (SR) surface de rupture,
– (BF) butée frontale,
– (SS) surface de séparation.

5.3.2 Résistance des matériaux granulaires

Nous avons choisi d’utiliser, comme résistance macroscopique du milieu,
la résistance mesurée dans les matériaux déstabilisés par le glissement de
Jiufengershan [15, 16]. L’angle de frottement interne et la cohésion, ainsi
que les propriétés de contact qui permettent de créer un matériau modèle
avec la même résistance macroscopique, sont présentés dans le tableau 5.1.
Les valeurs de résistance au cisaillement macroscopique ont été mesurées à
l’aide d’essais biaxiaux numériques (voir section 3.2.3). La figure 5.7 montre
les courbes contrainte déformation ainsi que les courbes de déformation vo-
lumique d’un échantillon cisaillé pour quatre différentes pressions de confi-
nement. On observe un comportement classique pour un milieu granulaire
cohésif : la résistance est caractérisée par une valeur initiale très élevée (i.e.,
la résistance au pic) qui diminue avec la déformation et qui se stabilise à
une valeur de résistance résiduelle considérablement plus faible. On constate
aussi que le volume du milieu augmente avec la déformation, ce qui n’est pas
surprenant car le milieu est initialement très compact.

Dans les contacts entre particules de différentes couches, les coefficients
de frottement de glissement et de roulement restent les mêmes, alors que
l’adhésion σa est nulle.

5.3.3 Résistance aux frontières du modèle

Dans notre exemple, nous avons voulu simuler l’effet d’un mécanisme d’af-
faiblissement dynamique de la surface de rupture. Ces mécanismes peuvent
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Fig. 5.6 – Morphologie initiale du système. (a) Coupe géologique du glis-
sement de Jiufengershan, déclenché par le séisme de Chi-Chi, à Taiwan,
en 1999. TL : Schiste de Tanliaoti ; SM(b, m, et t) : Formations Shihmen
inférieure, moyenne, et supérieure ; CH(b, m, et t) : Schistes de Changhukeng
inférieurs, moyens, et supérieurs ; KC : Formation Kueichulin. (b) Modèle
granulaire construit à partir de la coupe géologique.
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Tab. 5.1 – Résistance au cisaillement macroscopique et propriétés de contact
des matériaux granulaires utilisées dans la simulation.

Propriétés macroscopiques
φ∗

P (o) 38.5
φ∗

R (o) 26.2
cP (kN/m) 88
cR (kN/m) 13

Propriétés de contact
µs 0.3
µr 0.1
σa (pic) (kN/m) 100
σa (résiduelle) (kN/m) 25
ǫn, ǫt 0.02
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Fig. 5.7 – Courbes contrainte déformation et courbes de déformation volu-
mique d’un échantillon cisaillé pour trois différentes pressions de confinement
(i.e., 4, 8, et 16 MN/m).
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Fig. 5.8 – Diminution du coefficient de frottement de la surface de rupture
µSR en fonction du déplacement D des particules en contact avec cette sur-
face.

diminuer considérablement l’angle de frottement de cette interface, et ils sont
considérés comme l’un des facteurs responsables de la transformation d’un
glissement de terrain lent dans une avalanche. La diminution de la résistance
associée à ces mécanismes peut être fonction de la déformation cumulée, du
taux de déformation, et/ou de la température, d’où leurs noms en anglais :
“slip weakening”, “strain weakening”, et “thermal weakening”, respective-
ment. Pour une synthèse des mécanismes d’affaiblissement dynamique de la
surface de rupture, se référer à [84].

Dans notre exemple, nous supposons que le coefficient de frottement de la
surface de rupture µSR diminue en fonction de la déformation cumulée, ou,
autrement dit, en fonction du déplacement D des particules en contact avec
cette surface (Figure 5.8). Si D est inférieur à une distance critique Dc = 5 m,
nous considérons que le cisaillement cumulé dans la surface de rupture n’est
pas suffisant pour activer le mécanisme d’affaiblissement dynamique, et la
résistance au cisaillement reste inchangée ; en revanche, si D est supérieur à
Dc, nous considérons que le mécanisme d’affaiblissement dynamique est actif,
et la résistance au cisaillement est µc

SR = 0. Une distance Dc égale à 5 m est
compatible avec les distances typiques d’affaiblissement dynamique calculées
pour des glissements de terrain dans les cas où le mécanisme d’affaiblissement
est la pressurisation thermique de l’eau interstitielle [14, 89].

Le tableau 5.2 montre les valeurs résistance au cisaillement macrosco-
pique des frontières du modèle en conditions de déformation quasi-statique
et dynamique.
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Tab. 5.2 – Résistance au cisaillement, initiale et affaiblie, des frontières du
modèle.

Comportement à l’état pic
SR BF

φ∗
P (o) 16.7 35
cP (kPa) 30 70
Comportement à l’état résiduel

SR BF SS
φ∗

R (o) 16.7 26.6 11.3
cR (kPa) 0 0 0
Comportement affaibli

SR SS
φ∗

R (o) 0 11.3
cR (kPa) 0 0

5.3.4 La pression des pores

Initialement, nous supposons que la nappe d’eau est parallèle au plan de
stratification. Dans cette situation, le gradient de la pression de pores ∇p
peut être calculé comme suit :

∇p = γw cos θ, (5.8)

où γw = 9.81 kN/m3 est le poids volumique de l’eau et θ est l’angle d’inclinai-
son de la surface de rupture. La force de poussée Fp appliquée aux particules
est calculée, à l’aide de l’expression 5.7, comme :

Fp = V γw cos θ, (5.9)

et elle est perpendiculaire au plan de stratification (Figure 5.9).
En conditions dynamiques, l’effet de l’eau est négligé (voir section 5.2.3).

Pour ce faire, la force Fv appliqué aux particules immergées est désactivée
une fois que la particule s’est déplacée d’une distance supérieure à la distance
critique Dc = 5 m.

5.3.5 Déclenchement et propagation de l’avalanche

L’augmentation graduelle du niveau de la nappe d’eau a pour effet de
diminuer les forces normales entre les particules et la surface de rupture.
En conséquence, la force tangentielle maximale qui peut être supportée par
cette interface diminue. Pour une hauteur de la nappe de 22.5 m, cette force
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Fig. 5.9 – Force de poussée Fp pour une nappe d’eau parallèle au plan de
stratification.

tangentielle n’est plus suffisante pour assurer la stabilité du monoclinal, et le
système devient instable. A cause du mécanisme d’affaiblissement dynamique
de la surface de rupture, le glissement de terrain, qui est initialement lent,
s’accélère considérablement (i.e., se transforme en avalanche) et se propage
jusqu’à trouver une nouvelle position d’équilibre sur la surface de séparation
(Figure 5.10).

En complément de l’analyse de la morphologie de la masse instable, une
manière intéressante d’étudier l’évolution du glissement est de s’intéresser
aux forces appliquées sur la surface de glissement. A partir de cette étude,
il est possible d’identifier clairement les différents processus qui se succèdent
lors de l’initiation et la propagation de l’instabilité. La figure 5.11 montre
les forces appliquées sur la surface de rupture ainsi que sur la butée frontale
en fonction du temps. Les forces normales effectives appliquées sur ces deux
interfaces sont appelées, respectivement, N ′

SR et N ′
BF , et la force tangentielle

appliquée sur la surface de rupture est appelée TSR. On distingue quatre
phases différentes :

(1) Phase statique

Dans l’intervalle [t0, t1], la hauteur de la nappe d’eau augmente lentement
de 0 à 22.5 m. Les particules qui se trouvent sous la nappe d’eau sont colorées
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Fig. 5.10 – Propagation de la masse instable depuis sa position initial jusqu’à
sa nouvelle position d’équilibre sur la surface de séparation.
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Fig. 5.11 – Forces appliquées sur la surface de rupture et sur la butée frontale
en fonction du temps.
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en bleu sur la figure 5.10. Pour assurer l’équilibre, la force normale appliqué
sur la surface de rupture doit être constante. Cette force, NSR, peut être
décomposée en deux termes : la force normale effective N ′

SR et la force USR

résultante de la pression de pores. Lorsque la hauteur de la nappe augmente,
la pression de pores au niveau de la surface de rupture augmente, ce qui
provoque une diminution de N ′

SR et une augmentation de USR. On observe
aussi une diminution de la force tangentielle ∆TSR, qui peut être approximée
par l’expression suivante :

∆TSR ≃ µSR∆N ′
SR, (5.10)

où µ∗
SR est le coefficient de frottement au niveau de la surface de rupture et

∆N ′
SR est la variation de la contrainte normale effective N ′

SR. L’expression
5.10 suggère que la force tangentielle TSR se trouve dans la limite imposée
par la loi de frottement de Coulomb (i.e., TSR = µSRN

′
SR). Ceci n’est pas

surprenant, car la pente de la surface de rupture est supérieure à son angle
de frottement interne (i.e., θ = 21o > 16.7o).

Pendant cette phase, la stabilité du monoclinal est assurée par la butée
frontale et par la résistance en compression du monoclinal. D’ailleurs, le
changement de la force normale appliquée à la butée frontale est égal au
changement de la force tangentielle sur la surface de rupture :

∆N ′
BF ≃ −∆TSR. (5.11)

(2) Phase de déstabilisation

Dans l’intervalle [t1, t2], la hauteur de la nappe d’eau hw atteint sa hauteur
critique, pour laquelle la force NFB est égale à la résistance en compression
du monoclinal et la déstabilisation du milieu est imminente. Pendant cette
phase, le matériau instable se déforme lentement, et cette déformation est
initialement concentrée dans le pied du monoclinal. Ceci n’est pas surprenant,
car c’est dans cette partie du monoclinal où les forces de contact sont les plus
élevées.

(3) Phase de déclenchement de l’avalanche

Dans l’intervalle [t2, t3], le matériau instable est accéléré et le glissement
se transforme en avalanche. Cette transition est due à la diminution de la
résistance dans la surface de rupture, au fur et à mesure que de plus en
plus de particules en contact avec la surface de rupture dépassent la distance
critique Dc. Les particules dont le déplacement a dépassé la distance critique
Dc sont colorées en magenta sur la figure 5.10.
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(4) Phase de propagation de l’avalanche

Dans l’intervalle [t3, t5], l’avalanche se propage jusqu’à trouver un nouvel
état d’équilibre et former le dépôt final sur la surface de séparation. Dans
cette phase, le matériau est intensément cisaillé et plié, et il se déplace à des
vitesses très élevées (i.e., 125 km/h). On observe des fortes fluctuations dans
les forces appliquées sur la surface de rupture et sur la butée frontale, ce qui
montre que pendant cette phase le milieu se déforme dynamiquement. Un
état intermédiaire lors de l’avalanche ainsi que le dépôt final sont illustrés
sur la figure 5.10.

5.4 Conclusion : avantages et limitations de

la méthodologie

Nous avons développé, dans le cadre de la Dynamique des Contacts, une
méthodologie permettant de simuler l’initiation et la propagation de glisse-
ments de terrain. Cette méthodologie permet de construire un modèle de
pente à partir d’une coupe géologique, ainsi que d’étudier sa stabilité face à
des facteurs déclenchants tels que le changement de niveau d’une nappe d’eau.
Les formations géologiques sont approximées par un ensemble de domaines
granulaires, cohésifs ou non-cohésifs, dont la résistance mécanique peut être
caractérisée par un angle de frottement interne et une cohésion. Ces régions
sont construites à l’intérieur d’une bôıte composé de plusieurs lignes (en 2D),
qui peuvent, si on le souhaite, constituer la surface de glissement.

Nous avons décrit la méthodologie, et nous l’avons appliqué à la modélisa-
tion d’un exemple hypothétique de glissement de terrain généré par l’augmen-
tation du niveau d’une nappe d’eau. A l’aide de cet exemple, nous avons vu
que cette méthodologie tient compte du caractère hétérogène des formations
géologiques, et que, en conséquence, elle donne accès à la structure du dépôt
final (Figure 5.10). Nous avons aussi montré que cette méthodologie per-
met d’étudier en détail l’évolution spatio-temporelle du glissement ; ceci en
termes des forces appliquées aux frontières et de la morphologie de la masse
instable. De plus, en modélisant les géomatériaux comme un milieu discret,
cette méthodologie tient compte du caractère essentiellement discontinu des
processus d’instabilité gravitaire et permet de contourner le problème du
choix d’une rhéologie macroscopique, qui, comme nous l’avons signalé plus
haut, n’est pas trivial. Dans cette méthodologie, la rhéologie macroscopique
résulte naturellement des interactions au niveau des contacts.

Cependant, l’application de cette méthodologie à des exemples réels pré-
sente aussi quelques limitations. La plus marquée est le nombre de parti-
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cules qui peuvent être utilisées dans une simulation, qui est fortement li-
mité par le temps de calcul. Ce nombre doit être très élevé si l’on veut que
le comportement du système soit indépendant de la taille des particules,
d’autant plus s’il s’agit d’une simulation en trois dimensions. L’utilisateur
se voit donc confronté à une difficulté incontournable : la simulation d’un
système avec un nombre suffisamment grand de particules nécessite souvent
des longues périodes de calcul (e.g., plusieurs jours, ou plusieurs semaines).
Evidemment, cette difficulté devient de moins en moins importante avec le
rapide développement des outils de calcul.

Malgré les limitations, nous croyons que la simulation des glissements
de terrain à l’aide des approches discontinues est de grande valeur, car elle
permet d’aborder le problème des instabilités de pente sous une nouvelle “op-
tique”, qui cherche à comprendre le comportement macroscopique du système
à partir de processus qui ont lieu à une échelle beaucoup plus fine (i.e., celle
des contacts et des particules, même si ces particules “numériques” sont de
taille très supérieure aux particules réels de sol et de roche). Dans ce sens, ces
approches constituent donc un outil intéressant et tout à fait complémentaire
aux méthodes d’analyse traditionnelles telles que l’équilibre limite et les ap-
proches continues, qui cherchent à faire une description du phénomène basée
uniquement sur des grandeurs macroscopiques.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication
[84] :

Discrete element simulation of rock-and-soil avalanches : 1. Theory

and computation.
Alfredo Taboada and Nicolas Estrada.
Soumis le 3 avril 2008 à Quaternary Science Reviews, special issue “Natural
Hazards, Extreme Events, and Mountain Topography”.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l’influence des propriétés
de résistance au niveau des contacts sur les paramètres qui décrivent la plas-
ticité des milieux granulaires cisaillés (i.e., la résistance au cisaillement et la
dilatance) ainsi que sur la microstructure développée par le milieu lors du
cisaillement. Pour aborder ces questions, nous avons utilisé une méthode de
simulation numérique discrète : la Dynamique des Contacts, dans le cadre
de laquelle nous avons introduit un modèle de cohésion qui cherche à imi-
ter la cohésion par cimentation. Dans notre modèle, la résistance initiale des
liens cohésifs est contrôlée par trois paramètres de résistance au niveau des
contacts (i.e., une adhésion microscopique, un coefficient de frottement de
glissement, et un coefficient de frottement de roulement) ainsi que par un
critère de création et de rupture des liens cohésifs. La rupture des liens, lors
de la déformation du milieu, entrâıne la perte irréversible de l’adhésion, et
la résistance des nouveaux contacts est contrôlée uniquement par les coef-
ficients de frottement de glissement et de roulement. Nous avons construit
des échantillons comportant plusieurs milliers de particules, et nous les avons
cisaillés à l’aide d’un essai biaxial et d’un essai de cisaillement simple.

Une première étude paramétrique nous a permis de montrer que l’angle
de frottement interne et l’adhésion macroscopique ont des origines différentes
à l’échelle des contacts. Plus précisément, nous observons que les propriétés
de frottement locales (i.e., les coefficients de frottement de glissement et
de roulement) sont à l’origine de l’angle de frottement interne, alors que
l’adhésion aux contacts est le seul paramètre de résistance local à l’origine de
l’adhésion macroscopique. D’autre part, l’analyse des angles de frottement
interne, au pic et résiduel, et de la dilatance du milieu nous a permis de
montrer que, comme dans les milieux pulvérulents, la différence entre les
angles de frottement interne est corrélée à l’angle de dilatance du milieu.
Nous trouvons, pour notre milieu cohésif, une relation analogue à la relation
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contrainte-dilatance de Taylor, largement vérifiée pour les sols pulvérulents
(e.g., voir [91]). Nous observons également que l’angle de frottement interne
à l’état pic peut être décomposé additivement en trois contributions dont
l’origines est différente : (1) une contribution géométrique donnée par l’angle
de frottement interne dans la limite des particules sans frottement, (2) une
contribution frictionnelle associée aux coefficients de frottement locaux, et
(3) une contribution associée à la dilatance du milieu.

Les résultats de cette première étude nous ont permis d’identifier un point
important : il n’est pas facile de distinguer l’effet de chacun des coefficients
de frottement microscopiques sur l’angle de frottement interne du milieu. En
particulier, nous avons vu que, lorsque le coefficient de frottement au glisse-
ment augmente, une transition a lieu entre deux types de comportements :
un dans lequel l’angle de frottement interne est principalement contrôlé par
le frottement de glissement, et un autre dans lequel l’angle de frottement
interne est contrôlé par le frottement de roulement. Nous nous sommes posé
aussi la question de l’effet des deux coefficients de frottement locaux dans la
microstructure du milieu. Ces questions nous ont motivé à entreprendre une
deuxième étude paramétrique, dédiée à étudier plus finement la réponse du
milieu en fonction de la valeur relative des deux coefficients de frottement
aux contacts.

Dans cette deuxième étude, nous avons étudié un milieu granulaire non
cohésif cisaillé à l’état stationnaire (état critique). Ceci nous a permis de
mettre en évidence que l’effet des deux paramètres de frottement locaux est
presque symétrique. En particulier, nous trouvons que l’augmentation du co-
efficient de frottement de roulement provoque aussi une transition entre deux
types de comportements : un dans lequel l’angle de frottement interne est
contrôlé par le frottement de roulement, et un autre dans lequel l’angle de
frottement interne est contrôlé par le frottement de glissement. Cette symétrie
fait apparâıtre deux régimes distincts dans lesquels l’angle de frottement in-
terne est contrôlé soit par le coefficient de frottement de glissement soit par
le coefficient de frottement de roulement. Nous observons qu’il existe une
relation entre ces deux régimes et la prédominance de chacun des modes de
mouvement relatif (i.e., le glissement ou le roulement) au niveau des contacts,
évaluée en termes des contributions relatives des populations des contacts
glissants et roulants à l’angle de frottement interne. Ces résultats montrent,
quantitativement, pour quelles combinaisons des deux coefficients de frotte-
ment locaux l’un des modes de mouvement relatif au niveau des contacts est
le mode dominant.

L’étude détaillée de la texture du milieu, ainsi que des distributions des
forces et des moments de contact, nous a permis de montrer que le fait
de contraindre simultanément le glissement et le roulement au niveau des
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contacts a des importantes répercussions dans la microstructure du milieu.
Plus précisément, nous observons que l’utilisation de valeurs élevées de ces
deux coefficients favorise l’effet de voûte et, en conséquence, provoque une
modification de la morphologie du squelette des particules portant des forces
non nulles, qui développe un aspect colomnaire. Nous trouvons que la forma-
tion des colonnes affecte fortement le rôle mécanique joué par le réseau des
contacts faibles. En particulier, une transition a lieu, pour des valeurs précises
de frottement de glissement et de roulement, vers un régime où le sous-
ensemble de contacts qui supportent latéralement les châınes de forces (le
réseau de support) est complètement absent, et les deux réseaux de contacts,
fort et faible, contribuent à résister la charge déviatorique imposée au milieu
granulaire. Dans ce régime, les colonnes de particules sont la structure de
transmission de forces dominante, et la densité volumique du squelette des
particules portant des forces non nulles est extrêmement faible (e.g., 30%).
Curieusement, la disparition du réseau de support n’implique pas une dimi-
nution dans la proportion de contacts portant des faibles forces. Au contraire,
la proportion de ces contacts augmente, même si leur rôle mécanique n’est
plus le même. Ceci résulte d’un important changement dans les conditions
d’équilibre des particules lorsque les contacts ont la possibilité de résister au
roulement.

Nous voyons donc que l’utilisation d’un modèle de contact très simple
nous a permis de mettre en évidence plusieurs aspects caractéristiques du
comportement des milieux granulaires cimentés ainsi que des milieux gra-
nulaires pouvant résister au roulement au niveau des contacts. Ces deux
éléments sont communs à des nombreux géomatériaux et, par conséquent,
leur étude est d’une importance majeure dans des nombreuses disciplines
telles que la géologie, la mécanique des sols, et la physique de la matière
condensée. Nous croyons que, bien que quelques-unes des corrélations quanti-
tatives présentées dans ce travail puissent varier suivant le modèle de contact
utilisé, certains de nos résultats représentent des traits de comportement ro-
bustes des géomatériaux, et, dans ce sens, ils sont relevants pour une meilleure
compréhension du rôle joué par les paramètres locaux dans le problème
extrêmement riche du cisaillement des milieux granulaires.

A la fin de ce travail, nous avons appliqué la même méthode de simu-
lation numérique discrète à l’étude d’un processus naturel : les glissements
de terrain. Nous avons développé une méthodologie qui permet de modéliser
numériquement ces processus en tenant compte de la géométrie initiale du
système, de la résistance des géomatériaux impliqués, et d’un mécanisme
de déclenchement. Ceci permet d’intégrer, dans le même modèle, les phases
d’initiation et de propagation de l’instabilité. Cette méthodologie constitue
un outil complémentaire aux approches traditionnelles (e.g., continues), car
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elle permet d’aborder le problème des glissements de terrain avec une nou-
velle “optique”, qui cherche à expliquer les comportements macroscopiques
en fonction des interactions qui ont lieu à l’échelle des particules. Ceci, tout
en étant conscients de que ces particules ne représentent pas les particules
réelles de sol et de roche. Cette approche offre des grandes opportunités de
développement et d’application à l’étude des instabilités gravitaires, rendant
possible l’étude détaillée des questions telles que la morphologie des dépôts et
la mobilité extrême des avalanches. Par exemple, la simulation d’un exemple
hypothétique de glissement de terrain dans un monoclinal déstabilisé par la
montée progressive d’une nappe d’eau nous a permis d’estimer les ordres de
grandeur des vitesses de propagation du glissement ainsi que d’observer les
structures de déformation présentes dans le dépôt final.
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Annexe A : Récapitulatif des
notations principales

7.1 Paramètres de résistance au niveau des

contacts

7.1.1 Milieux cohésifs

Notre modèle de cohésion local cherche à imiter la cohésion par cimen-
tation, comme celle qu’on observe dans les sols cimentés et les roches. Trois
modes de rupture des liens cohésifs sont possibles (la traction, le glissement,
et la flexion), qui correspondent aux trois degrés de liberté relatifs au niveau
des contacts (l’écartement, le glissement, et le roulement) (Figure 7.1).

La résistance des liens cohésifs dépend de trois paramètres :

a) σa : Adhésion microscopique. L’adhésion σa a la dimension d’une con-
trainte, et, multipliée par la distance inter centre ℓ des particules en
contact, elle nous donne la force de traction fa nécessaire pour briser
un lien cohésif en traction :

fa = ℓσa. (7.1)

b) φs : Angle de frottement de glissement. Cet angle peut aussi être ex-
primé comme un coefficient adimensionnel appelé le coefficient de frot-
tement de glissement µs = tanφs. Dans la loi de frottement de Cou-
lomb, ce paramètre permet de relier la force normale fn dans un contact
avec la force tangentielle f t

max qui doit être appliquée pour provoquer
le glissement du contact (Figure 7.2a) :

f t
max = µs(fa + fn). (7.2)
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Ciment

(c)(b)(a)

Fig. 7.1 – Modes de rupture d’un lien cohésif : (a) traction, (b) cisaillement,
(c) flexion.
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1
1

(b)(a)

Fig. 7.2 – (a) Loi de frottement de Coulomb. (b) Loi de frottement de rou-
lement.

c) µr : Coefficient de frottement de roulement. Dans la loi de frottement
de roulement (qui est analogue à la loi de frottement de Coulomb), ce
paramètre permet de relier la force normale fn dans un contact avec le
moment Mmax qui doit être appliqué pour provoquer le roulement du
contact (Figure 7.2b) :

Mmax = µrℓ(fa + fn). (7.3)

La longueur µrℓ peut être interprétée comme une longueur proportion-
nelle au bras de levier du moment Mmax.

7.1.2 Milieux pulvérulents (non cohésifs)

Une fois qu’un lien cohésif a été brisé, nous considérons que la résistance
à la traction disparâıt, et le contact devient non cohésif. La résistance d’un
contact non cohésif ne dépend donc que de deux paramètres : les coefficients
de frottement de glissement et de roulement. Les expressions 7.2 et 7.3 de-
viennent

f t
max = µsf

n et (7.4)

Mmax = µrℓf
n. (7.5)

7.2 Chapitre 3

Nos échantillons granulaires vérifient le critère de rupture de Mohr-Cou-
lomb. Dans ce critère de rupture, la résistance au cisaillement d’un matériau
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φ *
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φ *
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τ
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(b) Milieu pulvérulent(a) Milieu cohésif

Fig. 7.3 – (a) Dans les matériaux cohésifs la surface limite de charge est
définie à l’aide de deux paramètres : un angle de frottement φ∗ et une cohésion
c. (b) Dans les matériaux pulvérulents, la surface limite de charge est uni-
quement définie par l’angle de frottement interne φ∗.

cohésif est caractérisée à l’aide de deux paramètres, un angle de frottement
interne φ∗ et une cohésion c, et la résistance au cisaillement d’un matériau
pulvérulent est uniquement caractérisée par l’angle de frottement interne φ∗

(Figure 7.3). Nous utilisons l’indice ∗ pour distinguer les angles de frottement
macroscopiques de leur analogue local.

a) φ∗ : Angle de frottement interne. Cet angle peut aussi être exprimé
comme un coefficient adimensionnel appelé le coefficient de frottement
interne µ∗ = tanφ∗. Ce paramètre relie la contrainte normale σ ap-
pliquée sur un plan avec la contrainte tangentielle τmax nécessaire pour
provoquer le glissement le long de ce plan (τmax ∝ tanφ∗σ). Il corres-
pond aussi à la pente de la surface limite de charge du matériau.

b) c : Cohésion. La cohésion est une propriété qui résulte de l’adhérence
entre les particules. Elle correspond à l’intersection de la surface limite
de charge du matériau avec l’axe des contraintes tangentielles τ .

Une deuxième alternative pour caractériser le comportement cohésif
du matériau est de considérer l’intersection de la surface limite de
charge avec l’axe des contraintes normales σ. Ce paramètre est ap-
pelé l’adhésion macroscopique A∗ (Figure 7.3, à nouveau, nous utilisons
l’indice (∗) pour distinguer l’adhésion macroscopique de son analogue
microscopique). L’adhésion A∗ peut être reliée à la cohésion c par l’ex-
pression suivante

A∗ =
c

µ∗
(7.6)

Dans la thèse, nous avons étudié A∗ et non pas c. La raison en est que,
au niveau des contacts, nous avons imposé une adhésion et non pas une
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cohésion. On s’attend à ce que les relations entre σa et A∗ soient plus
simples que les relations entre σa et c.

7.2.1 Angles de frottement interne

Dans le chapitre 3, nous avons vu que, lorsqu’on cisaille un milieu cohésif,
la déformation se concentre dans des bandes de cisaillement. A l’intérieur de
ces bandes, le milieu granulaire est non cohésif, et le comportement macrosco-
pique de l’échantillon est celui d’un matériau pulvérulent. Pour cette raison,
la cohésion c et l’adhésion macroscopique A∗ n’ont un sens qu’à l’état initial
de l’essai.

En revanche, l’angle de frottement interne est bien défini tout le long de
l’essai, de telle sorte que plusieurs angles de frottement peuvent être calculés
suivant l’état du milieu auquel on s’intéresse (Figure 7.4) :

a) φ∗
P : Angle de frottement au pic. C’est l’angle de frottement du matériau

au pic de résistance.

b) φ∗
R : Angle de frottement résiduel. C’est l’angle de frottement du maté-

riau après le pic, une fois que la résistance du matériau ne change plus
avec la déformation. Dans cet état, le milieu peut encore être en train
de changer son volume.

c) φ∗
C : Angle de frottement du matériau à l’état stationnaire. Cet état est

caractérisé par une résistance constante et une déformation volumique
nulle. En mécanique des sols, cet état est appelé l’état critique.

Dans le chapitre 3, nous avons aussi défini plusieurs angles de frottement
macroscopiques en fonction de l’angle de frottement de glissement (Figure
7.5) :

d) φ∗
0 : Angle de frottement dans la limite des particules sans-frottement

(pour µs = 0).

e) φ∗
∞ : Valeur de saturation de l’angle de frottement résiduel φ∗

R avec
l’angle de frottement de glissement φs. Cet angle dépend uniquement
de µr.

f) φ∗
µ : C’est la partie de l’angle de frottement résiduel φ∗

R qui reste, une
fois qu’on a enlevé la contribution “géométrique” φ∗

0. Nous l’avons ap-
pelé φ∗

µ car il dépend principalement des coefficients de frottement lo-
caux.
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(a)
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(b)

État stationnaireÉtat résiduel

État pic

σ

τ

Fig. 7.4 – (a) Représentation schématique d’un essai de cisaillement direct.
(b) Evolution de l’angle de frottement interne φ∗ = tan−1(τ/σ) et du volume
V de l’échantillon en fonction du cisaillement δx.
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Fig. 7.5 – Angle de frottement interne résiduel φ∗
R en fonction de l’angle de

frottement local φs.

7.2.2 Angle de dilatance

L’angle de dilatance ψ représente la tendance du milieu à changer son
volume lorsqu’il est cisaillé (Figure 7.6).

Dans un essai biaxial en 2D, comme celui que nous avons analysé dans
le chapitre 3, l’angle de dilatance ψ peut être calculé à l’aide de l’expression
suivante

sinψ =
dεp

dεq

, (7.7)

où les déformations volumique εp et déviatorique εq sont données par

εp = ε1 + ε3 (7.8)

εq = ε1 − ε3,

où ε1 et ε3 sont les déformations principales majeure et mineure.

Fig. 7.6 – Définition de l’angle de dilatance ψ.
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7.3 Chapitre 4

Dans ce chapitre, nous avons étudié un milieu granulaire à l’état station-
naire. Nous avons caractérisé la résistance au cisaillement de ce matériau à
l’aide du coefficient de frottement à l’état stationnaire µ∗

C = tanφ∗
C. Nous

avons aussi analysé la contribution de différentes sous ensembles de contacts
au coefficient µ∗

C :

a) µ∗
s−nr, µ

∗
ns−r, µ

∗
s−r, et µ∗

ns−nr : Coefficients de frottement partiels. Ces
quatre coefficients représentent les contributions de quatre différentes
populations de contacts à µ∗

C . Ces quatre populations de contacts sont
– contacts “glissants et non roulants” (s-nr)
– contacts “non-glissants et roulants” (ns-r)
– contacts “glissants et roulants” (s-r)
– contacts “non-glissants et non-roulants” (ns-nr)
Les indices “s” et “r” correspondent aux termes en anglais “sliding”
et “rolling”.

b) µ∗(ξ) : Contribution du sous ensemble de contacts S(ξ) à µ∗
C . Le sous

ensemble S(ξ) est composé par tous les contacts portant un niveau de
force normale ξ = fn/〈fn〉 tel que

ξ ∈ [ξ − ∆ξ, ξ + ∆ξ], (7.9)

où fn/〈fn〉 est la force normale moyenne dans le système.

7.4 Chapitre 5

En plus des paramètres de résistance décrits plus haut, à la fin du chapitre
5, nous avons introduit un coefficient de frottement qui varie le long de la
simulation. Il s’agit du coefficient de frottement µSR entre les particules et la
surface de rupture. Nous avons fait varier ce coefficient dans le but de simu-
ler un mécanisme d’affaiblissement dynamique le long de cette surface. Pour
ce faire, nous avons supposé que le coefficient µSR diminue en fonction du
déplacement des particules en contact avec cette surface D. Si D est inférieur
à une distance critique Dc = 5m, nous considérons que le cisaillement cu-
mulé dans la surface de rupture n’est pas suffisant pour activer le mécanisme
d’affaiblissement dynamique, et le coefficient µSR est égal à 0.3 ; en revanche,
si D est supérieur à Dc, nous considérons que le mécanisme d’affaiblissement
dynamique est actif, et le coefficient de frottement est µc

SR = 0.
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[5] R. Olivera Bonilla and L. Rothenburg. Effects of interparticle fric-
tion on the undrained response of granular media. In H.J. Herrmann
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terres pulvérentes ou cohérentes. Gauthier - Villars, Étiteur, Paris, 1934.

[13] K-J Chang, A. Taboada, and Y-C Chan. Geological and morphologi-
cal study of the jiufengershan landslide triggered by the chi-chi taiwan
earthquake. Geomorphology, 71(3-4), 2005a.

[14] K-J Chang, A. Taboada, M-L Lin, and R-F Chen. Analysis of landsliding
by earthquake shaking using a block-on-slope thermo-mechanical model :
Example of jiufengershan landslide, central taiwan. Eng. Geol., 80(1-
2) :151–163, 2005b.

[15] Chindao. Borehole investigations in the jiufengershan landslide, internal
report presented to the school of forestry and resource conservation.
Technical report, Chindao Engineering Consultants Ltd. and College
of Agriculture, National Taiwan University, Taipei, Taiwan, 2001. in
chinese.

[16] Chindao. Borehole investigations in the jiufengershan landslide, internal
report presented to the school of forestry and resource conservation.
Technical report, Chindao Engineering Consultants Ltd., and College
of Agriculture, National Taiwan University, Taipei, Taiwan, 2002. in
chinese.

[17] P. R. Cobbold and L. Castro. Fluid pressure and effective stress in
sandbox models. Tectonophysics, 301(1-2) :1–19, 1999.

[18] P. R. Cobbold, R. Mourgues, and K. Boyd. Mechanism of thin-skinned
detachment in the amazon fan : assessing the importance of fluid over-
pressure and hydrocarbon generation. Marine and petroleum geology,
21(8) :013–1025, 2004.

[19] R. Condotta and A. de Ryck. Dilatancy and yield stress of dry and wet
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Étude numérique du cisaillement des géomatériaux granulaires cohésifs : passage micro-

macro, microstructure, et application à la modélisation de glissements de terrain

Résumé : Ce travail de thèse porte sur la modélisation numérique et l’analyse du cisaillement dans
les milieux granulaires cohésifs. Dans le cadre de la méthode de la Dynamique des Contacts, nous avons
développé un modèle de cohésion qui cherche à imiter la cohésion par cimentation. Ce modèle fait inter-
venir trois paramètres de résistance au niveau des contacts (une résistance à la traction, un coefficient
de frottement de glissement, et un coefficient de frottement de roulement) ainsi qu’un critère de création
et de rupture des liens cohésifs. Les contacts sont cohésifs au début des simulations et leur rupture
entrâıne la perte irréversible de la résistance à la traction. Nous avons fait varier les trois paramètres
microscopiques et nous avons étudié leur influence dans la résistance au cisaillement, la dilatance, et la
microstructure du milieu. Nos résultats montrent que le frottement interne et l’adhésion macroscopiques
ont des origines microscopiques différentes. Nous observons aussi que la microstructure du milieu cisaillé
à l’état stationnaire (aussi connu comme “l’état critique”) est fortement affectée par l’angle de frottement
et la résistance au roulement au niveau des contacts. En particulier, le rôle mécanique du réseau faible
change avec ces deux paramètres microscopiques, ce qui résulte de la formation d’une nouvelle structure
de transmission de forces. D’autre part, nous avons appliqué cette méthode de simulation numérique à
l’étude d’un processus naturel : les glissements de terrain. Nous avons développé une méthodologie qui
tient compte de la morphologie initiale du système, de la résistance des géomatériaux, et d’un mécanisme
de déclanchement, ce qui permet d’intégrer dans le même modèle les phases d’initiation et de propagation
du glissement. Pour illustrer cette méthodologie, nous l’avons appliquée à la modélisation d’un exemple
hypothétique d’avalanche déclenchée par la montée progressive du niveau d’une nappe d’eau.

Mots clefs : Matériaux granulaires, cisaillement, cohésion, résistance au roulement, Dynamique des
Contacts, méthodes d’éléments distincts, glissements de terrain.

————————————————–
Numerical study of shear on cohesive granular geomaterials : micro-macro relations, mi-

crostructure, and application to the simulation of landslides

Summary : The present PhD thesis is devoted to the numerical simulation and analysis of shear on
cohesive granular materials. In the framework of the Contact Dynamics method, we developed a model
of cohesive bonding, which mimics cohesion by cementation. This model involves three contact strength
parameters (a tensile strength, a coefficient of sliding friction, and a coefficient of rolling friction) as
well as a local criterion, which controls the creation and the breaking of cohesive bonds. All contacts are
cohesive at the beginning of the numerical simulations, and contact rupture leads to an irreversible loss of
tensile strength (debonding). We varied systematically the three contact strength parameters and studied
their influence on the shear strength, the dilatancy, and the microstructure of the granular media. Our
results show that internal friction and macroscopic tensile strength have different origins at the contact
scale. We also find that the microstructure of the granular media, when sheared at the steady state (also
known as the ‘critical state”), is strongly affected by the local coefficients of sliding and rolling friction.
In particular, the mechanical role of the weak network changes with these two contact parameters, which
results from the formation of a new structure of force transmission. On the other hand, we also applied
the same numerical simulation method to the simulation of landslides. We developed a methodology,
which takes into account the initial morphology of the hillslope, the strength of geomaterials, and a
triggering factor, integrating in the same model the initiation and propagation phases of the landslide.
To illustrate this methodology, we applied it to the simulation of a hypothetical example of avalanche
triggered by the progressive rise of a water table.

Keywords : Granular materials, shear, cohesion, rolling resistance, Contact Dynamics, discrete ele-
ment methods, landslides.
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